
























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































1 8.5. Стохастический резонанс в хаотических системах 383 

дели Лоренца. Более того, в пространстве параметров этой системы есть 
области существования как аттрактора типа Лоренца, так и квазиаттракто­
ра. Стохастическая модель Лоренца описывается системой СДУ: 

х = -a x + a y + 6 (t) , 
у =  -у + r х - х z + 6(t) , 
i = -Ь z + x y + 6(t) , 
(�i (t)�j (O)) = D бi,j б(t). 

(18.21) 

Как было показано, в области значений параметров а = 10, r = 210, 
Ь = 8/3, соответствующей существованию квазиаттрактора, реализуется 
индуцированный шумом режим перемежаемости типа «хаос-хаос» между 
двумя симметричными аттракторами. 

В отсутствие шума (т. е. в чисто динамическом случае) фазовое про­
странство системы содержит два симметричных аттрактора. Начальные 
условия определяют, на какой из них попадет фазовая траектория. При 
наличии шума аттракторы объединяются. Если шум слабый, то фазовая 
траектория долгое время находится на каждом из аттракторов и соверша­
ет редкие переходы между ними. Это ведет к появлению медленного вре­
менного масштаба - среднего времени нахождения фазовой траектории на 
одном из объединившихся аттракторов, которое при D « 1 зависит от ин­
тенсивности шума по закону Аррениуса. Наличие медленного временного 
масштаба, естественно, приводит к качественному изменению структуры 
спектра мощности, который эволюционирует в область низких частот; его 
низкочастотная часть имеет форму лоренциана. 

С учетом только стохастической динамики переходов между аттрак­
торами (приближение двух состояний) корреляционная функция является 
экспоненциально спадающей: Сх ,х (т) сх ехр ( - 2r(D)) . Восприимчивость 
системы Лоренца может быть оценена таким же выражением, как и для 
бистабильного осциллятора. 

Рассмотрим теперь совместное действие шума и слабого периодиче­
ского сигнала А sin(rl t), включенного в первое уравнение системы ( 1 8 .2 1 ). 
Спектральная плотность в этом случае будет содержать б-пик на частоте 
сигнала. 

Простейшая оценка для отношения сигнал/шум на выходе системы 
имеет вид 

SNR cx r(D) 
= _!_ ехр (- �Ф) 

D2 D2 D , ( 18.22) 

где � Ф - высота барьера соответствующего эффективного потенциала. 
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Рис. 1 8.6. Зависимость отношения сигнал/шум от интенсивности шума для системы 
Лоренца при А = 1 .0, П = 0.1 .  Символами о показаны результаты численного 
моделирования; сплошная линия соответствует аппроксимации (1 8.22) с �Ф = 0.24 

Результаты вычисления отношения сигнал/шум путем численного мо­
делирования СДУ ( 1 8.21 )  и аппроксимация по формуле ( 1 8.22) представ­
лены на рис. 1 8.6. Формула ( 1 8.22), являющаяся универсальной для си­
стем, демонстрирующих СР, прекрасно описывает эффект и для системы со 
сложной динамикой. Отметим, что динамические уравнения системы могут 
быть трансформированы к виду бистабильного осциллятора с инерционной 
нелинейностью: 

и +  1' и + и3 + ( v - 1) и = о, 
v = h ((3и2 - o: v) , 

(18.23) 

где 1' = (1 + 17)/  J 17(r - 1) ;  h = (r - 1)-112 ; (3 = (217 - Ь)/ ",Ю; о: =  Ь/ ft. 
Для больших значений r » 1 переменпая v(t) является медленной. Исклю­
чая ее из ( 1 8.23), получаем уравнение бистабильного осциллятора уже без 
нелинейлого инерционного члена: 

.. . о: + (З 3 о и + "f и + -а- и - и = . (18.24) 
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Таким образом, в пределах больших значений r система Лоренца допускает 
описание в виде бистабильного осциллятора, что гарантирует наличие СР. 

18.6. Физический эксперимент 

Первые результаты экспериментальных исследований эффекта СР бы­
ли получены в измерениях зависимости SNR от интенсивности шума 
в триггере Шмитта и в кольцевом лазере. Эксперименты подтвердили нали­
чие СР и показали хорошее совпадение экспериментальных данных с вы­
водами адиабатической теории двух состояний. Позже эффект СР был мно­
гократно подтвержден экспериментально в бистабильных системах самой 
различной природы. В большинстве экспериментальных работ измерялись 
зависимости SNR от интенсивности шума на выходе системы и прово­
дилось сравнение с выводами теории. И это естественно, так как имен­
но вид этой зависимости послужил основанием для определения эффек­
та СР. 

Как было показано выше, эффект СР характеризуется резонансной за­
висимостью усиления входного сигнала от интенсивности шума. В связи 
с этим рассмотрим результаты физических измерений коэффициента уси­
ления гармонического сигнала малой амплитуды при вариации интенсив­
ности шума в электронной цепи, моделирующей классический бистабиль­
ный осциллятор ( 1 8.3). На рис. 1 8.7 приведена принципиальная схема элек­
тронной цепи, представляющей аналоговую модель стохастической систе­
мы ( 1 8.3). 

x(t) 

Рис. 1 8. 7. Электронный аналог передемпфированного бистабильного осциллято­
ра (номиналы элементов схемы: Ro - 5 . 1 lk�, Rl,4,6 - lOk�, R2 - 51 .2k�, Rз -
- 2.2k�, R5 - 0.5k�, R1 - l .lk�, Rs - 57k�, С =  150 пФ) 
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Схема содержит операционные усилители D1 - D4 типа К157УД2, 
резисторы Ro - Rв, емкость С и два диода типа D9, включенные проти­
вофазно. Сигнал на входе, представляющий собой сумму гармонического 
A sin(21Г/t) и шумового �(t) сигналов, подается на резистор R1 . В каче­
стве источников соответствующих сигналов использовались стандартные 
генераторы. На выходе схемы измерялся результирующий сигнал откли­
ка системы x(t) . Основной проблемой эксперимента являлась задача ап­
проксимации вида нелинейной функции, определяющей форму бистабиль­
ного потенциала U(x) . Противофазное включение двух идентичных дио­
дов и соответствующий подбор номиналов резисторов схемы обеспечивали 
возможность моделирования характеристики, с высокой степенью точности 
аппроксимирующей классический бистабильный потенциал в интервале из­
менений переменной состояния -1 .5 < х < 1 .5 (переменная х нормирова­
на): 

- dU (x) = ах - Ьхз . 
dx ( 18.25) 

Коэффициент а в этом уравнении зависит от номинала резистора R2, а ко­
эффициент Ь определяется номиналами резисторов R3 , R5 , Rs. 

Для корректного сравнения результатов эксперимента с теорией ( 1 8 . 1 3) 
необходимо обеспечить выполнение условия адиабатического приближения 
с целью применеимя метода двух состояний: 

21Г/о « т-1 = U"(Xmin) ,  (18.26) 

где т - время релаксации осциллятора ( 1 8.3). Период внешней силы дол­
жен существенно превышать время релаксации. Условие ( 18.26) накладыва­
ет огранmения на значения коэффициентов а и Ь в ( 1 8.25) и соответствен­
но на номиналы резисторов схемы. Для указанных на рис. 1 8.7 значений 
номиналов резисторов из условия ( 1 8.26) следует ограничение на частоту 
внешнего сигнала f « 12.5 кГц, которое в эксперименте было выполнено. 

Теоретические и экспериментальные результаты определения зависи­
мостей коэффициента усиления от интенсивности внешнего шума и часто­
ты воздействия прекрасно соответствуют друг другу качественно, но разли­
чаются количественно за счет ошибки измерений, составлявшей примерно 
±5 % (рис. 1 8.8, а). Следует, однако, отметить, что эти различия в сред­
нем несколько превышают указанную погрешность измерений, по крайней 
мере, по двум причинам: во-первых, из-за имеющегося отличия нелиней­
ной характеристики реальной схемы от кубического полинома ( 1 8.25), хотя 
специальные измерения показали, что это отличие в рабочем диапазоне 
)х) :::;; 2 незначительное (не превышает 1 %); во-вторых, из-за внутреннего 
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шума схемы, влияние которого в экспериментах не учитывалось. Реальную 
возможность полностью исключить вышеуказанные причины дает метод 
прямого численного моделирования динамики системы ( 18 .3). Результаты 
расчетов приведены на рис. 1 8.8, б в сравнении с данными теории. Как вид­
но из графиков, различия между теоретическими и расчетными данными 
здесь существенно меньше и полностью укладываются в ошибку числен­
ного счета, обусловленную конечностью временных рядов, используемых 
при их статистической обработке. 
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Рис. 1 8.8. Зависимость коэффициента усиления от интенсивности шума для различ­
ных значений частоты входного сигнала: а - по результатам измерений (сплошные 
кривые) и теоретическим данным (пунктир); б - по результатам численного моде­
лирования динамики системы (18.3) (сплошные кривые) и данным теории (пунк­
тир). Амплитуда сигнала на входе А = 20 мВ, нормированные значения частот f1 
и fz соответствуют в физическом эксперименте частотам 60 Гц и 400 Гц 

18.7. Стохастический резонанс в механорецепторах 
речного рака 

Рассмотренные результаты физического эксперимента по измерениям 
эффекта стохастического резонанса на модели бистабильного осциллято­
ра в виде радитехнической цепи, отписанные выше, нужно воспринимать 
как достаточно предсказуемые. Дело в том, что радиотехническая схема 
(рис. 1 8.7) по сути является аналоговой моделью уравнений системы ( 1 8 .3). 
По этой причине прекрасное соответствие теории данным эксперимента 
можно было ожидать заранее. Другое дело - проиллюстрировать эффект 
СР на сложной системе, математическая модель которой либо отсутствует, 
либо заведомо является приближенной. Именно с этих точек зрения пред-
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ставляются весьма интересными результаты по демонстрации эффекта СР, 
впервые полученные профессором Ф. Моесом с использованием механоре­
цепторов живого рака. 

Система механорецепторов речного рака расположена на его хвосте 
и изображена на рис. 1 8.9. Хвост в виде веера имеет примерно 250 длинных 
волосков, которые связаны с внутренним нервным узлом через сенсорные 
нейроны, сконцентрированные в девяти нервных основаниях. 

Направление движения � 8-12 Гц; 10-200 нм 

Рис. 1 8.9. Система нейрорецепторов хвоста речного рака 

На хвосте имеется 6-й нервный узел, включающий пару фоторецеп­
торных клеток. Как показано на рис. 1 8.9, можно измерять сигналы либо 
от сенсорных нейронов механорецепторов, либо от выходного нейрона фо­
торецептора б-го нервного узла. С этой целью необходимо путем хирур­
гического вмешательства обеспечить возможность введения микроэлектро­
дов для измерения сигналов нейрона. Движение волосков механорецепто­
ров стимулировалось возмущением жидкости в направлениях, указанных 
на рис. 1 8.9. Возбуждение жидкости осуществлялось с помощью гармо­
нического сигнала с частотой 5-100 Гц и амплитудой 10-100 нм, который 
распространялся в жидкости со скоростью от 1 00 до 1 000 мкм/с. Отклик 
фоторецепторной клетки можно измерять как при гидродинамическом воз­
мущении, так и в присутствии светового потока постоянной интенсивно­
сти, сфокусированного на фоторецепторную область. В качестве источника 
шума использовался шум окружающей среды и внешний шум. 

Измерения отношения сигнал/шум с сенсорного нейрона речного рака 
в зависимости от интенсивности внешнего шума продемонстрировали эф­
фект СР. Результаты эксперимента вместе с теоретическими данными и дан­
ными моделирования системы Фитцхью-Нагумо, которая может служить 
приближенной математической моделью системы, приведены на рис. 1 8. 1  О. 
Полученные данные свидетельствуют, что система механорецепторов обес­
печивает восприятие периодического сигнала наилучшим образом в уело-
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виях действия шума оптимальной интенсивности. Наиболее высокую чув­
ствительность сенсорные нейроны проявляли к ситпалам с частотой, близ­
кой к 100 Гц. Известно, что именно эта частота характерна для колеба­
ний воды, вызванных плывущей рыбой. Так как гидродинамические волны 
распространяются в воде намиого быстрее, чем сама рыба, то речной рак 
заблаговременно воспринимает сигнал опасности и успевает спрятаться. 

Однако остается открытым вопрос о влиянии внутреннего шума ней­
ронов. Фактически все нейроны являются зашумленными, причем уровень 
внутреннего шума может заметно превышать интенсивность естественного 
шума состояния термодинамического равновесия. Были предприняты по­
пытки зарегистрировать эффект СР в механорецепторах рака путем управ­
ления уровнем внутреннего шума с помощью изменения температуры пре­
парата. К сожалению, явления СР обнаружить при этом пока не удалось. 
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Рис. 1 8. 1  О. Эффект СР в сенсорной системе речного рака (8), результаты теории 
двух состояний (непрерывная кривая) и данные моделирования системы Фитцхью ­
Нагумо (+) 

18.8. Заключение 

Результаты, приведеиные в данной лекции, наглядно иллюстрируют 
один из интересных эффектов нелинейной динамики стохастических си­
стем стохастический резонанс как индуцированный шумом переход 
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в бистабильных системах, при котором некоторые характеристики систе­
мы могут быть опrимизированы путем варьирования интенсивности шума. 
Количественные меры эффекта СР, безусловно, зависят от структуры сиг­
нала воздействия, статистических свойств шума и динамических свойств 
бистабильной системы. Однако физическая суть явления при этом принци­
пиально не меняется. Одно из характерных времен системы нелинейным 
образом должно зависеть от интенсивности шума. В таком случае есте­
ственно, что откликом системы на внешнее воздействие можно управлять 
путем изменения интенсивности шума, добиваясь оптимального результата. 

Понимание физики явления СР позволило вначале предположить, а за­
тем и экспериментально доказать возможность реализовать подобный эф­
фект в детерминированных хаотических бистабильных системах. Среднее 
время переключений в режиме перемежаемости типа «хаос-хаос» в таких 
системах нелинейным образом зависит не от величины шума, а от величи­
ны управляющего параметра. Изменяя параметр, можно управлять откли­
ком хаотической системы на внешнее воздействие и аналогичным образом 
наблюдать эффе1сr типа СР в отсутствие внешнего шума. 

Представленные результаты в основном иллюстрируются на простей­
шей модели одномерного передемпфированного осциллятора. Для этой мо­
дели можно дать наиболее полное теоретическое описание эффекта СР, 
провести прямые численные расчеты и поставить адекватный физический 
эксперимент. Сравнение теоретических, численных и экспериментальных 
результатов для передемпфированного бистабильного осциллятора демон­
стрирует удивительно хорошее взаимосоответствие. Эффект СР качествен­
но реализуется и в более сложных системах, включая живые. Эти результа­
ты могут способствовать исследованиям эффекта СР в сложных нелиней­
ных стохастических системах живой и неживой природы. 



ЛЕКЦИЯ 1 9 

Синхронизация стохастических 
колебаний 

19.1. Введение 

Одним из актуальных направлений в области нелинейной динамики, 
как уже упоминалось, является обобщение классических представлений 
о синхронизации периодических автоколебаний на случай более сложных 
колебательных процессов. Исследования в этом направлении привели к раз­
работке представлений о синхронизации квазипериодических и даже хаоти­
ческих автоколебаний, описанных в предыдущих лекциях. Вне рассмотре­
ния остались лишь случайные или стохастические колебания, которые воз­
буждаются в нелинейных диссипативных системах в результате действия 
шума. Возникает вопрос: возможно ли конструктивно рассмотреть задачу 
о синхронизации стохастических колебаний? Что понимать в этом случае 
под эффектом синхронизации случайных колебательных процессов? Как 
связать классические представления теории синхронизации с процессами, 
происходящими в стохастических системах, характеризующихся непрерыв­
ным широкополосным спектром мощности? Ответы на поставленные во­
просы в общем случае пока не получены, однако для определенного класса 
стохастических систем их можно обоснованно представить. 

Центральной идеей синхронизации является концепция установления 
во взаимодействующих подсистемах равенства (или кратности) характер­
ных временных масштабов (частот), обусловленного именно взаимодей­
ствием. Это равенство (или кратность) должно сохраняться в пекоторой ко­
нечной области изменения управляющих параметров, которая представляет 
собой область синхронизации. Если мы хотим поставить и решить задачу 
синхронизации стохастических колебаний, необходимо выбрать такие си­
стемы, для которых можно обоснованно ввести понятие характерного вре­
мени (частоты), описывающего стохастический колебательный процесс. Ес­
ли это возможно и характерное время (частота) определено, то имеет смысл 
постановка и решение задачи о вынужденной или взаимной синхронизации 
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именно указанных характерных временных (частотных) масштабов стоха­
стических колебаний, то есть задачи стохастической синхронизации. 

Рассмотрим примеры нескольких стохастических систем, для которых 
можно корректно определить характерные времена или частоты и попы­
таться рассмотреть эффект синхронизации. 

Модель передемпфированного бистабнльноrо осциллятора под 
действием шума. Рассмотрим модель передемпфированного бистабильно­
го осциллятора, которая описывает движение броуновской частицы в пре­
деле большого трения в двухъямном потенциале И 0 ( х) = -х2 /2 + х4 /4 под 
действием белого шума �(t) интенсивности D: 

х = х - х3 + -lili�(t) . (19 .1) 

Система ( 1 9. 1) моделирует случайный процесс, для которого можно ввести 
в рассмотрение два временных масштаба. Один обусловлен случайными 
блужданиями частицы в окрестности одного или другого состояния равно­
весия и характеризует внутриямную (или локальную) динамику. Для доста­
точно высоких потенциальных барьеров (или глубоких потенциальных ям) 
этот временной масштаб практически не зависит от интенсивности шума. 

Нас будет интересовать второй масштаб времени, который характери­
зует среднее время перехода частицы через потенциальный барьер (гло­
бальная динамика). Ему отвечает средняя частота переходов через потенци­
альный барьер - частота Крамерса. Отметим, что процесс переходов через 
потенциальный барьер характеризует индуцированные шумом колебания 
и в отсутствие шума не имеет места. Рис. 1 9. 1 ,  а иллюстрирует временную 
зависимость x(t) , полученную интегрированием стохастического уравне­
ния (19 . 1 ) .  Четко видны случайные колебания в окрестности равновесий 
х0 = ±1 (локальная динамика) и случайные переключения, связанные с пе­
реходами через барьер (глобальная динамика). 

Внутриямная (локальная) динамика не является для нас существен­
ной. Во мноmх задачах используется метод двух состояний для фильтра­
ции внутриямных колебаний. Нахождению частицы в окрестности мини­
мума потенциала x0(t) = -1 ставится в соответствие значение x(t) = -1, 
а минимума x0(t) = +1 - значение x(t) = +1.  После такой фильтрации 
сигнал х0 ( t) иреобразуется в случайный телеграфный процесс, показаивый 
на рис. 1 9 . 1 ,  б. 

Отфильтрованный процесс, как видно из рис. 19. 1 ,  б, представляет со­
бой случайную последовательность импульсов и может быть охарактери­
зован не которой средней частотой переключений. Для осциллятора ( 1 9. 1 )  
эта частота была рассчитана Крамерсом и носит его имя. Частота Крамерса 
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Рис. 1 9. 1 .  Решение уравнения ( 19. 1 )  x(t) для D = 0.05 (а); сигнал x0(t), отфиль­
трованный методом двух состояний (б) 

зависит от интенсивности шума и энергии потенциального барьера: 

1 r = (
Т) = v exp[-.6.Uo/ D] , (19.2) 

где (Т) - среднее время пребывания частицы в окрестности одного из со­
стояний равновесия, v - пекоторая константа, .6.U0 - потенциальный ба­
рьер, D - интенсивность шума. Как видно из выражения (19 .2), частота 
Крамерса при фиксировании .6.U0 управляется шумом и монотонно возрас­
тает с ростом интенсивности D (см. лекцию 1 8). 

Отметим важное обстоятельство. Несмотря на то, что частота пере­
ключений имеет простой и попятный физический смысл, спектр процесса 
x(t) является сплошным типа Лоренцнана и не содержит явных выбросов 
на частоте Крамерса. Причина понятна: процесс x(t) - истинно случайный, 
следовательно, и последовательность времен пребывания Т1 , Т2 , . . .  , Tn -
также случайна. Частота Крамерса вводится как среднее по ансамблю зна­
чение r = 1/ (Т/ и не выделяется в спектре колебаний как спектральная 
линия. 

Модель бистабильной хаотической системы под действием шума. 
Рассмотрим второй класс систем, который во многом сходен с переклю­
чениями в бистабильном осцилляторе, но имеет некоторые специфические 
особенности. Обратимся к простой одномерной нелинейной дискретной си-
стеме: 

( 19.3) 
где а: - управляющий параметр, D - интенсивности случайного процесса 
�(n) . Экспоненциальный множитель ехр( -х�)/Ь) введен в систему с целью 
избежать ухода решения в бесконечность и является несущественным. 
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Система ( 1 9.3) в отсутствие шума имеет хаотический аттрактор, струк­
тура которого зависит от параметра а. На рис. 1 9.2, а,б приведены плот­
ности распределения р(х) системы (19.3) для двух характерных значений 
параметра а. При значении параметра а < а* = 2 .839 . . .  в системе сосу­
ществуют два хаотических аттрактора, разделенных седловой точкой х� = 
= О. При достижении параметром а критического значения а* реализуется 
кризис и аттракторы объединяются в единый (рис. 1 9.2, б). Сосуществова­
ние двух симметричных хаотических аттракторов в определенном смысле 
дает возможность обобщения эффектов, рассмотренных выше, для биста­
бильного осциллятора. Действительно, воздействуя шумом на систему, воз­
можно индуцировать переходы от одного аттрактора на другой и обратно. 
Различия с процессами в системе ( 19 . 1 )  будут связаны исключительно с ло­
кальной динамикой. Эти различия несущественны и их роль практически 
будет отсутствовать, если использовать фильтрацию процесса методом двух 
состояний. 

Интерес представляет случай кризиса аттракторов (рис. 1 9.2, б). В от­
сутствие шума система ( 19.3) будет генерировать хаотический (непериоди­
ческий) процесс x(t) , при котором траектория будет последовательно посе­
щать две области единого аттрактора: х < О и х  > О. Этот процесс будет 
нерегулярным и ему можно однозначно поставить в соответствие среднюю 
частоту переключений. Как показали эксперименты, эта частота характери­
зует систему в отсутствие шума и может управляться изменением парамет­
ра а. 

р(х) �. 
�
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Рис. 1 9.2. Стационарная плотность распределения вероятности траекторий на ат­
тракторах отображения ( 19.3) при А =  D = О  и Ь = 10 для значений параметра а: 
а - 2.5; б - 2.84 
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В настоящей лекции представлены результаты анализа эффекта син­
хронизации средней частоты переключений в системах, относящихся к опи­
санным двум классам систем с переключениями, индуцированными внеш­
ним шумом и осуществляемыми в хаотических системах без внешних шу­
мов. 

Рассматриваемый в этой лекции эффект синхронизации частоты пе­
реключений внешним периодическим сигналом тесно связан с эффектом 
стохастического резонанса, подробно описанным в предыдущей лекции. 
Действительно, в рамках определенных предположений стохастический ре­
зонанс оказывается тесно связанным с эффектом синхронизации процесса 
переключений. По сути дела описание эффекта СР на основе концепции 
синхронизации служит иным методом или способом анализа явления СР, 
который с физической точки зрения, возможно, является более целесооб­
разным. 

19.2. Внешняя синхронизация процесса переключений 
в бистабнльном осцилляторе под действнем шума 
и периодического сигнала 

Обратимся к более общей модели передемпфированного осциллятора, 
в который введем гармоническое воздействие амплитуды А и частоты П: 

± = ах - {3х3 + V2D�(t) + А cos(Пt + <ра) .  (19.4) 

Коэффициенты а и {3 введены в систему с целью обеспечить возможность 
управления величиной потенциального барьера. Система ( 19.4) не имеет 
собственной детерминированной частоты, ее спектр (в отсутствие модуля­
ции) представляет собой лоренциан, т. е. является сплошным. В то же вре­
мя система характеризуется управляемым шумом временным масштабом -
средним временем выхода из потенциальной ямы, которому в частотной 
области отвечает средняя частота переключений. Периодический сигнал 
амплитуды А по отношению к бистабильному осциллятору представляет 
собой как бы внешние «часы» с частотой П и начальной фазой 'РО· (Далее 
производилось усреднение по равномерно распределенной фазе <р0 .) 

Будем полагать, что в стохастическом дифференциальном уравнении 
(СДУ) (19 .4) а:, {3 > О, <ро = О и амплитуда модуляции А является малой, 
так что в отсутствие шума процессы переключений не происходят. Более 
того, полагаем, что частота модуляции мала по сравнению со скоростью 
релаксации внутри ям. 
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Введем в рассмотрение аналитический сигнал w(t) = x(t) + iy(t), где 
y(t) - преобразование Гильберта исходного процесса x(t) : 

00 00 

( ) = Н [ ] = 1. f х(т) d = 1. f x(t - т) - x(t + т) d у t х 7r t - т т 7r т т. 
-оо О 

(19.5) 

Мгновенные амплитуда и фаза процесса определяются соответственно как 
абсолютное значение и аргумент комплексной функции w(t) : 

w (t) = R(t) exp[iФ(t)] . (19.6) 

Применяя концепцию аналитического сигнала к ( 19.4), получим следующее 
СДУ для аналитического сигнала w(t): 

w = а w - � (3 R2 w + w3) + 'lj;(t) + А  exp(rmiШ) , (19. 7) 

где 'lj;(t) = �(t) + i ТJ(t) - аналитический шум, ТJ(t) - преобразование Гиль­
берта от �(t). Из уравнения ( 19.7) легко записать СДУ для мгновенных 
амплитуды и фазы: 

R = a R - � R3 [1 + соs2 (ф + Ш)] + А  соs ф + 6 (t) , 

ф = -П - � sin ф - � R2 sin[2(ф + Ш)] + 1 6(t) , (19.8) 

где ф(t) = Ф (t) - П t  есть мгновенная разность фаз. Источники шума 6,2 (t) 
определяются следующими выражениями: 

6 (t) = �(t) cos Ф + ТJ(t) sin Ф, 
6 (t) = ТJ(t) соs Ф - �(t) sin Ф .  (19.9) 

Второе уравнение в (19.8), описывающее эволюцию разности фаз, 
сходно по структуре с соответствующим уравнением для синхронизован­
ного генератора Ван дер Поля с шумом. Отличие заключается в том, что 
в этом уравнении, естественно, отсутствует член, отражающий наличие 
расстройки по частоте. Вместо него присутствует только член П. Это явля­
ется еще одним фактором, свидетельствующим об отсутствии детермини­
рованного временного масштаба в системе. 
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Фазовая синхронизация процессов переключении периодическим 
сигналом. Зависимость разности фаз от времени, вычисленная в рамках 
концепции аналитического сигнала, представлена на рис. 1 9.3, а для раз­
личных значений интенсивности шума. Наклон кривых дает разность меж­
ду мгновенной частотой процесса х и П. Видно, что существует оптималь­
ный уровень шума, при котором разность фаз равна нулю. Кроме этого, 
для данной интенсивности шума и заданной амплитуды воздействия фаза 
оказывается захваченной в течение времени наблюдения. 
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Рис. 1 9.3. (а) Зависимость мгновенной разности фаз ф от времени для указанных 
значений интенсивности шума и для А = 3; (6) средняя частота (сплош11ая ли11ия) 
и средняя частота переключений ( •) как функции интенсивности шума для различ­
ных значений амплитуды воздействия: 1 � А  = О; 2 - А = 1 ;  3 - А = 2; 4 -
А = 3. Значения остальных параметров: а = 5, (3 = 1 и П = 0.01 

Отклонения от оптимального уровня шума приводят к· разности фаз 
и появлению сбоев фаз, что ведет к постоянному отличному от нуля на­
клону зависимостей Ф(t). Зависимости средних частот, определяемых по 

т f d Ф(t) 
формуле (w) = limт--+oo � dt dt, от интенсивности шума приведены 

о 
на рис. 1 9.3, б для различных значений амплитуды сигнала А. Представ-
ленные результаты наглядно свидетельствуют об эффекте захвата средней 
частоты выходного сигнала (w) при векотором оптимальном уровне шума. 
Этот эффект был впервые установлен для случая стохастического триггера 
Шмитта. 
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Рис. 1 9.3, б иллюстрирует как наличие порога синхронизации, так 
и расширение области синхронизации с ростом амплитуды модуляции. 
В отсутствие воздействия (А = О) средняя частота монотонно растет в соот­
ветствии с законом Крамерса. При значении А :;:::: 1 на графике зависимости 
(u;) от D появляется слабо заметный изгиб; при А = 2 становится четко 
заметной «полочка», где (u;) не зависит от D. Дальнейший рост амплитуды 
А = 3 ведет к расширению зоны синхронизации. 

Как показывалось выше, совпадение частот сопровождается, по край­
ней мере, малым числом сбоев фаз. Поэтому наряду с захватом средней 
частоты флуктуации разности фаз становятся минимальными. В соответ­
ствии с введенным определением можно сказать, что случайный процесс 
переключений x(t) эффективно синхронизован с внешней периодической 
силой. 

Рассчитаем коэффициент эффективной диффузии: 

(19. 10) 

Deff. отвечает за качество синхронизации: чем меньше коэффициент 
эффективной диффузии, тем больше продолжительность интервалов вре­
мени захвата фаз. Результаты численных вычислений представлены на 
рис. 19.4. Как видно из графиков, с ростом амплитуды воздействия за­
висимости Deff. от интенсивности шума все более четко демонстрируют 
наличие минимума. Количественные значения Deff. в области синхрони­
зации свидетельствуют о том, что эффект захвата частоты и фазы имеет 
место на временах, превышающих период внешней силы более чем в 103 
раз. Таким образом, наличие вынужденной эффективной синхронизации на 
основном тоне установлено для бистабильного осциллятора. Этот эффект 
проявляется в захвате средней частоты переключений внешним гармониче­
ским сигналом и минимизации коэффициента диффузии. Важно отметить, 
что добавление шума в систему приводит к упорядочиванию ее фазовой ди­
намики: увеличение интенсивности шума вызывает уменьшение диффузии 
разности фаз. 

19.3. Внешняя стохастическая синхронизация триггера 
Шмитта 

Наиболее простой и легко реализуемой системой, с помощью кото­
рой случайный процесс можно преобразовать в случайный телеграфный 
сигнал, т. е. осуществить фильтрацию по методу двух состояний, является 
триггер Шмитта (рис. 1 9.5). 
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Рис. 1 9.4. Коэффициент эффективной диффузии как функция интенсивности шума 
для различных значений амплитуды воздействия (параметры: а = 5, {3 = 1 ,  no = 
= 0.01) 

Триггер IПмитта представляет собой электронное устройство 
(рис. 1 9.5 ,  г), имеющее нелинейную характеристику с заданным порогом 
срабатывания К (рис. 19 .5, а). Если сигнал x(t) = Vи превышает порого­
вое значение x(t) � К, то на выходе триггера мы имеем сигнал x(t) о= +  
+К, если Vи ";; -К, то на выходе x(t) == -К. Используя функцию sgn(x), 
мы получим последовательность импульсов амплитуды ±1. Если на вход 
триггера подать сигнал, который представляет собой сумму периодическо­
го A sin Пt и шумового �(t) интенсивности D (рис. 1 9.5, б), то математиче­
скую модель динамики триггера можно представить в виде 

x(t) = sgn[Kx(t) - D�(t) - А sin(Пt) ] ,  (19. 1 1 )  
где К - порог срабатывания триггера, D - интенсивность шума �(t), А 
и П - амплитуда и частота внешней гармонической силы. 

Рассмотрим результаты экспериментального исследования индуциро­
ванной шумом синхронизации в стохастическом триггере IПмитта под дей­
ствием слабого периодического сигнала. На триггер IПмитта с порогом сра­
батывания D.U = 150 мВ подавался шумовой сигнал с частотой среза fc = 
= 100 кГц и периодический сигнал с частотой П = fo = 100 Гц. 
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Рис. 1 9.5. Триггер Шмипа 

По выходному сигналу, представляющему собой телеграфный процесс 
и оцифровываемому в компьютере, измерялась средняя частота переклю­

м 
чений (!) = limм ..... = _!.._ L 7r 

• Результаты измерений показаны м k=1 tk+l - tk 
на рис. 1 9.6, а. При слабом сигнале зависимость средней частоты от ин­
тенсивности шума следует закону Аррениуса, экспоненциально возрастая 
с ростом интенсивности шума. С увеличением амплитуды сигнала эта зави­
симость становится качественно иной: появляется область значений интен­
сивности шума, в которой средняя частота практически не меняется с ро­
стом шума и в пределах погрешности эксперимента остается равной часто­
те сигнала. Наблюдается эффект захвата средней частоты переключений. 

Повторяя измерения средней частоты для разных значений амплиту­
ды и частоты сигнала, можно получить области синхронизации на плос­
кости параметров «интенсивность шума - амплитуда сигналю>, в которых 
средняя частота равна частоте сигнала. Области синхронизации, напоми­
нающие языки Арнольда, показалы на рис. 1 9.7. Как видно из рисунка, 
существует пороговое значение амплитуды сигнала Аtь, начиная с кото-
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Рис. 19.6. Зависимости средней частоты выходного сигнала триггера Шмитта от 
интенсивности шума для амплитуд сигнала А = О мВ (.6), А = 60 мВ (0), А = 
= 100 мВ (*), полученные в физическом эксперименте (а) и численным моделиро­
ванием системы (19. 1 1 )  (б). Порог срабатывания триггера К =  0.2, частота сигнала 
П = О.5 

рого наблюдается эффект захвата средней частотЬI. При достижении поро­
га периодический сигнал начинает эффективно управлять стохастической 
динамикой переходов. С ростом частоты сигнала эффект синхронизации 
ухудшается: во-первых, сужаются области синхронизации; во-вторых, уве­
личиваются пороговые значения амплитуды сигнала (см. рис. 1 9.7). 
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Рис. 19.7. Области синхронизации для триггера Шмитта (эксперимент) для разных 
частот сигнала: fo = 100 Гц (*), fo = 250 Гц (.6), fo = 500 Гц (О) 



402 

p(t) 
600 

400 

200 

о о 0.01 0.02 0.03 0.04 t, с 

3000 

p( t) 
2000 

1000 

о \ � 
о 

1 9. Синхронизация стохастических колебаний 

p( t) 

600 

400 

200 

о о 0.01 0.02 0.03 0.04 t, с 

0.01 t, с 0.02 

Рис. 19.8. Плотность вероятности времен пребывания триггера Шмитта в одном из 
состояний; амплитуда сигнала А =  100 мВ, частота сигнала fo = 100 Гц 

На рис. 19.8 показана плотность вероятности времен пребывания p(t) 
трИIТера в одном из метастабильных состояний при различных уровнях 
шума. При слабом шуме (VN = 35 мВ) р( t) содержит несколько пиков на 
временах, кратных половине периода сигнала. В области синхронизации 
(VN = 70 мВ) среднее время нахождения триггера в одном из состояний 
совпадает с половиной периода и плотность вероятности времен нахожде­
ния содержит ярко выраженный пик при t = То/2. При большом шуме 
(VN = 115  мВ), вне области синхронизации, среднее время, необходимое 
для переключения, много меньше половины периода. За период система 
успевает многократно переключиться из одного состояния в другое и по­
является пик, соответствующий малым временам переключений. Пик, со­
ответствующий половине периода сигнала, размывается и когерентность 
выходного сигнала разрушается. 
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Проведем сравнение полученных экспериментальных результатов с дан­
ными численного моделирования. С этой целью воспользуемся уравнением 
модели ( 19. 1 1 ), задав следующие значения параметров: К =  0.2, � (t) выбе­
рем в виде экспоненциально коррелированного шума с временем корреля­
ции те = 10-2 и интенсивностью D, описываемый процессом Орнштейна­
Уленбека. 
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Рис. 1 9.9. Временная эволюция разности фаз при А = 0.1 ,  П = 0.5 для различ­
ных значений интенсивности шума (а); зависимость коэффициента диффузии Detr 
триггера Шмитта при К =  0.2, n = 0.5 для разных значений амплитуды сигнала (б) 

Результаты расчетов средней частоты как функции интенсивности 
шума, проведеиных по уравнению (19. 1 1 ) ,  показаны на рис. 19.6, б 
и демонстрируют поведение, идентичное измеренному в эксперименте 
(рис. 1 9.6, а). На рис. 19.9, а показана эволюция мгновенной разности фаз ф 
триггера и входного сигнала для случая А =  0 .1 .  При оптимальном уровне 
шума (D = 0.06) разность фаз остается постоянной в течение времени на­
блюдения. Вне области синхронизации (D = 0.04, D = 0.08) скачки фазы 
гораздо более частые, что приводит к быстрой диффузии фазы и, следова­
тельно, к отсутствию синхронизации. 

В случае малой амплитуды сигнала (А � Ath) явление захвата средней 
частоты отсутствует. Результаты расчета мгновенной разности фаз свиде­
тельствуют также об отсутствии фазовой синхронизации: наблюдается зна­
чительная диффузия фазы и временная реализация мгновенной разности 
фаз представляет собой пример случайного блуждания. 

Результаты расчета коэффициента диффузии разности фаз по казаны на 
рис. 1 9.9, б. Зависимость Deff(D) характеризуется минимумом, что являет­
ся следствием эффекта стохастической синхронизации. 
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Полученные данные свидетельствуют о том, что внешний периодиче­
ский сигнал достаточной амплитуды синхронизирует стохастическую ди­
намику переходов. Это явление сопровождается захватом мгновенной раз­
ности фаз и средней частоты. 

19.4. Внешняя и взаимная стохастическая синхронизация 
процессов Переключепий в хаотических системах 

Как было отмечено во введении, определенный класс хаотических си­
стем в результате кризиса реализует режим непериодических переключе­
ний между выделенными подмножествами хаотического аттрактора. В си­
лу нелинеймости системы частота этих переключений контролируется не 
внешним шумом, а управляющим параметром. Как показали исследова­
ния, в таких системах возможно реализовать режим фазовой стохастиче­
ской синхронизации. Для иллюстрации рассмотрим внешнюю и взаимную 
синхронизации процессов переключений в ряде систем с детерминирован­
ной хаотической динамикой. 

Внешняя синхронизация. Обратимся к отображению 

Xn+l = (axn - х�) ехр( -х;/Ь) + A sin(Пn) (19 .12) 

в режиме перемежаемости «хаос-хаос» при а >  а* = 2.839 . . .  Рассмотрим 
динамику системы в отсутствие внешнего шума для достаточно больших 
значений амплитуды внешней силы А. При этом процесс переключений 
принципиально нелинеен, его статистика будет существенно зависеть от 
параметра а. Используя метод двух состояний, вычислим эволюцию плот­
ности времен пребывания р( т) в отдельно взятой потенциальной яме при 
вариации параметра а. Результаты представлены на рис. 1 9. 1 0  и качествен­
но повторяют данные, полученные для триггера Шмитта (рис. 19.8). 

При оптимальном значении а = 8.34 распределение имеет единствен­
ный гауссаобразный пик с максимумом при т =  0.5, что соответствует ра­
венству средней частоты переключений между хаотическими аттракторами 
частоте внешней силы. 

Эффект захвата средней частоты переключений внешним сигналом для 
различных значений параметра А иллюстрирует рис. 1 9. 1 1 ,  а. С ростом ам­
плитуды сигнала воздействия область синхронизации увеличивается, как 
и следовало ожидать. Из рис. 19. 1 1 ,  б видно, что данная область представ­
ляет собой типичную зону синхронизации, как и в случае триггера Шмит­
та (рис. 1 9.6). Как видно из рис. 19. 1 1 , 6, имеет место порог синхрониза­
ции. Таким образом, эффект внешней синхронизации частоты переключе-
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Рис. 19. 1 0. Плотность вероятности времен пребывания в одной из потенциальных 
ям для отображения ( 19. 1 2) для трех различных значений управляющего парамет­
ра а. Зависимости напоминают соответствующие графики для триггера Шмитта 
(см. рис. 1 9.8). т измеряется в единицах периода внешней силы 

ний в детерминированной хаотической системе уверенно регистрируется 
и оказывается качественно эквивалентным эффекту индуцированной шу­
мом стохастической синхронизации. 
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Рис. 19 . 1 1 .  Средняя частота переключений в зависимости от параметра а для разных 
значений амплитуды сигнала (а), область синхронизации частоты переключений для 
отображения ( 19 . 12) (б) 

Эффект захвата средней частоты переключений является универсаль­
ным и проявляет себя в широком классе динамических систем с режимом 
перемежаемости. Исследуем в качестве примера нелинейную систему Чуа, 
реализующую режим динамической перемежаемости. Цепь Чуа описыва­
ется системой уравнений: 

± = о:[у - h(x)] , 
у =  х - у +  z, 
z = -(Зу +  F(t) , 

(19. 13) 

где h(x) = mlx+0.5(mo-ml ) ( lx+ 1 1 - lx-1 1 ) - кусочио-линейная характе­
ристика системы, параметры которой фиксированы: m0 = - 1/7, m1 = 2/7; 
F(t) = A cos (Пt) - внешняя периодическая сила. 

Как было показано, процесс переключений в хаотической бистабиль­
ной системе ( 1 9. 13) может быть индуцирован шумом либо иметь чисто ди­
намическую природу. Применим метод двух состояний. Зафиксируем зна­
чение параметра (3 = 14.286. Динамика системы ( 19 . 1 3) будет зависеть от 
величины параметра о:, а также от амплитуды А и частоты П внешнего 
сигнала. В отсутствие воздействия (А = О) режим персмежаемости реали­
зуется в системе ( 19 . 13) при о: �  8.8. Для о: > 8.8 средняя частота переклю­
чений (аналог частоты Крамерса) монотонно возрастает с увеличением о:. 
Выберем значение амплитуды А =  0.1 ,  когда реакция системы на внешнее 
воздействие принципиально нелинейна. 
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На рис. 19 . 12  представлены результаты расчета плотности распределе­
ния времен возврата р( т) для различных значений параметра а. Время т 
измеряется в единицах периода внешнего воздействия Т = 27Г /rl. Наблю­
дается удивительное сходство с данными, приведеиными на рис. 1 9.8 для 
триггера Шмитта и на рис. 1 9. 1 0. При определенном значении параметра 
а = = 8.8325 распределение р(т) имеет практически единственный гаус­
сообразный пик с максимумом вблизи т = 1, что соответствует равенству 
средней частоты переключений и частоты внешней силы. Регистрируется 
эффект вынужденной синхронизации, проявляющийся в захвате средней 
частоты переключений периодическим сигналом. 

На рис. 1 9. 1 3  представлены области синхронизации, полученные 
в результате физического эксперимента, которые качественно напоминают 
«языки Арнольда», как и в случае триггера Шмитта (рис. 1 9.7). Отличия 
состоят лишь в том, что с ростом частоты сигнала уровень порога синхро­
низации здесь практически не изменяется, а ширина областей синхрони­
зации увеличивается. Эти отличия обусловлены нелинейными свойствами 
исследуемой системы ( 1 9. 1 3) и не касаются самой сущности наблюдаемо­
го эффекта. Более детальные расчеты свидетельствуют о том, что эффекту 
синхронизации средней частоты переключений в системах ( 19. 1 2) и ( 19 . 1 3) 
отвечает эффект фазовой синхронизации, полностью эквивалентный рас­
смотренным случаям триггера Шмитта и передемпфированного осцилля­
тора. 

Взаимная синхронизация. В качестве примера взаимной синхрониза­
ции процессов переключений рассмотрим динамику системы двух связан­
ных моделей Лоренца: 

:i1 = a(yi - х - 1 )  + "f(Xz - х1 ) ,  i2 = a(yz - xz)  + "f(XI - х2) ,  
YI = r1x1 - X1Z1 - Yl , У2 = r2x - 2 - X2Z2 - yz , (19 .14) 

i1 = XIYl - z1Ь, i2 = Х2У2 - zzb. 

Выберем значения параметров а = 10, r1 = 28.8, rz = 28, Ь = 8/3, со­
ответствующие случаю, когда в каждой из подсистем существует аттрактор 
Лоренца. Этот аттрактор в парциальной системе можно рассматривать как 
обобщенный бистабильный осциллятор, в котором имеет место нерегуляр­
ный процесс переключений со средней частотой, контролируемой управля­
ющим параметром r. Введение связи (1' > О) должно вызывать изменения 
средних частот переключений в каждой из подсистем и приводить к эффек­
ту взаимной синхронизации. 

Как показали расчеты, проведеиные в приближении динамики двух 
состояний, при значениях коэффициента связи 1' > 5 средние частоты пе-
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Рис. 1 9. 1 2. Плотность распределения времен возврата в системе Чуа ( 19. 1 3) для 
различных значений параметра а и частоты внешнего сигнала П 

реключений (!1 ) и (!2 )  практически совпадают (рис. 19 . 14) .  Более того, 
численное моделирование динамики мгновенной разности фаз процессов 
х1 (t) и x2 (t) подтвердило эффект взаимной синхронизации: при 'У >  5 раз­
ность фаз близка к нулю на временах, существенно превышающих среднее 
время переключений. Таким образом, при сильной связи между двумя ха­
отическими бистабильными осцилляторами имеет место эффект взаимной 
синхронизации частот переключений. 
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Рис. 1 9. 1 3 .  Области синхронизации на плоскости параметров «амплитуда внешнего 
сигнала � управляющий параметр» для системы ( 19 . 13)  для трех значений частоты 
внешнего сигнала П 

19.5. Стохастическая синхронизация как индуцированный 
шумом порядок 

Одной из важных характеристик эффекта синхронизации является по­
вышение степени упорядочивания сигнала в результате синхронизации. 
Действительно, уже на качественном уровне можно оценить, например, 
эффект захвата частоты при синхронизации периодических автоколеба­
ний внешним гармоническим сигналом. До наступления эффекта синхро­
низации в системе наблюдаются двухчастотные колебания, образом кото­
рых является двумерный тор. В режиме синхронизации реализуется ре­
жим устойчивых периодических колебаний, которому отвечает предельный 
цикл. Предельный цикл имеет метрическую размерность равную едини­
це, а тор - двойке. Степени упорядоченности в данном случае можно по­
ставить в соответствие уменьшению размерности предельного множества 
в фазовом пространстве системы, которое обусловлено эффектом синхро­
низации. Этот же эффект имеет место и при синхронизации квазипериоди­
ческих и хаотических автоколебаний. Стохастическая синхронизация также 
должна приводить к увеличению степени упорядоченности режима колеба­
ний. Для подтверждения такого вывода обратимся к энтропии как наибо-
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Рис. 1 9. 1 4. Средние частоты переключений (!1 ) (1)  и (!2)  (2) для двух связанных 
неидентичных моделей Лоренца ( 19. 14) в зависимости от степени связи. Парамет­
ры: а = 10, r1 = 28.8, r2 = 28, Ь = 8/3 

лее общей характеристике степени случайности процесса. Действительно, 
стохастическая синхронизация имеет место, как было показано выше, для 
случайных процессов переключений. Если справедливо утверждение о по­
вышении степени порядка при синхронизации, то энтропия процесса при 
отсутствии эффекта стохастической синхронизации должна быть больше по 
величине энтропии процесса в режиме синхронизации. Энтропия, как мера 
степени случайности процесса, должна уменьшаться в результате эффекта 
синхронизации. Покажем, что это действительно так. 

Мерой, описывающей передачу случайного сигнала через бистабиль­
ную систему, может служить спектр условных энтропий Шеннона. Иерар­
хия условных энтропий Шеинона характеризует корреляции всех высших 
порядков и в пределе служит мерой упорядоченности процесса. 

Анализ в терминах теории информации требует введения символьного 
алфавита, соответствующего стохастической динамике системы. Для биста­
бильных стохастических систем естественным является бинарный алфавит, 
состоящий из двух символов, например, «0» и « 1 », которые отвечают на­
хождению системы слева или справа от барьера. Пусть iп = i 1 ,  . . . , iп -
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двоичная подпоследовательность или слово, состоящее из n букв. Обозна­
чим относительнуFО частоту повторения этого слова в данной последова­
тельности (т. е. вероятность) через р(iп) - Если последовательность содер­
жит периодическуFО компоненту, то временные корреляции будут отражать­
ся в высокой структурированности функции распределения слов длины n. 
Аналогом здесь служит распределение времен пребывания. 

Для количественной оценки степени упорядоченности этих структур 
используется энтропия Шеннона, применяемая к распределениFО слов дли­
ны n (n-слов): 

Hn = - L р(iп) log2 р(iп ) ·  
(in ) E {O ,l}п 

(19 .15) 

Hn называFОтся n-блоковыми энтропиями и интерпретиру10тся как средняя 
информация, необходимая для предсказания появления слова (i1 , . . .  , iп) 
длины n. 

Условные, или динамические энтропии, вводятся для n = 1 ,  2, . . .  как 

hп = Hn+l - Hn = (-L p(iп+l \ iп) log2 p(iп+l \ iп)) , 
�+1 (�) 

(19.16) 

где ( ) обозначает усреднение по предыстории iп. Это определение до­
полняется «начальным условием»: ho = Н1 . В формуле ( 19 . 16) p(iп+l \iп ) 
обозначает вероятность набл10дения символа iп+l при условии наблFОде­
ния предшеству10щей последовательности n символов iп . Динамические 
энтропии hп интерпретиру10тся как средняя информация, необходимая для 
предсказания символа iп+l (или информация, полученная после его наблFО­
дения) при известной предыстории iп (другими словами, hп характеризует 
неопределенность в предсказании следуFОщего символа в последовательно­
сти iп). Корреляции между символами обычно уменьшаFОт это количество 
информации. Предел hп, при n ---+ оо 

h = lim hп , n-+oo (19 .17) 

называется энтропией источника. Энтропия источника определяет мини­
мальное количество информации, необходимое для предсказания следуFО­
щего символа в последовательности при наличии знания всей предыстории. 

Применим подход, основанный на вычислении информационных мер, 
к данным, полученным из эксперимента с триггером Шмитта. Двоичные 
случайные последовательности, генерируемые триггером, записывались 
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с помощью аналого-цифрового преобразователя в компьютер. Одновремен­
но записывались последовательности на входе (сигнал и сигнал + шум), 
также представленные, в зависимости от знака, в виде нулей и единиц. 
Во всех экспериментах длина последовательностей равнялась 15000�t, где 
�t - шаг выборки. Оптимальный шаг выборки, установленный в ходе вы­
числения энтропийных характеристик, соответствовал 12 точкам на перио­
де колебаний сигнала: �t = То/12 :::::; 8.33 · 10-4сек. Мы выбрали режим 
синхронизации стохастических переключений триггера и захвата средней 
частоты переключений, который имеет место при амплитуде сигнала А = 
= lООмВ. 

Разумно предположить, что последовательность, генерируемая триг­
гером Шмитта, будет максимально упорядочена в режиме стохастической 
синхронизации, поэтому можно ожидать следующее поведение энтропии 
источника: при очень слабом шуме, когда переключеимя триггера крайне 
редки, последовательность будет характеризоваться большой степенью из­
быточности и энтропия будет низка; с ростом шума энтропия должна на­
растать, затем убывать, достигая минимума в режиме стохастической син­
хронизации. Далее энтропия вновь нарастает, так как шум полностью кон­
тролирует динамику системы, разрушая режим синхронизации. 

Описанная картина полностью подтверждается вычислениями, про­
ведеиными по экспериментальным данным. Все энтропийные меры рас­
ечитывались усреднением по 20 реализациям длины 1500�t. Результаты 
(рис. 1 9  . 1 5) показывают хорошо выраженный минимум при предполагае­
мой интенсивности шума. Таким образом, с увеличением интенсивности 
шума предсказуемость выходной последовательности увеличивается. На 
выходе обычных линейных фильтров этот важный результат не может на­
блюдаться в принципе. 

Увеличение предсказуемости предполагает повышение степени поряд­
ка в выходной последовательности. В режиме стохастической синхрониза­
ции энтропии отражают рост периодической части выходного сигнала, то­
гда при оптимальном уровне шума мы можем говорить об индуцированном 
шумо.м порядке во времени. Упорядоченное состояние означает, что макси­
мальное количество Переключепий имеет место за время, равное половине 
периода сигнала, т. е. выход характеризуется более длительными корреля­
циями со входом. 

Отметим, что минимум на графике зависимости энтропии источника 
от интенсивности шума наблюдается лишь для достаточно больших ам­
плитуд периодического сигнала, когда имеет место явление синхронизации 
стохастических переключений триггера. В случае слабого сигнала, когда от­
клик стохастической системы на сигнал является практически линейным, 
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Рис. 19. 1 5. Зависимость динамических энтропий hп (n = О, 1 ,  . . .  , 15) от амплитуды 
шума. Символами D показала hв (D) на входе триггера, а символами о - на выходе 

энтропия монотонно возрастает с увеличением шума и в пределе большого 
шума стремится к 1 .  

19.6. Заключение 

Результаты исследований, описанные в настоящей лекции, свидетель­
ствуют о том, что классические представления о синхронизации колебаний 
могут быть обобщены и применены к стохастическим процессам. Суще­
ственным является требование наличия у стохастических колебаний пеко­
торого характерного времени. Для случайных процессов в бистабильных 
системах таковым является среднее время пребывания или средняя частота 
переключений. Как было показано, несмотря на случайный характер про­
цесса переключений, среднестатистическая частота может быть синхрони­
зована. При этом реализуются эффекты как внешней, так и взаимной фа­
зовой синхронизации. Эффект стохастической синхронизации проявляется 
в захвате средней частоты, реализуется в конечной области значений пара­
метров и характеризуется возрастанием степени упорядоченности процесса 
колебаний в области синхронизации. Стохастическая синхронизация явля­
ется принципиально нелинейным эффектом, наблюдается лишь при конеч­
ных значениях амплитуд сигнала воздействия или при достаточно сильной 
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связи и допускает описание на основе обобщенных представлений теории 
фазовой синхронизации. 

Эффект стохастической синхронизации не является некоторой матема­
тической экзотикой. Доказательством моrут служить не только результаты 
физического эксперимента, представленные в настоящей лекции. Эффект 
стохастической синхронизации является одним из определяющих в пони­
мании процессов усиления и оптимизации отношения сигнал/шум, реализу­
ющихся в режиме стохастического резонанса. Показано, что максимальное 
усиление сигнала в условиях стохастического резонанса при конечных ам­
плитудах воздействующего сигнала имеет место, если реализуется эффект 
стохастической синхронизации. 
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Возбудимые осцилляторы. 
Явление коrерентноrо резонанса 

20.1 .  Введение 
' 

В предыдущих лекциях мы рассмотрели один из видов стохастических 
осцилляторов - бистабильные осцилляторы, находящиеся под действием 
шума. Другой вид стохастических осцилляторов, в которых в результате 
действия достаточно слабого шума возникает колебательный процесс, со­
ставляют так называемые возбудимые осцШULЯторы или возбудимые сис­
темы. 

Возбудимые стохастические осцШULЯторы - это системы с двумя со­
стояниями, одно из которых является устойчивой точкой равновесия (со­
стояние покоя), а другое представляет собой переходный процесс возврата 
к состоянию покоя (состояние возбу:ждения). Особенность возбудимых си­
стем состоит в том, что релаксации к состоянию покоя соответствуют тра­
ектории в фазовом пространстве, имеющие форму почти замкнутой петли, 
т. е. по характеру близки к движению на предельном цикле. В отсутствии 
воздействий система находится в состоянии покоя. В результате внешнего 
воздействия (некоторого толчка) система приходит в состояние возбужде­
ния, из которого сама возвращается в состояние покоя. При этом имеется 
некоторое характерное время возврата в состояние покоя. 

Исследованию возбудимых осцилляторов, ансамблей таких осциллято­
ров и возбудимых сред посвящено значительное количество научных ста­
тей и монографий. Возбудимые осцилляторные режимы типичны для ней­
ронной активности, поэтому их исследование очень важно с точки зрения 
понимания работы нервной системы живых организмов. Свойства после­
довательности импульсов возбуждения (в биофизике их обычно называют 
спайками) во многом контролируются действующим в системе шумом. При 
этом, как и в случае бистабильных осцилляторов, изменение параметров 
шумового воздействия может служить организующим фактором, приводя­
щим к большей упорядоченности в поведении системы. Анализ моделей 
стохастических возбудимых систем свидетельствует о важной роли, кото­
рую шум может играть в живой природе. 
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20.2. Осциллятор ФитцХью -Нагумо (ФХН) 

Классической моделью возбудимой системы является осциллятор Фит­
цХью-Нагумо (FitzHugh-Nagumo ), представляющий собой двумерное 
упрощение модели Ходжкина-Хаксли (Hodgkin -Huxley), описывающей 
генерацию спайков в аксонах гигантского кальмара. 

Модель ФитцХью-Нагумо может быть представленна в виде эквива­
лентной электрической схемы, легко реализуемой в физическом экспери­
менте (рис. 20. 1) .  

v = -и 
и 

с 

Рис. 20. 1 .  Эквивалентная электрическая схема осциллятора ФитцХью - Нагумо: и -
мембранный потенциал; i - переменная восстановления; I о - постоянный ток; 
L, С, R - эквивалентные электрические параметры системы (индуктивность, ем­
кость и сопротивление, соответственно); G N - нелинейная проводим ость; Е -
э. д. с. постоянного источника питания; ,;(t) - источник шума 

Зададим вольт-амперную характеристику неливейного элемента в виде 

i1 = -g1v + g2v3 , 
где g1 и g2 - некоторые постоянные положительные коэффициенты. 

Исходя из приведеиной схемы легко получить следующие уравнения 
осциллятора в физических переменных: 

с dи т з . 

dt1 = 10 + g1 и - g2и - z , 

Ld
di = и - Ri + Е + �(t) , tl 

где t1 - физическое время. 

(20.1) 
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Перейдем к безразмерным переменным х и у и безразмерному време­
ни t с помощью замены: 

и =  Иох, (20.2) 

где Ио - некоторый постоянный потенциал (например, можно выбрать 
Ио = Е). Второе уравнение содержит источник шума �(t1 ) ,  который по­
лагается стационарным гауссовым широкополосным случайным процессом 
с нулевым средним значением. 

Подставляя (20.2) в (20. 1), преобразовав источник шума, получаем без­
размерную модель осциллятора Ф ХН 

ЕХ = х - ах3 - у +  s, 
у = "(Х - у +  Ь + V2f5n(t). 

(20.3) 

Здесь точками обозначены производвые по безразмерному времени t, пара­
метры Е, а, s, "(, Ь также являются безразмерными и связаны с параметрами 
системы (20. 1)  следующим образом: 

Io S = --Uo91 ' 
92 т т2 а =  91 и о '  

Источник широкополосного гауссова шума во втором уравнении заменен 
нормированным гауссовым белым шумом n(t) ((n(t)n(t+т)) = б(т), б(т) ­
функция Дирака) с постоянной интенсивностью 

00 

D = R9�Uo J (�(t1�(t1 + B))dB. 
о 

Если значение Е достаточно мало, то на фазовой плоскости можно вы­
делить быстрые и медленные движения. Фазовый портрет системы (20.3) 
в возбудимом режиме без воздействия шума представлен на рис. 20.2. Мед­
ленным движениям соответствует кривая у = х - ах3 + s (Ех = 0), обозна­
ченная жирной пунктирной линией серого цвета. На этой кривой распола­
гается устойчивая неподвижная точка Q.  Тонкая пунктирная прямая линия 
у = "(Х + Ь соответствует изоклине iJ = О. Отмеченные линии пересекаются 
в неподвижной точке Q. Если рассматривать осциллятор ФХН как модель 
нейрона, то точка Q соответствует состоянию покоя нервной клетки, точ­
ки, расположенные выше Q на левой ветке кривой медленных движений 
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(область 1 ), отвечают за состояние невосприимчивости (рефрактерности), 
точки на правой ветви (область 3) соответствуют состоянию возбуждения, 
а переходы между ветвями соответствуют быстрым движениям: слева на­
право - переход в состояние возбуждения (область 2) и справа налево - ре­
лаксация к невозбужденному состоянию (область 4). Попав на левую ветвь 
(в область l )  траектория движется по ней к неподвижной точке Q. Как вид­
но из рис. 20.2, если отклонить траекторию вниз от неподвижной точки на 
некоторое расстояние, то траектория совершит движение по петле, обойдя 
все указанные области. Необходимое отклонение от точки Q представляет 
собой порог возбуждения. При соответствующем выборе параметров порог 
может оказаться очень мал. Добавленный в систему шум время от времени 
выбрасывает ее за порог возбуждения, в результате чего движения по петле 
повторяются и возникают стохастические колебания. 

1 .5 • 
• • 

1 ' 
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0.5 

у о 

-Q.5 

-1 
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-1.5 
-2 -1 1 2 х 

Рис. 20.2. Фазовый портрет системы (20.3) при значениях параметров с: = 0 .02, 
а = 1 /3, 1 = 1, Ь = 1 .05, s = О. Жирная пунктирная линия, изображенная се­
рым цветом, представляет собой кривую медденных движений у = х - ах3 + s, 
тонкая пунктирная прямая соответствует изоклине у = О, точка Q - устойчивая 
неподвижная точка, область 1 - рефрактерное состояние (не чувствительное к дей­
ствию шума), область 2 - быстрые движения, соответствующие переходу к возбуж­
денному состоянию, 3 - состояние возбуждения, область 4 - быстрые движения, 
соответствующие переходу в рефрактерное состояние 

Рассмотренный возбудимый режим с одной устойчивой неподвижной 
точкой в системе (20.3) не является единственно возможным. При вариации 
параметров система демонстрирует достаточно сложное бифуркационное 
поведение. На фазовой плоскости могут возникать и исчезать различные 
неподвижные точки. Имеется область параметров, соответствующая авто-
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колебательному режиму, который возникает в результате бифуркации Анд­
ронова-Хоп фа. 

Качественно аналогичная модель осциллятора ФХН может быть задана 
в несколько упрощенном виде: 

ЕХ = х - ах3 - у ' 

у =  х + Ь + VWn(t) . 
(20.4) 

Для модели (20.4) изоклина у =  О является вертикальной прямой, проходя­
щей через неподвижную точку Q, а быстрые движения происходят вдоль 
прямых, параллельных оси ОХ (см. рис. 20.3). 

1.0 Г""""�--т-r������������-.-.-, 

у 

0.5 

-0.5 

Рис. 20.3. Линии быстрых и медленных движений в модели (20.4) при значениях 
параметров а = 1/3 и Ь = 1 .05. Q - устойчивая неподвижная точка. Области 1-4 
соответствуют аналогичным областям на рис. 20.2 

Далее, без существенной потери общности, будем рассматривать упро­
щенную модель (20.4). Как уже отмечалось, действие случайной силы на 
осциллятор в возбудимом режиме приводит к возникновению стационар­
ных стохастических колебаний. Иллюстрация стохастических колебаний 
приведсна на рис. 20.4. При выбранной интенсивности шума стохастиче­
ские колебания возбудимого осциллятора во многом похожи на периодиче­
ские автоколебания релаксационного типа в генераторе с шумом. Фазовый 
портрет (рис. 20.4, а) напоминает зашумленный предельный цикл, колеба­
ния представляют собой последовательность коротких импульсов, повто­
ряющихся с достаточно высокой регулярностью (рис. 20.4, б), а в спектре 
мощности присутствует четко выраженный максимум на некоторой харак­
терной частоте системы wo (рис. 20 .4, в). 
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Рис. 20.4. Характеристики стохастических колебаний в модели (20.4) при значениях 
параметров а =  1/3, Ь = 1 .05 и интенсивности шума D = 0.0025 

Тот факт, что в спектре стохастических колебаний возбудимых осцил­
ляторов имеется максимум на собственной частоте wo является существен­
ным отличием данного типа стохастических осцилляторов от бистабиль­
ных осцилляторов, рассмотренных в предыдущих лекциях. Напомним, что 
в спектре стохастических колебаний бистабильного осциллятора отсутству­
ет пик на средней частоте переключений. Присутствие характерной частоты 
wo в спектре определяет сходство возбудимых стохастических осциллято­
ров с зашумленными автоколебательными системами. 

20.3. Автоколебательный характер стохастических 
колебаний возбудимых систем 

Данные численных и физических экспериментов свидетельствуют, что 
несмотря на то, что колебания в осцилляторе ФХН (в интересующем нас 
режиме) и подобных ему возбудимых системах возникают и поддерживают­
ся только при наличии внешнего шумового сигнала, они характеризуются 
полным набором свойств, присущих автоколебательным процессам. Обсу­
дим это более детально. Что представляет собой аттрактор исследуемой 
системы? В настоящее время нет общепринятого строгого определения ат­
трактора системы, находящейся под действием шума. В следующей лекции 
мы более подробно остановимся на этом вопросе и попытаемел обобщить 
определение аттрактора на случай неавтономной системы с произвольным 
(в том числе случайным) внешним воздействием. Пока отметим анало­
гию между существованием аттрактора в фазовом пространстве детерми-
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нированной системы и существованием инвариантной вероятностной меры 
в том же фазовом пространстве при воздействии на систему стационарно­
го эргодического шума. Численные и натурные эксперименты показывают, 
что проекция множества стохастических траекторий на плоскость фазовых 
переменных системы ФХН практически не видоизменяется при вариации 
достаточно большого времени наблюдения. На основании имеющихся дан­
ных можно сделать вывод о существовании аттрактора у системы ФХН. 
Наличие аттрактора еще не доказывает того, что процесс является автоко­
лебательным. Для этого необходимо обсудить проблему подкачки энергии 
в систему. С этой целью представим модель (20.4) в осциллятормом виде: 

r::x + (Зах2 - 1)± + х + Ь = V2f5n(t) (20.5) 

(аналогично можно представить и систему (20.3)). Мы получили осцилля­
тор с коэффициентом диссипации 

б = 
Зах: - 1 '  (20.6) 

зависящим от координаты х, который может быть как положительным, так 
и отрицательным. Дивиргенция векторного поля системы (20.4) равна ко­
эффициенту б, взятому с обратным знаком, и соответственно, также меняет 
знак в зависимости от значения х. В области Jx l  < 1/ J3ёt коэффициент 
диссипации - отрицателен, а дивергенция - положительна. Таким обра­
зом, в векоторой области состояний в систему происходит подкачка энер­
гии и возбудимый осциллятор ведет себя как автогенератор. С физической 
точки зрения условия подкачки энергии выполняются, когда напряжение 
колебаний И отвечает значениям падающего участка характеристики нели­
нейного элемента G N .  На этом участке система характеризуется отрица­
тельным сопротивлением и энергия источника увеличивает энергию коле­
баний. 

Приведеиные рассуждения свидетельствуют о том, что под действи­
ем шума система ФХН поддерживает колебательный режим, осуществляя 
синхронную нелинейную подкачку энергии от источника. Расчеты и экс­
периментальные измерения подтвердили важный факт: мощность колеба­
тельного процесса, которая пропорциональна x2 (t), существенно превыша­
ет мощность источника шума. 

20.4. Эффект когерентного резонанса 

Характеристики стохастических колебаний возбудимой системы опре­
деляются как собственной динамикой системы, так и свойствами источника 
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шума. Дело состоит в следующем. Система имеет два характерных време­
ни: время движения по петле 1-4 и среднее время выхода за порог возбуж­
дения (среднее время возбуждения спайка). Первое из этих времен опре­
деляется детерминированной динамикой и почти не чувствительно к шуму, 
а второе зависит от характеристик шума. В частности, nри белом гауссовом 
шуме оно зависит от интенсивности шума D. Таким образом, зафиксировав 
параметры системы и меняя интенсивность шума, можно существенным 
образом менять статистику спайков. 

Существует оптимальная интенсивность шума D, для которой после­
довательность импульсов возбудимой системы оказывается наиболее близ­
ка к регулярной. В качестве меры нерегулярности импульсов часто исполь­
зуется отношение среднеквадратической флуктуации интервала Т между 
последовательными импульсами к среднему значению этого интервала: 

J(T2) - (Т) 2 
R =  (Т) (20. 7) 

Скобки ( . . .  ) могут означать как усреднение по ансамблю, так и усреднение 
по времени, поскольку, как nравило, имеет место свойство эргодичности. 
Рассматривая усреднение по времени, имеем 

N 
(Т) = lim N

1 � Ti , 
!:>.t-->oo L...... i=l 

N 
(Т2) = lim N

1 �Ti2 · 
!:>.t-->oo L...... i=l 

Ti - интервал между i-м и (i + 1)-м импульсом (спайком). Он может быть 
оnределен как tн1 - ti, где ti , i = 1,  2, 3, . . . - моменты времени, соответ­
ствующие достижению определенного уровня при изменении отслеживае­
мой динамической переменной в заданном направлении. 

Экспериментальные исследования и теоретический анализ показыва­
ют, что зависимость R от D носит нелинейный характер и при пекотором 
значении D = Dm имеет минимум, соответствующий наибольшей упоря­
доченности последовательности импульсов ( спайков ), т. е. ее близости к пе­
риодической последовательности. На рис. 20.5 представлена зависимость 
велиqины R от интенсивности шума, полученная для системы (20.4). Она 
демонстрирует минимум R при значении интенсивности шума D >::; 0.0025. 
Характеристики колебаний, nриведеиные на рис. 20.4, получены как раз 
в этом режиме. 
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Рис. 20.5. Зависимость величины R от интенсивности шума D в (20.4) при Е = 0.01, 
а =  1 .05 

Средняя частота следования импульсов определяется как 

(20.8) 

где l!..t - интервал наблюдения, N - число спайков за время t!..t. 
Так как 

то легко видеть, что средняя частота есть величина обратная к среднему 
интервалу между импульсами: 

С ростом шума импульсы возникают чаще и средняя частота следования 
импульсов увеличивается. 

Можно ввести фазу стохастических колебаний возбудимой системы, 
используя последовательность моментов времени ti . При кусочно линейной 
аппроксимации мгновенная фаза определяется как 

t - ti . Ф(t) = 271" tн1 _ ti ± 27rz , i = о, 1 ,  2, . . .  (20.9) 
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Здесь i - число пересечений в заданном направлении за время наблюдения 
t - ta . 

Более универсальный способ введения мгновенной фазы стационар­
ного случайного процесса основан на получении аналитического сигнала 
s (t) = x(t) + jxh (t) , где j - мнимая единица, а xh (t) есть сопряженный по 
Гильберту процесс: 

00 
1 j х(В) xh(t) = п t _ 8de. (20. 10) 

-оо 

Интеграл берется в смысле главного значения Коши. Тогда мгновенная фаза 
колебаний есть аргумент комплексной функции s( t) или 

(xh (t) ) 
Ф(t) = arctg 

x(t) 
± 1rk, k = о, 1 , 2, . . .  (20. 1 1 ) 

Величина ±1rk выбирается таким образом, чтобы фаза была непрерывной 
функцией времени. 

Из определения мгновенной фазы Ф(t) следует определение мгновен­
ной и средней частот колебаний: 

w(t) = d��t) , w = ( d�;t) ) = (w(t) ) .  (20.12) 

Используя усреднение по времени, получаем 

_ . Ф(tо + Т) - Ф(tо) 
w = l1ш Т . т�оо (20.13) 

Значения средней частоты w, определенной выражениями (20.8) и (20.1 3), 
а также частоты основного спектрального максимума w0 в пределах точно­
сти вычислений совпадают. 

Мера нерегулярности импульсов R оценивает величину флуктуаций 
межелайкового интервала. Она связана с флуктуациями мгновенной часто­
ты и фазы, а также с шириной спектра мощности и автокорреляционной 
функцией колебаний. При ошимальном значении интенсивности шума не 
только достигается минимальное значение величины R, но и другие стати­
стические характеристики последовательности импульсов свидетельствуют 
о ее максимальной регулярности. Ширина основной спектральной линии 
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на частоте UJo минимальна, а время корреляции колебаний - максимально. 
Минимальной ширине спектра соответствует минимальное значение коэф­
фициента эффективной диффузии мгновенной фазы ВэФ· Величина ВэФ по­
казывает скорость линейного роста дисперсии фазы во времени и может 
быть оценена как 

(20 .14) 

Явление перехода к более упорядоченным колебаниям при выборе оп­
тимального уровня шума получило название когерентного резонанса (КР). 

Следует отметить, что эффекты, похожие на КР, характерны не толь­
ко для возбудимых систем, но и для более широкого класса динамических 
систем, находящихся вблизи локальных бифуркаций периодических дви­
жений. Во многих исследованных случаях флуктуационный пик в спектре 
мощности имел оптимальные характеристики, т. е. был наиболее выражен 
на фоне шумового пьедестала, при пекотором оптимальном уровне шума. 
Впервые подобный эффект был обнаружен в фазовой модели синхрониза­
ции вблизи седло-узловой бифуркации. Такая модель во-многом аналогич­
на возбудимому осциллятору. Действительно, шум выбрасывает траекто­
рию из точки устойчивого равновесия (соответствующей устойчивому пре­
дельному циклу синхронизованного автогенератора), после чего она делает 
полный оборот (разность фаз увеличивается на 21Г) и возвращается в точку 
равновесия. Т.е. возникает возвратное движение по петле, как и для возбу­
димой системы. Данная модель обладает всеми характерными свойствами 
возбудимой системы, в том числе она имеет спектральный пик на харак­
терной частоте, ширина которого достигает минимума при пекотором опти­
мальном шуме. Кроме того наблюдаются эффекты захвата частоты и фазы, 
аналогичные тем, о которых будет говориться в дальнейшем. 

Эффекты относительного роста когерентности наблюдались также 
вблизи бифуркации Андронова-Хопфа и вблизи бифуркации удвоения пе­
риода. При этом для оценки степени когерентности рассматривалась вели­
чина C(D) :  

C(D) = 
SmaxCD)UJo 

f:..UJ(D) ' 
(20.15) 

где Smax(D) - высота исследуемого спектрального пика при данной ин­
тенсивности шума, flUJ - ширина сnектральной линии, UJo - частота спек­
трального максимума. Вблизи бифуркации (nрежде чем она происходит 
в детерминированной системе) действие шума приводит к возникновению 
новой спектральной линии, называемой предвестником. В случае бифурка­
ции рождения цикла - это линия на частоте автоколебаний, для бифурка-
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ции удвоения - это субгармоника основной частоты. Как показали иссле­
дования ряда авторов, в окрестности суперкритических бифуркаций Анд­
ронова-Хоп фа и удвоения периода относительная ширина линии D.w 1 w0 
возрастает с ростом D практически линейно. С другой стороны, высота 
пика Bmax(D) сначала растет линейно для малых значений интенсивно­
сти шума, а затем рост замедляется и, наконец, насыщается. Конкуренция 
роста высоты пика и относительной ширины линии при пекотором значе­
нии интенсивности шума дает максимум величины C(D).  Однако, на наш 
взгляд, данный эффект еще не означает «истинного» роста степени коге­
рентности и, соответственно, «истинного» эффекта КР. Ведь с ростом шума 
спектральная линия становится только шире, а время корреляции колеба­
ний уменьшается. Сужение спектральной линии удалось наблюдать вблизи 
седло-узловой бифуркации предельных циклов в автогенераторах с жест­
ким возбуждением. В этом случае, действительно, имеется некоторый оп­
тимальный уровень шума, приводящий к росту порядка в системе, и можно 
говорить об эффекте КР в том же смысле, что и в возбудимых осциллято­
рах. Однако механизм влияния шума здесь, по-видимому, несколько иной 
и степень аналогии с возбудимыми системами пока не установлена. 

20.5. Синхронизация возбудимых осцилляторов 

Собственная частота wo, соответствующая главному максимуму в спек­
тре колебаний возбудимого осциллятора, может быть захвачена внешним 
гармоническим сигналом. Средняя частота следования импульсов также 
будет меняться соответствующим образом. Добавим во второе уравнение 
системы (20.4) гармоническую силу f(t) = С cos w1t и рассмотрим за­
висимость отношения частот 8 = w 1 w1 от частоты воздействия w1 при 
фиксированных значениях параметров системы, интенсивности шума и ам­
плитуды воздействия. Результаты расчетов, полученные для трех значений 
амплитуды С, приведсны на рис. 20.6. 

Синхронизация стохастических колебаний возбудимого осциллятора 
находится в полной аналогии с классическим случаем эффективной синхро­
низапии зашумленного автогенератора. Можно наблюдать смещение спек­
тральной линии на собственной частоте непосредственно в спектре коле­
баний. Так как эта линия имеет конечную ширину, то синхронизация, как 
и в зашумленном генераторе, не является строгой. Полное совпадение ча­
стот наблюдается только при wo = w1 ,  а захват фазы (при любой расстройке 
частот) имеет место только на конечном времени. Именно это и называет­
ся эффективной синхронизацией. Для бистабильного осциллятора эффект 
синхронизации существенно отличается от классического. Его трудно ди-
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Рис. 20.6. Зависимость е = wjw1 от частоты w1 в системе (20.4) при интенсив­
ности шума D = 0.0025 и внешнем гармоническом воздействии f(t) = C cos w1t 
с различными значениями амплитуды С: С =  0.05 (кривая 1 ); С =  0.2 (кривая 2); 
С = 0.5 (кривая 3). Параметры системы: с; = 0.01, а =  1 .05 

агностировать по виду спектра мощности, в котором присутствуют только 
максимум на нулевой частоте и линия на частоте воздействия UJ1 . Кроме 
того, захват фазы и средней частоты переключений бистабильного осцил­
лятора проявляется лишь при изменении интенсивности шума, в то время 
как частота гармонического воздействия фиксируется постоянной. Полу­
чить эффект синхронизации при вариации частоты воздействия не удается. 

20.6. Экспериментальное исследование когерентного 
резонанса и синхронизации стохастических 
колебаний в возбудимом осцилляторе 

Явления когерентного резонанса и захвата собственной частоты сто­
хастических колебаний в возбудимом осцилляторе были исследованы экс­
периментально на простой радиотехнической цепи (рис. 20.7, а), реализу­
ющей схему 20. 1 .  Нелинейпая проводимость G N моделировалась с помо­
щью устройства, собранного на операционном усилителе (вольт-амперная 
характеристика приведена на рис. 20.7, б). На исследуемую цепь подавался 
широкополосный шум �(t) от внешнего источника шума с регулируемой 
интенсивностью (в эксперименте измерялось шумовое напряжение А�). 
Также была предусмотрена возможность внешнего гармонического воздей­
ствия (сигнал F(t)). 

Вначале рассмотрим поведение системы, возбуждаемой шумом без 
внешнего регулярного воздействия (сигнал F(t) отсутствует). С ростом ин-
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Рис. 20.7. Схема экспериментальной установки с источником шумового напряже­
ния �(t) и внешним гармоническим воздействием F(t) (а) и экспериментальная 
вольт-амперная характеристика нелинейнога элемента (б). Номинальные значения 
элементов схемы: R = 100 Ом; L = 6.8 · 10-3 Гн; С =  6.8 · 10-1 1  Ф; Vc = 7.2 В 

тенсивности шума �(t) вначале возбуждаются стохастические колебания 
с достаточно широким спектром (рис. 20.8, а). Затем формируется сравни­
тельно узкая спектральная линия с максимумом на пекоторой характер­
ной частоте (рис. 20.8, б). Эта линия имеет минимальную ширину при 
оптимальном уровне шума. При дальнейшем усилении шума ее ширина 
вновь увеличивается. Экспериментально были измерены зависимости ши­
рины спектральной линии на уровне половинной мощности и спектральной 
плотности мощности на частоте максимума. Полученные графики пред­
ставлены на рис. 20.9, а, б. Экспериментальные данные четко свидетель­
ствуют о наличии эффекта КР, при котором ширина спектра минималь­
на, и следовательно, достигается наивысшая степень когерентности коле­
баний. 

С целью синхронизации колебаний на осциллятор подавался внеш­
ний гармонический сигнал, как это показано на рис. 20.7, а. Уровень шума 
выбирался соответствующим режиму КР. Проводились измерения спектра 
мощности колебаний Si ( w) при вариации параметров внешнего сигнала. 
Эффект захвата собственной частоты при изменении амплитуды и фикси­
рованной частоте внешнего сигнала проиллюстрирован спектрами, пред­
ставленны на рис. 20. 10. 

Захват собственных частот в режиме КР ваблюдался также в экспе­
риментах с двумя взаимодействующими осцилляторами ФХН, имеющими 
частотную расстройку. 
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а 
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Рис. 20.8. Спектры мощности колебаний при увеличении шумового напряжения: а ­
вблизи порога возбуждения колебаний (А� = 900 млВ); б - в режиме когерентного 
резонанса (А� = 1300 млВ) 

20.7. Индуцированная шумом синхронизация связанных 
возбудимых осцилляторов 

Внешнее шумовое воздействие может управлять собственными коле­
бательными режимами возбудимой системы: когерентность собственных 
колебаний может достигать максимума при иенулевом уровне шума, соб­
ственная частота колебаний (частота основного спектрального максиму­
ма) и совпадающая с ней средняя частота следования импульсов являют­
ся функциями интенсивности шума. При внешнем периодическом воздей­
ствии наблюдается явление синхронизации, состоящее в захвате собствен­
ной (средней) частоты колебаний. Мгновенная фаза колебаний также ока-
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Рис. 20.9. Зависимости относительной ширины спектра от уровня шума (а) и нор­
мированной спектральной плотности мощности в точке максимума (б) от величины 
шумового среднеквадратичного напряжения А� 

зывается захваченной на длительных интервалах времени. В системе свя­
занных возбудимых осцилляторов наблюдаются аналогичные эффекты, свя­
занные со взаимной синхронизацией частот и фаз. Рассмотрим взаимную 
синхронизацию в ансамбле локально связанных неидентичных осциллято­
ров ФитцХью - Нагумо. Данная дискретная решетка диффузионно связан­
ных осцилляторов имитирует зашумленную возбудимую среду, к которой 
проявляется большой интерес в биологии, химии и физике. Ансамбль опи­
сывается следующей системой стохастических дифференциальных уравне­
ний: 

3 
с: x(t, j) = х - хз - у +  g 2:::: [x(t, k) - x(t, j)J , 

k (20. 16) 

y(t, j) = х + b(j) + J2i5 n(t, j) ,  

где x(t, j)  и y(t, j)  - соответственно быстрая и медленная переменные, 
j - дискретная пространствеиная координата, g - параметр связи. В од­
номерном случае эти переменные определяются по цепочке j = 1 ,  . . .  , т, 
в двумерном случае - по квадратной решетке. Сумма по соседним элемен­
там отвечает дискретному оператору Лапласа в одной и двух размерностях, 
моделируя локальные взаимодействия со степенью связи g. Параметр b(j) 
зависит от пространствеиной переменной j и предполагается равномерно 
распределенной случайной величиной. В этом случае численно моделиру­
ется сеть неидентичных элементов ФитцХью - Нагумо. В качестве стоха­
стического воздействия выбран гауссовский белый шум n(t, j) , который 
статистически независим по пространствеиной координате и имеет нуле-
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Рис. 20. 10. Эффект захвата частаrы осциллятора ФХН внешней силой F(t) = 
= C cos(2nfit) при постоянной частаrной расстройке � = fo - !1 = 1450 Гц, 
(fo = 12550 Гц) с увеличением амплитуды С: а - С = 400 млВ; б - С = 500 млВ; 
в - С = 900 млВ 

вое среднее и корреляцию (�(t, j )  �(t + т, k)) = Dj,k б( т), где Dj,k - символ 
Кронекера. 

Число параметров модели можно уменьшить путем введения протя­
женности решетки l и затем ее нормировки: l = J!j lo. Теперь перед ла­
пласианом остается один коэффициент связи, но интенсивность шума ме­
няется. В результате влияние шума и зависимость от степени связи можно 

рассматривать с использованием общего параметра Q = D / Jrji, где d = 1 
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в одномерном случае и d = 2 - в двумерном. Например, сильная связь 
уменьшает силу воздействия шума, а случай большого шума соответствует 
пределу слабой связи. По этой nричине в дальнейшем параметр g фикси­
руется, а в качестве управляющего параметра используется интенсивность 
шума. 

Очевидно, следует ожидать, что при достаточно сильной связи момен­
ты «зажигания» конкретных элементов будут происходить синхронно. Для 
численных расчетов выбирались Е =  0.01 и g = 0.05, а параметры актива­
ции b(j) представляли собой случайные числа, равномерно распределенные 
в интервале [1 .03, 1 . 1] .  В присутствии шума это приводило к расПределе­
нию времен всnышек. Расчеты выполнялись в предположении свободных 
границ и со случайными начальцыми условиями. В отсутствие шума любое 
начальное состояние системы эволюционировало к состоянию равновесия. 

Рис. 20. 1 1 .  Моментальные снимки двумерной 200 х 200 решетки дЛЯ трех моментов 
времени t1 < t2 < tз. Белый цвет соответствует возбужденным состояниям. При 
оптимальной интенсивности шума (второй ряд) среда демонстрирует коллективные 
индуцированные шумом колебания. Первый ряд: D = 1 . 1  · 10-4, второй ряд: D = 
= 3.12 · 10-4 и третий ряд: D = 5 · 10-3 

В зависимости от интенсивности шума D и при достаточно большом 
значении связи наблюдаются три основных типа пространствеино-времен­
ного поведения. При малом шуме центры возбуждения возникают очень 
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редко в случайных местах среды, приводя к распространению круговых 
волн. Разрушение этих волн не может привести к появлению устойчивых 
спиральных волн, так как скорость волн при пересечении всегда направ­
лена в сторону от области пересечения. Таким образом, новые открытые 
спирали не возникают. Однако из научных публикаций известно, что в слу­
чае параметрического шума распространяющиеся фронты могут локально 
возбуждать небольшие направленные области, которые разрушают распро­
страняющиеся возбуждения и приводят к появлению спиралей. В этом слу­
чае различные ячейки в среде коррелированы только на интервале времени, 
малом по сравнению со средним временем прохождения волн. Синхрони­
зации между отдаленными ячейками не происходит. 

При большом уровне шума скорость образования импульсов возбуж­
дения очень велика и среда представляет собой стохастически вспыхива­
ющие ячейки. Однако при оптимальной интенсивности шума среда стано­
вится фазово-когерентной: вспыхивания различных отдаленных ячеек про­
исходят практически синфазно. Три описанных выше случая показаны на 
рис. 20. 1 1 .  

При оптимальном уровне шума среда осциллирует почти периодиче­
ски (см. средний ряд на рис. 20. 1 1 ). Случай большого шума соответству­
ет вспыхивающим случайным образом кластерам. Подобное поведение на­
блюдалось в модели зрительного центра коры головного мозга. 

Рассмотрим явление индуцированных шумом глобальных колебаний 
в одномерном случае в контексте фазовой синхронизации. Мгновенная фаза 
Ф(t, j) j-го элемента вводится с помощью представления аналитического 
сигнала. В качестве контрольного элемента выбирается центральная ячейка 
в среде (j = m/2) и затем вычисляется разность фаз ф(t, k) = Ф(t, m/2) -
- Ф(t, m/2 + k), k = -m/2, . . .  , m/2. 

Результаты численного моделирования показали, что при оптимальном 
уровне шума фазы различных осцилляторов захватываются в теЧение вре­
мени расчетов. В случае больших расстояний между осцилляторами фазо­
вые флукгуации возрастают. Тем не менее разность фаз по-прежнему огра­
ничена в определенной области в течение длительных периодов времени. 
При неоптимальных уровнях шума можно наблюдать частичную фазовую 
синхронизацию только между соседними элементами с возникающими слу­
чайным образом фазовыми сбоями. При дальнейшем увеличении расстоя­
ний между осцилляторами диффузия разностей фаз становится очень силь­
ной и синхронизация разрушается. 

В рассматриваемом случае соответствующей мерой стохастической 
синхронизации выступает коэффициент эффективной диффузии ВэФ ( k) раз­
ности фаз ф(t, k) . Величина ВэФ(k) описывает разброс во времени на-
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чального распределения разности фаз между (m/2)-м элементом и всеми 
остальными. Если постоянная диффузии уменьшается, то захват фаз про­
исходит на более продолжительном интервале времени и, следовательно, 
фазовая синхронизация становится сильнее. Усредняя Вэф ( k) по простран­
ствеиной координате, получаем следующую величину: 

m/2 - 1 ""' ВэФ = т L.....- ВЭФ(k) .  
k=-m/2 

(20 . 17) 

Зависимость усредненного коэффициента эффективной диффузии ВэФ от 
интенсивности шума приведена на рис. 20. 1 2  и демонстрирует глобальный 
минимум при иенулевом уровне шума. Таким образом, фазовая синхрони­
зация может быть усилена при соответствующей подстройке уровня шума. 

102 .-_--�- ,-,
,
----------------.---------, 

вэф \ 
' 

101 \ 
' 

' 

-3 10 o-'-:.o::-::1-----,o::-.o:::-4:-----=o-':.o:::7----:D::-----:o:-'. -1 о 

Рис. 20. 12.  Усредненный коэффициент эффективной взаимной диффузии как функ­
ция интенсивности шума. Пунктир соответствует несвязанному ансамблю (g = О) 

Синхронизация неидентичных осцилляторов проявляется также в за­
хвате их частот. Рассматривались средние частоты осцилляторов w(j) = 

= (Ф(t, j ) ) .  В силу заданного распределения b(j) элементы решетки имели 
различные, случайным образом распределенные частоты при чрезвычайно 
малой связи. Для каждого элемента решетки численно находилась средняя 
частота и затем строилось распределение P(w) средних частот при различ­
ных интецсивностях шума. Полученные результаты четко показали эффект 
вызванной шумом пространствеино-временной синхронизации. При опти-
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мальном уровне шума, когда фазы различных осцилляторов оказываются 
захваченными в течение длительных периодов времени, средние частоты 
подстраиваются и их распределение становится чрезвычайно узким. Для 
других значений интенсивности шума средние частоты демонстрируют до­
вольно широкое распределение, что свидетельствует о потере синхрониза­
ции. 

20.8. Заключение 

В настоящей лекции мы рассмотрели еще один тип стохастических 
осцилляторов - возбудимые осцилляторы. В качестве исследуемых моде­
лей использовался осциллятор ФицХью-Нагумо и его эксnериментальный 
радиотехнический аналог. Осциллятор ФХН в полной мере отражает суще­
ственные черты всего класса возбудимых систем, к которым можно отнести 
следующие: 

1) возникновение стохастических колебаний под действием слабого шу­
ма; 

2) наличие спектрального максимума на пекоторой характерной (соб­
ственной) частоте, управляемой как параметрами системы, так и шу­
мом; 

3) эффект когерентного резонанса, выражающийся в существовании оп­
тимального уровня шума, соответствующего максимальной упорядо­
ченности колебаний; 

4) явление вынужденной и взаимной синхронизации стохастических ко­
лебаний в режиме КР, состоящее в захвате характерных частот и фаз. 

В предыдущих лекциях мы говорили о том, что бистабильные стоха­
стические осцилляторы обладают некоторыми свойствами автоколебатель­
ных систем, к которым, прежде всего, следует отнести синхронизацию. 
Однако возбудимые стохастические осцилляторы еще в большей степени 
близки к автогенераторам. Это связано, прежде всего, с наличием соб­
ственной частоты в спектре колебаний, которая может быть захвачена при 
внешнем воздействии или в результате взаимодействия систем. Т. е. име­
ет место классический эффект синхронизации, проявляющийся в смеще­
нии соответствующего спектрального максимума, что не наблюдается для 
бистабильных осцилляторов. Кроме того, было показано, что возбудимые 
системы характеризуются коэффициентом диссипации, зависящим от мгно­
венного состояния. В определенных состояниях коэффициент диссипации 
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становится отрицательным. Подкачка энергии в систему в большей степени 
осуществляется не благодаря шуму, а в результате включения внутреннего 
постоянного источника, как это имеет место в классическом автогенерато­
ре. Роль шума, в основном, сводится к «выбрасыванию» системы из со­
стояния устойчивого равновесия за порог возбуждения, что соответствует 
подключению источника энергии. 

В заключение отметим, что изучение динамики простых моделей воз­
будимых систем чрезвычайно важно с точки зрения понимания механизмов 
функционирования ионных каналов и нейронной активности. Исследова­
ния стохастических моделей типа осциллятора ФитцХью - Нагумо, кото­
рые имитируют сложное поведение возбудимых биофизических элементов, 
может оказать существенную помощь в выявлении конструктивной роли 
шума в подобных компонентах. Результаты таких исследований позволяют 
установить общие закономерности самоорганизации в биофизике, в про­
цессах образования индуцированных шумом структур в нелинейной химии 
и в электронных устройствах, на которых были проведены эксперименты 
по данной интересной проблеме. 



ЛЕКЦИЯ 2 1  

Автоколебания динамических 
и стохастических систем 

21.1 .  Введение 

Одним из важнейших типов колебательных процессов в природе яв­
ляются так называемые автоколебательные процессы, или автоколебания. 
Автоколебания отличаются рядом характерных свойств, выделяющих их из 
общего широкого класса колебательных явлений, и составляют предмет од­
ного из важных разделов теории нелинейных колебаний. 

Впервые термины «автоколебания» и «автоколебательные системы» 
бьmи введены А. А. Андроновым почти сто лет назад. Андронов подчерк­
нул целесообразность выделения автоколебательных систем как особого 
класса многочисленных и практически важных систем. Общей чертой этих 
систем, согласно Андронову, «является их способность совершать автоко­
лебания, т. е. такие колебания, амплитуда которых, с одной стороны, в те­
чение долгого времени может оставаться постоянной, а с другой стороны, 
вообще говоря, не зависит от начальных условий и определяется не на­
чальными условиями, а свойствами самой системы». Андронов отмечает, 
что независимость параметров колебаний от начальных условий является 
характерным признаком автоколебаний, однако это свойство не абсолютно 
и может распространяться не на все начальные состояния, а на некоторую 
конечную область фазового пространства. То есть возможны несколько ста­
ционарных процессов с различными параметрами колебаний, которые уста­
навливаются в зависимости от того, в какой области выбрано начальное 
состояние. В наше время это явление получило название мультистабиль­
ности. Другой типичной чертой авто колебаний, согласно А. А. Андроно­
ву, является подкачка энергии от постоянного источника, осуществляемая 
в некоторые моменты времени и регулируемая самой системой, т. е. «За 
счет непериодического источника энергии создается периодический про­
цесс». 

А. А. Андроновым была создана теория автоколебательных систем 
с одной степенью свободы и предложен математический образ автоколе­
баний на фазовой плоскости - устойчивый предельный цикл. За прошед-
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шие годы в теории нелинейных колебаний был получен ряд новых принци­
пиальных результатов, связанных с открытием и исследованием широкого 
класса колебательных процессов, которые рассматриваются как автоколеба­
ния. Естественно попьпаться понять, в чем состоит сходство всех извест­
ных автоколебательных процессов, каковы различия между ними и насколь­
ко они соответствуют определению А. А. Андронова. Кроме того, возника­
ет потребность обобщить понятие автоколебаний на еще более широкий 
класс систем, которые традиционно к автоколебательным не относились, 
но имеют с ними много общих черт. Речь идет о неавтономных системах, 
находящихся под действием регулярных и случайных внешних сил. Такой 
подход требует рассмотрения с более общих современных позиций поня­
тия аттрактора как математического образа автоколебаний. Если с регуляр­
ными аттракторами автоколебательных систем проблем не возникает, то 
вопрос об аттракторах хаотических автоколебаний, колебаний в неавтоном­
ных системах с периодическим воздействием и колебаний, возникающих 
под действием шума, требует детального обсуждения. В настоящей лекции 
мы попытаемся предложить единую концепцию автоколебаний в динами­
ческих и стохастических системах, рассмотреть математические образы со­
ответствующих автоколебаний в виде аттракторов той или иной структуры 
и сформулировать наиболее общее определение автоколебаний. 

21 .2.  Предельный цикл Пуанкаре как образ 
периодических автоколебаний по Андронову 

Автоколебания систем с одной степенью свободы по Андронову есть 
устойчивые грубые периодические колебания, образом которых на фазовой 
плоскости является асимптотически устойчивая изолированная замкнутая 
траектория - притягивающий предельный цикл Андронова - Пуанкаре Г0 
(рис. 2 1 . 1 ,  а). Под изолированной замкнутой траекторией понимается такая, 
окрестность которой не содержит никаких других предельных траекторий 
за исключением ее самой. Асимптотическая устойчивость означает, что ма­
лое возмущение траектории на цикле экспоненциально убывает, асимпто­
тически стремясь к нулю при t ----t оо. Иначе говоря, асимптотически устой­
чивый предельный цикл притягивает траектории из пекоторой окрестности. 
Независимо от того, выбраны начальные условия внутри цикла Г о или сна­
ружи, фазовые траектории при t --+ оо стремятся к предельному циклу 
Го и остаются на нем! Индивидуальная траектория (частное решение), без­
условно, будет зависеть от начальных условий, но предельное множество -
нет. Это означает, что колебания, соответствующие одному и тому же пре-
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дельному циклу, в зависимости от начальных условий будут иметь разную 
фазу. Вне цикла Го движения носят переходный, нестационарный характер, 
на предельном цикле - это установившийся строго периодический про­
цесс. Совершенно ясно, что реализация предельного цикла возможна ис­
ключительно в нелинейных диссипативных системах. Это возможно лишь 
в случае, когда, во-первых, в системе присутствуют и диссипация, и под­
качка энергии, а во-вторых, соотношение между диссипацией и подкачкой 
зависит от мгновенного состояния. В случае периодических автоколебаний 
затраченная энергия восполняется строго за период колебаний. 

3 2.� 1 т 
o.g 

-0.5 -1 �1.5 -2 -2.5 

б 

Рис. 2 1 .  ! .  Регулярные аттракторы автоколебательных систем: а - предельный цикл 
на плоскости; б - притягивающий двумерный тор в R3. Темные точки соответству­
ют сечению Пуанкаре 

Множества, подобные асимптотически устойчивому предельному цик­
лу Г 0 ,  сейчас принято называть аттракторами. Аттрактор представляет со­
бой инвариантное (то есть не изменяющееся под действием оператора эво­
люции) притягивающее предельное множество в фазовом пространстве ди­
намической системы (ДС). Фазовые траектории из пекоторой области (бас­
сейна притяжения) «притягиваются» к аттрактору в пределе t ----> оо и оста­
ются на нем. 

Естественно обобщить определение А. А. Андронова на случай дина­
мической системы с размерностью фазового пространства N > 2. Пусть 
имеется автономная динамическая система конечной размерности N 

(21 .1) 
где х - вектор состояния, j1 - векторный параметр. Если система (21 . 1)  
имеет устойчивое периодическое решение x(t + Т) == x(t) ,  то ему отвеча-
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ет атrрактор в виде устойчивого предельного цикла в N -мерном фазовом 
пространстве, который является математическим образом периодических 
авто колебаний. 

21 .3. Квазипериодические автоколебания. Регулярные 
аттракторы де 

Подход А. А. Андронова можно применить и к квазипериодическим 
устойчивым колебаниям автономной системы, которые также можно на­
звать автоколебаниями. Пусть, к примеру, динамическая система (2 1 . 1 ) име­
ет устойчивое двухчастотное колебательное решение x(t) = x(w1t, w2t). 
Асимптотическая устойчивость решения х означает, что независимо от на­
чальных данных фазовые траектории из пекоторой области фазового про­
странства в пределе t --+ оо стремятся к инвариантному двумерному тору 
Т2 (рис. 2 1 . 1 ,  б). Поверхность тора является притягивающим предельным 
множеством (аттрактором), соответствующим квазипериодическим автоко­
лебаниям. 

Как мы видим, определение авто колебаний, данное А. А. Андроновым, 
полностью можно отнести и к случаю квазипериодических автоколебаний. 
Автономная система с полутора и более степенями свободы может под­
держивать устойчивые колебания за счет энергии постоянного источника. 
Затраты энергии на рассеяние в данном случае компенсируются не строго 
периодически, а с пекоторой «погрешностью», что приводит к более слож­
ному характеру колебаний. Однако при этом сохраняются оба требования: 
решение устойчивое и в установившемся режиме не зависит от начального 
состояния. Все приведеиные рассуждения справедливы и для случая ква­
зипериодических колебаний с n  независимыми частотами wn, n > 2. Ста­
ционарные траектории в этом случае будут принадлежать п-мерному тору 
в фазовом пространстве ДС (21 . 1) .  

Назовем периодические и квазипериодические автоколебания регуляр­
ными, подразумевая их детерминированный характер и свойство повторяе­
мости с заданной точностью через определенное время (период или ква­
зипериод). Таким образом, математическими образами регулярных авто­
колебаний являются аттракторы в виде предельного цикла и тора. Будем 
называть такие атrракторы регулярными, так как они соответствуют регу­
лярным колебаниям и, кроме того, имеют простую геометрическую струк­
туру, являясь Многообразиями (кривая, поверхность, гиперповерхность) 1 •  

1 Напомним, что в сечении Пуанкаре периодическим колебаниям соответствует атrрактор 
в виде неподвижной точки или совокупности конечного числа точек, а двухчастотным квази­
периодическим колебаниям - инвариантная замкнутая кривая. 
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К регулярным аттракторам также следует отнести асимптотически устойчи­
вые точки равновесия (узел и фокус). Однако система, обладающая только 
такими аттракторами, по определению Андронова не является автоколеба­
тельной. 

21 .4. Хаотические автоколебания 

Открытие и исследование динамического хаоса показали, что динами­
ческие системы могут иметь решения, соответствующие установившимел 
режимам, которые не являются ни периодическими, ни квазипериодически­
ми. Такое поведение возникает не только под действием внешней силы, но 
также характерно для широкого класса автономных нелинейных диссипа­
тивных систем с размерностью фазового пространства N � 3. Таким обра­
зом, возможны хаотические автоколебания (см. лекции 5 и 1 0), обладающие 
лишь частичной и нерегулярной во времени повторяемостью. В фазовом 
пространстве им соответствует предельное множество со сложной геомет­
рической структурой, называемое хаотическим или странным аттрактором 
(см. рис. 2 1 .2). Распространяется ли определение Андронова на этот слу­
чай? Формально нет, поскольку хаотические решения являются неустой­
чивыми по Ляпунову, хотя и принадлежат аттрактору, а сам хаотический 
аттрактор в большинстве случаев не является структурно устойчивым (гру­
бым). Однако если рассматривается автономная диссипативная система, то 
с физической точки зрения возникающие в ней хаотические колебания есть 
не что иное, как автоколебания в полном соответствии с представлениями 
Андронова: их характер не зависит от начального состояния (выбираемого 
в пекоторой области), а рассеяние энергии компенсируется подкачкой от 
постоянного источника. Разница лишь в том, что компенсация затрат энер­
гии в таких системах также регулируется самой системой, но происходит 
не регулярно. Равенство поступающей и расходуемой энергии выполняется 
в среднем по времени лишь в пределе t --+ оо .  

Чтобы обобщить понятие автоколебаний на случай динамического ха­
оса, приходится отказываться от требования грубости и устойчивости ре­
шений. При этом сохраняется главное и практически наиболее важное тре­
бование: независимость стационарного режима от начального состояния, 
т. е. наличие хаотического аттрактора как образа хаотических автоколеба­
ний. Тогда хаотические колебания как решение задачи Коши для автоном­
ной динамической системы (21 . 1  ) , которому отвечает образ в виде хаоти­
ческого аттрактора, можно трактовать как автоколебания. Характеристики 
и свойства хаотических автоколебаний определяются структурой хаотиче­
ских аттракторов и могут быть соответствующим образом классифициро-
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Рис. 2 1 .2. Хаотический аттрактор в генераторе Анищенко -Астахова 

ваны. С физической точки зрения такой подход, безусловно, плодотворен, 
так как отражает принципиально важное свойство автоколебательной си­
стемы независимо от начальных условий «самонастраиваться» на некий 
режим функционирования, определяющийся исключительно внутренними 
параметрами и характеристиками автономной нелинейной диссипативной 
системы. Отметим, что практически во всех научных работах авторы рас­
сматривают режим динамического хаоса в качестве автоколебательного, 
не отмечая противоречия такого подхода определению автоколебаний по 
А. А. Андронову. 

С обобщением понятия аттрактора на системы с хаотическим поведе­
нием связаны определенные проблемы. Данные нами ранее определения не 
являются математически строгими. До настоящего времени не существует 
единого общепринятого определения аттрактора, которое было бы матема­
тически непротиворечивым и находилось в соответствии с эксперименталь­
но наблюдаемым множеством типов установившихся колебаний. Различают 
максимальный аттрактор, вероятностно предельное множество по Милно­
ру, статистически предельное множество по Ильяшенко. Наиболее часто 
используется определение аттрактора как максимального аттрактора по­
глощающей области. Приведем данное определение. 

Пусть автономная ДС задана оператором эволюции тт : RN ---+ RN 
и пусть В есть поглощающая область в RN, то есть для В выполняется 
условие: тт В С В, т > О. Максимальным аттрактором Amax в поглоща­
ющей области В называется множество 

Amax = n т ... в.  
т>О 
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Некоторое инвариантное множество А назовем аттракторм ДС, если су­
ществует поглащающая область, для которой А является максимальным ат­
трактором. Бассейном (областью) притяжения аттрактора А называется 
множество И, такое что все траектории из И стремятся к А при t -->  оо .  

Определить хаотический аттрактор просто как притягивающее пре­
дельное множество не достаточно. Действительно, что собой представля­
ет притягивающее предельное множество хаотической системы? Известно, 
что для большинства динамических систем то, что обычно называют хао­
тическим аттрактором, на самом деле представляет собой квазиаттрактор, 
состоящий из различных инвариантных подмножеств: аттракторов, репел­
леров и седел, гомоклинических и гетероклинических орбит, причем в него 
оказываются включены и регулярные аттракторы. Траектории на хаотиче­
ском квазиаттракторе, вообще говоря, не являются эргодическими, так как 
не заполняют всюду плотно весь квазиаттрактор. Однако присутствие в си­
стеме даже очень малого шума, например, ошибок, связанных с конечной 
разрядностью при проведении численного моделирования, объединяет все 
множества и бассейны притяжения аттракторов (как правило, очень узкие). 
Траектории становятся действительно эргодическими. Но при этом возни­
кает новый вопрос: что такое аттрактор в системе с шумом? Мы вернемся 
к этому вопросу позже, а сейчас рассмотрим случай неавтономных систем 
с регулярным внешним воздействием. 

21 .5. Колебания неавтономных систем 

Рассмотрим режим колебаний в неавтономной динамической системе 

.:. F�( �  t �) х� Е RN, i1 Е Rm. Х =  х, , р, , ,.- (21 .2) 

В случае неавтономной системы оператор эволюции зависит не только от 
интервала времени, на котором рассматривается изменение состояния ДС, 
но также от начального момента времени. Поэтому, чтобы однозначно опре­
делить состояние, надо задать не только фазовые координаты, но и момент 
времени. Другими словами, время t само является фазовой координатой. 
Таким образом, под действием оператора эволюции одна из фазовых коор­
динат, а именно t, неограниченно растет и фазовые траектории не принад­
лежат ограниченной области пространства состояний (RN , t). 

Сведение системы с регулярным воздействием к автономной фор-
м е. 

Если воздействующая на систему внешняя сила является периодиче­
ской, то система (21 .2) может быть приведена к автономному виду, так что 
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траектории на алракторе будут ограничены. Например, пусть на динами­
ческую систему (2 1 . 1 )  действует гармоническая внешняя сила С sin( Wвнt) 
и система описывается неоднородным уравнением: 

:i = F(x, [1, С sin(wвнt) ) .  (21 .3) 

В этом случае можно представить неавтономную систему в автономной 
форме. Для этого нужно ввести фазу воздействия Ф = Wвнt и добавить 
в (2 1 .3) уравнение для фазы Ф. Получаем 

:i = F(X, р,, С sin(Ф)) ,  

ф = Wвн· 
(21 .4) 

Теперь состояние системы задается вектором с N + 1 компонентами: 
Х1 , х2, . . .  х N, Ф. Если предполагать, что переменпая Ф определена на всей 
действительной оси, то новая переменпая ничего не дает. Однако мож­
но перейти к ограниченным фазовым траекториям, если положить, что 
Ф Е [0, 21Г] и ввести цилиндрическое фазовое пространство. На рис. 2 1 .3 
показавы фазовые траектории неавтономной системы, лежащие на цилин­
дре (в целях наглядности приведсна только одна динамическая перемен­
пая х). В частности, цилиндр охватывает устойчивая (притягивающая) тра­
ектория Г 1 , удовлетворяющая определению предельного цикла. Формально 
мы имеем дело с автономной системой (2 1 .4), имеющей аттрактор в виде 
предельного цикла Г 1 на цилиндре. Можно ли в этом случае говорить об 
автоколебаниях? Вопрос не простой и требует обсуждения. Если подходить 
к вопросу чисто формально, то, казалось бы, мы имеем дело с автоколеба­
ниями: система (2 1 .4) - автономная, имеет алрактор в виде притягиваю­
щего предельного цикла, установившисся колебания не зависят от началь­
ных условий. Все требования по Андронову здесь выполняются. Однако 
с физической точки зрения есть принципиальное отличие системы (2 1 .4) 
от классической автоколебательной системы, такой, например, как осцил­
лятор Ван дер Поля. В системе (2 1 .4) неявно присутствует внешняя сила, 
которая по существу является причиной колебаний, а собственная активная 
колебательная мода в системе отсутствует. 

По-видимому, можно выделить формальные признаки, по которым мо­
дель типа (2 1 .4) может быть отличима от «настоящей» автоколебательной 
системы (например, цилиндрическое фазовое пространство). Но нас боль­
ше интересуют различия в поведении системы, в характере установившихся 
в ней колебаний. Особенности неавтономных колебаний проявляются, если, 
в свою очередь, подать на систему (21 .4) внешнее воздействие и попытаться 
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Рис. 2 1 .3 .  Фазовые nортреты неавтономной системы :i; = f(x) + B sin w.нt: (а) для 
W = Wвнt, определенной на интервале ( -оо, +оо ) , и (б) для W Е [О, 27Г] 

синхронизовать колебания. Как известно, характерной особенностью авто­
колебаний является их способность «быть синхронизированнымИ>>. Иначе 
говоря, автоколебательная мода системы должна обладать пекоторой спо­
собностью к адаптации, к изменению своих характеристик в соответствии 
с управляющим сигналом. Под синхронизацией мы понимаем здесь син­
хронизацию в смысле Гюйгенса, а именно подстройку характерных частот 
и фаз автоколебаний, в отличие от полной синхронизации, имеющей место 
только при взаимодействии полностью идентичных систем или от эффек­
та подавления автоколебательного режима. Если колебания системы (2 1 .4) 
не являются автоколебательной модой, а порождаются внешней силой, то 
синхронизовать их невозможно. Таковы колебания в неавтономном дисси­
пативном осцилляторе, например, в осцилляторе Дуффинга. Вместе с тем 
неавтономная система может представnять собой генератор с внешним пе­
риодическим воздействием. В этом случае имеется колебательная мода, ко­
торая может быть захвачена, в то же время имеется частота или частоты, 
навязываемые системе извне. Они остаются постоянными. Таким образом, 
возможна лишь частичная синхронизация. 

Приведеиные рассуждения позволяют нам сделать следующее заклю­
чение: автоколебания предполагают в качестве необходимого условия на­
личие аттрактора в динамической системе. Однако этого не достаточно. 
С физической точки зрения целесообразно ввести дополнительное тре­
бование - возможность фазо-частотной синхронизации этого аттрактора. 
В этом плане и периодические колебания, и квазипериодический режим, 
и динамический хаос могут удовлетворять указанным двум требованиям. 
Периодические колебания в системе (21 .4 ), которым соответствует предель-
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ный цикл на цилиндре, не удовлетворяют второму условию и в этом смысле 
не являются автоколебаниями. 

Обобщение понятия аттрактора на случай неавтономной систе­
мы с произвольным воздействием. Если внешнее воздействие на систему 
(21 .2) является нерегулярным (хаотическим или случайным), то представ­
ление системы в автономном виде невозможно2 . Как ввести понятие ат­
трактора для неавтономной системы в общем случае? Поскольку состояние 
неавтономной системы задается не только вектором х Е RN, но и текущим 
моментом времени t, то фазовое пространство должно представлить собой 
уже не арифметическое пространство RN, а функциональное пространство. 
В качестве фазового пространства для всех неавтономных систем в RN 
может служить пространство Н, которому принадлежат все ограниченные 
интегрируемые вектор-функции х( t )3 .  В Н можно задать скалярное произ­
ведение 

00 

(x(t) , iJ(t)) = j (Х, iJ) ехр( -fЗt)dt, f3 > О  (21.5) 
о 

и норму 

00 

j jx(t) J J  = j )x(t) )2 ехр( -fЗt)dt. (21 .6) 
о 

Скобки ( , ) обозначают скалярное произведение векторов в RN, а скобки 
( , ) - скалярное произведение вектор-функций. Таким образом, Н есть 
пространство Гильберта. Величина f3 - пекоторая заданная константа. Если 
решение системы (21 .2) x(t, х0) с начальным условием х(О) = ха стремится 
по норме к оо медленнее, чем exp(fЗt), то оно также принадлежит Н. 

Определим оператор эволюции в Н следующим образом: 

Tr {x(t)} := x(t + т) . (21 . 7) 
Действие оператора качественно проиллюстрировано на рис. 2 1 .4. Заметим, 
что x(t + т) не обязательно является решением системы (2 1 .2) x(t, ilo) для 
какого-то начального flo. 

2Точнее говоря, в случае хаотического воздействия система легко сводится к автономной, 
если ее дополнить уравнениями системы, генерирующей хаотический сигнал воздействия. 
Однако если эти уравнения не известны, то задача сведения системы к автономному виду 
оказывается невыполнимой. 

3Мы используем идеи, высказанные в частной беседе профессором В. С. Афраймовичем, 
и выражаем ему свою благодарность. 
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Рис. 2 1 .4. Иллюстрация действия оператора эволюции в Н 

Оператор эволюции (21 .  7) обладает тем же характерным свойством, 
что и оператор эволюции автономной системы, определенный в RN: 

где символ о обозначает суперпозицию операторов. 
Для автономной де справедливо следующее утверждение: если М 

есть множество решений, то 

(21.8) 

где Tr - оператор эволюции автономной системы. Для неавтономной де 
(2 1 .2) свойство (2 1 .8), вообще говоря, не выполняется. Определим множе­
ство М' как 

(21.9) 

где Tr - оператор эволюции неавтономной системы, заданный соотноше­
нием (2 1 .7). Тогда для М' аналогично (21 .8) получаем 

(21 .10) 

Назовем поглощающей областью в М' множество И Е М', для кото­
рого ТтИ Е И. Тогда для неавтономной системы (2 1 .2) с оператором эво­
люции (21 .  7) в Н можно определить максимальный аттрактор в полной 
аналогии с определением в подразделе 20.4. Максимальный аттрактор А 
динамической системы (21 .2) в области И есть 

00 

(21 . 1 1 )  
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Таким образом, понятие аттрактора чисто формально можно обобщить 
на случай неавтономной системы с произвольным внешним воздействием. 
Однако такое обобщение мало что дает с точки зрения наглядности и экспе­
риментальной наблюдаемости аттрактора, поскольку введенный в рассмот­
рение аттрактор представляет собой множество в функциональном про­
странстве. 

Можно определить аттрактор неавтономной системы и по-другому, 
рассматривая множество точек Xt в RN, принадлежащих фазовым траек­
ториям в фиксированный момент времени t. Определенный на этом мно­
жестве оператор эволюции T7(t) : Xt _, Хt+т зависит от момента вре­
мени и не удовлетворяет условию (2 1 . 8). Используя заданный таким об­
разом оператор эволюции, можно дать определение поmащающей области 
и максимального аттрактора A(t) в RN, аналогичное определению в под­
разделе 20.4. Множество A(t) в этом случае можно наглядно представить 
как множество точек в RN, но оно оказывается зависящим от выбранно­
го момента времени t, хотя в любой момент остается топологически эк­
вивалентным. Подобный подход используется для определения аттрактора 
в системах со случайным возмущением оператора эволюции. 

Аттрактор системы с шумом. Внешнее воздействие на систему мо­
жет быть случайным. Более того, можно утверждать, что любая реальная 
система подвергается случайным воздействиям. В этом случае поведение 

системы представляет собой случайный процесс х( t) .  Переменная Х в каж­
дый момент времени случайным образом принимает одно из множества 
возможных значений в RN, даже если начальное состояние х(О) = х0 стро­
го задано. При определенных условиях в системе устанавливается стацио­
нарная плотность вероятности рст(х) ,  не меняющаяся во времени и не за­
висящая (в определенной мере) от начальной плотности вероятности р0(х). 

Когда говорят об аттракторе в фазовом пространстве RN динамиче­
ской системы с шумом, то обычно подразумевают область, в которой фазо­
вые траектории проводят большую часть времени в соответствии с распре­
делением рст(х) . Эту область иногда называют стохастическим аттрак­
тором (стохастическим равновесием, стохастическим циклом и т. д.). Од­
нако употребление данного термина в указанном смысле не соответствует 
строгому определению и не является общепринятым. Далее мы определим 
стохастический аттрактор несколько иначе. Можно также употребить 
термин «Зашумленный аттрактор» (noisy attractor). Границы зашумленного 
аттрактора строго не определены: при гауссовом шуме фазовая траектория 
теоретически может попасть в любую точку фазового пространства. Сле­
дует также отметить, что размерность зашумленного аттрактора совпадает 
с размерностью фазового пространства: это - область, имеющая неиулевой 
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объем в отличие от аттрактора диссипативной детерминированной автоном­
ной системы. Данное интуитивное определение зашумленного аттрактора 
по сути совпадает со статистическим предельным множеством в случае, 
когда в системе есть шум. 

Пусть имеется динамическая система, задаваемая векторным диффе­
ренциальным уравнением, правая часть которого зависит от некоторого 

случайного (в общем случае многокомпонентного) воздействия {(t) , 

(21 .12) 

Такие системы отнесены к классу случайных динамических систем (random 
dynamical system). 

Если зафиксировать реализацию внешнего случайного воздействия 

{( t), то система (2 1 . 1 2) будет представпять собой детерминированную неав­
тономную систему со сложным, нерегулярным сигналом воздействия. К та­
кой системе применимы все рассуждения, приведеиные в предыдущем раз­
деле. Множество точек в RN, определяющих мгновенные состояния систе­
мы (21 . 1 2) в фиксированный момент времени t для множества всевозмож­
ных начальных состояний в момент времени t0 --+ -оо и одной и той же 
реализации случайного воздействия {(t), назовем случайным или стоха­
стическим аттрактором (random attractor) системы (2 1 . 1 2). Это множество, 

вообще говоря, зависит от выбора момента t и реализации ((t), но в пред­
положении эргодичности случайного возмущения его геометрические свой­
ства будут неизменными во времени и не зависящими от реализации (( t) .  

Стохастический аттрактор дает представление об устойчивости пове­
дения ДС со случайным воздействием и сложности динамической компо­
ненты оператора эволюции. На рис. 2 1 .5 в качестве примера приведен вид 
стохастического аттрактора в осцилляторе Дуффинга с аддитивным шумом 

х + f'X - х + х3 = V2f5n(t) , (21 .13) 

где n(t) - нормированный источник белого гауссова шума, D - константа, 
задающая интенсивность шума. 

При выбранных значениях 'У и D стохастический аттрактор являет­
ся хаотическим и имеет сложную канторову структуру. Соответствующий 
старший ляпуновекий показатель положителен. Изменяя 'У или D, можно 
добиться превращения стохастического аттрактора в единственную точку, 
что соответствует переходу системы в устойчивый режим - старший ля­
пуновский показатель становится отрицательным. Кроме стохастических 
аттракторов, аналогичным образом можно ввести в рассмотрение и другие 
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Рис. 2 1 .5. Пример хаотического стохастического аттрактора в осцилляторе Дуффин­
га с шумом 

стохастические предельные множества (репеллеры и седла), что позволяет 
построить теорию так называемых динамических бифуркаций в системах 
со случайными воздействиями. 

К системе (21 . 1 2) может быть применено определение аттрактора про­
извольной неавтономной системы, данное ранее. Под состоянием в этом 
случае понимается случайная функция x(t). Случайный оператор эволю­
ции, заданный соотношением (2 1 .7), будет удовлетворять свойству (2 1 .8). 
Однако использование такого определения на практике не удобно. 

21.6. Автоколебания в зашумленных системах 

Математическая модель системы с шумом (не важно с внешним или 
внутренним) является неавтономной, поскольку задается уравнениями, со­
держащими зависящие от времени случайные возмущения. Если учесть 
шум в автогенераторе, то можем ли мы в этом случае говорить об авто­
колебательном режиме? С физической точки зрения, очевидно, можем, по 
крайней мере, если шум слабый (что обычно имеет место) и не приво­
дит к подавлению автоколебаний. В системе с источниками шума устано­
вившийся режим характеризуется стационарной плотностью вероятности 
рст(х), не зависящей от начального состояния (или начального распределе­
ния вероятности), и определяется параметрами системы. Параметры шума, 
при условии его слабой интенсивности, играют гораздо меньшую роль. Ис­
ключением являются системы, находящиеся вблизи стохастической бифур­
кации. 
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Как мы уже говорили, критерием существования автоколебательного 
режима является возможность синхронизации колебаний. В случае заюум­
ленного автогенератора естественно говорить о режиме эффективной син­
хронизации. Разумеется, эффективная синхронизация не является строгой. 
Фазовый захват наблюдается на конечных интервалах времени. Границы 
области эффективной синхронизации не определяются точно, так как не 
связаны с бифуркационными переходами. Тем не менее физический эффект 
частотно-фазового захвата автоколебаний при достаточно слабом шумовом 
воздействии сохраняется. 

Эффективная синхронизация наблюдается как для зашумленных гене­
раторов периодических автоколебаний, так и для зашумленных генераторов 
хаоса. В обоих случаях имеет место один и тот же эффект (лекция 17) .  

21.  7.  Стохастические автоколебания 

Мы подошли к главному вопросу, который хотим рассмотреть в данной 
лекции. Дело в том, что можно выделить класс нелинейных диссицатив­
ных систем, которые в отсутствие шума не являются автоколебательными, 
но в которых шум приводит к возникновению колебаний, обладающих чер­
тами автоколебательного режима. В литературе такие системы обычно на­
зывают стохастическими осцWUlЯторами, хотя, на наш взгляд, правильнее 
было бы назвать их стохастическими генераторами или стохастическими 
автоколебательными системами, а возникающие в них индуцированные 
шумом колебания стохастическими автоколебания.ми. 

Различают два типа таких систем (хотя, возможно, есть и другие): би­
стабильные осцWUlЯторы и возбудимые осцWUlЯторы. Общей чертой сто­
хастических осцилляторов является то, что за счет энергии стационарного 
источника шума в них возникают и поддерживаются лезатухающие случай­
ные колебания со следующими свойствами: 

1) колебания являются стационарными с почти nостоянной амплитудой, 
определяемой, главным образом, параметрами системы и слабо зави­
сящей от характеристик шума; 

2) в векотором диапазоне частот система усиливает мощность шума (т. е. 
она не является просто пассивным нелинейным фильтром), причем 
спектрально-корреляционные характеристики колебаний определяют­
ся свойствами системы и слабо зависят от соответствующих характе­
ристик шума; 
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3) колебания системы обладают некоторыми свойствами «синхронизуе­
мости» как под действием внешней силы, так и в результате взаимо­
действия. 

В чем принципиальная разница стохастического осциллятора с шу­
мом и диссипативного неливейного осциллятора, возмущаемого регуляр­
ным сигналом? Почему индуцированные шумом колебания имеют сходство 
с автоколебаниями? На наш взгляд, дело в том, что в отличие от регулярно­
го (периодического или квазипериодического) воздействия, широкополос­
ный шум «не навязывает» динамической системе заданных извне характер­
ных частот. Поэтому колебания такой неавтономной системы можно рас­
сматривать как некоторую независимую колебательную моду, обладающую 
типичными свойствами автоколебаний: независимостью режима от началь­
ного состояния и способностью к синхронизации. 

На сегоднешний день известны два типа стохастических осцилляторов, 
которые могут быть отнесены к стохастическим автоколебательным систе­
мам. Это - бистабильные осцилляторы и возбудимые осцилляторы. Они 
были детально рассмотрены в предыдущих лекциях. Остановимся подроб­
нее на вопросе о сходстве стохастических автоколебаний в бистабильных 
и возбудимых осцилляторах с автоколебательными режимами. 

Бистабильные осцилляторы. На первый взгляд индуцированные шу­
мом колебания в бистабильной системе не похожи на автоколебательный 
режим, например, на зашумленный предельный цикл. В спектре отсут­
ствует линия на характерной частоте колебаний (частоте Крамерса). Сто­
хастический аттрактор (в смысле Л. Арнольда) не имеет форму замкнутой 
кривой, а является, в зависимости от значений ry и D, либо единственной 
точкой, перемещающейся по фазовой плоскости, либо множеством с фрак­
тальной структурой, пример которого был дан на рис. 2 1 .5 .  Однако системе 
(21 . 13) и подобным ей системам присущи все вьщеленные нами свойства 
стохастических автоколебаний. Действительно, переключения, вызванные 
шумом, являются стационарными случайными колебаниями с почти посто­
янной амплитудой (под амплитудой колебаний в данном случае понимается 
векоторая средняя величина отклонений динамической переменной от ну­
ля). Амплитуда определяется, главным образом, расстоянием между потен­
циальными ямками, т. е. характеристикой динамической системы, и слабо 
зависит от свойств шумового воздействия. Спектр имеет форму лоренцпа­
на с максимумом в нуле, полуширина которого соответствует частоте пере­
ключений и определяется интенсивностью шума и высотой потенциального 
барьера. Характер спектра свидетельствует о перераспределении мощности 
широкополосного шума в область низких частот. 
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Принципиально важное свойство системы (21 . 1 3  ), позволяющее сопо­
ставлять стохастические колебания с автоколебаниями, состоит в эффекте 
частичной синхронизации. Речь идет здесь о так называемой стохастиче­
ской синхронизации бистабильных осцилляторов (см. лекцию 1 9). Интен­
сивность шума D можно рассматривать как внутренний параметр стоха­
стического автогенератора, на который на заданной частоте воздействует 
гармоническая сила. Меняя D, мы изменяем характерное время системы 
Т к = 2Jr / ш к и «под страиваем» стохастический автогенератор под внеш­
нее воздействие. При достаточной амплитуде гармонического сигнала су­
ществует область значений D, в которой частота wк, несмотря на изменение 
интенсивности шума, остается близка к частоте воздействия Wвн · Это - об­
ласть синхронизации. Однако «синхронизуемость» бистабильных систем 
является свойством, не вполне аналогичным тому же свойству «настоя­
щих» генераторов. Действительно, если зафиксировать параметры генера­
тора и изменять частоту внешнего сигнала, то в пекотором интервале часто­
ты Wвн будет наблюдаться захват собственной частоты. Для бистабильного 
стохастического осциллятора, зафиксировав интенсивность шума и изменяя 
частоту воздействия, захват частоты Крамерса в общем случае наблюдать 
не удается. 

Возбудимые осцилляторы. Возбудимые осцилляторы, находящиеся под 
действием шума, в еще большей степени, чем бистабильные системы, об­
ладают свойствами автогенераторов. Амплитуда индуцированных шумом 
колебаний задается характеристиками петли, которую образуют в фазовом 
пространстве траектории, выброшенные за порог возбуждения. Форма пет­
ли определяется детерминированной системой и практически не зависит 
от характеристик шума. В спектре мощности колебаний возбудимой систе­
мы имеется пик на характерной частоте ш0, зависящей как от параметров 
системы, так и от свойств шумового воздействия. Существование такого 
спектрального пика отличает возбудимый стохастический осциллятор от 
бистабильного и его в большей степени сходным с зашумленным авто­
генератором. Частота w0 может быть захвачена внешним гармоническим 
сигналом. Можно также наблюдать захват частот при взаимодействии двух 
возбудимых осцилляторов. Захват частот диагностируется по соответству­
ющим изменениям в спектрах мощности и полностью аналогичен явлению 
эффективной синхронизации в зашумленных автоколебательных системах 
(лекция 1 7). 

Таким образом, возбудимые системы по совокупности свойств очень 
близки к обычным автоколебательным системам. Генерируемый такими си­
стемами процесс колебаний естественно назвать стохастическими автоко­
лебаниями. 
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21.8. Заключение 

Анализ различных колебательных процессов в нелинейных автоном­
ных и неавтономных диссипативных динамических и стохастических си­
стемах, приведенный в настоящей лекции, позволяет сделать следующие 
выводы. Фундаментальная важность понятий «автоколебания» и «автоко­
лебательная система», введенных А. А. Андроновым для динамических си­
стем на фазовой плоскости, делает целесообразной попытку расширить 
и обобщить это определение на существенно более широкий класс про­
цессов и систем, включая стохастические. Мы пришли к выводу, что авто­
колебания могут иметь место в хаотических и зашумленных системах. Для 
этого достаточно выполнения двух условий. Первое заключается в суще­
ствовании аттрактора, что по сути означает главную особенность автоколе­
баний - независимость установившегося процесс а колебаний от начальных 
данных, выбранных в пекоторой области (в области притяжения аттракто­
ра). Второе условие требует возможности синхронизации указанного типа 
колебаний. Другими словами, если есть аттрактор и система демонстрирует 
эффект частотной синхронизации, то мы имеем дело с автоколебательным 
процессом. 

Такое определение не вступает в противоречие с определением 
А. А. Андронова: и предельный цикл, и тор реализуют эффекты внешней 
и взаимной синхронизации. Это касается также и режимов детерминиро­
ванного хаоса, синхронизация которых исследовалась в многочисленных 
работах последних лет. Однако вынужденные колебания нелинейных ос­
цилляторов под действием периодической силы не удовлетворяют второму 
условию: аттрактор в системе есть, но отсутствует эффект синхронизации 
колебаний. 

Все вышесказанное касается и динамики нелинейных диссипативных 
систем в присутствии шумовых возмущений. Колебания в таких системах 
формально характеризуются наличием аттрактора в пространстве решений 
111'. Однако не все типы стохастических колебаний демонстрируют эффек­
ты частотной синхронизации. Если вызванные шумом колебания проявляют 
свойства частотной синхронизации (в смысле эффективной синхронизации 
Р. Л. Стратоновича), то такие колебания мы будем называть стохастически­
ми автоколебаниями, а соответствующие системы - автоколебательными. 

Отметим еще одну деталь. Согласно А. А. Андронову энергия, необ­
ходимая на поддержание автоколебаний, черпается из постоянного источ­
ника. Предлагаемое нами обобщение не вводит никаких ограничений на 
характер источника энергии. В принципе автоколебательная система может 
пополнять свою энергию за счет перемениого или даже шумового источ-
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ника. Главное, чтобы характерные частоты колебаний определялись самой 
системой, а не частотными характеристиками источника энергии. 

Сформулированные условия стохастических автоколебаний (наличие 
аттрактора и возможность их синхронизации) мы рассматриваем и обосно­
вываем в качестве достаточных. Являются ли они необходимыми? По всей 
видимости, нет. Вопрос формулировки необходимых и достаточных усло­
вий реализации стохастических автоколебаний требует дальнейших иссле­
дований. 



ЛЕКЦИЯ 22 

Реконструкция динамических систем 

22.1. Введение 

Важнейший метод исследования эволюционных процессов в естество­
знании состоит в построении математических моделей изучаемых систем 
и их анализе. Как сказал один из великих мыслителей прошлого, любое 
утверждение истинно настолько, насколько оно базируется на математике. 
Наличие математической модели исследуемой системы существенно рас­
ширяет возможности ее изучения, позволяя решать задачи предсказания 
поведения системы во времени и зависимости режимов ее функциониро­
вания от параметров. Таким образом, одной из центральных является за­
дача математического моделирования, решение которой дает возможность 
осуществления научного прогноза функционирования системы во времени, 
являющегося одной из главных проблем в естествознании. 

Решение задачи моделирования теоретически не содержит проблем, 
если реальная система задана. Хорошо известный пример - колебательный 
LС-контур. На основе знания схемы контура и электрических законов не 
представляет труда записать основополагающие соотношения и получить 
уравнения консервативного осциллятора: 

x + w5x = O, w5 = 1fLC. (22.1)  

Решением уравнения (22 . 1 )  является гармонический колебательный во вре­
мени процесс, частота которого определяется параметрами контура L и С. 
При заданных начальных условиях x(t0) и ±(to) состояние системы (22. 1) 
будет однозначно известно для любого времени t � t0. 

Однако очень часто приходится сталкиваться с более сложной ситуаци­
ей, когда детальные сведения о реальной системе либо отсутствуют вовсе, 
либо явно недостаточны. Единственная информация о свойствах системы 
содержится лишь в экспериментальной зависимости одной из координат 
состояния системы во времени. Такая зависимость a(t), измеренная в те­
чение конечного времени t0, называется наблюдаемой (или реализацией) 
системы, а при дискретизации с шагом D.t: a(iD.t) = ai , i = 1 ,  . . .  , N; 
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N = [t0j д.t] , она носит название одномерного времеююго ряда. Делает­
ся предположение о том, что наблюдаемая a(t) является детерминированно 
определенной, т. е. представляет собой одномерную проекцию фазовой тра­
ектории, порождаемой некоторой динамической системой (Де). Одной из 
задач реконструкции динамической системы является восстановление мо­
дельной де, решение которой с известной степенью точности воспроиз­
водит одномерную наблюдаемую a(t) на заданном интервале времени t0 
и для t > t0 . Данная проблема относится к классу обратных задач, решение 
которых не может быть однозначным. 

На самом деле, термин реконструкция включает достаточно широкий 
круг задач, и восстановление модельной де представляет собой лишь од­
ну из них (причем наиболее сложную, иногда называемую «глобальной» 
реконструкцией). Это, пожалуй, задача-максимум при анализе автоколеба­
тельных систем по экспериментальным данным. К числу других проблем, 
также объединяемых термином <<реконструкция», можно отнести восста­
новление фазового портрета де по наблюдаемой а( t ), расчет характеристик 
сложных режимов динамики, по которым можно было бы судить о геомет­
рии хаотических аттракторов ( фрактальвые размерности), о скорости раз­
бегаимя фазовых траекторий или о степени предсказуемости исследуемого 
режима динамики (ляпуновские показатели и различные варианты опреде­
ления ошибки предсказания). В рамках настоящей лекции мы ограничимся 
кратким рассмотрением разных задач, которые можно отнести к пробле­
матике реконструкции: от простых до более сложных. В частности, мы 
обсудим проблему получения модельной де в виде системы обыкновен­
ных дифференциальных уравнений (ОДУ) или дискретных отображений по 
одномерному временному ряду. Важно при этом не забывать, что времен­
ной ряд a(iд.t) предполагается детерминированно определенным, то есть 
отражает эволюционный процесс реальной де, управляемой детерминиро­
ванными динамическими законами. Естественно, что такое предположение 
сужает класс рассматриваемых сигналов. Если временной ряд есть след­
ствие абсолютно случайного (шумового) процесса, то говорить о рекон­
струкции не имеет смысла. 

Попытаемся понять основные проблемы, с которыми связано реше­
ние задачи реконструкции. Первая обусловлена необходимостью введения 
каким-либо образом координат состояния системы. Ведь нам известна за­
висимость во времени (на конечном интервале!) лишь одной из координат 
реальной системы а( t) . Как ввести новые координаты и сколько их долж­
но быть? Предположим, что нам удалось как-то решить эту проблему. Но 
сразу же возникают новые вопросы. Например, как определить скорость 
разбегаимя фазовых траекторий? Если бы нам были известны уравнения, 
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которые генерируют исследуемый сигнал a(t), то можно было бы перейти 
к уравнениям в вариациях, рассматривая бесконечно малые возмущения. 
Но в нашем распоряжении находится лишь временная зависимость одной 
из координат состояния, и всю информацию о сложном режиме колебаний 
мы должны извлечь только из нее. 

Обратившись к более сложной проблеме - восстановлению модель­
ной ДС, придется искать ответ еще на целый ряд серьезных вопросов, 
в частности, как записать сами уравнения? Каков вид модельного операто­
ра эволюции, который в случае ОДУ определяется правыми частями систе­
мы n дифференциальных уравнений первого порядка? Дать обоснованные 
ответы на эти вопросы, по сути дела, и есть содержание раздела теории 
динамических систем, рассматривающего проблему реконструкции ДС по 
одномерным временным рядам. 

Ранее считалось, что для изучения динамики автоколебательной систе­
мы в терминах фазового пространства необходимо знание всех координат, 
определяющих ее состояние. Однако в начале 1980-х годов данное пред­
ставление подверглось пересмотру. В частности, в 1980 г. была опублико­
вана работа Н. Пакарда, в которой показано, что фазовый портрет динами­
ческой системы может быть восстановлен по скалярному временному ряду 
ai, если в качестве недостающих координат вектора состояния использует­
ся тот же самый ряд ai, взятый с некоторым запаздыванием. В 198 1 г. была 
доказана теорема, утверждающая, что по одномерной реализации a(t) ДС, 
обладающей аттрактором А, принадлежащим гладкому d-мерному много­
образию, методом задержки можно получить п-мерную реконструкцию Ан 
исходного аттрактора как множество векторов x(t) в Rn при n ? 2d + 1 
(теорема Такенса): 

x(t) = An(a(t)) = {a(t), a(t + т) , . . .  , a(t + (n - l)т)} = {xl , Х2 , . . .  ' Хп} ·  
(22.2) 

Согласно теореме, отображение Лп : А --+  Ан является гладким и обрати­
мым на Ан почти при любой задержке т (если N --+  оо). 

Попытаемся разобраться в содержании теоремы Такенса. Она обосно­
вывает введение в качестве новых координат состояния системы значений 
реализации a(t), взятых через некоторый интервал времени т: 

x1 (t) = a(t) , x2 (t) = a(t + т) ,  хз (t) = a(t + 2т) , (22.3) 

Поскольку на компьютере анализируется ряд значений переменной 
a(t) в дискретные моменты времени iЬ.t, реконструируемое множество век­
торов также является дискретным x(iЬ.t), а величина т имеет вид т =  kЬ.t, 
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где k - целое число. Иными словами, на ирактике равенство (22.2) может 
быть переписано следующим образом: 

(22.4) 

где нижний индекс i соответствует моменту времени i6.t .  
Техника реконструирования состоит в выборе значений задержки r, 

размерности пространства вложения n и в формировании массива векторов 
x(i6.t). Предполагается, ЧТО полное время наблюдения Тоьs = N 6.t и чис­
ло точек N достаточно велики, чтобы по траектории можно было судить 
о важнейших свойствах интересующего нас аттрактора. 

В качестве примера рассмотрим уравнения модели Лоренца: 

dx 

dt 
= а(у - х), 

dy 

dt 
= rx - у - xz, 

dz - = -bz + xy 
dt 

(22 .5) 

при значениях параметров а = 10, r = 28, Ь = 8/3, соответствующих 
режиму динамического хаоса. Проекция фазового портрета хаотического 
режима на плоскость (х, у) изображена на рис. 22. 1 ,  а. По временной зави­
симости x(t) уравнений (22.5), рассматриваемой в качестве анализируемой 
реализации, можно осуществить реконструкцию методом задержки (22.2) ­
рис. 22. 1 ,  б, в. В соответствии с теоремой Такенса мы ожидаем, что по вос­
становленному аттрактору (см. рис. 22. 1 ,  в) могут быть вычислены такие 
характеристики анализируемого режима динамики (см. рис. 22. 1 ,  а), как 
фрактальные размерности. 

Из-за работы с конечным числом точек N необходимо тщательно вы­
бирать параметр r, поскольку качество реконструкции будет заметно от­
личаться при его вариации. С точки зрения положений теории задержка 
r может быть произвольной. Однако совершенно ясно, что если r слиш­
ком мало (рис. 22.2, а), то i-я и i + 1-я координаты точек фазовой траекто­
рии практически неотличимы друг от друга. Реконструируемый аттрактор 
в этом случае располагается вблизи главной диагонали пространства вложе­
ния («линии идентичностИ>>). А этого допускать нельзя в силу определения: 
координаты состояния есть независимые переменные, однозначно опреде­
ляющие состояние системы. С другой стороны, если время задержки очень 
велико (рис. 22.2, б), координаты оказываются некоррелированными, и ре­
конструированный аттрактор не отражает истинной динамики. На основе 
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а б 
2.5 �-------------. 

в 

Рис. 22. 1 .  Проекция фазового портрета хаотического аттрактора системы Лоренца 
(а), временная зависимость координаты x(t) (б) и реконструированный аттрактор 
(в) 

20 

а 

-25 [__ ___________ __j 
-20 х, 20 

б 

Рис. 22.2. Результат реконструкции: а - при малой, б - большой задержке 

экспериментов установлено, что оценка оптимального времени задержки 
может быть получена из расчетов автокорреляционной функции 'lj.;(тo) = 
= (a(t)a(t + то)) ,  которая для сложных непериодических процессов будет 
спадающей во времени т0 . Значение т0, соответствующее времени дости­
жения первого нуля функции 'lj.;(т0) ,  используется в экспериментальных ис-



22. 1 .  Введение 461 

следованиях для оценки задержки т в (22.2) при введении новых координат 
состояния. 

Можно пользоваться более сложными критериями, такими как мини­
мум функции взаимной информации. Но для практических целей т часто 
подбирают менее строгим образом, «на глаз», исходя из геометрии рекон­
струируемого множества (чтобы аттрактор не был слишком вытянут ни 
в одном из направлений). Если анализируется сигнал, у которого наблю­
дается характерный период Т, то лучше всего рассматривать значение т = 
= Т/ 4 (рис. 22.3). 

а б 

6 г 

Рис. 22.3. Пример, иллюстрирующий, что при т = Т/ 4 фазовый портрет имеет 
наименьшие геометрические искажения: исходный сигнал (а) и результаты рекон­
струкции при т =  O.lT (б), т =  0.25Т (в) и т =  0 .9Т (г) 

Теперь нужно каким-то способом найти размерность пространства 
вложения n. Из теории следует, что для определения n необходимо знать 
размерность аттрактора реальной динамической системы, которая может 
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быть определена следующим образом. Выбрав произвольмое (небольшое) 
значение размерности пространства вложения п0, реконструируем аттрак­
тор и определим его размерность dp с помощью специальных алгорит­
мов. Затем повторим данную процедуру, увеличивая п0 до тех пор, пока 
величина размерности dp не перестанет претерпевать изменений. Соответ­
ствующее значение dp для хаотических аттракторов будет нецелым. Далее 
определяется ближайшее сверху целое число и находится d - размерность 
пространства, в которое «укладывается» наш аттрактор. С помощью фор­
мулы Манэ 

п ;;::: 2d + 1 (22.6) 

определяется размерность пространства вложения, необходимая для рекон­
струкции аттрактора. 

Отметим, что при выборе размерности пространства вложения обычно 
считается, что если хорошая реконструкция достигается при пекотором п, 
то же справедливо и для п + 1. В частности, практически перестает менять­
ся взаимное расположение точек в фазовом пространстве, то есть если рас­
стояние между точками было мало, оно и останется малым; если велико ­
соответственно будет большим. Неравенство (22.6) определяет минималь­
ную гарантированную размерность вложения. Иногда можно ограничиться 
меньшим значением d < n < 2d + 1 ,  получив при этом хорошую рекон­
струкцию (однако понижение параметра п не должно приводить к самопе­
ресечениям фазовой траектории). Существует мнение, что наиболее важ­
ным параметром при реконструкции оказывается длина окна w = ( п - 1 )т. 
Она не должна превышать время корреляции сигнала a(t). 

Таким образом, для решения задачи реконструкции необходимо опре­
делить размерность пространства вложения и задать набор векторов со­
стояния ДС в этом новом фазовом пространстве. Рассмотрим данный этап 
более подробно. 

22.2. Определение размерности вложения 
и реконструкция аттрактора 

Предположим, что в результате эксперимента получены значения фи­
зической величины а, то есть набор ai = a(iflt), i = 1 ,  . . . , N. Будем счи­
тать, что временной ряд ai порождается пекоторой ДС с непрерывным или 
дискретным временем, представляя собой дискретизованную с шагом flt 
одномерную проекцию фазовой траектории. Эта траектория принадлежит 
аттрактору системы, размерность которого равна d. Согласно Такенсу, за­
дать вектор состояния можно по методу (22.2). 
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Вначале необходимо определить размерность аттрактора d. Существу­
ют различные варианты ее оценки. Согласно строгим математическим ре­
зультатам, для описания сложной геометрии хаотических аттракторов целе­
сообразно рассматривать размерность Хаусдорфа, которая вычисляется сле­
дующим образом. Предполагается, что анализируемое множество S в про­
странстве Rn покрывается кубиками { Bi} с величиной ребра, не превыша­
ющей некоторое значение с. При этом каждая точка множества S должна 
обязательно попасть в тот или иной кубик. Тогда мера Хаусдорфа l0 вво­
дится следующим образом: 

lб (S) = lim inf L \Bi \ 6 •  
е-+0 К(е) В.; ЕК(е) 

(22.7) 

Здесь inf - минимальное значение (нижняя грань) по всем возможным по­
крытиям К(с) множества S кубиками {Bi} ; \Bi \ - величина ребра кубика 
(\Bi \  ::;; с). Указанный предел зависит от параметра б. Размерность Хау­
сдорфа dн представляет собой такое значение а, при котором величина 
lб (S) является конечной: 

{б > dн(S) 
б <  dн(S) 

====;. lб (S) = О , 

====;,. lo (S) = +оо. 
(22.8) 

Согласно данному определению, dн может принимать нецелые зна­
чения. В общем случае, если размерность является нецелой, ее называют 
фрактальной. Соответственно, объекты, характеризующиеся нецелой раз­
мерностью, называют фракталами. Наличие нецелой размерности является 
типичной особенностью хаотических аттракторов. 

Понятие размерности Хаусдорфа хорошо определено с точки зрения 
математики, но ее чрезвычайно сложно вычислить. Позтому обычно ис­
пользуют более «практичные» определения фрактальных размерностей. 
Одним из таких «практичных» определений является емкость (или емкост­
ная размерность D0). Пусть S - некоторое множество в пространстве Rn, 
которое покрывается кубиками размера с. Если обозначить через N(c) чис­
ло кубиков, необходимых для покрытия всего множества, то емкость пред­
ставляет собой предел следующего вида: 

. lg N(c) 
Do = l1m 1 

( 
/ 

) 
. 

е->0 g 1 с (22.9) 

По сути, эта величина характеризует, как меняется число злементов 
покрытия при изменении с: 

(22. 10) 
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Если в качестве S рассматривается единственная точка, то N (Е) = 1 и не 
зависит от е: 

N ,...__. с0 � Do = О. 

Если анализируется отрезок линии длины L, то 

L 1 N (Е) = - rv Е- � Do = 1 .  
Е 

Для поверхности площади Р: 

р 2 N(e) = 2 rv Е- � Do = 2. 
Е 

(22. 1 1 )  

(22.12) 

(22. 13) 

Во всех этих случаях емкость D0 является целым числом. В качестве 
примера объекта с дробной размерностью D0 ( фрактальиого объекта) рас­
смотрим канторово множество. Процедура его построения состоит в сле­
дующем. Берется отрезок единичной длины [0, 1 ] ,  разбивается на 3 равные 
части, и средняя из них выбрасывается. В результате на первом шаге про­
цедуры построения канторова множества мы получаем два отрезка [0, 1/3] 
и [2/3 , 1] длиной с = 1/3 (рис. 22.4). На следующем шаге каждый из этих 
отрезков вновь разбивается на 3 равные части, и опять выбрасывается сред­
няя часть. Такая процедура продолжается со всеми оставшимися отрезками. 
Если для покрытия множества на пекотором шаге k используются кубики 
с величиной ребра Е = 1/3k, то необходимое количество кубиков составит 
N(e) = 2k. 

Е N 

1 1 

1/2 

1/4 

1/8 

2 • • 

8 .... .... 

• • 

.... .... 

Рис. 22.4. Продедура построения канторона множества 

Таким образом: 

. lg 2k lg 2 
Do = l1m --

k 
= -1 - � 0.63. но lg 3 g 3  

(22.14) 
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Если говорить о геометрии данного объекта, то кантороно множество есть 
нечто большее, чем точка (для которой D0 = 0), но нечто меньшее, чем 
интервал (Do = 1). 

К сожалению, во многих случаях, представляющих практический ин­
терес, определение Do непосредственно по формуле (22.9) зачастую ослож­
няется очень медленной сходимостью отношения lg N (Е) 1 lg( 11 Е) к преде­
лу Е --> О (если речь идет о расчете емкости объекта в фазовом пространстве 
размерности n > 2). Кроме того, D0 не зависит от вероятности посеще­
ния тех или иных областей фазового пространства, то есть не учитывает 
статистические свойства потока, обусловленные динамикой анализируемой 
системы. Позтому на практике вместо емкости предпочитают вычислять 
корреляционную размерность Dc, которую можно легче и быстрее оценить 
численно. Для объектов с целой размерностью Dc = D0 .  В более общем 
случае Dc � Do. 

Для вычисления D с используют формулу 

. . lg C(E, N) Dc = l1m l1m 
l 

, Е--+0 N --+00 g Е 
(22 . 15) 

где С(Е, N) = N-2 I:i#J v(E- 1 Xi - Xj 1 ) - корреляционный интеграл, Е ­
размер ячейки разбиения фазового пространства, N - число точек, исполь­
зуемых для оценки размерности, v - функция Хевисайда, xi = х( i!::.t) .  Для 
определения Dc строят зависимость lg С(Е, N) от lg Е и ищут на ней линей­
ный участок, наклон которого и определяет искомое значение размерности. 
Кроме того, иногда анализируют зависимость Dc(n) и увеличивают n до 
тех пор, пока Dc не достигнет насыщения. 

Известно, что при вычислении Dc существуют ограничения на вели­
чину Е. Если Е приближается к размерам аттрактора Emax, то линейная за­
висимость lg С (Е, N) от lg Е пропадает, что объясняется влиянием границ 
аттрактора, где число соседей у каждой точки обычно меньше, чем в «сере­
дине». В пределе, если Е =  Emax, то lg С(Е, N) = 1. С другой стороны, при 
уменьшении значения Е существует некоторое Emin, такое что для Е <  Emin 
структура аттрактора остается неразрешенной. Как следствие, вновь нару­
шается линейная зависимость lg С (Е, N) от lg Е. 

Одной из проблем при расчете размерности является выбор величин N 
и !::.t. Существуют различные оценки минимального числа точек для пра­
вильного определения Dc. Аргументы в пользу той или иной оценки слегка 
варьируются в разных исследованиях, но все они основаны на предполо­
жениях об однородности аттрактора. Аттракторы в динамических систе­
мах почти никогда однородными не бывают, но тем не менее эти оценки 
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полезны и дают, по крайней мере, общее представление о возможности 
определения размерности по экспериментальным данным. При расчете Dc 
можно выделить 3 важные характеристики массива данных: полное вре­
мя наблюдения Тоьs, число точек N и шаг между ними 6.t. Они связаны 
соотношением Тоьs = N 6.t, и их следует рассматривать вместе, посколь­
ку одной характеристики недостаточно: большое Тоьs при малом N может 
быть столь же плохо, как и малое Тоьs при большом N. 

Возможность расчета корреляционной размерности по данным только 
об одной траектории основана на хорошо известном свойстве хаотических 
аттракторов: траектория, проходящая через любую точку, в течение пеко­
торого времени блуждает по аттрактору, но затем (через интервал време­
ни Тн) она возвращается в с:-окрестность этой точки. Чем меньше с:, тем 
больше должно быть Тн. При одном и том же с: величина Тн обычно ме­
няется от одной точки к другой, но тем не менее можно ввести некоторое 
среднее время возврата. Чтобы определить Dc, точки аттрактора должны 
иметь достаточное число «соседей». Для различных точек число с:-соседей 
будет отличаться, но предполагается, что cmin соответствует ситуации, ко­
гда в среднем у точки аттрактора существует порядка одного соседа внутри 
шара радиуса C:min· Соответствующее Тоьs должно быть таким, чтобы для 
большинства точек траектория успела вернуться в их С:min-окрестность 1-2 
раза. Таким образом, если рассмотреть покрытие аттрактора шарами раз­
мера C:min (число которых равно М), то большинство из них траектория 
посетит 1-2 раза. 

Для данного Тоьs существует некоторое оптимальное число точек N, 
необходимое для того, чтобы обеспечить разрешение на масштабе Emin (зто 
число должно быть близко к AJ). Так как скорость jdxjdt ! вдоль траектории 
меняется, при однородном разбиении траектории по времени ti плотность 
точек в фазовом пространстве однородной не будет, но этим эффектом мож­
но пренебречь. Если N « М, то разрешаемый масштаб будет ограничен 
уже величиной N вместо Т0ь8 , а в случае N � М на малых масштабах 
(с: < Emin) алгоритм будет измерять размерность не аттрактора, а самой 
траектории, если не принять специальных мер предосторожности. Следо­
вательно, чтобы разрешить масштаб C:min, необходимо N � М. 

Обычно поступают следующим образом. Выбирают произвольнее ма­
лое значение размерности пространства вложения n и вычисляют Dc по 
наклону линейного участка графика lg С (е, N) от lg 6. Затем увеличива­
ют n на единицу и вновь определяют Dc. Таким образом, анализируется 
зависимость результатов расчета корреляционной размерности от выбора 
пространства вложения. Этот прием позволяет сделать вывод о существо­
вании маломерной динамики (Dc < 4): при ее наличии зависимость Dc(n) 
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быстро достигает насыщения и nри дальнейшем увеличении n не меняется 
в пределах точности вычислений. Если маломерная динамика отсутствует, 
то Dc увеличивается с ростом n. В этом случае при достаточно больших n 
возможно насыщение, которое обусловлено фундаментальными ограниче­
ниями на значение корреляционной размерности, связанными с конечной 
длиной анализируемого временного ряда: 

2 lg N  
Dmax = 

lg(1/r) ' 
Е 

r = --. 
Emax 

(22 .16) 

Данная формула означает, что алгоритм расчета размерности не мо­
жет дать значение больше, чем Dmax при заданном числе точек N. Иными 
словами, если r = 0 .1 и N = 1000, то Dmax ::( 6; если N = 100000, 
то Dmax ::( 10. Наличие фундаментальных ограничений создает серьезные 
проблемы, если проводится сравнение сложных, но детерминированных ре­
жимов динамики в системах с достаточно большим числом степеней сво­
боды и случайных процессов. При изучении динамики маломерных систем 
таких проблем не возникает. 

Практическая реализация алгоритма расчета размерности Dc пред­
полагает составление программы вычисления корреляционного интеграла 
в широком диапазоне по параметру Е и нахождение локальных наклонов 
зависимости lg С (Е, N) от lg Е. Знание размерности позволит нам рекон­
струировать аттрактор методом (22.2), как было описано выше. 

Метод задержки Такенса является наиболее известным, но не един­
ственным способом задания вектора состояния. Альтернативой ему служит 
так называемый метод последовательного дифференцирования, имеющий 
определенные преимущества при решении задачи реконструкции матема­
тической модели. Идея данного метода следующая. Пусть имеется времен­
ной ряд а( i6.t) = ai, i = 1 ,  . . .  , N. Задание вектора состояния в фазовом 
пространстве производится следующим образом: 

:f(t) = { a(t) , da(t) j dt, . . .  , dn- la(t) j dtn- l } = { Х1 , Xz, . . . , Xn} ·  (22 .17) 

Поскольку известны значения ai только в дискретные моменты вре­
мени itlt, координаты Xj вектора х определяются путем численного диф­
ференцирования исходного временного ряда по приближенным математи­
ческим формулам. Очевидно, что точность вычисления производных будет 
определяться малостью величины шага дискретизации /:lt. Недостатком ме­
тода является повышенная чувствительность к шуму, что ограничивает его 
применимость для пространств вложения большой размерности (по край­
ней мере, без проведения предварительной процедуры фильтрации). 
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На настоящий момент разработан еще ряд способов задания вектора 
состояния, например, метод интегральной фильтрации: 

Jt ( t - tl ) Xj (t) = a(t1 ) ехр -(3- dt1 . 
о 

При его использовании обеспечивается сглаживание исходной реализации 
и фильтрация шума. Разновидностью данного метода является метод сколь­
зящего среднего k 

Xj (i ,  k) 
= 2k 1 1 L a(i + l) , 

+ l=�k 
где k - постоянный параметр. Данный метод также позволяет проводить 
сглаживание сигнала. Иногда для реконструкции аттрактора используется 
сразу несколько методов (для разных координат вектора состояния). 

На рис. 22.5 изображены примеры реконструкции аттрактора в системе 
Рёсслера 

dx 
dt = -у - z , 
dy 
dt = х + ау, 
dz - = Ь - cz + xz dt 

(22.18) 

с помощью различных вариантов задания координат вектора состояния. От­
метим, что при расчете размерности обычно ограничиваются методом за­
держки, другие варианты восстановления траектории в фазовом простран­
стве применяются в более сложных задачах, например, при построении 
уравнений движения по временному ряду. 

22.3. Расчет старшего показателя Ляпунова по 
временному ряду 

Наряду с изучением сложной геометрии хаотических аттракторов ре­
конструкция позволяет решать задачи исследования динамических харак­
теристик, к числу которых относятся ляпуновекие характеристические по­
казатели (ЛХП). В рамках данной лекции мы рассмотрим наиболее часто 
используемый на практике метод расчета старшего показателя Ляпунова по 
временному ряду. 
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Рис. 22.5. Аттрактор в системе Рёсслера (22. 1 8) (а) и его реконструкция по перемел­
ной x(t) методами задержки (6), дифференцирования (в) и скользящего среднего (г) 

Этот метод немного напоминает стандартный подход к вычислению 
спектра ЛХП потоконых систем по известной математической модели. 
В целом техника расчета ляпуновских показателей базируется на следую­
щей идеологии. Предположим, что задана п-мерная динамическая система 
с непрерывным временем. Чтобы охарактеризовать устойчивость ее реше­
ния, анализируется временная эволюция бесконечно малой п-мерной сферы 
начальных условий; с течением времени эта сфера преобразуется в эллип­
соид (рис. 22.6). 

Если говорить о спектре ЛХП, то i-й показатель Ляпунова может быть 
определен в терминах длин осей эллипсоида Pi ( t): 

. 1 Pi (t) Ai = l1m -t ln -( -) ,  
t-+oo Pi О 

(22 .19) 
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Рис. 22.6. Эволюция по времени бесконечно малой п-мерной сферы начальных 
условий 

где ..\i упорядочены от наибольшего к наименьшему. Таким образом, по­
казатели Ляпунова определяются расширением либо сжатием сферы по 
различным направлениям в фазовом пространстве. Поскольку ориентация 
эллипсоида непрерывно меняется со временем, меняются и направления, 
ассоциирующиеся с тем или иным показателем. Поэтому нельзя говорить 
о каком-то одном направлении для каждой ляпуновекой экспоненты. 

Отметим, что если задается только одно возмущение (это значит, что 
мы следим лишь за главной осью эллипсоида), то оно будет в линейном 
приближении увеличиваться по закону ел1t. Для двух независимых возму­
щений площадь образуемого ими квадрата (или прямоугольника) эволю­
ционирует по закону е(Л1+Л2 )t ; для трех - эволюция объема описывается 
законом е(Л1 +Л2+Лз)t и т. д. Данное свойство приводит к несколько иному 
определению спектра ляпуновекик экспонент: сумма первых j показателей 
определяется скоростью экспоненциального роста j-мерного элемента объ­
ема. Такая интерпретация обеспечивает основу для техники анализа экспе­
риментальных данных (когда требуется вычислить несколько показателей). 

Поскольку расчет ляпуновекик экспонент по экспериментальным дан­
ным имеет одну общую идеологию с расчетом показателей по системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений, кратко рассмотрим эту про­
цедуру. 

Как известно, для режима динамического хаоса характерно наличие 
экспоненциальной неустойчивости траекторий, количественной мерой ко­
торой является положительный ляпуновекий показатель, характеризующий 
степень чувствительности системы к выбору начальных условий. Число по­
ложительных экспонент в спектре ЛХП определяется количеством неустой­
чивых направлений периодических орбит, встроенных в хаотический ат­
трактор, хотя в принципе возможны и более сложные ситуации, состоящие 
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в сосуществовании периодических орбит с различным числом неустойчи­
вых направлений. Мы ограничимся рассмотрением динамических систем 
с одним положительным показателем Ляпунова >.1 .  При вычислении >.1 де­
лается предположение о «типичностю> фазовой траектории, являющейся 
решением ДС при выбранных начальных условиях. В противном случае 
величина показателя, определенная на интервале времени Т, может отли­
чаться от предельного значения >.1 , соответствующего Т --+  оо .  

Если уравнения ДС, генерирующие фазовую траекторию, известны, то 
определить величину максимального показателя (или полный спектр ЛХП) 
можно с помощью стандартного алгоритма расчета ляпуновских экспонент. 
Рассмотрим систему ОДУ: 

dx 1�с - _

) 
dt 

= х, /L ' (22.20) 

в которой х - вектор состояния, f- нелинейпая вектор-функция, Д - век­
тор управляющих параметров. Исследование данной системы на устойчи­
вость ее частного решения Хр ( t) сводится к анализу уравнений в вариациях 
и введению понятия k-мерного ляпуновекого показателя. Но если ограни­
читься только вычислением старшего ЛХП, то этот алгоритм существенно 
упрощается. Искомая величина >.1 будет определять эволюцию во времени 
вектора возмущения 

(22.21) 

где r0 - величина начального возмущения (в момент времени to = 0), ro = 
= 1 х( to) - Хр (to) 1 · Данная формула является очень приближенной, посколь­
ку скорость разбегания траекторий не является постоянной, а зависит от 
выбора точки на аттракторе. Строго говоря, ляпуновекие показатели опре­
деляют путем решения уравнений в вариациях, рассматривая бесконечно 
малые возмущения. Однако экспоненциальный закон разбегания траекто­
рий справедлив не только для бесконечно малых возмущений, но также 
и для малых возмущений конечной величины, поэтому последняя форму­
ла вполне может быть использована при прюсrическом анализе локальной 
неустойчивости (рис. 22. 7). 

Поскольку большие значения r(t) принимать не может (в противном 
случае не будет выполняться условие линейного приближения), при расчете 
старшего ЛХП проводят перенормировки, в ходе которых задаются новые 
возмущения - малые по величине, но выбранные в направлении, которое 
соответствует вектору возмущения непосредственно перед перенормиров­
кой. Затем вновь оценивают скорость экспоненциального разбегания близ-
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Рис. 22.7. Пример экспоненциального разбегапил близких в начальный момент тра­
екторий для аттрактора в системе Лоренца 

лежащих траекторий. В результате вычисляется усредненная вдоль фазо­
вой траектории xp(t) количественная характеристика степени хаотичности. 
Схематично процедура перенормировки вектора изображена на рис. 22.8. 

X(t) 

Рис. 22.8. Процедура перенормировок при расчете ЛХП по заданной системе урав­
нений. В данном случае r1 - вектор возмущения до перенормировки, r� - после 

Метод расчета Л1 по реализации использует ту же идеологию, но те­
перь возникает одна проблема: нет возможности произвольным образом 
задавать вектор возмущения. Поскольку анализируется экспоненциальная 
неустойчивость траекторий в фазовом пространстве, на первом этапе про­
цедуры расчета показателя нужно осуществить реконструкцию траектории 
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в фазовом пространстве, то есть сформировать множество векторов х( t) 
в соответствии с формулой (22.2). 

Мы не можем выбирать вектор возмущения при перенормировках 
строго в заданном направлении и должны брать новую точку там, где ее 
удается найти (в пекотором конусе) (рис. 22.9). Невозможность выбора век­
тора возмущения в нужном направлении приводит к появлению ошибки 
ориентации (угол а между векторами r1 и r�) . Поскольку работа с одной 
единственной траекторией ограничивает возможности выбора вектора воз­
мущения, на практике приходится искать компромисс между уменьшением 
ошибки ориентации в фазовом пространстве и минимизацией его длины. 
Ограничения на длину могут быть сформулированы следующим образом: 

(22.22) 

X(t) 

Рис. 22.9. Процедура перенормировок при расчете ЛХП по одномерной реализации 

Необходимо вводить минимальное значение l 1 ,  поскольку при r(t) < l1 
сказывается влияние шума, нарушающего экспоненциальный характер раз­
бегания траекторий. Величина l2 задает условие линейного приближения 
и часто может быть введена в процентном отношении от размера аттракто­
ра (скажем, 5-l О % ) .  По аналогии со стандартным алгоритмом проводятся 
перенормировки вектора возмущения, если расстояние между траектория­
ми перестает удовлетворять условию линейного приближения (r(t) > l2). 
Поскольку вычисление Л1 предполагает реконструкцию аттрактора, резуль­
тат расчета данной величины будет зависеть от качества реконструкции, 
что приводит к появлению дополнительных параметров численной схемы ­
размерности пространства вложения, задержки и т. п. 

Несколько слов скажем о перенормировках вектора. Здесь возможны 
варианты: 

• перенормировки проводятся после достижения определенного рассто­
яния между траекториями, а именно если r(t) > 12; 
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• перенормировки проводятся через фиксированные интервалы времени 
(например, через характерный период колебаний). 

Возможны также комбинации этих двух способов осуществления пере­
нормировок. В любом случае выбором параметров алгоритма приходится 
искать компромисс: слишком частые перенормировки приводят к увели­
чению ошибок ориентации; слишком редкие - позволяют увеличиваться 
вектору возмущения, выводя за рамки линейного приближения. Метод пе­
ренормировок при достижении фиксированного расстояния между траек­
ториями эффективен для достаточно однородных аттракторов, когда зави­
симость от выбора точки на нем не слишком сильная. Если анализируются 
неоднородные аттракторы, то предпочтительнее оказывается метод пере­
нормировок через фиксированные промежутки времени. 

22.4. Реконструкция динамической системы 

После восстановления фазового портрета аттрактора ДС любым из 

рассмотренных выше методов может быть решена задача реконструкции 
оператора эволюции. Наиболее простой способ для этого - создать п­
мерное дискретное отображение 

(22.23) 

где Xj,i - координаты вектора состояния, рассмотренного в моменты вре­
мени if!.t, Fj - нелинейвые функции. 

В рамках алгоритма глобальной реконструкции для получения кон­
кретного вида эволюционного оператора функции Fj , j = 1 , . . . , n пред­
ставляют в виде разложения по пекоторому базису, ограничиваясь при этом 
конечным числом членов разложения. В простейшем случае задание Fj мо­
жет осуществляться полиномами пекоторой степени v: 

v n 

Fj (Xi) = L cj,ll ,l2 , · · · ,ln п x��i' 
l 1 , l2 , · · · ,ln=0 k=l 

(22.24) 

где Cj,l1 ,!2 , • • .  ,l,, - неизвестные коэффициенты, которые требуется найти. 
Для аппроксимации могут применяться полиномы Лежандра либо может 
использоваться более сложная методика. Для задания F1 мы ограничимся 
формулой (22.24). 



22.4. Реконструкция динамической системы 475 

Система уравнений (22.23) допускает запись для любого номера i. Для 
нахождения коэффициентов (22.24) необходимо решить систему N линей­
ных алгебраических уравнений 

v n 

Xj,i+l = L Cj,l1 ,l 2 , • · · ·lп п x��i '  i = 1 ,  . . . ' N  
l1 ,l2 , · · · ,ln=0 k=l 

(22.25) 

с неизвестными C1,z1 , • • •  ,ln , в которой N - число точек скалярного времен­
ного ряда, используемых для аппроксимации правых частей, v - степень 
полинома. 

При заданных n и v число коэффициентов К полиномов (22.24) в об­
щем случае может быть определено по формуле К =  (n + v) !/ (n!v!) . Как 
правило, N >> К, поэтому для конкретизации эволюционного оператора 
система уравнений (22.25) решается методом наименьших квадратов. По­
лучающаяся математическая модель является громоздкой, но при условии 
удачного выбора общего вида нелинейных функций ее решение воспроиз­
водит сигнал с высокой степенью точности. 

Аналогичным образом можно реконструировать не только дискретные 
отображения, но и математические модели в виде системы ОДУ 1 -го по­
рядка: 

(22.26) 

Смысл функций в правых частях тот же, что и ранее. Так как на первом 
этапе алгоритма была осуществлена реконструкция фазовой траектории, 
это значит, что все Xi известны; следовательно, можно определить произ­
водные от них. Поэтому (22.26) снова сводится к системе линейных алгеб­
раических уравнений относительно неизвестных коэффициентов. 

Если в качестве способа задания вектора состояния в фазовом про­
странстве используется метод последовательного дифференцирования, то 
математическую модель можно восстановить в более простом виде 

dx1 
dt 

= Х2 , . . . ' (22.27) 

в силу того, что взаимосвязь между координатами однозначно задается ра­
венством (22 . 17). 
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22.5. Пример реконструкции динамической системы 

Рассмотрим конкретный пример применеимя описанного алгоритма. 
С этой целью выберем известную динамическую систему Рёсслера (22. 1 8), 
описывающую режим непериодических колебаний. При значениях пара­
метров а =  0.15, Ь = 0.2, с =  10.0 система (22. 1 8) характеризуется режи­
мом странного аттрактора. 

Используем в качестве одномерного временного ряда ai зависимость 
во времени одной из координат y(il:!.t), полученную численным интегри­
рованием уравнений (22 . 18). Будем считать, что вид системы (22. 1 8) и ее 
размерность нам неизвестны. Наблюдаемая a(t) = y(t), заданная на конеч­
ном интервале времени О � t � 100, представлена на рис. 22. 1 0, а. 

а 

20.0 .--�--�--�---, 
"" 

10.0 

0.0 

·10.0 

0.0 10.0 х, 20.0 

б 

Рис. 22. 10. Временная зависимость координаты y(t) системы Рёсслера (22. 1 8) (а), 
реконструированный аттрактор в проекции на плоскость (х1 , х2), где x1 (t) = y(t), 
x2 (t) = y(t + т). Время задержки определялось как время достижения первого 
нуля автокорреляционной функции (что соответствует приблизительно 114 базового 
периода колебаний) (б) 

Для задания вектора состояния реконструированной системы восполь­
зуемся теоремой Такенса (22.2). Рассчитывая по наблюдаемой a(t) авто­
корреляционную функцию, находим время спадания ее до нуля то � 1.6 
и используем эту величину в качестве времени задержки в (22.2). На 
рис. 22. 1 0, 6 представлена проекция реконструированного аттрактора на 
плоскость двух переменных: x1 (t) = y(t) и x2(t) = y(t + т) .  

Для определения размерности модельной системы нужно рассчитать 
размерность аттрактора и размерность пространства вложения. Для оцен­
ки размерности аттрактора вычислим его корреляционную размерность Dc 
(22 . 15), используя специальный алгоритм. На рис. 22. 1 1  приведены резуль­
таты расчета зависимости Dc от lg с, где с - размер ячейки разбиения фазо­
вого пространства. Как видно из графиков, вне зависимости от размерности 
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пространства вложения n имеется «полочка» на уровне Dc � 1 .9, который 
и принимаем за значение искомой размерности. 

3.0 

1 .5  

0 .0  ���=-'---�-'---�_j 
�2.7 �1 .8 �0.9 lg Е: 0.0 

Рис. 22. 1 1 .  Результаты расчета корреляционной размерности (при варьировании раз­
мерности пространства вложения n). Получено значение Dc �'::! 1.9 (соответствую­
щее «полочке»). Данное значение позволяет в принципе ограничиться 3-мерным 
пространством для вложения аттрактора и, соответственно, ограничиться системой 
трех ОДУ 1 -го порядка при моделировании 

Таким образом, реконструируемый аттрактор имеет размерность D � 
2 и может быть «вложен» в трехмерное фазовое пространство. Это означает, 
что мы можем искать модельную де в виде системы ОДУ третьего порядка 
(n = 3). Искомую систему запишем в виде (22.26), используя полиномиаль­
ную аппроксимацию (22.24) и ограничившись значением v = 2. Результа­
ты расчетов коэффициентов, определяющих вид правых частей уравнений 
(22.26) для n = 3 и v = 2, приведены в табл. 22. 1 

В результате процедуры реконструкции де по одномерному времен­
ному ряду мы получили трехмерную де вида (22.26) с коэффициентами, 
приведеиными в таблице. Теперь проведем сравнение результатов, которые 
можно получить, интегрируя как тестовую модель (22 . 1 8), так и модельную 
де (22.26). Результаты интегрирования модельной де (22.26) представле­
ны на рис. 22. 1 2  в виде зависимости х1 (t). 

Сравнение данных рис. 22. 1 2  с данными рис. 22. 10, а показывает каче­
ственное сходство реального и модельного колебательных процессов. Од­
нако важным, конечно, являются количественные соответствия. Возможно 
ли с помощью реконструированной системы осуществить прогноз эволю­
ции системы во времени за пределами интервала, на котором нам известна 
наблюдаемая? С этой целью проведем следующий эксперимент. Возьмем 
в качестве начального значения координату последней точки наблюдаемой 
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Таблица 22. 1 .  Коэффициенты аппроксимации нелинейностей в случае полиноми­
ального представления функций F1 (22.24). Параметры реконструкции n = 3, v = 2. 
Для реконструкции аттрактора используется метод последовательного дифференци­
рования (22. 17). Величины lj обозначают степени персменных состояния Xi в пра­
вых частях системы (22.26) 

Значение коэффициента аппроксимации ll l2 lз 
1-е уравнение 2-е уравнение 3-е уравнение 

о о о 0.0 0.0 -0.189 
о о 1 0.0 1 .0 -9.91 
о о 2 0.0 0.0 0.0 
о 1 о 1 .0 0.0 0.507 
о 1 1 0.0 0.0 1 .003 
о 2 о 0.0 0.0 -0.150 
1 о о 0.0 0.0 -10.07 
1 о 1 0.0 0.0 -0.145 
1 1 о 0.0 0.0 1 .026 
2 о о 0.0 0.0 -0.145 

(рис. 22. 10, а) в момент времени to = 100. Далее проинтегрируем как ис­
ходную, так и модельную системы с начальными условиями при t = t0 
и сравним результаты для t > t0. На рис. 22. 1 3  приведены соответствую­
щие графики зависимостей y(t) для тестовой системы (22. 1 8) и x1 (t) для 

реконструированной ДС. Пунктирмой линией показан результат интегриро­
вания системы (22 . 1 8), сплошной линией - решение реконструированной 
модельной системы. Как следует из рис. 22. 1 3 ,  прогноз эволюции систе­
мы во времени осуществляется с пекоторой ошибкой, которая со временем 
нарастает. Конкретное время прогноза можно указать, задав точность пред­
сказания. Из результатов рис. 22. 1 3  следует, что если ограничиться ошибкой 
±5 %, то время предсказания в нормированных единицах будет составлять 
примерно Т = 12.0, то есть около двух базовых квазипериодов колебаний 
системы. 

22.6. Заключение 

Описание алгоритма реконструкции модельных динамических систем 
по одномерным временным рядам и конкретный пример их практического 
применения, приведеиные в настоящей лекции, иллюстрируют как возмож­
ности современных методов моделирования, так и их недостатки. Нужно 
согласиться с тем, что техника реконструкции пока еще остается достаточ-
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Рис. 22. 12 .  Зависимость x1 (t), полученная численным интегрированием реконстру­
ированной системы 

Рис. 22. 13 .  Возможность предсказания поведения системы (22 . 1 8) nосле окончания 
наблюдения за генерируемым данной системой сигналом (рис. 22. 1 0, а), т. е. для 
времен to � t � to + Т, где Т - время предсказания с устраивающей эксперимен­
татора степенью точности 

но сложной и требует (помимо глубоких знаний современной нелинейной 
динамики) физической интуиции и экспериментального исскуства. 

Выбранный для иллюстрации пример является далеко не простым, так 
как реконструируются хаотические автоколебания. С этим связаны и ошиб­
ки реконструкции, ограничивающие время предсказания. Если в качестве 
наблюдаемой мы имеем более простой тип движения (например, периоди­
ческие колебания), реконструкция приводит к уменьшению ошибок и уве­
личению времени прогноза. 



ЛЕКЦИЯ 23 

Динамический хаос и диагностика 
в биологии и медицине 

23.1 .  Введение 

Открытие эффекта динамического хаоса, который характеризуется воз­
можностью детерминированных систем иметь в качестве решения непери­
одический (и не квазипериодический) во времени процесс незатухающих 
колебаний, относится к разряду наиболее фундаментальных результатов, 
оказывающих все большее влияние на осознание картины мира природы 
и законов, управляющих ее эволюцией. Если совсем недавно ответ на во­
прос о возможных решениях обыкновенных дифференцильных уравнений 
исчерпывался указанием трех типов: состояние равновесия, периодическое 
или квазипериодическое, то с 1 97 1  года мы можем говорить о новом, чет­
вертом типе решения - об установившихся непериодических (шумоподоб­
ных) колебаниях в динамических системах в отсутствие каких-либо внеш­
них или внутренних флуктуаций. Подчеркнем, что речь идет о динамиче­
ском описании временных процессов, базирующемся на детерминирован­
ности оператора эволюции применительно к макроскопическим координа­
там состояния динамической системы. Из рассмотрения исключаются сто­
хастические процессы, анализ которых изначально предполагает наличие 
случайных закономерностей, обусловленных флуктуациями, и базируется 
на уравнениях статистической теории. 

В чем же состоит принципиальная важность эффекта динамического 
хаоса для развития естествознания? Пожалуй, наиболее важным мировоз­
зренческим фактором является осознание того, что реальные динамические 
системы в условиях, когда их нелинейные свойства играют принципиаль­
ную роль, могут функционировать в режимах непериодических хаотиче­
ских пульсаций в отсутствие случайных сил. Хаотические колебания по 
своему виду и характеристикам практически не отличаются от реализаций 
случайных процессов, но являются детерминированно определенными! До 
открытия динамического хаоса экспериментаторы довольно часто получали 
подобные результаты, однако с удивительным постоянством интерпретиро­
вали их как следствие воздействия шума, неисправности аппаратуры и т. д. 



23. 1 .  Введение 481 

Сегодня исследователи знают о возможном возникновении режима дина­
мического хаоса и относятся к анализу полученных данных с более общих 
позиций. 

Нет сомнения в том, что моделирование любых реальных процес­
сов с помощью динамических систем является мощным инструментом 
познания закономерностей эволюционных процессов в природе, примене­
ние которого все более и более расширяется. Типичным алгоритмом на­
учного исследования свойств любой системы является следующий. Систе­
ма всесторонне анализируется; выделяются основные физические величи­
ны, характеризующие ее состояние; на основе известных законов природы 
устанавливаются функциональные взаимосвязи между этими величинами 
и в итоге формулируются эволюционные уравнения для координат состо­
яния. Далее проводится анализ возможных решений модельной динамиче­
ской системы. С этой целью динамика системы моделируется на компьюте­
рах, позволяющих достаточно точно и быстро выявить типичные режимы 
ее функционирования при варьировании управляющих параметров и на­
чальных условий. Модельные решения сравниваются с данными натурных 
экспериментов с исследуемой системой. Если отличия существенны, идет 
уточнение модели, вновь численный эксперимент, сравнение и т. д. В итоге 
формулируются динамические уравнения, представляющие собой матема­
тическую модель исследуемой системы. 

Зависимость во времени координат состояния системы в режиме де­
терминированного (динамического) хаоса описывается сложной функцией, 
свойства которой требуют введения новых количественных характеристик 
для ее диагностики, отличных от характеристик периодического или квази­
периодического режимов. Представим себе гармонический периодический 
сигнал x(t) = A sin(ш0t + ф). Гармоническое колебание исчерпывающим 
образом описывается, если заданы амплитуда А, частота wo = 27Г fo и на­
чальная фаза колебания ф. В спектральном представлении мы имеем един­
ственную линию в спектре колебаний на частоте ш0 , интенсивность которой 
однозначно определена амплитудой. В случае периодических негармониче­
ских колебаний картина изменится несущественно: периодический сигнал 
по теореме Фурье представляется в виде суммы гармонических компонент 
с различными амплитудами, фазами и частотами nwo, кратными основной. 

Квазипериодическое решение, в отличие от периодического, представ­
ляет собой суперпозицию тех же гармонических компонент с заданными 
амплитудами и фазами, но с более богатым спектром частот. В простейшем 
случае квазипериодических колебаний с двумя независимыми частотами, 
которые можно представить себе в виде периодического сигнала частоты 
ш0, промодулированного периодическим сигналом более низкой частоты П, 
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спектр теоретически будет включать все комбинационные частоты Wmn = 

= nw0 + тQ, n, т =  ±1 ,  ±2, . . .  (m и n не могут быть равны нулю одно­
временно). 

Сигналы любой природы представляют интерес с точки зрения инфор­
мации, которую способны переносить. Полезная информация может быть 
заложена путем модуляции конкретного параметра системы. Так, в случае 
гармонического сигнала информацию может содержать амплитуда, частота 
или фаза. Хорошо известны классические способы передачи информацион­
ных сообщений с помощью амплитудной, частотной или фазовой модуля­
ции гармонических сигналов. Хаотический сигнал благодаря своей слож­
ности с этой точки зрения принципиально отличается. Сложная структура 
хаотических сигналов потребовала существенного расширения совокупно­
сти параметров (или характеристик), с помощью которых можно описать 
их отличительные особенности. Хаотические сигналы, безусловно, способ­
ны переносить большее количество информации, так как обладают заметно 
большим числом степеней свободы, описывающих сложность их структу­
ры. Это обстоятельство служит основанием для использования специфиче­
ских характеристик хаотических сигналов для диагностики динамических 
систем, которые генерируют эти сигналы. 

23.2. Количественные характеристики хаотических 
сигналов 

Каковы же наиболее важные количественные характеристики хаотиче­
ских сигналов, отличающие их от регулярных и позволяющие расширить 
спектр критериев диагностики состояния динамических систем? Перечис­
лим наиболее важные из них. 

Степень хаотичности сигнала. Так как хаотический сигнал являет­
ся очень похожим по своей структуре на случайный, естественно, должны 
существовать количественные меры «степени случайности» хаотического 
сигнала. Фундаментальной характеристикой степени случайности является 
энтропия. Имея достаточно длинную хаотическую реализацию x(t), нужно 
рассчитать плотность распределения вероятностей р(х), которая для стаци­
онарных процессов не зависит от времени. Далее вычисляется энтропия 

Нх = - J р(х) logp(x)dx. В силу дискретности процедуры счета на ЭВМ 

интеграл заменяется суммой и энтропия Н1 всегда будет ограниченной по­
ложительной величиной. 

1 Классическое понятие энтропии бьшо введено для описания состояния консервативных 
систем, в которых нет диссипации энергии. Автоколебательные (или в общем случае - откры-
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Использование энтропии для характеристики хаотических процессов 
имеет более глубокое фундаментальное обоснование. Хаотические траек­
тории всегда неустойчивы в смысле Ляпунова. Степень неустойчивости 
имеет в качестве количественной меры так называемые положительные по­
казатели Ляпунова. Именно наличие положительных показателей Ляпуно­
ва ведет к перемешиванию и «производит» энтропию динамической си­
стемы. Таким образом, энтропия и ляпуновекий показатель являются вза­
имосвязанными количественными характеристиками степени хаотичности 
исследуемого процесса x(t), что можно использовать в диагностических 
целях. 

Размерность хаотического аттрактора. Как известно, хаотические 
аттракторы, как образы динамического хаоса в фазовом пространстве си­
стемы, имеют в общем случае дробную (нецелую) метрическую размер­
ность. Этим специфическим свойством обладают только хаотические ав­
токолебания, и размерность аттрактора, безусловно, является характер­
ным специфическим количественным критерием, позволяющим различать 
структуру хаотических колебаний. Размерность формально вводится как 
чисто геометрическая характеристика аттрактора. Однако и здесь имеет ме­
сто фундаментальная взаимосвязь размерности, введенной из геометриче­
ских соображений, с динамическими свойствами аттрактора, характеризу­
емыми спектром ляпуновских экспонент, определяющих так называемую 
«ляпуновскую» размерность. Следствием является использование для диа­
гностики как метрических (фрактальных) размерностей, так и ляпуновекой 
(динамической) размерности аттракторов. 

Автокорреляционная функция и спектр мощности. В силу апери­
одической «шумоподобной» структуры хаотической реализации динамиче­
ского процесса x(t) ее спектральная плотность мощности, вычисляемая 
как иреобразование Фурье от интенсивности процесса, представляет со­
бой непрерывную функцию частоты S(w). Вид этой функции, наличие яр­
ко выраженных максимумов на характерных частотах, частотный диапа­
зон, включающий основную энергию колебаний, и другие свойства функ­
ции S(w) могут быть использованы в качестве диагностических критериев. 
В частности, если чисто формально рассматривать S(w) как плотность рас­
пределения мощности сигнала x(t) по частотам, то можно ввести понятие 
энтропии спектра Hw и т. д. 

По теореме Винера -Хинчина, спектр мощности S(w) через иреоб­
разование Фурье связан с автокорреляционной функцией процесса x(t) : 
тые) системы всегда некоцсервативны и эцтропия будет зависеть от эцергии системы. В этом 
случае для диагностики необходимо использовать некую перенормированную величину эн­
тропии (энтропию Климонтовича), которая не зависит от энергии системы. 
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Ф(т) (x(t)x(t + т)) (угловые скобки означают процедуру усреднения). 
Так как спектральная функция S ( w) непрерывна в конечном интервале ча­
стот, автокорреляционная функция \J! (т) будет иметь вид спадающей во вре­
мени т функции. Время то спадания \J! (т) в заданное число раз называют 
временем корреляции, которое также характеризует степень случайности 
процесса и может быть использовано для диагностики. 

Помимо вышеперечисленных характеристик хаотических колебаний, 
для диагностики состояния системы могут быть использованы и ряд дру­
гих специфических характеристик режимов динамического хаоса. Напри­
мер, по имеющейся экспериментальной зависимости одной из координат 
процесса x(t) , которая вводится в память компьютера в виде дискретного 
временного ряда (x(il::..t ) ,  i = 1 ,  2, . . .  , l::..t - время дискретизации), можно 
с помощью специальных методов восстановить аттрактор, топологически 
эквивалентный аттрактору исходной динамической системы, порождающей 
наблюдаемый экспериментально процесс x(t). Структура восстановленного 
аттрактора, закономерности его эволюции при изменении условий экспери­
мента или режима функционирования исходной системы также могут ис­
пользоваться для извлечения информации о системе и, следовательно, для 
диагностики. 

Для анализа специального типа сигналов, представляющих собой 
некую непериодическую (хаотическую) последовательность временных ин­
тервалов tп . n = 1 ,  2, . . . , используется метод построения дискретных отоб­
ражений последования. Такие отображения представляют собой дискрет­
ные динамические системы вида Xn+l = f(xn , р,) ,  где n - дискретное 
время, р, - параметр системы. Функция f ( Xn , р,) позволяет по значению 
переменной в момент времени n получить ее значение на следующем шаге 
( n + 1)  итерационной процедуры. Предельное множество фазовых траекто­
рий при n -> оо характеризует аттрактор дискретной динамической систе­
мы. Свойства этого аттрактора можно описывать всеми вышеперечислен­
ными количественными характеристиками, используя последние в качестве 
диагностических критериев. Примером такого рода сигналов в биологии 
и медицине являются последовательности RR-интервалов электрокардио­
граммы (ЭКГ) или последовательности интервалов времени между всплес­
ками электрической активности нейронов (interspike intervals ). 

23.3. Динамические болезни 

В организме здорового индивидуума (будь то человек, животное, от­
дельный орган или даже клетка) обнаружен широкий набор различных 
временных ритмов. Эти ритмы практически всегда не отражают строгую 
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периодичность процессов. Анализ ритмов сердцебиения, дыхания, давле­
ния крови, электроэнцефалограмм (ЭЭГ) и других процессов свидетель­
ствует о существенных отличиях указанных процессов от периодических. 
Эти отличия (например, для ЭЭГ) настолько явны, что высказываются пред­
положения о соответствии нормальной динамики здоровых индивидуумов 
хаотическому режиму функционирования. Исследования таких процессов 
свидетельствуют о том, что наблюдаемый «хаос» может не быть следстви­
ем воздействия флуктуаций, а, скорее всего, присущ самой природе ди­
намического процесса в организме. Та или иная степень хаотичности, ха­
рактеризующая режим функционирования здорового индивидуума, может 
изменяться вследствие патологии в ту или иную сторону. Например, ЭЭГ 
здорового человека имеет достаточно высокую степень хаотичности, но при 
возникновении приступа эпилепсии демонстрирует переход к почти перио­
дическому процессу. В то же время сердце здорового человека генерирует 
почти периодическую ЭКГ, но при некоторых типах заболеваний (аритмия, 
тахикардия) увеличивается число случайных сбоев ритма и соответственно 
возрастает степень хаотичности Э:КГ. 

Характерные изменения в динамике какой-либо переменной состояния 
организма могут являться признаком патологии. Л. Гласе и М. Мэки вве­
ли в науку термин «динамическая болезнь», характеризуя им именно воз­
никновение аномалии во временных зависимостях переменных состояния, 
описывающих режимы функционирования живых систем. Богатство дина­
мического поведения от периодичности до хаоса, наблюдаемое в физио­
логических системах и обнаруженное в относительно простых нелинейных 
системах малой размерности, дает надежду на саму возможность моделиро­
вания динамических болезней, их диагностику и в итоге лечение. Многие 
исследователи считают, что биология, физиология и медицина настолько 
отличаются от физики, что никогда не смогут стать предметом строгого тео­
ретического анализа. Однако сегодня есть основания полагать и надеяться, 
что ряд обнаруженных и регистрируемых сейчас динамических явлений 
в живых организмах может быть более глубоко осознан и в перспектине 
математически описан на основе достижений современной теории динами­
ческих систем. 

23.4. Моделирование динамики сердечного ритма 

Рассмотрим ряд конкретных примеров, иллюстрирующих часть поло­
жений, сформулированных выше. В качестве первого примера опишем ре­
зультаты экспериментов, проведеиных в лаборатории нелинейной динами­
ки СГУ по моделированию динамики сердечного ритма. В качестве исход-
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ного экспериментального материала использовались ЭКГ здорового челове­
ка (у которого отсутствуют признаки какого-либо сердечно-сосудистого за­
болевания). ЭКГ длительностью 60 секунд с помощью аналого-цифрового 
преобразователя вводилась в память компьютера. Далее применялась со­
временная техника вычислений, позволяющая по одномерному временному 
ряду численно решить задачу реконструкции модели динамической систе­
мы, решение которой с заданной точностью воспроизводит исходный сиг­
нал ЭКГ. Задача реконструкции неоднозначна и, естественно, может иметь 
много решений. Мы остановились на наиболее простой модели, которая 
имела размерность N = 3 и достаточно хорошо воспроизводила типичный 
кардноцикл ЭКГ. 

Исследования возможных динамических режимов колебаний в восста­
новленной динамической системе при вариации ее параметров показали, 
что эта модель описывает режимы как периодических, так и хаотических 
колебаний. Причем, изменяя некий управляющий параметр модели, мож­
но было управлять степенью хаотичности результирующей ЭКГ, что отра­
жало различные уровни вариабельности сердечного ритма. Исходная ЭКГ 
представляла собой непериодический сигнал. Подбором параметров рекон­
струированной модели удалось найти режим ее функционирования, при 
котором характеристики исходной и модельной ЭКГ оказались близкими. 
На рис. 23. 1  представлены фазовый портрет, спектр мощности и автокор­
реляционная функция экспериментально снятой ЭКГ, а на рис. 23 .2 - те 
же характеристики, полученные из восстановленной математической мо­
дели. Нетрудно видеть достаточно хорошее соответствие прямых экспери­
ментальных результатов с результатами, полученными с использованием 
модельной динамической системы. 

Представленные результаты удивительны в силу, безусловно, слиш­
ком простой процедуры моделирования, однако еще более удивительны­
ми оказываются следующие данные. Известно, что структура спектраль­
ной плотности мощности (графики (6) на рис. 23 . 1  и 23 .2) позволяет ди­
агностировать ряд патологических отклонений в работе сердца человека. 
В частности, выделяют режимы, при которых частота сердечных сокраще­
ний практически постоянна (сердце «работает как часы») и режимы с боль­
шой степенью аритмии, когда спектр становится практически равномерным 
в низкочастотной области, напоминая чисто шумовой процесс ( сердцебие­
ния с повышенной аритмией). В модельной системе при вариации пара­
метров удалось обнаружить как почти периодические, так и более разви­
тые хаотические колебания. Другими словами, в зависимости от парамет­
ров модельная система способна воспроизводить ЭКГ не только здорового 
человека, но и некоторые типы патологии. 
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Рис. 23. 1 .  Проекция аттрактора на плоскость (а), спектр мощности (б) и автокорре­
ляционная функция (в), рассчитанные по экспериментальной ЭКГ здорового чело­
века 
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Рис. 23.2. Проекция аттрактора на плоскость (а), спектр мощности (6) и автокорре­
ляционная функция (в) сигнала ЭКГ, полученного в результате решения реконстру­
ированной динамической системы 
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23.5. Синхронизация кардноритма 

Фазовая синхронизация кардноритма внешним периодическим 
сигналом. Сердечно-сосудистая система (ССС) человека является одним 
из примеров наиболее сложной нелинейной колебательной системы. Оче­
видность факта существования самоподдерживающихся незатухающих ко­
лебаний наводит на мысль об автоколебательном характере функциониро­
вания ССС. С физической точки зрения можно полагать, что ССС челове­
ка действительно является автоколебательной, так как обладает принципи­
ально важными отличительными характеристиками: свойства ССС в опре­
деленных пределах не зависят от начальных условий и установившийся 
режим незатухающих колебаний целиком определяется параметрами ССС 
организма. Однако хотелось бы получить более убедительное доказатель­
ство автоколебательного характера функционирования ССС, которое раз­
веяло бы все сомнения. С этой целью нами был поставлен эксперимент 
по исследованию возможности синхронизации кардноритма внешним сиг­
налом. Известно, что эффект синхронизации реализуется исключительно 
в автоколебательных системах. Таким образом, если ССС демонстрирует 
классический эффект синхронизации, ее можно считать автоколебательной. 

Для изучения внешней синхронизации кардноритма нами была пред­
ложена следующая схема эксперимента. На испытуемого воздействует сла­
бый сигнал, представляющий периодическую последовательность импуль­
сов, частота которых fF близка к средней частоте пульса испытуемого (!н ) ,  
а длительность составляет � 10 % от средней длительности одного кардно­
интервала (рис. 23.3). 

R R 
т, 

R 

а 

R 

о 4 t, с 5 

б 

Рис. 23.3. Типичная ЭКГ человека (а) и форма сигнала внешнего воздействия (б) 

Эти импульсы преобразовывались в синхронную периодическую по­
следовательность вспышек на экране дисплея (высвечивался яркий крас­
ный квадрат), одновременно с которыми динамик компьютера издавал 
слабый звуковой сигнал. Схема проведения эксперимента приведена на 
рис. 23 .4. 
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Рис. 23.4. Иллюстрация схемы проведения эксперимента 

Эффекты синхронизации нееледовались путем численной обработки 
сигнала электрокардиограммы (ЭКГ). ЭКГ испытуемого записывалась как 
в отсутствие, так и при наличии внешнего воздействия. Длительность за­
писей ЭКГ составляла 300-бОО секунд в реальном времени. Обработка дан­
ных экспериментов проводилась на основе расчетов мгновенной разности 
фаз между сигналом воздействия и ЭКГ испытуемого в установившемся 
режиме при наличии воздействия. Для расчетов использовались дискрет­
ные последовательности RR-интервалов ЭКГ с применением определения 
мгновенной фазы: 

t - tk Ф(t) = 1r t t + 1rk, tk < t < tk+l , k+l - k (23 . 1 )  

где tk определяют моменты появления максимальных выбросов ЭКГ и со­
ответствуют последовательности RR-интервалов. 

Было проведено около 40 записей сигналов ЭКГ с привлечением в ка­
честве испытуемых 16  молодых людей с отсутствием признаков патологии 
ССС. Степень достоверности результатов контролировалась специальными 
способами. 

Рис. 23.5, а иллюстрирует типичную зависимость нормированной на 
21Г мгновенной разности фаз от времени для случая, когда средняя часто­
та пульса испытуемого и частота внешнего воздействия отличались на 3 %. 
Результаты свидетельствуют об эффективной фазовой синхронизации кар­
диоритма: мгновенная разность фаз остается ограниченной и близкой к ну­
лю или целому числу 21Г на отрезке времени �t � 150 с (примерно 150 
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кардиоинтервалов). Изменения частоты воздействия (в сторону увеличения 
и уменьшения ее в сравнении со средней частотой кардноритма испытуе­
мого в отсутствие воздействия) дали возможность экспериментально опре­
делить область захвата частоты. Результаты представлены на рис. 23.5 , б 
и свидетельствуют о том, что средняя частота кардноритма оказывается за­
хваченной внешним сигналом в полосе частот ± 5 % от средней частоты 
кардноритма в отсутствие воздействия. Расчеты показали, что в области 
синхронизации коэффициент эффективной диффузии фазы Deff имеет ярко 
выраженный минимум, близкий к 10-

2, и резко возрастает при выходе из 
области синхронизации. 

Фазовая синхронизация кардноритма внешним апериодическим 
сигналом. Интересно проверить, возможно ли явление фазовой синхро­
низации кардноритма человека при воздействии на него непериодическим 
сигналом? С этой целью внешний сигнал был выбран в виде последователь­
ности RR-интервалов ЭКГ, полученных в экспериментах с другим челове­
ком. Более того, отбирались испытуемые, у которых средние длительности 
RR-интервалов управляющего и управляемого испытуемых отличаются бо­
лее чем на 5 %. Это означает выход из области синхронизации на основном 
тоне. Ниже мы рассмотрим результаты, полученные в условиях, когда сред­
няя частота пульса управляющей ЭКГ была 1 Гц, а пульса испытуемого 
(в отсутствие воздействия) - 0,85 Гц. 

В случае заметного различия средних частот управляющего и управ­
ляемого колебательных процессов условие фазовой синхронизации удовле­
творяет общему соотношению: 

liш jтФ1 (t) - nФ2 (t) \ < М =  const, t-+oo (23.2) 

где т, n - целые числа, Ф1 ,2 (t) - мгновенные фазы сравниваемых колеба­
тельных процессов. 

Типичные результаты экспериментов представлены на рис. 23 .5, в. Гра­
фик иллюстрирует зависимость мгновенной разности фаз во времени, полу­
ченную при условии т =  7, n = 6. Разность фаз близка к нулю на отрезке 
времени дt с:-:-. 50 с и не превосходит 27Г на интервале 6.t с:-:-. 100 с. Можно 
говорить об эффективной фазовой синхронизации, отвечающей резонансу 
т : n = 7 : б. Синхронизация апериодическим сигналом была подтвержде­
на в 19 из 20 проведеиных экспериментов. Отметим, что результаты преды­
дущего раздела (рис. 23.5, б) с точки зрения условия (23.2) трактуются как 
эффективная синхронизация на основном тоне при условиях т =  1 ,  n = 1 .  

Экспериментальное наблюдение эффекта синхронизации позволяет 
утверждать, что динамика сердечно-сосудистой системы человека имеет 
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Рис. 23.5. (а) Мгновенная разность фаз между сигналом периодического воздей­

ствия и последовательностью RR-интервалов ЭКГ испытуемого для случая, когда 

!J. = 1 (!н ) - !FI/ !F = 3 %; (б) зависимость отношения частот fн/ fF от расстройки 

!J., свидетельствующая об эффективной фазовой синхронизации; (в) - то же, что 

и (а), но для случая апериодического воздействия 
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автоколебательный характер. Можно полагать, что именно автоколебатель­
ный характер функционирования ССС позволяет эффективно использовать 
электрические кардиостимуляторы для стабилизации сердечного ритма. 

23.6. Степень хаотичности как критерий диагностики 

В качестве иллюстрации рассмотрим два примера использования в ка­
честве диагностического критерия количественных характеристик степени 
хаотичности процесса. В качестве исследуемых сигналов будем анализиро­
вать ЭКГ человека, а в качестве меры степени хаотичности выберем нор­
мированную энтропию и старший показатель Ляпунова. 

1. Обсудим вначале в общих чертах методику экспериментов, целью 
которых являлось исследование особенностей реакции здорового челове­
ка на слабые внешние раздражители (стресс). В качестве слабых стрессов 
использовались: физическая нагрузка (30 приседаний в течение 1 минуты), 
ментальпая нагрузка (чтение незнакомого текста в течение 2 минут с целью 
его пересказа) и шумовое возмущение ( одевались наушники и на 4 минуты 
включался генератор шума). Запись сигналов ЭКГ осуществлялась с ча­
стотой дискретизации 200 Гц и включала 60-70 кардиоинтервалов. Записи 
ЭКГ производились в исходном спокойном состоянии (до стрессориого воз­
действия) и по нескольку раз во время воздействия и после его окончания. 
В зависимости от вида стресса временные интервалы между записями сиг­
налов ЭКГ могли отличаться. В экспериментах участвовали практически 
здоровые мужчины ( 16  чел.) и женщины (14 чел.) в возрасте от 20 до 35 лет. 

Отметим важное обстоятельство. Исходными (контрольными) данны­
ми в этих экспериментах являлись ЭКГ, записанные с пациентов до осу­
ществления стрессориого воздействия. Необходимо было выяснить, какие 
характеристики ЭКГ демонстрируют наибольшую стабильность во време­
ни у всех пациентов. С этой целью для всех испытуемых записьrвался сиг­
нал ЭКГ в течение 20 минут. Далее вычислялись как традиционные (ча­
стота сердечных сокращений, ее дисперсия, интенсивность основной ча­
стоты сердечных сокращений и др.), так и нетрадиционные (спектр мощ­
ности, интегральная мощность, нормированная энтропия, время корреля­
ции и др.). Было установлено, что наибольшую стабильность во времени 
для всех участников экспериментов демонстрировала именно нормирован­
ная энтропия! Изменения нормированной энтропии не превышали ±4 %, 
в то время как изменения всех других характеристик были в пределах от 
±5 -;- 6 %  до ±30 -;- 40 % и более ! Этот интересный факт достоин специ­
ального исследования, однако для нас он важен как экспериментальное 
обоснование того, что нормированная энтропия может использоваться как 
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количественная характеристика исходного (до стресса) состояния сердечно� 
сосудистой системы участников экспериментов. 

Исследования реакции на все указанные выше виды стрессорных воз� 
действий позволили получить еще более удивительные результаты: из всей 
совокупности характеристик ЭКГ, записанных во время воздействий и по� 
еле, устойчиво максимальные и достоверные изменения демонстрировала 
только одна - нормированная энтропия! В то время как артериальное дав­
ление при стрессах увеличивалось не более чем на 10 %, чес - на 8 %, 
нормированная энтропия изменялась на 40 ...;- 70 % и более! 

Обсудим конкретные результаты реакпии пациентов на воздействие 
шума, представленные на рис. 23.6. Графики отражают изменение нор� 
мироваяной энтропии АН/ Е в сравнении с энтропией исходных ЭКГ во 
времени в течение 1 О мин. Первые 4 минуты пациенты испытывали шу� 
мовое воздействие малой интенсивности. Результаты просто удивительные 
и вот почему. Во-первых, нормированная энтропия достоверно фиксирует 
наличие стресса (отклонения от исходной нормы для графика А 13 % и для 
графика Б более 30 %). Во-вторых, графики позволяют судить о времени ре� 
лаксации, при котором изменения энтропии стремятся к нулю. И в-третьих, 
для пациентов мужского пола (график Б) энтропия при стрессе уменьшает­
ся, а для женского пола (график А) - возрастает. Изменения нормирован­
ной энтропии в реакции человека на слабый шум приводят к росту степени 
хаотичности сигнала ЭКГ у женщин и к уменьшению - у мужчин! Отме­
тим, что представленные результаты полностью коррелируют с известными 
в биологии данными о половых различиях в реакциях на стресс, получен­
ными другими методами. 

2. Рассмотрим другой пример, где в качестве диагностического кри­
терия также используется количественная характеристика степени хаотич­
ности сигнала ЭКГ - старший показатель Ляпунова. Для анализа были 
выбраны 40 пациентов Саратовского кардиоцентра, страдающих яшеми­
ческой болезнью сердца (ИБС) различной степени тяжести. С помощью 
специальных медицинских методов (коронарография, степень потребления 
миокардом кислорода, холтеровский мониторинг, физиологическая проба 
на ИБС и др.) 40 пациентов кардиоцентра были разделены специалистами 
на 2 группы с различной степенью тяжести ИБС: 1-я группа - 24 пациента, 
2�я группа - 16 пациентов. Отметим важное обстоятельство: применение 
стандартных методов обработки сигналов ЭКГ и RR-интервалов не позво­
лило достоверно установить различия между больными 1 -й и 2-й групп! 
Нашей задачей было доказательство возможности достоверного разделе­
ния больных по степени патологии на две группы, используя в качестве 
источника информации о состоянии здоровья только записи сигналов ЭКГ. 
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Рис. 23.6. Зависимость во времени среднего изменения величины нормированной 
энтропии сигнала ЭКГ, обусловленного воздействием шума: А - результаты для 
женщин, Б - результаты для мужчин. Нормировка осуществлялась на среднее по 
времени значение интенсивности колебаний сигнала ЭКГ. Средняя ошибка измере­
ний составила ±4 % 

Причем нам были представлены ЭКГ всех 40 пациентов без указания на то, 
к какой группе они относятся. 

В результате длительных детальных исследований, включающих рас­
четы на ЭВМ различных характеристик ЭКГ, было установлено, что разде­
ление пациентов возможно. Наиболее достоверно это разделение осуществ­
ляется по старшему ляnуновекому показателю ЭКГ2 . 

Методика проведения экспериментов и результаты были следующими. 
Для каждого из 40 пациентов имелись записи двух последовательностей 
RR-интервалов по 350-500 точек: первая отвечала ЭКГ пациента в спо­
койном состоянии, вторая - во время установившегося процесса нагрузки, 
представляющей собой работу на велоэргометре. Пациенты крутили педа­
ли велоэргеметра с частотой примерно 60 оборотов в минуту (нагрузка со­
ставляла 25 Вт) и после завершения переходиого процесса осуществлялась 
запись последовательности RR-интервалов ЭКГ в течение 5-7 минут. 

Обработка данных экспериментов показала, что у одной части паци­
ентов под действием нагрузки ляnуновекий показатель увеличивается ( сте-

2Отметим, что в медицине достоверными считаются данные опытов, подтверждающиеся 
не менее чем для 66 % от общего числа пациентов, участвующих в эксперименте. 
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пень хаотичности сигнала ЭКГ возрастает), у другой - уменьшается (сте­
пень хаотичности падает). Более конкретно: у 12  пациентов из 16  (2-я груп­
па) показатель Ляпунова при нагрузке возрастает, у 1 7  пациентов из 24 -
уменьшается. Таким образом, изменение величины ляпуновекого показа­
теля сигнала, представляющего собой запись последовательности кардно­
интервалов во времени, обусловленного реакцией организма пациента на 
нагрузку, позволило установить принадлежиость 29 пациентов из 40 (т. е. 
72.5 %) к 1 -й или 2-й группе. Можно говорить о достоверной диагностике 
степени ИБС по ЭКГ! 

Отметим важный факт. Как уже говорилось, степень хаотичности про­
цесса характеризуется нормированной энтропией и положительными пока­
зателями Ляпунова. В экспериментах, описанных выше, этот факт подтвер­
дился. Разделение пациентов на группы по степени тяжести ИБС достовер­
но можно провести, используя нормированную энтропию. Однако с чисто 
технической точки зрения (длительность записей ЭКГ, точность вычисле­
ний и др.) в рассмотренных выше экспериментах ляпуновекий показатель, 
как диагностический критерий, оказался более предпочтительным. 

23.7. Заключение 

Применеине современных достижений теории динамических систем 
и нелинейной динамики для математического моделирования функциони­
рования и диагностики состояния живых систем является новым и пер­
спектинным направлением исследований, требующим объединения усилий 
физиков, математиков, биологов и медиков. Как любое новое направление 
в науке, оно подвергается усиленной критике и это естественно. Трудно 
представить себе и тем более доказать, что в недалеком будущем сердечно­
сосудистая система человека будет адекватно описана математической мо­
делью, параметры которой соответствуют физиологическому состоянию 
и воздействие на которые будет приводить к лечению той или иной болез­
ни. Тем не менее многие серьезные исследователи верят в такое будущее 
и интенсивно работают для того, чтобы его приблизить. 
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