






































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































4.3. 1451 

arcsin 

-arcsin 

710 

R. @ 
< < 1. 

{
sin 4) 
sin - 4) > 

4 t: 

J sin t 
lsin t 710). 

t [-arcsin nn; arcsin nn], n Z, 
-arcsin + nn < 4 < arcsin + nn, n Z, 

2 - i arcsin + nn/2 < < 2 + i arcsin + nn/2, 

nE Z. @ 
711). 

1 

71 J 

R .. 

23. ltg 2)1 

r tg - 2) < !tg t < 
tg - 2) > - 2 = t: tg t > 

la 

arctga 

712 

15. 



4521 Раздел 111. 4. Основные nриемы решения уравнений 
-arctg а + тсk < t < arctg а + тсk, k Е Z, 
-arctg а+ тсk < 3х 2 < arctg а+ тсk, k Е Z, 
2/3- (1/3) arctg а+ тtk/3 < х < 2/3 + (1/3) arctg а+ 
+ тtk/3, k Е Z (рис. 712). 

О т в е т. [2/3 (1/3) arctg а+ тtk/3; 2/3 + 
+ (1/3) arctg а+ тtk/3], k Е Z, а> О . 

.М 24. Решитенеравенство sin2 (2х -тс/4) >а, а Е (О; 1). 

Решение. 

2sin2 (2х -тс/4) > 2а, 
1 - cos ( 4х тt/2) > 2а, 
1 sin4x>2a, 
sin 4х < 1 - 2а. 

Если О < а < 1, то -1 < 1 - 2а < 1, 
1) а= 1/2: sin 4х:;;;; О, 
-те+ 2тсk < 4х < 2тсk, k Е Z, 
-тt/4 + тtk/2 < Х < тtk/2, k Е Z. 

2) О< а< 1/2. Тогда О< 1- 2а < 1. 

(а) 

-те- arcsin (1- 2а) + 21tn < 4х:;;;; arcsin (1 2а) + 
+ 2тсп, n Е Z, 

/4 
arcsin( 1 - 2а) 

12
,:;::: ,:;::: arcsin( 1 - 2а) 

-1t - 4 +m "'х"" 4 + 

+ 1tnj2, n Е Z. (~) 

3) 1/2 <а< 1. Тогда -1 < 1- 2а <О. 

:;4 
arcsin(1- 2а) 

12
,:;::: ,:;::: arcsin(1- 2а) 

-1t 4 +m ..". х """ 4 + 

+ 1tnj2, n Е Z. ((}) 
Заносим результаты на ось ответа (рис. 713). 

_L р "\:/ J) ~ .. 
о 1/2 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 7J3 



.4.3. Т рмrонометрические неравен~ва с nараметром 1453 

М 25. Решитенеравенство /cos (х- 2)/ >а, а Е (О; i). 
Решение. 

Данное неравенство равносильно совокупности 

не равенств 

1 cos (х- 2) > а, 
lcos (х- 2) < -а. lcos t >а, 

Пусть х - 2 = t: t ~ cos ~-а. 

Воспользуемся единичной окружностью (рис. 
714). 

у 

Рнс. 714 

-arccos а+ тсk, < t < arccos а+ тtk, k Е Z, 
-arccos а + тtk, < х- 2 < arccos а + тtk, k Е Z, 
2 - arccos а + тtk < х < 2 + arccos а + тtk, k Е Z. 

О т в е т. [2- arccos а+ тtk; 2 + arccos а+ тtk], k Е Z, 
а Е (О; 1). 

М 26. Решите неравенство ctg /2х - 3/ < а. 
Решение. 

ООН: {а е R, 
х *тtn/2 + 3/2, n Е Z. 

1) Если а= О, то ctg l2x- 31 <О. 
тt/2 + тtk < l2x- 3/ < 1t + тtk, k Е N u {0}. 
Двойное неравенство равносильно системе 

{
l2x- 31 > тt/2 + тtk, 
l2x- 31 < 1t + тtk, k Е N u {О}. 



4541 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 
Раскроем модуль и перейдем к совокупности 

двух систем: 

!
2х- 3 >О, 
2х - 3 > nj2 + nk, 
2х- 3 < 1t + nk, 

!
2х- 3 <О, 
-2х + 3 > n/2 + nn, 
-2х +,3 < n + nn, 

k Е N u {О}. 

k Е N u {О}. 

Первая система дает следующие решения 

3/2 + n/4 + nk/2 ~ х < 3/2 + n/2 + nk/2, 
k Е N u {0}, а вторая- такие: 

3/2 -n/2 -nk/2 < х ~ 3/2 -n/4 -nk/2, 
k Е N u {О}. 
Отсюда окончательно при а = О получается 

(1) 

(2) 

[

3/2 + n/4 + nk/2 ~ х < 3/2 + n/2 + nk/2, 
3/2 -n/2 -nk/2 < х ~ 3/2 -n/4 -nk/2, 
k Е N u {0}. (а) 

2) Пусть а =1:- О. Тогда ctg l2x- 31 ~а. 

arcctg а+ пт ~ l2x- 31 < 1t + пт, т Е N u {О}. 

Решая, как в предыдущем случае, получаем 

[

3/2 + (1/2)arcctg а+ nтj2 ~ х < 3/2 + n/2 + пт/2, 
3/2 -n/2 -пт/2 < х ~ 3/2- (1/2)arcctg а -nт/2, 
т Е N u {О}. <Р> 

Заполняем ось ответа (рис. 715). 

~ ~ ~ .. 
о а 

(ось ответа) 

Рис. 715 

М 27. Решитенеравенство cos х ~ 2- а2 • 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 



4.3. Т р~о~гонометрнческие неровенстаа с~орометром 1455 

1) 2- а2 =О, а= ±J2: cos х <О, 
х1 Е [n/2 + 2nk; 3rc/2 + 2rck], k е Z. @ (а) 

2) 2-а2 1,а ±1: cosx< 1,ХЕ R.@ 

3) 2-а2 -1,a=±J3: cosx<-1,cosx -1, 
х 1t + 2nn, n Е z. @ (I0 

4)2 а2 >1,а2 <1,)а)<1: xER.@ 

5) 2- а2 < -1, а2 > 3, !al > J3. Решений нет. @ 

6) аЕ (-J3;-J2)u(-J2;-1)u(l; J2)u 

u(J2; J3). 
Тогда (2- а2) Е (-1; О) v (0; 1): 
х Е [arccos (2 - а2) + 2nm; 21t- arccos (2 - а2) + 
+ 2nm], т Е Z. @ (у) 

Заполняем ось ответа (рис. 716). 

J) а. R R а. J) 
0 У У R У У 0 

,.. 
-JЗ -,/2 -1 1 J2 J3 а 

(ось ответа) 

Рнс. 716 

.М 28. Решитенеравенство (а- 3) sin х < l2a- 3\. 
Решение. 

ООН: Ja Е R, 
lXE R. 

1) а= 3: О· sin х < 3, х Е R. <fD 
2) а= 3/2: (-3/2)sin х <О, sin х >О, 

х Е (2nk; 1t + 2nk). @ (а) 

3) а> 3: sin х < (2а- 3)/(а 3), 
где (2а- 3)/(а- 3) >О. 
Заметим, что (2а- 3)/(а- 3) = 1 + aj(a - 3). 
При а> 3 выражение 1 + aj(a- 3) больше 1. 
ПоэтомухЕ R. @ 

4) 3/2 <а< 3: sin х > (2а 3)/(а 3), где 
(2а 3)/(а 3) <О. 



4561 Раздел 111. 4. Основнь1е приемы решения уравнений 
а) (2а- 3)/(а- 3) -1, а= 2: sin х > -1. 
х :F- -n/2 + 2nn, n Е Z. @ (jj) 

б) [(2а 3)/(а- 3) > -1, {2а 3 <-а+ 3, 
[3/2 <а< 3; 3/2 <а< 3; 

{а< 2, 2 2 
3/2 <а< 3; 31 <а< · 

( 
. 2а- 3 

х Е arcsш а _ 
3 

+ 2nm; 1t 

+ 2nm ), т Е Z. @ 

) {(2а-3)/(а-3)<-1, {2а-3<-а+3, в 3/2 <а< 3; 3/2 <а< 3; 

2 <а< 3. Тогда х Е R. @ 
5) а< 3/2: sin х > (3- 2a)j(a 3), 

где (3- 2a)j(a 3) <О. 
а)(3- 2a)j(a 3) = -1, а О: sin х > -1, 

(у) 

х :F- -n/2 + 2nn, n Е Z. @ (jj) 
б) (3- 2a)j(a- 3) < -1; а< О. Тогда х Е R. @ 

в) {(3 2a)j(a- 3) > -1, 0 <а< 312: 
а< 3/2, 

( 
. 3 - 2а 2 l . 3 - 2а 

х Е arcs1n а _ 
3 

+ 1t ; 1t - arcSin а _ 
3 

+ 

+ 21tl) , l Е Z. @ (ro) 

Покажем результаты на оси ответа (рис. 71 7). 

R \L (1) :\L у ~R • 
о 3!2 2 а 

(ось ответа) 

Рнс. 717 



4.3. Т ригонометрические неравенства 1: параметром 1457 

М 29. При каких значениях параметра а перавенет­
во llsin х- 1/31- 1/31 <а справедливо для всех х та­
ких, что О< х < 2nj3? 

Решение. 
Если х Е [О; 2n/3], то О< sin х < 1. 
Пусть sin х t, где t Е [О; 1]. 
Данное неравенство лучше решить графически. 

Рассмотрим функции: 

У= llt- 1/31- 1/31, t Е [0; 1] 
иу а. 

Построим график функции у 

t Е [О; 1] (рис. 718). 

у 

2/3 

2/3 1 t 

Рис. 718 

llt - 1/31 

(1) 
(2) 

1/31, 

Если а;;, 1/3, то график функции (1) расположен 
не выше графика функции у а. (2) 
Ответ. а;;, 1/3. 

М 30. Найдите все значения параметра а, при кото­
рых для любого действительного значения х выпол­

нено неравенство 2а- 4 + а(3 sin2 х)2 + cos2 х <О. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Обозначим t = sin2 х, t Е [О; 1]: 
2а - 4 + а(3- t)2 + 1 - t <О, 
at2 (ба+ 1)t + lla- 3 <О. 
Найдем все значения параметра а, при которых 



4581 Раздел 111. 4. Основные прнемы реwення уравнений 

f(t) = at2 - (6а + 1)t + 11а- 3 
будет отрицательным при любом t Е [О; 1]. 
Рассмотрим три, случая: 

1) а= 0: f(t) = -t- 3 <О при любом t Е [О; 1]. 
2) а> 0: 

f(O) = 11а - 3 < О, j
a> О, 

f(1) =а- 6а- 1 + 11а- 3 <О; 
О< а< 3/11 (рис. 719). 

3) а< 0: 

а) {D = 1 + 24а - 8а2 <О, 
а < О (рис. 720), 

а< (6- J38 )/4. 

f(t) 

t 

Рнс. 719 

б) tl.:;;; t2 <о, 

D;;.. О, 

J

a<O, 

t0 = (6а + 1)/2а <О, 
f(O) = 11а - 3 <О 

(рис. 721), 

(6- J38 )/4 <а< О. 
в) 1 < t 1 < t 2 , 

а<О, 
D;;..o, 
(6а + 1)/2а > 1 (рис. 722), 
f( 1) = 6а - 4 < О. 

Система несовместна. 

f(t) 

j
a> О, 
а< 3/11, 
а< 2/3, 

Рнс. 720 

f(t) 

Рнс. 721 



4.3. Т ригонометрические не равенства с~ араметром 1459 

Рнс. 722 

О т в е т. а Е (-оо; 3/11) . 

.N2 31. Решитенеравенство cos2 х-а cos х + 1;;;. О. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Пусть cos х = t, где ltl < 1. 

Решаем системунеравенств {~~ ~ ~~ + 1 ;;;. О, 
Найдем дискриминант квадратного трехчлена 

t 2 -at+1: D=a2 -4. 
Рассмотрим ряд случаев. 

1) D =О; а= ±2, (t ± 1)2 ;;;. О, х Е R. ей) 
2) D<O;iai<2,xE R. @ 

3) D >О; iai > 2, t 1 =(а- Ja 2 - 4 )/2; 

t 2 =(а+ Ja 2 - 4 )/2. 
Рассмотрим возможные случаи. 

а) Пусть f(t) = t 2 - at + 1. 

j
lal > 2, ~lal > 2, 
f(-1) >О (рис. 723), 2 +а> О, 
!(1) >О, 2- а> О, 
-1<а/2<1; -2<а<2. 

{lal > 2, 
lai < 2. Система несовместна. 

б) t 1 = -1, если а= -2 (рис. 724). 

Hoial> 2. 



460 1 РазАел 111. 4. Основные nриемы реwен~я уравнений 

Рис. 723 Рнс.724 

Значит, такой случай тоже невозможен. 

в) {f(-1)<0, 
{(1) >О (рис. 725), 

)2 +а< О, 
!2-а> О, 

Тогда t Е [t2; 1]: cos х > t 2 , 

а <-2. 

t 

[ 
а + Ja 2 - 4 а + Ja 2 - 4 

ХЕ -arocos 
2 

+ 2rrk; arocos 
2 

+ 

+ 21tk J. k Е Z. @ 

г) t 2 = -1 (рис. 726). 

Рис. 725 

t 

Рис. 726 

~(a+Ja2 -4/2)=-1, {а=-2, 
Jal > 2. Ja/ > 2. 
Этот случай тоже невозможен. 

r r<-1> >о. 
д) if(1) <о, 

Llal > 2 (рис. 727). 

Га+ 2 >О, · 
j 

1
2- а< О, а> 2, 
/al>2. 

(о:) 

t 



4.3. Трнrонометрнческие неровенmа с nараметром 1461 

te[-l;t1]: cosx";;;(a Ja2-4)/2, 

[ 
а-~ 

х Е arccos 
2 

+ 21tn; 21t-

а~ J - arccos 2 + 21tn , n Е Z. (~) 

е) t1 1 (рис. 728). 

t 

Рнс. 727 Рис. 728 

{(а Ja 2 - 4 )/2 1, 
ial> 2. 

[а=2 
1 ' t!al > 2. 

Система решений не имеет. 

Заполняем ось ответа (рис. 729). 

2 

Рис. 729 

.. 
а 

(ось ответа) 

М 32. Найдите все значения Ь, при которых уравне­
ние (Ь- 2х) arccos (х- 1) О имеет ровно один ко­
рень. (ЕГЭ 2002 г.) 

Решение. 

ооу. fbE R, 
·1о ~ ~ 2. ""х"" . 

1. arccos (х- 1) =О, х 

2. Ь- 2х =О, х2 = Ь/2 , 
ЬЕ R. 

1=1 [xl 2, 
'[Ь Е R. 



4621 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 

И с с л е д о в а н и е. 

1) {х2 = Ь/2, 
О~Ь/2~2, 

2) {ь =_о, 
х2 -О. 

{х2 = Ь/2, 

о~ ь ~ 4. 

3) {ь =_4, 
х2 - 2. 

Отметим полученные множества решений данно­

го уравнения на оси параметра Ь (рис. 730). 

о 4 

Рис. 730 

ь 
(ось ответа) 

Анализ множества решений показывает, что 

уравнение имеет ровно один корень, если 

ь Е(-=; О) u [4; +=). 

О т в е т.(-=; О) u [4; +=). 

М 33. Найдите все значения параметра а, при 

каждом из которых все решения уравнения 

а· sin х - 2а - 1 = О принадлежат области опреде-

ления функции у = Jig(2sinx). Запишите все 
множество решений уравнения для найденных 

значений а. 

Решение. 

Найдем сначала область 
определения функции 

у= Jig(2sinx). Достаточ­
но решить неравенство 

lg (2 sin х) > 0: 2sin х > 1, 
sin х > 1/2. Воспользуем­
ся единичной окружно­

стью. Получаем множест­

во [1t/6 + 21tk; 57t/6 + 27tk], 
k Е Z (рис. 731). · 

у 

х 

Рнс. 731 



4.3. Тригонометрические неравен~а с параметромl463 
Рассмотрим уравнение а· sin х - 2а - 1 = О, своди­
мое к ему равносильному уравнению а sin х = 2а + 1. 
Если а= О, то урав:f!ение не и:м:еет решений. Пусть 

а :1:- О, тогда sin х = 2 + lja. Последнее уравнение 
имеет решения, принадлежащие области опреде-

ления функции у = Jlg( 2 sin х) , если 
f2+1;a";;l, 
{ 

[2 + 1/ а ~ 1/2. 
Решаем эту систему: 

j1+1;a";;o, 
lЗ/2 + 1/а ~О, 

r
a + 1 ";; 0 
а . ' 

-\За+ 2 
[ а ~ О (рис. 732). 

~ 
-11 1 О а 

1 ' 1 
~ 

-2/3 о 
а 

Рис. 732 

Получаем, что а Е [-1; -2/3]. Тогда множество ре­
шений данного уравнения совпадает с областью 

определения функции у= Jlg(2sinx). 

Ответ. а Е [-1; -2/3]; [n/6 + 2nk; 5пjб + 2nk], 
k Е Z. 

Упражнения для самостоятельного решения 

1) При каких действительных значениях парамет­
ра а уравнение sin х + 2cos х = а - 1 имеет реше­
ния?@ 

2) При каких действительных значениях парамет­
ра Ь уравнение 2(Ь2 + l)cos2 х + 4b2cos х + 1 О 
не имеет решений? @ 

3) Найдите все значения параметра р, nри которых 
уравнение sin2 х + psin х = р2 1 имеет реше­
ния. @ 



4641 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 
4) Решите уравнение 

acos х + а/ cos х + 1 = О. @ 
5) Решите уравнение 

sin 3х- sin 2х= asin х. @ 
6) Найдите все значения параметра Ь, при каж­

дом из которых все решения уравнения 

(Ь- 1)cos х- 3Ь =О принадлежат области опре-

деления функции у = Jlg(-2cosx). Запишите 
все множество решений уравнения для найден­

ных значений Ь. @ 
7) Найдите все значения параметра Ь, при каЖ­

дом из которых все решения уравнения 

(Ь- 1)cos х- 3Ь =О принадлежат области опре-

деления функции у = J-lg(2cosx). Запишите 
все множество решений уравнения для найден­

ных значений Ь. @ 
8) Найдите все значения параметра с, при каж­

дом из которых все решения уравнения 

2с + 4 - csin х = О принадлежат области опреде-

ления функции у= J1 + lg(sinx/5). Запишите 
все множество решений уравнения для найден­

ных значений с. @ 
9) Найдите все значения параметра d, при каждом 

из которых все уравнения 3d - 6 + ( d + 1 )cos х = О 

принадлежат области определения функции 

у = J1 + lg(-cosx/5). Запишите все множест­
во решений уравнения для найденных значе­

нийd. @ 
10) При каких значениях а уравнения равносиль­

ны: 

а) sin х = а и sin х = а2 - 2; @ 

б)соsх=аи Jcosx =а; @ 

в) icos xl =а и cos2 х = а2? @ 
11) Решитенеравенство sin (mx- 3) <т, 

где-1<т<О. @ 



4.3. Тригонометрические нераsенстао"t nараметром 1465 

12) Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых перавеяство а2 + 2а - sin2 х- 2а cos х > 2 
выполняется для любого значения х. (tW 

13) Найдите все значения параметра а, при :которых 
перавеяство (а -l)sin2 х + 2(а 2)sin х +а+ 3 <О 
не имеет решений. (ill) 

14) Решите перавеяство 
sin х +а cos х <а (а:;:. 0). @ 

15) Решите перавеяство 
(tg x)/(tg х + 2)- 1/а > 1/(tg х + 2). @ 
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Приложеине 

Сведения о6щеrо характера 

Латинский алфавит 

Печатная Название Печатная 
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ню 
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пи 

ро 
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та у 

ИПСИЛОН 
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хи 

ПСИ 
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Некоторые часто встречающнеся постоянные 

Величина n lgn Величина n lgn Величина n lgn 
1t 3,1416 0,4971 1/1t 0,3183 I,5029 8JТс 1,4646 0,1657 

21t 6,2832 о, 7982 
1/21t 0,1592 I,2018 V1/1t 0,6828 1,8343 

31t 9,4248 0,9743 

41t 
1/31t 0,1061 I,0257 V1t!6 0,8060 I,9063 

12,5664 1,0992 

41t/3 4,1888 0,6221 
1/41t 0,0796 2",9008 V3/41t 0,6204 I, 7926 

1t/2 1,5708 0,1961 
1t2 9,8696 0,9943 Vit2 2,1450 0,3314 

1t/3 1,0472 0,0200 
21t2 19,7392 1,2953 е 2, 7183 0,4343 

1t/4 0,7854 I,8951 
Jir. 1, 7725 0,2486 е2 7,3891 0,8686 

1t/6 0,5236 I,7190 
J2ic 2,5066 0,3991 Jё 1,6488 0,2171 

1t/l80 0,0175 2",2419 ./Jt/2 1,2533 0,0981 3,{е 1,3956 0,1448 

2/1t 0,6366 I,8039 ./1/1t 0,5642 . I,7514 1/е 0,3676 I,5657 

180/1t 57,2958 1,7581 ./2/1t о, 7979 I,9019 1je2 0,1353 . I,1314 

10800/Jt 3437,7467 3,5363 J3/it 0,9772 I,9900 J11e 0,6065 I, 7829 

648000/Jt 206264,81 5,3144 J4/1t 1,1284 0,0525 ln 10 2,3026 0,3622 



Значения тригонометрических функций для значения аргумента О ..:: а. ..:: 1t/2 

Аргумент Тригонометрические функции 

в 
градусном Брадианах sina cosa tga ctga seca cosec а 
измерении 

О' о о 1 о 
не 1 не 

существует существует 

зо· 
1t 1 J3 J3 J3"" 1,7322 

2f} ==1,1547 2 6 2 2 ==0,8660 2 .. 0,5774 

45' 1t J2 J2 1 1 J2"' 1,4142 J2= 1,4142 4 2 ==0,7071 2 =0,7071 

60' 
1t J3 1 

J3= 1,7322 J3 2 2f} "'1,1547 3 2 ==0,8660 2 3"'0,5774 

90' 1t 
1 о 

не 
о 

не 1 2 существует существует 
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8 Основные формупы эпементарной математики 

Арифметика и алгебра 

Пропорции 

В пропорции ~ = 2 числа а и d называются крайними· 

членами, Ь и с средними; основное свойство nроnорции: 

произведение крайних членов равно произведению 

средних, то есть ad Ьс. 

Производвые пропорции; а ± Ь == с ± d а ±с а с 
а с =ь=а 

Действии со степеними 

(а. Ь. c)n an. ьп. сп' (Б )n = ::' а"'. an = am+n' :: = am-n 

1 а0 - = - = a-n' (am)n amn. 
an an 

Действия с корнями 

(корни предnолагаются арифметическими, то есть 

nодкоренное выражение ~ О и, кроме того, сам корень 
берется со знаком +) 

mJa. Ь. с = mJQ.mJЬm,jё' т {i! = mJa ' an!m = mjii;' 
Vь m,JЬ 

(mJii;)P = т~, mjii; = тр~. 
Разложение на множители 

aZ ьz (а+ Ь)(а- Ь) (разность квадратов), 

а3 + ьз (а+ Ь)(а2- аЬ + Ь2 ) (сумма кубов), 

аз ьз = (а- Ь)(а2 + аЬ + Ь2) (разность кубов). 

Квадратные уравнения 

Уравнение х2 + рх + q = О решается по формуле 

Уравнение ах2 + Ьх +с О решается по формуле 

-Ь± Jь2 - 4ас 
Х1,2 

2а 

Если х1 и х2 корни уравнения х2 + рх + q = О , то 

х1 +х2 =-р и х1 · х2 q; 
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х2 + рх + q = (х- х 1 )(х х2), где х1 и х2 
уравнения х2 + рх + q = О 

корни 

ах2 + Ьх + с = а(х- х1 )(х х2 ), где х 1 и х2 - корни 

уравнения ах2 + Ьх + с = О 
Прогреесии 

а1 первый член, an п-й член, d - разность 

арифметической о:рогрессии; 

u 1 - первый член, un - п-й член, q - знаменатель 

геометрической прогрессии; 

sn- сумма n членов прогрессии, s сумма бесконеч­

но убывающей прогрессии: 

(al + an)n l)]n an = al + d(n- 1)' sn = . 2 ' sn = _ _;;__--=----

ul(qn 1) 
un = ulqn-1. sn = _:.;;.----.,.-.;:;' sn = ' s q-1 

lql < 1. 

Логарифмы 

(N >О, а> О, а =1= 1) 
Запись logaN = х равносильна записи а"' = N, поэтому 

alog0 N N. 

Логарифмирование: 

logaa = 1, logal =О, 

м 
loga(M N) = log .. M + logaN, loga N JogaM- logaN, 

1 
mlogaN, loga mJN = ;;IogaN. 

Обозначения: log10N = lg N, logeN = ln N. 

1 logь!V 
Соотношения: logьa -1 Ь , loga!V = -1-- . 

oga оgьа 

(число logьa в последней формуле называется модулем 

перехода от системы логарифмов с основанием Ь к системе 

с основанием а) 

Комбинаторика 

A:J, т( т- 1) ••. (m- n + 1) (размещения); 

Р т = 1 · 2 ... ·т = ml (перестанов:ки); 
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сп = А::, = m(m- 1) ... (m- n + 1) (сочетания). 
т Pn 1·2· ... ·n 

Вином Ньютона 

(х + a)m = 

= xm + C~xm-1a + ... + c::,xm-kak + ... + с:;:-1 xam-1+ am' 

в частности, 

(х + а)2 = х2 + 2ха + а2 (квадрат суммы); 

(х- а)2 = х2- 2ха + а2 (квадрат разности); 

(х + а)3 = хз + 3х2а + 3ха2 +аЗ (куб суммы); 

(х- а)3 = хз- 3х2а + 3ха2 - аЗ (куб разности). 

Свойства биномиальных коэффициентов С::, 

1 +с~+ с~ + ... + с:;:- 1 + 1 = 2m, 

1 -с~ +с~- ... + (±1)m = о' с::, = с:;:-п. 

Геометрия и тригонометрия 

Длина окружности С и ее дуги 

С= 2nR, l = ~~~ = Ra (а- градусная мера дуги, а­
радианна.я мера, R- радиус). 

Площади 

Треугольник: S = ~ (а- основание, h- высота); 

S = Jp(p- а)(р- Ь)(р- с) (р- полупериметр, а, Ь и с­
стороны); 

s = ab~nC (С- угол, противолежащий стороне с). 

a2J3 
Для равностороннего треугольника S = -

4
- (а - сто-

рона треугольника) 

Параллелограмм: S = bh (Ь- основание, h- высота) 

d1d2 
Ромб: S = -

2
- (d1 и d 2 -диагонали). 

а+Ь 
Трапеция: S = -

2
-h (а и Ь- основания, h- высота) 

Правильный многоугольник: S = Ра (Р- периметр, 
2 

а - апофема). 
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Круг: 8 = nR2 • 

Круговой сектор: 8 = Rl = R2
a = 1tR

2
a (а 

2 2 360 
градусная 

мера дуги сектора, а 

сектора). 

радианна.я мера, l - длина дуги 

Поверхности 

Призма: S бок = Pl (Р - периметр перпендикул.ярного 

сечения, l- боковое ребро). 

Правильнан пнрамида: 8 бок 
Ра 2 (Р - периметр осно-

вани.я, а апофема). 

pl + р2 
Правильнан усеченная пирамида: S бок = 2 · а 

(Р 1 и Р 2 периметры оснований, а - апофема). 

Цилиндр: S бак = 21tRh (h - высота). 

Конус: 8 бок = 1tRl (l- образующая). 

Усеченный конус: S бок= n(R1 + R2 )l. 

Шар S = 4тtR2 • 

Объемы 

Призма: V = Sh (S- площадь основания, h- высота). 

Пирамида: V = 
8
3
h • 

h 
Усеченная пирамида: V = 3 (81 + 8 2 + JS1S 2). 

Цилиндр: V = 1tR2 h • 

1tR2 h 
Конус: V = -

3
-. 

Усеченный конус: v = 1t
3
h (Rr + R~ + R 1R 2 ). 

4 
Шар: V = 3 1tR3 • 

Перевод градусной меры угла 

в радманную и обратно 

7t а' 
а = 180'' 

градусная). 

, а. 180' 
а = --- (а - радианна.я мера угла, а -

1t 
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Основные соотношения между 

тригонометрическими функциями 

• 2 2 sina cosa 1 
sш а + cos а = 1 , tga = -- , ctga = -.- , tga = --

cosa sша ctga 
1 . 1 

seca = -- , sec 2a = 1 + tg2a , coseca = 
cosa sina 

cosec2a = 1 + ctg2a 

Формулы приведения 

sin(a + nn) = ±sina, cos(a + nn) = ±cosa, tg(a + nn) tga, 

sin( а+ n~) = ±cosa, cos( а+ n~) = +sina, 

tg( а+ п~) = -ctga 

(в формулах первой строки n может быть любым целым 
числом, причем верхний знак соответствует значению 
n = 2k, а нижний -значению n = 2k + 1; в формулах 
второй u третьей строк n может быть только нечетным 
числом, причем верхний знак берется при n = 4k + 1, 
а нижний - при n = 4k- 1). 

Формулы сложения 

sin(a ± ~) = sinacos~ ± cosasin~, 
cos(a ± ~) = cosacos~ + sinasin~. 

Двойные и половинные углы 

sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos2a- sin2a, tg2a = 2 tga 
1- tg2a' 

. а +j1 - cosa 2 . 2а 1 - cosa' SШ 2 = - 2 , SШ 2 = 

Cos ~ = +J1 + cosa 2cos2~ = 1 
2 

_ 
2 

, 
2 

+ cosa , 

tg~ _ + 1 - cosa 
2 -- 1 + cosa 

sina 
1 + cosa 

1- cosa 
sina 

Формулы иреобразования сумм 
и разностей тригонометрических 

функций в произведения 

• • А 2. а±~ а+~ Sina ± s1nl-' = sin-
2
-cos-

2
-, 

а+~ а-~ 
cosa + cos~ = 2cos-

2
-cos-

2
-, 

А 2.а+~.~-а cosa- cosl-' = sin-2-sш-2-. 



Содержание 

Предисловие ............................ . 
О работе с мультимедийным прйложением 

к книге ................................ . 
Основные понятия ....................... . 

Раздел I. Линейные уравнения и веравеяства 

3 

6 
8 

с параметром и к ним сводимые. . . . . . . . . . . . . 14 
1. Линейные уравнения с параметром 
и к ним сводимые. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 

1.1. 'Уравнения первой степени с парамет-
ром (без «ветвлений») . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 
1.2. Простейшие линейные уравнения 
с параметром (с «ветвлениями») . . . . . . . . 24 
1.3. Дробио-рациональные уравнения 
с параметром . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . 29 
1.4. Более сложные дробио-рациональные 
уравнения с параметром, сводимые 

к линейным . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 
1.5. Уравнения с дополнительными 
условиями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 
1.6. Уравнения, содержащие переменную 
под знаком модуля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 

2. Линейныенеравенства с параметром 
и к ним сводимые. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 

2 .1. Подготовительные неравенства и их 
системы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 
2.2. Простейшие линейныенеравенства 
с параметром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 



4781 Содержание 
2.3. Дробио-рациональные неравенства 
с параметром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 
2.4. Неравенства, содержащие переменную 
под знаком модуля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 

Раздел II. Квадратвые уравнения и веравеяства 
с параметром и к иим сводимые ........•.... 106 

1. Справочный материал ................. 106 
1.1. Квадратные уравнения . . . . . . . . . . . . 106 
1.2. Квадратичная функция ............ 109 
1.3. Расположение корней квадратного 
трехчлена относительно заданных точек . . 110 

2. Квадратвые уравнения с параметром 
и к ним сводимые. . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . 113 

2.1. Неполные квадратные уравнещш 
с параметром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 
2.2. Приведеиные квадратные уравнения 
с параметром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 
2.3. Квадратные уравнения 
с параметром . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . 133 
2.4. Уравнения с дополнительными 
условиями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 
2.5. Дробио-рациональные уравнения 
с параметром, сводимые к квадратным 

уравнениям . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . 159 
2.5.1. Подготовительные уравнения ... 159 
2.5.2. Дробио-рациональные уравнения 
с параметром, сводимые к квадратным 

уравнениям . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 172 
2.6. Более сложные квадратные уравнения 
и их системы с параметром и к ним 

сводимые . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . 181 
3. Квадратные неравенства с параметром 
и к ним сводимые. . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . 21 О 

3.1. Подготовительные неравенства и их 
системы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . 210 
3.2. Квадратные веравенства с параметром 
и к ним сводимые. Системы неравенств . . 221 



"" Содержание 1479 

3~3. Более сложные квадратные 

неравенства и их системы с параметром . . 246 

Раздел III. Тригонометрическ_ие уравнения 
и иеравеиства с параметром . . . • . . . . . . . . . . • . 286 

1. Единичная (тригонометрическая) 
окружность . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286 

1.1. Понятие единичной 
(тригонометрической) окружности ...... 289 
1.2. Запись чисел, соответствующих 
точкам единичной окружности ......... 291 
1.3. Запись множества корней наиболее 
рациональным образом. . . . • . . . . . . . . . . . 296 

2. Некоторые сведения из тригонометрии . . . 302 
2.1. Синус, косинус, тангенс и котангенс 
действительного числа . . . . . . . . . . . . . . . . 302 
2.2. Обратные тригонометрические 
функции. . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . • . 30 5 -

2.2.1. Определения, свойства и графики 
обратных тригонометрических 

функций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 
2.2.2. Нахождение значения прямой 
тригонометрической функции 

от значения обратной, и наоборот . . . . . 3.1 О 
2.2.3. Тождества с обратными 
тригонометрическими функциями .... 319 
2.2.4. Уравнения с обратными 
тригонометрическими функциями .... 321 

2.3. Решение простейших 
тригонометрических уравнений . . . . . . . . 326 
2.4. Таблица «оnасных» формул ........ 330 
2.5. Решение простейших 
тригонометрических неравенств . . . . . . . . 333 

3. Метод «лепестков» в решении 
тригонометрических уравнений 

и неравенств . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . 345 



480 1 Содержание 
4. Основные приемы решения 
тригонометрических уравнений и неравенств 

с параметром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365 
4.1. Простейшие тригонометрические 
уравнения с параметром и к ним 

сводимые . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365 
4. 2. Тригонометрические уравнения 
и системы с параметром . . . . . . . . . . . . . . . 393 
4. 3. Тригонометрические неравенства 
с параметром ........................ 431 

Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466 
Приложение ................................ 469 



УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 
С ПАРАМЕТРОМ 

Часть 1 
Тема «Уравнения и неравенства с nараметром» 

отсутствует в школьнон nрограмме, 

но имеется в nрограммах встуnительных экзаменов 

в вузы и в материалах ЕГЭ no математике. 
,данным учебным комnлект раскрывает эту тему 

в nолном объеме и состоит иэ учебного 

nособия в двух частях и электронного nриложения. 

Каждь1м раздел nособия содержит необходимые 
теоретические сведения. Детально рассмотрен 

широким сnектр задач разных уровнем сложности, 

достуnно и наглядно изложена методика их решения. 

Комnлект станет неэаменимым nомощником 

для старшеклассников, абитуриентов, 

nреnодавателем математики, а также 

для студентов математических сnециальностем. 

Пособия этом серии помоrут вам: 

• nровести глубокую теоретическую и nрактическую 
nодготовку к единому государственному экзамену; 

• самостоятельно разобраться в сложных воnросах, 
не nрибегая к nомощи реnетитора. 
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