


































































































































































































































































































































































































































































































































































3.3. Более сложные квадратные неравен~а и их системы 1273 

М 11. Решите неравенство 

max{x2 - ах, а-х} min{x 2 - ах, а х} 

min{x2 х} > max{x2 - ах, а х} · 
Решение. 

rae R, 
ООН: !х :.t О, 

[x:.ta. 

[А, если А> В, 
Известно, что max{A, В} = J В, если В> А, 

~А или В, если А= В; 

'А, если А< В, 

min{A, В} 11 В, если В <А, 
А или В, если А =В. 

Тогда max{x2 ах, а-х} 

r х2 - ах' если х2 - ах > а х, 
= la х, если а х > х2 - ах, 

а хилих2-ах,еслиа-х а2 -ах; 

min{x2 - ах, а-х} 

f Х2 - ах, еСЛИ Х2 - ах< а-Х, 
~ а - х, если а х < х2 ах, 
la х или х2 ах, если а х = х2- ах. 

Еслих2 ах= а-х, то 

max{x2 - ах, а х} = min{x2 ах, а - х} 

=х2 ах=а-х. 
В этом случае левая и nравая части данного не­

равенства равны: (а x)j(a - х) > (а - x)j(a х). 

Это неравенство решений не имеет ни nри :каком 

значении а е R. Остается решить совокуnность 
систем: 

rx2 ах> а-х, 

l(x2 - ах)/( а-х)> (а x)f(x2 - ах); 
'а-х> х2 ах, 

{ 

[(а- x)f(x2 ах)> (х2 ax)f(a- х); 
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r(x- а)(х + 1) >о, 
i l х(х- a)j(a х) >(а- x)j(x(x- а)), 

{ (х а)(х + 1) <О, 
(а- x)j(x(x- а))> (х(х- а))/(а х); 

r: (х- а)(х + 1) >о, r{<x- а)(х + 1) >о, 
l-x>-1/x, ~ (х2 -1)/х<О, (1) 
J (х- а)(х + 1) <О, 1 {(х а)(х + 1) <О, 
l-1/x>-x; L(x2 -1)/x>O. (2) 

Решаем систему (1). 
Находим значения х, при которых левые части 

неравенств (х- а)(х + 1) >О и (х2 - 1)/х <О равны 
нулю или не существуют: х =а, х = -1, х = 1, 
х=О.Тогдаа=-1,а 1,а=О. 

Рассмотрим следующие случаи (рис. 407). 
1)а=-1: J<x+1)2>0, 

l (х2 1)/х <О, (х2 1)/х <О, 

Х Е (-ОО; -1) U (0; 1) (рис. 408). СЕ!) 

4) 1) 5) 2> 6) 3> 7) . . . "' 
-1 О 1 а 

+ + 
~ 

-1 о 1 х 

Рис. 407 Рис. 408 

2) а О· { х(х + 1) >О, 
• (x2 -1)jx<O. 

Х Е (-оо; -1) U (0; 1) (рис. 409).@ 

З) а= 1. J (х- 1)(х + 1) >О, 
· l (х2 -1)/х <О. 

х Е (-оо; -l)(рис. 410). @ 

~ 
1-1 10 1 х 
1 1 1 

~ 
~-1 1 х 
1 
1 

~ 
-1 о 1 х 
~ 

-1 о 1 х 

Рис. 409 Рис. 410 
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4) а< -1: х Е (-оо; а) u (О; 1) (рис. 411).@ 
5) -1 <а< 0: х Е (-оо; -1) u (0; 1) (рис. 412). @ 

~ 
la -1 1 1 х 

1 

~ 
-1 о 1 х 

Рис. 411 Рис. 4 12 

6) О< а< 1: х Е (-оо; -1) u (а; 1) (рис. 413).@ 
7) а> 1: 

х Е (-оо; -1) (рис. 414). @ 

~>-----i&////tf///////////{ 31 

1
-1 'а х 

1 1 

1 1 1 

~ 
-1 о 1 х 

Рис. 413 

~ 
1
-1 а х 

1 

~ 
-1 о 1 х 

Рис. 414 

На рисунке 415 представлены результаты реше­
ния системы (1). 

(-=; -1) u (О; 1) (-=; -1) u (О; 1) (-=; -1) 
------. ,....---

(-=;a)u(0;1) (-=;-1)u(0;1) (-co;-1)u(a;1) (-=;-1\ 

-1 О 1 а ( ) 

Рис. 415 

Решим систему (2). 

1) а= -1: {(х + 1)
2 <О, Решений нет. @ 

(х2- 1)/х >О. 

2) =О· {х(х + 1) <О, 
а · (х2 - 1)/х >О. 

х Е (-1; О) (рис. 416). @ 

3) 
= 

1
. {(х- 1)(х + 1) <О, 

а · (х2 - 1)/х >О. 
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х Е (-1; 0) (рис. 417). @ 

~ 
1
-1 1 о х 

1 

~ 
-1 о 1 х 

Рнс. 416 

4) а<-1. 

~ 
1-1 1 1 х 
1 1 

~ 
-1 о 1 х 

Рис. 417 

Решений нет (рис. 418). @ 
5)-1<а<О: 

х Е (-1; а)(рис. 419). @ 

-1 

Рнс. 418 

б)О<а<1: 

~ -1 а х 
1 1 

1 

~ 
-1 . о 1 х 

Рнс. 419 

х Е (-1; О)(рис. 420). @ 
7) а> 1: 

х Е (-1; О) u (1; а)(рис. 421). СЕМ:> 

--(y.A'l////(/f"////6 :. 

1
-1 

1 
а х 

~ 
-1 о 1 х 

Рнс. 420 

~ 
~-1 1 1 ;а х 

1 1 

~ 
-1 о 1 х 

Рнс. 421 

На рисунке 422 представлены результаты реше­
ния системы (2): 

---. (-1; О) (-1; О),----
0 ~(-1; а):\2 (-1; О) "'\./f1; О) u (1; а~ 

-1 О 1 а ( ) 

Рнс. 422 
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А теперь объединим решения систем (1) и (2) на 
рисунке 423. 

ХЕ (-oo;-1)U 
хЕ (-=;-1)u(O; 1) u(-1;0)u(O; 1) 

ХЕ (-oo;-1)U 
u(-1;0) 

г-----

хЕ (-=;a)u 
u(O; 1) 

хЕ (-oo;-1)u хЕ (-=;-1)u хЕ (-00;-1)u 
u(-1;a)u(O; 1) U(-1;0)u(a; 1) u(-1;0)u(1;a) 

-1 О 1 а 

Замечание 

Совокупность систем 

Рнс. 423 

{ (Х- а)(Х + 1) > 0, 
(х2 - 1)/х <О, 

{
(х- а)(х + 1) <О, 
(х2 - 1)/Х >О 

(ось ответа) 

равносильна неравенству (х- а)(х + 1)2(х- 1)х <О. Ре­
шим его методом интервалов, рассмотрев семь случаев 

(см. решение системы (1)). 
Результаты решения сразу заносим на ось ответа. На-

помним, что знак 1 над точкой означает, что при пере-
ходе через нее знак перавеяства не меняется. 

1) а= -1: (х + 1)3(х -1)х <О, 
Х Е (-оо; -1) u (-1; О) (рис. 424). 

+ + 
~ 

-1 о 1 х 

Рнс. 424 

2) а= О: х2(х + 1)2(х- 1) <о, 
Х Е (-оо; -1) u (-1; О) u (О; 1) (рис. 425). 

3) а= 1: (х- 1)2(х + 1)2х <О, 
х Е (-=; -1) u (-1; 0) (рис. 426). 

~ ~ 
-1 о 1 х -1 о 1 х 

Рнс. 425 Рнс. 426 
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4) а< -1: х Е(-=; а) u (0; 1)(рис. 427). 
5) -1 <а< 0: х Е (-=; -1) u (-1; а) u (О; 1) (рис. 428). 

~ 
а -1 О 1 х 
~ 

-1 а О 1 х 

Рнс.427 Рнс.428 

6) О< а< 1: х Е (-оо; -1) u (-1; О) u (а; 1) (рис. 429). 
7) а> 1: х Е(-=; -1) u (-1; О) u (1; а) (рис. 430). 

Рнс. 429 

Заполним ось ответа (рис. 431). 

хЕ (-oo;-1)u 
хЕ (-oo;-l)u(O; 1) u(-l;O)u(O; 1) 

Рнс. 430 

xE(-oo;-1)u 
u(~1;0) 

г-----

хЕ (-oo;a)u 
u(O; 1) 

xE(-oo;-l)u xE(-oo;-1)u 
u(-1;a)u(O; 1) U(-l;O)u(a; 1) 

хЕ (-oo;-l)u 
u(-l;O)u(l;a) 

-1 о 

Рнс. 43 l 

1 а 

(ось ответа) 

.N212. При каких значениях а множество решений 
неравенства х(х- 2) <(а+ 1)(/х- 11 1) содержит 
все члены векоторой бесконечно убывающей гео­
метрической прогреесии с первым членом Ь1 = 1, 7 
иq>О? 

(ЕГЭ 2004 г.) 

Решение. 

1 сп о со б. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Раскрыв модуль, переходим к совокупности двух 

систем неравенств: 
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{ х;;;, 1, 
(х- 2)(х- а- 1) ~ О, 

{х < 1, 
х(х- 1 +а)~ О. 

( { х;;;, 1, 
Решаем систему 1): (х _ 2)(х _а_ 1) ~О. 
«Граничные>> точки интервалов: х = 1; х 
х =а+ 1. 
Сравним (а+ 1) с 2 и 1: 
а+ 1 = 2, а= 1; 
а+ 1 = 1, а= О. 
Теперь рассмотрим пять случаев (рис. 432). 

3) 1) 4) 2) 5) 

о 1 а 

Рис. 432 

(1) 

(2) 

2; 

{ х;;;, 1, 
fjWЛ'///////////////////((///////c 1' 

1) а= О: (х- 2)(х- 1) ~О, 
1 ~ х ~ 2. 

_ ·{х;;;, 1, 2) а- 1 . (х-2)2 ~0,х=2. 
3) а < 0: 1 ~ х ~ 2 

(рис. 433). 
4) О<а<1: а+1~х~2 

(рис. 434). 
5)а>1: 2~х~а+1 

(рис. 435). 
Нанесем решения на ось 

(1) параметра а (рис. 

440). 
Аналогично решаем сис­

тему (2): 

{ х < 1, 
х(х-1 +а)~ О. 

;1 х 

1 

j!.'////////!!'ffi'Л////////////ЛЛ-1". .. 
а+1 2 

Рис. 433 

х 

fi?'////4#///////////////(l'//////// 31 

1 х 

а+1 2 х 

Рис. 434 

r.///,((/////////////////{,(///////:1< )1 

1 х 

.. 
2 а+ 1 х 

Рис. 435 

«Граничные>> точки интервалов: х = 1; х =О; 
х= 1-а. 
Сравним (1- а) с числами 1 и О (рис. 436). 
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1- а= 1, а= О; 1- а= О, а= 1. 1) 
3) 4) 2) 5) 

1)а=о·{х< 1 , 
· х(х- 1) '(О, О'( х < 1. 

о 1 

Рнс. 436 

2)а=1:{х< 1 , 
х2 '(О, х =О. 

3) а< 0: О'( х < 1 (рис. 437). 
4) О <а < 1: О < х < 1 - а (рис. 438). 

W//Ш1f.1//&//lft//////////!1J>------;:o.._ /Ш!////'rf"/////(///////ff:{o/!//(0>-------;:o.._ 

;1 х 

1 

j'YffШ!//;/////////////$ft4?(///8 • 

О 1-а х 

Рнс. 437 

5) а> 1: 
1-а < х< О 
(рис. 439). 

1 х 

... 
О 1-а х 

Рнс. 438 

'(///!///////1////f//((/(Ш////I!(J>---~:o ... 

1 х 

... 
1-а О х 

Рнс. 439 

а 

Решения системы (2) нанесем на ось (2) параметра 
а (рис. 440). 
На третьей оси параметра сведем решения систем 

(1) и (2) (рис. 440). 

[1; 2] х=2 

[1; 2] \j [а+1;2] \L [2; а+ 1] 
.. (1) 

о 1 а 

х=О 

[О; 1) i\;J [О; 1- а] \L [1- а; О] 

о 1 
"'а (2) 

[О; 2] 
х=О, 

х=2 

[О; 2] [0;1-a]u[a+1;2] [1 -а; О] u [2; а+ 1] 

о 0,7 1 а 

Рнс. 440 
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А теперь проанализируем результаты решения 

совокупности. 

1. Если а< О, то ХЕ [О; 2]. Легко видеть, что чле­
ны любой бесконечно убывающей геометриче­
ской прогреесии с первым членом Ь1 = 1, 7 и 
q > О принадлежат отрезку [О; 2]. 

2. Если О < а < 1, то х Е [О; 1 - а] u [а + 1; 2]. 
Пусть а + 1 1, 7, т. е. а = О, 7. Тогда имеем 
[О; 0,3] u [1, 7; 2]. Возьмем, например, беско­
нечно убывающую геометрическую прогрес­

сию,укоторойЬ1 1,7;Ь2 =0,1.Тогдаq 1/17. 
Все члены этой прогреесии принадлежат мно­

жеству решений данного неравенства. 

Ответ. (-оо; 0,7]. 
2 способ. · 
Пусть lx 11 t, где t >О. Тогда 
(х 2)х х2 2х = (х- 1)2 1. 
Теперь решаем неравенство t 2 - (а+ 1)t +а< О, 
где t >О. Переходим к системе 

J<t 1)(t а)<О, 
[t;;;;. о. 

«Граничные» точки интервалов: t =О, t = 1, t а. 

Сравниваем а с числами О и 1; а= О, а 1. 
Рассмотрим возможные варианты (рис. 441): 

1) а 

3) 1) 4) 2) 5) 

• • 
о 1 

Рнс. 441 

0 . r t(t- 1) <о, о~ t ~ 1, 
·[ t >О (рис. 442). 

lx 1l<1.-1~x-1~1, 
о~ х ~ 2. 

2) а= 1: (t- 1)2 ~О, 
t;;;;. о, 

t = 1, lx - 11 = 1, 

а 

.. 
10 11 t 

1 1 
fi!~Ш/////4;;(/////////////Ш//4 » 

о t 

Рнс.442 
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rlx = 2, 
LX = 0, 
•х-1=1, 

lx 1=-1. 
3) а< 0: 
О ~ t ~ 1 (рис. 443). 
lx -11 ~ 1, О~ х ~ 2. 

ft ;;<а 
4)0<a<1:lt~ 1 : 

jlx- 11;;;. а, 
t!x- 11 ~ 1, 

r х;;;. а+ 1, 
. х ~ 1- а, 

О~ х~ 2; 
х Е [О; 1 а] u [1 +а; 2] 
(рис. 444). 

5) а> 1: {t;;;. 1• 
t ~а, 

Jlx 
llx 

11;;;. 1, 
11 ~а, 

~~'х-1>1 i х-1 ~ -i, 
~-а~ х 1 ~а, 

rx;;;. 2, 
~х ~О, 
1 а~ х~ 1 +а; 

х Е [1 -а; O]U [2; 1 +а] 
(рис. 445). 

.. 
t 

1 
8?1-'F(I/t&W////////J/C ;ar 

о t 

Рнс. 443 

а f!Y///11//////////////~-. .. 
t 

1 1 
1 1 

Fr////44Ш:W/#4(////Q#/&/-//1f2? .. 

о t 

1 +а 
1 

х 
1 

1 1 
1/.1////:V;j/..W///////#///Л$##/. ;.-

о 2 Х 

Рнс. 444 

.. 
t 1 'а 

1 1 

jYfffidV///#7/-W,>>?y< ... :..JЩffi//ijflM )1:: 

о t 

1 
.;?:'-;'/'l@Ш///#ШШV//ffffff/#///. :. 

1 а 1+аХ 

Рнс. 445 

Нанесем решения на ось (рис. 446). 

[О; 2] 

[О; 2] 

о 1 а 

Рнс. 446 
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Затем так же, как и в способе 1, анализируем ре­
зультаты решения данного неравенства. 

(!! 13. При каких значениях-а множество решений не­
. равенства х(х- 4) >(а+ 2)(1х- 21- 2) содержит все 
члены пекоторой арифметической прогрессии, со­

держащей как отрицательные, так и положитель­

ные члены, а разность прогреесии d равна 0,5? 
(ЕГЭ 2004 г.) 
Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Пусть lx- 21 = t, где t >О. Тогда х(х- 4) = х2 - 4х = 

= (х2 - 4х + 4)- 4 = t 2 - 4. 
Решаем неравенство t 2 - (а+ 2)t + 2а >О, где t >О, 

{
(t- 2)(t- а)> О 

которое равносильно системе t > 0 . ' 

Найдем нуЛи функций f(t) = (t- 2)(t- а) и f 1(t) = t: 
t = 2, t =а, t =О. Приравняв найденные значения 
t попарно, получим а= О, а= 2. 
Рассмотрим пять случаев: 

W//ftЛ'ШЩ/, f(f///////Лr ~ 

10 21 t 

1 1 
fj{(/////////////////И////////Лt • 

о t 

Рис. 447 

~///////// ]1 

а 2 t 
1 

о t 

Рис. 448 

- . {t(t- 2) >о, 1) а- О. t > 0 (рис. 44 7). 

it =о, 
lt > 2, 

llx- 21 =О, 
llx- 21 > 2, 

[
х = 2, [х = 2, 
х- 2 > 2, х > 4, 
х- 2 < -2, х <о. 

2) а= 2:{(t- 2)2 >О, 
t >О, 

t > О, lx- 21 > О, х Е R. 

3) а< 0: t > 2 (рис. 448), 

lx- 21 > 2, lx ~ 4
0

• 
х"" . 
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4) О < а < 2 (рис. 449): 

10 < t < а, [lx - 21 < а, 
lt > 2, lx- 21 > 2, 

[
-а < х - 2 < а, 
х>4, 
х :(о, 

[

2 - а < х < 2 + а, 
х>4, 

х :(о. 

5) а> 2 (рис. 450): 

IO :( t :( 2, 
lt >о, 

[
о< х < 4, 
х > 2 +а, 
х < 2- а. 

[
lx- 21 < 2, 
lx- 21 >а, 

V«W.y/W///(.". '"/://:?Ш ill 

1 1 а 21 t 
1 1 1 
·;·>-:WШ/#Л'ffi'ff/(;/ff//1'/$////#ffi _. 

о t 

Рнс. 449 

а t 
1 

1 1 
~/////////:/:///Щ//4/(/VNЛ"////Ш/1;.,. 

о t 

Рнс. 450 

Нанесем решения на ось ответа (рис. 451). 

х Е (-оо; О] u 
u [4; +оо) 

[
х=2, 
х;;.4, 

х <: О ~х-Е---,-( --oo-;"""'0:-:]:-u--. 

u [2- а; 2 +а] u 
u [4; +оо) 

о 

Рнс. 451 

2 

х Е (-оо; 2- а] u 
u [О; 4] u 

u [а+ 2; +оо) х 

а 

(ось ответа) 

А теперь проанализируем множество решений 

данного неравенства, учитывая условие задания. 

1. Значения а< О нас не устраивают, так как при 
d = 0,5 нельзя подобрать ни одной арифметиче­
ской прогрессии, содержащей как положи­

тельные, так и отрицательные члены, часть из 

которых принадлежит множеству (-=; 0], а 
другая- множеству [ 4; + =) ( 4- О> 0,5). 

2. Пусть О < а < 2. 
При этом х принимает значения из заштрихо­

ванных областей на рисунке 452. Должны вы­
полняться условия 
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r2- а~ 0,5, 
)4- (2 +а)~ 0,5, 
lO<a<2, !

а> 1,5, 
а> 1,5, 
О< а< 2; 

1,5 ~а< 2. 

3. а= 2 подходит. 
4. а> 2 (рис. 453). 

Составляем систему 

а Е (2; 2,5]. 

j

a > 2, 
О- (2 -а)~ 0,5, 
а+ 2-4 ~ 0,5; 

{а> 2, 
а~ 2,5; 

/':Uif///. .(//(//. tf////§ )r ?'ШШ//8 j!ШШ. .",///;/., 

О 2-а 2+а 4 х 2-а о 4 а+2 х 

Рнс. 452 Рнс. 453 

Объединив множества [1,5; 2] и (2; 2,5], получим 
ответ. 

О т в е т. [1,5; 2,5]. 

Упражнения для самостоятельного решения 

1) Решитенеравенство ах2 + lxl + 1 >О. <Е!) 
2) Решите неравенство ах2 + lx- 11 > О. 
3) Решите неравенство 

lx2 - 4х + 31 <а - х2 - бх. 
4) Решите неравенство lx - al < 3х - х2 - 1. 
5) Решитенеравенство х2 + 2lx- al + 2ах- 3 ~ 0.@ 
6) При каких значениях параметра Ь имеет реше­

ния система неравенств 

{ 
х2 - (Ь + 1 )х + Ь < О, @ 
х2 + (Ь + 3)х + 3Ь < О? 

7) При каких значениях параметра с система нера­
венств 

{х
2 + 2х +с~ О 
2 4 6 / о' имеет единственное решение?@ 
х- х- с""" 

8) При каких значениях параметра т всякое реше­
ние неравенства х2 - 3х + 2 < О будет одновре­
менно решением следующего неравенства: 

тх2 -(3т+1)х+3>0?@ 
9) Решите систему неравенств 

{(х- 2Ь)(х- 3Ь) >О, 
l2x- 31 >0. 
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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 

УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 

С ПАРАМЕТРОМ 

11 Единичная (триrонометрическая) 
окружность 

Учитывая, что решение даже простейших триго­

нометрических уравнений и неравенств с парамет­

ром требует хорошего знания тригонометрии, сле­

дующие трн главы мы посвятим раскрытию «белых 
пятен>> школьной тригонометрии. 

Основной моделью, позволяющей наглядно про­

иллюстрировать понятие тригонометрической функ­

ции, является единичная окружность на плоскости с 

фиксированной системой координат, начало кото­

рой совпадает с центром окружности. Такая ок­

ружность представляет собой инструмент для ре­

шения простейших тригонометрических уравне­

ний, неравенств и их систем. С ее помощью можно 

корректно записать ответ, учитывая область опре­

деления уравнения (неравенства), а также исклю­

чив повторяющиеся решения. Так, если в результа­

те решения уравнения мы получим две серии реше­

ний: [ х: (n/4) • k, kE Z, 
l х- nn, n Е Z, 

(Z- множество всех целых чисел), то легко видеть, 

что числах = nn, n Е Z, содержатся среди множества 
чисел х = (n/4) • k, k Е Z. Поэтому ответом будет 
Х = (7t/4) • k, k Е Z. 

Единичная окружность позволяет проанализиро­

вать тригонометрические формулы, сравнив области 

определений функций, стоящих в левой и правой 
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частях каждой из них; и выделить <<опасные форму­
:ЛЫ>>. Назовем формулу <<ОпасноЙ>>, если области оп­

ределения функций, стоящих в левой и правой ее 

частях, не совпадают. Вездумное оперирование та­
кими формулами может привести к потере корней 

(или приобретению посторонних корней) уравнения. 

Рассмотрим, например, известную формулу тан­

генса двойного угла: 

у 

Рис. 454 

у 

Рис. 455 

Рис. 456 

х 

х 

tg 2х = 2tg х/(1 - tg2 х). 

Найдем область определе­

ния функции у= tg 2х (т. е. 
левой части формулы): 

2х * n/2 + nk, k Е Z; 
Х * 1tj 4 + (1t/2) • k, k Е Z. 

Отметим точки, соответст­

вующие недопустимым зна­

чениям х, на единичной ок­

ружности (рис. 454). 
Проделаем то же самое с 

правой частью формулы: 

у= 2tg х/(1 - tg2 х), 

{
1- tg2 х *о, 
х * n/2 + nn, n Е Z, 

{ х * n/4 + (n/2) ·т, т Е Z, 
х * nj2 + nn, n Е Z 

(рис. 455). 
Видим, что в левой и правой 

частях области определения 

функций различаются. 

Теперь решим следую­

щее уравнение: 

х ctg х + tg 2х =О. (1) 

ООУ: { х * nn, n Е Z, 
Х * 1t/4 + (1t/2) • k, k Е Z 

(рис. 456). 
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Переходим к уравнению 

1/tg х + 2tg х/(1 - tg2 х) =О. 

1 - tg 2 x + 2tg2 x 
(1- tg2x). tgx =О; 1 + tg2 х =О. 

(2) 

И делаем неверный вывод, что решений нет. Да, 

действительно, решений нет у уравнения (2), но не у 
первоначального уравнения (1). Легко видеть, что 
числа вида х = n/2 + nk, k Е Z, удовлетворяют урав­
нению (1). Дело в том, что при замене tg 2х выраже- · 
нием 2tgx 1 (1 - tg2x) происходит сужение области 
определения функции у= tg 2х на множество n/2 + 
+ nk, k Е Z. 

О т в е т. n/2 + nk, k Е Z. 

Пользоваться <<опасными формулами•>, конечно, 

можно, но при этом необходимо следить за измене­

нием области определения уравнения (неравенства). 

Используя единичную окружность, легко запи­

сать ответ, причем разными способами. В качестве 

примера рассмотрим различные способы записи чи­
сел, соответствующих точкам А, В, С окружности 

(рис. 457). 
1) х = n/3 + (2n/3) • k, k Е Z. 

2) r Х = 1t + 2nl, l Е Z, 
lx = ±n/3 + 2пт, т Е Z. 

3) х = -n/3 + (2n/3) • t, t Е Z. 
4) х = 1t + (2n/3) • r, r Е Z. 

[
х = n + 2nn, n Е Z, 

5) х = n/3 + 2пт, т Е Z, 
х = -n/3 + 2nr, r Е Z. 

б) [х = -n + 2ns, s Е Z, 
х = ±n/3 + 2nq, q Е Z. 

у 

х 

Рнс. 457 

Можно спорить, какой из перечисленных спосо­

бов лучше, но ясно одно, что во всех правильно ука­

заны числа, соответствующие трем заданным точ­

кам единичной окружности. 
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Наряду с единичной окружностью будет широко 

исnользоваться и координатная nрямая, особенно в 

задачах с nараметрами. 

8 1.1. Пон•тие единичной (триrонометрической) 
окружности 

Рассмотрим окружность единичного радиуса на 

плоскости с фиксированной системой координат, на­

чало которой совпадает с центром окружности. 

Такую окружность будем обозначать буквой S и 
называть единичной (или тригонометрической) ок­

ружностью. 

Согласно оnределению S = {(х; y)lx2 + у2 = 1}. 
Построим отображение Р: множество действи­

тельных числе R отображается на единичную ок­
ружность S (R --- S). 

Каждому действительно-

му числу t nоставим в соот­
ветствие точку Pt, nрина­
длежащую окружности S, 
:которая nолучается поворо­

том точки Р (1; О) на угол t -l 

радиан вокруг точки О (рис. 

458). Наnомним, что один 
радиан - это центральный 

у 

1 

-1 

угол, длина дуги которого Рнс. 458 
равна радиусу: 

1 Рад= 180а /1t ~57 ,29578°. 

х 

Построенное отображение не является взаимно 

однозначным. Каждому действительному числу со­

ответствует единственная точка окружности. Обрат­

ное неверно. Каждая точка окружности изображает 

бесчисленное множество действительных чисел. 

Единичная окружность - это вторая nосле коор­

динатной прямой модель множества действитель-

10-5663 
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ных чисел. Она позволяет изобразить графически ос­

новные понятия тригонометрии; исследовать облас­

ти определения выражений, стоящих в левой и 

правой частях тригонометрических равенств; явля­

ется эффективным инструментом при решении три­

гонометрических уравнений, неравенств и их сис­

тем. Ниже приводится модель единичной окружнос­

ти (рис. 459). 

у 

9зt/2 -llзt/2 

( -4зt/3) 2зt/3 - - - - - - - - - - зt/3 ( -51t/3) 
(-5n/4)3n/4 _ .1..1.?~"- ______ 6_!У_1_ n/4(-7n/4) 

135" 145" 
(-71t/6) 5зt/6 -:- - 1- - - - - - - - - _l_ -:- зt/6 (-llзt/6) 

1150° 1 1 80"1 
1 

I1 1 

о -21t;-41t х 

III IV J 

Рис. 459 

Точки А, В, С, D назовем узловыми. Около каж­
дой из отмеченных точек окружности записываем 

несколько чисел (неотрицательных и отрицатель­

ных), им соответствующих. Около узловых точек 

выписываем больше чисел, так как они понадобятся 

при изучении формул приведения. 
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Вопросы и задания по рисунку 459 
1) Назовите по одному положительному и отрицательному 

числу, которые не записаны на модели единичной ок­

ружности, но соответствуют каждой из узловых точек. 

2) Покажите точки на единичной окружности, соответст­
вующие числам: 

1t/6 + 21t; 1t/6 - 21t; 1t/3 + 41t; 1t/3 - 21t; 21t/3 + 21t; 21t/3 + 
+ 61t; 51t/4 + 21t; 51t/3- 61t; -1t/2 + 41t; 31t/2 + 61t; 1t/2- 21t; 
31t/2 + 41t; 21t- 1t/6; 41t- 21t/3; 21t- 31t/2. 

3) Найдите точки на единичной окружности, соответст­
вующие числам: 

71t/3; 9n/4; lln/3; 231tj6;-8nj3; -13n/4;-25nj4; 51t/2; 
241t; -261t. 

4) Изобразите на единичной окружности точки, соответ­
ствующие числам: 

-2; 2; 3; 6; .1t/12; 1t/10; -1t/10; -1t/5; 71t/9; -91t/10; 
lln/10; 61t/5. 

8 1.2. Запись чисеп, соответствующих точкам 
единичной окружности 

..... Запись чисел, соответствующих одной точке еди­
ничной окружности 

у 

х 

Рис. 460 

Пусть на окружности дана 

произвольпая точка Pt (рис. 
460). При обходе окружности 
на целое число оборотов мы 

попадаем на исходную точку, 

а значит, точке Pt окружнос­
ти наравне с некоторым чис­

лом t соответствует и любое 
ЧИСЛО вида t + 21tn, n Е Z. 
В данном случае (см. рис. 

460) точке Pt соответствуют 
числа t = а+ 2nn, где n Е Z. 

Вопросы и задания 

1) Запишите все числа, соответствующие выделен­
ным точкам единичной окружности на рисунке 

461 (а-и). 

10. 
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у у у 

х х 

а) в) 

1t/6 

х х 

г) 

у у 

х 

ж) 

Рис. 46 J 

2) Изобразите на единичной окружности точки, со­
ответствующие числам: 

а) n/3 + 2nn, n Е Z; б) 2n/3 + 2nk, k Е Z; в) 2nm, 
т Е Z; г) n/2 + 2nm, т Е Z; д) -7t + 2nk, k Е Z; 
е) -3n/2 + 2nl, l Е Z; ж) 5n/2 + 2nl, l Е Z; 
з) n(l/4 +2m), т Е Z; и) n(-1/3 + 2n), n Е Z. 

Замечание 
Упражнений на закрепление остальных способов запи­

си чисел в дальнейшем приводить не будем, так как из 

вышеприведенного ясны принципы их составления: от 

изображения точки на единичной окружности - к 
числу и, наоборот, от числа- к точке на единичной ок­
ружности. 
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.. Запись чисел, соответствующих двум диа:метраль· 
но противоположным точкам единичной окружности 

Пусть на окружности даны У 

две диаметрально противо­

положные точки Pt, и Pt + 1t 

(рис. 462). Этим точкам 

соответствуют числа вида 

t = а.+ nn, n Е Z. 

Рис. 462 

.. Запись чисел, соответствующих двум точкам на 
единичной окружиости с одинаковыми абсциссами 

Пусть на окружности даны 

точки Pt и Р -t (рис. 463). 
Точ:ке Pt соответствуют чис­
ла t <i + 2nn, а точке Р -t -
числа t = -а+ 21tn, где n Е Z. 
Значит, двум данным точ­

кам соответствуют числа ви­

да t = ±а + 2nn, n Е Z. То 
есть получили более ком­

пактную форму записи 

двух точек на окружности с 

одинаковыми абсциссами . 

у 

х 

Рис. 463 

.. Запись чисел, соответствующих точкам на еди­
ничной окружности с одинаковыми ординатами 

На окружности даны точ- У 
ки Pt и P1t_ t (рис. 464). Точке -.--...... 
Р t соответствуют числа t =а + 
+ 21tn (1), а точке Р 1t- t чис­

лаt 1t а+ 21tn(2), гдеnЕZ. 
Нетрудно заметить, что 

формулы (1) и (2) можно за­
писать в следующем виде: Рис. 464 

х 
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t = (-l)k а+ 1tk, k Е Z. 

При четном k и k О получаем формулу (1), при 
нечетном -формулу (2) . 

..... Запись чисел, соответствуюiЦИх точкам, деля­
щим единичную окружность на n равных частей 

а 

х 

Рнс. 465 

Точки, делящие окружность 

на n равных дуг, являются 
вершинами правильного впи­

санного п-угольника (рис. 

465). Пусть точке Р1 соответ-
ствуют числа а+ 2nk, k Е Z. 
Точке Р 2 соответствуют числа 

а + 2njn + 2nk, k Е Z. Точ­
ке Р 3 соответствуют числа 

а+ 2njn + 2njn + 2nk, k Е Z ... 
Тогда множество всех чисел, соответствующих 

вершинам п-угольника, запишется так: 

t =а+ 21tkjn, где n число точек, k Е Z. 
Если а= О, то t = 2nkjn, k Е Z. 

Вопросы и задания 

1) Укажите все числа, соответствующие точкам ок­
ружности, изображенным на рисунке 466, а-ш. 

у у 

х х 

а) в) 

х х 

г) д) е) 

Рнс. 466 



ж) 

~>) 

n) 

р) 

у) 

ц) 

1.2. Запись чисел, соответсrвующих точк~ окружносrи 1295 

у 1t/6 у 

ч) 

Рис. 466 

х 

х 

х 

х 

-1t/4 

х 

х 
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2) Изобразите на единичной окружности точки, со­

ответствующие числам: 1; 4; -2; -1; 3,14; 1t; 1t/2; 
1t/4; ±51t/6; ±1t/2; 1t/10 + 21tn, n е Z; (-l)k1t/4 + 1tk, 
k е Z; ±1t/3 + 21tk, k е Z; 1tnj4, n е Z; 1tj6 + 1tтj3, 
те Z. 

8 1.3. Заnись множества корней 
наиболее рациональным образом 

Решение многих тригонометрических уравнений 

и их систем приводит к совокупности или системе их 

корней. Для грамотной записи ответа (исключения 

повторяющихся решений и др.) мы используем еди­

ничную окружность. 

Рассмотрим пример: У 

r Х = 1tт /4, т Е Z, • 

l
i Х 1tj4 + 1tkj2, k Е Z, 
х ±31t/4 + 21tn, n е Z. 
Обратим внимание на ри-

сунок 467. Мы видим, что 
он получается громоздким. 

Предлагаются на ваше рас­

смотрение следующие обоз­

начения - «Лепестки». 

В совокуnности около каждой 

соответствующий лепесток. 

l
x = 1tтj4, т е Z, (::, 
x=1t/4+1tk/2,ke Z, ' 

Lx ±31t/4 + 21tn, n е Z., 
Теперь перенесем лепест-

ки в нужные места тригоно­

метрической окружности. 

Остается только записать 
числа, соответствующие точ­

кам, около каждой из кото­

рых расположен хотъ одип 

лепесток (рис. 468). Это чис­
ла вида 1tт/4, т е Z. 

х 

Рис. 467 

строки нарисуем 

у 

х 

Рис. 468 
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А если бы мы решали систему тех же уравнений, 

гто нам надо было бы записать числа, соответствую­

щие точкам, около каждой из которых расположены 

.все лепестки. Это числа ±31t/4 + 21tn, n Е Z. 

·О Примеры. 

·'·1(2 1. Решите данные совокупность и системы урав­
нений: 

r: 
r 

а) [х = 1t/3 + 21tl/3, l Е Z, 
х=1tт, т Е Z; 

!
х = ±1t/3 + 21tn, n Е Z, 
х = 1tт/3, т Е Z, 

б) Х = 1t/3 + 21tk, k Е Z, 
х = 41t/3 + 1tt, t Е Z; 

j

x = -1t/2 +1tl/4, l Е Z, 
в) х = 1tт, т Е Z, 

Х = 71t/2 + 21tp, рЕ Z. 

Решение. 

а) Нарисуем против верхней строки совокупности 

белый лепесток, а у второй строки - черный: 

[Х: 1t/3 + 21tlj3, l Е Z,~ 
х-1tт, тЕ Z. ' 

у 

Рнс. 469 

х 

Украсим такими же лепест­

ками соответствующие точ­

ки тригонометрической ок­

ружности (рис. 469). В ответе 
надо записать четыре множе'" 

ства чисел. Но одна формула 

не может охватить все эти 

числа. Обсудив возможные 

формы записи ответа, уча­

щиеся обычно останавлива­

ются на одном из двух: 

1 х = 1t/3 + 21tn/3, n Е Z, 
l Х = 21tk, k Е Z 



2981 Раздел 111. 1. Еднннчная {трнгонометрнческая) окружность 
или 

[х: ±n/3 + 2пт, т Е Z, 
X-1tt, tE Z. 

б) Для данной системы придется изобразить ле­

пестки четырех цветов (рис. 4 70): 

!
Х: ±n/3 + 21tn, n Е Z,~ 
х -птj3,,т Е Z, ~ 

х = n/3 + 2nk, k Е Z, ' 
х = 4nj3 + nt, t Е Z. ' 

В качестве ответа запи-

шем все числа, которые со­

ответствуют точке, собрав­

шей около себя все четыре 

разных лепестка: n/3 + 2nt, 
tE Z. 

у 

х 

Рнс. 470 
в) Перепишем задание, снабдив каждую строчку 

своим лепестком: 

j
x: -n/2 + nl/4, l Е Z, ~ 
х- пт, т Е Z, ' 
х = 7n/2 + 2np,p Е Z.' 

На рисунке 4 71 мы ви­
дим, что ни у одной точки 

не собрались все три лепест­

ка. Значит, данная система 

не имеет решений. 

При решении следую­

щих примеров надо учесть 

область определения урав-

пения. 

Рнс. 471 

М 2. Решите системы уравнений и неравенств: 

а) {х :;t -n/2 + nk, k Е Z, 
х = nt/2, t Е Z; 

1
х :;t nk/2, k Е Z, 

б) 1 х = n/3 + 2nтj3, т Е Z, 
l х = 2nnj3, n Е Z. 

х 



х 

Рнс. 472 

х 

Рнс. 473 

1.3. Запись множесrв~ корней 1299 

а) Недопустимые точки на еди­

НИЧIЮЙ окружности будем 

отмечать крестиками, а 

точки, заданные уравнени­

ем х ntj2 (t Е Z), выделим 
светлыми лепестками (рис. 

472). Уравнение х = nt/2, 
t Е Z, задает четыре точки 
на единичной окружности, 

из которых допустимы 

только две. Таким образом, 

требуемые значениях мож­

но записать формулой х = 
пт, т Е Z. 

б) На рисунке 4 73 точки, соот­
ветствующие первому ра­

венству, отметим белыми 

лепестками, а второму ра­

венству черными лепест­

ками. Для удобства нарису­

ем эти лепестки против со­

ответствующих строк в 

системе: 

Х "#1tkj2, k Е Z, 
! Х тt/3 + 2тtтj3, т Е Z,~ 
l х = 2nnj3, n Е Z. ' 

Речь идет о тех точках, у которых стоит хотя бы 

один лепесток, но нет запрещающего знака. Этим 

точкам соответствуют числа ±тt/3 + nk, k Е Z. 

Упражнения для самостоятельного решения 

1) Исключите повторяющиеся решения: 
а) 1 х = тt/3 + 2nlj3, l Е Z, 

lx пт,тЕZ. 

б) [х (-l)k·nj4+nk,kE Z, 
х тt/4 + nnj2, n Е Z. 
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l
x = ±1С/6 + 1Ck/2, k Е Z, 

в) х: 1t/3 + 1Cnj2, n Е Z, 
х- 1tт, т Е Z, 
x=1Ct/4,tEZ. 
r х = ±1Cf 4 + 21Ck, k Е z, 
'х = ±31С/4 + 21tn, n Е Z, 

г) х = 1t/2 + 1tт, т Е Z, 
Х = 1С8, S Е Z, 
Х 1Ctj2, t Е Z, 
Х 1Cj4 + 1CQ/2, q Е Z. 
х (-l)k•1C(4+1Ck,kE Z, 

д) i х = ±1С/4 + 1tт, т Е Z, 
lx = 1t/3 + 1Cn, n Е Z. 
х тt/4+1Ck,kE Z, 

е) х = тсп/4, n Е Z, 
х = 1t/3 + тст/6, т Е Z. 

r Х = ±тt/4 + тtт, т Е Z, 
ж)/ х = 1Ckj2, k Е Z, 

Lx = 1t/2 + 1tn, n Е z. 

[
х = 1tт, т Е Z, 

з) х = 1Ck/2, k Е Z, 
х 1Cn/3, n Е Z. 

и)rхх (-l)k·1Cj3+1Ck,kE Z, 
±51С/3 + 21Ст, т Е Z, 

Lx 1t/3 + тсп, n Е z. 
х 1tn/2, n Е Z, 
Х 1tk, k Е Z, 

R) Х = ±1С/4 + 21Ст, т Е Z, 
х (-l)t•1C/4+1Ct,tEZ, 
Х = тt/4 + тtlj2, l Е Z. 

[ х = тtk/4, k Е Z, 
л) х = 31С/2 + 1Cl/2, l Е Z. 

м) [х = -1С/2 + тtn/2, n Е Z, 
Х = 31С/2 + тtk/2, k Е Z. 

Ответы. 

а) [х: ±тt/3 + 21Cl, l Е Z, 
х - 1tт, т Е Z. 



"/', 

1.3. Заnисьмножества корнем lзо1 
n/4 + nnj2, n Е Z. 
nk/6, k Е Z, 
n/4 + nnj2,-п Е Z. 

г) х nt/4, t Е Z. 

[ х n/3 + nn, n Е Z, 
ц) х = n/4 + nk/2, k Е Z. 

r
x = nnjб, n Е Z, 

е) ~x=nj4+nтj2,тEZ. 
ж) x=nk/4, kE z. 

) 

r. х = n/2 + nk, k Е Z, 
3 ' 

L х = nnj3, n Е Z. 
и) [х = n/3 + nn, n Е Z, 

х -n/3 + nk, k Е Z. 
к) х nn/4, n Е z. 
л) х nt/4, t Е Z. 
м) х nт/2, т Е Z. 

2) Запишите решения совокупностей (систем): 
а) r Х -n/4 + nqj4, q Е Z, 

l х 3nj2 + npj2, рЕ Z; 

{ х -nj4+nqj4,qEZ, 
х = 3nj2 + npj2, рЕ Z. 

Г х = -n/2 + nl/4, l Е Z, 
б) ~1~ х = пт, т Е Z, 

х = 7nj2 + 2nv, v Е Z; 

r Х: -n/2 + 1tlj4, l Е Z, 
1 х - пт, т Е Z, 
!, х = 7nj2 + 2nv, v Е Z. 

[
х = nтj4, т Е Z, 

в) х nj4+nkj2,kE Z, 
х ±Зп/4 + 2пп, n Е Z; 
х nт/4, т Е Z, 
х n/4 + nk/2, k Е Z, 
х ±Зn/4 + 2nn, n Е Z. 
х = n/4 + nn/2, n Е Z, 

г) х = n/4 + nk, k Е Z, 
х = ±n/4 + 2nl, l Е Z; 
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j
x = 1t/4 + 1tnj2, n Е Z, 
Х = 1tj 4 + 1tk, k Е Z, 
Х = ±1tj4 + 21tl, l Е Z. 

Ответы. 
Решения совокупностей Решения систем 
а) Х = 1ttj4, t Е Z. Х = 1tkj2, k Е Z. 
б) х = 1trj4, r Е Z. Решений нет. 
в) х = 1tVj4, v Е Z. х = ±31t/4 + 21tn, n Е Z. 
г) х = 1t/4 + 1ttj2, t Е Z. х = 1t/4 + 21tт, т Е Z. 

3) Запишите решения систем. 
а) { х "#1tkj2, k Е Z, 

х = 1tnj4, n Е Z. 

j
X"#1t/4+1tlj2,lE Z, 

б) 1 х = 1ttj2, t Е Z, 
lx=-1t-21tт, тЕ Z. 
х "# 1tn, n Е Z, 
Х "# 1t/2 + 1tk, k Е Z, 

в) 1 х = 1t/3 + 21tlj3, l Е Z, 
lx = 1tqj2, q Е Z. 

г) { х "# (-l)k • (-1t/4) + 1tk, k Е Z, 
Х = 1t/4 + 1ttj2, t Е Z. 

Ответы. 

а) х = 1t/4 + 1tтj2, т Е Z. 
б) x=1tqj2,qEZ. 
в) х = ±1t/3 + 21tl, l Е Z. 
г) x=(-l)n•1t/4+1tn,nE Z. 

EJI Некоторые сведения из триrонометрии 
8 2. 1. Синус, косинус, танrенс и котанrенс 

действитеnьноrо числа 

... Определение синуса 
Синусом действительного числа t называется ор­

дината точки Pt' соответствующей действительному 
числу t на единичной окружности (рис. 4 7 4, а). 

Обозначение: sin t. 



1 
________ __:2::.:·.::.1·::.С::::и.::.н:Lу-"'с''-'к=о-=си:..::н:.:~.у~с!...., т=а:.:.:нс...:rе::.н:..:с.::.ис...:.к=от.::.а::.:н.;;..rе:::..:.нс:..:с:..::l:.с:з::..:О::..:З=-

: .... Определение косинуса 
r 
~. Косинусом действительного числа t называется 
~: абсцисса точки Р t> соответствующей действительно­
r му числу t на единичной окружности (рис. 4 7 4, б). 

Обозначение: cos t. 
у у 

х 

а) б) 

Рис. 474 

,, .... Определение тангенса 

у 

Рис. 475 

Тангенсом действительного 

числа t называется отноше­
ние sin t 1 cos t. Тангенс дейст-

tgt вителького числа определен 

при условии, что cos t :;:. О, 

т. е. t :;:. n/2 + пп, где n Е Z 
(рис. 475). 
Обозначение: tg t. 
Линия тангенсов - пря­

мая, заданная уравнением 

х 1. 
Тангенс действительного числа t численно равен 

i 
~~.ординате точки Tt' соответствующей этому числу, на 
' J; линии тангенсов. Это следует из подобия треуголь-
~;н:иков OPtM и ОТ1Р0 и определения функции tg t: 
t t PtAf TtPo 
( Ь.ОРtМ -!:с.ОТ ~0, тогда ОМ = ОРо, (1) 
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sint 
Из (1) и (2) следует, что --t cos 

Tt Р 0 , что и требовалось доказать . 

.. Определение котавrевса 
Котангенсом действитель­

ного числа t называется 

отношение cos tjsin t. Котан­
генс действительного числа 

определен при условии, что 

sin t :1:- О, т. е. t :1:-nk, где k е Z 
(рис. 476). 

Обозначение: ctg t. 

(2) 

TtPo 
ОРо , т. е. tg t = 

у 

х 

Рнс.476 

Линия ~отапеепсов- это прямая с уравнением 

у = 1. Котангенс действительного числа t численно ра­
вен абсциссе точки Ct, соответствующей этому числу, 
на линии котангенсов. Это следует из подобия тре­

угольников OPt М и OCt Р и определения функции 
ctg t. Чтобы найти точку Tt(Ct), соответствующую 
числу t на линии тангенсов (котангенсов), достаточно 
найти точку пересечения луча OPt с линией тангенсов 
(котангенсов) (рис .. 475, 476). С помощью единичной 
окружности легко установить зависимость между 

значениями синуса, косинуса, 

тангенса и котангенса одного и 

того же числа. Например, точ­

ки Р t и Р -t симметричны отно­

сительно оси абсцисс, поэтому 

Pt(cos t, sin t) и P_t(cos (-t), 

sin (-t)) имеют одинаковые абс­
циссы, но противоположные 

ординаты, т. е. cos (-t) cos t; 
sin (-t) = -sin t (рис. 477). 

у 

Рнс.477 

х 



2.2. Обратные тригонометрические функции lзos 
По определению тангенса мы имеем: 

tg (-t) = sin (-t)jcos (-t) = -sin tjcos t = -tg t. 
Аналогично будем иметь 

ctg (-t) = cos (-t)/sin (-t) = cos t/(-sin t) = -ctg t. 
Очень часто абитуриентов пугают такие выраже­

ния, как sin 1, cos 15 (а не sin 1 о, cos 15°) и т. п. 
Вызывают затруднения по существу несложные 

вопросы, для ответа на которые достаточно пони­

мать тол:qко смысл этих выражений, т. е. необходи­

мо глубокое понимание определения синуса и ко­

синуса. 

• 2.2. Обратные триrонометрические 
функции 

Вспомним некоторые сведения о взаимно обрат­

ных функциях. 

Если прямая функция монотонна на всей области 

определения, то для нее существует обратная. Для 

функции у = х2 , например, на всей области определе­

ния обратной не существует . 

.... Связь свойств прямой и обратной функций 

- Область определения прямой функции явля­

ется областью значений обратной, а область значе­

ний прямой является областью определения обрат­

ной. 

-Если прямая функция возрастает (убывает), то 

и обратная функция возрастает (убывает). 

- Графики прямой и обратной функций симмет­

ричны относительно биссектрисы 1 и 3 координат­
ных углов. 

Ни одна из функций у= sin х, у= cos х, у= tg х, 
у = ctg х не является монотонной на всей области оп­
ределения. Поэтому можно говорить об обратных 

для этих функций на части области определения, где 

прямая функция возрастает или убывает. 
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2.2. 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, СВОЙСТВА И rРАФИКИ 
О&РАТНЫХ ТРИrОНОМЕТРи-IЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Функция у = arcsin х 

~ Определепие. 

у = arcsin х - функция, об­

ратная функции у = sin х на 
отрезке [-n/2; n/2]. 

Иначе: у = arcsin х - число 

из отрезка [ -n/2; n/2], синус 
· которого равен х (рис. 4 78). 

у 

О Примеры. Рнс.478 

arcsin (1/2) = n/6, arcsin (-1/2) = -n/6, 
arcsin О= О. 

График и свойства 

1) Область определения функции (D(y)): [-1; 1]. 
2) Множество значений функции (Е(у)): 

[ -n/2; n/2]. 
3) Наибольшее значение: у= n/2 (при х = 1). 

Наименьшее значение: у= -n/2 (при х = -1). 
4) Возрастает (рис. 4 79). 

у n:/2 

х 

-1t/2 

Рис. 479 

5) Нечетная: arcsin (-х) = -arcsin х. 

х 

6) Не является периодической (в силу монотон­
ности). 

7) Если х Е [О; 1], то у Е [О; n/2] (четверть I на рис. 
478). 
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Если х Е [-1; 0], то у Е [-n/2; О] (четверть IV на 
рис. 478). 

О Пример. 

Найдите область определения функции 

2х- 1 
y=arcsin - 2 х-

Решение. 

Воспользуемся тем, что областью определения 

функции у = arcsin t является отрезок [ -1; 1 ]: 

_ 1 ,;;;; 2х- 1 ,;;;; 1, 
х-2 

2х -1 
>-1, 

х-2 

2х -1 
х- 2 ,;;;; 1 ; 

2х -1 + х- 2 ;;;. о, 
х-2 

2х- 1- х + 2 
-------------<О; 

х-2 

х -1 do 
х- 2 9' ' 

х+1 
--

2 
< О (рис. 480). 

х-

Ответ. [-1; 1]. 

Функция у = arccos х 

~ Определение. 

11////////////#/////Л. (JZ//////////4 _. 

; 11 2 х 

1 : 

,//////////(//////////{) .. 
-1 2 х 

Рис. 480 

у = arccos х -- функция, обратная функции 

у= cos хна отрезке [О; 1t]. 
Иначе: у= arccos х- число из отрезка [О; 7t], ко­

синус которого равен х. 

График и свойства 

1) D(y): [-1; 1]. 
2) Е(у): [О; п]. 
3) Наибольшее значение: у = n (при х = -1 ). 
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Наименьшее значение: у= О (при х = 1). 

4) Убывает, так как убывает прямая функция 
(рис. 481). 

у 

1t 

Рнс. 481 

5) Не обладает свойствами 
четности и нечетности. 

Имеет место равенство 

arccos (-х) = 1t- arccos х, 
где х Е [-1; 1]. 

6) Не является периодиче­
ской (в силу монотоннос­

ти). 

7) Если х Е [О; 1], то 

у Е [О; n/2] (четверть 1 
на рис. 482). 

1t 

у 

1t/2 

Рнс. 482 

х 

Если х Е [-1; 0], то у Е [n/2; 1t] (четверть 11 на 
рис. 482). 

Функция у = arctg х 

.... Определение. 
у = arctg х - функция, обратная функции у tg х 

на интервале ( -1t/2; 1t/2). 

Иначе: у = arctg х - число из интервала (-~ ; ~ ) , 

тангенс которого равен х. 
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График и свойства 

1) D(y): R. 
2) Е(у): (-n/2; n/2). 
3) Наибольшего и наименьшего значений не 

имеет. 

4) Функция нечетная: arctg (-х) = -arctg х. 
5) Возрастает на всей области определения (рис. 

483). 

у 

1t/2 

~-------

-n/2 

Рнс. 483 

6) Не является периодиче­
ской. 

7) lim arctg х = nj2; 
х-+= 

lim arctg х = -n/2. 
х--оо 

8) Если х ;;;>: О, то 

у Е [О; 1t/2) (область I на 
рис. 484). 
Еслих <0, то 
у Е (-n/2; О) (область IV 
на рис. 484). 

Функция у = arcctg х 

.. Определепие. 

х 

о 

х 

-1t/2 

Рис. 484 

у arcctg х - функция, обратная функции 

у ctg хна интервале (О; 1t). 
Иначе: у = arcctg х число из интервала (О; 1t), 

котангенс которого равен х. 
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График и свойства 

1) D(y): R. 
2) Е(у): (О; n). 
3) Наибольшего и наименьшего значений не 

имеет. 

4) Не обладает свойствами четности и нечетности. 
Имеет место следующее равенство: 

arcctg (-х) 1t - arcctg х. 
5) Убывает на всей области определения (рис. 

485). 

у 

1t 

Рис. 485 

6) Не является периодиче­
ской. 

7) lim arcctg х =О; 
х-+оо 

lim arcctg х = n. 
х--сх::; 

8) Если х > О, то 
у Е (О; 1t/2] 
(четверть I на рис. 486). 
Если х <О, то 
у Е (1t/2; 1t) 
(четверть П на рис. 486). 

1t 

у 

1t/2 

Рис. 486 

о 

2.2.2. НАХОЖДЕНИЕ 3НАЧЕНИR ПРЯМОЙ ТРИrОНОМЕТРЖЕСКОЙ 
ФУНКЦИИ ОТ ЗНАЧЕНИЯ О&РАТНОЙ, И НАО&ОРОТ 

х 

Исходя из определений обратных тригонометри­

ческих функций, можно записать следующие тожде­

ства: 

sin (arcsinx) = х, х Е [-1; 1], 
cos (arccos х) х, х Е [ -1; 1], 



2.2. Обратные триrономет;ические функции lз11 
tg (arctg х) = х, х Е R, 
ctg (arcctg х) = х, х Е R. 
А если нужно найти, например, sin (arctg (1/3)), 

cos (arcctg (1/2)), sin (arccos (-3/5))? 
Для нахождения значения прямой функции от 

значения обратной воспользуемся правилом «прямо­

угольного треугольника>>: если аргумент аркфункции 

удовлетворяет следующему условию: О < х < 1 (для 
arcsin х и arccos х) или х >О (для arctg х и arcctg х), 
то значением данной аркфункции является величина 

острого угла. Используя прямоугольный треуголь­

ник с таким острым углом, находим два катета либо 

катет и гипотенузу (с точностью до коэффициента 

пропорциональности). Находим по теореме Пифа­

гора третий линейный элемент, а затем- искомое 

значение прямой тригонометрической функции это­

го угла. 

О Примеры . 

.М 1. Найдите sin (arctg (4/3)). 

Решение. 

arctg ( 4/3) - острый угол некоторого прямо­

угольного треугольника, катеты которого 3 и 4, ги­
потенуза его равна 5 (рис. 487). Тогда 

sin (arctg (4/3)) = 4/5 . 

.М 2. Найдите cos (arctg 2). 

Решение. 

cos (arctg 2) = 1/ J5 (рис. 488). 

5 4 l1 
3 

1 

Рис. 487 Рис. 488 
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.М 3. Найдите sin (2arcsin (1/3)). 

Решени е. 

Воспользуемся формулой sin 2а = 2sin а cos а. 
sin(2arcsin(1/3)) 2sin(arcsin(1/3))cos(arcsin(1/3) = 

2 • (1/3) • cos (arcsin (1/3)) = 2 • (1/3) • 2 ,j2 /3 

4 J2 /9 (рис. 489) . 

.М 4. Найдите sin (arcsin (3/5) arccos (3/5)). 

;::;.__:::-==-=-==-=- (рис. 490). 

Рис. 489 Рис. 490 

sin (arcsin (3/5)- arccos (3/5)) 
sin (arcsin (3/5)) • cos (arccos (3/5))­

- cos (arcsin (3/5)) • sin (arccos (3/5)) = 
(3/5) • (3/5)..,... cos (arcsin (3/5)) • sin (arccos (3/5)) 

=9/25 (4/5)·(4/5)=-7/25 . 

.М 5. Найдите tg (arccos (-2/3)). 

Решение. 

tg (arccos (-2/3)) tg (1t- arccos (2/3)) 

= -tg (arccos (2/3)) -J5 /2 (рис. 491). 

L} 
2 

Рнс. 491 
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М 6. Вычислите без таблиц arctg (1/2) + arctg (1/3). 

Решение. 

Заметим, что О< arctg (1/2) < nj4, 
О< arctg (1/3) < nj4. 
Поэтому О< arctg (1/2) + arctg (1/3) < nj2. 
Найдем тангенс суммы arctg (1/2) + arctg (1/3): 

1/2 + 1/3 
tg (arctg (1/2) + arctg (1/3)) = 1 _ (1 / 2)( 1 / 3 ) = 1. 

Следовательно, (arctg (1/2) + arctg (1/3))- угол 

первой четверти, тангенс которого равен единице. 

Поэтому arctg (1/2) + arctg (1/3) = n/4. 

Справедливы следующие тождества: 

arcsin (sin х) = х, х Е [ -n/2, n/2], arccos (cos х) = х, 

х Е [О; n], arctg (tg х) = х, х Е (-n/2; n/2), 
arcctg (ctg х) = х, х Е (О; n). 

М 7. Найдите arccos (cos 1/5)). 

Решение. 

Учитывая, что 1/5 Е [0, n], делаем вывод, что 
arccos (cos (1/5)) = 1/5. 

М 8. Вычислите arcsin (sin 6). 

Решение. 

Пусть arcsin (sin 6) = х, где х Е [ -n/2; n/2]. 
Находим синус от обеих частей равенства: 

sin 6 = sin х, 

1 х = 6 + 2nn, n Е Z, 
lx = 1t- 6 + 2nk, k Е Z. 

Придавая n и k значения из множества Z, найдем 
х Е [ -n/2; n/2]: 
х = 6- 2n. 

О т в е т. arcsin (sin 6) = 6- 2n. 

М 9. Вычислите arccos (sin 10). 

Решение. 

Пусть arccos (sin 10) = х, где х Е [О; п]. 
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Тогда sin 10 = cos х. 
cos х- sin 10 =О; cos х- cos (1t/2 10) =О, 
-2 sin (х/2 + 1t/4 5)sin (х/2 -1t/4 + 5) =О. 

lx/2 + 1t/4- 5 1tk, k Е Z, 
х/2 1t/4 + 5 1tn, n Е Z, 

-1t/2 + 10 + 21tk, k Е Z, 
1t/2 - 10 + 21tn, n Е Z. 

Выбираем значение х Е [О; 1t]. 

О т в е т. arccos (sin 10) = 10 51t/2. 

MlO. Постройте график функции у= arcsin (sin х). 

Решение (рис. 492). 
Отметим некоторые свойства рассматриваемой 

функции. 

1) D(y): R. 
2) Е(у): [ -1t/2; 1t/2]. 
3) Периодическая. Наименьший положительный 

период равен 21t. 
4) Нечетная. 
5) sin у = sin х. 
6) Если х Е [-1t/2; 1t/2], то у= х. 

Если Х Е [1t/2; 31t/2], ТО у = 1t Х• 

у 

Рис. 492 



2.2. Обратные тригонометрич:ские функции lз15 

М 11. Постройте график функции у= arcsin (cos х). 

Решение (рис. 493). 
Воспользуемся тем, что arcsin (cos х) = 

= -arcsin (sin (х - n/2)). 
у 

-1t/2 

Рис. 493 

М 12. Найдите область определения функции 

f(x) = Jarcsin2x- 1. 

Решение. 

Область определения дан­

ной функции совпадает с 

множеством решений сис­

темы неравенств 

{
jarcsin xj > 1, 
lxl < 1; 

!1 arcsin х > 1, 
l arcsin х < -1, 
xl < 1. 

Воспользуемся графиком 

функции у= arcsin х (рис. 
494). 

О т в е т. [ -1; - sin 1] u [ sin 1; 1]. 

у 1t/2 

-1t/2 

Рис. 494 

М 13. Найдите область определения функции 

f(x) = J1 - arccos 2 х. 
Решение (рис. 495). 
Решаем систему неравенств 

х 

х 
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[jarccos xl < 1, 
' llxl < 1: 
J О < arccos х < 1 , 
1 lxl < 1, 
rcos1 < х< 1, 
lixl < 1. 
Ответ. [cos 1; 1]. 

у 

Рис. 495 

М 14. Найдите область значений функции 

1 2J4- х2 
f(x) = arccos 2 . (ЕГЭ 2002 г.) 

Решение. 

Пусть t (1 - 2J4- х2 )/2. 
Найдем область значений 

функции t(x) с областью опре­
деления [ -2; 2]: 

О< J4- х2 < 2; 

-4 < -2J4- х2 <О; 

-3< 1-2J4- х2 < 1; 

-3/2 < (1 2J4- х2 )/2 < 1/2; 

g 
1t 

Рис. 496 

-3/2 < t < 1/2. 

х 

t 

Учтем, что t Е [-1; 1]. Получим, что t Е [-1; 1/2]. 
Рассмотрим функцию g(t) = arccos t, где -1 < t < 1/2. 

Функция g(t) убывает в области определения. Поэто­
му g(t) Е [arccos (1/2); arccos (-1)], т. е. g(t) Е [1t/3, 1t]. 
Проиллюстрируем результат графически (рис. 496). 

О т в е т. [1t/3; 1t]. 
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Решение. 

Пусть t = (2 - х2) 1 (1 + х2). Будем смотреть на по­
лученное равенство как на уравнение относитель­

но х, где t- параметр. 

Справедливо следующее Утверждение: 

область значений функции у f(x) совпадает с 
множеством значений у, как параметра, для каж­

дого из которых уравнение у f(x) имеет хоть 
один корень. 

Рассматриваем уравнение t = (2- x2)j(1 + х2): 

t + tx2 = 2- х2 , x 2(t + 1) = 2- t. 

Пусть t = -1: О • х2 = 3. Решений нет . 
. t:;t:-1: х2=(2 t)j(t+ 1). Последнееуравне· 
ние имеет корни, если (2- t)j(t + 1) >О, т. е. 
t Е (-1; 2]. 

Обозначим Ji через S; S Ji, где t Е [О; 2]. Тогда 

S Е [О; J2 ]. Учтем область определения функции 

g(s) . s r о < s < л . arcs1n : , 
l-1<S<1,0<S<1. 

А теперь найдем область значений возрастающей 

функции g(S) arcsin S, где S Е [О; 1]: 
g(S) Е [О; rt/2]. 

О т в е т. [О; rt/2] . 

."М 16. Найдите множество значений функции 

у sin 2х, если х Е [ arccos 1
5
3 ; ~~ J. (ЕГЭ 2002 г.) 

Построим сначала график функции у= sin 2х, ес­
ли х Е (О; rt/2] (рис. 497). 



3181 Раздел 111.2. Некоторые сведения из триrонометрии 
Пусть arccos (5/13) = т, 
51t/12 · n. Сравним 

arccos (5/13) и 1t/4: 

5/13 < J2 j2, следова­
тельно, arccos (5/13) > 1t/4. 
И далее: 

5/13 < 51t/12 < 1t/2. 
Числа т и n попали в 
промежуток убывания 
функции у sin 2х. 
Вычислим 

sin (2arccos (5/13)) и 
sin (2 • 51t/12): 
sin (51t/6) 1/2; 
sin (2arccos (5/13)) = 

2sin (arccos (5/13)) • 5/13 
2. (12/13). 5/13 = 
120/169 (рис. 498). 

О т в е т. [1/2; 120/169]. 

у 

Рнс.497 

iJ12 
5 

. Рнс. 498 

М 17. Найдите множество значений функции 
у= cos 2х, если х е [-arctg (1/3); arctg 2]. 
(ЕГЭ 2002 г.) 
Реш е н и е. 

Строим график функции у= cos 2х, если 
х е [ -1t/ 4; 31t/ 4](рис. 499). 
Пусть т -arctg (1/3), n = arctg 2. Так как 
О< 1/3 < 1, то О< arctg (1/3) < 1t/4, 
-1t/4 < -arctg (1/3) <О, -1t/4 <т< О. 

у 

1 

3n/4 х 

Рис. 499 

1 

Рнс. 500 
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Легко видеть, что 1t/4 < arctg 2 < Jt/2, 1t/4 < n < Jt/2. 
На [т; n] функция у cos 2х не является монотон­
ной. Из рисунка 499 видно, что наибольшее зна­
чение функции равно 1, а наименьшее 

cos (2arctg 2). 
cos (2arctg 2) = 2 cos2 (arctg 2) 1 = 2/5- 1 = -3/5 
(рис. 500). 

-=--::;_=.;::_::;_~ [-3/5; 1]. 

2.2.3. ТОЖДЕСТВА С О&РАТНЫМИ ТРИrОНОМЕТРWIЕСКИМИ 
ФУНКЦИЯМИ 

При доказательстве тождеств, содержащих обрат­

ные тригонометрические функции, полезно пользо­

ваться следующим Утверждением: 

если числа а и /) принадлежат промежутку, на ко­
тором пекоторая тригонометрическая функция Т(х) 

строго монотонна и Т( а:) Т(/)), то а:=/). 

До к аз а т е ль ст в о (метод от противного). 

Пусть a:=F /).Значит, возможен один из двух случа-

ев: 

1) а:> /); 2) а:</). 
Если функция Т(х) возрастает (убывает), то 

Т(а:) > Т(/)) (Т(а:) < Т(/3)), что противоречит условию 
Т(а) = Т(/3). Аналогично доказывается, что а немо­

жет быть меньше/). Итак, а= /3. Что и требовалось 
доказать. 

Эта теорема лежит в основе метода доказательст­

ва тождеств с обратными тригонометрическими 

функциями. 

Пусть нам надо доказать тождество а=/), где а и 
/) некоторые числа. Алгоритм доказательства: 

1. Определяем промежуток, которому принадле­
житчисло а. 

2. Определяем промежуток, которому принадле­
жит число /). 

3. Находим промежуток, которому принадлежат 
а и /3. Пусть это промежуток I. 
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4. Выбираем прямую тригонометрическую функ­
цию Т(х), которая на I монотонна. 

5. Находим Т( а) и Т(В). 
6. Если Т(а) = Т(В), то рассматриваемое равенство 

а= В является тождеством. 

О Примеры. 

М 18. Докажите ,тождество 
arcsin (3/5) + arcsin (12/13) = arccos (-16/65). 

Д о к аз а т е ль с т в о. 

Пусть arcsin (3/5) + arcsin (12/13) =а; 
arccos (-16/65) =В· 
1. О< arcsin (3/5) + arcsin (12/13) < 1t (см. свойство 
7 арксинуса- п. 2.2.1). 
2. n/2 < arccos (-16/65) < 1t (см. свойство 7 
арккосинуса- п. 2.2.1). 
3. О <а< n; О < В < n; I = (О; п). 

4. На множестве (О; п) убывает функция у= cos х. 
5. Найдем cos а и cos В: 
cos (arcsin (3/5) + arcsin (12/13)) = 

= cos (arcsin (3/5)) cos (arcsin (12/13))­
- sin (arcsin (3/5) • sin (arcsin (12/13)) = 

= (4/5) • 5/13- (3/5) •12/13 = -16/65 (рис. 501, а). 
cos (arccos (-16/65)) = -16/65 (рис. 501, б). 

iJ· 
3 

а) 

Рис. 501 

6. Тождество доказано. 

LJ. 
12 

б) 

М 19. Докажите, что arcsin (-х) = -arcsin х, 
Х Е [-1; 1]. 
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Д о к аз а т е л ь с т в о. 

1.-тt/2<arcsin(-x)<тt/2;xE [-1; 1]. 
2. -тt/2 < -arcsin х < тt/2. (Здесь, кроме определе­
ния arcsin х, нужно помнить, что при умножении 
на ( -1) знак неравенства меняется на противопо­
ложный.) 

3.1 = [-тt/2; тt/2]. 
4. На отрезке [ -тt/2; тt/ 2] возрастает у = sin t. 
5. sin (arcsin (-х)) = -х; 

sin (-arcsin х) = -sin (arcsin х) = -х. 

6. Тождество доказано. 

2.2.4. УРАВНЕНИЯ С ОSРАТНЫМИ ТРИrОНОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ФУНКЦИЯМИ 

М 20. Решите уравнение arcsin х = тt/3. 

Решение. 

Это уравнение равносильно уравнению 

х = sin тt/3. Откудах = J3 /2. 

Ответ. /3;2. 

М 21. Решите уравнение arcsin х = 2. 

Решение. 

Решений нет, так как 2 > тt/2. 

О т в е т. Решений нет. 

М 22. Решите уравнение arccos х = 2. 

Решение. 

Учитывая, что 2 Е [О; тt], получаем, что х = cos 2. 

О т в е т. cos 2. · 

М 23. Решите уравнение arctg (2х -1) = -1/4. 

Решение. 

3аметим,что-1/4Е (-тt/2;тt/2).2х 1=-tg(1/4), 
х = 1/2 (1/2) tg (1/4). 

О т в е т. 1/2 (1/2) tg (1/4). 

11-5663 
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М 24. Решите уравнение 

arcsin (х2 3х + 6) = arcsin (2х + 2). 
Решение. 
Данное уравнение в силу монотонности арксинуса 
равносильносистеме 

jx2 3х+6 2х+2,{х2 -5х+4=0, rrx=l, 
J2x+21<1; l2x+21<1; ~lx=4, 

l12x + 21 < 1. 
О т в е т. Решений нет. · 

М 25. Решите уравнение (arccos х)2 + arccos х 2 =О. 
Решение. 
Пусть arccos х = t, где t Е [О; л]. 

\t = 1, 
t2+t-2=0, lt=-2. 

Видим, что -2 ~ [О; л]. 
arccos х 1, х = cos 1. 
Ответ. cos 1. 

М 26. Решите уравнение arcsin х + 2arccos х л. 

Решение. 

Воспользуемся тождеством: 

arcsin х + arccos х = л/2, где Jx! < 1. Тогда 
л/2- arccos х + 2arccos х =те, arccos х = л/2, х О. 

Ответ. О. 

М 27. Решите уравнение arcsin 2х + arcsin х лj3. 

Решение. 

Перепишем данное уравнение в виде 
arcsin 2х = тсj3- arcsin х. 
Найдем синус от обеих частей: 

2х = (./3 /2) • cos (arcsin х)- х/2, 2х = 

= (./3 /2)J1- х2 х/2; 5х = J3- 3х2. 
Переходим к системе, равносильной последнему 

уравнению: 

{х ~О, 25х2 = 3 3х2 , 
{х ~ 0, 

х ±J3/28' 
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х= JЗ/28. 
Проверк а. ~ 

Проверим справедливость равенства 

arcsin JЗ/7 + arcsin JЗ/28 nj3; 

arcsin JЗ/7 = n/3- arcsin JЗ/28. 

Пусть arcsin JЗ/7 =а; n/3- arcsin JЗ/28 = /). 

O<a<n/2;0<arcsin JЗ/28 <n/4. 

Поэтому О< njЗ- arcsin JЗ/28 < nj2. 
Итак, а и /3 принадлежат интервалу (О; 1t/2}, где 
синус монотонен. 

Найдем синус от обеих частей провернемого ра­

венства: 

5 
Рнс. 502 

sin(arcsin JЗ/7)= JЗ/7; 

sin (n/3 - arcsin JЗ/28) = 

= (JЗ /2) • cos (arcsin JЗ/28)­

- (1/2) • J3j28 = 

= <J3 /2)· 5/ J28 J3 /(2J28) = 

(4J3)/(2J28)= J3/7 (рис. 502). 

Равенство верно, а потому х = J3 128 - корень 
данного уравнения. 

Ответ. J3j28. 

Упражнения дли самоетоительного решении 

1) Вычислите: 
а) sin (arccos (3/5)); б) tg (arcsin (4/5) + 3n/2); 
в) sin ((1/2) arccos (1/9)). 

2) Докажите: 

11' 

а) arccos (7 /25) + arccos (3/5) arccos (-3/5); 
б) arctg 4 + arctg 5 = arcctg (-19/9); 

в) arcsin (4/5) + arccos (2/ J5) arctg (2/11); 
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г) arcsin (3/5) + arcsin (5/13) 
. 56 

arcsш 
65

; 

д) arcsin (3/4) + arcctg (1/7) = (3/4); 
е) arcsin (3/5)- arcsin (4/5) = -arcsin (7/25). 

3) Вычислите без таблиц: 
а) arctg 1 + arctg 2 + arctg 3; б) arctg (1/3) + 
+ arctg (1/5) + arctg (1/7) + arctg (1/8). 

4) Докажите: 
а) arccos (-х) 1t- arccos х, х Е [-1; 1]; 
б) arctg {-х) -arctg х, х Е R; в) arcctg (-х) = 
=л- arcctg х, х Е R. 

5) Вычислите: 
а) arcsin (sin (л/9)); б) arccos (cos (2л/9)); 
в) arcsin (sin (4л/7)); г) arccos (сов (lln/9)); 
д) arctg (tg (lОл/13)); е) arcctg (ctg 12). 

6) Постройте графики функций: 
а) у= arccos (cos х); б) у arctg (tg х); 
в) у= arcctg (ctg х); г) у arccos (sin х). 

7) Найдите область определения функций: 

а) f(x) = J1- arcsin2x; б) f(x) = ../'a-rc_c_o--:s2::-x---1; 

в) f(x) = J3j4- arccos2x. 
8) Найдите область значений функции: 

х2 - 2 . 2х2 - 1 
а) f(x) arccos х 2 + 4 ; б) f(x) arcsш х2 + 2 , 

в) f(x) arcsin (2,5- Jg - х2 ). 
(ЕГЭ 2002 г.) 

9) Найдите множество значений функции: 
а) у cos 2х; если х Е [ -arcsin 0,4; arccos 0,4]; 
б) у sin 2х, если х Е [arctg 0,5; arctg 3]; 
в) у sin 2х, если х Е [arctg 1/3; arctg 2]. 
(ЕГЭ 2002 г.) 

(Ответы. 

1) а) 4/5; б) -3/4; в) 2/3. 3) а) л; б) n/4. 
5) а)пj9;б)21t/9;в)3л/7;г)7л/9;д)-3л/13; 

е) 12- 7лj2. 
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6) Рисунок 503. 

а) у= arccos (cos х). 

-1t -1t/2 о 1t Зл/2 х 

б) у= arctg (tg х). 

х 

-1t/2 

в) у arcctg (ctg х). 
у 

х 

г) у= arccos (sin х). 
у 

-3л/2 -л -л/2 л/2 л 3л/2 21t 5лj2 х 

Рнс. 503 
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7) a)[-sin 1; sin 1]; б)[-1; cos 1]; в) [ cos 1; 1 J. 
8) а) (О; 2n/3); б) (-1t; n/2]; в) [-n/6; n/2]. 
9) а) [-0,68; 1]; б) [0,6; 1]; в) [0,6; 1]). 

• 2.3. Решение nростейших триrонометрических 
уравнений 

.:М 1. sin х = а. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Рассмотрим все возможные случаи. 

а) lal > 1: решений нет. 
б) а=-1: sinx=-1, 

х -n/2 + 2nk, k Е Z (рис. 504). 
в) а 1: sin х = 1, 

х = n/2 + 2nk, k Е Z (рис. 505). 

у 

х 

-1t/2 

у 

Рнс.504 Рис. 505 

г) О <а < 1 (рис. 506). 

х 

Множество решений уравнения можно записать 

несколькими способами. 

1 б lx = arcsin а + 2nn, n Е Z, 
спосо : . 2 k k z х=п arcs1na+ 1t, Е • 

Здесь в первой строке указано все множество чи­

сел, соответствующих точке М (рис. 506), а во 
второй строке все множество чисел, соответст­

вующих точке К. 
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у у 

Рис.506 Рнс.507 

2 способ:х (-1)n•arcsina+xn,nE Z. 
д) -1 <а< О (рис. 507). 

1 б. [х arcsin а + 2xn, n Е Z, 
cnoco . . 2 k k. Z 

х = 1t - arcsш а + 1t , Е • 

2 способ:х (-1)narcsina+xn,nE Z. 
е) а = 0: sin х О, 

х xk, k Е Z (рис. 508) . 

.N2 2. cos х = а. 

ООУ: JxE R, 
[а Е R. 

а) !а!> 1: решений нет. 
б) а -1: cos х = -1, 

х = 1t + 2xk, k Е Z (рис. 509). 

у 

х 

Рнс. 508 

в) а = 1: cos х 1, 

у 

Рнс.509 

х 
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х =21th, h Е Z (рис. 510). 

г) О< а< 1 (рис. 511). 

у 

х 

Рнс. 510 

у 

arccos а 

-arccos а 

Рнс. 511 

1 б l
r х = arccos а + 21tn, n Е Z, 

CIIOCO : 
=--=-=:.....::.....;;;.....;;._.::...:. _х = -arccos а + 21th, h Е Z. 

2 с п о с о б: х = ±arccos а + 21tn, n Е Z. 
д) -1 <а< О (рис. 512). 

CIIOCO : 1 б [х = arccos а + 21tn, n Е Z, 
=-=-=:....::....::::....:::._:::_.:. х = -arccos а+ 21th, h Е Z. 

2 сп о с о б: х = ±arccos а+ 21tn, n Е Z. 
е) а= 0: cos х =О (рис. 513), 

Х = 1t/2 + 1th, h Е Z. 

у у 

о 
х 

Рнс. 512 Рнс. 513 

х 

х 
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.М 3. tg х =а (рис. 514). 

arctg а 

Рнс. 514 

а) а= 0: х nn, n Е Z. 
б) a:;tO. 

х 

1 сп о с о б: l: arctg а+ 2nn, n Е Z, 
1t + arctg а + 2nk, k Е Z. 

2 сп о с о б: х = arctg а + nn, n Е Z. 

М4. ctg х= а. 
а) а 0: х тсj2 + тсп, n Е Z. 
б) a:;tO. 

~х = arcctg а+ 2nn, n Е Z, 
......._.;.._.=._;;._:......;;_...;;._;.l х 1t + arcctg а + тtk, k Е Z. 

2 сп о с о б: х arcctg а+ nn, n Е Z (рис. 515). 

у 

а 

Рнс. 515 
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• 2.4. Таблица «опасных» формул 

Известны различные типы и методы решения 

тригонометрических уравнений. Они довольно об­

стоятельно рассматриваются в учебной и учебно-ме­

тодической литературе. 

При решении тригонометрических уравнений, 

неравенств и их систем мы рекомендуем использо­

вать единичную окружность, а при необходимости и 

координатную прямую. 

Находя область определения уравнения, же­

лательно исключить на единичной окружности 

точки, соответствующие числам, которые не мо­

гут являться корнями данного уравнения. 

Записать окончательный ответ наиболее раци­

ональным способом поможет также единичная ок­

ружность. 

Решая уравнение, необходимо следить за сохра­

нением равносильности при переходе от одного урав­

нения к другому. 

Также следует учитывать изменение области оп­

ределения уравнения, которая может меняться в ре­

зультате тождественных преобразований, возведе­

ния обеих частей уравнения в одну и ту же четную 

степень, при применении тригонометрических тож­

деств и т. д. 

При использовании одних тригонометрических 

тождеств область определения уравнения может ос­

таться неизменной, а при других- может расши­

риться или сузиться. 

Предлагаемая нами таблица <<опасных>> фор­

мул, как нам кажется, поможет решить вопрос о по­

тере или приобретении посторонних корней при 

применении различных тригонометрических тож­

деств. 
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2.4. Таблица «опасных» формулl331 

Таблица «оnасных» формул1 

Таблнца 3 

Область 
оnределения 

левойчасти 

тождества 

у 

Тождество 

2 - 1 
cos а.- t 2 1 g а.+ 

sin2 а. 
ctg2a + 1 

1 

tga·ctga 1 

tga 
1 

ctga 

·Область 

оnределения 

nравой части 

тождества 

у 

х 

1 Предложенная вашему вниманию таблица разработана 
учителем математики средней школы N2 43 г. Воронежа 
М. Н. Игольченко, за что авторы выражают ей свою nри­
знательность. 
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Область 
определения 

левой части 
тождества 

у 

х 

Тождество 

tga 
1 

ctga 

1 
ctga=­tga 

. 2tga 
sш 2а= t 2 1 g а+ 

cos2a 

sin 2а 
2ctga 

ctg2 a + 1 

Продолжение 

Область 
определения 

правой части 

тождества 

у 



2.5. Решение nростейwих триrонометрических неравенстаiЭЭЭ 

Область 
определения 

левой части 

тождества 

у 

х 

х 

х 

а± ~ "# n/2 + 
+ nk, k Е Z 

Тождество 

ctg2a- 1 
cos 2а = ctg2a + 1 

tg 2а 
2tga 

1- tg2a 

t а= 1- cos2a 
g sin2a 

tg(a±p)= 
_ tga + tg~ 
- 1 + tga • tg~ 

Окончание 

Область 
определения 

правой части 

тождества 

у 

ra ± ~ "# n/2 + 

1 

+ 1tk, k Е Z, 

]
а"# :~2 z: nn, 

~ * n/2 + nm, 
meZ 

8 2.5. Решение простейwих триrонометрических 
неравенств 

При решении простейших тригонометрических 

неравенств будем пользоваться: следующим алгорит­

мом. 
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1. На единичной окружности отмечаем дугу (не­

сколько дуг) так, что числа, соответствующие точ­
кам этой дуги, удовлетворяют не равенству. Дуга вы­

деляется цветом или штриховкой. 

2. Около одного из концов дуги записываем одно 
из чисел, соответствующих этой точке. 

3. Рисуем стрелку, наnравленную к другому кон­
цу отмеченной дуги. Стрелка снабжается знаком 
<< + >>, если направление движения против часовой 
стрелки, и знаком<<-»- если по часовой стрелке. 

4. Записываем соответствующее число около вто­
рого конца дуги. 

5. Запись ответа (с учетом, что каждой точке еди­
ничной окружности соответствует бесчисленное 
множество действительных чисел). Ответ можно за­
писывать в виде двойного неравенства или в виде 

множества. 

Если имеем две дуги, симметричные относитель­
но начала координат, то достаточно записать концы 

одной из них, прибавив 1tk (k Е Z) к каждому из чи­
сел, соответствующих концам. 

М 1. Решите неравенства. 
а) sin х >О (рис. 516, а). 

Ответ можно записать в виде неравенства или 
интервала. 

О т в е т. 2nn < х < 1t + 2nn, или (2пп; 1t + 2nn), 
где n Е Z. 

б) sin х <О (рис. 516, б). 

7t 

О т в е т. -n + 2nn < х < 2nn, или 
(-n + 2nn; 2nn), n Е Z. 

у у 

-7t 

х 

а) 
Рнс. 516 

б) 

х 
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в) cos х >О (рис. 517). 
О т в е т. -n/2 + 2nk < х < n/2 + 2nk, или 

(-n/2 + 2nk; n/2 + 2nk), k Е Z. 
г) cos х <О (рис. 518). 

у у 

х 

37t/2 

Рис. 517 Рис. 518 

О т в е т. n/2 + 2nk < х < Зп/2 + 2nk, или 
(n/2 + 2nk; 3n/2 + 2nk), k Е Z. 

д) tg х >О (ctg х >О) (рис. 519). 

х 

О т в е т. пт < х < n/2 + пт, или (пт; n/2 + пт), 
тЕ Z. 

е) tg х <О (ctg х < О)(рис. 520). 

у у 

1t 

х 

Рнс. 519 Рнс. 520 

О т в е т. 1t/2 + пт < х < 1t + пт, или 
(n/2 + пт; 1t + пт), т Е Z. 

М 2. Решите неравенства. 

а) sin х > 1/2 (рис. 521). 
О т в е т. (n/6 + 2nn; 5n/6 + 2nn), где n Е Z. 

о 

х 
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б) sin х < - J2 j2 (рис. 522). 

у у 

Рнс. 521 ' Рнс.522 

О т в е т. (-Зп/4 + 2пп; -n/4 + 2nn), где n Е Z. 

в) sin х > - J3 /2 (рис. 523). 

О т в е т. (-n/3 + 2nn; 4nj3 + 2nn), где n Е Z. 

r) cos х > 1/2 (рис. 524). 

у 

Рис. 523 

х 

-1t/3 

у 

-n/3 

Рнс. 524 

О т в е т. (-n/3 + 2nn; n/3 + 2nn), где n Е Z. 

д) cos х < J3!2 (рис. 525). 

О т в е т. (1t/6 + 2nn; lln/6 + 2nn), где n Е Z. 

х 
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е) cos х > -1/2 (рис. 526). 

у у 

х 

Рис. 525 Рис. 526 

О т в е т. (-27t/3 + 27tn; 27t/3 + 27tn), где n Е Z. 

ж) sin х < J2 /2 (рис. 527). 

О т в е т. х Е [ -5n/4 + 2nn; nj4 + 2nn], где n Е Z. 

з) sin х > 1/3 (рис. 528). 

у у 

х 

Рис. 527 Рис. 528 

О т в е т. (arcsin (1/3) + 21tn; 1t - arcsin (1/3) + 
+ 2nn), n Е Z. 
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и) sin х < -1/3 (рис. 529). 

О т в е т. ( -n + arcsin 1/3 + 2nn; -arcsin 1/3 + 

+ 2nn), где n Е Z. 

к) cos х < -J2 /2 (рис. 530). 

у у 

Рис. 529 Рис. 530 

О т в е т. (3n/4 + 2nn; 5nj4 + 2nn), где n Е z. 
л) cos х > 1/4 (рис. 531). 

х 

О т в е т. {-arccos (1/4) +21th; arccos (1/4) +21th), 
где k Е Z. 

м) cos х < -1/4 (рис. 532). 

х х 

-arccos 1/4 

Рис. 531 Рис. 532 

О т в е т. х Е (1t- arccos (1/4) + 2nk, 

1t + arccos (1/4) + 2nk), где k Е Z. 
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н) tg х > 1 (рис. 533). 

О т в е т. х Е (Л:/4 + nt; n/2 + nt), где t Е Z. 

о) tg х > -1 (рис. 534). 

у 

Jt/2 

х 

Рис. 533 Рнс. 534 

О т в е т. (-n/4 + nt; n/2 + 1tt), где t Е Z. 

п) tg х < J3 (рис. 535). 

О т в е т. (-n/2 + nt; n/3 + nt), где t Е Z. 

р) tg х > -JЗ/3 (рис. 536). 

у 

Jt/2 

х 

Рис. 535 Рнс. 536 

О т в е т. (-n/6 + nt; n/2 + nt), где t Е Z. 

х 

х 

-JЗ;з 
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с) tg х < -J3 (рис. 537). 
О т в е т. ( -тс/2 + тсt; -тс/3 + тсt), где t Е Z. 

т) ctg х > 1 (рис. 538). 

у у 

х 

Рнс. 538 

Рис. 537 

О т в е т. (тсt; тс/4 + тсt), где t Е Z. 
у) ctg х > -1 (рис. 539). 
О т в е т. (тсt; 3тсj4 + тсt), где t Е Z. 

ф) ctg х < J3 (рис. 540). 

у 

Рнс. 539 Рнс. 540 

О т в е т. (тс/6 + тсt; те+ тсt), где t Е Z. 

х) ctg х < J3 /3 (рис. 541). 

1 

х 

х 
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О т в е т. (2n/3 + nk; n + nk), где k Е Z. 

М 3. Решитенеравенство sin(x + n/3) > 1/2. 

Решение. 

Обозначим х + n/3 = t. Получим неравенство 
sin t > 1/2 (рис. 542). 

у 

Рнс. 541 Рнс. 542 

n/6 + 2nk < t < 5nj6 + 2nk, где k Е Z, 
n/6 + 2nk < х + n/3 < 5n/6 + 2nk, где k Е Z, 
-n/6 + 2nk < х < n/2 + 2nk, где k Е Z. 

О т в е т. (-n/6 + 2nk; n/2 + 2nk), где k Е Z. 

М 4. Решитенеравенство cos 3х:;;;;; -1/3. 

Решение. 

t 

Пусть 3х = t. Решаем неравенство cos t :;;;;; -1/3 
(рис. 543). 
2nn + 1t - arccos (1/3) :;;;;; t :;;;;; 1t + arccos (1/3) + 2nn, 
nE Z. 
2nnj3 + n/3- (1/3)arccos (1/3):;;;;; х:;;;;; n/3 + 
+ (1/3)arccos (1/3) + 2nn/3, n Е Z. 

О т в е т. [n/3- (1/3)arccos (1/3) + 2nnj3; n/3 + 
+ (1/3)arccos (1/3) + 2nn/3], n Е Z. 

М 5. Решитенеравенство sin (n/6- 3х) > 2/5. 

Решение. 

Учитывая нечетность функции у= sin t, решаем 
неравенство, равносильное данному: 

sin(3x -n/6) < -2/5. 
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Пусть 3х -1t/6 = t; sin z < -2/5 (рис. 544). 

у 

Рнс.54З Рнс. 544 

arcsin (2/5) 1t + 21tn < t < -arcsin (2/5) + 21tn, n Е Z, 
arcsin (2/5) - 1t + 21tn < 3х 1t/6 < -arcsin (2/5) + 
+ 21tn, n Е Z, 
{1/3)arcsin {2/5) - 51t/18 + 
+ 21tn/3 < х < (-1/3)arcsin (2/5) + 1t/18 + 21tnj3, 
nE Z. 

О т в е т. ((1/3)arcsin (2/5)- 51t/18 + 21tn/3; 
-{1/З)arcsin (2/5) + 1t/18 + 21tn/3), n Е Z. 

М 6. Решите систему неравенств{s~n х;;;;. -
11

1
4
/ 2, 

s1nx< . 
Реш е н и е (рис.545). 

у 

Рнс.545 

О т в е т. [-1t/6 + 21tn; arcsin {1/4) + 21tn) v 
u(1t- arcsin(l/4)+ 21th; 71t/6+ 21th], k, nE Z. 
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М 7. Решитенеравенство sin х • (cos х + 1/2) >О. 

Решение. 

Данное неравенство равносильно совокупности 

двух систем: 

{
sin х >О, 
cos х > -1/2 (рис. 546); 

fsin х <О, · 
lcos х < -1/2 (рис. 547). 

у у 

1t о 

х х 

4nj3 

Рнс. 546 Рнс. 547 

О т в е т. (21tn; 21t/3 + 21tn) u (1t + 21tk; 41t/3 + 21tk), 
k, n Е Z. 

М 8. Решите неравенство 

(cos х- J2 /2)(2sin х- J3) ~О. 

Решение. 

Данное неравенство равносильно совокупности 

двух систем: 

{
cos х ~ J2 j2, 

sin х ~ J3 /2, 

{
cos х < J2 /2, 

sinx< J3;2. 
Система (1) решений не имеет (рис. 548). 

(1) 

(2) 
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Решение системы (2)- на рисунке 549. 

х 
х 

Рис. 548 Рис. 549 

О т в е т. [n/4 + 2nn; n/3 + 2пп] u 
u [2n/3 + 2nk; 7n/4 + 2nk], k, n Е Z. 

М 9. Решитенеравенство 2sin2 х- 5sin х + 2 >О. 

Решение. 

Пусть t = sin х, тогда имеем 

{ 
2t2 - 5t + 2 >о, (1) 
ltl ~ 1. (2) 
Найдем корни квадратного трехчлена 2t2 - 5t+ 2: 
tl = 1/2; t2 = 2. 
Решение неравенства (1) показано на оси (1) ри­
сунка 550, решениенеравенства (2)- на оси (2). 
-1 ~ t ~ 1/2. 
Решаем неравенство sin х ~ 1/2 (рис. 551). 

у 

1//////(//ti/// .. 

;1/2 
j/////////a • (1) 
2 t 

1 

--~~~4~W~W~W~~1~~~-~----~--f (2) 
-1 1 

Рис. 550 Рис. 55! 

О т в е т. [ -7n/6 + 2nk; n/6 + 2nk], где k Е Z. 

х 
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El Метод «лепестков» в решении 
триrонометрических уравнений 
и неравенств 

Приведем примеры решения некоторых более 

сложных тригонометрических уравнений и нера­

венств. 

М 1. Решите уравнение cos 3х + sin 2х- sin 4х = О. 

Решение. 

ООУ: ХЕ R. 
cos 3х- 2cos 3х sin х =О, 
cos 3х(1 - 2sin х) = О, 
1 cos 3х =О, lx = n/6 + nk/3, k Е Z, ~ 
lsinx= 1/2; x=(-1)nnj6+nn, nE Z' (рис. 552). 
О т в е т. n/6 + nk/3, k Е Z. 

М 2. Решите уравнение 1/sin х = 1/sin 2х. 

Решение. 

ООУ: х ":F nn/2, n Е Z. 

Решцм уравнение sin 2х = sin х: 
sin х (2cos х- 1) =О, 

lsinx=O, lx=nm, тЕ Z, ~ 
l cos х = 1/2. lx = ±n/3 + 2nl, l Е Z ' (рис. 553). 

3n/2 

Рнс. 552 

О т в е т. ±n/3 + 2nl, l Е Z. 

1t/3 

х 

Рнс. 553 
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. ( cosx- ,J3sinx)2 rr. 
.М 3. Решите уравнение rr. = л~3 /2. 

л~3- 2sin2x 

Решение. 

ООУ: sin 2х ::1:- J3 /2, 

{2х ::1:- n/3 + 2nk, k Е Z, 
2х ::1:- 2nj3 + 2nn, n Е Z; {х ::1:-11:/6 + nk, k Е Z, 

,x::~:-nj3+nn,nE Z. 
Данное уравнение nриводится к уравнению-след­

ствию 2(cos х J3 sin х)2 3- 2 J3 sin 2х. 
Решаем его. 

у 

Рис. 554 

2( cos2 х - 2 J3 cos х sin х + 

+ 3sin2 х) = 3 2 J3 sin 2х, 
2cos2 х + бsin 2 х- 3sin2 х 

3cos2 х =О, 
3sin2 х- cos2 х О, 

х 4sin 2 х- 1 = О, 

r sin х 1/2, 
Lsin х -1/2; 
rx (-1)knj6+nk,kE Z, ~ 
lx (-l)n+lnj6+nn, nE Z' 
(рис. 554). 
Ответ.-njб+nт,те Z. 

v . sinбx 
.М 4. Наидите все решения уравнения . + 

SlllX COSX 

соsбх 
---~. - , nринадлежащие интервалу (О; n/2). 
COSX- SlllX 

Решение. 
Учитывая область оnределения данного уравне­

ния, надо найти все его решения, nринадлежащие 

множеству (0; n/4) u (n/4; n/2). 
Освободимся от знаменателей в данном уравне­

нии. 

sin бх cos х - sin бх sin х = sin х cos бх + cos х cos бх, 
sin 5х = cos 5х, 
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tg 5х = 1; 
х = nj20 + nk/5, k Е Z ~ 

(рис. 555). 

О т в е т. {n/20; 9n/20}. 

М 5. Решите уравнение 
cos2x + sin4x = 

1 
cos6x · 

Решение. 

ООУ: х * n/12 + nk/6, k Е Z. 

х 

Рис. 555 

Отмечать недопустимые точки на единичной ок­

ружности легче, перейдя к градусной мере угла: 

Х "# 15" + 30"k, k Е Z. 
Освободимся в данном уравнении от знаменателя: 

cos 2х- cos 6х + sin 4х = О, 

2sin 4х sin 2х + sin 4х =О, 
sin 4х (2sin 2х + 1) =О, 

[
sin 4х =О, [х = nn/4, n Е Z, 
sin 2х = -1/2; 2х = -n/6 + 2пт, т Е Z, 

2х = -5nj6 + 2nk, k Е Z; 

[

x=nnj4,nE Z, ~ 
х = -n/12 + пт, т Е Z,' 
х = -5nj12 + nk, k Е Z ' 
(рис. 556). 

О т в е т. nt/2, t Е Z. 

М 6. Решите уравнение Рис. 556 

(1 + sin х + cos х + sin 2х + cos 2x)/tg 2х =О. 
Решение. 

х 

ООУ: {2х "# n/2 + nk, k Е Z, 
2x"#nn, nE Z, { х "# n/4 + nk/2, k Е Z, 

х "# nn 12, n Е Z; 

х "# nт/4, т Е Z. 
(1 + sin2x) + (sin х + cos х) + cos 2х =О, 
(sin х + cos х)2 + (sin х + cos х) + (cos2 х- sin2 х) =О, 
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(sin х + cos x}(sin х + cos х + 1 + cos х- sin х} =О, 
1 sin х + cos х = О, [' tg х -1, 
LCOSX -1/2; . COSX -1/2; 
r х = -1t/4 + 1tt, t Е z, ~ 
lx = ±21t/8 + 21tl, l Е Z '(рис. 55 7). 
О т в е т. ±21t/8 + 21tl, l Е Z . 

.М 7. Решите уравнение 8/cos2 х + 1 = 7sin xf!cos xl. 
Решение. 

ООУ: х ::1= 1t/2 + 1tk, k Е Z (рис. 558). 

у 

х 
х 

Рнс. 557 Рнс. 558 
Учитывая, что левая часть уравнения принимает 

положительные значения, корни уравнения (ес­

ли они есть) должны удовлетворять условию 

sin х > О. Данное уравнение равносильно тогда 
совокупности систем: 

r r cos х >о, 

'1 sin х >О, 
_8_+ 1 =7sinx. 

, cos2x cosx ' 
cos х <о, 
sin х >О, 

3 7sinx 
-- +1 --­
cos2x cosx 

{
21tn < х < 1t/2 + 21tn, n Е Z (рис. 559); 
4cos2 х + 3sin2 х- 7sin х cos х О; 

{
1t/2 + 21tk < х < 1t + 21tk, k Е Z (рис. 560); 
4cos2 х + 3 sin 2 х + 7sin х cos х О; 
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о 1t 
х 

Рнс. 559 

1

2nn < х < n/2 + 2nn, n Е Z, 
r tg х = 4/3 (:':, 
ltg х = 1,' (рис. 561), 

!n/2 + 2nk < х < 1t + 2nk, k Е Z, 
r tg х = -4;3(:':, 
ltg х = -1,, (рис. 562), 

х 

у 

Рнс. 560 

-4/3 

Рнс. 561 Рнс. 562 

х 

х 

-1 

Изобразим точки А, В, С, D на одной окружности 
и запишем соответствующие им числа (рис. 563). 

О т в е т. (-1)kпj4 + nk, k Е Z (точки А и D); 
(-1)narctg (4/3) + nn, n Е Z (точки С и В). 
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у у 

х х 

Рис. 563 Рис. 564 

М 8. Решите уравнение 

1 2 cos х - 11 . 2 - . 2 sin х -
2 1 

s1n х - s1n х. cosx-
Решение. 

ООУ: х "# ±7t/3 + 21tk, k Е Z (рис. 564). 
Данное уравнение сводится к совокупности сис­

тем: 

{
cos х > 1/2, 
sin х- sin2 х = sin2 х, 

{
cos х < 1/2, 
sin х + sin2 х = sin2 х; 

!cos х > 1/2, 
[sinx=O, ~ 
lsin х = 1/2 ' (рис. 565), 

{
cos х < 1/2, 
sin х = О ~ (рис. 566). 

у 
с 

Рис. 565 

у 

х 

Рис. 566 
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О т в е т. nn, n Е Z, 
n/6 + 2nm, т Е Z. 

. .N2 9. Решите уравнение 2lx 2\sin х ( J2 )xlsin xl. 

Решение. 
ООУ: ХЕ R. 
Данное уравнение равносильно такому: 

/х - 2/sin х = ~ /sin х/. 
Рассмотрим ряд возможных случаев. 

1) sin х = О; х = nn, n Е Z- решения данного 

уравнения. 

2) {sin х > О, {sin х > О, 
2/х - 2\sin х = х • sin х, 2/х 2/ = х. 

Раскроем модуль. Получим совокупность систем: 

[sinx >О, 
jx~ 2, 
х 4 (рис. 567), 

rx= 4/3, ~ 

lO<x<2, 
sin х > О (рис. 568). 

у 

2 

Рнс.567 

о 

х 

Рнс. 568 

Первая система решений не имеет. Решением вто­

рой системы является число х = 4/3. 
fsinx<O, fsinx<O, 

3) {sin х < О, { х < О, i х < О, 
2/х- 21 = -х, [-2х + 4 = -х, [ х = 4. 
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Система решений не имеет. 

О т в е т. 1tn, n Е Z; 4/3. 

cosx . 
MlO. Решите уравнение -

1 

--

1 

= s1n х + cos х. 
cosx 

Решение. 

ООУ: х::;:. тt/2 + тtk, k Е Z (рис. 569). 

у 

х 

Рнс. 569 

Уравнение равносильно совокупности двух сис­

тем: 

{
cos х > О, { cos х > О, 

sin х + cos х = 1, sin (х + тt/4) = J2 /2, 

{ 
cos х < о' { cos х < о' 
sin х + cos х = -1; sin (х + 1t/4) = -J2 /2. 

!
cos х >О, 

r
x + тt/4 = тt/4 + 21tn, n Е Z, 
х + тt/4 = Зтt/4 + 21tk, k Е Z, 

!
cos х <О, 

[х + тt/4 = -тt/4 + 2тtт, т Е Z, 
х + 1t/4 = -Зтt/4 + 21tl, l Е Z; 

!
cos х >О, 

[х = 2тtn, n Е z,~ 
х = тt/2 +21th, k Е Z ' (рис. 570), 

!
cos х <О, 

[х = -1t + 2тtl, l Е z,~ 
х = -тt/2 + 2тtт, т Е Z ' (рис. 571). 
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у 

х 

Рнс. 570 Рнс. 571 

О т в е т. nn, n Е Z . 

. N'211. Решите уравнение J-15cosx + 2sin х =О. 

Решение. 

Данное уравнение равносильно системе 

{
sinx <О, 
-15cos х = 4sin2 х. 

Решаем ее: 

{
sinx< О, 
4cos2 х- 15cos х- 4 =О. 

4cos2 х- 15cos х- 4 =О. 

[
cos х = -1/4, 
cos х = 4. 

у 

Уравнение cos х = 4 не arccos (1/4)-х 
имеет решений. 

{
sin х <О, 
cos х = -1/4 ~ (рис. 572). 

Рнс. 572 

О т в е т. arccos (1/4) -1t + 2nn, n Е Z . 

х 

.N2 12. На отрезке [ -1t/2; n/2] найдите все значениях, 
удовлетворяющие уравнению 

J3 sin х- cos х = J2- cos2x- J3sin2x. 

12-5663 
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Решение. 

Решаем систему 

J3 sin х - cos х ;;;;, О, 

( J3 sin х- cos х)2 = 2 - cos 2х- J3 sin 2х, 
-n/2.;;;;; х.;;;;; nj2. 

J3 . 1 'О 2 sш х - 2 cos х "" ' 

3sin2 х - 2 J3 sin х cos х + cos2 х = 

2 cos 2х - J3 sin 2х, 
1-n/2.;;;;; х.;;;;; nj2. 

J sin (х n/6);;;;, О, 
[-n/2 ~ х ~ n/2; 

{ 
2nk .;;;;; х- n/6 .;;;;; n + 2nk, k Е Z, 
-n/2 ~ х.;;;;; nj2; 

J nj6 + 2nk .;;;;; х.;;;;; 7nj6 + 2nk, k Е Z, 
[-n/2 ~ х ~ n/2 (рис. 573). 
О т в е т. [n/6; n/2]. 

--л/2 л/2 1 3 

х ~ 1 1 

#'?IЩ':--:r. 

1 
j%".@/'11 ~////[Ф. .. 

л/6 7л/6 х -л/2 л/2 3л/2 5л/2 х 

Рис. 573 Рис. 574 

М 13. Решите неравенство 

J4x- х2 - 3(J3 cosx- J1 + cos2x);;;,o. 
Решен и е. 

ООН: 4х- х2 - 3 ;;;;, О, х2 - 4х + 3.;;;;; О, х Е [1; 3]. 
Заметим, что х 1 и х 3 - решения данного не­

равенства. Осталось найти решения неравенства 

J3 cos х- Jl + cos 2х ;;;;, О, nринадлежащие интер­
валу (1; 3). 

Неравенство J1 + cos2x ~ J3 cos х равносильно 
системе 
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{
cos х #О, 

, 1 + cos 2х ,.;; 3cos2 х; 

t
rcos х #О, 
cos2 х #О; cos х #О (рис. 574). 

{
cos х #О, 
3cos2 х- 2cos2 х #О; 

О т в е т. [1; 1t/2] u {3} . 

.М 14. Решите уравнение 

12' 

2sin (3х + 1t/4) J1 + 8sin2xcos22x. 

Реш е :в: и е. 

Данное уравнение равносильно следующей систе­
ме: 

{
sin (3х + 1t/4) #О, 
4sin2 (3х + 1t/4) = 1 + 8sin 2х cos2 2х. 
Решаем ее. 

{
sin (3х + 1t/4) #О, 

, 2 2cos (бх + 1t/2) = 1 + 4sin 4х cos 2х; 

{
sin (3х + 1t/4) #О, 
1 + 2sin 6х = 2(sin 6х + sin 2х); 

J sin (3х + 1t/4) >О, 
[ sin 2х = 1/2; 

r х л;12 + лk, k Е z, ~ j
sin (3х + 1t/4) #О, 

lx 51t/12 + 1tn, n Е Z' (рис. 575). 
Решим неравенство системы: 

2лт < 3х + л/4 < 1t + 21tт, т Е Z, 
-л/12 + 2лт/3,.;; х < 1t/4 + 21tт/3, т Е Z. 

у 

Рис. 575 Рис. 576 

х 
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С помощью единичной окружности выберем те ре­

шения уравнения системы, которые удовлетворяют 

неравенству sin (3х + 1t/4) ~О. 

О т в е т. n/12 + 2nk, k Е Z; 
17n/12 + 2nn, n Е Z. 

М 15. Решите уравнение 

\log113 (1 + sin 2х)\ + \log113 (1- sin 2х)\ 1. 

Решение. 

ООУ· rsin 2х :#: -1, {' х :#: -1t/4 + nk, k Е Z, 
'lsin 2х :#: 1; х :#: n/4 + nn, n Е Z, 

х # nj 4 + nn/2, n Е Z (рис. 576). 
Учтем, что \sin 2xl < 1 (рис. 577). 

sin2x ------.. 
-1 о 1 

Рнс. 577 

Рнс. 578 

1t/12 

х 

-1t/12 

Уравнение равносильно совокупности систем: 

{
-1<sin2x<O, 
log113 (1 + sin 2х) -log113 (1 sin 2х) = 1, 

{о< sin 2х < 1, 
-log113 (1 + sin 2х) + log113 (1- sin 2х) = 1; 

J -1 < sin 2х < О, 
l(l + sin 2х)/(1 sin 2х) = 1/3, 
j О < sin 2х < 1, 
L(1 - sin 2х)/(1 + sin 2х) = 1/3; 
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-1<sin2x<O, 
sin 2х = -1/2, 
О< sin 2х < 1, 
sin 2х = 1/2; 

r sin 2х = -1/2, 
l sin 2х = 1/2; 

r2x -1t/6 + 21tk, k Е Z, 

1 2х = -5зt/6 + 2зtn, n Е Z, 
i 2х зt/6 + 2зt т, т Е Z, 
L2x 5зt/6 + 21tt, t Е Z; 
Г х ±5пj12 + пп, n Е Z, ~ 
lx = ±п/12 + 1tk, k Е Z ' 
О т в е т. ±п/12 + nk/2, k Е Z • 

.N!! 16. Решите уравнение 

(рис. 578). 

log(x _ х2 ) (sin х + cos х) = log(x _ х2} (1 + sin 2х). 

Решен: и е. 
Найдем область определения уравнения, решив 

систему: 

jsin х + cos х >О, 
х- х2 >О, {sin (х + зt/4) >О, 

l х х2 ;t 1 ; х( 1 х) > О. 
2пп < х + п/ 4 < 1t + 2пп, n Е Z, 
-п/4 + 2пп < х < 3п/4 + 2пп, n Е Z. 
Решениемнеравенства х(1 х) >О является ин-

тервал (0; 1). Покажем на окружности (рис. 579). 
Итак, х Е (О; 1). 

Данное уравнение сводится в области определе-
ния к равносильному: 

sin х + cos х = 1 + sin 2х, 
sin х + cos х (sin х + cos х)2 , 
(sin х + cos x)(sin х + cos х 1) =О, 
r sin х + cos х = 1' 
~sin х+ cos х =О. 
Уравнение sin х + cos х О не имеет решений в об­

ласти определения исходного уравнения. Решаем 

другое уравнение совокупности: 

sin (х + п/4) = J2 j2; 
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[х + 1t/4 = 1t/4 + 21tk, k е Z, 
Х + 1t/4 31t/4 + 21tт, т Е Z; 

r
x = 21tk, k Е Z,C:\ 
~Х = 1t/2 + 21tт, т Е Z' (рис. 579). 
Видим, что полученные решения уравнения sin х + 
+ cos х = 1 не входят в область определения давно· 
го уравнения. 

О т в е т. Решений нет. 

Рис. 579 

у 

1t/2 

-1t/2 

Рнс.580 

М 17. Найдите все решения уравнения 

х 

1 5sin х + 2cos2 х О, удовлетворяющие вера· 
венству cos х >О. 

Решение. 

1- 5sin х + 2- 2sin2 х =О, 
2sin2 х + 5sin х 3 = О. 
Обозначим sin х t, \t\ < 1, 
2t2 + 5t- 3 =о, 
tl -3, t2 = 1/2. 
\-3\ > 1, т .. е. подходит только t 2 : sin х = 1/2, 
х = ( -l)kтc/6 + 1tk, k Е Z С:\ (рис. 580). 
О т в е т. 1t/6 + 21tk, k Е Z. 

М 18. Найдите все корни уравнения 

cos10x- cos8x cos6x cos4x 
2х2 + 1tx _ 1t2 2х2 + 1tX _ 1t2 , принадлежа-

щие интервалу (О; 1t). 
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Решение. 

Решим систему { 2Х2 + 1tX -1t
2 *О, · 

cos 10х- cos 8х = cos 6х- cos 4х. 

{х * -1t, х * 1t/2, 
sin 9х sin х = sin 5х sin х. 
Учтем, что х Е (О; 1t) (рис. 581). 
х Е (О; 1t/2) u ( 1t/2; 1t). 
sin x(sin 9х- sin 5х) =О, ~ 

[

sin х = О, [sin х = О, 
sin 2х =О, cos х =О, 
cos 7 х = о; cos 7 х = о; 

о 1t/2 1t х 

Рнс. 581 

[
х = nn, n Е Z, 
х = n/2 + nk, k Е Z, 
х = njl4 + nm/7, т Е Z. 
Выберем значениях Е (О; 1t/2) u (7t/2; n). 

О т в е т. {n/14; 3nj14; 57t/14; 91t/14; lln/14; 137t/14} . 

.NQ 19. Решите уравнение 3tg2 х- 8cos2 х + 1 =О. 

Решение. 

ООУ: х * n/2 + nk, k Е Z. 
Умножим обе части уравнения на cos2 х: 

3sin2 х- 8cos4 х + cos2 х =О, 

3(1- cos2 х)- 8cos4 х + cos2 х =О, 

8cos4 х + 2cos2 х - 3 = О. 

Обозначим cos2 х = t, О< t < 1: 
8t2 + 2t- 3 =о, tl = 1/2; t2 = -3/4; 

-3/4 <О; подходит только t 1 : cos2 х = 1/2, 
у 

[
cos х = J2 /2, 

cos х = -J2 /2, 

~ Х = ±Jtj 4 + 21tk, k Е Z, С:::, 
lx = ±3Jt/4 + 2nn, n Е Z,, 
х = Jt/4 + 1tnj2, n Е Z (рис. 582). 

О т в е т. nj4 + 1tnj2, n Е Z. 
-1t/2 

Рнс. 582 

х 
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М 20. Найдите :корни уравнения 

sin х + 8cos 2х + cos 4х + sin 5х + 1 = О, принадле­
жащие области определения функции 

у = tg х + lg (л:2 + 4л:х 5х2). 

Решение. 

Найдем область определения функции: 

{ л:2 + 4л:х- 5х2 > О, 
х -:F.л:/2 + л:п, n Е Z, 

{ 5х
2 - 4л:х -л:2 <О, 

х -:F.л:/2 + л:п, n Е Z, 
r-л:;5 < х <л:, 
lx =F-Л:/2 + л:п, n Е Z. 

Рис. 583 

х Е ( -л:/5; л:/2) u (л:/2; л:) (рис. 583). 
Теперь решаем уравнение: 

sin х + 8cos 2х + cos 4х + sin 5х + 1 =О, 
2sin 3х cos 2х + 8cos 2х + 2cos2 2х =О, 
cos 2х • (sin 3х+ cos 2х + 4) =О, 
!cos 2х =О, 
[sin 3х + cos 2х + 4 О. 

Второе уравнение совокупности решений не име­

ет. Остается решить уравнение cos 2х 0: 
Х = Л:/4 + Л:kj2, k Е Z. 
Выберем решения, входящие в область определе­

ния фующии (рис. 584). 

-л/5 л/4 л/2 3л/4 Jt 

Рнс. 584 

...;._;;_~...;.. {л:/4; 3л:/4}. 

М 21. Решите уравнение sin (5xj4) + cos х 2. 
Решение. 

Данное уравнение равносильно системе 

[sin(5x/4) 1, ~5x/4=л:/2+2л:n,nEZ, 
tcos х = 1. [Х = 2л:k, k Е Z. 

х 
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{х/4 = xjlO + 2xnj5, n Е Z, 
xj4 = xkj2, k Е Z. 

_ r t = 18' + 72on, n Е Z,, 
Пусть xj4- t. lt = 90'k, k Е Z (рис. 585). 

t 1t/2 + 21tт, т Е Z, 
xj4 1t/2 + 21tт, т Е Z, 
х 21t + 81tт, т Е Z. 
О т в е т. 21t + 81tт, т Е Z. 

у у 

Рис. 585 Рис. 586 

N! 22. Решите уравнение cos 2х + cos (6xj5) = -2. 

[cos 2х = -1 
Уравнение равносильно системе~соs (бх/5) ~ -l. 

J2x=1t+2xk,kE Z, Jx=1t/2+1tk,kE Z, 
l6xj5 = 1t + 27tn, n Е Z; lx = 57t/6 + 51tnj3, n Е Z; 

{ х/5 = 1tj10 + 1tk/5, k Е Z, 
xj5 = xj6 + 1tnj3, n Е Z. Пусть xj5 = t. 

{
t = 1t/10 + 1tk/5, k Е Z,, 
t = 1tj6 + 1tn/3, n Е Z (рис. 586). 

f t 18' + 36'k, k Е Z, 
L t 30° + 60'n, n Е Z. t 1t/2 + 1tт, т Е Z, 
х/5 7t/2 + 1tт, т Е Z, 
х 57t/2 + 57tт, т Е Z. 

О т в е т. 57t/2 + 51tт, т Е Z. 
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М 23. Найдите все решения данного уравнения 

2 + cos (Зх/2) + J3 sin (Зх/2) = 4sin2 (х/4), 
удовлетворяющие неравенству sin (х/2 + 1t/4) >О. 
Решение. 

Данное уравнение сводится к равносильному 

1 + ( ! cos ~ х + J3 sin ~ х ) 2sin2 ~4 . 2 2 2 2 

1 + cos (3xj2 -n/3) = 1 cos (х/2), 
cos (3xj2 -n/3) + cos (х/2) =О, 
2cos (х -1t/6) cos (х/2 -n/6) О, 

[
cos (х- n/6) = О, Г х = 2nj3 + nk, k Е Z, 
cos (х/2 -n/6) О; lx 4nj3 + 2nn, n Е Z. 
Решаем неравенство sin (х/2 + n/4) >О. 
Пусть xj2 = t: sin (t + 1t/4) >О, 
2nт <t + n/4 < 1t + 2nт, т Е Z, 
-n/4 + 2nт < t < 3nj4 + 2nт, т Е Z. 
Отложим на единичной окружности точки, соот­

ветствующие сериям решений уравнения, перей­

дя к переменной t. 

[
t 1tj3 + 1tkj2, k Е Z, ~ 
t 2nj3 + nn, n Е Z 4li (рис. 587). 
Запишем решения, удовлетворяющие условию 

задачи: 

l-t = 1t/3 + 21tl, l Е Z, 
t = 2nj3 + 2ns, s Е Z, 
t = lln/6 + 2nq, q Е Z, 

r
x = 2nj3 + 4nl, l Е Z, 

1 
х = 4nj3 + 4ns, s Е z, 

LX = 111t/3 + 4тtq, q Е Z. 

Рис. 588 



3. Метод «лепестков» в решении lз6З 
О т в е т. 2nj3 + 4nl, l Е Z; 4n/3 + 4ns, s Е Z; 

lln/3 + 4nq, q Е Z. 

М 24. Найдите все решения уравнения 

2 + cos (3х/2) + J3 sin (3х/2) = 4sin2 (х/2), уДовлетво­
ряющие неравенству sin (х/2 + n/4) >О. 

Решение. 

Сначала решим уравнение, разделив обе его части 

на2. 

1 + 1 3 +JЗ. 3 2 . 2 х 2 COS 2 Х 2 SШ 2 Х = SШ 2 . 
1 + cos (3х/2- n/3) = 1 - cos х, 
cos (3х/2- n/3) + cos х =О, 
cos (5х/4 -n/6) cos (х/4 -n/6) =О, 

lcos (5х/4 -n/6) =О, [ 5х/4 = n/6 + n/2 + nk, k Е Z, 
cos (х/4 -n/6) =О; xj4 = n/6 + n/2 + nn, n Е Z; 

[х/4 = 2n/15 + nk/5, k Е Z, 
xj4 = 2n/3 + nn, n Е Z. Пусть х/4 = t. 

[
t = 24' + 36'k, k Е Z, (:, 
t = 120' + l80'n, n Е Z ' (рис. 588). 
Теперь решаем неравенство sin (х/2 + n/4) >О, пе­
рейдя к переменной t: 
sin (2t + n/4) >О, 2пт < 2t + n/4 < 1t + 2пт, т Е Z, 
-n/8 + пт < t < 3nj8 + пт, т Е Z, 
-22,5' + 180'т < t < 67,5' + 180'т, т Е Z. 

l
t = 2n/15 + nk, k Е Z, 
t = -n/15 + nn, n Е Z, 
t = n/3 + пт, т Е Z. 

О т в е т. 8n/15 + 4nk, k Е Z; -4n/15 + 4nn, n Е Z; 
4n/3 + 4пт, т Е Z. 

Упражнения для самостоятельного решения 

1) Решите уравнение 

,J5cosx- cos(2x) + 2sin х =О. 

sin 2x- 1/4 
2) Решитенеравенство м >О. 

л~3- (sinx + cosx) 
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3) Найдите все значения х, удовлетворяющие ус­

ловию n/2 < l3x - 2nl :;;;; 1t и являющиеся реше­
ниями уравнения 

sin х + cos х- cos (2х) = cos (3х)- sin (2х)- 1. 
4) Решите уравнение cos 2х + cos 6х = icos 4xl. 
5) При каких значениях х значения выражений 

sin х; 0,5Jtgx + ctgx; cos х составляют арифме­
тическую прогрессию? 

6) Решите уравнение 

(sin х + J3 cos x)sin (3х) = 2. 
7) Решите уравнение 2tg х + tg (2х) = tg (4х). 
8) Решите уравнение 

sin (2х)- 2cos (2x)cos х = 4cos х. 
9) Решите уравнение 

4/(cos2 х) + 1 = 9sin x/icos xl. · 
10) Найдите все значения х, удовлетворяющие 

уравнению (sin х + cos х)2 = 2cos (n/4- х) иле­
жащие на отрезке [-n/4; 1t]. 

11) Решите уравнение 
sin х + J3 cos х = ,Jг:-0-..., 5.,..---+-c_o_s_( n-j-6"------x-) . 

12) Решите уравнение 'VI2 sin х = Jsin(2x). 
13) Найдите область определения функции 

Jзб- х2 ·log3(x2 + 2х- 8) 
у= 

2sinx- 1 
14) Найдите корни уравнения 

rn rn 1t- 6х 
л/&:. sin(3x)-cos2 x- "'2 cosx+cos 

2 
cosx=O, 

принадлежащие области определения функции 

у= 4tg (2х) + lg (2n2 - 5nx- 8х2). 

15) Найдите корни уравнения tg (х/5) (JЗ cos2(x/2)­

- J2 sin х cos х - J3 sin2 (х/2)) = О, удовлетво­
ряющие приведеиному неравенству 

lg2 (2х- n) + lg2 (81t- х) ;;;. О. 
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~. 4.1. Простейшие тригонометри:еские уравнения 1365 
~ 
~ 9 Основные приемы решения 
,~ триrоt!ометрических уравнений 

и неравенств с Параметром 

8 4. 1. Простейwие триrонометрические уравнения 
с параметром и к ним сводимые 

.М 1. Решите уравнение sin х =а- 1. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

При решении данного уравнения учтем область 

значений функции у= sin х: у Е [-1; 1]. 
Договоримся частные решения данного уравне­

ния, когда а -1 =О, а-1 = 1, а -1 = -1, выделять 
особо. 

1) Пусть а- 1 =О, т. е. а= 1. Тогда решаем урав­
нение sin х = О; х1 = nn, n Е Z. CED 

2) а- 1 = -1, а= О. Имеем sin х = -1: 
х2 = -n/2 + 2nk, k Е Z. СШ 

3) а -1 = 1, а= 2. Решаем уравнение sin х = 1: 
х3 = n/2 + 2nm, т Е Z. @ 

4) п 1 11 1.la -1 >1, la > 2, ~ усть а - > . 1 1 0 
~ 

а- <- , а< . 
Тогда уравнение sin х = а - 1 решений не 
имеет. 

5) Пусть а Е (О; 1) u (1; 2). В этом случае la- 11 < 1: 
х 4 = ( -1 )1 arcsin (а - 1) + nl, l Е Z. @ 

Заполняем ось ответа (рис. 589). 

~0 .. 
о 1 2 а 

(ось ответа) 

Рнс. 589 
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О т в е т. 1) Если а= О, то х = -n/2 + 2nk, k Е Z. 

2) Если а = 1, то х = пп, n Е Z. 
3) Если а= 2, то х = n/2 + 2nm, т Е Z. 
4) Если а Е (О; 1) u (1; 2), то 
х = (-1) 1arcsin (а- 1) + nl, l Е Z. 
5) Если а Е (-=;О) u (2; +=),то решений 
нет. 

М 2. Решите уравнение cos х = Ь + 3. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

1) Пусть Ь + 3 =О, т. е. Ь = -3: 
cos х = О, х1 = n/2 + nk, k Е Z. CED 

2)Ь+3=-1,Ь=-4: cosx=-1, 
х2 = 1t + 2nn, n Е Z. CED 

3)Ь+3=1,Ь=-2: cosx=1,x3 =2nm, mEZ.@ 

4) IЬ+3I>1: [Ь+3>1, [Ь>-2, @ 
ь + 3 < -1' ь < -4. ~ 4 

Данное уравнение решений не имеет. 

5) Ь Е (-4; -3) U (-3; -2). 
Тогда х4 = ±arccos (Ь + 3) + 2nl, l Е Z. СШ 

Ответ списывается с заполненной оси ответа (рис. 

590). 

0 \:У х4 \L х4 

-4 -3 

Рнс. 590 

М 3. Решите уравнение tg х = 2а + 1. 

Решение. 

ООУ: faE R, 
lx ;t: n/2 + nk, k Е Z. 

:\;/0 .. 
-2 ь 

(ось ответа) 
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Рассмотрим два случая. 

1) а= -1/2: tg х =О, х1 = nn, n Е Z. 
2) а -:1:--1/2: х2 = arctg (2а + 1) + nk, k Е Z. 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 591). 

-1/2 

Рис. 591 

М 4. Решите уравнение ctg х = Ь + 2. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
х -:1:-nn, n Е Z. 

а 

(ось ответа) 

1) Если Ь = -2, то ctg х =О; х1 = n/2 + nk, k Е Z. 
2) Если Ь -:1:- -2, то х2 = arcctg (Ь + 2) + nm, т Е Z. 
Заполним ось ответа (рис. 592). 

-2 

Рис. 592 

ь 
(ось ответа) 

М 5. Решите уравнение sin (х + n/3) = а + 1. 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) а+ 1 =О, а= -1: sin (х + n/3) =О, 
х + n/3 = nk, k Е Z, х1 = -n/3 + nk, k Е Z. СЕ[) 

2) а+ 1 = 1, а= 0: sin (х + n/3) = 1, х = -n/3 + n/2 + 
+ 2nn, n Е Z, х2 = nj6 + 2nn, n Е Z. @ 
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3)а+1=-1,а=-2: 

sin (х + л/3) = -1, х = -л/3 -л/2 + 2лт, т Е Z, 
х3 = -5л/6 + 2лт, т Е Z. @ 

4) la + 11 > 1 la + 1 > 1' la > О, @ 
'а+1<-1, а<-2. ~ 4 

Решений нет. 

5) а Е (-2; -1) u (-1; 0): 
х4 = -л/3 + (-1)1arcsin (а+ 1) + лl, l Е Z. @ 

Ответ представлен на числовой прямой (рис. 593). 

~0. 
-2 -1 О а 

(ось ответа) 

Рнс. 593 

М 6. Решите уравнение cos (2х- 1) =с+ 2. 
Решение. 

ООУ: {СЕ R, 
ХЕ R. 

1) с= -2: cos (2х- 1) =О, 2х- 1 = л/2 + лk, k Е Z, 
х1 = 1/2 + л/4 + лk/2, k Е Z. СЕ!) 

2) с=-1: cos(2x-1)=1,2x-1=2лn,nE Z, 
х2 = 1/2 + 1tn, n Е Z. @ 

3) с= -3: cos (2х- 1) = -1, 2х- 1 = 1t + 2лт, т Е Z, 
х3 = 1/2 + л/2 + лт, т Е Z. @ 

4)ic+21>1 lc+2>1, lc>-1, @ 
'с+2<-1, с<-3. ~ 4 

Решений нет. 

5) С Е (-3; -2) U (-2; -1): 
х4 = 1/2 ± (1/2) arccos (с+ 2) + лl, l Е Z. @ 

Запишите ответ по рисунку 594. 

-3 -2 -1 с 
(ось ответа) 

Рнс. 594 
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М 7. Решите уравнение cos JX = т + 1. 

Решение. 

ООУ: {mE R, 
х>О. 

1) т= -1: cos JX =О, JX = n/2 + nk, k Е N u {0}. 

Мы учли, что JX >О. х1 = (n/2 + nk)2 , 

k Е N u {0}. СЕ!) 

2) m=-2: cos JX =-1, JX =n+2nn, nE Nu{O}. 
х2 = (n + 2nn)2 , n Е N u {О}. @ 

3) т= 0: cos JX = 1, JX = 2nm, т Е N u {О}. 
Х3 = (27tm)2 , т Е N U {0}. @ 

4) Im + 1j > 1, l:: ~2. Решений нет. СШ 
5) Пусть т Е (-2; -1) u(-1; 0). 
Тогда имеем для каждого значения т две серии 

решений: 

[
JX = arccos (m + 1) + 2nl, l Е N u {0}, 

JX = -arccos (m + 1) + 2nt, t Е N, 

[х4 = (arccos (m + 1) + 2nl)2, l Е N u {0}, 

х5 = (-arccos (m + 1) + 2nt)2, t Е N.@ 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 595). 

x4,x5V 
-2 -1 

Рнс. 595 

М 8. Решите уравнение sin х2 = р + 3. 

Решение. 

ООУ: {рЕ R, 
ХЕ R. 

о т 

(ось ответа) 
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1) р = -3: sin х2 =О, х2 = nn, n Е N u {0}. 

х1 = ±Jitii, n Е N u {0}. @ 

2) р = -2: sin х2 = 1, х2 = n/2 + 2nk, k Е N u {О}, 

х2 = ±Jn/2 + 2nk, k Е N u {0}. @ 

3) р = -4: sin х2 = -1, х2 = -n/2 + 2nm, т Е N, 

x 3 =±J-n/2+2nm,mEN.@ 

4) ~ + 31 > 1, l~: =~: Решений нет.@ 
5) рЕ (-3; -2). 
Тогда \ х2 = arcsin (р + 3) + 2nl, l Е {О} u N, 

l х2 = n- arcsin (р + 3) + 2nt, t Е N u {О}. 

[х4 = ± Jarcsin(p + 3) + 2nl, l Е N u {0}, 

х5 = ±Jn- arcsin(p + 3) + 2nt, t Е N u {0}. @ 
6) рЕ (-4; -3). 
Заметим, что в этом случае (р + 3) Е (-1; 0), а зна­
чит, -n/2 < arcsin (р + 3) <О. 
Поэтому 

r х2 = arcsin (р + 3) + 2nc, с Е N, 
l х2 = -n- arcsin (р + 3) +2nd, d Е N. 

[х6 = ±Jarcsin(p + 3) + 2nc, с Е N, 

х7 = ±J-n- arcsin(p + 3) +2nd, d Е N. @ 
Заполним ось ответа (рис. 596). 

Хв,х7У 
-4 -3 -2 р 

(о<;ь ответа) 

Рис. 596 

М 9. Решите уравнение tg lxl =а- 2. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
х 7:-n/2 + nk, k Е Z. 
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1) а = 2: tg lxl = О, lxl = nn, n Е N u {О}, 
х1 = ± nn, n Е N u {0}. 

2) а> 2: lxl = arctg (а- 2) + пт, т Е N u {0}, 
х2 = ±(arctg (а- 2) + пт), т Е N u {0}. 

3) а< 2. Заметим, что в этом случае имеем 
-n/2 < arctg (а- 2) <О. 

Поэтому lxl = arctg (а- 2) +~l, l Е N, 
х3 = ±(arctg (а- 2) + nl), l Е N. 
Ответ списывается с оси ответа (рис. 597). 

2 

Рис. 597 

а 

(ось ответа) 

М 10. Решите уравнение sin (-х2 + 2х- 1) = Ь + 1. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Учитывая нечетность функции у = sin t, данное 
уравнение сведем к ему равносильному 

sin (х- 1)2 = -Ь- 1. 
1) Ь=-1: sin(x-1)2 =0,(x-1)2 =nk,kE Nu{O}. 

х- 1 = ± Jiёk' k Е N u {0}, 

х1 = 1 ± Jiёk, k Е N u {0}. СП) 

2) Ь = 0: sin (х- 1)2 ~ -1, (х- 1)2 = -n/2 + 2nn, 
nE N, 

х2 = 1 ± J-n/2 + 2nn n Е N. @ 

3) Ь = -2: sin (х- 1)2 = 1, (х- 1)2 = n/2 + 2пт, 
тЕ Nu{O}, 

х3 = 1 ± J,--n--.,.1-=-2 -+-2-=-п_т_ , т Е N u {О}. @ 
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4) IЬ + 11 > 1: l~ ~ ~2. Решений нет.@ 
5) Ь Е (-1; 0). Тогда -1 < -Ь- 1 <О. 

(х- 1)2 = (-1)1arcsin (-Ь- 1) + тсl, l Е N, 

х4 = 1 ± J(-1)1 + 1arcsin(b + 1) + тсl, l Е N. @ 
6) Ь Е (-2; -1). Тогда О< -Ь- 1 < 1. 

(х- 1)2 = (-1)с arcsin (-Ь- 1) +тсс, с Е N u {0}, 

х5 = 1 ± J( -1)с + 1arcsin(b + 1) +тсс, 
сЕ Nu{O}. @ 

Заполняем ось ответа (рис. 598). 

0 \:;( Х5 \L х4 \:У 0 • 
-2 -1 о ь 

Рис. 598 

М 11. Решите уравнение cos (тсх2) = 5- а. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

(ось ответа) 

1) а= 5: cos (тсх2) =О, тсх2 = тс/2 + тсk, k Е N u {0}, 
х2 = 1/2 + k, k Е N u {0}, 

x1 =±J1/2+k,kENu{O}. (ill 

2) а= 4: cos (тсх2) = 1, тсх2 = 2тсп, n Е N u {О}, 

х2 = ±ffn, nE Nu {0}. @ 

3) а= 6: cos (тсх2) = -1, тсх2 =те+ 2тст, т Е N u {О}, 

x 3 =±J1 +2m, тЕ Nu{O}. @ 

4) 15- ai > 1: ra < 4
6

• Решений нет.@ la > . 
5) а Е (4; 5)u(5; 6). 

l
тсх2 = arccos (5- а)+ 2тсс, с Е N u {О}, 
тсх2 = -arccos (5- а)+ 2тсd, d Е N. 
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[ х4 = ±J(1/1t)arccos(5- а)+ 2с, с Е N u {О}~ 

lx5 = ±J(-1/1t)arccos(5- а)+ 2d, d Е N. @ 
Ответ представлен на оси ответа (рис. 599). 

4 5 6 а 

(ось ответа) 

Рнс. 599 

.N2 12. Решите уравнения sin х = 1/(а + 2). 

Решение. 

ООУ: Ja:;t:-2, 
[ХЕ R. ей) 

1) Пусть 1/(а + 2) = 1, а -1: sin х 1, 
х1 = 1t/2 + 21tk, k е Z. @ 

2) Если 1/(а + 2) -1, то а= -3: sin х = -1, 
х2 -1t/2 + 21tn, n е Z. @ 

3) 1-1-1 > 1: Jla + 21 < 1, ~-1 <а+ 2 < 1, 
а+ 2 [a:;t:-2, la:;t:-2, 

r-3 <а<-1 
{ ' 
[a:;t:-2, 
а Е (-3; -2) u (-2; -1). @ 
В этом случае решений нет. 

4) Пусть ,_1_, <1,т.е.ае (-oo;-3)u(-1;+oo), 
а+2 

Тогда х8 (-1)marcsin (1/(а + 2)) + 1tm, 

mEZ. @ 
Заносим результаты на ось ответа (рис. 600). 

Xg '\L 0 ~ 0 \Lx3 

-3 -2 -1 
.. 
а 

(ось ответа) 

Р~с. 600 
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Учитывая, что если а Е (-3; -1), то решений нет, 

можно результат решения данного уравнения пред­

ставить на рисунке 601. 

-3 

Рнс. 601 

М 13. Решите уравнение sin х 

Решение. 

ООУ: {a:F-1, @ 
ХЕ R. 

-1 

2а 

а+ 1' 

а 

(ось ответа) 

1) Пусть 2aj(a + 1) =О, а 0: sin х О, 

х1 = nk, k Е Z. @ 
. 2) Если 2aj(a + 1) = 1, то а 1, sin х = 1, 

х2 n/2 + 2nm, т Е Z. @ 
3) Если 2aj(a + 1) -1, то а = -1/3, sin х -1, 

х3 = -n/2 + 2nn, n Е Z. @ 
4) Пусть l2aj(a + 1)/ > 1: 

Г2аj(а + 1) > 1, Г(а- 1)/(а + 1) >О, 
l2aj(a + 1) < -1, l(3a + 1)/(а + 1) <О. 

Видим, что а Е (-оо; -1) u (-1; -1/3) u (1; +оо) 
(рис. 602). 

Рнс. 602 

В этом случае решений нет. @ 
fl2a/(a + 1)1 < 1 5) Пусть l 

0 
'т. е. а Е (-1/3; О) u (О; 1). 

а :F ' . 
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Тогдах4 (-1)1arcsin(2aj(a+ 1))+7tl,le Z @ 
(рис. 603). 

g 'Q g ~ х4 "\1 х4 ~ g .. 
-1 -1/3 о 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 603 

И в этом случае удобнее рисунок 604. 

g \)/ х4 '\L х4 \)(0 .. 
-1/3 о 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 604 

М 14. Решите уравнение sin х = (Ь 1)/(2Ь + 1). 

Решение. 

ООУ: jЬ * -1/2, г.:1' 
lxe R. \.!:....'-J 

1) Ь=1: sinx=O,x1 =nk,ke Z. СШ 

Ь-1 
2) 2ь + 1 1, Ь = -2: sin х = 1, х2 nj2 + 2nn, 

neZ.@ 
ь 1 

3) 2ь + 1 = -1, Ь 0: sin х -1, х3 = -n/2 + 2nm, 

meZ. @ 

rь-1 Ь+2 

4) 1 Ь- 1 1 > 1: 1 2Ь + 1 > 
1

• 2Ь + 1 <О, 
· 2Ь + 1 1 Ь 1 Ь 

"2Ь+ 1 <-1• 2Ь + 1 <О. 
Ь е (-2; -1/2) u (-1/2; О) (рис. 605). 
В этом случае решений нет. @ 
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rj ь- 1 / < 1, 
5) Пусть ~ 2 Ь + 1 

l,ь * 1. 
Рис. 605 

ТогдаЬЕ (-=; -2)u(O; 1)u(1; +=). 

х4 (-l)l arcsin 2ЬЬ -+ \ + 1tl, l Е Z. СШ 
Заполним ось ответа (рис. 606 и 607). 

х4 ~ g '?/ g iL х4 \(/ 
-2 -1/2 о 1 

х4 .. 
ь 

(ось ответа) 

Рнс. 606 

х4 \L g \:;/ х4 ~х4 .. 
-2 о 1 ь 

(ось ответа) 

Рнс. 607 

М 15. Решите уравнение cos х = (3а + 1)/(а- 2). 
Решение. 

OOY:ja* 2• CED 
tXE R. 

1} а= -1/3: cos х 
2) (3а + 1)/(а 2) 

nE Z.@ 

О, х1 = 1t/2 + 1tk, k Е Z. CED 
1, а -3/2: cos х 1, х2 21tn, 

3) (За+ 1)/(а- 2) -1, а 1/4: cos х = -1, 
Xg 1t + 21tm, m Е Z. 

4) l(3a + 1)/(а- 2)1 > 1: li:~ + ~j;~ = ~j ~ g: 
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а Е (-оо; -3/2) u (1/4; 2) u (2; +оо) (рис. 608). 
В этом случае решений нет. @ 

Рнс. 608 

5) rl(3a + 1)/(а 2)1 < 1, 
la:1=-1/3. 
Тогда а Е (-3/2; -1/3) u (-1/3; 1/4). @ 

За+ 1 
х4 ±arccos а 2 + 2тtl, l Е Z. 

Ответ представлен на оси ответа (рис. 609 или 610). 

g '\1 х4 '\У х4 '\[ 
-3/2 -1/3 1/4 

Рнс. 609 

g у х4 '\L х4 

-3/2 -1/3 

Рнс. 610 

М 16. Решите уравнение sin х а2 • 

Решение. 

ООУ: Ja Е R, 
:хЕ R. 

g ~ g .. 
2 а 

(ось ответа) 

~g 
" 1/4 а 

(ось ответа) 

1) Пусть а= 0: sin х О, х1 = тtk, k Е Z. СЕ!) 

2) а2 = 1, а= ±1: sin х = 1, 
х2 = тt/2 + 2nn, n Е Z. @ 
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3) а2 > 1: l: ~ .:i, а Е (-оо; -1) u (1; +оо). 
Решений нет. @ 

4) 1 а2 < 1, 
,a:;Z:O, а Е (-1;0)u(O; 1): 
х3 (-1)marcsin а2 + nm, т Е Z. @ 

Сведем все решения на ось ответа (рис. 611). 

g \:(/ х3 ~ х3 \:У е! 
-1 1 

,. 
а 

о 
(ось ответа) 

Рнс. 61 J 

М 17. Решите уравнение sin х = Ь2 + 1. 

Реш е н и е. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Легко видеть, что Ь2 + 1 ?J: 1, а потому данное урав­
нение имеет решения, только если Ь = 0: 
х = n/2+ 21tk, k Е Z (рис. 612). (*) 

о 

Рнс. 612 

М 18. Решите уравнение sin х = а2 - 1. 

Решение. 

ООУ: Ja Е R, 
lXE R. 

.. 
ь 

(ось ответа) 

1) а2 1 О, а ±1: sin х =О, х1 = 1tk, k Е Z.@ 

2)а2 -1 1,a=±J2: sinx=l,x2 =1t/2+21tn, 
n Е Z. 
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3) а2 1 = -1, а= О: sin х 
meZ.@ 

-1, х3 = -1t/2 + 21tm, 

4) /а2 1/> 1: l'a2-1 > 1, -
а2 -1<-1, 

]а/> J2. @ 

[а
2 > 2, 

а2 <О, 

Решений нет. 

5) {la2
- 1/ < 1, 

а :;r:±1, 

r а2 - 1 < 1, r- J2 <а < J2' 
~а2 -1>-1, ~а2>О 
[a:;r:±1, [a:;r:±1: 

Из последней системы имеем, что 

а Е (-J2; -1) u (-1; О) u (О; 1) u (1; J2 ). 
И тогда х4 (-1)1 arcsin (а2 - 1) + 1tl, l е Z. СШ 

Заполним ось ответа (рис. 613). 

- J2 · -1 О 1 J2 а 
(ось ответа) 

Рис. 613 

М 19. Решите уравнение cos х = а2 - 2а. 

Решение . 

. ООУ: {ае R, 
ХЕ R. 

1) а2 - 2а =О, 
!а= О, 
la = 2. 

cos х = О, х1 = 1t/2 + 1tk, k е Z. @ 

2) а2 - 2а -1, а = 1: cos х = -1, х2 1t + 21tn, 
ne Z. @ 

3)а2 2а=1,а2 2а-1=0,а 1±J2: cosx=1, 
х3 21tm, те Z. @ 

4)ja2_ 2a]> 1:[a2 2а>1, r.a2 2а-1>0, 
а2 -2а<-1, ·а2 2а+1<0, 

а2 - 2а- 1 >О, т. е. 

ае(-=;1 J2)u(l+J2;+oo). 
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В этом случае решений нет. @ 

5) Если а Е (1 - J2; О) u (О; 1) u (1; 2) u (2; 1 + J2 ), 
то х4 =±arccos (а2 - 2а) + 2nl, l Е Z. @ 

Заnолним ось ответа (рис. 614). 

1 J2 О 1 2 1 +J2 а 
(ось ответа) 

Рис. 614 

М 20. Решите уравнение asin х = 3. 
Решение. 

ООУ: {а е R, 
ХЕ R. 

1) Пусть а= 0: О • sin х 3. Решений нет. 
2) Если а * О, то данное уравнение сводится к 

уравнению sin х = 31 а. 
Такого тиnа уравнения мы уже решали. По­

nробуйте его решить самостоятельно и срав­

нить с тем, что nредставлено на рисунках 615 и 
616,где 

х1 -n/2 + 2nk, k Е Z, 
х2 n/2 + 2nn, n Е Z, 
х3 = (-l)marcsin (3/а) + nm, т Е Z. 

Хз \L 0 ~ 0 
-3 о 

Рис. 615 

Хз \)/ 0 ~ 
-3 3 

Рис. 616 

"(У Хз .. 
3 а 

(ось ответа) 

Хз .. 
а 

(ось ответа) 
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М 21. Решите уравнение (а2 - 4)cos х =а+ 2. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Если а= 2, то О· cos х = 4. Уравнение решений не 
имеет. СЕ!) 

Еслиа=-2,тоО·соsх=О,хЕ R. @ 
Пусть а"# ±2. Тогда решаем уравнение 
cos х = 1/(а- 2). 
1) 1/(а- 2) = 1, а= 3: х1 = 2nn, n Е Z. CED 
2) 1/(а-2)=-1,а=1: x 2 =n+2nm,mE Z. СШ 

3) \ 1 /(а _ 2)\ > 1 :{\а- 2\ < 1, {1 <а< 3, 
a-:F-2, a-:F-2. 

Решений нет. @ 
4) а Е (-оо; -2)u(-2; 1)u(3; +оо). 

В этом случае 1-1-1 < 1 и 
а-2 

1 . 
х3 = ±arccos --

2 
+ 2nl, l Е Z. @ 

а-

Ответ представлен на рисунках 617 и 618. 

Хз '\! Хз '\У 0 ~ 0 \L Хз .. 
-2 1 2 3 а 

(ось ответа) 

Рис. 617 

.. 
-2 1 3 а 

(ось ответа) 

Рис. 618 

М 22. Решите уравнение (Ь- 1)sin х = Ь2 -1. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 
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ПустьЬ=1: O·sinx=O,xE R. @ 
Если Ь 7:- 1, то имеем уравнение sin х = Ь + 1. 
l)b+1=0,b=-1: x 1 =1tn,nEZ.@ 
2) Ь + 1 = 1, Ь = 0: х2 = 1t/2 + 21tk, k Е Z. @ 
3) Ь + 1 = -1, Ь = -2: х3 = -1t/2 + 21tт, т Е Z. (8) 

1 1 [ 
ь >о, 

4){Ь+1>1, Ь<-2, 
Ь7:-1, Ь 7:-1, 

ь Е (-=; -2) u (О; 1) u (1; +=). 
В этом случае решений нет. СШ 

5) Ь Е (-2; -1) u (-1; 0). Тогда 
х4 = (-1)Z arcsin (Ь + 1) + 1tl, l Е Z. @ 

Заполняем ось ответа (рис. 619). 

.. 
-2 -1 о 1 ь 

(ось ответа) 

Рис. 619 

.М 23. Решите уравнение (а- 2)cos х =а- 1. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Пусть а= 2: О· cos х = 1. Решений нет. 
Если а 7:-2, то cos х =(а- 1)/(а- 2). 
Решите это уравнение самостоятельно. Ответ 

представлен на рисунке 620, где х1 = 1t/2 + 1tk, 
kE Z. 
х2 = 1t + 21tn, n Е Z. 

а-1 
х3 = ±arccos а _ 2 + 21tт, т Е Z. 

1 3/2 

Рис. 620 

.. 
а 

(ось ответа) 
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М 24. Найдите все значения а, при которых уравне­

ние (4а + x)arcsin х =О имеет ровно один корень. 

(ЕГЭ 2002 г.) 

Ja Е R, 
ООУ: l!x! < 1. 

Уравнение сводится к совокупности систем (1) и 
(2). 

(1): 

(2): 

{
arcsinx 
аЕ R; 

о, rxl о. 

laE R. 

{4а + х О, 
lxl < 1; 

rx2 = -4а, 

ll4a[ < 1, 
rx2 -4а, 

llal < 1/4. 

Если а= -1/4, то х2 = 1. Если а 1/4, то х2 = -1. 
Узнаем, когда х2 = х1 : -4а О, а= О. 

Тогда х2 х1 = О. Результаты отмечаем на оси па­

раметра а (рис. 621). 

х1 =О 
о 

х1 =0 
х2 = 1 xt х2 х2 = '-l 

х1 =0 \L х=О ~ х1 =0 \L х 1 =О х2 = 1 х:= -4а .. 
-1/4 о 1/4 а 

(ось ответа) 

Рис. 621 

О т в е т. (-оо; -1/4) u {О} u (1/4; +оо). 

М 25. Найдите все значения а, при которых уравне­
ние (2а х) arccos х =О имеет ровно один корень. 
(ЕГЭ 2002 г.) 

ООУ: Ja Е R, 
llx[< 1. 

Данное уравнение сводится к совокупности двух 

систем: 
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Jarccos х =О, 
lae R, 
rx 2а, 

llxl ~ 1. 
rxl 1, 

Решаем систему ( 1 ): ' laE R. 

fX2 = 2а, jX2 = 2а, 
Переходим к системе (2): li2al ~ 1, llal ~ 112. 
Если а= -1/2, то х2 -l. 
Если а= 1/2, то х2 = х1 = 1. 

(1) 

(2} 

Нанесем результаты на ось nараметра (рис. 622) . 

.. 
-1/2 1/2 а 

(ось ответа) 

Рис. 622 

Ответ. (-оо; -1/2)v[l/2; +оо). 

М 26. Решите уравнение cos2 2х =а + 2. 
Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Умножим обе части данного уравнения на 2. 
2cos2 2х 2а + 4, 
1 + cos 4х 2а + 4, 
cos4x 2а+3. 

1) а -3/2: cos 4х =О, х1 n/8 + nk/4, k Е Z.<E!) 
2) 2а+3=1,а=-1: cos4x 1,x2 =nnj2,nE Z.@ 
3) 2а + 3 = -1, а= -2: cos 4х = -1, х3 = 1t/4 + nm/2, 

meZ. @ 

4) /2а + 3/ > 1: l2a + 3 > 1, ja > -1, 
2а + 3 < -1, la < -2. 

Решений нет. @ 
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5) а Е (-2; -3/2) u (-3/2; -1): 
х4 = ±(1/4)arccos (2а + 3) + nl/2, l Е Z. @ 
Заполним ось ответа (рис. 623). 

g \L х4 ~ х4 ~g 
-3/2 -1 "' а -2 

(ось ответа) 

Рис. 623 

М 27. Решите уравнение cos х + J3 sin х 2с. 

Решение. 

OOY:fcER, 
lXE R. 

Умножим обе части данного уравнения на 1/2: 

(1/2)cos х + (,f3 /2)sin х с, cos (х -n/3) =с. 
Решите это уравнение самостоятельно. Ответ 

nредставлен на рисунке 624, где 
х1 5n/6 + nk, k Е Z, 
х2 = n/3 + 2nn, n Е Z, 
х8 = 4n/3 + 2nm, т Е Z, 
х4 = n/3 ± arccos с+ 2nl, l Е Z. 

-1 о 1 с 
(ось ответа) 

Рис. 62.4 

М 28. Решите уравнение sin х + acos х = О. 
Реш е н и е. 

ООУ: fa Е R, 
lXE R. 

Если cos х *О, то nолучим уравнение tg х -а, от­
куда х = -arctg а+ nk, k Е Z. 
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Если cos х =О, то sin х О, что одновременно не­
возможно. 

х = -arctg а+ 1tk, k Е Z, при любом а. 

М 29. Решите уравнение asin х- cos х =О. 
Решение. 

ООУ: fa Е R, 
_ [х Е R. 

Если а= О, то имеем уравнение cos х 0: 
х1 = 1t/2 + 1tk, k Е Z. 
Если а* О, то tg х = lfa и х2 arctg (lfa) + 1tn, 
nE Z. 
Ответ представлен на рисунке 625. 

о 

Рис. 625 

" а 
(ось от:вета) 

М 30. Решите уравнение acos х- 2sin2 (х/2) О. 

Решение. 

ООУ: [аЕ R, 
lxE R. 

acos х- (1 cos х) =О, (а+ 1)cos х 1. 
Решите это уравнение самостоятельно. Ответ 

представлен на рисунке 626, где х1 21tk, k Е Z. 
х2 = 1t + 21tn, n Е Z, 
х3 = ±arccos (1/(а + 1)) + 2nm, т Е Z. 

-2 о 

Рис. 626 

М 31. Решите уравнение sin 2х = asin х. 
Решение. 

ООУ: fa Е R, 
[ХЕ R. 

.. 
а 

(ось ответа) 
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Воспользуемся формулой sin 2а = 2sin а cos а. 
2sin х cos х ~ asin х = о. 
sin х (2cos х ~а)= О. Уравнение сводится к сово-
купности: 

r
sin х О, 
cos х = aj2. 
Решаем nервое уравнение совокупности: 

х1 nk, k Е Z, при любом а Е R. CU) 

(1) 
(2) 

Для решения уравнения cos х = aj2 рассмотрим 
ряд случаев: 

1) а= 0: х2 = тt/2 + пп. n Е Z.@ 
2) а = 2: х3 = 2nm, т Е Z. @ 
3) а= -2: х4 = 1t + 2тtl, l Е Z. @ 

4) la/21 > 1: r~ ~ :2. @ 
Уравнение cos х aj2 решений не имеет. 

rla/21 < 1. !а < 2. 
5) 1а *-о, а> -2. а Е (-2; О) u (О; 2). 

L а;еО, 

х5 ±arccos (а/2) + 2nt, t Е Z. @ 
Ilpи составлении ответа удобно воспользоваться 
тремя осями для параметра а (рис. 627): 
на первой оси изображаются результаты решения 

уравнения sin х = О; 
на второй- cos х = aj2; 
на третьей - ответ. 

xl 
(1) 

g \)/ Xs \Z х5 ~ (2) 
-2 о 2 а 

х1 ~ x 5,Xl ~ x5,xl "'\Z Х1 
~ 

-2 о 2 а 

(ось ответа) 

Рнс. 627 
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Заметим, что при а= О множества решений х1 и х2 
объединяются в множество х6 = ncj2, с Е Z. 

1) Если а Е (-оо; -2] u [2; +оо}, то х = nk, 
kE Z. 
2) Если а= О, то х nc/2, с Е Z. 
3) Если а Е ( -2; О) u (О; 2), то х nk, 
k Е Z; х ±arccos (с/2) + 2nt, t Е Z. 

М 32. Решите уравнение cos2 х- sin2 х 2acos2 2х. 

Решение. 

ООУ: faE R, 
lxE R. 

cos 2х 2а cos2 2х, cos 2х (2а cos 2х- 1) =О, 
rcos 2х о, (1) 
L2a cos 2х = 1. (2) 
Решаем (1): cos 2х =О, х1 n/4 + nkj2, 

k Е Z, при любом а. @ 
Решаем (2): 2а cos 2х 1. @ 
Пусть а= 0: О· cos 2х 1. Уравнение (2) решений 
не имеет. 

·Если а* О, то решаем уравнение cos 2х = 1/(2а). 

1) а= 1/2: cos 2х 1, х2 = nn, n Е Z.@ 
2) а= -1/2: cos 2х = -1, х3 = nj2 + nm, т Е Z.@ 

3) lr lial > l, J~:~~ 1' а Е (-1/2; О) u (О; 1/2). 
а='#= О. l 

Уравнение (2) решений не имеет. @ 
4) а Е (-оо; -1/2) u (1/2; +оо): 

х4 ±(1/2) arccos (l/2a) + nl, l Е Z. CED 
Объединяем решения (1) и (2) на оси ответа 
(рис. 628). @) 

-1/2 1/2 

Рис. 628 

.. 
а 

(ось ответа) 
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М 33. Решите уравнение а cos 3х + sin 2х- sin 4х = О. 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Воспользуемся формулой разности синусов. 

acos 3х- 2sin х cos 3х =О, 
cos 3х (а- 2sin х) =О, 
lcos 3х =О, 
lsin х = aj2, 
(1): cos 3х =О, х1 = 1tj6 + 1tkj3, 

k Е Z, при любом а.@ 
(2): sin х = а/2. 
1) а= 0: х2 = 1tn, n Е Z. @ 

2) а= 2: х3 = 1t/2 + 27tm, т Е Z. @ 

3) а= -2: х4 = -Jt/2 + 21tl, l Е Z.@ 

4) lal > 2. Уравнение (2) решений не имеет. CED 

(1) 
(2) 

5) а Е (-2; О) u (О; 2): х5 = (-1)farcsin (а/2) + 1tt, 
tEZ.@ 

Объединяем множества решений уравнений ( 1) и 
(2) (рис. 629). @ 

х1,х5 ~ х1 " 

-2 о 

Рис. 629 

2 а 

· (ось ответа) 

М 34. При каких целых значениях параметра а 
уравнение cos ах= 1 + 7cos2 (1t/4 + xj2) имеет ре­
шения? Найдите их. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

cos ах= 1 + (7/2)(1 + cos (7t/2 + х)), 
cos ах= 1 + (7/2)(1- sin х), 
2cos ах= 9- 7sin х, 2cos ах+ 7sin х = 9. 
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Последнее уравнение приводим к равносильной 

ему системе: 

jsinx 1, (1) 
,COS ах= 1. (2) 
Решим уравнение (1): х л/2 + 2лk, k Е Z, при лю­
бом значении а. 

(2): cos ах= 1: 
1) а= О. Решением уравнения (2) является мно­

жество R. И тогда решением системы являются 
числах л/2 + 2лk, k Е Z. 

2) а:;:. 0: х 2лnja, n Е Z,- решения уравнения (2). 
Найдем такие целые значения а, при которых 

л/2 + 2лk = 2лnja, где k, n Е Z: 
1/2 + 2k 2nja, а+ 4ka 4n, a(l + 4k) = 4n. 
При k Е Z сумма 1 + 4k не равна нулю: 
а 4n/(1 + 4k). Чтобы а было целым числом, 
достаточно, чтобы n (1 + 4k)т, т Е Z, k Е Z. 
Тогда а = 4т, где т Е Z, и х = л/2 + 21tk, k Е Z 
решения системы. 

Ответ.а=4т,тЕ Z. 
Х = 1t/2 + 21tk, k Е Z. 

М 35. Решите уравнение 1 + tg2 х а. 

Решение. 

ООУ: ja Е R, 
tx =F-1t/2 + 1tk, k Е Z. 

tg2 х а- 1. 
1) Если а= 1, то tg х 0: х1 = 1tn, n Е Z. 

2) Если а< 1, то решений нет. 

3) Если а > 1, то [tg х 
tgx 

х2 = ±arctg + 1tт, т Е Z. 
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Ответ представлен на рисунке 630. 

1 

Рнс. 630 

а 

(ось ответа) 

М 36. Решите уравнение 2tg xj(1- tg2 х) = 3aj2. (1) 
Решение. 

f
aE R, 

ООУ: х 7: n/2 + nk, k Е Z, l х 7: nj4 + nnj2, n Е Z, (рис. 631). 

Перейдем: от уравнения (1) к уравнению 
tg 2х = 3aj2. (2) 
Заметим:, что при этом: область определения 
данного уравнения расширилась на множество 

х n/2 + пт, т Е Z. Подставим х n/2 + пт, 
т Е Z, в уравнение (2): 
О= 3aj2, а= О. 
Теперь а О подставим в уравнение (2): 
tg 2х =О, х nl/2, l Е Z. 
С учетом: области определения найдем при а О 
множество решений данного уравнения. Это чис­

лах = nt, t Е Z. 
Если а-:;::. О, то х (1/2)arctg (3а/2) + ncj2, с Е Z. 

О т в е т. 1) Если а= О, то х nt, t Е Z. 
2) Если а-:;::. О, то 

х = (1/2)arctg (3а/2) + ncj2, с Е Z. 
у у 

х х 

Рнс. 631 Рнс. 632 
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1 + tgx 
.М 37. Решите уравнение 1 tgx 2Ь. 

[ЪЕ R, 
ООУ: 'lx 7:- n/2 + nk, k Е Z, (рис. 632). 

х 7:- nj 4 + nn, n Е Z. 

(1) 

Перейдем к уравнению tg (х + n/4) 2Ь. (2) 
Произошло расширение области определения 

уравнения (1) на множество х = n/2 + 1tk, k Е Z. 
Подставим х n/2 + nk, k Е Z в уравнение (2): 
-1 = 2Ь, Ь -1/2. 
А теперь Ь = -1/2 подставим в уравнение (2): 

tg (х + n/4) = -1, 
x+n/4 -nj4+nm,mEZ, 
х -n/2 + nm, т Е Z. 

Но полученные значения х не удовлетворяют об­

ласти определения данного уравнения. Следова­

тельно, расширение области определения уравне­

ния (1) при переходе к уравнению (2) привело к 
приобретению посторонних решений. 

Итак, если Ь -l/2, то уравнение (1) решений не 
имеет. 

Если Ь 7:--1/2, то х -n/4 + arctg 2Ь + nl, l Е Z. 
Ответ. 1)ЕслиЬ7:--1/2,то 

х -n/4 + arctg 2Ь + nl, l Е Z. 
2) Если Ь = -1/2, то решений нет . 

.М 38. При каких значениях а данное уравнение 
1 + sin2 ах cos х имеет единственное решение? 

Решение. 

ООУ: jaE R, 
LXE R. 

Так как icos xi < 1, 1 + sin2 ах> 1, то получим сис­
тему уравнений 

J sin ах= О, 
l cos х = 1. 
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1) Если а = О, то R множество решений уравне­

ния sin ах О. А nотому х = 2nn, n Е Z, ре­

шения системы. Значит, при а= О единствен­

ного решения у системы нет. 

2) п о ix=nkja,kE Z, 
усть а -:;:. : ~ _ 2 Z 

[Х- nn, n Е • 

nkja 2nn, n = kj(2a), k, n е Z. 
Если а рациональное число (а -:;:. 0), то урав­
нение n = kj(2a) в целых числах имеет бесчис­
ленное множество решений. Значит, а- ирра­

циональное число. Тогда k n О. Следователь­

но, х = О - единственное решение. 

О т в е т. а- иррациональное число. 

8 4.2. Триrонометрические уравнения 
и системы с параметром 

М 1. Решите уравнение cos2 х + бsin х = 4а2 2. 
Решение. 

ООУ: JaE R, 
lxe R. 

Пусть sin х =у, IYI::;;; 1. 
1- sin2 х + бsin х = 4а2 - 2, 
у2 - бу + 4а2 3 О. Найдем D1: 

D1 = 4(3 а2). 

1) 3- а2 <О, lal > J3: решений нет. ей) 
2) а=±J3,у2-бу+9 О.(у-3)2 =0,у 3.Реше-

ний нет, так как 3 > 1. СШ 

3) D1 > О; - J3 < а < J3 . Тогда 

у1 3 + 2 J3- а2 ; у2 3- 2 J3- а 2 . 
Видим, что у1 > 1. 

Остается sin х = 3 - 2 
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И с с л е д о в а н и е. 

J-1<3-2J3-a 2 <1, 

l-J3 <а< J3; 
!
J3- а2 < 2, 

J3- а2 ;:;, 1, 

-J3 <а< J3; 

1
3- а2 < 4, 
3-а2 ;:;.1, 

-J3 <а< J3; 
J-J2<a<J2, 

l-J3 <а< J3, 

а2 < 2 j
a2;:;,-1, 

-J3 ~а< J3, 

\а\< J2. 

Если \а\< J2, то х1 = (-1)k arcsin (3- 2J3- а2) + 
+ nk, k Е Z. @ 

При \а\ = J2 получаем х2 = n/2 + 2nn, n Е Z. @ 

При а= ±J3/2 имеемsinх=О; х3 =пт, тЕ Z.CEI) 
Заполним ось ответа (рис. 633). 

- J2 - л/312 л/312 J2 а 
(ось ответа) 

Рнс. 633 

Ответ. 1)Если а Е (-J2; -J3/2) u 

u (-J3/2; J3/2) u (J3/2; }2), то 

х = (-1)karcsin (3- 2 J3- а 2 ) + nk, k Е Z. 

2) Если \а\ = J2 , то х = зt/2 + 2nn, n Е Z. 

3) Если \а\> J2, то решений нет. 
4) Если \а\= J3 /2, то х = пт, т Е Z. 

М 2. Решите уравнение sin2 х- 5cos х + k =О. 

Ре.шение. 

ООУ: {kE R, 
ХЕ R. 
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Данное уравнение легко приводится к равносиль­

ному уравнению cos2 х + 5cos х k ~ 1 = О. 
Пусть cos х = t, где lt! < 1. Тогда t2 + 5t- k 1 =О, 
D=29+4k. 
1) D <О; k < -29/4. Решений нет. СШ 
2) D =О; k -29/4, t2 + 5t + 25/4 =О, t = -5/2. 

Решений нет. @ 

3) D> О; k > -29/4, t 1 = (-5 )29 + 4k)/2; 

t2= (-5 + )29 + 4k)/2. 
Легко видеть, что t 1 < -1. 

Решаем уравнение cos х = ( -5 + )29 + 4k)/2. 
И с с л е д о в а ни е. 

{ 
lc -5 + )29 + 4k)/2l < 1, 
k > -29/4, 

l
r- 1 < < -5 + )29 + 4k)j2 < 1, 
k > -29/4, 

J 3 < )29 + 4k < 7' 
l k > -29/4. 
9 < 29 + 4k < 49, 
-5 < k < 5. 
Итак, если /kl < 5, то данное уравнение имеет ре­
шения: 

х1 = ±arccos (( -5 + )29 + 4k)/2) + 2nn, n Е Z. СШ 
Выделим особо случаи, когда cos х О, cos х 1, 
cosx = -1: 
k -5: cos х -1, х2 n + 2nm, т Е Z. 
k = -1: cos х =О, х3 = n/2 + nl, l Е Z. @ 
k = 5: cos х = 1, х4 = 21tc, с Е Z. 
Представим результаты на оси ответа (рис. 634). 

g \L xl \::1 х1 у g .. 
-5 -1 5 k 

(ось ответа) 

Рис. 634 
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.М 3. Решите уравнение 

sin2 х- sin х • cos х- 2cos2 х =а. 

Решение. 

OOV: {а Е R, 
,ХЕ R. 

sin2 x-sinx•cosx-2cos2 x asin2 x acos2 x=O, 
(1 a)sin2 х sin x•cos х- (а+ 2) •cos2 х =О. 
1. cos х *О, тогда (1 a)tg2 х- tg х (а+ 2) =О. 
1) а= 1: tg х = -3. х1 = -arctg 3 + 1tn, n Е Z. 

2) а* 1: D = 9- 4а2 - 4а. Пусть D ~ 0: 
4а2 + 4а- 9 ~ О, 

(-1- Л0)/2~а~(-1+ Ji0)/2,ai=1. 

1 ± J9 - 4а2 - 4а 
tg х = 2(1 -а) ; 

1 ± J9 - 4а2 - 4а 
х2 = arctg 2 (1 _а) + 1tт, т Е Z. 

Если а= (-1 ЛО )/2, то 

х3 = arctg (JiO - 3) + 1tт, т Е Z. 

Если а (-1 + ЛО )/2, то 

х4 = arctg (-JiO 3) + пт, т Е Z. 

Если а Е (-оо; (-1 -ЛО )/2) u ((-1 + ЛО )/2; 
+оо), то решений нет. 

2. cos х =О. Тогда имеем 

{
cos х = о, r хб = 1t/2 + 1tk, k Е Z, 

sin 2 x(l а)= О, la = 1. 
Заполним ось ответа (рис. 635). 

g ~ х2 "\:У х2 ~ g 
" 

<-1-Jl0)/2 1 (-1 +JI0)/2 а 

Рис. 635 
(ось ответа) 
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( -1-ЛО) О т в е т. 1) Если а Е -=; 
2 

u 

( -1+ЛО ) u u 2. ; += , то решении нет. 

( -1-ЛО ) 2)ЕслиаЕ 
2 

; 1 u 

( 
-1 + JIO) u 1; 2 , то 

1 ± Jg - 4а2 - 4а 
х = arctg 2 ( 1 _ а) + пт, т Е Z. 

3) Если а= 1, то х =- arctg 3 + nn, n Е Z; 
х = n/2 + nk, k Е Z. 

4) Если а= (-1 -JIO )/2, то 

х = arctg (М - 3) + пт, т Е Z. 

5) Если а= (-1 + JIO )/2, 

то х = arctg (-JIO - 3) + пт, т Е Z. 

М 4. Решите уравнение tg 2х- tg (х -n/4) = Ь- 1. 

Решение. 

ООУ· Jb Е R, 
. · lx :;t: 7t/4 + nk/2, k Е Z (рис. 636). 

Применяем формулы тангенса двойного аргу­

мента и тангенса разности. Происходит суже­

ние области определения данного уравнения на 

у х = n/2 + nk, k Е Z 

х 

Рнс. 636 

Проверим эти числа подста­

новкой в исходное уравне­

ние: 

tg 1t- tg (1t/ 4) = ь - 1, 
-1 = ь- 1, ь =о. 
Если Ь = О, то х1 = n/2 + nk, 
k Е Z,- корни данного 

уравнения. CEI) 
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Пусть Ь '#. 0: 
2tgx tgx- 1 

Ь-1, 
1 - tg2 х 1 + tg х 

2tg х + tg2 х- 2tg х + 1 Ь- 1- (Ь -1) · tg2 х, 

tg х * ± 1; ьtg2 х ь 2. 
( t * ± 1, 

Обозначим tg х t, t * ± 1: ~ t 2 = (Ь 2)/Ь, 
l ь *о. 

Если Ь Е (О; 2), то решений нет. CED 
Если Ь 2, то tg х =О, х2 = 1tn, n Е Z. СШ 
Если Ь <О или Ь > 2, то tg2 х (Ь 2)/Ь. 
Легко видеть, что (Ь ~ 2)/Ь * 1. 

х3 ±arctg Jсь- 2)/Ь + 1tт, т Е z. @ 
Списываем ответ с оси параметра (рис. б37). 

.. 
о 2 ь 

(ось ответа) 

Рис. 637 

О т в е т. 1) Если Ь О, то х = n/2 + nk, k Е Z. 
2) Если Ь 2, то х = nn, n Е Z. 
3) Если Ь Е (-=;О) u (2; +=),то 

х ±arctg )(Ь- 2)/Ь + 1tт, т Е Z. 
4) Если Ь Е (О; 2), то решений нет. 

sinx 1 sinx- 2 
М 5. Решите уравнение -:-. --:::::2 + а = . 

sшх sinx- 3 

ОО"У: {а Е R, 
ХЕ R. 

Обозначим sin х t, /tl < 1. 
Данное уравнение приводится к равносильному 

уравнению asin2 х 5asin х +ба- 1 О. "Учиты­
вая замену, имеем at2- 5at +ба -1 О. 
Если а= О, то О • t 1. Решений нет.@ 
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Пусть а::;:. О. Найдем D: D = а2 + 4а а( а+ 4). 
Рассмотрим ряд случаев. 

1) D <О, т. е. а Е (-4; 0). Решений нет.@ 
2) D = О; а -4, 4t2 + 20t 25 =О, (2t- 5)2 = О, 

t = 5/2. Но 5/2 > 1. Поэтому решений нет.@ 
3) D >О; а е(-оо; -4) u (О; оо). 

:Квадратное уравнение имеет два действитель­
ных корня t 1 и t 2 : 

t 1 = (5а + Ja 2 + 4а )/(2а); 

t 2 (5а Ja2 + 4а )/(2а). 
И с с л е д о в а н и е. 

Рассмотрим сначала t 1 = (5а + Ja 2 + 4а )/(2а). 
Решим две системы неравенств: 

r 15а + ;:
2 

+ 4а 1 ~ 1, (1) 

la < -4; 
и 

J)5a+Ja2+4al ~1 (2) 
' 2а ' 
i 
[а> О. 

(l): {-1 ~ (5а + Ja 2 + 4а )/(2а) ~ 1, 
а <-4; 

J 2а ~ 5а + Ja2 + 4а ~ -2а, 
~а< -4; 

{ -3а ~ Ja 2 + 4а ~ -7а, 
,а< -4; 

а2 + 4а ~ 49а2 , J а(12а 1) ~О, 1
9а2 ~ а2 + 4а, 'а(2а- 1) ~О, 

а < -4; l а < -4; 
r 2а- 1 ~о, r а ~ 1/2, 
р2а- 1 ~О, ~а~ 1/12, 
la<-4; la<-4. 
Система несовместна. 
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(2): Если а> О, то t 1 > 5/2, так как 

t 1 = 5/2 + (Ja 2 + 4а )/(2а). 
Итак, t 1 ни при каких а Е (- оо; -4) u (О; +оо) не 

удовлетворяет неравенству ltl :;;;; 1. 

Остается исследовать t 2 = (5а - Ja 2 + 4а )/(2а). 
Заметим, что если а Е (-оо; -4), то t 2 > 5/2, так 

как t 2 = 5/2- ( Ja 2 + 4а )/(2а). Пусть а Е (О; +оо): 

{
-1:;;;; (5а- Ja 2 + 4а )/(2а):;;;; 1, 
а>О; 

{ -1а:;;;; -Ja2 + 4а :;;;; -За, 
la>O; 

j
Ja2 + 4а >За, 
Ja 2 + 4а:;;;; 1а, 
а>О; 

12а- 1 >О, а> 1/12, 

j
a 2 + 4а > 9а2 , 

а2 + 4а:;;;; 49а2 , 
а>О; 

1
2а- 1 :;;;; О, !а:;;;; 1/2, 

а> О; а> О; а Е [1/12; 1/2]. 
Выделим случаи, когда t 2 =О, t2 = 1, t 2 = -1: 
а= 1/6: sin х =О, х1 = nk, k Е Z. @ 
а= 1/12: sin х = -1; х2 = -n/2 + 2nn, n Е Z. @ 
а= 1/2: sin х = 1, х3 = n/2 + 2nl, l Е Z. @ 
Если а Е (1/12; 1/6) u (1/6; 1/2), то 

5а- Ja2 + 4а 
х4 = (-1)с • arcsin 2а + nc, с Е Z. @ 

Заполним ось ответа (рис. 6З8 и 6З9). 

-4 О 1/12 1/6 1/2 а 
Рнс. 638 (ось ответа) 

yg .. 
1/12 1/6 

Рнс. 639 

1/2 а 
(ось ответа) 
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.N2 6. Решите уравнение 

sin 2х- 2J2 b(sin х cos х) + 1- 4Ь =О. 
Реш е н и е. 

ООУ: Jb Е R, 
lXE R. 

Умножим обе части данного уравнения на -1: 

-sin 2х + 2J2 b(sin х- cos х) 1 + 4Ь =О, 
1- sin 2х + 2J2 b(sin х- cos х) + 4Ь- 2 О, 

( sin х - cos х )2 + 2 J2 Ь( sin х - cos х) + 4Ь 2 = О. 
Пусть у= sin х cos х. Тогда получим уравнение 
второй степени 

у2 + 2J2 Ьу + 4Ь 2 О. 
Найдем D1: D1 2(Ь 1)2 • 

1) D1 О; Ь = 1, у = J2 , sin х - cos х = J2 , 
J2 sin (х -n/4) = J2, sin (х -n/4) = -1, 
х -1t/4 = -n/2 + 2nk, k Е Z. 
х1 -nj4+2nk,kE Z. 

2) D1 >О; Ь * 1. Найдем у1 и у2 : 

у 1 = J2; у2 = -2 J2 Ь + J2. 
Получаем два уравнения: 

(1): sin х- cos х J2: х1 = -n/4 + 2nk, k Е Z,@ 
при любом значении Ь. 

(2): sin х- cos х -2 J2 Ь + J2 : 
sin (х -n/4) = -2Ь + 1. 

Решаем это простейшее уравнение с nараметром. 

Если Ь = 1/2, то sin (х- n/4) =О, х2 = n/4 + nn, 
nEZ.@ 

[-2Ь+1>1, lcb<O, 
Если \-2Ь + 11 > 1, т. е. _2Ь + 1 < _1, Ь > 1, 

то решений у уравнения (2) нет. 
Пусть П-2Ь + 1\ < 1, 

lь*1f2. 
Тогда Ь Е (О; 1/2) u (1/2; 1). 
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В этом случае х3 = n/4 + (-1)marcsin (1- 2Ь) + nm, 
mEZ.@ 
Если -2Ь + 1 = 1, т. е. Ь =О, то sin (х -n/4) = 1, 
х4 = 3nj4 + 2nl, l Е Z. @ 
Если -2Ь + 1 = -1, т. е. Ь = 1, то sin (х -n/4) = -1, 
х1 = -n/4 + 2nk, k Е Z. 
Заметим, что при Ь = О две серии решений можно 
объединить в одну: 

х5 = -n/4 + nt, t Е Z. СШ 
Заполним ось ответа (рис. 640). 

.. 
о 1/2 1 ь 

От в е т. 

Рис. 640 
(ось ответа) 

1) Если Ь Е (-=;О) u [1; +=),то 
х = -n/4 + 2nk, k Е Z. 
2) Если Ь Е (О; 1/2) u (1/2; 1), то 
х = -n/4 + 2nk, k Е Z; 
х = n/4 + (-1)marcsin (1- 2Ь) + nm, т Е Z. 
3) Если Ь =О, то х = -n/4 + nt, t Е Z. 
4) Если Ь = 1/2, то х = nj4 + nn, n Е Z, 
х = -n/4 + 2nk, k Е Z. 

1- 2sin 2 x 
М 7. Решите уравнение 

1 
. 

2 
= (а- 1)tgx. 

+ Slll Х 

Решение. 

ООУ: 1~: ~2 + nk, k Е Z, 
х * -n/4 + nn, n Е Z. (рис. 641) 

у 

х 

Рис. 641 
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(1- (1- cos 2х))/(1 + sin 2х) =(а- 1) tg х, 
(cos 2х)/(1 + sin 2х) =(а- 1)tg х. 
Применим формулы cos 2х = (1 - tg2 х)/(1 + tg2 х), 
sin 2х = 2tg х/(1 + tg2 х). 
Получим уравнение 

(1- tg2 x)/(tg2 х + 2tg х + 1) =(а- 1)tg х. 
(1- tg2 х)/(1 + tg х)2 =(а- 1)tg х, 
(1- tg х)/(1 + tg х) =(а- 1)tg х, 
(а- 1)tg2 х + atg х- 1 =О. 
Пусть tg х =и: (а- 1)и2 +а· и- 1 =О. 
Если а= 1, то имеем линейное уравнение и -1 =О. 
Тогда и= 1, tg х = 1, х1 = n/4 + nm, т Е Z. CED 
Пусть а =1:- 1. Находим дискриминант квадратного 
трехчлена: 

D = а2 + 4а- 4. 

1) D<O;a2 +4a-4<0,aE (-2-2J2;-2+2J2). 
Уравнение решений не имеет. @ 

2) D = О; а = -2 - 2 J2 или а = -2 + 2 J2 . 

2 + 2J2 
Если а = -2 - 2 J2 , то tg х = , 

2(-3-2J2) 

tg х = -(1 + J2 )/(3 + 2 J2 ), tg х = 1 - J2' 

х2 = arctg (1 - J2) + nl, l Е Z. @ 

Если а = -2 + 2 J2 , то tg х = 
2 

-
2 J!; , 

2(-2 + 2л,~2- 1) 

tg х = (1- J2 )/(2 J2 - 3), tg х = J2 + 1. 

x3 =arctg(J2 + 1)+nt, tE Z.@ 

3) а Е(-=; -2 -2J2) u (-2 + 2J2; 1) u (1; +=). 
ТогдаD >О. 

-а± л/,.а...".2_+_4_а ___ 4 

tg х = 2 (а - 1) ' 

-а± Ja 2 + 4а - 4 
х 4 = arctg 2 (а _ 1) + nc, с Е Z. @ 
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Остается проверить, нет ли среди решений х4 по­
сторонних, так как при переходе от данного урав­

нения к уравнению (а - 1 )tg2 х + atg х - 1 = О про­
изошло расширение области определения на мно­

жество -тr/ 4 + тrn, n Е Z. 
Подставим вместо х выражение -тr/4 + тrn в полу­
ченное уравнение: 

(а- 1) tg2 (-тr/4) + atg (-тr/4)- 1 =О, 
а- 1 -а - 1 = О, -2 = О. 
Таким образом, -тr/4 + тrn не является решением. 
Значит, среди решений х4 недопустимых нет. 
Заполним ось ответа (рис. 642). 

х4 \)/ g \::/ х4 \:У х4 .. 
1 а -2-2./2 -2 + 2./2 
(ось ответа) 

Рис. 642 

М 8. Решите уравнение 
(а2 + 1) sin2 х + 2а2 sin х + 1/2 =О. 
При каких действительных значениях параметра 

а это уравнение имеет хотя бы одно решение? 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Пусть t = sin х, где ltl < 1. Получим уравнение 
второй степени (а2 + 1)t2 + 2a2t + 1/2 =О. 
Найдем D1: D1 = а4 - (а2 + 1)/2 = (2а4 - а2- 1)/2 = 

= (а2 - 1)(2а2 + 1)/2. 
1) D1 <О; lal < 1. Решений нет. (ill 
2) D1 =О; а= 1 или а= -1. 

Решаем квадратное уравнение 

2t2 + 2t + 1/2 = 0: (2t + 1)2 =о, t = -1/2, 
sin х = -1/2, х1 = (-1)k+ 1 • тr/6 + тrk, k Е Z.@ 
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3) D1 >О; iai > 1. Тогда уравнение имеет два раз­
личных действительных корня t 1 и t 2 : 

tl = ( -а2 + Jza4 - 2а2 - 1 ) j(a2 + 1), 

t2 = ( -а2- J2a4 ~ 2а2 - 1 ) j(a2 + 1). 

Учтем, что ltl.;;; 1. 
(1): ltll.;;; 1: 

~--....,....--

( 
2 J2a4 - а 2 - 1 ) -а + 

2 
j(a2 + 1).;;;; 1, 

( 
2 J2a4 - а 2 - 1 ) -а + 

2 
j(a2 + 1) > -1, 

iai > 1; 

j 
J(2a4 - а 2 - 1)/2 .;;;; 2а2 + 1, 

J(2a4 - а 2 - 1)/2 > -1, 
iai > 1; 

J2a4-2а2- 1 .;;;; 4а4 + 4а2 + 1, 

11al > 1; 

{ (а
2 + 1)(2а2 + 1) >О, 

ial> 1. 
Система равносильна неравенству iai > 1. И так, ес­
ли iai > 1, то решения получаются из уравнения 

( J2 а 4 - а 2 - 1 ) sin х = -а2 + 
2 

j(a2 + 1): 

x
2

=(-1)narcsin -а + 
2 

2 +nn,nE Z.@ 
[ 

2 J2a4- а2- 1] 
а + 1 

(2): lt21 .;;;; 1: 
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[( -а2- );(а2 + 1) ~ 1, 

\

( -а2- J2a4-2а2- 1 );(а2 ~ 1);;;;, -1; 

ial > 1; 

r -J(2a4 - а2 - 1)/2 ~ 2а2 1, 

1
' -d(2a4 - а2 - 1)/2 ;;;;, -1, 
/а!> 1; 

r J(2a 4 - а2 - 1)/2 ~ 1, 

lial > 1; 
j (а2 + 1)(2а2 3) ~ О, 
Lla/ > 1; 

:1al ~ J3/2, 
' [/al > 1. 

{ 2а
4 а2 -1~2, 

!а/> 1; 
J2a2 - 3 ~О, 
[lal > 1; 

-а2 - J(2a4 - а2 - 1)/2 
Тогда х3 = (-l)marcsin а2 + 

1 
+ 

+тет, тЕ Z. @ 

Если а ±J3/2, то 
r х4 -1t/2 + 21tl, l Е z, CED 
l х5 = (-1)t + 1arcsin (1/5) + 1tt, t Е Z. 

Решения представлены на оси ответа (рис. 643). 

-JЗ/2 -1 1 JЗ/2 (осьответ~) 
Рнс. 643 

Ответ. (1): 1)Если\а1> ,Jз;2,то 
-а 2 + Jг-( 2-а-4-:-~-а-=-2-_-1_)_/_2 

x=(-1)narcsin а2 + 1 + 

+ тсп, n Е Z. 
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2) Если lal = 1, то х = (-1)k + 1nj6 + nk, 
kE Z. 

3) Если а Е [-J3/2; -1) u (1; J3j2 ), то 

. -а2 ± J(2a4 - а2 - 1)/2 
х = (-1)narcsш а2 + 1 + 

+ nn, n Е Z. 
4) Если lal < 1, то решений нет. 
(2): Уравнение имеет хотя бы одно реше­
ние, если lal > 1. 

М 9. Найдите значения а, при которых уравнение 
2sin2 х- 3sin х cos х- 3cos2 х =а не имеет реше­

ний, удовлетворяющих неравенству О< х < nj2. 

Решение. 

Заметим, что если х Е [О; n/2), а Е R, то уравнение 
определено. Приведем его к виду 

(2- a)sin2 х- 3sin х cos х- (3 + a)cos2 х =О. 

Если х Е [О; n/2), то cos х 7: О. 
Разделим обе части уравнения на cos2 х 7:0: 
(2- a)tg2 х- 3tg х- 3- а= О. 
Пусть у = tg х, где у > О (так как х Е [О; n/2)): 
(2- а)у2 - 3у- 3- а= О. (1) 
Если а= 2, то у= -5/3. Но -5/3 <О. 
Итак, при а = 2 данное уравнение не имеет ре­
шений, удовлетворяющих неравенству 

О< х < nj2. @ 
Пусть а 7: 2: тогда уравнение (1)- второй сте­

пени. 

D = 9 + 4(2- а)(3 +а)= -4а2 - 4а + 33. 
Найдем D1 квадратного трехчлена -4а

2 - 4а + 33: 

D1 = 136. 

Тогда а1 = -(1 + ./34 )/2; а2 = (-1 + ./34 )/2- кор-
ни квадратного трехчлена. 
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1) Если а Е ( -оо; 1 
2 
J34) u ( - 1 +

2 
; +оо ), 

то D <О, а значит, данное уравнение не име­
ет решений, удовлетворяющих неравенству 

О~ x<n/2. @ 

2) Пусть а= (-1-J34 )/2. 
Тогда уравнение (1) примет вид 

(5 + J34 )y2 j2- 3у- (5- J34 )/2 о, 

у 3/(5 + J34 ). 
Уравнение tg х = 3/(5 + J34) имеет корни на 
интервале [О; тt/2). Обозначим их (*). @ 

3) Пусть а (-1 + J34 )/2: 

(5- J34 )y2j2 3у- (5 + J34 )/2 =о, 

у= 3/(5- J34 ). 
Но 3/(5- J34) <О. Поэтому уравнение 
tg х = 3/(5- J34) не имеет корней на интерва­
ле [О; n/2). СШ 

4) Пусть D >О, т. е. 

а Е (-(1 + J34 )/2; 2) u (2; (-1 + J34 )/2). 

Если а Е (-(1 + J34 )/2; 2), то 

у= (3 ± J-4a2 - 4а + 33 )/(2(2- а)). 

3 + J-4a2 - 4а + 33 
Легко видеть, что 

2
(2 _а) >О. 

Значит, при а Е (-(1 + J34 )/2; 2) есть корни, 
принадлежащие интервалу [О; тt/2). Обозначим 

их(**). @ 

Если же а Е (2; (-1 + J34 )/2), то имеем 

3 + J-4a2
- 4а + 33 <О. 

2(2- а) 
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3 - J-4a 2 - 4а + 33 
Рассмотрим число 2 ( 2 _ а) 

Знаменатель дроби меньше нуля. Чтобы число 

было положительным, надо, чтобы числитель 

дроби был тоже отрицательным: 

3 - J-4a 2 - 4а + 33 < О. Решаем это неравен­
ство: 

J-4a 2 - 4а + 33 > 3, -4а2 - 4а + 33 > 9, 

2 ( • -1 + J34 ) а +а- 6 <О, -3 <а< 2. Но а Е 2, 
2 

. 

Значит, при а Е (2; (-1 + J34 )/2) данное уравне­
ние тоже не имеет решений, принадлежащих ин­

тервалу [О; 7t/2) (рис. 644). @ 

О т в е т.(-=; (-1- J34 )/2) u [2; +=). 

М 10. Даны два уравнения 

х3- (р + 1)х 2 + 2(5р- 12)х + 14- р 
х2 - 2х- 3 

=х-р и 

4cos ( х 1t: 4 ) = (6 + ,)3- р )х- 10. 

Значение параметра р выбирается так, что р < 3 и 
число различных корней первого уравнения рав­

но сумме 3 - р и числа различных корней второго 
уравнения. Решите второе уравнение при каждом 
значении параметра, выбранном таким образом. 

(ЕГЭ 2005 г.) 
Решение. 

Пусть k - число различных корней первого урав­

нения, n - число различных корней второго 

уравнения. Тогда 

l
k = 3 -р+ n, 
р<3, 
k Е N, n Е N, где N - множество всех натураль­

ных чисел. 
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Отсюда следует, что р целое число. 

Рассмотрим первое уравнение. 

[х :;е:-1, 

ООУ: l1 x:;t:3, 
р<, 3,рЕ Z. 

Освободившись от знаменателя, переходим к урав­

нению-следствию х2 + (8р 21)х- 4р + 14 =О. (1) 
1) Пусть х -1. Подставим это значение х в урав­

нение(!): 

1 8р + 21 - 4р + 14 О, р = 3. А теперь р = 3 
подставим в уравнение (1): 

[х -1, 
х2 + 3х + 2 =О, х _2, х -2. 

Итак, при р = 3 первое уравнение имеет один 
корень. 

2) Пусть х 3: 9 + 24р 63- 4р + 14 = О,р = 2. 

Еслир=2,тох2 -5х+6 О fx= 3, х=2. 'lx = 2, 
В этом случае первое уравнение тоже имеет 

один корень. 

3) Находим дискриминант уравнения: (1); 
D = (8р 21)2 - 4(14 4р) = 64р2 320р + 385. 
Нас интересуют только те значениа р, которые 

удовлетворяют условиям: р < 1, р Е Z. Легко 
видеть, что в этом случае D >О, а потому урав­
нение (1) и первое из данных уравнение имеют 
два различных корня (рис. 645). 

2 к. 2 к. 2 к. 1 к. 1 к. . . . . ... 
-1 о 1 2 3 р 

Рис. 645 

Если nервое уравнение имеет один корень, то 

р 2илир=3. 

1) {1 i: 1 = 3 2 + n, n =О. 
Этот случай нас не устраивает. 
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2) {~:~: 1=3-3+п,п=1. 
Если первое уравнение имеет два различных 

корня, то k = 2, р < 2, рЕ Z. Тогда 2 = 3- р + n, 
р = 1 + n. При n Е N получимр > 2, что неудов­
летворяет условию р < 2. 
Итак, остается один вариант: р = 3, n = 1, k = 1. 
Решим второе уравнение прир = 3. 
4cos (nxj(x + 4)) = 6х- 10, 
2cos (nj(x + 4)) = 3х- 5. 
Последнее уравнение может иметь корни, если 

-2 < 3х- 5 < 2, т. е. х Е [1; 7 /3]. 
Представим выражение nxj(x + 4) в виде 

п(1 - 4/(х + 4)). 
Если х возрастает от 1 до 7/3, то nxj(x + 4) воз­
растает от n/5 до 7n/19. 
Но [n/5; 7njl9] с [О; n/2], где у= cos t убывает. 
Функция <р = 3х- 5 возрастает. Значит, второе 
уравнение может иметь не более одного корня. 

Подбором находим корень х = 2. 

Ответ.2. 

М 11. Найдите при а = 1 все решения уравнения 
sin (2(х -n))- sin(3x -n) =а sin х, расположенные 
на отрезке [О; n/2], и выясните, при каких а дан­
ное уравнение имеет единственное решение на 

этом отрезке. 

Решение. 

1. При а= 1 данное уравнение имеет вид 
sin (2х- 2n) + sin (п- 3х) = sin х. 
Решаем его: sin 2х + sin 3х- sin х = О, 

2sin х cos х + 2 sin х cos 2 х =О, 

l
sin х = О, lsin х = О, 
cos 2х + cos х =О; 2cos2 х + cos х- 1 =О; 

[

sin х =О, 
cos х = -1, 
cos х = 1j2. 
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Уравнение sin х =О имеет на отрезке [О; n/2] один 
корень х = О, а уравнение cos х = 1/2 имеет на 
этом отрезке корень х = nj3. Уравнение cos х = -1 
не имеет корней на [О; n/2]. 
Итак, данное уравнение при а= 1 имеет на отрез­
ке [О; n/2] два корня: х =О, х = nj3. 
2. Узнаем теперь, при каких значениях а данное 
уравнение имеет единственное решение на отрез­

ке [О; n/2]. 
sin 2х + sin 3х =а sin х, 
2sin х cos х + 3sin х- 4sin3 х-а sin х =О, 
sin х (2cos х- 4sin2 х + 3- а)= О, 

lsin х =О, 
2cos х- 4sin2 х + 3- а= О. 
Уравнение sin х =О имеет на отрезке [О; n/2] един­
ственное решение х =О при любом значении а. 

Остается выяснить, при каких значениях а вто­

рое уравнение совокупности не имеет решений на 

отрезке [О; n/2] или имеет единственное решение 
х=О. 

Уравнение 2cos х- 4 sin2 х + 3- а= О приводим к 
равносильному: 4cos2 х + 2cos х-а- 1 =О. (1) 
Пусть t = cos х, где О~ t ~ 1. 
4t2 + 2t - а - 1 = О, (2) 
D1 = 4а + 5. 
Рассмотрим ряд случаев. 

1) D1 < О (рис. 646), в 

этом случае а< -5/4. 
Уравнение (1) не имеет 
решений на отрезке 

[О; n/2] при а< -5/4. 
2) Пусть f(t) = 4t2 + 2t- а- 1. 

Система неравенств 

jD1 >О, 

f(O) <О, 
f(1) <о 

v 
-1/4 t 

Рис. 646 
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задает такое располо­

жение параболы, кото­

рое указано на рисунке 

64 7 (штриховкой отме­
чено множество значе-

"(((V. 1 1 10 t 
1 1 

ний t = cos х, 

х Е [О; 7t/2]). 

!
а> -5/4, 
-а -1 <О, 
4 + 2 -а -1 <О; 

если 

!
а> -5/4, 
а>-1, 

а>5, 

Рис. 647 

а> 5. 

При а > 5 уравнение (2) не имеет решений, 
удовлетворяющих условию О ~ t ~ 1, а потому 
уравнение ( 1) не имеет решений на отрезке 
[О; 1t/2]. 

j
D1 >О, 

3) /(1) =о, 
/(0)< о 

j
a > -5/4, 
а= 5, 
а> -1, 

(рис. 648). 

а= 5. Рис. 648 

Если а= 5, то уравнение (2) примет вид 

t 

4t2 + 2t- 6 =о, tl = -3/2 (-3/2 < -1), t2 = 1. 

Уравнение cos х = 1 имеет на отрезке [О; 7t/2] 
единственное решение х = О. 

4) D1 =О (рис. 649), тогда а= -5/4. 

Уравнение cos х = -1/4 
не имеет решений на 

отрезке [О; 7t/2]. Зна­
чит, уравнение ( 1) ре­
шений не имеет. 

5) Если t = О, то а = -1 и 
f(t) = 4t2 + 2t. График 
представлен на рисун­

ке 650. 

-1/4 о 1 

Рис. 649 

Рис. 650 

.. 
t 
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Уравнение cos х =О имеет решение х = тс/2 на 
отрезке [О; 1t/2]. 
Уравнение cos х 
этом отрезке. 

-112 не имеет решений на 

Итак, .при а -1 данное уравнение на отрезке 
[О; 1t/2] имеет два решения: х =О, х = тсj2. 

6) JDt >О, 
[f(O) >О 

fa > -5/4, 
l-a 1 >О; 
-5/4 <а< 

(рис. 651); 

J а -5/4, 
la < -1; 

Рис. 651 

Итак, если а Е (-5/4; -1), то уравнение (2) не 
имеет решений, удовлетворяющих условию 

t Е [О; 1]. Значит, уравнение (1) не имеет реше­
ний на отрезке [О; 1t/2]. 

3а.мечаиие 

Чтобы выяснить, при каких значениях а данное урав· 

нение имеет единственное решение на отрезке [О; n/2], 
можно сначала узнать, при каких а данное уравнение 

имеет более одного решения на отрезке [О; n/2] или не 
имеет решений. Уравнение sin 2х + sin 3х = asin х рав· 
насильно совокупности уравнений 

Гsin х =О, 
[4cos2 х + 2cos х а 1 = О. 
Уравнение sin х О имеет единственное решение х =О 

на отрезке [О; n/2] при любом значении а. Значит, нам 
остается узнать, при каких значениях а уравнение 

4cos2 х + 2cos х а- 1 =О (1) имеет на отрезке [О; n/2] 
хотя бы один корень, кроме х =О. Решал уравнение (1), 
учтем, что а:;:. 5, так как при а= 5 уравнение (1) равно­
сильно уравнению cos х = 1, которое на отрезке [О; n/2] 
имеет единственное решение х О. 

Пусть cos х = t, где О~ t < 1. 
4t2 + 2t l- а О. Нас интересует случай, когда D1 :;;:.. О, 

т. е. а:;;:.. -5/4. Находим t1 и t 2: 

t1 = (-1 + ../5 + 4а )/4, t2 (-1- J5 + 4а )/4. 
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Заметим, что (-1- л/5 + 4а )/4 <О при а> -5/4. Оста­

ется уравнение cos х =-(-1 + л/5 + 4а )/4. Оно имеет на 
отрезке [О; 1t/2] корней, если значение а удовлетворяет 
системе неравенств 

{а> -5/4, 

О<-(1+ л/5 + 4а)/4<1. 

!
а >--5/4, !а> -5/4, 
5 + 4а < 25, а< 5, 
5 + 4а > 1; а > -1; 

а> -5/4, 

л/5 + 4а < 5, 

л/5 + 4а > 1; 

-1<а<5. 

Итак, если а Е [-1; 5), то данное уравнение имеет более 
одного решения на отрезке [О; n/2], а потому, если 
а Е (-оо; -1) u [5; +оо), то данное уравнение имеет на от­
резке [О; 1t/2] единственное решение х =О. 

О т в е т. 1) При а= 1 уравнение имеет два корня 
х = О, х = 1t/3 на отрезке [О; 1t/2]. 
2) При а Е (-=; -1) u [5; +=) данное 
уравнение имеет единственное решение 

х = О на отрезке [О; 1t/2]. 

М 12. При каких значениях параметра т уравнение 
(2m+ 3)cos2 х +(т+ 1)cos х + 4 =О на интервале 
( -1t; 1t) имеет два различных корня? 

Решение. 

Пусть t = cos х, где t Е (-1; 1]. 
Решаем уравнение (2m+ 3)t2 +(т+ 1)t + 4 = 0.(1) 
~ При t = 1 уравнение cos х = 1 

-n о rr х имеет на интервале ( -1t; 1t) 
Рис. 652 один корень х =О (рис. 652). 

В этом случае т= -8/3. 
Заметим, что каждому значению t Е (-1; 1) соот· 

ветствуют два различных корня уравнения cos х = t 
из интервала (-1t; 1t). Поэтому данная задача све­
лась к следующей: при каких значениях парамет­

ра т уравнение (1) имеет одно решение t Е (-1; 1)? 
1) Если т= -3/2, то t = 8. Но 8 ~ (-1; 1). 

В этом случае решений нет. 
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в) 

2) Пусть т :;t: -3/2. Вводим функцию 
f(t) (2m+ 3)t2 +(т+ l)t + 4. 
На рисунке 653, а-д покажем схематически, 
как должна располагаться. парабола в инте­

ресующих нас случая.х. Направление ветвей 

параболы определя.ется. знаком выражения. 

(2m + 3) - коэффициента при t 2• 

Из рисунка 653, а видно, что при (2m+ 3) <О (ветви 
параболы направлены вниз) f(-1) > О, а f(l) < О. 
Если 2m+ 3 >О (ветви вверх), то f(-1) <О, а f(1) >О, 

t t 

б) 

t -1 t 

г) 

1 t 

д) 

Рис. 653 
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тогда f(-1)•f(1) < О; аналогично в случае г 

f(-1) • f(1) <О; (т+ 6)(3т + 8) <О; т Е (-6; -8/3). 
В случае б т= -6. Тогда уравнение (1) имеет два 
корня: t 1 = -1,t2 = 4/9. Но -1 tt (-1; 1). Остается 
один корень 4/9 Е (-1; 1). 
В случае в т= -8/3. Уравнение (1) тогда имеет 
корни t 1 = 1, t 2 -12/7. Но ни один из них не при­
надлежит интервалу (-1; 1). 
В случае д имеем систему 

rD= о 
1-1 < ~ 2~ < 1, гдеD~ m2 -30m-47; 

в 
- 2А - абсцисса вершины параболы 

f(x) Ах2 + Вх +С. 

в 

2А 

-m-1 
2(2m+3)' 

m2 -30m-47=0, 
-т 1 

2(2m + 3) > - 1• 

-m-1 
2(2m + 3) < 1; 

m=15±4Jl7, 

!
'm=15±4Jl7, 
(3m+ 5)/(2m + 3) > О, 
(5т + 7)/(2m + 3) >О; [т< -5/3, 

т> -7/5; 

m=15+4Jl7. 

О т в е т. [ -6; -8/3) u { 15 + 4 Л7 } . 

М 13. Решите уравнение х sin х alxl. 
Решение. 

ООУ: ~а Е R, 
[ХЕ R. 

Заметим, что данное уравнение имеет решение 

х1 О при любом значении а Е R. @ 

14- 5663 
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Пусть х -:;:. О. Тогда получим совокупность двух 
систем: 

{ х >О, sin х =а, 
fx <О, 
[sin х =-а. 

Решаем систему (1): 
1) lal > 1. Решений нет. СШ 
2) а= 1: sin х 1, х = n/2 + 2nk. k Е Z. 

Учтем, что х > О. 
Тогда х2 n/2 + 2nk, k Е N u {0}. @ 

(1) 

(2) 

3) а= -1: sin х = -1, х3 = -n/2 + 2nn, n Е N. @ 
4) О< а< 1 (рис. 654): 

х4 (-1)m arcsin а+ nm, т Е N u {0}.@ 
5) -1 <а< О (рис. 655): @ 

у у 

х 

Pl'/c. 654 Рнс. 655 

(-1)1arcsin а+ 1t l, l Е N. 
O:x6=nt,tEN.@ 

Решим систему (2): 

1 1 
а> 1, 

1) -а> 1: а< _1. Решений нет. СШ 
с 

2) а = 0: х7 = пр, р = 
3)а -1: sinx 1,х8 

q= -1, -2, -3, .... 
4)а=1: sinx -l,x9 

h=0,-1,-2, .... 

-2, -3, .... @ 

n/2 + 2nq, @ 

-n/2 + 2nh, @ 

х 
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5) О< -а< 1, -1 <а< 0: 
х10 (-1)f+ 1 arcsin а+ те!, f -1, -2, -3, .... @ 

6) -1 <-а< О, О< а< 1: 
х11 (-1)С+ 1 arcsin а+ тсс, @ 

с= о, -2, -3, .... 
Объединим решения на одной оси (рис. 656). 

~(1) 
1 а 

~· 
1 а (2) -1 о 

-1 о 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 656 
Заметим, что при а О решения объединяются в 

одно множество: 

х12 тсd, d Е Z. <ЕМ) 

О т в е т. 1) Если lal > 1, то х О. 
2) Если а -1,то х -тс/2 + 2тсп, n Е N; 
х = тс/2 + 2тсq, q = -1, -2, ... ; х =О. 
3) Если а = 1, то х = О; х = тсj2 + 2тсk, 
k Е N u {О}; х -тс/2 + 2тсh, h = -1, -2, .... 
4) Если а= О, то х тсd, d Е Z. 
5) Если а Е (-1; 0), то х =О; 
х = (-1)1 arcsin а+ тсl, l Е N. 
х = (-1)f+l arcsin а +тсf, f= -1, -2, -3, .... 
6) Если а Е (О; 1), то х О; 

х (-1)m arcsin а+ тет, т О, 1, 2, 3, ... 
х (-l)C + 1 arcsin а +тсс, с О, -1, -2, 
-3, .... 
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М 14. При каких действительных значениях а мно-

жества решений уравнений 4cos2 х а2 6 (1) 
и 1 - cos 2х = aj6 (2) совnадают? 

Решение. 

(1): 4cos2 х = а2 - 6. Понизим стеnень уравнения: 
cos 2х = (а2 - 8)/2. 

- 2 
1) /а2 8//2 > 1: la -8 > 2, 

а2 - 8 < -2; 

Па!>ЛО; ~ 
1 \!:..Li 
Llal < J6 · 

!а2 > 10, 
la2 < 6; 

Уравнение (1) решений не имеет. 

2) (а2 - 8)/2 О, а= ±2./2: cos 2х =О, 
х1 = n/4 + nk/2, k Е Z. @ 

3)(а2 -8)/2=1,а ±JiO: cos2x=1, 
x 2 =nn, nE Z. @ 

4) (а2 - 8)/2 = -1, а= ±Jб: cos 2х = -1, 
х8 = n/2 + nm, т Е Z. @ 

5) 

a:t;;±Jб, 

a:;t.±J8, 
a:;t.±JiO, 
la2 - 8\ 

2 < 1; 

aE(-JIO; J8)u(-J8;-J6)u 

u <J6; J8) u <J8; ло ). 

а2 8 
2х = ±arccos + 2nl, l Е Z, 

а2 - 8 
х4 = ±(1/2) arccos - 2- + nl, l Е Z. СШ 

(2): 1 - cos 2х = аjб, 
cos 2х = 1 - aj6. 

1)11 aj6\>1:11 -af6 >l, 
ll-a/6<-1; 

ra <о, 
la > 12. 
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Решений нет. @ 
2) 1- аjб =О, а= б: cos 2х =О, х1 = n/4 + nkj2, 

kEZ.@ 
3)1-а/б 1,6-а=·б,а=О: cos2x=l, 

x 2 =nn, nE Z. @ 
4)1 ajб=-l,a=12: cos2x=-1, 

х3 1t/2 + nm, т е Z. CED 
r11 а/61 < 1, 

5) i а~ 6, а Е (О; 6) u (6; 12). 
La ~ 12, 
2х = ±arccos (1 - aj6) + 2nl, l Е Z, 
х5 = ±(1/2) arccos (1- aj6) + nl, l Е Z. @ 

Проиллюстрируем результаты на координатных 

прямых (рис. 657). 

'а (1) 

о 3 6 12 а (2) 

Рис. 657 

Узнаем, когда (а2 - 8)/2 1- аjб, учитывая, что 

а Е ( J6; J8) u ( J8; JiO ). 
3а2 - 24 = 6- а, 3а2 +а- 30 О. 
а1 = -10/3; а2 = 3. 
При а= 3 множества х4 и х5 совпадают. Нам нуж­
но установить, при каких значениях а уравнения 

равносильны. 

Сравнение результатов решений показывает, что 

при а Е (-=; JiO) u (-Jб; О) u {3} u (12; +=) 
уравнения равносильны. 
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Ответ. а Е (-оо; -JIO) u (./6; О) u {3} u (12; 
+=). 

Замечание 

Приведем другой способ решения этого задания. Нам 
достаточно найти такие значения а, при которых дан­

ные уравнения одновременно не имеют решений или 

имеют одинаковые решения. Сначала в данных уравне­

ниях перейдем к sin2 х: 

4cos2 х = а2 - 6, 4sin2 х = 10- а2 , 

sin2 х = (10- a2)j4. 
1 - cos 2х = aj6, 2sin2 х = aj6, sin2 х = aj12. 

1. ~~(10-а2)/4>1, ia2 <6, 
l(lo- а2)/4 <О; la2 > 10; 
r а/12 > 1, la > 12, 
l а/12 <О; а< О 

(рис. 658). 

-Jlo J1o 
~ 

гJб. ljб 1 а 
1 1 1 1 

///1///////((////////(///{J ~ 

О 12 а 

Рис. 658 

а Е(-=; -JIO) u (-./6; 0) u (12; +=). 

2.{4sin2 х = 10- а2 , {10- а2 
= aj3, 

4sin2 х = aj3; а ;;;. О; 

f 3а2 +а- 3 =о, ra = 3, 
l а;;;, О; la = -20/6, а= 3, 

а ;;.о. 

При а= 3 получаем уравнение sin2 х = 1/4. Это урав­
нение имеет решения. Значит, при а= 3 данные урав­
нения имеют одинаковые решения. 

Поэтому при а Е (-=; -JIO) u (-./6; О) u {3} u 
u (12; +=)данные уравнения равносильны. 
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.N2 15. Найдите все значения параметра а, при кото­
рых уравнение 2cos 2х + 2а sin х + а - 1 = О имеет 

единственное решение на интервале (-1t/2; 0). 

Решение. 

Приведем данное уравнение к равносильному: 

4sin2 х- 2а sin х-а- 1 = О. 

Обозначим sin х = t, где t Е (-1; 0). Получим урав­
нение второй степени 4t2 - 2at - а - 1 = О, где 
t Е (-1; 0). Найдем его корни: 
D 1 = а2 + 4а + 4 =(а+ 2)2 , t 1 =(а+ 1)/2; t 2 = -1/2. 

На интервале (-1t/2; 0) уравнение sin х = -1/2 
имеет единственное решение х = -1t/6 при любом 
значении а Е R. 
Нам остается выяснить, при каких значениях а 

уравнение sin х =(а+ 1)/2 не имеет решений на 
интервале (-1t/2; О) или имеет решение х = -1t/6. 
Учитывая, что t Е (-1; 0), решаем совокупность 
неравенств 

r
(a + 1)/2 :( -1, Получим [а:( -.3, 
(а+1)/2;;;;,о. а;;;;,-1. 
Если х = -1t/6, то (а+ 1)/2 = -1/2. Тогда а= -2. 

О т в е т. а Е(-=; -3] u {- 2} u [-1; +=). 

Замечание 

Решая уравнение sin х =(а+ 1)/2, можно сначала вы­
яснить, при каких значениях а это уравнение имеет ре­

шения на интервале (-1tj2; 0). Получим систему нера­
венств 

а+1 
-2- >-1, 

откуда {а+ 1 <О, {а< - 1 , а Е (-3; -1). 
а + 1. а+ 1 > -2; а> -3; 
-2- <0, 

Если а Е (-3; -1), то, чтобы решение было единствен­
ным, надо, чтобы (а+ 1)/2 = -1/2: а= -2. Тогда при 
а Е (-=; -3] u {-2} u [-1; +=)данное уравнение имеет 
единственное решение на интервале (-1tj2; 0). 
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М 16. Докажите, что уравнение 

sin3x • cos(n/3- 4х) + 1 = 
0 

а + cos ( 1t 16 + 7 х) - sin ( 1t 1 3 - х) 

имеет решения при любом а ::;:. -2. Найдите реше­
ния уравнения. 

Решение. 

Данное уравнение равносильно системе 

{
sin 3х cos (n/3- 4х) = -1, 
а+ cos (n/6 + 7х)- sin (n/3- х)::;:. О. 

(1) 
(2) 

Уравнение (1) равносильно совокупности систем 

{
sin 3х = -1, 
cos (n/3- 4х) = 1; (1а) 

{
sin 3х = 1, (2а) 
cos (n/3- 4х) = -1. 

( 1 а)· {sin 3х = -1, {3х = -n/2 + 2nk, k Е Z, 
· cos (n/3- 4х) = 1; -n/3 + 4х = 2nn, n Е Z; 

{ х = -n/6 + 2nkj3, k Е Z, , 
х = n/12 + nn/2, n Е Z , (рис. 659). 

Система несовместна. 

16 . {sin 3х = 1, {х = n/6 + 2nm/3, т Е Z,, 
( ). cos (4х -n/3) = -1; х = n/3 + nl/2, l Е Z О 

(рис. 660). 

у 

х 

Рис. 659 Рис. 660 

х = 5n/6 + 2nt, t Е Z. 
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Подставим х = 5л:/6 + 2n:t, t Е Z, в неравенст~ 
во (2): 
а + cos (n:/6 + 35л:/6)- sin (n:/3 - 5n:/6) 7: О, 
а + cos 6 n: + sin(л:/2) ::!:-О, 
а + 2 7: О, а 7: -2. 

О т в е т. х 5л:/6 + 21tt, t Е Z, при любом значе­
нии а 7:-2 • 

.N217. Найдите все значения а, при которых уравне­

ние Ja- Ja+ cosx = cos х имеет решения. 
Решение. 

Данное уравнение равносильно системе 

{
cosx#O, 
а ,J'a_+_c_o_s_x = cos2 х. 

И далее: 

;cos х #О,· 

! Ja + cosx =а- cos2 х; 

Рассмотрим ряд случаев. 

rcos х >о, 

! а cos2 х >О, 
[а+ cos х =(а- cos2 х)2 • 

1) Если а< О, то система решений не имеет. Это 
следует из неравенства а- cos2 х #О. 

2) Если а = О, то данное уравнение примет вид 

J-Jcosx = cos х. Получаем уравнение cos х = 0: 
Х = Л:/2 + 1tk, k Е Z. 

3) Пусть а > О. Решаем уравнение а + cos х = 
=(а- cos2 х)2 • 

а2 - 2acos2 х + cos4 х а+ cos х, 
а2- a(2cos2 х + 1) + cos4 х- cos х О. 

Это уравнение 
но а. 

второй степени относитель-

D = (2cos2 х + 1)2 4cos4 х + 4cos х = 
= (2cos х + 1)2 , 

:[. а == cos2 х + cos х + 1, 
а= cos2 х cos х. 
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Теперь переходим к системе 

j
cos х >О, 
а- cos2 х;;?;: О, 

[
cos2 х + cos х + 1 -а = О, 
cos2 х- cos х-а= О, 

которая приводится к совокупности двух сис­

тем: 

jcos2 х + cos х + 1- а= О, 
cos х;;;;: о, 
а- cos2 х;;?;: О, 

(

cos2 х - cos х - а = О, 
cos х;;;;: о, 
а- cos2 х >О. 

Рассмотрим систему (1). 

(1) 

(2) 

На координатной прямой параметра а будем отме­
чать факт наличия или отсутствия решений системы 

(1) (рис. 661). 

Есть Есть 

Q Есть~ ~решения~ 
1 3 а (1) 

о 3/4 

Рис. 661 

Уравнение cos2 х + cos х + 1- а= О- квадратное 
относительно cos х. 

D = 4а- 3. 
а) Если D 1 <О, т. е. О< а< 3/4, то система (1) ре­

шений не имеет. 

б) D = 0: а= 3/4, cos2 х + cos х + 1/4 =О, cos х = 

= -1/2. Но cos х >О. Поэтому у системы (1) при 
а= 3/4 решений нет. 

в) D > 0: а> 3/4. Уравнение имеет два корня: 

cos х = ( -1 + J 4 а - 3 ) 12, 

cos х = ( -1 - J 4 а - 3 ) 12. 
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Заметим, что (-1- J4a- 3 )/2 <О при а> 3/4. 
У знаем теперь, при каких значениях а > 314 

уравнение сов х (-1 + J4a- 3 )/2 имеет реше­
ния, учитывая, что О .;;;;; сов х .;;;;; 1: 

J<-1 + )/2 >О, fJ4a- 3 > 1, 

t(-1 + J4a- 3 )/2.;;;;; 1; l J4a- 3 .;;;;; 3; 

~ 4а 3 > 1, J а > 1, 
L4a 3<9; la<(3; ае[1;3]. 

Подставим выражение (-1 + J4a- 3 )/2 вместо 
cos х внеравенство а сов2 х > 0: 

а (1-2J4a-3 +4a-3)j4>0,2+2J4a-3 >О. 
Это неравенство верно при а е [1; 3]. 
А теперь займемся системой (2). 
cos2 х- cos х-а О. Дискриминант данного квад­
ратного относительно cos х уравнения обозначим 
D': D' 1 + 4а. Если а > О, то D' > О: 

lсовх = (1 + J1 + 4a)j2, 

lcos х = (1- J1 + 4а )/2. 

Легко видеть, что (1 + J1 + 4а )/2 > 1, если а> О. 
У знаем, при каких значениях а > О уравнение 

сов х = (1 - J1 + 4а )/2 имеет решения при усло­
вии, что о.;;;;; сов х.;;;;; 1: 

О.;;;;; (1- J1 + 4а )/2 < 1, 

J1 + 4а < 1, 

J1 +4а >-1, 

J1 + 4а.;;;;; 1, 

1 + 4а < 1, а< О. 

Итак, уравнение cos х = (1 Jl + 4а )/2, а зна­
чит, и система (2) при а> О решений не имеет (рис. 
662). На рисунке 663 сведены результаты решения 
данного уравнения для всех рассмотренных случаев: 
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о 

Рнс. 662 

Есть Есть Есть 

~ ~~-----. решения решения,----

)И ~ eJ 2 ре~сет:ия :\L g • 
о 1 3 а 

(ось ответа) 

Рнс. 663 

О т в е т. При а Е [1; 3] u {О} данное уравнение 
имеет решения. 

Замечание 

При а > О приведем данное уравнение к совокупности 
двух систем 

!
cos2 х + cos х + 1 - а = О, 
cos х;;;. о, 
а- cos2 х >О; 

1
cos2 х- cos х-а= О, 
cos х;;;. о, 
а- cos2 х >О. 

(1) 

(2) 

Дальше можно решать другим способом. Покажем его. 

Решаем систему (1). Уравнение cos2 х + cos х + 1- а= 
= О - второй степени относительно cos х. 

cos х = (-1 ± J 4а- 3 )/2, если а> 3/4. 

1) Рассмотрим cos х = (-1 + J 4а- 3 )/2. Это уравне­
ние имеет решения, удовлетворяющие системе (1), 
если 

{о< (-1 + J 4а- 3 )/2 < 1, 
а> 3j4; 

j 
J4a - 3 < 3, !4а- 3 < 9, 

J 4а - 3 ~ 1, 4а - 3 ~ 1, 
a~3j4; a~3j4; 
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~а,;;;; 3, 
1а # 1, 
la # 3/4. 

а Е [1; 3]. 

2) cos х (-1 - )/2. Видим, что неравенство 

(-1- J 4а- 3 )/2 <О при а# 3/4. 
Перейдем к системе (2). 

cos2 x-cosx a=O,cosx (1± J1+4a )/2. 

Рассмотрим уравнение cos х 

имеет решения, если О ,;;;; (1 + 
r 

j-1,;;;; 
la> О. 

,;;;; 1, 

Эта система несовместна. 

Уравнение cos х (1 -

{о,;;;; (1 J 1 + 4а )/2,;;;; 1, 
а>О; 

)/2,;;;; 1: 

)/2 имеет решения, если 

f О ,;;;; 1 - J 1 + 4а ,;;;; 2, 
la> О. 

Эта система тоже решений не имеет. 

Итак, если а Е {О} u [1; 3], то данное уравнение имеет 
решения. 

М 18. Найдите значения а, при которых совместна 
система уравнений 

Jcos4 х (а+ 2) cos2 х + 2а О, 

L4JY +а • 2JY +а- 1 О. 

Решение. 

Решим сначала уравнение 

cos4 х (а+ 2)cos2 х + 2а О. (1) 
t = cos2 х, О< t < 1, t 2 - (а+ 2)t + 2а =О. 
D=(a 2)2, t 1 = 2; t 2 а. 

2 !l [О; 1]. Решаем уравнение cos2 х а. 

1) а= 0: cos х =О, х1 n/2 + nk, k Е Z. ffi 
2) а= 1: cos2 х = 1, х2 = nn, n Е Z.@ 
3) а е (-=;О) u (1; +=).Решений нет. @ 
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4) О< а< 1: cos2 х =а, cos х = ±Ja ~ 
х3 = ±arccos (±Ja) + 2nm, т Е Z. ctD 

"Уравнение 4J!i +а • 2JY +а- 1 =О (2) сводится к 
квадратному: 

l2 + al +а- 1 О, где l = 2JY, l > 1. 
D=(a-2)2, l 1 -1, l 2 =1-a. 

Видим, что -l е [1; +оо). 

Решаем уравнение 2JY = 1- а. Оно имеет реше­
ния, если 1 а> 1: а< О. @ 

Если а О, то у1 =О. @ 

Если а< О, то JY = log2 (1 а), у2 log~ (1- а).@ 

Система совместна только при а = О 

(рис. 664). 

Ха 0 Х;/ ~ 
о 1 

------------~~------------~~------------~(1) 

0 ~ 
о 

------------_.---------------------------~(2) 

Рис. 664 

М 19. Найдите все значения а, при которых система 
уравнений 

{
sin х • cos 2у = а2 + 1, 
cos х • sin 2у = а 

имеет решения, и решите систему. 

Решение. 

ООС: а Е R, х Е R, у Е R. 
"Учитывая, что /sin tl < 1, /cos t/ < 1, получим систему 

{ а
2 +1<1, 

.-1 <а< 1. Откуда а О. 



4.3. Т ригонометрические неравенств; с параметром 1431 

А теnерь решим данную систему при а 0: 
f sin (Х + 2у) 1, f Х + 2у = n:/2 + 2n:k, k Е Z, 
[sin (х- 2у) = 1, .] х- 2у n:/2 + 2п:п, n Е Z, 
J х = n:/2 + п:(k + n ), k, n Е Z, 
[у= п:(k- n)/2, k, n Е Z. 

О т в е т. Система имеет решения: только nри а 0: 

{х n:/2 + n:(k + n), k, n Е Z, 
у n:(k- n)/2, k, n Е Z. 

• 4.3. Триrонометрические неравенства 
с параметром 

М 1. Решите неравенство sin х >а. 

Реш е ни е. 

ООН: Ja Е R, 
tXE R. 

1) Если а> 1, то решений нет. СЕ[) 
2) Пусть а= 1. Неравенство sin х > 1 решений не 

имеет. @ 
3) а= 0: sin х >О, х Е (2n:n; n: + 2n:n), n Е Z.@ (а) 
4) а=-1: sinx>-1,x*-п:f2+2п:k,kE Z. @(~) 
5) а<-1:· хЕ R. @ (у) 

6) О< а< 1 (рис. 665): 
х Е (arcsin а+ 2лт; л:- arcsin а+ 2n:m), 
mEZ.@ 

у 

n-arcsin а 

Рис. 665 

х 

у 

n-arcsin а 

Рис. 666 

х 



4321 Раздел 111. 4. Основные пр~о~емы решен~о~я уравнений 
7) -1 <а< 0: рис. 666. 

х Е (arcsin а+ 2nm; 1t arcsin а+ 2nm), (у) 

mEZ. @ 

R ~ у ~ у ~ g .. 
о 1 а -1 

(ось ответа) 

Р/1/с. 667 

О т в е т. 1) Если а Е (-1; О) u (О; 1), то (arcsin а+ 
+ 2nm; 1t- arcsin а+ 2nm), т Е Z. 
2) Если а Е [1; +оо), то решений нет. 
3) Если а Е (-оо; -1), то (-оо; +оо). 
4) Если а = -1, то х любое действи-

тельное число, кроме -1t/2 + 21th, h Е Z. 
5) Если а= О, то (2nn; 1t + 2nn), n Е Z. 

М 2. Решитенеравенство sin х < Ь. 
Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Рассмотрим ряд случаев. 

1) Ь < -1. Решений нет. @ 
2) Ь = 0: sin х <О, х Е (-11: + 2nh; 21th), h Е Z. @(а) 
3) Ь> 1:хЕ R. @ 
4) Ь 1: sinx<1,x:;t:nj2+2nn,nE Z.@ ф) 

5) Ь Е (-1; О) u (О; 1): рис. 668 и 669. 
у у 

х -1t-arcsin Ь 0 arcsin Ь х 

Рнс. 668 Рнс. 669 



4.3. Тригонометрические неравен:Тва с nараметром 1433 

х Е, (-n- arcsin Ь + 2nm; arcsin Ь + 2nm), (у) 
mEZ.@ 

Ответ запишите самостоятельно по рисунку 670. 

-1 о 1 ь 
(ось ответа) 

Рнс. 670 

М 3. Решите неравенство cos х > Ь. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

1) Ь > 1: решений нет. СП) 
2) Ь<-1: ХЕ R.@ 
3) Ь=-1: cosx>-1,x:;t-n+2nk,kE Z.@ (а) 

4) Ь = 0: cos х >О, х Е (-n/2 + 2nn; n/2 + 2nn),(~) 
nEZ.@ 

5) Ь Е (-1; О) u (О; 1): рис. 671 и 672. 

у у 

arccos Ь arccos Ь 

х х 

-arccos Ь -arccos Ь 

Рнс. 671 Рнс. 672 

х Е (-arccos Ь + 2nm; arccos Ь + 2nm), т Е Z.@ (у) 



4341 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 
Ответ списываем с оси ответа (рис. 673). 

R \:/ у 
-1 о 1 ь 

(ось ответа) 

Рис. 673 

М 4. Решитенеравенство cos х <а. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) а> 1: ХЕ R. СЕ]) 
2) а< -1: решений нет. @ 
3) а= 0: cos х <О, х Е (n/2 + 2nk; 3nj2 + 2nk), (а) 

kEZ.@ 
4) а= 1: cos х < 1, х :;t 2nn, n Е Z. @ (~) 

5) а Е (-1; О) u (О; 1): рис. 674 и 675. 

х х 

2n - arccos а 2n - arccos а 

Рис. 674 Рис. 675 

х Е (arccos а+ 2nm; 2n- arccos а+ 2nm), (у) 

mEZ.@ 
Ответ приведен на оси параметра (рис. 676). 

g ~ у \:1 у \L R 
" -1 о 1 а 

(ось ответа) 

Рис. 676 



4.3. Т ригонометрические нерав~ства с параметром 1435 

М 5. Решитенеравенство tg х >а. 

Решение. 

оон·{ЬЕR, .. 
· х -::f:.n/2 + nk, k Е Z. 

1) а= 0: tg х >О, х Е (nn; n/2 + nn), n Е Z. (а) 

2) а> 0: рис. 677. 
х Е (arctg а+ пт; nj2 + пт), т Е Z. (р) 

а 
у 

1t/2 

+ 

J х 

arctg а 

а 

Рис. 677 Рис. 678 

3) а< 0: рис. 678. 
х Е (arctg а+ пт; n/2 + пт), т Е Z. (р) 

Заполним ось ответа (рис. 679). 

~ \L ~ 
" 

о а 

(ось ответа) 

Рис. 679 

М 6. Решите неравенство tg х < Ь. 

Реш е н и е. 

ООН· {ЬЕ R, 
• Х ::f:.1t/2 + 1tk, k Е Z. 

1) Ь = 0: tg х <О, х Е (-n/2 + nn; nn), n Е Z. (а) 

2) Ь ::f:. 0: рис. 680 и 681. 
х Е (-rt/2 + пт; arctg Ь + пт), т Е Z. (р) 
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у 

х 

arctg Ь 

-л/2 - ь 

Рнс. 680 Рнс. 681 
Представим результаты на оси параметра 

(рис. 682). 

о 

Рнс. 682 

М 7. Решитенеравенство ctg х >а. 
Решение. 

оон· {а Е R, 
• Х ::f; тtk, k Е Z. 

.. 
ь 

(ось ответа) 

1) а= 0: ctg х >О, х Е {тtn; тt/2 + тtn), n Е Z. (а) 

2) а* 0: рис. 683 и 684. 

у у 

а 

Рнс. 683 Рнс. 684 

х Е (тет; arcctg а+ тет), т Е Z. (~) 



.4.3. Т рмгонометрические неравенство ~ парометром 1437 

Ответ представлен на оси ответа (рис. 685) . 

о 

Рнс. 685 

М 8. Решитенеравенство ctg х < Ь. 

Решение. 

оон· rьЕ R. 
·1x;t.1tk, k Е Z. 

.. 
а 

(ось ответа) 

1) Ь = 0: ctg х <О, х Е (-1t/2 + 1tn; 1tn), n Е Z. (а) 

2) b;t.O; рис. 686и687. 

у у 

х 

Рнс. 686 Рнс. 687 

х Е (arcctg Ь + 1tm; 1t + 1tm), т Е Z. 
Заполняем ось ответа (рис. 688). 

о 

Рнс. 688 

М 9. Решитенеравенство sin х;;;. а- 1. 

ООН: Ja Е R, 
[ХЕ R. 

.. 
ь 

(ось ответа) 
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1) а - 1 = О, а = 1: sin х ;;;;. О, 
х Е [2nk; 1t + 2nk], k Е Z. CfD (а) 

2) а- 1 = 1, а= 2: sin х;;;;. 1, sin х = 1, 
х = n/2 + 2nn, n Е Z. СШ (р) 

3) а-1=-1,а=О: sinx;;.-1,xE R.@ 
4) а> 2: решений нет. @ 
5) а<О: ХЕ R.@ 
6) а Е (О; 1) u (1; 2): рис. 689 и 690. 

у у 

arcsin (а- 1) 

х 

Рис. 689 Рис. 690 

х Е (arcsin (а- 1) + 2nm; 
1t- arcsin (а- 1) + 2nm), т Е Z. @ (у) 

Ответ списывается с оси параметра (рис. 691). 

R \:1 у 
о 1 2 а 

(ось ответа) 

Рис. 691 

.М 10. Решитенеравенство cos (2х -n/4);;;;. а. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) а<-1: ХЕ R.@ 
2) а> 1: решений нет. СШ 
3) а= 1: cos (2х -n/4) = 1, 

2х -n/4 = 2nk, k Е Z, х= n/8 + nk, k Е Z. @(а) 



----------------

4.3. Тригонометрические неравенст:а с nараметром 1439 

4) а 0: cos (2х n/4):;;;, О, 
-n/2 + 2nn < 2х- n/4 < n/2 + 2nn, n е Z, 

· -n/8 +пп < х < 3Jt/8 + nn, n е Z. @ (р) 
5) а е (-1; 0) u (О; 1): 

-arccos а+ 2пт < 2х -n/4 < arccos а+ 2пт, 
те Z, 

1 1 
n/8 2 arccos а + пт ";;; х ";;; n/8 + 2 arccos а + 

+пт, те Z. CED (у) 

Заполним ось ответа (рис. 692). 

R ~у 
-1 о 1 а 

Рис. 692 

.N!! 11. Решитенеравенство cos2 (х + 1) <а. 

Решение. 

ООН: [а е R, 
lxe R. 

2cos2 (х + 1) < 2 а, 1 + cos (2х + 2) < 2а, 
cos (2х + 2) < 2а -1. 

(ось ответа) 

1) 2а- 1 =О, а= 1/2: cos (2х + 2) <О, 
n/2 + 2nk < 2х + 2 < 3/21t + 2nk, k е Z, 
n/4 l+nk<x<3/4n-1+nk,keZ.<EI) (а) 

2) 2а 1 = -1, а 0: cos (2х + 2) < -1. Решений 
нет. @ 

3) а < О. Решений нет. @ 
4) 2а- 1 = 1, а 1: cos (2х + 2) < 1, 2х + 2 :1- 2nn, 

n Е Z, 
х :;t: -1 + nn, n Е Z. @ (р) 

5) а> 1: ХЕ R. CED 
6) а е (О; 1/2) u (1/2; 1): 

arccos (2а -1) + 2пт < 2х + 2 < 21t­
arccos (2а 1) + 2пт, т Е Z, 
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1 
2 arccos (2а 1) 1 +nm <х < n-1 

1 
- 2arccos (2а -1) + nm, т Е Z. @ (у) 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 693). 

g ~ 'У ~ 'У \L R .. 
о 1 а 1/2 

(ось ответа) 

Рнс. 693 

М 12. Решитенеравенство sin х > 2/(а- 1). 

Решение. 

ООН: fa :;е 1, t;l\ 
lx Е R. \L'.J 

1) 2/(а- 1) = 1, а= 3: sin х > 1. Решений нет.@ 
2) 2/(а 1) > 1: (2- а+ 1)/(а- 1) >О, 

(3- a)j(a 1) >О, а Е (1; 3). Решений нет. @ 
3) 2/(а-1)=-1,а -1, sinx>-1, 

х :;е -n/2 + 2nk, k Е Z. @ 
4) 2/(а 1) < -1, (а+ 1)/(а- 1) <О, 
В этом случае х Е R. 

2 ll1 < 1, 
3 а 
ll1 <0, 

(а.) 

а Е (-1; 1). 
сш 

5) 
2 1+а 

0 а-1> 

(рис. 694). 
-- >-1· 
а- 1 ' 

~ 
1 1 3 х 
1 1 1 

Рнс. 69.4 

а Е (-=; -1) u (3; +=): 



~ 

4.3. Тригонометрические неравенствес параметром 1441 

х Е ( arcsin а : 1 + 2nn; n- arcsin а : 1 + 2nn ) , 

n Е Z. СШ _ (~) 
Покажем результаты на оси ответа (рис. 695). 

R 

-1 1 3 а 
(ось ответа) 

Рис. 695 1 
~ М 13. Решите неравенство cos х2 > а - 2. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) а - 2 = О, а = 2: cos х2 > О~ 
-n/2 + 2nk < х2 < n/2 + 2nk, k Е N u {0}. 

Если k =О, то х2 < nj2, /х/ < Jn/2, 

х Е (-Jn/2; Jn/2 ). 

{х
2 < n/2 +2nk, 

Если k Е N, то 2 2 2 
k 

х > -n/ + n , 

\
/х/ < Jn/2 + 2nk, 

/х/ > J-n/2 + 2nk (рис. 696). 

(а) 

С!'////////////////Ш///&///////:/ЛШ////~Л'////////////////!//Л'Ш!////Лff/////////////////Л!//////4 :. 

-J-~ + 2nk J-~ + 2nk х 
Рис. 696 

х Е (-Jn/2 + 2nk; -J-n/2 + 2nk) u 

u (J-n/2 + 2nk; Jn/2 + 2nk ), k Е N. СП) (~) 
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2) а 2 1, а= 3: cos х2 > 1. Решений нет. @ 
3) а > 3. Решений нет. @ 
4) а - 2 = -1, а = 1: cos х2 > -1, х2 :;t: 1t + 2лп, 

n Е N u {0}. 

x:;t: ±Jл + 2лп, n Е N u {0}. @ (у) 
5) а Е (2; 3). Тогда О< а- 2 < 1: рис. 697. 

-arccos (а 2) 

Рис. 697 

-arccos (а- 2) + 2лт < х2 < arccos (а- 2) + 2лт, 
тЕ Nu {О}. 
Если т= О, то х2 < arccos (а- 2), 

ixi < Jarccos(a- 2). 
Если т Е N, то 

{х
2 > -arccos (а 2) + 2лт, 

х2 < arccos (а 2) + 2лт, 
~lxl > J-arccos(a- 2) + 2rст, 
tlxl < Jarccos(a- 2) + 2лт (рис. 698). 

-./-arccos (а- 2) + 2л:т -./-arccos (а- 2) + 2л:т 

J-arccos (а- 2) + 2л:т 

Рис. 698 

(ro) 



4.3. Т ригонометрические неравенсrва с'11араметром 1443 
х Е (-Jarccos(a- 2) + 21tm; 

-J-arccos(a- 2) + 21tm )u(J-arccos(a- 2) + 21tm; 

Jarccos(a- 2) + 21tm ), т Е N. @ (q>) 

6) а Е (1; 2): -1 <а 2 < 0: рис. 699. 
у 

arccos (а- 2) 

х 

Рис. 699 

В этом случае решения те же, что и в случае 5: 
(ro) и (q>). @ 

Ответ списывается с оси параметра (рис. 700). 

R ~ ro,q> ~ m,<p \2(0 
• 

1 2 3 а 

(ось ответа) 

Рис. 700 

.М 14. Решитенеравенство sin х < aj(a 1). 

Решение. 

ООН: {а* 1• 
ХЕ R. 

1) а= 0: sin х <О, ХЕ (-1t + 21tn; 21tn), n Е Z.@ (а) 
2) aj(a 1) = -1, а 1/2: sin х < -1. 

Решений нет. @ 
3) aj(a- 1) > 1, 1/(а 1) >О, а> 1: х Е R. @ 
4) aj(a- 1) < -1, (2а 1)/(а- 1) <О, 1/2 <а< 1. 

Решений нет. @ 



4441 Раздел 111 . .4. Основные приемы решения уравнений 

f-1 < aj(a -1) < 1 ~(2а 1)/(а -1) >О, 
5)1 'a:t-=0, 

а :f.: О, , lj(a- 1) <О, 
с 

!
а< 1/2, 
а<1, Ja<1j2, 
,a:t-=0, ta:t-=0. 

х Е ( -1t - arcsin а ~ 1 + 21tk; arcsin а а 1 + 21tk ) , 

k Е Z. @ ({)) 
Заnолним ось ответа (рис. 701). 

13 "\:/ f.1 \L 0 ~R : 
о 1 а 1/2 

(ось ответа) 

Pнc.lOl 

.М 15. Решитенеравенство cos х > 1/(а + 1). 

Решение. 

ООН: i:a:t-=-1, @ 
ХЕ R. 

1) а= 0: cos х > 1. Решений нет. @ 
2) 1/(а + 1) > 1, (-a)f(a + 1) >О, -1 <а< О. 

Решений нет. @ 
3) 1/(а + 1) -1; а= -2: cos х > -1, 

X:t-=1t+21tk,ke Z.(a) @ 
2+а 

4) 1/(а + 1) < -1, а+ 1 <О, -2 <а< -1: х,Е R.@ 

5) а Е (-=; -2) u (О;+=): 

х Е ( -arccos а ~ 1 + 21tn; arccos а ~ 1 + 21tn ) , 

ne Z. @ ф) 



4.3. Т ригонометрические неравенства С"hараметром 1445 

Ответ представлен на оси ответа (рис. 702). 

13 "\Z R ~ g ~13 .. 
-2 -1 о а 

(ось ответа) 

Рис. 702 

а-1 
М 16. Решите неравенство cos х < а + 2 . 

Решение. 

ООН: {а ::F- - 2• ей) 
ХЕ R. 

1) а= 1: cos х <О, х Е (7t/2 + 21tk; 37t/2 + 27tk), 
kE z. CED 

2) (а- 1)/(а + 2) > 1, а< -2: х Е R. @ 
3) (а- 1)/(а + 2) < -1, (2а + 1)/(а + 2) <О, 

-2 <а< -1/2. Решений нет. @ 
4) а Е (-1/2; 1) u (1; +оо): 

х Е ( arccos : ~ ; + 21tn; 

21t- arccos: ~; + 21tn), n Е Z. CED 

Заполним ось ответа (рис. 703). 

(а) 

<Р> 

.. 
-2 -1/2 1 а 

Рис. 703 

М 17. Решите неравенство а sin х > 2. 
Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) а= 0: О· sin х > 2. Решений нет. 
2)а>О: sinx>2ja. 

а) а= 2: sin х > 1. Решений нет. 

(ось ответа) 



4461 Роздел 111. 4. Основные nриемы решения ураанениИ 
б) О< а< 2. Решений нет. 
в) а> 2: 
х Е (arcsin (2/а) + 21tn; 1t 
nE Z. 

3) а<О: sinx<2ja. 

arcsin (2/а) + 21tn), 
(а) 

а) а= -2: sin х < -1. Решений нет. 
б) -2 <а< О. Решений нет. 
в) а< -2: 
х Е (-1t- arcsin (2/а) + 21tn; arcsin (2/а) + 21tn), 
n Е Z. (~) 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 704 или 705). 

"{У 0 "{У 0 "{Уа .. 
-2 о 

Рнс. 704 

-2 

Рис. 705 

2 

2 

а 

(ось ответа) 

а 

(ось ответа) 

О т в е т. 1) Если а > 2, то (arcsin (2/а) + 21tn; 
1t- arcsin (2/а) + 21tn), n Е Z. 
2) Если а< -2, то (-1t- arcsin (2/а) + 21tn; 
arcsin (2/а) + 21tn), n Е Z. 
3) Если Jal ~ 2, то решений нет . 

.М 18. Решитенеравенство sin (ах 2) ~а, 
где -1 <а< О. 

Решение. 

Из рисунка 706: 
-1t arcsin а+ 21tk ~ах- 2 ~ arcsin а+ 21tk, k Е Z, 
2 1t - arcsin а + 21tk ~ ах~ 2 + arcsin а + 21tk, k Е Z. 
Vчтем, что -1 <а< О. 



4.3. Т ригонометрические неравенсtва с параметром 1447 

2/а + (arcsin a)ja + 2тckja :;:;;; х :( 2/а - тсjа -
- (arcsin a)ja + 2тckja, k Е Z. 

у 

х 

-n-arcsin а 

Рис. 706 

О т в е т. [2/а + (arcsin a)ja + 2тckja; 2/а - тсjа -
- (arcsin a)ja + 2тckja], k Е Z. 

М 19. Решитенеравенство (Ь -1)cos х < 1. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

ь = 1: о . cos х < 1' х Е R. СЕТ) 

ь* 1: 
1) ь > 1: cos х < 1/(Ь- 1). 

Рассмотрим ряд случаев, учитывая, что 

1/(Ь- 1) >о. 

а) {1/(Ь- 1) > 1, 
Ь> 1; 

б) {1/(Ь- 1) < 1, 
Ь> 1; 

{ ь < 2, 
Ь> 1. 

Ь> 2. 

ТогдахЕ R.@ 

( 
1 1 . ) 

х Е arccos Ь _ 
1 

+ 2тсk; 2тс- arccos Ь _ 
1 

+ 2тсk , 

kE Z. @ (а) 

в) Ь = 2: cos х < 1, х * 2тсп, n Е Z. @ (f3) 
2) ь < 1: cos х > 1/(Ь- 1). 



4481 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 
Заметим, что при Ь < 1 дробь 1/(Ь- 1) меньше О. 

а) { 1/(Ь- 1) < -1, {ь >о, 
Ь<1; Ь<1. 

Тогда х Е R. CED 

б) 1/(Ь-1)=-1,Ь=О: cosx>-1,x:;t:n+2nm, (у) 

mEZ.@ 

в) { 1/ ( Ь - 1) > -1, Ь < 0 . 
Ь< 1; 

х Е ( -arccos Ь ~ 1 + 2nl; 

lEZ. @ 

arccos Ь ~ 1 + 2nl ) , 

(ro) 
Заполняем ось ответа (рис. 707). 

а .. 
о 2 

Рис. 707 

ь 
(ось ответа) 

.М 20. Решитенеравенство (а- 2)sin х > 3а + 4. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) а= 2: О· sin х > 10. Решений нет. <II) 
2) а> 2: sin х > (3а + 4)/(а- 2). Видно, что 

(3а + 4)/(а- 2) >О, если а> 2. 
(3а + 4)/(а - 2) = 1 + (2а + 6)/(а - 2), а потому 
(3а + 4)/(а- 2) > 1, если а> 2. 
В этом случае решений нет. @ 

3) а< 2: sin х < (3а + 4)/(а- 2). 
а) а = -4/3: sin х <О, 
х Е (-n + 2nk; 2nk), k Е Z. @ (а) 

б) (3а + 4)/(а- 2) < -1, (2а + 1)/(а- 2) <О, 
а> -1/2. Решений нет. @ 

в) а= -1/2: sin х < -1. Решений нет. CED 
г) (3а + 4)/(а- 2) > 1, (а+ 3)/(а- 2) >О, 
а<-3: ХЕ R. @ 



4.3. Т ригонометрические неровенсfttо с nарометром 1449 

д) а= -3: sin х < 1, ХФ1t/2 + 21tn, n е Z. (~) 
е) О< (3а + 4)/(а 2) < 1: -3 <а< -4/3. 

( 
+ 4 . 3а + 4 

х е -1t - arcsin 
2 

+ 21tт; arcsш 
2 

+ 
а- а-

+ 21tт ). те Z. @ (у) 
ж) -1 <(За+ 4)/(а- 2) <О, -4/3 <а< -1/2: 

( 
. 3а + 4 . 3а + 4 

х е -1t arcsш 
2 

+ 21tт; arcsш 
2 

+ 
а- а-

+ 21tт ) , т е Z. @ 

Заnолним ось ответа (рис. 708). 

R \L у 
-3 -4/3 

Рнс. 708 

-1/2 а 
(ось ответа) 

.М 21. Решитенеравенство (5а 7) cos х <а+ 5. 
Решение. 

ООН: {а е R, 
ХЕ R. 

1) а= 7/5: О • cos х < 32/б, х е R. (fD 
2) а> 7 /б: cos х <(а+ б)/( ба- 7). Видно, что ес­

ли а> 7/5, то (а+ б)/(ба- 7) >О. 
а) (а+ б)/(5а 7) 1, а 3: cos х < 1, х :;t; 21tk, 
ke Z. @ (а) 

б)(а+5)/(5а-7)> 1, 7/б<а<З: хе R.@ 
в) О< (а+ 5)/(ба- 7) < 1, а> 3: 

( 
а+б 

х е агссоs ба_ 7 + 21tn; 21t 

+21tn }пе Z. @ 

15-5663 

а+б 
arccos ба_ 7 + 

(~) 



450 1 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 
3) а< 7/5: cos х >(а+ 5)/(5а- 7). 

а) (а+ 5)/(5а- 7) < -1: 1/3 <а< 7/5, х Е R. @ 
б) (а + 5)/(5а - 7) = -1, а = 1/3: cos х > -1, 
x::;:.n + 2nm, т Е Z. @ (у) 

в) -1 <(а+ 5)/(5а- 7) <О, 

{ а+5>0, а+ 5 < -5а + 7, -5 <а< 1/3: 

( 
а+ 5 

х Е -arccos 5а _ 
7 

+ 2nl; (ro) 

а+5 ) arccos 5а _ 
7 

+ 2nl , l Е Z. @ 

г) а= -5: cos х >О, х Е (-n/2 + 2nt; n/2 + 2nt), 
tEZ.@ (q>) 
д) О< (а+ 5)/(5а- 7) < 1, 

{ а< -5, 
а< 3, а< -5: 

( 
а+5 а+5 

х Е -arccos 5а _ 
7 

+ 2nl; arccos 5а _ 
7 

+ 

+ 2nl), l Е Z. @ 

Заполняем ось отве;а (рис. 709). 

-5 1/3 

Рис. 709 

3 а 
(ось ответа) 

.М 22. Решитенеравенство lsin (2 х- 4)1 <а. 
Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Легко видеть, что при а < О неравенство решений 
неимеет. @ 
Если а = О, то sin (2х- 4) = О, 

х = 2 + nk/2, k Е Z. @ (а) 



4.3. Тригонометрические нерааенrnа с nараметром 1451 

у 

arcsin а 

х 

-arcsin а 

Рис. 710 

Если а> 1,тохЕ R. @ 
Пусть О < а < 1. Тогда дан­
ное неравенство равносиль­

носистеме 

{
sin (2х- 4) <а, 
sin (2х - 4) > -а. 
Обозначим 2х 4 буквой t: 

J sin t <а, 
lsin t >-а (рис. 710). 

t Е [-arcsin а+ nn; arcsin а+ nn], n Е Z, 
-arcsin а + nn < 2х 4 < arcsin а + nn, n Е Z, 

2 - i arcsin а + nn/2 < х < 2 + i arcsin а + nn/2, 

nE Z. @ ф) 
Заполняем ось ответа (рис. 711). 

о 1 

Рис. 71 J 

R .. 
а 

(ось ответа) 

.М 23. Решитенеравенство ltg (3х- 2)1 <а, где а> О. 
Реше н и е. 

Данное неравенство равносильно системе 

r tg (3х - 2) < а, !tg t < а, 
~ tg (3х - 2) > -а, Пусть 3х - 2 = t: tg t > -а, 
la >О. а> О. 

у 

а 

arctga 

х 

-а 

Рис. 712 

15. 



4521 Раздел 111. 4. Основные nриемы решения уравнений 
-arctg а + тсk < t < arctg а + тсk, k Е Z, 
-arctg а+ тсk < 3х 2 < arctg а+ тсk, k Е Z, 
2/3- (1/3) arctg а+ тtk/3 < х < 2/3 + (1/3) arctg а+ 
+ тtk/3, k Е Z (рис. 712). 

О т в е т. [2/3 (1/3) arctg а+ тtk/3; 2/3 + 
+ (1/3) arctg а+ тtk/3], k Е Z, а> О . 

.М 24. Решитенеравенство sin2 (2х -тс/4) >а, а Е (О; 1). 

Решение. 

2sin2 (2х -тс/4) > 2а, 
1 - cos ( 4х тt/2) > 2а, 
1 sin4x>2a, 
sin 4х < 1 - 2а. 

Если О < а < 1, то -1 < 1 - 2а < 1, 
1) а= 1/2: sin 4х:;;;; О, 
-те+ 2тсk < 4х < 2тсk, k Е Z, 
-тt/4 + тtk/2 < Х < тtk/2, k Е Z. 

2) О< а< 1/2. Тогда О< 1- 2а < 1. 

(а) 

-те- arcsin (1- 2а) + 21tn < 4х:;;;; arcsin (1 2а) + 
+ 2тсп, n Е Z, 

/4 
arcsin( 1 - 2а) 

12
,:;::: ,:;::: arcsin( 1 - 2а) 

-1t - 4 +m "'х"" 4 + 

+ 1tnj2, n Е Z. (~) 

3) 1/2 <а< 1. Тогда -1 < 1- 2а <О. 

:;4 
arcsin(1- 2а) 

12
,:;::: ,:;::: arcsin(1- 2а) 

-1t 4 +m ..". х """ 4 + 

+ 1tnj2, n Е Z. ((}) 
Заносим результаты на ось ответа (рис. 713). 

_L р "\:/ J) ~ .. 
о 1/2 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 7J3 



.4.3. Т рмrонометрические неравен~ва с nараметром 1453 

М 25. Решитенеравенство /cos (х- 2)/ >а, а Е (О; i). 
Решение. 

Данное неравенство равносильно совокупности 

не равенств 

1 cos (х- 2) > а, 
lcos (х- 2) < -а. lcos t >а, 

Пусть х - 2 = t: t ~ cos ~-а. 

Воспользуемся единичной окружностью (рис. 
714). 

у 

Рнс. 714 

-arccos а+ тсk, < t < arccos а+ тtk, k Е Z, 
-arccos а + тtk, < х- 2 < arccos а + тtk, k Е Z, 
2 - arccos а + тtk < х < 2 + arccos а + тtk, k Е Z. 

О т в е т. [2- arccos а+ тtk; 2 + arccos а+ тtk], k Е Z, 
а Е (О; 1). 

М 26. Решите неравенство ctg /2х - 3/ < а. 
Решение. 

ООН: {а е R, 
х *тtn/2 + 3/2, n Е Z. 

1) Если а= О, то ctg l2x- 31 <О. 
тt/2 + тtk < l2x- 3/ < 1t + тtk, k Е N u {0}. 
Двойное неравенство равносильно системе 

{
l2x- 31 > тt/2 + тtk, 
l2x- 31 < 1t + тtk, k Е N u {О}. 



4541 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 
Раскроем модуль и перейдем к совокупности 

двух систем: 

!
2х- 3 >О, 
2х - 3 > nj2 + nk, 
2х- 3 < 1t + nk, 

!
2х- 3 <О, 
-2х + 3 > n/2 + nn, 
-2х +,3 < n + nn, 

k Е N u {О}. 

k Е N u {О}. 

Первая система дает следующие решения 

3/2 + n/4 + nk/2 ~ х < 3/2 + n/2 + nk/2, 
k Е N u {0}, а вторая- такие: 

3/2 -n/2 -nk/2 < х ~ 3/2 -n/4 -nk/2, 
k Е N u {О}. 
Отсюда окончательно при а = О получается 

(1) 

(2) 

[

3/2 + n/4 + nk/2 ~ х < 3/2 + n/2 + nk/2, 
3/2 -n/2 -nk/2 < х ~ 3/2 -n/4 -nk/2, 
k Е N u {0}. (а) 

2) Пусть а =1:- О. Тогда ctg l2x- 31 ~а. 

arcctg а+ пт ~ l2x- 31 < 1t + пт, т Е N u {О}. 

Решая, как в предыдущем случае, получаем 

[

3/2 + (1/2)arcctg а+ nтj2 ~ х < 3/2 + n/2 + пт/2, 
3/2 -n/2 -пт/2 < х ~ 3/2- (1/2)arcctg а -nт/2, 
т Е N u {О}. <Р> 

Заполняем ось ответа (рис. 715). 

~ ~ ~ .. 
о а 

(ось ответа) 

Рис. 715 

М 27. Решитенеравенство cos х ~ 2- а2 • 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 



4.3. Т р~о~гонометрнческие неровенстаа с~орометром 1455 

1) 2- а2 =О, а= ±J2: cos х <О, 
х1 Е [n/2 + 2nk; 3rc/2 + 2rck], k е Z. @ (а) 

2) 2-а2 1,а ±1: cosx< 1,ХЕ R.@ 

3) 2-а2 -1,a=±J3: cosx<-1,cosx -1, 
х 1t + 2nn, n Е z. @ (I0 

4)2 а2 >1,а2 <1,)а)<1: xER.@ 

5) 2- а2 < -1, а2 > 3, !al > J3. Решений нет. @ 

6) аЕ (-J3;-J2)u(-J2;-1)u(l; J2)u 

u(J2; J3). 
Тогда (2- а2) Е (-1; О) v (0; 1): 
х Е [arccos (2 - а2) + 2nm; 21t- arccos (2 - а2) + 
+ 2nm], т Е Z. @ (у) 

Заполняем ось ответа (рис. 716). 

J) а. R R а. J) 
0 У У R У У 0 

,.. 
-JЗ -,/2 -1 1 J2 J3 а 

(ось ответа) 

Рнс. 716 

.М 28. Решитенеравенство (а- 3) sin х < l2a- 3\. 
Решение. 

ООН: Ja Е R, 
lXE R. 

1) а= 3: О· sin х < 3, х Е R. <fD 
2) а= 3/2: (-3/2)sin х <О, sin х >О, 

х Е (2nk; 1t + 2nk). @ (а) 

3) а> 3: sin х < (2а- 3)/(а 3), 
где (2а- 3)/(а- 3) >О. 
Заметим, что (2а- 3)/(а- 3) = 1 + aj(a - 3). 
При а> 3 выражение 1 + aj(a- 3) больше 1. 
ПоэтомухЕ R. @ 

4) 3/2 <а< 3: sin х > (2а 3)/(а 3), где 
(2а 3)/(а 3) <О. 
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а) (2а- 3)/(а- 3) -1, а= 2: sin х > -1. 
х :F- -n/2 + 2nn, n Е Z. @ (jj) 

б) [(2а 3)/(а- 3) > -1, {2а 3 <-а+ 3, 
[3/2 <а< 3; 3/2 <а< 3; 

{а< 2, 2 2 
3/2 <а< 3; 31 <а< · 

( 
. 2а- 3 

х Е arcsш а _ 
3 

+ 2nm; 1t 

+ 2nm ), т Е Z. @ 

) {(2а-3)/(а-3)<-1, {2а-3<-а+3, в 3/2 <а< 3; 3/2 <а< 3; 

2 <а< 3. Тогда х Е R. @ 
5) а< 3/2: sin х > (3- 2a)j(a 3), 

где (3- 2a)j(a 3) <О. 
а)(3- 2a)j(a 3) = -1, а О: sin х > -1, 

(у) 

х :F- -n/2 + 2nn, n Е Z. @ (jj) 
б) (3- 2a)j(a- 3) < -1; а< О. Тогда х Е R. @ 

в) {(3 2a)j(a- 3) > -1, 0 <а< 312: 
а< 3/2, 

( 
. 3 - 2а 2 l . 3 - 2а 

х Е arcs1n а _ 
3 

+ 1t ; 1t - arcSin а _ 
3 

+ 

+ 21tl) , l Е Z. @ (ro) 

Покажем результаты на оси ответа (рис. 71 7). 

R \L (1) :\L у ~R • 
о 3!2 2 а 

(ось ответа) 

Рнс. 717 



4.3. Т ригонометрические неравенства 1: параметром 1457 

М 29. При каких значениях параметра а перавенет­
во llsin х- 1/31- 1/31 <а справедливо для всех х та­
ких, что О< х < 2nj3? 

Решение. 
Если х Е [О; 2n/3], то О< sin х < 1. 
Пусть sin х t, где t Е [О; 1]. 
Данное неравенство лучше решить графически. 

Рассмотрим функции: 

У= llt- 1/31- 1/31, t Е [0; 1] 
иу а. 

Построим график функции у 

t Е [О; 1] (рис. 718). 

у 

2/3 

2/3 1 t 

Рис. 718 

llt - 1/31 

(1) 
(2) 

1/31, 

Если а;;, 1/3, то график функции (1) расположен 
не выше графика функции у а. (2) 
Ответ. а;;, 1/3. 

М 30. Найдите все значения параметра а, при кото­
рых для любого действительного значения х выпол­

нено неравенство 2а- 4 + а(3 sin2 х)2 + cos2 х <О. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Обозначим t = sin2 х, t Е [О; 1]: 
2а - 4 + а(3- t)2 + 1 - t <О, 
at2 (ба+ 1)t + lla- 3 <О. 
Найдем все значения параметра а, при которых 



4581 Раздел 111. 4. Основные прнемы реwення уравнений 

f(t) = at2 - (6а + 1)t + 11а- 3 
будет отрицательным при любом t Е [О; 1]. 
Рассмотрим три, случая: 

1) а= 0: f(t) = -t- 3 <О при любом t Е [О; 1]. 
2) а> 0: 

f(O) = 11а - 3 < О, j
a> О, 

f(1) =а- 6а- 1 + 11а- 3 <О; 
О< а< 3/11 (рис. 719). 

3) а< 0: 

а) {D = 1 + 24а - 8а2 <О, 
а < О (рис. 720), 

а< (6- J38 )/4. 

f(t) 

t 

Рнс. 719 

б) tl.:;;; t2 <о, 

D;;.. О, 

J

a<O, 

t0 = (6а + 1)/2а <О, 
f(O) = 11а - 3 <О 

(рис. 721), 

(6- J38 )/4 <а< О. 
в) 1 < t 1 < t 2 , 

а<О, 
D;;..o, 
(6а + 1)/2а > 1 (рис. 722), 
f( 1) = 6а - 4 < О. 

Система несовместна. 

f(t) 

j
a> О, 
а< 3/11, 
а< 2/3, 

Рнс. 720 

f(t) 

Рнс. 721 



4.3. Т ригонометрические не равенства с~ араметром 1459 

Рнс. 722 

О т в е т. а Е (-оо; 3/11) . 

.N2 31. Решитенеравенство cos2 х-а cos х + 1;;;. О. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Пусть cos х = t, где ltl < 1. 

Решаем системунеравенств {~~ ~ ~~ + 1 ;;;. О, 
Найдем дискриминант квадратного трехчлена 

t 2 -at+1: D=a2 -4. 
Рассмотрим ряд случаев. 

1) D =О; а= ±2, (t ± 1)2 ;;;. О, х Е R. ей) 
2) D<O;iai<2,xE R. @ 

3) D >О; iai > 2, t 1 =(а- Ja 2 - 4 )/2; 

t 2 =(а+ Ja 2 - 4 )/2. 
Рассмотрим возможные случаи. 

а) Пусть f(t) = t 2 - at + 1. 

j
lal > 2, ~lal > 2, 
f(-1) >О (рис. 723), 2 +а> О, 
!(1) >О, 2- а> О, 
-1<а/2<1; -2<а<2. 

{lal > 2, 
lai < 2. Система несовместна. 

б) t 1 = -1, если а= -2 (рис. 724). 

Hoial> 2. 
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Рис. 723 Рнс.724 

Значит, такой случай тоже невозможен. 

в) {f(-1)<0, 
{(1) >О (рис. 725), 

)2 +а< О, 
!2-а> О, 

Тогда t Е [t2; 1]: cos х > t 2 , 

а <-2. 

t 

[ 
а + Ja 2 - 4 а + Ja 2 - 4 

ХЕ -arocos 
2 

+ 2rrk; arocos 
2 

+ 

+ 21tk J. k Е Z. @ 

г) t 2 = -1 (рис. 726). 

Рис. 725 

t 

Рис. 726 

~(a+Ja2 -4/2)=-1, {а=-2, 
Jal > 2. Ja/ > 2. 
Этот случай тоже невозможен. 

r r<-1> >о. 
д) if(1) <о, 

Llal > 2 (рис. 727). 

Га+ 2 >О, · 
j 

1
2- а< О, а> 2, 
/al>2. 

(о:) 

t 



4.3. Трнrонометрнческие неровенmа с nараметром 1461 

te[-l;t1]: cosx";;;(a Ja2-4)/2, 

[ 
а-~ 

х Е arccos 
2 

+ 21tn; 21t-

а~ J - arccos 2 + 21tn , n Е Z. (~) 

е) t1 1 (рис. 728). 

t 

Рнс. 727 Рис. 728 

{(а Ja 2 - 4 )/2 1, 
ial> 2. 

[а=2 
1 ' t!al > 2. 

Система решений не имеет. 

Заполняем ось ответа (рис. 729). 

2 

Рис. 729 

.. 
а 

(ось ответа) 

М 32. Найдите все значения Ь, при которых уравне­
ние (Ь- 2х) arccos (х- 1) О имеет ровно один ко­
рень. (ЕГЭ 2002 г.) 

Решение. 

ооу. fbE R, 
·1о ~ ~ 2. ""х"" . 

1. arccos (х- 1) =О, х 

2. Ь- 2х =О, х2 = Ь/2 , 
ЬЕ R. 

1=1 [xl 2, 
'[Ь Е R. 



4621 Раздел 111. 4. Основные приемы решения уравнений 

И с с л е д о в а н и е. 

1) {х2 = Ь/2, 
О~Ь/2~2, 

2) {ь =_о, 
х2 -О. 

{х2 = Ь/2, 

о~ ь ~ 4. 

3) {ь =_4, 
х2 - 2. 

Отметим полученные множества решений данно­

го уравнения на оси параметра Ь (рис. 730). 

о 4 

Рис. 730 

ь 
(ось ответа) 

Анализ множества решений показывает, что 

уравнение имеет ровно один корень, если 

ь Е(-=; О) u [4; +=). 

О т в е т.(-=; О) u [4; +=). 

М 33. Найдите все значения параметра а, при 

каждом из которых все решения уравнения 

а· sin х - 2а - 1 = О принадлежат области опреде-

ления функции у = Jig(2sinx). Запишите все 
множество решений уравнения для найденных 

значений а. 

Решение. 

Найдем сначала область 
определения функции 

у= Jig(2sinx). Достаточ­
но решить неравенство 

lg (2 sin х) > 0: 2sin х > 1, 
sin х > 1/2. Воспользуем­
ся единичной окружно­

стью. Получаем множест­

во [1t/6 + 21tk; 57t/6 + 27tk], 
k Е Z (рис. 731). · 

у 

х 

Рнс. 731 
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Рассмотрим уравнение а· sin х - 2а - 1 = О, своди­
мое к ему равносильному уравнению а sin х = 2а + 1. 
Если а= О, то урав:f!ение не и:м:еет решений. Пусть 

а :1:- О, тогда sin х = 2 + lja. Последнее уравнение 
имеет решения, принадлежащие области опреде-

ления функции у = Jlg( 2 sin х) , если 
f2+1;a";;l, 
{ 

[2 + 1/ а ~ 1/2. 
Решаем эту систему: 

j1+1;a";;o, 
lЗ/2 + 1/а ~О, 

r
a + 1 ";; 0 
а . ' 

-\За+ 2 
[ а ~ О (рис. 732). 

~ 
-11 1 О а 

1 ' 1 
~ 

-2/3 о 
а 

Рис. 732 

Получаем, что а Е [-1; -2/3]. Тогда множество ре­
шений данного уравнения совпадает с областью 

определения функции у= Jlg(2sinx). 

Ответ. а Е [-1; -2/3]; [n/6 + 2nk; 5пjб + 2nk], 
k Е Z. 

Упражнения для самостоятельного решения 

1) При каких действительных значениях парамет­
ра а уравнение sin х + 2cos х = а - 1 имеет реше­
ния?@ 

2) При каких действительных значениях парамет­
ра Ь уравнение 2(Ь2 + l)cos2 х + 4b2cos х + 1 О 
не имеет решений? @ 

3) Найдите все значения параметра р, nри которых 
уравнение sin2 х + psin х = р2 1 имеет реше­
ния. @ 
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4) Решите уравнение 

acos х + а/ cos х + 1 = О. @ 
5) Решите уравнение 

sin 3х- sin 2х= asin х. @ 
6) Найдите все значения параметра Ь, при каж­

дом из которых все решения уравнения 

(Ь- 1)cos х- 3Ь =О принадлежат области опре-

деления функции у = Jlg(-2cosx). Запишите 
все множество решений уравнения для найден­

ных значений Ь. @ 
7) Найдите все значения параметра Ь, при каЖ­

дом из которых все решения уравнения 

(Ь- 1)cos х- 3Ь =О принадлежат области опре-

деления функции у = J-lg(2cosx). Запишите 
все множество решений уравнения для найден­

ных значений Ь. @ 
8) Найдите все значения параметра с, при каж­

дом из которых все решения уравнения 

2с + 4 - csin х = О принадлежат области опреде-

ления функции у= J1 + lg(sinx/5). Запишите 
все множество решений уравнения для найден­

ных значений с. @ 
9) Найдите все значения параметра d, при каждом 

из которых все уравнения 3d - 6 + ( d + 1 )cos х = О 

принадлежат области определения функции 

у = J1 + lg(-cosx/5). Запишите все множест­
во решений уравнения для найденных значе­

нийd. @ 
10) При каких значениях а уравнения равносиль­

ны: 

а) sin х = а и sin х = а2 - 2; @ 

б)соsх=аи Jcosx =а; @ 

в) icos xl =а и cos2 х = а2? @ 
11) Решитенеравенство sin (mx- 3) <т, 

где-1<т<О. @ 



4.3. Тригонометрические нераsенстао"t nараметром 1465 

12) Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых перавеяство а2 + 2а - sin2 х- 2а cos х > 2 
выполняется для любого значения х. (tW 

13) Найдите все значения параметра а, при :которых 
перавеяство (а -l)sin2 х + 2(а 2)sin х +а+ 3 <О 
не имеет решений. (ill) 

14) Решите перавеяство 
sin х +а cos х <а (а:;:. 0). @ 

15) Решите перавеяство 
(tg x)/(tg х + 2)- 1/а > 1/(tg х + 2). @ 
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Приложеине 

Сведения о6щеrо характера 

Латинский алфавит 

Печатная Название Печатная 

буква буква 

А а а Nn 
вь бе О о 

Се це Рр 

Dd де Qq 

Ее е Rr 
Ff эф Ss 
Gg ге (же) Tt 
Hh ха(аш) Uu 
Ii и Vv 
Jj йот (жи) Ww 
Kk ка Хх 

Ll эль У у 

Mm ЭМ Zz 

Греческий алфавит 

Печатная Название Печатная 

буква буква 

А а альфа Nv 

Bf3 бета щ 

Г у гамма Оо 

А() дельта П1t 

ЕЕ эпсилон Рр 

z~ д зета .Ecr 

НТJ эта Tt 
ее т эта Yu 
It йота Ф<р 

К к каппа хх 
лл ламбда 'l''lf 
M!l мю Qю 

Название 

эн 

о 

пе 

к у 

эр 

эс 

тэ 

у 

в е 

дубль-ве 

икс 

игрек 

зет 

Название 

ню 

к си 

омикрон 

пи 

ро 

сигма 

та у 

ИПСИЛОН 

фи 

хи 

ПСИ 

омега 



Некоторые часто встречающнеся постоянные 

Величина n lgn Величина n lgn Величина n lgn 
1t 3,1416 0,4971 1/1t 0,3183 I,5029 8JТс 1,4646 0,1657 

21t 6,2832 о, 7982 
1/21t 0,1592 I,2018 V1/1t 0,6828 1,8343 

31t 9,4248 0,9743 

41t 
1/31t 0,1061 I,0257 V1t!6 0,8060 I,9063 

12,5664 1,0992 

41t/3 4,1888 0,6221 
1/41t 0,0796 2",9008 V3/41t 0,6204 I, 7926 

1t/2 1,5708 0,1961 
1t2 9,8696 0,9943 Vit2 2,1450 0,3314 

1t/3 1,0472 0,0200 
21t2 19,7392 1,2953 е 2, 7183 0,4343 

1t/4 0,7854 I,8951 
Jir. 1, 7725 0,2486 е2 7,3891 0,8686 

1t/6 0,5236 I,7190 
J2ic 2,5066 0,3991 Jё 1,6488 0,2171 

1t/l80 0,0175 2",2419 ./Jt/2 1,2533 0,0981 3,{е 1,3956 0,1448 

2/1t 0,6366 I,8039 ./1/1t 0,5642 . I,7514 1/е 0,3676 I,5657 

180/1t 57,2958 1,7581 ./2/1t о, 7979 I,9019 1je2 0,1353 . I,1314 

10800/Jt 3437,7467 3,5363 J3/it 0,9772 I,9900 J11e 0,6065 I, 7829 

648000/Jt 206264,81 5,3144 J4/1t 1,1284 0,0525 ln 10 2,3026 0,3622 



Значения тригонометрических функций для значения аргумента О ..:: а. ..:: 1t/2 

Аргумент Тригонометрические функции 

в 
градусном Брадианах sina cosa tga ctga seca cosec а 
измерении 

О' о о 1 о 
не 1 не 

существует существует 

зо· 
1t 1 J3 J3 J3"" 1,7322 

2f} ==1,1547 2 6 2 2 ==0,8660 2 .. 0,5774 

45' 1t J2 J2 1 1 J2"' 1,4142 J2= 1,4142 4 2 ==0,7071 2 =0,7071 

60' 
1t J3 1 

J3= 1,7322 J3 2 2f} "'1,1547 3 2 ==0,8660 2 3"'0,5774 

90' 1t 
1 о 

не 
о 

не 1 2 существует существует 
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8 Основные формупы эпементарной математики 

Арифметика и алгебра 

Пропорции 

В пропорции ~ = 2 числа а и d называются крайними· 

членами, Ь и с средними; основное свойство nроnорции: 

произведение крайних членов равно произведению 

средних, то есть ad Ьс. 

Производвые пропорции; а ± Ь == с ± d а ±с а с 
а с =ь=а 

Действии со степеними 

(а. Ь. c)n an. ьп. сп' (Б )n = ::' а"'. an = am+n' :: = am-n 

1 а0 - = - = a-n' (am)n amn. 
an an 

Действия с корнями 

(корни предnолагаются арифметическими, то есть 

nодкоренное выражение ~ О и, кроме того, сам корень 
берется со знаком +) 

mJa. Ь. с = mJQ.mJЬm,jё' т {i! = mJa ' an!m = mjii;' 
Vь m,JЬ 

(mJii;)P = т~, mjii; = тр~. 
Разложение на множители 

aZ ьz (а+ Ь)(а- Ь) (разность квадратов), 

а3 + ьз (а+ Ь)(а2- аЬ + Ь2 ) (сумма кубов), 

аз ьз = (а- Ь)(а2 + аЬ + Ь2) (разность кубов). 

Квадратные уравнения 

Уравнение х2 + рх + q = О решается по формуле 

Уравнение ах2 + Ьх +с О решается по формуле 

-Ь± Jь2 - 4ас 
Х1,2 

2а 

Если х1 и х2 корни уравнения х2 + рх + q = О , то 

х1 +х2 =-р и х1 · х2 q; 
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х2 + рх + q = (х- х 1 )(х х2), где х1 и х2 
уравнения х2 + рх + q = О 

корни 

ах2 + Ьх + с = а(х- х1 )(х х2 ), где х 1 и х2 - корни 

уравнения ах2 + Ьх + с = О 
Прогреесии 

а1 первый член, an п-й член, d - разность 

арифметической о:рогрессии; 

u 1 - первый член, un - п-й член, q - знаменатель 

геометрической прогрессии; 

sn- сумма n членов прогрессии, s сумма бесконеч­

но убывающей прогрессии: 

(al + an)n l)]n an = al + d(n- 1)' sn = . 2 ' sn = _ _;;__--=----

ul(qn 1) 
un = ulqn-1. sn = _:.;;.----.,.-.;:;' sn = ' s q-1 

lql < 1. 

Логарифмы 

(N >О, а> О, а =1= 1) 
Запись logaN = х равносильна записи а"' = N, поэтому 

alog0 N N. 

Логарифмирование: 

logaa = 1, logal =О, 

м 
loga(M N) = log .. M + logaN, loga N JogaM- logaN, 

1 
mlogaN, loga mJN = ;;IogaN. 

Обозначения: log10N = lg N, logeN = ln N. 

1 logь!V 
Соотношения: logьa -1 Ь , loga!V = -1-- . 

oga оgьа 

(число logьa в последней формуле называется модулем 

перехода от системы логарифмов с основанием Ь к системе 

с основанием а) 

Комбинаторика 

A:J, т( т- 1) ••. (m- n + 1) (размещения); 

Р т = 1 · 2 ... ·т = ml (перестанов:ки); 
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сп = А::, = m(m- 1) ... (m- n + 1) (сочетания). 
т Pn 1·2· ... ·n 

Вином Ньютона 

(х + a)m = 

= xm + C~xm-1a + ... + c::,xm-kak + ... + с:;:-1 xam-1+ am' 

в частности, 

(х + а)2 = х2 + 2ха + а2 (квадрат суммы); 

(х- а)2 = х2- 2ха + а2 (квадрат разности); 

(х + а)3 = хз + 3х2а + 3ха2 +аЗ (куб суммы); 

(х- а)3 = хз- 3х2а + 3ха2 - аЗ (куб разности). 

Свойства биномиальных коэффициентов С::, 

1 +с~+ с~ + ... + с:;:- 1 + 1 = 2m, 

1 -с~ +с~- ... + (±1)m = о' с::, = с:;:-п. 

Геометрия и тригонометрия 

Длина окружности С и ее дуги 

С= 2nR, l = ~~~ = Ra (а- градусная мера дуги, а­
радианна.я мера, R- радиус). 

Площади 

Треугольник: S = ~ (а- основание, h- высота); 

S = Jp(p- а)(р- Ь)(р- с) (р- полупериметр, а, Ь и с­
стороны); 

s = ab~nC (С- угол, противолежащий стороне с). 

a2J3 
Для равностороннего треугольника S = -

4
- (а - сто-

рона треугольника) 

Параллелограмм: S = bh (Ь- основание, h- высота) 

d1d2 
Ромб: S = -

2
- (d1 и d 2 -диагонали). 

а+Ь 
Трапеция: S = -

2
-h (а и Ь- основания, h- высота) 

Правильный многоугольник: S = Ра (Р- периметр, 
2 

а - апофема). 
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Круг: 8 = nR2 • 

Круговой сектор: 8 = Rl = R2
a = 1tR

2
a (а 

2 2 360 
градусная 

мера дуги сектора, а 

сектора). 

радианна.я мера, l - длина дуги 

Поверхности 

Призма: S бок = Pl (Р - периметр перпендикул.ярного 

сечения, l- боковое ребро). 

Правильнан пнрамида: 8 бок 
Ра 2 (Р - периметр осно-

вани.я, а апофема). 

pl + р2 
Правильнан усеченная пирамида: S бок = 2 · а 

(Р 1 и Р 2 периметры оснований, а - апофема). 

Цилиндр: S бак = 21tRh (h - высота). 

Конус: 8 бок = 1tRl (l- образующая). 

Усеченный конус: S бок= n(R1 + R2 )l. 

Шар S = 4тtR2 • 

Объемы 

Призма: V = Sh (S- площадь основания, h- высота). 

Пирамида: V = 
8
3
h • 

h 
Усеченная пирамида: V = 3 (81 + 8 2 + JS1S 2). 

Цилиндр: V = 1tR2 h • 

1tR2 h 
Конус: V = -

3
-. 

Усеченный конус: v = 1t
3
h (Rr + R~ + R 1R 2 ). 

4 
Шар: V = 3 1tR3 • 

Перевод градусной меры угла 

в радманную и обратно 

7t а' 
а = 180'' 

градусная). 

, а. 180' 
а = --- (а - радианна.я мера угла, а -

1t 
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Основные соотношения между 

тригонометрическими функциями 

• 2 2 sina cosa 1 
sш а + cos а = 1 , tga = -- , ctga = -.- , tga = --

cosa sша ctga 
1 . 1 

seca = -- , sec 2a = 1 + tg2a , coseca = 
cosa sina 

cosec2a = 1 + ctg2a 

Формулы приведения 

sin(a + nn) = ±sina, cos(a + nn) = ±cosa, tg(a + nn) tga, 

sin( а+ n~) = ±cosa, cos( а+ n~) = +sina, 

tg( а+ п~) = -ctga 

(в формулах первой строки n может быть любым целым 
числом, причем верхний знак соответствует значению 
n = 2k, а нижний -значению n = 2k + 1; в формулах 
второй u третьей строк n может быть только нечетным 
числом, причем верхний знак берется при n = 4k + 1, 
а нижний - при n = 4k- 1). 

Формулы сложения 

sin(a ± ~) = sinacos~ ± cosasin~, 
cos(a ± ~) = cosacos~ + sinasin~. 

Двойные и половинные углы 

sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos2a- sin2a, tg2a = 2 tga 
1- tg2a' 

. а +j1 - cosa 2 . 2а 1 - cosa' SШ 2 = - 2 , SШ 2 = 

Cos ~ = +J1 + cosa 2cos2~ = 1 
2 

_ 
2 

, 
2 

+ cosa , 

tg~ _ + 1 - cosa 
2 -- 1 + cosa 

sina 
1 + cosa 

1- cosa 
sina 

Формулы иреобразования сумм 
и разностей тригонометрических 

функций в произведения 

• • А 2. а±~ а+~ Sina ± s1nl-' = sin-
2
-cos-

2
-, 

а+~ а-~ 
cosa + cos~ = 2cos-

2
-cos-

2
-, 

А 2.а+~.~-а cosa- cosl-' = sin-2-sш-2-. 
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УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 
С ПАРАМЕТРОМ 

Часть 1 
Тема «Уравнения и неравенства с nараметром» 

отсутствует в школьнон nрограмме, 

но имеется в nрограммах встуnительных экзаменов 

в вузы и в материалах ЕГЭ no математике. 
,данным учебным комnлект раскрывает эту тему 

в nолном объеме и состоит иэ учебного 

nособия в двух частях и электронного nриложения. 

Каждь1м раздел nособия содержит необходимые 
теоретические сведения. Детально рассмотрен 

широким сnектр задач разных уровнем сложности, 

достуnно и наглядно изложена методика их решения. 

Комnлект станет неэаменимым nомощником 

для старшеклассников, абитуриентов, 

nреnодавателем математики, а также 

для студентов математических сnециальностем. 

Пособия этом серии помоrут вам: 

• nровести глубокую теоретическую и nрактическую 
nодготовку к единому государственному экзамену; 

• самостоятельно разобраться в сложных воnросах, 
не nрибегая к nомощи реnетитора. 
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