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• Предисловие 

Вы держите в руках вторую часть двухтомника 

«Уравнения инеравенства с параметром», представ­

ляющего собой обучающий сборни~е задач широкого 

диапазона применения. 

Задания с параметром предлагаются на выпуск­

ных экзаменах по алгебре и началам анализа в сред­

ней школе, на вступительных экзаменах по матема­

тике почти во всех вузах, входят в материалы ЕГЭ по 

математике, причем многие из них достаточно высо­

кого уровня сложности. 

Очень часто абитуриенты оказываютС!J не подго­

товленными к «встрече с параметром». Одна из ос­

новных причин - отсутствие доступной учебно-ме­

тодической литературы, что определяет актуальность 

данного издания. 

Двухтомник предназначен: 

- абитуриентам для подготовки и самоподготов­

ки к вступительным экзаменам по математике в 

вузы, в том числе и к сдаче ЕГЭ; 

- учащимся общеобразовательных школ разно­

го уровня математической подготовки начиная с 

7 класса; 
- учащимся предпрофильных и профилъных 

классов и школ; 

- преподавателям и учащимся подготовительных 

курсов для подготовки к поступлению в вузы; 

-студентам педвузов по специальности «матема­

тика>> при изучении курсов элементарной математики 
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и методики преподавания математики, а также для 

написания выпускных квалификационных работ; 

- институтам повышения квалификации и пере­

подготовки работников образования; 

- учителям, ведущим элективные курсы. 

Вы получаете умные и полезные методические по­

собия, по которым можно не только учиться, но и 

учить. 

Материалы книг прошли многолетнюю апроба­

цию в учебных заведениях различных типов. Ис­

пользующие их учителя отмечают, что школьники 

перестали бояться параметра и успешно справляют­

ся с разноуровневыми заданиями. 

Первая часть состоит из трех разделов: 1) <<Линей­
ные уравнения и неравенства с параметром и к ним 

сводимые»; 2) <<Квадратные уравненияинеравенства 
с параметром и к ним сводимые»; 3) <<Тригономет­
рические уравнения и не равенства с параметром ». 

Вторая книга содержит следующий материал: 

1) «Иррациональные уравненияинеравенства с па­
раметром»; 2) <<Показательные и логарифмические 
уравнения и неравенства с параметром ». 

В ней продолжается реализация разработанного 

авторами единого методического подхода к решению 

уравнений и неравенств с параметром, аналога кото­

рому нет в имеющейся литературе: 

-даны четкие определения основных понятий, 

которые внесли ясность в существующую путаницу 

их трактовки; 

- упражнения классифицированы по видам 

функций в соответствии с программой по математи­
кеСОШ; 

- система упражнений тщательно продумана и 

отвечает основным дидакт}lческим принципам: до­

ступности, последовательности, наглядности, науч­

ности и другим; 

-пособия написаны научно-популярным и в то 

же время логично-доказательным языком; 
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- впервые систематически используется коорди­

натная прямая параметра, которая позволяет гео­

метрически иллюстрировать процесс решения зада­

чи и снять проблему записи ответа; 

- несомненным достоинством, позволяющим ин­

тегрировать наглядно-образное и абстрактно-логи­

ческое мышление является активное использование 

различных систем координат, как для решения за­

дач с параметром, так и для иллюстрации получен­

ных результатов; 

- рассмотрение задач с параметром предваряет 

справочный материал теоретического характера по 

соответствующей теме, в котором особое внимание 

уделяется вопросам, недостаточно изложенным в 

школьном курсе математики; 

-значительная часть упражнений решается раз­

личными методами; 

- в задачный материал включен ряд заданий, 

Предлагавшихея на вступительных экзаменах по ма­

тематике в ведущих вузах, а также на ЕГЭ в 

группе С (2001-2005 гг.), требующих оригиналь­
ных подходов с обоснованием. Образцы решения та­

ких упражнений с параметром показывают эффек­

тивность разработанной авторами методики; 

- каждый раздел начинается с подготовитель­

ных упражнений, как правило, разработанных авто­

рами, которые служат «переходными мостиками» к 

решению более сложнЫх заданий. После разбора ба­
зисных задач, расположенных в определенной по­

следовательности, предлагается для закрепления ре­

шить ряд упражнений самостоятельно. Условия не­

которых более сложных уравнений и неравенств 

заимствованы из книг, указанных в приведеином 

списке литературы, а также из материалов ЕГЭ по 

математике. 

Остановимся подробнее на особенностях данного 

пособия. 
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Темы <<Тождественные преобразования ирраци­

ональных выражений •>, « Иррационал.ьные уравне­
ния и неравенства•> являются оДниNш из· наиболее 
трудных разделов курса элементарной математики. 

Поэтому в пособие включен значительный как по со­

держанию, так и по объему справочный материал: 

свойства радикалов, их использование в тождествен­

ных преобразованиях иррациональных выражений; 

теория равносильности, уравненЩi, ,.,(~ер~~ецств) на 

множестве; основные методы решения иррациональ­

ных уравнений, неравенств mиx<HJcтtH'4· 
Изучение показательнь1х и логарифмических урав­

нений и неравенств с параметром та~же начийается 
с анализа справочной информации. При этом особое 

внимание обращается на свойства логарифмов, свой­

ства и графики показательной и логар~фмической 

функций, теорию равносильност~ уравнений и нера­

венств на множестве. 

'Умение детализировать область значений показа­

тельной и логарифмической функций поможет ре­

шить некотор:Ь1е из заданий наиболее рациональным 

способом. 

· Данное пособие будет полезно ии:нтересно как ма­
тематикам, так и гуманитариям и позволит оценить 

красоту, эстетику и интеллектуальную глубину при­

неденных в них задач. 

Желаем успехов на пути постижения тайн иглу­
бин параметра! 



МЦф.!§.IМ 

ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

И НЕРАВЕНСТВА С ПАРАМЕТРОМ 

11 Справочный материал 
• 1.1. Степени и корни 

.... Опредеяепие 1. Под an, где n Е N, n > 1, а Е R, 
понимается произведение n сомножителей, каждый 
из которых равен а . 

.... Опредеяепие 2. а1 =а, а Е R . 

.... Опредеяепие 3. а0 = 1, где а-:;:. О . 

.... Опредеяепие 4. Если а> О, n Е N, n > 1, т Е Z, то 

amfn= ~. 

Напомним, что N - мно:щество натуральных чисел, 

. R - множество действительных чисел, Z - множество 
целых чисел, Q - множество рациональных чисел. 

3 а .меч а н и е. Если т Е N, n Е N, то а~ О. Обратим 
особое внимание на важность условия а > О в определе­
нии 4. В некоторых упражнениях бывает полезным перей-

ти от amfn к nJ;;m, а иногда- наоборот. Ошибочно будет 
написать, что 3,/Х = х113 • Действительно, областью опреде­

ления функции у = 3,/Х является R, а областью определе­
ния функции у= х113 является множество [О;+=). Поэто-

му можно утверждать, что равенство 3,/Х = х1/3 верно толь­
ко при х Е [О;+=). 

Правильно записать так: 

~х- ' ! с i xl/3 
. - -(-x)l/3, 

если х >О, 

еслих< О. 
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Пусть теперь у = 3Ji2 . У этой функции область оп­
ределения D(y) = R. 

W =lxl213 = ' i х2!3 (-х)2/3, 

если х;;;;. О, 

если х <О. 

1 ....._ Определение 5. a-r = -,где r Е Q, а"# О. ,... ar 

Свойства степени с рациональным nоказателем 

Если а > О, Ь > О, рЕ Q, q Е Q, то справедливы сле-
дующие равенства: 

l.afJ·aq=afJ+q. 

2. afJ: aq = aJJ-q. 

3. (аЬ)Р = afJ • ьР. 
4. (ajb)P = afJ jьР. 

3 а м е ч а н и е. Если рЕ Z и q Е Z, то ограничение а > О 
иЬ> Оможноослабитьдоа-:F-ОиЬ-:F-0. Если рЕ NиqE N, то 
ограничение а-:/:. О и Ь-:/:. О остается лишь для равенств 2 и 4. 

~ Определение 6. Корнем п-й степени (n Е N, n > 1) 
из числа а называется такое число Ь, п-я степень ко­

торого равна а, т. е. ьп =а. 

О Примеры: 

1. Корень 3-й степени из числа 27 равен 3, так как 
33 = 27. 

2. Корень 3-й степени из числа -8 равен -2, так 
как ( -2)3 = -8. 

3. Корень 3-й степени из числа О равен О. 
4. Корень 2-й степени из числа 4 равен как числу 

2, так и числу -2, так как 22 = 4, (-2)2 = 4. 
5. Корень 2-й степени: из числа О равен О. 
6. Корень 2-й степени из числа -4 не существует. 
Если n = 2k + 1, где k Е N, то корень n степени из 

числа обозначается так: nJa. 
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Если же n = 2k, где k Е N, то знак nJa обозначает 
лишь неотрицательное значение корня из неотрица­

тельного числа а. 

Например: 3,/27 = 3, зr-8 = -2, J4 = 2, JO =О. 
Ошибочно писать так: J4 = ±2. Правильная за­

пись: J4 = 2, -J4 = -2. 

~ Определение 7. Арифметическим корнем п-й сте­
пени (n Е N, n > 1) из числа а называется неотрица­
тельное число Ь, п-я степень которого равна а. 

Возвращаясь к предыдущему, отметим, что 2Va, 
где k Е N, а;;;. О, обозначает только арифметический 
корень из числа а. 

Полезно запомнить, что 2Va ;;;. О (а;;;. О, k Е N). 

Свойства корней 

1. 2kj{iЬ = 2VIЩ • 2 kJ[Ьj , где аЬ ;;;. О, k Е N. 

2. 2kJajb == 2VIЩ;2 kJjЬj, где ajb;;;. О, k Е N. 

3. 2k+l/(iiJ = 2k+VQ_ • 2 k+lJЬ, где а Е R, Ь Е R, k Е N. 

4. 2k+Va/b = 2 k+V0,; 2k+lJЬ, где а Е R, Ь Е R, Ь :;t: О, 
kE N. 

5. 2k+tja<2k+l)n = an, где а Е R, k Е N, n Е Z. 

6. 2nJa2n. k = { alak;l, где k =2m, т Е N, а Е R, 
гдek=2m+1,mE N,aE R. 

Следствие: 2n~ = lal, n Е N, а Е R. 
7. Основное свойство арифметического корня. 

a)W =n·mJakm,гдeak;;;.O,kE N,nE N,n>1,mE N. 

б) Если а Е R, n Е N, n > 1, т Е N, k Е N, то 

2m·nJa2m·k = 
n,Jak, 

~. 

если k - четное число, 

если k - нечетное число. 
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0 При меры. Упростите выражения: 

1. 6Ja8 = 3Ja4. 
если а;> О, 

LG { Ja' 2. 1;а 2 = JiUJ = Fa, если а <0. 

если а;> О, 

{
3Ja 

3. Va2 = :vrai = ' 
-3Ja, если а< О . 

. в) (2m+ 1Jnja(2m+ 1)k = nj;;k, где n Е N, n > 1, k Е N, 
mEN,ak;>O. 

3 а м е ч а н и е. Если n - нечетвое число, то свойство 

7 в будет справедливо при а Е R, т. е. условие ak;;;;;. О можно 
ослабить. 

О Примеры. 

1. v;;;з = vm . 3. 6JЬ4 = зJЬ2. 

2. 6J(c -1)3 = ~. 4. 15,{r;W = 3Ja2 . 

• 1.2. Упражнения на действия с радикалами 
А теперь решим ряд упражнений, для выполне­

ния которых надо глубоко понимать вышеперечис­

ленные свойства . 

.М 1. Найдите область определещш выражения (ООВ): 

а) Ja- 1. 

б) Д. 

в) JjXj. 

г) 3,Jx3- х + 1. 

д) (1 _ х)-113. 

е) (х- 3)215. 

ж) (х2 + 1)1/4. 

3) J-(b- 2) 2 • 

и) Jlg sin х jcos х. 

к) Ja 3(b 2 + 1). 

л) W(2- ./5)с3 • 

м) Vl- а • ЗJа- 1. 
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н)! Vc9 j(c- 2)4 • 
с 

т) J-xJ3- х. 
[Ь2+1 

у) ~ rьr=2-l ,- • 

n) J(sin х- 3)(cos у- 4). ф) J-sin2 х j(x + 27t). 

р) Jx 2 - 16. х) ,J1- 2sin xj(x2 - 2х). 

с)~;=~. ц) Jlog~(x- 1) • cos х. 
О т в е ты: а) [1; +оо). б) (-оо; 0]. в) R. г) R. д) (-оо; 1). 

{ а Е [О; +оо), е)[3; +оо). ж) R .. з){2}~ и) 0. к) Ь Е R. л)(-оо; 0]. 

( ) { 
х Е н-, 

м) (-оо; 1]. н) О; 2) U (2; +оо). о R. n) R 
уЕ • 

р)( -оо; -4] U [ 4; +оо). с)(-оо; 3) U (3; +оо). т)( -оо; 0]. 
у) (-оо; -2) U (2; +оо). 

Последние три упражнения решим с объяснением. 

ф) Для нахождения ООВ достаточно решить сис­

тему 

J sip. х =О, .· 
1 х :;t: -21t, 

J х = nk, 
1 х :;t: -21t. 

k Е Z,, с 

Воспользуемся единичной окружностью. Легко ви­

деть, что все числа, соответствующие точке С (рис. 1), 
входят в область определения данного выражения. 
А среди чисел х = 2nn, n Е Z (точка А) есть число 
х = -27t. Поэтому ООВ прина-
длежат всех= 2nn, где n Е Z, У 

кроме-1. в 

3 а .м е ч а n и е. Если недо­

пустимыми являются все чи:сла 

некоторой точки единичной ок­

ружности, то точка вычеркива­

ется знаком «Х», а если только 

часть чисел является недопус­

тимой, то будем обозначать зна­
ком<~\~>. 

D 

Ответ: nn, n Е Z, n :;t: -2. Рис. 1 
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J sin х < 1/2, 
х) Решаем систему 1 х-:;; О, х-:;; 2. 

Неравенству sin х < 1/2 удовлетворяют все числа 
х Е [ -7n/6 + 2nk; n/6 + 2nk], где k Е Z. Число 2 не по­
падает в указанные множества, а х = О является од­

ним из чисел, соответствующих точке А (рис. 2). 

Ответ: [-7nj6; О) u (О; nj6] u [-7n/6 + 2nk; n/6 + 
+ 2nk], где k Е Z, k-:;; О. 

у 

Рис.2 

~///.///~jo/.///(.'////////-f{///@ • 

11 1 2 1 1 х 
1 1 1 

1 

j{!dff///. 

31t 51t 
2 2 

Рис. 3 

.. 
х 

ц) Находя ООВ, учтем, что, если х- 1 >О, х-:;; 2, то 
должно выполняться неравенство cos х;;.:.. О (рис. 3). 
При х = 2 данное выражение тоже определено. 

Видим,. что ООВ составляет множество чисел: 

(1; n/2] u {2} u [-n/2 + 2nk; n/2 + 2nk], k Е N. 

М 2. Вынесите множитель из-под корня. 

а) J5a 2 • 

ООВ:аЕ R. 

j а J5 , если а ;;.:.. О, 
J5a 2 = J5 · Га2 = lal/5 = ~ 

-алJ5, если а< О. 

б) 6J-10c7 • 

ООВ: с< О. 

6J-10c 7 = 6J( -10с) • с6 = iclб,J-10c = -c6,J-10c. 



1.2. Упражнения на действия с радикалами 1 13 

в) 1/(2- J5)a9. 

ООВ:а<О. 

у 1t/2 

1/(2- J5)a 9 = а2 1/(2- J5)a. ~...._-+:---1-.-
х 

г) Jsin2 х • cos х. 

{
cosx >О, 

ООВ: х = 1t + 2nk, k Е Z (рис. 4). 
-1t/2 

Рнс.4 

J sin 2 х • cos х = 

sin xJcos х, если х Е (2nn; n/2 + 2nn), n Е Z, 

-sin xJcos х, если х Е (-n/2 + 2nm; 2nm), т Е Z, 

О, 
1t 

если х = 2 k, k Е Z. 

д) 3J-а4Ь12. 

ООВ: J а Е R, 3J-a4b 12 = -аЬ4 • W. 
lbE R. 

е) J21 а3 Ь2 с6 , где Ь >О, с -:F- О. 

j
a >О, 

ООВ: Ь >О, 

c-:F-0. 

J21 а3 Ь 2 с6 = 3abJc3/J3a = 

= J 3аЬс3 • J3a , если а ;;;. О, Ь > О, с > О, 

[-3аЬс3 • J3a , если а > О, Ь >О, с< О. 

ж) j(5- x)log~(x- 1). 

ООВ: 1 <х< 5. 

----6f.?«(W#Ш.W/Ш/o/#«:/. • 

1 2 5 х 

J<5- x)log~(x- 1) = 
Рнс.S 

jlog2 (х- 1)J5- х, если 2 < х < 5, 

= [-log2 (х- 1)J5- х, если 1 < х < 2 (рис. 5). 
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з) J-sin2 х • cos2 х • tg х. 
ООВ: tg х <О, х Е (-11:/2 + тсk; тсk], k Е Z (рис. 6). 

J-sin 2 х • cos 2 х • tg х = /sin х • cos xiJ-tg х = 

= -sin х cos xJ-tg х = (-1/2)sin 2xJ-tg х. 

у 

х 

Рис. 6 

и) Jlog~(x- 1) • cosx. 

--{j(///M/. 

1 1t 

2 

• jVfiW&/ • ... 
2 31t 51t х 

2 2 

Рнс.7 

ООВ: (1; тс/2] u {2} u [-тс/2 + 2тсk; тс/2 + 2тсk], k Е N 
(рис. 7). 

jlog~(x- 1) • cosx = /log2 (х- 1)/Jcosx = 

-log2 (х -1)Jcosx, если х Е (1; 1t/2], 
О, если х = 2, 

log2 (х- 1)Jcosx, если х Е [-тс/2 + 27tk; 1t/2 + 2тсk], 
kE N. 

М 3. Внесите множитель под знак корня. 

а) 2'V3 = V24. в)4J2 = J32. 

б) -2V2 = :V-16. г) -2J3 = -J12. 

д) (-3 + J2 >J2 = -J<з- ,}2)22. 

е) xJ2 . 
.,._ 
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х Гп2 = ~' еслих?оО, 
ООВ: ХЕ R. л./~ 

-~, еслих<О. 

ж)а3J2. 

ООВ: а Е R. av-2 = зJ2а 3 • 

з) (1 - а)1/3. 
ООВ: а Е R. 

. 1/3(1- а)4 , если а.;;;;; 1, 
(J -а)1/3 = 

...:.1}3(1- а) 4 , если а> 1. 

и) (а- 1)h. Установим ООВ: а.;;;;; О. Теперь нас 
интересует знак выражения (а - 1) в ООВ. Удобно 
следующее оформление с по-

мощью двух осей: на первой 

оси отмечаем числа, состав­

ляющие ООВ, а на другой -
интервалы знакопостоянства 

разности а- 1 (рис. 8). 
Легко видеть, что в облас­

о 

Рнс. 8 

а 

+ 

1 а 

ти определения данного выражения а - 1 < О. А по-

тому (а- 1)h = -J- а( а- 1)2. 

к) (а- 1)Ja- 2. 
ООВ: а ?о 2. 

(а- 1)Ja- 2 = J(a ,_ 1) 2(а- 2) (рис. 9). 

л)(а-2)~. 
ООВ: а.;;;;; 1. 

(а- 2)Jl=(i = -J(a- 2) 2(1- а) (рис. 10) . 

.. //////////(/!///////!(. .. 

2 а 
+ 

1 а 

Рнс. 9 

1 

2 

Рнс. 10 

+ 
а 

а 
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м) аГа. 

ООВ: а< О. аГа= -r-;;з (рис. 11). 

н)хJ1- х. 

ООВ:х<1. 

если О< х < 1, j Jx2(1- х), 
х~= 

-Jx2 (1 - х), если х <О (рис. 12) . 

о 

о 

Рис. 11 

о)(а- 3)J{i. 
ООВ: а;;;: О. 

.. 
а 

+ 
а 

• 
х 

+ 

о х 

Рис. 12 

r: j Ja(a- 3)2 , . если а;;;: 3, 
(а-3)...;а = 

· -Ja(a- 3)2 , если О< а< 3 (рис. 13). 

п)тЗJт-1. 

ООВ: т е R. т~ = 3,Jт3(т- 1). 

р)(а- Ь) J а2- 2~Ь + Ь2. 

j
a ~ Ь, 

ООВ: а е R, 
Ье R. 

(а- Ь) J а2- 2~Ь + Ь2 =(а- Ь) J (а ~ Ь) 2 = 

= J 1, если а> Ь, -
1-1, если а< Ь. 

с)(3-т)J 1 
. m-3 
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~////////(f'///////////4 • (j'/.'1/////#///////////// • 
о 1 а 3 т 

- 1 + + + 

3 а 3 т 

Рис. 13 Рис. 1.4 

ООВ:т>3. 

J (т - 3) 2 г:::::---;; (3-т) -- =- =-л.~т-3 (рис.14). 
т-3 

т)х2 J!. 
ООВ:х>О. x 2 J! = J3хз. 
у)атJа. 

i а >О, Jа3т2, 
ООВ: тЕ R. атJа = 

-Jа3т2' 

если т> О, 

еслит<О. 

ф) т • n {-!й. 
ООВ: т <О. 

n 

т·п{-!й =-J-т3п. 

х) -хБJХ. 

у 

1t/2 

ООВ: х Е R. -хБJХ = 5J-x6. 

ц) (sin х- 1/2)Jcos х. 
ООВ: cos х > О. 
(sin х- 1/2)JC0sX = 

{ 

Jcos x(sin х - 1/2)2, 

= -Jcos x(sin х- 1/2)2, 

Рис. 15 

если х Е [n/6 + 2nn; 
n/2 + 2nn], n Е Z, 

если х Е [-n/2 + 2пп; 
n/6 + 2nn), n Е Z (рис. 15). 
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М 4. Представьте в виде произведения квадратных 
корней: 

а) J ( Ь - 1) ( Ь - 3) , если Ь ;;;;. 3. 

J<ь- 1)(Ь- 3) = ~ • Jь- 3. 

б) J(Ь- 2)(Ь- 3), если Ь < 2. 

J(Ь- 2)(Ь- 3) = ,J[Ь-=2] • J[Ь=3l = 

= J2-b ·~. 

в) Ja2- 4. Wr?'///&'1 . ~////////////. 31 

ООВ: lal ;;;;. 2 (рис. 16). 

Ja2- 4 = J(a- 2)(а + 2) = 

= Jia - 21 • Jia + 21 = 

J Ja - 2 • Ja + 2, 

= l л/2 - а • J-a - 2, 

г) J25- Ь 2 • 

если а;;;;. 2, 

если а< -2. 

ООВ: IЬI < 5 (рис. 1 7). 

-2 2 а 

Рис. 16 

J25 - Ь2 = J( 5 - Ь )( 5 + Ь) = л/5 - Ь • J5+Ь . 

W/Ш////<'i 

-5 5 ь 1 3 х 

Рнс. 17 Рнс. 18 

д)Jх2 - 4х + 3. 

ООВ: х2 - 4х + 3 ;;;;. О (рис. 18). 

Jx 2 - 4х + 3 = J(x- 1)(х- 3) = 

= { J х - 1 • J х - 3 , если х ;;;;. 3, 

~ • л/3- х, еслих< 1. 
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е) J(sin х- 2)(cos у- 3). 

J ХЕ R, 
ООВ: lYE R. 

J(sin х- 2)(cos у- 3) = J2- sin х · J3- cos у. 

ж) J(3- 2sin x)(sin х- 3)(cos у- 5). 

{ ХЕ R, 
ООВ: УЕ R. 

J(3- 2sin x)(sin х- 3)(cos у- 5) = 

= J3- 2sin х х J3- sin х х 

х J5- cos у. 

з) Jsin х • cos х. 

ООВ: sin х • cos х > О 
(рис. 19). 

Jsin х • cos х = 

у 

Рнс. 19 

если х Е [2nn; n/2 + 2nn], 
nE Z, 

х 

J-sin х • J-cos х, если х Е [n + 2nk; 3n/2 + 2nk], 
kE Z. 

М 5. Представьте в виде квадратного корня: 

а)7= .д.9;-5=-J25. 

б) а. 

ООВ: а Е R. 

а= {J;;2, 
-Га2, 

если а> О, 

если а <О (рис. 20). 

+ 

о 

Рнс. 20 

а 
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в)-Ь. 

ООВ: ЬЕ R. 

{ JЬ2' -Ь = -JЬ2' 
если Ь <О, 

если Ь <О (рис. 21). 

+ + 
о ь 5 

Рнс. 21 Рнс. 22 

г)х- 5. 

ООВ: ХЕ R. 

{ 
J(x- 5) 2 , 

х-5= 
-J(x- 5) 2 , 

если х;;;: 5, 

если х < 5 (рис. 22). 

еслих;;;: -4, 

х 

{
J(x+4)2 , 

д)х + 4 = 
-J(x + 4) 2 , если х < -4 (рис. 23). 

ООВ: ХЕ R. 

+ 

-4 х 

Рнс. 23 

{ 
J(l - t)2' 

е) 1- t = 

- J(1- t) 2 ' 

ООВ: tE R. 

ООВ: ХЕ R. 

+ 

1 t 

Рнс. 24 

если t < 1, 

если t > 1 (рис. 24). 

если jxj;;;: 2, 

если lxl < 2 (рис. 25). 
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+ + 
-2 2 х 

Рис. 25 

ООВ: ХЕ R. 

и)(х- 1)(х- 2) = 

J Jcx- 1) 2(х- 2) 2 , 

= 1-Jcx- 1) 2(х- 2) 2 ~ 
ООВ: ХЕ R. 

к)sinx= 

+ 
-3 3 х 

Рис. 26 

если lxl < 3, 

если lxl > 3 (рис. 26). 

+ + 
1 2 х 

Рис. 27 

если х Е (-=; 1] U [2; +=), 

если х Е (1; 2) (рис. 27). 

j Jsin2 х, 

= l-Jsin2 х, 
если х Е [21tk; 1t + 21tk], k Е Z, 

если х Е (-1t + 21tn; 21tn), n Е Z (рис. 28). 

ООВ: ХЕ R. 

у 

+ 
х о х 

Рис. 28 Рис. 29 

еслих >О, 

если х < О (рис. 29). 

ООВ: ХЕ R. 
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-J((1/2Y -1)2, 

м) (~У - 1 = J((l/2)x _ 1)2, 

ООВ:хЕ R. 

+ 

еслих;;;. О, 

еслих<О 

(рис. 30). 

+ 
---<(fi'f/Л////////fp.!//////&4! .., 

о х 1 .2 х 

Рис. 30 Рис. 3 1 

Jlog~(x-1), еслих;;<:2, 

н)log2(x-1)= -Jlog~(x....: 1), если1<х<2 

ООВ: х> 1. 

о) lx- 21 = Jcx- 2) 2 • 

ООВ: ХЕ R. 

п) (-J5 + cos х) = -JcJ5- cos х) 2 • 
ООВ: ХЕ R. 

(рис. 31). 

М 6. Представьте в виде произведения квадратных 
корней, предварительно представив в виде корня: 

j J;;?., если а> О, 
а)а= = -Га·Га, еслиа<О 

-J;;?., если а< О 
(рис. 32). 

Ja. ;а, еслиа>О, 

ООВ:аЕ R. 

i Jcx ~ 3) 2 , 
б) х- 3 = 

- J ( 3 - х) ~ , если х < 3 

если х > 3, 

J Jx- 3 · Jx- 3, 

= l- л/3 - х • л/3 - х , если х < 3 (рис. 33). 

если х > 3, 

ООВ:х~ R. 
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+ + 
а 3 о 

Рнс. 32 Рнс. 33 

если у> -2, 
в) у+ 2 = j J(y + 2)2' 

-J( -у- 2) 2 , если у< -2 

J Jy + 2 · Jy + 2, если у> -2, 

= 1-J-y- 2 • J-y- 2, если у< -2 (рис. 34). 

ООВ: у е R. 

j -J(т + 1)2 , 
г)-т-1 = 

J(-т- 1)2 , если т< -1 

если т> -1, 

J -Гm+l · Гт+1, если т> -1, 

= 1 J-т- 1 • J-т- 1, если т< -1 (рис. 35). 

ООВ: те R. 

+ + 
-2 у_ -1 

Рнс.34 Рнс. 35 

д) lx + 11 = J(x + 1)2 = 

J Jx + 1 · Jx + 1, 

= 1 J-x - 1 · J-x- 1 , 

ООВ: ХЕ R. 

если х > -1, 

если х < -1 (рис. 36). 

-1 

Рнс. 36 

+ 
х 

х 

т 
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е) sin х - 1/2 = 

Jcsin х- 1/2)2 , 

если х Е [n/6 + 2nh; 5n/6 + 21th], h Е Z, 

-JC1/2- sin х) 2 , 
если х Е (-71t/6 + 2nn; n/6 + 2nn), n Е Z 

Jsin х - 1/2 • Jsin х - 1/2, 
если х Е [n/6 + 2nh; 5n/6 +21th], h Е Z, 

-J112- sin х • J112- sin х, 
если х Е (-71t/6 + 2nn; n/6 + 2nn), n Е Z (рис. 37). 

ООВ: ХЕ R. 

у 

5n/6(-7n/6) n/6 

х 

Рис. 37 

М 7. Установите, при каких значениях а верно ра­
венство: 

а)(а- 1)0 = 1. 

б) J;;4 = а2 • 

г) зJ;;3 =а. 

д) 1} (а - 1) 4 = а ~ 1. 

е) 6J(i3 = Ja. 

ж) 6j;;4 = зJа2 . 

з) 8Jc а - 2)4 = J2 - а . 

и) 6JC1 - а )2 = 3J1 - а . 

к) Wca- 1)2 = Va- 1. 

л) ((а- 2)115) 5 =а- 2. 

м) ((а+ 1)-113)-3 =а+ 1. 



1.2. Упражненмя на действмя с раднкаламм 1 25 

в) л/( а- 1)(а- 2) = J"a=l · ,Ja- 2. 

о) ,Ja(2 +а) = Г-а • ,J-a- 2. 

п) ,Ja(2- а) = Ja · л/2 -а. 

р) Ja-l = ~ 
а+ 1 J-a -l · 

с) (а -1).Га = -Ja(a- 1)2. 

т) (-а+ 2)л/а- 1 = J(a- 2) 2 (а- 1). 

у) <lal- а)0 = 1. 

ф) J1 - cos 2 а = sin а. 

х) J1- sin2 а = -cos а. 
Ответы: а) a:;t: 1. б) а Е R. в) а< О. г) а Е R. д) а> 1. 

е)а>О.ж)аЕ R.з)а<2.и)а<1.к)а>1. 
л) а> 2. м)а>-1. в) а> 2. о) а< -2. n)O< 
<а<2.р)а<-1. с)О<а<1.т)1<а<2. 
у) а< О. ф)а Е [27tk; 1t + 21tk], k Е Z. х)а Е 
Е [1t/2 + 21tn; 37t/2 + 27tn], n Е Z. 

М 8. Упростите выражения: 

б) 2tog4(J3- 2)2 + 3logg(2 + J3J2 
= ((}3 - 2)2)log42 + 

+ ((2 + J3 )2)log9 3 = J(JЗ _ 2 )2 + J(JЗ + 2)2 = 2 _ 

- J3 + J3 + 2 = 4. 

в) 1}ь2 - 6Ь + 9 = 1}(ь- 3)2 = ~ = 

= J ,Jь - 3 , если Ь > 3, 

l ~, если Ь < 3 (рис. 38). 

ООВ: ЬЕ R. 
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+ 

3 ь 

Рис. 38 

7(с- 3) gн 7(с- 3) 8fcli 
~ 8 = = 

3с (с- 3)8 3с 8,Jcc _ 3)8 

= 7(с- 3) ·с· в.Гс3 = 3 ' 

{ 

!.. s.[c;3 если с > 3, 

3с\с - 3
1 -i s.[c;3, если О < с< 3 (рис. 39). 

ООВ: Jc>O, 
lC::f:. 3. 

J<m- 3)4 _ 1/(т- 3)4 _\т- 3\ _ 
д) m8 - 4j;;8 - т2 -

= J (т- 3)jт2 , если т~ 3, 
[ (3- т)/т2 , если т Е (-=;О) U (О; 3). 

ООВ: т::f:.О. 

-~ а2 -1 1 о.[(;22 а 2 -1 
е) l~(fl+l)W • ~ = нvса + 1)10 • ~ = 

а2. 10j{;2 а2..,... 1 а2- 1 Viaj 
\а+ 1\ · ~ = -2- • \а+ 1\ = 

i 
(а 2 - 1)5JQ 
2(а + 1) ' 

(1- a 2 )5JQ 
2(а+1) ' 

i 
(а- 1)5,Ja 

2 ' 

(1- a)Va 
2 ' 

если а Е (-=; -1) U (О;+=), 

если а Е (-1; О) 

если а Е (-=; -1) U (О;+=), 

если а Е (-1; О) (рис. 40). 

ООВ: а ::f:. О, а ::f:. -1. 
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-1 о а 1/2 1 х 

Рис. 40 Рис. 41 

ж) Jx- J2x -1 = ...!_ J2x- 2J2x- 1 = 
J2 

= J2 J(2x- 1)- 2J2x- 1 + 1 = J2 J(J2x- 1- 1)2 
= 

2 2 

= 1:IJ2x-1 -11= 

J2 ,-------.,. 
т<J2х-1-1), еслих~1, 

J2 г-с---
2 (1 - J2x - 1 ), если 1/2 < х < 1 (рис. 41). 

ООВ: х ~ 1/2. 

з) J2 · ЗД. Заметим, что ЗД не является ариф­
·метическим корнем. Только представив его в виде -з.;2, 

можно применить к V2 основное свойство арифмети­
ческого корня: 

J2. зД =-J2. V2 =-6J8. 6j4 =-V32. 

и)~ · 3Ja + 3 = 6J(a- 1)3(а + 3)2. 

ООВ: а ~ 1 (рис. 42). 

F-f/////////////////4 .. fjZ/(((((((('//({///(//.1. 

1 а 2 
+ + 

-3 а 1 

Рис. 42 Рис. 43 

к)~·~ =-Ja-2 •ЗJа-1 = 

= -6J(a- 2)3(а- 1)2. 

ООВ: а ~ 2 (рис. 43). 

.. 
а 

а 
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л) Ja · 3J2- а. Установим сначала ООВ: а;;;;: О. Вы­
ражение (2 - а) в ООВ может принимать значения 

разных знаков (рис. 44). 
Поэтому надо рассмотреть два случая: 1) О< а< 2; 

2) а> 2. 

6Ja3 · 6J ( 2 - а) 2 , если О < а < 2, 
Ja · 3J2- а= 

-6Ja3 · 6J(a- 2)2, если а> 2 

6Ja3(2- а)2 , если О< а< 2, 

-6Ja3(a- 2)2, если а> 2. 

F'//1////////////////////////////////Л: ... 

О а 
+ ~/!/!/Л:?'~/Ш///////ЛЛ//4j<УФ"'А :11' 

О 1 3 а 

2 

Рнс. 44 

а 

м)(3Jй, + J(a- 3)2а) • 3J1- а = 

= (3J0, + la- 3IJa) • 3J1- а = 

= Ja · 3J1- а · (3 + la- 31) = 

Рнс. 45 

Ja · 3J1 - а • (3 +а- 3), если а;;;;: 3, 

Ja • 3J1 - а • (3 - а + 3), если О < а < 3 

-a6Ja3(a- 1)2 , если а;;;;: 3, 

Ja · ~ · (6 - а), если О < а < 3 

-a6Ja3(a- 1)2 , если а;;;;: 3, 

(6- a)6Ja3(1- а) 2 , если О< а< 1, 

(а- 6)б,Jа3(а- 1)2, если 1 <а< 3 (рис. 45). 

ООВ:а):О . .. 
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.N2 9. Упростите выражения, используя формулы 
сложных радикалов 

где А ;;;;: JВ, В> О (JA + JВ и Jл- JВ - слож­
ные радикалы). 

1) J А + JВ + J А - JВ = J 2 (А + J А 2 - В) , где 
л ;;;;о JВ,В>О. 

2) Jл + JВ - Jл - JВ 
А;;;;: JВ,В>О. 

J2(A- JA2- В), где 

3) J7 + J48 = J 7 + J:} - 48 + J 7- J~g- 48 = 2 + JЗ. 

4) Jв- J2б = JЧ!- Jб; 4 = J5 -1. 

5) J17- 4J9 + 4J5 = J5 - 2. 

Выполним упрощение по действиям: 

J9 + 4J5 = Jg + J8б = JЧl + J9
; 

1 
= J5 + 2. 

J17- 4(J5 + 2) = Jg- 4J5 = J5 -2. 

6) J5 + 2./6 + J5- 2./6 = J2(5 + 1) = 2J3. 

7) J17- 12J2 - J17 + 12J2 = -J2(17- 1) 

=-4J2. 

8) Ja + 2Ja- 1 + Ja- 2~, где а;;;;: 1. 
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Воспользуемся формулой задания 1. 

Ja + J4a- 4 + Ja- J4a- 4 = 

= J2(a + Ja2- 4а + 4) = J2(a + J(a- 2)2). = 

1 
J2(a +а- 2), если а;;;. 2, 

= J2(a + la- 21) = 
J2(a- а+ 2), если 1 <а< 2 

= J 2 Ja - 1 , если а;;;. 2, 
t2, если 1 <а< 2 (рИс. 46). 

8f'//ШШ////ij////////////c ... 

1 2 а 
;////Ш////ШQ>----~~If'"""о//""о//""М"";ш;'---3'0~ 

-2 2 х 

Рнс. 46 Рнс.47 

9) Докажите: 

Jв + 2J1o + 2J5 + Jв- 2J1o + 2J5 = J2<J5 + 1). 

Подсн:азн:а: возведите обе части равенства в квадрат, а 

затем примените формулу сложных радикалов. 

Перейдем к более сложным упражнениям. 

М 10. Упростите выражение 

х2-х-2+(х-1)~ 
х2 + х- 2 + (х + 1))х2- 4 • 

Решение. 

Разложив на множители квадратные трехчлены 

х2 - х - 2 и х2 + х - 2, получим 

(х- 2)(х + 1) + (х- 1)~ 
(х + 2)(х- 1) + (х + 1)Jx2- 4 • 

Установим ООВ: { х2 - 4 ;;;. О, х Е (-=; -2) U [2; +=) 
х;;!:. "-2, 

(рис. 47). 
Учитывая найденную ООВ, рассмотрим два случая: 

1) х;;;. 2; 2) х < -2. 
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1) Представим Jx 2 - 4, х- 2, х + 2 в виде произ­
ведения корней: 

Jx2- 4 = .~ • Jx + 2, 

х- 2 = Jcx- 2) 2 = Jx- 2 • Jx- 2, 

х + 2 = Jcx + 2) 2 = Jx + 2 • Jx + 2. 

И тогда данное выражение перепишется так:. 

~ • ~(х + 1) + (х- 1)~ • JX+2 
Jx + 2 • Jx + 2(х- 1) + (х + 1)Jx-'-- 2 • Jx + 2 

~(~(х + 1) + (х- 1)JX+2) Jx- 2 
= Jx + 2(Jx + 2(х- 1) + (х + 1)Jx- 2) = Jx + 2 = 

= J~ ~;. 
2) Если х < -2, то х + 2 < О их- 2 < О. А поэтому 

Jx2- 4 = Jc2- х)( -х- 2) = J2- х • J-x- 2, 

х- 2 = -(2 - х) = -~ • J2 - х, 

х + 2 = -(-х- 2) = -J:.-x- 2 • J-x- 2. 

Переходим к данному выражению: 

-~· ~(х + 1) + (х -1)~· ~ 
-J-x- 2 • J-x- 2(х- 1) + (х + 1)J2- х • J-x- 2 

-~(~(х + 1)- (х- 1)~) 
- J-x- 2(-(х- 1)J-x- 2 + (х + 1)J2- х) 

=-~=-Jx-2 
J-x- 2 х + 2 · 

О т в е т: 1) ~ , если х > 2. 
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.N2 11. Докажите тождество 

J1 + cos а+ J1- cos а = ctg (а/2 + 7t/4), 
J1 + cos а - J1 - cos а 

если 1t < а < 27t. 

Решение. 

Будем преобразовывать левую часть равенства, ос­

вободившись от иррациональности в знаменателе: 

J1 + cos а + J1 - cos а 
J1 + cos а - J1 - cos а 

1 + cos а + 2 J 1 - cos2 а + 1 - cos а 1 + lsin al 
1 + cos а - 1 + cos а cos а 

1-sin а ( 
а а)2 

cos 2- sin 2 а . а 
COS 2- Slll 2 

Cos2 ~ - si·n2 ~ а + . а 2 2 COS 2 Slll 2 
cos а 

cos (а/2 + 1t/4) 
= sin (а/2 + 1t/4) = ctg (а/2 + тt/4). 
Тождество доказано. 

Га+Х+~ .N2 12. Вычислите значение выражения ~ г:::--::. 
л.~а + х- л.~а- х 

при х = 2abj(b2 + 1), если а> О. 

Решение. 

Преобразуем сначала данное выражение. 

Га+Х + ~ а+ х + 2Ja2- х2 +а-х 
Ja+x-~ а+х-а+х 

а+ Ja 2 - х2 

х 

А теперь вместо х подставим дробь 2abj(b2 + 1), 
если а> О. 

а+ Ja 2 - 4а2Ь2j(Ь2 + 1)2 _ 
2abj(b2 + 1) -

_ а(Ь2 + 1) + аJ(Ь2 + 1)2- 4Ь2 _ 
- 2аЬ -
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ь2 + 1 + Jсь2- 1)2 ь2 + 1 + 1ь2- 11 
= 2Ь = 2Ь 

ь, 

1 

ь' 

если IЬI > 1, 

если 1 Ь 1 < 1, Ь "*О. 

Ответ: 1) Ь, если IЬI > 1, а> О. 
2) 1/Ь, если IЬI < 1, Ь "*О, а> О. 

М 13. У простите выражение 

А= 
sin2 а + 2 + (1 + cos а) 2 

1 + 2cos а+ cos2 а sin2 а 

при 1t <а< 37t/2. 
Решение. 

п sin2 а 
усть = t, где t > О. Тогда данное вы-

(1 + cos а) 2 

ражение примет вид Jt + 2 + 1/t. И далее: 

Jt + 2 + 1/t = JCt + 1)2/t = (t + 1)/ Ji. Вместо t 
подставляем его значение: 

А _ ( sin 2 а + 1) / sin 2 а _ 
- (1 + cos а) 2 (1 + cos а)2 -

_ {sin2 а+ 1 + 2cos а+ cos2 а)(1 + cos а) _ 
- ( 1 + cos a)2lsin al -

2(1 + cos а)2 2 . 
--~--;::--'---- =- jsш а 
( 1 + cos а) 2 • ( -sin а) · 

М 14. Вычислите значение выражения 

2 ь ~ 1 г:::tL г;:-;-: 
А= x-Jx

2
_

1 
прих=2(.vа!Ь +-vЬ/а),еслиа>О, 

Ь>О. 

Решение. 

Упростим сначала данное выражение: 

2Ь~ =2ЬJх2 -1(х+ Jx 2 -1). 
х- Jx 2 - 1 

2-5664 
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Подставим вместо х его значение пока только в 

выражение Jx2- 1: 

. ~ = J~(JU;Ь + ,Jii7a)2- 1 = 

= J(a + Ь) 2 /(4аЬ)- 1 = J(a- Ь)2j4аЬ = 

= ia- Ь\/(2 ГаЬ ). 

И далее: А= Ьlа- Ьl (а+ Ь + la- Ьl ) = 
ГаЬ 2 ГаЬ 2 ГаЬ 

= la-bl(a+b+la-bl) = Ja-b, 
2а 1(Ьjа)(Ь- а), 

М 15. Вычислите значение выражения 

если а> Ь, 

если а< Ь. 

1-ах J1+bx 1 J2a-b 1 + ах 1 _ Ьх при х = а -Ь- , если 2а < Ь < О. 

Решение. 

Заметим, что а < О, Ь < О, 2а - Ь < О. И тогда 

J(2а-Ь)/Ь = JЬ-2а/Н;Ь=-Н оД. Под-
ставим вместо х его значение в данное выражение: 

х ( 1 + ь~)/(1- ьJЬ=2а) 
аД аД 

Д-~ ад+Ь~ 
д+~ ад-ь~ 

= а + л./2аЬ - Ь2 J аД - Д · Д о ~ = 

Ь- а аД+ Д о Д о Jь- 2а 

а+ J2ab- Ь 2 

Ь-а 

а- )2аЬ- Ь2 = 

а+ л./2аЬ- Ь2 

а+ л./2аЬ- Ь2 (а- л./2аЬ- Ь2)2 _ 
Ь- а а2- 2аЬ + Ь 2 -
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а + J2ab - Ь2 /а - J2ab- Ь2/ 
= Ь- а • \а- Ь\ 

_ (а+ J2ab- Ь2)(J2аЬ- Ь2- а} _ -(а- Ь)2 
- (Ь-а)!а-Ь! - (Ь-;-а)!а-Ь! 

Ь- а { 1, 
=-\а-Ь\ = -1, 

если 2а < Ь <а, 
если а< Ь <О. 

• 1.3. Иррационаnьньае уравнения и системы 

.... Оnредеяекие. Уравнение, в котором переменпая 
входит в какое-либо выражение, стоящее под зна­

ком корня, называется иррациональным уравнени­

ем с. одной переменной. 

Приведем примеры таких уравнений: 

1) Jx2 + 5х = х + 2. 4) 12 JX + х = 64. 

2)Jy-3 -2~ =8. 5)Vx.+34 =1+Vx-3. 

3) J7- х = 5 -/х/. 
Решая иррациональное уравнение, мы стараемся 

свести его к уравнению (или системе), не содержа­

щему радикалы. При этом используются свойства 

корней, возведение обеих частей уравнения в одну 

степень, метод подстановкии др. И далеко не всегда 

при этом следим за потерей корней или приобрете­
нием посторонних. Да у нас, собственно, и нет теоре­

тической базы для этого. В школьных учебниках по 
алгебре и началам анализа нет стройной теории рав­

носильности уравнений, неравенств, систем уравне­

ний и систем неравенств. 

Существует несколько определений понятия «рав­

носильность~ применительно к уравнениям, нера­

венствам, системам уравнений (неравенств), сово­

купностям уравнений (неравенств) и им соответ­

ствующих теорий равносильности. Мы остановимся 

на определении равносильности уравнений на мно­

жестве. 

2' 
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.. Определение 1. Если всякий корень уравнения 
[1(х) = g1(x) (1), принадлежащий множеству М, яв­
ляется корнем уравнения f 2(x) = g2(x) (2), а любой 
корень уравнения (2), принадлежащий М, является 
корнем уравнения (1), то эти уравнения называются 
равносильными на множестве М. 

Если оба уравнения не имеют корней на множест­

ве М, то они тоже считаются равносильными на этом 

множестве. Определение 1 можно распространить и 
на структуры, понимая под ними неравенства, сис­

темы уравнений, системы уравнений и неравенств, 

совокупности систем и т. д . 

..... Определение 2. Если всякий корень структуры 
(1), принадлежащий множеству М, является корnем 
структуры (2), а любой корень структуры (2), прина­
длежащий множеству М, является корнем структу­

ры (2), то эти структуры называются равносильны­
ми на множестве М. 

Если структуры (1) и (2) не имеют решений на 
множестве М, то они тоже считаются равносильны­

ми на этом множестве. 

Выбор множества М очень важен, так как уравне­

ния, равносильные на одном множестве, могут не 

быть равносильными на другом . 

..... Определение 3 1• Два уравнения f 1(x) = g1(x) (1) с 
областью определения М1 и f 2(x) = g2(x) (2) с областью 
определения М2 называются равносильными на мно­
жестве М ~ М1 n М2 , если они имеют одни и те же ре­

шения или не имеют решений на этом множестве. 

Если уравнения равносильны на множестве М = 

= М1 n М2, то будем говорить просто, что они В-рав­

носильны. Заметим, что если уравнения (1) и (2) 
В-равносильны, то онй равносильны и на любом 

подмножестве множества М. Обратно неверно. 

1 Впервые было сформулировано педагогом-математи­
ком П. А. Буданцевым . ... 
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0 Примеры. 

1) Уравнение JX = х- 2 равносильно уравнению 
х = (х- 2)2 на множестве [2; +оо], но они не равно­
сильны на множестве [О; +оо), т. е. не Б-равносильны. 

2) Уравнения .Jx + 1 • .Jx- 1 =О и )(х + 1)(х- 1) = 
=О Б-равносильны: М= [1; +оо), х = 1. 

Эти же уравнения равносильны, например, и на 

множестве [5; +оо). Оба не имеют корней. 
Приведеиные ниже теоремы равносильности сфор­

мулированы в соответствии с определением 1. 

Теорема 1. Уравнения f(x) = g(x) (3) и рп + l(x) = 
=g2n+l(x) (4), где n Е N, равносильны в области оп­
ределения уравнения (3). 

О Пр и мер. Уравнение 2х - 1 = х - 2 равносильно 
уравнению (2х -1)3 = (х- 2)3 на множестве R. 

Теорема 11. Уравнение f(x) = g(x) (3) равносильно 
уравнению pn(x) = g2n(x), n Е N (5), на множестве ре­
шений неравенства f(x) • g(x) >О. 

О При мер. Уравнения 2х -1 = х -1 
и (2х- 1)2 = = (х- 2)2 равносильны на множестве 
(-оо; 1/2] U [2; +оо), являющемся множеством реше-
ния неравенства (2х- 1)(х- 2) >О. · 

Следствие 1. Уравнение 2 n.Jf(x) = g(x) равно­
сильно уравнению f(x) = g2n(x) на множестве реше-

ний системы J f(x) > О, 
[g(x) >О. 

О Пример. Уравнение .J2x -1 =х-2равносильно 
уравнению 2х - 1 = (х - 2)2 на множестве [2; +оо). 
Корнем будет число 5. Для более компактной записи 

решения мы можем от уравнения )2х- 1 = х- 2 пе-
~ J 2х - 1 = (х - 2)2 

реити к решению системы l х _ 2 > О, , заметив, 

что условие 2х - 1 > О выполняется автоматически. 
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Следствие 2. Уравнение 2nJf(x) = g(x) (6), рав­

носильно системе { ~~~; ~
2

n(x), (7) в своей области 
определения. 

Докажем это. 

Пусть G - область определения уравнения (6). 
Допустим, что х1 - решение уравнения (6). Это 

значит, что 2пjf(x 1 ) = g(x1)- верное числовое равен­

ство. Из этого равенства следует, что g(x1);;;. О. Возве­

дем обе части полученного числового равенства в сте­

пень 2n: f(x1) = g2n(x1) - верное числовое равенство. 

Получили, что х1 - решение системы (7). 

Пусть х2 - решение системы (7), т. е. х2 удов­
летворяет уравнению и перавеяству этой системы: 

J f(x2) = g
2
n(x2), Извлечем корень степени 2n из обе-

1 g(x2);;;. О. 

их частей верного числового равенства f(x2) = g2n(x2): 

2пjf(x2 ) = jg(x2)j. Учитывая, что g(x2) ;;;. О, раскроем 

модуль: 2njf(x2) = g(x2). А это значит, что х2 - ре­

шение уравнения (6). 
Легко доказать методом от противного, что если 

одна из структур (6) или (7) не имеет решений на 
множестве G, то не имеет их и другая. 

Теорема 111. Уравнение tn(x) = gn(x), где n Е N, (8) 
является следствием уравнения f(x) = g(x) (3). 

О Пример. Уравнение_2х- 1 = (х- 2)2 содержит 

все корни уравнения J2x- 1 = х- 2. 

А теперь перейдем к рассмотрению приемов ре­

шения иррациональных уравнений. 
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1.3. 1. Подrотовитеяьные упражнения 

Следующие уравнения решите устно. 

1) Jy- 2 = -(2-'- у)2. 

2) Ji2 = -lxl. 

3) bl = lxl. 
4) J(x- 2)2 = х ,_ 2. 

5) J(x - 2) 2 = 2- х. 

1 

6)х 3 =-1; 3JX =-1. 

7) Jy - 1 == -(у + 2)2. 

8) JX = х -lx/. 

9)2JX =x+lxl. 

10) J2- х + 12- xl =О. 

11)(х- 2)Jx- 1 =О. 

12)(х- 1)Jx- 2 =О. 

13) J(x- 1)(х- 2) = Jx- 1 • Jx- 2. 

14) J(x- 1)(х- 2) = ~ • J2- х. 

15) J(x- 1)(х- 2) = Jlx=1l · ~. 
16) J(x- l)(x- 2) = Jx- 1 • J2- х. 

17) Jx- 5 -~ = 1. 

18) Jx- 3 ·~=О. 

19) ~ + J-x 2 +.9 =0. 

20) J10 + х2 = 7t/2. 

1.3.2. Анаяиэ обяасти опредеяения уравнения (ООУ) 

Довольно часто, решая иррациональное уравне­

ние, мы начинаем с нахождения его области опреде­

ления. И передко этого бывает достаточно, чтобы 

найти множество корней уравнения. 

М 1. Решите уравнение 

Jx 2 - 4х + 3 = Jg- х2 - J(x- 1)(х + 5) + 4. 
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Решение. j//:1/////////////fr 311 

1 1 х2 - 4х + 3 >О, 
ООУ: 9- х2 >О, 

Fшr//////////• ." 

(х- 1)(х + 5) >О 
(рис. 48). 

-3 1 13 х 
1 1 
8f'///////////ffi/l{(/!!///////////; ;11 

Итак, в область определе­
ния данного уравнения 

входят только числа 1 и 

-5 1 

Рис. 48 

3. Проверкой убеждаемся, что х = 3- корень . 

.М 2. Решите уравнение J10 + Jx- J3 = 3. 

Решение. 

х 

ООУ: х > J3. Легко видеть, что 10 + Jx- J3 > 10 

при х > J3, а J1o + Jx- J3 > 3. Поэтому данное 
уравнение решений не имеет. 

Ответ: решений нет . 

.М 3. Решите уравнение J4- х 2 = Jx2 + х- 12. 

Решение. 

ООУ: J 4- х2 ;;;;-:О, -2 2 х 

1 х2 + х -12 >О 
(рис. 49). -4 

Данное уравнение не оп- Рис. 49 
ределено ни при одном 

значении х. Поэтому решений не имеет. 

Ответ: решений нет . 

.М 4. Решите уравнение 

Jy2 +у + Jy2- у- 2 + Jy 2 - 5у- 6 =о. 
Решение. 

у2 +у;;;;-: О, 

ООУ: у2 -у-2>0, 
у2 - 5у- 6 ;;;;-:о 
(рис. 50). 

3 х 
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Итак, у Е (-=; -1] U [6; +=). Сумма неотрица­
тельных чисел равна нулю, если все они равны О. 

Значит, данному уравнению удовлетворяет толь­

ко у= -1. 
Ответ: -1. 

W//////////. p:;:rpp,?<~:%>W;/ ]1 

-1 о у -1 3 х 

<?'///////////(. Рис. 51 
-1 2 у 

-1 6 у 
1 3 х 

Рис. 50 Рнс. 52 

М 5. Решите уравнени·е Jx 2 - 2х- 3 = -х2 + 4х- 3. 
Решение. 

ООУ: х2 - 2х- 3 ~О (рис. 51). 
Перепишем уравнение в виде 

Jx2- 2х- 3 = (х- 3)(1- х). 
Пользуясь определением арифметического квадрат­

ного корня, заключаем, что корнем данного уравне­

ния может быть только такое число из ООУ, при ко­

тором (х- 3)(1- х) ~О (рис. 52). 
Ответ:3. 

Заметим, что если бы мы попытались возвести в 

квадрат обе части данного уравнения, то получили 

бы уравнение 4-й степени, которое было -бы решить 

значительно сложнее. 

При решении иррациональных уравнений други­

миприемамимы убедимся, что не всегда нужно бу­

дет находить ООУ, а иногда это будет просто очень 

сложно сделать. Но во многих случаях нахождение 

ООУ полезно, так как сужает круг ненужных прове­

рок. А если ООУ - конечное множество чисел, то ос­

тается только проверить эти найденные числа под­

становкой в исходное уравнение. 
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1.3.3. Простейwие иррациональные уравнения 

Простейшими иррациональными уравнениями бу­

дем называть уравнения вида 2nJf(x) = g(x) (1) и 
2n+Vf(x) = g(x) (2), где n Е N. Именно к таким урав­
нениям сводятся многие более сложные ирраци­

ональные уравнения. 

По следствию 2, решая уравнение 2nJf(x) = g(x), 

достаточно решить систему { ~~~; ~~n(x), Заметим, 
что неравенство f(x) > О выполняется автоматиче­
ски, так как f(x) = g2n(x), где g2n(x) > О. Поэтому об­
ласть определения данного уравнения устанавли­

вать не надо. Это будет лишним. 

Уравнение 2n+Vf(x) = g(x) (1) равносильно урав­
нению f(x) = g2n+ l(x) (3) в области определения урав­
нения (1) (теорема 1). Заметим, что области опреде­
ления уравнений (1) и (3) совпадают. Решим не­
сколько простейших иррациональных уравнений . 

.N2 6. Jx2 + 5х + 1 = 2х- 1. 

Решение. 

{ 
х2 + 5х + 1 = (2х -1)2 

Переходим к системе 2х _ 1 ;;;,: О, ' рав-

носильной данному уравнению в области его опре­

деления: 

{ 
х2 - 3х =О, 
х;;;,: 1/2, 

Ответ: 3 . 

![ х =о, х=3, 

х> 1/2, 

.N27. J2x2 + 7х + 10 =4+х. 
Решение. 

х=3. 

Решаем систему { 2х2 + 7х + 10 = <4 + х)2 , 
х>-4. 
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{ х
2 -х- 6 =О, 
х~-4, 

Ответ: -2; 3. 

j[ x=-2, 
х = 3, 
х~-4, 

[ х = -2, 
х=3. 

М 8. Решите уравнение 3J7 - х = -1. 
Решение. 

Возводя обе части уравнения в куб, получим урав­

нение, равносильное данному: 7- х = -1, х = 8. 
Ответ: 8. 

М 9. Решите уравнение J2x 2 + 7 х + 10 = х + 2. 

Решение. 

Составим и решим систему 

{ 
2х2 + 7х + 10 = (х + 2)2 , 

х~-2; , { 
х2 + 3х + 6 =О, 
х~-2. 

Квадратное уравнение действительных корней не 

имеет. 

Ответ: решений нет. 

М 10. Решите уравнение J7- х = 5 -/х/. 

Решение. 

{ 
7- х = (5 -/х/)2 

Достаточно решить систему /х/ ~ 5, ' ко-

торая сводится к совокупности двух систем: 

l { 
7- х = (5- х)2, l { х2 - 9х + 18 =О, 
о ~ х ~ 5, о ~ х ~ 5, 

{ 
7- х = (5 + х)2 , { х2 + llx + 18 =О, 

-5.;;;; х <о, -5 ~ х <о, 

[ х= 3, · 
х=-2. 

Ответ: -2; 3. 

М 11. Решите уравнение J49 + 9х/х + 4/ - 2х = 7. 

Решение. 

Перейдем к уравнению J49 + 9х/х + 4/ = 7 + 2х. 
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А теперь, возведя обе части уравнения в квадрат, 

составим систему { 49 + 9х Jx + 41 = 49 + 28х + 4х2 , 
х;:;;. -3,5, 

равносильную данному уравнению в области его 

определения. Учтем, что х + 4 >О при х > -3,5: 

{ 
9х(х + 4) = 28х + 4х2, 
х;:;;. -3,5. 
Перенесем все члены уравнения системы в одну 

часть и вынесем общий множитель за скобки: 

{ 
х(9х + 36- 28- 4х) =О, 

х;:;;. -3,5; 

1 

х=О, 
[ х = -8/5, 
х>-3,5; 

[ х=О, х=-8/5. 

Ответ: -8/5; О • 

{ 
х(5х + 8) =О, 
х;:;;. -3,5; 

.N212. Решите уравнение J5- 2sin х = 6 sin х -l. 

Решение. 

Пусть sin х = t, где JtJ ~ 1. Получим уравнение 

J5- 2t = 6t- 1, которое сводится к системе 

!5-2t=(6t-1)2, 

ltl ~ 1, 
t;:;;. 1/6, 

j[ t=1/2, 
t = -2/9, 
1/6~t~1, 

{ 
18t2 -5t - 2 = о, 
1/6 ~ t ~ 1, 

t = 1/2. 

Остается решить уравнение sin х = 1/2: 

Х = (-1)k 1t/6 + 1tk, k Е Z. 

Oтвeт:(-1)knj6+nk,ke Z • 

.М 13. Решитеуравнениех2/J2х + 15 + J2x + 15 = 2х. 

Решение. 

ООУ: х > -15/2. Освободимся от знаменателя дроби: 
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х2 + 2х + 15 = 2х J2x + 15, 

х2 - 2xJ2x + 15 + 2х + 15 =О, 

(х- J2x + 15 )2 =О, 

х- J2x + 15 =О, 

J2x + 15 = х, 

{ 
2х + 15 = х2 , · { х2 - 2х -15 =О, 
х;;;;, о, х;;;;, о, 

Ответ:5. 

![ х = 5, 
х=-3, х=5. 
х>О, · 

1.3.4. Возведение обеих частей уравнения 
в четную степень 

Наиболее распространенным приемом решения 

иррациональных уравнений, содержащих арифме­

тические квадратные корни, является возведение 

обеих частей уравнения в квадрат. По теореме 111 по­
лученное уравнение является следствием данного, 

т. е. содержит все корни данного. Остается просто 

сделать проверку. Но есть такие уравнения, когда 

проверку сделать довольно сложно. Например, 

пусть надо решить уравнение J4x- 1 - Jx- 2 = 3. 
Возводим обе части в квадрат, а потом еще раз в 

квадрат. Получим уравнение 9х2 - 84х + 136 = О, 

у которого х1 = (14 + 2 Jl5 )/3; х2 = (14 - 2 Jl5 )/3. 
Вряд ли кому захочется проверять полученные зна­

чениях. 

Ответ: х1 = (14 + 2 Jl5 )/3. 

Но бывает и обратная ситуация. Решая уравнение 

J х3 - х + 5 = J х3 + х2 - 1 , легче проверить корни 
уравilения х2 + х- 6 =О, полученного возведением в 
квадрат обеих частей данного уравнения. 

Ответ: 2. 
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Поэтому, решая уравнение, надо выбирать наибо­

лее рациональный путь решения. 

Рассмотрим несколько упражнений . 

.М 14. Решите уравнение ,./6 + х - ,./4 - х = 2. 
Решение. 

"{Т ОО"'{Т { 6 + х;;;;. о, 
<~Становим <~: 

4 
_ ~ 

0 ·Х r , 
-6 :( х :,;;:; 4 (рис. 53). 

Перепишем данное уравнение в виде 

,)6 + х = 2 + ,./4 - х. 
Мы видим, что обе части второго уравнения неот­

рицательны при любомхЕ [-6; 4]. Поэтому, воз­
ведя обе части в квадрат, получим уравнение, рав­

носильное данному в ООУ (т. 11): 

6+х=4+4,./4-х +4-х, 2,./4-х =х-1. 
Возводя в квадрат обе части последнего уравне­

ния, надо учесть, что должно выполняться нера­

венство х - 1 ;;;;. О в области определения данного 
уравнения (рис. 54). 

-6 4 х 

.///////§.{"~//////////////////~ .... 

-6 1 14 х 
1 1 

fP/////ff/(//////(//4 .. 

.. 
1 х 

Рнс. 53 Рнс. 54 

Следовательно, уравнение 4(4- х) = (х- 1)2 рав­
носильно данному на множестве М= [1; 4]. Най­
дем корни полученного квадратного уравнения: 

х2 + 2х- 15 =О, 

[ 
х = 3, 
х=-5. 

Ответ: 3. 
Проверку делать, конечно, не надо, так как мы ре­

шали уравнение, соблюдая равносильность при пере­

ходе от одного уравнения к другому . .... 
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.М 15. Решите уравнение 

Jвх2 + 15х + 2 - Jвх2 + 9х- 1 = 1. 

Решение. 

Область определения уравнения устанавливать не 

будем. Перенесем -J8x2 + 9х.- 1 в правую часть: 

Jвх2 + 15х + 2 = Jвх2 + 9х- 1 + 1. Возведем 
обе части уравнения в квадрат (т. III): 

8х2 + 15х + 2 = 1 + 2Jвх2 + 9х- 1 + 8х2 + 9х -1, 

Jвх2 + 9х - 1 = 3х + 1. 

Еще_раз обе части возведем в квадрат: 

8х2 + 9х- 1 = 9х2 + 6х + 1, 

х2 - 3х + 2 =О, [ х = 1, 
х=2. 

Необходима проверка. 

Ответ: 1; 2 . 

.М 16. Решите уравнение Jllx- 2 + 3JX = 6. 

Решение. 
ООУ: х;;;. 2/11 (рис. 55). 
Возведем обе части урав­

нения в квадрат (т. II): 
2/11 

llx- 2 + 6jllx2 - 2х + 9х = 36, 

3Jllx2 - 2х = 19- 10х. 
Учтем, что 19- 10х;;;. О, т. е. х < 1,9. 

Рис. 55 

,. 
х 

Тогда, с учетом ООУ, х Е [2/11; 1,9]. Еще раз воз­
водим в квадрат обе части последнего уравнения 

(т. Il): 

99х2 ..,... 18х = 361- 380х + 100х2 , 

х2- 362х + 361 =О, 

[ х = 1, 
х = 361. 

Ответ: 1. 
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3 а .м е ч а н и е. Это уравнение можно было решить ина­

че. Рассмотрим функцию у= ,J11x- 2 + 3/Х. Найдем ее 
, н зл' 'о производную: у = + г:: . егко видеть, что у > , 

2J11x- 2 2-vx 
если х > 2/11. Поэтому функция у возрастает на множест­
ве (2/11; +оо). Значит, если данное уравнение имеет ко­
рень, то он единственный. Подбором находим, что х = 1. 

М 17. Решите уравнение Jx- 1 + J2x + 2 = 4. 

Решение. 

ООУ: х > 1 (рис. 56). 

Возводим обе части уравнения в квадрат (т. 11): 

х - 1 + 2 J2x 2 - 2 + 2х + 2 = 16, 

2 J2x2 - 2 = 15- 3х. 

Заметим, что 15- 3х >О; т. е. х < 5 (рис. 57). 

~////////////////////////( .. .. 
1 х 1 5 х 

Рнс. 56 Рнс. 57 

. На множестве [1; 5] данное уравнение равносиль­
но уравнению 4(2х2 - 2) = (15- 3х)2 • Решив урав­

нение х2 - 90х + 233 = О, найдем его корни: 

х1 = 45 + 16J7; х2 = 45- 16J7. Множеству [1; 5] 
принадлежит только х2 • 

Ответ: 45 -16J7. 

М 18. Решите уравнение J2x - 4 - J х - 3 = J3x - 11. 

Решение. 

ООУ: х > 11/3 (рис. 58)~ 

Переписав данное уравнение в виде 

J2x - 4 = Jx - 3 + Jзх- 11 , 



1.3. Иррациональные уравнения и системы 1 49 

возведем обе части его в квадрат (т. 11): 

J3x 2 - 20х + 33 = 5 - х. Если данное уравнение 
имеет корни, то они должны принадлежать мно­

жеству [11/3; 5]. ВозводИм в квадрат обе части по­
следнего уравнения: 

3х2 - 20х + 33 = 25 -10х + х2 , 

х2 - 5х + 4 =О, 

[ х = 1, 
х=4. 

Ответ: 4. 

fi:////////1////////////////////r 

Рнс. 58 

.. 
х 1 

.. 
t 

Рнс. 59 

М 19. Решите уравнение J1 + log2x + J4log4x - 2 = 4. 

Решение. 

Перепишем данное уравнение в виде 

(1) 

не изменив при этом его область определения. 

Пусть log2 х = t. Тогда получим иррациональное 
уравнение 

J1+i + J2t - 2 = 4. (2) 

Найдем ООУ: t ~ 1. 
Возведем обе части уравнения в квадрат (т. 11): 

1+t+2J2(t2 -1) +2t-2=16, 

2J2t2-2 =17-3t. (3) 

Уравнение (3) будет равносильно уравнению ( 4), 
полученному возведением в квадрат обеих частей 
уравнения (3), на множестве М= [1; 17 /3] (т. II): 

t 2 - 102t + 297 =о, (4) 
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[ ~: ~9. Видим, что 3 Е [1; 17 /3], 99 е [1; 17 /3]. 

Ретим уравнение log2 х = 3, откудах = 8. 

Ответ: 8. 

М 20. Решите уравнение J -cos х = J1- 2sin2 х. 
Решение. 

Перепишем данное уравнение в виде J -cos х 

= J2cos2 х- 1 и введем замену, обозначив cos х 

через t, где ltl < 1: Ft = J2t2 - 1. Полученное 
уравнение в своей области определения равно­

сильно системе 

J ~~; ;~2 -1, 

1 t ";;;о, 

j[ t= 1/2, 
t=-1, 

-1<t<O, 

j2t2 +t-1=0, 
1-1 ";;; t ";;;о, 

t=-1. 

Переходим к уравнению cos х = -1: 

Х = 1t + 21tk, k Е Z. 
Ответ: 1t + 21tk, k Е Z. 

3 а .меч а н и е. Уравнение 2n)f(x) = 2 nJ~(x), где n Е N, 
на множестве М, являющемся областью определения это­
го уравнения, равносильно каждой из систем 

! f(x) = q>(x), 
f(x);;:;, О, { 

f(x) = q>(x), 
q>(x);;:;, О. 

М 21. Решитеуравнение Jsin (х + 3)- sin 3 · cos х = 

= Jcos х. 

Решение. 

Переходим к системе 

j sin (х + 3)- sin 3 • cos х = cos х, 
1 cos х;;;:;, о, .... 



1.3. Иррациональные уравнения и системы 1 51 

равносильной данному 

уравнению в области его 

определения: 

{ 
sin х · cos 3 = cos х, 
cos х ;;;"о, 

{
tg х = 1/cos 3,' 
cos х >О (рис. 60), 
здесь мы воепользова­

лисЪ единичной окруж-

ностью и линией танген-

сов тт1 • 

х =arctg (1/cos 3) + 2nk, k Е Z. 
О т в е т: arctg (1/cos 3) + 2nk, k Е Z. 

у 

т 

Рис. 60 

1.3.5. Графическое решение иррационапьных 
уравнений 

.М 22. Решите уравнение J х + 2 = х. 

Решение. 

х 

Построим графики функций у = J х + 2 и у = х. 

График функции у = J х + 2 - ветвь параболы 
х = у2 - 2, осью которой служит ось абсцисс 
(рис. 61). 

у 

3 

Рис. 61 

х 
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Графики пересекаются в точке (2; 2). 

Ответ:2 . 

.М 23. Решите уравнение J2x + 8 + Jx + 5 = 7. 

Решение. 

1 сп о с о б. 

Строим графики функций у= J2x + 8 + JX+5 и 
у = 7. Заметим, что функция у ~ J2x + 8 + 

+ J х + 5 определена только при х ~ -4 и монотон­
но возрастает (рис. 62). Вычислив несколько зна­
чений у при х = -4, -2, -1, 4, 11, ... ,построим схе­
матически график этой функции. Прямая у= 7 
пересекает этот график в точке, абсцисса которой 

равна 4. Других точек пересечения построенные 

графики не имеют, так как у= J2x + 8 + Jx + 5 
монотонна. 

Ответ:4. 

2 сп о с о б. Перепишем данное уравнение в виде 

J2x + 8 = 7- Jx + 5 и рассмотрим две функции 

у= J2x + 8 и у= 7- JX+5. 
График функции у= J2x + 8 -ветвь параболы 

1 
х = 2 у

2 - 4, соответствующая только неотрица-

тельным значениям у. Графиком функции у = 7 -

- Jx + 5 является ветвь параболы х = у2 - 14у + 
+ 44, соответствующая значениям у~ 7 (рис. 63) . 

.М 24. Решите уравнение Jx- 2 = х2 - 4х- 10. 

Решение. 

Построим графики функций у = J х - 2 и 
у= х2 - 4х- 10 (рис. 64). 
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у 

-4 -2 о 2 4 6 х 

Рнс. 62 

у 

---------
у= 7- Jx +5 1 

1 

7 

6 

1 

-6 -4 -2 о 2 4 6 х 

Рнс.63 
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12 14 х 

Рнс. 64 

Построенные графики пересекаются в точке 

(6; 2). 

Ответ: 6. 

1.3.6. Метод замены переменных 

.М 25. Решите уравнение J х + 2 = х. 

Решение. 

Это уравнение, как простейшее иррациональное, 

можно решить, переходя к смешанной системе 

(следствие 2 из т. П), а также графически. Здесь 
мы покажем третий способ решения. 

Пусть у= Jx + 2, где у> О. Тогда, решив уравне­
ние у2 = х + 2 относитеЛьно х, найдем, что х = у2 - 2. 
Данное уравнение примет вид у = у2 - 2. Решаем 
его, учитывая, что у> 0: 

J у2 - у- 2 =О, 
1У;;;: о, 1[ 

у= 2, 
y=-l, 
у>О, 

у=2. 
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Опять переходим к х: 2 = Jx + 2, х + 2 = 4, х = 2. 

Ответ: 2. 

М 26. Решите уравнение 

2х- 5 + 2Jx2 - 5х- + 2Jx- 5 + 2/Х = 48. 

Решение. 

оо'т i Х ;;;. О, 2 5 .,.: 25 х~ . 
Xr , 

Представим данное уравнение в виде 

(x-5+2Jx(x-5) +x)+2(Jx-5 +/Х)=48 . 
. 

И далее: (Jx- 5 + /Х)2 + 2(Jx- 5 + /Х)-48=0. 

Пусть Jx- 5 + JX =у, где у> О. 

1[ 
у= -8 

Получим уравнение у2 + 2у - 48 = О: у = 6, 'у = 6. 
у;;;. о, 

Остается решить уравнение Jx- 5 + JX = 6: 

Jx- 5 = 6- JX, 

{ 
х - 5 = ( 6 - JX )2 ' 

5 ~ х ~ 36; 

х = (41/12)2. 

Ответ: (41/12)2. 

{ JX = 41/12, 
5 ~ х~ 36, 

М 27. Решите уравнение 

{ 
х =(41/12)2, 
5 ~ х ~ 36, 

Jx + J2x- 1 + Jx + 4 + 3J2x- 1 = J32. 
Решение. 

Пусть J2x - 1 =у, где у> О: 

у2 + 1 
2х- 1 = у2 , х = -

2
- . 
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Данное уравнение относительно у примет вид 

./(у2 + 1)/2 +у + ./(у2 + 9)/2 + 3у = J32: 

{
ly+1l+ly+3l=8, {у+1+у+3=8, у=2. 
у;;;: о, у;;;: о, 

J2x - 1 = 2, 2х- 1 = 4, х = 2,5. 

Ответ: 2,5. 

М 28. Решите уравнение 

Jx + 3- 4Jx- 1 + Jx + 8- 6./х- 1 = 1. 

Решение. 

Пусть у= Jx- 1, где у?: О. Выразим х через у: 

у2 = х - 1' х = у2 + 1. 
Перейдем к уравнению относительно у: 

.}у 2 - 4у + 4 + ./у 2 - 6у + 9 = 1, 

.}(у- 2) 2 + .}(у- 3)2 = 1, 

IY- 21 + IY- 31 = 1 (рис. 65). 
Раскроем модули. 

Получим совокупность трех 

8?'/;W/#/./';?/Л/;////if////{;//' ._ 

систем: 

1 о:( у:( 2, 
i2-y+3-y=1, 
12 <у:( 3, 
)у-2+3-у=1, 

{ у> 3, 
у-2+у-3=1; 

о 2 3 у 

J о:( у:( 2, 
1 у= 2, 
j 2 <у:( 3, 
1 о. у= о, 

{ у> 3, 
у=3; 

Рис. 65 

2 :(у:( 3. 

И далее: 2 :( Jx- 1 :( 3, 4 :( х- 1 :( 9, 5 :( х :( 10. 

Ответ: [5; 10]. 

М 29. Решите уравнение 

z + 42- 11./~2 - z - 42 - z2 =О. 
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Решение. 

Пусть Jz 2 - z- 42 = t, где t;;;;, О. Перепишем дан­
ное уравнение в виде 

z 2 - z- 42 + 11 Jz 2 - z- 42 =О. 

{ 
t2 + llt =о 

Итогдаимеем :;;,о 't=O. 
t "".. ' 

Достаточно решить уравнение Jz 2 - z- 42 0: 

[ 
z = -6, 
z= 7. 

Ответ: -6; 7. 

М 30. Решите уравнение х2 - 3х = 5Jx2 - 3х + 24. 
Решение. 

Пусть Jx 2 - 3х + 24 =у, где у;;;;, О. Тогда 
х2 -3х+24=у2 , х2 -3х=у2 -24. 

Переходим к системе 

{ 
у2 - 24 = 5у, 
у;;;;, о. { 

у2 - 5у- 24 = о, 
у;;;;, о, 

[ у= 8, 
у= -3, у= 8. 

у;;;;, о, 

Решаем уравнение Jx 2 - 3х + 24 = 8: 

х2 - 3х + 24 = 6.4, х2 - 3х- 40 = О, [ ~: ~~· 
Ответ: -5; 8. 

М 31. Решите уравнение Jm -J 2хх ++ 22 = 7/12. 

Решение. 

Пусть J (2х + 2)/(х + 2) = у, где у > О. Тогда 

J(x + 2)/(2х + 2) = 1/у. Получим уравнение 
у -1/у = 7/12. Учитывая, что у> О, решим систему 

{ 
12у2 - 7у- 12 =о, 
у>О. 

j[ у= 4/3, 
у= -3/4, 
у> о, 

у= 4/3. 



58 1 Раздел 1. 1. Сnравочный материал 

Остается решить уравнение 

J (2х + 2)/(х + 2) = 4/3. 

(2х + 2)/(х + 2) = 16/9, х = 7. 
Ответ: 7. 

М 32. Решите уравнение х- Jxj(x- 3) = 2j(x- 3). 

Решение: 

ООУ: xj(x- 3) ~О, (!//////////#. (jZf//!1///////!( ~ 

х Е (-=;О] u (3; +=) 
(рис. 66). 

о 3 х 

Рнс. 66 

Рассмотрим два случая. 

1) Пусть х > 3. 
Умножим обе части уравнения на х- 3 > 0: 

х(х- 3)- (х- 3)Jxj(x- 3) = 2, 

х(х- 3)- Jx(x- 3) - 2 =О. 

Вводим новую переменную у= Jx(x- 3), где у> О. 

![
у= 2, 

Решаем систему { У2 -0У- 2 =О, у= -1, у= 2. 
у> ' о у> ' 

Идалее:JJх(х-3)=2, Jx2 -3x-4=0, [~:~i. 
1 х > 3, 1 х > 3, х > 3, 

х=4. 

2) Пусть теперь х < О. В этом случае х - 3 < О. Тог­

да от уравнения х(х- 3)- (х- 3)Jxj(x- 3) = 2 пе­

реходим к уравнению х(х- 3) + Jx(x- 3) = 2. 

Пусть у= Jx(x- 3), где у~ 0: 

{ у2+ у= 2, 
у~о. {у

2 +у- 2 =о, 
у ~О; 

[ у= -2, 
у= 1, 
у~О, 

J Jx(x - 3) = 1, 
lx <О, { 

х2 - 3х - 1 = О, 
х<О, 

у= 1. 
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х = (3- Ji3 )/2. 

Ответ: (3- Ji3 )/2; 4. 

М 33. Решите уравнение х + 3- xJx + 3- 2х2 =О. 
Решение. 

ООУ:х>-3. 

Учитывая, что х =О не является корнем данно­

го уравнения, разделим обе части его на х2 -:;:. 0: 

(x+3)jx2 - Jx + 3/х-2=0. 
Обозначим Jx + 3 jx = t. 

2 [ t = -1 Реши~ теперь уравнение t - t- 2 =О, t = 2.' Ос-

тается решить совокупность двух уравнений 

[ 
Jx + 3 = -х, 

Jx + 3 = 2х. 1 
{ х + 3 = х2 , ~ { х2 - х - 3 = О, 
-3 < х < О, -3 < х < О, 

{ 
х + 3 = 4х2 , { 4х2 - х - 3 = О, 
х >О, х> О, 

j [
х = (1 + Ji3 )/2, 

х = (1 - Ji3 )/2, 
-3 < х <О, [ х = (1 - Ji3 )/2, 

1[
х=1, х=1. 

х = -3/4, 
х>О, 

Ответ: (1- Ji3)/2; 1. 

М 34. Решите уравнение 

Jy2 + 4у + 8 + Jy 2 + 4у + 4 = J2(y2 + 4у + 6). 

Решение. 

OOY:R. 
Пусть у + 2 = t. Тогда переходим к уравнению 

Jt2 + 4 + Jt2 = J2(t2 + 2). Возведем обе части 
последнего уравнения в квадрат (т. 11): 

t 2 + 4 + 2 Jt2(t 2 + 4) + t 2 = 2t2 + 4, t 2(t2 + 4) =о, 
t=O. 
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И далее: у= -2. 
Проще: у2 + 4у + 6 = t, t >О. Тогда 

Jt+-2 + ~ = J2t' 2 Jt2 - 4 =о, t = 2, у= -2. 

Ответ: -2. 

М 35. Решите уравнение 

8(Jx-2 -J12-x)j(Jx-2 +J12-x)=x-1. 

Решение. 

ООУ: 2 < х < 12. 
Заметим, что х = 7 - решение данного уравне­

ния. Пусть теперь х-:;:. 7. Освободимся от ирраци­
ональности в знаменателе левой части уравнения: 

8(5- J-x2 + 14х- 24 )/(х- 7) = х- 7, 

8(5- J25- (х- 7)2 ) = (х- 7)2. 

Пусть J25 - (х- 7)2 = t, где О < t < 5. Откуда 
(х - 7)2 = 25 - t 2 • Получим уравнение 25 - t 2 = 

= 40- 8t, t 2 - 8t + 15 =О, [::::Решив уравнение 

J25- (х- 7)2 = 3, находим еще два корня: 3 и 11. 

Ответ: 3; 7; 11. 

М 36. Решите уравнение 

J(l + 2xJ1- x2)j2 + 2х2 = 1. 

Решение. 

1 сп о с о б. Пусть 2х J1 - х2 = t. Тогда t2 = 4х2 х 
х (1- х2), 4х2 - 4х4 = t2, -4х2 + 4х4 = -t2, 1 - 4х2 + 
+ 4х4 = 1- t 2 , (1_- 2х2)2 = 1- t 2 , 11- 2х2 1 = 

= ~. Переписав данное уравнение в виде 

J(1 + 2xJ1- x 2)j2) = 1 - 2х2, мы видим, что 
оно имеет решения, если 1 - 2х2 > О. Поэтому .... 
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1 - 2х2 = ~ • Теперь достаточно решить урав­

нение ,}(1 + t)/2 = ~: 

(1+t)/2=1-t2 2t2 +t-1=0 [t=-1, 
' , t = 1/2. 

Идалее: ' [ 
2xJ1 - х2 = -1 

2xJ1 - х2 = 1/2, l 
J х2 < 1/2, х <О, 
14х2 - 4х4 = 1, 
J х2 < 1/2, х >О, 
14х2 - 4х4 = 1/4, 

х<О, 

х2 < 1/2, 
(2х2-- 1)2 =О, 

х>О, 

{ х< О, х2 = 1/2, 
х>О, 

х2 < 1/2,. 
16х4 - 16х2 + 1 =О. 

x=-J2/2, 
r х>О, 

1 х2 = (2- J3 )/4, 

х2 < 1/2, 

[ х
2 = (2- J3 )/4, 

х2 = (2 + J3 )/4, 

[ 
х = -J2 /2, 

х= J2- J3;2. 

Ответ: -J2 j2; (,}6 - J2 )/4. 

2 сп о с о б. Пусть х = sin а, где lxl < 1. Тогда дан­
ное уравнение примет вид 

J(1 + 2sin aJ1- sin2 а)/2 + 2 sin2 а- 1 = О. Ре­
шаем его: J(l + 2sin aicos а/)/2 = cos2 а- sin2 а. 
Рассмотрим два случая: 

1) cos а= 0: Щ2 = -1. Решений нет. 

2)cos а# 0: 

{ 
cos а> О, 

,.)1 + sin 2а = J2 cos 2а, 

{ 
cos а< О, 

,.)1 - sin 2а = J2 cos 2а; 
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{ 

cos а> О, 
cos 2а ~О, 
1 + sin 2а = 2 cos2 2а, 

j 
cos а< О, 
cos 2а ~О, 
1 - sin 2а = 2 cos2 2а; 

1 
cos а> О, 
cos 2а ~О, 
2 sin2 2а + sin 2а- 1 =О, 

j
cos а< О,· 
cos 2а ~О, 
2 sin2 2а- sin 2а- 1 = О; 

cos а> О, 
cos 2а ~О, 

[
sin 2а = -1, 
sin 2а = 1/2, 

cos а< О, 
cos 2а ~О, 

[
sin 2а = 1, 
siri 2а = -1/2. 

(1) 

(2) 

Решаем систему (1): 
cos а> О, 
-зt/2 + 2nh ~ 2а ~ зt/2 + 2nh, h Е Z, 

[ 

2а = -зt/2 + 2зtn, n Е Z, 
2а = зt/6 + 21tт, т Е Z; 
2а = 5зr/6 + 2nl, l Е Z, 

cos а> О, 
-зt/4 + nh ~а~ зt/4 + nh, h Е Z, 

[
а= -зt/4 + nn, n Е Z, 
а= зt/12 + пт, т Е Z, 
а= 5зt/12 + nl, l Е Z, 

-зt/4 + 2nh ~а~ зt/4 +21th, h Е Z, 

[
а= -зt/4 + nn, n Е Z, {) . 
а= зt/12 + пт, т-Е Z,' 
а= 5зt/12 + 1tl, l Е Z' (рис. 67), 

[ а= зt/12 + 2пт, т Е Z, 
а= -зt/4 + 2nn, n Е Z . ... 

х 

Рис. 67 
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Аналогично решим систему (2): 

cos а< О, 
-n/4 + nk <.а<. nj4 + nk, k Е Z, 

[ 
sin 2а = 1, 
sin 2а = -1/2; 
Зn/4 + 2nk <.а<. 5n/4 + 2nk, k Е Z, 

[ 

а = n/4 + nn, n Е Z, () · 
а= -n/12 + nт, т Е Z, ' (рис. 68), 
а= -5n/12 + nl, l Е Z. ' 

[ а= 57t/4 + 2nn, n Е Z, 
а= lln/12 + 2nт, т Е Z. 
А теперь изобразим точки, соответствующие мно­
жествАм решений систем (1) и (2) на одной окруж-
ности (рис. 69). · 

Рис. 68 

Откуда 

[ 
х = sin (n/12), 
х = -sin (n/4), 

у 

Рнс. 69 

[
x=(J6- J2)/4, 
x=-J2j2. 

Заметим, что sin (n/12) = sin 15° можно посчитать, 
воспользовавшись тем, что sin 15° = sin (45°- 30°) 

или sin (n/12) = ,J(l- (cos n/6))/2. 

1.3.7 .• Применение свойств радикалов 

.М 37. Решите уравнение 

(х- 2)Jx + ,Jx- 4 = ,Jx2- х + 4. 
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Решение. 

ООУ:х>4. 

В области определения данного уравнения верно 

равенство 

Jx2- х + 4 = Jx- Jx- 4 • Jx + Jx- 4. 

Тогда данное уравнение примет вид 

(х- 2)Jx + ~ = Jx- Jx- 4 • Jx + Jx- 4, 

х- 2 = Jx- Jx- 4, (х- 2)2 = х- Jx- 4, 

Jx-4 =-х2 +5х-4, Jx-4 =-(х-4)(х-1). 

Jx- 4 = (1- х)(х- 4). 

В ООУ (1- х)(х- 4) <О, а Jx- 4 >О. 
Поэтому х = 4. 
Ответ: 4. 

М 38. Решите уравнение 

Jx2- 1 = (х/2 + 1)J(x + 1)/(х- 1). 

Решение. 

ООУ: { х2 -1 >О, -"'~""'W""W/ш/;///.:щ(( • .__"""'cj«#//ШijЛ((; » 

x:;t:1. -1 1 х 

х Е (-оо; -1] U (1; +оо) Рнс. 70 

(рис. 70). 

Перепишем данное уравнение в виде 

Jlx- 11 • Jlx + 11 = (х/2 + 1)Jix + 11/ Jlx- 11. 

Последнее уравнение равносильно данному в ООУ. 

Переходим к сово~упности 

[ 
х = -1, 
\х-1\=х/2+1 . 

... 
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Уравнение lx- 1/ = xj2 + 1 решаем на множестве 
[-2; -1] u (1; +=). 

j[ x-1=x/2+1, j[x=4, 
х -1 = -х/2 -1, х =О, х = 4. 
Х Е [ -2; -1] U (1; +=), Х Е [ -2; -1] U (1; +=), 
Ответ: -1; 4. 

М 39. Решите уравнение 

J4x2 + 9х + 5 - J2x2 + х- 1 = Jx2 - 1. 

Решение. 

j 
4х2 + 9х + 5 >О, 

ооу: 2х2 + х- 1 >О, 

WШff.. fp./1///!///////!//$//4 ._. 

-5/4 -1 х 

х2 -1 >О, 
(х + 1)(4х + 5) >О, 
(х + 1)(2х- 1) >О, 

о/,:(//'((/!!&/&//Ш. fj!!IШ!!I/1////s 11 

-1 1/2 х 

Wllllllll/1//////1///. 

(х + 1)(х- 1) >О (рис. 71). -1 1 х 

Областью определения урав- Рис. 71 

нения является множество 

(-=; -5/4] U [1; +=) U {-1}. Заметим, что х = -1-
корень данного уравнения. Перепишем уравне­

ние в виде равносильного ему уравнения в ООУ: 

Jlx + 11 • Jl4x +51 - Jlx + 11 • Jl2x- 11 = 

= Jlx + 11 • JrX=ll. И далее: 
Jlx + 11· (JI4x +51 - J12x- 11 - JrX=ll) = О. 
Остается решить уравнение Jl4x + 51 = J12 х - 11 + 

+ JrX=1l . Возведем обе части последнего уравне­
ния в квадрат: /4х + 5/ = /2х - 1/ + lx - 1/ + 

+ 2J2x2 - 3х + 1. А теперь рассмотрим совокуп­
ность двух систем: 

{ 
х > 1, 

4х + 5 = 2х- 1 + х- 1 + 2 J2x2 - 3х + 1 , 

{ х~-5/4, -4х- 5 = 1- 2х- х + 1 + 2 J2x2 - 3х + 1, 

3-5664 
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{ 
х;;;;, 1, 
2 J,-2-x-:::-2 -_--,3_х_+_1 = х + 7, 

{ х<-5/4, 2J2x2 - 3х + 1 = -:х- 7, 

Ответ: -1; 5. 

j 
х;;;;, 1, 
х=5, 

[ х = -9/7, 

j 
х < ..:...7, 
х=5, 

[х=-9/7, 

1.3.8. Умножение обеих частей уравнения 
на сопряженное выражение 

М 40. Решите уравнение 

х=5. 

(Д+х + 1)(,Jl+x + 2х- 5) = х. 
Решение. fi/.//////////////////r; ... 

ООУ: х > -1 (рис. 72). 
-1 х 

Умножим обе части данно­
Рнс. 72 

го уравнения на Л+х - 1. Если это выражение в 
ООУ обращается в О, то полученное уравнение явля­

ется следствием данного. Чтобы не делать проверку, 

узнаем, когда выражение (,}1 + х - 1) станет равно 

нулю: Л+х - 1 = О, х = О. Легко видеть, что х = О 
не является корнем данного уравнения. Поэтому ис­

ходное уравнение в ООУ равносильно системе 

{ 
х -:t.O, 

х(Д+х +2x-5)=x(J1 + х -1). 

и {
x-:t.O, 

далее: 2х- 5 = -1, 

Ответ:2. 

М 41. Решите уравнение 

{ 
х ;f. о, 

х=2, 
х=2. 

J2x2 + 3х + 5 + J2x2 - 3х + 5 = 3х. 
Решение. 

OOY:R. 
У множим обе части уравнения на выражение 

J2x2 + 3х + 5 - J2x2 - 3х + 5, которое обраща-
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ется в О при х =О, не являющемся корнем данного 

уравнения. Получим систему 

! 
х "#о, 

бх = 3x(J2x2 + 3х + 5 - J2x 2 - 3х + 5 ), 

равносильную исходному уравнению на множест­

веН: 

{ 
х "#о, 

J2x 2 + 3х + 5 - J2x2 - 3х + 5 = 2. 

Присоединим к этой системе данное уравнение: 

х "#о, 

J2x2 + 3х + 5 - J2x2 - 3х + 5 = 2, 

J2x2 + 3х + 5 + J2x2 - 3х + 5 = 3х. 
Сложим почленно обе части уравнений: 

х "#о, 

J2x2 + 3х + 5 + J2x 2 - 3х + 5 = 3х, 

2 J2x2 + 3х + 5 = 2 + 3х. 
x-::FO, 
х;;;. -2/3, 

J2x 2 + 3х + 5 + J2x 2 - 3х + 5 = 3х, 
4(2х2 + 3х + 5) = 4 + 12х + 9х2 , 

x-::FO, 
х;;;. -2/3, 

J2x 2 + 3х + 5 + J2x 2 - 3х + 5 = 3х, 

[ 
х = 4, 
х=-4, 

{
х=4, 

J32 + 12 + 5 + J32 - 12 + 5 = 12. 

Ответ: 4. 
Анализируя процесс решения уравнения, мы ви­

дим, что фактически пришлось проверить х = 4 под-

з· 
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становкой в данное уравнение. Дело в том, что при 

почленном сложении обеих частей уравнений полу­

чается уравнение-следствие. 

1.3.9. Сведение к системе уравнений 

М 42. Решите уравнение Jxz- 9 - Jx2- 16 = 1. 

Решение. 

Пусть Jxz- 9 = и, где и ;;;;, О; Jx2- 16 = v, где 
v ;;;;, О. Тогда получим систему уравнений 

J и- v = 1, J и- v = 1, 
1 и2- v2 = 7, Ни+ v)(и- v) = 7, 

Jи-v=1, Jи=4, 
1и+v=7, 1v=3. 
Достаточно теперь решить уравнение 

Jx2- 9 = 4: х2 = 25, х = ±5. 

Ответ: -5; 5. 

М 43. Решите уравнение 3J х + 34 - 3J х - 3 = 1. 

Решение. 

Пусть 3Jx + 34 =и, 3Jx- 3 = v. Составим систему 
Jи-v=1, Jи-v=1, 

1и3 -v3 =37, 1и2 +иv+v2 =37, 
Jи-v=1, Jи-v=1, 

1 (и- v)2 + 3иv = 37, 1 иv = 12, 

J и= v + 1, 
1 v2 + v- 12 =О, 1

и=v+1, 

[ 
v = -4, 
v=3, 

l{ 
и= -3, 
v=-4, 

{ и=4, v=3. 
Переходим к уравнениям относительно х: 

[ 
:Vx- 3 = -4, 

3Jx- 3 = 3, 

Ответ: -61; 30 . 
... 

[ -х = -61, 
х=30. 
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М 44. Решите уравнение :V12 - х + :V14 + х = 2. 

Решение. 

3J - 3J - . {и+ v = 2, Пусть 12 - х -и, 14 + х - v. из+ vз = 26. 

Вводим еще одну замену: 1 { и+v=cr, иv = cr2• 

Получим систему 

{

(Jl =2, 

cry - 3cr1cr2 = 26, 

{ и+v=2 И далее: _ 
3 

' Составляем квадратное урав-
иv-- . 

не ни е 

t 2 - 2t- 3 = 0: [ 
t = 3, 
t = -1, 

r 

{ и= 3, 
v = -1, 

{ и= -1, 
v=3. 

Решаем теперь совокупность 

[ 
:V12- х = 3, 

:V12- х = -1, 

Ответ: -15; 13. 

[ 12-х=27, 12-х=-1, [ х=-15, х= 13. 

М 45. Решите уравнение 1/1- х + 1/15 + х = 2. 

Решение. 

Пусть 1/1 - х =и, где и> О, 1/15 + х = v, где v >О. 

с ~ {и+ v = 2, 
оставляем систему уравнении и4 + v4 = 16. 

Вводим обозначения: 

{ и+v=cr1 , 1cr1 =2, 
иv = cr2; 4 4 2 2 2 16 (Jl - (Jl (J2 + (J2 = ' 

J (Jl = 2, 

[16- 16cr2 + 2cr~ = 16, 
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{ и+ v = 2, 
иv =о, 

{ и+ v = 2, 
иv=8, 

[{
и= о, 

v = 2, 

{ и= 2 .. 
v=O. 

с { и+ v = 2, u u 

истема иv = 8 деиствительных решении не 

имеет. Завершаем решением совокупности 

[ 
1/1- х =о, 

1/1- х = 2, 

Ответ: -15; 1 . 

[ х = 1, 
х= -15. 

.N2 46. Решите уравнение 

х + л/1 7 - х2 + х л/1 7 - х2 = 9. 

Решение. 

Обозначим и= х, v = л/17- х2, где v ~О. 

{ и+ v + иv = 9, п сть {и+ v = О'р 
и2 +v2 =17. У иv=cr2 • 
Тогда переходим к системе 

{ 

0'1 + 0'2 = 9, 

crf - 2cr2 = 17, { 

0'2 = 9 - О'р 

crf + 2cr1 - 35 = О, 

{ и+ v = 5, 
иv=4, 

{ и+v=-7, иv = 16. 

Вторая система действительных корней не имеет. 
Запишем решения первой системы: 

l{ 
и= 4, 
v=1 

{ и = 1: И далее: 

v=4. 
[ х=4, х=1. 

Ответ :<i; 4. 
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М 47. Решите уравнение х + xj Jx2- 1 = 35/12. 

Решение. 

Пусть и = х, v = xj Jx2 - 1, где и ;;;. О, v ;;;. О. 
Найдем и2 + v2 ; 

и2 + v2 = х2 + x2j(x2- 1) = x4j(x2- 1) = и2. v2. 

{ и+ v = 35/12, 
Получим систему 2 + 2 2 2 

и v =и v. 

{ и+ v = crl' 
Обозначим _ ,.. Перейдем к системе 

иv- v2• 

! 
cr1 =.35/12, 

cr~ - 2cr2 = cr~ , ! cr1 = 35/12, 

cr~ + 2cr2 - 1225/144 =О, 

j 
cr1 = 35/12, 

[ 
cr2 = 25/12, 
cr2 = -49/12, 

r 

{ и+ v = 35/12, 
иv = 25/12, 

{ и+ v = 35/12, 
иv = -49/12; 

(1) 

(2) r 

{ и= 5/3, 
v = 5/4, 

{ и=5/4, v = 5/3. 
[ х = 5/3, 
х= 5/4. 

Система (2) имеет решения, но и и v разных знаков. 

Ответ: 5/3; 5/4. 
3 а .м е ч а n и е. Данное уравнение может быть решено 

и путем возведения обеих частей его в квадра:г, учитывая, 
что на множестве (1; +оо) получим уравнение, равносильное 

данному. А уравнение x4j(x2 -1) + 2x2j Jx2- 1 = 1225/144 
уже легко решается методом замены переменных, если обо-

значить z = x2j Jx2 - 1, где z >О. 

1.3. 1 О. Использование свойств функций 

Есть немало иррациональных уравнений, которые 

не решаются приемами, разобранными нами ранее. 

Приходится искать искусственные приемы. А иног­

да бывает полезным использовать знание области оп­
ределения и области значений функций, входящих в 
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уравнение, а также такие их свойства, как монотон­

ность, ограниченность и т. д. 

М 48. Решите уравнение 3JX + 23Jx- 1 = -2. 
Решение. 

Легко видеть, что х = О - корень данного уравне­

ния. В левой части уравнения стоит функция, яв­

ляющаяся суммой двух возрастающих функций, 

а потому и сама возрастает на множестве R. Сле­
довательно, каждое свое значение она принимает 

только один раз. Значит, других решений, кроме 

х =О, данное уравнение не имеет. 

Ответ: О. 

М 49. Решите уравнение 1/2х- 1 = 3J2- х. 
Решение. 

ООУ: х ~ 1/2 (рис. 73). 

Функция у = 1/2х- 1 возрас­

тает в ООУ; а у = 3,)2 - х -
убывает. Поэтому данное урав-

1/2 х 

Рис.73 

нение может иметь не более одного корня, значение 

которого в данном случае легко подбирается: х = 1. 
Ответ: 1. 

М 50. Решите уравнение 6х + х2 - х3 - Jcos 1tX - 1 =О. 
Решение. 

ООУ: cos 1tX ~ 1, cos 1tX = 1, 1tX = 21tk, k Е z, х = 2k, 
k Е Z. Тогда получим уравнение 6х + х2 - х3 = 0: 

[
х =О, 

х(6 + х- х2 ) = О, х = -2, 
х=3. 

Ответ: -2; О. 

М 51. Решите уравнение Jx2 + 9 + Jx2 + 4 = 5- х2 . 
Решение. 

OOY:R. 

Заметим, что Jx 2 + 9 + Jx2 + 4 ~ J9 + J4 = 5. 
В это же время 5- х2 ~ 5. Следовательно, левая и .... 
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правая части данного уравнения могут быть рав­
ны, если они одновременно равны 5. Поэтому 
единственным реШением исходного уравнения 

является х = О. 

Ответ: О. 

М 52. Решите уравнение 

xJx2 + 2 + (х + 2)Jx2 + 4х + 6 =О. 
Решение. 

OOY:R. 
Перепишем данное уравнение в виде 

xJx2 -r2 + (х + 2)J(x + 2) 2 + 2 =О. 

Введем вспомогательную функцию f(t) = tJt 2 + 2. 
Тогда данное уравнение представится в виде f(x) + 
+ f(x + 2) = О (1). Легко видеть, что f(t)- нечет­
ная функция. Поэтому f(-x) = -f(x), если х Е R. 
И тогда уравнение (1) можно записать так: 
f(x + 2) = f( -х) (2). А теперь докажем, что функ­
ция f(t) монотонно возрастает: 

f'(t) ~ [t(t2 + 2)J J ~ ./t2 + 2 + 2t2/(2./t2 + 2) ~ 
= 2(t2 + 1)/ Jt 2 + 2; 
f'(t) >О, где t Е R. Из уравнения (2) следует, учи­
тывая возрастание функции f(t), что х + 2 = -х. 
Значит, х = -1. 

Ответ: -1. 

1.3. 11. Иррациональные уравнения, 
содержащие кубические корни 

М 53. Решите уравнение 3J х + 34 - 3J х - 3 = 1. 
Решение. 

Данное уравнение можно решить несколькими 

способами. В 1.3.9 мы его уже решили сведением 
к системе уравнений. Рассмотрим другие приемы. 
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2 с п о с о б. Возведем обе части уравнения в третью 
степень, воспользовавшись формулой 

(а- Ь)3 =аЗ- Ь3 - 3аЬ(а- Ь). 

Тогда получим 

х + 34- х + 3- 3 ЗJ(х + 34)(х- 3) х 

х (3Jx + 34 - 3Jx- 3) = 1. 

Разность корней заменим числом 1, учитывая 
данное уравнение. Заметим, что такая замена 

приводит к уравнению-следствию, а потому необ­

ходима проверка. 

3 7 - 3 3J ( х + 34) ( х - 3) = 1' 

ЗJ(х + 34)(х- 3) = 12, 

х2 + 31х- 1830 =О, 

[ 
х = -61, 
х=30. 

Проверкой убеждаемся, что -61 и 30- корни 

данного уравнения. 

Ответ: -61; 30. 

3 сп о с о б. Уединим радикал 3Jx + 34: 

3J х + 34 = 1 + 3J х - 3 . 

Возведем обе части полученного уравнения в куб: 

х + 34 = 1 + 33Jx- 3 + 33J(x- 3)2 + х- 3, 

зJ<х- 3)2 + 3Jx- 3 - 12 =О, 

[ 
3Jx- 3 = -4, 

3Jx- 3 = 3, 
[ 
х = -61, 
х=30. 

В этом случае проверка не нужна. 

При решении иррациональных уравнений, содер­
жащих кубические (и другие) корни, применяют­
ся и приемы, указанные для уравнений с квадрат­

ными корнями: замены, сведения к системе и др. 
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М 54. Решите уравнение 

3J4x2 + 10х + 4 + V2x 2 - 5х - 3 = 3J2x + 1 . 
Решение. 

OOY:R. 
Преобразовав подкоренные выражения, перейдем 
к равносильному уравнению 

3J(2x + 1)(2х + 4) + 3J(2x + 1)(х- 3) = 3J2x + 1: 

3J2x + 1 • 3J2x + 4 + 3J2x + 1 • 3Jx- 3 = 3J2x + 1; 

[
х=-1/2· 

3J2xf4,+3Jx-3 =1. 

Решаем второе уравнение совокупности: 

2x+4+x-3+33J(2x+4)(x-3) =1; 

3J2x2 ...:. 2х- 12 = -х, 2х2 - 2х- 12 = -хз, 
хз + 2х2 - 2х- 12 =О. 
Понизим степень последнего уравнения, восполь­

зовавшись схемой Горнера: 

1 2 -2 -12 

2 1 4 6 о 

Объясним, как с ней работать: в верхней строке 

таблицы выписываютел коэффициенты многочле­

на левой части уравнения (по убыванию степеней). 

Слева от вертикали во второй строке запишем ко­

рень уравнения 2, который мы нашли подбором. 
Первое число верхней строки сносител вниз. 

Находим второе нижнее число (под 2). Для этого 2 
(корень) умножаем на предыдущее нижнее и при­

бавллем верхнее: 2 • 1 + 2 = 4. 
Третье нижнее: 2 • 4 + ( -2) = 6. 
Четвертое нижнее: 2 • 6 + (-12) =О. 
1, 4 и 6 - коэффициенты квадратного уравнения 

х2 +4х+6=0. 



76 1 Раздел 1. 1. Сnравочный материал 

п u [ х = 2, 
олучим совокупность уравнении х2 + 4х + 6 = 0 , 

второе уравнение которой не имеет действитель­

ных корней. Проверкой убеждаемся, что х = 2-
корень данного уравнения. 

Ответ: -1/2; 2 . 

.М 55. Решите уравнение V1 + х = J х - 3 . 
Решение. 

ООУ: х;;;. 3. 
Сведем к сИстеме уравнений, введя обозначения: 

Vx + 1 =и, Jx - 3 = v, где и;;;. О, v;;;. О. 

{
и= v, 
из- v2 = 4, {

и= v, 
и3 - и2 - 4 =О, 

{~и=:_ ~)(и2 +и+ 2) =О, { 
v = 2, 
и= 2. 

Идалее: Jx-3 =2,х=7. 
Ответ: 7 . 

.М 56. Решите уравнение (3х + 2)3Jx + 1 = 83J3. 
Решение. 
Легко догадаться, что х = 2 - корень данного 

уравнения. Учитывая, что функция 

f(x) = (3х + 2)3Jx + 1 
возрастает на множестве R, делаем вывод, что 
других корней нет. 

Ответ: 2 . 

.М 57. Решите уравнение 

3j(2- х)2 + V(7 + х) 2 - 3J(7 + х)(2- х) = 3. 
Решение. 

Пусть V2 - х = и, V7- + х = v. Тогда переходим к 
системе 

{ и
2 + v 2- иv = 3 • Обозначим: {и+~= О"р 
и3+v3=9. иv-0"2. 
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Решаем систему 

{ or -3cr2 = 3, 

of - 3cr1o2 = 9, 

И далее: 

{ or -3о2 = 3, 

о1 ( of - 3о2) = 9, 

3,)2 - х • 3,}7 + х = 2, х2 + 5х- 6 =О, 

Ответ: -6; 1. 

[ х = -6, 
х=1. 

3J7- х- 3Jx- 5 
М 58. Решите уравнение = 6 - х. 

3J7- х + 3Jx- 5 
Решение. 

OOY:R. 
Один-корень уравнения находится подбором: х = 5. 

Пусть теперь х "# 5: ( JR -.1) / ( ~: = : + 1) = 

= 6- х. Обозначим: 3J(7- х)/(х- 5) = z. А теперь 
(6 - х) выразим через z: (7 - x)j(x - 5) = z3 , 

<6 - х) + 1 
= z3 (6- х)(1 + z3) = z3 - 1 

-(6-x)+l ' ' 
6- х = (z3 - 1)j(z3 + 1). Данное уравнение сводит-
ся к уравнению относительно z: 
(z- 1)/(z + 1) = (z3- 1)/(z3 + 1), 

{
Z"#-1, 
(z- 1)(z2 - z + 1) = z3- 1, 

{ z=~:-1 [z=1, 
(z-1),·z=O, z=O, 

[
3J(7-x)/(x-5) =0, 

3JC7- x)j(x- 5) = 1, 

Ответ: 5; 6; 7. 

[ х= 7, 
х=6. 

8 1.4. Иррационаяьные неравенства 
.... Определение. Неравепство, в котором перемен­
пая входит в какое-либо выражение, стоящее под 

знаком корпя, называется иррациональным нера­

вен.ством с одной переменн.ой. 
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Решение иррациональных неравенств осложняет­

ся тем, что проверка, как правило, невозможна. По­

этому необходимо следить за соблюдением равносиль­
ности при переходе от одного неравенства к другому . 

... Определе-ние. Если всякое решениенеравенства 
f 1(x) > g1(x) (1), принадлежащее множеству М, явля­
ется решением неравенства f 2(x) > g2(x) (2), а любое 
решениенеравенства (2), принадлежащее М, являет­
ся решениемнеравенства (1), то эти неравенства на­
зываются равпосильпы.ми па .множестве М. 

Если неравенства (1) и (2) не имеют решений на 
множестве М, то они тоже считаются равносильны­

ми на этом множестве. 

Рассмотрим несколько теорем равносильности не­

равенств на множестве М. 

Теорема IV-a. Неравенство f(x) • q>(x) >О (3) равно-

сильно совокупности [ ~~~~: :~~~: g• (4) в области оп­
ределения неравенства (3). 

Теорема IV-б. Неравенство f(x) • q>(x) <О (5) равно-

сильно совокупности [ ~~~~: :~~~: g• (б) в области 
определения неравенства (5). 

Теорема V. Неравенство f(x) > q>(x) (7) равносиль­
но неравенству [2n(x) > q>2n(x), n Е N (8), на множест-

ве решений системы не равенств { ~\~) ~ ~·. 
Аналогичные теоремы можно сформулировать и 

для неравенств вида: f(x) > q>(x); f(x) < q>(x); f(x) < q>(x). 
Сделайте это самостоятельно. 

Следствие 1. Неравецство 2 n,Jf(x) < q>(x), n Е N 
(9),равпосильпо перавепству f(x) < q>2n(x) (10) па .мно-

жестве решений системы перавепств j ~\~): ~-



1 . .4. Иррациональные неравенства 1 79 

Учитывая следствие 1, при решении неравен-

ства (9) можно переходить сразу к системе 

f(x) < <p2n(x), 
f(x);;. О, (11), множество решений которой 
<р(х) >О 

совпадает с множеством решений неравенства 

2nJf(x) < <р(х). Система (11) равносильна неравенст­
ву (9) в области определения неравенства (9). 

О Пример. Решитенеравенство Jx + 18 < 2- х. 

Решение. 

Данное неравенство в своей области определения 
равносильносистеме 

j

x + 18~ О, 
2- х >О, (следствие 1) 
х + 18 < (2- х)2, 

х;;. -18, 
х<2, 

х2 - 5х -14 >О (рис. 74). 
Ответ: [-18; -2). 

~/1///{(////////////////////////////А ~ 

-181 1 х 
1 

1 1 

~ 
-2 7 х 

Рис. 74 

Следствие 2. Неравенство 2Vf(x) < <р(х), n Е N 
(12), равносильно неравенству f(x) < <p2n(x) (13) на 

v J f(x) ;;. О, 
множестве решении системы неравенств 1 <р(х);;. 0. 

Другими словами, множества решений неравенства 

1 
f(x) < <p2n(x), 

2Vf(x) < <р(х), n Е N, и системы f(x);;. О, совпа-
<р(х) ;;. О 

дают в области определения неравенства (12). 

Следствие 3. Неравенство 2Vf(x) > <р(х), n Е N 

[ 

<р(х) <О, 

(14),равносильно совокупности { f(x) > <p2n(x), (15) 
<р(х) ;;. О 

в области определения неравенства (14). 
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Чтобы учесть область определения неравенства 

(14), решая совокупность (15), мы вместо совокупнос­
ти (15) рассмотрим совокупность систем неравенств 

l { 
f(x) ~О, 
q>(x) <О, 

{ 
f(x) > q>2n(x), (16), которая равносильна дан-

q>(х) ~О 

ному неравенству (14) в области его определения. 

О Пример. Решитенеравенство 

Jхз-3х-10 >8-х. 
Решение. 

Достаточно решить совокупность систем 

l{
x2-3x-10~0, 
8- х <О; 

{
8- х ~о, 
х2 - 3х- 10 > (8- х)2 ; 

l { 
(х- 5)(х + 2) ~ О, 
х>8; 

{ х~ 8 
х > 74/13 (рис. 75). 

Ответ: (74/13; +=). 
Следствие 4. Н еравенет-

во 2 n,Jf(x) ~ q>(x), п Е N, (17), 

r{
x2-3x-10~0, 

8-х<О; 

{ 
8- х ~О, 
13х > 74; 

W-1'5!//. (f.//!//////1////(/&///1? ~ 

-2 5 1 х 
1 

~ 
18 х 

--------~dpW~o/·~----
74/13 8 х 

Рнс.75 

l{
q>(x)<O, 
f{x) ~О, 

равносильно совокупности систем { q>(x) ~О, (18) 

f(x) ~ q>2n(x) 
в области определения неравенства (1 7). 

Следствие 5. Неравенство 2Vf(x) > 2 n,Jg(x), 
п Е N, ( 19), в своей области определения равносиль­
носистеме 

J f(x) > g(x), (2О) lg(x) ~О. 
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Следствие 5 легко распространяется и на неравен­

ства вида 2 nJf(x) > 2 njq>(x), n Е N; 2 nJf(x) < 2 njф(x), 

n Е N; 2nJt(x) < 2 njq>(x), n Е N. Сделайте это само­
стоятельно. 

Теорема Vl. Неравенство f(x) > q>(x) (21) равно­
сильнонеравенству f 2n + l(x) > q>2n + l(x), n Е N, (22), в 
области определения неравенства (21). 

О Пример. Решитенеравенство 3Jx- 1 > х -1. 
Решение. 

Возводим обе части пера­
венства !_J третью степень: 

х- 1 > (х- 1)3, (х- 1)(х2-

~ 
о 1 2 х 

Рнс. 76 
- 2х) <О, х(х- 1)(х- 2) <О (рис. 76). 
Ответ: (-оо; О) U (1; 2). 
Решая иррациональные неравенства, можно ис­

nользовать те же приемы, что и nри решении ирраци­

ональных уравнений: анализ области определения не­

равенства, возведение обеих частей неравенства в од­
ну стеnень, метод замены nеременных, применение 

свойств радикалов и т. д. 

Вместе с тем мы будем пользоваться и специфиче­

скими приемами решения неравенств, наnример ме­

тодом интервалов. 

1.4. 1. Подrотовитеяьные упражнения 
Решите следующие неравенства (табл. 1): 

Таблица 1 

Ответы 

1) Jx -l <О Решенийнет 

2) н <-3 Решенийнет 

3)J2-x>-1 (-=; 2] 
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Продолжение табл.l 

Ответы: 

4) Jx + 2 .;;; -(х + 2)2 -2 

5).Лх/ ~о R 

6) JiX=1l >о (-оо; 1)u(1; +оо) 

7) Jx- 2 ~ х- 2 -lx- 21 [2; +оо) 

8) Ji2 ~ х R 

9) Ji2 ~ -х R 

10) J<x- 1)(х- 3) ~ J1- х • J3- х (-оо; 1] 

11) J(x- 1)(х- 3) ~ J(x- 1) • Jx- 3 [3; +оо) 

12)xJx + 5 ~о {-5} u [О; +оо) 

13) (х- 1)Jx- 3 .;;; О 3 

14)(х + 1)2 • Jx- 1 ~О [1; +оо) 

15) 6JX2 ~ 3JX R 

16) 6JX2 > зr-х (О; +оо) 

17) Jsin х - 1 < (х - n/2)2 n/2 + 2nk, 
kE Z, k#O 

18) J1 - cos х ~ J2 - 1t + 2nn, n Е Z 

19) log2 х • Jx- 2 ~О [2; +оо) 
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Окончание табл. 1 

Ответы 

20) log3 (х- 1)Jx- 3 <О Решенийнет 

21) Jx- 2 < 1 [2; 3) 

22)~~2 [-3; 1] 

23) J2x- 3 > 5 (14; +оо) 

24) Jl- 2х > 7 (-оо; -24] 

1.4.2. Анаiiиэ области определения неравенства 

.N21. Найдите целое число, удовлетворяющее нера­

венству 2J2x + 1 > зJ-х2 - х + 6. 
Решение. 

Область определения не­
равенства (ООН): 

{ 
2х + 1;;;;. О, 
-х2 -х+ 6;;;;. О, 

{ 
х;;;;. -1/2, 
х2 + х- 6 ..;;; О (рис. 77), 
Х Е [-1/2; 2]. 

~//!///////////////!///!( • 

1-1/2 х 
1 

'""ЛЛ.о/Р@"Л'Л&М~ :. 

-3 2 х 

Рис. 77 

Нам остается проверить каждое из целых чисел 

отрезка [-1/2; 2], т. е. числа О; 1; 2. 
Ответ: 2. 

М 2. Решитенеравенство Jx- 8 > 2- х. 
Решение. 

ООН:х>8. 

Легко видеть, что правая часть неравенства в ООН 

принимает только отрицательные значения, а ле­

вая - неотрицательные. 

Ответ: [8; +оо). 
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М 3. Решите неравенство 

J-x2 + 5х- 6 < Jx- 3 + Jx2- 4х + 3 + 2. 
Решение. 

-х2 + 5х- 6 ?i: О, 
ООН: х ?i: 3, х = 3. 

х2 - 4х + 3 ?i: О, 
Итак, область определения данного неравенства 
состоит из одного числа, равного 3. Проверкой 
убеждаемся, что х = 3 - решение неравенства. 

Ответ: 3. 

М 4. Решите неравенство J хб - 1 < - 1-
1- х2 • 

Решение. 

ООН: J х6- 1 ;;-;:О, 
lx:;t:±1, 

х Е (-оо; -1) U (1; +оо). 
В области определения неравенства его правая 
часть принимает только отрицательные значения, 

а J х6 - 1 , как арифметический корень, - толь­
ко положительные. Поэтому неравенство реше­
ний не имеет. 

Ответ: решений нет. 

М 5. Решитенеравенство J1- J1 + х ?;: х. 
Решение. 

{ 
х ;;-;: -1, 

ООН: ~ -1 < х <О (рис. 78). 
"'1 + х < 1, 

Ответ: [-1; 0]. 

.. о///(///////// • ~///////////!); ... 

-1 о х -2 1 х 

Рис. 78 Рис. 79 

М 6. Решитенеравенство J(x- 1)(х +2) < 1- х2 • 
Решение. 

ООН: (х -l)(x + 2) ?i: О (рис. 79). 



1.4. Иррациональные неравенства 1 85 

Заметим, что выражение (1 - х2) во всех точках 
ООН, кроме х = 1, принимает отрицательные зна­
чения. Остается проверить только х = 1. 

Ответ: 1. 

М 7. Решите неравенство 

2 sin х- 1.;;:; J6sin 2 х- 6sin х- 12. 

Решение. 

Найдем ООН: 6 sin2 х- 6 sin х - 12 > О, 
sin2 х- sin х- 2 > О, 

[ sin х > 2• sin х = -1, х = -7t/2 + 27tk, k Е Z. 
sinx ~ -1, 

Легко проверить, что х = -n/2 + 27tk, k Е Z, - ре­
шения данного неравенства. 

Ответ: -n/2 + 27tk, k Е Z. 

1.4.3. Простейwие иррационапьные неравенства 

К простейшим иррациональным перавенетвам от-
несем неравенства вида: 

2nJf(x) < q>(x), n Е N (1) 

2nJf(x) .;;:; q>(x), n Е N (2) 

2nJf(x) > q>(x), n Е N (3) 

2nJt(x) > q>(x), n Е N (4) 

2nJf(x) > 2njq>(x)' n Е N (5) 

2nJf(x) > 2njq>(x), n Е N (6) 

2nJf(x) < 2njq>(x)' n Е N (7) 

2nJf(x) .;;:; 2njq>(x), n Е N (8) 

2 n + Vf(x) > q>(x), n Е N (9) 

2 n + Vf(x) < q>(x), n Е N (10) 
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Рассмотрим ряд упражнений. 

М 8. Решитенеравенство J(3x- 1)/(2- х) > 1. 
Решение. 
Данное неравенство в сво­

ей области определения 

равносильно неравенству Рис. во 

(3х- 1)/(2- х) > 1: 
(3х -1)/(2- х)- 1 >О, (4х- 3)/(2- х) >О (рис. 80). 
Ответ: (3/4; 2). 

М 9. Решитенеравенство Jx 2 + 2х- 3 < 1. 
Решение. 

{ х
2 +2х- 3 ~О 

Переходим к системе х2 + 2х _ 3 < 1: множество 

решений которой по следствию 1 теоремы V сов­
падает с множеством решений данного неравенст­

ва. Решаем ее: 

{ х
2 + 2х- 3 ~О 

х2 + 2х- 4 <о' (рис. 81). 

Ответ: (-1- /5; -3] U [1; -1 + /5]. 
Заметим, что данное неравенство равносильно в 

своей области определения полученной системе. 

V////:("г/////-1"/. ff:/Ш////f"(//4 ._ 

1 1-3 11 1 х 
1 1 1 1 

~ 
-1-./5 -1+J5X 

Рис. 81 Рис. 82 

М 10. Решитенеравенство J1- (х + 2)jx2 < 2/3. 
Решение. 

Данное неравенство в своей области определения 

равносильно системе-

{ 
(х2 - х- 2)/ х2 ~ О, 
(х2 - х- 2)jx2 < 4/9, 

(рис. 82). 

j (х2 - х- 2)jx2 ~О, 
1 (5х2 - 9х -18)/х2 <О 
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3 а меч а н и е: j означает, что при переходе через О 
знак выражения левой части неравенства не меняется. 

Ответ: (-6/5; -1] U [2; 3) . 

.N! 11. Решитенеравенство J2x- х2 < 5- х. 
Решение. 

Составим и решим систему неравенств, равно­

сильную данному неравенству (следствие 1 из 
теоремы У): 

j 
2х- х2 ;;;:: О, 
5 -х >О, 
2х- х2 < (5- х)2 , 

х< 5, j 
х(2---- х) #О, 

2х2- 12х + 25 >О, 
Ответ: [О; 2]. 

~///////1''/. ... 

о 2 х 

~ 
5 х 

Рис. 83 

х< 5, j 
х(2- х);;;:: О, 

2х- х2 < 25- 10х + х2 , 

{ 
х(2- х) >О, 
х < 5 (рис. 83). 

-2 5 1 х 
1 

W///////#1"'////ff//////M////////фr/////. ]1' 

. l 8 х 

о///////Л'Л'/Л'Л'/:17/////&///////,(. 

74/13 

Рис. 84 

... 
х 

.N! 12. Решитенеравенство Jx 2 - 3х- 10 ~ 8- х. 
Решение. 

j 
х2 - 3х- 10 >О, 

Решим систему 8 - х ;;;:: О, равносиль-

х2- 3х -10 ~ (8- х)2 , 
ную данному неравенству (следствие 2 из теоре­
мы У). 

j 
х2 - 3х- 10 >О, 
х~8, 

13х ~ 74 (рис. 84). 

Ответ:(-=; -2] U [5; 74/13]. 
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М 13. Решитенеравенство Jx 2 - х- 6 < \х\- 2. 
Решение. 

ООН: х2 - х- 6 > О, (х + 2)(х- 3) > О (рис. 85): 
Х Е (-=; -2] U [3; +=). 
Данное неравенство в области его определения 
равносильно совокупности двух систем: 

j 
х < -2, { х < ~2, 
-х-2>0, х<-2, 

х2 -х-6<(-х-2)2 , х>-2, 

j ~ ~ ~·> О, Решим ее: J ~ ~ ~: 
1 х2 - х- 6 < (х- 2)2• 1 х < 10/3, 

{ х > 3, 
х < 10/3. 
Ответ: [3; 10/3). 

-2 3 х 

Рнс. 85 

F"////РЛЛ///////. 

-2 1 

Рнс. 86 

М 14. Решитенеравенство J2- х- х2 < \х- 3\. 
Решение. 

.. 
х 

{ 
2- х- х2 >О, 

Достаточно решить систему 
2 2 / ( 

3
)2 

-х-х"""' х- . 

{ х2 + х- 2 <О 
2х2 _ 5х + 7 ; О, х2 + х- 2 <О (рис. 86). 

Множеством решения второго неравенства систе­
мы является R. 
Ответ: [-2; 1]. 

М 15. Решитенеравенство J4 - х > х + 2. 
Решение. 

Применяя следствие 3 из теоремы V, переходим к 
совокупности систем неравенств 

r{
x+2<0, [{i<-2, 
4- х >о, х < 4, 

{ 
х + 2 >о, { х > -2, 
4- х > (х + 2)2 , х(х + 5) <О, 
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[ 

х < -2, 
J х;:;, -2, 
1-5 <х<О, 
Ответ: (-оо; 0). 

[ 
х < -2, 
-2 < х <о, -00 < х <о. 

М 16. Решитенеравенство Jx 2 - 4х ;:;, х- 3. 
Решение. 

Установим ООН: х2 - 4х;:;, О, х(х- 4);:;, О, 
х Е (-оо; О] U [4; +=)(рис. 87). 
Легко видеть, что промежуток (-оо; О] входит в 

множество решений данного неравенства, так как 

х- 3 <О при х Е (-оо; 0]. Остается решить данное 
неравенство на множестве [4; +=).Возводим обе 
части не:иавенства в квадрат (теорема V): 
х2 - 4х;:;, х2 - 6х + 9, х;:;, 4,5. 
Ответ: (-оо; О] U [4,5; +=). 
Решение этого неравенства показывает, что иног­

да не надо спешить составлять совокупность систем, 

решая неравенства данного типа. Анализ области 
определения неравенства позволяет найти более ко­
роткое решение. 

о 4 х 
;//////~ L////6 .. 
-~ х 

;/ff////#////-1.". j7////////ff& ... 

Рнс. 87 
Рнс. 88 

М 17. Решитенеравенство 2Jx2 - х- 2 ;:;, lx + 1/-2. 
Решение. 

ООН: х2 - х - 2 ;:;, О, х Е (-оо; -1] U [2; +=) 
(рис. 88). 
Раскроем модуль, учитывая ООН: 

{ х < -1. 
х;:;, -3, 

J х < -3, 
[4(х2 - х- 2);:;, (х + 3)2 , 

{ х;;,2, 4(х2 - х- 2) ~ (х- 1)2 , 
l{ =~

1

~ х- 2 

{
х;;,2, 

2 ,Jг-;;--=2---х---2 ~ х - 1, 

~ -х- 3, 
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(1) 

(2) 

(3) 

-3 -1 

1-3 
1 

W/'ff/ffP/////ff:d///.1"C8 

5-2JI9 
3 

o///////ff///////////////////////!/ff////////:////Ш);/////////. 

-3 < х < -1, 

1- 2J7 
3 

Рис. 89 

{ 
х < -3, 
4х2 - 4х - 8 ~ х2 + 6х + 9, 

{ 
х ~ 2, 
4х2 - 4х - 8 ~ х2 - 2х + 1, 

-З<х<-1, (1) 

{ 
х < -3, 
3х2 - 10х- 17 ~О, (2) 

{ 
х ~ 2, 
3х2 - 2х- 9 ~О (3) (рис. 89). 

[ 
1 + 2J7 ) Ответ:(-=; -1] U 3 ; += · 

х 

х 

fjl.'!l/////////!?.JI 

5+2JI9 х 
3 

fp.///////(('//////////////////r. 

2 1 х 

1 

~/J///#<P/<C-1?t .. 

1 + 2J7 х 
3 

М 18. Решитенеравенство J3x- 10 > J6 - х. 
Решение. 

Применив следствие 5 теоремы V, переходим к рав-
u { 3х- 10 > 6- х, { х > 4, 

НОСИЛЬНОИ СИСТеМе 6 _ Х ~О: Х < 6 . 

Ответ: (4; 6]. 

М 19. Решитенеравенство J4-~- J2- х >О, 



1.4. Иррациональные неравенства 1 91 

Решение. 

Перепишем неравенство в виде J 4 -~ > J2 - х 
и перейдем к равносильной системе (следствие 5, 
теорема V): 

{ 4-~>2-х, 2-х:;;.о, 

1-х :;;,о, 

2 + х >о, 
х~ 2, 
1 - х < 4 + 4х + х2 ; 

{ ~<2+х, 
х ~ 2; 

1 

х ~ 1, 
х> -2, 
х2 + 5х + 3 >О (рис. 90). 

Ответ: ((-5 + JI3 )/2; 1]. 

--------------~~ЛЛЛd/ЛЛЛЛЛ&Л/Лd~ЛЛЛЛЛ~ • 

-2 1 1 1 х 
1 1 

W////////////(//ff//(////////1]>---------<{J/.//!//!l///N////////////////////////////c !11 

-5- Л3 -5 + Л3 х 
2 2 

Рис. 90 

М 20. Решитенеравенство J1 + 4cos 2х:;;;. J1 - 4cos х. 
Решение. 

Данное неравенство в своей области определения 
равносильносистеме 

{
1 + 4 cos 2х:;;;, 1-4 cos х, 
1-4 cos х:;;;, о 
(следствие 5, теорема V). И далее: 

{
cos 2х + cos х:;;;, О, {2 cos2 х + cos х- 1 >О, 
cos х ~ 1/4, cos х ~ 1/4. 
Пусть cos х = t, где ltl ~ 1. Получим сис~ему: 

{:~
2

:: ~ i;~ ?~ис. 91). W/////////~1 {/;/1///(t 
Видим, что t = -1; cos х = 

= -1, х = 1t + 21tn, n Е Z. 
Ответ: 1t + 21tn, n Е Z. 

-1 1/4 

Рнс. 91 

.. 
t 
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1.4.4. Неравенства вида f(x) J tp{x) ~О, f(x) J tp{x) ~ О, 

Jcp(x) ~О Jcp(x) ~О 
f(x) 7 

' f(x) ~ 

При решении неравенств указанного вида жела­

тельно применять теоремы IV -а и IV -б. Довольно 
распространенной ошибкой при решении перавенет­

на вида f(x) • g(x) >О является сведение ее к совокуп­
ности двух систем 

l 
J f(x) >О, 
)g(x) >О, 

{
f(x)<O, 
g(x) <О. 

Ведь если f(x0 ) =О, то, если х0 входит в область оп­
ределения данного неравенства, знак числа g(x0) нас 

не интересует. Число х0 является решением исход­
ного неравенства. 

В качестве примера рассмотрим неравенство 

(х + 3)Jx2 + 4х- 5 >О. #(/////////<(//////////////( .. 

-3 х 

Приведем пример ошибоч-

ного решения: -5 1 х 

{ 
х + 3 >о, 
х2 + 4х- 5 >О (рис. 92). 

Рис. 92 

В качестве ответа указывается только интервал 

[1; +=),но это неверно, так как х = -5 тоже является 
решением данного неравенства. 

М 21. Решитенеравенство (х + 3)Jx2 + 4х- 5 >О. 
Решение. 

1 сп о с о б. Данное неравенство в области его оп­
ределения равносильно совокупности 

[ 
Jx2 + 4х- 5 • (х + 3) =О, 

Jx2 + 4х- 5 • (х + 3) >О. 
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И далее: 

r{:x~ ~~~х- 5 >О, 
х > -3 (рис. 93). 

Ответ: {-5} U [1; +=). 

[ 

х = -5, 
х= 1, 
х> 1. 

2 с п о с о б. Решим данное неравенство методом 

интервалов. 

1. Найдем область определения (D(y)) функции 

у= (х + 3)Jx2 + 4х- 5: х2 + 4х- 5 ~О, 

х Е (-CXJ-; -5] U [1; +=)(рис. 94). 

~ 
-5 1 t 

------~сrилшдлшлаvв. 

-3 t -5 1 х 

Рис. 93 Рис. 9.4 

2. Данная функция непрерывна на множестве 
(-=; -5) U (1; +=)(рис. 95). 
3. Найдем нули функции: х = -3, х = -5, х = 1. Но 
-3 е; D(y). 

4. В каждом из интервалов (-=; -5), (1; +=) 
функция сохраняет знак (рис. 96). 

~ 
-5 1 х 

Рнс. 95 

+ 
~ 

-5 1 х 

Рис. 96 

Если х > 1, то у> О. Если х < -5, то у< О. 
5. Проверим граничные точки интервалов, входя­
щие в D(y): у(-5) =О, у(1) =О. 

Ответ: {-5} u [1; +=). 
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Г2=Х .М 22. Решитенеравенство (х -1) ~ 8-Х >О. 

Решение. 

Переходим к совокупности, равносильной данно­

мунеравенству (теорема IV-a): 

[ (х -1)J(2- х)/(8- х) =О, 

(х- 1)J(2- х)/(8- х) >О. 
И далее: 

l
x = 1, 
х= 2, 

{ 
х -1 >о, 

. (2- х)/(8- х) >О. 

Ответ: [1; 2] U (8; +оо). 

---(7&///:({////////////////////.{////////#t .. 

11 1 1 х 
1 

~ 
2 8 х 

Рис. 97 

(1) l
x = 1, 
х = 2, 
1 < х< 2, 
х > 8 (рис. 97) . 

~ 
'-4 13 х 

1 

----(j'W/////////ff/(///////( .. 

-2 х 

Рис. 98 

./х2 + х- 12 
.М 23. Решитенеравенство х + 2 ·;;;,О. 

Решение. 

[ 

х2 + х - 12 = О, 

Составим и решим совокупность { х2 + х - 12 > О, 
х+ 2 >О, 

равносильную данномунеравенству (теорема IV-a) 

r 
f(; ~:)(х- 3) >О, 
1 х > -2 (рис. 98). 

(1) 

Ответ: {-4} u [3; +оо). 

[ 

х = -4, 
х=3, 

х>3, 

./х2 - х- 6 
.М 24. Решите неравенство х + 4 < О. 

[ х= -4, 
х>3. 
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Решение. 

[
х2 - х- 6 =О, 

Достаточно решить совокупность { х2 - х- 6 > О, 
х+4 <0, 

l х = 3, [ х = 3, 
х=-2, 

х=-2, 

{ 
х2 - х- 6 >О, 

х<-4. 
х + 4 <О (рис. 99), 

Ответ:(-=; -4) U {-2} U {3}. 

o/.1"////r.;(#/////. f?//#/.(,'!1//ffi ._ 

1 1-2 13 1 х 
~ 

-2 3 х 
1 1 1 1 

~~------------~-~ ~ 
-4 х -3 4 х 

Рис. 99 Рис. 100 

х2- х- 6 
М 25. Решитенеравенство ;;;;. О. 

J12 + х- х2 

Решение. 

j х2 - х - 6 ;;;;. О 
Система 

112 
+ х _ х2 > 0 равносильна данному не-

равенству в области его определения. 

Найдем пересечение множеств решений получен­

ных неравенств системы (рис. 100). 

Ответ: (-3; -2] U [3; 4). 

1.4.5. Возведение обеих частей неравенства 
в четную степень 

Решая иррациональные неравенства возведением 

обеих ча.стей в четную степень, надо быть очень вни­

мательным и следить за тем, чтобы обе части нера­

венства были неотрицательными. Только тогда сра­

батывает теорема равносильности V. Предполагает­
ся также свободное владение и следствиями из 

теоремы У. 
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М 26. Решите неравенство J х + 7 - JX ;;;. 1. 

Решение. 

ООН: х;;;. О (рис. 101). 
Перепишем данное неравенство в виде 

Jx + 7 ;;;.1 + JX. 
Возведем обе части в квадрат: 

x+7;;;.1+2Fx+x: JX<,3. 
Еще раз возводим в квадрат, учитывая, что в ООН 

JX ;;;. О; 3 > 0: х <,. 9. 

Ответ: [О; 9]. 

(JY.!//1//!!!//////////////::W//// )1: 

-3 ' х о х 

Рнс. 101 Рис. 102 

М 27. Решитенеравенство Jx + 3 + Jx + 15 < 6. 

Решение. 

ООН: х;;;. -3 (рис. 102). 
Возведем обе части данного неравенства в квадрат 

(теорема V): х + 3 + х + 15 + 2Jx2 + 18х + 45 < 36, 

Jx 2 + 18х + 45 < 9- х. А теперь перейдем к систе-

{ 
-3 <,_ х < 9, ~ 

ме х2 + 18х + 45 < (9 _ х}2 , равносильпои данному 

неравенству на множестве [-3; 9) (следствие 1). 
Решаем ее: 

{ 
-3 < х < 9' -3 ~ 1 

<1 "'х< . 
х ' 
Ответ: [-3; 1). 

М 28. Решите неравенств~ 3 JX - J х + 3 < 1. 

Решение. 

ООН: х;;;. О (рис. 103). 
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о х 

Рис. 103 1/2 х 

о 1/2 х 

---{j(/Щ//ШШ/{'tJ>-----'•~ 

1/16 1 х 
fi'Y/////////////fi//////////////Ш!/4 .. 

Рнс. 104 Рнс. 105 

Переnишем данное неравенство в виде 

3JX < 1 + Jx + 3 
и возведем обе части его в квадрат (теорема V): 

9х < 1 + 2 Jx + 3 + х + 3, Jx + 3 > 4х- 2. 

А теnерь.-nереходим к совокупности, nрименяя след­

ствие 3: 

[
о< х < 1;2, 

{ 
х > 1/2, (рис. 104) 
х + 3 > ( 4х - 2)2, 

[
о< х< 1/2, 
х ;;-;, 1/2, 

{ 16х2 -17х + 1 <О, 

[
о< х < 1/2, 
х ;;-;, 1/2, 

{ (х- 1)(х- 1/16) <О (рис. 105), 
[ о< х < 1;2, 
1/2 < х < 1. 

Ответ: [О; 1) . 

.N2 29. Решитенеравенство Jx + 3 < Jx- 1 + Jx- 2. 

Решение. 

ООН: х > 2 (рис. 106). 
Возводим обе части неравенства в квадрат (тео-

рема V): х + 3 < 2х - 3 + 2 J х2 - 3х + 2 , 

2Jx2 - 3х + 2 > 6- х, 

[
х> 6, 

{ 
2 < х < 6 (следствие 3) (рис. 107), 
4х2 - 12х + 8 > (6- х)2 , 

2 х 2 6 х 

Рнс. 106 Рнс. 107 

4-5664 
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[
х> 6, 

{ 
2 < х< 6 (рис. 108). 
х2 - 28/3 >О, 

[
х> 6, 

2J21/3<x<6. 

Ответ: (2J2i /3; +=). 
М 30. Решите неравенство 

2 1 6 х 
1 

~ 
2J2i ц21 х 

--3- --3-

Рнс. 108 

Jx + 1jx2 + Jx- ljx2 > 2jx. 
Решение. 

ООН: { ~:: ~ ~~;~: ~ ~: х > 1 (рис. 109). 

Преобразуем левую часть неравенства, учитывая 

ООН: 

Jx 3 + 1/х+ Jхз- 1/х> 2jx, Jx 3 + 1 + Jx 3 - 1 > 2. 

Возведем обе части последнего неравенства в квад­

рат(теорема V): 2хз + 2Jx6- 1 > 4, Jхв- 1 > 2- хз. 
А теперь применим следствие 3 теоремы V. 
Получим совокупность 

lx> 3/2, 

{ 
1 < х < 3J2 (рис. 110), 
х6 - 1 > (2 - х3)2 : 

Ответ: (3J5/4; +=). 

1 х 

Рнс. 109 

wУЛ$////!//~/////////////////4 }1: 

1 3J2 х 

Рнс. 11 О 

lx> 3/2, 

l<x<3/2, 
{ 4хз > 5 (рис. 111). 

1 1 13)2 х 

1 
--~(5:1.1///////И////////////Ш////t ._. 

х 

Рнс. 111 
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1.4.6. Метод эамень1 переменных 

3 
М 31. Решитенеравенство ~ ;;;t -1. 

,."t2- х- 3 

Решение. 

Пусть J2- х = t, где t ;;;t О. Тогда получим систему 

{
3/(t-3);;;t-1 

рациональных неравенств 2 О· ' t 9' • 

{ 
tj(t- 3) >о, 
t >О (рис. 112), 

t Е {О} U (3; +оо). 

И далее: ' [ 
J2- х =о 

- J2- х > 3, 

Ответ: (-оо; -7) U {2}. 

+ + 
-"W""Wh""Wfi""W••-----<Cf1!//////////!/.., 

о 3 t 

fp./////////////////////(////////////4 ... 

о t 

Рнс. 112 

[ х = 2, 
2-х>9, 

+ + 

[ х= 2, · 
х<-7. 

~ 
-2 о 4 t 

tfW/.'4////cW////Ш//1% Jl 

о t 

Рнс. 1 13 

1 2 
М 32. Решитенеравенство -г=:- > ---

,."tX+2 4-JX' 

Решение. 

Введем новую переменную: t = JX, где t >О. 

{ 
1/(t + 2)- 2/(4 - t) > о 

Решаем систему ' t >О; 

1 

3t ~о 
(t + 2)(4- t) """ ' t Е (4; +оо) U {О}. 
t >О (рис. 113), 

u [ JX =о, 
Переидем к х: 

JX >4, 

Ответ: {О} U (16; +оо). 

4. 
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М 33. Решитенеравенство (3- х)/ J15- х < 1. 
Решение. + + 
ПустьJ15- х=t,гдеt>О. 
Тогда 15- х = t 2 , х = 15-
- t 2 • Теперь решаем сис­
тему рациональных нера­

венств 

~ 
-3 о 4 t 

------<if//////('/Л/////////1///;( • 

{ 

3- 15 + t 2 

t < 1, 
t >о, 
Получим О < t < 4: 

о< J15- х < 4, 

Ответ: (-1; 15). 

! 
t 2 - t- 12 ---- <0, 
t > Оt(рис. 114). 

J 15- х >о, 
)15- х < 16, 

М 34. Решите неравенство 

х2 + 5х + 4 < 5Jx2 + 5х + 28. 
Решение. 

OOH:R. 
Пусть J'x-::2,-+_5_x_+_2_8 = t, где t > О. 
Тогда х2 + 5х + 4 = t 2 - 24. 
Решаем систему 

о t 

Рнс. J J .4 

J х < 15, 
)х>-1. 

{ t
2 

- 5t- 24 < О, { - 3 < t < 8• О ~ t < 8. Остается 
t >о, t >о, 
решить неравенство J'x-::2,-+_5_x_+_2_8 < 8. Применим 
теорему равносильности V: 
х2 + 5х + 28 < 64, х2 + 5х- 36 <О, -9 < х < 4. 
Ответ: (-9; 4). 

М 35. Решите неравенство 

Jx2 - х + 1 + 1/ Jx 2 - х + 1 < 2. 
Решение. 

OOH:R. 

Пусть Jx2 - х + 1 = t, где t > О. Тогда получим 
неравенство t + 1/t < 2, где t >О. Но известно, что ... 
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t + 1/t > 2 при t >О. Поэтому данное неравенство 
решений не имеет. 

Ответ: решений нет. 

М 36. Решите неравенство 

(2х + 1)/х- 2J(2x + 1)/х > 3. 
Решение. 

Пусть J(2x + 1)/х = t, где t >О. Переходим к сис-
J t 2 - 2t - 3 > о, 

теме рациональныхнеравенств 1 t > 0 (рис. 115). 

Откуда t > 3. Решим теперь простейшее ирраци­

ональноенеравенство J(2x + 1)/х > 3: 
(2х + 1)/х > 9, (1- 7x)jx >О, О< х ";; 1/7. 
Ответ: (О; 1/7]. 

1%//W//. ~////!GffW« )1 

-1 3 t 
~ 

1-2 1 1 11/3 х 
1 1 1 

V/ШИW//;'J. 

о t -1 -2/3 х 

Рнс. 115 Рнс. 116 

М 37. Решите неравенство 

J3x 2 + 5х + 7 - J3x 2 + 5х + 2 > 1. 
Решение. 

Пусть J3x 2 + 5х + 2 = t, где t > О. Получим сис­
тему неравенств 

{ 
Jt2 + 5 - t > 1, { Jt2 + 5 > t + 1, 
t >о, t >о, 

{
t2+5>t2+2t+1, {t<2, 
t >о, t >о. 

и ! J3x 2 + 5х + 2 < 2, 
далее: 

J3x 2 + 5х + 2 > О, 

{ 
3х2 + 5х- 2 <О, { (х + 2)(х- 1/3) <О, 
3х2 + 5х + 2 >О, (х + 1)(х + 2/3) >О (рис. 116). 
Ответ: (-2; -1] U [-2/3; 1/3]. 
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1.4.7. Метод интерваяов решения 
иррационаяьных неравенств 

Напомним, что метод интервалов решения нера­

венств основан на теореме: если на интервале (а; Ь) 

функция у = f(x) непрерывна и не обращается в нуль, 
то она сохраняет на этом интервале постоянный знак. 

Пусть нам надо решить неравенство f(x) >О (f(x) >О, 
f(x) < О, f(x) < 0). Можно воспользоваться следую­
щим алгоритмом. 

1. У становить область определения функции 

у= f(x). Отметить на числовой оси. 
2. Найти промежутки непрерывности функции 

у= f(x). Отметить их на числовой оси. 
3. Найти нули функции (если они есть). Они могут 

<<разбить» промежутки непрерывности на интервалы. 

4. В ка~дом из полученных интервалов найти 
знак функции. 

5. Проверить граничные точки интервалов знако­
постоянства функции, входящие в область определе­
ния функции. 

6. Записать ответ. 
Рассмотрим ряд неравенств. 

М 38. Решитенеравенство (х- 3)Jx2 - х- 2 >О. 
Решение. 

Пусть у= (х- 3)Jx2 - х- 2. Решим данное нера­
венство по приведеиному выше алгоритму. 

1. D(y): х2 - х - 2 > О, х Е (-=; -1] u [2; +=) 
(рис. 117). 
2. Функция непрерывна во всех точках D(y), кро­
ме -1 и 2 (рис. 118). 

3. у = О, если [ ~ : 2~' 
х=3. 

Л#//////////. j/.!1////////Л: 31 о//4//Л/////01------<Сf!/1///////@ .. 

-1 2 х -1 2 х 

Рнс. J 17 Рнс. 118 
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х = 3 разбивает интервал (2; +оо) на два интерва­
ла. Заметим, что х = 3 отмечается «выколот.ой» 
точкой (рис. 119). 
4. Определяем знак функции в каждом из полу­
ченных интервалов (рис. 120). 

~ 
-1 2 3 х 

Рнс. 119 

+ 
~ 

-1 2 3 х 

Рнс. 120 

5. Значениях~ -1, х = 2, х = 3 входят в D(y), при­
чем у(-1) =О, у(2) =О, у(3) =О. Числа -1, 2, 3 яв­
ляются решениями данного неравенства. 

Ответ: [3; +оо) U {-1} U {2}. 

М 39. Решитенеравенство ( JX - 3)/(х- 2) > О. 

Решение. 

Рассматриваем функцию у= (JX- 3)/(х- 2). 
1. D(y): (рис. 121). 
2. Промежутки непрерывности (рис. 122). 

fF/////////////////(§///((////4 ... ~ 
о 2 х о 2 х 

Рнс. 121 Рнс. 122 

3. Нули функции: у= О при х = 9 (рис. 123). 
4. Знаки функции (рис. 124). 

+ + 
~ 

о 2 9 х 

Рнс. 124 

5. Провернем <•граничные точки»: у(О) = 3/2, 
3/2 >О, у(9) =О. Число О входит в множество ре­
шений неравенства. 

Ответ: [О; 2) U (9; +оо). 
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М 40. Решитенеравенство (л/2- х + 4х- 3)/х;;;. 2. 
Решение. 

1 сп о с о б (замены переменных). Пусть л/2 - х = t, 
где t;;;. О. Тогда 2- х = t2 , х = 2- t 2 • Переходим к 
системе рациональных неравенств: 

! t + 8- 4t2- 3 - 2::;;, о j 2t2 - t- 1 ;;;. о 
2- t 2 · 9" ' t 2 - 2 ' (рис. 125), 

t;;;. о, t;;;. о 

[ о< t :(; 1, [ л/2- х :(; 1, + + + 
~ t>J2, J2-x>J2, -J2 -1121 11 1J2 t 

[ 

J 2- х;;;. о, [ 1 :(; х :(; 2, 
[2-х<1, 

о х<О. 
х< ' 
Ответ:(-=; О) U [1; 2]. 

1 1 1 
~//////////////////////4 )" 

о t 

Рис. 125 

2 сп о с о б (метод интервалов). Перепишем данное 
неравенство в виде (л/2- х + 2х- 3)/х;;;. О. Пусть 
у=(л/2-х +2x-3)jx. 

{ х < 2, 
1· D(y): х 7:. О (рис. 126). 
2. Функция непрерывна на множестве 
(-=;О) U (О; 2) (рис. 127). 

~1"/Л/<У//Л////////. 

о 2 '"' х 
~ 

о 2 х 

Рис. 126 Рис. 127 

3. Находим нули функции: 

л/2- х = 3- 2х, 

J2-x=(3-2x)2, 

1 х :(; 3/2, х;;!:. о, 

[ х = i' 
х= 1, 

..::3 о Х"" 2' Х7:. , 

J 4х2 - llx + 7 =О, 
1 х < 3/2, х 7:. О, 

х = 1 (рис. 128) . 
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+ + 
~ ~ 

о 1 2 х о 1 2 х 

Рис. 128 Рис: 129 

4. Устанавливаем знаки функции на каждом из 
трех полученных интервалов (рис. 129). 
5. у(1) =О, у(2) >О. Поэтому х = 1 их= 2 - реше­

ния неравенства. 

Ответ:(-=; О) U [1; 2]. 

Jx2 + 5х- 4х + 6 
М 41. Решитенеравенство 2 .;;;; -2. 

х-

Решение. 

Jx2 + 5х- 2х + 2 
Перейдем к неравенству х _ 2 ,;;;; О. 

Jx2+5x-2x+2 
Рассмотрим функцию у = 

2 
. 

х-

J х2 + 5х >О, 1· D(y): 1 х :;t: 2 (рис. 130), 

х Е (-=; -5] u [О; 2) u (2; +=). 

2. Промежутки непрерывности функции: 

(-=; -5) u (О; 2) u (2; +=). 

Отметим их на числовой прямой (рис. 131). 

~ ~ 
-5 о 2 х -5 о 2 х 

Рис. 130 Рис. 131 

3. Найдем нули функции: 

Jx 2 + 5х = 2х _ 2, J х2 + 5х = 4х2 - 8х + 4, 
1x>1,x:;t:2, 

J 3х2 - 13х + 4х = О, 
1x>1,x:;t:2, i[

x= 4 
х = -i/3 х = 4 (рис. 132). 
x>1,x:;t2, 
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4. Отметим интервалы знакопостоянства функции 
(рис. 133). 

~ 
-5 о 2 4 х 

Рнс. 132 

- + -
~ 

-5 о 2 4 х 

Рнс. 133 

5. Проверим граничные точки х = -5, х = О, х = 4: 
у(-5) <О, у(О) <О, у(4) =О. 

Ответ:(-=; -5] U [О; 2) U [4; +=). 

J1- х3 - 1 
М 42. Решите неравенство 1 + х ~ х. 

Решение. 

Представим данное неравенство в виде 

J1- х3 - (х2 + х + 1) 
1 + х ~о. 

Найдем ООН: { 1 - х1;;;;. О, х "#- ' 

{ х ~ 1, 
х "# -1 (рис. 134). 

W/////////////////бJ"W~щ;Whш'//rщ;//'//,"1 • .._--... -.... 

-1 1 х 

Рнс. 134 

Разделим обе части неравенства на J х2 + х + 1 : 

(~ - Jx2 + х + 1 )/(1 + х) ~О. А теперь вво-

димфункцию у=(~ - Jx2 + х + 1 )/(1 + х). 
1. D(y): (рис. 135). 
2. Функция непрерывна во всех точках D(y), кро­
ме х = 1 (рис. 136). 

~///////////////////(J/.fo"''//h""'Wh""''//h""'Wr:"t • .._--... -

-1 1 х 
~ 

-1 1 х 

Рнс. 135 Рнс. 136 

3. Находим нули функцИи: 

{ 
~ = Jx2 + х + 1, { х2 + 2х =О, 
x~1,x-::F--1, x~1,x-::F--1, [ 

х = -2, 
х=О. 
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Отметим на оси точки, соответствующие числам 
-2 и О (рис. 137). 
4. Устанавливаем знаки функции в :каждом из че­
тырех полученных интервалов (рис. 138). 

~ 
-2 -1 о 1 х 

Рис. 137 

+ + 
~ 

-2 -1 о 1 х 

Рис. 138 

5. Числа -2, О, 1 входят в D(y). Проверим, являют­
ся ли они решениями: у(-2) =О, у(О) =О, y(l) <О. 
Ответ: [-2; -1) U [О; 1]. 

EJ Иррациональные уравнения 
и системы уравнений с параметром 

8 2. 1. Основные понятия 

.... Определепие 1. Параметр (от греч. napщ.tE'tpШu -
отмеривающий)- величина, значения :которой слу­

жат для различения элементов не:которого множест­

ва между собой. 

Например, в декартовых координатах уравнение 

у= ах2 , а ::f:. О, задает множество всех парабол с вер­
шинами в начале координат. При :конкретном значе­

нии а е (-=;О) u (О;+=) мы получаем одну из пара­
бол этого семейства. 

Дадим еще одно определение параметра . 

.... Определепие 2. Неизвестные величины, значения 
которых мы задаем сами, называются параметрами. 

Какие неизвестные следует выбрать в :качестве 
параметров, обычно определяется уже самим подхо­

дом :к исследованию выражения. 

Приведем пример. Пусть нужно решить уравнение 

х4 + хз- (1 + 2а)х2 - (а+ 1)х + а2 +а= О. 

Легко видеть, что в роли параметра лучше снача­

ла выбрать х и решить квадратное относительно а 
уравнение: а2 - (2х2 + х -1)а + х4 + х3 - х2 - х =О. 
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Получим совокупность уравнений: 

[а= х
2 -1, 

а= х2 + х. 
Затем считаем а параметром и решаем два квад­

ратных относительно х уравнения 

[х
2 =а+ 1, 

х2 +х-а= О. 

Из приведеиных выше двух определений следует,, 

что параметр является переменной величиной и име­
ет при этом двойственную природу: 1) параметр -
число; 2) параметр - неизвестное число. 

Вторая функция параметра создает дополнитель­

ные трудности в работе с ним, ограничивая свободу 

общения его неизвестностью . 

.... Определепие 3. Пусть дано равенство с перемен­
ными х и а: f(x, а)= О. Если ставится задачадля каж­
дого действительного значения а решить это уравне­

ние относительно х, то уравнение f(x; а)= О называ­
ется уравнением с переменной х и параметром а. 

Параметр обычно обозначается первыми буквами 
латинского алфавита: а, Ь, с, d, .... 

Переменная, относительно которой решается урав­

нение, - последними буквами алфавита: х, у, z, 
t, и, .... 

О Примеры. 

1. 2х- а= х + 1. 2. xja + х2 = JX. 3. Jx- а = 2х + 1. 

а - 1 х - Ь = 
0 6 

х - 2с + 1 = 
0 4. sin х = а+ 2. 5. Ь(х- 1) . . сх- 3 . 

7. ах2 - Jax + 5 = О. 8. Iog(a _ l) (х2 - а2) = 3. 

а2 - 4 
9. log г:: а • log 2 2 = 1 . 

.;х а а-х 

.... Определепие 4. Под областью определения урав­
нения f(x; а)= О с параметром а будем понимать все 
такие системы значений х и а, при которых f(x; а) 
имеет смысл . 

.... 
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Заметим, что иногда область определения уравне­
ния устанавливается довольно легко, а иногда в явном 

виде это сделать трудно. Тогда ограничиваемся только 

системой неравенств, множество решений которой и 
является областью определения уравнения. Этого бы­

вает, как правило, достаточнодля решения уравнения. 

У становим область определения каждого из при-
ведеиных выше уравнений: 

1 {аЕ R, 2 {а-:;:.0, 3 {аЕ R, 
· х Е R. · х >О. · х >а. 

{ 
Ь:;:. О, {с Е R, {а> О, 5· х -:!-1. 6 · сх:;:. 3. 7 · х Е R. 

!
а> 1, 

8. a<F-2, 
х2 - а2 >О. 9. 

а>О,а-:;:.1, 

х>О,х-:;:.1, 

а2 - 4 
2 

>0, 
а-х 

4 { а:;:.-2, • ХЕ R. 

где R - множество всех действительных чисел. 

IJJjJJ> Определепие 5. Под решением . уравнения 
f(x; а)= О с параметром а будем понимать систему 
значений х и а из области определения уравнения, 
обращающую его в верное числовое равенство. 

О Примеры. 

х- 2а 
1. Пусть дано уравнение х + 1 = О. 

У становим область определения уравнения: 

ООУ: {а Е R, 
Х-:!--1. 

Найдем несколько частных решений этого урав­

нения: 

{а= 1, 
х=2; { а=2 х=4; {а= О, х=О. 

Эти решения можно записать и так: 
Если а = 1, то х = 2. 
Если а = 2, то х = 4. 
Если а = О, то х = О. 
Найдем общее решение: 

1>{a:!--1j2, 
х=2а. 
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2) Если а= -1/2, то решений нет. 
О т в е т. 1) Если а ;t: -1/2, то х = 2а. 

2) Если а= -1/2, то решений нет. 

3 а .меч а н и е. Далее дл.я кратости вместо слов •об­
щее решение» будем писать •решение». 

2. Решим уравнение (Ь + 1)х = (Ь + 1)(Ь- 5). 
Решение. 

Установим область определения уравнения: 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

1) Пусть Ь = -1. Уравнение примет вид: О· х =О. 
Значит, х- любое действительное число. 

2) Если Ь ;t: -1, то х = Ь - 5. 
Ответ.1)ЕслиЬ;t:-1,тох=Ь-5. 

2) Если Ь = -1, то х Е R . 

.... Определепие 6. Решить уравнение f(x; а)= О с 
параметром а - это значит для каждого действи­

тельного значения а найти все решения данного 

уравнения или установить, что их нет. 

Договоримся все значения параметра а, при кото­

рых f(x; а) не имеет смысла, включать в число значе­
ний параметра, при которых уравнение не имеет ре­

шений. 

О Пр и мер. Решить уравнение aj(a -1) = х + 1. 
Решение. 
Установим область определения уравнения: 

ООУ: {а ;t: 1• 
ХЕ R. 

Выразим неизвестное х через параметр а. 

х = aj(a- 1)- 1, х = 1/(а- 1). 
О т в е т. 1) Если а ;t: 1, то х = 1/(а- 1). 

2) Если а= 1, то решений нет . 

.... Определепие 7. Уравнения f(x; а)= О и <р(х; а)= О 
равносильны при фиксированном значении а = а0, ес­

ли уравнения f(x; а0) =О и <р(х; а0) =О равносильны. 
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О Пр и м ер. Найдите все значения параметра а, при 
которых уравнения (а- 1)х =а- 2 и (а -1)х = 3а- 8 
равносильны. 

Решение. 
1) При а= 1 оба уравнения решений не имеют, а 

потому равносильны. 

2) Если а ::;:.1, то х =(а- 2)/(а- 1)- решение пер­

вого уравнения, х =(За - 8)/(а - 1)- решение 
второго уравнения. 

Найдем значения а, при которых эти решения 
равны. 

(а- 2)/(а- 1) = (3а- 8)/(а- 1), а= 3. 
При а =_3 х = 1/2. 
Ответ.1;3 . 

..,. Определение 8. Уравнение f(x; а)= О является 
следствием уравнения <р(х; а)= О при пекотором зна­

чении а = а0 , если множество решений уравнения 

<р(х; а0) = О содержится среди множества решений 
уравнения f(x; а0) = О. 

Аналогичные определения легко сформулировать 

для неравенств с параметром, заменив в вышепере­

численных определениях термин «уравнение~ на 

термин <• неравенство ~. 
Рассмотрим пример, иллюстрирующий определе­

ние 8 для неравенств с параметром. 

О Пр и мер. При каких значениях а неравенство 

2х >а (1) 
является следствием неравенства 

3х + 2;;;;: 2а? 
Решение. 

Решаем каждое из неравенств: 

{ а Е R, {а Е R, 
х > aj2. (1) х;;;;: (2а- 2)/3. (2) 
А теперь достаточно решить перавеяство 

(2а- 2)/3 > aj2; 4а - 4 > 3а; а > 4. 
Ответ. (4; +=). 

(2) 
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Все задачи, приведеиные далее в нашем пособии, 

рассматриваются на множестве действительных (ве­

щественных) чисел. 

8 2.2. Подrотовительные упражнения 

М 1. Найдите область определения уравнения 

а) J-ix- 11- а2 - 1 = 7х- 5. 
О т в е т : ни одна пара значений х и а не является 

допустимой. 

б) J2x + а = 3х. 
Решение. 

Область определения уравнения совпадает с мно­
жеством решений неравенства 2х +а > О: 
J а Е R, 
1х > -а/2. 
о J а Е R, 
твет: tXE [-aj2; +оо). 

в) 3,J5 - ах = х. 

Ответ: ]а Е R, 
lXE R. 

г) J-(x 2 - 1)2 -lal = 4xj(a -1). 

Ответ: ' ia=O 
х= 1, 

Ja=O, 
1 х= -1. 

д) Jarccos -1t/ 4 = arcsin а. 
Решение. 

{ 
arccos х -1tj4 >О, 
-1~а~1, · 

{ -1<x~J2;2, 
-1<а~1. 

{ 
arccos х > 1t/4, 
-1~а<1, 

{
аЕ[-1;1], 

Ответ: 
Х Е [-1; J2 /2]. 
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е) J(x- 1)(а + 3) =х-а. 
Решение. 

Достаточно решить неравенство (х -1)(а + 3) >О. 
Рассмотрим ряд случаев: 

1) {а= -3, 2) {а> -3, 3) {а< -3, 
xER; х>1; х<1. 

Проиллюстрируем ответ в системе :координат 

(аОх) (рис. 139). 

х 

а 

Рис. 139 

Координаты любой точки заштрихованных облас­
тей входят в ООУ, т. е. ООУ- это множествопар 
:координат всех этих точек. 

ж) Jx +а + JX = 1. 
Решение. 

{ х+а >О, х >О, 
{ 
х >-а, 

х>О. 

Рассмотрим ряд случаев: 

1) если а> О, то х >О; 
2) если а < О, то х > -а. 

{ а> О, {а< О, 
Ответ: 1) х>О; 2) х>-а. 
Воспользуемся опять системой :координат (аОх) 

(рис. 140). 
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з) Jт - 2х - х 2 = 2. 
Решение. 
Решим неравенство 

х2 + 2х-т <О. 
Определим D1 = D/4: 

х 

D1 = 1 +т. О а 

1) D1 =О, т= -1: Рис. 140 
(х+1)2 <0,х=-1. 
2) т< -1: решений нет. 

3)т>-1: ХЕ[-1-J1+т;-1+J1+т] (*). 
Нанесем результаты на ось параметра (рис. 141). 

-1 

Рис. 141 

Ответ: 1) J т= - 1, 1 х = -1; 

(*) 
т 

(ось ответа) 

2){т>-1, 
х Е [-1- J1 +т; -1 + J1 +т]. 

и) Ja- х + Jx- 3 = 1. 
Решение. 

\
а Е R, 

Составим и решим систему х <а, 

х>3. 
Если а< 3, то система решений не имеет. 
Если а= 3, то х = 3. 
Если а> 3, то 3 < х <а. 
А теперь легко записать ООУ (рис. 142). 

{ а= 3 
Ответ: 1) х= 3 ; 

3 

Рис. 142 

{ а> 3 -
2) 3 < х'< а. 

а 

(ось ответа) 
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.М 2. Решите уравнение J(x- 1)/(а + 2) = -4. 

О т в е т : решений нет ни при каком а е R . 

.М 3. Решите уравнение J-x2 - Ь2 = 2х + Ь. 
О т в е т : 1) Если Ь = О, то х = О. 

2) Если Ь-:;; О, то решений нет . 

.М 4. Решите уравнение 

J(x- а)(х- 3) = Jx- а • Jx- 3. 

Решение. 

Множество решений уравнения совпадает с его 

облас'l'Ъю определения. Достаточно решить систе­

му неравенств 

J х-а > О, J х > а, 
1 х- 3 >О; 1 х > 3. 

Ответ: 1)Ja= 3, 
1х > 3. 

2) J а> 3, 3) J а< 3, 
1 х >а. 1 х > 3. 

Проиллюстрируем ответ в 

системе координат (аОх) 

(рис. 143) . 

х 

о 

Рнс. 143 

.М 5. Решите уравнение Jarcsin х = 3 + а2 • 

Решение. 

3 а 

В области определения уравнения ( i ~ ~ ~< 1) 

имеют место неравенства: О ~ Jarcsin х ~ Jn/2, 
3 + а2 > 3. 
Откуда следует, что данное уравнение решений не 

имеет. 

О т в е т: решений нет ни при каком значении 

ае R . 

.М 6. Решите уравнение Jcos х = -а2 + 2а - 1. 
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Решение. 

Перепишем данное уравнение в виде 

откуда заключаем, что оно имеет решения только 

при а= 1. 

Jcos х =О, cos х =О, х = n/2 + nk, k Е Z. 

Ответ: 1) Если а= 1, то х = n/2 + nk, k Е Z. 
2) Если а* 1, то решений нет. 

М 7. Решите уравнение -./sin х =а. 

Решение. 

Рассмотрим ряд случаев. 

1) а Е (-=;О) U (1; +=):решений нет. 

2) а = 0: х1 = nn, n Е Z. 

3) а= 1: sin х = 1, х2 = n/2 + 2nk, k Е Z. 

4) а Е (О; 1): sin х = а2 , х3 = (-1)m arcsin а2 + nm, 
те Z. 

О т в е т: легко списать с оси параметра а (рис. 144). 

о 1 

Рис. 1.44 

а 

(ось ответа) 

М 8. Решите уравнение Ja2(x- 1)2 = а(х- 1). 

Решение. 

Множество решений уравнения совпадает с мно­

жеством решений неравенства а(х -1) ~О. 

Ответ: 1)Еслиа=О,тохе R. 
2) Если а> О, то х ~ 1. 
3)Еслиа<О,тох< 1. 
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М 9. Решите уравнение 

J(Ь- 1) 2 (х + 2) 2 = -I(Ь- 1)(х + 2)1. 

Решение. 

Учитывая, что 2nJA ;;;;, О, где А ;;;;, О, достаточно ре­
шить уравнение (Ь- 1)(х + 2) =О. 

Ответ: 1) Если Ь = 1, то х Е R. 
2) Если Ь-:;:. 1, то х = -2. 

М 10. Решите уравнение axJx- 2 =О. 

Решение. 

Найдем сна-rfала ООУ: {а Е R, 
х;;;;, 2. 

1) х- ' 2) -' { 
-2 {х > 2 

аЕ R. ах-О, {х> 2, 
а=О. 

О т в е т : 1) Если а = О, то х ;;;;, 2. 
2) Если а-:;:. О, то х = 2. 

М 11. Решите уравнение (а2 + 1)л/Х + Jx + 2 =О. 

Решение. 

Данное уравнение в области его определения 

({ а Е R,) равносильно системе уравнений 
х;;;;,о 

{ (а
2 +1)л/Х =О, 
~ которая решений не имеет. 

лj:JC ;- 2 =о, 

О т в е т: решений нет ни при каком значении а Е R. 

М 12. Решите уравнение т2 Jх- 5 + lx- 71 =О. 
Решение. 

Составим систему { т2 Jx- 5 =О, 
lx- 71 =О; 

О т в е т : 1) Если т = О, то х = 7. 

{ т=О, х= 7. 

2) Если т-:;:. О, то решений нет. 
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М 13. Решите уравнение г::а = JX -1. 
",fX+ 1 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
х;;;.о. 

Перейдем к уравнению а = х - 1, откуда х = а + 1. 
Исследование. 

{ х=а+ 1, 
а+ 1 ;;.о, 

О т в е т : 1) Если а ;;;. -1, то х = а + 1. 
2) Если а< -1, то решений нет. 

8 2.3. Простейwие иррсщионаяьные уравнения 
с параметром 

М 1. Решите уравнение ~ = а2. 

Решение. 

Данное уравнение в своей области определения рав­

носильно уравнению х - 1 = а4 , откудах = 1 + а4. 
О т в е т : х = 1 + а4 при а Е R. 

М 2. При каких значениях параметра а уравнение 

J х + а + а - х = О имеет корень х0 = О? 

Решение. 

Если х0 =О- корень, то Ja +а= О. Достаточно 
Ja =0, 

решить систему а = о, 

а;;;. О, а= О. 

Ответ: О. 

М 3. Найдите все значения а, при которых число 
х = 2 является корнем уравнения 

(а- 3х2 - cos ll1t х) • Jв- ах =О . 
.._ 4 



2.3. Простейwне нррацнональные уравнення с параметром 1 119 

Решение. 
Подставляем в данное уравнение вместо х число 2: 

(а- 12- cos l;п) Jв- 2а =О, 

(а- 12)J8 - 2а =О. 

1[ 
а= 12 

Достаточно решить систему а= 4,' 
8-2а;;;.о,а=4. 

Ответ: 4. 

М 4. Решите уравнение J х + 3 = с. 

Решение. 

1) Если с< О, то решений нет. 

2) Пусть с;;;. О: х + 3 = с2, х = с2- 3. 

О т в е т : 1) Если с ;;;. О, то х = с2 - 3. 
2) Если с< О, то решений нет. 

М 5. Решите уравнение Jx- 2а = 1- а. 

Решение. 

Данное уравнение в своей области оnределения рав-

{ 
х- 2а = (1- а)2 , { х = 1 + а2 , 

носильно системе 1 _ ...._О· _.-- 1 а""' , а""" • 

О т в е т: 1) Если а ~ 1, то х = 1 + а2 • 
2) Если а> 1, то решений нет. 

М 6. Решите уравнение Jax + 5а = 1. 

Решение. 
Решим уравнение ах + 5а = 1, которое равносиль­
но данному в области его оnределения (следствие 
из теоремы 11). 
Ответ: 1) Если а= О, то решений нет. 

2) Если а::;:. О, то х = (1- 5a)ja. 

М 7. При каких значениях nараметра а уравнение 

Jx- 1 = 2а -lxl имеет решения? 
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Решение. 

ООУ: {а Е R, 
х;;;. 1. 

Решим данное уравнение графически, предвари­

тельно переписав его в виде Jx- 1 = 2а- х, учтя 
область определения уравнения. 

Рассматриваем функции: у = J х - 1 , у = 2а - х 
(рис. 145). 

у 

х 

Рнс. 1.45 

Прямая с уравнением у = 2а - х пересечет график 

функции у= Jx- 1, если а> 1/2. 

Ответ: а> 1/2. 

М 8. Решите уравнение J х2 + ах + 4 = х. 
Решение. 

j х2 + ах + 4 = х2 

Решим систему 1 х ;;;. О, _ ' равносильную 

данному уравнению в области его определения: 

{ ах= -4, 
х>О. 
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1) Пусть а= 0: О· х = -4. Решений нет. 

{ х = -4/а 
2) Если а > О, то система х ;:;;, 0 ' решений не 

имеет. 

3) Если а< О, то х = -4/а. 

Ответ: 1) Если а< О, то х = -4ja. 
2) Если а;:;;, О, то решений нет. 

М 9. Реши~е уравнение а JX = 1 - а. 
Решение. 

1) Пусть а = 0: О· JX = 1. Уравнение решений 
не имеет. 

2) Если а ~О, то переходим к простейшему урав-

1 а 1 х = (!.=.!!)
2

, нению JX = --- , а затем к системе а 
а 1-а 

--;;,о: 
а 

х- --_ (1- а) 2 

а ' Обозначим это решение (*) на 
а Е (О; 1]. 

рис. 146. 

0 ~ 
о 

(*) ~ 0 .. 
1 а 

(ось ответа) 

Рис. 146 

Представим результаты на оси ответа (рис. 146). 
О т в е т : 1) Если а Е (О; 1], то х = ( 1 j а - 1 )2 • 

2) В остальных случаях решений нет. 

М 10. Решите уравнение 1/х2 + 2ах + а2 = 1. 
Решение. 

Прообразуемлевую часть уравнения: 1/(х + а) 2 = 1. 
т ( + )2 1 [ х +а= 1, [ х = 1- а, 
огда х а = ' х+а=-1, х=-1-а. 
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О т в е т: уравнение имеет два корня х = 1 - а и 
х = -1 - а при любом значении а Е R. 

а-1 
.N211. Решите уравнение ~ = 1. 

"JX+ 1 
Решение. 

ООУ: {ае R, 
х>-1. 

Переходим к уравнению а - 1 = J х + 1 , равно­
сильному в найденной ООУ данному уравнению, а 
затем к системе 

{ 
х + 1 = (а - 1 )2 , 

а;;;;: 1, 

И с с л е д о в а н и е. 

{ 
х =а( а- 2), 
а;;;;: 1. 

1 

х = а(а- 2), 1 х = а(а- 2), 
а2 - 2а > -1, (а -1)2 >О, 
а;;;;:1, а;;;;:1, 

{ 
х =а( а- 2), 
а> 1. 

Ответ: 1) Если а> 1, то х = а(а- 2). 
2) Если а~ 1, то решений нет . 

.М 12. Решите уравнение J5 - х = Ja . 
Решение. 

Это уравнение в своей области определения равно-

{ 5-х=а {х=5-а сильно системе ~ 
0 

' Имеем: ~ 
0 

' 
a:r . a:r . 

О т в е т : 1) Если а ;;;;: О, то х = 5 - а. 
2) Если а< О, то решений нет . 

.М 13. Решите уравнение J х + 1 = J а - х . 
Решение. 

. {х+1=а-х · 
Решим систему х ;;;;: _

1
, ' которая равносиль-

на данному уравнению в его области определения. 

J х =(а- 1)/2, 
1 (а- 1)/2;;;;: -1, { 

х =(а- 1)/2, 
а;;;;: -1. 

Ответ: 1) Если а;;;;: -1, то х =(а- 1)/2. 
2~ Если а < -1, то решений нет. 
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М 14. Решите уравнение Jx + 2а = Ja- 2х. 
Решение. 
Достаточно решить систему 

J х + 2а =а- 2х, j х = -а/3, 
1 х > -2а, 1-а/3 > -2а, 
Ответ: 1) Если а> О, то х = -aj3. 

J х = -а/3, 
1а> О. 

2) Если а< О, то решений нет. 

М 15. Решите уравнение Jax- 1 = Jx +а. 
Решение. 

Решим систему {ах- 1 = х +а, { х(а -1) =а+ 1, 
х >-а; х >-а. 

Сначала решаем уравнение х(а- 1) =а+ 1. 
1) Пусть а= 1: х ·О= 2, решений нет. 
2) Если а :F-1, то х =(а+ 1)/(а- 1). 
Опять переходим к системе 

х =(а+ 1)/(а- 1), х =(а+ 1)/(а- 1), 
a:F-1, a:F-1, 
(а+ 1)/(а- 1) >-а, (а2 + 1)/(а- 1) >О, 

{ 
х =(а+ 1)/(а- 1), 
а> 1. 
Ответ: 1) Если а> 1, то х =(а+ 1)/(а- 1). 

2) Если а< 1, то решений нет. 

М 16. Решите уравнение Jx + а = J2a + ах. 
Решение. 
Составляем и решаем систему 

{ 
х +а= 2а +ах, { х(1- а)= а, 
х >-а, х >-а. 

1) Если а = 1, то система и данное уравнение ре­
шений не имеют. 

х = а/(1- а), 

2) а :~:- 1: а :~:- 1, 
а/(1-а)>-а, 

х = aj(1- а), 

а# 1, 
а(2- а)/(1- а)> О, 

j 
х = а(1- а), 

а:~:-1, 

(2а- а2)/(1 -а)> О, 
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{ 
х = а/(1 -а), 

а Е [О; 1) U [2; +=)(рис. 14 7). 

g ~х=~~ g ~=~~ 
О 1 2 а 

(ось ответа) 

Рнс. 147 

Ответ: 1) Если а Е [О; 1) U [2; +=),то х = aj(1- а). 
2) Если а Е (-=;О) U [1; 2), 
то решений нет. 

М 17.Решитеуравнение(а-2)./х + 1 =0. 

Решение. 

ООУ: jaE R, 
1 х > -1. 

Ответ: 1) Если а= 2, то х > -1. 
2) Если а 7:-2, то х = -1. 

М 18. Решите уравнение (х- 2a)Jx + 2а =О. 

Решение: 

ООУ: jaE R, 
1х > -2а. 

1) J х1 = 2а, 
12а > -2а, { 

х1 = 2а, 

а>О. 
2) х2 = -2а, а Е R. 

Ответ: 1) Если а< О, то х2 = -2а. 
2) Если а > О, то х1 = 2а, х2 = -2а. 

М 19. Решите уравнение (х- 2)/ Ja2 - ах- 3 =О. 
Решение. 

Решим систему 

Jx=2, 
1 а2 - 2а- 3 > О; { ~; ~~=; -1) u (3; +=). 

Ответ: 1) Если а Е (-=; -1) U (3; +=),то х = 2. 
2) Если а Е [-1; 3], то решений нет. 
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М 20. Решите уравнение JX • Jx +За = 2а. 
Решение. 

j
aE R, 

ООУ: х;;;. О, 

х;;;. -За. 

Представим ООУ с помощью оси параметра а 
(рис. 148). 

х ;;> -3а х#О .. 
о а 

Рис. 148 

Перейдем к уравнению Jx(x +За)= 2а, равносиль­
ному данному в найденной ООУ, а затем к системе 

{ 
х2 +Зах= 4а2 , { х2 +Зах- 4а2 =О, 
а ;;;. О, а ;;;. О, 

1[ 
х =а, 

х=-4а, 
а ;;;. О, 

{ х=а, а;;;. О. 

Опять воспользуемся осью параметра а, но уже 
как осью ответа (рис. 149). 

х=а .. 
о 

Рис. 149 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а;;;. О, то х =а. 
2) Если а< О, то решений нет. 

М 21. Решите уравнение Jx- З =х-а. 
Решение. 

{ х-З=(х-а)
2 

Переходим к системе ..._ ' которая рав-
хrа, 

носильна данному уравнению в области его опре­

деления. 

{ 
~2 - х(2а + 1) + а2 + З =О, 
х;;;. а. 



126 1 Раздел 1. 2. Иррациональные уравнения н системы 

Решим сначала квадратное уравнение. 

D = (2а + 1)2 - 4а2 -12 = 4а- 11. 
1) Если а< 11/4, то решений нет. 
2) Пусть а = 11/4: х1 , 2 = 13/4. Заметим, что 
13/4 > 11/4. 
3) Если а> 11/4, то уравнение имеет два различ­
ных корня: 

х1 = (2а + 1 + J4a - 11 )/2; 

х2 = (2а + 1 - J4a - 11 )/2. 

Легко видеть, что х1 > а при а > 11/4. Узнаем, 
когда х2 #а, если а> 11/4: 

(2а + 1 - J4a - 11 )/2 # а, 1 - J4a - 11 > О, 
J4a -11 ~ 1, 

{ 
4а -11 ~ 1, 
а> 11/4, { а~ 3, 

а> 11/4. 
Заполняем ось параметра (рис. 150). 

11/4 3 
Рнс. 150 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1)Еслиае (11/4;3],тоуравнение 
имеет два корня 

х1 = (2а + 1 + ,Jr74_a __ --:::1:-:::-1 )/2, 

х2 = (2а + 1 - J4a- 11 )/2. 
2) Если а= 11/4, то х = 13/4. 
3) Если а> 3, то х1 = (2а + 1 + J,-4-a---1-1)/2. 
4) Если а< 11/4, то корней нет . 

.N2 22. Для каждого а определите число решений 

уравнения J21x1- х2 =а . ... 
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Решение. 

1) Если а< О, то уравнение решений не имеет. 

2) Пусть а = 0: 2lxl - х2 = О, [ ~: ~2, Получили 
х=2. 

три решения. 

3) При а> О переходим к уравнению 2lxl- х2 = а2 • 
Сделаем замену: lxl = t, где t;;;:. О. Решаем уравне­
ние второй степени t 2 - 2t + а2 = О, где t ;;;:. О, а > О; 
D 1 = 1- а2 • 

а) а> 1: решений нет. 
б) а= 1;. t = 1, х = ±1. 

в) О< а< 1: t 1 = 1 + J1- а2, t 2 = 1- J1- а2 • 
Легко видеть, что t 1 >О и t 2 >О при О< а< 1. По­
этому данное уравнение имеет четыре корня: 

х1 , 2 = ±(1 + J1 - а2 ), х3 , 4 = ±(1 - J1 - а2 ). 
Ответ списывается с оси параметра (рис. 151). 

"' о 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 151 

Ответ: 1) Если а= О, то три решения. 
2) Если а = 1, то два решения. 
3) Если а Е (О; 1), то четыре решения. 
4) Если а Е (-=;О) U (1; +=), 
то решений нет. 

М 23. Решите уравнение 

х =а+ Jx2 + 2(а + 1)х + 4а. 
Решение. 

Перепишем данное уравнение в виде 

Jx2 + 2(а + 1)х + 4а =х-а. 
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Теперь перейдем к системе 

{ х-а;;;" О, х2 + 2(а + 1)х + 4а = (х- а)2 ; 

{ х ;;;"а, 2(2а + 1)х =а( а- 4). 

1) а= -1/2: решений нет. 

. _ а(а- 4) * 
2) а :;t: -1/2. х- 2 ( 2 а + 1) ( ). 

+ + Решим теперь неравенство 

а( а- 4) 2 . -3а(а + 2) 2 0 

о/44////с'{'. if/////////8 .. 

2(2а + 1) 17 а, 2а + 1 17 
' 

-2 -112 О а 

Рнс. 152 
а(а + 2) 
2а + 1 ..;;;; О (рис. 152). 

Заполняем ось ответа (рис. 153). 

(*) 2 0 ~ (*) ~ 0 .. 
-2 о а -1/2 

(ось ответа) 

Рнс. 153 

Ответ: 1)Еслиае (-=; -2] U (-1/2; 0], 
а(а- 4) 

то х = 2(2а + 1) · 

2) В остальных случаях решений нет. 

М 24. Решите уравнение Va 2 + ах = х +а. 
Решение. 

{ а е R, 
ООУ: ХЕ R. 

Перейдем к уравнению а2 +ах= (х + а)3 , которое 
равносильно данному~ ООУ: 

(х + а)((х + а)2 - а)= О, 

[ 
х =-а, 

(х + а)2 =а. 
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Ответ: 1) Если а~ О, то х =-а- единственное 
решение. 

2) Если а > О, то уравнение имеет три 

корня: х = -а, х = -а + Ja, х = -а - Ja . 
М 25. При каких значениях параметраn система урав-

нений J JY = 11 JX
1
x' имеет единственное решение? lY = nx + 

Решение. 

Установим область определения системы (ООС): 

j
nER, jy=nx+1, 

х >О, 1 ../nx + 1 = 1/ JX, 
у>О. 

{ 
у = rt:x: + 1, { у = nx + 1, 
nx + 1 = 11 х, nx2 + х - 1 = О. 

{ у= 1 
1) Пусть n = 0: х = 1: В этом случае система име-

ет единственное решение (1; 1). 
2) Пусть n -:J:. О. Тогда уравнение nx2 + х - 1 = О -
второй степени, причем D = 1 + 4n. 
Нам надо найти такие значения n, при каждом из 
которых уравнение nx2 + х - 1 = О имеет единст­
венный положительный корень. 

а) Если D =О, т. е. n = -1/4, то х = 2 >О. 
б) Пусть теперь D >О, т. е. n > -1/4. 
Тогда х1 • х2 < 0: 

{
n>-1/4, {n>-1/4, 0 -1/n <О, n >О, n > · 
Ответ: {-1/4} U [О;+=). 

Упражнения для самостоятельного решения 

1) Найдите область определения уравнения 

а) J-(x- 1)2 - arccos а =ах- 3. 

Ответ:{а= 1 , 
х= 1. 

б) ../а(х- а) = х. 

5-5664 
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Ответ:1){а=О, 2){а>О, 
ХЕ R. х ;;;.а. 

в)~~=~ = Jx- 2а. 
Ответ: 1){а> 1 , 2)ja= 1• 

х;;;;. 2а. 1 х > 2. 

3)Ja<1, 
1 х Е [2а; 2) U (2; +оо). 

г) Jarcsinx = ~. 
~arёSinli 

3) {а< О, 
х~а. 

Ответ: 1){аЕ [- 1 ;О), 
о< х ~ 1. 

2) {а Е [-1; 0) U (О; 1], 
х=О. 

д) Jсь- 2)(х2 - 1) = ьх. 

Ответ:1)JЬ= 2R• 2){Ь>2, 
1 х Е • lxl ;;;;.1. 

3) j ь < 2, 
11xl ~ 1. 

е) Jc- х + Jx- 2 = 3. 

2) {с> 2, 
2 ~ х~ с. 

ж) Jx 2 - 2х + n- 3 = n- 3. 

n < 4, 

Ответ :1) { n;;;;. R4 • 
ХЕ • 

2) ХЕ (-оо; 1- J4- n]U 

U [1 + л/4 - n; +оо). 

2) При каких значениях а уравнение 

JX + а + х - а2 = 2 имеет корень х0 = 1? 

3) Решите уравнения: 

а)~=а. 

б) Jьх - 3 = ь- 3. 

в) Jx2- Ьх- 3 = -х. 

г) (Ь- 1)J[X] = Ь. 

) х+4 -о д---

Jx-a · 
с 2 - 9 

е)-- =с-3. 
Jx- 2 



2.4. Более сложные иррациональные уравнения и системы 1 131 

4) При каких значениях а уравнение Jx +а = а 
имеет два корня? 

5) Решите уравнения: 

а) j3 - ах = .Га . 
б) J2x - 1 = JЬ+Х. 

в) Jx- Ь = Jьх- 2Ь. 

ж)х+ JX =а. 

г) (а2 -1)Jx- 3 =О. 

д)(2х- Ь)Jх + Ь =О. 

е) J4x +а = 2х -1. 

з) Jx- 1 · J2ь- х = Jь2- ь. 

и) _а_= JX +3. 
JX-3 

:к) 3Jx2- 3х +аЗ+ 3а2 =а+ 1. 

• 2.4. &опее спожные иррационапьнь1е 
уравнения и системы с параметром 

М 1. Решитеуравнение J(15x- 2)2 = J(5- 15х)2 -а. 

5* 

Решение. 

ООУ: J а е R, 
lXE R. 

Освободившись от ради ка-

2/15 1/3 

Рнс. 154 

х 

лов, получим уравнение j15x - 21 = j15x- 51 -а, 
равносильное в ООУ данному. Раскроем модули, 

для чего отметим на оси нули подмодульных выра­

жений (рис. 154) и решим данное урав~ение на 
каждом из полученных промежутков. 

{ 
х ~ 1/3, { х ~ 1/3, 
15х- 2 = 15х- 5- а, а= -3, 

1 2/15 < х < 1/3, 1 2/15 < х < 1/3, 
115х- 2 = 5- 15х- а, 1 х = (7- а)/30, 

{ 
х.;;;; 2/15, { х.;;;; 2/15, 
2- 15х = 5- 15х- а; а= 3; 
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{ ~: =~~· 
{ 
х < 2/15, 
а= 3, 

{~: =~~· 
{ х < 2/15, 
а=3, 

{ 
х = (7- а)/30, 

2/15 < (7- а)/30 < 1/3, { 
х = (7- а)/30, 

-3 <а< 3 (рис. 155) . 

-3 3 

Рис. 155 

.. 
а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а Е (-3; 3), то х = (7- а)/30. 
2) Если а= -3, то х;;;;. 1/3. 
3) Если а= 3, то х < 2/15. 
4) Если а Е (-оо; -3) U (3; +оо), то реше­
ний нет. 

М 2. При :каких значениях параметра k уравнение 

х + 2kJx + 1 - k + 3 =О имеет решения? 

Решение. 

Пусть Jx + 1 = t, где t;;;;. О. Тогда получим уравне­
ние второй степени t 2 + 2k • t- k + 2 =О, у которо­
го D1 = k2 + k- 2. Узнаем, при каких значениях k 
полученное уравнение имеет два отрицательных 

корня: 

1

D1 >О, 

-2k <о, 
2 -k >о, 1 

(k + 2)(k- 1) >о, 
k >о, 
k < 2 (рис. 156). 

Получим, что 1 < k < 2. 
Поэтому данное уравне­

ние имеет решения, если 

k Е (-оо; -2] U [2; +оо) U {1}. 

~ 

Ответ: (-оо; -2] U {1} U 

U [2; +оо). 

-2 1 k 

-----{Cf////////////1///f>------

0 2 k 

Рис. 156 
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М 3. Найдите значение а, если известно, что прямая 
у= 2х + 1 является касательной к графику функ-

цииу=J4х2+а +3х. 
Решение. 

Напишем общее уравнение касательной: 

у =У о + у'(х0)(х- х0), 
где х0 - абсцисса точки касания. С одной стороны, 

4х 
у'(х0) = 2, с другой стороны, у'(х0) = J 0 + 3. 

4хб +а 
4х0 

Составим уравнение + 3 = 2: 
J4хб +а 

- { х0 ~ О, { х0 ~ О, 
J4хб +а = -4Хо, 4хб +а= 16хб, а= 12хб. 
Тогда 

Уо = J16x5 + 3х0 , Уо = -4х0 + 3х0 , у0 = -х0 • Подста­
вим выражения для у0 , у'(х0) в общее уравнение ка­
сательной: у = -х0 + 2(х - х0), у = 2х- 3х0• И далее: 

2х-3х0 =2х+1, x 0 =-1j3. 

Откуда а = 4/3. 
Ответ: 4/3. 

М 4. При каких значениях параметра а уравнение 

л/1- 2х =ах не имеет решений на [-4; О]? 
Решение. 

Будем решать графически в системе координат 

(хОу). Построим графики функций у= л/1- 2х и 
у= ах (рис. 157). 
Легко видеть, что при а > О уравнение не имеет 
решений на [ -4; 0]. Пусть а< О. Прямая, проходя­
щая через начало координат и точку ( -4; 3), зада­
ется уравнением у= -3xj4. Если а> -3/4 (напри­
мер, а= -1/4), то данное уравнение не имеет ре­
шений на [ -4; 0]. 
Ответ: а> -3/4. 
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у 

4 

-4 

Рнс. 157 

М 5. Решите уравнение 

у= О (а= О) 

3J(a + х)2 + 43J(a- х) 2 = 53Ja2- х2. 
Решение. 

J а е R, 
ООУ: lXE R. 

l)Пустьа=О: 5W =-5W,x=O. 

х 

2) Если а :1:- О, то х =а не является корнем данного 

уравнения, а потому 3J(a- х)2 :1:- О. Разделим обе 

части уравнения на 3J(a- х)2: 

~(а + х)2 
+ 4 = 5 ~а + х . 

а-х а-х 

Пусть t = зJа + х , тогда [ t = 4
1

' 
а-х t= ; 

3-- = ' 63 
а-х х = 

65 
а, 

[ 

~+х 4 -

~а + х ~ 1, [ х ~О (рис. 158). 
а-х 
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~ х = О, х = 63aj65 х = О, х = 63aj65 .. 

О а 
(ось ответа) 

Рнс. 158 

О т в е т: 1) Если а= О, то х = О. 
63 2) Если а'# О, то х = О, х = 65 а. 

5а2 

М 6. Решите уравнение х + ,Ja2 + х2 = --;=;::::::::===::; 
Ja2 + х2 

Решение. 

ООУ: {ае R, 
~ а2 + х2 >О. 

Умножим обе части уравнения на Ja 2 + х2: 
xJa2 + х2 + а2 + х2 = 5а2, xJa2 + х2 = 4а2- х2. 
Возведя обе части уравнения в квадрат, перейдем 

к уравнению-следствию: 

х2(а2 + х2) = (4а2 - х2)2 , 9а2х2 = 16а4 • 

Рассмотрим два случая. 

1) а= О. Исходное уравнение примет вид 

х+ bl =0/bl, х+ Jxi=O/Ixl, х< О. 
2) а'# О; х2 = 16a2j9, х1 = 4aj3, х2 = -4aj3. 

Проверка. 

5а2 

1) х1 = 4aj3; 4aj3 + ,Ja2 + (4а/3)2 =г=:====:::: 
Ja 2 + (4aj3)2 

4aj3 + 5Jal/3 = 3a2jJaJ, а = JaJ. Если а > О, то 
х1 = 4aj3 - корень уравнения. Если а< О, то х1 не 
является корнем данного уравнения (рис. 159). 

'V<V x 2 =-4aj3 ~ 

о 

Рнс. 159 

х1 = 4aj3 

а 

(ось ответа) 
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2) х2 = -4aj3; 

-4а/3 + Ja 2 + ( -4а/3)2 = 5a2 j Ja 2 + ( -4а/3)2 , 
-4а/3 + ~lal/3 = 3a2/lal, -а= lal. 
Если а < О, то х2 - корень данного уравнения, а 

при а> О х2 не является корнем (рис. 159). 

О т в е т : 1) Если а = О, то х < О. 
2) Если а > О, то х = 4aj3. 
3) Если а < О, то х = -4aj3. 

М 7. Решите уравнение J2x- а = 4- х. 
Решение. 

{ 
2х- а= (4- х)2 , { х2 - 10х + 16 +а= О, 

1 с по с о б. / 4 х .,.;: 4 
х"" ' "" . 

D1 = 25- 16- а= 9- а. 

а) D1 = О, а = 9: х1 , 2 = 5. Но б > 4. Поэтому в этом 
случае исходное уравнение решений не имеет. 

б) D1 <О, а> 9: решений нет. 

в) D1 >О, а< 9~ х1 = 5- J9 - а; х2 = 5 + J9 - а. 

j
x1 = 5- J9 - а, 1х1 = 5- J9 - а, 

{ х =5-J9- а 
1) 5- J9- а< 4, J9- а> 1, а 1< 8 . ' 

а< 9, а< 9, 

2) х2 = 5 + J9 - а . Легко видеть, что х2 > 5 при 
а < 9 (рис. 160). 

8 9 

Рнс. 160 

.. 
а 

(ось ответа) 

Ответ: 1)Еслиа<8,тох=5-J9-а. 
2) Если а> 8, то решений нет. 

{ 
х2- 10х + 16 +а =О, 

2 сп о с о б. /4 
х"" ' 

{ а= -х
2 + 10х- 16, 

х<4. 
. ... 
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Решаем графически в 

системе координат (хОу). 

Сначала построим график 

функции f(x) = -х2 + 10х-
- 16, если х < 4 (1). Урав-
пение у = а задает семей-

ство прямых, параллель-

ныхосиОх. 

Если а > 8, то прямая с 
уравнением у = а не пе­

ресекает график функ­

ции (1). Если а< 8, толю-
бая прямая с уравнением 

у = а Пересекает график 
функции ( 1) в одной точ­
ке, абсцисса которой и яв-

у 

\ 
у=8 1 

5 1 

1 

о 

-5 

-10 

-15 

Рнс. J 6 J 

ляется решением: х = 5- J9 - а (рис. 161). 

3 с п о с о б. Опять начинаем с системы 

{ 
х2 - 10х + 16 +а= О, 
х<4. 

1) Если а > 9, то решений нет. 
2) D1 >О, а< 9. 
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10 х 

Воспользуемся теоремами о расположении кор­

ней квадратного трехчлена. 

Пусть f(x) = х2 - 10х + 16 +а (рис. 162). Пунктир­
нан стрелка от 4 к х1 означает, что 4 может со­
впасть с х1 • В этом случае f(4) =О. 
Нас будет интересовать 

только один случай. 

f(4) <о, 
16 - 40 + 16 + а < О, 
а<8. 

Если а < 8, то уравнение 
Рнс. 162 

имеет один корень. В остальных случаях решений 

нет. 
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.N'2 8. При каких значениях параметра k уравнение 

х Jkx - х2 + 1 = О имеет решения? 
Решение. 

{ 
k Е R, { k Е R, 

ООУ: kx-x2>0, x(k-x)>O. 
Проанализируем ООУ, выделив из нее подмножест­
во, на котором могут быть решения. Заметим снача~ 

ла, что выражение х Jkx - х2 + 1 может быть равно 
нулю при х < О и x(k - х) ;;;;. О. Откуда следует, что 
k- х,;;;; О. А потому х;;;;. k, а значит, k <О. Итак, бу­
дем решать данное уравнение на множестве реше-

ний системы неравенств 1 Z ~~.<О, Уединим ради­
кал и перейдем к системе 

j
x 2(kx-x2)=1, jx4 -kx3 +1=0, 
k <о, k <о, 
k ,;;;; х < 0: k ,;;;; х <о. 
Рассмотрим функцию f(x) = х4 - kхз + 1. 

+ 
• 3k/4 о 

f'(x) = 4х3 - 3kx2; f'(x) = 

= х2(4х - 3k). х = 3k/4 и 
х = О - критические точки 
функции f(x) (рис. 163). 
х0 = 3k 14 - точка мини­

мума функции. 

Рнс. 163 

+ 
х 

Покажем схематично, как должны располагаться 

графики функции f(x) на интервале [k; 0), чтобы 
данное уравнение имело решения (рис. 164). 

у 

х 

Рнс. 16.4 .... 
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Итак, данное уравнение имеет решения, если 

f(x0),.;; О; f(x0) = -27k4/256 + 1, -27k4/256 + 1..;; О, 

k4 > 256/27, lkl > 4/1/27, k ..;; -4/1/27. Заметим, 
что f(k) = 1, f(k) >о. 

Ответ: k..;; -4/1/27. 

М 9. Решите уравнение J х + а = а - JX . 

Решение. 

j
ae R, 

ООУ: х+а>О, 
х>О._ 

Данное уравнение в своей области определения 

j
x+a=a2 -2aJX +х, 

равносильно системе 

JX ..;; а; 

{ 
2aJX = а(а -1), 

JX ..;;а. 
Рассмотрим ряд случаев. 

1) Если а= О или а= 1, то х =О. 

2/Х =а-1, 

2) Перепишем систему в виде JX ,.;; а, 
а-:;:. О, 

а-:;:. 1. 

Если а е (-=;О) U (О; 1), то решений нет. 
Пусть теперь а > 1: 

1 

JX =(а- 1)/2, 
(а -1)/2..;; а, 
а> 1, . 

J х = (а; 1 )2, 
1 а> 1 (рис. 165). 

{ 
JX =(а- 1)/2, 
а> 1, 
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О 1 а 
(ось ответа) 

Рис. 165 

Ответ: 1) Если а?> 1, то х =((а -1)/2)2 • 

2) Если а =О, то х = О. 
3) Если а Е (-=; О) U (О; 1), то решений 
нет. 

М 10. Решите уравнение Jlxl + 1 - JiXi =а. 

Решение. 

ООУ: jaE R, 
lXE R. 

Легко видеть, что при а ~ О уравнение решений не 

имеет ( Jlxl + 1 > JiXi ). Перепишем данное урав­

нение, где а> О, в виде Jlxl + 1 = JiXi +а и воз­
ведем обе части полученного уравнения в квад-

рат: lxl + 1 = lxl + 2aJiXj + а2 , 2aJiXi = 1 - а2 , 
fi"":"J 1- а2 

-vlxl = 2а. Если а> 1, то последнее уравнение 

(и данное) решений не имеют. Если а Е (О; 1], то 

(1 а2 ) 2 (1 а2)2 

lxl = ;а , х = ± ;а (*)(рис. 166). 

~(*)~ 
о 1 

Рис. 166 

а 

(ось ответа) 

(
1 - а2)2 

Ответ: 1) Если а Е (О; 1], то х = ± 2а . 

2) В остальных случаях решений нет. 
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М 11. Решите уравнение J1 - х2 + х =а. 

Решение. 

1 с п о с о б. Представим данное уравнение в виде 

J1- х2 =а-х, а затем возведем обе части полу­
ченного уравнения в квадрат. При этом возможно 

появление посторонних решений. Необходима про­

верка. 

Решаем уравнение 2х2 - 2ах + а2 - 1 =О, являю­
щееся следствием данного. 

а) D1 < 0: 2- а2 <О, iai > J2. Решений нет. 
б) D 1 = 0: 1) а= J2, х1 , 2 = J2 /2. 

Проверка показывает, что при а= J2 
х1 , 2 = J2 /2 - корни уравнения. 

2) а= -J2, х1 , 2 = -J2 /2. Тогда -J2 + J2 /2 <О. 

В этом случае корней нет. 

в) D 1 > 0: -J2 <а< J2; х1 =(а- J2- а2 )/2, х2 = 

=(а+ J2 - а2 )/2 (рис. 167). 

х1 = -1 

0 \j х1 

-1 -J2 1 J2 а 
(ось ответа) 

Рис. 167 

Для последнего случая делаем п р о в е р к у. 

J 
2 - 2aJ2 - а2 а-~ 

Проверяемх1 : 1- 4 =а- · 2 , 

J(a + J2- а2) 2 =а+ J2- а2, 

ia + J2 - a 2 i =а+ J2 - а 2 , 
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1 
а+ J2 - а2 ;;;. О, 

-J2 <а< J2. 
Решив эту систему, получим, 

что -1 <а< J2. 
Проверяем х2 : подставляем в данное уравнение 

вместо х выражение (а + J2- а2 )/2. Получим 

ia- J2 - а2 1 =а- J2 - а2: 

J а- J2 - а2 ;;;. О, 

1-J2 <а< J2, 
{ 2-а

2 <а2 , 

О< а< J2, 

{ 
Jal >1, 

О<а< J2, 
1<a<J2. 

Ответ: 1) Если -1 <а< 1, то х1 =(а- J2- а2 )/2. 

2) Если 1 <а< J2, то х1 =(а- J2 - а2 )/2, ' 

х2 =(а+ J2 - а2 )/2. 

3) Если а Е (-оо; -1) U (J2; +оо), то реше-
ний нет. 

2 сп о с о б. Уравнение J1- х2 =а-х равносиль-' 
но системе 

{ 
1 - х2 = а2 - 2ах + х2 , 
х<а; { 

2х2 - 2ах + а2 - 1 = О, 
х<а. 

а) D1 < 0: Jai > J2. Решений нет. 
б) D 1 = 0: 

Гn 1 Х1 2 = J2 /2, Гn 
1)а=л~.:., ,;. Гn х12 =л~2/2. 

лJ2/2< л~2~ , 

Гn ~ xl 2 = - J2 /2, . 
2) а = - лJ"' , ' Эта система несов-

-J2!2<-J2. 
местна ... 
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в)D1 >0: -J2 <а< J2. 

х1 =(а- J2 - а2 )/2, 

1) (а- J2 - а 2 )/2 ~а, 

/а/< J2, 

х1 =(а- J2 - а2 )/2, 

О~ а< J2, 

х1 =(а- J2 - а2 )/2, 

-J2 <а<О, 
2- а2 ";;$ а2 • 

х1 =(а- J2 - а 2 )/2, 

-l~a<J2. 

х2 =(а+ J2 - а 2 )/2, 

2) -J2 <а< J2, 
х~а. 

х2 =(а+ J2 - а2 )/2, 

-J2 <а< J2, 
а> О, 

2- а2 ~ а2 , 

х2 =(а+ J2 - а2 )/2, 

l~a<J2. 

х1 =(а- J2- а2 )/2, 

J2- а 2 >-а, 

/а/< J2, 

х1 =(а- J2 - а 2 )/2, 

[ о~ а< J2, 
-l~a<O, 

х2 =(а+ J2 - а2 )/2, 

-J2 <а< J2, 

J2- а2 ~а, 

х2 =(а+ J2 - а2 )/2, 

-J2 <а< J2, 
а>О, 

/а/> 1, 

3 сп о с о б. Метод замены переменной. 
Пусть у= а-х. Тогда данное уравнение примет 

вид J1- (а- у) 2 =у. А это уравнение равносиль-
но системе 

{ 
1- а2 + 2ау- у2 = у2, 
у;;;. о, { 

2у2 - 2ау + а2 - 1 = О, 
у>О. 
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Уравнение системы имеет действительные корни, 

если - J2 < а < J2 . 
Рассмотрим ряд случаев. 

1) -J2 <а< -1: оба корня уравнения отрицатель­
ны, а значит, исходное уравнение решений не 

имеет. 

2)а=-1: у=-i,у=О.Тогдах=-1. 1[
у =о 

у>О. 

3) -1 < а < 1: корни уравнепил системы разных 
знаков. Учитывая, что у ?3 О, выбираем 

у= (а+ J2 - а2 )/2, откудах =(а- J2 - а2 )/2. 

4) а= 1: {у= О, Поэтому { х = 1• 
у=1. х=О. 

5) 1 < а < J2 . Оба корня уравнения системы поло­
жительны: у= (а± J2- а2 )/2, а значит, 

х =(а± J2 - а 2 )/2. 

4 с п о с о б. Опять воспользуемся методом замены 

переменной, но в качестве у возьмем J1 - х2 • Тог­
да 1- х2 = у2 , х2 = 1- у2 , где у ?3 О. Получим сис­
тему 

j
y + х =а, 

J1- х2 =у, 
у>О, 

1
х+ у=а, 

(х + у)2 - 2ху = 1, 
у>О, 

у+х=а, 

х2 + у2 = 1, 
у>О, 

х+ у=а, 

ху = (а2 - 1)/2, 
у>О. 

Воспользуемся теоремой, обратной теореме Виета: 

а2 - 1 
t 2 -at+ - 2- =0, D= 2-а2 • 



2 . .4. Более сложные иррациональные уравнения и системы 1 145 

а) D <О, /а/> J2. Решений нет. 
б) D = 0: 1) а = J2, t 1 , 2 = J2 /2. 2) а 

tl, 2 = -J2 /2, но -J2 /2 <о. 

-J2, 

в) D >О, /а/< J2 : 

х1 =(а- J2 - а2 )/2, 

у1 =(а+ J2 - а 2 )/2, 

х2 =(а+ J2 - а2 )/2, 

у2 =(а- J2 - а2 )/2, 

J х1 =(а- J2 - а2 )/2, 

1-1'-(a<J2, 

J х2 =(а+ J2 - а2 )/2, 

11'-(a<J2. 

- х1 =(а- J2 - а2 )/2, 

(а+ J2 - а 2 )/2 ~О, 

/а/< J2, 
х2 =(а+ J2 - а2 )/2, 

(а- J2 - а2 )/2 ~О, 

/а/< J2' 

5 сп о с о б. Тригонометрическая подстановка. 
Учитывая, что областью определения функции 

у= J1- х2 является отрезок [-1; 1], можно ввес­
ти замену, положив х = sin t, и считать, что 
-n/2 '-( t '-( rt/2. Переходим к уравне~ию sin t + 
+ cos t = а. Делим обе части последнего уравнения 

на J2: sin (t + rt/4) = aj J2. 

1) Если /а/> J2, то данное уравнение не имеет ре­
шений. 

2) Пусть - J2 '-( а '-( J2 . Из соотношений 

-rt/2 '-( t '-( n/2 следует, что -n/4 '-( t + rt/4 '-( 3nj4. 

И тогда -J2 /2 '-( sin (х + n/4) '-( 1. 
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Поэтому, для того чтобы данное уравнение име­

ло решения, необходимо и достаточно, чтобы 

-1/ J2 < aj J2 < 1 или -1 <а< J2. Значит, если 
а Е [-J2; 1), то данное уравнение решений не 
имеет. 

а) Пусть -n/4 < t + n/4 < n/4, т. е. 

-J2 /2 < sin (t + n/4) < J2 /2; отсюда -1 <а< 1. 
Тогда данное уравнение имеет один :корень t + nj 4 = 

= arcsin (aj J2 ); t = arcsin (а/ J2) -n/4, 

х = sin t = sin (arcsin (а/ J2) -n/4) = 

=(а/ J2) · (1/ J2)- л/1 - а2 12 • (1/ J2) = 

=(а- J2- а2 )/2. 

б) Пусть теперь nj4 < t + nj4 < 3nj4: 

1/ J2 < sin (t + n/4) < 1, т. е. 1 <а< J2. 
Уравнение имеет два :корня: 

t + n/4 = arcsin (aj J2 ), от:куда х =(а- л/2- а2 )/2; 

t + nj4 = 1t- arcsin (а/ J2 ), 
от:куда t = 3nj4- arcsin (а/ J2 ), 

х = sin t = ( 11 J2 ) · J 1 - а 212 + (1 1 J2 ) · а 1 J2 
=(а+ J2 - а 2 )/2. 

6 сп о с о б. Геометрическое решение. 

Сведем решение уравнения л/1- х2 =а-х :к на­
хождению абсцисс точе:к пересечения графиков: 

у= л/1 - х2 , у= а-х. 

Уравнение вида у= л/1- х2 , где у> О, является 
уравнением единичной полуокружности: х2 + у2 = 1, 
у> о. (1) 
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Уравнение х + у = а (2) 
задает семейство прямых, 

параллельных биссектри­

се углов II и IV четвертей 
(рис. 168). 

1) Если а < -1, то линии 
(1) и (2) не пересекаются. 
Данное уравнение реше­

ний не имеет. 

2) Если а= -1, то линии пе­
ресекаются в точке (-1; 0). 

Рнс. 168 

Уравнение имеет один корень х = -1. 

х 

3) Еслй -1 <а< 1, то линии (1) и (2) пересекаются 

u {1-х2 =а-х в однои точке. Решая систему , 
0 

' 
х+ У""' ' 

бираем для х наименьшее значение корня: 

х =(а- J2 - а2 )/2. 

вы-

4) Если а = 1, то линии (1) и (2) пересекаются в 
двух точках (О; 1) и (1; 0). Уравнение имеет два 
корня:х=Оих=1. 

5) Если 1 <а< J2, то линии (1) и (2) пересекают­
ся в двух точках. Их абсциссы являются корнями 

данного уравнения: х =(а± J2 - а2 )/2. 

6) Если а = J2 , то прямая серии (2) касается по­

луокружности (1) в точке (1/ J2; 1/ J2 ). Данное 
уравнение Имеет один корень: х = 1/ J2. 

7) Если а> J2, то линии (1) и (2) не пересекают­
ся. Данное уравнение не имеет корней. 

7 с п о с о б. Использование теорем о расположе­
нии корней квадратного трехчлена. 

{ 
2х2 - 2ах + а2 - 1 = О 

Переходим к системе :;;::: ' 
х""а. 
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Решая уравнение системы, рассматриваем тради-

ционно три случая. 

а) D 1 = О, 2 - а2 = О, а = ± J2 . 

а= J2: xl, 2 = ±J2. 

а = - J2 : решений нет. 

б) D1 <О, Jai > J2: решений нет. 
в) D1 > 0: ial < J2. 
В этом случае воспользуемся теоремами о распо­

ложении корней квадратного трехчлена. Пусть 

f(x) = 2х2 - 2ах + а2 - 1. Нас будут интересовать 
только два случая расположения парабол. 

1) Составим и решим систему 

~ 
D1 >О, 

aj2 <а, 
f(a) >О (рис. 169); j

lal < J2, 
а> О, 

а2 -1 >О, 

1<,.a<J2. 

~
a<J2, 
а>О, 

а> 1, 

Тогда данное уравнение имеет два корня: 

х1 , 2 =(а± J2 - а2 )/2. 

2) { f(a) <,.О, { Jal <,. 1, _ 1 <,.а< 1. 
а"# 1 (рис. 170), а"# 1, 

х 

Рнс. J 69 

Уравнение имеет один корень 

х1 =(а- -.[2 - а2 )/2. 

Рнс. 170 

х 
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Рассматриваемое уравнение можно решить и дру­

гими методами. Например, методом рационализа­

ции, когда применяется вторая подстановка Эйле-

ра. В нашем случае полагаем, что J1- х2 = 11- zxl. 

Можно от системы { 2Х2 - 2ах + а2 - 1 = О, перейти 
х<а 

{ 
а2 - 2ах + 2х2 - 1 = О, 

к системе ::;;: где первое урав-
аrх, 

пение системы является уже квадратным относи-

тельно а. Но практически эти методы оказывают­

ся достаточно трудоемкими. 

Поиски других методов решения данного уравне­

ния читатель может продолжить самостоятельно. 

М 12. Решите уравнение J2x + 1 - Jx- 1 =а. 
Решение. 

ООУ: {а Е Н, 
х;;;;: 1. 

Решим данное уравнение графически. Рассмотрим 

функции у= J2x + 1 - Jx- 1 (1) и у= а(2). 
Строим сначала схематично график функции (1) 
с областью определения D(y) = [1; +оо), причем 

у(1) = J3 (рис. 1 71). 

у 

J3 -

о 

1 

-,-- 1 

----г--------------------

: 1 : 

• 1 

1 

1 2 5 4 
2 

6 

Рнс. 171 

у=а 

8 10 12 х 
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Найдем критические точки функции (1), для чего 
сначала ищем производную у': 

' 1 1 - 2JX=l- ,J2X+1 
у= J2x+1 2Jx-1- 2J2x+l•Jx-1 · 
У этой функции единственная критическая точка 

(где у'= 0): 

2Jx- 1 = J2x + 1, х = 5;2. 
Если х > 5/2, то у'> О. Если 1 < х < 5/2, то у'< О. 
Поэтому х = 5/2- точка минимума функции. 

Тогда минимум функции (и наименьшее значе­

ние) равно 

Уравнение у = а задает семейство прямых, парал­

дельных оси абсцисс. 

Если а< J3/2, прямая у= а не пересекает гра­
фик функции (1). Поэтому решений нет. 

Если а = J3 12 , то уравнение имеет единственное 
решение, равное 5/2. 

Пусть а > J3j2. Тогда прямая у = а пересека­

ет график функции у= J2x + 1 - Jx- 1 в двух 
точках или одной. Найдем корни уравнения при 

а> J3j2: 

J2x + 1 = Jx- 1 +а, 2х + 1 = х -1 + 2aJx- 1 + а2 , 

2aJx-1 =х+2-а2, х2 -2х(3а2 -2)+а4 +4=0. 

D 1 = 4а2(2а2 - 3). Видим, что D1 > О при а > J3j2 . 

х1 = 3а2 - 2- 2aJ2a2- 3; 

х2 = 3а2 - 2 + 2aJ2a2 - 3. 

Если j3 12 < а ,;;.;; J3 , то уравнение имеет два кор­
ня: х1 и х2 • 
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Если же а > J3 , то один корень (х2). 
Нанесем результаты на ось ответа (рис. 172). 

.. 
а 

(ось ответа) 

Рнс. 172 

Ответ: l)Если J3/2 <а~ JЗ,то 

х1 = 3а2 - 2- 2aJ2a2- 3, 

х2 = 3а2 - 2 + 2aJ2a2- 3. 

2) Если а= J3/2, то х = 5/2. 

3) Если а > J3 , то 
х2 = 3а2 - 2 + 2а J2a2 - 3 . 

4) Если а< J3j2, то решений нет . 

.N2 13. При каких значениях а система уравнений 

{ 
х + ,Jy - а - 2 = О 

2 2 
' имеет два решения? 

у - х = а(2х +а) 
Решение. 

Перепишем систему в виде 

{
x=-,Jy-a-2 

2 2 
' Решаем совокупность двух сие-

у = (х +а) . 
тем: 

j

x=-Jy-a-2, 
у=х+а, 

х~О. 

j

x=-Jy-a-2, 
у=-х-а, 

х~о. 

j

y = х +а, 

х = -Jx- 2, (1) 
х ~о, 

j

x=-J-x-2a-2, (2) 
у=-х-а, 

х~О. 
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Система ( 1) решений не имеет. Решаем уравне­

ние х = -J-x- 2а- 2, где х ";; О из системы (2): 

х2 = -х- 2а- 2, х2 + х + 2а + 2 =О. Для того чтобы 
последнее уравнение имело два неположитель­

ных решения, необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись два условия 

{ 
D >О, { -7- 8а >О, {а< -7/8, 
2а+2;;;.о, а;;;.-1, а;;;.-1, -1";;а<-7/8. 

Ответ: [-1; -7 /8) . 

.М 14. Решите систему уравнений 

J JX+Y- Jx- у= а, 
1 Jx2 + у2 + Jx 2 - у2 = а2 , где а> О. 
Решение. 

Возведем обе части первого уравнения в квадрат: 

J х + у - 2 J х2 - у2 + х - у = а2 , 
1 J х2 + у2 + J х2 _ у2 = а2, 

Jx2 -y2 =x-a2j2, 

Jx2+y2 +x-a2j2=a2, 

J Jx2+y2 =3a2j2-x, 

1Jx2-y2 =x-a2j2. 

Возведем обе части каждого из уравнений послед­

ней системы в квадрат: 

{ 
х2 + у2 = 9a4 j4- 3а2х + х2 , { у2 = 9а4/4- 3а2х, 
х2- у2 = х2- ха2 + a4j4, у2 = ха2- a4j4, 

{ 
х = 5a2 j8, 

х = 5a2 j8, 
y=a2J3j8, 

[
y=a2J3j8, 

{ 
х = 5a2 j8, 

у= -a2J3/8, 
у= '-a2J3/8. 

При решении системы мы не следили за равносиль­

ностью переходов, кроме того, при возведении обеих 

частей уравнения в квадрат получается уравне-
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ние-следствие. Поэтому могло произойти приобре­

тение посторонних решений. Необходима проверка. 

Выполните проверку самостоятельно. 

О т в е т : при любых а > О решением системы явля-

ется пара (5a2j8; a2 J3j8 ) . 

.N2 15. Решите уравнение 

1 + х - J2x + х2 = аз J2+X + JX 
1 + х + J2x + х2 л/2 + х - JX · 
Решение. 

OO"Y:{a~R, 
х>О. 

Преобразуем левую часть уравнения: 

1 + х- J2x + х2 = 2 + х + х- 2л/(2 + х)х 
1 + х + J2x + х2 2 + х + х + 2л/(2 + х)х 

<J2+X- JX)2 
- (л/2 + х + }Х) 2 • 

Тогда уравнение примет вид 

(J2;+X- JX)2 = аз12+Х + JX ( J2+X- JX )з =аз 
(л/2 + х + }Х) 2 л/2 + х- JX' л/2 + х + JX ' 

~-~ =а, J2 + х (1 -а)= JX (1 +а). 
х+ х 

Рассмотрим ряд случаев. 

1) (1- а)(1 +а)< О, [:: :i. "Уравнение решений 
не имеет. 

2)а=1: х=О. 

3) а= -1: х = -2. Но это значениехне входит в 
ОО"У. Поэтому при а= -1 решений нет. 

4) -1 <а< 1. Возведем обе части последнего урав­
нения в квадрат: (2 + х)(1 - а)2 = х(1 + а)2 , или 
2ах = (1- а)2 • 
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а) Если а= О, то решений нет. 

(1 - а) 2 

б) Если -1 <а< О, то х = 2а . Найденное зна-

чение х не удовлетворяет области определения. 

(1- а) 2 

в) О< а< 1: х = 2а . Заметим, что в этом 

(1- а) 2 

случае 2а > О. 
Результаты нанесем на ось параметра (рис. 1 73). 

-1 О 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 173 

(1- а) 2 

Ответ: 1)ЕслиО<а..;; 1,тох= 2а . 

2) В остальных случаях решений нет . 

.N2 16. При каких значениях а система уравнений 

i
y=1+x2 ja3 , 

г::. имеет единственное решение? 
у= 4л~х 

Решение: у 

ООС: {а:~:- О, 
х~О. 

Будем решать данную сис­

тему графически. Сначала 

построим график функции 

у= 4JX (рис. 174). 
Уравнение у= 1 + х2;аз, где 
а:;:. О, задает семейство па­

рабол с вершинами в точке 
(О; 1). Нас будут интересо­
вать параболы с ветвями, 

направленными вниз (1), а 
также парабола, ветви ко­

торой начравлены вверх 

8 
(2) 

-2 

Рнс. 174 

2 х 

J 
i 
J 
1 

,, 

] 
1 
i 
] 
) 
~ 

i 
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(а> 0), и имеющая с графиком функции у= 4/Х 
общую касательную (2). 
Если а< О, то данная система имеет единственное 

решение. 

Пусть теперь а> О. И пусть (х0 ; у0)- координаты 

точки касания. Для графика функции у = 4 JX 
имеем у0 = 4J"Xo, k = 2/ JXo, где k- угловой коэф­
фициент касательной. Для параболы с уравнением 

у= 1 + х2jаЗ находим у0 = 1 + хб ;аз, k = 2х0jаз. Со­
ставим систему 

2/ JXo ==..-2х0jаз, 
4JXo = 1 + хб ;аз, 
а>О, 

Хо = а2, 

4а = 1 +а, а= 1/3. 
а>О, 

х812 =аз, 

4JXo = 1 + хб ;аз, 
а> О, 

Ответ: при а= 1/3 и всех а< О. 

М 17. Решите систему уравнений 

J у Jx2 + у2 - 2ау- 3 =О, 

1 xJx2 + у2 = 2ах. 
Решение. 

ае R, 
ООС: ХЕ R, 

уе R. 
Рассмотрим второе уравнение системы. Если х :f:. О, 

то J х2 + у2 = 2а. Тогда первое уравнение примет 
вид у· 2а- 2ау- 3 =О. Легко видеть, что оно ре­
шений не имеет ни при каком а е R. Следователь­
но, х = О. Теперь достаточно решить уравнение 

у Jii2 - 2ау - 3 = О, которое легко сводится к рав­
носильному YIYI- 2ау- 3 =О. 
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1) Пусть у> 0: у2 - 2ау- 3 =О, D1 = а2 + 3. И тогда 

у1 =а+ Ja 2 + 3, у2 =а- Ja 2 + 3. Легко видеть, 
что у1 >О при а Е R, у2 <О при а Е R. Итак, мы на­
шли одно решение 

{
х= О, 

y=a+Ja2 + 3 приаЕR. 

2) Если у< О, то получим уравнение второй степе­
ни у2 + 2ау + 3 =О, D1 = а2 - 3. Тогда, если а2 > 3, 

то Уз= -а+ Ja 2 - 3, у4 =-а- Ja 2 - 3. Неравен-

[ а>./3, ство а2 > 3 равносильно совокупности Гi5 
а< -...;3. 

Если а > J3 , то Уз < О, у 4 < О. Если же а < - J3 , то 
у3 >О, у4 >О. Убедитесь в этом самостоятельно. 

О т в е т : 1) Если а < J3 , то J х = 
0

' 1 
2 3 [у=а+ ...;а + . 

2) Если а > J3 , то система имеет решения: 
J х =о, 
[у= а+ Ja 2 + 3; {

х =О, 

у= -а- Ja 2 - 3; 

{ х=О, у= -а+ Ja 2 - 3. 

М 18. Решите уравнение Jx2 - 2ах + а 2 =ах. 
Решение. 

• 2 {а Е R, 
ООУ. (х-а) >О, х Е R. 

J( х - а )2 = ах, 1 х - а 1 = ах. 
Раскроем модуль: 

х-а= ах, l{
x >а, 

{ х <а, а-х= ах· ,".. l { 
х >а, 
х(1- а)= а, 

{ х<а, х(1 +а)= а. 

(1) 

(2) 
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Решаем каждую из систем, затем отметим резуль­

таты на осях параметра (рис. 175). 

а ~ g х1 = 1- а 

1 

g а 

х2 " \1 х2 = 1 +а 

-1 о 
----------~--------~------------------~~ (2) 

1 1 
х1 = -2 х1 = О х2 = 2 

-a----.':f'r--:---.\ j \ j:..____..,a,---
x1 = 1 -а _JI._ х1; х2 У х1; х2 У х2 = 1 + а ., 

-1 О 1 а 
(ось ответа) 

Рис. 175 

Решаем систему (1): 1) а= 1: решений нет. 

2)a:;t1: х1 =а/(1-а), 

{ 
х1 = а/(1 -а), 
а/(1- а)~ а, 

{ 
х1 = а/(1 -а), 
а< 1. 

{ 
х1 = а/(1 -а), 

а2/(1- а)~ О, 

Теперь решаем систему (2): 1) а = -1: решений 
нет. 

2)a:;t-1: x 2=aj(a+1), 

{ 
х2 = а/(1 +а), { х2 = aj(a + 1), 
aj(a + 1) <а, -a2j(a + 1) <О, 

{ 
х2 = aj(a + 1), 
а Е (-1; О) U (О;+=). 

Ответ: 1) Если а Е(-=; -1) U {О}, то х1 = а/(1- а). 

2) Если а Е (-1; О) U (О; 1), то х1 = а/(1- а), 

х2 = а/(1 +а). 

3) Если а Е [1; +=),то х2 = а/(1 +а). 
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М 19. Решите уравнение J2x- а- Jx- 2 = 1. 

Решение. 

Пусть Jx- 2 = t, где t;;;;. О. Тогда х = t 2 + 2. Пере­
ходим к системе 

J J2t 2 + 4- а = t + 1, 
1t;;.o, { 

2. t2 + 4 - а = t 2 + 2t + 1, 
t ;;;;. о, 

{ 
t 2 - 2t + 3 -а= О, 
t ;;;;. о. 
Решаем сначала уравнение второй степени. 

D1 = 1- 3 +а= а- 2. 

1) а< 2: решений нет. 

2) а= 2: t 2 - 2t + 1 =О, t = 1, х1 , 2 = 3. 

3) а> 2: t 1 = 1 + Ja- 2; t 2 = 1- Ja- 2. 

Видим, что t 1 >О при а> 2. Найдем х1 : 

х1 = (1 + Ja - 2 )2 + 2, х1 = 1 +а+ 2 Ja - 2. 

Узнаем, при каких значениях а (а> 2) t2 ;;;;. 0: 

{ 
1 - Ja - 2 ;;;;. О, {а- 2.:;;; 1, 
а> 2, а> 2, 2 <а.:;;; 3, 

х2 = (1- Ja- 2 )2 + 2, х2 = 1 +а- 2 Ja- 2. 

Заполним ось ответа (рис. 176). 

х1 =6 

xl;x2~ .. 
2 3 а 

(ось ответа) 

Рис. 176 

О т в е т: 1) Если 2 .:;;; а .:;;; 3, то х = 1 + а - 2 J а - 2 

или х = 1 + а + 2 J а - 2 . 

2) Если а> 3, то х = 1 +а+ 2Ja- 2. 
3) Если а< 2, то решений нет . ... 
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Упражнения для самостоятельного решения 

1) Решите уравнения (1-5). 

а) Га+Х + Ja - х = х. 

б) Jзх + 5 - Jx- 2 =а. 

в) Jx- Jx- а= а. 

д) J2x +а -~ = 2. 
2) Определите число корней уравнения: 

Jзх - 5 ~ ь- Jзх + 11 . 
3) Для: каждого значения: параметра а определите 

число решений уравнения: J21x1- х2 =а. 
4) Прямая: у= 5- х является: касательной к графи-

ку функции у= х- Jx2- 2х +а. Найдите коор­
динаты точки касания:. 

5) Найдите все значения а, при которых число х = 2 
является корнем уравнения: 

(a-3x2 -sin l~nx)Jн-Зax =0. 

6) Решите уравнение Ja- х + Jx- 3 = 1. 

7) Решите уравнение Jx2 - Ь + 2Jx2- 1 = х. 

8) Решите уравнение J4- х2 =х-а. 

El Иррациональные неравенства 
с параметром 

• 3. 1. Подrотовитеяьные упражнения 
Решитенеравенства (1-17). 

М 1. JX < -а2 -1. 
О т в е т : решений нет ни при каком а Е R. 
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М2. J-x 2 +x-6 <х+а. 
Решение. 

Учитывая, что неравенство -х2 + х- 6;;;, О не име­
ет действительных решений, делаем вывод, что 

данное неравенство ни при каком а Е R решений 
не имеет. 

мз.J-Ixi-IЬI <5. 
О т в е т : 1) Если Ь = О, то х = О. 

2) Если Ь -:F О, то решений нет. 

М 4. (а - 1) JX ;;;. О. 
О т в е т : 1) Если а ;;;. 1, то х ;;;. О. 

2) Если а< 1, то х =О. 

M5.aJx-1 <0. 
О т в е т: 1) Если а < О, то х > 1. 

2) Если а;;;, О, то решений нет. 

M6.(x-2)Ja+ 1 >0. 
Ответ: 1) Если а> -1, то х > 2. 

2) Если а.,;; -1, то решений нет. 

М7.(х-Ь)JХ <0. 
Решение. 

1) Если Ь =О, то решений нет. 

2) Если Ь > О, то О < х < Ь. 
3) Если Ь <О, то решений нет. 

Заполним ось ответа (рис. 1 77). 

О<х<Ь .. 
о 

Рис. 171 

ь 
(ось ответа) 

О т в е т: 1) Если Ь > О, то О < х < Ь. 
2) Если Ь.,;; О, то решений нет. 
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N2 8. (х- Ь)Jх- 1 >О. 
Решение. 

1) Если Ь = 1, то х > 1. 
2) Если Ь > 1, то х > Ь. 
3) Если Ь < 1, то х > 1. 
Заполним ось ответа (рис. 1 78). 

х#1 

1 

Рнс. 178 

О т в е т : 1) Если Ь ~ 1, то х > 1. 
2) Если Ь > 1, то х > Ь. 

N2 9. (х- с)2Н >О. 

х?Ь 

ь 
(ось ответа) 

О т в е т: х ~ О при любом значении с Е R. 

N2 10. Jsin х ~-(а- 2)2. 

Ответ: 1) Если а ;t. 2, то решений нет. 
2) Если а= 2, то х = тсk, k Е Z. 

N211. (3- x)Jx- Ь ~О. 
О т в е т : 1) Если Ь ~ 3, то х > 3. 

2) Если Ь > 3, то х > Ь. 
N2 12. (х- a)Jx- 2 >О. 

Ответ: 1) Если а> 2, то х >а. 
2) Если а~ 2, то х > 2. 

N2 13. J(a- 1)х > 3. 
Решение. 

Данное неравенство равносильно в своей области 

определения неравенству (а -1)х > 9. 
1) Если а> 1, то х > 9j(a- 1). 
2) Если а< 1, то х < 9/(а- 1). 
3) Если а= 1, то решений нет. 

6-5664 
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М 14. Jx2- 2х +а ;;;;;. 1. 
Решение. 

Перейдем к равносильному неравенству 

х2 - 2х + а - 1 ;;;;;. О. 
1) Если D1 <О, т. е. 2- а< О, а> 2, то х Е R. 

2) Если D1 >О, т. е. а< 2, то 

х Е (-=; 1- J2- а] U [1 + J2- а;+=). 
Ответ запишите сами. 

М 15. Jsin х < а2. 
Решение. 

ООН: {а.Е R, 
sшх;;;.о. 

Переходим к равносильной в области определе-

{ 
sin х;;;;;. О 

ния неравенства системе . ~ 
юn х <а . 

Рассмотрим ряд случаев. 

1) а= 0: решений нет. 

2) JaJ = 1: { s~n х;;;;;. О, 
s1n х< 1. 

х Е [2nk; n/2 + 2nk) U (n/2 + 2nn; 1t + 2nn], k Е Z, 
n Е Z (рис. 1 79). Обозначим это решение буквой А. 
3) JaJ > 1: sin х >О, х2 Е [2nm; 1t + 2nm], т Е Z. (В) 
4) а Е (-1; О) u (О; 1): 

х Е [2nl; arcsin а4 + 2nl) U (1t - arcsin а4 + 2nt; 1t + 
+ 21tt], l Е Z, t Е Z (рис. 180). (С) 

у 1t/2 у 

7t 

Рнс. J 79 Рис. 180 ... 
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Заносим результаты на ось параметра (рис. 181). 

в ~ с ~ с ~ в • 
-1 о 1 а 

(ось ответа) 

Рис. 181 

Ответ: 1) Если ial > 1, то х Е [27tm; 1t+ 27tm], т Е Z. 
2) Если lal = 1, то х Е [27th; 7t/2 +27th) U 
U (7t/2 + 27tn; 1t + 21tn], k Е Z, n Е Z. 
3) Если О< iai < 1, то х Е [27tl; arcsin а4 + 
+ 27tl) u (7t- arcsin а4 + 27tt; 1t + 21tt], 
...[Е Z, t Е Z. 
4) Если а= О, то решений нет. 

М 16. Ja + 1/х > -2. 

в· 

Решение. 

Достаточно решить неравенство а+ 1/х > 0: 
(ах+ 1)/х >О. Рассмотрим следующие случаи. 

1) а= 0: 1jx >О, х >О. 
х+ 1/а 2) а > 0: > О. Решаем методом интервалов: 

х 

х Е (-оо; -1/а] U (О; +оо) (рис. 182). (А) 

3)а<О: x+l/a <О, 
х 

х Е. (О; -1/а] (рис. 183). (В) 

+ + 
....<'l«"""'/""Y'//""://-""P/ ... 1------<~ff/Ш////(.., 

-1/а о х 

Рис. 182 

+ + 
---<&////////////////. • 

О -1/а х 

Рис. 183 

Заполним ось параметра (рис. 184). 

в 

о 

Рис. 184 

А 

а 

(ось ответа) 



164 1 Раздел 1. 3. Иррациональныенеравенства с nараметром 

Ответ: 1) Если а= О, то х Е (О; +оо). 
2) Если а> О, то х Е (-оо; -1/а] U (О; +оо). 
3) Если а< О, то х Е (О; -1/а]. 

M17.,Jx-a<Ja. 
Решение. 

ООН: {а;;. О, 
х>а. 

Заметим, что при а ,;;;; О неравенство решений не 
имеет. Остается решить систему 

{ а> О, {а> О, 
О,;;;; х-а< а, а,;;;; х < 2а (рис. 185). 

а~ х < 2а 

о 

Рнс. 185 

Ответ: 1) Если а> О, то а,;;;; х < 2а. 

.. 
а 

(ось ответа) 

2) Если а< О, то решений нет. 

8 3.2. Простейwие иррациональные неравенства 
с параметром 

М 1. Решитенеравенство ,Jx- 1 ,;;;; а. 
Решение. 

1) Если а< О, то решений нет. 
2) Если а= О, то х = 1. 
3) Пусть а > О. Тогда переходим к системе, равно­
сильной данному неравенству в области его опре­

деления: 

j

x- 1 < а2 , 
а>О, 
х -1;;. о, 

J а> О, 
)1 ,;;;; х < 1 + а2 (рис. 186). 

о 

Рнс. 186 

1 ~ х ~ 1 + а2 

,. 
а 

(ось ответа) 
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Ответ: 1)Еслиа>О,тохЕ [1; 1+а2]. 
2) Если а= О, то х = 1. 
3) Если а< О, то решений нет. 

М 2. Решите не равенство а J х + 1 < 1. 
Решение. 

ООН: {а Е R, 
х>-1. 

1) Пусть а< 0: х > -1. 

2) Если а> О, то данное неравенство в своей облас­
ти определения равносильно системе 

а2х + а2 < 1, 
а> О, ~-

х > -1, 

x<-1+1ja2 , 

а>О, 
х>-1, 

х < (1- a2 )ja2 , 

а>О, 
х > -1, 

{ 
-1 < х < -1 + 11 а2 , 
а>О. 

Ответ легко списать с оси параметра а (рис. 187). 

х#-1 
~;;.-у 
~~ -1.;;;x<-1+1ja2

"' 

О а 

Рнс. 187 
(ось'ответа) 

.М 3. Решитенеравенство (а +1)./2- х < 1. 
Решение. 

ООН: {а Е R, 
х<2. 

1)а<-1: х<2. 

1 

2(а + 1)2- х(а + 1)2 < 1, 
2)а>-1: а>-1, 

х < 2, 

х > 2- 1/(а + 1)2, 
а> -1, 
х<2. 
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Ответ запишите самостоятельно (рис. 188). 

х<2 

-1 а 

Рис. 188 
(ось ответа) 

М 4. Решите перавеяство J2\x\- х 2 <а. 
Решение. 

ООН: 1 ;1:1 ~'х2 ~О. 
1) Если а< О, то решений нет. 

2) Пусть а= 0: J2\x\- х2 <О, 2\xl-lx\2 =О, 

[ lxl =О, [ ~: ~: 
lx! = 2• х = -2. 

3) Если а> О, то переходим к системе 

{ 
2\xl-lx\2 < а2 , { lx\2

- 2\xl + а2 ~О, 
2\xl-lx\2 ~О, lx\(2 -lx\) ~О, 

J lx\2 - 2\xl + а2 ~О, 
1-2 < х< 2. 
Решаем сначала первое перавеяство системы при 

а> О, а затем учитываем, что х Е [ -2; 2]. 
D1 <О, т. е. 1- а2 <О; а~ 1. В этом случае х Е R. 
А множество решений системы есть отрезок [-2; 2]. 
D1 >0: О<а<1.Тогда 

[ 
lxl ~ 1 + J1- а2 , 
lxl < 1- J1- а2 (рис. 189). 

~/Л'//////:W-1-'//////. .-r///////Л///////////-1"'. 

-2 с---2. -1-"J1-a- -1 + J1- а2 2 х 

-1+J1-a2 1- J1- а2 х 

Рис. 189 
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Заметим, что 1 < 1 + J1- а2 < 2; О< 1- J1- а2 < 1. 
Поэтому множеством решений системы будет 

[-2; -1- J1- а2] U [-1 + J1- а2; 1- J1- а2] u 
U [1 + J1 - а2 ; 2]. (*) 
Ответ запишите самостоятельно по рисунку 190. 

х=О, 

х=-2, 

~(*) 
о 

Рнс. 190 

1 

[-2; 2] .. 
а 

(ось ответа) 

М 5. Решитенеравенство Ja 2 - х2 >а+ 1. 
Решение. 

ООН: j ~~~~~~. 
1) Пусть а< -1. Тогда данное неравенство верно 
при всех х Е [а; -а]. · 
2) При а> -1 перейдем к системе 

Ja2-x2>(a+1)2 , {х2 ~-(2а+1), 
1а+1>0, а>-1. 
Легко видеть, что если 2а + 1 >О, т. е. а> -1/2, то 
последняя система и данное неравенство решений 
не имеют. 

Если -1 ~а~ -1/2, то \х\ ~ J-(2a + 1); 

-J-(2a + 1) ~ х ~ J-(2a + 1). 
Ответ: 1) Если а< -1, то х Е [а; -а]. 

2) Если -1 ~а~ -1/2, 
то х Е [-J-2a- 1; J,......---,--2a---1 ]. 
3) Если а> -1/2, то решений нет. 

М 6. Решитенеравенство J < а. 
Решение. х 

ООН· jaE R, 
• 1 х Е (-оо; -1] U (1; +=). 
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1) Если а~ О, то решений нет. 
2) Пусть а> О. Перейдем к системе, равносильной 
в ООН данному неравенству: 

х+ 1 < 2 
х ~ 1 а; 

а>О, 

х Е (-оо; -1] U (1; +оо); 

а) а= 1: 

2 
--1 <0, 
х-

(1- а2 )х + 1 + а 2 

1 <0, 
х-

а>О, 
ХЕ (-oo;-1]U(1;+oo). 

х Е (-оо; -1] U (1; +оо), х Е (-оо; -1] · 

j 1-а2 >О, 
б) ] а> О, а Е (О; 1): 

1 + а2 

х+-1--2 
-а 

1 
<0, 

х-

х Е (-оо; -1] U (1; +оо), 
а Е (О; 1). 

1 + а2 
Заметим, что если а Е (О; 1), то ~1 < -1: 

а -

х Е (~2+_а;; -1 J (рис. 191). (А) 

1 + а2 

х+-1 2 
-а 

)1 1-а2<О, >1· х-1 <0, 
в 0 а . 

а> ' 1 а> ' 
х Е (-оо; -1] U (1; +оо). 

1 + а2 

При всех а> 1 вернонеравенство а2 _ 
1 

> 1. 

( 
1 + а2 

) х Е (-оо; -1] U а2 _ 
1

; +оо (рис. 192). (В) 

~12 .1 +а 1 х 

а2 - 1 
1 

~ 
-1 1 х 

Рнс. J 2.1 

1 
4///щW~•---<if«;::?;y///ffffff/&/:%<P'4_. 

-1 1 х 

Рнс. 192 
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Заполняем ось параметра (рис. 193). 

о 1 

Рнс. 193 

в 

" а 
(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а Е (О; 1), то х Е (~2+_а;; -1 J. 
2) Если а = 1, то х < -1. 
3) Если а> 1, то х Е (-оо; -1] U 

u(l+a2·+oo) 
• а2 - 1' · 

4) Если а< О, то решений нет. 

М 7. При каком значении а > О решения неравенст­

ва J х + а ;;;;. 2х образуют на числовой прямой от­
резок длиной 2а? 

Решение. 

Построим графики функций у = Jx +а (1) и 
у = 2х (2) (рис. 194). График функции (1) располо­
жен не ниже графика функ-

ции (2), если х Е [-а; х0], где 
х0 - положительный ко-

рень уравнения J х + а = 2х. 
Оно равносильно уравнению 

х +а= 4х2 при х >О. Учи­
тывая, что х0 + а = 2а, нахо­

дим х0 : х0 = а. 

Подставим вместо х пара­

метр а в уравнение 4х2 - х -
- а = О; 4а2 - а - а = О, 

[ а=О, а= 1/2. 

Ответ: 1/2. 

у 

Рнс. 194 
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М 8. Решитенеравенство Jax + 1 > Jx +а. 
Решение. 

{ ах+ 1 > х +а ~ 
Переходим к системе ....._ 

0 
' равносильпои 

х+а""' , 
данномунеравенству в области его определения. 

{ 
х(а -1) >а -1, 
х>-а. 

1) Пусть а= 1: х ·О> О. Решений нет. 

2) При а> 1 решим систему ....._ ' откудах > 1. { х> 1 
Х7'-а, 

3) Если а < 1, то получим систему ....._ ' { х< 1 
Х7'-а. 

Пусть -1 < а < 1: -а < х < 1. 
Если а < -1, то решений нет. 
Заполним ось ответа (рис. 195). 

~а~х<~ 
-1 1 

Рис. 195 

О т в е т : 1) Если а > 1, то х > 1. 

х>1 

а 

(ось ответа) 

2) Если -1 < а < 1, то -а < х < 1. 
3) В остальных случаях решений нет. 

М 9. Решитенеравенство Jx 2 - а< 3х. 
Решение. 

Составим и решим систему 

х >О, jx >О, 
х2 -а > О, х2 > а, 
х2 - а < 9х2 ; х2 > -а/8. 

1) Пусть а= 0: х >О. 

о { 
х >о, г: 

2)Пустьа>: 2 :;;, х>л.~а. 
х ra, 

{ х>О 3)Еслиа<О,то 2 '
18 

x>J-2aj4 . 
... х >-а , 
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Ответ: 1) Если а> О, то х > Ja. 
2) Если а< О, то х > J -2а j4. 

М 10. Решитенеравенство Ja 2 - х2 > -2х. 
·Решение. 

l{ 
х >о, 

а2 - х2 >О 
Решим совокупность систем { х < О, ' рав-

а2- х2 > 4х2 , 

носильную данному неравенству в его области оп­

ределения. 

{ 
х >о, ,. 
x<lal, 

{ х< О, -./5 ·x<lal, 

x<lal, 
х<О, r{ 
х >о, 

{ х >-lal! J5. 
1) Если а= О, то решений нет. 
2) Пусть а ::f:. 0: 

[ о <х< lal, 
-lal/ J5 < х <О, -lal/ J5 < х < lal. 

Ответ: 1)Ecлиa:FO,тo-lai/J5 <x<lal. 
2) Если а= О, то решений нет. 

М 11. Решитенеравенство Jx 2 - а 2 < lxl. 

Решение. 

Переходим к системе: 

х2 - а2 >О, 
lxi>O, 
х2-а2<х2, 

х2 > а2, 
X::f:-0, 
a::f:-0, 

х2- а2 >О, 

X::f:-0, 
х2 -а2 < х2, 

J lxl > lal, 
1 а ::f:. О. 

Ответ: 1) Если а ::f:. О, то lxl > lal. 
2) Если а= О, то решений нет. 
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М 12. Решитенеравенство J х2: 1 < ~ · 
Решение. 

аЕ R, 
ООН: х>О, 

х<а. 

Проанализируем область определения неравенства. 

1) Если а< О, то ни одна пара значений х и а не 
входит в ООН. А потому при а< О решений нет. 

2) Если а = О, то х = О. 
3) Пусть теперь а> О. Тогда х Е [О; а]. Перейдем от 
данного неравенства к системе 

О< х <а, 
а> О, 

__ х_ <а-х 
х2 + 1 х2 + 1' 

j
O< х< а, 
а>О, 

х <а-х, 

j О< х < aj2, 
1а>О. 

Ответ: 1)Еслиа>О,тохЕ [О;а/2]. 
2) Если а= О, то х =О. 
3) Если а< О, то решений нет . 

.N213. Решитенеравенство Jx2 - ах+ 1 > Jx + 1. 

Решение. 

Достаточно решить систему неравенств 

J х2 - ах + 1 > х + 1, J х2 - (а + 1 )х > О, 
1х>-1, 1х>-1, 

J х(х- а- 1) > О, 
]х > -1. 
Первое неравенство системы будем решать ме­

тодом интервалов. Найдем сначала нули функ­

ции у= х(х- а- 1): 

[ х =О, х =а+ 1. 
Сравним а + 1 с числами О и -1: 
а+ 1 =О, а= -1; а+ 1 = -1, а= -2. 
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Рассмотрим пять случаев (рис. 196). 

1) а = -1: { х2 > О' { х ::1= О' 
х>-1, х>-1. 

х Е [-1; О) U (О;+=) (рис. 197). 

5) 4) 3) 1) 2) 
~////:////////ll(j!/1///////////:(. ... 

-2 -1 а -1 о х 

Рнс. 196 Рис. 197 

2) а> -1: х Е [-1; О) U (а+ 1; +=)(рис. 198). 
3) -2 <а< -1: х Е [-1; а+ 1) U (О;+=) (рис. 199). 

'//////f.////////////~1///////////(; }1 

1 1 0 1 а+1 х ~ 
1 1 1 1 1 1 
.-z//!/1////////Ш&!////////////////////!t ._. fj!fii////////#///////I//////IИ////////(/4:JI: 

-1 х -1 х 

Рис. 198 Рис. 199 

4) а= -2: х Е (О; +=)(рис. 200). 
5) а< -2: х Е (О; +=)(рис. 201). 

(fl!!////////////////!////////4 ... 

-1 х 

Рис. 200 

'/с///////"///////6 (f-f?'/(//////1 ... 

а+ 1 10 х 

1 

~///1///A!////////////t, .. 

-1 х 

Рис. 201 

Ответ запишите самостоятельно. 

М 14. Решитенеравенство J4x2- а 2 > х. 
Решение. 

Данное неравенство в своей области определения 

равносильно совокупности двух систем: 

l{ 
х <о, 

4х2- а2 >О, 

{ х>О, 4х2 -а2>х2, 

(х- aj2)(x + а/2) >О, 
х>О, 

[{ 

х <О, 

{ (х- а./3 j3)(x + а./3 /3) >О. 
(1) 

(2) 
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Решаем каждую из систем, отмечаем результаты 

на осях параметра, а затем сводим их на оси ответа. 

Решаем систему (1): 1) а= 0: х <О. 
2) а > 0: х < -а/2 (рис. 202). 
3) а < 0: х < а/2 (рис. 203). 

УШ/////////////(///Шf:J>----~----

0 х 
(////////////RI((/Л//fJ)-------;,..,_ 

о 

%'///////////////. fjP!////!///4 .. W//-1"////////// .. 

-а/2 а/2 х aj2 -а/2 

Рис. 202 Рис. 203 

Результаты- на оси (1) рис. 206. 
Решаем систему (2): 1) а= 0: х >О. 

2) а> 0: х > аJЗ /3 (рис. 204). 

3) а < 0: х > -а J3 /3 (рис. 205). 

х 

х 

(р////////(/////4/ШЛ;" 

о 1 х 
fp.'///////1.'(///////////A 31 

о 1 х 

?'(ff!/(:/#/////6>------<CfY#!/!/1///(:31 

-аJЗ;з аJЗ;з х 
W!/1//W!///б>-----<CY«Ш//ff/{,• 

аJЗ;з -аJЗ;з х 

Рис. 204 Рис. 205 

Результаты - на оси (2) рис. 206. 
Теперь сводим все вместе (рис. 206, ось ответа). 

х ~ а/2 ~ х ~ -а/2 .. 
о а 

х> -аJЗ;з ~ х> аJЗ;з " о а 

(1) 

(2) 

-----------,.х 7' () ~----------

(-оо; а/2] u (-аJЗ;з; +оо) (-оо; -а/2] u (аJЗ;з; +оо) 

О а 

(ось ответа) 

Рис. 206 ... 
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Ответ: 1) Если а> О, то х Е(-=; -а/2] U 

u (aJ3 /3; +=). 
2) Если а< О, то х Е (-=; а/2] U 

U (-aJ3 /3; +=). 
3) Если а= О, то х Е (-=;О) U (О;+=). 

• 3.3. Бопее спожные иррационапьные 
неравенства и системы с параметром 

М 1. Решитенеравенство Ja + х + Ja - х >а. 
Решение. 

аЕ R, 

ООН: {а+ х ;;;;. О, 
u-x>O. 

1) а< О. Рассмотрим в этом случае ООН (рис. 207): 

{ х >-а, х<а. 

Легко видеть, что решений нет, так как ни одна 

пара значений х и а не является допустимой. 

2) а= 0: JX + Г-Х >О. В этом случае тоже реше­
ний нет. 

3) а> О. ООН (рис. 208): х Е [-а, а]. Возведем обе 
части данного неравенства в квадрат. Получим не-

равенство 2 Ja 2 - х2 > а( а- 2), равносильное дан­
номунеравенству в области его определения (при 

а> 0):. 

fp.ff////////((;._. 

а -а х -а а 

Рис. 207 Рис. 208 

а) а> 2: 4(а2 - х2) > а2(а2 - 4а + 4), 

х2 < а3 (1- а/4). 

х 

а Е (2; 4): х Е ( -~ J4a- а2; ~ J4a- а 2 ), (*) 

а Е [4; +=).Решений нет. 
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б) а Е (О; 2): х Е [-а; а]. 

в)а=2,тогда2J4-х2 >0;4-х2 >0,хЕ (-2;2). 
Заполняем ось ответа (рис. 209). 

Х Е (-2; 2) 

~,-Е-(--а-; """"ai':v/,...:...-(*-) ---~ 
.. 

о 2 4 а 

(ось ответа) 

Рнс. 209 

Ответ: 1) Если а~ О или а> 4, то решений нет. 
2) Если а= 2, то х Е (-2; 2). 
3) Если а Е (О; 2), то х Е [-а; а]. 
4) Если а Е (2; 4), 

то х Е ( -~ J4a- а2; ~ J4a- а2 ) . 

.М 2. Решитенеравенство (,}х- 1 - а)Цх + 1- 2а) >О. 
Решение. 

ООН: {а Е R, 
х;;;. 1. 

Рассмотрим ряд случаев. 

1)а<О: х>1. 

2)а=О: ,Jx-1•,./x+1 >О, х>1. 

3) а> О. Будем решать данное неравенство мето­
дом интервалов. ОпJ:!еделим «граничные точки•: 

,Jx- 1 =а, х = а2 + 1. 

,Jx+ 1 =2а, х=4а2-1. 

Теперь выясним, когда «граничные точки•> совпада­

ют при условии, что а > О. Для этого решим уравне-

ние а2 + 1 = 4а2 - 1: а= Jб/3. Возможны случаи: 

а) а= Jб/3: 

(,./х- 1- Jб/3)(,./х + 1- 2J6/3) >О, х > 1. 
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б) а> J6 /3: 
х1 Е [1; а2 + 1] U [4а2 -1; +=)(рис. 210). (А) 

в) О< а< J6 j3. В этом случае 4а2 -1 < а2 + 1. 
Приравняем 4а2 - 1 и число 1: 

4а2 -1=1; a=J2j2. 

Если О< а< J2 /2, то 4а2 -1 < 1, 

а если J2 /2 <а< J6 j3, то 4а2 - 1 > 1. 

а= J2 /2: х Е {1} u [3/2; +=)(рис. 211). (В) 

+ + + + 
j:?A////////\f/8 f{(//////////;/ .. • fZд///Лра..,. 

1 а2 + 1 4а2 - 1 х 1 3/2 

Рнс. 210 Рнс. 211 

О< а< J2 /2: х Е [а2 + 1; +=)(рис. 212). (С) 

J2 /2 < а < J6 /3: 
х Е [1; 4а2 - 1] U [а2 + 1; +=)(рис. 213). (D) 

+ + + + 

х 

:(//////////////. 0 fi/'///////1/ll:.,. jr////ЛЛ////. 8J.W//ЛЛ«/::. 

4а2 -1 1 а2 + 1 х 1 4а2 - 1 а2 + 1 х 

Рнс. 212 Рнс. 213 

Заполняем ось ответа (рис. 214). 

х ;;.1 "\L с 

о ./2;2 

Рнс. 214 

Jб;з а 
(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а ~О или а= J6 /3, то х ~ 1. 

2) Если О< а< J2 j2, то х Е [а2 + 1; +=). 

3) Если а= J2 /2, то х Е {1} u [ ~; += ). 
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4) Если J2 /2 <а< J6 j3, 
то х Е [1; 4а2 - 1] u [а2 + 1; +=). 
5) Если а> J6 /3, 
то х Е [1; а2 + 1] u [4а2 -1; +=). 

М 3. При каких значениях а решения неравенства 

J2x- 4а ?> х образуют на числовой прямой отре­
зок длины 3\а\? 

Решение. 

Будем решать это неравенство графически. Рас­

смотрим два случая. 

1) Пусть а< О. В системе координат (хОу) постро­

им графики функций у= J2x- 4а (1) и у= х (2) 
(рис. 215). 

у 

(1) 

х 

Рис. 215 

График функции ( 1) расположен не ниже графика 
функции (2), если х Е [2а; х0], где х0 - положи-

тельный корень уравнения J2x- 4а = х. Учи-

{ х - 2а= 3\а\ 
тывая, что 0 _' находим, что х0 = -а. 

а<О, 
Подставим -а вместо х в уравнение 2х- 4а = х2 : 

а2 + 4а + 2а = О [а= О, а= -6. 
' а=-6, 
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2) Пусть теперь а > О. 
От уравнения J2x- 4а = х переходим к системе 

J х2 - 2х + 4а = О, 
] х > 0 (рис. 216). Если х1 и х2 - решения систе-

мы, где х2 > xl' то х2 - х1 = За. 

х 

Рис. 216 

Используя теорему Виета, перейдем к системе 

х2 + х1 = 2, 
х1х2 = 4а, 

х2 -х1 =За: 

2- 3а 
xl = --2-, 

2 + 3а 
х2= --2-, 

х1 • х2 = 4а. 

Подставим выражения х1 и х2 в третье уравнение 
последней системы: 

2 - За • 2 + За = 4а 9а2 + 16а- 4 = О, 
2 2 ' 

[ а= 2/9, а= 2/9. 
а=-2, 

Ответ: -6; 2/9. 

М 4. Решитенеравенство J2x + а > х. 
Решение. 

1 сп о с о б (аналитический). 

ООН: {а Е R, 
х > -а/2. 
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1) Если х <О, то решенияминеравенства являют­
ся все пары (х; а) из области определения неравен­

ства: 

{ х<О, х ~ -а/2. 

о////////////46 ~:1(7:///// ... 

О -а/2 х 

а) а< О (рис. 217): в этом Рис. 217 

случае решений нет. 

б) а= 0: { х ~ 0
0

• Опять решений нет. 
х 9" • 

в) а> 0: х Е [-а/2; 0). 
Результаты нанесем на ось (1) рисунка 218. 

2) Если х ~О, то данное неравенство в своей облас-

{ х~О ти определения равносильно системе 
2 

' ...._ 2 х+а rX. 

Рассмотрим второе неравенство системы, перепи­

сав его в виде х2 - 2х - а < О. 
D1 <О, 1 +а< О, а< -1: неравенство, а значит, и 
система решений не имеют. 

D1 =О, а= -1: (х -1)2 <О, х = 1. Это единственное 
решение системы. 

D1 > О, а> -1: х Е [1 - J1 + а ; 1 + J1 + а]. 
Система примет вид 

х~О, 

1-J1+0- <x<1+J1+0-, 
а>-1. 

Ясно, что при всех а > -1 верны неравенства 

1- J1+0- < 1 + JГ+а, 1 + J1 +а> О. Прирав­

няем 1 - J1 + а и 0: 1 - J1 + а = О, а = О. Рас­
смотрим три случая. 

а) а Е (-1; 0): 1- J1 +а < х < 1 + J1+0-. (*) 

б) а = 0: х Е [О; 2]. 

в) а> 0: х Е [О; 1 + J1+0- ]. 
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Нанесем результаты на ось (2) рисунка 218 и све­
дем все на одну ось ответа. 

~ х Е [-а/2; О) 
----------------------~~0~--------------~~ (1) 

е5 ~ (*) 
~0;2у 
-~ХЕ [0; 1 +Jl +а) 

о ~ (2) 
-1 

"....--__;;х Е [О; 2),---------

0 ~ (*) ~Е [-а/2; 1 +JI+li] • 
-1 О а 

(ось ответа) 

Рис. 218 

О т в е т: 1) Если а < -1, то решений нет. 
2) Если а = -1, то х = 1. 
3) Если а Е (-1; 0], то 

х Е [1 - J1 + а ; 1 + J1+lz ]. 
4) Если а> О, то х Е [ -~; 1 + J1+lz J. 

2 сп о с о б (графический). 
Данное неравенство в своей области определения 
равносильно совокупности двух систем: 

х > -а/2, 
х>О, 

l{ 
х <о, 

{ х2 - 2х- а,;:;; О. 
(1) 

(2) 

Решим эти системы графически в системе коорди­

нат (хОа). 

(1): { х ~ 0
2
• (рис. 219). 

ar- х 

Система имеет решения при а > О. Тогда 
х Е [ -а/2; 0). 
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а 

а 

х 

а= -2 
-2 

Рис. 219 Рис. 220 

По рисунку хорошо видно, что если а 2, то 
ХЕ [-1;0),еслиа=4,тохЕ [-2;0)ит.д. 

(2): J х ;_;;, о, J х ;_;;, о, 
1 х2 - 2х- а ~ О, 1 х2 - 2х ~ а. 

Построим в системе координат (хОа) график 

функции а= х2 - 2х при х >О (рис. 220). 
Если а< -1, то график функции а= х2 - 2х, где 
х >О, расположен над прямой а= k, где k < -1. 
Поэтому решений нет. 

Приа=-1 х=1. 

Если -1 <а ~ О, то х1 ~ х ~ х2 : 

1 - ,)1 + а ~ х ~ ~ 1 + ,)1 + а . 
Если а> О, то график функции а= х2 - 2х, где х >О, 
расположен не выше прямой а= k, где k >О, если 

х Е [О; 1 + ,)1 + а]. 
Объединив множества решений систем (1) и (2), 
получим ответ. 

М 5. При каких значениях параметра анеравенство 

,J2x- а >хне имеет решений? 
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Решение. 

ООН: {а Е R, 
х ;;;.а;2. 

1 сп о с о б (аналитический). 
Данное неравенство равносильно в своей облас­
ти определения совокупности двух систем нера­

венств: 

1 х;;;. а/2, 
х;;;. о, l 

j х <о, 

{ 2х- а;;;. х2 • 
(1) 

(2) 

Рассмотрим отдельно каждую из систем. Легко 
видеть, ч.!l'о система ( 1) не имеет решений при 
а;;;. О. Решаем систему (2): 

Jx;;;.o, 
1 х2 - 2х + а< О. 
1) D1 = 1 -а, 1 -а< О, а> 1 (рис. 221). 

Система (2) решений не имеет. 
2) D1 = 0: а= 1; х = 1. Система совместна. Этот 
случай нас не устраивает. 

3) Если D1 > О, т. е. а < 1, то неравенство 

х2 - 2х- а< О всегда имеет неотрицательные ре­
шения (рис. 222). 

v 
Рис. 221 

Ответ: а> 1. 

х 

2 сп о с о б (графический). 

Рис. 222 

Построим графики функций у= J2x- а и у= х в 
системе координат (хОу) (рис. 223). 
Рассмотрим случай, когда прямая у = х является 

касательной к графику функции у = J2x- а. 
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Рнс. 223 

Пусть при этом а= а0 • Тогда данное неравенство 

не имеет решений, если а> а0 (график функции 

у = х будет выше графика функции у = J2x - а). 

Найдем производную у= J2x- а; у'= 1/ J2x- а. 
Учитывая, что у'(х0) = 1, решим уравнение у'(х) = 1: 

1/ J2x- а= 1, х0 =(а+ 1)/2. Тогда 

r::a+I у(х0) =~~·-т-- а= 1. 

Уравнение касательной примет вид 

у = х - (а + 1)/2 + 1, откуда 1 - (а + 1)/2 = О, 
т. е. а= 1. Итак, неравенство не имеет решений при 
а> 1. 

М 6. При каких значениях параметра а множеством 

решений неравенства х JX - а JX < ах - а2 будет 
отрезок длины меньше единицы? 

Решение. 

ООН: Jae R, 
1х~О. 
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1 сп о с о б (аналитический). 
Представим данное неравенство в виде 

(.[Х - а)(х- а)~ О, 

а затем рассмотрим ряд случаев. 

1) Если а< О, то решений нет. 

2) Если а= О, то х =О. 

3) Пусть а > О. 

Обозначим .fX = t, где t >О. Получимнеравенство 

(t- a)(t- ,Ja )(t + ,Ja) ~ О, а затем ему равносиль­
ное: (t- a.)(t- Ja) ~О. 
Решаем методом интервалов: 

а) J Ja > а, О < а < 1 (рис. 224); 
)а>О, 

а~ t ~ Ja, а~ .[Х ~ ,Ja, а2 ~ х ~а. 

Легко видеть, что О < а - а2 < 1. 

б) j а> Ja' а> 1 (рис. 225). 
)а> О, 

• "'е/1//,//д,. • t • ~//;;//t"//t"r/ • 

о а Ja о Ja 
Рис. 224 Рис. 225 

Решим систему неравенств 1 а2 -1а < 1' 
1а> : 

)а> 1, 
]а2 -а-1 <0, 

1 + J5 
1<а<-2-. 

а> 1, 

l-J5 <l+J5 
--2- <а --2- ' 

а 

.. 
t 
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в) Если а= 1, то получаем неравенство (t -1)2 :;;;; 0: 

t = 1, JX = 1, х = 1. 

( l+J5) Ответ: а Е (О; 1) U 1; --2- . 

2 с по с о б (графический). 
1) Если а< О, то решений нет. 
2) Если а = О, то х = О. 

З)Решаем неравенство (JX- а)(х- а):;;;; О, где а> О, 
в системе координат (хОу), введя функции: 

у = JX - а и у = х - а. 
а) а = 1 (рис. 226). 
б) а > 1 (рис. 227). 

Рнс. 226 

Рнс. 227 .... 

х 

х=1 

х 

~j 

' ~ 

j 
i 
j 
1 
j 

~ 

1 
! 
~ 
! 
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Тогдаа2 >а. 

х Е [а; а2]. 

А теперь решим систему 
неравенств 

{ а> 1, 
а2 -а<1, 

{ а> 1, 
а2 - а -1 <О, 

1<а<(1+/5)/2. 
в) О< а< 1. Тогда а2 <а 
(рис. 228). Рис. 228 
Узнаем, при каких зна-

чениях-О< а< 1 вернонеравенство а- а2 < 1: 

{ О<а<1, а2-а+1>0, О<а<1. 

Ответ: а Е (О; 1) U (1; (1 + J5 )/2). 

М 7. Решите неравенство 

х- Jx2- а2 < (х- а)2 • 
2(х +а) 

Решение. 

ООН: { х2- а2 ;;;. О, 
х -:1- -а; 

l{ 
а;;;. О 

х Е (_:.оо; -а) U [а;+=); 

{ а< О, х Е (-оо; а] U (-а;+=). 

Рассмотрим два случая. 

1) {х-а;;;. О, { х;;;. а, 
х+а>О; х>-а; l {: ~ ~· (рис. 229), 

{ а< О, х > -а (рис. 230). 
Данное неравенство перепишем в виде 

2х- 2Jx2- а2 < (х- а)2 . 
(Jx + а) 2 

F//:///////(///(//////////1: ;ar ------~CV.Rho/Шf/://:///Ш$~. 

а х -а х 

Рнс. 229 Рнс. 230 



188 1 Раздел 1. 3. Иррациональныенеравенства с параметром 

И далее: 

(x-a)-2Jx-a·Jx+a+x+a< --- , 
( 
х а )

2 

Jx+a 

(Jx +а - Jx- а )2 < ( Jx -+аа J' 
IJx+a-Jx-al< х-а. 

Jx+a 
а) Пусть а > 0: 

Jx+a-Jx-a< х-а ,x+a-Jx2 -a2 <x-a, 
Jx+a 

Jx 2 - а2 > 2а. 
Возведем обе части последнего неравенства в 

квадрат: х2 - а2 > 4а2 , lxl > а/5. Учитывая 
ООН, получим, что х > а J5 . 
б) Если а = О, то х "#О. 

в) Пусть теперь а< 0: 

Jx-a-Jx+a< х-а ,Jx2 -a2 -x-a<x-a, 
Jx+a 

j 
Jx 2 - а2 < 2х, 
х>-а, 

а<О, 
j 
х2 - а2 < 4х2 , 
х>-а, 

а<О; 

j 
3х2 > -а2 , 
х> -а, 

а<О, 
{ х >-а, а<О. 

Заполним ось (1) на рис. 233. 

2 ) {х-а< О, 
х +а< О, { х< а, х<-а, 

/(///////////////////(:0>--------; ...... 

-а х 

l{ 
а> О, 
х<-а 

{ а< О, х<а 

/(//(////////////////~ 

а 

(рис. 231), 

(рис. 232). 

х 

Рнс. 231 Рнс. 232 ... 
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Учтем, чтоа-х;;;;. О, -а-х> 0: 

-(а-х) -(-х-а)- 2Ja- xJ-x- а< (х- a)2 j(x +а), 

-( J а - х + J-х - а )2 < -( х - а )2 1 ( J-х - а )2 , 

Ja - х + J-x- а >(а-х)/ J-x - а, 

Jx 2 -a2 -х-а>а-х, Jx 2 -a2 >2а. 

а) а< 0: х ~а. 

б) а= 0: lxl > О, х :;t: О. 

х2 - а2 > 4а2 , 
в)а>О: х<-а, 

а>О, 

х<-а./5, 
х<-а, 

а>О, 
{ х < -а./5, 
а>О. 

-х>а./5, 
х<-а, 

а>О, 

Результаты решения отмечаем на оси (2) пара­
метра а, а затем объединяем все на оси ответа 

(рис. 233). 

х>-а "s:Y х>а./5 
• (1) 

о а 

"s:Y х < -а./5 
• (2) 

о а 

х,;;;,а 

----------., х ;z'o о ,.---------......,--2 (-оо; -а./5) U (а./5; +оо) • (-оо; а] U (-а; +оо) 

О а 

(ось ответа) 

Рис. 233 

Ответ: 1) Если а;;;;. О, ·то х Е(-=; -а./5) U 

u (ал/5; +=). 
2) Если а< О, то х Е (-=;а] U (-а;+=). 
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М 8. Решите систему неравенств 

J Jx + 2 ~ х, 
1ах >а. 
Решение. 

ООС: {а Е R, 
х>-2. 

1) Если а= О, то решений нет. 

2) Пусть а> 0: { Jx + 2 ~ х, 
х> 1; 

{ х
2 -х- 2 >О, 
х> 1, 1 

[ х ;;_;, 2, 
х~-1, 

х > 1, 

3)a<o:{Jx+2 ~х, 
х< 1, 

{ х
2 -х-2 >О, 
о~ х < 1, 1 

[ х ;;_;, 2, 
х~ -1, 
о~ х < 1. 

х>2. 

Последняя система решений не имеет. Поэтому в 
этом случае решений нет (рис. 234). 

о 

Рнс. 234 

О т в е т : 1) Если а > О, то х > 2. 

х;;.2 

а 

(ось ответа) 

2) Если а~ О, то решений нет. 

М 9. Решите систему неравенств 

J Jsin х- 1/2 ~ -а2, 

12-Jx-a > 1/4. 

Решение. 

1) Если а :;:. О, то первое неравенство системы, а 
значит, и система решений не имеют . ... 
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2) При а = О система примет вид 

J Jsin х- 1/2 <О, jsin х = 1/2, 
[JX>-2, ]х;;;.о; 

j х = (-1)пп;6 + nn, n Е Z, 
]х;;;.о, 

х = (-1)nn/6 + nn, n Е {О} U N. 
Ответ: 1) Если а -:f::. О, то решений нет. 

2) Если а = О, то х = ( -1)пп;6 + nn, 
n Е {О} U N. 

М 10. При каких значениях параметра а системе 

{ 1/4<х<1, J 
удовлетворяют все значения х 

х2 -2ах>1-х · 
из отрезка [1/4; 1]? 
Решение. 

ООС: {а 2Е R2, ' О 
х - ах r . 

Заметим, что 1 - х ;;;. О, учитывая неравенства 

114 < х < 1. Возведем обе части неравенства систе­
мы в квадрат. Получим 

{ 1/4<х<1, х(1- а)> 1/2. 
1) а= 1: решений нет. 

1/4<х<1, 
1 (рис. 235). 

х < ~:----:-
2(1- а) 

2) а> 1: 

В этом случае решений нет. 

1/4<х<1, 
3) Пусть а< 1: 1 (рис. 236). 

х>2(1-а) 

.. 
1/4 1 х 1/4 1 

... 
х 

~ 
1 х 

------(5(///////////////////////Д/(://Д//(///4-

1 х 

2(1- а) 2(1- а) 

Рнс. 235 Рнс. 236 
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Системе удовлетворяют все х Е [1/4; 1], если 
1 

2 ( 1 -а) <1/4,т.е.а<-1. 
Ответ: а< -1. 

М 11. Решите системунеравенств 

J1jx2- 1ja2 ;;;.1jx-1ja, 

(х2 + 2)/(х2 - 2х + 1) + 2 J.-x-=-2 -+-2 j(x- 1) + 1 ~О. 

Решение. 

1 

а ;:j; О, 

ООС: 1jx2 -1ja2;;;;. О, 
X;:j; 1. 

Решим сначала второе неравенство системы, пе-

реписав его в виде (Jx2 + 2 j(x - 1) + 1)2 ~ О. 

Тогда получаем уравнение Jx2 + 2 j(x -1) + 1 =О, 
откудах = -1/2. 
Подставим х = -1/2 в первое неравенство и решим 

его относительно а: J4- 1ja2 ;;;;. -2 :-1/а. 
Введем замену: пусть 1/а = t. Тогда получим не-

равенство J4- t2 ;;;;. -2- t, которое в своей облас­
ти определения равносильно совокуnности систем 

неравенств: 

4- t 2 ;;;;. О, 
t<-2 

l{
t;;;.-2, 

{ 4- t 2 ; 4 + 4t + t 2, 
[ 

-2 ~ t ~ 2, 
t<-2 

{ t 2 + 2t' ~о. 
Легко видеть, что вторая система совокупности 

решений не имеет. Поэтому t Е [-2; 2]. Вернемся к 
замене: 

{ 1ja~2, 1ja;;;;. -2, 

{ 
(1- 2a)ja ~О, 
(1 + 2a)ja;;;;. О (рис. 237). 
а Е (-оо; -1/2] U [1/2; +оо). 

7((/////t{/////I////////0>----4fii.t:' """''//(j""''////"'·-

0 1112 а 
1 

-""W""'//h~~~--{(j{////////////////////$:. 

-1/2 о а 

Рнс. 237 
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Ответ: 1) Если а Е(-=; -1/2] U [1/2; +=), 
то х = -1/2. 
2) Если а Е (-1/2; 1/2), то решений нет. 

М 12. Ре:щите системунеравенств { Jьх + Ь > х, 
х- 2 >О. 

Решение. 

ООС: { Ьх + Ь >О, 
ЬЕ R. 

1 сп о с о б. 

Перепишем данную систему в виде { Jь х + Ь > х' 
х> 2. 

Учитывая, что" х > 2, замечаем, что обе части пер­
вого неравенства принимают неотрицательные 

значения. Поэтому можно перейти к системе 

J Ьх + Ь > х2 , J х2 - Ьх- Ь <О, 
1х>2, 1х>2. 
Задача свелась к решению неравенства второй сте­

пени х2 - Ьх - Ь < О с дополнительным условием 
(х > 2). 

1) D <О, Ь(Ь + 4) <О, -4 < Ь <О. В этом случае ре­
шений нет. 

2)D= 0: 

1 
х2 <О 

а) если Ь =О, то система , 
2 
'а также данная 

х у ' 

система решений не имеют; 

J (х + 2)2 <О u 

б) если Ь = -4, то система 1 х > 
2 

'решении 

не имеет. 

3) Пусть D >О, т. е. Ь Е (-=; -4) U (О;+=). 

ь - Jь2 + 4Ь ь + Jь2 + 4Ь 
х1 = 2 и х2 = 2 - корни квад-

ратного трехчлена х2 - Ьх - Ь. 

7-5664 
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Воспользуемся теоремами о 

расположении корней квад­

ратного трехчлена, чтобы 

узнать, когда система имеет 

решения при Ь Е (-оо; -4) U 
U (0; +оо). 

а) х1 > 2 и х2 > 2 
(рис. 238). 
В этом случае 

[ 
ь >о, 

Ь<-4, 

2 т. е. 

хвершины> ' 

!(2) >о, 

[ ь >о, Ь<-4, 

Ь/2 > 2, 
4- 3Ь >О, 

Такой случай невозможен. 

Рнс. 238 

[ Ь>О, Ь<-4, 

Ь>4, 
ь < 4j3. 

х 

б) х1 = 2. Такой случай невозможен, так как 

ь- Jь2 + 4Ь v 

уравнение 2 = 2 решении не имеет. 

в) Корни лежат по обе стороны от 2 (рис. 239), 
т. е. 2 Е (х 1 ; х2). В этом случае: 

4 - 3Ь < О, Ь > 4/3. 

[ ь + Jь2 + 4Ь J Тогда х Е 2; 2 . (*) 

г) х2 = 2 (рис. 240). Подставляем 2 в выражение 
для х2 , решаем уравнение. 

ь = 4/3. 

Итак, при Ь > 4/3 решения есть. 
Тогда, если Ь Е (-оо; -4) U [О; 4/3), то решений нет. 

х х 

Рис. 239'- Рис. 240 
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Представим результаты на оси ответа (рис. 241). 

0 ~ 0 2 0 Q (*) .. 
-4 о 4/3 ь 

(ось ответа) 

Рнс. 241 

Ответ: 1) Если Ь = 4/3, то х = 2. 

[ ь + Jь2 + 4Ь J 2) Если Ь > 4/3, то х Е 2; 2 . 

3) Если Ь < 4/3, то решений нет. 

2 сп о с о· б. 
Как было описано выше, решаем систему нера-

венств J х2- Ьх- Ь < О, 
1х~2. 

Разделим обе части первого неравенства на х + 1: 
x2j(x + 1)- Ь < О. Представим x 2j(x + 1) в виде 
х + 1 + 1/(х + 1) - 2. Тогда получим систему 

{ 
х + 1 + 1/(х + 1)- 2- Ь <О, 
х~2. . 
п + 1 - t· { t + 1/t < 2 + ь, 
устьх - . :::., 3 

t"" • 
Решаем графически в системе координат (tOy). 
Рассматриваем две функции: у= t + 1/t, у= 2 + Ь, 
учитывая, что t ~ 3 (рис. 242). 

1 
1) Если t = 3, то у= 83: 

х+ 1 = 3, 
1 

2+Ь=3-3' 

2) Если Ь < 4/3, то решений нет. 

{ х = 2, 
ь = 4/3. 

3) Пусть Ь > 4/3. Тогда прямая у = 2 + Ь пересе­
кает график функции у= t + 1/t, где t ~ 3, в од­
ной точке. Найдем ее абсциссу: t + 1jt = 2 + Ь, 

t2- (2 + Ь)t + 1 =о, t 1 = (2 + ь + Jь2 + 4Ь )/2. 
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у 

у= t + 1/t 
5 

у=4 4 

2 

1 

1 2 3 t 

Рнс. 242 

Имеем 3 < t < (2 + Ь + Jь2 + 4Ь )/2, 

3 .:;::: + 1 .:;::: 2 + Ь +Jb2 + 4Ь 
""'х "" 2 ' 

2 .:;::: .:;::: Ь +Jb 2 + 4Ь 
""'х"" 2 . 

М 13. При каких значениях а < О неравенства 

2J(iX < 3а- х их- Jxja;;;. 6ja имеют общие реше­
ния? 

Решение. 
1. Решаем сначала первое неравенство, учитывая, 
что а< О. 

{ а<О ООН: .:;::: 
0

• Тогда в ООН это неравенство равно-
х"" . 

сильно системе неравенств 

х<О, 
а< О, 

х<3а, 
4ах < 9а2 - бах+ х2 , 

а<О, 

х< 3а, 
х2-1Оах+9а2>О, 
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а<О, 'i'#!//1//(//. fi'/1////$; .. 

х~ 3а, 

(х-а)(х-9а))'О(рис. 243). 

1 9а а х 

1 

@Ш/'11/W///:/?. .. 

3а х 
Итак, если а< О, то 

х Е (-оо; 9а]. 
Рнс. 243 

2. Область определения второго неравенства та же, 
что у первого неравенства. 

Перейдем сначала к неравенству Jxja ~ х- 6ja, 
а затем к системе 

6/а~х~О, 

xja ~ х2 -l2xja + 36ja2 , 

а<О, 

6/а ~ х ~О, 
(х- 4ja)(x- 9/а);;;:. О, 

а < О (рис. 244). 

6/а~х~о. 
х2 -l3xja + 36ja2 ;;;:. О, 
а<О, 

Получаем, что при а < О х Е [ 4/ а; 0]. 
А теперь покажем, как должны располагаться 

найденные множества решений, чтобы их пересе­

чение не было пустым (рис. 245). 

6/а 1 о х 

/<//4/§#Ш/. ]1 

; 1 9а х 

~ 
9/а 4/а х 4/а О х 

Рнс. 244 Рнс. 245 

Достаточно решить систему неравенств 

{ 4ja~9a, {9а2~4, {l3al~2, 
а< О, а< О, а< О, 

{ 
-3а ~ 2, {а;;;:. -2/3, _ 213 ~а< О. 
а< О, а< О, 

Ответ: [-2/3; 0). 

М 14. При каких значениях а неравенство 

J(a- х2)(х2 +а) +а> х имеет ровно два различ­
ных целочисленных решения? 
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Решение. 

Перепишем данное неравенство в виде 

Jca- х2)(х2 +а)> х-а 
и перейдем к равносильной ему совокупности сис­

тем 

(1) 

(2) 

Заметим, что при а= О данное неравенство реше­

ний не имеет. 
Решим сначала систему (1) графически в системе 
координат (хОа) (рис. 246). 

х 

Рнс. 246 

1) Если а< 1, а"# О, то система (1) не имеет цело­
численных решений, а при а < -1 вообще не имеет 
решений. 

2) Если а= 1, то х = -1, х =О. 
3) Если а> 1, то система имеет, по крайней мере, 
три целочисленных решения: -1; О; 1 . 

. Рассмотрим систему (2): 

J х(х3 + х- 2а) <О, 
1 х;;;;, а, 
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х>О, 

х>а, 

х3 +х< 2а, 
х<О, 
х>а, 

х3 +х> 2а, 

х>а, 
а>О, 

(х3 + х)/2 <а, 
а~ х< О, 

а<О, 

(хз + х)/2 >а (рис. 24 7). 

1) Если ·а > -1, то система 
(2) целочисленных реше­
ний не имеет. 

2) Если -5 ~а< -1, то од­
но целочисленное решение 

х=-1. 

3)Если -15 ~а< -5, то 
два целочисленных реше­

ния х = -2' х = -1. 

а х3 +х 
а=---

; 2 

1 
1 

Рис. 247 

3 4 
х 

4) Если а< -15, то целочисленных решений боль­
ше2. 

Ответ:аЕ [-15;-5)U{1}. 

М 15. Решитенеравенство 1-lxl > Jx2 - а2. 
Решение. 

ООН: i ~~}~~~. 
Изобразим ООН на плоскости в системе коорди­

нат (аОх) (рис. 248). 
Учитывая, что множества точек М и N симметрич­
ны относительно координатных осей, рассмотрим 

сначала случай, когда х > О, а затем сделаем вывод 
для множества N. 
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а2 + 1 
х 

х=--
х 2 

-а2 - r 
х= 2 

Рис. 248 Рис. 249 

Решаем систему неравенств 

jx>O, 
[ Jx 2 - а2 < 1- х, 

о< х < 1, 
х2 - а2 >О, 

о< х < 1, 
х>/а/, 

х2 - а2 < (1- х)2 , 

а 2 + 1 
х<--2 

(рис. 249). 

Таким образом, на множестве М: 

1) Если /а/ > 1, то последняя система решений не 
имеет. 

2) Если /а/= 1, то х = 1. 

3) Если а= О, то О< х < 1/2. 

а2 + 1 4) Если О < /а/ < 1, то /а/ < х < - 2- . 

На множестве N: 

1) Если /al > 1, то решений нет. 

2) Если lal = 1, то х = -1. 

3) Если а= О, то -1/2 < х <О. 

4) Если О< lal < 1, то (-а2 - 1)/2 < х <-/а/ . .... 
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Ответ: 1) Если lal > 1, то решений нет. 
2) Если lal = 1, то х = ±1. 
3) Если а= О, то -1/2 < х < 1/2. 
4) Если О< lal < 1, то lal < х < (а2 + 1)/2 
и (-а2 - 1)/2 < х < -lal . 

.N2 16. Решитенеравенство Ja- Ja + х <а. 
Решение. 

{
а+ х;::;, О, 

ООН· 
· а- Ja + х;::;, О, 

J х;::;, -а, 

1 Ja + х <а, 
х;;;,-а, 

а;;;,о, 

а+х~а2 , 
{ а;::;, О, 

-а< х< а2 -а. 

Покажем ООН в системе координат (аОх) 
(рис. 250). 
В своей области определения данное неравенство 
равносильносистеме 

{ а> О, a-Ja+x<a2, 

а>О, 

а+х;;;,о, 

а- а2 >О, 
l{ 
а- а2 <О, 

1 а+ х >(а- а2)2 , 
а>О, 

а> 1, 
х;;;,-а, 

а>О, 

а< 1, 

{ а> О, Ja+x>a-a2, 
а> О, 

а- а2 <О, 
а+ х >О, 

а>О, 

а- а2 >О, 

а+ х >(а- а2)2 , 

х>-а, 

О< а< 1, r{
a>1, 

1 х >(а- а2)2 - а. 
х >(а- а2)2 - а, 

Учитывая ООН, получим 

r{
a>1, 
-а < х < -а + а2 , 

JO<a<1, 
1 (а- а2)2 - а< х <-а+ а2 . 
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х х=-а+а2 

а 

Рнс. 250 Рнс. 251 

Результаты решения представлены на рис. 251. 
График функции х =(а- а2)2 - а изображен жир­
ным пунктиром. 

Заполняем ось ответа (рис. 252). 

·------- (-1· О] 
0 ~((а- а2)2- а; -а+ а~а; -а+ а2] .. 

О 1 а 
(ось ответа) 

Рнс. 252 

О т в е т : 1) Если О < а < 1, 
то х Е ((а- а2)2 - а; а2 - а]. 
2) Если а> 1, то х Е [-а; а2 - а]. 
3) Если а< О, то решений нет. 

М 17. При каких значениях параметра а перавенет­

во J1- х2 >а-х имеет решения? 
Решение. 

ООН: {аЕ R, 
ХЕ[-1;1]. 

1 сп о с о б. 
Так как 1 х 1 < 1, то можно ввести обозначение 
х = cos а, где а Е [О; 7t]. Тогда данное неравен-

ство примет вид J1 - cos2 а > а - cos а, откуда 
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/sin al > а - cos а. Так как а Е [О; n], то sin а ;;;;. О, по­
этому sin а> а - cos а или sin а + cos а> а. Восполь-

зовавшись формулой sin а+ cos а= J2 cos (а -1t/ 4), 

получим а< J2 cos (а -n/4). Наибольшее значение 

функции у= J2 cos (а -n/4) равно J2. Поэтому ис­
ходное неравенство имеет решения при а < J2 . 
2 сп о с о б. 
Решим задачу Графически 

в системе координат (хОу), 

построив графики функ-

ций у = J1 - х2 и у = а - х 
(рис. 253): 
Выясним, при каком а 

прямая у = а - х является 

касательной к графику 

функции у= J1- х2 • Для 
этого воспользуемся про-

у 

у= 

х 

Рис. 253 

х 
изводной: у'(х0) = -1; у'(х0) , откуда 

Jl- х2 

х0 = J2 /2, у0 = J2 /2, а = J2. Из рисунка видно, 
что неравенство имеет решения при а < J2 . 
Ответ: а< J2. 

М 18. Найдите все значения параметра а, при кото­
х2 + 9 

рых неравенство cos х - 2 J х2 + 9 ~ - - а 

имеет единственное решение. 

Решение. 

ООН: JaE R, -
lcosx:;t:-a . . 

Перепишем неравенство в виде 

a+cosx 

a+cosx-2Jx2 +9 +(x2 +9)/(a+cosx)~O 



204 1 Раздел 1. 3. Иррациональныенеравенства с параметром 

и преобразуем его левую часть: ((а + cos х)2 

- 2 J х 2 + 9 • (а + cos х) + х2 + 9) 1 (а + cos х) .;;; О, 

(а + cos х - J х2 + 9 )2 1 (а + cos х) .;;; О. 
Данное неравенство равносильно совокупности 

[ а+ cos х- Jx 2 + 9 =О, 
а+ cosx <О. 

Неравенство а + cos х < О не может иметь единствен­
ного решения ни при каком значении параметра а. 

Поэтому, исходя из условия задачи, уравнение 

а + cos х - J х2 + 9 = О должно иметь единствен­
ное решение, а неравенство а + cos х < О- не 

иметь решений. 

Неравенство а + cos х < О не имеет решений при 
а> 1. 

Рассмотрим уравнение J х2 + 9 = cos х + а при а > 1: 
х2 = (а + cos х)2 - 9. Так как х2 = (-х)2 и 
cos х = cos (-х), то единственное решение уравне­
ние будет иметь при х =О. Найдем соответствую­

щее значение а: 

{ 
О = (а + 1 )2 - 9, = 

2 а> 1, а · 
Действительно, при а = 2 уравнение примет вид 

Jx 2 + 9 = cos х + 2. Область значений функции 

у= Jx2 + 9 - [3; +=),а функции у= cos х + 2-
отрезок [1; 3]. Поэтому равенство будет верным 
лишь при х =О. 

Ответ: а= 2. 

М 19. Решитенеравенство Jx_ +а > х + 1. 

Решение. 

ООН: jaE R, 
1х>-а . 

.... 
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1 сп о с о б (аналитический). 
Данное неравенство равносильно совокупности двух 

систем: 

l{
x+1;;;.o, l{x;;;,-1, 
х +а;;;, х2 + 2х + 1, х2 + х + 1- а,;;;. О, 

откуда 

{ х+1<0, {х<-1, 
х + а ;;;, О; х ;;;, -а. 

{ х;;;, -1 
Решаем систему (1): 2 ' 

1 
__. 

0 х +х+ -а"" . 

(1) 

(2) 

Чтобы система была совместна, последнее нера­

венство должно иметь решения. 

D = 4а- 3, .. 

D;;;, О, поэтому а;;;, 3/4. 

1) D =О, а= 3/4: х = -1/2. 

2)D>O,a>3/4: 

х1 = (-1 - J4a- 3 )/2; х2 = (-1 + J4a- 3 )/2 
(рис. 254). 

х Е [(-1- ,J4a- 3 )/2; (-1 + ,J4a- 3 )/2]. 

Ясно, что х2 > -1. Сравним х1 и -1: 
если 314 < а < 1, то х 1 > -1; 
если а = 1, то х1 = -1; 
если а > 1, то х1 < -1. 
Рассмотрим каждый из этих случаев. 

а) а Е (3/4; 1), х1 > -1 (рис. 255), 

х Е [(-1- J4a- 3 )/2; (-1 + ,J4a- 3 )/2]. 

б) а= 1, х1 = -1 (рис. 256), х Е [-1; 0]. 

Рнс. 254 Рнс. 255 
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в) а> 1, х1 < -1 (рис. 257), 

х Е [-1; (-1 + J4a- 3 )/2]. 

Рис. 256 

{ х<-1 Решаем систему (2): ...__ ' 
х :r -а. 

Рис. 257 

Система совместна при а> 1: х Е [-а; -1). Решение 
совокупности представлено на оси ответа (рис. 258). 

х=-1/2 хЕ[-1;0] 
г---------------------, ~-----------

[
-1 - J4ll-=3. -1 + ла=з] 

хЕ 2 ' 2 [
-1· -1 +J4ll-=3] ХЕ , 2 

--~--------------------~-----------(1) 
11 3/41 а 

1 

: 'Р --~~~-------------------~~-----------~ (2) 

хЕ[-а;-1) 

11 а 

1 1 

x= 1-1j2 хЕ[-Ч;О] 
1 г---------------------, 1 ~-----------

3/4 

Рис. 258 · 

1 а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а< 3/4, то решений нет. 
2) Если а Е (374; 1], 

то х Е [(-1- J4a- 3)/2; (-1 + J4a- 3)/2]. 
3) Если а> 1, то х Е [-а; (-1 + J4a- 3 )/2]. 
4) Если а= 3/4, то х = -1/2 . ... 
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2 сп о с о б (графический в системе координат 

(хОу)). 

Построим графики функций у = х + 1 и у = J х + а 
и рассмотрим различные случаи их взаимного рас­

положения. 

1) Графики функций у = J х + а расположены ни­
же прямой (рис. 259). Неравенство не имеет реше­
ний. Найдем соответствующие значения а. 

х 

Рис. 259 

Система J У= Jx +а' не имеет решений, т. е. 
1у=х+1 

квадратное уравнение х2 + х + 1 - а = О не имеет 
корней. 

D=4a-3,a<3j4. 

2) График одной из функций у = J х + а касается 
прямой у = х + 1 (рис. 260). Неравенство имеет 
единственное решение. 

D = 0: а= 3/4, х = -1/2- абсцисса точки каса­

ния. (Этот результат мог быть получен и с по­

мощью производной, так как у = х + 1- каса-

тельная к графику функции у = J х + а.) 
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х 

-1 

Рис. 260 

3) Графики функций у= Jx +а и у= х + 1 пересе­
каются в двух точках (рис. 261): а Е [3/4; 1]. 

у 

у=х+ 1 у= JX+i 
у= Jx +а, а Е [3/4; 1] 

о 1 

Рис. 261 

х1 = (-1- J4a- 3 )/2, х2 = (-1 + J4a- 3 )/2. 

х Е [(-1- J4a- 3 )/2; (-1 + J4a- 3 )/2]. 

х 

4) Графики функций у= Jx +а и у= х + 1 пересе­
каются в одной точке (рис. 262): а> 1. 

х Е [-а; (-1 + J4a- 3 )/2] . ... 
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у= Jx + 2 

х 

-1 

Рнс. 262 

3 сп о с о б (графически в системе координат (хОа)). 
Данное неравенство равносильно совокупности 

двух систем: 

{ х + 1 <О, 
а>-х, 

{ 
х + 1 >о, 
а >х2 +х+ 1, 

{ 
х < -1, 
а>-х, 

{ 
х > -1, 
а> х2 + х+ 1. 

(1) 

(2) 

Решим каждую из систем графически в системе 

(хОа) (рис. 263 и 264), а затем объединим полу­
ченные решения. 

Найдем координаты вершины параболы 

·а= х2 + х + 1: х0 = -1/2, Уо = 3/4. 

(1) а 

х=-1 

3 

Рнс. 263 

2 х 

а=-х 

(2) а 
х=-1 

4 

-2 -1 1 о 1 2 -2 
-1 

Рис. 264 

х 
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а 

Изобразим теперь в системе (хОа) множество ре­

шений совокупности (рис. 265). 
Прямая а= -х касается параболы а= х2 + х + 1 в 
точке (-1; 1). 
Будем рассекать изображенное множество точек 

плоскости горизонтальными прямыми. 

1) Если а< 3/4, то решений нет. 
2) Если а= 3/4, то х = -1/2. 
3) Если а Е (3/4; 1], то х Е [х1 ; х2], где Хр х2 -
корни квадратного уравнения х2 + х + 1 = а: 

х1 = (-1- J4a- 3 )/2; х2 = (-1 + J4a -'3 )/2. 

4) Если а> 1, то х Е [-а; (-1 + J4a- 3 )/2]. 

М 20. Найдите наибольшее значение величины а, при 
котором неравенство 

aFa(x2
- 2х + 1) + х2- f'x +-1 < wjsin п; 1 

имеет хотя бы одно решение. 



3.3. Более сложные иррациональныенеравенства и системы 1 211 

Решение. 

ООН: {а;;;;: О, 
X:;t: 1. 

1) Если а = О, то данное неравенство верно при 
всех x:;t: 1. 
2) Пусть а> О. Разделим обе частинеравенства на 

4j;;3: 4j;;3 о (х -1)2 + 1 < \sin nx 1· 
1/lio(x-1)2 2 

Для существования хотя бы одного решения пра­
вая часть этого неравенства должна быть не мень­
ше наименьшего значения левой части. 

Воспользуемся для оценки левой части неравен-

ством Коши а+ Ь > 2 J(iЬ (а> О, Ь > 0). Тогда 

W о (х- 1)2 + 1 > 21Га. 
1Га о (х- 1)2 

Выясним, при каких значениях х достигается ра­

венство: 

4j;;3 о (х- 1)2 + 1 = 2Va; 
1/lio(x-1)2 

Ja о (х- 1)2 + 1 
- 2 =О; 

Jao(x-1)2 

Ja (х- 1)2 = 1, 

[ 
х = -1/4.Ja + 1, 
х = 1/Va + 1. 

Исходное неравенство имеет хотя бы одно реше-

ние, если 2Va < \sin п; \, т. е. 16а < sin4 п;, от-

куда а < 1~ sin4 п;. Так как sin4 п; Е [О; 1], то 
О< а< 1/16. Наибольшее значение а= 1/16. 
Ответ:а=1/16. 

М 21. Решитенеравенство 

x+Jx+1j2+л/x+1/4 <а. 
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Решение. 

j а Е R, 
ООН: 1 х > -1/4. 
1) Если а < О, то решений нет. 
2) Пусть а > О. Преобразуем левую часть неравен­
ства: 

х + Jx + 1/2 + Jx + 1/4 = 

=x+JcJx+1/4)2 +Jx+1/4 +1/4 = 

= х + JcJx + 1/4 + 1/2)2 
= х + Jx + 1/4 + 1/2 = 

= ( J х + 1 14 )2 + J х + 1 14 + 114 = 

= (Jx + 1/4 + 1/2)2 • 

Неравенство примет вид 

(Jx + 1/4 + 1/2)2 <а, 

Jx + 1/4 < Ja -1/2, 

Jx + 1/4 >-Ja -1/2. 

Jx+1/4+1/2<Ja, 

Jx+ 1/4 +1/2>-Ja, 

Второе неравенство системы выполняется при всех 

а>Оих>-1/4. 
Теперь решим первое неравенство системы. 

а) Если Ja - 1/2 <О, т. е. а Е (О; 1/4], то реше­
ний нет. 

б) Если Ja - 1/2 >О, т. е. а> 1/4, то 

ХЕ [-1j4;a- Ja). 

Наносим результаты на ось ответа (рис. 266). 

о 

\1 ~ - х Е [-1/4; а -Jli) .. 
1/4 

Рис. 266 

а 

(ось ответа) 
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Ответ: 1) Если а~ 1/4, то решений нет. 

2) Если а> 1/4, то х Е [-1/4; а- Ja ). 
М 22. Найдите все значения параметра а, при кото­

рых все числах из отрезка [1; 5] удовлетворяют 

неравенству Зах+ 2)3х + 1 - 6х +а- 5 <О. 

Решение. 

ООН: { ~ ~ ~i;з. 
Пусть Jзх + 1 = t, где t >О, откудах = (t2 - 1)/3. 
По условию х Е [1; 5], поэтому t Е [2; 4]. 
Неравенство примет вид (а- 2)t2 + 2t- 3 <О. Ре­
шение задачи сводится к нахождению таких зна­

чений параметра а, при которых данное неравен­

ство выполняется для всех t Е [2; 4]. 
Рассмотрим несколько случаев. 

1) а = 2: t < 3/2. Не удов-
летворяет условию задачи. 

2) D1 = 3а - 5; а > 2, тогда 
D1 >О (рис. 267). 

Пусть f(t) =(а- 2)t2 + 2t- 3. 

\_ ? ~ / -
~ 

Рис. 267 

Воспользуемся теоремой о расположении корней 

квадратного трехчлена: 

а> 2, 
f(2) <О, 
{(4)<0; 

а> 2, 
а< 7/3, 
a<27jl6. 

Система не имеет решений. 

3) а< 2. 

а) D1 >О, т. е. а Е (5/3; 2) (рис. 268, 269). 

2 
/ 

Рис. 268 Рис. 269 

t 
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По теоремам о расположении корней квадратного 

трехчлена: 

1 --- >4 
а-2 ' 

{(4) <О; 

J __ 1 <2 

1 {(~)1 о, ' 

l{ 
а Е (7 1 4; 2), 
а< 27/16; 

{ а Е (-=; 3/2) U (2; +=), 
а< 7/3, 

а Е (5/3; 2), 
а Е 5/3; 2). 

Система не имеет решений. 

б) D1 =О, т. е. а= 5/3 (рис. 270). 

t0 = 3 Е [2; 4], 

а= 5/3 не удовлетворяет условию задачи. 
в) D1 <О, т. е. а< 5/3 (рис. 271). 

~,:(/ЛЕ//~//!.{(ЛЛ'~//(:?/~(F//////4 ~ 

2 4 t .. 
t 

Рис. 270 Рис. 271 

Неравенство выполняется при всех t Е [2; 4]. 

Ответ: а Е(-=; 5/3). 

М 23. Решите систему 

i

ax + 3х> О, 

x+1+aJi2+1.+ 1 >а2. 
3 х + Jx2 + 1 

Решение. 

·{а Е R, 
ООС: ХЕ R. 
Преобразуем левую часть второго неравенства, ум-

1 
пожив числитель и знаменатель дроби ---=== 

х + Jx 2 + 1 

на выражение х- Jx 2 + 1 "#-О. 
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Система примет вид 

J (а+ 3)х >О, 
1 (а+ 3) • ,J,-x.",-2 +-1 > 3а2 -1. 

Рассмотрим несколько случаев. 

{
О· х >О, 

1)Пустьа=-3: О·л/х2 + 1 > 2б. 

Система не имеет решений. 

х>О, 

2) Пусть а > -3: 1 2 + 1 3а2 - 1 
лJХ > а+ 3 · 

Решим второе неравенство системы. 

а) а Е [-л/3 j3; J3 /3]: х Е R. 
Так как х > О, то решениями системы будут все 
действительные положительные числа. 

б) а Е (-3; -J3 /3) U (л/3 /3; +=). 

(3а2- 1)2 
Тогда х2 + 1 > а + 3 , 

2 > 3(а- 4j3)(a + 1)(3а2 +а+ 2) 
х (а+ 3)2 . 

Тогда возможны случаи: 

1. Если а Е (-1; -J3 /3) U (л/3 /3; 4/3), то х Е R. 
Учтем первое неравенство системы: х > О. 
2. Если а= 4/3 или а= -1, то х -::F О. Решениями 

системы будут всех> О. 

3. Если а Е (-3; -1) U (4/3; +=),то 

1 1 
Jga4 - 25а2 - ба - 8 

х > 3 . 
а+ 

Так как х > О, то 

( 
Jga4 - 25а2 - ба - 8 ) 

ХЕ а+ 3 ; +оо • (*) 
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3) Пусть а < -3: 

{
х <О, 

Jx 2 + 1 < (3а2 - 1)/(а + 3). 

Так как (3а2 - 1)/(а + 3) > О при всех а < -3, то 

х2 + 1 < (з::-31)2' 
х2 < (3(а- 4/3)(а + 1)(3а2 +а+ 2))/(а + 3)2 , откуда 

\х\ < -J9a4- 25а 2 - 6а- 8 /(а+ 3). 

Так как х <О, то 

х Е (J9a 4 - 25а2- 6а- 8 j(a + 3); 0). 

Заполним ось ответа (рис. 272). 

(**) 

g х > о х > о х > о х > о ___ _ 

~~(*) 

Рис. 272 

Ответ: 1) Если а< -3, 
то х Е (,),-9-а-:-4 ---2-5,.---а-;;-2 ---6-а----=-8 j(a + 3); 0). 

2) Если а= -3, то решений нет. 
3) Если а Е (-3; -1) U (4/3; +=), 

то х Е (J9a 4 - 25а2 - 6а- 8 j(a + 3); +=). 
4) Если а Е [ -1; 4/3], то х Е (О;+=). 

М 24. Найдите все значениях, для которых неравен­

ство Jo,5x2 - х + а > ах2 + (2а- 1)(х + 2)- 3а вы­
полняется для всех а из отрезка [ -3; 0]. 

Решение. 

Представим данное неравенство в виде 

Jo,5x 2 - х +а >а+ (х + 1)2 - (х + 1)- 1. 
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Введем замену: t = х + 1, х = t- 1. Получим нера­

венство Ja + 0,5(t2- 4t + 3) > at2 - t- 1, которое 
сводится к совокупности систем 

(1) 

1 

{ :t: ~,~7t21~ 4t + 3) >О, 
{ 
at2 > t + 1, 
а+ 0,5(t2- 4t + 3) > (at2 - t -1)2. (2) 

Решаем сначала систему (1): 

at2 < t + 1, 
-t2 + 4t- 3 

а> 2 

1) Если t =О, то а> -3/2. Но [-3; О] ct. [-3/2; +=). 
2) Пусть t -:1:- 0: 

t + 1 
а< -2-, t -

-t2 + 4t- 3 
а> 2 

Нас интересуют два случая: а) и б). 

а) Рис. 273. 

/ " \ 

-t2 + 4t- 3 -3 о 

2 

Рис. 273 

Приходим к системе 

t + 1 о 
~>' 

-t2 + 4t- 3 
2 ~-3. 

J t > -1, 
1 t2 - 4t- 3 >О (рис. 27 4). 

t+l а 

t2 

~ 
-1 t 

;//1УШ§/(/. fi!Л//////% 31 

2-ft 2+J7 t 

Рис. 274 
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[
-1<t<.2-J7, 

t?:2+J7. 

Тогда 

[ 
-2 < х <. 1 - J7' 

х?: 1 + J7 (рис. 275). 

----Qt?f//17&/////////////Л//~ ff/.'///////////(////////////////////&1/? .. 

-2 1-ft 1 +J7 х 

Рис. 275 

Теперь рассмотрим случай б). 

б) Рис. 276. 

---....... ---, 
/ / \ 

' ~//////////Л//////t~~~Wh~W/-~Wh~o/:~Whщ~~-----·-
-f2 + 4t- 3 -3 t + 1 о 

2 t 2 

Рис. 276 

Достаточно решить систему неравенств 

1

-t2 + 4t- 3 
2 <. -3, 

t <. -1, 

х + 1 <. -1, х <. -2. 

{ 
t2 - 4t- 3 >О, 
t <. -1. 

а 

Теперь решаем систему (2). После несложных 
преобразований перейдем к системе: 

{ 
at2 ?: t + 1, 
a2t4- a(2t3 + 2t2 + 1) + 0,5t2 + 4t- 0,5 <О. 

1) Если t =О, то решений нет. 

2) Пусть t -:F- О. Опять рассматриваем два случая: 

в) и г). 
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в) Рис. 277. 
Введем функцию 

f(a) = a2t 4 - a(2t3 + 2t2 + 1) + 0,5t2 + 0,4t- 0,5. 
f(-3) <О, 

Составляем систему: f(O) <О, 
(t + 1)/t2 < -3. 

Легко видеть, что неравенство 3t2 + t + 1 < О не 
имеет решений. Значит, случай в) невозможен. 

г) Рис. 278. 

-3 а 

~/////////$///////////////(. 

Рис. 277 Рис. 278 

f(O) <О, 
-3 < (t + 1)/t2 < О, 

Получим систему неравенств 
t(t :2 1) <о. 

0,5t2 + 4t- 0,5 <О, 
-3t2 + t + 1 > О, 
t < -1, 
(t + 1)2 • t4- (t + 1)(2t3 + 2t2 + 1) + t2 + 8t- 1 :;;:: о 

t4 t2 2 ~ ' 

t2 + 8t -1 <О, 
t< -1, 
t4 - 4tз + 3t2 + 2t + 2 >О, 

t2 + 8t -1 <о, 
t < -1, 
t3(t- 4)+ 3t2 + 2t + 2 >о. 

Учитывая, что t 3(t - 4) > О и 3t2 + 2t + 2 > О при 
t < -1, достаточно решить систему 

{ 
t2 + Bt- 1 < О, 
t < -1 (рис. 279). 
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~ 
-4 -Ji7 -4 +Ji7 t 

.. 
-1 t 

Рнс. 279 

-4 - J[7 < t <. -1' 

-5- Л7 < х <. -2. 

-2 

-----(f'??Ш4//(///;;((-ij((/ щ;.. 

-5 -Ji7 -2 

Рнс. 280 

.. 
х 

.. 
х 

А теперь найдем пересечение множеств решений 

в случаях б) и г), когда t <. -1. 

Белучае б) а Е [ -3; t : 2
1 

), а в случае г) а Е [t :2 \ О J. 
т. е. а Е [-3; 0]. 

-5 - Jl7 < х <. -2 (рис. 280). 

Учитывая результат решения в случае а), получа­

ем ответ. 

Ответ: (-5- J[7; 1- J7] U [1 + J7; +оо). 
Упражнения для самостоятельного решения 

Решитенеравенства (1-8). 

1) Jx 2 + 1 <.а- 1. 

2) Jx- 3 >а+ 1. 

3) aJx- 1 < 2. 

4) Jx- 3 ;;;;: Jx + 2а. 

5) Jax + 2 < J2x + а. 

6) Ja 2 - х2 < xj2. 

7) Jx 2 + сх- 5 <. Jx- 5. 

8) JX а+ 1 ;;;;: Jx . 
9) Решитенеравенство J1- х2 <а-х графически .. 
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10) При каких значениях а < О решения неравенст­

ва J х + а > х образуют на числовой прямой от­
резок длиной 2lal? 

11) Решитенеравенство Ja- Ja + х >а. 
12) Найдите все значения параметра а, при которых 

1 х2 + 16 
неравенство cos 2х +а,;;;; 2л;х 2 + 16 - + 2 а cos х 

имеет единственное решение. 

13) При каких значениях а и Ь множество решений 

неравенства J х - а > л/2 х - Ь совпадает с про­
межутком [1; 5)? 

14) При каких значениях параметра р множество 

решений неравенства х + Jx2- 2рх > 1 содер­
жит промежуток [1/4; 1]? 

15) Решитенеравенство J5x2 + m 2 > -3х. 
16) Для каждого положительного а решите нера-

венство J2ax - х2 >а-х. 
17) Найдите все значения а, при каждом из кото-

{ 
Jiy + 31 = 1- л/5ixl 

рых система 
2 

' 
2 
имеет ров-

16а- 9- 6у = 25х +у 

но четыре различных решения. 

18) При каких значениях параметра Ь неравенство 

(Ь - x)J3 + х- х2 > О имеет только два реше­
ния? Найдите эти решения. 

19) При каких значениях а все пары чисел (х; у), 
удовлетворяющие неравенству 

у> 5(х- а)2 - Jg- а 2 , одновременно удовлетво­
ряют и неравенству у > х2 - 3? 

20) Найдите наименьшее значение величины а, при 
котором неравенство 

Ja · (20х- 5х2 - 20) + 1 
?J 

bl · (20х- 5х2- 20) 

> -10JO.,icos 51txl имеет хотя бы одно решение. 
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ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ 

И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

И НЕРАВЕНСТВА С ПАРАМЕТРОМ 

11 Справочный матерная 
8 1. 1. Покаэатепьная функция. 

Свойства покаэатепьной функции 

~ Оnределепие. Функция, заданная формулой 
у= ах, где а> О, а ::1:- 1, называется показательной 
функцией с основанием а. 

Она определена на всей числовой оси. Поясним, 

почему на основание а накладываются ограничения: 

а>О,а::~:-1. 
Если взять, например, а= -2, то по определению 

степени положительного числа а с рациональным 

показателем r = mjn, где т Е Z, n Е N, n > 1, записи 
(-2)2/3, (-2)1/2 и т. д. бессмысленны. Если а= О, то х 
не может принимать ни одного неположительного 

значения. 

Если же а = 1, то у= 1 при любомхЕ R, а потому 
у = 1 х не представляет интереса. 

Итак, основание показательной функции являет­
ся положительным числом, не равным 1. 

Построим схематично график функции у = ах, где 

а > 1, и перечислим ее свой­
ства (рис. 281). 

1. Область определения 
D(y) =R. 

2. Множество значений 
Е(у) ~(О; +оо). 

Остановимся на детализа­

ции области значений пока­

зательной функции при а> 1. 

у 

х 

Рис. 281 
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1) Если х >О, то ах> 1. 

2)Еслих=О,тоах= 1. 
3) Если х <О, то О< ах< 1. 
Обратим внимание на то, что при выполнении раз­

личных упражнений с показательной функцией недо­

статочно знать только, что ах> О. Важно уметь сравни­

вать ах с единицей. Рассмотрим несколько примеров. 

М 1. Решите уравнение 3-х2 - х -l = 5. 
Решение. 

Учитывая, что -х2 - х - 1 < О при х Е R, а 

о< 3-Х2 - х -l < 1, делаем вывод, что данное урав­
нение решений не имеет. 

М 2. Решите уравнение 2Jx 2
- 5х = л=lXl. 

Решение. 

ООУ. { х2 - 5х ;;;;. О, 
· 1-lxl;;;;. О (рис. 282). 

Отсюда: х Е [-1; 0]. 

!fУ//Л~#$. ~/////ffi ._ 

1 10 5 х 
1 1 
j'i"//Ш/ШЛШ/. .. 

-1 1 х 

Тогда в области определе-
Рнс. 282 

ния уравнения справедли-

вы неравенства: 1 < 2Jx 2
- бх < 2J6; О< J1 + х < 1. 

Значит, решения данного уравнения надо искать 

среди решений системы J Jx 2
- 5х =О, 

11 + х = 1. 
Получим х =О. 

Ответ: О • 

.N2 3. Решитенеравенство 3х2 > cos х- 1/2. 
Решение. 

ООН: R. 

Учитывая, что 3Х2 
;;;;. 1 при х Е R, 

-3/2 < cos х -1/2 < 1/2, заключает, что данное не­
равенство верно при любомхЕ R. 
Ответ:(-=;+=). 
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Вернемся к свойствам функции у= ах, где а> 1. 
3. Функция у =ах, где а > 1, не принимает ни 
наибольшего, ни наименьшего значений. 

4. Возрастает на R. 
Докажем последнее. 

Пусть х1 и х2 - два произвольных числа из R та-

ких, что х1 > х2 . Докажем, что ах 1 > ах2. Рассмот­

рим ах1 - х2 : х 1 - х2 >О, а> 1. Поэтому ах1 - х2 > 1. 

axl 
Значит, ~ > 1, axl > ах2. 

а 2 

5. Функция не обладает свойствами четности и не­
четности. 

6. Не является периодической. 
7. Дифференцируема на R: (ах)'= ах ln а. 
Теперь построим схематич-

но график функции у = ах, у 

где О < а < 1, и перечис­
лим ее свойства (рис. 283). 
1. D(y) = R. 
2. Е(у) =(О; +=). 
1) Если х >О, то О< ах< 1. 

2) Если х =О, то ах= 1. 

3)Еслих<О, тоах> 1. 

о 

Рнс. 283 

х 

3. Не принимает ни наибольшего, ни наименьше-
го значений. 

4. Убывает на R. 
5. Не является ни четной, ни нечетной. 
6. Не является периодической. 
7. (ах)'= ах ln а. 

8 1.2. Покаэательные уравнения и неравенства 
При решении любых уравнений (неравенств) и их 

систем желательно nользоваться теорией равносиль­

ности, которая позволяет осознанно переходить от 

одного уравнения (неравенства) к другому. Сущест-
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вует несколько определений понятия «равносиль­

ность>> применительно к уравнениям (неравенст­

вам) или их системам и им соответствующих теорий. 

Остановимел на одном из определений равносиль­

ности уравнений. 

~ Определение. Если велкий корень уравнения 
f 1(x) = g 1(x) (1), принадлежащий множеству М, яв­
ляется корнем уравнения f 2(x) = g2(x) (2), а любой 
корень уравнения (2), принадлежащий М, лвллетсл 
корнем уравнения (1), то эти уравнения называютел 
равносильными на множестве М. 

Если оба уравнения не имеют корней на множест­

ве М, то они.тоже считаютел равносильными на этом 

множестве. 

Выбор множества М очень важен, так как два 

уравнения на одном множестве могут быть равно­

сильны, а на другом нет. 

Например, уравнения (х- 1)(х2 - 3) =О их- 1 =О 
равносильны на множестве N, но не равносильны на 
множестве R. 

Приведем некоторые утверждения о равносиль­

ности уравнений (неравенств) на множестве приме­

нительно к показательным и логарифмическим 

уравнениям и перавенетвам и приведем доказатель­

ства части из них. 

Теорема 1. Уравнение af<x> = а<~'<х>, где а > О, 
а::;; 1 (1), равносильно уравнению f(x) = с:р(х) (2) в об­
ласти определения уравнения (1). 

Доказательство. 

Заметим, что области определений уравнений (1) 
и (2) совпадают: это пересечение областей определе­
ния функций у= f(x) и у= с:р(х). 

1) Пусть х1 - корень уравнения (1). Это значит, 

что af<x 1> = а<р(х 1 ) -верное числовое равенство. До­
кажем теперь, что х1 - корень уравнения (2), т. е. 

8-5664 
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f(x1) = q>(x1). Воспользуемся методом от противно­

го. Пусть f(x1) =1- q>(хд. Тогда либо f(x1) > q>(x1), ли­

бо f(x 1) < · q>(x1). Допустим, что f(x 1) > q>(x1). Тог-

да at<x1) > а<р(х 1 ), если а> 1, или af<x1) <: а<р(х 1 ), если 

О< а< 1. Получим противоречие с тем, что х1 - ко­

рень уравнения (1). Аналогично можно доказать, 
что неверно неравенство f(хд < q>(x1). Остается, что 

f(xl) = <p(xl). 

2) Пусть х2 - корень уравнения (2). Тогда 

f(x2) = <р(х2). Справедливость равенства af<x2J = a<p(x2J 

доказывается методом от противного. 

3) Если одно из уравнений (1) или (2) не имеет 
корней, то не имеет их и другое. 

Пусть, например, уравнение (1) не имеет корней. 
Предположим при этом, что уравнение (2) имеет ко­
рень х = х0 • Тогда по пункту 2 доказательства теоремы 
число х0 - корень и уравнения (1), а оно корней не 
имеет. Аналогично доказывается, что если уравнение 

(2) не имеет корней, то не имеет их и уравнение (1). 

Теорема 2. Неравенство af(x) > а<р(х), где а> О, а =1- 1, 
в своей области определения равносильно совокуп­
ности систем неравенств 

l{
a>1, 
f(x)> <р(х); 

JO<a<1, 
1 f(x) < <р(х). 

Теорема 3. Неравенство af<x>;;;: а<р(х), где а> О, а =1- 1, 
в своей области определения равносильно совокуп­
ности систем неравенств 

r 
{ а> 1, 
f(x) ;;" <р(х); 

{ О<а<1, f(x) ~ <р(х). 
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Попробуйте эти теоремы доказать самостоятельно, а 

также сформулировать теоремы 4 и 5 для неравенств 
af(x) < aq>(xJ, где а> О, а ":f:.1, и af(x) < a<l'(xJ, где а> О, а ::F- 1 . 

...... Определепие. Областью определения функции 
у = f(x)!!<xJ договоримся считать все те значения х, 
при которых f(x) >О и g(x) существует. 

Теорема 6. Уравнение f(x)g(x) = f(x)<l'(x) в своей об­
ласти определения равносильно совокупности урав-

нений [ g(x) = <р(х), 
f(x) = 1. 

Теорема 7. Неравенство f(x)g(x) > f(x)<l'<x> равно­
сильно в своей области определения совокупности 

l { 
g(x) > <р(х), 
f(x) > 1; 

{ 
g(x) < <р(х), 
О< f(x) < 1. 

Теорема 8. Неравенство f(x)g<x> > f(x)<l'<x> равно­
сильно в своей области определения совокупности 

{ 
f(x) > 1, 
g(x) > <р(х); 

{ О< f(x) < 1, 
g(x) < <р(х), 
f(x) = 1. 

Сформулируйте теоремы 9 и 10 для неравенств 
f(x)g(x) < f(x)<l'<xJ и f(x)g(x) < f(x)<l'<x>, а также попробуйте 
доказать самостоятельно теоремы 6-10. 

8 1.3. Лоrарифм числа. Свойства лоrарифмов 

Если а > О, а ":f:. 1, то для любого Ь > О существует 
число х (и притом только одно) такое, что ах= Ь. Это 

число х называется логарифмом числа Ь при основа­

нии а и обозначается так: х = loga Ь. 
log - начальные буквы слова логарифм, написан­

ного латинскими буквами: logarithmus. 



228 1 Раздел 11. 1. Справочный материал 

.... Определение. Логарифм положительного числа Ь 
по основанию а (а> О, а t:. 1) есть показатель степени, 

в которую надо возвести а, чтобы получить Ь: a 10
gab = Ь. 

О Пр и меры: log2 8 = 3; log5 25 = 2; log3 1/3 = -1; 
log8 1 =о. 

В соответствии с десятичным характером счета 

наиболее употребляемы десятичные логарифмы, 
обозначаемые lg Ь. 

Большое значение имеют также натуральные ло­

гарифмы, основанием которых служит трансцендент­

ное число е= 2, 71828 ... Их обозначают ln Ь. 
Формулы перехода от натуральных логарифмов 

. _ lg Ь _ ln Ь 
к десятичным и обратно. ln Ь - lg е, lg Ь - ln 10 , 

1 1 
lg е = 2,30258 ... , ln 10 = 0,43429 .... 

Свойства логарифмов 

1. a 10
gax = х, где х >О, а> О, а -:f:. 1. Это равенство 

называют основным логарифмическим тожде­

ством. 

2. loga (ху) = loga /х/ + loga /у/, где ху >О, а> О, а t:.1. 
3. loga (х/у) = loga \х\ - loga \у\, где xjy > О, а > О, 

at:.1. 
4.loga xn = n ·loga \х/, где xn >О, а> О, а 7:1, n Е R. 

5. logak х = (1/k) loglal х, где х > О, k Е R, k -:f:. О, 

ak>O,ak7:1. 

Следствия. 

1) logak xn = (n/k) loglal\x\, где xn >О, ak >О, ak 7:1, 
k Е R, k 7: О, n Е R. 

2) loga х = logan xn, где х > О, а > О, а 7: 1, n Е R, 
nt:.O. 

3) logan xn = loglallxl, где xn >о, an >о, an 7: 1, 
nE R, n-:f:.O. 
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6.1oga М= 1оgь M(ljlogь а), где М> О, Ь >О, Ь '1- 1, 
a>O,ai:-l. 

Эта формула носи_т название формулы перехода к 

новому основанию, а дробь (ljlogь а) называется мо­

дулем перехода. 

Следствие: 1oga Ь 
a>O,ai:-l. 

1jlogь а, где Ь > О, Ь '1- 1, 

7. aklogьc = cklogьa' где а > о, ь > о, ь ::1: 1; с > о, 

kE R. 
Д о к а ж е м э т о с в о й с т в о. 

Левая и правая части равенства - положитель­

ные числа. Прологарифмируем их по основанию Ь: 

k 1оgь с ·1оgь а = k 1оgь а ·1оgь с. Получим верное ра­

венство. Значит, и данное равенство верно. 

8. aJlogaь = ьJlogьa, где а > О, а* 1, Ь > О, Ь * 1, 

1оgь а> О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

Прологарифмируем обе части равенства по осно-

ванию Ь: J1oga Ь •1оgь а = J1ogь а. Возведем в квад­

рат: 1oga Ь ·1оgё а = 1оgь а. Откуда 1oga Ь ·1оgь а = 1. 

Последнее равенство верно. 

0 При мер. Вычислите 2Jlog2 3 - зJlogз 2 • 

Решение. 

Учитывая, что зJlogз 2 

2Jlog2 3 - зJlogз 2 =о. 

2Jlog2 3 , заключаем, что 

9. 1 = 1oga а; О= 1oga 1; r = 1oga ar, где а> О, а '1- 1, 

rE R. 
Рассмотрим несколько примеров на применение пе­

речисленных свойств. 
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М 1. Вычислите: 
а) 4logg27 = 4log23 = 3log24 = 9. 

б) 0,8(1 + glog3 8)logв5 5 = О,8 ( 1 + 8 log3 9)log65 5 

= 0,8(1 + 64)10g65 5 
= 4. 

в) lg tg 2° + lg tg 4 о + lg ctg 2° + lg ctg 4 о = (lg tg 2° + 
+ lg ctg 2°) + (lg tg 4° + lg ctg 4°) =О. 

М 2. Найдите log112 28, если log7 2 =а. 

Решение. 

log112 28 = -log2 28 = -log7 28/log7 2 = 

= -(2log7 2 + 1)/log7 2 = -(2а + 1)/а. 
М 3. Докажите, что 

log3 2 •log4 3 ·log5 4 ·log6 5 ·log7 6 ·log8 7 = 1/3. 

Решение. 

Перейдем в логарифмах к основанию 2: 
1 log2 3 2 log2 5 log 2 6 log2 7 

log
2 

3 • -2- • log
2 

5 • log
2 

6 • log
2 

7 • -3- = 
113 · 

Данное равенство верно. 

8 1.4. Лоrарифмическая функция и ее свойства 

..... Определение. Логарифмической функцией на­
зывается функция, заданная формулой у = loga х, 
где а> О, а -:1:- 1. 

Построим схематично график логарифмической 

функции у = loga х, где а > 1 (рис. 284) и у = loga х, 
где О <а < 1 (рис. 285). 

у 

а>1 

Рис. 284 

х х 

Рис. 285 
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1. D(y) =(О; +=). 
2. Е(у) = R. 
Детализация обЛасти значений. 

а>1 О<а<1 

1) Если х > 1, то у> О. 1) Если х > 1, то у< О. 

2) Если х = 1, то у= О. 2) Если х = 1, то у= О. 

3) Если О< х < 1, то у< О. 3) Если О< х < 1, то у> О. 

3. Не принимает ни наибольшего, ни наименьше­
го значений. 

4. Если а> 1, то функция возрастает на (О;+=). 
Если О< а< 1, то функция убывает на (О;+=). 
5. Не обладает свойствам:и четности и нечетности. 
6. Не является периодической. 

7 l , . 1 
• oga х = xlna · 

Рассмотрим несколько примеров. 

М 1. Найдите область определения функции. 

а) у= lg (-х -1). 

Ответ: D(y) = (-=; -1). 

б)y=log2 lx-21. 
Ответ: D(y) = (-=; 2) U (2; +=). 

в) у= Jlgsinx. 

Решение. 

lg sin х;) О, sin х;) 1, sin х = 1, х = n/2 + 2nk, k Е Z. 

Ответ: n/2 + 2nk, k Е Z. 

г) у = lg ( 1 - cos х). 

Ответ: х 7:- 2nn, n Е Z. 
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д) у~ lg (arcsin х). 

Решение. 

О< arcsin х <( n/2, О< х <( 1. 

Ответ: D(y) =(О; 1]. 

М 2. Решите уравнение log3 (х
2 + 1) = -х2. 

Решение. 

ООУ:ХЕ R. 

В области определения верно неравенство х2 + 1 > 1. 
Значит, log3 (х

2 + 1) > О. Правая же часть урав-
нения является числом неположительным: -х2 <(О. 
Поэтому данное уравнение имеет только один :ко­

реньх= О. 

Ответ: О. 

8 1.5. Лоrарифмические уравнения и неравенства 
Теоремы равноеильиости 

Теорема 11. Уравнение loga f(x) = Ь (1), где а> О, 
а =F- 1, Ь Е R в своей области определения равносильно 
уравнению f(x) =аЪ (2). 

Доказательство. 

ПустьМ-область определения уравнения (1). М 
является множеством решений неравенства f(x) >О. 

Пусть х1 - :корень уравнения (1): loga f(x1) = Ь. По 

определению логарифма аЪ = f(x1), а это означает, 

что х1 ,...--корень уравнения (2). 

Пусть теперь х2 - корень уравнения (2): f(x2) =аЪ. 

Заметим, что аЪ> О, а потому f(x2) >О. Значит, х2 Е М. 
И опять по определению логарифма имеем, что 

Ь = loga f(x2). Поэтому х2 - корень уравнения (1). 
Если одно из уравнений (1) и (2) не имеет реше­

ний, то не имеет их и другое. 

Докажите это самостоятельно методом от против­

ного. 



1.5. Логарифмические уравненияинеравенства 1 233 

Теорема 12. Уравнение loga f(x) = loga <р(х) (3), 
!'де а > О, а "# 1, в своей области определения равно­
сильно уравнению f(x) = <р(х) ( 4). 

Доказательство~ 

Пусть М- область определения уравнения (3). 
Она совпадает с множеством решений системы н ера-

'венств J f(x) >О, 
1 <р(х) >О. 

' Пусть х1 - корень уравнения (3): 

loga f(хд = loga <р(х 1 ). Докажем, что f(x1) = <р(хд. 

(Метод от противного.) 

Пусть f(x 1) "# <р(х1). Тогда: 1) f(x1) > <р(хд или 

2) f(хд < <р(хд. 
В случае 1): loga f(x1) > loga <р(хд, если а> 1, или 

loga f(x1) < loga <р(х1), если О <а < 1, что противоре­
чит тому, что х1 - корень уравнения (3). 

Аналогично доказывается, что неравенство 

f(x1) < <р(х1) неверно. 
Поэтому f(x1) = <р(х1 ), т. е. х1 - корень уравне­

ния (4). 
Пусть теперь х2 - корень уравнения ( 4), причем 

х2 Е М: f(x2) = <р(х2). Так как х2 Е М, то f(x2) >О и 

<р(х2) >О. Методом от противного легко можно дока­
зать, что loga f(x2) = loga <р(х2), т. е. х2 - корень урав­

нения (3). 
- Если одно из уравнений ((3) или (4)) не имеет ре­
шений, то не имеет их и другое. 

3 а .м е ч а н и е. Обратим внимание на существенность 
условия, что оба уравнения рассматриваются в области 

определения уравнения (3). 

Если решать каждое из уравнений в своей области 

Qпределения, то уравнение (4) является следствием 
уравнения (3), т. е. содержит все его корни. 

Рассмотрим несколько примеров. 
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.М 1. Уравнения log2 (2х - 1) = log2 (х + 1) (1) и 
2х - 1 = х + 1 (2) равносильны на множестве 
М= (1/2; +=).Они имеют один корень х = 2. 
Эти уравнения будут равносильны, если их решить 

каждое в своей области определения . 

.М 2. Уравнения log3 (2х - 1) = log3 (х - 2) (1) и 
2х - 1 = х - 2 (2) равносильны на множестве 
М= (2; +=),так как оба корней не имеют. 
Если же каждое из этих уравнений решать в своей 

области определения, то они не будут равносильны: 

уравнение (1) корней не имеет, а уравнение (2) имеет 
корень х = -1 . 

.М 3. Уравнения lg (х2 - 6) = lg (-х) (1) и 
х2 - 6 = -х (2) 
равносильны на множестве М= ( -=; - J6 ). У них 
только один корень х = -3. 
Если же решать каждое из них в своей области оп­

ределения, то они не равносильны: уравнение (1) 
имеет корень х = -3, а уравнение (2)- два корня: 
х = -3; х = 2 . 

.М 4. Уравнения lg х2 = lg (6 - х) (1) и х2 = 6 - х (2) 
равносильны на множестве М=(-=;· О) U (О; 6): 
х1 = -3; х2 = 2. Данные уравнения окажутся равно­
сильными и будучи J?ешенными каждое в своей об­
ласти определения . 

.М 5. Решите уравнение lg (х2 - 8) = lg (-2х). 
Решение. 

1 сп о с о б. 

ООУ: { х2 
-

0
8 >О, х < -2J2. М= (-оо; -2J2). 

х < ' 
Переходим к уравнению х2 - 8 = -2х; х2 + 2х- 8 =О, 

[ ~: ;:· Теперь надо проверить, входят ли най­
денные значения х в область определения данного 

уравнения. 

Ответ: -4. 
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2 способ. Сразу переходим к уравнению-следст-

2 [ х= -4 вию х - 8х = -2х и решаем его: х = 2.' 

Необходима проверка путем подстановки найден­

ных значений х в данное уравнение. 

Ответ: -4. 

3 с по с о б. Этот способ мало чем отличается от 
1 способа, являясь по сути своей просто более 
компактным оформлением того же решения. 

Переходим от данного уравнения к системе, рав­

носильной ему в области его определения: 

{ 
х2- 8 = -2х, J [ ~: ;~· х = _ 4 _ 
х <О; 1х <О. 
Ответ: -4. 

Такое оформление решения, на наш взгляд, удоб­

нее. Кроме того, в более трудных уравнениях не­

обязательно находить область определения в яв­

ном виде. Достаточно только записать систему не­

равенств (или одно неравенство ), задающую 

область определения. Можно и теорему 12 сфор­
мулировать иначе. 

Теорема 12а. Уравнение loga f(x) = loga q>(x), где 

ia >О, а =1= 1, равносильно в своей области определе-

. ния каждой из систем { f(x) = g(x), или { f(x) = g(x), 
f(x) >О q>(x) >О. 

Теорема 13. Уравнение logf(x) q>(x) = logf(x) \j/(x) в 

•-своей области определения равносильно уравнению 

q>(x) = \j/(x). 

Теорема 13а. Уравнение logf(x) q>(x) = logf(x) \j/(X) 

е в своей области определения равносильно каждой из 

1 
q>(x) = \j/(x), · 1 q>(x) = \j/(x), 

систем q>(x) >О, или \j/(x) >О, 
f(x) >О, f(x) =1= 1 f(x) >О, f(x) =1= 1. 
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Теорема 14. Неравенство loga f(x) > Ь, где а> О, 
а "/:. 1, в своей области определения равносильно сово­
купности систем 

l{
a>1, 
f(x) > аЬ; 

JO<a<1, 
1 f(x) < аь. 

Теорема 14а. Неравенство loga f(x) > Ь, где а> О, 
а "/:. 1, равносильно в своей области определения сово-

купиости систем f(x) > аЬ; l{
а>1, 

{ О<а<1, О<f(х)<аь. 

Теорема 15. Неравенство loga f(x) > loga q>(x), где 
а> О, а"/:. 1, равносильно в своей области определе­
ния совокупности систем 

l{ 
а> 1, 
f(x) > q>(x); 

{ О< а< 1, 
f(x) < q>(x). 

Теорема 15а. Неравенство loga f(x) > loga q>(x), 
где а> О, а"/:. 1, равносильно в своей области опреде­
ления совокупности систем 

а> 1, 
f(x) > q>(x), 
q>(x) >О; 
О< а< 1, 
f(x) < q>(x), 
f(x) >О. 

Сформулируйте самостоятельно теоремы 16, 17, 
18 для неравенств loga f(x);;;;: loga q>(x); 
loga f(x) < < loga q>(x); loga f(x) < loga q>(x). 
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·Теорема 19. Неравенство logf(x) <р(х) > logf(x) 'Jf(X) 
вносильно в своей области определения совокуп­

ости систем 

l{ 
f(x) > 1, 
<р(х) > 'Jf(X), 

{ О< f(x) < 1, 
<р(х) < 'Jf(X). 

~.. Теорема 19а. Неравенство logf(x) <р(х) > logf(x) 'Jf(X) 
jравносильно в своей области определения совокуп­
(itости систем 

t l { f(x) > 1, 
r <р(Х) > 'Jf(X) > 0, 

{ О< f(x) < 1, 
О < <р(х) < 'Jf(X). 

,._ 

((J Примеры. 

· М 6. Решите уравнения 

а) lg (х + 3/2) = lg (1/х). 

Решение. 

Переходим к системе, равносильной данному урав­

нению в области его определения: 

{ 
х + 3/2 = 1/х, 
х >о, { 

2х2 + 3х- 2 =О, 
х >о, 

[ 
х = 1/2, 
х=-2, 

х> О; 

Ответ: 1/2. 

х = 1/2. 

б) log2 (6- х) = 2log2 х. 

Решение. 

НайдемООУ: 

)х> О, 
)6-х>О, 

О< х < 6 (рис. 286). 

~ 
о 6 х 

Рис. 286 
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А теперь перейдем к уравнению-следствию 

6- х= х2 : 

х2 + х- 6 =О, [ 
х = -3, 
х=2. 

Области определения принадлежит только х = 2. 

Ответ: 2 . 

.N2 7. Решите уравнение lg (х + 1,5) + lg х =О. 

Решение. 

ООУ:х>О. 

1 сп о с о б. 
Переходим к уравнению-следствию 

lg (х2 + 1,5х) = 0: 

х2 + 3xj2 = 1, 2х2 + 3х- 2 =О, [ х = 1/2, 
х=-2. 

В область определения данного уравнения входит 

только число 1/2. 

Ответ: 1/2. 

2 сп о с о б. Данное уравнение в области его опре­
деления равносильно системе 

{ х >О, lg (х(х + 1,5)) =О; 

х>О, 

[
x=1j2, 
х=-2, 

х = 1/2. 

М 8. Решите неравенства: 

а) log5 (3х- 1) < 1. 

Решение. 

{ х>О, 2х2 + 3х- 2 = О, 

Данное неравенство равносильно в своей области 

{ 
3х -1 >О, 

определения системе неравенств 3х _ 1 < 5, 

{ 
х > 1/3, 
х< 2. 

Ответ: (1/3; 2). 
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• б) log112 (х
2 - 5х + 6) > -1. 

Решение. 

Рассмотрим систему, равносильную данному не­
равенству в области ero определения: 

{ 
х2 - 5х + 6 > О, 
~ х2 - 5х + 6 < 2; 1 12 13 1 х 

{ 
х2 - 5х + 6 >О, 
х2 - 5х + 4 <О (рис. 287). 

Ответ: (1; 2) U (3; 4). 

в) log4 (3х- 1) < log4 (2х + 3). 

Решение. 

1 1 1 1 

~ 
1 4 х 

Рнс. 287 

Решаем систему неравенств, равносильную дан­

ному неравенству в его области определения: 

{ 
3х -1 < 2х + 3, J х < 4, 
3х- 1 > О; 1 х > 1/3. 

Ответ: (1/3; 4). 

г) logx (х2 - х) > 1. 

Решение. 

00H·{x>O,X::j:. 1, х>1. 
· х2 - х > О (рис. 288); 

Рассмотрим перавенетво-следствие х2 - х > х: 
х(х - 2) > О (рис. 289). 

(%?4W;.;/1;//://0)------<ifШ//////Ш._ 

~ 
о 1 х 

Рнс. 288 

Учтем ООН; получим х > 2. 
Ответ: (2; +оо). 

о 2 х 

Рнс. 289 
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EJ Показательные уравнениg 
с параметром 

8 2. 1. Подrотовитеnьные уравнения 

М 1. Решите уравнение 2х = -а2 - 1. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Заметим, что -а2 - 1 является отрицательным 
числом при любом значении а Е R. Поэтому дан­
ное уравнение решений не имеет. 

М 2. Решите уравнение 3 1 - х = -а2. 
О т в е т: решений нет при любом действительном 

значении а. 

М 3. Решите уравнение 10х = а1!3- 3Ja. 
Решение. 

ООУ: {а> О, 
ХЕ R. 

Если а < О, то уравнение не имеет решений, так 

как не определено. Если же а> О, то а1/3- 3Ja =О. 
Уравнение 10х =О тоже не имеет решений. 

О т в е т: решений нет при любом значении а Е R. 

М 4. Решите уравнение з-х2 - 1 = (Ь- 1)2 + 1. 

Решение. 

{ ь Е R, 
ООУ: ХЕ R. 

Учтем, что о < з-х2 - 1 < 1 при любом х Е R, 
а (Ь- 1)2 + 1 > 1 при любом Ь Е R. Достаточно 

решить уравнение при Ь = 1, т. е. з-х2 
-1 = 1. Оно 

решений не имеет. 

О т в е т: решений нет при любом значении Ь Е R. 
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М 5. Решите уравнение 21х1 = 1 - Ь2. 

Решение. 

ООУ: { ь Е R, 
ХЕ R. 

Учитывая, что 21х1 ;;. 1, заключаем, что данное 
уравнение имеет решения, если 1- Ь2 ;;. 1, т. е. Ь =О. 
Тогда 2lxl = 1, а значит, х =О. 
О т в е т : 1) Если Ь = О, то х = О. 

2) Если Ь -:t. О, то решений нет . 

.N2 6. Решите уравнение 3lxl = с2 - 1. 

Решение. 

ООУ: {с Е R, 
ХЕ R. 

Рассмотрим ряд случаев: 

1) с2 - 1 < 1: /с/< J2. В этом случае решений нет. 
2)/c/=J2: 31xl=1,x=O. 

3) с2 -1 > 1: /cl > J2. Тогда lxl = log3 (с2 - 1), 

х1 , 2 = ±log3 (с
2 - 1). 

Ответ: 1) Если /с/< J2, то решений нет. 
2) Если с= ±J2, то х =О. 
3) Если lcl > J2, то х1 , 2 = ±log3 (с2 - 1) . 

.N2 7. Решите уравнение е-х2 = /sin с- 1/21 + 1. 

Решение. 

ООУ: {СЕ R, 
ХЕ R. 

Если sin с- 1/2 =О, т. е. с= (-1)k n/6 + nk, k Е Z, 

то данное уравнение примет вид е-х2 
= 1, откуда 

х =О. Если sin с -:t. 1/2, то решений нет. 

Ответ: 1) Если с= (-1)k nj6 + nk, k Е Z, то х =О. 
2) В остальных случаях решений нет. 
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М 8. Решите уравнение 2х2 
= 1-lsin al. 

Решение. 

{ аЕ R, 
ООУ: ХЕ R. 

В области определения уравнения верны неравен­

ства 2х2 > 1 и О< lsin al < 1. Поэтому данное урав­
нение может иметь решения только при условии 

а = тсk, k Е Z. Тогда х = О. Если sin а ;t. О, то реше­
ний нет. 

О т в е т : 1) Если а = тсk, k Е Z, то х = О. 

2) Если а ;t.тck, k Е Z, то решений нет. 

М 9. Решите уравнение зJХ + 1 = 1 -lcos Ьi. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
х>О. 

Заметим, что зJХ + 1 > 3. Из того, что О< icos Ьi < 1, 
следует, что О < 1 - icos Ьl < 1. Поэтому данное 
уравнение решений не имеет при Ь Е R. 

Ответ: решений нет при любом значении Ь Е R. 

М 10. Решите уравнение (1/5)\х\ = (Ь + 1)2 + 1. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Учитывая, что О< (1/5)\х\ < 1, (Ь + 1)2 + 1 > 1, за­
ключаем, что данное уравнение может иметь ре­

шения только при Ь = -1: (1/5)1xl = 1, х =О. 

О т в е т : 1) Если Ь = -1, то х = О. 

2) Если Ь ;t. -1, то решений нет. 

М 11. Решите уравнение (J0;2 )lx-2\ = с2 + 2. 

О т в е т: решений нет при любом значении с Е R. 
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.М 12. Решите уравнение 10<2x-l)/x = la- 21/(а- 2). 

Решение. 

ООУ: {а-:;; 2• 
х-#0. 

Если а< 2, то la- 21/(а- 2) = -1, а потому данное 
уравнение решений не имеет. Если а > 2, то урав­
нение 10<2x-l)/x = 1 имеет корень х = 1/2. 

О т в е т : 1) Если а < 2, то решений нет. 
2) Если а> 2, то х = 1/2 . 

.М 13. Решите уравнение (а- 1)(1/2)JX =О. 

О т в е т : 1) Если а = 1, то х > О. 
2) Если а"# 1, то решений нет . 

.М 14. Решите уравнение (Ь2 - 1)10arcsinx =О. 

Ответ: 1) Если Ь = 1 или Ь = -1, то х Е [-1; 1]. 
2) Если Ь "# ±1, то решений нет . 

.М 15. Решите уравнение Ь(3х- 1/3) =О. 

Ответ: 1)ЕслиЬ=О,тохЕ R. 
2) Если Ь "#О, то х = -1 . 

.М 16. Решите уравнение c(2JX + с2) =О. 

О т в е т : 1) Если с = О, то х > О. 
2) Если с"# О, то решений нет . 

.М 17. Решите уравнение (О,З)Iх-21+ 1 = а2 + 1. 

О т в е т : решений нет при любом значении а Е R . 

.М 18. Решите уравнение m((1/2)x -lml) =О. 

Ответ: 1)Еслит=О,тохЕ R. 
2) Если т"# О, то х = log112 lml . 

.М 19. Решите уравнение а4х = а3 • 

Ответ: 1)Еслиа=О,тохЕ R. 
2) Если а"# О, то х = log4 а

2 • 
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М 20. Решите уравнение Ь(2х- Ь) =О. 

Ответ: 1)ЕслиЬ=О,тохЕ R. 
2) Если Ь <О, то решений нет. 
3) Если Ь >О, то х = log2 Ь. 

8 2.2. Простейwие показатеnьные уравнения 
с параметром 

М 1. Решите уравнение 2х = а. 
Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Решим уравнение сначала аналитически, учиты­

вая область значений показательной функции 

(рис. 290). 

о 

Рнс. 290 

1) Если а< О, то решений нет. 
2) Если а > О, то х = log2 а. 

(*) .. 
а 

(ось ответа) 

(*) 
Данное уравнение легко решить и графически в 

системе координат (хОу). Строим график показа­

тельной функции у = 2х и часть семейства парал­
лельных прямых у= а (рис. 291). 
Проиллюстрируем ответ в системе координат (аОх) 

(рис. 292). 

х 

у=2 

у=О 

1 2 у= -1 х 

Рнс. 291 Рнс. 292 
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Вопросы по рис. 292 
1. Укажите корни уравнения 2х =а при следующих зна­

чениях а: 1; 2; 4; 5; 1/2; 1/8. 
2. При каком значении а уравнение имеет корнем число -2? 
3. При каких значениях а уравнение имеет положитель­

ные (отрицательные) корни? 

i М 2. Решите уравнение (1/2)Х =а- 1. 
Решение. 

{ а Е R, 
ООУ: ХЕ R. 

Ответ: 1) Если а.;;; 1, то решений нет (рис. 293). 
2)Еслиа>1,то 

х = log112 (а- 1). (*) х 

Проиллюстрируем ответ в сис­

теме координат (аОх) (рис. 294). 

' x=log112(a-1) 
1 

g ~ (*) 
'" 

1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 293 

М 3. Решите уравнение 3х + 1 = а2. 
Решение. 

ООУ: J а Е R, 
1хЕ R. 

Рассмотрим два случая. 

2 -

1 

о 
-1 

а 

Рнс. 294 

1) а = О. Уравнение примет вид gx + 1 = О. Оно ре­
шений не имеет. 

2) а -:t О. Тогда а2 > О, а потому х + 1 = log3 а
2 • Откуда 

x=-1+2log 3 jaj. (*) 

Заполняем ось параметра (рис. 295). 

о 

Рнс. 295 

(*) 

'" 
а 

(ось ответа) 
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Проиллюстрируем ответ в системе координат (аОх) 

(рис. 296). 
х 

х = -1 + 2 log 3 (-а) 

456789а 

Рис. 296 

в опросы по рис. 296 
1. Укажите корни уравнения для каждого из следующих 

значений а: -1; 1; -3; 3; 9; -1/3; -л/3; JЗ. 
2. При каких значениях а уравнение имеет корнем число 3? 
3. При каких значениях а данное уравнение имеет поло­

жительные (отрицательные) корни? · 

М 4. Решите уравнение (1/5)х = Ь(Ь + 2). 
Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

1) Если Ь Е [-2; 0], то Ь(Ь + 2) ~О, а потому реше­
ний нет. 

2) Если Ь Е (-=; -2) U (О;+=), то 

х = log115 (Ь(Ь + 2)). (*) 
Заполняем ось ответа (рис. 297). 

(*) ~ g ~ (*) .. 
-2 о ь 

(ось ответа) 

Рис. 297 

Ответ: 1) Если Ь Е [-2; 0], то решений нет. 
2) Если Ь Е (-=; -2) U (О;+=), 
то х = -log5 (Ь(Ь + 2)). 
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.М 5. Решите уравнение 2х-з = (1- a)j(a + 1). 
Решение. 

ООУ:{а*-1 • 
ХЕ R. 

1) а= 1 или а= -1: решений нет. 
2) а Е (-=; -1) U (1; +=):решений нет, так как 
(1 - a)j(a + 1) <О. 
3) а Е (-1; 1): х = 3 + log2 ((1- a)j(a + 1)). (*) 

Заполняем ось ответа (рис. 298). 

~(*)~ 
-1 1 

Рис. 298 

Ответ: 1) Если lal > 1, то решений нет . 
. 2) Если iai < 1, 
то х = 3 + log2 ((1 - a)j(a + 1)) . 

.М 6. Решите уравнение 21/(х- 2) = р. 

Решение. 

ООУ: {РЕ R, 
х:~:-2. 

.. 
ь 

(ось ответа) 

1) Если р < О, то уравнение решений не имеет. 
2) Еслир >О, то 1/(х- 2) = log2 p. Откуда 

х log2 p = 1 + 2log2 p. 

Решаем это линейное относительно х уравнение. 

а) log2 p =О, т. е. р = 1: х ·О= 1. Решений нет. 
б)р:~:-1: x=(1+2log2 p)jlog2 p. (*) 

И с с л е д о в а н и е. 

1 

х = (1 + 2log2 p)jlog2 p, 
(1 + 2log2 p)jlog2 p :~:- 2, 

Р*- 1; 

{ 
х = (1 + 2log2 p)jlog2 p, 

Р*- 1. 
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Наносим результаты на ось параметра (рис. 299). 

~(*)~ (*) 
" о 1 р 

(ось ответа) 

Рнс. 299 

Ответ: 1) Еслир Е(-=; О] U {1}, то решений нет. 
2) Еслир Е (О; 1) U (1; +=), 
то х = (1 + 2log2 p)jlog2 p. 

М 7. Решите уравнение 2Jx + 2 =а -1. 
Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
х>-2. 

Заметим, что областью значений функции у= 2Jx + 2 

является множество [1; +=). Поэтому, если 

а -1 < 1, т. е. а< 2, то данное уравнение решений 
не имеет. Если а= 2, то х = -2. При а> 2 уравне­
ние имеет корень 

х = -2 + log~ (а- 1). 

Ответ списываем с оси ответа (рис. 300). 

(*) 
" 2 а 

(ось ответа) 
Рнс. 300 

М 8. Решите уравнение 10х2 - 2х =т. 

Решение. 

ООУ: {тЕ R, 
ХЕ R. 

1) Если т< О, то решений нет. 
2) Пусть т > О, тогда решаем уравнение 
х2 - 2х= lg т: 
х2 - 2х- lg т = О, D1 = 1 + lg т. 

(*) 
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а) D1 < 0: lg т< -1, О< т< 1/10. Решений нет. 
б) D1 = 0: т= 1/10, х1 2 = 1. 
в) D 1 > 0: т> 1/10, х1 : 2 = 1 ± J1 + lg т. (*) 

Заполняем ось отве"r.а (рис. 301). 

о 1/10 

Рис. 301 

(*) 

т 

(ось ответа) 

Ответ: 1)ЕслитЕ (-=; 1/10),торешенийнет. 
2) Если т= 1/10, то х = 1. 
3) Если т> 1/10, то х1 , 2 = 1 ± J1 + lgт. 

М 9. Решите уравнение 5lxl-l = 1 - Ь. 

Решение. 

ооУ: {ь Е R, 
ХЕ R. 

1) Если Ь ;;;;. 1, то решений нет. 
2) Пусть Ь < 1: lxl- 1 = log5 (1- Ь), 

lxl = 1 + log5 (1- Ь). 

а) 1 + log5 (1 - Ь) < 0: log5 (1 - Ь) < log5 1/5, 
о< 1- ь < 1/5, 4/5 < ь < 1. 
Уравнениерешений не имеет. 

б) Ь = 4/5: lxl =О, х =О. 
в) Ь < 4/5: х = ±(1 + log5 (1- Ь)). (*) 

Нанесем результаты на ось параметра (рис. 302). 

(*) 

4/5 1 

Рис. 302 

т 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если Ь Е (4/5; +=),то решений нет. 
2) Если Ь = 4/5, то х =О. 
3) Если Ь < 4/5, то х = ±(1 + log5 (1- Ь)). 

М 10. Решите уравнение 4-lx- 21 =с- 2. 
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Решение. 

ООУ: {СЕ R, 
ХЕ R. 

1) Пусть с- 2 > 1, т. е. с> 3. Данное уравнение ре­
шений не имеет. 

2) Если с- 2 < О, т. е. с< 2, то решений также нет. 
3) Пусть с= 3: 4-/х- 21 = 1, х = 2. 
4) Пусть 2 <с< 3. Решаем уравнение 
lx- 21 = -log4 (с- 2). 

Если с Е (2; 3), то log4 (с - 2) < О, а потому 
-log4 (с- 2) >О. И тогда х- 2 = ±log4 (с- 2); 

[ 
х = 2 + log4 (с- 2), 
х = 2 -log

4 
(с- 2). (*) 

Ответ легко записать по рис. 303. 

g ~ (*) ~ g .. 
2 3 с 

(ось ответа) 

Рис. 303 

М 11. Решите уравнение (1/2)х2 
= 2с.- 1. 

Решение. 

ООУ: {СЕ R, 
ХЕ R. 

Учтем, что О< (1/2)Х2 < 1, при х Е R. 
Поэтому, если 2с - 1 > 1 или 2с - 1 < О, т. е. 

с Е(-=; 1/2] U (1; +=),то решений нет. 
Пусть с= 1: (1/2)х2 = 1, х1 , 2 =О. 
Пусть теперь с Е (1/2; 1): 
х2 = log

112 
(2с- 1), х = ±jr::-io_g_

1
_
12

---,(--=-2-c---1.,..,.). (*) 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 304. 

g ~(*)~ 
1/2 1 

Рис. 304 

g .. 
с 

(ось ответа) 



';.. 2.2. Простейшие показательные уравнения с l'lараметром 1 251 
-~ 

,Уравнения для самостоятельного решения 

1)(1/3)Х-5=Ь+3. 8)ех2 +2х =р. 

2) 32х- 1 = С - 3. 

3)4х- 1 =Ь2 -2Ь+1. 

9) (1/3)3-lxl =т+ 2. 

10) (1/4)-lx+ 21 = k + 1. 

4) (0,1)х =(с- 1)(с- 2). 11) 4Х2 + 1 = 2- С. 

5)(1/2)1-х =: ~;. 12) 3Х2 
= 1 -lal. 

2х- 1 

6) 3 х- 2 =т. 13) 3Х2 
= lal- 1. 

7) (1/2),Jx- 3 = Ь- 2. 

* * * 
М 12. Решите уравнение 3ах = 1. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Достаточно решить уравнение ах = О (рис. 305). 

х=О 

о 

Рис. 305 

Ответ: 1)Еслиа=О,тохЕ R. 
2) Если а =1:- О, то -х =О. 

х=О 

а 

(ось ответа) 

М 13. Решите уравнение (1/3)а-х = (1/3)3ах-2а. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Данное уравнение равносильно уравнению 

а - х = 3ах - 2а. 

Представим его в виде: х(3а + 1) = 3а. 
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1) а= -1/3: х ·О= -1. Решений нет. 

2) а :t:- -1/3: х = 3aj(3a + 1). 
Ответ запишите по рис. 306. 

(*) (*) 

-1/3 

Рис. 306 

а 

(ось ответа) 

а+ 3 1 

М 14. Решите уравнение 2а + 2 
• 32х(а + 2 ) = 411х. 

Решение. 

ООУ: {a:t:-- 2 , 
x:t:-0. 

а+ 3 5 2 

2а + 2 • 2х(а + 2) = 2 х 
' 

а+3 5 2 -+-- -
2а + 2 х(а + 2) = 2х , 

а+З + 5 =2jx, ах+3х+5=2а+4, 
а+2 х(а+2) 

(а+3)х=2а-1. 

1) Пусть а= -3: О· х = -7. Решений нет. 

2)a:t:--3, a:t:--2: 
2а -1 

х= а+3 · 

Исследование. 

х = (2а- 1)/(а + 3), 
1) a:t:--2,a:t:--3, 

(2а- 1)/(а + 3) :t:- О, 

х = (2а- 1)/(а + 3), 
a:t:--2, 
а :t:--3, 
a:t:-1/2. 

2) Если а= 1/2, то решений нет. 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 307. 

(*) ~ (*) ~ (*) ~ (*) 

-3 -2 1/2 

(*) 

(*) 

~ 

а 

(ось ответа) 

Рис. 307 
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; М 15. Решите уравнение 10/ 103kx2
- 2 = 1. 

Решение. 

ООУ: {kE R, 
ХЕ R. 

Данное уравнение сводится к ему равносильному 

103kx2
- 2 = 10, а затем к уравнению 3kx2 - 2 = 1. 

Решаем уравнение kx2 = 1. 

1) Если k.:;; О, то решений нет. 

2) Пусть k > 0: х2 = 1/k, х1 , 2 = ±J1/ k. (*) 

Заполняем ось ответа (рис. 308). 

о 

Рис. ЗОВ 

(*) 

k 
(ось ответа) 

О т в е т : 1) Если k .:;; О, то действительных корней 
нет. 

2) Если k > О, то х1 , 2 = ± J1 / k . 

М 16. Решите уравнение 25Ьх2 + Ь = 4. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Исходное уравнение легко сводится к ему равно­

сильному 5Ьх2 + Ь = 2. Откуда 5Ьх2 = 2- Ь. 

1) Пусть Ь = 0: О· х2 = 2. Решений нет. 

2)b:;t:O: х2 =(2-Ь)/5Ь. 

а) Ь = 2: х2 =О, х1 , 2 =О. 

б) (2 - Ь)/5Ь < О, т. е. Ь Е (-=; О) u (2; +=). 
Решений нет. 

в) (2- Ь)/5Ь >О, т. е. Ь Е (О; 2): 

х1 , 2 = ±л/(2- Ь)/5Ь. (*) 
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Ответ запишите сами по рис. 309. 

~(*)~ 
о 2 

Рнс. 309 

х2 -ах 

.М 17. Решите уравнение 3 ---;;--::-т- = 1/3. 

Решение. 

ООУ:{а-# 1 , 
ХЕ R. 

.. 
ь 

(ось ответа) 

Решаем уравнение (х2 - ax)j(a- 1) = -1, приведя 
его к уравнению второй степени х2 - ах+ а- 1 =О, 
у которого 

D=(a-2)2 • 

1) D =О, т. е. а= 2: х1 , 2 = 1. 

2) а"# 1, а"# 2: х1 = 1; х2 =а- 1 (рис. 310). 

""' 0 / "'(1,2 =у х1;х2 ~ х1;х2 ~ x 1 =l;x2 =a-l., 

1 2 а 
(ось ответа) 

Рнс. 370 

Проиллюстрируем ответ в системе координат (аОх) 

(рис. 311). 

Вопросы по рис. 311 

1. При каких значениях а вер­
но неравенство х2 > х1 ? 

2. При каких значениях а спра­
ведливо неравенство х2 < х1 ? 

3. Найдите значения а, при ко­
торых: 

1) х2 - х1 = 3; 2) х2 - х1 = -5; 

3) lx2 - х1 1 = 4; 4) lx2 - х1 1 < 2. 

а 

Рис. 3 7 7 
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~ 
' r М 18. Решите уравнение (1/2)Са -l)x

2
- х = 9logз 2 . 

f 
r' Решение. 

ОО"У: {а Е R, 
ХЕ R. 

Преобразуем правую часть уравнения: 

9logз2 = 4 = (1/2)-2. 

Переходим к равносильному уравнению 

(а - 1 )х2 - х + 2 = О. 

1) Пусть а = 1: х = 2. 

2) а :1:- 1. Тогда имеем квадратное уравнение, у ко­
торого D = 9 - 8а. 

Рассматриваем три случая: 

а) а= 9/8: х2 - 8х + 16 =О, х1 , 2 = 4; 
б) а> 9/8: действительных корней нет. 

1 ± Jg- 8а 
в)а<9/8,а:1:-1: х1 , 2 = 2(a-l) . (*) 

Заполняем ось ответа (рис. 312). 

(*) ~ (*) sz 
1 9/8 

Рнс. 312 

М 19. Решите уравнение 2(Ь- 2>х = 3. 

Решение. 

оо"У: {ь Е R, 
ХЕ R. 

По определению логарифма имеем 

(Ь- 2)х = log2 3. 

1) Ь = 2: О· х = log2 3. Решений нет. 

log2 3 
2) ь :1:- 2: х = ь- 2 . 

... 
а 

(ось ответа) 

(*) 



256 1 Раздел 11. 2. Показательные уравнения с nараметром 

Ответ спишите с оси ответа (рис. 313). 

(*) (*) 
... 

2 

Рнс. 313 

ь 
(ось ответа) 

М 20. Решите уравнение 5а sin х + 2 = ( J5 )а. 
Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Решаем тригонометрическое уравнение 

а sin х + 2 = aj2 с параметром а. 

И далее: 2а sin х = а - 4. Рассмотрим ряд случаев. 

1) а= 0: О • sin х = -4. Решений нет. 

2) а ;е 0: sin-x =(а- 4)j2a. 

а) а = 4: sin х = О, х1 = nk, k Е Z. 
б) (а- 4)j2a = 1, а= -4; тогда sin х = 1, 

Х2 = 1tj2 + 2nn, n Е Z~ 

в) (а- 4)/2а = -1, а= 4/3; тогдаsin х = -1, 

х3 = -n/2 + 2nm, т Е Z. 

г) а Е (-=; -4) U (4/3; 4) U (4; +=);тогда 

х4 = (-1)1 arcsin ((а- 4)/2а) + nl, l Е Z. 

д) а Е (-4; О) U (О; 4/3): решений нет. 
Заносим результаты на ось параметра (рис. 314). 

х4 '\/ 0 '\; 0 \L х4 \1 х4 

... 
-4 о 4/3 4 а 

(ось ответа) 

Рнс. 314 
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От в е т: 1) Если а Е (-оо; -4) U (4/3; 4) U (4; +оо), 
то х = (-1)1 arcsin ((а- 4)/2а) + тtl, l Е Z. 
2) Если а= -4, то х = тt/2 + 2тtn, n Е Z. 
3) Если а =А/3, то х = -тt/2 + 2тtm, т Е Z. 
4) Если а = 4, то х = тtk, k Е Z. 
5) Если а Е (-4; 4/3), то решений нет. 

М 21. Решите уравнение ecos х + ial =е· 5Iogзl. 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Данное уравнение легко сводится к ему равно­

сильному уравнению cos х = 1-\а\. 

1) lal = 1, а= ±1: cos х =О, х1 = тt/2 + тtk, k Е Z. 

2) 1 -lal = 1, а= О: cos х = 1, х2 = 2тtn, n Е Z. 

3) 1-\а\ = -1, \а\= 2, а= ±2: 
COS Х = -1, х3 = 1t + 2тtm, m Е Z. 

4) а Е (-2; -1) u (-1; О) u (О; 1) u (1; 2): 

х4 = ±arccos (1 -\а\)+ 2тtl, l Е Z. 

5) а Е (-оо; -2) U (2; +оо): решений нет. 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 315. 

-2 -1 О 1 2 а 

(ось ответа) 

Рнс. 315 

М 22. Решите уравнение 4lx- 1
1 +а = 10lg 4. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Решаем уравнение \х- 1\ +а= 1, которое приво­
дим к виду \х -1\ = 1- а. 

9-5664 
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l)a=l: х=1. 

2) а> 1: решений нет. 

3) а < 1: [ х - 1 = 1 - а, 
х-1=а-1; [ 

х = 2- а, 

х=а. 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 316). 

(*) 

1 

Рнс. 316 

а 

(ось ответа) 

м 23. Решите уравнение 1 olx- 2/- ь = 1 Q2X -1. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Переходим к равносильному уравнению 

1 х - 21 - Ь = 2х - 1, 

а затем к совокупности систем: 

[{ 

х;;;;: 2, 
х - 2 - 2х = Ь - 1; 

{ х< 2, 
2- х- 2х = Ь -1; 

{ х> 2, 
х1 = -Ь-1; 

х<2, 

3-Ь 
х2= -3-. 

Решаем каждую систему отдельно. 

(1) 

(2) 

(*) 

(1): -Ь- 1 > 2, Ь.;;; -3: х1 = -Ь- 1. Если Ь = -3, то 

х1 =2. 

При Ь > -3 система (1) не имеет решений (рис. 317, 
ось (1)). 

3-Ь 
(2): -3- < 2, ь > -3: 

3-Ь 
х2 = -

3
- . В остальных 

случаях система (2) не имеет решений (рис. 317, 
ось (2)). 
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Объединим результаты на оси ответа (рис. 31 7). 

~ g ~' (1) 
- -3 ь 

х1 = -Ь -1 

~ 3-Ь 

~ (2) 
х2= -3-

-3 ь 

х1 = -ь -1 "'Q 3-Ь ~. х2= -3-

-3 ь 
(ось ответа) 

Рнс. 317 
т 

Ответ: 1) Если Ь < -3, то х = -Ь -1. 
2) Если Ь > -3, то х = (3- Ь)/3. 

Проиллюстрируем ответ в системе координат (ЬОх) 
(рис. 318). 

ь 

Рнс. 318 

.N2 24. Решите уравнение 2Jx- а= 2х. 
Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
х;;;:а. 

Данное уравнение равносильно уравнению 

Jx-a=x, 
а оно равносильно системе 

{ 
х;;;: о, 

х-а=х2 • 
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Найдем неотрицательные решения уравнения вто­

рой степени х2 - х +а= О. Рассмотрим ряд случаев. 

1) Один из корней (хд равен О. Тогда а= О, авто­
рой корень (х2) равен 1. 

2) х1 >О, х2 >О (рис. 319). 

Достаточно решить систему { ~~~·О, 
где f(x) = х2 - х + а. 

{ 
1- 4а >О 
а> О; ' О< а< 1/4. Тогда 

х1 = (1 - J1 - 4а )/2, 

х2 = (1 + J1- 4а )/2. 

Если а= 1/4, то х1 = х2 = 1/2. 

(*) 

(**) 

3) х1 <О, х2 > О (рис. 320): f(O) < О, а < О. 

\о 1/2 1 .. 
х х 

Рнс. 319 Рнс. 320 

Уравнение имеет только один положительный ко­

рень х2 = (1 + J1- 4а )/2, если а< О. При а> 1/4 
решений нет. 

Заполним ось ответа (рис. 321). 

xl =О, х = 1/2 ~-----
~(*),(**)~ (**) 

о 1/4 

Рнс. 321 

.. 
а 

(ось ответа) 
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Ответ: 1)ЕслиаЕ [О; 1/4), то дваразличных 

корня х1 = (1 - л/1 - 4а )/2; 

х2 = (1 + л/1- 4a)j2. 
2) Если а-= 1/4, то х = 1/2. 
3) Если а< О, то один корень 

х2 = (1 + л/1 - 4а )/2. 
4) Если а> 1/4, то корней нет . 

.N2 25. Решите уравнение nJ<ь- l)sin х + зь- 2 = тtь. 
Решение. 

Переходим от данного уравнения к равносильной 

системе 

{ 
(Ь -1) sin х + 3Ь- 2 = Ь2 , 
ь ;;. о. 
Уравнение системы представим в виде 

(Ь- 1) sin х = (Ь- 1)(Ь- 2). 

1) Ь = 1: О • sin х =О, х Е R. 

2) Ь = 0: sin х = -2. Решений нет. 

3) Ь < 0: решений нет. 
4) Ь :;t 1: sin х = Ь- 2. 

а) Ь = 2: sin х =О, х1 = тtk, k Е Z; 
б) Ь- 2 = 1, Ь = 3: sin х = 1, х2 = тt/2 + 2тtn, n Е Z. 

в) { IЬ- 21 > 1, J [ ~: ~: Ь Е (О; 1) U (3; +оо). 
ь >о. 1 ь >о, 

Решений нет; 

г) Ь Е (1; 2) U (2; 3): х3 = (-1)m arcsin (Ь- 2) + тtm, 
mEZ. 

Заполним ось ответа (рис. 322). 

g '\! g '\[ Хз у Ха '\! g 
.. 

о 1 2 3 ь 

(ось ответа) 

Рнс. 322 
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Ответ: 1) Если Ь Е (1; 2) U (2; 3), 
то х = (-1)m arcsin (Ь- 2) + nm, т Е Z. 
2) Если Ь = 1, то х Е R. 
3) Если Ь = 2, то х = nk, k Е Z. 
4) Если Ь = 3, то х = nj2 + 2nn, n Е Z. 
5) Если Ь Е (-оо; 1) U (3; +оо), то решений 
нет. 

Уравнения для самостоятельного решения 

х2 - 2Ьх 

1) 2(а- 1)х + а2 - 1 = 1. 3)(1/2) 

2) e(m- 2)х2 - 3m = 1. 

5) При каких значениях Ь уравнение 
(2/5)2Ь + х = (2j5)b -1 + 2Ьх 

имеет положительные решения? 

ь =2. 

6) 3(2- m)Jx -1 + logз 5 = 5. 10) 1olx+ 1l-2b-1 = eln 10. 

7) (1/2)(1- с)х2 - clogl/2 3 = 3. 11) 3k -lx + 3j = 33- kx. 

8)4Cb-1)cosx-1 = 2. 12) eJx2 + х + 5ь2 = еЬ. 

9) ( 1 j 5 )Sin Х - а2 = 31n 1. 13) 3J(c- 2)cosx +с = 3с. 

* * * 
.N2 26. Решите уравнение 2ах + 1 = а - 1. 
Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) Если а< 1, то решений нет. 
2)Пустьа>1: ax+1=log2 (a-1), 

log2 (a- 1)- 1 
ax=log2 (a-1)-1,x= . 

а 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 323. 

(*) 

1 

Рнс. 323 

.. 
а 

(ось ответа) 

(*) 
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.М 27. Решите уравнение з<ь - 2);= Ь + 7. · 

Решение. 

ООУ: {ЪЕ R, 
ХЕ R. 

1) При Ь < -7 уравнение решений не имеет. 
2) Пусть Ь > -7: (Ь- 2)х = log3 (Ь + 7). 

а) Ь = 2: О • х = 2. Решений нет. 
log3 (Ь + 7) 

б) ь :;t: 2: х = ь - 2 (*) 

Заполним ось ответа (рис. 324). 

~(*)~ 
-7 2 

Рнс. 324 

Ответ: 1) Если Ь Е (-оо; -7] U {2}, 
то решений нет. 

2) Если Ь Е (-7; 2) U (2; +=), 
log3(b + 7) 

тох= Ь- 2 

.М 28. Решите уравнение 5сх2 =с+ 1. 

Решение. 

ООУ: {СЕ R, 
ХЕ R. 

1) Если с< -1, то решений нет. 

2) с> -1: сх2 = log5 (с+ 1): 

(*) 

ь 
(ось ответа) 

а) с = 0: О • х2 = О, х - любое действительное 
число; 

2 
log5 (c+l) 

б) c:;t:O: х = • 
с 

log5 (с+ 1) 
Докажем, что >О, если 

с 

с Е (-1; О) u (О;+=). 



264 1 Раздел 11. 2. Показательные уравнения с параметром 

Пусть с Е (-1; 0): log5 (с+ 1) <О, с< О, поэтому 
log5 (с+ 1) 
---->0. 

с 

Если с Е (О; +=),то log5 (с+ 1) >О и с> О. 
Итак, если с Е (-1; О) U (О;+=), то 

log5 (с+ 1) 
Х1 2= ± . с 

Ответ запишите сами по рис. 325. 

~(*)~ 

(*) 

(*) .. 
-1 о с 

(ось ответа) 

Рис. 325 

М 29. Решите уравнение (1/2)<m -1)х2 =т+ 1. 

Решение. 

ООУ: {тЕ R, 
ХЕ R. 

1) т< -1: решений нет. 

2) т> -1: (т- 1)х2 = log112 (т+ 1): 

а) т= 1: О· х2 = -1. Решений нет; 
• 

2 
_ log 112 (т + 1) 

б) т::F-1. х -
1 

. 
т-

Узнаем, при каких значениях т Е (-1; 1) U (1; +=) 
log112 (т+ 1) 

выражение т _ 1 принимает положитель-

ные значения. Решим на указанном множестве 

log112 (т+ 1) 
неравенство 1 > О. Воспользуемся ме-

т-

log 112 (т+ 1) 
тодом интервалов. Функция у= 1 при 

т-

т Е (-1; 1) U (1; +=) не-
прерывна. Находим нули ~ 
функции:lоg112 (т+1)=0, -1 О 1 т 

т= О (рис. 326). Рис. 326 
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. _ log112 (т + 1) * 
Итак, если т Е (0, 1), то х1 , 2 - ± т_ 1 · ( ) 

При т= О х1 , 2 =О. Е~ли т Е (-1; О) u (1; +=),то 

уравнение решений не имеет. 

Заполним ось ответа (рис. 327). 

х12 =О 

0 ~ 0 у (*) ~ 0 .. 
-1 о 1 т 

(ось ответа) 

Рнс. 327 

Ответ: l)ЕслитЕ (О; l),тодвакорня 

log 112 (т+ 1) 
х =+ 1, 2 - т- 1 

2) Если т = О, то один корень х = О. 
3) Если т Е (-=;О) U [1; +=), 
то решений нет. 

М 30. Решите уравнение 10-lg(a + 2)х2 + х =а+ 2. 

Решение. 

ООУ: {а>-2 , 
х*О. 

Переходим к уравнению -lg (а+ 2)х2 + х = lg (а+ 2), 
которое в ООУ равносильно данному. Перепишем 

его в виде lg (а+ 2)х2 - х + lg (а+ 2) =О. 

1) lg (а+ 2) =О, а= -1: х =О. Но х =О не входит 

вООУ. 

2) lg (а+ 2) * 0: D = 1- 4lg2 (а+ 2). 

Рассматриваем далее три случая. 

а) D =О· [ lg (а+ 2) = 1/2, 
· lg (а+ 2) = -1/2; [ а= JIO- 2, 

а= (Jl0/10)- 2. 
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~ . 1 
Если а= лJ ~о -2, то х1 2 = JiO; х1 2 = 1. 

. 2lg 10 . 

Еслиа=(М/10)-2,тох1, 2 = 1
1 

;х1 , 2 =-1. 
2lg-

Jfб 

+ + -
б) D < 0: (1 - 2 lg (а + 2)) х 
х (1 + 2lg (а+ 2)) <О. Ре­
Пiаем методом интервалов 

(рис. 328). 
~////7 _91 ko~/~ ~ 

Если а Е (-2; (М/10)- 2) U 

(Jfб/10)- 2 
Рнс. 328 

U (М - 2; +=),то реПiений нет. 

в) D >О, а Е ((М /10)- 2; -1) U (-1; М - 2); 

1 ± J1- 4lg2 (а+ 2) 
тогда xl, 2 = 2lg(a + 2) (*) 

1- J1- 4lg2 (а+ 2) 
Заметим, что 2lg(a + 2 ) -:!:-О, так как а-:!:- -1. 

Нанесем все результаты на ось параметра (рис. 329). 

'\! 
х1,2 = -1 

~ \? g g v (*) (*) g 
,.. 

-2 (Jfб/10)- 2 -1 Ji0-2 а 

(ось ответа) 

Рнс. 329 

Ответ: 1) Если а Е ((М /10)- 2; -1) U 

U (-1; М- 2), то два различных 

_ 1 ± J1- 4lg2 (а+ 2) 
корня xl, 2- 2lg(a + 2) . 

2) Если а= (М /10)- 2, то х = -1. 

3) Если а= М -2, то х = 1. 

4) Если а Е (-=;(М /10)- 2) U 

U (М - 2; +=) U {-1}, тореПiений нет. 
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~Н- 31. Решите уравнение 2lx- ai = а2. 
Решение. 

OOY:{aER, 
ХЕ R. 

1) Заметим, что 2ix- ai ~ 1. Поэтому, если а2 < 1, 
т. е. а Е (-1; 1), то решений нет. 
2) Если а= 1, то Jx -11 =О. Значит, х = 1. 

, 3) При а= -1 получим, что х = -1. 
4) Пусть JaJ > 1: Jx- aJ = log2 а

2 , 

[ 
х1 =а+ log2 а

2 , 

х2 =а -log
2 
а2 • (*) 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 330). 

(*) 

-1 1 

Рнс. 330 

(*) 

"' а 
(ось ответа) 

Н- 32. Решите уравнение 2Jxl-log2 (с- l) =(с- 1)2. 

Решение. 

ООУ: {с> 1• 
ХЕ R. 

Переходим к равносильному уравнению 

Jxj-log2 (с- 1) = 2 log2 (с- 1). 

И далее: JxJ = 3log2 (с- 1). 

1) Если с> 2, то х1 , 2 = ±3log2 (с- 1). 

2) Если с= 2, то х =О. 
3) Если с Е (1; 2), то решений нет. 
Заполним ось ответа (рис. 331). 

~ g ~ 
1 2 

Рнс. 331 

(*) 

(*) 
• 
с 

(ось ответа) 
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Ответ: 1) Если с> 2, то х1 , 2 = ±3log2 (с -1). 
2) Если с= 2, то х =О. 
3) Если с< 2, то решений нет. 

Проиллюстрируем ответ в системе координат (сОх) 

(рис. 332). 
х 

6 
1 lxl = 3log2 (с- 1) 

3 ----

о 2 с 

-3 

-6 

Рнс. 332 

.М 33. Решите уравнение (1/2)1xl-logf;2 (Ь- З) = Ь- 3. 

Решение. 

ООУ: { Ь > 3 • 
ХЕ R. 

Решаем уравнение lxl- logr12 (Ь- 3) = log112 (Ь- 3): 

lxl = log112(b- 3).• (log112 (Ь- 3) + 1). 

1) log112 (Ь- 3) =О, Ь = 4: х =О. 

2)log112 (b-3)=-1,b=5: х=О. 

3)log112 (b-3)x + + 
х (log112 (Ь- 3) + 1) >О. Ре-~ 
шим это неравенство мето­

дом интервалов (рис. 333). 

3 4 5 ь 

Рнс. 333 
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' Если Ь Е (3; 4) U (5; +оо), то 
J х1 , 2 = ±log112 (Ь- 3) • (log112 (Ь- 3) + 1). 
~ 

(*) 
2) Если Ь Е (4; 5), то решений нет. 

r,·~ 
! Ответ запишите самостоятельно по рис. 334. 

g ~ (*) Q g у (*) .. 
3 4 5 ь 

(ось ответа) 

Рнс. 334 

~М 34. Решите уравнение (с- 2)2cJX = с2 - 4. 

Решение. 

ООУ: J с Е R, 
lx >О. 

с= 2: х;;. о. 

С ;;f. 2: 2cJX =С+ 2. 

1) Если с~ -2, то решений нет. 

2) Пусть с> -2, с ::f. 2: с JX = log2 (с+ 2): 

а) с= 0: решений нет; 

с log2 (c+2) 
б) c::f-0: л.tХ = • 

с 

Решимнеравенство (log2 (с+ 2))/с >О, если 

с Е (-2; О) U (О; 2) U (2; +оо). + + + 
Находим нули функции 

у= (log2 (с+ 2))/с: с= -1. 

~ 
-2 -1 о 2 с 

(рис. 335). 
Рнс. 335 

Если с Е (-2; -1] U (О; 2) U (2; +оо), то 

х = (log~ (с+ 2))jc2 • (*) 

Если же с Е (-1; 0), то решений нет. При с = -1 
имеемх=О. 
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Результаты заносим на ось ответа (рис. 336). 

х=О х;;;.о 

g '\! (*) \j g ~ (*) \j (*) 
~ 

-2 -1 о 2 с 

(ось ответа) 

Рис. 336 

Ответ: 1) Если с Е (-2; 1] U (0; 2) U (2; +оо), 
то х = (log~ (с+ 2))jc2. 

2) Если с= 2, то х;;;;. О. 
3) Если с Е (-оо; -2] U (-1; 0], 
то решений нет . 

.М 35. Решите уравнение 3т(1/3)<5- m)lxl =т- 3. 
Решение. 

ООУ: {тЕ R, 
ХЕ R. 

1) т= 0: решений нет. 
2) т::;:. 0: (1/3)<5- т>lxl =(т- 3)/3т: 

а) (т- 3)j3т < 0: т Е (О; 3]. В этом случае ре­
шений нет; 

11 
т-3 

б) т Е (-оо; О) U (3; +оо): (5- т)х = log113 --з;п· 

Если т= 5, то решений нет. 
т-3 

logl/2_3 __ 
Пустьт-::;:.5: lxl= 5 т 

-т 

Решим методом интервалов неравенство 

т-3 
log 1/2 3"1n 

5 _т >О, если т Е (-оо; О) U (3; 5) U (5; +оо). 

т-3 
log112 --з;п = О, если т = 

= -3/2 (рис. 337). 

+ + 
~ 

-3/2 о 3 5 т 

Рис. 337 
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~Если т Е (-оо; -3/2) U (3; 5), то 
т-3 

271 

log 1/2 ---зт 
xl, 2 = ± 5 - т (*) 

Если т Е (-3/2; О) U (5; +оо), то решений нет. Ес­
-ли т= '--3/2, то х =О. 

1;, Заполняем ось ответа (рис. 338). 

(*) 

-3/2 о 3 5 т 

(ось ответа) 

Рнс. 338 

Ответ: 1) Если т Е (-оо; -3/2) U (3; 5), 
т-3 

log 1/2 ---зт 
то два корня х1 2 = ± --

5
---, -т 

2) Если т= -3/2, то х =О. 
3) Если т Е (-3/2; 3] U [5; +оо), 
то решений нет. 

~~равнения для самостоятельного решения 

1) 3(Ь-1)х-1 = Ь _ 1. 5) 102х- 4lg(b + l)x2 = Ь + 1. 

i i2) (1/2)тх-Зх =т+ 3. 6) (1/2)12Ь-х/ = (Ь + 1)2. ,, 
о;­

< 3)(1/3)<c-l)x2 =с. 7)elx-ll+ln2(c-l) =с-1. 

4)2(3-а)х2 =а+3. S)31xl-log3 /c-21 =(с- 2)2. 

9) (а- 1)3<а- 2>Jx- 1 = а2- 1. 

10) (k- 1)2(3-k)/x! = k- 2. 

:< 8 2.3. &ояее сяож.ные показатеяьные уравнения 
, . , с параметром 

~ М 1. Решите уравнение 4а!х- 2 • 2а1х + 1 =О. 
Решение. 

ООУ: ,{а Е R, 
Х*О· 
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Пусть 2afx = t, где t > О. Получим квадратное 

уравнение относительно t: t 2 - 2t + 1 = О. И далее: 
(t- 1)2 =О, t = 1, 2afx = 1, ajx =О. 
Рассмотрим случаи: 

1) Если а= О, то х Е (-=;О) U (О;+=). 
2) Если а'# О, то решений нет. 

Ответ списываем с оси ответа (рис. 339). 

.. 
о 

Рнс. 339 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1)ПриаЕ (-=;O)U(O;+=) 
решений нет. 

2) При а= О х Е(-=; О) U (О;+=). 

М 2. Решите уравнение 3 • 4х- 2 + 27 =а+ а • 4х-2. 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Представим данное уравнение в виде 

4Х- 2(3- а)= а- 27. 

Рассмотрим возможные случаи: 

1) а= 3, тогда 4х- 2 ·О= -24. Решений нет. 

2) а'# 3, тогда 4х- 2 =(а- 27)/(3- а). 

(*) 

Последнее уравнение имеет решения, если 
(а- 27)/(3- а)> О, т. е. а Е (3; 27). И тогда 

а- 27 
х = 2 + log4 3 _ а (рис. 340). (*) 

~(*)~ 
3 27 

Рнс. 340 

.. 
а 

(ось ответа) 
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а- 27 
Ответ: 1)ЕслиаЕ(3;27),тох=2+lоg4 З-а. 

2) Если а Е (-=; 3] U [27; +=), 
то решений нет. 

М 3. Решите уравнение 4х- (5Ь- 3)2х + 4Ь2 - 3Ь =О. 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Пусть 2х = t, где t >О. Решаем квадратное уравне­
ние t 2 - (5Ь- 3)t + 4Ь2 - 3Ь =О, у которого 

D=9(b-1)2 • 

а) D =О, Ь = 1: t 1, 2 = 1. Получаем уравнение 2х = 1; 
х=О. 

[ 
t = 4Ь- 3 

б) D >о, ь Е (-=; 1) u (1; +=): 1 = ь ' 
t2 . 

Нам надо учесть, что.t >О. 
Сравним t1 и t2 с нулем 

(рис. 341). 
А теперь рассмотрим ряд 

случаев. 
+ 

---...(У///////////Ш1::f'УШ//////д; • ( t ) 
о 1 ь 2 

1) Ь < 0: решений нет. 

2) О< Ь < 3/4, тогда 2х = Ь, 
х2 = log2 Ь. 

3) Ь = 3/4, тогда х2 = log2 3/4. 

Рнс. 341 

[ 
х2 = log2 Ь, 

4) Ь > 3/4, Ь ::~; 1, тогда х1 = log
2 

(4Ь _ 3). 

Заполняем ось ответа (рис. 342). 

х2 = log2 (3/4) х =О 

(*) 

(*) 
(**) 

g ~~(-*)---~ (*), (**) ~(*), (**~ 
о 3/4 1 ь 

(ось ответа) 

Рнс. 342 
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Ответ: 1) Если Ь Е (О; 3/4], то х2 = log2 Ь. 

2) Если Ь Е (3/4; 1) U (1; +оо), то два 
различных корня х1 = log2 (4Ь- 3), 

х2 = log2 Ь. 

3) Если Ь = 1, то х = О. 
4) Если Ь Е (-оо; 0], то решений нет. 

а+ 1 +ах" 
М 4. Решите уравнение 4ах2 + 2 • 2а + 

2 + 1 = О. 

Решение. 

ООУ: {а*-2 • 
ХЕ R. 

Пусть 2ах2 
= t, где t >О. Тогда мы получаем квад-

а+1 

ратное уравнение t 2 + 2 • 2а + 
2 t + 1 =о·. Если это 

уравнение имеет корни, то по теореме Виета 

а+1 

2 а+2 
t1 + t2 =- • 2 , откуда следует, что t 1 < О и 
t1t2 = 1, 

t 2 <О. Значит, данное уравнение не имеет корней 

ни при каком а Е R. 

с-2 с-2 1 

М 5. Решите уравнение 9х + 
1 -4 • 3х + 

1 + 2ё =О. 
Решение. 

ООУ: {c=F-O, 
X=F--1. 

с-2 

Пусть 3х + 1 = t, где t > О; t2 - 4t + 2 1/с =О. Заме­
тим, что в данном случае, если квадратное уравне­

ние имеет корни, то они положительны (t1 + t 2 = 4; 

t 1 t 2 = 2 1/с). У полученного квадратного уравнения 

D1 = 4- 21/с. 
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-3 

а) D1 =О, с= 1/2: t 1, 
2 

= 2, 3 2<х + l) = 2, 

3 
2(х + 1) = logз 2, 

3 
х1 2 = -1- 21 2. (*) , og3 

б) D1 > 0: 2 1/с < 4, 1/с < 2, (1- 2c)jc <О, 

с Е (-=;О) u (1/2; +=). 

·[ t1 = 2 + ../4- 2 1/С, 
t 2 = 2- ../4- 2 1/с; l3; ~ ~ = 2 + ../4- 21/~' 

с-2 

3x+l =2- ../4-21/с. 

Решим сначала уравнение (1): 

с- 2 1 
х+1 =logз(2+лJ4-21/c), 

х1 = -1 +(с- 2)/log3 (2 + ../4- 21/с ). 

Заметим, что х1 = -1, если с= 2. 
Решим теперь уравнение (2): 

с- 2 1 
х + 1 = logз (2- лJ4 - 21/с ). 

(1) 

(2) 

(**) 

1) log3 (2 - ../4- 21/с) = О, 2 - ../4- 21/с = 1, 
4 - 21/с = 1, 21/с = 3, 1/с = log2 3, с = log3 2. 
В этом случае уравнение (2) решений не имеет. 

log3 2- 2 
Есть только корень х1 = -1 + ----=--;:::===:===: 

log3 (2 + J4 - 2log2 3) 

х1 = -3 + log3 2. (~) 

с-2 2) с :F- log3 2: х2 = -1 + (~~) 
log3 (2 - J4- 21/с) 

Если с= 2, то х2 = -1. Значит, при с= 2 данное 
уравнение решений не имеет. 
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в) D1 <О, тогда О< с< 1/2. Решений нет. 
Заполняем ось ответа (рис. 343). 

(**) 
(дМ 

(**) 
(д д) 

о 1/2 2 с 

(ось ответа) 

Рнс. 343 

Ответ: 1) Если с Е (-оо; О) U (1/2; log3 2) U 

U (log3 2; 2) U (2; +оо), то два различных 
· с-2 

корня х = -1 + -----=.---;====-
1 log3 (2 + J4- 21ic) 

с-2 
х2 = -1 + :-----;==.~ 

log3 (2 - J4- 2 1/с) 
2) Если с= 1/2, то один корень 

3 
х12=-1-21 2" , оgз 

3) Если с= log3 2, то один корень 
х1 = -3 + log3 2. 
4) Если с Е [О; 1/2) U {2}, то решений нет. 

М 6. Решите уравнение 

2х - 3 + 2х - 4 = 4Ь 
2Х - 1 2Х - 2 2Х - 3 • 2Х + 2 

Решение. 

ЬЕ R, 
ООУ: x:;t:O, 

x:;t: 1. 
Пусть 2х = t, где t >О. 

t- 3 t- 4 4Ь 
Решаем уравнение t _ 1 + t _ 2 = (t _ 1)(t _ 2), где 

t>O, 
t :;t: 1, 
t :;t: 2. 
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Освободившись от знаменателей, переходим к 

уравнению-следствию 

(t- 3)(t- 2) + (t- 1)(t- 4)- 4Ь =О. 
-

После несложных преобразований получим квад-

ратное уравнение t2 - 5t + 5 - 2Ь = О, у которого 
D= 5+ 8Ь. 
1) D <О, т. е. Ь < -5/8. Решений нет. 

2) D = О, т. е. Ь = -5/8, тогда t 1, 2 = 5/2; 2х = 5/2, 
х1 , 2 = log2 5/2. 

3) D > О, т. е. Ь > -5/8. Тогда квадратное уравне-

[ 
t 1 = (5 + J5 + 8Ь )/2, 

ние имеет два корня: 

t 2 = (5- J5 + 8Ь )/2. 

Заметим, что t 1 > 5/2, а значит, t 1 "# 1, t 2 "# 2. 

Решаем уравнение 2х = (5 + J5 + 8Ь )/2, тогда 

-I 5+J5+8Б 
х1- og2 2 . (*)" 

Данное уравнение имеет корень х1 при любом зна­
чении Ь;;;. -5/8. 

Для t
2 

= (5- ,J,-5-+-=-8-=-ь )/2 решим систему 

(5- J5 + 8Ь )/2 >О, 

(5- J5 + 8Ь )/2 ::~; 1, 

J5 + 8Ь < 5, 

J5 + 8Ь ::~; 3, 

(5- J5 + 8Ь )/2 ::~; 2, J5 + 8Ь ::~; 1, 
ь > -5/8; ь > -5/8; 

5 + 8Ь < 25, Ь < 5/2, 
5+8Ь"#9, b::~;1j2, 

5 + 8Ь ::~; 1, Ь ::~; -1/2, 
ь > -5/8; ь > -5/8. 

Итак, если Ь Е (-5/8; -1/2) U (-1/2; 1/2) U (1/2; 5/2), 
то 

5- ../5 + вь 
х2 = log2 2 . (**) 
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Если Ь = -1/2, то х1 = log2 3. 
При Ь = 1/2 получим х1 = 2. 
Если Ь = 5/2, то х1 = log2 5. 
Ответ списывается с оси ответа (рис. 344). 

Х1,2 = log2 (5/2) х1 = log2 3 х1 = 2 х1 = log2 5 

g \1 (*), (**) \1 (*), (**) \j (*), (**)\/,----(*-) - .. 

-5/8 -1/2 1/2 5/2 ь 
(ось ответа) 

Рнс. 344 

Ответ :1) Если Ь Е (-5/8; -1/2) U (-1/2; 1/2) U 
U (1/2; 5/2), то два корня 

5 + J5 + 8Ь · 5 - J5 + 8Ь 
х1 = log2 . 

2 
; х2 = log2 2 

. 

5 + j5 + 8Ь 
2) Если Ь > 5/2, то х1 = log2 2 · 

3) Если Ь = -5/8, то х1 , 2 = log2 5/2. 
4) Если Ь = -1/2, то х1 = log2 3. 
5) Если Ь = 1/2, то х1 = 2. 
6) Если Ь = 5/2, то х1 = log2 5. 
7) Если Ь < -5/8, то решений нет. 

М 7. Решите уравнение 1441xl_ 2 •121xl +а= О. 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Пусть 12lxl = t, где t;;;. 1. 
Получим квадратное уравнение t 2 - 2t + а = О, 
у которого D1 = 1 - а. 

1) а> 1: решений нет. 

2)а=1: t 1, 2 =1,121xl=1,x1, 2 =0. 

3)а<1: t 1 =1- ~,t2 = 1 + ~. 



Легко видеть, что t 1 < 1, а t 2 > 1 при а< 1. 

1 + ~ = 121xl, lxl = log12 (1 + ~ ), 

х = ±log12 (1 + ~ ). (*) 

Уравнение t 2 - 2t + а = О, 
где t ? 1, можно решить 
и графически, рассмотрев 

три возможных случая 

расположения параболы 

у = t 2 - 2t +а (рис. 345). 
а) D <О, т. е. а> 1. Ре­
шений нет. 

б)D = О, т. е. а = 1: Рнс.345 
t = 1 12lxl = 1· Х =О 1,2 ' ' 1,2 • 
в) D > О, т. е. а < 1. 
Больший корень уравнения больше 1: 
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а) 

t 

t2 = 1 + ~ , х = ±log12 (1 + J1 - а). (*) 

Результаты нанесем на ось ответа (рис. 346). 

(*) 

1 

Рнс. 346 

.. 
а 

(ось ответа) 

М 8. При каких значениях с уравнение 
42/х + С • 41/х- С- 1 = О 

имеет решения? 

Решение. 

ООУ: {СЕ R, 
x:;t:O. 

Пусть 41/х = t, где t >О, t :;t: 1. Получим квадратное 
уравнение t 2 +с· t- с- 1 =О, которое имеет два 

корня: [ t 1 = 
1' 

t 2 =-с -1. 
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Уравнение 41/х = -с - 1 имеет решения, если: 

[ -с- 1 >О, {с< -1, 
-с- 1 ::f:.1; с ::f:. -2. 

Ответ: с Е (-оо; -2) U (-2; -1). 

М 9. При каких значениях а уравнение а • 2х + 2-х = 5 
имеет единственное решение? 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

Введя замену t = 2-х, где t >О, получим уравнение 
t2 - 5t+ а =0. 
Данное в условии уравнение имеет единственное 

решение в следующих случаях. 

У полученного квадратного уравнения: 

а) два одинаковых положительных корня; 

б) один корень равен О, а другой - положительный; 

в) один корень положительный, а другой- отри­

цательный. 

Рассмотрим эти случаи. 
а) D = 0: 25- 4а =О, а= 25/4; t 1, 2 = 5/2. 
б) t 1 =О при а= О. Тогда t 2 = 5. 
в) а< О. 

Ответ:(-=; О] U {25/4}. 

М 10. При каких значениях Ь уравнение 
(Ь + 1)22х + 2х + 1 - Ь = 0 
имеет единственное решение? 

Решение. 

ООУ: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Пусть 2х = t, где t >О. Задание свелось к нахожде­
нию таких значений Ь, при которых уравнение 

(Ь + 1)t2 + t + 1- Ь =О имеет единственное поло­
жительное решение. 

Рассмотрим сначала случай, когда коэффициент 

при t 2 равен 0: Ь + 1 =О, Ь = -1. Тогда уравнение 
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nервой стеnени t + 2 = О имеет отрицательное ре­

шение. Значит, Ь = -1 не nодходит. 
Если Ь -:;:. -1, то уравнение относительно t - вто­

рой стеnени. Нас интересуют следующие случаи. 

а) Уравнение имеет два одинаковых nоложитель­

ных корня. 

б) Один корень равен О, а другой- nоложительный. 

в) Один корень nоложительный, а другой - отри­

цательный. 

Рассмотрим эти случаи. 

a)D=O: D=4b2 -3, Ь=±/3/2. 
Если Ь = /3;2, то t 1 = t 2 = -1/(/3 + 2), t 1, 2 <О. 

Если Ь = -/3/2, то t 1 = t 2 = 1/(/3- 2), t 1, 2 <О. 
Значит, nервый случай невозможен. 

б) t 1 =О. Тогда Ь = 1. Получим квадратное уравне-
ние 2t2 + t =О, у которого t 1 =О, t 2 <О. Этот слу­

чай тоже невозможен. 

в) Покажем схематично, как должны расnола­

гаться параболы (рис. 34 7). 

b+l>O b+l<O 

t 

Рис. 347 

Достаточно теnерь решить неравенство 

(Ь + 1){(0) <О, где f(t) = (Ь + 1)t2 + t + 1- Ь: 

(Ь + 1)(1- Ь) <о, 1- Ь2 <о, IЬI > 1. 

О т в е т : 1 Ьl > 1. 

М 11. При каких значениях а уравнение 

36х +(а -1)6х +а- 2а2 =О 

имеет два различных действительных корня? 

t 
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Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

При t = бх, где t >О, получаем квадратное уравне­
ние t 2 +(а- 1)t +а- 2а2 =О. 
1 сп о с о б. 
Найдем его дискриминант: D =(а- 1)2 - 4а + 8а2 = 
=(За- 1)2 • И тогда t 1 =а, t 2 = 1- 2а. 

~
а> О, 

Теперь достаточно решить систему 1 - 2а > О, 
а ;;~:.1- 2а; 

~
а> О, 

· а< 1/2, а Е (О; 1/3) U (1/3; 1/2). 
а::/:.1/3, 

2 сп о с о б. 
Покажем схематично, как 

должны располагаться парабо­

лы f(t) = t2 +(а -1)t +а- 2а2 , 
чтобы квадратное относитель­

но t уравнение имело два раз­
личных положительных кор­

ня (рис. 348). 
Составляем и решаем систему 

~ 
(1- а)/2 >О, 1 а< 1, 
D> О, а::/:.1/3, 

f(O) >О; а(1- 2а) >О, 

а Е (О; 1/3) u (1/3; 1/2). 

Рнс. 348 

{ а::/:.1/3, О<а< 1/2. 

М 12. При каких значениях с уравнение 

(с- 1)32х- (2с- 1)3х- 1 =О 

имеет два различных действительных корня? 

Решение. 

ООУ: {СЕ R, 
ХЕ R. 

t 
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Пусть 3х = t, где t >О. Получим уравнение 

(с- 1)t2 - (2с- 1)t- 1 =О. 

1)с=1: t=-1,но-1<0. 
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2) с"# 1. Тогда имеем квадратное уравнение, у ко­
торого D = (2с- 1)2 + 4(с- 1) = 4с2 - 3. 

Решим теперь систему 

1
-2~ >0, 
D >о, где f(t) =(с- 1)t2 - (2с- 1)t- 1; 

А о f(O)>O, 

2с-1 ~ 
2(с _ 1 ) >О, : 1/2 1: с 
4с2 - 3 > О, ~ if////:7/f/#й//A .. 

с- 1 <О (рис. 349), г ./3;2 ./3;21 с 
1 1 

c<-J3/2. ~ 1 с 

Ответ: СЕ(-=; -JЗ/2). Рнс. 349 
М 13. При каких значениях а уравнение 

25х- (а- 4)5х- 2а2 + 10а- 12 =О 

не им,еет действительных корней? 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ХЕ R. 

При t = 5х, где t >О, получим квадратное урав­
нение t 2 -(а - 4)t- 2а2 + 10а- 12 = О, у которого 

D = (3а- 8)2 • Находим корни уравнения: 

t 1 = 2а- 6; t 2 = 2 - а. 

· { 2а- 6 <О 
Достаточно решить системунеравенств 

2 
_а < О. ' 

Ответ: [2; 3]. 

М 14. При каких значениях т уравнение 

(т - 5)4Х + т 0 2Х + т+ 3 = 0 

не имеет действительных корней? 
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Решение. 

ООУ: {тЕ R, 
ХЕ R. 

Пусть 2х = t, где t >О. Рассмотрим уравнение 
(т- 5)t2 + mt + т+ 3 =О. 
1) т= 5, тогда 5t + 8 =О, t = -8/5. Значит, при 
т= 5 данное уравнение не имеет решений. 
2) т"# 5, тогда 

D =-3m2 + Вт+ 60 = -3(т + 10/3)(т- 6). 

а) D < 0: (рис. 350). 
Если т Е (-=; -10/3) U 
U (6; +=), то действи-
тельных корней нет. 

~ 
-10/3 6 т 

Рнс. 350 

б) t 1 = t 2 =О. Этот случай невозможен. 

в) t 1 = О, t 2 < О. Если t 1 = О, то т = -3. Уравне­

ние -8t2 - 3t =О имеет один корень, равный О, 
а другой - меньше нуля. 

Итак, при т= -3 данное уравнение не имеет 
действительных корней. 

г) t 1 <О; t 2 < 0: (рис. 351). 

m>5 

Рнс. 351 

m<5 

о t 

Опираясь на теорему о расположении корней 

квадратного трехчлена (оба корня меньше пеко­

торого числа), достаточно решить систему 

D>O, 
т 

2(5-m)<O, 

(т- 5)f(O) >О, где f(t) =(т- 5)t2 + mt +т+ 3; 
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-10j3<т<6, 
-10/3 6 т 

[ т<О, т> 5, ~ 
(т- 5)(т + 3) >О 

(рис. 352), 
о 5 т 

~f-----<Cf/!/!//,//(1//,/@ .. 

[
-10/3 <т< -3, 
5<т<6. 

-3 5 т 

Рнс. 352 

Ответ: т Е (-оо; -3] U [5; +оо) . 

.N2 15. При каких значениях Ь уравнения 
42/х- 5 • 41/х + 4 = 0 и lb- 3l3x + 1 + Ь • 9х = 27 

равносильны? 

Решение. 

Решим сначала первое уравнение. 

Пусть 41/х = t, где t >О, t 'i:- 1. Находим корни урав­
нения t 2 - 5t + 4 = 0: t 1 = 1, t 2 = 4. 
Корнем уравнения 41/х = 4 является х = 1. Най­
дем такие значения Ь, при которых х = 1 являет­
ся корнем второго уравнения. При х = 1 полу­
чим уравнение относительно Ь: 

9 ·lb- 31 + 9Ь = 27, IЬ- 31 = 3- ь, ь < 3. 
А теперь займемся вторым уравнением. 

Пусть 3х = t, где t >О. Оно примет вид: 
3IЬ- 3lt + Ьt2 - 27 =О. Учтем, что 
Ь < 3: bt2 + 3(3- b)t- 27 =О. 
Рассмотрим случаи: 

1) Ь = 0: t = 3, 3х = 3, х = 1. Итак, при Ь =О уравне­
ния равносильны. 

2) Ь 'F 0: D = 9(Ь + 3)2 • И тогда t 1 = 3, t 2 = -9/Ь. По-

лучим совокупность двух уравнений: [ 33х = 
3•

9 х =- ;ь. 

Для того чтобы х = 1 был единственным решени­
ем совокупности, надо потребовать, чтобы Ь было 
положительным числом или равнялось -3. 
Ответ: Ь Е [О; 3] u {-3}. 
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(3Х-Ь)(3Х-Ь+3) 
М 16. Решите уравнение х2 _ х _ 2 =О. 

Решение. 

j
bE R, 

ООУ: x:;t:-1, 
x=F2. 

Приравняв нулю числитель дроби, стоящей в 
левой части данного уравнения, получим 

[ 
3х = Ь, (1) Решим каждое из получивших-
3х = Ь- 3. (2) 

ся уравнений. 

(1): 3х = Ь. 1) Если Ь ";;;О, то уравнение (1) решений 
не имеет. 

2) Ь > О: х1 = log3 Ь. 

И с с л е д о в а н и е. 

х1 = log3 Ь, 

Ь> О, 
log3 Ь :;t: -1, 
log3 b:;t:2; 

х1 = log3 Ь, 

ь >о, 
ь :;t: 1/3, 
b:;t:9. 

(*) 

Если Ь = 1/3 или Ь = 9, то уравнение (1) решений 
не имеет. 

Результаты решения уравнения (1) представлены 
на оси (1) рис. 353. · 
(2): 3х = Ь- 3. 1) Если Ь ";;; 3, то уравнение (2) реше­
ний не имеет. 

2) Ь > 3: х2 = log3 (Ь- 3). 

Исследование. 

х2 = log3 (Ь- 3), 
ь > 3, 
log3 (b-3)=F-1, 
log3 (Ь- 3) :;t: 2; 

х2 = log3 (Ь - 3), 
Ь>3, 

1 
b:;t: 33, 
b:;t: 12. 

(**) 

Если Ь = 3~ или Ь = 12, то уравнение (2) решений 
не имеет (ось (2) рис. 353). 
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~ Объединяем решения на оси ответа (рис. 353). 

1 
х1 = log3 33 

g . х1 .= 1 \ х2 = log3 6 х1 = log3 12 

~ ~ 
о 1/3 3 3! 9 12 ь 

3 (ось ответа) 

Рнс. 353 

Ответ: 1) Если х Е ( 3; 3i) u ( 3i; 9) u (9; 12) u 
U (12; +=),то два корня х1 = log3 Ь; 

х2 = log3 (Ь- 3). 

2)ЕслиЬЕ (о; i) U (~; 3],тох1 =log3 b. 

1 1 
3) Если Ь = 33, то х1 = log3 33. 

4) Если Ь = 9, то х2 = log3 6. 
5) Если Ь = 12, то х1 = log3 12. 
6) Если Ь <О или Ь = 1/3, 
то решений нет. 

М 17. Сколько корней имеет уравнение 
(1/2)2Х- 2 ° (1/2)Х =а 
на отрезке [1; 4] в зависимости от значений пара­
метра а? 

Решение. 

Пусть (1/2)х = t, где t > О. Если х Е [1; 4], то 
t Е [1/16; 1/2]. Остается выяснить, сколько кор-



288 1 Раздел 11. 2. Показательные уравнения с nарометром 

ней имеет уравнение t2 - 2t =а, если t Е [1/16; 1/2], 
в зависимости от значений nараметра а. 

Решаем графически: у= t2 - 2t, t Е [1jl6; 1/2]; у= а 
(рис. 354). 

у 

t 
у= -31/256 

у= -3/4 
-1 

Рнс. 35.4 

Если t Е [1/16; 1/2], то у Е [-31/256; -3/4]. 
Поэтому, если а Е [-31/256; -3/4], то уравнение 
t2 - 2t =а, где t Е [1/16; 1/2], имеет один корень. 
Если же а е [-31/256; -3/4], то корней нет. 

Ответ: 1) Если а Е [-31/256; -3/4], то данное 
уравнение имеет на отрезке [1; 4] один 
корень. 

2) Если а е [-31/256; -3/4], то данное 
уравнение не имеет корней на отрезке 

[1; 4]. 

М 18. При каких значениях а система 

{ 
cos4 х- (а+ 2) cos2 х + 2а =О, ? 

r:- r:- имеет решения. 
4-vu + а· 2-vY +а - 1 =О 
Решение. 

а Е R, jx Е R, 
ООС: х Е R, у ~ о, 

у ~0. а Е R. 
Рассмотрим сначала nервое уравнение системы. 

Пусть cos2 х = t, где t Е [О; 1]; t 2 - (а+ 2)t + 2а =О, 
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· t 1 = 2, t 2 =а. Число 2 не удовлетворяет условию 
t Е [О; 1]. Итак, cos2 х =а, где а Е [О; 1]. 
Переходим ко второму уравнению системы. Пусть 

2JY = z, где z ;;;:. 1: z2-+ а· z +а- 1 =О, z1 = -1, 

z2 = 1- а; -1 < 1. Получаем уравнение 2JY = 1- а, 
где 1- а;;;:. 1, т. е. а< О. Данная система будет сов-

u i О< а< 1, _ 0 местнои, если ..--
0 

т. е. а- . 
а~ ' 

Ответ: О. 

М 19. Решите систему 

{ 
2(х2 + а2) + 5у2 + 24у + 29 = б(ху +а)+ 2ау + 14х, 
2Х+ ЗУ= З5. 

Решение. 

аЕ R, 
ООС: ХЕ R, 

УЕ R. 
Займемся сначала первым уравнением системы: 

2х2 + 2а2 + 5у2 + 24у + 29- бху- ба- 2ау -14х =О, 

2х2 - 2(Зу + 7)х + 5у2 - 2ау + 24у- ба+ 2а2 + 29 =О. 

Последнее уравнение можно рассматривать как 

квадратное относительно х: 

D 1 =(Зу+ 7)2 - 2(5у2 - 2ау + 24у + 2а2 - ба+ 29) = 
= 9у2 + 42у+ 49-10у2 + 4ау- 48у-4а2 + 12а- 58= 
= -у2 - бу + 4ау- 4а2 + 12а- 9 = -(у2 + бу- 4ау + 
+ 4а2 -12а + 9) =-(у- 2а + З)2 • 

Видим, что -(у- 2а + З)2 <О. Значит, у= 2а- З. 
Тогда х =(Зу+ 7)/2, т. е. х =За- 1. 
Второе уравнение системы примет вид 

23а-1 + зzа-3 = З5. 

Подбором находим одно решение: а = 2. Дока­
жем, что других решений нет. Рассмотрим функ­

цию f(a) = 23a-l + зzа- 3 • Найдем f'(a): 

f'(a) = 23а -l. 3 ln 2 + зzа- 3 • 2ln 3. 

10-5664 
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При любом значении а справедливо неравенство 
f'(a) >О, т. е. f(a) возрастает на множестве R. По­
Зт'ому других решений, кроме а = 2, уравнение 
2за..: 1 

1+ 32а- 3 = 35 не имеет. 

О т в е т : 1) Если а = 2, то х = 5; у = 1. 
2) Если а :f::. 2, то решений нет. 

Упражнения для самостоятельного решения 

Решите уравнения (1-5) 
1) Ь•51 -х-8=2Ь+3•51 -х. 

2) m•3x2 +4=2•3x2 +m2. 

3) 25Х- (2k- 1) 0 5Х- 2k = 0. 

4) (1/2)2х- (3m- 1)(1/2)х +2m2 + т= О. 

Б) 2Х + 3 + 2Х + 7 = 2а 
2Х - 2 2Х - 4 4Х - 6 • 2Х + 8 

6) При каких значениях Ь уравнение gx - 2(3Ь - 2) х 
х 3х + 5Ь2 - 4Ь = О имеет два различных корня? 

-7) При каких значениях р уравнение (р - 4)9х + 
+ (р + 1)3х + 2р- 1 =О не имеет решений? 

8) При каких значениях т уравнение (m- 2)52х + 
+ 2 • 5х + т- 2 = О имеет единственное решение? 

9) При каких значениях а уравнения 4х + 1 + 4х + 4 = 

= 2х+ 2 + 16 и la- 9lзх- 2 + а·9х- 1 = 1 равно­
сильны? 

10) При каких значениях параметра т уравнение 
(3х- т)(3х +т) 

х2 _ бх + 6 =О имеет ровно один корень? 

El Показательные неравенства 
с параметром 

8 3. 1. Подrотовительные неравенства 

М 1. Решитенеравенство 52 -х > -Ь2- 2. 
Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 
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Учитывая, что -Ь2 - 2 < О при любом Ь Е R, а 
52 - х > О при любом х Е R, можно сд;ел;ать. выsод, 
что любая пара значений х и Ь удовлетворяет не­
равенству. 

О т в е т: х Е R при любом Ь Е R. 

М 2. Решитенеравенство (1/2)../X=l > -m2 +2m-3. 
Решение. 

ООН: {тЕ R, 
х )>1. 

Легко видеть, что -m2 +2m-3< О при любом зна­
чении т Е R, а потому неравенству удовлетворяет 
любая пара значений х и т из области определения. 

Ответ: х;:;;. 1 при любом т Е R. 

М 3. Решитенеравенство earcsin
2

x > J1- а2. 
Решение. 

оон· {а Е [-1; 1], 
• ХЕ [-1; 1]. 

Заметим, что earcsin
2 х )> 1 при х Е [ -1; 1], а выраже­

ние J1- а2 принимает значения из отрезка [О; 1]. 

Поэтому, если J1- а2 < 1, т. е. а Е [-1; О) U (О; 1], 
то х Е [-1; 1]. Если же а= О, тонеравенству удов­
летворяют все значениях Е [-1; О) U (О; 1]. 
Ответ: 1)ЕслиаЕ [-1;0)U(O; 1],тохЕ [-1; 1]. 

2) Если а= О, то х Е [-1; О) U (О; 1]. 

М 4. Решитенеравенство 2../X=l > lalfa. 

10. 

Решение. 

оон:{а-:;:.О, 
х)>1. 

Если а > О, то данное неравенство примет вид 

2../X=l > 1. Ему удовлетворяют всех Е (1; +=). Ес­
ли а < О, то имеем неравенство 2 J х - 1 > -1, кото­
рому удовлетворяют всех Е [1; +=). 
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Ответ: 1)Еслиа>О,тохЕ (1;+оо). 
2) Если а< О, то х Е [1; +оо). 
3) Если а= О, то решений нет. 

М 5. Решитенеравенство 2х2 > sin d. 
Решение. 

ООН: {dE R, 
ХЕ R. 

Учтем, что 2х2 > 1, -1 ~ sin d ~ 1. Значит, данно­
му неравенству удовлетворяет любая пара допус­

тимых значений х и d. 
О т в е т : х Е R при любом d Е R. 

М 6. Решитенеравенство 2х2 > sin d. 
Ответ: 1) Если d :;t:тt/2 + 2тtk, k Е Z, то х Е R. 

2) Если d = тt/2 + 2nk, k Е Z, 
то х Е (-оо; О) U (О; +оо). 

М 7. Решите неравенство 3lx- 1
1 ~ cos d. 

Решение. 

ООН: {dE R, 
ХЕ R. 

Данное неравенство имеет решения, только если 
cos d = 1, т. е. d = 2nk, k Е Z. Тогда х = 1. 
Ответ: 1) Если d = 2тtk, k Е Z, то х = 1. 

2) Если d :;t: 2nk, k Е Z, то решений нет. 

М 8. Решитенеравенство (1/3)-х2 > cos т. 
Решение. 

ООН: {тЕ R, 
ХЕ R. 

Рассматриваем случай, когда cos т :;t: 1, т. е. т :;t: 2nk, 
k Е Z. Тогда х Е R. Если же т= 2тtk, k Е Z, то нера-

2 
венству (1/3)-х > 1 удовлетворяют все значения 
х Е R, кроме нуля. 
Ответ: 1) Если т :;t: 2nk, k Е Z, то х Е R. 

2) Если т= 2nk, k Е Z, 
то х Е (-оо; О) U (О; +оо). 
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М g, Решите перавеяство 5-х~- 2х - 1 ;;;. Ь2 + 1. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

. 2 
Учитывая, что 5-х - 2 х - 1 принимает значения из 

промежутка (О; 1], а выражение Ь2 + 1 больше или· 
равно 1, делаем вывод, что данное перавеяство 
имеет решения только при Ь =О. Тогда х = -1. 
Ответ: 1)ЕслиЬЕ (-oo;O)U(O;+oo), 

то решений нет. 

2) Если Ь =О, то х = -1. 

М 10. Решите перавеяство 

(1t/2)-x2 
-1 < arcsin а+ arccos а. 

Решение. 

ООН: {а Е [-1; 1], 
ХЕ R. 

Переходим к неравенству (7t/2)-x2 
-1 < n/2, ко­

торое в области определения данного перавеяст­

ва ему равносильно. Решаем теперь перавеяство 

-х2 -1 < 1: х2 > -2, х Е R. 
Ответ: 1) Если а Е [-1; 1], то х Е R. 

2) Если а Е (-оо; -1) U (1; +оо), 
то решений нет. 

М 11. Решите перавеяство (1,5)-х4 ;;;.lsin ci + 1. 

Решение. 

ООН: jcE R, 
1хЕ R. 

В области определения данного неравенства спра­

ведливы следующие неравенства: 1 ~ lsin ci + 1 ~ 2, 

О< (1,5)-х4 ~ 1. Поэтому данное перавеяство име­
ет решения только при тех значениях с, при кото­

рых sin с= О, т. е. с= 1tk, k Е Z. Тогда х =О. 
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Ответ: 1)Еслис=тtk,kЕ Z,тох=О. 

2) Если с 7:-тtk, k Е Z, то решений нет. 

М 12. Решитенеравенство 3-JX < icos Ь- J2 /21 + 1. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
х>О. 

Пусть cos Ь = J2 /2, т. е. Ь = ± тt/4 + 2тtk, k Е Z. Ре­

шаем неравенство 3-JX < 1: х >о. 
Если Ь 7:- ±тt/4 + 2тtk, k Е Z, то х >О. 

Ответ: 1) Если Ь = ±тt/4 + 2тtk, k Е Z, то х >О. 
2) Если Ь 7:- ±тt/4 + 2тtk, k Е Z, то х >О. 

2х- 5 

М 13. Решитенеравенство 3x=l > Jc- ll/(c -1). 

Решение. 

ООН: {c-:F- 1, 
x-:F-1. 

Рассмотрим два случая. 

2х- 5 2 
1) с > 1: 3 х=т > 1' х -1

5 
> о' 

х-

Х Е (-оо; 1) U (2,5; +оо). 
2х- 5 

2)с<1: 3x-l >-1, XE(-oo;1)U(1;+oo). 

Ответ: 1) Если с> 1, то х Е (-=; 1) U (2,5; +=). 
2) Если с< 1, то х Е (-оо; 1) U (1; +=). 
3) Если с= 1, то решений нет. 

М 14. Решитенеравенство (т- 2) • 3Jl=X >О. 

О т в е т : 1) Если т < 2, то решений нет. 
2)Еслит>2,тох< 1. 

М 15. Решитенеравенство (1 - с2 ) • 2arccos х <О. 

О т в е т : 1) Если icl > 1, то х Е [ -1; 1]. 
2) Если icl < 1, то решений нет. 
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М 16. Решитенеравенство (1- с2) о 2arccosx #О. 

О т в е т: 1) Если 1 ci > 1, то решений нет. 
2) Если lcl <-1, то х Е [ -1; 1]. 

М 17. Решите неравенство Ь о 3х < Ь2 • 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Перейдем к неравенству Ь о (3х- Ь) <О. Если Ь <О, 

то х Е R. Если Ь > О, то решим неравенство 3х- Ь < 0: 
3х < Ь, х < log3 Ь. 

Ответ: 1)ЕслиЬ<О,тохЕ R. 
2) Если Ь >О, то х Е (-=; log3 Ь]. 

М 18. Решитенеравенство а2 о 2х > а. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Переходим к неравенству а(а о 2х - 1) > О. Рас­

смотрим три случая. 

1) а= 0: решений нет. 
2)а< 0: ХЕ R. 

3) а> О: а о 2х- 1 >О, 2х > 1/а, х > -log2 а. 

Ответ: 1)Еслиа<О,тохЕ R. 
2) Если а> О, то х Е (-log2 а; +00). 

3) Если а= О, то решений нет. 

М 19. Решитенеравенство (а- 1) о ((1/2)х -lai) #О. 
Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Рассмотрим ряд случаев. 

1)а=1: xER. 

2) а> 1: (1/2)х- а# О, (1/2)х #а, х < log112 а. 
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3) а < 1: (1/2)х - lal ~ О, 
(1/2)х ~ lal. ~>----.. 

Раскроем lal (рис. 355) и ре­
шим неравенство на каж­

дом из промежутков. 

а) а= 0: (1/2)х ~ О. Решений нет. 

о 1 

Рнс. 355 

б) О< а< 1: (1/2)х ~а; х > log112 а. 

в) а< 0: (1/2)х ~-а; х > log112 (-а). 

Ответ: 1) Если а> 1, то х Е (-00 ; log112 а]. 

2) Если а = 1, то х Е R. 
3) Если О< а< 1, то х Е [log112 а; +=). 
4) Если а< О, то х Е [log112 (-а);+=). 

5) Если а= О, то решений нет. 

М 20. Решите не равенство 5ах- 1 < -а2. 

а 

О т в е т : нет решений ни при каком значении а Е R. 

М 21. Решитенеравенство (1/3)<Ь- l)Jx- 3 >О. 

О т в е т: х > 3 при любом значении Ь Е R. 

(р- 1)2 
-----;2 

М 22. Решите неравенство 4 ~ 1. 

Ответ: 1) Еслир = 1, то х Е(-=; О) U (О;+=). 
2) Еслир :t: 1, то решений нет. 

8 3.2. Простейwие показатепьные неравенства 
с параметром 

М 1. Решитенеравенство 3х >а. 

Решение. 

ООН: J а Е R, 
lXE R. 

Решая данное неравенство аналитически, учтем, 

что 3х > О при любом х Е R, а также то, что функ­
ция у= log3 t возрастает. 
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xER 

о 

Рис. 356 

(*) .. 
а 

(ось ответа) 

. Если а ~ О, то х Е R. Пусть а > 0: 
(рис. 356). 

х > log3 а(*) 

Решим теперь это неравен- у 

ство графически в системе 

координат (хОу) (рис. 357). 
Если а ~ О, то график функ­

ции у = 3х расположен 

над прямыми с уравнени­

ем у = а, а потому х Е R. 
Если а0 > О, то график 

функции у = 3х располо- 1 

у= зх 

у=2 

у=О 

жен над прямой у= а0 при _1 у= -1 
х > log3 а0 , где log3 а0 -
абсцисса точки пересече- Рис. 357 
ния указанных графиков. 

Проиллюстрируем ответ 
в системе координат (аОх) (рис. 358). 

х 

На рис. 358 заштриховано множество точек, коор­
динаты каждой из которых удовлетворяют неравен­

ству. Если, например, а= -1, тонеравенству удов­
летворяют координаты любой точки прямой а = -1. 
Если а= 1, то имеем луч с началом в точке (1; 0), 
расположенной выше графика функции у = log3 а. 

х 

2 3 4 5 а 

Рис. 358 
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в о п р о с ы п о р и с. 358 

1. Укажите некоторые решения неравенства при а = 1; 
а= 3; а= -2; а= О; а= 5. 

2. Координаты каких из перечисленных ниже точек удов­
летворяют неравенству: (3; О); (4; -1); (О; О); (-1; 2); (3; 1); 
(4; log3 4); (4; log3 5); (1/2; log3 (1/5)); (1/2; log3 (3/4))? 

М 2. Решитенеравенство (1/2)х > Ь -1. 
Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. . 

Если Ь <( 1: то Ь- 1 <( О, а потому данному неравен­
ству удовлетворяет любое х Е R. 
Пусть Ь > 1: х <( log112 (Ь- 1). (*) 

В этом случае мы воспользовались свойством убы­
вания логарифмической функции у= log112 t. 
Результаты зафиксируем на оси ответа (рис. 359). 

xER 

1 

Рнс. 359 

О т в е т : 1) Если Ь <( 1, то х Е R. 

(*) .. 
ь 

(ось ответа) 

2) Если Ь > 1, то х <( log112 (Ь- 1). 

Проиллюстрируем ответ в системе координат (ЬОх) 
(рис. 360). 
Вопросы по рис. 360 

1. Укажите несколько решений 
неравенства при Ь = 1; Ь = 2; 

1 
Ь = 3; Ь =О; Ь = -1; Ь = 12. 

2. Координаты каких из пере­
численных ниже точек, удов­

летворяют неравенству: (2; О); 
(4; -2); (4; -3); (5; -2); (1; О); 
(-2; -3); (-3; 1); (3; log112 5); 

(3; log112 (1,5)); ( 1 ~ ; log112 ~ ) ; 

( 1~; log112 3 )? 

х = log112 (Ь- 1) 

Рнс. 360 
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' -r,..м- 3. Решитенеравенство 10Х <а+ 2. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Пусть а< -2. Тогда а+ 2 <О. Решений нет. 
Если а> -2, то х < lg (а + 2). 

Ответ: 1) Если а> -2, то х < lg (а+ 2). 
2) Если а< -2, то решений нет. 

Проиллюстрируйте ответ самостоятельно в систе­

ме координат (аОх). 

~М 4. Решитенеравенство 7x-l < с(с + 2). 

Решение. 

ООН: {сЕ R, 
ХЕ R. 

Неравенство имеет решения, если с( с+ 2) >О, т. е. 
с Е (-оо; -2) U (О; +оо). В этом случае 

х- 1 < log7 (с( с+ 2)), х < 1 + log7 (с( с+ 2)). (*) 

Если же с Е [ -2; 0], то решений нет. 
Ответ запишите самостоятельно по рис. 361. 

(*) 

-2 о 

Рнс. 361 

М 5. Решитенеравенство (1/5)1х+41 <а. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Легко видеть, что О< (1/5)1х+ 41 < 1. 
Рассмотрим теперь ряд случаев. 

1) а< 0: решений нет. 

2) а> 1: х Е R. 

(*) 

с 

(ось ответа) 
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3) О< а< 1. Тогда lx + 41;;;;. log115 а. Учитывая, что 
log115 а> О, перейдем к совокупности неравенств: 

[ 
х + 4;;;;. log115 а, [ х;;;;. -4 + log115 а, (*) 
х + 4 ~ -log115 а; х ~ -4 -log115 а. 

Заполняем ось ответа (рис. 362). 

~(*) xER .. 
о 1 а 

(ось ответа) 
Рнс. 362 

О т в е т : 1) Если а ;;;;. 1, то х Е R. 
2)Если0<а<1, 

то х Е (-=; -4 -log115 а] U 

U [-4 + log115 а;+=). 

3) Если а~ О, то решений нет . 

.М 6. Решитенеравенство 21х- 2 1 ~ (Ь- 3)/(2Ь -1). 
Решение. 

ООН: J Ь :;t 1/2, 
1хЕ R. 

Учтем, что 21х-21;;;;. 1. 
1) Пусть (Ь- 3)/(2Ь- 1) < 1, тогда 

(-Ь- 2)/(2Ь- 1) <О, (Ь + 2)/(2Ь- 1) >О, [ ~: =~~· 
Данное неравенство в этом случае не имеет реше­

ний. 

2) Если Ь = -2, то получимнеравенство 21х-21 ~ 1, 
тогда х = 2. 
3) Пусть Ь Е (-2; 1/2), т. е. (Ь- 3)/(2Ь- 1) > 1. Тог-

1 1 
ь- 3 

да х- 2 ~ log2 2 Ь _ 1 , 

Ь-3 Ь-3 
-log2 2Ь- 1 ~ х- 2 ~ log2 2Ь- 1 ' 

[ 
Ь-3 Ь-3] х Е 2 - log2 2 Ь _ 1 ; 2 + log2 2 ь _ 1 . (*) 
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~· ~ Представим результаты на оси ответа (рис. 363). 

е5 ~ (*) ~ е5 f:-----~ _____ "._ _____ ., 
: -2 1/2 ь 
t (ось ответа) 

Рис. 363 

Ответ: 1) Если Ь Е ( -2; ~ ), 

[ 
4(2Ь-1) 4(Ь-3)] 

то х Е log2 Ь _ 3 ; log2 2 Ь _ 1 . 

2) Если Ь = -2, то х = 2. 

3) Если Ь Е (-=; -2) U [ ~; += ), 

то решений нет. 

9 а(а+ 1) 
М 7. Решите не равенство ( 11 7)х- ~ 

2 
_ а . 

Решение. 

+ + ООН: Ja:F 2 , 
lxE R. 
~ 

Рассматриваем ряд случаев 
(рис. 364): 

-1 о 

Рис. 364 

2 а 

а(а + 1) 
1) 

2 
< 0, Т. е. а Е (-1; 0) U (2; +=). В ЭТОМ 

-а 

случаехЕ R. 
2)а=-1илиа=О: (l/7)x-9~0,XE R. 

а(а + 1) 
3) Ь Е(-=; -1) U (О; 2): х- 9 < log117 2 _а , 

· а(а+ 1) 
х < 9 + logl/7 2- а . 

Заполняем ось ответа (рис. 365). 

(*) '\:! R "\:/ (*) ~ R 

-1 о 2 

(*) 

.. 
а 

(ось ответа) 

Рис. 365 
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Ответ: 1) Если а Е [-1; О] U (2; +=),то х Е R. 
-2) Если а Е (-=; -1) U (О; 2), 

( 
а( а+ 1) J то х Е -=; 9 + log117 2 _ а . 

3) Если а= 2, то решений нет. 

М 8. Решите неравенство 3х2 ~ Ja. 
Решение. 

ООН: {a~R, 
ХЕ R. 

1) Учитывая, что 3Х2 ~ 1 при любомхЕ R, заклю­
чаем, что данное неравенство не имеет решений 

при а< 1. 
2) а= 1: х2 ~О, х =О. 

3) а> 1: lxl ~ Jlog3 Ja (рис. 366). 

1 

Рнс. 366 

(*) .. 
а 

(ось ответа) 

(*) 

Ответ: 1)Еслиа> 1,тохЕ [-Jlog3 JO,; Jlog3 JO,]. 
2) Если а= 1, то х =О. 
3) Если а< 1, то решений нет. 

М 9. Решите неравенство 2х ~ sin т. 
Решение. 

ООН: {тЕ R, 
ХЕ R. 

1) Если sin т~ О, т. е. т Е [-1t + 2nk; 2nk], k Е Z, то 
решений нет. 

2) Пусть О< sin т~ 1, т. е. т Е (2nn; 1t + 2nn), n Е Z. 
Тогда х ~ log2 (sin т). 

Ответ: 1) Если т Е (2nn; 1t + 2nn), n Е Z, 
то х Е (-=; log2 (sin т)]. 
2) Если т Е [ -n + 2nk, 2nk], k Е Z, 
то решений нет. 



3.2. Простейwне показательные неравенства с парамет ом 303 
' ' 
; М 10. Решитенеравенство (1/3)1xl > cos а. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

1) cos а"( 0: а Е [n/2 + 2nk; 3nj2 + 2nk], k Е Z. В этом 
случаехЕ R. 

2) cos а= 1: а= 2nn, n Е Z. Получаем неравенство 
(1/3)1xl > 1, которое решений не имеет. 

3)0 < cos а< 1: а Е (-n/2 + 2пт; 2пт) U 
U (21tt; 1tj2 + + 21tt), т Е Z, t Е Z. 

Тогда lxl < log113 (cos а). 

О т в е т: 1) Если а Е [1t/2 + 2nk; 3n/2 + 2nk], 
k Е z, то х Е R. 

,, 2) Если а= 2nn, n Е Z, то решений нет. 
3) Если а Е (-n/2 + 2nm; 2пт) U 

U (21tt; 1t/2 + 21tt), т Е Z, t Е Z, 
то х Е (-log113 (cos а); log113 (cos а)). 

··М 11. Решитенеравенство 21/(х-1) < Ь. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
x:;t: 1. 

1) Ь "( 0: решений нет. 

1 - ( х - 1) log 2 Ь 2) Ь > 0: 1/(х - 1) < log2 Ь, х _ 1 < О. 

Обозначим х - 1 через t: (1 - t ·log2 b)jt < О. 

Рассмотрим ряд случаев: 

а) О< Ь < 1. Тогда log2 Ь <О. Решаем неравенство 

методом интервалов (рис. 367): 

J t > logь 2, 
1 t <О; 
J х- 1 > logь 2, 
1х -1 <О; { 

х > 1 + logь 2, 
х < 1; 

(*) 
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~ + 
/"§////////Q (j(!(/////(, )1 

logь 2 О t О logь 2 t 

Рнс. 367 Рнс. 368 

б)Ь=1: t<O, х<1; 
в) Ь > 1. Тогда log2 Ь >О (рис. 368): 

[ х< 1, 
х > 1 + logь 2. 

(**) 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 369. 

~ (*) (**) .. 
о 1 ь 

(ось ответа) 
Рнс. 369 

М 12. Решитенеравенство (1/2)-JX=l >а -1. 
Решение. 

ООН: {ае R, 
х;;;. 1. 

Заметим, что (1/2)-Jx -1 > 1. 

l)а-1<1,т.е.а<2: х>1. 

2)а=2: х>1. 

3) а> 2: -Jx- 1 < log112 (а- 1). Учитываем, что 
log112 (а- 1) <О. Тогда 

Jx- 1 > -log112 (а- 1), х- 1 > log;12 (а- 1), 

х > 1 + log;12 (а- 1). 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 370. 

х;;;.1 

2 

Рнс. 370 

(*) .. 
а 

(ось ответа) 

(*) 
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Неравенства для самостоятельного решения 

1)21 -х>Ь-1. 8)(1/2)1/(2-x)>m-1. 
2) (1/3)2х <а+ 2. 9) 32/(х- 2) >а. 

3) (1/5)х+'4 <(а- 1)(а + 5). 10) е-х2 
;;;, Ja- 1j. 

4) (l/3)1x + 11 <а- 2. 11) (1/2)-х;;;, cos Ь. 

5) 4lx + 11 >(а+ 5)/(а- 2). 12)(1/5)1x- 1k sin с. 

6) (0,5)1х-31;;;, с. 13) 1oJx- з < t2 - 3. 

7) 1 озх - 1 ;;;, J;;2 (а ; 1) • 
а-

14) (1/4)-!2-Х > k + 1. 

* * * 
М 13. Решитенеравенство (1/7)<а- 2>х < 1. 
Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Переходим к равносильному неравенству 

(а- 2)х >О. 

1) Если а= 2, то решений нет. 
2) Если а> 2, то х >О. 
3) Если а< 2, то х <О. 
Результаты показаны на рис. 371. 

х<О 

2 

Рнс. 371 

Проиллюстрируем ответ в 

системе координат (аОх) 

(рис. 372). 

М 14. Решите неравенство 
1oaxf(a + 2) < 1/2. 

Решение. 

ООН: {а =F- - 2, 
ХЕ R. 

х>О .. 
а 

(ось ответа) 

Рнс. 372 
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Достаточно решить неравенство 

axj(a + 2) ";,;; -lg 2. 

1) а= 0: О· х ";,;; -lg 2. Решений нет. 

(а~ 2)lg 2 
2) а Е (-=; -2) U (О;+=). Тогда х ";,;;- . (*) 

а 

3) а Е (-2; О). В этом случае х;;:;:- (а+ 2)lg 2 . (**) 
а 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 373. 

(*) ~(**)~ (*) 

-2 о 

Рис. 373 

а 

(ось ответа) 

М 15. Решитенеравенство (1/3)<Ьх -1)/(Ь + 1) > 3. 

Решение. 

ООН: {b:;t:-1, 
ХЕ R. 

(Ьх- 1)/(Ь + 1) < -1, Ь(х + 1)/(Ь + 1) <О. 

Последнее неравенство равносильно совокупнос­

ти двух систем: 

j ь ~ 1 >О, 
1 х + 1 <о. 

ь 
ь + 1 <О, 
х + 1 >о, 

r{
ЬЕ (-=; -1) u (О;+=), 
х<-1. 

j Ь Е (-1; 0), 
1 х > -1. . 

Если Ь =О, то решений нет. Отметим результаты 

на оси ответа (рис. 37 4). 

х<-1 ~х>-1~ 
-1 о 

Рис. 374 

х < -1 

ь 
(ось ответа) 
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Проиллюстрируем ответ в 

системе координат (ЬОх) 
(рис. 375). 

М 16. Peп:ltiтe неравенство 
3тх2- т+ 1 > 4log2 3. 

Решение. 

ООН: {тЕ R, 
ХЕ R. 

Переходим к неравенству 

3тх2 - т+ 1 > 9: 
тх2 - т + 1 > 2, тх2 > т + 1. 
1) т= 0: О· х2 > 1. Решений нет. 

Рнс. 375 

2) т> 0: х2 >(т+ 1)/т, lxl > J,.-(т_+_1=-)-/т-. 

3) т< 0: х2 <(т+ 1)/т; 
а) т Е [-1; 0): решений нет; 

б)т<-1: lxl< Jm; 1
. 

Заполняем ось ответа (рис. 376). 

(**) (*) 

(*) 

(**) 

.. 
-1 о т 

(ось ответа) 
Рнс. 376 

х2 + 2ах 

17 
~ ln! 

М . Решитенеравенство (1/2) > 2 е 

Решение. 

ООН: {а :;t:-1/2, 
ХЕ R. х2 + 2ах 

2 ~ 1 Рассмотримнеравенство (1/ ) > /2. Приве-
дем его к равносильному (х2 + 2ax)j(2a + 1) < 1: 
(х2 + 2ах- 2а- 1)/(2а + 1) <О, 
(х- 1)(х + 2а + 1)/(2а + 1) <О, 

l
2a + 1 >О, 
(х- 1)(х + 2а + 1) <О; (1) 
2а + 1 <О, 
(х- 1)(х + 2а + 1) >О. (2) 
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Решаем систему (1). 
Если 2а + 1 >О, т. е. 
а> -1/2, то 1 > -2а- 1. 
Поэтому, решая второе 

неравенство системы ме-

~ 
-2а -1 1 х 

Рнс. 377 

тодом интервалов (рис. 377), получим 
х Е (-2а- 1; 1). (*) 
Решая систему (2), рассмотрим три случая. 
1) а< -1 (рис. 378): 
х Е (-=; 1) U (-2а- 1; +=). (**) 
2)а=-1: (x-1)2 >0,x:;t:1. 
3) а Е (-1; -1/2) (рис. 379): 
х Е (-=; -2а- 1) U (1; +=). (***) 
Ответ на рис. 380. 

+ + 
/c(///;i(//<1/4() if//%/4% ?11 

1 -2а -1 х 

Рнс. 378 

(**) 

-1 

Рнс. 380 

+ + 
p!I/Ш(II/1//(j (У-11//1/Ц ?11 

-2а -1 1 х 

Рнс. 379 

-1/2 

(*) 

а 

(ось ответа) 

Для иллюстрации ответа вновь обратимся к сис­
теме координат (аОх) (рис. 381). 

а 

Рнс. 381 
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. М 18. Решитенеравенство з<т- 2Jx + х ;;;;;: 1/9. 
Решение. 

ООН: {тЕ R, 
ХЕ R. 

(т- 2)х2 + х;;;;;: -2, (т- 2)х2 + х + 2;;;;;: О. 
1) т= 2: х;;;;;: -2. 
2) т -:F- 2. Найдем дискриминант квадратного трех­
члена (т- 2)х2 + х + 2: D = 17 - 8т. 
Рассмотрим теперь ряд случаев. 

а) D <О, т. е. т;;;;;: 17/8. Тогда х Е R. 
-l-J17-8m 

б) 2 <т< 17/8: х1 = 2(m _ 2) , 

-l+J17-8m 
х2 = 2 (m _ 2) - корни квадратного трех-

члена. В этом случае 

х Е (-оо; х1 ] U [х2 ; +оо). (*) 

в) т< 2. Заметим, что т- 2 <О и х2 < х1 • И тог­

да х Е [х2 ; х1 ]. (**) 
Ответ запишите самостоятельно по рис. 382. 

(**) (*) ~ 
2 17/8 

Рнс. 382 

М 19. Решите неравенство 2ix -11 + ь < 2х + 1. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

R 

т 

(ось ответа) 

Переходим к равносильному неравенству 

/х- 1/ + Ь < х + 1; /х -11- х < 1- Ь. 
Решаем совокупность двух систем: 

l {~:i'-x<1-b; l{~~}<2-b; 
{ х<1, {х<1, 
-х+1-х<1-Ь; x)'bj2. 

(1) 

(2) 
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Решаем систему (1): если Ь < 2, то х;;;;. 1. Если Ь > 2, 
то система (1) решений не имеет (ось (1) на рис. 383). 
Решаем систему (2): если Ь;;;;. 2, то система (2) ре­
шений не имеет. Пусть Ь < 2. Тогда х Е [Ь/2; 1) 
(ось (2) на рис. 383). 
Объединим результаты на оси ответа (рис. 383). 

х>1 ~ 0 .. 
2 ь 

х Е [Ь/2; 1) ~ .. 
2 ь 

х > Ь/2 ~ 0 .. 
2 ь 

(ось ответа) 

Рнс. 383 

Ответ: 1) Если Ь < 2, то х;;;;. Ь/2. 
2) Если Ь > 2, то решений нет. 

м 20. Решитенеравенство 5Jx- а ;;;;. 5Х- 1. 

Решение. 

ООН: {аЕ R, 
х;;;;оа. 

(1) 

(2) 

Переходим к неравенству Jx- а ;;;;. х -1, а затем к 
совокупности двух систем: 

l{ ~ = ~ ~ g; 
J х-1 >О, 
1 х-а;;;;. (х- 1)2 • 

(1) 

(2) 

Решаем каждую из систем: 

(1): , '(ось (1) на рис. 38 ). { 
х < 1 5 
x:ra 

Если а = 1, то х = 1. 
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Если а > 1, то решений нет. 
Если а < 1, то х Е [а; 1] 

(2)· { х > 1, 
· х2 - 3х + а + 1 < О. 

Найдем дискриминант квадратного трехчлена 

х2-3х+а+1: D=5-4a. 
1) Пусть D <О, т. е. а> 5/4. Система (2) решений 
не имеет. 

2) D =О, а= 5/4, тогда х = 3/2. 
3) D > О, а < 5/4. Находим корни квадратного 

3-~ 3+~ 
трехчлена: х1 = 2 , Х2 = 2 · 

Решаем квадратное неравенство, построив схема­

тично график квадратного трехчлена (рис. 384). 

Рнс. 38.4 

х 

"' а) 
х 

Рассматриваем три возможных случая располо­

жениях= 1. 
а) Пусть 1 < х1 (ось а на рис. 384): 

. 3 - J5 - 4а {а < ~ , ( . 5 ) 1< 2 ,J5-4a<1, 4 аЕ 1, 4 . 
а> 1, 

Тогда х Е [х 1 ; х2]. 
б) Если х1 = 1 (ось б на рис. 384), то а= 1: 
ХЕ(1;2). 

в) Пусть 1 > х1 (ось в на рис. 384). В этом случае 
а< 1, х Е (1; х2]. 
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Заполняем ось (2) на рис. 385 и объединяем реше­
ния на оси ответа. 

1 5/4 а 

(ось ответа) 

Рис. 385 

[ 
3 + J5- 4а J Ответ: 1)Еслиа(; 1,тохЕ а; 2 . 

2) Если 1 <а< 5/4, то 

[3-~ 3+~] Х Е 2 ; 2 • 

3) Если а= 5/4, то х = 3/2. 
4) Если а> 5/4, то решений нет. 

Неравенство J х - а ;;;;. х - 1 можно решить и гра­
фически в системе координат (хОу). 

Рассматриваем функции: у= Jx- а и у= х- 1 
(рис. 386-390). 
1) Пусть а< 1 (рис. 386). 
х Е [а; х2]. 

Рис. 386 

х 
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2) а= 1 (рис. 387). 

Х Е [1; 2). 
у 

о 

-1 

Рнс. 387 

3) а= 5/4 (рис. 388). 

х = 3/2. 
у 

о 

-1 

Рнс. 388 

4) 1 <а< 5/4 (рис. 389). 

х Е [х1 ; х2]. 

у 

о 

-1 

Рнс. 389 

х 

х 

х 
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5) а> 5/4 (рис. 390). 

у 

О 1 5/4 а х 

-1 

Рнс. 390 

В этом случае график функции у = J х - а распо­
ложен ниже прямой у = х - 1. Поэтому данное не­
равенство решений не имеет. 

М 21. Решитенеравенство 2<ь -1) cos х > 4<ь- 3)/2. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Переходим к неравенству (Ь- 1) cos х > Ь- 3. 

1)Ь=1: O·cosx>-2,xER. 

2) Ь > 1: cos х > (Ь- 3)/(Ь- 1). 

а) (Ь- 3)/(Ь- 1) =О, Ь = 3: cos х >О, 

х Е (-n/2 + 2nk; n/2 + 2nk), k Е Z. (*) 

б)(Ь-3)/(Ь-1)=-1,Ь=2: cosx>-1, 
х :;t: n + 2nn, n Е Z. (**) 
в) Ь > 3, О< (Ь- 3)/(Ь- 1) < 1 (рис. 391): 

( 
Ь-3 Ь-3 ) 

х Е -arccos Ь _ 1 + 2пт; arccos Ь _ 1 + 2пт , 

т Е Z. (***) 

г) Ь Е (2; 3), -1 < (Ь- 3)/(Ь- 1) <О (рис. 392): 

( 
Ь-3 Ь-3 ) 

х Е -arccos Ь _ 1 + 2пт; arccos Ь _ 1 + 2пт , 

т Е Z. (***) 
д)ЬЕ(1;2), (Ь-3)/(Ь-1)<-1: XER. 
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у 

Ь-3 
-arccosb _ 

1 

Рис. 391 

х 

3) Ь < 1, (Ь- 3)/(Ь- 1) > 1: 

-... 

ь- 3 у 
arccos Ь _ 1 

Ь-3 
-arccos Ь _ 

1 
Рис. 392 

cos х < (Ь- 3)/(Ь- 1), х Е R. 
Заполняем ось ответа (рис. 393). 

х 

R '\:/ R ~ (***) ~ (***) .. 

1 2 3 ь 

(ось ответа) 

Рис. 393 

Ответ: 1) Если Ь Е (2; 3) U (3; +=), 

( ь- 3 
то х Е -arccos Ь _ 1 + 2nm; 

ь- 3 . ) arccos Ь _ 1 + 2nm , т Е Z. 

2) Если Ь = 2, то х:;:. 1t + 2nn, n Е Z. 
3) Если Ь = 3, то х Е ( -1t/2 + 2nk; 
n/2 + 2nk), k Е Z. 
4) Если Ь Е (-=; 2), то х Е R. 

М 22. Решите не равенство e(l- с) sin х + 4с- з < ес2 , где 
с>О. 

Решение. 

Достаточно решить систему неравенств 

{ 
( 1 - с) sin х < (с - 3 )(с - 1), 
с>О. 

1) с= 1: О· sin х <О. Решений нет. 

2) 0 < с < 1 : { sin х < 3 - с, 
О <с< 1. 
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Легко видеть, что если 

о< с< 1, то 3- с> 2. 
Поэтому х Е R. 

3) с > 1: { sin х1 > 3 - с, 
с> . 

а)3-с=-1,с=4: 

sin х > -1, 
х ;~:. -тt/2 + 21tn, n Е Z. (*) 
б) 3- с= 1, с= 2: 
sin х > 1, решений нет. Рис. 394 
в) 3- с= О, с= 3: sin х >О, 

х 

х Е (2nn; 1t + 2nn), n Е Z. (**) 
г) 1 <с< 2, т. е. 1 < 3- с< 2. 
Решений нет. 

д) 2 <с< 3, т. е. 
О< 3- с< 1 (рис. 394): 
х Е (arcsin (3- с)+ 2пт; 1t- arcsin (3- с)+ 2пт), 
т Е Z. (***) 
е) 3 <с< 4, т. е. 
-1 <3-с<О: 
х Е (arcsin (3- с)+ 2пт; 1t- arcsin (3- с)+ 2пт), 
т Е Z. (***) 
ж) с> 4, т. е. 3- с< -1. Тогда х Е R. 

Заполним ось ответа (рис. 395). 

_Е\/ g 'fj_ 2 (***) у R (***) -- .. 
о 1 2 3 4 с 

(ось ответа) 

Рис. 395 

Ответ: 1) Если с Е (2; 3) U (3; 4), 
то х Е (arcsin (3- с)+ 2nm; 
1t- arcsin (3- с)+ 2пт), т Е Z. 
2) Если с Е (О; 1) U (4; +оо), то х Е R. 
3) Если с= 3, то х Е (2nn; 1t + 2nn), n Е Z. 
4) Если с= 4, то х -:t:. -n/2 + 2nk, k Е Z. 
5) Если с Е [1; 2], то решений нет. 
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Неравенства для самостоятельного решения 

2(3-Ь)х <.! 
х 2 - 3Ьх 

1) 6) (0,1) бЬ+4 >0,1. 2. 

2) 
е уа-1)(а-2)х 
5 > 1. 7) 7(2 - а)х2- 3х '( 1001g 7. 

(с- l)x 

3) 3 с >2. 8) зlх + 2\- ь > gx- 1. 

4) 
2- ах 

10а-2 < _!_ 
10. 

(1)JX+ll (1У+1 9) - > -
3 3 

5) 
(1 ym- 1)х2- т+ 3 2 < 10-lg2. 10) 16(3-b)sinx '( 42-ь. 

(1 )(с- 2)cos х + 5с- б (1 )с2 
11) - > - , где с >О. 

е е 

8 3.3. Более сложные покаэательные неравенства 
с параметром 

М 1. Решитенеравенство ах+ 2 + 8ах- 1 - 4ja >а- 2, 
где а > О, а -:1- 1. 

Решение. 

ООН: {а> О, а -:1-1, 
ХЕ R. 

От данного неравенства переходим к равносиль­

ному: а3ах + 8ах- а2 + 2а- 4 >О. Пусть ах= t, 
где t >О. Тогда (а3 + 8) • t > а2 - 2а + 4. Учитывая, 
что а3 + 8 >О при а> О, а -:1- 1, получаем веравенет­
во t > 1/(а + 2). 

1) а> 1: ах> 1/(а + 2), х > -loga (а+ 2). 

2) О< а< 1: х < -loga (а+ 2). 

Ответ: 1) Если а> 1, то х >-loga (а+ 2). 
2) Если О< а< 1, то х < -loga (а+ 2). 

ах 1 +а-х 
М 2. Решите неравенство ах _ 1 > 1 _ 2 а-х, где а > О, 

а 7:- 1. 
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Решение. 

1 

а> О, а"# 1, 
ООН: x-:F-0, 

х "# loga 2. 

Пусть ах= t, где t > 0: tj(t- 1) > (1 + 1/t)/(1- 2/t), 
1- 2t 

t/(t- 1)- (t + 1)/(t- 2) >О, (t- 1)(t- 2) >О, 
t > О (рис. 396). 

[ 
t < 1/2, [ах< 1/2, 
1 < t < 2, 1 <ах< 2. 

1) а> 1: [ х < -loga 2, 
О< Х < loga 2, 

Х Е ( -=; -loga 2) U (О; loga 2). 

[
х > -loga 2, 

2) О< а< 1: { х <О, 
x>Ioga2; 

Х Е (loga 2; О) U (-loga 2; +=). 
Ответ: 1) Если а> 1, то 

~ 
1 11/2 11 21 t 
1 1 1 1 

~/////////////////И////////ЛЛ'//////@ :. 

о t 

Рнс. 396 

х Е (-оо; -loga 2) U (О; loga 2). 
2) Если О < а < 1, то 
х Е (loga 2; О) U (-loga 2; +=). 

М 3. Решитенеравенство а2 - 9х + 1 - 8а • 3х > О. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Введем замену: 3х 

{ 
9t2 + 8at- а2 <О, 
t> о. 

t, t > О. Решаем систему 

D1 = 25а2 : [ ~~ : :;~ - корни квадратного трех­
члена 9t2 + 8at - а2 • 

[ 
(t + а)(у - а/9) < О 

Тогда имеем ' 
t> о. 
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• 1) а= 0: решений нет. 
2) а> О (рис. 397). 

t < а/9, 3х < а/9, х < log3 а- 2. 

3) а < О (рис. 398). 

(*) 

, 3х <-а, х < log3 (-а). (**) 

------{Cf!////////(1/////////////c )1 -----{r:_52/////l!////(/(///ll//4 ;Jn 

о t о t 

Рнс. 397 Рнс. 398 

Заполним ось ответа (рис. 399). 

(**) 

о 

Рнс. 399 

(*) 

а 

(ось ответа) 

Проиллюстрируем ответ в системе координат 

(аОх) (рис. 400). 

х 

--. 
а 

Рнс. 400 

Ответ: 1) Если а Е (О; +оо), то х < log3 а- 2. 
2) Если а Е (-оо; 0), то х < log3 (-а). 

3) Если а= О, то решений нет. 



320 1 Раздел 11. 3. Показательные неравенства с параметром 

М 4. Решите неравенство (а + 2) 3 ~ > а + 1. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
х~ 1. 

Рассмотрим ряд случаев. 

1)а=-2: 0·3~ >-1,х~1. (*) 

2) а> -2: 3Jx- 1 >(а+ 1)/(а + 2). 

Учитывая, что 3~ ~ 1 при х ~ 1, сравним 
(а+ 1)/(а + 2) с 1: (а+ 1)/(а + 2)- 1 = -1/(а + 2). 
Если а > -2, то -1/(а + 2) < О, а потому 

(а+ 1)/(а + 2) < 1. Значит, если а> -2, то х ~ 1. 

3) а< -2: 3Jx- 1 <(а+ 1)/(а + 2). 

Если а< -2, то (а+ 1)/(а + 2) > 1: 

г:-:--:; a+l 
,.,JX- 1 < log3 а+ 2 , 

l
x ~ 1, 

2 а+ 1 
х < log3 а+ 2 + 1, 

[ 
2 a+l ) х Е 1; log3 а+ 2 + 1 . (**) 

Полученные решения наносим на ось ответа 

(рис. 401). 

(**) 

-2 

Рнс. 401 

(*) .. 
а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а~ -2, то х Е [1; +=). 

2)Еслиа<-2,тохЕ [l;log~ ::~ +1). 
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(а- 5)х 

М 5. Решитенеравенство 7li+"4 <(а- 3)/(а + 2). 

+ + + 
Решение. 

a-:F--4, 
ООН: a-:F--2, 

ХЕ R. 

-----о----о----
-4 -2 3 а 

Рнс. 402 

а-3 
Определим знак выражения а+ 2 (рис. 402). 

А теперь рассмотрим ряд случаев. 

1) а Е (-2; 3]: решений нет. 
2) а Е (-=; -4) u (-4; -а) u (3; +=). 

(а-5)х а-3 
а + 4 < log7 а + 2 · 

а-5 
а) а+ 4 >О (рис. 403): а Е (-оо; -4) U (5; +=). 

а+4 а-3 
В этом случае х < а _ 5 log 7 а + 2 . 

(*) 

б) а= 5: О • х < log7 ~.Решений нет. 
а-5 

в) а+ 4 <О (рис. 404): а Е (-4; -2) U (3; 5), 

::;;,а+4 1 а-3 
х -r а - 5 og 7 а + 2 · (**) 

~ 
-4 5 а 
~ 

-41 1 1 51 х 
1 1 1 1 

~ ~ 
-4 -2 3 а -4 -2 3 х 

Рнс. 403 Рнс. 404 

Заполняем ось ответа (рис. 405). 

(*) \1 (**) у 0 '\! (**) у (*) 
• 

-4 -2 3 5 а 

(ось ответа) 

Рнс. 405 

11-5664 
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О т в е т: 1) Если а Е ( -=; -4) U (5; +=), 
:;;::а+4 1 а-3 

то х '""" а - 5 og7 а + 2 . 
2) Если а Е ( -4; -2) U (3; 5), 

2 а+4 1 а-3 
то х r а - 5 og 7 а + 2 . 
3) В остальных случаях решений нет. 

М 6. Решитенеравенство (1/4)<a-l)fx:;;;;. а+ 1. 

Решение. 

ООН: {аЕ R, 
x;t:O. 

1) а Е(-=; -1]: х Е (-=;О) u (О;+=). (А) 

а-1 
2) а> -1: -х- < log114 (а+ 1), 

а- 1- xlog 114 (a + 1) .;:;; о. 
х 

Переходим к равносильной совокупности двух 

систем: 

l
{ ~ ~ ~~ х log

4 
(а+ 1) >О; l{: ~~~(а+ 1):;;;;. 

1
- а, (1) 

{ 
х >О, { х log4 (а+ 1) < 1 -а, 
а- 1 + х log4 (а+ 1) <О; х > 0. (2) 

Далее учтем, что log4 (а+ 1) принимает на проме­
жутках (-1; О) и (О; +=)значения разных знаков 
(рис. 406). 
а) Пусть а Е (-1; 0). 
Решаем каждую из систем совокупности. 

1-а 
х< , 

(1): log4 (а+ 1) 
х <О (рис. 407). 

' у 
у= log4 (а+ 1) l-a 

log4(a + 1) 
о//////////. .. 

х 
а 

'/(////(/(///!///////!///////////f::Jf-------i"-

0 х 

Рнс. 406 Рнс. 407 
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1-а 
Тогда х ";;; log4 (а+ 1). 

(2): J х ~ log~(~: 1)' 

1 х > О (рис. 408). 

Отсюдах>О. 

Итак, если 

1-а 

lo~rt(a + 1) 
fp.I'C////////////1!!//////l/C#//!(. :. 

х 

----------~QW/1/1///1///ffi. 

о х 

Рис. 408 

а Е (-1; 0), то х2 Е ( -оо; log~ (~: 1 ) J U (О; +оо). 

б)а=О: - 1 +х~о <О, 1jx~O, х3 >0. 
х 

в) а Е (О; 1). 
Решаем каждую из систем. 

(1): j х ~ log~(~: 1)' 

l х <О (рис. 409). 

1-а 

х 

Система (1) решений не 
имеет. 

11" 

(2): j х ";;; l=-o-g-~-(~_a_+_1_)' 
) х > О (рис. 410). 

( 1- а J х4 Е О; а+ 1 . 

г) а = 1: (1/4)0/х ~ 2. 
Данное неравенство реше­

ний не имеет. 

д) а> 1: 

( 1): ! х ~ ::-lo-g-~-:-( ~-а--:-+-:1:-:-) ' 
х <О (рис. 411). 

[ 
1- а ) 

Х5 Е log4 (а+ 1); 0 • 

Рис. 409 

1-а 

.. 
1 1 х 

1 

-------<if./#Шff/1///////////////////!( :. 

о х 

Рис. 410 

l-a 

1 1 х 
1 1 

i{///r//////$,/Щ//Y;{:Y/r/~)------>•-

0 х 

Рис. 411 
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1-а 
х<-----

(2): log4 (а+ 1)' 
х >О (рис. 412). 

l-a 
log (а+ 1) 

Wff////Л'ff. 4 .. 
х 

Система (2) решений не 
имеет. 

-----~Q//Ш#Ш#$• 

о х 

Заполняем ось ответа 
(рис. 413). 

А У' в \L 
-1 о 

с 

Рнс . .412 

~ D 
• 

1 а 

(ось ответа) 

Рнс . .413 

Ответ: 1) Если а Е(-=; -1], то 
х Е (-=;О) u (О;+=). 
2) Если а Е (-1; 0), 

( 1- а J то х Е -=; log
4 
(а+ 1) U (О; +00). 

3) Если а= О, то х Е (О;+=). 

4) Если а Е (О; 1), то х Е (О; log~ (~: 1) J. 
5) Если а = 1, то решений нет. 
6) Если а Е (1; +=), 

[ 
1- а ) 

ТОХЕ log4(a+1);0. 

М 7. Найдите все значения параметра а, при которых 
неравенство 4х - а • 2х - а + 3 < О имеет решения. 
Решение. 

ООН: JaE R, 
lXE R. 

Введем замену 2х = t, t >О; t 2 - at- а+ 3 <О. Нам 
надо найти такие значения а, при которых квад­

ратное неравенство имеет хотя бы одно положи­

тельное решение. Рассмотрим ряд случаев распо­

ложения парабол у = t2 - at- а + 3. 



1) Рис. 414. 
В этом случае у(О) < 0: -а + 3 < О, а > 3. 

2) Рис. 415 или рис. 416. 

Рнс. 4 J .4 

у(О) >О, 
D~O, 

в 
-2А >О; 

t 

Рнс . .4 J 5 

3- а> о; 
а2 + 4а- 12 ~ 0, а Е [2; 3). 
aj2 >О, 

325 

t 

3) Рис. 417. t 1 =О. Тогда а= 3. При этом t 2 = 3. 

v .. 
t 

• .. 
t 

Рнс. 417 
Рнс . .4 J 6 

Ответ: а Е [2; +оо) . 

.N2 8. Решитенеравенство 144/х/_ 2 • 121х1 +а~ О. 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
ХЕ R. 

Пусть 12\х\ = t, где t ~ 1: t 2 - 2t +а~ О. Заметим, 
что абсцисса вершины параболы у = t 2 - 2t + а 
равна 1. 
Тогда рассмотрим только три случая расположе­

ния парабол. 

1) Рис. 418 и рис. 419. 
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v ~ 

1 t 

D1 =О 

Рнс. 418 

Решаем неравенство D1 < 0: 
1- а< О, а> 1. Получаем 
ХЕ R. 

2) Рис. 420. 

В этом случае t 2 > 1. Тогда 

t > t 2, где t 2 = 1 + ~. 
Решаем неравенство 

121xl;;;.1+ ~: 

v 
1 

D1 <О 

Рнс.419 

D>O, а< 1 

Рнс. 420 

lxl > log12 (1 + J1 -а) (рис. 421). 

(*) 

1 

Рнс. 421 

R 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а Е [1; +оо), то х Е R. 
2) Если а Е (-оо; 1), 

то Jxl > log12 (1 + J1 -а). 
М 9. При каких значениях снеравенство 

5(с + 1)9х- 10 • зх +с- 3 >О 

выполняется при всех значениях х? 

Решение. 

ООН: J СЕ R, 
1хЕ R. 

t 

t 

(*) 
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Пусть 3х = t, где t >О. Тогда получимнеравенство 
5( с + 1 )t2 - 1 о . t + с - 3 > о. 
1) с~ -1: -lOt- 4 >О, t < -2/5. Решений нет. 
2) с * -1. Тогда нер_авенство относительно t явля­
ется неравенством второй степени. 

Рассмотрим ряд интересующих нас случаев. 

J D1 < О (рис. 422), 
а) 1 с> -1, где D1 = -5с2 + lOc + 40. 

{ 
с2 - 2с- 8 > О, 
с> -1 (рис. 423), с> 4. 

v 
W//////////////////////////////////////////////4 .. 

t 

Рис. 422 

{
D1 =О, 

б с=4 ) с> -1 (рис. 424), · 

~ 
-2 4 t 

1 

----<(5:!/////////////.//////!/////Д )1 

-1 t 

Рнс. 423 

Неравенство (5t -1)2 >О выполняется не при всех 
значениях t >О. 

JD1 >О, 
в) 1 с> -1 (рис. 425). 

t 

--------<(f"/////J////{ .. 

о t 

Рнс.424 Рнс. 425 

1

5 + ,J-5c2 + lOc + 40 
t2~0: 5(c+l) 

с>-1. 

~ О, Эта система реше-

ний не имеет. Значит, случай в) тоже невозможен. 

Ответ: с> 4. 



М 10. При каких значениях т неравенство 
4COS Х- 2(т- 3) • 2COS Х + т+ 3 > о 
-выполняется при всех действительных значени­

яхх? 

Решение. 

ООН: jтЕ R, 
1хЕ R. 

Пусть 2cosx = t, где t Е [1/2; 2]. Получим систему 

1 
t 2 - 2(т- 3)t + т+ 3 > 0, 

неравенств 112 ,;;;; t,;;;; 2 . 

Найдем D1 квадратного трехчлена, стоящего в ле­

вой части квадратного неравенства: 

D 1 = т2 - 7т + 6 =(т- 1)(т- 6). 

Рассмотрим ряд интересующих нас случаев. 

1) D 1 < 0: 1 <т< 6. 

2) D1 =О: т= 1: (t + 2)2 >О. 

т= 6: (t- 3)2 >о. 

3) D1 >О (рис. 426 и 427). 

Рнс. 426 

Сначала рассмотрим рис. 426. 

f(2) > 2, 

Рнс. 427 

в 
-2А > 2• где f(t) = t 2 - 2(т- 3)t +т+ 3. 

D1 >0, 

1 

4 - 4( т - 3) + т + 3 > о' 
т-3> 2, 
(т- 1)(т- 6) >О; 

t 
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т< 19/3, 
т>5, 6<т<19j3. 
(т-1)(пi-6)>0, 

Теперь рассмотрим р_ис. 427. 

т- 3 < 1/2, 
(т- 1)(т- 6) >О, 
{(1/2) >о. 

1 
т<3 2 , 

(т- 1)(т- 6) >О, 
1/4-т+ 3 +т+ 3 >О, 
Ответ: т< 19/3. 

т<1. 

М 11. При каких значениях Ь неравенство 
(Ь + 2) • 4lx- 11 - 2Ь • 21х- 11 + 3Ь + 1 > О 
выполняется при всех действительных значе­

ниях х? 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
ХЕ R. 

Пусть 21х- 11 = t, где t ;:;;:. 1. Получим неравенство 
(Ь + 2) • t2 - 2Ь • t + 3Ь + 1 >О. 
1) Ь = -2: 4t- 5 >О, t > 5/4. Этот случай нас не 
устраивает, так как 21х- 11 > 514 не для любого х. 
2) Ь =1:- -2. Рассматриваем неравенство второй сте­
пени. 

{ 
D1 < О (рис. 428), 

а) Ь > -2, где D1 = -2Ь2 - 7Ь- 2. 

{ 
-2Ь2 - 7Ь- 2 <О, 
Ь>-2; 

v 
'(//////Л/////////////////////////////1;?'(/1/Шr ,_ 

t 

Рнс. 428 

----<Cft////1///////Ш//ffii///Ш:. 

-2 ь 

Рнс. 429 
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J 2Ь2 + 7Ь + 2 > О, 
1 Ь > -2 (рис. 429), 

ь > -7 + J33 
4 . 

б) Рассмотрим рис. 430. 
f(t) = (Ь + 2)t2 - 2Ьt + 3Ь + 1. 

Рнс. 430 

!(1) >О, Ь + 2- 2Ь + 3Ь + 1 >О, 
в ь 

- 2А < 1 ' Ь + 2 < 1 ' 
D1 ~О, 2Ь2 + 7Ь + 2 ~ О, 
ь > -2, ь > -2, 

ь > -3/2, 
2 

-ь + 2 <о, 
2Ь2 + 7Ь + 2 ~ О, 
Ь> -2, 

j
b > -3/2, 
ь > -2, 

(-7- J33 )/4 ~ ь ~ (-7 + J33 )/4, 

-3/2 < ь ~ (-7 + J33 )/4. 

3 
Ответ:Ь>-2 . 

.N2 12. При каких значениях а неравенство 
gx< 20•3х+ а 

не имеет ни одного целочисленного решения? 

Решение. 

ООН: J а Е z, 
1хе R. 

t 

Сначала решим данное неравенство. Пусть зх = t, 
t >О: t 2 - 20t- а< О, D1 = 100 +а. 

1) D1 ~О, а~ -100. Решений нет. 

2) D1 >О (рис. 431), а> -100: 

10- ,J100 + а < t < 10 + ,J100+ а. 
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• Рассмотрим три случая, представленные на 

рис. 431. 

--~~~~------~----t 
1 

~///!//r///«f!Ш////Ш///////////////!!////////////!1$/////Ш/////!///////Ш////////////////////////////М& 

о 
;а (1) 
t 

---~6'\"'/!""W/-'"''/fi"'W/""/~'"''/!"'W/"'m"'/!"'W/д'/?/"'W/"''////"<'/("'o//"''///"<Ш""(//"''/!'"'///""//.-::::д/!"''///"'o//'"'/!"'Wд///'"'//Л"''(//'"(fi"'W/Д'(1Ш///J""'///д/hШ////"'%'"---... :oo-( 2) 
о t 

-------;~~-~"'~"'#й"<~"'M'"''///"'~"''///"<ij"'~'"'~"'W"''///'"'M"'W/"'W/"'W"'W~"'W/"'M"'W/"'~Ш~"'~"'M"'~"'/~"'~"'W/'"'W///"'~"''/!"''(/"'/~"'~L-~t-(3) 

Рнс. 431 

{ а> -100 
(1): 10- л/100 + а >О; 10 > л/100 + а, а< О. ' 
Решаем двойное неравенство 

10 - ,)100 + а < 3х < 10 + ,)100 + а . 

log3 (10- ,J100 + а)< х < log3 (10 + ,J100 + а),· 

х Е (log3 (10- ,J100 +а); log3 (10 + ,J100 +а)).(*) 

(2): 10- ,)100 + а =О; а= 0: 3х < 20, 
х < log3 20. (**) 
(3): f(O) <О, где f(t) = t 2 - 20t- а: а> О, 

3х < 10 + ,)100 +а, х < log3 (10 + ,)100 +а).(***) 

А теперь проанализируем полученные множества 

решений. 

1. х < log3 20, т. е. х Е (-оо; log3 20). В этом множе­
стве значений х есть целочисленные. Это числа: 2, 
1, о, -1, .... 
2. Если а > О, то тоже есть целочисленные реше­
ния. 

3. Пусть а Е (-100; 0). Рассмотрим двойное не-

равенство 10 - ,)100 +а < 3х < 10 + ,)100 +а. 
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Если а Е (-100; 0), то О < 10 - J100 +а < 10, 

10 < 10 + J100 + а < 20. Поэтому двойное неравен­
ство может иметь в качестве целого решения толь­

ко х = 2. Условием отсутствия целочисленных х бу-

дет выполнение неравенства 10 - J100 +а > 9: 

J100 +а < 1, а ~ -99. Значит, а Е (-100; -99]. 
Заметим, что интервал (-оо; -100] также входит в 
ответ (рис. 432). 

~ (*) ~ (***) .. 
-100 о а 

Рис. 432 

Ответ: (-оо; -99]. 

М 13. Найдите интервалы монотонного убывания 
функции f(x) = 6- (4с + 3) • (1/5)х +(с- 7) • 5х. 

Решение. 

Область определения функции 

D(f): {с Е R, 
ХЕ R. 

f'(x) = (4с + 3) • (1/5)х ln 5 +(с- 7) • 5х ln 5. 

Решим неравенство 

(4с + 3) ln 5j5x +(с- 7) • 5х ln 5 <О. 

Учитывая, что ln 5 >О и 5х >О, переходим к нера­
венству 4с + 3 + 52х ·(с- 7) <О; (7- с)· 52х ;;>- 4с + 3. 
Рассмотрим ряд случаев. 

1) с < -3/4: 52х > (4с + 3)/(7 - с). Заметим, что 
(4с + 3)/(7- с)< О, если с< -3/4. ПоэтомухЕ R. 

2) -3/4 <с< 7, (4с + 3)/(7- с)> 0: 

4с + 3 г------
2x>log5~, x>log5 J(4c+3)(7-c). 
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1 3) с > 7: 52х < (4с + 3)/(7 - с). В этом случае r. 
(4с + 3)/(7- с)< О, а потомунеравенство решений 
не имеет. 

Ответ: 1) Если с< -3/4, тофункцияубываетнаR. 
2) Если -3/4 <с< 7, то функция убывает 

намножестве[lоg5 J(4с + 3)/(7- с);+=). 
3) При остальных значениях с интерва­
лов убывания данной функции нет. 

~ 14. При каких значениях параметра а функция 
1 f(x) = 1 - 2 • ех + (1 - а)е-х- е2х +(а- 1)х монотон-

но убывает на всей числовой оси? 

Решение. 

f Функция дифференцируема на множестве всех 

действительных чисел: 

f'(x) = -2ех- (1- a)jex- 2е2х +а- 1. 

Решаем неравенство f'(x) < 0: 

-2е2х- 1 +а- 2е3х + ех(а- 1) < О, 
2 • е3х + 2 • е2х - (а - 1 )ех + 1 - а > О. 
Пусть ех = t, где t >О. 

2tз + 2t2 + (1 - a)t + 1 -а> О, 

2t2(t + 1) + (1 - a)(t + 1) >О, 

(t + 1) • (2t2 + 1 -а)> О, 2t2 + 1 -а> О, 2t2 >а- 1, 
t 2 > (а - 1)/2. Последнее неравенство верно при 
любом значении t, если а -1 <О, т. е. а< 1. 

Ответ:а<1 . 

.м 15. При каких значениях а система 

х а а "" а 'имеет единственное решение? 
{ 

2+ 2+ 6:>:::2 4 ' 

зах+2х- з-а> о 

Решение. 

ООС: {а Е R, 
ХЕ R. 
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Первое неравенство системы легко представля­

ется в виде х2 + а2(а2 - 1)2 < О. Этому перавеяст­
ву удовлетворяют только следующие пары (а; х): 

(О; 0), (1; 0), (-1; 0). 
Второе неравенство системы равносильно пера­

веяству ах+ 2х >-а; х(а + 2) >-а. А ему удовлет­
воряют только пары (О; 0), (1; 0). 

Ответ: О; 1. 

Упражнения для самостоятельного решения 

ь-х- 1 4 + ьх 
1) Решитенеравенство 1 _ 2ь-х < 3 _ ьх, Ь >О, Ь * 1. 

2) Решитенеравенство (Ь -1) • 2JI=X < Ь. 
с-2 3) Решите перавеяство 2<с + 3)х/(с- 4> ;;;;. с + 

1 
. 

4) Решитенеравенство а2 - 2 • 4х + 1 -а· 2х + 1 > О. 
5) Найдите значения т, при которых неравенство 

25х- 2(m- 1)5х + 4m- 7 < О имеет решения. 
6) При каких значениях d неравенство 

3(d- 1)4Х- 6 • 2Х + 5- d < 0 
выполняется при всех значениях х? 

7) При каких значениях т неравенство 
т. gsinx- 2(m- 2). зsinx +2m- 1 <о 

выполняется при всех действительных значени­

яхх? 

8) При каких значениях а перавеяство 
(1- а). glx- 21 + 2а. зlх-21 + 2а >о 
выполняется при всех действительных значени­

яхх? 

9) Найдите интервалы монотонного возрастания 
функции f(x) =(с- 3)5х- (3с + 4)(1/5)х + 7. 

10) При каких значениях Ь функция 

f(x) = -ех + (Ь- 1)е-х + (Ь- 1)х 

убывает на всей числовой оси? 



ilоrарифмические уравнения 
~···· с параметром 

li 4. 1. Подrотовитеяьные уравнения 
~ 1. Найдите область опреДеления уравнения 
!;, lg (х2 + а2) = а. 
Решение. 

335 

, Учитывая, что областью определения логарифми­

r ческой функции у= loga t, где а> О, а :F- 1, являет­
: 
' 
~ ' 
; 

~ 

t 

ся множество положительных действительных 

чисел, достаточно решить неравенство х2 + а2 >О. 
Легко видеть, что любая пара значений х и а, кро­

ме (О; 0), удовлетворяет этому неравенству. 

~ 2. Найдите область определения уравнения 
lg (-х2 + х- 1) =а+ 1. 
Решение. 

Квадратный трехчлен -х2 + х -1 принимает толь­
ко отрицательные значения. Значит, ни одна пара 
значений х и а не является доnустимой. 

М 3. Найдите область определения уравнения 
ln (1 - sin Ьх) = 3. 
Решение. 

1- sin Ьх >О, sin Ьх < 1. Значит, надо исключить 
такие пары значений х и Ь, при которых sin Ьх = 1. 
Решаем это уравнение: Ьх = n/2 + 2nk, k Е Z. 
1) Если Ь =О, то решений нет. 

1 
2) Если Ь :;е О, то х = Ь (1t/2 + 2nk), k Е Z. 

ь :;С о, 1 ь =о 
f''' Ответ: 1 ' 

х.:;е ь (n/2 + 2nk), k Е Z; х Е R. 

М 4. Найдите область определения уравнения 

Jig ( 1 + ( х - ь )2 ) = 4 + ь. 
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Решение. 

Восnользуемся тем, что логарифмическая функ­

ция у= loga t, где а> 1, принимает неотрицатель­
ные значения, если t > 1. Поэтому достаточно уви­
деть, что неравенство 1 + (х- Ь)2 > 1 верно при лю­
бых парах значений х и Ь. 

Ответ: {ЬЕ R, 
ХЕ R . 

.N2 5. Найдите область определения уравнения 

Jlog 113 (1 + Jx + cJ) =с. 
Решение. 

Решаем неравенство 1 + lx +с!< 1, откуда lx +с!< О, 
т. е. х +с= О. 

О т в е т : J х = -с' 
lcE R . 

.N2 6. Найдите область определения уравнения 

Jlg(cos ах) = а2 - а. 
Решение. 

Достаточно решить неравенство lg (cos ах) > 0: 
cos ах> 1, cos ах= 1, ах= 2nk, k Е Z. 

1){а=О, 
ХЕ R . 

2)Ja:;t:O, 
1 х = 2nkjajk Е Z. 

.N2 7. Найдите область оnределения уравнения 
lg (arccos (dx)) = d. 

Решение. 

Решаем неравенство arccos (dx) >О; -1 < dx < 1. 
1) Если d =О, то х Е R. 

2) Пусть d > 0: -1/d < х < 1/d. 

3)d<O: 1/d<x<-1/d. 

Ответ: l){d=O, 2)Jd>O, 
х Е R. 1 х Е [-1/d; 1/d). 

3) J d <о, 
1 Х Е (1/d; -1/d]. 
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~М 8. Найдите область определения уравнения 

lg (arcsin (сх2)) =с- 1. 
Решение. 

Решим неравенство- arcsin (сх2) > О, которое сво-

{ 
сх2 >О 

дится к системе 2 ~ 1
' 

сх "" . 
1) с= О. Нет решений. 

2)с>О: O<x2 .;;;;1jc,XE [-Ji.Тc;O)U(O; Ji.Тc]. 
3) с< О. Решений нет. 

{
с> О, 

Ответ: 
х Е [-Ji.Тc; О) U (О; JiТc ]. 

М 9. Решите уравнение log3 (-а
2х2) = sin (ах). 

Решение. 

Найдем сначала область определения уравнения: 

а2х2 <О. Ни одна пара значений х и а не входит 
в область определения уравнения. Поэтому реше­
ний нет. 

М 10. Решите уравнение lg (ах)= О. 
Решение. 

В этом случае находить область определения урав­

нения не обязательно. Достаточно восnользовать­
ся определением логарифма и решить уравнение 

ах= 1. 
1) Если а= О, то решений нет. 
2) Если а-:~; О, то х = 1ja . 

. N'211. Решите уравнение loga ((1- a)JX) = 1. 

Решение. 

ООУ: {О< а< 1, 
х>О. 

Решаем уравнение (1- a)JX =а, равносильное в 
области определения данному. 

JX = а/(1- а), х = (а/(1- а))2 • 



338 1 Раздел 11. 4. Лоrарифмические уравнения с параметром 

Ответ: l)ЕслиаЕ (О; l),тох=(а/(1-а))2 • 
2) Если а Е (-оо; О] U [1; +оо), 
то решений нет . 

.N212. Решите уравнение log3 (/ах/+ 1) = -2. 

Решение. 

ООУ: {аЕ R, 
ХЕ R. 

Заметим, что /ах/+ 1 > 1, значит, log3 (/ах/+ 1) >О. 
Потому данное уравнение решений не имеет ни при 
какомаЕ R . 

.N2 13. Решите уравнение log5 (/dx/ + 1) = 1. 

Решение. 

ООУ: }ХЕ R, 
1dE R. 

[
dx = 4, 

/dx/ + 1 = 5, /dx/ = 4, dx = _4 . 

1) Если d = О, то решений нет. 

2) Если d "#О, то х = ±4/d . 

.N2 14. Решите уравнение log112 (2 + ГаХ) = х2 + 3х + 4. 

Решение. 

ООУ: {а Е R, 
ах>О. 

Выражение х2 + 3х + 4 принимает только поло­
жительные значения при любых х Е R. Левая же 

часть уравнения меньше О, так как 2 + ГаХ > 1. 
Значит, решений нет. 

О т в е т : решений нет ни при каком значении а . 

.N2 15. Решите уравнение а ·log2 (ах- 2х + 1) =О. 

Решение. 

ООУ: {(а- 2)х + 1 >О, 
аЕ R. 
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i) а= О: тогда уравнению удовлетворяет любое ре­
шение неравенства -2х + 1 >О, т. е. х < 1/2. 
2) а* 0: log2 (ах- 2х + 1) =О, (а- 2)х + 1 = 1, 
(а- 2)х =О. 

а) Если а= 2, то х Е R. 
б) Если а -:F- 2, то х =О. 

Заполним ось ответа (рис. 433). 

1 

х=О ~х=О~ х=О .. 
о 2 а 

(ось ответа) 
Рис. 433 

Ответ: 1) Если а= О, то 
х < 1/2. 
2)Если а= 2, то 
ХЕ R. 
3) Если а -:F- О, 

а * 2, то единст-' 
венный корень 

х=О. 

Проиллюстрируем ответ в 

системе координат (аОх) (рис. 434) . 

х 

1/2 

о 1 2 

Рис. 434 

.М 16. Решите уравнение (х- т) log3 (тх- 4) =О. 

Решение. 

ООУ: {тх>4, 
тЕ R. 

1) х1 =т. 

Исследование. 

т2 >4, lтl>2. 

а 

Если lтl < 2, то х1 =т не является решением дан­
ного уравнения. 

2) log3 (тх- 4) = 0: тх- 4 = 1, тх = 5. 

а) Если т= О, то решений нет. 

б) Если т -:F- О, то х2 = 5jт. 
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Заполним ось ответа (рис. 435). 

_____ х2 = -5/;:.2______ ~-....._х2 = 5/2,..--__ _ 

х1;х2~ х2 ~ х2 ~ х1;х2 .. 

-2 о 2 т 
(ось ответа) 

Рис. 435 

Ответ: 1) Если lтl > 2, то х1 =т, х2 = 5/т. 
2) Если т Е [-2; О) U (О; 2], то х2 = 5jт. 

3) Если т= О, то решений нет. 

Проиллюстрируем ответ в системе координат (тОх) 

(рис. 436). 

-5 

х 

5 

2,5 
2 

1 

1 2 

-2 
-2,5 

-5 

Рис. 436 

5 

.М 17. Решите уравнение Jx- 3 ·log5 (2k- х) =О. 
Решение. 

kE R, 
ООУ: х>3, 

x<2k. 

т 
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· 1) х- 3 =О, х1 = 3. 

Исследование. 

) J х1 = 3, J х1 = 3, 
а 13 < 2k; 1 k > 3/2. 
б) Если k ~ 3/2, то х1 = 3 не является корнем 
данного уравнения. 

2)log5 (2k-x)=O: 2k-x=1, x 2 =2k-1. 

Исследование. 

а) J х2 = 2k - 1, J х2 = 2k - 1, 
12k- 1 > 3; 1 k > 2. 

б) Если k < 2, то х2 = 2k- 1 не является корнем 
данного уравнения. 

Заполним ось ответа (рис. 437). 

3 
2 

Рнс. 437 

2 
... 
k 

(ось ответа) 

Ответ: 1)Если k > 2, то 
два различных : ----~-.,r.,/ __ _ 
корня х1 = 3, 
х2 = 2k -1. 
2)Если3/2<k~ 2, 
то х1 = 3. 
3) Если k ~ 3/2, 
то решений нет. 

1 

Проиллюстрируем ответ в о 

системе координат (kOx) 
(рис. 438). 

1 

1 3/2 2 

Рнс. 438 

k 

М 18. Решите уравнение arcsin х ·lg (тх- т+ 1) =О. 
Решение. 

тЕ R, 
ООУ: тх-т+ 1 >0, 

-1~х~1. 
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1) arcsin х = 0: х1 =О. 

Исследование. 

>{х1 =0, {х1=0, 
а -т+1>0, т<1. 
б) Если т ;;:;. 1, то х1 = О не является корнем данно-

го уравнения. 

2) lg (тх- т+ 1) = 0: тх- т+ 1 = 1, тх =т. 
т=О: хе R. 
т-::;:.0: х2 = 1. 

Исследование. 

а) {т= О, 
-1<х<1. 

б) х2 = 1 - корень данного уравнения при любых 

значениях т. 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 439). 

о 1 

Рнс. 439 

Ответ: 1)Еслите (-=;О) U 

U (О; 1), то два корня: 
х1 =О, х2 = 1. 
2) Если т =О, то 
ХЕ [-1; 1]. 
3) Если т)' 1, то 
х2 = 1. 

Проиллюстрируем ответ в сис­

теме координат (тОх) (рис. 440). 

х 

о 

-1 

1 

m 
(ось ответа) 

1 m 

Рнс. 440 

log (х2 - т2 ) 
М 19. Решите уравнение 3 3 = 3- 4т. 
Решение. 

ООУ: {тЕ R, 
х2> т2. 
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Учитывая, что левая часть уравнения в своей об­

ласти определения принимает только положи­

тельные значения, заключаем: если уравнение 

имеет корни, то только при условии, что 3 - 4т > О, 
т. е. т < 3/4. Тогда остается решить уравнение 
х2 -m2 =3-4m,где т<3/4: 

х2 = т2 - 4т + 3, х = ±Jт2 - 4т + 3. 

Ответ: 1) Если т< 3/4, то х = ±Jт2 - 4m + 3. 
2) Если т~ 3/4, то решений нет. 

М 20. Решите уравнение log3 (ах- 3) = log3 (2х- а). 

Решение. 

1
а Е R, 

ООУ: х>а/2, 
ах>3. 

Данное уравнение равносильно каждой из систем: 

{ ах- 3 = 2х - а {ах - 3 = 2х - а (2) ' (1) или ' 
ах- 3 >О 2х- а > О. 
Решим одну из них, например систему (2). 
Сначала решаем уравнение системы, представив 

его в виде х(а- 2) = 3 -а. 

1) Если а = 2, то решений нет. 

2) Если а* 2, то х = (3- a)j(a- 2). 

И далее: (3- a)j(a- 2) > aj2, + + 
~ 

-./6 2 J6 а 6- 2а- а2 + 2а 
а- 2 >О, 

(6 - a2)j(a- 2) > О (рис. 441). 
Рис. 441 

Ответ: 1) Если а Е (-оо; -Jб) U (2; J6 ), 
3-а 

тох= --. 
а-2 

2) Если а Е [-J6; 2] U [л/б; +оо), 
то решений нет. 
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• 4.2. Простейшие поrарифмические уравнения 
с параметром и к ним сводимые 

М 1. Решите уравнение log5 (а+ 1)х = 2. 

Решение. 

Воспользуемся определением логарифма: 

(а+ 1)х = 25. 

1) а= -1: решений нет. 

25 
2) а :;t -1: х =а+ 1 . (*) 

Заметим еще раз, что в этом случае не надо ус­

танавливать ООУ, так как если (а+ 1)х = 25, то 
(а+ 1)х >О. 

Заполняем ось ответа (рис. 442). 

(*) 

-1 

Рис. 442 

(*) 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а :;t -1, то х = 25/(а + 1). 
2) Если а= -1, то решений нет. 

М 2. Решите уравнение log2 (ах(х + 4)) = 2. 

Решение. 

Переходим к уравнению ах(х + 4) = 4: 

ах2 + 4ах - 4 = О. 

Рассмотрим ряд случаев. 

1) а= 0: решений нет. 

2) а :;t О. Находим D1 = 4а(а + 1). 

а) а Е (-1; 0). Решений нет. 
б) а= -1: х1 , 2 = -2. 
в) а Е (-=; -1) U (О;+=): 

-2а ± 2Ja(a + 1) 
х1,2 = а . 

(*) 

(**) 
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-Заполняем ось ответа (рис. 443). 

(**) (**) .. 
-1 - о а 

(ось ответа) 
Рнс. 443 

Ответ: 1) Если а Е (-=; -1) U (О;+=), то два раз-

-2а ± 2./а(а + 1) 
личных корня х1 , 2 = а . 

2) Если а= -1, то х1 , 2 = -2. 
3) Если а Е (-1; 0], то решений нет. 

М 3. Решите уравнение lg :~~ = 1. 
Решение. 

При Ь = 4 решений нет, так как Ь = 4 является не­
допустимым. 

Если Ь :1: 4, то решаем уравнение b/xl = 10(Ь- 4). 
1) Ь = 0: решений нет. 
2) О< Ь < 4: решений нет, так как (Ь- 4)/Ь <О. 

3) Ь Е (-=;О) U (4; +=): /х/ = 10(Ь- 4)/Ь, 
х = ±10(Ь- 4)/Ь (рис. 444). (*) 

(*) 

о 4 

Рнс. 444 

Ответ: 1) Если Ь Е(-=; О) U (4; +=), 
то х = ±10(Ь- 4)/Ь. 

(*) .. 
ь 

(ось ответа) 

2) Если Ь Е [О; 4], то решений нет. 
а 

М 4. Решите уравнение log2 х _ 1 = 3. 

Решение. 

Достаточно решить уравнение aj(x - 1) = 8, рав­
носильное данному. Для второго уравнения уста-

новим ООУ: {а Е 
1
R, 

Х# • 
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Решаем уравнение-следствие а - 8х +. 8 = 0: 
х =(а+ 8)/8. 
Исследование. 

1) J х =(а+ 8)/8, J х =(а+ 8)/8, 
1 (а+ 8)/8 ;е 1; 1 а ;е О. 

2) Если а= О, то решений нет (рис. 445). 

а+8 а+8 
х=--

8 
х=--

8 

о 

Рнс. 445 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а ;е О, то х =(а+ 8)/8. 
2) Если а= О, то решений нет. 

с+2 
.М 5. Решите уравнение lg (х + l)(x _ 4) =О. 

Решение. 

с+2 
Переходим к уравнению (х + l)(x _ 4) = 1. (1) 

j 
с Е R, 

Устанавливаем для этого уравнения ООУ: х ;е -1, 
x:F4. 

Освободившись от знаменателя, получаем уравне-

ние-следствие х2 - 3х- с- 6 =О, (2) 
у которого D = 33 + 4с. 
1) D <О, т. е. с< -33/4. Решений нет. 

2) D =О, т. е. с= -33/4: х1 , 2 = 3/2. 

3) D >О, т. е. с> -33/4: 

х1 , 2 = (3 ± J33 + 4c)j2. (*) 

Исследование. 

Подставим вместо х число -1 в уравнение (2): 
1 + 3 - с- 6 = о, с= -2. 
Теперь в это же уравнение (2) подставим вместо с 
число -2: х2 - 3х- 4 =О, х1 = -1, х2 = 4. В этом 
случае решений нет. 
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_Если вместо х в уравнение (2) поДставить 4, то 
с= -2. В этом случае также решений нет (рис. 446). 

~ -(*) (*) .. 
-33/4 -2 с 

(ось ответа) 
Рис. 446 

Ответ: 1) Если с Е (-33/4; -2) U (-2; +=), 
то xl, 2 = (3 ± J33 + 4с )/2. 
2) Если с= -33/4, то х1 , 2 = 3/2. 
3) Если с Е (-=; -33/4) U {-2}, то реше­
ний нет. 

М 6. Решите уравнение logla+ 2l (х + 1)2 = 2. 

Решение. 

ООУ: j:==~: 
а-:;:. -1, 
Х"#-1. 

Переходим к уравнению (х + 1)2 = la + 212 • 

и [ 
х + 1 =а+ 2, [ х1 =а+ 1, 

далее: 
х + 1 =-а- 2; х2 =-а- 3. 

Легко видеть, что х1 и х2 становятся недопусти­
мыми (равными -1), если la + 21 =О, т. е. а= -2. 
О т в е т : 1) Если а -:;:. -3, а -:;:. -2, а -:;:. -1, то х 1 = а + 1, 

х2 =-а- 3. 
2) Если а= -3, или а= -2, или а= -1, то 
решений нет. 

М 7. Решите уравнение log3 (log2 (а sin х- 1)) =О. 

Решение. 

В данном случае ООУ можно не находить, переходя 

к равносильным уравнениям: log2 (а sin х - 1) = 1, 
а sin х -1 = 2. Остается решить уравнение 
а sin х = 3. 
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1) а= 0: решений нет. 
2) а-::;:. 0: sin х = 3/а. 

а) а= 3: sin х = 1, х = n/2 + 2nk, k Е Z. (*) 
б) а= -3: sin х = -1, х = -n/2 + 2nn, n Е Z. (**) 
в) 13/al > 1, т. е. а Е (-3; О) U (О; 3): решений нет. 
г) 13/al < 1, т. е. а Е (-=; -3) U (3; +=): 
х = (-1)m arcsin (3/а) + пт, т Е Z. (***) 

Заполним ось ответа (рис. 44 7). 

(***) ~ g ~ g ~ (***) .. 
-3 о 3 а 

(ось ответа) 

Рис. 447 

Ответ: 1) Если а Е (-=; -3) U (3; +=), 
то х = (-1)m arcsin (3/а) + пт, т Е Z. 
2) Если а = -3, то х = -n/2 + 2nn, n Е Z. 
3) Если а= 3, то х = n/2 + 2nk, k Е Z. 
4) Если а Е (-3; 3), то решений нет. 

~ .М 8. Решите уравнение log112 ~~з=х-J =О. 

Решение. 

Переходим к уравнению, равносильному данно-

му: \ k; _-х2 \ = 1. Последнее уравнение равносиль­
но системе J lxk- 21 = 13 - xl, 

)х-::;:.3. 
И далее: 

jkx-2=3-x, (1) или jkx-2=x-3, (2) 
)х-::;:.3 )х-::;:.3. 

Решим систему (1): { (k +31>х = 5, 
х-::;:. • 

1) Если k = -1, то система ( 1) решений не имеет. 

2) k-::;:. _ 1: J х1 = 5/(k + 1), { х1 = 5/(k + 1), 
l5/(k+1)-:;:.3; k-::;:.2j3. 

3) Если k = 2/3, то система (1) решений не имеет. 
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Представим результаты на оси (1) рис. 448. 

Рассмотрим теперь систему (2): J (k -31)х = -1, 
1х:;е • 

1) Если k = 1, то сИстема (2) решений не имеет. 

2) k :;t: 1: j х2 = 1/(1- k), 
11/(1 - k) :;t: 3, 

j х2 = 1/(1- k), 
1 k :;t: 2/3. 

3) При k = 2/3 система (2) решений не имеет. 

Заполняем ось (2) (рис. 448), а затем- ось ответа. 

х1 "'- 0/ xl "'- g / 
-------~--~---------~--~----------------~-k (1) 

-1 2/3 

Х2 ~-
1 k (2) 2/3 

________ х2 = 1/2r------.. ,------.;х 1 = 5 /2r------

x1;x2V х1;х2 ~х1;х2~ .. 
-1 2/3 1 k 

(ось ответа) 

Рнс. 448 

Ответ: 1) Если k Е (-оо; -1) U (-1; 2/3) U (2/3; 1) U 

U (1; +оо), то х1 = 5/(k + 1); х2 = 1/(1- k). 
2) Если k = -1, то х2 = 1/2. 
3) Если k = 1, то х1 = 5/2. 
4) Если k = 2/3, то решений нет . 

.М 9. Решите уравнение log~ (mx2 - 2х + 2) = 1. 

Решение. 

Данное уравнение равносильно совокупности 

~ [log2 (mx2 - 2х + 2) = 1, (1) 
двух уравнении 

log2 (mx2 - 2х + 2) = -1. (2) 
Решим каждое из уравнений и объединим полу­

ченные множества решений. 
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(1): log2 (тх
2 - 2х + 2) = 1: тх2 - 2х + 2 = 2, 

х(тх- 2) =О. 

1)х1 =О прилюбом тЕ R. 

2) тх- 2=0: 

а) Если т ==О, то уравнение тх- 2 = О решений 

не имеет. 

б) Если т* О, то х2 = 2/т. 

Заполнием ось (1) (рис. 449). 
(2): log2 (тх

2 - 2х + 2) = -1: тх2 - 2х + 2 = 1/2, 

тх2 - 2х + 3/2 =О. 

1) Если т= О, то х = 3/4. 

2) Пусть т* О. Решаем уравнение второй степени. 

а) D1 < О: 1 - 3тj2 < О, т. е. т > 2/3. Решений 
нет. 

б) т= 2/3: х3, 4 = 3/2. 

в) т< 2/3: х3, 4 = ( 1 ± J1- з; );т. (Ось (2) на 
рис. 449.) 

Объединяем решения (ось ответа на рис. 449). 

Q х1; х2 

.. (1) 
о т 

х= 3/4 х34 = 3/2 

\L х3 ; х4 \L g 
• (2) 

о 2/3 т 

х1 = О, х1 = О, х2 = 6 

--------.. х = 3/4 х3 •4 = 3!;::.2 ____ _ 

х1 ; х2 ; х3 ; х4 \L х1 ; х2_; х3 ; x 4\L х1 ; х2 
о 2/3 

Рнс. 449 

т 

(ось ответа) 
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Ответ: 1) Если т Е (-оо; О) U (О; 2/3], 

то х =О, х = 2/т, х = ( 1 ± J т );т. 
2) Если т> 2/3, то х =О, х = 2/т. 
3) Если т= О, то х =О, х = 3/4. 

'}(2 10. Решите уравнение logax (х- 1) = 2. 

Решение. 

j

ax >О, 
ООУ: ax::j:.1,. 

х> 1; 
j

x> 1, 
а>О, 

ах*1. 

Переходим к уравнению х- 1 = а2х2 : 

а2х2 - х + 1 =О, D = 1- 4а2 . 

Рассмотрим ряд случаев. 

1) D <О, т. е. а> 1/2. Решений нет. 

2) D =О, т. е. а= 1/2: х1 , 2 = 2. 

3) D >О, т. е. О< а< 1/2: х1 , 2 = (1 ± J1- 4а2 )j2a2. 

Исследование. 

1) Если а= 1/2, то х = 2, а потому ах= 1. Значит, 
при а= 1/2 данное уравнение решений не имеет. 

2) Пусть а Е (О; 1/2). Из уравнения х - 1 = а2х2 

следует, что х > 1 для любого корня этого уравне­
ния. Если же ах = 1 (для х1 или х2), то х = 2. А в 
этом случае а = 1/2. Но при а= 1/2 решений нет. 
Итак, если а Е (О; 1/2), то уравнение имеет два 

f' корня х1 , 2 = (1 ± Jl- 4а2 )/2а2. 
l 

! Заполняем ось ответа (рис. 450). 

"--------[ 0 ~х1:х2~ 
i о 1/2 

Рнс. 450 

" а 
(ось ответа) 



352 1 Раздел 11. 4. Логарифмические уравнения с nараметром 

Ответ: 1)ЕслиаЕ (О; 1/2), 

то х1 , 2 = (1 ± J1- 4а2 )j2a2. 
2) в остальных случаях решений нет. 

М 11. Решите уравнение log(x-a) (х- 1) = 2. 

Решение. 

а Е R, 
ООУ: х> 1 , 

х> а, 

x:;t:a+1. 

Воспользовавшись определением логарифма, по­

лучаем уравнение х- 1 = (х- а)2 . Заметим сразу, 
что найденные корни этого уравнения удовлетво­

ряют условию х > 1, если х >а. 
Решим уравнение второй степени 

х2 - (2а + 1)х + а2 + 1 =О. 

1) D < О, т. е. (2а + 1)2 - 4а2 - 4 < О, 4а - 3 <О, 
а< 3/4. 
В этом случае решений нет. 

2)D=О,т.е.а=3/4: х1 , 2 =5/4. 

3) D >О, т. е. а> 3/4: х1 , 2 = (2а + 1 ± J4a- 3 )/2. 

Исследование. 

х1,2=5/4, jx =5/4 
1) а= 3/4, 1

_:_
2 

' 

5/4:;t:3/4+1, а- 314 · 

х1 = (2а + 1 + J4a- 3 )/2, 
а> 3/4, 

2
) (2а + 1 + J4a - 3 )/2 >а, 

(2а + 1 + J4a- 3 )/2 :;t: а+ 1, 

х1 = (2а + 1 + J4a - 3)/2, 
а> 3/4, 

J4a- 3:;t:1, 

х1 = (2а + 1 + J4a - 3)/2, 
а> 3/4, 
a:;t: 1. 
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х2 = (2а + 1 - J4a - 3 )/2, 
а> 3/4, 

3) (2а + 1 - J4a - 3 )/2 >а, 
(2а + 1- J4a - 3 )/2 :1:- а+ 1, 

х2 = (2а + 1- J4a- 3 )/2, 
а> 3/4, 

J4a- 3 < 1, 

х1 = (2а + 1- J4a - 3 )/2, 
а> 3/4, 
а< 1. 

4) Если а= 1, то решений нет. 

Заполним ось ответа (рис. 451). 

3/4 1 а 
(ось ответа) 

Рис . .451 

Ответ: 1)Еслиае (3/4; 1), 

то х 1 , 2 = (2а + 1 ± J4a - 3 )/2. 
2) Если а= 3j4, то х1 , 2 = 5/4. 

3) Если а> 1, то х1 = (2а + 1 + J4a - 3 )/2. 
4) Если а е (-=; 3/4) U {1}, то решений 
нет. 

Уравнения для самостоятельного решения 

Решите уравнения. 

1) log3 (Ьх- 2х + 3) = 2. 3) log112 (х(Ьх + 4)) = -2. 

2) l alx- ll = 2 4) 1 сх- 4 1 og2 а - 1 . og3 х + 1 = • 

12-5664 
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mx-l 
5) log5 (х _ 2 )(х + З) =О. 7) log2 (log3 (Ь cos х- 2)) =О. 

6) loga2 _ 4 (х- 1)2 = 2. 

9) log~ ((т- 1)х2 + 2х + 1) = 4. 

10) logx (х- Ь) = 2. 

* * * 
.М 12. Решите уравнение log3 (ах- 2) = log3 (х + 2а). 

Решение. 

Данное уравнение равносильно системе 

j ах- 2 = х + 2а, j (а- 1)х = 2а + 2, 
1 х > -2а; 1 х > -2а. 
1) Если а = 1, то решений нет. 

J х = (2а + 2)/(а- 1), 
2) Пусть а"# 1: 1 (2а + 2)/(а -1) > -2а, 

J х = (2а + 2)/(а- 1), J х = (2а + 2)/(а- 1), 
1 (2а2 + 2)/(а- 1) >О, 1 а> 1 (рис. 452). 

2а + 2 
х=--

а-1 .. 
1 

Рис. 452 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а> 1, то х = (2а + 2)/(а- 1). 
2) Если а< 1, то решений нет . 

.М 13. Решите уравнение log3 (х- 5)2 = log3 (kx + 24). 

Решение. 

Составим и решим систему, равносильную данно­

му уравнению: 

{ 
(х- 5)2 = kx + 24, 
х "# 5, { 

х2 - ( 1 О + k )х + 1 = О, 
х "# 5. 
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Рассмотрим сначала уравнение второй степени. Его 

дискриминант D = (10 + k)2 - 4 = (k + 12)(k + 8). 
1) Если D <О, т. е. k Е (-12; -8), то решений нет. 
2)D=O: k=-12: :t1, 2 =-1. -

k = -8: х1 , 2 = 1. 

3) D >О, т. е. k Е (-оо; -12) U (-8; +=),тогда 

х1 , 2 = (10 + k ± J(k + 12)(k + 8) )/2. (*) 

Исследование. 

Подставляем х = 5 в уравнение х2 - (10 + k)x + 1 = 0: 
25- 50- 5k + 1 =О, k = -24/5. А теперь k = -24/5 
подставим в то же уравнение: х2 - 26xj5 + 1 =О; 

5х2 - 26х + 5 =О; [ ~: ~iб. Значит, при k = -24/5 

есть корень х = 1/5. 
Заполним ось ответа (рис. 453). 

(*) 3:2~-0-...... sz (*) :;,;? (*) • 

-12 -8 -24/5 k 
(ось ответа) 

Рис. 453 

Ответ: 1) Если k Е(-=; -12) U (-8; -24/5) U 
U (-24/5; +=),то два различных 
действительных корня 

х1 , 
2 

= (10 + k ± ,Jг-(k_+_1_2-)(_k_+_8_) )/2. 

2) Если k = -12, то х1 , 2 = -1. 
3) Если k = -8, то х1 , 2 = 1. 
4) Если k = -24/5, то х = 1/5. 
5) Еслиk Е (-12; -8), то решений нет. 

М 14. Решите уравнение 
log2 ((Ь - 2)х2 - х) = log2 (х + 2). 

Решение. 

Опять удобнее перейти к равносильной системе 

J (Ь- 2)х2 - х = х + 2, 
1х>-2. 
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Решаем уравнение системы (Ь- 2)х2 - 2х- 2 =О. 
1)Ь=2: х=-1. 

2) Ь :;t: 2: D 1 = 1 + 2(Ь- 2) = 2Ь- 3. 

а) D1 <О, т. е. Ь < 3/2. Решений нет. 

б) Ь = 3/2: х2 + 4х + 4 =О, х1 , 2 = -2. Решений нет. 

в) Ь > 3/2: х1 = (1 + J2ь - 3 )/(Ь- 2), 

х2 = (1- J2Ь- 3 )/(Ь- 2). 
Узнаем теперь, при каких значениях Ь > 3/2, Ь :;t: 2, 
найденные Хр х2 удовлетворяют неравенству х > -2. 
Исследование. 

х1 = (1 + J2ь - 3 )/(Ь- 2), 
1) ь > 3/2, ь :;t: 2, 

х1 > -2; 

l j 
(1 + ,J2ь - 3 )/(Ь- 2) > -2, 
3/2 < ь < 2, 

J (1 + ,J2ь- 3 )/(Ь- 2) > -2, 
]Ь> 2; 

[ 

J ,J2ь - 3 < 3- 2ь, 
]3/2 < ь < 2, 
Ь> 2. 

(1) 

Система ( 1) несовместна, а решением совокупнос­
ти является интервал (2; +оо). Это значит, что х1 
является корнем данного уравнения при Ь > 2. 

х2 = (1- J2Ь - 3 )/(Ь- 2), 
2) ь > 3/2, ь :;t: 2, 

х2 > -2, 

{ 
(1- J2Ъ - 3 )/(Ь- 2) > -2, 
ь > 3/2, ь :;t: 2, 

j (2Ь- 3- J2Ь - 3 )j(b- 2) >О, 
1 ь > 3/2, ь :;t: 2; 

{ 
<J2ь- 3 - 1)/(Ъ- 2) >о, 
ь > 3/2; ь :;t: 2. 
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Легко видеть, что если 3/2 < Ь < 2, то числи­
тель и знаменатель дроби, стоящей в левой части 

неравенства, являются отрицательными числа­

ми. Если же Ь >-2, то- положительными. Зна­
чит, х2 является корнем данного уравнения, если 

Ь Е (3/2; 2) U (2; +оо). 
Заполняем ось ответа (рис. 454). 

~ х2 ~ xl;x2 ... 
3/2 2 ь 

(ось ответа) 
Рис. 454 

Ответ: 1) Если Ь Е (2; +оо), 

то х1 , 2 = (1 ± J2ь - 3 )/(Ь- 2). 
2) Если Ь Е (3/2; 2), 

то х2 = (1- J2Ь- 3 )/(Ь- 2). 
3) Если Ь = 2, то х = -1. 
4) Если Ь:;;;:; 3/2, то решений нет. 

М 15. Решите уравнение 

log
2 
(а- l)x = log

2 
((а+ 1)х2). 

а 

Решение. 

а>-1, 

ООУ: а-:~:-0, 
(а -1)xja >О. 

Перейдем от данного уравнения к уравнению­

следствию: (а- 1)xja =(а+ 1)х2 • Решаем его: 

х((а + 1)х- (а -1)/а) =О, 

[ х =О, (а+ 1)х =(а- 1)/а. 

Легко видеть, что х = О не удовлетворяет ООУ. Ос­
тается решить второе уравнение совокупности: 

a-l 
x=a(a+l). (*) 
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Исследование. 

а-1 
х= .. , 

а(а+1)' 

1) <:- 1)2 >о, 
а (а+ 1) 
а>-1, 

a:;t:O. 

а-1 
х = --:----:-:-

а(а+1)' 

а>-1, 

a:;t:O, 
a:;t: 1. 

2) Если а= 1, то решений нет. 

Заполним ось ответа (рис. 455). 

(*) ~ (*) ~ (*) .. 
-1 о 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 455 

Ответ: 1) Если а Е (-1; О) U (О; 1) U (1; +=), 
а-1 

то х = а( а+ 1). 

2) В остальных случаях решений нет. 

М 16. Решите уравнение glg <х-а) -lg 2 = 31g <х- 1). 

Решение. 

Переходим к равносильному уравнению 

х-а 2lg -
2

- = lg (х -1), а затем к системе 

J ( х - а )2/ 4 = х - 1, 
1х>а. 
Решаем сначала уравнение системы. 

х2 - 2ах + а2 = 4х - 4, х2 - 2(а + 2)х + а2 + 4 = О; 
D 1 = 4а. 

1) D1 <О, т. е. а< О. Решений нет. 

2) D1 =О, т. е. а= 0: х1 , 2 = 2. 

3) D 1 >О, т. е. а> 0: х1 =а+ 2 + 2 Ja; 
х2 = а + 2 - 2 Ja. 
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Исследование. 

х1 =а+ 2 + 2Ja, 
1) а> О, 

х1 >а, 

{ 
х1 = а + 2 + 2 Ja , 
а>О. 

j 
х2 = а + 2 - 2 Ja , 

2) а> О, 
х2 >а, 

{ 
х2 = а + 2 - 2 Ja , 
О< а< 1. 

x 1 =a+2+2Ja, 
а>О, 

2+2Ja >0, 

j 
Х2 =а+ 2- 2Jй,, 
а> О, 

2- 2Jй, >о, 

359 

Если а > 1, то х2 не является корнем данного урав­
нения (рис. 456). 

О 1 а 
(ось ответа) 

Рис. 456 

Ответ: 1)Еслиае (О; 1),тох1 , 2 =а+2±2Jа. 
2) Если а> 1, то х1 =а+ 2 + 2JO,. 
3) Если а= О, то х1 , 2 = 2. 
4) Если а< О, то решений нет. 

М 17. Решите уравнение 

-log5 (2 -\х- Ь\) = log0,2 (5- х). 

Решение. 

Переходим к уравнению 

log0 ,2 (2 -\х- Ь\) = log0 ,2 (5- х) 

и далее к равносильной системе j 2 -15х- Ь\ = 5 - х, 
1х< . 



360 1 Раздел 11. 4. Логарифмические уравнения с параметром 

Раскрыв модуль, получим две системы. 

Решаем сначала систему (1): 

j 
2- х + ь = 5- х, о. х = 3- ь, 
х;? ь, х;? ь, 

х < 5, х < 5. 
1) Если Ь "# 3, то система (1) решений не имеет. 

2) Если Ь = 3, то 3 < х < 5 (ось (1) на рис. 457). 
Теперь решим систему (2): 

2 + х- Ь = 5- х, х = (3 + Ь)/2, 
х < Ь, (3 + Ь)/2 < Ь, 
х < 5, (3 + Ь)/2 < 5, 

х = (3 + Ь)/2, 
Ь>3, 

Ь< 7. 
Если Ь Е (-=; 3] U [7; +=),то система (2) решений 
не имеет (ось (2) на рис. 457). Объединив множе­
ства решений систем (1) и (2), запишем ответ 
(рис. 457, ось ответа). 

~::/ 
-----~-~3:.__ ___________ ь (1) 

~/х=з;ь~ g 
----------~--~~---------~--~~-------~~ (2) 

3 7 ь 

3 7 

Рнс. 457 

ь 
(ось ответа) 

Ответ: 1)ЕслиЬЕ (3; 7),тох=(3+Ь)/2. 
2) Если Ь = 3, то х Е [3; 5). 
3) Если Ь Е (-=; 3) U [7; +=),то решений 
нет. 
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.М 18. Решите уравнение 

log2 (Ь cos х + 2) = log2 (3Ь - 2). 

Решение. 

Данное уравнение равносильно системе 

J Ь cos х + 2 = 3Ь- 2, 
1 ь > 2/3, 

J Ь cos х = 3Ь - 4, 
1 ь > 2/3. 

Рассмотрим ряд случаев. 

1) Ь = 4/3: cos х =О, х1 = 7t/2 + nn, n Е Z. 

2)(3Ь- 4)/Ь = 1, Ь = 2: cos х = 1, х2 = 2nk, k Е Z. 

3)(3Ь-4)/Ь=-1,Ь=1: cosx=-1, 

х3 = 1t + 2пт, т Е Z. 

4) Ь Е (2/3; 1) U (2; +=): решений нет, так как в 

1 3Ь- 41 этом случае -Ь- > 1. 

5) Ь Е (1; 4/3) U (4/3; 2): 

3Ь- 4 
х4 = ±arccos -Ь- + 2nl, l Е Z. 

Заполняем ось ответа (рис. 458). 

2/3 1 4/3 
.. 

2 ь 
(ось ответа) 

Рис. 458 

Ответ: 1)ЕслиЬЕ (1;4/3)U(4/3;2), 
3Ь- 4 

то х = ±arccos -Ь- + 2nl, l Е Z. 

2) Если Ь = 1, то х = 1t + 2пт, т Е Z. 
3) Если Ь = 4/3, то х = n/2 + nk, k Е Z. 
4) Если Ь = 2, то х = 2nn, n Е Z. 
5) Если Ь Е (-=; 1) U (2; +=),то решений 
нет. 
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М 19. Решитеуравнение lg (Jax + 15- 2) = lg (2- х). 

Решение. 

Рассматриваем систему, равносильную данному 

уравнению: 

{ 
Jax + 15 - 2 = 2- х, 
х<2, { 

Jax + 15 = 4- х, 
х<2. 

Если х < 2, то 4 - х > О, а потому уравнение 

Jax + 15 = 4- х равносильно уравнению 

ах+ 15 = (4- х)2; тогда J Х2 - х(8 +а)+ 1 =О, 
1х<2. 

Решаем уравнение второй степени, дискриминант 

которого D = а2 + 16а + 60 =(а+ 6)(а + 10). 
а) D <О, а Е (-10; -6). Решений нет. 
б) D =О; а= -10, тогда х1 , 2 = -1. 

а= -6, тогда х1 , 2 = 1. 

в) D >О, а Е (-=; -10) U (-6; +=),тогда 

х1 = (8 +а+ Ja 2 + 16а + 60 )/2; 

х2 = (8 +а- Ja 2 + 16а + 60 )/2. 

Исследование. 

х1 = (8 +а+ Ja 2 + 16а + 60 )/2, 
1) а Е (-=; -10) u (-6; +=), 

х1 < 2, 

{ 
(8 +а+ Ja2 + 16а + 60 )/2 < 2, 
а Е (-=; -10) U (-6; +=), 

{ 
Ja 2 + 16а + 60 < -4- а, 
а Е (-=; -10) U (-6; +=), 

J а2 + 16а + 60 < а2 + 8а + 16, 
1 а Е (-=; -10) U (-6; -4), 

1 
а< -11/2, 
а Е(-=; -10) u (-6 ; _4), а Е(-=; -10) u (-6; -5,5). 
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j 
х2 = (8 +а- Ja2 + 16а + 60 )/2, 

2) а Е (-оо; -10) U (-6; +оо), 
х2 < 2, 

{ 
8 +а- Ja2 + 16а + 60 < 4, 
а Е (-оо; -10) U (-6; +оо), 

{ 
J а 2 + 16а + 60 > а + 4, 
а Е (-оо; -10) U (-6; +оо). 

Если а Е. (-оо; -10) U (-6; -4], то а+ 4 <О, а пото­
мунеравенство системы верно. 

Пусть а> -4: а2 + 16а + 60 > а2 + 8а + 16, 8а > -44, 
а> -11/2. Значит, при а> -4 неравенство систе­
мы также верно. Поэтому х2 является корнем Дан­
ногоуравнения при а Е (-оо; -10) U (-6; +=). 
Заполняем ось ответа (рис. 459). 

х1 2 = -1 xl 2 = 1 х2 = 1/2 
--х--1;-х-2~~~----------~~~-х-2---. 

-10 -6 -5,5 а 
(ось ответа) 

Рнс. 459 

Ответ: 1) Если а Е (-оо; -10) U (-6; -5,5), 
то два различных корня 

х1 , 2 = (8 +а± Ja 2 + 16а + 60 )/2. 

2) Если а Е [ -5,5;· +оо), 

то х2 = (8 +а- Ja 2 + 16а + 60 )/2. 

3) Если а= -10, то х1 , 2 = -1. 

4) Если а= -6, то х1 , 2 = 1. 

5) Если а Е (-10; -6), то решений нет. 
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М 20. Решите уравнение 

logax + 1 (а
2 + х2) = logax + 1 (х

2 +ах+ 4). 

Решение. 

Переходим опять к равносильной системе 

j 
а2 + х2 = х2 +ах+ 4, 
ах"# О, 

ах> -1, 

ах=а2 -4, 
ах"# О, 

ах> -1. 

1) Если а= О, то система несовместна. 

2) Пусть а"# 0: 

а2 -4 
Х1 = а 

а2 -4 
-- •а"#О 

а ' 
а2 - 4 -- •а>-1 

а ' 
а"# О, 

а2 -4 
Х1 = а 

а"# ±2, 
а2 > 3, 

Заполняем ось ответа (рис. 460). 

а2 - 4 
Х1= а 

а"# ±2, 

lal> JЗ. 

... 
-2 -JЗ J3 2 а 

(ось ответа) 

Рнс . .460 

Ответ: 1) Если а е(-=; -2) U (-2; -JЗ) U 

U ( J3; 2) U (2; +=),то х = (а2 - 4)/а. 
2) В остальных случаях решений нет. 

М 21. При каких значениях а сумма loga (sin х + 2) и 

loga (sin х + 3) будет равна единице хотя бы при 
одном значении х? (ЕГЭ 2002 г.) 
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Решение. 

По условию уравнение 

loga (sin х + 2) + loga (sin х + 3) = 1 

должно иметь хотя бы один корень. Заметим, что 

sin х + 2 > О и sin х + -з > О для любых действи-
тельных значений х. 

а>О, 
ООУ: a=F-1, 

XER. 

loga ((sin i + 2)(sin х + 3)) = loga а, 

(sin х + 2)(sin х + 3) =а, sin2 х + 5 sin х + 6- а= О. 
Пусть sin х = t, где t Е [-1; 1]. Тогда получим урав­
нение t 2 + 5t + 6- а= О, дискриминант которого 
D = 4а + 1. Заметим, что 4а + 1 >О при всех а Е ООУ. 
Функция t2 + 5t + 6- а, где а> О, а =F- 1, задает се­
мейство парабол, иерееекающих ось абсцисс в двух 

точках (ветви направлены вверх). Абсцисса вершин 

парабол t0 = -2,5 (рис. 461). 
Легко видеть, что только больший корень квадрат­

ного трехчлена t 2 + 5t + 6- а, где а> О, а =F-1, может 
удовлетворять условию -1 < t < 1 (рис. 462). 

\_ -2,5 -1 LJ 

Рис . .461 Рис . .462 

Воспользуемся теоремой о расположении корней 

квадратного трехчлена: 

1 
f( -1) < О, j 2 - а < О, 
f( 1) > О, \ 12 - а > О, 
Ответ: [2; 12]. 

)а> 2, 
\а< 12. 

М 22. При каких значениях параметра а уравнение 
log Jax _ 

6 
(2х2 - 3х + 2) = 2 logax _ 6 (х

2 + 2х - 4) 
имеет единственное решение? 
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Решение. 
Рассматриваем систему, равносильную данному 

уравнению: 

1 
2х2 - Зх + 2 = х2 + 2х - 4, 
ах- 6 >О, 
ах- 6# 1, 1 

х2 - 5х + 6 =О, 
ах> 6, 
ax:F:7. 

Квадратное уравнение имеет два корня: х1 = 2; 
х2 = З. 
Исследование. 

х1 = 2, 
1) 2а > 6, 

2а# 7; 
(ось (1) рис. 46З). 

1 
х2 = З, 

2) За> 6, 
За# 7, 

х1 = 2, 
а>З, 

a:F:7/2 

х2 =З, 
а> 2, 
а:F:7/З 

xl xl 

~;2a(l) 
1 1 

Х2 1 Х2 1 

~(2) 
2 7/3 а 

Рис. 463 

(ось (2) рис. 46З). 
О т в е т : уравнение имеет единственное решение, 

если а Е (2; 7 /З) U (7 /З; З] U {7 /2}. 

Упражнения для самостоятельноrо решения 

Решите уравнения (1-8). 

1) log1 ((а- 1)х- З) = log1 (х- 2а). 

2 2 
ах- 2 

2) log0,3 х _ 
1 

= log0 ,3 (2а- 1). 

3) log2 (ах- 4) = 2 log2 х. 

4) lg (х + З/2) = lg (ljbx). 

5) log2 (Jx + bJ- З) = -log0,5 (х- 1). 

6) log2 (Ь cos х- 1) = log2 (Ь + 1). 

7) ln(csinx+ 1)=ln(Зc-1). 

8) log5 (2х- 9) = log5 (а • 2х). 

9) При каких значениях параметра а уравнение 

lg (-)З-ах + 1) = lg (З - х) имеет положитель­
ные корни? 
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10) При каких значениях а уравнение 

log Jax + 6 (2х
2 + 2х + 4) = 2 logax + 6 (х

2 - 3х- 2) 

имеет единственное решение? 

При каких значениях а сумма loga (2х - 1) и 
loga (2х- 7) равна единице ровно при одном зна-
чении х? (ЕГЭ по математике 2002 г.) 

8 4.3. &onee сложные nоrарифмические 
уравнения и системы с параметром 

' М 1. Решите уравнение 

log~ (ах+ 1) + log2 (ах+ 1)- 2 =О. 

Решение. 

Пусть log2 (ах+ 1) = t. Тогда получаем квадратное 
уравнение t 2 + t- 2 =О, имеющее два различных 
корня t1 = -2, t2 = 1. А теперь решаем совокуп­
ность уравнений 

[ 
log2 (ах+ 1) = -2, [ах+ 1 = 1/4, 
log2 (ах+ 1) = 1, ах+ 1 = 2, [ ах= -3/4, 

ах= 1. 
Ответ: 1) Если а= О, то решений нет. 

2) Если а-:;:. О, то х1 = -3j4a; х2 = 1/а. 

М 2. Решите уравнение 

log~x + 1 Х + 2logax+ 1 Х + 1 =О. 
Решение. 

ах + 1> О, а-:;:. О, 
ООУ: ах + 1 -:;:. 1, ах > -1, 

х >О, х> О. 

Данное уравнение легко приводится к уравне­

нию (logax+lx + 1)2 =О, откуда logax+lx = -1, 
х = 1/(ах + 1), ах2 + х- 1 =О. Получили уравне­
ние второй степени относительно х, дискрими­

нант которого D = 1 + 4а. 
а) а< -1/4: решений нет. 
б)а=-1/4: х1 , 2 =2. 

в) а Е (-1/4; О) U (О;+=): х1 = (-1 + J1 + 4a)j2a; 

х2 = (-1- J1 + 4а )/2а. 
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Исследование. 

х1 = (-1 + J1 + 4a)j2a, 

1) (-1 + J1 + 4a)j2a >О, 

(-1 + J1 + 4а)/2 > -1, 
а Е (-1/4; О) U (О; +оо). 

х1 =(-1 +J1 + 4a)j2a, 
а.Е (-1/4; 0), 

J1 + 4а < 1; 

х1 = (-1 + J1 + 4a)j2a, 
а Е (О; +оо), 

J1 + 4а> 1, 

х2 = (-1 -J1 + 4a)j2a, 

2) (-1- J1 + 4a)j2a >О, 

(-1- J1 + 4а)/2 > -1, 
а Е (-1/4; О) U (О; +оо), 

{ 
х2 = ( -1 - J1 + 4а )j2a, 
а Е (-1/4; О). 

х1 = (-1 + J1 + 4a)j2a, 

(-1 + J1 + 4a)j2a >О, 

J1+4a>-1, 
а Е (-1/4; О) U (О; +оо); 

{ 
х1 = (-1 + J1 + 4a)j2a, 
а Е (-1/4; О) U (О; +оо). 

х2 = (-1- J1 + 4a)j2a, 
а Е (-1/4; 0), 

J1 + 4а< 1, 

Заполняем ось ответа (рис. 464). 

-1/4 О а 
(ось ответа) 

Рис. 464 

Ответ: 1) Если а Е (-1/4; 0), 

то х1 , 2 = (-1 ± J1 + 4а )j2a. 
2) Если а= -1/4, то х1 , 2 = 2. 
3) Если а Е (О; +оо), 

то х1 = (-1 + J1 + 4а )j2a. 
4) Если а Е (-оо; -1/4) U {0}, то решений 
нет. 
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J2a- х 
М 3. Решите уравнение log .Га а -log11a х =О. 

Решение. 

а>О, 

ООУ: a:;t:1, 
О<х<2а. 

Применив известные свойства логарифмов, перехо-

2а -х 
дим к уравнению loga --2- + loga х = О. И далее: 

а 

( 2а- х ) 2а- х loga -az- •х =О; -az- •х=1;х2 -2ах+а2 =0; 

(х- а)2 =О, х =а. 
Исследование. 
Легко видеть, что любое число х =а при а > О, а :;t 1 
удовлетворяет двойномунеравенству О< х < 2а. 
Заполняем ось ответа (рис. 465). 

~х=а~ х=а 
о 

Рис . .465 

1 а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а Е (0; 1) U (1; +=),то х =а. 
2) В остальных случаях решений нет. 

М 4. Решите уравнение log г:: а • log 2 AJX а 

а 2 -4 --=1 
2а- х · 

Решение. 

ООУ: 

а>О, 

a:;t1, 
х>О, 

x:;t 1, 
а2 -4 >О 
2а- х · 

а2 - 4 а2 - 4 
Iogx а2 • log 2 2 = 1; log 2 2--- = log 2 х; 

а а-х а а-х а 

(а2 - 4)/(2а- х) = х; х2- 2ах + а2 - 4 =О; х1 =а+ 2; 
х2 =а- 2. 



Исследование. 

Достаточно узнать, при каких значениях а, где а> О, 
а =F-1, а =F- 2, будут вернынеравенствах >О, х =F-1. 

х1 =а+ 2, 
а+ 2 >О, 

1) a+2=F-1, 
a>O,a=F-1, 
a=F- 2, 
х2 =а- 2, 
а- 2 >О, 

2) а- 2 =F-1, 
a>O,a=F-1, 
a=F-2, 

j 
х1 =а+ 2, 
a>O,a=F-1, 
a=F-2. 

х2 =а- 2, 
а>2, 
a=F-3. 

Заполним ось ответа (рис. 466). 
Ответ: 1) Если а Е (2; 3) U (3; +=),то х1 =а+ 2; 

х2 =а- 2. 
2) Если а Е (О; 1) U (1; 2), то х1 =а+ 2. 
3) Если а= 3, то х1 = 5. 
4) В остальных случаях решений нет. 

Проиллюстрируем ответ в системе координат (аОх) 
(рис. 467). 

о 1 

о 

-1 

Рис. 466 

1 2 3 

Рис. 467 

2 3 а 

(ось ответа) 

х=а+2 

а 
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.М 5. Решите уравнение sin х = loga (а -1). 

Решение. 

ООУ:{а> 1 , 
ХЕ R. 

1) loga (а- 1) =О, а= 2: sin а= О, х1 = nk, k Е Z. 

2) loga (а- 1) = -1, а- 1 = 1ja, а = (/5 + 1)/2: 
sin х = -1, х2 = -n/2 + 2nn, n Е Z. 

j
loga (а- 1) > -1, 

3) loga (а- 1) < 1, 

а> 1; а :;t: (1 + J5 )/2; а :;t: 2, 

j
a 2 - а -1 >О, 
а -1 <а, 

а> 1; а :;t: (1 + J5 )/2, а :;t: 2, 
{ а> (1 + J5 )/2, 
a:;t:2. 

х3 = (-1)m arcsin loga (а- 1) + nm, т Е Z. 

Ответ запишите сами по рис. 468. 

g \еУ g ~ ха ~ Хз 
1 2 

.. 
а (1 + Jб)/2 

(ось ответа) 

Рис. 468 

.М 6. Решите уравнение log2 х + loga х + log4 х = 1. 
Решение. 

а>О, 

ООУ: a:;t:1, 
х>О. 

Приведем логарифмы к основанию 2: 
log2 x log2 х log2 x+ 
1
-- + - 2- = 1, og2 a 

log2 х(3 log2 а + 2) = 2 log2 а. 

1) Если log2 а= -2/3, т. е. а= 1/V4, то решений нет. 
2log2 а 

ЗГi. _ 2log2 a _ 3log2 a+3 * 
2) а :;t: 1/ "'4. log2 х- Зlog2 а+ 2 , х- 2 · ( ) 
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Отметим результаты на оси ответа (рис. 469). 

(*) (*) ~ (*) .. 
о l/3J4 

Рис. 469 

1 а 
(ось ответа) 

О т в е т : 1) Если а Е (О; 11 'V4 ) U ( 11 'V4 ; 1) U 
2!og2 а 

3log2 a + 3 
U(1;+=),тох=2 . 
2) В остальных случаях решений нет. 

М 7. Решите уравнение 2log3 х + logx13 3 = Ь. 

Решение. 

ЬЕ R, 
ООУ: х>О, 

x:;t:3. 
2log3 х + 1/(log3 х- 1) = Ь. Пусть log3 х = t, где t :;t:. 1: 
2t + 1/(t- 1) = Ь. Переходим к уравнению-следствию 
2t2 - 2t + 1 = bt- ь, 2t2 - (2 + b)t + 1 + ь =о. (1) 
Находим D = Ь2 - 4Ь - 4. 

1) D <О, т. е. Ь Е (2- 2J2; 2 + 2J2 ). Решений нет. 

2) D = 0: а) Ь = 2- 2 J2; t = 1 - J2 /2, 

х = 31-J2;2 
1, 2 • (*) 

б)b=2+2J2;t=1+ J2;2;x1, 2 = 31+J212. (**) 

3) D >О, т. е. Ь Е ( -=; 2- 2 J2) U (2 + 2 J2; +=): 

t 1, 2 = (2 + ь ± Jь2 - 4Ь- 4 )/4; 

х = 3<2 + ь ± Jь2 - 4Ь- 4)/4 
1, 2 • (***) 

Исследование. 
Подставим t = 1 в уравнение (1): 2- 2 - Ь + 1 + Ь =О, 
О· Ь = -1. Значит, t не достигает значения 1 ни 
при каких значениях Ь Е R. 
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Заполняем ось ответа (рис. 4 70). 

(***) (***) 

2-2J2-

Рнс. 470 

2+ 2J2 ь 
(ось ответа) 

Ответ: 1)ЕслиЬЕ (-oo;2-2J2)U(2+2J2;+oo), 

то xl, 2 = 3<2 + ь ± Jь2- 4Ь- 4)/4. 

2) Если Ь = 2- 2J2, то х1 , 2 = 31- J2;2. 

3) Если Ь = 2 + 2J2, то х1 , 2 = 3 1 + J2! 2 . 

4) Если Ь Е (2- 2J2; 2 + 2J2), 
то решений нет. 

М 8. Решите уравнение 

logc J4 + х + 3 logc2 (4- х)- logc4 (16- х2)2 = 2. 

Решение. 

ООУ: {с>О,с_:1, 
Х Е (-4, 4). 

Перейдем к основанию с4 : 

log 4 (4 + х)2 + 3 log 4 (4- х)2 = log 4 (16- х2)2 + 
с с с 

+ logc4 сВ; (4 + х)2 • (4- х)6 = cB(l6- х2)2; (4- х)4 =сВ; 

[
4 -х= с2 , 
4- х = -с2 , 

Исследование. 

1) Заметим, что х2 = 4 + с2 не удовлетворяет усло­
вию Х Е (-4; 4). 

х1 =4-с2 , 

4- с2 > -4, 
2) 4- с2 < 4, 

с> о, 

с 7:-1, 

х1 =4-с2 , (*) 

с>О, 

с< 2J2' 
с-:~:-1 

(рис. 471). 
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g ~ (*) ~ (*) ~ g • 
о 1 2J2 с 

(ось ответа) 

Рис. 471 

Ответ: 1) Если с Е (О; 1) U (1; 2J2), то х = 4- с2 • 
2) В остальных случаях решений нет . 

.N2 9. Решите уравнение 

loga ( ~ : ~ х2 ) = loga ( ~ ~ ; ( х - 1)) . 

Решение. 

а> О, 

ООУ: 
а-:;:. 1, 
х-:;:. О, 

(а- 2)(х- 1) >О. 

а+ 1 2 а + 3 х =(а- 2)(х- 1)/(а + 3), 

(а+ 1)х2 - (а- 2)х +а- 2 =О. (1) 

Уравнение (1), учитывая область определения дан­
ного уравнения, является уравнением второй сте­

пени, дискриминант которого D = 12- 3а2 • 
Рассмотрим ряд случаев. 

а) D <О, т. е. а Е (2; +=). Решений нет. 
б) D =О, а= 2: х =О. Решений нет, так как х =0 
не является допустимым. 

в) D >О, т. е. а Е (О; 1) U (1; 2): 

а - 2 ± J12 - 3а2 
х1, 2 = 2(а + 1) . 

Исследование. 

1) Подставим х =О в уравнение (1). Получим а= 2. 
Но при а = 2 решений нет. 

а - 2 + J12 - 3а2 
х1 = 2(а + 1) ' 

2) 
а Е (0; 1) U (1; 2), 

а- 2 + J12 - 3а2 

х1 = 2(а + 1) ' 

а Е (О; 1) u (1; 2), 
(а- 2)(х1 - 1) >О, х1 < 1, 
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а - 2 + J12 - 3а2 
х1 = 2(а+1) ' 

а Е (О; 1) U (1; 2), 

а - 2 + J12 - 3а2 
2(а + 1) < 1• 

а - 2 + J12 - 3а2 
х1 = 2(а+1) ' 

а Е (О; 1) u (1; 2), 
(а+ 1)2 >О, 

а - 2 - J12 - 3а2 
х2 = 2(а + 1) 

3) а Е (О; 1) U (1; 2), 

а - 2 - J12 - 3а2 
2(а + 1) < 1• 

j 
а - 2 - J12 - 3а2 

х2 = 2(а + 1) ' 

а Е (0; 1) U (1; 2). 

а - 2 + J12 - 3а2 
х1 = 2(а + 1) ' 

а Е (О; 1) u (1; 2), 

J12 - 3а2 <а+ 4, 

j 
а - 2 + J12 - 3а2 

х1 = 2(а+1) ' 

а Е (О; 1) U (1; 2). 

а - 2 - J12 - 3а2 
х2 = 2(а + 1) ' 

а Е (0; 1) U (1; 2), 

J12 - 3а2 >-а- 4, 

Отметим результаты на оси ответа (рис. 4 72). 

~ xl;x2 ~ xl;x2~ g .. 
о 1 2 

Рнс. 472 

Ответ: 1)ЕслиаЕ (О; 1) U (1; 2), 

а - 2 ± J12 - 3а2 
тох1,2= 2(а+1) . 

а 

(ось ответа) 

2) В остальных случаях решений нет . 

.N2 10. Найдите значения а, если 2 <а< 5, при которых 
2 < х < 3 и уравнение log2 (3 -lsin axl) = cos (nx -n/6) 
имеет хотя бы одно решение. 
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Решение. 

Учтем, что 2 < 3 -lsin axl < 3 при любомхЕ R и 
-1 < cos (1tx- 1t/6) < 1 при х Е R. Перейдем к урав­
нению 3 - 1 sin axl = 2cos (1tx -1t/6). 
Оценим левую и правую части последнего урав­

нения 

{ 
2 < 3 -lsin axl < 3, 0 { lsin axl = 1, 
1/2 < 2COS(1tX-1t/6) < 2. ТКуДа COS (1tX -1t/6) = 1. 

J ах= 1t/2 + 1tk, k Е Z, 
[1tx = 1t/6 + 21tn, n Е Z, 

J ах= 1t/2 + 1tk, k Е Z, 
1 х = 1/6 + 2n, n Е Z. 

Учитывая, что 2 < х < 3, заключаем, что n = 1. Тог­
да х = 13/6. Подставим найденное значение х в 
первое уравнение системы: 13а/6 = 1t/2 + 1tk, k Е Z, 
а= 31t/13 + 61tk/13, k Е Z. Только при k = 1 и k = 2 
получим значения а, удовлетворяющие условию 

2 <а< 5. При k = 1 а= 91t/13; при k = 2 а= 151t/13. 

Ответ: а= 91tj13; а= 151t/13. 

М 11. Решите уравнение 

1 + loga (1 - х) •logx а= 2/loga х. 

Решение. 

а> О, 

ООУ: a:;>t1, 
О<х<1. 

Перейдем к логарифмам по основанию а. 

1 + (loga (1 - x))/loga х = 2/loga х, 

loga х + loga (1- х) = 2; х(1 - х) = а2; х2- х + а2 =О. 

Получили уравнение второй степени с дискрими­

нантом D = 1- 4а2. 

1) D <О, т. е. а> 1/2. Решений нет. 

2) D =О, т. е. а= 1/2: х1 , 2 = 1/2. 

3) D >О, т. е. О< а< 1/2: х1 , 2 = 1/2 ± J1;4- а2. 
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Легко видеть, что О< х1 < 1, О< х2 < 1 при 
O<a<1j2. 
Заполним ось ответа (рис. 4 73). 

О 1/2 а 
(ось ответа) 

Рис. 473 

Ответ: 1)Если О< а< 1/2, то два различных 

корня х1 , 2 = 1/2 ± J1;4- а2. 
2) Если а= 1/2, то х1 , 2 = 1/2. 
3) В остальных случаях решений нет . 

.М 12. Решите уравнение log2 (5 -jx2 - 6х + 8j) =а. 

Решение. 

Переходим к равносильному уравнению 

5 -J х2 - 6х + 8j = 2а. 

Раскрыв модуль, получим две системы: 

х2 - 6х + 2а + 3 = О, 

[ х ~ 4, 
х< 2, 

{ 
х2 - 6х + 13- 2а =О, 
2 < х < 4. 

(1) 

(2) 

Решаем систему (1) и отмечаем результаты на оси 
(1) (рис. 4 7 4). 
х2 - 6х + 2а + 3 = О, D = 6 - 2а. 

а) D1 < 0: 2а > 6, а.> log2 6. Система (1) решений 
не имеет. 

б) D1 =О, а= log2 6: х1 , 2 = 3. Но 3\t: (-=; 2] U [4; +=). 
В этом случае тоже решений нет. 

в) D1 >О, а< log2 6: х1 = 3 + J6 - 2а , 

х2 = 3 - J6 - 2а . 
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Исследование. 

х1 = 3 + J6 - 2а , 

1) [ 3 + J6 - 2а ~ 4, 

3 + J6- 2а ~ 2, 
а< log2 6, 

J х1 = 3 + J6 - 2а , 
1 а~ log2 5. 

х2 = 3- J6 - 2а , 

2) [ 3 - J6 - 2а ~ 4, 

3- Jб- 2а ~ 2, 
а< log2 6, 

{ 
х2 = 3 - J6 - 2а , 
а~ log2 5. 

1 

х1 = 3 + J6 - 2а , 
6- 2а ~ 1, 
а< log2 6, 

х2 = 3 - J6 - 2а , 

J6- 2а ~ 1, 
а< log2 6, 

Если а= log2 5, то х1 = 4, х2 = 2. 
А теперь рассмотрим систему (2). 

х2 - 6х + 13 - 2а = О, D1 = 2а- 4. 

а) D1 <О, т. е. а< 2. Решений у системы (2) нет. 

б) D1 =О, а= 2: х3 , 4 = 3. 

в) D1 >О, а> 2: х3 = 3 + J2a - 4; х4 = 3- J2a - 4. 

Исследование. 

х3 = 3 + J2a - 4 , 

1) 3 + J2a - 4 > 2, 

3+ J2a -4 <4, 
а> 2, 

j х3 = 3 + J2a - 4 , 
12 <а < 1og2 5. 

х3 = 3 + J2a - 4 , 
2а < 5, 
а>2, 



х4 = 3- J2a - 4, 

2) 3 - J2a - 4 > 2, 

3- J2a- 4 < 4, 
а>2, 

{ 
х4 = 3- J2a- 4, 
2 <а< log2 5. 

х4 = 3 - J2a - 4 , 

J2a- 4 < 1, 
а> 2, 

379 

Заполняем ось (2) (рис. 4 7 4) и объединяем мно­
жества решений (рис. 4 7 4, ось ответа). 

х1 = 4, 

х1; х2 Q g ~ g 
log2 5 log2 6 

~ (1) 

g у х3; х4 ~ g 
.. (2) 

2 log2 5 а 

Х1,2 = 3 ± J2, х1 = 4, 
х3,4 = 3 v х1;х2У х1; х2 g 

х3 ; х4 .. 
2 а log2 5 

(ось ответа) 

Рнс. 474 

Ответ: l)Если а Е (2; log2 5), то четыре корня 

х1 , 2 = 3 ± J6 - 2а , 

х3 , 4 = 3 ± J2a - 4 . 

2) Если а= 2, то х1 , 2 = 3 ± J2; х3 , 4 = 3. 
3) Если а= log2 5, то х1 = 4, х2 = 2. 

4) Если а Е (-оо; 2), то х1 , 2 = 3 ± J6- 2а. 
5) Если а> log2 5, то решений нет. 
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А теперь решим это уравнение графически. По­

строим сначала график функции 

у= \х2 - 6х + 8\ (1) (рис. 475). 

Решивнеравенства -5 < х2 - 6х + 8 < 5, найдем 

значения х: 3 - J6 < х < 3 + J6 . 
ООУ· {а Е R, 

• Х Е (3 - J6 ; 3 + j6 ). 
В области определения данное уравнение равно­

сильно уравнению 1 х2 - 6х + 81 = 5 - 2а. Рассмот­
рим теперь ряд случаев, используя рис. 475. 

1) 1 < 5- 2а < 5, т. е. а< 2. Тогда прямая у= 5- 2а 

пересекает график функции (1) в двух точках. Дан­
ное уравнение имеет два корня, которые найдем, ре-

шивуравнениех2-6х+8=5-2а;х1 =3- J6- 2а; 

х2 = 3 + J6 - 2а . 

у 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 2 3 4 5 3 +J6 х 

Рнс. 475 
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2) 5- 2а = 1, т. е. а= 2. Уравнение имеет три кор­

ня: х1 = 3- J2; х2 = 3 + J2; х3 , 4 = 3. 

3) О< 5- 2а < 1, т. е. 2 <а< log2 5. Уравнение имеет 

четыре корня. Это х1 = 3- Jв- 2а; х2 = 3 + Jв- 2а, 
а также корни уравнения х2 - 6х + 8 = 2а - 5: 

х3 = 3 + J2a - 4; х4 = 3- J2a - 4. 

4) 5 - 2а = О, т. е. а = log2 5. Уравнение имеет два 
корня х1 = 2; х2 = 4. 

5) а> log2 5. Решений нет. 

М 13. При каких значениях а уравнение 

logx-l (х +а)= 1/2 

имеет единственное решение? 

аЕ R, 

ООУ: х> 1 , 
Х-#2, 
х>-а. 

По определению логарифма имеем х + а = J х - 1 . 
Возведем обе части уравнения в квадрат: 

х2 + 2ах + а2 = х- 1, х2 + (2а- 1)х + а2 + 1 =О. 
D = -4а- 3. 
а) -4а- 3 <О, а> -3/4. Решений нет. 
б) а= -3/4: х1 , 2 = 5/4. 

в) а< -3/4: х1 = (1- 2а + J-4a- 3 )/2; 

х2 = (1 - 2а- J-4a - 3 )/2. 
Исследование. 

х1 = (1- 2а + J-4a- 3)/2, 

(1- 2а + J-4a- 3)/2 >-а, 

1) (1- 2а + J-4a- 3 )/2 > 1, 

(1 - 2а + J-4a - 3 )/2 * 2, 
а< -3/4; 



382 1 Раздел 11. 4. Логарифмические уравнения~ параметром 

х1 = (1- 2а + J-4a - 3)/2, 

J-4a- 3 > -1, 
J-4a - 3 > 1 + 2а, 
J-4a - 3-::;:. 3 + 2а, 
а< -3/4, 

1 

х1 = (1 - 2а + J-4a - 3)/2, 
-4а- 3-::;:. 9 + 12а + 4а2, 
а< -3/4; 

1 

х1 = (1 - 2а + J-4a - 3)/2, 
а< -3/4, 
а-::;:.-1. 

х2 = (1- 2а- J-4a - 3)/2, 

1 - 2а- J-4a - 3 > 2, 
2) 1 - 2а - J-4a - 3 > -2а, 

1 - 2а - J-4a - 3-::;:. 4, 
а< -3/4, 

х2 = (1 - 2а- J-4a - 3)/2, 

J-4a - 3 < -1 - 2а, 
J-4a- 3 < 1, 
J-4a - 3-::;:. -2а- 3, 
а< -3/, 

1 

х2 = (1 - 2а - J-4a - 3)/2, 
а>-1, 

а< -3/4. 
Отмечаем результаты на оси параметра (рис. 4 76). 

-1 -3/4 а 
(ось ответа) 

Рис. 476 

О т в е т: Уравнение имеет единственное реШение, 
если а= -3/4 или а< -1. 
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: .М 14. Решите сИстему уравнений 

jlg ( х + у) = lg х + lg у' 
lg (х +ау)= lg х + 2lg у. 

Решение. 

ООС: 

аЕ R, 
у>О, 

х+ау>О, 
х>О. 

Перейдем к системе, равносильной данной: 

х+у=ху, х+ау=ху2, 

х+ау=ху2, Идалее: ау-у=ху2-ху, 
х > о, у > о, х > о, у> о, 
аЕ R. аЕ R, 

х +ау= ху2 , 
у(а- 1) = ху(у- 1), 
х >О, у> О, а Е R, 

х+ау=ху2 , 
х(у - 1) = а - 1, 
х>О, у>О, 
аЕ R, 

у= (а- 1 + x)jx, 
y=(a-1)jx+1, 
х+ ау= ху2 , 

х + (а- l)a +ах = (а- 1 + х)2 
х х ' 

х >О, у> О, 

аЕ R, 
х> О, у> О, 

у= (а- 1 + x)jx, 
х(а-2)=а-1, 

х > О, у> О, а Е R. 

а Е R, 

1) Если а = 2, то система решений не имеет. 

а1:-2, 

2 
х =(а- 1)/(а- 2), 

) у=а-1, 
х >о, у> о, 

(рис. 477). 

х =(а- 1)/(а- 2), 
у=а-1, (*) 
а>2 

g ~ (*) .. 
2 а 

Рис. 477 
(ось ответа) 
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Ответ: 1) Если а> 2, то х =(а- 1)/(а- 2), 
у= а -1. 
2) Если а";; 2, то решений нет. 

М 15. Найдите все значения параметра а, при кото-

{ 
2 + log2 у= log2 (х + Зу), 

рых система уравнений 
у= х + 2а- 4 + 2(х- а)2 

имеет два решения. 

Решение. 

Данная система равносильная системе 

4у=х+3у, 

у= х + 2а- 4 + 2(х- а)2, 
у>О; 

х=у, 

х = х+ 2а- 4 + 2(х-а)2, 
х>О,у>О; 

х=у, 

х=х+ 2а- 4 + 2(х-а)2, 
х>О,у>О; 

х=у, 

х2 - 2ах + а2 + а- 2 = О, 
х>О,у>О. 

Для того чтобы данная система уравнений имела 
два решения, надо узнать, при каких значениях а 

уравнение второй степени х2 - 2ах + а2 + а - 2 = О 
имеет два различных положительных корн.я. Пока­
жем схематично, как должны располагаться пара­

болы f(x) = х2 - 2ах + а2 + а - 2 (рис. 4 78). 
f(O) >О, 

Составим и решим систему - 2~ > О, 

а2 + а-2 >О, 
а>О, 

а2 - а2 - а+ 2 >О, 

х 

Рнс. 478 

Ответ:ае (1;2). 

D1 >0. 

l
a 2 +а-2 >0, 
а>О, 

а<2 

(рис. 479). 

~ 
-2 11 1 а 

1 1 

~ 
О 2 а 

Рис. 479 
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М 16. При каких значениях параметра а уравнение 

2 logf х -llog3 xl +а= О имеет четыре корня? 

Решение. 

ООУ: ;ае R, 
х>О. 

Пусть log3 х = t; 2t2 -ltl +а= О. Раскроем модуль: 

{ 
t =о, 
а= О, (1 ) 

{
t> о, 
2t2 - t +а= О, { 

t <о, 
(2) 2t2 + t +а= О. (3) 

(1): Если а= О, то данное уравнение примет вид 

2 log~ х -llog3 xl =О. Оно имеет три корня. 
(2): Узнаем, при каких значениях а уравнение 
2t2 - t + а = О системы (2) имеет два положитель­
ных корня (рис. 480). 

{~~~~>О, О< а< 1/8. 

(3): А теперь определим, при каких значениях а 
уравнение 2t2 + t + а = О системы (3) имеет два от­
рицательных корня (рис. 481). 

t t 

Рис. 480 Рнс. 481 

{ а> О, 1 - 8а >О, О <а < 1/8. 

Итак, при а Е (О; 1/8) данное уравнение имеет че­
тыре корня. 

Ответ: (О; 1/8). 

13-5664 
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М 17. Найдите значения т, при которых корни 
уравнения 

(т- 1) logi (х- 2)- 2(т + 1) log3 (х- 2) +т- 3 =О 

меньше 3. 
Решение. 

ООУ: { ~: xR::_ 3. 

Пусть log3 (х- 2) = t. Получим уравнение 
(т- 1)t2 - 2(т + 1)t + т- 3 =О. (1) 
1) Если т= 1, то t = -1/2: log3 (х- 2) = -1/2, 

х= 2 + 1/JЗ. Видим, что 2 < 2 + 1/J3 < 3. 
2)Пусть теперь т :1:- 1. Имеем уравнение второй сте­
пени относительно t. 
Учитывая область определения данного уравнения, 
нам надо найти такие значения т, при которых 

2 < х < 3. А тогда О< х- 2 < 1 и, следовательно, 
log3 (х- 2) <О. Итак, будем искать такие значения 
т, при которых корни уравнения (1) меньше О. 

а) т> 1. Покажем схематично, как должны при 
этом располагаться параболы 

f(t) =(т- 1)t2 - 2(т + 1)t + т- 3 (рис. 482). 
В т+1 · т+1 

- 2А = т_ 1 . Если т> 1, то т_ 1 >О. Значит, 

такой случай невозможен. 

т< 1, 
в 

б) т< 1. - 2А <О, 
f(O) < О (рис. 483), 
D 1 ;;;;, О; 

t 

Рис . .482 

t 

Рис . .483 
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т< 1, 
т+ 1 

0 --1<' 
т-

т- 3 <О, _ 
(т+ 1)2 - (т- 1)(т- 3) ~О, 

Ответ: 1/3 ~т~ 1. 

т< 1, 
т>-1, 

т<3, 
т~ 1/3, 

1/3~ т< 1. 

М 18. Найдите значение х, удовлетворяющее урав­

нению logx+ 21al+ 1 (Jalx + 3) = 2log6 _x (5- J7+ х) 
при любом значении а. 

Решение. 

Если такое значение х существует, то оно будет 

удовлетворять уравнению при любом а Е R, в том 
числе и при а= 1. 
Тогда при а = 1 получим: 

2 log6 _ х ( 5 - J7 + х) = 1. (1) 

Решаем это уравнение: 6 - х = ( 5 - J7 + х )2, 

6- х = 25- 10J7 + х + 7 + х, 5J7 + х = 13 + х, 

х2 + х- 6 = О; х1 = 2; х2 = -3. 

Оба найденных значения х являются корнями 

уравнения (1). 
Подставим теперь х2 = -3 в данное уравнение: 

log21al- 2 (-3JaJ + 3) = 1, -3JaJ + 3 = 2/aJ- 2, а= ±1. Но 
при а= ±1 выражение 2\al- 2, являющееся осно­
ванием логарифма, равно О. 

Значит, х2 = -3 не является корнем данного урав­
нения ни при каких значениях а. 

Подставим х1 = 2 в данное уравнение: 

log21ai+З (2/aJ + 3) = 1. 

Это равенство верно при любом а Е R. 

Ответ:х=2. 
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Упражнения 8ЛЯ самостоятельного решения 

1) Решите уравнение lg 2х + lg (2- х) = lg lg а. 

2) Решите уравнение log3 х + 3loga х + log9 х = 5. 

3) Найдите такие значения параметра а, при кото­
рых уравнение log2x (ах+ 1) = 1/2 имеет единст­
венное решение. 

4) Укажите все значения параметра а, при кото­
рых система уравнений 

J у+ ln l~l = х, · 

1 у+ 2(х + а)2 = х + 2а + 4 

имеет единственное решение. Найдите это реше­

ние при каждом а. 

5) Определите значения параметра k так, чтобы один 
из корней уравнения 

х2 - 2 logk (k + 1) • х + logk (k- 4) =О 

был меньше О, а другой- больше 1. 

6) При каких значениях параметра а все корни урав­
нения 

(а- 1) logi (х- 3) + 2(а + 1) log3 (х- 3) +а- 3 =О 

меньше4? 

7) Решите уравнение log3 (31-lx2 - 6х +51)= Ь. 

8) Решите уравнение lg (ax)jlg (х + 1) = 2. 

9) Решите уравнение log113 (9х +а)+ log3 (2 • 3х) =О. 

10) При каких значениях с уравнение 

lg (х2 + 2сх)- lg (8х- 6с- 3) = О 

имеет единственное решение? 

11) Найдите значение х, удовлетворяющее уравне­

нию logx + а2 + 2 (а
2х + 3) = logx+ 1 (х

2 - 2х + 3) 

при любом значении а. 
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g Лоrарифмические неравенства 
с параметром 

8 5. 1. Подrотовитеnьные неравенства 
М 1. Решите перавеяство loga х >О. 

Решение. 

Данное перавеяство в его области определения 

~ равносильно совокупности систем хО > 1; 
1 

!с l{a>1, 
1 J <а< ' 

1О<х<1. 
Ответ: 1) Если а< О или а= 1, то решений нет. 

2) Если а> 1, то х Е (1; +оо). 
3) Если О< а< 1, то х Е (О; 1). 

Проиллюстрируем ответ 

в системе координат (аОх) 
(рис. 484). 

Координаты каждой из 

точек заштрихованных об­

ластей удовлетворяют дан­

ному перавеяству. 

М 2. Решите перавеяство 
loga (х- 2а) > 1. 

Решение. 

х! ~ 
1~ 

~6--+----­
-от---1 2 3 а 

Рис. 484 

Данное перавеяство равносильно совокупности двух 

систем 

{ а> 1, 
х-2а>а; 

i 
О< а< 1, 
х-2а>О, 

х- 2а<а; l {
а> 1, 
х>3а; 
О< а< 1, 

{ 2а < х < 3а. 
Ответ запишите сами: по рис. 485. 

~(2а; 3а)~ (3а; +оо) 
о 1 

Рис. 485 

а 

(ось ответа) 
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М 3. Решитенеравенство lg (ах -1) >О. 
Решение. 
Данное неравенство равносильно неравенству 

ах -1 > 1. 

Решаем его: ах> 2. 

1) а= 0: решений нет. 
2) а> 0: х > 2ja. 
3)а<О: x<2ja. 

Ответ списывается с оси ответа (рис. 486). 

х < 2/а х> 2/а .. 
о 

Рнс. 486 

а 

(ось ответа) 

М 4. Решитенеравенство lg (2- (Ь- 1)х) < 1. 

Решение. 

Это неравенство равносильно системе 

j 2- (Ь- 1)х < 10, j (Ь- 1)х > -8, 
2- (Ь- 1)х >О, (Ь- 1)х < 2, 

1) Если Ь = 1, то х Е R. 

8 2 
2) Если Ь > 1, то- Ь _ 1 < х < Ь _ 1 . 

2 8 
3) Если Ь < 1, то Ь _ 1 < х < - Ь _ 1 . 

М 5. Решитенеравенство log112 (сх +с- 2) >О. 

Решение. 

Переходим к системе, равносильной данному не-

J сх +с- 2 < 1, J сх < 3- с, 
равенству: 1 сх +с- 2 >О, 1 сх > 2- с. 

1) Если с= О, то решений нет. 

2) Если с> О, то (2- с)/ с< х < (3- с)/с. 

3) Если с< О, то (3- c)jc < х < (2- c)jc. 



1 ~·----------------5~-~l~·~П~од~г~о~то~в~и~те~л=ьн~ь~•е~н~еiр~а=ве~н~с~тв~а~I~З~9~1 
( 

; М .6. Решите неравенство 
f; 

Решение. 

ООН: Jax>O, 
taE R. 

Заметим, что в ООН левая часть данного неравен­

ства принимает отрицательные значения, а пра­

вая- положительные. Поэтому исходному нера­

венству удовлетворяют все пары значений х и а из 

ООН. Найдем их: 

1) Если а= О, то х Е R. 

2) Если а> О, то х >О. 

3) Если а < О, то х >( О. 

М 7. Решитенеравенство log5 (1- а2х2) < \х\ + 1. 

Решение. 

ООН: J.a Е R, 
1а2х2 <1. 

В ООН верны неравенства log5 (1 - а2х2) >( О; 

\х\ + 1 >О. Поэтому достаточно решить неравен­
ство а2х2 < 1. 

1) Если а= О, то х Е R. 

2) Если а* О, то \х\ < 1/\а\: 
а) при а> О \х\ < 1/а; 
б) при а< О \х\ < -1/а. 
Ответ запишите самостоятельно по рис. 487. 

lxl < -lja 

о 

Рис. 487 

lxl < lfa 

а 

(ось ответа) 

Проиллюстрируем ответ в системе координат (аОх) 

(рис. 488). 



392 1 Раздел 11. 5. Логарифмическиенеравенства с параметром 

х 

Рнс . .488 

М 8. Решите неравенство 

log113 (1 + lsin а· xj) ~ (х- 2)2 • 

Решение. 

ООН: {а Е R, 
XER. 

а 

Учитывая, что log113 (1 + jsin а· xj):;;;; О, (х- 2)2 ~О, 

заключаем, что данное неравенство равносильно 

системе 

{ 
log113 (1 + jsin а· xj) =О, 
х=2. 

Решим относительно а уравнение 

log113 (1 + jsin 2aj) = 0: 

1 + jsin 2aj = 1, jsin 2al =О, 
а= nk/2, k Е Z. 

Ответ: 1) Если а= nk/2, k Е Z, то х = 2. 
2) Если а=;:. nk/2, k Е Z, то данное 
не равенство решений не имеет. 



5.1. Подготовительные неравенства 1 393 
". 

М 9. Решитенеравенство (Ь- 1) •log2 (Ьх + 3х- 1) >О. 

Решение. 

1)Ь=1: x+3x-1>0,x>1j4. 

2) Ь > 1: log2 (Ьх + Зх - 1) > О, х(Ь + 3) - 1 > 1, 
х(Ь + 3) > 2, х > 2/(Ь + 3). 

3) Ь < 1: log2 (Ьх + 3х- 1) <О, 

{ 
Ьх +3х - 1 < 1, 
Ьх + 3х -1 >О; 

{ 
х(Ь + 3) < 2, 
х(Ь + 3) > 1 (рис. 490). 

Y5/:/4W/~//Л'Л'/////ffo)----.. 

-3 1 ь 

Рнс. 490 

Отметим на рисунке точку -3, при переходе через 
которую выражение (Ь + 3) меняет знак. 

{ О·х<2 а) Пусть Ь = -3: 0 • х > 1: Решений нет . 

• J х < 2/(Ь + 3), . 
б) -3 < ь < 1.1 х > 1/Ь + 3), х Е (1/(Ь + 3), 2/(Ь + 3] . 

. { х > 2/(Ь + 3), . 
в) Ь < -3. Х < 1 /(Ь + 3), х Е [2/(Ь + 3), 1/(Ь + 3)). 

Заполняем ось ответа (рис. 489). 

0 х > 1/4 
--------. г----------. г-------
[2/(Ь + 3); 1/(Ь + 3)) (1/(Ь + 3); 2/(Ь + 3)] [2/(Ь + 3); +оо) 

-3 1 ь 
(ось ответа) 

Рнс. 489 

М 10. Решитенеравенство (х-а) •log2 (ах+ 1) <О. 

Решение. 

Данное неравенство равносильно совокупности двух 

систем: 

l{ 
х-а> О, 

log2 (ах+ 1) <О; 

{ х-а< О, log2 (ах+ 1) >О. 

(1) 

(2) 
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Решаем сначала систему (1): 

х-а>О, 

ах+1<1, 

ах+ 1 >0, 

х>а, 

ах<О, 
ах>-1. 

1) Пусть а= 0: система (1) решений не имеет. 

j

x >а, 
2) а> 0: х < О, Система несовместна. 

x>-1ja. 

З)а<О: х>О, О<х<-1jа(ось(1)нарис.491). j

x>a, 

x<-1ja, 

{ х<а {х<а Теперь решим систему (2): + 1' 1 о' 
ах > , ах> . 

1) а= 0: решений нет. 

2) { х <а, а> 0: 0 О < х <а. 
х> ' 

{ х<а 3) а< 0: х <о: х <а (ось (2) на рис. 491). 

Объединим множества решений (ось ответа на 

рис. 491). 

О<х<-1/а ""'- 0 / 
----------------~--40~-----------------~ (1) 

х<а О<х<а ~ --------------------~0~-------------------~(2) 

х Е (-оо; а) U (О; -1/а) ~ 
. о 

Рнс. 491 

х Е (О; а) 

" а 
(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а> О, то х Е (О; а). 
2) Если а< О, то х Е (-=;а) u (О; -1/а). 
3) Если а= О, то решений нет. 
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"" 
.М 11. Решитенеравенство Jx- а ·log115 (2а + х) >О. 
Решение. 
Переходим к равносильной системе 

- { х _а> о, 1 х .7""" а> О, х >а, 
) 2а + х < 1, х < 1 - 2а, ~ log115 (2а + х >О; 

2 0 
> 

2 - а+х> , х - а. 

~- Решим уравнения а = 1 - 2а и а = -2а: а = 1/3 и 
а=О. 

х>О, 

l)a=O: х<1,0<х<1. 
х>О, 

х > 1/3, 
2) а= 1/3: х < 1j3, 

х> -:-2/3. 

Система несовместна. 

3) а< 0: 
х Е (-2а; 1- 2а) (рис. 492). 
4) О< а< 1/3: 
х Е (а; 1 - 2а) (рис. 493). 

--------~~/шл#r/Щ/$~ 
12а 1 х 
1 1 

~ 
1-2а х 

Рис. 492 

5) а> lj3: Решений нет (рис. 494.). 

--------<(5//////(/////////f'://///{o • 

1а 1 х 
--------~оУ///л,////. 

а х 

1 

~ 
1 1 
1 1 

----<:J!.7V<Y//:fWW///$/W/$//cW/,/. ,_, ~/////////////1!//r{(///////$/(///(//r ... 

-2а х -2а х 

Рис. 493 Рис. 494 

Объединяем множества решений на оси ответа 
(рис. 495). 

(-2а; 1- 2а) !! __у_ (а; 1 - 2а) 

о 

Рис. 495 

1/3 а 

(ось ответа) 
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Ответ: 1) Если а Е (-оо; 0], то х Е (-2а; 1- 2а). 
2) Если а Е (О; 1/3), то х Е (а; 1 - 2а). 

3) Если а > 1/3, то решений нет. 

М 12. Решите неравенство 

log2 ((Ь- 1)х + 2) > log2 (2х- Ь). 

Решение. 
Составляем систему неравенств, равносильную 

{ 
(Ь- 1)х + 2 > 2х- Ь 

данному неравенству: 2х _ Ь > О; ' 

{ 
(Ь- 3)х > -2- Ь, 

х > Ь/2. 
Рассмотрим ряд случаев. 

{ о· х > -5 
1) ь = 3: х > 3/2, ' х > 3/2. 

2) Ь > 3: j х > ; ~:' х > Ь/2. 
1х>Ь/2, 

3) ь < 3: J х < ; ~:' 
1х>Ь/2. 

2 + ь ь 
Сравним дроби (2 + Ь)/(3 - Ь) и Ь/2: 3 _ Ь - 2 

4 + 2Ь - 3Ь + ьz ьz - Ь + 4 
2(3 _ Ь) 2(3 _ Ь) • Видим, что при Ь < 3 

справедливо неравенство (2 + Ь)/(3- Ь) > Ь/2. 

( 
2 + ь) Значит, х Е Ь/2; 3 _ Ь • 

Заполняем ось ответа (рис. 496). 

2+Ь ~ 
Ь/2<х<З-Ь ~ 

3 

Рнс. 496 

х> Ь/2 

Ответ: 1) Если Ь > 3, то х Е (Ь/2; +оо). 

.. 
ь 

(ось ответа) 

2) Если Ь < 3, то х Е (Ь/2; (2 + Ь)/(3- Ь)). 
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М 13. Решите неравенство 
log111t (х2 - ах)< log111t (х-а). 

Решение. 
Достаточно решить сиете­
му неравенств 

J х2 - ах > х - а, 
1х-а > 0: 
j (х- а)(х- 1) >О, 
)х>а, 

Jx> 1, 
)х>а. 

1) Если а ;;:;, 1, то х > а. 
2) Если а< 1, то х > 1. 
Проиллюстрируем ответ в 

х 

о 1 

Рмс • .497 

системе координат (аОх) (рис. 497) . 

а 

.М 14. Решите неравенство logx + ь (Ьх - 3) > logx + ь Ь. 

Решение. 
Рассматриваем совокупность систем, равносильную 
данномунеравенству в области его определения. 

ь >о, 
х + ь > 1, 
Ьх- 3 > Ь, 
Ь>О, 

О<х+Ь<1, 
Ьх-3 <Ь, 

Ьх- 3 >О, 

ь >о, 
х > 1- ь, 

х > (3 + b)jb, 
Ь>О, 
х < 1- ь, 

х > 3jb, 
х < (3 + b)jb. 

(1) 

(2) 

Ь>О, 

х > 1- ь, 

х > (3 + b)jb, 
Ь>О, 

х>-Ь, 

х< 1- Ь, 

х > 3/Ь, 
х < (3 + b)jb, 

Решаем систему (1). Сравним выражения (1- Ь) и 

(3 + b)jb, если Ь > 0: (1- Ь)- (3 + Ь)/Ь = (-Ь2 - 3)/Ь. 

Видим, что 1 - Ь < (3 + b)jb. Значит: j ~: ~3 + b)jb. 
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Теперь решаем систему (2). Для этого от сис­
Ь> О, 

темы (2) переходим к системе х < 1- Ь, (3) 
х > 3/Ь. 

Сравним выражения (1 - Ь) и 3/Ь при Ь > 0: 
1- Ь- 3/Ь = (-Ь2 + Ь- 3)/Ь = -(Ь2 - Ь + 3)/Ь. Раз­
ность отрицательна, следовательно, 1 - Ь < 3/Ь. 
Поэтому системы (3) и (2) несовместны. 

Ответ: 1) Если Ь >О, то х > (3 + b)jb. 
2) Если Ь <О, то решений нет. 

8 5.2. Примеры лоrарифмических неравенств 
с параметром 

х-2 
М 1. Решитенеравенство log2 а+ 1 

< 3. 

Решение. 

Данное неравенство равносильно в своей области 
определения системе неравенств 

{ 
(х- 2. )/(а+ 1) >О, 
(х- 2)/(а + 1) < 8. 

Рассмотрим три случая. 

1) а= -1: решений нет. 

{ х- 2 >О, 
2) а > - 1: х - 2 < 8а + 8, 

{ х- 2 <О, 
3) а< - 1: х -1 > 8а + 8, 

{ х> 2, 
х< 10+8а. 

{ х<2, х> 10+8а. 

Ответ: 1) Если а> -1, то х Е (2; 10 + 8а). 
2) Если а< -1, то х Е (10.+ 8а; 2). 
3) Если а= -1, то решений нет . 

.N'2 2. Решитенеравенство log а+ 1 ах< О. -
а 

Решение. 

ООН· {ах> О, 
· а Е (-=; -1) u (О;+=). 
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Переходим к совокупности двух ;истем 

{ ах> О, (1) 
ах< 1, 

1 

а Е (0; +. =), 
ах> 1, 
а Е (-оо; -1). 

(2) 

l
x >О, 

Решим систему (1): х < 1/а, 
а Е (О; +оо), 

jx<1ja, 
Решим систему (2): 1 а Е(-=; _ 1). 

Ответ запишите по рис. 498. 

(-оо; 1/а) 

-1 

Рис. 498 

М 3. Решите неравенство 

о 

2log4 (х + 2Ь) + log112 (х- Ь + 1) > 1. 

Решение. 

JO<x<1ja, 
1 а Е (О;+=). 

(О; 1/а) 

а 

(ось ответа) 

Переходим к равносильному неравенству 

log2 (х + 2Ь) -log2 (х- Ь + 1) > 1. 

Решаем его: log2 (х + 2Ь) > log2 2(х- Ь + 1), 

J х + 2Ь > 2х- 2Ь + 2, { х < 4Ь- 2, 
1 х- Ь + 1 >о, х > ь _1. Приравняем вы-
ражения 4Ь- 2 и Ь -1: 4Ь- 2 = Ь -1, Ь = 1/3. 
1) Если Ь > 1/3, то 4Ь- 2 > Ь -1. Значит, 
Ь - 1 < х < < 4Ь - 2. 

2) Если Ь < 1/3, то решений нет. 
Ответ: 1) Если Ь > 1/3, то х Е (Ь- 1; 4Ь- 2]. 

2) Если Ь < 1/3, то решений нет. 

М 4. Решите неравенство 

loga+ 1 (х + 1) > loga+l (х +а). 
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Решение. 

Составляем совокупность двух систем, равносиль­

ную данному неравенству: 

х+ 1 >х+а, О·х>а-1, 
х+а>О, х>-а, (1) 
а+ 1 > 1; а>О; 
х + 1 < х +а, jO•x <a-l, 
х + 1 >о, х> -1, (2) 
О< а+ 1 < 1; -1<а<О. 

Система (2) несовместна. Решаем систему (1). 
1) Если а ;;;. 1, то решений нет. 
2) Если О< а< 1, то х >-а. 
Ответ: 1) Если а Е (О; 1), то х Е (-а;+=). 

2) Если а Е (-=;О] U [1; +=),то решений 
нет . 

.N2 5. Решитенеравенство lg (ах2) < lg (2ах + 5). 
Решение. 

Данное неравенство равносильно системе 

{ 
ах2 < 2ах + 5, j ах2 - 2ах- 5 <О, 
ах2> О, а> О, 

х;еО. 

Найдем D1 квадратного трехчлена ах
2 - 2ах- 5: 

D1 = а2 + 5а. Если а > О, то D1 > О. Тогда 

х1 = (а - Ja2 + 5а )ja; х2 = (а + J.-a:::-2 _+_5_а )ja­

корни квадратного трехчлена, причем х1 <О, х2 >О. 
Значит, число О находится между числами х1 и х2 , 

а потому 

х Е [(а- J.-a:::-2 -+-5-a)ja; О) U (О; (а+ Ja 2 + 5a)ja]. (*) 

Ответ запишите самостоятельно по рис. 499. 

g ~ (*) .. 
о а 

Рис. 499 
(ось ответа) 
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logЬ+ 2 (х
2 + Ь2) ~ logЬ+ 2 (2Ьх). 

Решение. 

401 

Рассматриваем совокупность систем неравенств 

х2 + Ь2 ~ 2Ьх, 
Ьх>О, 

ь + 2 > 1; 

j 
х2 + Ь2 < 2Ьх, 
х2 + Ь2 >О, 
О<Ь+2<1; 

(х- Ь)2 ~О, 
Ь>-1, (1) 
Ьх>О; 

(х- Ь)2 <О, 
х2 + Ь2 > О, (2) 
-2<Ь<-1. 

{ Ь>-1 Система (1) сводится к системе Ьх >о: 

1) Если Ь Е (-1; 0), то х <О. 
2) Если Ь =О, то решений нет. 
3) Если Ь Е (О; +оо), то х >О. 

ь ~-оо;О)~(О;+оо) • 

-2 -1 о ь 
(ось ответа) 

Рнс. 500 
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Система (2) сводится к системе { х2= Ь, 1 - <Ь<- . 
Ответ 3апишите самостоятельно по рис. 500. 
Проиллюстрируем ответ в системе координат (ЬОх) 

(рис. 501). 

М 7. Решитенеравенство loga (х- 1) + loga х > 2. 

Решение. 

а>О, 
ООН: а-:;:.1, 

х> 1. 

Перейдем к неравенству loga (х2 - х) > loga а2 , а 3а­

тем к совокупности систем 

1 

а> 1, 
х> 1, 
х2 -х- а2 >О; 
О< а< 1, 
х2 - х- а2 <О, 
х> 1, 

(1) 

(2) 

которая равносильна данному неравенству в ООН. 

Рассмотрим систему (1). 

D= 1 + 4а2 ; 

а> 1, 

[ 
х > (1 + J1 + 4а2 )/2, 

х < (1 - J1 + 4а2 )/2, 
х> 1, 

Решаем систему (2): 

О< а< 1, 
х > 1, 

{
а> 1, 

х > (1 + J1 + 4а2 )/2. 

(1- J1 + 4а2 )/2 < х < (1 + J1 + 4а2 )/2, 

{
О<а<1, 

1 < х < (1 + J1 + 4а2 )/2. 



5.2. Примеры логарифмическихнеравенств с nараметром 1 403 

Заполним ось ответа (рис. 502). 

0 ~(1;1 + J~ + 4a2)\V/(1 + J~ + 4а2 ; +оо) • 

О 1 а 
(ось ответа) 

Рис. 502 

Ответ: 1)Еслиа>1,тохЕ ((1+J1 + 4а2)/2;+=). 
2) Если а Е (0; 1), 
то х Е (1; (1 + Jr-1_+_4_a-=2 )/2). 
3) Если а~ О или а= 1, то решений нет. 

М 8. Решитенеравенство log112 (х
2 - 2х +а)> -3. 

Решение. 

Переходим к равносильной системе неравенств 

{ 
х2 - 2х +а> О, { х2 - 2х +а> О, (1) 
х2 - 2х +а< 8, х2 - 2х + а - 8 < О. (2) 
Решаем неравенство второй степени (1): 
D 1 = 1- а. 1) а> 1: х Е R. 

2)а=1: (x-1)2>0,x::;t:1. 

3)а < 1: ХЕ (-=; 1-~) U (1 + ~; +=). 
Множества решений не равенства ( 1) отмечены на 
оси (1) рис. 503. 
Рассмотрим теперь неравенство (2): 

D1 = 9- а. 1) а> 9: решений нет. 

2) а= 9: 

(х -1)2 <О. Решений нет. 

3) а< 9: 

х Е (1 - J9 - а ; 1 + J9 - а). 

Заполним ось (2) на рис. 503. 
Заполнив оси (1) и (2), нужно найти пересечение 
соответствующих множеств, записав их на оси от­

вета (рис. 503). 



(-оо; 1-лJ1- а) U Г-1---: szx"" 1 
U (1 + J[=a; +оо) 

--~~~~~--~---41~------------------~·~а (1) 
R 

----------------------------~0 vo. (2) 

(1 - Jg - а; 1 + Jg - а) 

9 а 

(1- 2л/2; 1) u (1; 1 + 2л/2) 
----------~---==-~ 
(1-J9- а; 1-JI=a) u 

U(1+J1=a;1+J9-a) (1-J9-a;1+J9-a) 

1 9 а 

(ось ответа) 

Рнс. 503 

О т в е т : 1) Если а .;;;; 1, то х Е ( 1 - J9 - а ; 

1-~) U (1 + ~; 1 + j9- а). 
2) Если 1 <а< 9, 

. то х Е (1 - J9 - а ; 1 + J9 - а). 
3) Если а;;;. 9, то решений нет. 

Решим данное неравенство графически в системе 

координат (хОу). 

{ х
2 - 2х+ а> О 

Систему неравенств 2 2 8 
' 

0 
перепи-

х- х+а- < 

{ х
2 - 2х >-а 

шем в виде 2 2 8 
' или -а < х2 - 2х < 8- а. 

х- х< -а 

Введем три функции: у1 = х2 - 2х, у2 =-а, Уз= 8- а. 

Строим их графики (рис. 504). 
При одном и том же значении а параллельные Пря­

мые у2 = -а и Уз= 8- а задают полосу шириной 8. 

1) Если 8- а.;;;; -1, т. е. а;;;. 9, то в эту полосу не по­
падет ни одна точка графика у 1 = х2 - 2х. Поэтому 

в этом случае решений нет. 
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у 

Уз= 8- а 

х 

Рис. 504 

1
8-а>-1 2) Если 

1 
' т. е. 1 < а < 9, то х Е (х1 ; х2), -а<-, 

где х1 и х2 - абсциссы точек пересечения графиков 

функций у1 и у3 (х1 = 1 - Jg - а ; х2 = 1 + Jg - а). 

3) Пусть теперь -а> -1, т. е. а< 1. Тогда 

х Е (х1 ; х3) U (х4 ; х2), 

где х3 и х4 - абсциссы точек пересечения графиков 

функцийу1 иу2 (х3 =1- ~;х4 =1+ ~). 
М 8. Найдите все такие значения параметра а, при 

которых для любого х < О выполняется перавенет­
во log2 (х

2 +ах+ 1) > -1. 

Решение. 

Решим это неравенство двумя способами: анали­

тическим и графическим. 
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1 сп о с о б. Переходим от данного неравенства к 
неравенству х2 +ах+ 1 > 1/2, равносильному дан­
ному в его области определения. Найдем такие зна­

чения а, при которых неравенство 2х2 + 2ах + 1 > О 
справедливо при любом значении х <О. 

Рассматриваем три случая в зависимости от зна­

чений D1 = а2 - 2. 

l)D1 <О,т.е.-./2 <а< J2.ВэтомслучаехЕ R,a 
значит, неравенство выполняется при любом х <О. 

2) D 1 = 0: 

а) а= -J2: { (х- ./2)2 >О, 
х<О. 

Система совместна при любом х < О. 

б) а = J2: неравенство (х + J2 )2 > О верно при 

всех х "# -J2, но -J2 <О. Значит, а= J2 не 
подходит. 

3) D1 >О, т. е. а Е(-=; -./2) U (./2; +=). 

Тогда х Е (-=;-а- л/а2 - 2) U (-а+ л/а2 - 2; +=) 
(рис. 505). 

/'9///##r/r/Ш/Ш#/Ш////ШШ~ L////ШШ//ffd///Шffй/////4;/; 
-a-Ja2 -~a+Ja2 -2 

.. 
х 

Рис. 505 

Если а Е (-=; -./2), то -а- л/а2- 2 >О, а значит, 
данное неравенство выnолняется nри любом х < О. 

Если же а Е (./2; +=), то все числа интервала 

(-а - Ja2- 2; -а + Ja2- 2) являются отрица­
тельными, но не являются решениями данного 

неравенства. 

Ответ: а< J2. 
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2 способ.Пустьf(х)=2х2 +2ах+1. 

1) D1 <О, т. е. -J2 <а< ,/2. Покажем схематично 
расположение параболы в этом случае (рис. 506). 
f(x) >О при любом Значении х <О. 
2) D1 =О: 

а) а= -J2 (рис. 507). 

v 
х 

f(x) = (х - J2)2 

~ 
о J2 

• 
х 

Рнс. 506 
Рнс. 507 

Видим, что неравенство (х- ,/2)2 >О верно при 
любом значениих <О. 

б) а= J2 (рис. 508). 

При х = -J2 неравенство (х + ,/2)2 >О неверно. 

[ а> J2, 
3) D1 > 0: Гn (рис. 509). 

а<-л.~2 

v~~(x+J2~ 
х 

-,/2 о х 

Рнс. 508 Рнс. 509 

Используя теоремы о расположении корней квад­

ратного трехчлена, составим и решим систему не­

равенств: 

-а/2 >О, 
D 1 >О, 

f(O);;;;: 0: 

а<О, 

[ а> ./2, 
a<-J2, 

1;;;;: о, 

a<-J2. 
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Итак, при а< J2 данное неравенство выполняет­
ся при любом х < О. 

М 10. Найдите все а Е R, при каждом из которых об­
ласть определения функции 

f(x) = lg ((а+ 1)х2 - ах- 1) 

не пересекается с множеством [1; 2]. 
Решение. 

Для нахождения области определения данной 

функции решимнеравенство (а+ 1)х2 - ах -1 >О. 
Рассмотрим ряд случаев. 

1)а = -1: х- 1 >О, х > 1. Множества [1; 2] и 
(1; +=) пересекаются. Значит, число а = -1 не 
подходит. 

2)a:;t:-1: D=(a+2)2 • 

а) D =О, т. е. а= -2: (х- 1)2 <О. Полученное не­
равенство решений не имеет. Поэтому при а= -2 
областью определения данной функции явля­

ется пустое множество, которое с множеством 

[1; 2] не пересекается. 
б) а :;t: -2: х1 = 1; х2 = -1/(а + 1)- корни квад-

ратного трехчлена (а+ 1)х2 - ах- 1. 
Пусть а> -1 (рис. 510). 
Тогда область определения 

D(n = ( -=; -а~ 1 ) u (1; +=). Найденное 
множество решений пересекается с множест­

вом [1; 2]. 
Пусть теперь а< -1, а :;t: -2 (рис. 511). 

х 

х 

Рнс. 510 Рнс. 511 
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Область определения D(f) = (-а ~ 1 ; 1 ) . Легко ви­
деть, что D(f) и множество [1; 2] не пересекаются. 
Итак, если а< -1, то область определения данной 
функции и множество [1; 2] не пересекаются. 

Ответ:а<-1. 

М 11. Решитенеравенство 

loga (х2 + 4х- 1) < log2a (х2 + 4х- 1). 

Решение. 

{ а> О, а'# 1/2, а'# 1, 
ООН: х Е (-оо; -2- J5) U (-2 + J5; +оо). 
Перейдем в правой части неравенства к логариф­

му при основании а: 

2 
loga(x 2 +4x-l) 

loga (х + 4х- 1) < loga (2а) 

1) Пусть loga (2а) >О, тогда loga (2а) > loga 1, 

l {
а> 1, 
2а > 1; 

{ О<а<1, 2а< 1, 
[ а> 1 
О<а< 1/2. 

Освободившись от знаменателя, получим неравен­

ство loga (х2 + 4х- 1) • (loga (2а)- 1) <О. 
а) Если а> 1, то loga (2а) > 1, а поэтому 

loga (х2 + 4х- 1) < 0: 

{ 
х2 + 4х - 1 < 1, 
х2 +4х-1 >О, { 

х2 + 4х- 2 <О, 
х2 + 4х -1 >О, 

-2 - J6 < х < -2 + J6 ' 

[ 
х > -2 + J5' 
х< -2- J5; 

[ 
-2 - J6 < х < -2 - J5 ' (*) 
-2 + J5 < х < -2 + J6 . 
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б) Если О< а< 1/2, то loga (2а) < 1, а потому 

log (х2 + 4х- 1) > 0: J х2 + 4х- 1 >О, 
а 1 х2 + 4х- 2 <о. 

И в этом случае то же множество решений, что 

и при а> 1. 
2) Пусть loga (2а) < 0: loga (2а) < loga 1, 

l {
а> 1, 
2а < 1; 

{ О<а< 1 , 1/2<а<1. 
2а> 1, 

Переходим к неравенству 

loga (х2 + 4х- 1) • (loga (2а)- 1) >О. 

Заметим, что loga (2а)- 1 <О при 1/2 <а< 1. Зна­
чит, loga (х2 + 4х- 1) <О, а потому х2 + 4х -1 >О: 

[ х>-2+ J5, 
х<-2- J5. 

(**) 

Ответ заnишите самостоятельно по рис. 512. 

0 \еУ (*) \еУ (**) \еУ (*) 

о 1/2 1 а 
(ось ответа) 

Рнс. 512 

М 12. Решитенеравенство log2 <Jx2 - 2ах + 1-1) < 1. 

Решение. 

Данное неравенство в своей области определения 

равносильно системе неравенств 

]Jx2 -2ax+1 >1, Jx2-2ax>O, 

1 Jx2- 2ах + 1 -1 < 2, 1 х2- 2ах- 8 <О. 
Решимнеравенство (1): х(х- 2а) >О. 

1) Если а= О, то х -:1= О. 

2) Если а> О, то х Е (-оо; О) U (2а; +=). 

(1) 
(2) 
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3.) Если а< О, то х Е (-=; 2а) U (О; +=). 

Заносим результаты на ось (1) рис. 513. 
Рассмотрим неравенство (2): D 1 = а2 + 8. Учи­

тывая, что D 1 > О при любом а Е R, поЛучим, что 

а- Ja 2 + 8 < х <а+ Ja 2 + 8 (рис. 513, ось (2)). 
Заполним ось ответа, найдя пересечения соответ­

ствующих множеств значений х (рис. 513). 

(-оо; 2а) U (О; +оо) У~ (-оо; О) U (2а;+оо) 
------------------~~~о------------~--~а-<1> 

----------------------------------------.-а'(2) 

о 

Рнс. 513 

а 

(ось ответа) 

Ответ: 1) Если а< О, то х Е [а- Ja 2 + 8; 2а) U 

U(O;a+Ja2 +8]. 

2) Если а;;;, О, то х Е [а- Ja 2 + 8; О) U 

U (2а; а+ Ja 2 + 8]. 

М 13. Решитенеравенство loga ,./3,5х- 1,5 ·logx а< 1. 

Решение. 

а> О, 

ООН: 
а# 1, 
х > 3/7, 
Х# 1. 
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Перейдем от данного неравенства к равносильному 

loga J3,5x- 1,5 
ему неравенству 1 < 1, а затем к н ера-

ogax 

loga ,J'-3--,,5=-x--.....,1=-,-=5 -Ioga х 
венству 1 <О. Последнее не-

оgах 

равенство равносильно совокупности двух систем 

loga J3,5x- 1,5 -loga х >О, 
loga Х <О, (1) 
x>3/7,x::F-1; 

loga J3,5x- 1,5 -loga х <О, 
loga Х > О, (2) 
x>3/7,x::F-1. 

Решаем систему (1): 

1
а > 1, 

J3,5x- 1,5 > х, 
3/7 < х < 1; 
О< а< 1, 

J3,5x- 1,5 < х, 
х> 1; 

а> 1, 
2х2 - 7х + 3 <О, 
3/7 < х < 1; 
О< а< 1, 
2х2 - 7 х + 3 > О, 
х> 1; 

1 

а> 1, 
1/2 < х < 3, 
3/7 < х < 1; 
О< а< 1, 

1/2<х<1; l{
a>1, 

(ось (1) рис. 514). 

[ х> 3, 
х < 1/2, 
х> 1; 

{ О<а<1, х>3 

Решим теперь систему (2): 

а> 1, 

J3,5x - 1,5 < х, 
х > 1; 
О< а< 1, 

J3,5x- 1,5 > х, 
3j7<x<1; 

а> 1, 
2х2 - 7 х + 3 >О, 
х> l; 
О< а< 1, 
х2 -7х + 3 <О, 
3/7 < х < 1; 



l{ ~: ~; 
{ О<а<1, 1/2 < х < 1 

413 

(ось (2) рис. 514). 

Объединив соответствующие множества значений 

х, получим ответ (рис. 514, ось ответа). 

0 '\ 0/ х > 3 \01 1/2 < х < 1 

-------~--•о--------------~--•1---------------~-а(1 ) 

0 \Vf 1/2 < х < 1 ~ х>3 

'7z (2) 
о 1 

0 \Vf 1/2<х<1, ~ 1j2<x<1, 
х>3 х>3 

"" о 1 а 

(ось ответа) 
Рнс. 514 

Ответ: 1)ЕслиаЕ(0;1)U(1;+=), 

ТО Х Е (1/2; 1) U (3; +=). 
2) Если а Е(-=; О] U {1}, то решений нет . 

.N2 14. Решите неравенство 

log3 Jx 2 - 2ах- 1 > log3 (ах). 

Решение. 

Данное неравенство в области его определения рав­

носильно системе 

J Jx 2 - 2ах- 1 >ах, 
1ах >О; 
J ах> О, 
1 (1 - а2)х2 - 2ах- 1 >О. 

(1): ах> 0: 

а= 0: решений нет; 

Jax>O, 
l х2 - 2ах -1 > а2х2 , 

(1) 
(2) 



414 1 Раздел 11. 5. Логарифмическиенеравенство с параметром 

а> 0: х >О; 

а< 0: х <О (ось (1) рис. 515). 

(2): (1 - а2)х2 - 2ах- 1 >О. 

а= 1: -2х- 1 >О, х < -1/2. 

а=-1: 2х-1>0,х>1/2. 

а -:;:. ±1. Найдем корни квадратного трехчлена, 
стоящего в левой частинеравенства (2). 

D1 = 1; х1 = -1/(а + 1); х2 = 1/(1- а). 

Рассмотрим возможные случаи: 

а) lal > 1: 1/(1- а)< х < -1/(а + 1). (*) 

б) lal < 1: [ х > 1/(1- а), (**) 
х < -1/(а + 1). 

Заполним ось (2) (рис. 515) и ось ответа. 

\01 
-------------------~--~------------------~~ (1) 

о 

х<О х>О 

х > 1!2.---_______________ ....;,х < -1!2 

--;:у (**) ~ 
-1 1 · а (2) 

-1 О 1 а 
(ось ответа) 

Рис. 515 

Ответ: 1)Если-1<а<О,тохе (-=;-а: 1 ). 

2)Если0<а<1,тохе ( 1 =а;+= ). 
3) В остальных случаях решений нет. 
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3logax + 6 
.N2 15. Решитенеравенство 

1 2 2 
> 1. 

ogax+ 
Решение. 

ООН: {а> О, а :;t 1, 
х>О. 

Пусть loga х = t. Тогда получим неравенство 

3t + 6 . -- > 1· t2 - 3t - 4 < О -1 < t < 4. И далее: 
t 2 + 2 ' ' 

jloga х < 4, 
[loga х > -1; l{ 

а> 1, 
· 1ja<x<a4 ; 

{ О< а< 1, 
a4 <x<1ja. 

Ответ: 1) Если а> 1, то 1/д < х < а4 • 
2) Если О< а< 1, то а4 < х < 1ja. 
3) Если а< О или а= 1, то решений нет. 

1 2 
.N2 16. Решитенеравенство 5 1 + 1 + 1 < 1. 

- ogax ogax 
Решение, 

Введем замену: loga х = t. Решим дробно-ра-
1 2 

циональное неравенство 5 _ t + 1 + t - 1 < О: 

t 2 -5t+6 (t-2)(t-3) 
(5 _ t)( 1 + t) <О, (5 _ t)( 1 + t) <О. Воспользуемся 
методом интервалов (рис. 516). 

+ + 
'//(//////////////////Л'LfJ>------<($(1/////////////////t.fo>------<Cf!.'///////////////////( .. 

-1 2 3 5 t 

[ 

t > 5, 
2 < t < 3, 
t < -1; 

Рис. 516 

[

logax> 5, 
2 < loga Х < 3, 
loga х < -1; 

а> 1, 

[ 

х > а5, 
а2 < х < а3 , 
O<x<1ja; 
О< а< 1, 

[
О<х<а5 , 
а3 < х < а2 , 
х > 1ja . . 
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Ответ: 1) Если а> 1, то 

х Е (О; ~ ) U (а2; а3) u (а5; +=). 
2)Если0<а<1,то 

х Е (О; а5) u (а3; а2) u (~; += ). 
3) Если а";;;; О или а= 1, то решений нет. 

М 17. Решите неравенство 

3 lg2 (Ьх- 1)- 10 lg (Ьх- 1) + 3 >О. 

Решение. 

ООН: {ЬЕ R, 
Ьх-1 >О. 

Пусть lg (Ьх- 1) = t: 3t2 - 10t + 3 >О, 

(t- 1/3)(t- 3) >О, 

[ 
t;;;;: 3, 
t ";;;; 1/3, [ 

lg (Ьх- 1) > 3, 
lg (Ьх- 1) ";;;; 1/3. 

(2) 
(1) 

Неравенство(1)равносильносистеме 

{ 
Ьх -1 >О, 

Ьх-1 ";;;; VIO. 
1) Ь = 0: решений нет. 

{ 
х > 1/Ь, 

2) ь > 0: 311'i'\ 1/Ь < х ";;;; (1 + VIO )jb. (*) 
х.;;;; (1 + ;..;10)/Ь, 

3) Ь < 0: { х;;;;: (VlO + 1)/Ь, (1 + VlO)/b.;;;; х < 1jb. (**) 
х < 1/Ь, 

(Ось (1) рис. 517.) 
Неравенство lg (Ьх- 1) > 3 (2) равносильно нера­
венству Ьх- 1 > 1000: Ьх > 1001. 

1) Ь = 0: решений нет. 

2) Ь > 0: х > 1001/Ь. (д) 

3) Ь < 0: х.;;;; 1001/Ь. (д д) 
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Заполняем ось (2) рис. 517 и объединим результа­
ты на оси ответа. 

(**) ~ (*) 
• (1) 

о ь 

~ (д) 

.. (2) 
о ь 

~ (*),(д) .. (**), (дд) 

о ь 
(ось ответа) 

Рнс. 517 

Ответ: 1) Если Ь >О, то х Е (1/Ь; (1 + V1Q )/Ь] U 

U [1001/Ь; +оо). 

2) Если Ь <О, то х Е (-оо; 1001/Ь] U 

u [(1 + VIO )/Ь; 1/Ь). 
3) Если Ь =О, то решений нет. 

М 18. Решите неравенство logax а > О. 

Решение. 

j
a>O, 

ООН: х> О, 
х:# 1ja. 

Рассмотрим равносильную данномунеравенству со­

вокупность систем 

а> 1; r{ 
ах> 1, 

{ О< ах< 1, 
О< а< 1; r 

{ а> 1, 
х > 1/а; 
О< а< 1, 
{О< х < 1ja. 

Ответ: 1) Если а> 1, то х > 1ja. 
2) Если О< а< 1, то О< х < 1ja. 
3) Если а..;;; О или а= 1, то решений нет. 

14- р664 
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.N2 19. Решитенеравенство logax (х + 5) >О. 
Решение. 

аЕ R, 

ООН: х>-5 , 
ах>О, 
ax:t:-1. 

l
{ ~~ ~ 1; l{ ~х>>~~; 
{ 
О < ах < 1, { О < ах < 1, 
о< х + 5.;;;; 1; - 5 < х.;;;; -4. 

Решим систему (1): 
1) а= 0: решений нет. 

. {x>1ja, 
2)а>О: х>-4 , х> 1ja. 

3)а<О: {x<1ja, 
х>-4. 

(1) 

(2) 

Приравняем 1/а и -4: 1/а = -4; а= -1/4 (рис. 518). 
Рассмотрим каждый промежуток. 

Если -1/4 <а< О, то решений нет. 
Если а< -1/4, то -4 < х < 1/а (ось (1) рис. 520). 

{ о< ах< 1 
Решаем теперь систему (2): _ 5 < х.;;;; -4. 
1) а= 0: решений нет. 

2) а> 0: { 0 < х < 1 /а, Система несовместна. 
-5 <х< -4. 

3) а< О: { 1/а < х <О, 
-5 <х<-4. 

1/а = -5: а= -1/5. 
Рассмотрим ряд случаев (рис. 519). 
1) -1/5 <а< 0: -5 < х < -4. 
2) а< -1/4: решений нет. 
3) -1/4 <а< -1/5: 1/а < х < -4 (ось (2) рис. 520). 

~>----.. ~ 
-1/4 о а -1/4 -1/5 О а 

Рис. 518 Рис. 519 
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Объединив полученные множества решений систем, 

получим ответ (рис. 520, ось ответа). 

________ е;,-----------. g г----
-4,;;:; х < 1/aV \jx> 1/а 

-1/4 о ~ (1) 

g -5<х,;;;-4 g 
--\25-----,\j 1/а < х,;;:; -4 \j-5 < х,;;:; -4 \j,--\25--.. (

2
) 

-1/4 -1/5 О а 

е5 -5<х,;;;-4 g 
-_-4_,;;;_х_<_1_/--.а \j 1/ а < х ,;;:; -4 \j-5 < х ,;;:; -4 \j.-x->-1/-a-.. 

-1/4 -1/5 О а 
(ось ответа) 

Рис. 520 

Ответ: 1) Если а< -1/4, то х Е [-4; 1/а). 
2) Если -1/4 <а< -1/5, то х Е (1/а; -4]. 
3) Если -1/5 ~а< О, то х Е (-5; -4]. 
4) Если а> О, то х Е (1/а; +=). 
5) Если а= -1/4 или а= О, то решений 
нет . 

.М 20. Решите перавеяство logx + 2 (х
2 - 2х + р) > 2. 

Решение. 

Рассмотрим совокупность двух систем 

l{ :2+_
2
2: ~·р > (х + 2)2; 

J о< х + 2 < 1, 
1 О < х2 - 2х + р ~ (х + 2)2 ; 

{ 
х > -1, 
х ~ (р- 4)/6; (1) 
-2<х<-1, 

х2 - 2х + р > О, (2) 
х > (р- 4)/6. 

14. 
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{ х>-1 Решим систему (1): х < (р :.._ 4)/6 . 

(р-4)/6=-1, р=-2. 

а) р < -2: решений нет. 
б)р > -2: -1 < х < (р- 4)/6 (ось (1) рис. 524). 

-2<х<-1, 

Теперь решаем систему (2): х :> (р- 4)6, 
х2 -2х+р>О. 

(р-4)/6=-2, р=-8. 

Рассмотрим ряд случаев (рис. 521). 

-8 -2 р 

Рнс. 521 

а) р :> -2. Система (2) несовместна. 

[ 
х > 1 + )1 - р ' 

б) -8 < р < -2: х < 1 - ,)1 - р' 
(р- 4)/6 < х < -1; 

{ х < 1 - ,J1 - Р • (верхняя ось рис. 522). 
(р- 4)/6 < х < -1 

1 1 
о/Лff/#ЛЛЛЛЛ/#WЛ/Л#§ЛЛ/ЛЛЛЛ,WЛ/ЛЛ/ЛЛЛ&Л/Л/ЛЛd§/ЛЛ/Q~--------------~·~(2) 

1-Jl -р х 

Рнс. 522 

Сравним сначала выражения 1 - ,J1 - р и (р - 4)/6; 

1-)1-ри-1. 
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~ 

·докажем, что 1- ,J1- р > (р- 4)/6 прир Е (-8; -2). 

6- 6"/1- р > р- 4; 6"/1- р < 10-р; 
36- 36р < (10- р)2 , р2 + 16р + 64 >о, (р + 8)2 >о. 

Приравняем теперь 1- )1- р и -1: 

1-"/1-р =-1, "/1-р =2,р=-3. 

р-4 r:o--= 1) Если -8 <р < -3, то - 6- < х < 1- -v1- р (ось (1) 

рис. 522). 

р-4 2) Если -3 < р < -2, то -
6

- < х < -1 (ось (2) 

рис. 522). 
в)р = -8: решений нет. 
г)р < -8: 
~ 

-2 -1 х 

-2<х<-1, 

[ 
х > 1 + "/1 - р ' 
х < 1- "/1- р 

(рис. 523). 
Рнс. 523 

Эта система при р < -8 несовместна. 
Заполняем ось (2) рис.524 и объединяем 
жества решений (ось ответа рис. 524). 

м но-

У-1<х.:;;Р~ 4 
----------------------------~-2~----~р(1) 

-7/6.:;; х < -1 

0\;-~-4-.:;;_x_<_1 ___ JR/....;1:_-.....,p р.--~-4-.:;;_х_<___"-'f{ 0 

----~8--~-------------~3~~------~-~2------~р(2) 

-7/6.:;; х < -1 

-гi\1 p_--~-4-.:;; __ x_< __ 1 ___ JR/....;1c...-.....,p Р,..-~-~-4-.:;;_х_<___"-'t! 1 < х.:;; У~ 
-8 -3 -2 р 

(ось ответа) 

Рнс. 524 
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Ответ: 1) Если -8 < р < -3, 

ТО Х Е [(р- 4)/6; 1 - л/1 - р ). 
2) Если -3 < р < -2, то х Е [(р- 4)/6; -1). 
3).Еслир > -2, то х Е (-1; (р- 4)/6]. 
4) Еслир < -8 или р = -2, то решений нет. 

М 21. При каких значенияханеравенство 

log2x (3х +а)< 1 

не имеет решений? 

(1) 

(2) 

х 

-3/2 -1 -1/2 

',х =-а х 

' '/ 
' ' '<7 

1' 
'· -------------·-

-1/2 о 

Ч2 ____ ~: !1.? _ i _ 

'-:.''' 1 ' ' '- х = -а/3 ' -' 
/. х=-а 

1/2 х = 1/2 

а 

~~~z-___ _ 
' а 
' ' ' '/ 

' 

Рис. 525 
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Решение. 

В области одределения данное неравенство рав-

-- [{~:~;'+а< 2х; 
посильно совокупности систем { 0 < 2х < 1, 

3х+а> 2х; 

j 
х > 1/2, 
х > -а/3, 
х<-а; 

{ о <х< 1/2, 
х>-а. 

(1) 

(2) 

Решим эту совокупность графически в системе 

координат (аОх), причем воспользуемся тремя 

системами координат (рис. 525). 
Из рисунка видно, что система (1) не имеет реше­
ний при а > -1/2, система (2)- при а~ -1/2, а 
дотому совокупность этих систем не имеет реше­

ний при а= -1/2. 

Ответ: а= -1/2 . 

.N2 22. Найдите значения а, при которых перавенет­
во loga+x х(а - х) < loga+x х имеет хотя бы одно 

решение. 

Решение. 

a+x:;t 1, 
ООН: а> О, 

О<х<а. 

Рассматриваем совокупность двух систем: 

О<х<а, 

а>О, 

а+х> 1, 
х(а-х) < х; 
О <х<а, 

а>О, 

О<а+х<1, 

х(а- х) > х: 

О<х<а, 

а>О, 

х> 1-а, 

а-х< 1; 
О<х<а, 

а>О, 

-а<х< 1-а, 

а-х> 1; 

О<х<а, 

х> 1-а, 

х>а-1; 

а>О; 

О<х<а-1, 

а>О, 

О<х< 1-а. 

(1) 

(2) 
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(1) х = 1 - d' / х• х =а , 
' ........ 1~ , ',,ltf! /fl/j//x=a-1 

1:'ьZ/;.J/ 
------------~-~~~~~1~--------j-и 

/ 1 / ' 
/ / ' 

/ -1~ ' 
/ /У ' 

/ / 1 '/ 
; ; 

, ; "'\,' 
/ 

(2) ' ХА 
/', , ....._. .. .Х=а-1 

', ;~ 
~ ; 

11' // 
1 ' ; 

-- - - - i - - - - - -~ - -..... '_ '<J;.;- - - - - - - - - j ---
QI / 1 , а 

1 ; / ' 

-1~ ' 
'Т ' // ,",х=1-а 

; ' 
/ 

Рнс. 526 

Полученные системы решаем графически 

(рис. 526). 
Найдем абсциссу точки пересечения прямых 

х = 1 -а их= а: а= 1/2. Если а> 1/2, то система 
(1) имеет решения. Система (2) решений не имеет ни 
при каком значении а. Поэтому совокупность этих 

систем имеет хотя бы одно решение при а> 1/2. 
Ответ: а> 1j2. 

М 23. Решитенеравенство logx (х-а)> 2. 
Решение. 

j
aE R, 

ООН: х> О 
х "# 1, 
х>а. 



425 

Рассматриваем совокупность двух систем 

j
0<x<1, 

{ х> 1 , (1) и х-а<х2, (2) 
х-а> х2 ; 

х>а. 

{ х > 1, 
Решаем систему (1): х2 _ х +а< О. Покажем схе-

матично, как должны располагаться параболы, 

заданные уравнением f(x) = х2 - х +а, чтобы нера­
венство х2 - х +а < О имело решения (рис. 527). 
D = 1 - 4а; 1 - 4а > О, 
а< 1/4. 
х = 1 может располагаться: 
1) между 1/2 и х2 (случай 
(1) на рис. 527); 
2) правее или совпадать с х2 
(случай (2) на рис. 527). 
Случай (1): 

1 < (1 + J1 - 4а )/2: а< О. 
В этом случае 

х Е (1; (1 + J1 - 4а )/2). 

х 

1 

--------~оЖ#«««fi/Ш/~ 

1 : (1) 

_ ____._:~ 
Х2 1 (2) 

Рнс. 527 

Случай (2): 1 ;;;, (1 + J1 - 4а )/2: а;;;, О. Решений нет. 
Отметим результаты на рис. 531 (ось (1)). 

1
0<х<1, 

Решаем систему (2): х2- х + а> О, 
х>а. 

Рассмотрим квадратный трехчлен, дискриминант 
которого D = 1 - 4а. 
Возможные случаи: 

1) D <О (рис. 528), тогда можно составить систему: 

{ 1/4<а<1, О<х<1, а<х<1; 
а> 1/4, а;;;, 1, 
х>а; О<х<1, 

х>а; 

{ 1/4<а<1, а< х < 1. 

Если а;;;, 1, то система (2) решений не имеет. 
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1
0<х<1, 

2) D =О (рис. 529), т. е. а= 1/4: (х- 1/2)2 >О, 
х > 1/4. 

v 
1 

W////////////!1///////fj(//////////////////////ct :. 

1/2 х 

Рнс. 528 

Тогда х Е (1/4; 1/2) U (1/2; 1). 

3) D >О (рис. 530), т. е. 

а< 1/4. 

Рнс. 529 

1 1 

1'\ .... J'I 

х 

Случай (1): а "( О. Реше­

ний система (2) не имеет. 
Случай (2): О < а < 1/4, 
корни квадратного трех-

-----~~-------~-1 о 1 1 (1) 

1 ± Л=-4а 
члена х1 , 2 = 2 

Рнс. 530 

~ "!1_0 ( 1 ; 1 + лJ ~ - 4а) 

-------------------- (1) 
а о 

(1/4; 1/2) u (1/2; 1) о 

~ О 1/4 1 а (2) 

(1/4; 1/2) u (1/2; 1) о 

(t;l+~J~. 
О 1/4 1 а 

(ось ответа) 

Рнс. 531 
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т ( 1-~)u(1+~ 1) огда х Е а; 2 2 ; (*) 

(ось (2) рис. 531). 
Объединив соответствующие множества решений 
систем совокупности, получим ответ (рис. 531, ось 
ответа). 

Ответ: 1) Если а Е (-оо; 0), 

( 1 + J1="4a) ТО Х Е 1; 
2 

. 

2) Если а= О или а Е [1; +=),то решений 
нет. 

3) Если а Е (О; 1/4], 

( .1-~)u(1+~·1) то х Е а, 2 2 , . 

4) Если а Е (1/4; 1), то х Е (а; 1). 

М 24. Решитенеравенство log11a (ах- 2) ~ х- 2. 

Решение. 

а>О, 
ООН: а"# 1, Решаем совокупность двух систем 

ах> 2. 

JO<a<1, 
Jax-2~a2jax; (1) 

а> 1, 
ax-2<(a2jax, (2) 
ах> 2. 

( 1)·{0<а<1, . а2х- 2ах- а2 ~ О, 

{
О<а<1, 

х.:;:; loga (1 + J1 + а 2 ). 

а> 1, 
(2): ах> 2, 

а2х- 2ах- а2.:;:; О, 

{ О<а<1, ах ~ 1 + л./,....1-+-а---=2 , 

(*) 

{
а> 1, 

2 <ах<( 1 + J1 + а2 , 

{
а> 1, 

loga 2 < Х <( loga (1 + J1 + а2 ). 
(**) 
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Заполним ось ответа (рис. 532). 

~(*)~ (**) .. 
о 1 а 

(ось ответа) 
Рнс. 532 

О т в е т: 1) Если О < а < 1, 

то х Е (-оо; loga (1 + л/1 + а2 )]. 
2)Еслиа > 1, 

то х Е (loga 2; loga (1 + л/1 + а2 )]. 
3) Если а";; О или а= 1, то решений нет. 

М 25. При а > 1 решите перавеяство 

loga (2х2 - 4х + 2 + ах2 - 2х + 5) ";; 4. 

Решение. 

Рассмотрим перавенетво-следствие 

2х2 - 4х + 2 + ах2- 2х + 5 ";; а4: 

2(х- 1)2 + а(х- 1)2 + 4 - а4 ";;О, 

2(х- 1)2 + а4(а(х - 1)
2 -1) ";;О. 

Если а> 1, то оба слагаемых левой части перавея­
ства являются неотрицательными. Следователь­

но, неравенство выполняется только при х = 1. 
Проверкой убеждаемся, что х = 1 - решение дан­

ного неравенства. 

Ответ: х = 1 при любом а> 1. 

М 26. Решите перавеяство logx +а 2 < logx 4, если 

О< а< 1/4. 
Решение. 

O<a<1j4, 
х>О, 
х:;е1, 

ООН: 

х;е 1-а. 
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... 

· Переходим к логарифмам по основанию 2: 

l (х + а)2 
1 2 og2 х 

:;-----:-----:- < -- . > о 
log2 (х +а) log2 х' lo~2 (х +а)· log2 х · 

Возможны 4 случая. 

log2 х >О, х > 1, 

1) 
log2 (х +а)> О, х +а> 1, 

(х + а) 2 (х+а)2>1, log2 >0, 
х х 

log2 х >О, х> 1, 

2) 
log2 (x+a)<O, х +а< 1, 

log2 
(х + а) 2 

<0, (х + а)2 < 1. 
х х 

Система несовместна. 

log2 х <О, 

З) log2 (х +а)< О, 

log (х + а)2 >О·, 
2 х 

х< 1, 
х +а< 1, 
(х+а)2 1 "'----'- > . 

х 

Учтем, что х > О. Получим 

[ О< х < (1- 2а- J1- 4а )/2, 

(1 - 2а + J1 - 4а )/2 < х < 1 -а. 

log2 х <О, 

4
) log2 (х +а)> О, 

log (х + а)2 <О·, 
2 х 

х< 1, 
х +а> 1, 

(х+а)2<1. 
х 

Эта система несовместна, так как 

(1 - 2а + J1 - 4а )/2 < 1 -а. 

Ответ: х е (О; (1- 2а- J1- 4а )/2) U 

U ((1- 2а + J1- 4а )/2; 1- а) U (1; +оо) . 

.М 27. Решите не равенство 
lx- a/log2 ((а- 1)х- 2) ~х-а. 

х> 1. 
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Решение. 

Раскрыв модуль, рассмотрим ряд случаев. 

1) Пусть х =а: О •log2 (а
2 - а- 2) >О, а2 - а- 2 >О, 

а Е (-=; -1) U (2; +=)(ось (1) рис. 536). 

) х>а· 2 { 
х > а, { х > а, 

· log2 ((а- 1)х- 2) > 1; (а -1)х- 2 > 2, 
jx>a, 
)(а-1)х > 4. 

а) а= 1: решений нет. 

j

x>a, 
б) а> 1: 

2 
4 Приравняем правые части 

х"' а-1 · 
неравенств: 

4 - . 2 - • _1- JI7. _1 + щ 
а _ 

1 
-а, а -а-4- О, а1 - 2 

, а2 - 2 . 

1+JI7 . 
Число 

2 
делит множе-

ство чисел (1; +=) на два 
подмножества (рис. 533): 

1+JI7 4 
1) 1 <а< 2 : х >а_ 1 . 

1+JI7 2) а> 
2 

: х >а. 

j

x>a, 
в)а<1: ,;;:: 4 

. х"" а -1 · 

~-1 1+JI7 а 
2 

Рнс. 533 

[ 1-Щ ) Если а Е 2 ; 1 , то решений нет (рис. 534). 

( 1-Щ) 4 Если а Е -оо; 2 , то а< х < а_ 1 (рис. 534). 

~,___--.. 
1-М 1 а 
~ 

1 l+JП а 
2 2 

Рнс. 534 Рнс. 535 
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Отметим множества решений на оси (2) рис. 536. 

3) х < а: { х < а, 
log2 ((а -1)х- 2) > -1; 

jx<a, 
1 (а- 1)х- 2 > 1/2, 

jx<a, 
1 (а - 1 )х > 2, 5. 

а) а= 1: решений нет. 
х<а, 

б) а> 1: :::? 2,5 Приравняем правые части 
х"'а-1" 

неравенств: 

х=а 

1-m 
2 

4 
а<х(;а-1 

0 

1-JП 

0 v 
-1 

0 
0 v х=а 

ц (1) 
2 

0 
4 

х;;;, а -1 

1 

х<-2- 0 0 
__ x_<_a----,V х :;;; а2 ,_51 v,---0---.v,....a-=-2 _--=. 5=-1-(;_х_<_а 

1 -JП 1 1 +JП Ц(З) 
-2- 2 

1-m 
х :;;; --2- х :;;; а х :;;; а2 '_51 0 

1 -т 1 -JП -1 
2 -2-

1 

Рис. 536 

х;;;. 4 х= а, 
2,5 

х ;;,а -1 

2 1 +JП 1 +М а 
--2- 2 (ось 

ответа) 
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а = ~ 2а2 - 2а - 5 = О, 
а- 1' 

1-JП 1+JП 
al = 2 ; а2 = 2 . 

1 +JП u 1) Если 1 <а~ 2 , то решении нет. 

1 + JП 2,5 
2) Если а > 2 , то а _ 1 ~ х < а. 

l

x<a, 
в) а< 1: ~ 2,5 

х"" а -1 · 

1-JП 
1) Если а~ 2 , то х <а. 

1- JП 2,5 
2) Если 2 < а < 1, то х ~ а _ 1 . 

Заполним ось (3) рис. 536. 
Объединив соответствующие множества значений 
х, получим ответ (ось ответа рис. 536). 

1-Ji7 4 
О т в е т : 1) Если а < 2 , то х ~ а _ 1 · 

1-Ji7 1-JП 
2) Если 

2 
~ а ~ 

2 
, то х ~ а. 

1-JП 25 
3)Если 2 <а<-1,тох~а~ 1 их=а. 

4) Если -1 ~а< 1, то х ~ 2•
5
1

. 
а-

5) Если а= 1, то решений нет. 
4 6) Если 1 < а ~ 2, то х > --1 . а-

1+JП 4 
7) Если 2 < а ~ 2 , то х = а их > а _ 

1
. 

8) Е 1 + JП < < 1 + Ji7 
ели 

2 
а 

2 
, 

4 
то-- ~х~а. 

а-1 

1 + Ji7 2,5 
9) Если а > 2 , то х > а _ 1 · 
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М 28. При каких а для всех х Е [2; 5/2] выполняется 
неравенство loglx _ ai (х2 +ах)<: 2? 

Решение. 

Рассматриваем совокупность систем неравенств, 

равносильную данному неравенству: 

j
x2 +ах> О, 
х2 + ах <: ( х - а )2 , 

lx-al> 1; 

{ 
х2 +ах> (х- а)2 , 
О <lx-al < 1. 

(1) 

(2) 

Обратимся сначала к системе (1). Решая ее, будем 
х> -а, 

учитывать, что х Е [2; 5/2]. [ х >а+ 1, Решаем 
х <а -1, 
3ах <: а2 • 

графически в системе координат (аОх). 

l
x>O, 

1) Пусть а= 0: [ х > 1, х > 1. Значит, при а= О 
х < -1, 

данное неравенство выполняется для всех 

Х Е [2; 5/2]. 

2) а> О. Неравенство справедливо при любом 

х Е [2; 5/2], если а> 15/2 (рис. 537). 

3) а< О. Подходят значения а е (-2; 0]. 

{ 
3ах > а2 , 

Решаем систему (2): 0 l l 1 <х-а< ; 

1
3ах>а2 , 
х ::Р. а, Решаем графически (рис. 538). 
а-1<х<а+1. 

1 
х > aj3, 

1) а> О: х::Р.а, 

а-1<х<а+1. 

а+ 1 = 2,5: а= 1,5. 
а -1 = 2: а= 3. 

Из рис. 538 видно, что система (2) выполняется 
при любых х Е [2; 2,5], если а Е (3/2; 2) U (5/2; 3). 
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2) Если а~ О, то система (2) не имеет решений при 
Х Е [2; 2,5]. 

Ответ: а Е (-2; О] U (3/2; 2) U (5/2; 3) U [15/2; +оо). 
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.N!f 29. Найдите в интервале (1; +оо) подмножество 
тех х, для которых справедливо неравенство 

lg (3 loga х- log~ х + 4) > lg (8 - 2 loga х). 

Решение. 

Сначала решим систему j ~t: ;: : ~'> 8 - 2t, где 

t -1 . { t2- 5t + 4 <о, { 1 < t < 4, 1 < t < 4, 
- oga х. t < 4, t < 4, 

1 < loga х < 4. 
1) Если О< а< 1, то х Е (а4; а). Но интервал (а4 ; а) 
не .является подмножеством интервала (1; +оо). 
2) Пусть а> 1: а< х < а4 • Видим, что 

(а; а4) с (1; +оо). 
Ответ: 1) Если а> 1, то х Е (а; а4). 

2) Если а~ 1, то искомое множество пусто. 
М 30. Для каждого допустимого значения параметра а 

решитенеравенство 

log2 cos а (х + 4) ~ 2log2 cos а (х + 2). 
(ЕГЭ 2002 г.) 
Решение. у 

cos а> О, 
ООН: cos а o:F 1/2, 

х>-2. 
Отметим допустимые значе-

. ни.я а на единичной окружнос­
ти (рис. 539). 
Данное неравенство сначала 

представим в виде 

log2cosa (х + 4) ~ log2cosa (х + 2)2, 
а затем переходим к совокуп-

ности систем 

а Е (-n/3 + 2nk; n/3 + 2nk), k Е Z, 
х+4~(х+2)2 , 
х>-2, 

а Е ( -n/2 + 2nn; -n/3 + 2nn) u 

Рис. 539 

u (n/3 + 2nm; n/2 + 2nm), n Е Z, т Е Z, 
х+4~(х+2)2 , 
х>-2, 

х 
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1 
а Е (-n/3 + 2nk; n/3 + 2nk), k Е Z, 
х2 +4х< О, 
х> -2, 
а Е (-n/2 + 2nn; -Jt/3 + 2nn) U 
u (n/3 + 2пт; n/2 + 2пт), n Е Z, т Е Z, 
х2 + 4х;;;;. О, 
х>-2, 

{ а Е (-Jt/3 + 2nk; n/3 + 2nk), k Е Z, 
-2 < х..;:; о, 

1 
а Е ( -Jt/2 + 2nn; -n/3 + 2nn) U 
U (n/3 + 2пт; n/2 + 2пт), n Е Z, т Е Z, 
х;;;.о. . 

О т в е т: 1) Если а Е ( -:-Jt/3 + 2nk; n/3 + 2nk ), 
k Е Z, ТО Х Е (-2; 0). 
2) Если а Е (-n/2 + 2nn; -n/3 + 2nn) u 
U (n/3 + 2пт; n/2 + 2пт), n Е Z, т Е Z, 
то х Е [О; +оо) . 

.N2 31. Найдите все значения а, при которых область 

определений функции у = log100 (ах+ 1 • x 410
gxa + 

+a4+5logax- (JX)l0+2xlogxa - JalS> содержит 
ровно три целых числа. (ЕГЭ 2003 г.) 
Решение. 
Область определения данной функции совпадает с 

множеством решений неравенства ах+ 1. x 410gxa + 
+ a4+51ogax- (J,X)l0+2xlogxa- Ja18 >0. 

ООН: {а> О, а :i: l, 
x>O,x:i:l. 

ах+ 1. а4 + а4. a51ogax- х5. xxlogxa - а9 >о, 

ах. а5 + а4 • х5 - х5 • ах - а9 > О, 
а5(ах- а4)- х5(ах- а4) >О, 

(а5 - х5 ) ·(ах- а4) >О, 

l{ 
ах- а4 >О, 

а5 - х5 >О, 

{ ах- а4 <О, 

а5 - х5 <О, 
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1) Сначала решим совокупность систем при а > 1 
и учитывая ООН. 

а> 1, 
х>4, 
х<а, 

Х > 0, Xi:-1, 
а> 1, 
х<4, 
х>а, 

x>O,xi:-1. 

(1) 

(2) 

Начинаем с системы (1): 

1 <а~ 4, 
х>4, 

х<а, 

x>O,xi:-1, 
а>4, 

х>4, 

х<а, 

x>O,xi:-1. 
Первая система последней совокупности решений 

не имеет. Если же а> 4, то 4 < х <а. 
1 <а< 4, 
х<4, 
х>а, 

Решаем систему (2): 
x>O,xi:-1, 
а;;;.4, 

х<4, 

2) Пусть О< а< 1: 

О< а< 1, 
х<4, 

х<а, 

х>О, xi:-1, 
О< а< 1, 
х> 4, 
х>а, 

x>O,xi:-1, 

х> а, 

x>O,xi:-1, 

О< а< 1, 

[ о <х <а, х>4. 

J 1 <а<4, 
[а <х< 4. 
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Отметим множества решений на оси параметра 
(рис. 540). 

~О; а) u (4; +=~ (а; 4) ~ (4; а) . ... 
о 1 4 8 а 

Рис. 540 

Анализ множества решений (см. рис. 540) пока­
зывает, что условию задания удовлетворяет толь­

коа=8. 

Ответ: 8. 

Упражнения для самостоятельного решения 
Решитенеравенства (1-13): 

1) log2 (ах)> О. 

ах-1 
2) loga- 4 а - 1 ;;;. О. 

3) log113 (х +а- 5) + log3 (х- 2а + 1) ";; -2. 

4) lg (Ьх2) ";; lg (2Ьх- 4). 

5) loga х + loga (х- 2) > 1. 

6) loga (1- х2);;;. 1. 

7) loga (1- ва-Х);;;. 2(1 - Х). 

8) loga Х -logx а;;;. 3/2. 

4 
9) lg (Ьх + 1) + lg(bx + 1) < 2lg 100. 

10) xloga х ;;;. а. 

11) logax 2 > О. 

12) Iogax- 1 Х <О. 

13) Iogp-x+ 1 (x2 -2px)<(2. 

14) При каких значениях параметра анеравенство 
logaf(a + 1) (х2 + 2) > 1 выполняется для любого 
ХЕ R? 
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15) При каких значениях параметра .... а неравенство 
log2 (3х +а)< 1 не имеет решений? (Решите ана­
литически.) 

16) Найдите все такие значения т, при которых 
для любого х < О выполняется неравенство 
log2 (х

2 + mx + 1) > -1. 

17) Для каждого допустимого значения параметра а 
решите неравенство 

2 log J3tga (х- 4) < log J3tga (2х + 7). 

(ЕГЭ 2002 г.) 
18) Найдите все положительные, не равные 1, значе­

ния а, при которых область определения функции 

у=(ах+3.а2+ a4+5logax- x5+xlogxa- (Va)27)0,5 

не содержит двузначных натуральных чисел. (ЕГЭ 

2003 г.) 
19) Найдите все значения а, при которых область 

определения функции 

у= ln (х(х + 5)logxa + (,/X)IO • а4 _ 

- х5 + xlogxa - (a6)log4 8) 

содержит ровно два целых числа. (ЕГЭ 2003 г.) 
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подвести некоторые итоги работы российских ученых 
и педагогов по созданию базовых учебников 

для студентов высших учебных заведений. 

В рамках данной серии вышли следующие книги 

по высшей математике nод~щеiредакцией 

академика РАН В. А. Садовничего: 

Г. И. Архипов, В. А. Садовничий, В. Н. Чубариков. 

• «Лекции по математическому анализу». 

И. В. Виноградова, С. Н. Олехник, В. А. Садовничий. 

• «Задачи и уnражнения по математическому анализу». 

Я. С. Бугров, С. М. Никольский. 

• «Высшая математика». Т. 1-З. 

Л. Д. Кудрявцев. 

• «Математический анализ». Т. 1-3. 

В. А. Садовничий. 

• «Теория операторов». 

С. Б. Гашков, В. Н. Чубариков. 

• «Арифметика. Алгоритмы. Сложность вычислений». 



УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 

С ПАРАМЕТРОМ 

Часть 2 
Тема «Уравнения инеравенства с параметром» 

отсутствует в школьной программе, 

но имеется в программах вступительных экзаменов 

в вузы и в материалах ЕГЭ по математике . 

Данный учебный комплект раскрывает эту тему 

в полном объеме и состоит из учебного 

пособия в двух частях и электронного приложения . 

Каждый раздел пособия содержит необходимые 

теоретические сведения . Детально рассмотрен 

широкий спектр задач разных уровней сложности , 

доступно и наглядно изложена методика их решения . 

Комплект станет незаменимым помощником 

для старшеклассников, абитуриентов, 

преподавателей математики , а также 

для студентов математических специальностей . 

Пособия этом серии помогут вам: 

• провести глубокую теоретическую и практическую 
подготовку к единому государственному экзамену; 

• самостоятельно разобраться в сложных вопросах, 
не прибегая к помощи репетитора. 
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