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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В нас1'оящем сборнике объединены шесть статей амери· 
канскоrо математика Руфуса Боу.эна, активно работающего 
в теории динамических систем (одна из ста-rей наnисана им 
con:'vlccтнo с франuузсrшм спецн,ыистом в обдасти математн
'Iесrшй физики Давидом Рю.э.ТJем). 

Резум,таты Р. Боуэна , относящис<'я к топологической 
н эргодической теории динамическнх систем, хорошо изве
Стtfьr и nъrсоко ценятся сnециа.тнrстамн, ио в nубтrкациях на 
русском языке отражеиы сравннте!!ьно м ало. Вместе с те:-.1 
oкa:la.IIOCJ, , •rто '>ТН резудьтаты тссйп связаны с кругом ндеfr, 

прпв.1екыощих в noc.1e}l.иee время впимашrе многих мате:-.iа

тиков и физююв. ннтересующихся такими воnроса){и, как 
возншшоnепне турбулентности, связь между детерминирован
ными и случайными процессамн и т. д . Поэтому можно на
деяться , •rто этот сборинк будет полезен достаточно широкой 
аудитории читателей, включающей как спеuиалнстов по дан
иому nрс-дме·rу, так и nредставнтелей смеж11ых наук. 

За нск.пючепием последней статьи, объектом исследования 
в этом сборнике являются г.1ад1ше лннами<Jеские системы, 
в котор rx сушестветrvю роль играет свойство rиперболнчно
сrи. Обус.1ов.лениа я эти~ свойством иеустойчивость ф<JЗОВЫХ 
траекторий приводит к сложиому, запутанному их nоведению 
и дс.1аст . 1аJТоnриrодными r<лассяческнt:' методы анализа. 

С rюдобной ситуацией мат ем атякн впервые столкнулнсь при 
изучении nоведения геодезических на поперхвостях отрица

тельной кривизны. Именно здесь впервые бьши nве,1сиы мно
гие понятия и впсрвr.те наб"1юдалнсь юзлепия. занявшие те
перь видrюе место в 'Теории динамических снсrем с rи ттербо
личсской структурот{. Жак Адамар пдним из nервых почув
стnов t.~.:rr необычность ситуации. В своей стзтъс Lб -;orfaces 
а couti)Utf'S oppos{>es et leur Jignf'S geo<lesiques, J. Math . риг. 
арр . , 4 ( 1898) , 27-7?., он nиса.11: «Исnо_,тьзуемый мною метод 
прост. 110 по:.rучснньте рсзут:..таты, иапротнR, с.'южиы нли JТ() 

крайпей мере очень отличаются от тех . с которuмя мы лри
выюти встречаться~. И далее, в rши не статьи Л.да:.~<~р задает 
воnр()с, кrrгорый в nос..rrедние 10- 15 лr:>т звучйт весh.м а 
актуалыто: «И'>теется м1 •Iто·ннбудь подоf}нос в задачах диrн1 · 
мики н , в часrно('тн, в небесной механике? Ес.'lн зто так, то 
вся nостановка воnроса об устойчивости nлаиетньrх систем 
нуждается в J<орснном nсресмотре» . 

Раэnш:ая п;rен Адамара, Марстои Морс nервым ввел 
в обихnд то. что впос-1едстnии получJJЛО назваtiйе «методы 
си){воличес!<ОЙ дина~шкн:&. Хотя с тех пор nрошло око.rю 
нrесТНJIЕ'СЯТп ;Je>T, nce же лолrое время сфера примени\rостн 
этих методов оставал ас& дово.r1ьно узкой- фактически это 
былн все те же геодезические иа nоверхн<:>стях отрнцатедьной 
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кривизны. Примыкающие сюда же работы Дж:. Биркrофа 
о гоr.юклииических точках и М. Картрайт- Дж. Литлвуда
Н. Левинсона о символической динамике для неавтономиых 
уравнений 2-ro nорядка широкого вниr.tаии я не nривлекли. 

События стали развиваться весьма быстро после того. как 
на :Киевской кои~ренцни no нелянейным колебаниям в 1961 г. 
С. Смейл продемонстрировал nри мер , существенной детапью 
которого была знаменитая о:подrшва Смей.'lа» . Вскоре nояви
лись «У-снстемы» Д. В. Аносова н «аксиома А» Смейла, 
и тем самым был выделен иг.тересный и важнь•й класс ди
намических систем, об.7(адающих свойством эксnонеrщнальной 
неустойчнвости траекторий. 

Подкова Смей.аа и е~ аналоги, с одной стороrrы, и введен
ное .Я . Г. Синаем nонятие марковсr<оrо разб11ения, с другой, 
вновь вызва,rш к жнзш1 ме.тоды символнческой динамики. На 
сей раз обнаружилось, что эти методы являются эффсктив
ньнvт средством аиалнза таiшх классических систем, к~\1( ал
гебраические автоморфизмы тора, иелинейные колебания 
н небесная мехаинка. Можно нздеяться, что в скором вре· 
ме.ии такие nонятия , как «символическая модель~. «тоnо.'tоrп

ческая марковекая цепь» и: т. п. , станут для изучающих кон

кретиые снс-rемы столь же лривычными , как «инвариантный 
тор}}, «разложение в ряд Фурье», «показатели Ляпунова». 

Обшая теория динамических систем традиционно деJiится 
на две большие ве.тви- тоnологическую динамику и эргоди
ческую теорию . J'v\етолы снмволическоИ динамики работают 
н там, н там, но в настоящем сборнике эрrодиче.ская часть 
все-таки nреоб.1адает. В лервой статье читатель найдет ПО· 
строение марковекого разбиения дJlЯ оrрэн нчения диффео
морфизма, удовлетворяющего ~шсиоме А, на множество не
блуждающих тоqск и эргодическую теорню таких диффео
морфизмов. Существенное место здесь занимают «термоди
намический формалиsм», ги.ббсовские меры н «вариационный 
nриrщип». Введенные Д. РюЭ.'Iем н Я. Г. Синаем по ана,lогии 
со статистической физикой 9ТИ nонятия удачно впнсались 
в традиционный для динамических систем круг. Это оживило 
эproщJtrecr{)'ю теорию гладких снетем н уже nринесло инте

р_е.сн ые результаты. Оказалось, например, что базисные м-но
жества диффеоморфнзмов кл асса С2, удовт~творяющнх ак· 
с1юме д., и меют .IТеuеговскую меру нуль. Замечате.n ыrо, что 
КJJacc гладкости здесь нельзя nоннзнть: в пятой статье сбор
ииr<а оnисано построение «толстой nодковы Смейла»-, базисное 
множество которой имеет nоложитеJtьную лебсговскую меру. 

Во второй статье изучаютел некоторые тололоrичесJ<не 
свойства тех же диффе.оморфизмов, удовлетворяющих а({
сноме А. Здесь nоказано, •rто свойства воэврашаемости траеl\-
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торий у rдадкой динами<tеской системы, об.r1адающе.й Марков
еким р азбнение.-.1, те же, что у траекторий символнческой 
модели (топологической uenя Маркова), построенной по 
этому разбиению. 

В третьей н четвертой статьях аt1алогичпая теория (топо
логическая н эрrодическая) развивается для потоков, удов

летворяющих аксиоме А. Этим до векоторой степени заnо;t 
няется нмеющийся в нашей литературе проб<:'л, ибо в боль· 
шнrrстве пубднJ<зций последнего nремени авторы явно пред· 
почитают рассматривать лпшь случай дискретного времени. 

В nос;н:днсй статье Р. Боуэн расnространяет понятне то
пологической энтропии на динамические сиС'I'емы с неком
пактиым фазовым rтространством. Хотя исс.11едуемая си'tуа

ция здесь более аtkтрактиа и не nред110Лагает гладкости, все 
же .'!'еrко nрос"1едить связь результатов и методов с остальной 
частью сборника. например с § 2 nервой статьи. 

Прн выборе терминолоrии мы руководствовались сложиn
шимнся в советской математичеСJюй литературе традиция
ми 1) и ие стремились оговаривать все места. где русские 
тер tины расходятся с английскими. Некоторое неудобство у 
читателя может быть вызвано небольШИ\1'1 раз:r;обоем в обо· 
значениях (хотя почти все статьи и па nисаны одним автором), 
однако мы не рискнули добиваться здесь едшюобразия. 

Изложение Боуэна, за исключением, nожалуй, лервой 
и пятой статей, рассчитаt-tо на чнтатеJtя, знакомого с основ-
ными nонятия ми 1·епрнн динамических систем. · 

Тем, кто далек от этой тсматию1, но желает «войти 
в предмет» , можно рекомендовать для сnравок: 

no эргодической теории - П. Биллннrслей, Эргоднческая 
теори!I н информация, .М., «Мир», 1969; 

по У- и А-системам - 3 . Нитецкн, Введение в дифферен· 
циа.пьную Диt-tамИI<у , М., ~~:Мир», 1975. 

Дат,нейшис .'!ИТер атурНЬiе указания, в том числе и иа 
статьи обиориого н учебного характера, чнтатель на~деr во 
всех статьях сборника. Там, rде это казалось нам желатель
ным, мы расшнряJJи список .11итературы, не стремясь, вnро

чем, добиться полноты. 
!\роме того. ,t\.1. 13. Яrсобсоп и я наnисали для данного 

сборника специальное добавление . .Первая его часть нмеет 
це.'lью nозиакомнп. •титателей с нашей точкой зрения на суть 
методов символической динамики и объяснить естественность 
их rюивJJення в r.~адких системах. Поэтому мы реl{омендусм 
прочесть эту часть в самом начале, а затем уже обратиться 

' ) C~t. , например , эа~l е•шщя а конце сtiорннка «Гладкие ди11амнческие 
системы», М . , «,11-\нр~ . 1977. 
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к освuвиому тексту . Вторая 'iасть посвящен а uoncc спецналu
ным вопросам . Здесь освещены неtюторые работы Р. Боуэна, 
не вошедшие в сборню<, и прнведен ряд других резу.flьтатов, 
относяшихся к тому же кругу вопросов. 

Эта книга быJrа уже сдана в проиаводство, когда мы 
узиа.rrн, что ее автора нет в живых- известие , трагизм кото

рого усугубился его rJO.!JHOй неожиданностью. В расцвете 
творч~ских и физических сил, едва преододев 1·рндцатилет
rшй рубеж, скон'rа.'!ся один из самых активных и ннтересиых 
математиков последнего десятилетия . 

Роберт 1) Эдвард Боуэн родился 23 февраля 1947 r. о 
Калифорнии. Уже в школьные годы оп обратил и а себя вви
мани~ блестящими математ:нtrескими способностями. Свою 
первую научную работу- по теорlfи чнсе.1 - Боуэн опубл~I
ковал одновременно с nоступлением в уливерентет в Беркли. 
Окш1чив университет за трн года вместо четырех, он был 
удостоен медали как лучший выпускник года. В эти годы 
nрофессора уннверснтета х арактеризоnади Боуэна как дуч · 
wero студента-математика, когда-либо учнвшеrося в Берк.rrи, 
11 как лучш~rо студента-математика в страnе. Этн высокие 
оценки подтверждалнсь победами в студенческих конкурсах. 

В 1967 r. Боу9н начинает работать иад диссертаt~ией под 
руководством С. Смейла. В это самое время гладкие дина· 
мнческие снетемы бурно развиваются усилия~н математиков 
СССР, США н других стран , н очень скоро Боуэн оказы
вается в числе наибfJлее активных исследователей в этой об
ласти . Летом 1974 r . Р. Боуэн был приглашеи прочитать до
клад на международном конгрессе математнков в Ванкувере. 
Особенно его пр нвле~<а ет эргодическая теория гладких снсте:-.1 
и, в частности, методы спмволической динамики. Читател11 
этой юtнrи имеют прекрасиую возможность в этом уб~дrпься. 

Р)'фус Боуэн скоропостижно скончался 30 ию.'lя 1978 г. от 
КJ10ВОНЗi1 ИЯНйЯ В МОЗГ. 

Я не был ЭНЗКО:\{ С HH'>I ЛltЧНО - тonuKO ПО работаМ, !<ОТО · 
рьrе высоко ценю. Рассказы наших американских коллег nоз
водяют представить себе не только обпнк :ученого, но и жнз
перадостиоrо, обшите;Iыюrо чеJiовека . Ос.об~rнrо я бдаrодарса 
Питеру Уодтерсу, биографическими заметками которого о 
Р. Боуэне я частнqно воспо,rrьзовался. 

В. М. Алексеев 

1) Вдохновлсrrщ..zе цnстоv cro 11onoc п ОорОJ!.Ы дру:~ья: дат, Боу~ну 
11р03Внще сРуфус:о- nD·ЛЗ ТЪIН\1 «рыжий:. . Имя IJpllвlfЛOCь, и с 1968 J'. 
Боу9н ПОДлисыва:r ltM сuон работы . 
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О. ВВЕДЕНИЕ 

Основная задача этой работы состоит в IIЗJJOжetши эрr-о
днческой теории диффеоморфиэмов Аносова и диффеомор· 
физмов, удовлетворяющих аксиоме А . Множество орбит та
rшх днффсо.\iорфизмов имеет сложную структуру, и чтобы 
nонян. ее, пожалуй, лучше всего свяsать n топологическом 

1) Rufus Во9!(Ш, Equillbrlum States and the Ergodic Tlle.Эr }' of Лnosov 
DiНeornorpblsms, Lecture ofes ln Mэthematics, 470, Spriпger. Verlag, Ber· 
lin- Heidelberg - Ne.",· York, 1975. 

© Ьу Springer·Yerlag 1915 
© Перс11од аа русскиn язык, «.Мир~. 1979 
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и метрическом смwсле :.ти днффеоморфизмы с rомеоморфнз
мом сдвига на пространстве символических пос.rtедователь

ностей. Подобная идея изучения одного и того же nримера 
с различных точек 3рения уже nривела к то·му, что из задач 

механики возникли тополоrи•теская динамика и эрrодическан 

теория. Теперь мы обращаемся к эти!d двум дисциnлинам 
в надежде, что они помогут иам при изучении дифференци
руемых систем. 

Данные заметки сос.тоят из четырех разделов. Сначала 
мы изучим стапiстн•rескне свойства rиббсовских мер . Эти 
меры на пространстве пос.'lедовате..lЬНостей вnзннкают в со
временной статистиqеской механике; они иптерссуют нас nо
стольку, nоско;rы<у явлнются решением задачи о восстанов

.rrенни инвариантной меры, если она в тrекотором смысле 
приб.1иженпо извес-гна. Гиббсовские меры у довJiеrворяют 
также вариационному прииципу, иажtюсть которого оnреде

ляется тем, что он применнм в более общих nростраtrства х, 
чем пространство последовате.1ьностей . Исходя нз этого nрин
ципа мы строим «термодинамический формализм» на ком
пактных прnстранствах, чему посвяшен второй раздел . 
В третьем вводятся диффеоморфизмы , удовjiетворяющие ак
сиоме .д., и д.ля них строится симiюJiическая дiпrамика, т . е . 
выясняется, ка к они CB!IЗatiЫ cn слвиrом на пространстве 

лос.'lедовате.ilьl!остей. В послелнем разделе с помощью снм
во.rнrческой динамики изучается эргодн•Iеская теория диффео
морфизмов, у ловлетворяющих аксиоме А. 

В своем изложении я оnнрался на работы многих авто
ров . Основные ссылки nрнведены в конце каждого раздела, 
по некоторые я, иесомиеино, пропустнл. В uелом эпr заметки 
обязаны своим сушествованием главным образом работам 
Д . Рюэля и .Я. Г. Синая. 

I3иачале наnомиим, что вероятШJСТН.ЬlJ.! npocrpш;.cтвoJ.t на
зывается тройка (Х, '8, ~t) , где '8- векоторая а-алгебра nод
множеств Х, а ~- неотрицательизя :-fepa нз !8, удовлетво
ряющая условию /!(Х) = 1. Авто.чорфизмом. мы называем 
взаимно однозначное отображение Т: Х->- Х, дл я которого 

(i) Е Е !li тогда и ТОJJЬКо тогда, когда Т- 1Е Е '8; 
(ii) /!(T-IE)=!!(E) для Ее~. 

Если Т: Х __. Х- гомеоморфизм компактного меl'рическоrо 
пространства, то естественную а-алгебру образуют борелев
екие множества. Вероятностная мера на этой а-алгебре на
зьшается борелевекой вероятностной м.ерnй . Обозначпм М (Х) 
множество борелевских вероятностных мер 11а Х, а Mr (Х) -
под:'v!иожество инвариантных мер, т. е. J.1 Е А-1, (Х), еслц 
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~t(T- 1 E) = J.1 (Е) д.r1я всех бормевских множеств Е. Для вся
I<он меры IJ Е ,\1 (Х) можно определить PIJ Е М (Х), лоло
жив Т"fl (Е)= J.t (Т-' Е) _ 

Наnомf:lим, что вещественные непрерывные функции иа 
комnактном метрячееком nространстве Х образуют банахово 
пространство С(Х) с пормой llfll = maxlf(x)l. Слабая• то-

х • Х 
П().IJОrия на пр ос гранстве С (Х) • непрерывных .'1 ипейrfЬ/Х фуш<
ционалов а: С (Х) ~ IR nорождается множествами вида 

U(f, е, ао)={аЕС(Х)': ja(f)-ao(f) ! <г} 

с f Е с (Х), t > О, <Хо Е с (Х)·. 
Лредставлеине Рнсса. ДJJя всякой м~рьr ~~ Е М (Х) опре

де.rlнм а~ Е С(Х) • равенством aJJ.(f) = ~ fdfl. Тогда ll ~ aJJ. 

явлнется взаимно однозиа•rным соответствием между М (Х) 
н 

{о.ЕС(Х)•: a(l)= l н а(f);э:О nри f~O}. 

Мы часто будем отождествлять а; 11 с 1J и 11исать ~~. nодра
зумевая rx11• При таком отождествлении с.rrабая * топология 
на С(Х)* индуцирует тоnологию па М(Х) (называемую сла
бой тоnо.поrней). 

Предложение. М (Х) -к.о.лtпактное выпукАое л1етризуе:wое 
простран.стtю. 

Док.азатеАьство. Пусть {f п} ;_,- плотное подмножество 

в С (Х). Читате.r1 ь может убедliТЬСЯ, что слабая топология 
Шl М (Х) :жвива.rrеитпа топологии, nорождаемой метрикой 

d (!L, ~t') = f 2-111! f ,:IГ 1 1 ~ f ~ фL - ~ f n d~t' 1· 
11~ 1 

Предложение. Mr (Х)- Непустое эа.штутое подюtожес1'00 
М(Х). 

Доказательство. Заметим, что Р: М (Х)-+ М (Х) - rомео
морфнзм и что М т ( Х) - {JA Е М (Х) : Т*~= !L}. Возьмем !L Е 

Е М (Х), н nусть f.tп = * (!L + т•~-t + , .. + (r)n- 1~). Выбе
рем подпоследовательность 1-tn~t• сходящуюся к !L' Е М (Х). 
При этом !L' Е Мт(Х). 

Предложение. Мера ~L принадлежит Мт(Х) тогда и только 

'I'огда, к.огда ~ (!о Т) d11- = ~ f d!l дАя всех f Е С (Х). 
Доказательство. Именно это равенство соответствует 

u силу теоремы Рнсса равенству т•11- = ~· 
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1. ГИББСОВGЮ1Е МЕРЫ 

А. Гиббсовские расnределения 

Рассмотрим физическую систему, которая может нахо· 
диться в одно~,; из состояний 1, ... , n. _3иергни соответствую· 
ших состоянии обозиз'lнМ Е1 , .•• , Е,.. Предпо.;JОЖfiМ, что 
с этой системой вступи.1 во взанмодеikтвпе эначите..'lьно боль· 
ший «нсточiшК теплоты» с температурой Т. Исходна я си
стема 11 источник теплоты обмениваются прн этом энергиен, 
но темnература неточника остается nостояшюй, nотому что 
он гораздо больше I-Jaweii системы. Так как энергия нашей 
системы не фиксирована, каждое из возможных состояюtй 
реа.1нзуется с некоторой ве.рояпtостьiо. Физический фа](т , из
вестный из стаТIJСтической механики, состои1' в том, что ве· 
роятпасть Pi, с которой система пребывает в состояю1и j, за 
дается распрсделениеJt Гиббса: 

е -f\8 1 

Pl= n ' 
~ -1\E 
L..." е ' 
t-1 

где ~ = 1/kT, а k- физическая коистаита. 
Мы lie будем пытаться обосновывать физически гиббсов· 

ское распределение, а нз.1ожнм математнческий факт, тесно 
связзю1ый с физичесюsми рассуждениями . 

1.1. Лемма. Пусть заданы действительные числа а 1 , • • • , an. 
Тогда велurсина 

n rl 

F(pJ, .. · , Рп) = L (- Pt ]og Pt) + L Ptal 
1~1 i-1 

достигает своего 

rzлексе { (Pt, 
нotl то11.ке 

.. . , 

n 

максu,иальн.ого значения log L: е()' н.а cи.~f
t-1 

Рп): р, ~О, Pt + ... + Рп = 1} в единствен· 

а (~ а )-1 p1=cf 7-е' 

Это доказывается вычислением. Вели11ИНа Н (Pt, ... , Pn) = 
n 

= L: (- Pt 1og р1 ) называется энтропией распредеJiения 
1-1 

(pt •... , Pn) (за.меrtание: функция qJ (х) = -х log х непре· 

рывна на [0, 1], eCJiн nомжить qJ (О)= О) . Член 4: р1щ - это, 
' разумеется, среднее знаtrеине функции а (i) = а1. 
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Н статистической механике а;= -~Е1, энтропия обозна
чается S, а средняя энергия Е. Таким образом, гиббсовсl(Ое 
распределение максимизнрует величину 

1 
S-~E=S -wE 

или, что эквивалентно, мннимнэнрует Е- kTS . Последнее 
выражение называется свободной энергией. Принцип «nри
рода максимизнрует энтропию» приме.ннм, когда эиерrня фнк
снровзна; если же эиерrия не фнксироnана, то «природа мн
нимизирует свободную :щерrию». 

Рассмотрим теперь простую беск.он.ечхую систему, одио
мерпую решетку. Поставим в соответствие каждому целому 
чиСJiу физиqескую систему с n возможными состояниями l, 
2, . .. , n . Сопостав.'lяя каждому l некоторое .'l:t е (1 , ... , n}, 
получаем одну нз копфигураций системы: 

Таким образом, конфигурация- это точка 

С форlltулнруем теперь предположения отвоснrелыю энерr11и. 
(1) Вклад Ф0 (k) в общую 9Нерrню системы, связанный 

с nоявлением k-го состояния, не зависит от места, на котором 
это состояние встретнлось. 

(2) Если состоя1ше k 1 встретилось на i1 -м месте, а k,_-
113 i2 -м, то nотенциальная энергия Ф; (l1, i2; kt, k2) их взаи
модействия зависит то.r~ько от их относительного расположе
ния, т. е. существует такая функция 

Ф2: ZX {1, ... , n} Х {1, ... , n}~R. 

что Ф; (i1. iz; k1, ll2) = Ф2 (i1- i2; k1, k2) (отсюда, в qастностн 
Ф2(j : k1, k2) = Ф2( -j; k2, k1)). 

(3) Вся энергия снетемы складывается из членов внда 

( 1) н (2) . 
При этих предположениях вклад в эиергюо от Хо, нахо

дящеrося на 0-м месте, равен 

'Р• (_::) .:s Фо (XQ) + L ~ Ф2 (j; xl, Хо) 
/ФО 

(мы «отдаем» каждому из состояний ха, х,. nоловю1у энерг.ни 

их взаимодействия). 
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Предnоложим теперь, что IIФ2IIi = sup \Ф2(j; kt. k2) 1 удов-
k,, k.J 

летворлют условию 

"" L [JФ211, < 00, 
/~1 

Tor да <р., (х) Е IR , 11 если ввести в множестве возможных 
состояний - { 1, ... , п} дискретную топоJюrню, а в 
:E,.= J}{l, ... , n}тun0,10Пito nрямоrо пронзведсtiНЯ, то q::"*(_:) 
непрерывно зависит от х. 

Рассмотрев всевозможные наборьr Х_т ••• х0 - •• Xm, мы 
Jю.пу•Iим конечную систему (tt2m+J возможных конфигураций) 
с энергией 

т 

Е т (х_/11 •.• Хт) = Е Фо (Xj) + L Фz (k -- jj -"k· х,) 
1•-m -т..::l<lr. <m 

и гнббсовское ~аспределение с вероятностями /Am, пропор· 
циоиальнымн е - ВЕт (х-т ... "т). Предnоложим теперь, что для 
каждого набора х_т ••• Хт существует предел 

rде сумма берется по всем (x~k ... ~). таким, что х; = х1 
при \ il ~т. Тогда !J. Е М (l:n), 11 естественно назвать 11 рас
преде.тrеиием Гнббса на ~n (при эздаююй энергии и даниом 

~).Для x=f.~t};' __ 
00 

MI>I можем к Ет(Х_111 ••• хт) добавить 

ВКЛаД ОТ В3ЗИМодеЙСТВИЙ Xf ( -m ~ j ~ nt) СО ВСеЩ./ ОСТЗJIЬ• 
НЪ!МН Xk, ЧТО дает 

Если оnределить гомео.морфизАt (левого) сдбиёа а; ~л-Iп 

равенством а {х1 }~--оо = {Xt+J}~--oo' то пос..1едиее выражение 
m 

совnадает с L <р" (а1 х). Это выраже11ие отличается от 
1• -т -

Ет(Х-т ..• Xrr.) не бoJJЬWe qем на 
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00 

Таким образоJ\f, если С= L k В Ф2 1 < оо, то Em отличается 
k-1 

т 

от L tp• (а1 х) не Gо.1ьше чем и а С. Следовательно, заме.ияя 
1•-m -

при построевни расnределения: Гиббса /-Im функцию Ет на 
т 

L <р• (а1х), мы lfЗмепяем значения вероятностей и а множитель, 
-т -
закточеJШЬJЙ между 2е-с и 2ес. Дело в том, что учет коор· 
дннат х, при i ф t-m, т] :м еняет fAm, но не c.'IHШKO'd сильно, 

«> 

есдн предпо.rюжить, что L k ll Ф2 JI~ < оо. 
[ 

Телери мы сформулируем теорему, к которой стрсМИJJИСЬ.· 
Для непрерывной функцни tp: 1:" - R rю.'lожнм по опрсдс.rrс
иию 

Так как <р равномерно неnрерывна , Jim vark ЧJ =О. 
k~oo 

J .2. Теорема. П редrшложим, что ддл фующии ~р: ~~~ 4- R 
существуют тщще rсонстапты с> О, а Е (0, 1) , что ' ;at·" q~ ~ 
~ ca.k при осех k. Тогда существует един.стоен.ная .41ера IJ. Е 
Е Ma(l:n). для которой можно ltaйтu такие к.онстан.тt.t с1 >О, 
С2 > 0 U Р, •tTO 

~· fн : .ч1 - х . Vi =о ..... т- 1} 
Cl ~. - , m-1 ~ С2 

е'<р (- Pm + L ч> (o .. lt=.)) 
/<=0 

при 8сех ~Е ~n и т~ О. 

Э1·а мера 11 обозначается !lч: и называется гиббсовС!шй лtе· 
рой, соответствующей функции ff· С точностuю до констант 
нз [с1 , c2l относительные вероятности наборов хо . .. Xn~ равны 

m-1 

ехр Е rp (akx) . Для упо11•шиавшсйся ранее физической системы 
k~o -

rp = -~q:·. Заметим. что состnяния Гнббса в стэтнстичсской 
механике не ппределяются nрсдыдущеl'f теоремой. Мы не у •ыш 
многих тонкостей, воз11нкающнх в бoJiee сложных системах 
(наnример, многомерных решетках), где теорема иевериа. 
ЦеJlью нашего обсуждения в вtrачите.Тiьной мере была моти 
вировка теоремы ; uo;Jee детальное изложение содержится 
в работах РюЭ.'1Я [91 и Лэифорда (6] . 

Перед тем как доказывать теорему, расоtотрнм oбo6-
1Uf'III1e пrостранСТВЗ ~"' КОТОрое nотребуеТСЯ нам О ДЗ.'IЬНе.Й· 



16 Р. 5оуэн 

щем. Для n Х п-матриuы А из нулей н единиц положим 

:ЕА =~Е ~4: Axixl+l = l Vi Е Z}. 

Друrими словами, мы рассматриваем все х, для которых пе

реходы XtXt+t допустимы в смысле матрицы А nри всяком 
i 1). Легко видеть, что :ЕА замкнуто н cr~A = :ЕА. Мы всегда 
предполагаем лtатрицу А так:оа, что всякое k от 1 до n встре
•tаетсл как ха для некоторого х Е :Е А. (В nротивном с.1учае 

:Е;~ - .l:в, где В матрица размера т Х т и т< n.) 

1.3. Лемма. Сдоиг о: :I:A -1:А является тоrюлогически.м па
ре.мешиваnttелt 2) (т. е. для любых н,епустых открыrwх под
J.Н!ожеств и, v Аtножества ~А существует такое N, чтu am и n 
П V =1= 0 V т ~ N) тогда и толысо тогда, wгда А "1 > о (т. е. 
Ai~J >О Vi, J) при некоторо.~t М. 

Доказательство. По ющукцни доказывается, что At'~
число таких (m + J) -наборов аоа1 . . • а т, где а:- целые 
числа между J и n, что 

(а) Ааяан 1 = 1, k=O, ... , m-1, . 

(Ь) ao=i, а,.,=/. 

Пусть и; = {х Е ~А: Хо - i} ::1= 0. 
П едпо.'lохшм, •гrо сдвиг о: :Е" 4 IA перемешивает. Тоrда 

3Ntj ПJКое, что uln anUJ * 0 Vn ~ NiJ. Если а Е и; n anU/, 
- rn 

то аоа 1 .. . an удовлетворяет (а) и (Ь); отсюда Ati >О VU 
nри т ~ max N;1• 

i . 1 
Предnо.rrожим, что АМ >О для векоторото М. Так как ша· 

бое це.!Iое k от 1 до n встречается в качестве хо для иекотороrо 
хЕ IA, в каждой строке матрицы А найдется хотя бы один 
Лоложнте.'lъный элемент. Отсюда no индукции сдсдует, что 
Arn > О при всех т~ М. Рассмотрим открытые rюдмноже· 
с1·ва И, V множества }:4 и ~Е U, !!._е V. Существует такое r, 
что 

и ::::J {~Е ~А: Xk = ak V f k f < r}, 
V::::;, {~Е ~А: Xk = Ь~; vr k l<r}. 

Д.'1я t ~ 2r +М имеем т = t - 2r ~ М и, значит, Am >О. 
СледовательJю, найдутся такие со, ... , Cm, что с0 = Ь,, 

1) Автор IШКI!к не наэывает дИRамнчес:кую снетему (~ •• о). Мы буде~t 
нrюrда 1\СltОJ\ЬЗОвать м каз11аt1ие, прння-rое в советской ыате:>~аТI!ческоА m1· 
терnтур~.- тonoJюrиt~ecкaR маркоuскаи uепь (сокращмно Т \U} - Пpu.u. 
11ерев. 

11 И.1и, короче: сдв11r а: ~А-+ ~А nере~tешивает. - При.N. переа. 
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с".= а_,, A ckc.i:+J = 1 nри всех k . При этом то•тка 

Х = ... b_2b-tbo . . . b,Ct ... Crn_\a_, ••• аоа1 

содержится в ~А и -:Е a1U n V. Значит, u: ~А-.... ~А переме· 

шивает. О 

Обознnчни .ОТА семейство всех пепрерывиых фушщлй 
.:р: ~ 4. - R. удов:тетворяюших условию var" <p ~ Ьа}' (при всех 
k ~ О) с пекотпры:ми подожнтедьньrми конс1·аитамн Ь 11 о: Е 
Е (0, 1). Для всякого ~Е (0. 1) мож1ю задать на ~А мет
рику dr,. по.1ожив dв (~ !f) = j3N, где N- .максимальное из 
пеотрнцате.lЫJhiХ чнсед, у.л.оn.1етворяюших условию х, = Yi 
при 1 iJ < N. При этом fТ,1 совnадает с множеством фуикцнй, 
удов.ГJ етворяюшнх ус.гювию Гёт .. дера с лоложнтельпым пока
зате.'lем относител ьио м е rрики dв. Tor да теорем а, которая 
нас иитсрссуст, звучит с..1едуюшнм образом. 

t .4. Существование rнббсовскнх мер. Предположим, что 
сдвиг а: :Ел-)> ::Ео~ топологuчески первмешивает t.J. ЧJ Е !Ftt. 
Тогда сущестаует единственная сr-инвариантн.ая борелеоекая 
аероятностпая .чера 11 на I ~ . для которой м.ожно н.айти такие 
кон.станты с, > о, с2 > о и Р, 'ITO 

с _,- ~~{у : tJ; = х1 Vi е 10, т)} 
1 ~ ~Cz 

- ( m - 1 ) ехр ·- Pm + L IP (ok~} 
k~O 

длл всякого :!_Е ~4 И m;;::: 0. 

Эта теорема будет доказаrrа ве сразу. На первом шаге 
мы суаим миожествп расс).tатрнnйе:>.1ЫХ фупr<ций Ч'· 

Определение. Две ф~·нкции ф, с:р Е C(L.A) го,1юлогичн.ы от· 
носитf!:rыю а (обоана•1ается ф,..,.., q;), если существует такая 
функция и Е C(ZA), что 

i• ~) = tp (~)-а(~)+ и (u~) . 

1.5. Ле:мма. Предположилt, •tто <р 1 - q::2 и таорем.а 1.4 сп.ра
ведлива для <pt. То~да о1.щ сгzраведлива для <р2 и f..t'f!> = 1-'-qo,· 

Доказательство. 

1 х~ «:р 1 (crk~ - ~~: <р2 (ak~) 1 = 1 :~:и (crk+!~)- и (ok~) 1 = 

= l tt (u'n~ - и~) 1~21 и[[. 

nри зэ felle rr 1 !la <р:2 :жспоиента в искомом неравенстве 
изменится н.а. . множитель. не nревышающий е211и1, Поэтому 
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неравенсi'DО для ср2 будет выполняться при тoi'r же мере ~ 
и константе Р и других константах Ct, С2. О 

1.6. Лемма. Всякая футщия <рЕ flFA гомологиl{1iа пекото
рой функс{ии 'Ф Е f!ГА, удовл.етворя.ющеа условию : "ф(х) = 
= ф (~), если Х; =у; для все.!С i ~ О. -

Доказательство. Для всякоrо t, 1 ~ l ~ n, выберем по· 

следовате.ТJЬность {а.,., 1);:',.,_
00 
Е 1':,4 с ао. t = t. Оnрсде,'lи:м ото

бражение г: LA-+ ~" равенством r ~) = 3_•. где 

• { Xk при k ~О, 
Xk = а. при k~ О. 

~, Хо 

Пусть 
00 

и (х) = L (<v (а 1:<)- ер (alr (х))). 
j-.0 - -

Так как а'~ и air~) совпадатот на отрезке от - j до -j-oo, 
nOJiyttaeм 

ео 

Вследствие того, что L Ьа.' < оо, функция и опредеJJеиа 
J~o 

и непрерывна. Ес.щ Х; = у.- при 1 il ~ n, то для j е (0, n] 

Огсюда 
ln/21 

1 и(_:)- и (11) \~ L 1 <р (а1 ~-ер (a1JL) + 
J-0 

+ cp(CJ'r(!L)) -<p(a1r (~) 1 + 2 L Ьа.' ~ 
J :> ltl/21 

(

Jn/21 ) {tl/2) 
~2Ь L an-1 + L (1,1 ~ 2f':..a . 

J~o l>[n/2} • 
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Это nоказывает, что и е f!F А· Отсюда ф = ~-и _+. и о о тоже 
nринад.1ежнт f!FA . Кроме того, 

"" 
'Ф(х)::оо<Р (х) + L (rp(cr1+1r(x))-<p(oH1x))+ 

- - J--1 - -

"" + L (ЧJ (о-1+ 1 х) - rp (af r (<1х))) = 
1-0 - -

"" = rp (r (х)) + L (ЧJ (<11+ 1r (х))- 11' (cr'r (crx))). 
- / =0 - -

Последнее выражение, как мы и хотели, зависит только 

от {xt} ;:0 • (Это доказательство приве.ч по мoelt ЛJ1Осьбе в по
рндок Д. Лиид.) О 

Леммы 5 и: 6 показывают, что при поиске гиббсовских 
мер JJ.<P для <рЕ f!F11 (т. е. при доказательстве теоремы 1.4) 
мы :можем ограиичtnься рассмотрением фушщнй ~(х), кото-

рые зависят только от {х1 }~~о· -

В. Рюэлевский вариант теоремы Пeppotta- Фробениуса 

Введем в рассмотрение nространство односторонних по

следовательностей. Через ::_обозначим (х,}~= [} (символ ~со· 
храняется также для {х1}~ __ ..,, но никогда не будет использо

ваться в двух смыслах одновремеюю). Пусть 

:r1={!e;Q{t, ... , n}: А.к 1,..н 1 =1 для всех i~o}. 
Оnределим cr: ~А 2:1 равенством <1 (х)1 = х1+1· Сдвиг 

а- это неnрерывное конечнократное отобрю;ение ~! на себя1 ). 
Для rp Е С (1:!) определим qн:С~А) равенством ер ({х1 };':_.,.,)= 
==I)J ( {х1} ~=0). Предnоложим, что функция rp Е С (~А) удов.rrет
воряет следующему условию: <J1 {~ = <J1 (Jf), ес.'!И х; = !11 nри 

ncex i ~0. Тогда можно считать, что IP принадлежит С (~1), 
nоложив <JJ({x1}~~o)=~P({x1)~-- .. ), где Xt при i~O выбраны 
любым обj::азом, .rrишь бы {х1};:_.., Е :Ел. Таю·!М образом, фун

кции из С (~1) отождествляются с некоторым подмножеством 
в C(.I:A). Леммы 1.5 и 1.6 показывают, что достаточ:но 

1) Д11Rамическая состема (1:f, <1) "gзыnается одl!ост.ороtшей H>llOЛO· 
rн'iecкoii марковекой uепью. - ПрuА4. nepeo, 
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пострuить rиббсовек и е .меры дJtЯ q> Е С (k.~ n ЕГл, q rобы по· 
:1учить их для всех q> Е PF ". 

В этом разделе мы докажем теоре~rу Рюэля, которая 
в даJJьнейшсм используется для nос'Тросиия и изуцения гибб-

соnскнх мер. Для q; Е С(~!) опредсюrм оператор L = L<f на 
С(~!) с.'Iедующим образом: 

(LФf) (х)"""' L e<J !![\ f (у). 
- /LE<J-1 ~ -

Этот оператор ока3ывается nо.1езньrм в связи с тс:~-1, qто ото

бражеиие а не sшляетсн взаимно однознаqным па ~1. 

1.7. Рюэлевский вариант теоремы П - Ф [ 1 0], [ 11]. Пред
rюложuм, ЧТО сдвиг а: !.1- ~~~ nережещuвает, q> Е fГА n 
П С (1:!), а L = L,~- определенньtй вьtше оператор. Тогда 
существуют константа А. > О,. фуюсция lt Е С (~;t), tl > О, и 
мера v Е М (L.:A), для 1(0Торых Llt =М, L •v = J,v, v (h) = 1 
и lim/Jл.-mLmg-v(g) · h iJ =O дл.'l всех geC(L.:!). 

т~<» 

Доказательство. Так как L -nоложительный оnератор 
н Ll >О, то G(f1)=(C!!(l))- 1L'~e:M(~A) для f.!.EM(~_t). 
Напомним теорем у Шаудера- Тихонова ( с м. Данфорд 
и Шварц, Линейные оnераторы, т. 1, стр . 423): ГIУС1Ь Е-не
пустое компактное выnуклое подмножество локалыю вы

nуклого топологического векторного тrрuстраиства; тогда вся
кое непрерывное отображение 0: Е Е имеет нелодвнжную 
точку. Сог.нсно этой теореме. существует такая мера 

v е М (k:;t), что О (v) = v. Отсюда получаем, '!ТО L .,v = 'А,у 
с Л> О. 
Мы докажем теорему 1.7 нрн помоши ряда лемм. Пусть 

Ь >О и а Е (0, 1)- любые константы, такие, что vark <р ~ 

~ lю.:е для всех k ~О. По.rюжим Вт= ехр ( L 2Ьа") и pac
k=mtt 

смотрим следующее множество функций: 

Л-= {f Е С (ZA): f ~О. v (f) ~ 1, f (=-) ~ Bmf (~) 

nри xi = ~ для всех i Е [0, т]}. 

1.8. Лемма. Сущесз·вует такая фующия h Е; А, что Lh = 
- "лll и h >О. 

Доказаrельство. Провериы, что л.- 1Lf Е Л при f Е А Оче
видно, ').-IЦ ~ 0 И 

v(Л- 1Ц)= л- L~v(f) =v(f)= 1. 
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Предnоложи:-.1, что х, = х; nри t Е [0, т]. По опреде.'!ению 

Ц (х) = L еФ <Г~>f (jx), 
- i -

где су~rмированис идет no всем j, для которых Ai.co = 1 1). 
Д;ш х' приведениое выражепне содержит те же j; так как jx 
и i3,' ~меют одинаковые координаты на местах от О до т+ С 
nолучаем 

еЧ' <f~\f (!~)::;;;;:; e'f (/~')iam+ IBm+lf (jf) ~ Bmвfj) <J:_'} f (i~') 

и, 3Начнт, 

Lf (х) < BшLf (~'). 
Рассмотр11м любые х, z Е l:X. Так как А м> О, существует 

такое !!.'Е u-лr~, что У:; -z0. Для f Е А имеем 

Lмf (~) = ~е ~м~ ехр (:ta1 

q~ (okiL)) · f {[L) ;а. 
~ e-M ~'fl. f (!!_') ~e-MПII'II . Bolf ~). 

Пусть К= l.ме\Ф· IВ0 • Из 1 = v(л-·иU1f);;;:, K-•f(z) нахо

дим, rJTO llfll ~к. так что z было nроизво.>rьным. Из v{f) = 1 
следует, ЧTfJ f (z) ~ 1 для некотороl'О z, " мы получаем 
inf 1.-м L ~1f ~ к-Г: 

Ec.rrн х1 = х; при i Е \0, т] и f Е Л, то пр1r т --.. оо, nо-

скольку Вт--+ 1, имеем 

1 f (~)- f (~) 1 ~ (Brn- в;;; ') 1\ ~О. 

Таки:о.t образом , А равностепенпо иепрерывиfJ, и, значит, 
по теореме Арце.'lа- Леколи компактно. Так как 1 Е А, А не 
nусто . Примсииn теорему Шаудера Тихонова к Л-'L: А~А. 
находим /1 Е Л: Lh = Лh. Более того. iпf h = Jnf л-мu·fh ~ 
;;;;:: /(-1. о 

1.9. Лемма. Существует 1·акое 11 Е (0, J), ч.то длл f Е Л 
UAICC,It A,-MLMf='l)h+(l-1'\)f' С f'E:A. 

Лок.азательство. По.l!ожим g = J..-MLMf- 'l)fl, где !l будет 
определено ннже. При ТJ IIIt / 1 :;:;;; к-1 nолучаем g ~О. Предпо
Jюжим, •Iro Х1 = -~ нри ncex i Е [О . rn). Мы хотим выбрать ТJ 

1) Здесь Cii~BO••oм jx обозначева nоследовательность {y"J;i:Q, где 
!J~ = j ,, Yn = Xn-1 nри n- ';:3 1. Аиа.rrоrичныit c:.r:ыc.'l 11меет встреч;~,ощ••йся 
далее симво.~ it . .. j,!;- Лptut. ред. 
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так, чтобы выполнялось неравенство g <_:) ~ В ".g (~) или, 
иначе, 

1) (Втh (!')- h (9) ~ В,nl. -М L мf (:!_')- J. -м Lмf <Э· (•) 
Выше было показано, что Lf1 (х) ~ Brn+leьaln+!Lft (х') ~ 

т - -
~ В".+1еЬа Ц 1 (х') для всякого ft Е Л. Применив это к f1 == 
=Л -.'ri+ILM-If. -получаеtо! 

}.. -мL 111/ (~) ~ Brn+leьam'A. -М Lмf ~). 

ДaJiee, h (х) ~ B;/h (х'), так как lt Е Л. Для доказательства 
неравенства ( "') достаточно поэтому получить, что 

"l (Brn- В;;; 1 ) h (_::')~(Вт- Вт+lсьаm) J. -мLмf (~') 
или 

11 (В". -В;;.') 11 h Н ~(в". - Bm+leьam) к-'. 

в 1 Ьo.rn 
Существует такое с, что JJОгарифмы LJИСеЛ т, в;;, и Вт+ lе 
при всех т лежат внутри отрезка [-с, cJ. Пусть u1, u 2 - та· 
кие nоложите.1ьные константы, что 

и1(х-у)~ех-еУ~u2 (х - у) при х, ус=[-с, с]. х>у. 

Для справедливости ( *) достаточно, чтобы 11 > О удовлетво· 
ряло неравенству 

'1'\ 11 h 11 щ (log Вт+ log Вт)~ K- 1u1 (!og Вт- log (вт+/'ат)), 
HJIИ 

или 

'111 h 11 u2 ( 4bam+'/(1 - tt)) ~ к- 1u,ьат, 

Т)~и1 (1-tt)(4aи2 lllt !IK) -1 • D 

1.10. Лемма.. Существуют татсие констт~ты А > О и 
~ Е (0, !), ЧТО 

iл -ncr -~~~~ A~n 
при всех f Е А, n >О. 

Доказательство. Пусть n=Mq+r, O:<r<M. Из 1.9 и 
Lh = Лh по индукции получаем, что для f Е Л 

'A.-MqLMqf=(l-(1-'t])q)h+(l-1)}qf~, 

где f~ Е А. Из 1 ~~~~К с.ледует, что 
jj~o,-MqLMqf- hjj ~ (l-11)q (l!h 1! +К) 
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}t 

где 

A-=(1-'11)- 1 (11/:II+К) sup llл.-'L'~. 
Os<:;r<M 

~M=]-'Yj. 0 

1.11. Лемма. Пусть ~,={feC(~~): var,f=O}. Ес.ш 
FE!\.., fEW" f~O и fF =;J=. O, то v(fFГ 1 Л-'L' (!F)eA. 

Доказательство. Предподожим, что х, = х; прн i Е [0, m]. 
Тоrда 

L' (fF) (~) = 

= I exp('f.1 

q>(okU1 ... j~{J))tu~ ... j,~)F(j1 ... j,~), 
/1 ... ''= k-0 

где сум~iировапне распространяется на всевозможные наборы 

снмволов j 1 ••• i, д.1шны r, для которых j 1 ••• ;,~е: ~~. В вы
ражепин для L' (f F) (х') совокуnность наборов i1 ... j, будет 
та же самая. Да.'lее. f (/1 ••• /,~ = f (i1 ••• j,{). так как 
fE~" 

и 

q>(crk(j1 ... j,~)~q>(crlt(j1 ... j~'))+varm+r-tCJI• 
Вс.IJедствие того, что 

каждый член в приведеином выражении для С (fF)(~) не 
больше, чем соотnе..-стпvющий члеи для L' (f F) (х'), умножен· 
ный на Вт. Отсюда L' CfF)(x) ~ BmL' {fF) (х'), -

Остается показать, что v (fF) > О. Рассужлая, как npn 
доказательстве 1.8 (с L' (f F) вместо f), nолучаем 

?.' 'V (f F) = "' (?.. -мLIIf+r (fF)) ~ к-ILr (f F) ~) 

nри любом z. Но из fF(w) >О для некоторого w следует. 
что L' (f f) (cr,.~_) > О и. значi1т, v (f F) > О. О -

1.12. Лемма. Для f Е <'С/,., F Е Л и n~O 

li л -п-г L'нг ({F)- v {fF) ь jj ~ Av (1 fF 1) ~'\ 
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lim llл -mL mg- v(g) hil= О. 
n-+oo 

ДоtЩзательстео. Заnишем f в виде f+ - Г, где f+, Г ;?:О 
н f+, Г Е~'. Имеем 

~ }., -n-r L n+r (f± F)- 'V (f';, F) hil~ Av (f± F) ~п. 

При f=F ::s О это очевидно; nри fJ:F Ф О мы применяем .пем· 
мы 1.11 н 1 .10. Из этих не равенств вытекает nepnoe утверж
дение леммы. 

Для задаиной функцнУJ g и Р. >О можно rraiпи таl{ое г 
н такие ft, f2 Е W,, Ч'!'О ft ~ g ~ !2 и О~ f2- f, ~е. Так как 
1 v (f ;) - v (g) \ < е, из первого утверждения леммы с F = 1 
при достаточно большом т подучаем 

Так как л-mLmft:::;;;,'J..-mLmg<,л-mcпf2. 

~д.-mLmg-v(g)h \l <г(l +lfhll) 
ПрИ бО.'iЬШОМ т. 

С. Построеине rнббсовских мер 

По-nрежнему предполагается, что <рЕ9'А nc(~!) н v,/2, л. 
те же, что в рюэлевСI{ОЙ теореме Перрана- Фробениуса. 

Тогда !J.=hv- вероятностная мера на ~~; по определению 

~ (f) = v {hf) = ~ f (:9 h (~) dv. 

1.13. Лемма. t\Jepa ~L инеариаrtтна отпосительно едеига 

cr: ~1 ~ ~1. 

Док,азательство. Мы должны доi<азать, что !J.(f) = ~t(f • и)_ 

для f Е С(}:~) . Отметн!l·l, что 

((Lf) • g) (х) = L e<r Vi.> f (у) g (х) = 
- f! E O-I! - -

= L elf><~Jf (у) g (и у)= L (f • (g о cr)) (х). 
-1 - -

Q C U ~ 

Отсrода nолучаем 

11(!) =v(Jtf) = v(Л - 1Lh · f) = 

=Л - lv (L (h · (f о cr))) = J.. - l (С») (lt · (f" и))= 
= v (h · (f о cr)) = 11 (f <> cr). О 
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Так как ~-:но сr-иt~варнантнап мера на ~:t, существует 
естественный сnособ nревратнть f.1 в меру на :Е А· Для f Е С {I'..A) 
определим f* Е С(~!) формулоА 

t• {xt}?:0 = min {f (Jl): у Е ~А• Yt = Xt при всех (;~О}. 

От~е·rнм, что nри т, n ~О сnраведливо иеравенство 
11 ({о cr11)• о am- (f о cr"+m)• ll ~ 'iЗГ n f. 

Отсюда 

1 f.1 ((i Q апп - f.1 {(f о о-n+ т)•) 1 = 
= 1~-t {(f "an)• о am) - !J ((f о an+m)} 1 ~ var"' f, 

а var n f стремится к нулю nр н n-+ оо, так как f неnрерывна. 
Знаqнr, р. (f) = lim !J ((f о ин)•) существует по критерию Коши. 

n_.oo 
Нструл.ио nроверить, что р. Е С ~А)•. Из теоремы Рисса об 
общем виде линейного функцианала следует, что ~ аадает 

вероятностную меру на 2:.А, которую мы обозиачнм череэ J.L, 
не оnасаясь возможной двусмыс.'Jенности . Отметим, что 

il<fQa)= Iim !1{(/ oon+l)")=IJ.(f), 
п-> ~ 

т. е. jl- зто а-н!{Варнантный фунrщионал. Кроме того, j:i. (f) = 
= ~t(j) нри f Е C(t! ). 

Наномним, ч о мера ll называется эргодическоu, если для 
всякого борелевекого множес1ва Е, таJ<Ого, что Е- cr-1E, 
!l (Е)= О !МИ 1. Мера ll называется ttеремеищвающей, если 

lim 1-L{E ПО'-"F)= ~L(E) • ~-t(F) 
rt~DQ 

для тобых борслсвски.х множеств Е и F. Ясно, что из nере
мешивання вt..нскаст эргодичiJость, н обыqным образом пока
зьJВастся, по ус.'IОВни неремешнвания достатО'JНО rтроверять 

д.IJЯ Е н /~из базы топологии В<l l:A. 

1 .14. Предложение. Мера 1.1 ttepe.llteuщвaющaя относительно 
а: ~л ~ ~A-

m -1 

Доказательство. ОбознаtJИ!I'! Sт<р(х) = L <р (d'x). ПусТь 
- k- 0 -

f, ge:C(~~). По индукцни убеждаемсп, что 
(L mf) (х) = L eSm'f' (~)f {У)-

!!. (/-/71~ -

При это:о..1 

({L"'f) · g) (~) = L e8mФ <i>f (у) g (о"' у)= L т (f · (g о am)) (х), 
_n1 - - -

~.;;о ~ 
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Положим 

Е={м_е~А: Yt=at, r~i~s}, 

F= {_!!Е ~А: Yt =bt, u~i ~ v}. 

Так как 1.1.- это сr-инварнантная мерн, nри проверке усп:о
вия перемешивания можно предполагать, что r = и= О. Мы 
хотим подс•tитать 

!-'(Е П cr-np) = J.L (ХЕ ·)'.,,-пр)= J.L (ХЕ • (XF 0 а")) = 

Далее, 

== '11 (h'f.E · ('lp " С711)) = /.. - "JJ•nv (h'XE • (Хр 0 0
11
)) = 

= v (А. -пLп (lrx,E · (XF а cr"))) = v (1. -пL п (I~XF) · Хр). 

~ J.L (Е П IY-np)- JA (Е) J.L (F) 1 = 1 J1. (Е П cгrrF)- v (Jtx11) '' (hr.,p) 1 = 
= 1 v((A. -пL 11 (/l'Хв)- v (hХв) h) 'lp) 1 ~ 

~ JJ!. -пс (hХв)- v (hXE) h Jl v (f). 

Так как xc- E ~s. иэ леммы 1.12 с.lJедует, что при n ~ s 

1 л-п LГI (hхв) - v (hXE) 1~11 ~ AJ.L (Е) ~n-•, 

где ~Е(О, 1). Отсюда nодучаем прн n.~s 

1 JA (Е П о-пF)- J.L (Е} !J (F) j ~ А'1.1. (Е) 11 (F) ~п-$, 

где A'=A·(infh)- 1
• Значит, !!(EПcr-"F)-+I.J.(E)·~-t(F). О 

00 

1.15. Лемма. Пусть а= L vнrk<p <со, Если ~ .. !!..Е 2:А и 
k-0 

xi = У1 при i Е [0, т), то 

1 Srn<p (!_)- Sm<p (JL) 1 ~а. 

Доказательство, Опредетrм !J.', положив 

1
, = { !ft при l ~О, 

Yt х1 nри i~O. 

Так как q> е С(~~). <р (~![') = 1Р ( cr11JL) nр н k ~О. О1·сюда 
m-1 

1 Sm<p (х) - Sm<p (у) 1 ~ L 1 q> (<111х) - q> (IY!ty') 1 ~ 
- - k-0 - -

171-1 

~ L varm- r-kq>~a. D 
k•O 

Закончим теnерь доказате.1ьство теоремы 1.4, 
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1.16. Тоорема. Мера !J. явллm·ся гиббсовск.ой мерой, соот. 

8е1"СТВующей фуюЩUU ~Е g:'A ПС(~~). 
ДоказательсТf;ю. Пусть Е= {yel:A: у,= Xt п рн iEfO, т)}. 

+ - , -т 
Для всякого z Е ~А существует не более одного у Е о z, 
такого, что J/Ё Е. О'Гсюда, используя 1.15, получаем -

L т (hХв) (z) = L eSm'f 1Y.11z (у) У.в (у)~ e5
m'f' (.9 • еа ·111:11 

-т - ....,. 
!!,Е О' ~ 

и, значит, 

~(Е)= v (hx~·) ="А -mv (Lm (hхв)):;:;;; i.. -meSmQI <~IeaJ! h 11. 

Так н м образом, можно положить с2-= еа 11/zll. С другой с;о
роны, для всякого z Е ~1 существует по краАнеА мере одно 
такое !!..'Е а-пr-м~ . Что у_' Е Е. Отсюда 

Lm+M (h"'.E) (~ ~ eSm -rм.!fJ<~t')h CJO ~ e-M I/QI II-a (inf /t) esmrp<:> 
н 

J.l (Е)= ').- m-Mv (L m+M (hxa) ~ СtЛ. -meSm!41 ~. 

rде с1 .... Л. -ме-м ~ФII- a. Мы доказатt неравенства нз 1.4 для 
мер uнлнндрических множеств прн Р = log Л.. 

ПредпоJJожим теперь, по J..l.'- иекоторая: другая мера, 
удовлетворяющая неравенствам нз 1.4 с константами с~, с~, 
Р'. Для х Е l:A положим Em (х) = {у Е :ЕА : у;= Xi дЛЯ всех 
i Е [0, т)}. Пусть Tm - такое к-онечное подмножестsо ~А , что 
в nредставлении 'ЕА = U Erra (х) множества Em (х) не ne-

~er111 - -
ресека1отся. Тоrда 

c~e-P'm L e5m'~'<::l~ L 11'(Е (x))=1~c;e-P'm L e8m'~' (:l. 
~ Е-Тт ~E1'm т- ~e.Tm 

Отсюда видно, что Р' = lim ..!...Jog ( ~ esmcp 1~1). То же 
m.-+ QQ tn i..J 

~ETm 

рассуждение можно примеиить к 11; значит, Р' = Р, так как 
они равны одному н тому же пределу. 

Оценки на t-t'(Em(x)) и J..I.(Em(x)) дают нам соотношение 
J..l.r (Е т(:))~ d11 (Е т(~), где d = c~j 1 • Аnпрокснмнруя боре
левекие множества цилиндрическнмн , nолучаем 11' (Е)~ 
~ d~L(E) для всех борелевских множеств Е. В частности, 
~-t.'(E)=O, если J..I.(E)=O. По теореме Радона-Никодима 
J..l.' = f~t. rде f J,JНтеrрнруемз по мере ~t . Применяя сдЕiиr а, 
получаем 

~-&' = G'.f.l, = (f о а) G'*f.L =- (f" G') f.L. 
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Так юж проиаводная Радона- Никодима единстве.нна (с тоr1. 
ностью до миожестn пулевой J.t.-меры). f о cr = f почти всюду. 
Из эрrодичностн Jl следует, что функция f почти всюду по 
мере 1.1 равна некотпрой константе с. 

Из 1 = ~L' (LA) = ~ с d~ =с получаем /1·' = 1-1 · О 

D. Вариационный прннцнn 
Мы оnишем rнuбсовские меры как меры, па которых до

стнгает максимума пекоторая величНII<"~, апа-1огично тому, как 

это де.1алось в .'tемм~ 1.1 . Еспи W= {C, , ... ,Ck} -rазбнснне 
пространства с мерой (Х, ~. Jl) (т. с. С, попарно не- nepece-

k 

каются и Х = U С1 ), то его энтропией называется число •-t 
k 

Ни~)= L (- f1 (CI) Iog11 (Се)). 
l-1 

Если f11)- другое коиечное разбиение, то по опрсде.'Iснию 

~V~=={CtПD( CtE~, D1E.®}. 

1.17. Лемма. H11 (~V~)~H~('6J+H~(q'J), 
Доказательство. 

н~(~ v §>)-н~(~= 
= L (- Jl (Ct n Dt) log 1.1. (С, n D 1)) - L (- ~L (С!) log IJ. (С,))= 

i , 1 l 

r= I (- ~(Ci n DJ) log !! (~t(~t~J)) = 
i, 1 

= ~ L'C·)(-Il(c1 nDJ) lo ~-'-(C 1 nD1)). 
L, ~ \ ' 1J. (Ci) g JJ. (Ct) 
J,l 

Функдня <р (х) ... - х lo~ х (IJ! (О) = О) вогнута на [0, 1 J, 
так как qJ'' (х) <О nри хе (0, 1) (рис. 1). Отсю;tа следует, что 
<р(а1х1 + a!J~)~a1<p(xr)+a2q>(i2) , ес.:ш х1, Х2Е[О, 1], а1 + а2=1, 
az ~О. По индукции получаем, что <р ( ~ а1х1) ~ ~ а1qэ (х1 ) 

~ 1J.(C1nD1) nри Lf' G.j = 1 и а1 ~О. Взяв «е= 11 (Се) н Х1 = ~-< (CI) , пo-

Jiyчae;\t 

~ I.I. {C;)<p( ~J.(~t(~t~J) )~<~> (~ iJ. (С1 П D1)) =<р (~ (D1)). 



Равновесные состоянuя и 3ptoдu•sec~eaл пюрия 

Такнм оGразшt, 

н~, (WV !?l>)- Hu ('Р) ~ L q> (~ (Dj)) = llj\ (У!)). о 
1 

29 

1.t8. Лемма. Пусть {а".}:_ 1 - последоватедьность, удовлет· 

. fa"' _.. + воряюща.ч условия,и т -;;:;- > - оо, a,.+m~a~~ а т при всех т, n. 

т д l . а .. , f f а". 
о е а tm - существует tt раеен n -. 

tn~ o.> т т т 

Доказательство. Зафнкtнруем 'f 
т> О. Пpri j >О запнше:-1 j = km + 
+ n, где О ~n <т. Тоrда 

;т: 

Рис. 1. 

Устре11шв i~ оо, k ~ оо, по.:tучаем 

- а 1 а, 
Jim-. ~-''. 

1 1 ~ т 

-. - al am 
Отсюда lнп-. < inf-. 

J J '" т 

. а 1 ..__ • а т 
Так как l1m-. ~tnf-, 

-~- 1 т т 
получаем, 

что lim а! существует и 
1 f 

а т 
равен inf -. О 

т т 

1.19. Лемма. Ecлll q}- к.оне•аюе pa:?бu.euu.e пространства 
(Х, !8, J.t), а Т- авто11tарфиз.~t (Х, ~. J.t), то существует предел 

h11 (T, q))= lim .!..нll (q; vт- tq;v ... vт-m+lq;). 
tN-+"" 111 

Дока.:ютельство . ПО.10ЖИМ am = HJJ (q> v т- !!Ю v 
T-m-Чm\) ••. V · .Ь. Тогда 

am+n ~ HJJ. (qj V .. . V т-"'+ 1&!>) + 
+ Н 11 (T-"'!!f) V . .. V r-m-n+lfl>) = ат + Gn• 

так как 

а мера 1.1. Т·ннвариавт11 а. О 
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Опреде.'lеиие. Пусть J.Le=Mo(~A) , а <И={V1 , ••• ,U"}
разбиеиие и а цилиндры ui = (х Е ~А: Хо = i}. Тогда s (!1) = 
= h~(a, OU) называется эн.тропаеii по мере 11. 

Нредrrоложим теnерь, что ер Е С(~А) в что а()а 1 .. . а",...,..... 
набор целых rшсел между 1 и n, удовлетворяющий условию 
Aakak+•= 1. Обозначим 

sup S 4f! = aDal ... am-1 па 

и 

1.20. Лel'rtмa. Для функции ер Е С(~А) существует предел 

Р(ер)= lim .!.togZm(ep} (число Р(ер) называется дсимен.ие.и, 
111+оо "l 

соотеетстеующим ер). 

Док.шютельство. Отметим, что 

И:i этоrо следует, что Zm+,,(cp) ~ Zm(cp)Zn(lf!). Деfkтвн· 
тельно, члены в Zm+n (ер) tre nревосходят соответствующих 
членов n Zm(<p) Z" (4р) и, кроме тоrо. Z",(ep)Z-. (ср) может со
держать допо:шнтельные nоложительные члеиы. Мы можем 
nоэrому прнменнть лемму 1.18 к ат = logZт(rp) (отметим, 
что а",;;.. тl!epll) о О 

1.21. Предложение. Пусть ер Е С(~,,), ~LE Мо(~А) о Тогда 

S(f.l) +~ер djl ~ р (ер). 

Докдзательствоо Из ~ ер о ~ d!! = ~ ер dj1 следует, что 
nr - 1 

~ ~ S"'cp dfl = ~ <р dJ.L, где Sm<p (::)- L ер(~::)- Отсюда 
k=O 

s (!1) +С ер d11 = lim ...!... [н" (OU V ... У cr-m+'OU) + 1 SmcpdJ1]. 
j Ift·+<>• т J 

Далее, точки х Е :ЕА расnределены no элементам разбиения 
OU v . . . V cr-m+Iou, в соответствии с координатами х0 • х1 , ••• 
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• ., Хт-1• ПОЭ'ГОМУ 

н". (OU V ... V a-m+1'U) + ~ Smrp df.L~ 

Теперь достаточно устр~мить т к оо . О 

1.22. Теорема. Предположим, f/To сдвиг а: ~ .4 - ~А пере
мешивает, фун.к.ция <рЕ f!ТА а j.I.•P- гиббсовская ,1t.epa, соот
ветствующая ер. Тогда ~IP- Э1'О единственна.~ мера ~L Е 
еМ0 {1:.~), для которой 

s (/!) + ~ rpd!J = р (<р). 

Доказательство. Для задаиного н абора ао .. . am-l найдем 
такое -:, с х, = а1 (t =О, . .. , т- 1), что 

Sm<p(~~)= supao ... om_ ,Sm<p. 

Так как !! = j.l.q~ - rнббсовская мера, 

,_.{~Е :Е А : у1 = u;VO <i < m} 
р ) Е (с 1 , с2} . 

ехр {- т+ Sm!p !: ) 

Сумма мер таких множеств по всееоз~южным а() ... am-I 
равна I, поэтому 

с1 ехр (- Pm) Z 111 (<р) < 1 ~ с2 схр (- Pm) Zm (<р), 
И/IИ 

lm {(/)) Е[с-1 с- •] 
схр (Pm) 2 ' 1 • 

Отсюда следует, что Р (q;) = Iim ...!...log Z,rr (q:) = Р. 
т т 

Ес.:ш у;=Х; прн всех i = O, ... , m-1, то 
m-1 

1 Smcp {Jf)- Sm<p (~) 1 < L 1 <р (cf~)- <р (ak.f!.) 1 < 
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Отсюда ес.1н В= {lt Е ~А: у1 - а; при i =О, . .. , т- 1}, то 
д•1Я хЕВ 

- 11 (В) log 1k (В)+ ~ S 171qJ d~-t ;;;.>-- J.L (В) [log 1.1 {fl) - Sm<p (z)+dJ ~ 
D 

~- f1 (В) [Iog (cle-Pm+Smlf!:!>) - Sm'P (~) + d] ~ 

~ ~~ (fl) (Pm -log с.- d); 

Н11 (CU V ..• V a-m+''U) + ~ SmiP d!J = 

= L (-~-'(В) log JJ.{B)+ ~ Sm<P d!!) ~ L 11 (B)(Pm-Jog сг·d)= 
lJ lJ D 

=Pm-togc,-d. 
Таклм образом, 

s (11) + ~ q; dJJ. = "!~m"" ~~ ( H~t (CftV 

~ lim ..!:_ (Pm- log с 1 - d) = Р = Р (<р). 
т 

Обратное исравенство было доказано в 1.21. Итак, 

S{JJ.Ф)+ ~ <pd~!-=P(q>). 
Для доказательства единственности нам потребуютен две 

леммы. 

1.23. Лемма. Пусть Х- колтактное J.ie7 рическое простран
ство, 11 Е М (Х) а q) = {D1, .. . , D,.} - борелевекое разбие-

ние Х. П редположtыt, что {~111 } :_, - такая rюследователь
ность разбаен.ий, что diam ~т= шах diaш С ----7 О при т -т оо. 

C E '(m 

1 акая последователыюс1 ь разбиений Тогда сущестгуеr 
{Em Е'"} J, ••• , n , Ч ТО 

1) каждый э.1е,иен.т Щ' является объединение,11 э,1емеитов 
разбиения Wm; 

2) lim ~L (Ei 6. Dt) =О при есех i, 
moo+o w 

Доказательство. Найдем такие I{ОЫПактные множества 
Kr, . . . , /\,н что KicD1 н 11(D; \. Kt) < ~. ДJrя б= inf d(K1, К1) t.,. 1 

выберем такое т, что diam W т < 0/2. Объедюшм эле~1енты 
Се.~". в rруппы Е':', • . . , Е'; так, чтоСЕЕ7', ес;ш С ПК;=FСО. 
Поскольку aiam wn~ < 6/2, каждое с Е ~т может пересечься 
не более чем с одпю1 К1 • Присоединим элементы С, не пере-
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секающнеся ни с одним К1 , к любой из груnп Е'Г. Тогда 
Е/11 ;::) Ki и 

!! (E't tJ. Dl) = 1.t (Di " Е',п) + 1.1 (fi!' "D.) ~ s + 
+ !J(x "iQL к~)~(tt+ l)e. 0 

1.24. Лемма. Пpeдrю.10Жtl.lt, что О~р,, ... , Pm~l. s= 
= Р• + ... + Pm ~ 1 и а ••.. , а", Е R. Тогда 

i~ р; (а; - )og йj) ~ S (tog ~tL enl (og S). 

Доказательство. Давное утверждение обобщает ле~~му 1.1. 
Непосредствеиным вычисленнем проверяется, что левая часть 
достигает максимума nри р1 = seai/ 2,: eal. 

1 
Продолжение доказательства теоре.мы 1.22. Пусть v Е 

Е Ма (1:А) удовлетворяет равенству s (v) + ~ q> d'\1 = Р. Пред
положим снача.1а, что '\1 енигулярва по отношению к!!· Тогда 
существует борелевекое J>fiiOЖecтвo В, такое, •1то а(В) =В, 
!J(B) = O, а \•(B)=l . Пvсть <€1'111 =u-Lm::lJ+IGUV . .. 
. . . V си V ... . V um-[mi2JOU. Пользуясu ме-rрикой d~, заклю
чаем, что diarn i'",-+ О. Прн:меннм 1.23 к разбиению 
(Н, Х \В} н найдем множества Em, которые состоя- из эле
ментов ~m и удовлетворяют условию (Jl + v) (Bt:.Em)-+ 0. Та!( 
как мера Jl + '\1 сr-инв<~рн антна н cr•n-нmi21B = В, по.'lучаем 
(Jl +v) (BQ.Fm)-+0, где F'" = u-m+!rn,':tiE"' является объедн-
1 ением 3лементов разбиснвя а-'"+1 си V . . . V си. Так как 

.s- (v) = inf J._ JJ". (UU V . .. V a - m+1UU), получаем 
т 

P=P(~)-s (v) + ~ <pdv~ 
~ ~~ ( Hv (си V ... V cr-"'+'U) -L ~ Sm<p dv), 

ил:и 

mP~ L [- v{B) logv(B) +) Sm<pdv]. 
в s~ v . .. vo- m-J· l.ft в 

Выбрав ~и Е В, nолучаем Sm<p :<Sm<p(::_8) + d на В н, sначит, 

mP ~d + L v(B) (Sт<р(хв) -log"(B)), 
в -

mP:::;; d + L '\1 (В) (Sтq>(Хв) - Jog v(B)) + 
BCFm 

+ L v (В) (Sтq: (х8) -log" (В)). 
ll c. X\Fm · -

2 :J ак. !2З J 
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Применнв 1.24, попучаем 

mP- d ~ v (Fm) log Е expSmep (хв) + 
B<=pn -

+v(X'\.Fm) ~ ехрSт<р(Хв)+2К", 
Dc:X\f' lfl -

где к• = sup (- s log s). Перегруппируем члены: 
O~ so;;l 

- 2К"- d ~ v (Fm) log Е ехр (Sт<р (хв)- тР) + 
Br=Fn1 -

+ v(X \.Fm)log ~ ехр (Sт<р(х8)- mP)~ 
B<=X\Fm -

<v(F"')Iog Е c2\~(B)+v(X'\.F111 )1og L с2 1~(В)~ 
В с. Fm В r=X\1'111 

~ Iog с2 1 + v (Fm) log 1.1 (Fm) + v (Х '\. F"') log ~ (Х \. F"'). 
Прн т-оо имеем v(FmJ-1, J.L(F"')-0, н, значит, предыду· 
шее неравснство невозможно. 

В общем случае запишем vг Е M0 (I.A) в виде v' = ~v + 
+ {1- /3)ft', где ~Е [0, 1), v Е Мо(~4)- мера, синrулярная 
относительно JA., а 11' Е М0 (~А)- мера, абсолютно непрерыв
на и относительно J.<.. Так как носители мер v и !!' не пересе
каются, 

р~, (<р) = ~Pv (ер)+ (l - ~) Р~е (ер), 

где Pv(<p) = s(v) + S <pdv. Предположим, что Pv· (ер)= Р. Так 
как P.,.(qJ)~P н Р~·{<р)<Р (предложеине 1.21), получаем 
Pv{<p)= Рили~= О. Мы только что показали, что Pv(<p)=#=P. 

dv' 
Значит, v' = 11-' и можно записать v' = d!J tJ.. Из инвариант· 

ностн мер v' и 1.1 и единс1·вениости производной Радона
Никодима на множестве полной меры следует u-ннварнаит-

dv' dv' 
яость d!J на этом множестве . Зна,шт, d!J. -константа 

и v' = J.L· О 

Е, Доnолнительные свойства rибб<:овскнх мер 

В этом разделе будет показано, что rиббсовские меры об
ладают еще некоторыми хорошими свойстВ1JМИ . В дальней
шем мы предполагаем, что t~ = /J;j>, r де .ре fF ..,, п 11ТО а 1 ~А 
топологически nеремешивает. 

Два разбиения tP и Q называются е-ttезависимыми, если 

} 1 tJ. (Р n Q) - ll (Р) · 11 (Q) 1 < в. 
PeFQ e Q 
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Пусть qj, """" { ul ..... и п} - разбиение :Е А на множества 

Uj={~E!.A; .to=i}. 
Разбиение СИ назыnае1ся слабо бер~tул/tuевстщм. (относи
те.1ьно cr и 1!), если для всякого е >О существует такое 
N = N (е), <rто разбиения 

9=0UVcr- 1'UV ... va-~CU и Q=a- 1UV ... Vc:гt-rCJU 

е,-независимы rтри всех s ~О, r ~О, t ~ s + N (е). Известная 
теорема Фридмана и Орнстейна (4) утверждает, что если 
OU- слабо бернуллневское, то автоморфизм (а, JL) сопряжен 
сдвигу Бернудлн. 

1.25. Теорема. Разбиение I7U слабо бернуллиевск,ое от~tо· 
ситель~tо гиббсовсt<Ой меры 11 = f1cp· 

Доказательство. Как и раньше, можно считать. что 

<рЕ с c~.t ). Пр в рЕ [jJ и мeel:lf ХР Е~ S · Для Q Е Q получаем ' 
как и при доказате.'lьстве 1. \ 4, ч:то 

I!J.(P П Q)- ~L(P) J.L(Q) 1 ~ A'J.L (Р) 11 (Q) ~t-s, 

где ~Е (0, 1). Суммируя по Р и Q, получаем 

L 1 jJ. (Р n Q) - 1-L (Р) fJ (Q) 1 ~ A'tJI-s ~е 
P, Q 

прн достаточно бо.'!ьшом f- s. О 
Есдн сдвиг u является перемешивающим преобразованием 

отпосительно меры ~. то Jl (f · (g о а"))- fl.(f) · 1-L (g) nр н n -ню 
для непрерывных фунi<ций: f и g (на самом деле для функций 
из L2). В предыдущем доказательстве нсnо.1ьзовалось то, •по 
эта сходимость происходит с экспоиеицнальиод скоростью 
для характеристических функций цнлиндрн•Jескнх множеств. 
Мы покажем, 'ПО эксnоненциальная сходимость имеет место 
для любых функций из fТА· 

Для ~Е (0, 1) оnределим семейство ~а функций f Е 
е С(~.-~) , удовлетворяющих услови10 varkf ~с~" при неко· 
тором с. Тоrда ~а.- банахово nространство с нормой 

11 f lla =llf /1 + sup (cг"vark/). 
11;;;-о 

1.26. Своl!с.тво экспоненциального убывания корреляциА. 
Для заданного а Е (0, 1) существуют такие константы D 
и у Е (0, 1), что для всех f, g Е Yfla, n ~ О 

11-L (f • (g о an)) - 1-L (f) 1-L (g) 1 ~ D 11 f ll11-ll g lla )',.. 

Д ок.аэательство. Для k ~ О и _::Е ~л положим 

Е~(!)= ~ Е !.А: Yt = Xi\f l i 1 ~k}. 
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Определим f~t(::}-==I.L(Ek~))- 1 ~ fd~. Тогда 11(fk)==11(f) и 

11 f - f~t 11 < 11 f lla ·а~. Отсюда 
~~tc:> 

111 (f • (g о а"))- 11 (f) 1L (g) 1 .<11-1 (f~ · (g,. о 0'
11
))- 1.L (f~t) 11 (g,.) 1 + 

+ IIL ((f - f k) · (g 0 ~)) 1 + 1 ~~ ({ • ((g- gk) 0 11
11
}) 1 ~ 

<II.L (f.t · (gk 0 О'"))- IJ.<fи) · !.L (gk) 1 + 2ak 11 f llall glla· 

Функция f k измерим а относите.пьно разбиения 9' ={Е я (х)}х, 

т. е. f~t= L ap'f.p. То же верно н для gk= L bp'f.p . От;-юiа 
Ре {!' P s J!> 

111 (f:.. (gk о а"))- f1 (fk) !А (g~r.) 1 < 
< L ]apbQII~t(PЛ<г"Q)-!.L(P)IJ.(Q)!< 

Р. Q e JI' 

< Jl f !1 • 11 g 11 • A'~n-2k < 
~ 11 f JIG ·11 g 1/а • A'~n-2./t· 

Положив k = [n/3], мы по.11у •tаем требуемый результат с v = 
= шах {а''•, p'h} . О 

1.27. Центральная nредельная теорема. Для велкой фун./С· 
t~uu 'iJ Е :Т л существует такая коliстан.та а = cr ( \jJ) Е [0, оо), 
что 

r 

1.1 {х Е ~А: п-'1• (Sn'Ч' (х) - rt /.1 N)) < r}-+ . ~ ( e- x'l2a' dx. 
- - av~ ] 

-00 

При cr =О сходимость и.меет место для r-+ О, а правая часть 
берется равной О при r < О u 1 ttpu r > О. 

За.wечан.ие. Мы не прнооднм доказатеJJьства, отсылая чи· 
та1е.'Iя к работе М. Ратнер [l ЗJ. ИН1ересно знать, когшJ 
<r(Ч:) = О. Это имеет место в то•rности тогда (см . [1 3] ) , когда 
уравнение 

имеет решение ц Е L2 (~-t)· Интересно, что о случае, 1<0rда 
1 акое и существует, можно н ан и н и Е (7'11, так что lj; гомо
логична константе. Соответствующее рассуждение носит 
слишком косвенный характер, н было бы же.~ательно fJЭйтн 
хорошее прямое доказательство . 
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1.28. Теорема. П редположtо.t. , что сдвиг и: ~А- :ЕА паре
,иешивает и <р. ~~Е [У",1 • Следующие условия эк.вивален.ТJtы: 

(i) JA ijJ = J.tф; 
(ii) существует так,а.<r. кон.станта К. 'tTO Sт<p(::_j - Sm"Ф~) = 

=т/(, erлu только х. = crmx; 
(iii) существуют констан.-;а К и фут1.ция и Е f!F А ' такllе, что 

<р (х) = -ф (х) + /( + tt (crx) - и (х) при всех х; 
(jv) суЩестеуЮт константЫ. 1( и I, такие , 1iTO 1 Sm<p (х) -

- SmФ <:9 - тК 1 < { при всех ~ и всех т > О. -

Если эти условия выполн.яюrся, то К= Р (r.p)- Р {'Ф). 

Док.аэательсrво. Имnликация (i i i)~(iv) о<tевндна, а 
(iv) ~ (i) доказывается точно Та!< же, как .~смма l .S. Пред
положим, что !l:r = I"1Jз и a.onx = х. Иэ оnределения гнббсов-
ской меры н равенства ,_.,~ = _ц,~ получаем 

ехр (- р (<Р) 1 + s,~p (х)) 
eJ\p (- р ('Ф) j + SJIP (_:)) Е (d!, d2], 

где d1 > О, d2 не зависят от~ и j. Это эквивалентно Т()Му, что 

1 S1r.p(_~)- Sj-ф ~)- j(P{<p) - Р ("Ф)) 1 ~М 

для некотороrо М, не заnисящеrо ()Т j и х. Ес.лн а"'х = х, то 
для j = km имеем S ;r.p (..:: ) = kSт'f!(~) и - - -

М> k ISтr.p(~- Sm\lJ(~)- m(P(ff!) - Р(-ф)) /. 

При k---+oo nолу•rаем (i i ) с К= Р(Q'))-Р(-ф}. 
Пусть renepь сnр<шемнво (ii). Чтобы доJ<азать (iii), нам 

nотребуется с.'Jедующа я С1'а ндартнзя ,1смма . 

1.29. Лемма. Пусть Т : Х-+ Х- топологu•tес1щ тртtзиrив
н.ое н.епрерывное отображение lСОлтак.тного .«етрического про
стран.ства; существует такая То'иса х Е Х, что 
если И '=1= 2i -открытое ,щюжестsо и N > О , то Т"'х Е и 
при х.ек,ото ро.'<' n ~ N. 

До/Сll.зательство. Так как Х- nространство, удовлетворяю
щее 2·И акснпме счетностн, его топо:югня имеет базу и1, 
V2 •... _ Веледетвне траюитивностн открытое множестnо 

V;, N = u т-пи/ 
п;s.N 

п.!Jоп-ю в Х. Пп се()ремс Бэра о категории существует 

хЕ n v,.N· о 
f. N 
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ПродоJJЖИм вывод (iii) 11з (ii) . Пусть х- точке~, которая 
существует согласно лемме для Х--: rA, Т= а (перемеши· 
ванне сильнес транзитивности). Попажим 11=<p-'I\J - KE 
Е g:-A· Положнм r- {atx: k ~О} 11 опреде,1НМ функцию 
и: Г-+ R равенством -

k - 1 

а (а~х) = L ч (а1 х) . 
- i-0 -

Так как l' пJIОТво в ~-~. Г должно быть бесконечным множе· 
ством (за исклюtiеннем тривиального случая, когда 1:,~ вы
рождается в точку) и, значит, х-не nериодическая точка. 

Поэтому а~х =F а"'х nр н т;/= k ;-фун1щия и корректно опре
де.'lеНа на f. Оценим var,(a \Г) . Предп,)Jiожим. что у= akx 
и z = amx (rn > k) совпадаЮ'!' на местах от - r до ;: Torдl:; 
х"~• = xn;:;:.s для всех 1 s 1 ~г. Зададим !!!_Е ~А равенством 

w1 = Xt при i .... t (mod т - k) , k ~ t ~т. 
Тогда a'"--"w = ш и координаты точек w и х совnадают на 
местах от k .=._ r До m + r; значит, <11 х. afw совnадают на мес-
тах от k - r- j до т + r- ;. Дa.'lei," -

IЛ -J 

и (z)- и {у)= 2: ч (o-lx). 
- - 1-k -

Веледетвне (11) 
m -

L ТJ (a1w) =О. 
1-k -

поэтому 
m-1 

J и (z)- и (у) 1 ~ L 1 '11 (а1 х)- 11 (o-1w) 1 ~ 
- - l~k - -

~var,'l]+var, .,. I'IJ+ ... +vaг,+t11+varr11~ .., 
~2 2: varj ТJ· 

s=r 

Так как 1) Е fТ 11 , vзr5 fJ ~ са• при векотором а Е (О, 1) н 
00 

var,(~tiГ)~2c Ia'= 1 ~а а.' . 

Таким образом, и равномерно непрерывна н а Г н, значит, 
продолжается единственным образом до непрерывной фуик

цнн и: ~А= r-R. Так как var,a = var,(иlr), UЕ f:Гл. Для 
ZЕГ 

и (а~) - и~) = Т1 ~) . 

и это равенс1во расnространяется на ~А по неnрерывности. О 
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НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

По поводу rиб!'kовсЮ!х состоl!ниll н стsтястической м~ханикu мы от
сылаем читвтепя к юшrе Рюэпя [9) IJ работе JJ:~нфорда Гб]. О[lрсделенне 
rиб6совского cocтolнtllя в статисти'IЕ?СI<оii механике не совпадае1' с тем , ко
торое мы дали в л . А. Гкббсовские состоянttя опредетнот<:я там дJtя более 
широкого класса функций <р, и наша теарем.а пр11 9ТОИ соответс1'вует тео· 
реме статистиqсской Ъ!ехаиики о едtшственности ntб~овскоrо сосrояння 
ГЗ], [10), [б]. В этих статьях рассматрп~ается nространство };n в аТJ!ИЧНе 
от несколt.ко более общего Zл. Доказательство теоремы 1.4 для .Е~ содер· 
жurся в работах (2]. [tl], [12). 

Варnацконное свойство (1.22) rиббсовских мер J.lф nокаsа.11и JJэнфорд 
н Рюэль (7) в ~:~tучае !.rt. Длп ~. доказательство можно нaltT!I в [2) HJJIJ 
(11]. Мы следовали доказательству из [2), которое в свою очередь осно· 
вано на докаэате.'IЬС1'ве Адлера н Вейса [1 ] теоре~tы Перрн (теорема 1.22 
с lj) = 0) . 

Условие с.nабой бернуллиевостн ( 1.25} в случае ~,.. первt>~м провернл 
Г.алавоттн [5] . На с.nучай ~~ его яеэавискмо расnространили Вунимовнч. 
Ра rнер, Рюмь в автор этой работы . Теорема 1.28 заимствована 1rэ работ 
Лившаuа [81 11 Сшш1 [12] . Теорема 1.26 содержнтса в [11). 

Рюэль дал доn докаэательС1'ва аналоrа теоремы Перрона- Фробе· 
Нltyca О двух раЭJШЧ!\ЫХ С.'lучЗЯХ [10] , (11). М.ы 'laCfH'UiO IJСIЮЛЬЗОВЗЛJI 
оба эти доказательс1'ва. 

[В Аоttолнение к nрttведениому списку .литературы t~tOЖIIO рекомевдо· 
в;нь обзор [14), в котором знaчltre.qьJ!oe место уделкстси эргодической 
теории rладюtх динаDJnческих систем r1tnерболическоrо типа н СIIЯЭЮ[ зрrо
дн'lескоii теории со статнстнческоii мехnttикой . В частtюстп. тоtюлоrнче· 
ские цеш1 i'о•\аркова 11 гиббсовские :иеры рассматриваются: n § 3 гл. 2 этого 
обзоеа. 

Q lо!етодах CИII!BOJJ ИЧecкoJ1 ДИ!IDh!lfKИ, О ТОПОЛОПIЧеСКIIХ :1\ЗрКОВСКИХ Не· 
rtяx н о6 их применении в теории динамnчсскiJХ систем см. книгу [15], 
которая содержит также обшнрнь А список литера•уры. - Ред.] 
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2. ОБЩИЙ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ ФОРМАЛИЗМ 

А. Энтропия 

В § 1. D мьr определи.'!Н qисло f1p.(T, Е!}) в случ<Jе, когда 
Т- эндо:морфиз}.t вероятностного простратюва, а '11) - конеч
ное измеримое разбиение. Олрсделим дi/.TfJOГlulo Т no мере !l 
равенством 

где !Л) nробегает всевозможные конечные разбне11ия . Дока
жем теnерь неско.•1ько лемм, свя~анных с вычнс.'lепи~м эн

тропии . 

Подожим 

Н 11 (~ lq)) = Н1, (~ \f ~) - l/11 (S'Ь) = 

_ "' "'ll (C1nD,) !•(C1 ()D.) 
-- '--' f.L (D;) '--' !1 (Di) log ~ (Di) ~ 0. 

1 i 

Из .r~еммы 1.17 следует, что H11 (Wj!l>)~ Н 1~(~). Будем nи· 
сать W с q), есди каждый элемент разбиения rl яnляется 
объединением э.чементов разбиения Ю. 

2.1. ЛеммА. 
(а} H11 ("ii~)~H~(W ! 8), ecлrJ. q;~[ff ; 

(Ь) Н11 (~ I .Ф) = О, если ~ :J ~; 

(с) Н1• (~ v fl) 1 ~) ~ fJJ!. (<&' 1 $) + H!l (~ 18); 
(cJ) Hllo (W) ~ Н11 (.®) + f/11 (~ l.:i>). 

Доказательство. Положим q>(X)- -х log .х. При этом 

"'" (!l(C1nD,)) H11 ('0'I~) = L'--'i-!(D;)q> J~o(D;) . Так как gc_11). no· 
f i 
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сJ1еднее выражение можно переnисать в в1ще 

Вследствие 13оrнутости ~ (см. доказательство леммы 1.17) 
имеем ~ (L а1х1) ~ L, at<p (.t1), где 

Утверж 11ение (Ь) с.~сдуст нз того, ч о W V 1/) = f!l) при 

!Ю => W. Утверж,1енне (с) с.1едует нз соотношений 

Hll (?; V $ 1 cif) = 

- Н~ (~ V f!l) V Ф)- Н11 ( &JV ;g) + Н~~ (1/) V Ф)- Н~(~)= 

= Hjj,(<ll i1!J v Ф) + HIAUV I .t)~ 

~Н~ (W I Ф) + Н11 (11) l.t). 

где неравенство вытек~н:~т нэ (а). Нако11ец , (d) следует из 

н IJ (~) = HIL (W v ~) - н 1.\ (!Ю 1 <l?) ~ 

~ HIA (W v q}) = Hlk (.®) + HIJ. ('€1'1 !l>). о 

2.2. Лемма . Пуст~ 1' - андоморфиз>"А вероятностного про· 
странстеа (Х, ~. Jl), а <& и 1lJ- IСОнечн.ые разбиен.ия. Тогда 

(а) H11 (T-kWI T-k9l>)=H11 (~ 1 ~) nptt k:):O; 

(Ь) I1~ (T , <ll)~ h1t (T, st?)+ H11 (~ i st?); 

(с) h.,_ (т , ({? \f .. . v т-"'fl) = h11 (Т, ~). 

Док.азате.и,с7'fю. (а) Иэ Т·и нварнантности меры ~ следует, 
что 

f/11 (гk~ i Гh95)- f/JJ. ст-L·~ v т-"sю) - Hll cт-flf{)) = 
= H~(<f V ~) - HJJ. (f!/)) = Jli! (~ !1!J). 
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(Ь) Используя лемму 2.1, находим 
H~>(ilV ... vr-m+1<e)<.H11 (q;y ... vr-m+ 1~)+ 

+ н!! ( wv ... v т-nr+J~ 1~ v ... v т-m+lgo) ~ 
т-1 

:<,Н~(~ V ... V т-m+lgo)+ L: Н,, (Т-~ j9l) V . . • V T-m+ l!l))~ 
JcQO 

~Hil(Yl)y 

<. HIJ. (!?l> V 

nl-1 

v т-m+IYI)) + L: HIJ. (1'- k<e 1 т-kq,) < 
11-0 

V т-т+ l~) + mH~ (<e]9l)). 

Разделив обе част11 по.rrучениого неравенства на rn, полу
чаем nри т.- оо 

/tjJ. {Т, '&) < h .... (Т, .®) + Н1, (W 1.®). 

(с) Положим !У>= ro V ... V т-п'&. Тогда 

.!_н., (q; v ... v т-lll +l~)=1.. н,,('& v ... v гm-n+l'&). 
т ~ т 

При т- оо получаем (учитывая. что 111
1~ n - 1) 

~(Т, !l>) = hl-l (Т, i'). О 

2.3. Лемма. Пусть Х- комлактн.ое метрическое прострап
сз·во, IL Е М {Х), е> О, ~-конечное борелевекое разбиение . 
Существует 1·ак.ое б > О, что Н 11 (W 1 !Ю) < Е для любого раз
биения !l), удовлетворяющего условию diam ~ < б. 

Доказательство. Пусть~= {С1, . .. , С,.} . В лемме 1.23 мы 
nоказаJIИ, что д;ш всякого а> О мож .. о найти таi<Ое б> О, 
'!ТО eCJJи diaш9D <б, 1'0 существует разОнение fS = {Ei, ... 
• . . , En} с $, удо1метворяющее условию 

IJ. (EL А С д < а. 
Выражение 

H/l (<е 1 cW) = I J! (El) qJ ( ~ ~~~~~l)) 
1.1 

неnрерывным образом зависит от величии 

J-1(C1nE,) и J!{Et)=~~L(C1 nE1) 
1 

н обращается D нуль прн J.L{C, n E t)= бii~t{CJ). Знаqит, при 
достаточно малом а. имеем H/Jt~l~) < f: . Отсюда вследствие 
2.1 (а) 
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2.4. Предложение. Пусть Т : Х-Х- непрерывное отобра
жение ~ео:.так.тн.ого ,игтрического пространства, 1-.L Е Mr (Х) 
и fl;,.- последовательность разбиений с diam fl),. _".О. Тогда 

hp. (Т)= lim ll11 (Т, ,q),.). 
II ... CO 

Докш1ательство. Очевидно, /1JJ {Т)~ Iim sup hJJ (Т, flJ,J. Pac-
n 

смотрн:.1 тобое разбиение <е. Cor.•Jacнo .qe:-.tMS1.1 2.2 {Ь) и 2.3, 

I11J. (Т, ~) ~ lim iпf h". {Т. fi\). 
fl 

Меняя r:e. nо.лу•~асм h". (Т)~ lim inf hl! (Т, I011). О 

" Гамеаморфизм Т: Х-Х называется разделяющим. траек-
тории, ес.'Jн существует ·1·акое Е> О 1), что 

d(T,.x, Tky)~e nри всех kE Z Ф х=у. 

2.5. Предложение. Пусть Т: Х _,. Х- го~tео,мрфизАt с раз
деляющей коflстан.той е. Тогда hiJ.(T) = hu(T, fl;) при J.I. E 
Е Мт (Х) и diam f1) ~е. 

Дсжазательство. Пусть ,q>,.=T nq) V .. . V ,q> V ... V r-nq;_ 
Тогда веледетвне свойства разделяемости diзm fl;" _".О. От· 
сюда hu(T) = liml!~o~(T,!l>n) . Но /zi!(T,flJ,.)=h~~-(T,q'J) no 
ле-мме 2.2(с). О 

Расс~отрим СJiучай 0': :Zл -+ ~.4 и стандартного разбиения 
rJU ={И! , . . . ' и,!}, где u, = {х Е }':А: Хо = i}. Гамсоморфизм G 

разделяющий, ~t вследствне-2.5 h 11 {cr)=l~11 (cr , tU} д~IЯ JA.E 
EMcr (~.·1) · В§ l мы обознаqали hJ.L.(a, au) qерез s(!J). Так 
как s (~1) = lt11 (cr), nопучае ·1 no оnреде.IJ'еиию /~JJ.(cr}, что число 
s(1-1) заn 11сит только от свойств cr каJ< а втоморфизма npo· 
стравства с мерой (l:A, fд, ~-t} н не зависит от своЙС1'В cr как 
rомеоморфизма и от разбнеяия az.t. 

2.6. Лемма. lz~o~ (ТЛ) = nh1-1 (Т) при n > О. 
Доказательство . Пусть ~ - пекоторое разбиение и ~ = 

= ~ V .. . v r-п+ t~. Тогда 

nh~ (Т, i') = tim ....!2_ HIJ, (~ V ... V т-n.m ·r-l~) = 
111~«> l!tn 

- liш ...!... Н~'- (/5 V т-"~ V ... V r<-т+l)n/5) = 
m~oo т 

-= h~'- (Т11 , ~) ~ h!A {1'11
). 

1) Чнс.11о е нuзываетсl! разделяюи!ей константой rоll!ео.,орфизма Т. 
Пр11.11. перед. 
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1v\еняя ~. noJry•Iacм nhiJ.(T) ~ h11 (P) . С дру1·оА стороны, 
из 2.2 (Ь) и 2.1 (Ь) следует, что 

Отсюда 
h1~ (Тп, W) ~ !111 (Тп. fff ) = nft,. (Т , W). 

hll> (Tn.) = sup hJJ. (1'", W) ~ n sup h11 (Т, r&) = nlz11 (Т). О 
~ ~ 

В. Давле1ше 

В это~ разделе ':!ерез Т: Х- Х будет обозначаться задан
ное непрерывное отображение комnактного мстричесJ<()f() про
странства Х Дл я q; Е С(Х) мы оnределим д<JВ,'lенне P(rp), 
обобщив пос1рое!!и я § I .D . 

Пусть OU - коне<шое открытое нокрытне Х, \У! т ('И)- ~но
жество всех наборов д.'!Нl!ы т, состоящих из элементов nо
кр ытн я Oli; 

.!!_ = Иt0Иi, •.• Иt111 _, . 

Ниже под т nодразумевается т ( U)- число элементов в на· 
борах ~· Оnределим -

Х{~)={х Е Х: TkxEU;" при ll=O, .. . , т-1}. 

Sт<r(!!) = sup {:~: ч>(Тkх): .:t Е Х (~)}. 
В с:1учае Х{~)- 0 no.;r .a raaм Sщср(~) = -оо . Будем гово
рить, что Гс Wm(OU) покрывает Х, если Х =UX (U) . На-

ие:г -

t<Онец, оnределим 

Zm {rp, СИ)= fnf L ехр Sm<P (U), 
г us r -

где Г nробегает всевозможные подмножестьа W т (OU) , no
I{p ывающне Х. 

2.7. Лемма. Предел 
Р {ер , UU) = liш - 1 log Zm (<р, OU) 

nr...,. ~ Jta 

существует а коначен. 

Доказательство . Если Г т с W m (OU} и Г r. с W п (OU) оба 
nокрьшают Х, то 

ГmГr.={UV: С!._ЕГт, ~EГ,,}cWn+m (OU) 

nокрывает Х. Легко видеть, что 

Smнcr (UV) ~ Smcp {у)+ S,1'P (у) , 
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u, значит, 

Поэтому 
Z,.,.+" (q , UU) ~ Zm (<р, CU) Zn (<р, СИ). 

Положим a", =logZт(<p. 'U). Из Zm (<p,OU)~e-"''1 ~> 1' СJJедует, 

что inf а", ~ -ll cp /1 > -оо . Та кнм образом, последователь-
т 

и ость а т у Д()В.1t етвор н ет ус.'Jовиям леммы l-' 8. О 

2.8. Предложение. Предел 
Р (QJ) = !im Р (~р. U) 

дtam ~l-+ 0 

сущесrаует (lio можеr раанятьс11 + оо). 
Доказательство. Пусть "Jf'- открытое покрытне, бо.1ее ме.1· 

кое, че 1 .U, т. е. каждый элемент 1/ Е "JJ' содержится в не но
тором U ( ~') Е "U. Для ~Е Wm ("JJ') по.чожим~ (!')= (J U1 i 0 ) . .. 

. . . И (V•m-J· Если Гт с: Wт {"Jf') покрывает Х, то 0(l'm) = 
={И(~'): VE Гm} с: \f/т(СИ) покрывает Х. Пусть у= 

= y(CUJ = sup { {QJ (х)- <р (у)) : х, у Е U д.'IЯ некоторого U Е 
Е .U}. Тогда Sтq; ( ~ ( !:::_)) ~ Sтч> (!::) +-т'\' и, з начит, -

Zm (rp, OU) ~ Zm (tp, Jl') е"''~, Р (tp , СИ)~ Р (ЧJ, ."JJ') +у. 

Так как для moбoro покрытия r7lf, все "JP достаточно мaJJoro 
днаметра являются более мелкими, •тем qf,, получаем 

Р (fP, OU) - у ("U) ~ lim in i Р (q), У~') . 
dl~пt ~·~ о 

Е ел« diamtU' -~О, то у Cllt) - О н, значит, 

IIm sup Р (ч>, OU) ~ IIm inf Р (q;, 1i0 ), 

dlom 'U-+ 0 dl am 'Р -+ 0 

что и требопалось доказать. О 
В с.луtrаях, когда возмnжиа nутаница, мы будем обозна

чать тоно.1оrнческое давление P(q:) через Pr(ЧJ). 
n- J 

2.9. Лемма. Пусть S,.q; (х) = L fP (Т" х). Тогда Prn (SпfP) = 
k = O 

_:..._пР т {tp) при n > О . 

Док.азател.ьство. Пусть "/!' = fiU V .. . V т-n+tou. М.ежду 
множествами W т(.?) н W mn (Q.t) существует взаимно одно· 
значное соответствие, при котором!:!= И;0И; 1 • - _u,mn-

1 
COJl O· 

ставJ!яется X'=~(=Vt0 • •• Vim- •' rде Vrk=Иt1mП T- 1Иtkn+ 1 П ... 
• . . П Гn+ 1 Utkn+,~- l' При этом Х (~) = Х (Х') и s;;ш<r. (~) = 
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= S~" (Snrp) (у). Отсюда nолучаем 

Z~11 (<p, бU)с:: Z~(S11<p, F') и nPт(<JJ, UU)=Prn(S
11

<p, Ji''). 

Если diam tJU _,О, то diarn "'JP- О 11, значит, ttP т (<р) = 
=P1.n(S11'f!). О 

Сформулируем теперь первый интересиый результат npo 
даВJtение Р{<р) . 

2.10. Теорема. Пус1·1, Т: Х _.. Х- непрерывное отображение 
компактпого .мегриrtеского пространства и <рЕ С(Х). Тогда 

hy..(T) + ~ q;dJl-~P(\p) 
длЯ- всякой мерь& J.1 Е Mr (Х). 

Для наqа,11а кам потребуются две леммы. 

2.11. Лемма. Предttоложи.м, что 9)- борелевекое раэ6ие
ние Х, тatroe, что всякал тоrtка х Е Х содержи1'Ся в замыка
нtш не более •tем М эле.ментов !D. Тогда 

Докааательство. Пусть 6U- конечное открытое покры
тие Х, каждый элемент котороf'о nересекается ие бо.rтее чем 
с М элементами Ю. Пусть Гтс Wm(бU) покрываеr Х. Для 
ВсЯКОГО В Е !Dm = !lJ V .. . V T- m+l!l) выберем такое ХвЕВ, 

ЧТО ~ S171qJ dp ~ J1- (В) Smq> (х8). При этом 

ll~ {Т, ~) + ~ <р dJJ. ~ 1~1 (Ну. (;'D"') + ~ Sm<:i> dl! ) ~ 

~ ~ L J! (В) (- log ~t (В)+ Sтq>(Хв)) ~ 
в 

~ - 1
- log "" ехр S".<p (х8), т L.... 

1J 

nоследиее no лемме 1.1 . Для всякого хв выберем такое 
Uв ЕГт, что хвЕХ(Ив) . Кратность отображения В-~оГт не 
nревосходит М"'. Из S".<р(хв) ~ S".rp(~в) nолучаем 

h .. (Т, ;'D) + С q> d~ ~ - 1 
log " м т ехр Sm<J> {И)~ ~ J т L.... -

'~"'гт 
1 :s:;; log М+ m Jog Zm (<р, OU). 
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Переходя к nределу си а чала при т- оо, а потом nри 
diam OU- О, nриходим к требуемому иеравенству. О 

2.12. Леммn. Пусть .54- коне'tное открытое noкpt~tтae Х. 
Для всякого n > О существует такое борелевекое разбие
rtие 5lJп пространства Х, 'tro 

(а) всякий але.иент D из !Юп содержится в неко1·орщt эле
менте T-"st при k =О, ... , п-1; 

(Ь) не бодее че.ч n! st 1 злементов !i)" и.м.еют общую 
точку. nрtжадлежащую их замыканuя.Аf . 

Доказательство. Пусть .54= {At, ... , Am} и g1, . . . , gт
разбиение сднющы, подчинеиное покрытию .54. Тогда G = 
= (g,, ... , gт): Х-+ s",_1 с: Rm- отображение Х в (т- t) · 
мерный симrтекс s",_1• Далее, OU = {Ul,· . . , U",}, где U, = 
= {х Е Sm-J: Хс >О},- открытое nокрытие н G-1 Uc с: At. Так 
ка" размерность (srn-1)" равна nm- n, существует такое бо
релевское разбиение q)~ множества ( s",_ 1)'', •rто 

(а') каждый э.rJемент !i[)~ содержится в одном из множеств 

U;, Х ... Х Ис": 

(Ь') не 6одее чем nm элементов $: могут иметь общую 
точку, nринадлежащую их замыханиям. 

Разбиение 1!J,.. = L -t,q>:, r.11e 

L=(G, G"T, .. .• o .. rr.-t): х-(sт_,)" 

удовлетворяет условиям леммы. О 

Доказательство теореАtы 2.10. Пусть iF - борелевекое раз
биение, е .> О. В соответстzшн с леммой 2.3 найдем открытое 
покрытие .91-, rакое, что H~,~(~j1l>) <е для всякого разбис
ют 1!J, каждый э-'lемент которого содержится в не1щтором 
эле:~-~енте .'>4. Для заданного 1'! > О пусть fff = W V . . . 
. . . v т-п+l~. а Sl)" то же, ЧТО в лемме 2.12. Тогда (см. ДО· 
казательство леммы 2.6) 

h10 (Т, W) + ) <р d!! = 1~ ( h1• (Тп, cr) + ~ S"cp dtJ) ~ 

~+(h,.(Tп,1!J")+ ~S"rpd~)+-;. H11 (cr!q;,.)~ 
1 1 

~ n (Рт" ( Sп!J>) + log n 1 .541) + n HIL (cr J$п). 

r де в nасдеднем веравенС.Тве используется .1емма 2.1 J. Далее, 
п- 1 

f/f1(S'\q),.)~ L flv.(ГkWI~/1). 
%".Q 
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Так l<ак эле:-.1еиты q),. содержатся в элементах ПО!<рытия 
T-1t.:;4 nри всяком k, nолучаем н,l(T-kff71 q)/t) <Е (ввнду Т-нн
вариантности меры р. nокj>ытие Т-"эt играет относнте.~ьио 
разбиения r- 11"& ту же роль, qто d OTiiOCIITCЛbi!O lf?) . Отсюда 
HaXOДJi,\1 

h,,(T, ~) + ~q>dJ.L~ Pr(!J>)+71ognl~l+e. 
При n-+ оо и 6-- О получаем требуемый результат. О 

2.13. Предложение. Пусть Т1 : Х _". Х, 72: У-+- У нenpe-
pulRН.Ыe отображения ком.п.аr:тнщх 11~етрrщес"'и.х пространств, 
:тт : Х _.У- непрерывное сюръектиетое отображение, удооле
тsоряющее условию nT1 = Т2 ~- Тогда 

для <р Е С (У). 
Pr, (Qi) ~ Рт1 (Qi o n) 

Доказательство. Для откры-rоrо nокрытия ril(, простран
ства У нмее~ 

Рт, {q>, 6U) = Рт, (<pon, :'t- 10U). 

К!J к и в доказательстве пред.1ожсння 2.8, nо.1учаем 

Рт , (<p n , :-т.- 1ОU) ~ Pr, (<p<> :t) +у (ЦJ<>rc, л- 10U) . 

Но ес.'!и cliam OU-+- О, то y(q> с л, л- 1'2t) = у (~:р , OU) -rO. Отсюда, 
полагая tliam OU -+- О, по:1учаем 

Pт, {!p}~Pr, (<port). О 

с. Вариационный лрннцил 

Рассмотриы конечное отк рытое покрытне 'UпространстваХ. 
Будем rоворить, что г с \lV~ (OU) = LJ w", (IIU) покрыаает 

т> О 

К С Х, ес,'!и К С U Х (U). Для Л > 0 и Г с w· (Olt) опре· 
и е г -

делим 

2.14. Лемма. Пусть Р = Р (Ф. qj,), Л.> О. ПредпDложим, 
ч.то Z(Г, .Л)< 1 для н.ек.оторого Г, покрывающего Х. Тогда 
л. ~е-Р. 

Дшса:зательство. Так как Х компактно, Г можно выбрать 
м 

конечнюr. Пусть Г с U W т (qJ,). При этом Z (Гп, Л)< 
m= l 
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noлyrraeм 
00 

z {r·. Л)= L Z(Г". Л)< оо. 
n-l 

Зафиксируем неиоторое N и рассмотрим точку х Е Х. Так 
как г nокрывзет Х, ~OЖIIO найти такое и=- ul u2 ... Ип Е Г" 1 

что 

(а) х Е Х (~). 

(Ь) N ~m(!j) < N-/- М. 

Оuозва•1им у• nDднaCi()p нз nервых N символов набора U. 
Тогда 

Обозначиn r,. множество llocтpot'Hиьtx та ким образом набо· 
ров l!_•, полу1Jаем 

i.N L ехр s,.,. rp (U•) ~ max { 1, л. -.11
} e ,\t ПФ11Z (r·. 1.), 

l'н -

илtt л..v.zN(rp,GU) ~ const. Огсюда следует, ч о /"~е-Р. О 

Обозначим б,., единичную меру. сосредоточенную в точке х. 
Определим 

ох. n = п- 1 (б~ + отх+ ... +бтп- 1 ..) . 

V (х) = {!-L Е М(Х): Ох, "_
11 
~ !-! д.rш лекоторой 

после.!lователыtоспt nk - >- оо). 

Из того, ч то Л·1 (Х)- комnактное метрическое пространство, 
следует, что V (х) =F 0. Далее, Рб,.," = бr .• , п и для f в С (Х) 
HMQCM 

/ т·ох,п (/)- бх,п(f) /-= п-• / f (Т"х)- f (х) /~ 2n-1 /l ffl. 
Таким образом, 1/ (х) с: М 1 (Х). 

Пусть Е конечное множество , ~ = (ао, ... , a,t-1) е: Ell, 
О Jределнм меру 1-L~ иа Е раnснетвам 

!!Е {е) = k- 1 • (число т1:1к:и:х индексов j, что щ =е). 

Положим 

Н (а) =- L: IJ.a (е) log J.1a (е). 
- ee!l - -

2.15. Лемма . Пусть х=Х, ~~Е V(x). 6lt - коне'tное аткры
ТQе поrсрытие Х и е > О. С,Ljщесrвуют числа т и ттсое ско.ttь 
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уеодtю большое число N, что можно найти набор U Е 1f1N(OU). 
удовлетворяющий слсдующиАt условиЯJ.t: -

(а) ХЕ Х (~), 

(Ь) SN<P(~) ~N о qJdtJ. + y(OU) + ~). 
(с) И содержит поднабор длины km ~ N- т, который, 

если его nредставить 1\й.Х а = йо . .. йо~н Е (CZi'") '\ yiJoвлe
l -

творяет неравенству т Н (Q) ~ !tjJ. (Т) + в . 

Доказательство. Пусть OU = {U,, ... , U,}. Наnом:шм, что 

v(U)=sup(\q:>(y)-<p(z) l: у, zEU;, i=l .... , r}o 

Нандем такое борелевекое разбиение 'll = {С 1 , о, . , С,}, что 
С; с И;. Существует такое т, что 

Пусть бх. "i ~ !J.. При t{ > n имее:-.1 

б - ...!!:....{} +'1' -tJ&, , 
.t , n,.- п' .~. rl n ' Т 'х, n. -n · 

Из этой форму.аы следует, что если заменить n i ближайшим 
'шелом, кратным т, то nределом nо.r~ученпой nоследователь
JЮСти nо-прежнему будет ll· Поэтому можно nоложить п.1 = 
=mkto 

Пусть Dt, . о . , D,- иепустые э.'!емепты разбиения 'll v ... 
. . . v r-m+l'l?. Для каждого D; найдем I<ОМnакт Ki с D;, та
ко(:{, что ft(D, '\" !(;) < р (где ~>О ;1,остаточно ма.~о). Каждый 
элемент О, содержится n неюпаром э.Jiементе покрытия 
си v о о о v r-m+1•7U, и можно найтн открытые множества 
V, ::::> /(;, дJIЯ которых эrо тоже верно. Более того, можно счи
тать, что v. n v, = IZf nри i =F j. Далее, вnишем каждое v. 
D борелевсисе множество v;, таиже содержащееся в некото
ром элементе nОI\рытия U V . . о v T-m+1U и такое, qто 
{V~ • ... , v;}- борелевекое разбиение Х. 

Зафиксируем п.1 = mk1 0 Пу~ть М, - количество чисел s Е 
Е [О, n1), таких, что ТSх Е Vi' а М;,,- количество гаких 
s = т (mod т). Оnредмим 

Pt., = Mt , ,fkJ, 
1 

Pi = Mt/11i = щ (~11,0 + ... + Pt . "._,). 
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' 

f>atmOйi!CнЬtt2 COCТIIJIHII.Ч /L ~{1.!00U'let•l(aJ/ Tl!OpU.'l !)\ 

Иs Ьх, "
1
._ 1-1. получае~1 -lim inf p,~Jl(Ki)>~J.(Dд-~. 

J~oo 

lim sup р; ~ ~t (К 1) + t~ ~ !.t (D;) + t~. 
j~oo 

При достаточно большом j и достаточно малом ~ имеем 

~(- ~ р, log р1 ) ~ * (- ~ !.t(D:) log ~t(Dt)) + i ~ 
~ht1 (Т)+ е. 

Вследствие вогнутости q; (х) = - х iog х (см. 1.17) 
m-1 

rp {р,) ~ L 1~ flJ (Pi. ,) 
r~o 

m-1 

и,эflачит, Lr,J(p1.)~ 1~1 L L <Ji(Pt.r)· ПрииекоторомrЕ[О,т) 
i r = O 1 

должно выполняться неравелство L <р (Pi. r) ~ L <р (pt) и, 
j i 

значит, 

f~t L r,J(PI.r)~h.,(Т)+e. 
i 

Для N = п1 + г nр н большом j nостроим U = U0U1 ••• 

• . . u..., _ JEC:UNcJJeдyющrrм образом. Дляs<rnы6ёрем ИsEC:U, 
содержащее r'x. ДJIЯ всякого v; выберем Ио. i n т- •и,, 1 n .. . 
.. . n т-m+lu",_ l , 1 :::J v;. Для s~r запишем s 8 виде 
s- r+mp+q с р~О. m>q~O. Найдем таJ<Ое i, что 

T r ... mp 
0 U U Об · х Е V;, и положим s = 11, i · означив 

a"=Иa,tИI , t ... U ,n- l,io 
по.rrучаем 

U = U0 • •• U,_taoa ... a~·-t· - r 

Последователыюсти ~ = ( au. а1 , • •• , ak1- 1) соотвстс.твует 

мера J!a на СИ"', которая задается вероятностями {p..:,r}i_1 

1! некоторым количеством нулей 1). При ЭТО.'>I 

~ H(f!) = 1~ L <p(Pt,r) ~h)ol (Т)+ 8. 

j 

1
) !!а (е) .,- О, ляш ь ес.чн е е: ?U"'- олпн из вьtбранных выше элсмсн· 

тов, сод~ржащнх ~~;, i= 1, ... , 1. -ПpttJ.t ncpea. 
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Остается проверить {Ь). И з о,., n1 - J.L nри бодьшнх j нолу

чаем j ~ бх. v ((]J)- ~ q: dj.L /<Е, илн S,vq> (х) ~ N О q> d~-~o + е) . 
Но для х Е Х (!!) 

SNq> <!j) ~ SN'f' и+ Ny (UU). о 

2.16. Лемма. Пусть задан.ы конечное Jw,нoжecJBO Е и сшсло 
h ~О. ffoлaжu.tt R (k, h) = (~ЕР: Н( '!._)~ h} . Тогда 

lim sttp i log 1 R (k, /1) 1 ~ h. 
k"""oo 

Доказательство. Д11 я всякой меры v на Е и а е (О, !) рас· 
смотри .\1 

R.k (v) ={.:!е Ek: 1 !la (е) - v (е) !< а. 'Ve Е Е}. 

Пусть 11 - мера, инвариантная относитеJrьно сдвнrа Бернуллн 
со 

иа пространс1ве L = П Е, лорожденная расnреде.1ен ием 
J =IJ 

J.L (е)= (1- а.) v (е)+ а.А Е 1. 

Каждый набор а Е R" (v) соответствует циmiндрическому 

nодмножеству с"- просrрапств а :Е . Так как каждое е Е Е 
встречается в ':! По меньшей мере k{v (е)+ а) раз , 

J.1 (Са) > п J.L (e)k (У lc!+ «J. 
- е 

Поскольку цнл1шдры Са пе перссекаются н имеют суммар· 
иую меру l, получаем 

l ~ 1 R.~ (v) 1 П ~-~o(e) k (ov le!+aJ, 

• 
HJIИ 

f log! R11 (v) 1 ~ L (- {v (е) +а.) log ~ (е))< 
е 

~H(J.L)+ L3allog!!(e)l. 
1! 

Иэ ~(е);> а.А Е 1 nолучаем 

7l log 1 R" (-v} 1 ~Н(~.)+ За] Е 1 (log ! Е 1- log а). 

Пр н а- О вrорой qлеи в nравой части стремится к О 
и H(tA)-H(v) равномерно по -v. Поэтому д11 Я всякого s>O 
можно найти такое достпточио ма:~ос а, 'rто д.н1 всех k н v 

1 
71 log 1 R" ('V) 1 <, Н (v) + 8 . 
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Выбран о:, найдем такое конеLшое rножес1во pacnpeдe.IJe

НitЙ N на Е, что 
(а) Н(v)s;;;h для \ ' E.N, 
(Ь) есю• H(v') ~ h, то при искотором v Е N 

1 v' (е)- v (е) 1 < CL д.>JЯ всех е . 

Тос·да R (k, /1) с: U R;, (v), 
'11 6 [\' 

1 1 
т log / R(k, /r) /~ k"log l N 1+ /1 + € , 

limsup ~logiR(k,/r) l ~h+ e. 
k--!><» 

При е--+> О nолучаем требуемый резу.1ьтат. О 

2.17. Вариационный прницип. Пусть Т : Х-+ Х - н.епрерыв
hОе отображеt·mе компактпого ,иетрического пространсиза 
и «рЕ С(Х). Тогда 

Рт (rp) = sup ( h~ (Т)+ ~ rp d~& ), 
11. 

еде !l Е М т (Х). 

Доказательство. Пусть U- Jюнечное открытое nокрыпiе Х 
и Е > О . Д.rся всякого т >О обозначим Х", множество точек 
х Е Х, ДJIЯ котоrых 2.15 выnоJJ ияется nри этом т н некоторой 
м ере ~LE V(x). Так как V(x)-=P 0, из 2. 15 следует, что 

Х = U Хт· Для всякоr·о действите.'Jьпоrо чнс.1а и обозначим 
"' У". (r~) множество точек х Е: Xm, дм! которых 2.!5 выпол· 

ияется при иекоторой мере J-L Е V (х), у довлетаоряющей ус· 

ловию ~ QJ d11 Е (и- 8, и+ е]. Пусть 

с= Stlp ( h11 (Т) + ~ 1Р dJ.&). 
JJ. 

При xEYrn(u) соотве-rствующая мера 1-1 удоВJiетворяет ие· 
p anettcтвy 11~.~(Т)s;;;с-и+в. Есюr хе.Ут(и), то иэбор ае: 

E(GU"')", фигурирующий в 2.15(с), содержится в R(k, с -u + 
+ е, 0U"'). Таким образом, чнсло возможных наборов f! нз 2.15 
для л юбого фиксироваи!fоrо N не превосходит 

b(N)= Elm/ R(k, т(с-и+е), oum)l. 

Вследствие 2 .16 

lim sup ~ log Ь (N) ~с - и+ е. 
N-+oo 
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Пусть Г = Г"'·" - саnокуnиость все.х наборов !:!,. о которых 
пдет речь, соответствующих всевозможным N, большим No. 
Тоrда Г покрывает Ym(u) и 

~ 

Z (Г, Л)~ L ЛNЬ (N) ехр N (и+ 2в + V (UU)). 
N~N0 

Ес.'1и No достаточно ве.1ико, то Ь (N) :;;;;;; ехр N (с:- 11 + 2е) lt 

~ ~ 

Z(Г,I.)~ L лнexpN(c+4e+v(U)):::;;: L Р ·'' = ~"'·/(1-~). 
N-~ N-~ 

rде ~ = ,.ехр{с + 4е + y(OU)) < 1. 
Мы получили, '1То при }. <expl-(c+4&+ y(.:U)) J каж 

дое множество У т (и) можно rтокрыть таким 1' с: W* (СИ), д.1я 
"" 

которого Z(Г, ~.) СIШЛu уrодпо мало. Из Х = U Xm ~• Xm = 
m= l 

= Ym(u1) U ... UYm(u, ) , где точки и1 , ••• ,и, образуют в-сеть 
в [-llcp i i . I IГJ~II], nолучаем, BЗflB объединение соответствую
щих Г, nокрытие Г пространства Х, удов:tетворяющсе ус.'lо
виюZ(Г,Л)< 1. По Jtсмме 2.14 л:s;;"e-P <<J>.'Ill, или 

Р (ер, qj,) ~с + 4е + v (U). 

Tar{ как е бы.по пронзво.тrьпым, P(rp, 'И)~ с+ y(OU) . Окон'1а
тел ~>но поду'J аем 

Р (<р) = lim Р (ер , 'И)~ lim (с+ v (OU)) = с. 
dlam "И о+ О dlarп "1.!7 0 

П ротпвоnоложное н ер авеиство с ~ Р ( qJ) следует 11з тео
ремы 2.10. О 

2.18. Следствие. Предположим, •tто {Ха}" л- семейство 
ко,ипактNых подJtн.ожеств Х, тшшх, •1то ТХа. с Ха. nри каж

дом а и Х = U Ха. rогда 
а 

Рт (ер)= sup Р1 1 ха (ер IXn)· 
а 

Доказательстео. Если 1-L Е М т (Ха) . то !.1. Е М т (Х) н 

Р1 (ер)~ 1~ (7') + ~ q> d/1. 
Отсюда 

Рт (~р) ~ sup (~(Т) + 1 <р d~-1) = Рт 1 х (<р 1 XQ). 
f&GMт (Xn) } а 

Если х Е Ха. то V (х) С М1 (Ха) н, зиаqит, 

с' = sup { /1~' (Т)+ ~ lp dj..L: 11 Е U V (х)} ~ s~p Рт 1 ха (ер 1 Ха). 
x ... xQ 
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В доказатеJII .. стве 2.17 исnользовался лишь тот факт, что 

с~ ll" (Т)+ ~ ~р d1-1 при 11 Е V (х). ЧиСJ!о с' та кже обладает 
этим свойством, и мы nолучаем Pr(~) ~с'. О 

D. Раuноuесные состоя«ня 

Мера J.1. Е Мт (Х),удов.петворяюшая усJ10внюh11 (Т)+~ rpdJ.L= 

= Р1 (<р), :называется равнобесны,к состояниеА1 д:tя фуик
цни ер (относите.'lьно Т) . Как было показано в § 1, rиббсов
ское состояние 1-Ч, соответствующее функции ~рЕ fY"A, яв
ляется единственным равновесным состоянием для этой 
функцин. 

2.1 9 . Предложение. П редположи.,к, что при н.екоторо,,• 
е> О pa(JeHC10o 11м(Т, ~) = h"'(T) выполн.яется для любьtх 
ll Е Mr(X) и _q) с rlia111 g) <е. Тогда для всякой фующии 
rp Е С(Х) существует равновесное сос1·олние. 

Доказательство. Покажем, что отображение J1-h11 (T) 

nо/lунепрерыоно cuepxy на Мт(Х) . Тогда 11 -+}tJJ. (Т)+ ~ <р dp. 

также полунепрерывно сверху, 11 преДJ]ожение следуе1 

нз 2.17 н того, что функция, nолуиепреры13ная сверху на ком· 
пакте, достигает своей верхней грани. 

Зафиксируем J.1. Е М т (Х), а> О н g) = {Dt, •.. , Dn} 

с diam~ <е . При некотором т нмеем _!_Н .. (2l)V . . . vr"'+1q;)~ 
т ,. 

~ l:~o~ (Т)+ а. Для данного ~ > О выберем такие tюмnакп1ые 
т- 1 

множества Kt~ . .... t"._, с П т-"Dt~:• что 
k~(} 

11 { Q ГkDt,,. "' /(t0 . ... . tm-I ) < ~-
Тоrда 

т-1 

D, => L;-= U U{T1Kt
0 

. .. . . 'т-t: i t = i). 
/ -0 

Так как L1 - зто нелересекающнеся комnактные множества, 

можно найти такое разбиение q)' = {D~ • ... , D~}. diam,q)' <е, 
что Lt с: int п;. При этом 

Kt0 , . . •• r"._, с iпt 0 т-~rD~" . 

ECJiн мера v б.шзка :к ~~ в с.11 абой тоnологин, то 

v ( Q т-kD~я);,;:11-(Kt0 ... . . t111_,) -~ 
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н 1"(0 ГkD;k)-tJ.(Q Г11D;k) J ~2~m. При достаточно 
мадом ~ отсюда следует, что 

h,. (T)=hv (Т,$'),.;;;; ,:
1 

Hv(f// V ... V Г"'+'m')~ 

< t~t Н I.L (El> V ... V Т-"'+ 1.®) +а~ hJ).. (Т) + 2а. О 
2.20. СJiедствие. Если Т- разделяющий еоJ".tеО.4Юрфизм, то 

для каждой функцщt <рЕ С ( Х) существуез· равновесное со
стояние. 

Доказател!)ство. Всnомшrм 2.5. О 
Отмстим, что в 2.19 нет ограничений на ер. Взяв ер= О, 

оnределим топологu1tескую эптропuю Т равсi·tс.твом 

h (Т)= Рт (0). 

Н!;1{ОrОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Содержание этоrо раздеда навеяно теорией tlll"itl c:oвcкиx cocтnяrrш'r n 
статистической механике н понятием rополопtчес1юir зн rрошш D тоnодоrа· 
ческой дJtкаюiкс. Условия ка {j) важны длн сд/II!Сrвешюст~ panнonecнoro 
состоя tшя, но 11 то лнwь в слуqае, J<orдa rо~еоморфиам Т удов;1етворпет 
весьма строгим оrраннчениям. Диффеоморфизмы, удозлеrворяющие г.ксно· 
м~ А, дост зтОЧ!Ю близ}Q{ к тополоrиqесквм uеnям Маркова а : I~-+ ~~ . п 
для IШХ теорему единствеиности удае-rся доказатъ. 

Онреде,lение зктроnии hiJ(T) npшiuдJJeжiп Ко.1могорову и C!fi!aiO {C-'If. 
[2] 1)). Для раздслюощеrо Т Рюэ;u, [15] оnредецил Рт (ер) и доказа.l тео· 
ремы 2.10, 2.17 11 2.20. Лщ1 Т общеrо вuда опреде.1ение u реэу11ь.таты прИ· 
над11сжат ~·о.,тсрсу [1 б]. 

При переходе от :ЕА к общему слуqаю 1юмпшп~юrо метрического .'Ipo· 
CTpRIICTB!J Х OCHOlJHЫe T"J>YдИOCTIJ В09111П<аЮТ ОТТОГО, ЧТО более СiJОЖНЭ ТО· 
пологня Х Поэтому статья Уолтерса тес.но связана с !1олее ;эаннн~tн pano· 
та ми про тonoлori!'ICCKYIO Эlll'ponщo h (Т) . т. е. со случаем ер = О. О вреде· 
JteB<{e h ( Т) nрккадлежиr Адлеру, Конхейму п Мак-Эндрю [ 1] . Для этого 
случ~я теоре;~tы были доказаны Гудвином [10] (теорема 2.10), Динаб\•р
rом L6} (Х коие•tномерно, 2.17), Гуд;~tеио~t [8] (Х любое, 2.17) . и Гудме
ном (9] (2.20). Лля симво.11ическнх сдВ11rов 3Tii peJyд~.>тaru. былн ра 11се 
доказаны Перр11 [14] . Дока9ательс:rва , которые \11!.1 nро1вщ~нм в этнх за · 
метках,- это моднфикаuщt доказательств из [4] . 

Гуревнц [1 1] nocтpoиJI nример такnrо Т, что длп функuни q:> = О 11е 
существует равновеевого состояния, а 11-\l!сюр~nич (IЗ) rюс rро 11л текон же 
nример для: днффсоморфнзма Т. ~словне из 2.19 выnодRRется дnя х.1асс<1 
отображений, вк.~юч.ающего nce аффю111Ые преобразовагшR групп Лu [3]. 
а MиcюpeaJr'l [13] nоказал, •1то равновесные состоюшя сsществуют нри 
неско.~ько более слабых условнях . 

Рюзль [151 локазЗJJ. что в случае раздешнощего Т б~ровское шюже
ство фующ11Й <р имеет единсrеспиоt! равновесное состояние. ГудмеJ! [9] 
nрквм nркмер сдв1н·а на мишtмальном множестве n nространстве последо
вателыrостеi\, для которого футщип ер """ О имеет болl'!е одного равкмес· 
IЮГО COCTOSIHJ( ft . Я Д}"МЗЮ, ЧТО СПСДИ3,1t!СТЬI ПО ШITetiHIT~<reC itoЙ фЮIIКС 

1) См . также [17), [18) . - Прu.ц. nepe11. 
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знают nр11Меры особых функц11i1 tp 11а ~. с неед.инственны~• р8Вitоnесным 
состоянием: n ст;нистическоА 'Механике 11место rомеоморфизмов "'зуqают 
действия Z"' н подучают лрн т ~ 2 nримеры неедi!НСТJ!ениослl дuже д,,я 
простых фунюtиii rp. Ед11нствешюсть бы.1а доказана в (51 для некото1юго 
JUJ!tc<:e функций <р, нри условни что Т удовл·етворяет свойству l'азделсння 
траекторий 11 I!CCMHJ ограmtчител~>ном у ус.~оnню. назывt~емому cneuнфи!la
cнrelt; этот реэу.лhтат nеренес на случай nото1<0В Франко-Санчес [7) '). 

Уnомянем, нaiiO!IeU, об одном оче11ь liHтcpec!l oм результате в другом 
Ilапрsилешrн. Пусть Т: М_,.. М- непрерывное отображение комnактного 
многообра.щя, а Л-со6ствсш!ос значение отображенин т. : HI (M)-+H . (M}, 
ИНДV1111р0ВЗН1101'0 J.) OдJIOM~pHЬIX ГОМDЛОГIIЯХ. Тоrда, KUI\ nоказал МэнНIIНГ 
[1 2f, /1(Т);_;;. lo~IЛJ . Возможно, что это неравевство cnpa.o~.'tJщвo для соб
ственных Э!!З'!CIIII ti Л. в rомо.11оп1ях Н. (М) .1~11 любом k., а не только нри 
k = 1, П I1Н УСЛОВIЩ, ЧТО Т - дИффеОМ(Iрфизм ) . 
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3. ДИФФЕОМОРФИЭМЫ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИЕ дН:СИОМЕ д 

А. Оnределеиня 

Пусть f: М-М- днффеоморфизм ко~>шактноrо риманова 
С<»-мноrообразия М. При этом дифференциал f можно 
рассматривать как отображение Df: ТМ- ТМ, rде 

ТМ= U Т хМ- касательное расслоеиие над М, и Df": 
хем 

Т хМ- Tf<xJM. 

Оnределение. Замкнутое подмножество Л с М называется 
iJlmерболическим, ес.rш f (А) = Л и д.л я каждого х Е Л к аса· 
те.'lыюе пространство Т.:о:М nредставляется в в11де nрямой 
суммы подпространств 

Т хМ = Е.~ ЕJЭ Е",., 
так что 

(а) Df (Fx) = Ef (XIo Df (Е~)= Ef (х); 
(Ь) существуют та1ше константы с > О и 1. Е (0, 1), что 

~ Dfn (v) ~ ~ cJ. n 11 ujl, ее л н t1 ~ ~. n >О, 

~DГ" (v> il ~cЛ.nll и11, ес.'!и и Е~. п>О; 

(с) Е~, Е~ меияютсn непрерывно в 3ависимостн от х. 

Замвча1tuе. У еловне (с) на само~1 деле следует из других. 

Расслоения Е"-= U Е~ н Е"= U Е~ являются непрерыв· 
ХЕЛ ;re,o\, 

ными nодрасслоениями расслоения Т "-М = U Т хМ и Т лМ = 
.~с: А 

= fi" ф Е5• 
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Точка х Е М называетсrr неблуждающей, если 

un U f"U+ 0 
11> 0 

для всякой окрестности И точки х. Нетрудио nонять, что мно
жество Q = Q (f) всех неблуждающих точек замкнуто и ин
вариантно отиосителыrо f. Точка .х называется периодиче
ской, если f"x = х нрн пекотором 1t > О; очевидно, такая 
точка принадлежи1 Q {f). 

Определение. Диффеоморфизм f удовлетворяет аксиоме А. 
если Q (f)- гиперболическое множество и 

g (f) = {х: х- периодическая тоqка} 1). 

Это оnределение nринадлежит Смейлу fl4]. Советские 
математики пнтенс1шно изучали юrффеоморфизмы f сnеци
ального 'l'ипа, а нменио У-диффеоморфнзмьJ 2): f называеп:я 
У-диффеоморфиз.мом, если все многообразие М явJJ яется 
rнперболнческнм множсство:>.t [21. Мы увидим несколько 
позднее, что такие днффеоморфнзмы всегда удовлетворяют 
аксиом е А. Отметим в связи с этим, что неизвестно, выпол
няется ли ус.!Jовпе Q(f) =М длn всякого У-диффеомор
физма f. Отсылаем чнтате r~я к nримерам нз [14]3) . 

Римаиова метрика иа М испол ьзуется длrr того, чтобы 
сформулировать yc..тOBife {Ь) из определения гиперболиче
ского множества. Спр авед rивость этого условня не зависит 
от 11сnользуемой метрики, хотя константы с и Л. от нее зави
сит. Метрика riазыnается ляпуновекой (по отношению 
к А-диффеоморфиэму {), если Q (f)- гилерболнчесt<Ое отио· 
снтелино f множес-тво и с= J. 

3.1. JJемма. Для всякого А-диффеом.орфизма существует 
ляпуновекая J.tетрика. 

Доказательство. Эту лемму доказал Мезер (доказатель
ство см . в [8] 4 )). о 
Мы будем всегда исnользовать ляпунОВСI\УЮ метрику, это 

несколько уnростит различн1...1е оцеики. Для х Е М оnределим 

') ДнффеоморфJJз~ы, удовлетеарвющне I)Ксиоме А, щ" будем наэы· 
вать также А·дИффеоморфнэ~амн.- ПpltM. r1ерев. 

2) В соотnетстnии с тpauнum:lt ате<Jес·rвенной математической литера
туры выражеrшя «Anosov diffcorпorphism, Anosov 1\o\v:& переводится как 
Q;У-диффеоморфизм, У-поток». Мы не бу.цем, как правило, отмеча1ъ да11се 
расхождения в терю1нопоrии, отсылая читателя к [16, заме'fания о rерми
иоnоr}!Иl .- Прю1. 11ерев. 

8) См. по 9Тому поводу также (16] - [19).- Прu.ч. перев. 
') См. также [20] . - Прим. мрев. 
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множества 

ws (х) = {у Е М: d ({" х, f"y) -4 О при n- оо}, 

W~(x) = {yEM: d(fnx, f'1у)~в nри всех: n~O}, 

wи(х)={уЕМ: d(Г"х, Г"у)---+0 nри n-.. oo}, 

w~ (х) ={у Е М: d (Г'~.t. Г" у)~ 8 при все.х fL ~ 0}. 
Основизя аналитическая информация о поведеинн А-диффео· 
морфизмов дается следующей теоремой об устойчивых мно
гообразнях. 

3.2. Теорема. Пусть А- гиперболшtеское множество от но· 
сttтел.ьн.о Cr -диффеоморфизм.а f. Тогда при мало .. и в > О для 
х е А u.м.ее.м 

(а) W~(x), W~(х)-такие Cr·дucкt.l, что TxW:(x)=~. 
TxW: (х) =Е~; 

(Ь) d(f"x, pty):s;лnd(x, у) при yEW;(x), n~O. 
d(Г"х, Г"у)~~-"d(х, у) при у Е w:(x). п~О; 

(с) W:(x), W~ (х) неnрерывно За811.СЯ1' 01' Х. 

Док.а.зательство. См. работу Хирша н Пью {8] 1). О 
Одно из следствий 3.2 (Ь) состоит :в том, что w: (х) с= ws (х) 

nри х Е Л. Отсюда следует, чтn 

ws (х) = U Г"W; (f"x) 
при х Е А Аналогично 

n~o 

Wu(x)= U f11W~(Гnx). 
";;;.о 

3.3. l(аиоиические коордllнаты. Предположил!, ttro f- диф
феоАюрфиз.м, удовлетворяющий aкctta..lfe А. Тогда. для вся
кого достатоцно малого t >О существует ·rакое б> О, <tто 

если х, у Е Q (f) U d(x, у)~ 6, то nересеч.ен.t~е w: (х) П w: (у) 
состоtzт из един.ствеrиtой точки, IСОторую мы oбoaнa•tUAt [х, у]. 
При этом [х, yl Е Q(f) и отображение 

[ • , • ); {{х, у) Е Q Х Q: d (х, у)< О}- Q 

непрерывм. 

Доказательство. См. Смейл [ 14] ~). Первое утверждеiJие 
СJ!едует 113 ТОГО, ЧТО лересечение w: (Х) П W~ (х) = {х} транс
верса.'IЫЮ, <t такое пересечение сохраняется nри малых воз-

1
) См. также [19, гл. 5J.- При.м. перев. 

2
) См. также 19, гл. 6].-Прим. nepoo. 
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муще нилх. Прн докаэателъсrве тоrо, что (х. у] Е Q (f). ис
nользуется nлотностn в Q (f) nериодических точсt<. Для У-диф
феоморфизмов, разу:v~еется, [х, у] Е М, 11 мы полу•Jаем кано
ничес.:юrс ксюрдннаты на М (вместо Q (f)) без всяюtх nред
по.'lожеюrй опюситс.·rьно nериоднчесJ<ИХ точек. О 

3.4. Лемма. Пусть А - гиперболшlеское шюжество. Тогда 
существует такое е > О, •tто л является. разделяющшнсл под
i\t.ножестаом М с разделяющей хонстантой ~> . т. с . если х Е Л, 
у Е М li у =1= х, 70 

d (f" х, fky) >е при н.ек.оторо,и k Е Z. 

Даказатед.ьсrво. в противном СЛУ'I ас у Е Iv: (х) n w~ (х). 
Так как х тоже лежит в этом nересечепии, nолучаем, со

г ласио 3.3, что у = х. О 
В. СnектраJJьиое разложение 

В даm,Jiейшсм через i обозначается диффео).tорфиз-'1 , 
у дов • .,етворяющ-ий аксиСJме А. 

3.5. Теорема о сnектральном разложении. Мн.ожастбо Q (f) 
представи.1tо в виде Q (f) = Q 1 U Q2 U . .. U Q r, где Q, - такие 
попарн.о н.епересекающuеся за.чкнутые ."tножества, ttтo 

(а) f u:ч = Q; и. f/ Q, топологически транзиrивн.о; 

(Ь) Q; = Х1 . t U ... U Х"1, ;, где Х1. 1- папарно непересек.аю

щиеся за.шщутые .Чiiожества, f(X,, i)=Xl+'·' (X,.1+ i.t= X1 . t) 

и !"' Х 1 ; топологически. ttеремеишвают. 

Доказательство (см . [4], [ 14]) . Д.rнт nериодической точки 
рЕ Q обозначим Xv = W"(p)() Q. Пусть б то же, по в 3.3. 
Мы утверждаем, •tто 

Хр=В6 (Хр)={уЕ~: d(y , Хр) <б}. 

Так как периодическне точки П.'lопrы в Q, достаточно nока· 
зать, •по всякал llериодическ<tя точка q Е В0 (Xv) лежнт 
в Хр . Blllбepeм ХЕ wи(p)nQ, такое, что d(x, q)<б. н рас
оютрим точку х' = [q , х) Е wи (р) n \\'1·' (q) n ~А. Если f"'p = р 
и f"q = q, то 

fkпutx' Е f·~"'nwи (р) = wи (fkmnp) = wи (р} 
и d {f"-rnn>!, q) = d (fkntnx', rkrnnq)- о пр н k - >- 00. Значит, q Е х р• 

Отмети~1 , что f Х" = Х · (pJ , тз к как {Wu (р)- wи (f (р}). Если, 
как и вь шс , q Е Хр, то \:f~ (q) с Хр и 

Wu(q)= U fk"'" IV'6(q) с U fkmпXp = Xp 
11;;>0 1<;.:.0 
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(отметим, что уЕ W"(cJ) тогда и только тогда, когда 
г-kmny-+ q при k- 00) . Отсюда следует, IJTO Хч с: Хр. Если х' 
то же, что н выше, то fkmnx' Е XQ при больших k, так как 
множество Хч = в6 (Xq) ОТI<рыто в Q. Из ftmn Xq = x,l11U.q = x!j 
nолучаем, что {fmnx' Е Xq nри всех j и 

1. flmn 1 х- х р= lffi х Е q= q• 
1-* -ее 

Поменяв ро.;1ями р и q в приведеиных выше рассуждениях, 
ПОЛУ'Iаем хр с: Xq. в нтоге мы доказали, что из q Е Xr> для 
периодических точек р, q следует. что Хр = Xq. 

Двлсе, любые два множества Хр, Ха или не пересекаются, 
ял и совпадают. Действительно, если Xr n Хч =F eJ, то их пе· 
ресечение открыто в Q и, следовательно, содержит периодlt· 
ческую ·rочку г; тоrда Xv = Х, = Xq. Двлее, 

Q = U В~ (Хр) = U Х0 , р- периодические. 
р " 

Из компактности Q и того, что Х"- от~<рытые множества, 
поJJучаем 

f!=X"1 U ... U Х" 1, 

где Хр1 поnарно не пересекзются. При этом f(X111) = Xт (PJ) 
перссскается н , следовательно, совпадает с некоторым Х" .. 

1 

Итак, f псреставляет множества Х111 , н Q, как раз являются 

объединениями множес·rв Хр ., составляющих циклы этой пе-
1 

рестановки. 

Транзитивность n (а) следует из nеремешивания в (Ь). 
Нам осталось до~<азать, что f1i: х,- Х, - nеремешпвающес 
преобразоваиие, если г- периодическая точка, а N- nоло
жительное число, такое, что fNX, = Х,. Предположим, что и 
и V- иепустыс подмножества Х,, открытые в Х, (а значит, 
н в Q) . Выберем периодические точки р Е и 11 q Е V, и nусть 
fmp = р, fnq = q. Пусть О~ j < mn и fip Е Х,. Рассуждения, 
аналогичные nриведеиным D начале этоrо доказател ьства, по-

·" 1 • казывают, •rто можно наити точк-у х1, для котарои 

ху Е f1U и fkmnx~ Е V при больших k. 

Представив /N в виде iN = kmn + j, О~ j ~ тп, получаем 
fip=f1NpEX, И 

fkm.r~Xf = ftN (t - IN х~) Е ftNU n V, 

если k велико. Значит, f'·" и n V =F 0 при больших t и fN 1 Х, 
топологически nеремешивает. О 
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Множества Q, нз сnектрального разложения Q (f) наз.ы -
, ваются базисниши м.н.ожествам.и f. Оп,{етим, что если g = f11

, 

где n кратно каждому из чисел n;, то базисные множества 
g - это Х1 , ,, а g\ Х, , , перемешивает. Иногда мы оrраииrrи
ваемся рассмотрением базисных множеств, па которых nре
образование является перемешнвающим; общий случ:ай сво
дится к этому путем рассмотрения fn. 

Последовате.аьность х = {х1 }~=а точек иэ М (может быть 
а= -оо, Ь = +оо) наЗывается а-траекторией 1), ес.r1и 

d(fx1,x;+J}< a nрн всех ie[a,b-1]. 

Будем говорить, что точка х е Х ~-отслеживает а.-траеi(ТО· 
рию !:• если 

3.6. Пред.'lожеюн~. Для всюсаго Р > О существует т<tкое 

а> О, что всякая а-траектория {х1 }:_,. в Q (т. е. у которой 
каждое х, Е Q) ~-отслеживается н.екоторой точкой х Е Q. 

Докшютельство_ Пусть е >О- маленькое IH:I.CJIO, которое 
мы опреде.1им позднее, а 6 Е (0, r.}- число ~~з 3.3, т. е. такое, 
ЧТО W ; (х) П W~ (у) П Q =/= 0 ДЛЯ Х, у Е Q, удовлетвор1110UlИХ 
уеловша d(x, у)~ б. Найдем столь большое М, что дме < б/2, 
и З?тем такое а> О, что 

ес~lн {у1 } 1~о - иекоторая а-траектория и Q, 

то d (f1y0, у1) < о/2 при ncex i е [О, М]. 

Рассмотри:.~ сначала некоторую rz·траекторию {xi}~:o 
с r >О. Определим рекуррентно последовате.rrьиость точек 4м 
при k Е [0, r], положив х~ = xu и 

x;,. .f-1> м= W~ (f111x~.\iJ) П W~ (X~k+O ·Н) Е Q. 

Это определение и:-.1еет смыс;I: d(fмx~ .... ,. JМх~.м) ~л.мв < 6/2 
н d ([Мхr.м. X(lнi)M) < о/2 вследствие выбора а; значит, 

d (f·\1x'ыr• Хин ом) < l:l и тощ< а -<нщ.r существует. Далее, поло
жим х = Ггмх;м. Д.rтя i Е {0, гМ] выберем такое s, что l е 

1} В opi!Гittlaдe "·pseudo-orЬit . - При!4. перев. 



Е fs.\1, (s + 1) М). Пр н этом 

r 

d(f t •• ji- sMx' ) ~ " d(fl-f,'ll./ f<-tM+.\.fx' )~ "' sM """' L.,. ~I .ФI' (I-1JM ~ 
t-s+l 

r 

- ~ ~/ .tl-1~~ 
"""-~~r. """t-Л. 

t=S+l 

(мы восноJt&зовались те~1. что х;м Е~~~ (f.их~:-J)м)). Так как 
' 3 Хsм Е We (Хsм), 

Вследствие. выбора а имеем 

d (fi-sJIXsЛI> Х,) < Oj2. 

Согласно Itеравенству треуrо tьника, 

d (fi Х, Х~) ~ l ~Д +Е+ oj2, 

При малом е получ.енное выражение меньше, че.м заданное р. 

Далее, всякая а-траектория {х1 };'= 0 в Q nродолжается 
до {х1};'~0, где гМ~ n, ecJiи положить Xt = f•__"x11 11рн i Е 
Е (n, гМ}. Точка х Е Q, отслеживающая эту продолженную 

а-траекторию, отсJtсживает н исходную. Ес.'lн (х1 }~-а- конеч-
{ }ь-а ная а-траектория, тu такова н xi+a i- o, и если х отсJJсжн-

вает nоследнюю а-траекторию, то f--ax отслеживает исход
ную. Таким обра::~ом, предложение докаJано для конечных 

а-траекторий. Ес.'1 и {х1 } ~= - "" - бесконечная: а-траектория в Q, 

найдем точt(И x<m) Е Q, ~-отслеживающие {x1 }:'~-m' и опреде
JIИМ х юtк пред.е;1ьную tочку пос.rJедооательнос. rн x<m >. Тогда 
х Е Q ~-отел ежинаст а-траекторию {xi} ;~<'0- оо ' О 

3.7. СJiедствие. Для любого ~ > О существует такое а > О, 
ч.то справедливо следующее: если х Е Q и d U" х, х) .< а, то 
существует такое х' Е Q , •по f"x' = х' и 

d(fkx,fkx')~~ при всех ke::tO,n]. 

Доказательство. Положим Х1 = jkx при i = k(mod п), k Е 

Е [0, n). Тогда {х1 }~~-"" - это а-траектория. Пусть х' Е Q

то•ша, ~-отслеживающая эту а-1раекторию. Тогда 

d (f'x', [1j"x') ~ d (f'x', х1) + d(x;, (!·"х') ~ 2~ 
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н в а1.~у свойства разде.'lения траекторий (лемм а 3.4) 
fnx'- х'. О 

3.8. Лемма Аносова о замыкании. Всякий У-диффео.,."ор
фuз;.! f удовлетворяет ак,сиоме А . 

Докаэательстао. Нам 1iужно д011азать. что периодические 
точки плотны в (~ (f). К.анони ••ескне коордю1аты из 3.3 суще
ствуют для У-диффеоморфизмов, так же как и для А-днф
феоморфизмов , поэтому nредложение 3.6 н еледетвне 3.7 дшt 
них справедливы с заменой Q (f) и а М. Ес . .-r и у неблуждаю
щая точка У-диффеоморфизма f, то для всякого у мож• • о 
найти такуrо то•Jку х, что · d(x, у)< у и d(i"x, х) <у при ие· 
котором n. ПериодН'Iесi<ие то•1ки х', nостроенные соглас11о 3.7 
для такнх х, сходятся к у. О 

3-9. Фуидамента.~ьиая окр~сткость. Пусть f удовлетооряет 
аксиоже А. Существует такая оJСрестн.ость U .множества 
Q({), 'lTO 

ДоJСаэательство. Пусть В :мn.rro, а сх выбrано согласно 3.6. 
Выберем тако~ у < сх/2, что 

х, у е ,\tr, d (х, у) < '\' ~ d (fx. fy) < а/2-

Пусп, и - {у Е М: d(y, Q) <у} . ЕС'ЛН у Е n f''U, DЫбсрем 
ne Z 

такие точки XiE Q, что d(f1y, x, ) <y. Пустu xEQ ~ -оrслс-
живаст {xi};:_"". Тогда d(f,.y, f1x) < ~ +у прн всех i . Д:rя ма 
лых () н у вследствие 3.4 rюлучае!vt у = х Е ~1 . 

Дд я базнеиого множества Q1 днффеоморфизма [, удuвле· 
творяюще 1·о аксноме А, положим 

ws (01) = {х Е М: d (f"x. Qr) -»О при n --н)()}, 

Wи (Q1)- {х Е М: d (t-nx, QJ)- 0 nри rt- оо }. 

Из nпредt'ления множества неб 1уждающих точек лсп{о вы· 
вест н дJISt вся кой точки х Е i\tt, что f" х ~ Q и Гп х-+ Q nри 
п -..оо. Так как Q =Q 1 U .. . UQ. srв.rrяется объединением нс
пересекающlrхся замкнутых иивариаитных множеств, отсюда 

CJICД)eT, ЧТО 
s $ 

М= U l~s (Q/) = U \Vu (Qf) 
i-1 , _ . 

и ~1Ножества, входящие в эrи объединения, не пересекаются. 
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3.10. Предложение. W' (Q1) = U W$ (х) и \tvи (Q1) = 
хеа1 

== U W11 (х). Для. е> О существует окрестн.ость U1 шюже
хео1 

ства ~l1 , такая, 'tro 

П Г11U t с w; (Ъl1) = U W~ (х), 
k~U xel21 

П fkV,c W~(QJ}= U W~(x). 
k ;;.o .t E 'il/ 

Доказательство. Предположим, lJTo f"y-+ Q1 при 11->- оо; 
тогда d(f"y, Q1) <-у при всех n ~ N. При n ~ N выберем та 
кое Xn Е Qi, что d (Хл, f"y) ~у; nри n ~ N nусть Xn = tn-w X,v. 

Тогда {хп};~-"" является а-траекторией в Qi· Если хеQ1-
точка , отслеживающая ее, то 

fN У Е: W~ (fN х) С ws (f.V х) 

(если'\' доста точно мало) . При этом yE f-NW• (fNx)= W5 (x). 
Обратное включение \~17 s (Q1) ::::> U w• (х) оч Е:видно. 

X.E9f 

Доказательство для wи (Q1) аналогично; кроме тоrо, мы 
доказали второе утверждение с vi = {у Е М: d(y, QJ) 5-
.~у} . о 

С. Марковекие разбиения 

Подмножество R. с Q 5 называется пря.моугольн.иli:ОА!, еслн 
оно нмеет ма.'Jенький диаметр и 

[х , у} Е/~, когда .х, у Е R. 

Прямоугольинк R назыв ается правилы-tьt.~t, еслп он замюrут 

и R = int R (под int R nодразумевается множество внутрен
них точек R как nодмножества Os) . Для х Е R. положим 

wr (х, R.) = W~ (х) П R и W" (х, R) = \~~ (х) П /~, 

Где е мa.rto, а диаметр R мал по сравнению с е. 

3.1 1. Лемма. Пусть R- вамкн.утый прям.оугольн.ик. Ка" 
подмножество Qs он имеет еран.ицу 

где 
дR =д5R U i'fR, 

iiR = {х Е R: х ф. int wa (х, R.}}, 
д"R = {х Е R: х ф iпt w;· (х, R)}, 
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а ~tножаства вн.утре~tни~ ro'-teк берутся в W" (х, 10 и W• (х, R) 
{Щ.К в f!Од.•ИНОЖI?СТВQХ W~ (Х) n Q, w: (Х) П Q. 

Доказательство. .Если х Е int R., то W" (х, R.) = R n 
(W~ (Х) n Q) ЯВЛЯеТСЯ ()K[Je CTHOCTblO Х В W~ (х) n Q, ТЗК КЭК 
R- окрестность х в Q. Ана.1оrи<rио х Е int ws (х, R). 

Предпопожнм, что х е: in1 wи (х, R.) и х Е iпt ws (х, R.), 
Для точек у Е Q ;, б.ТJизких к х, точ ки 

[х, у] Е \~:(х)ПQ н (у, х}Е W~(x)ПQ 

непрерывно зависят от у . Отсюда для у Е Q., достаточно 
блиаких к х, [х, у] Е R н [у, х] Е R. При этом 

у'= [[у, х], [х, у]] Е R П w;(!J) П W~(y) 
и у'=у, таt< как w:(u)ПW~(y)={y} . Зиачнт, xEin1R. О 

Определение. ;ИарковскuАt разбиением Qs ttа зывается та
кое конечное nокрытие fll = {R.1, ••• , R.m} множества Q s пра
ВИ.'IЬНЫМИ прямоуt'ОЛhНН1<8МИ, ЧТО 

(а) int R.l n iпt R. j = У.') прн i + i. 
(Ь) fWи(x, Rs) => \~u{fx, R1) и fW 9 (x, Ro) с \~·(fx , R.i), если 

х Е int R;, fx Е int R1. 

3.12. Теореr.ш. Пусть Q 5 - базиснов .~тожество А-диффео
;,юрфизАtа f. То~да на Q,- существует марковекое разбиение fR 
с прп.чоуголышка,\tи произвольно малого дua,tteтpa. 

Доказательство. Для оченr, малого Р >О выберем со
гласно 3.6 пастоJI&Ко малое а, что всякая а-траектория в Qs 
~-отс.'lеживается точкой нз Q5 • Выберем такое 1' < ct/2, что 

d (fx, fy) < а/2, если d (х, !J) < '1'· 

Пусть Р = {р1 , ••• , р,}- иекоrорая у-сеть 1! Qt н 

L(p)={~Ef!P: d(fq1,q1+1) <u. npa ncex j}. 
Для всякой пщ-.чедова rе.1пнnстн q Е~ ( Р) сушествует едиll

ствеиная то•tка 8(q) е: Qs, котораЯ ~-отс..1еживаст q; Дj)Я вся
коrо х Е P.s существуют такие последовательности !1• что 
x = IЭ(q) . 

ЕслИ g_, !!.'Е~ (Р) и q0 = q~. определим _q_" = [q_, 11 Е L (Р). 
положив 

·-{ q1 при j~O, 
ql- qj при j ~О. 
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Тоrда d ((ifJ (qJ. f'G (~) "'2~ при j ~О и d (f1G (q_'), f16 (qJ) ~ 2~ 
при 1 <О. Значит, 

fJ (1•) е W~a (6 (i)) П W2ts (fl ~'}), 

т. ~- е [q:. 11 = re (q_), е <i)J. 
Проверим теперь, что множество Т .• = {е (9): q_ Е :Е (Р}, 

q0 = р~} является прямоуrольннком. Для х, у Е Ts аапнш~м 
х= 8(.![), y-=e(i). rде q0 =ps=q~. Тогда 

[х, у}=6[~ 1Je:T,. 

Предrrо.'IОЖим, что х =е (q), rде Qo = P:s и Qt = Pt· Рассмотрим 
у е: W5 (-1::, Ts)• у=О(Д'), q~ =p8 • Тогда у=/х, y]=er~ {1 
и fy=6(cr{_q, _q'])ET1, так как cr(~·д'l имеет нулевую коор-

динату cf'=Pt· Из fye:W;(fx) (diamT.~2~ мал по сравие· 
иию с t:) nолучаем fy Е \t7s (fx, Т1). Мы доказали, что 

(i} fWS (х, Ts) с::. w s(fx, Тt)-

Аналогнчным образом доказывается, что Г 1 W" {fx, Т1) с: 
с: wи (х, Т5}, т. е. 

(ii) {Wц (х, Ts) :::> wa (fx, Tt). 

Каждый прямоуrольиик Ts замкну'!'; это вытекает из следую
щей леммы. 

3.13. Лемма. Отображение G: ~ (Р)-Qs непрерывно. 

До~rозательство. В nротивном случае существует такое 
V > Q, что для BCЯI<Oro N можно найти nос.tiедоват~лыrости 
fl.н• i" Е~ (Р) с ц1, N = q;, N при всех j Е [- N, NJ, ио 

d (в (qN), е (g~)) ~ v. 
Положив XN-= е (gN), Y.v = G (g~r)• полуtrаем 

fr . 
d ( XN, f1!1N) ~ 2~ VJ Е[- N, NJ. 

Перейдя к nодпоследоватепьностям, можио с<J итатъ, что 

хн-х и Y.v-Y nри N оо. Тоrда d(f1x, f 1y}~2~ nри всех 
i и d (х, у)~ у. Это противоречит свойству разделения траек
торий f 1 Q5• О 

Мы построидн nокрытие fТ = {Т 1 , ••• , Т,} миож~ства 0 3 

nрямоуrольниками, н условия (i), (IJ) аналогичны марковекому 
условию (Ь). Однако прямоугольинки Tr могут nересскаться 
и ие быть nравильным и. Для всякого х Е Q5 nоложим fГ (х) = 
={T1 Efr: хеТ1} 11 tr*(x)'"""{r.eg-; Т11 ПТ~0 для не-
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которого Т1 Е tr (х)} . Так как tr- покрытие Qs 3амкнутымн 

множествами. Z = Q s"- U дТ1 является открытым плотным nод-
/ 

множеством в Q 5 • Действительно, ислольsуя рассуждения, 
близкие к 3.11, можно покаэатъ, что множество 

z•-= {х Е: Qs: w;(x} П д5Т~: = 0, W~ (х) Пд"Т,. = 0 

открыто и nлотно в Qs. 

r" : rJ 
1 ---------тz т' 

~· 

Рис. 2, 

Для Т! П Т~ "Р 0 ПО.'IОЖИМ (рис . 2) 

для всех Т lt. Е g-• (.t)} 

-w~ 

Т}, k = {х Е Т1: \t7r1 (х. Т,Н1 Tk=#= 0. Ws (х, Tr) П Tk.P0}=T! П T~t; 

Т]. н={хет,: Wи(х, Т1)ПТk.Р 0 , Ws(x, Т1)ПТ11= 0}; 
T~.k={xET( W"(x, Т,)ПТk. =0, W5 (x, Tt)ПTk=F 0 }; 

Т1. ~t={хЕТ,: W 1' (x, TJ)ПTk = 0 . \V5 (x, Tr)ПTk =0} . 
EC.IJИ Х, у Е Tr, ТО W5 ([х, у), Т,)= W5 (х, Tt) И Wa ([х, у], 

Tr) = W1
' (у, т,); отсюда следует, что Т!. k- прямоуrольtiИК. 

Каждое множество int Т/'. л, является лрямоуrольником, откры
тым в Os, а каждое х Е т1 П z• лежит в int T'j, fl nри некото
ром n. Для Х Е z• оnределим 

R. (х) = П {int T'i, t: х Е TJ, Tk П Т1 * 0 и х Е Т'/. Jt}. 
Множество R. (х)- это открытый пряыоугмьник (х Е ZO). 

Предnоложим. что !1 Е R (х) n z•. Из R {х) с g- (х) и R. (х) n 
nr,= e ДJJЯ т,ф.tТ(х) nолучаем fТ(y)=tГ(xj. Для Т,Е 

е: ЕТ (х) =· r (у\ и Т t П Т1 =1= g точка у лежит в тех же Ti. 1с, 

что и х, так как Т7. k ::;~ R (х); отсrода R (у)= R (х). Если ,R (х) Г 
n R (х') :f-= 2! (х, х' Е z~). то существует у Е /~ (х) n R (х ) n z ; 
при этом R. (х) = R (у)= J~ (х'). Так как имеется .rшшь конечное 

чимо nрямоугольинков Т/. ~. наАдется лишь конечное число 
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раз.'!ичиых R (х). Пусть 

!fr!={R(x): xEZ.}={R1, ... , Rт} -

Длл Х1 Е z• имеем R (х') = R (х) Н.'1И R (х') n R (х) = 0; отсюда 
(R (х) '\ R (х)) n z• = :2J. Так как zк Ш!ОТНО в Q$. R (х) \. R (х) 
не имеет внутренних тмек (в Q5 ) и R (х) = iпt R (х). Если 
R (х) =т!= R (х'), то 

int R (х) n Jпt R (-~') = R (х) n R (х') = g. 
Чтобы наказать, что :R.- м арковское разбиение, нам оста
лось проверить ус.'ювие (Ь). 

Предnоложим, цто х, ye.z• n Г1 Z"', R (х) = R (у) и ye.W~(x). 
Покажем, что R (fx) = R (fy). Во-первых, fТ (fx) =!Т (fy). 
в nротивном случае найдется TaJ<Oe TJ. что fx Е т!, fy ф т/. 
Пусть fx=6(oq) с qt =P1 и qo=P$• То1·да x=6(q)~Ts -и 
по доказанному l'iыше свойству (i) -

fy е. fWS (х:, Ts) с w· (fx, т,), 

цто протнворСtiНТ fy ф. т,. Пусть теперь fx, fy Е т, н Tl! n 
П r1 =F g . Мы хотим покаэать, что точки fx. fy принадлежат 
одннм н тем же прямоугольинкам Т7, k· Из fy Е w; (f:~) еле· 
дует, что \~9 (fy, Т1)= W"(fx, Т1). Мы придем к r~ротиворечюо, 
предnоложив, что 

wи (fy, Т1 ) n т,.=-== 10, 

Пусть fx==e(o_g), <]1 = Рг и qo = p •. Тогда , согласно (ii), 

fz Е wи (fx. Т1) с fWa (х, Т8), 

или z s W" (х, Т5). Пусть fz = 6 (а(/); q; = Pk н <Jo = р1 • Тогда 
z Е Tt н rws (z, Tl) с \11' (fz, Tft.). При ЭТО:\~ т. Е [Т (х) = fГ (У) 
н zЕТ1 ПТ,+0. Да.1ее, zeU'711 (x, Т5)ПТ1 , а так как х, у 

лежа"т в одних и тех же Т~. е, существует некоторое z' Е 
Е W (у , Тв) n Tt. Тогда 

z" = [z, у]= [z, z'] Е ws (z. Т:) n wи (у, Тв) 

и fz"-[fz, fy]e ws(fz, Тk)П W"'(fy, Т1) (поскольку fz, fy nри
надлежат прямоуrольпиi<У Т1), и мы пришли к противоречию. 
Значит, R([x)=R(fy). 

При малом ~ > () множества 
У1 = U {\V~(z): z Е V tfтj}, 
f 2 = u {W~ (z): Z Е v cfT,} 
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эамкнуrы и нигде не rиютньт (clt . доказатеJiьство 3.11). Мно· 
жество z• ::J Qs '\ (У 1 U У2) открыто и плотно. Кроме того, если 
х ф (Yl u У2) u Г1 (YI n Yz), то х Е z• n гiz• и множество точек 
у Е W'(x, R(x)), удовлетворяющих условию УЕ z•n Г1Z", 
открыто и шют11о I3 Ws (х, R (х)) (как в подмножестве W~(x) П Q,.). 
Cor ласно предыдуще~fу, R (fy) = R <f х) для такого у; по не· 
прерывиости 

[Ws (х, R (х)) с: R (/х). 

Из fWs (х, R (х)) с W~ (f х) получаем, 'ITo f\fls (х, R (х)) с: 

cWs (fx, R (fx)). Еслн intR1 П Г
1 intR, r::f=. 0, то это открытое 

nодмножество Qs содержит некоторое х, удо0.1етворяющее 

предыдущим ус,ttовиям, и R1 = R (х), R1 = R (f х). Для всякого 
х' Е Rl n Г1R/ имеем ws (х', Ri) = {[х', yJ: у Е W3 (х, Rt)} и 

fWt (х', R1) = {[fx', fyJ: у Е ws (х, R,)} с 
с: ([fx', z]: z Е WJ (fx, .R1)} с 

с W3 (fx', R1). 

Этим 3аканчивается доказательство половины марковекого 
условия (Ь). Вторая половина доказывается аналогично, так 
что мы опускаем доказательство. Другой способ состоит в том, 

чтобы приме:нить nредыдущие рассуждения к г•. заметив, 
что w~= w:-\· о 

D. Символическая. динамика 
В этом разделе !1l = {R1, ••• , Rт} будет о609начать марков· 

ское ра::~бнеиие ба3нсиого множества 0 5 • Определим Л-!йтрицу 
переходов А = А (.:fl), положив 

А -{ 1, если intR1 ПГ1 infRt =F 0 , 
IJ-

О в nротивном случае. 

3.14. Лемма. Пред~Jоложuм, что х Е R1, fx Е R1, AIJ = 1. 
Тогда fWs (х, R1) с ws (f .х, R,) и fW" (х, R1) ::=1 \flu (f х, R1). 

Доказательство. Именно это утверждение фигурировало 
в последней части доказательства 3.12. О 

Опредео!lение. i:f!il = V ёfRt и д"!ll = Ч диR/• 
8.15. Пред~1ожеипе. f (д'fll) с д99l и Г1 (д''fll) с д'1 !l. 
док,азательство. Множество U (int R1 П Г

1 int RJ) nлотно 
1 

в R1• Поэтому для вcstкoro х Е R;, можно найти некоторое j 
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и такую nоС.'Iедооательность точек х)\ Е: iпt Rt n Г1 iпt R,, что 
lim х"= х. Тогда Ali = 1, х Е R1 и fxER1. Значит, f\~ 1t (x, Ri)'::) 
~~~QO 

=::> W" (fx, 1~,). Если fx ф д'~!?l, то W" (fx, R1) является окрс· 

стностью tx в W~ (fx) n Q. и, значит, W" (х, R,)- окрестность х 
в W~(x)ПQY , т . е. xфffRt. Мы nоказали, ч·го f(д5:1l.)cд5:il. 
Включение Г 1диg'l с д"fil доказывается аиа.;юrичным образом 
или nуте~{ nримснення первого утверждения к Г 1 вместо f. 

3.16. Лемма. Пусть D с W~ (x) П L) и С с W~(x) П Q. 
П ря.м.оугольнuк. [С, D] rtраоильный тогда и тольк.о тогда, 

--- - -- s 
когда D = int D и С= int С как rwд.trtножества W <> (х) П Q и 

Wь (х) n Q соответственно . 
ДокаJJательс1·во аиалоrиtщо 3.11 . О 

Оnреде~1епие. Пусть R, S- дв а прямоугольника . Назовем 
S и·субnрл.Jюугольн.ико.к в R, ecJiн 

(а) S =F 0, S с: R, S правндъный, 
(Ь) wи (у, S) = \\7" (у, R) для у.: S. 
3. 17. Лемма. Пусть S есть и-субпря..ttоуголышк в Rc и 

Au = 1. Тогда f (S) П R1 есrь и·субrtрямоугольн.ик. а R1. 

Доказательство. В.ьrберем х Е Rt n Г1RJ и положим D = 
= ws (х, R;) П S. Иэ условия (Ь) в определении и·субпрямо
угольника поJ1 учаем 

S = U wи (у, Rt) = [Wи (х, R,), D]. 
yeD 

Так как nрямоугольник S правильный и непустой (по лемме 

3.16), D =1= 0 и D=intD. Далее, 

f (S) П R, = U (fW" (у, Rt) П R,). 
!J ~ D 

Согласно 3.14, fy Е R1 и fWи (у, R1) П Rt = wи (fy, R1). Значит, 
f(S)ПR1= U W"-(y', R,)-- [Wи (fx . R,), f(D)] . Так как 

11' ." f (D) 

R, = [Wil (fx, R,), w· (fx, R,)] - прави.1ЫIЫЙ прямоуrольник, 
wи (fx, R1)=int W" (fx, Ri). Из того , что { отоGражает 
W~<x) n Q гомеО:\fОрфt!О на окрестность f (х) n w; (fx) n Q, 

следует, что f (D) = int f (D) и, значит, j (S) П R1 прави.rн.ный 

по 3. i6. Из f (D) =1= 0 следует, что f (S) П R1 =1= 0 ; если 
у'' Е: f (S) n R,. то у" Е \\7" (у', R,) при некотором у' Е f (D) и 
W" (у", R1) = W" (у', R1) с f (S) ll Ri· Значит, f (S) n R1 есть 
и-субпрямоуrольник в R1. О 
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3.18. Теорема. Для велкой последовательн.осrи !: Е ~А 

.Мн.ожество n Г1Rа состоит из однGй точки, которую Mbl oбo-
teZ 1 

зндчи.4t п. (а). Отображение п.: ~~~- Qk н.епрерывно и сюръ-
ектtuто, no О'= f оn ll 1t взаU,Ц/tО одitОЭН.СlЧШJ fta .+tacCU81IOM 

множестве У -Qk '\ U fi (atfll U д"fll). 
J•Z 

Доказательство. Если а 1 а2 ••• ап-такое CJIOBO, что А0101+ 1-
= 1, то по индукции (с исполъзованием 3. t 7) убеждаемся:, что 

rl t"-1Ra =R.a nt("D-l ,,~-·- 1Ra) 
J~ 1 1 ,. = 1 1 

является u-субnрямоуrолъником в Rr1п· Отс10да получаем, что 

n 

Krz (а)= П Г1Rа1 - 1•-n 

неnусто lf щмяется замыканием множества своих внутренних 

точек. Вследствие того. что Kn (~) ::> Кп+1 ~) .•. , ИJ\tеем 

"" О<> 

К~)= ,_O.J-1
Ra1 = D,к~~~) =1= е> . 

Если х, у Е К(:!_) . то (1 х, f1y Е Ra
1 
близюt nри всех i Е Z, 

н, значи1', х - у no свойству разделеНJНI траекторий. Из 

получаем те о а= f о :rt. Неnрерывность п. доказывается как 
в 3.13. Поскольку ~gl U аи .?l нигде и е nлотно, У является 
масснвным множеством. Для х Е У выберем такое щ. что 

f1 х Е Ra1• Из хЕУ следует, что f1 х E in i Ra1 и, значит, A,1al+
1
= J. 

Отсюда Е={а1}е~А и х= ;t{~.Еслпх= ;((~ . то f1xERь1 
и Ь1 =а1 вс.1едствие того, что t1xft=д~§lUд"!tl; таким обр а
зом, n ннъективно над У . Так как n(ZA)- компактное под
множество Q11, содержащее плотное в Qk множество У, nо
лучаем n (~А)= Qk· 1] 

3.19. Предложение. Сдвиг и: ~А -+ ~А топологически тран.
зи.тивен. Есла f1 !2s - пере,"ешивающее отображение, то таково 
U а; ~А - };А· 
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Доказательство. Пусть U, V- иеnустые открытые мно
жества в ~А· Для некоторых ~· ~Е ~А и N имеем 

Далее, 

и~ ul ={:!_Е I.A: ·"'=а, Vi Е r N, N]}, 

v~v~=;={~EI.A: х;=ь~ ViE[-N, Nl}. 

N 

0 =1= int l(N (а)= n г' int Ra, = и2. 
- /=-N 

N 

g =1= int KN (~"'= JJ.,.,.Г 1 
int Rь1 = V2. 

Если x=~(~)EU2, то f1xER_v
1 
и f1xEint .Rai' откуда сле

дует,чтох1=а6 эначит,n- 1 (U2)сИ,. Аналогично ~- 1 (V2)cV1' 
Вследствие транзитивnости f 1 Q. найдутся СI<Оль угоди о боль
шие п , nри которых f 01U2 n V 2 =1= 0. При атом 

0 =1= n - 1 (f 11U2 n V2) = n-1 V"U2) n n-1 (V2) с [ 11U n V. 

Аналогичные рассуждения и оказывают, что ec.IJи ! 1 Q6 nере
мешивает, то и cr! ~А перемешивает. fJ 

НЕИОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Основными неточниками ЯI!ЛЯЮ1'СЯ: по У-дкффеоморфиз:Аам- работа 
Аносова [21 . по А-дифФеоморфиэмам- рабо'Iа Сыеnла {14]. Теорему об 
устой<:11вых мноrообразиях длr, гипсрбо.>tяческ!!Х множеств док:1.1З111Т Xяpnr 
и Пью (8) 1). Теоремы о существовании канонн'lе скпх коорд1пrат и о сnех
трu.п&иоы разложсиnи заимствованы из il 4J, а часть 3.5, отиосящанся 
к uеремешноанюv,- н:s [ 4J. 

Идея: а-тр<~екrорнfl, вepo11ТI-IQ, ориходила в голову :\i!lorнм. Пред,ло
женnс 3.6 в явном вюtе доквзцно в [б), хотя более ранвне анз.1оrнчвые 

rтверждеiiИR содержатся в [~). а д.1я У-диффео'l.орфrtамов- 11 {2]. СннаJ! 
12) n ящtом аиде Сформудироеа., 3.6 для ~'-диффеО}tорфнзмое. Спец
етакс 3.7 1rмсстся в [2] д.1н У-д11ффеоморфизмов и в [3] для диффео111ор
фнэмов, vдоts.петаоряющнх аксиоме А. Как видно ttз На.iваtщя. 3.8 до~зза.1 
А11осов . fiе.зу .. 1ьтаты 3.9 и 3.10 з~щмствованы нз {7) 11 {15}, а в доказатель
ствах мы с.педощ1.111 работе {б]. 

Сныnолическця д11wамnка д.~IJ иекоторых rеодезн•1ескнх nотокоn вос
хоn.ит к Адзызру 11 бьта раэrшта Морсом !9). Смей., {13) перенес се ва 
cлy'laii сnод~овы~. а Ад•tСР 11 Всi1с !1) - 11а случай автоморфизмов тора. 
СиuаЛ flO] , (l1J докззаJI теоремы nn. С н D мк У-диффео~tорфнэмои, 
а в {51 OfiИ бы.'lи обобщевы на c.лy•Iaii д.нффсоморфиамов, умвлетворлющюt 
аксиоме А. 

LПом11мо оозора Смсйла [14] мноrие результаты этоli главы ('reopewы 
об устоli.чl!вых мноrообрпзиях. о существо-ванИ!r каношi'!Сскнх коорд11н2т 
и др.) содерж11тся н 1\НИ!'е 11 9). 

1) См. [1 9, прнмечанне на стр. 1~]. - flpr1 .~1. ред. 
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Прсдложенш! З. б - 3.8, в rакже своi1спsо cneuнфiJKLЩIIII (см. стр. 231) 
пз базнеком ~t ~<ожестве Q1, на котором Л-диффеоморфизм r являетс~r 
перемешивающ1щ, вытекают нэ теоре,tы Аносова о семействах &·тр:tек
торнй (см. (20] н (21)). 

В дополнение к указаннU<м автором работам no марковскuм рnэбис· 
ниям Jtазоьем § 11шнгн [22] и r·JI. 2 обаара {23]. - Ред.j 
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4. ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ДИФФЕОМОРФИЭМОВ, 
УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ АКСИОМЕ А 

А. Равиовесиые состояния иа базисных множествах 

Наnомним, что функцня IJ! иазываетс>1 гёльдеровской (удоР· 
летворяет условию Гёльдера), если существу1оr такие кон
<:танты а, е> о, что 

I<P (х) -qJ (у) 1 ~ ad (х, у)в. 

4.1. Teoper.ta. Пусть Qs- базисное Аtн.ожество А·диффео
морфиз~rtа f, а ер: Qs ~ R - гёльдероаская фунtщt.т. Тогда 
для <Р существует едttн.ствен.н.ое равновесн.ое состояние ~q~ 
(отн.осительно f 1 Q8 ). }(роме того, 1-1-Ф- эргодическая .wepa; 
если f 1 Q8 - топологrlческое переАtешибан.rш, то мера 1-1-Ф берн.ул· 
лtJ.евская. 

4.2. Лемма. Существуют к.он.станты s >О и о: Е (0, 1), для 
которых справедливо сдедующее: еслu х Е Qs, у е М и 

d(f"x, flty)<s nри всех ke[-N, .N}, то d(x, y)<aN. 

Доказательство. См . [17, стр. 140] 1). 

Д оtсаsательство теоре,}IЫ 4.1. Пусть ill. - ~~а ркоnское раз
биение на Qs, диам:етр элеl'11ентов которого не nревосходит 
е, А- матрица переходов для ~. а n: !.А--. Q3 - отобра
жеине из § З. D. Пусть ер• = ЧJ оn. Если для х, у Е l:A выnол· 
неио Xk= Ytr. при k Е[- N, N}, то - -

fkn (~). fk~' (JO Е Rxl: = Л.v~: rrpн k Е[- N, NJ. 

Отсюда d (n (х), n (у))< aN, 1 ер• (х)- q>•(y) 1 ~а (a!I)N и, значит, 
ep'" EfrA• - - - -

Предположим для начала, что f 1 Q3 перемешt~вает. Тогда, 
как ПОltаэано в 3. !9, crj ~А тоже перемешивает, и мы полу
чаем, согласно § l, гиббсовскую меру J.l."' •• Обозначим Ds= 

1
) Практически то же ут11ерждение COAepЖIITCil в 121, стр. 157}.

Прим. ред. 
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-=n- 1 (д$Л) и Du"""n-1 (дu.1l). Множества Dэ И D" явлflются 
за iКНутьнш nодмножествами ~А• меньши:о.ш чем ~А. и aD5 с: Ds, 
а-1Dи с D ... Из а-инвзриантностн 11,~· следует, что JJ."~ ( a11D5) = 
= f.J.<~-• (Ds); польауясь тем, Ч'ГО an+tD .. с a'1D$, по.'!учаС~( 

f.A.v ( П cr't D~) = IJ..p• ( D s)-
,. ;:;.o 

Множество П a"Ds имеет меру О или 1, так как оно а-нн-
п> о 

вариантно и мера ll'P• эргодн•1еская (см. 1. 14); nосi<nльку е1·о 

доnолнение (непустое открытое мвожество) имеет, согласно 
lA, положительную меру, полуцае~1 J.1~~', (Ds) =о. Аналогичным 
образом убеждаемся, что IJ.q>• (Dи) =О. Пусть теперь 11<& с::: 
= зт.·J.t<Р'' т . е. J!Ф (Е)= llll'• (л-'Е}. Мера J!<r при это:\1 f-иива
рнаtпиа, и а~то:морфиэмы nрострзнств с мерой (а. ~~Ф.), 
(f, 1111>) сопряжены, так ''ак отображение л взаимно одно

значно всюду, кроме множества меры ну.'Jь U rl' (Ds U D u}-
n<;;Z 

В 'Iастности, h11 ,., (f) = h11!f!_ (cr) и, значит, 

h11rr (f} + ~ QJ d!lq; = h11rv• (cr) + ~ <р• dJJ.Ф•- Р 0 (QJ•) ~ Pf (<р) . 
Отсюда следует, что Pr (QJ) = Р0 (QJ•) и что Jl.Ф- равновесное 
состояние для QJ в смысле§ 2. Из 1.25 вытекает, что lk~- бер· 
ну п.rшевская мера . 

4.3. Лемма. Д ля всяк.о/1 Аtеры. JJ. G::; М 1 (Qs) существует та· 
кал мера '11 Е М0 (.L:A), ч.то n•v = IJ.· 

до,шзательство. Этот хорошо известный факт доказьша

ется следующим образом . Зададим по-10жите.'IЫIЫЙ .'lиней-

ный функциоиал F (g оn)= ~~ (g) = ~ g d!l па соответствующем 
подnространстве nространства С (~,1}. Исnользуя !>tодифици
рованиую теорему Хана- Баиаха. можно продолжит~> F 
до положительного функцианала и а С (~А)- Так как F (l) = 
= F (1 о :те)= 1, футщионал F можно отождествить с неко
торой мер~й ~Е М (1:,4). Ввнду комnактности существуст 

nредел v = lim ,f- (J3 +а~"'+ ... +(а~~~-~ у~) . Тогда а•'\1.,.. v 
k -+w k 

и n·v = J! (здесь используется 1'0, что n" (cr1')• j3 = (f4)* rc"~ = 

= {fk)•Jl. = ~1}. о 

Доказательство теореАtьt 4.1 (продолжение). Предположим, 
что мера Jl. явлflется равновесным состояинем для функции QJ 
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и найдем меру v Е М0 (LA), такую, что n 'v = }J. . Тш·да 
h.., (ст) ~ h11 {f) и , s11ачит, 

hv (cr) + ~ <р• d.; ~ h!J- (f) + ~ ljJ d~ = Р (qJ} = Р (IP•). 

Таким образом, v - равновесное состояюте д.'! я ер', и всJrед
ствие 1.21 -22 v = }J.Ф •. Следовательно, f.!=rt:"}J.'I'.=}.Lq: -

Haм осiастсн разобрать случай, I(Orдa Q .. = Х1 U .. . U Xn~· 
где fXk=Xн1 и f"'IX1 перемешнвает. Для JJ.EM,(Qs) имеем 
~t(Xt) = 1/m и, значит, !!' = tЩL / Х1 Е Mfm(X1). Обратно, ес,щ 
р.' Е= М(•(Х1), то J.I. E M 1(Q$)' rде 

m - 1 

11 <Е> = ,;;.- _L ,_,., (XJ n fkE). 
k-0 

Можно nроверить, что }J.- ll'- взаюшо однозиачиое соответ
ствие М1 (&~s)- M1m ( Х1). rrpи которо~r lt~~o' (f'n) = mh" (f) и 

~ Sm<p dJJ.' =т~ IP dJA.. Поэтому задача 11ахождения меры JJ., 

максимизирующей выражение fz~ (!) + ~ IP d11, Эt<вивалеиrnа 
задаче нахождения меры JJ.', максю1изирующей /t

1
,. {f111

) + 
+ ~ SrniP dJJ,'. Если qJ удовлетворяет усдоюiЮ Гёлъдера на Q$, 

то Szn<p удовлетворяет условию Гё.r1ьдера на Х;, н мы при
ходим к 1'ребуемому резудьтату, так как Х1 - базисное мио· 
жсстводля f111

, а fm 1 Х 1 - персмешивающее лреобраэоnанне. О 

4.4. Предпожевие. Пусть <р: Q8 R - гiJльдеров,·кая функ· 
ция и Р = Р; 1 {!~ \<PJ· Для достаточно малого в > О существует 
такая кош;тан:rа he > О, что для велкого х Е Q., 

JA.<P{yEQ8 : d{f"y,f~<x)<e \fkE[O,n)}~ЬeeXp(-Pn+S11<p(x)). 
Доказательство. Построим марковекое разбиение РЛ, диа

метры элементов которого :меньще е. Предпо,1ожн~ для 
нa •ra.IJa, что f 1 0 5 nеремешивает. Найдем такое х Е ~А' что 
n~)=x. Тогда -

B={y EQ5 : d(f"y, f·~x) <е Vk e: [O, n)}::::J 

::::J n{f!E~л: у~~.=х~. Vk e:: [O, n)}. 

Применяя 1.4 И равеtiСТ1ЗО Р (IP•) = р (IP) = Р, no.rryчaeм 

I-Lcp (В) ;;з; с1 ехр (- Pn + Sn<p (х)). 

Сведение общего случая'":' к перемешивающе~1у проводится 
так же, как rtpи докuзательстас 4.1, н пр~достаоляется чита
телю. О 
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4.5. ПредJtожеиие. Пусть <р, -ф: Qs-R- две гёльдероа
ские функции. Тогда следующие условия экваеалентньt: 

(i) ~=Jl.$; 
(Ji) существуют такие кон.стан.ты К и L , ttтQ 1 Sm«p (х)

-SтФ(x)-Kmi~L при всех xEQs и всех m~O; 
(Ш) существует такал конетахта [(, •tто S111(j]{X) -5711-ф(х)=Кт 

при х Е Qs, fm х = х; 
(iv) существуют такая гёльдеровскал функция и: Qs-+ IR 

и такая кон.сrанта К, •tто 

qJ (х)- ф (х) =К+ и (f х)- а (х) . 

Ecлrt эти условия выпол.няются, то К= Р (ер)- Р ('Ф). 

Доказательство. Пустh ер• = Ф оn и -ф• = 'Ф оn . Мы npe;~
rroлarae~t, что f 1 Qs лере~•сшнвает, и nредоставляе.м читателю 

сведение общего ел уч а я к этому. Если ll op = J.L$, то 1-lч: • = ,....,..., 
и по теореме i.28 существуют такие К и L, что 

1 Smcp• (~)- SmФ. (~)-Кт 1 ~L 

при х е ~.4.· Д.тrя х Е Q s выберем х Е n-
1 (х) 11 ло.rJучим (ii). 

Предrl0•1ОЖtJ:Ч , tJТO (i i) выпо.1нсно и fmx = х. Тогда 
L ~ ~ SmJifl(x)- Smi'J:(X)- mjK 1= il Smcp(x)- SmФ (х)- tnK \. 

При j ..... оо nол учаем (iii). ~c.1f! (i'.i') вьrrтолиено , то 

ер' ~) - ф~ (: ) = !( + и (л (cr~))- и (rt (~)) 
и J.l.f. = JtФ .. по теореме 1.28. Отсюда имеем J.I.Ф = n~/.111'. = 
=л J.l.~· = JJ.Ф. 

Предпо.1ожим теперь , •1то яыпо.1нено (iii) , :и докажем (iv). 
Пусть ТJ (х) - ер (х) '~ (х) - К. Выберем ТОЧI<У х Е Q5 , nоло
жительная nолуrра~.:ктория которой ллотnа в Qs (лемма 1.29). 
Обозначнм /1 = {f rex: k ?3 О} и о !реде.'lюf и: А-> R равенством 

k.- 1 

и (f" х) = L ТJ (f1x). 
i•O 

Ддя z Е А нмеем и (fz) - и (z) = 11 (z). 
Выберем е и а, как в 4.2. Соrдасно 3.7, существует 

такое б> О, что CCJIИ у Е;;: Qs п d (ff/.y, у) <б, то найдется 'Г а кое 
у' Е Q.r, что f".c/- у' и ([ (fky, fl<y') < Е/2 при всех. k Е [0, n]. 
Пусть .R - мnксiнtа.1Jьный- коэффнциепт, в ко·rорый f уflе.~ и

цива~т расстоянне меж;tу точl(амя. Прсдnодожюt , что у= f:tx, 
г= f"'x, rде ll < т 11 cJ (у, z) < P-/2R·' . Если N ве .. 1ико, по .. lу
чаем z = fny, n =т - k и d (/пу, у)<{), Найдс:-..1 у', д.'IЯ ко· 
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торого !1 = fny'. Тогда, так как Sп'l (У1 ) =""'О, 

1 и (z) - и (у) 1 = 1 ~~~ ТJ (f1 у)- Sп'l (у') 1 ~ ')=-
1 

1 'l (f1 у)- 11 (f1 у') 1. 
!~О ~ 

Из выбора R. н 1/ следует, что 
d(/1y,f1y')<в при всех ie[-N,n+N]. 

При J Е [О, п) Jlемма 4.2 дает 

d (fly, f'y') < a•"•"IJН.· , N+n- il. 

Фуикцня 11 гёльдеровская, nоэтому 
1 Ч (f' у)- rJ (fly') 1 ~а. ав m1n <f+"i, N+fl-n, 

.., 
1 u(z)- и (у) 1 ~2а ~ а8' ~ ~an.v. 

L., 1-а 
r~N 

Выбрав такое N, что d (х, у) е= [ef2RN+t, ef2J~Nl, получаем 
1 и (z) - и (у) 1 ~а' · а6:У. 

Взяв такое v >О. по (1/R)'~";Po.e, по.!Jучаем 

1 tt (z)- и (у) 1 ~ a"d (х, у)'~. 

Таким обра:ю~t, функция и удоыiетворяет на А условню 
Гёльдсра и единственным образом nродО.'Iжается до гёльде

рОJЗСJ(ОЙ функuни на А= Q5 • Формула 11 (z) = tl (fz)- и (z} 
продолжается на Q. по непрерывности. О 

В. Случай <r = q;<и) 

Наnомним:, что иа М задана риманова структура, I<OTO· 

рая индуцирует на М меру т - риманоn объем . До коuца 
данного раздела мы будем предnолагать, что f: lvi--+ М
это А-диффеоморфиз~r J<Jracca G-2, а Q s - базисное множество 
диффеоморфнзмз f. Для х Е: Qs nо.оrожнм qзtи> (х) =- log л (х}, 
где Л. (х)- якобиан линейного отображения 

Df: Е~ ~tx 

(етшлидова структура 13 слоях Е~. Е'!"' индуцируется ри ~ано
вой метрикой) . 

4.6. Лемl\lа. Если Q s - базuсн.ое множес1·во tслдсса Cl, то 
функция. q>~и> : Q~ -> R удовлетворяет условшо Гёльдера . 

Доказательство. Отображение х -+Е~ rё.riьдероnское (c:-.r. 
[ 17, 6.4] ), а отображение Е~ <Ji(u) (х) дифференцируемо, no-
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этому их композиция х-----. с:рМ (х) удовлетворnет условию Гёль· 
дера. О 

По теореме 4.1 функция <р<иJ имеет едииствениое равно
весное состояние, которое мы обозиаqнм !-"+ = ~<P<.uJ . Вообще 
говоря, функция <p<"J зависит от выбора метрики, но при 
f111x=x 

S111<p(11
) (х)= -IogJac(Dfm: Е~->Е~) 

от метрики не зависит (яко6иан здесь равен модулю оnре
делителя). Из 4.5 подучаем, что мера J.L+ на Qs н давление 
Р (~р<щ) не зависят от нспо.'!ьауемой метрики . 

4.7. Первая .11емма об объеме. Пусть 

В.., (в , п) = {у Е М: d ((~х . f 11y) ~е при осех k Е (0, n)}. 

Есл.u Q,- базисное ,wяожество класса С2 и е> О Ашло, то су· 
ществует такая константа Св> 1, что при осех х Е Qs 

т (Вх (г, п)) Е [С; 1 , Се] ехр S,t<p(и> (х). 

Доказательство. См. [8, 4.2]. 

4.8. ПредJtожеияе. Пусть Q,- базисное ,нно:жество 
класса С2• 

(а) Положи.4t В {в, п)= U Вх (s, n). Тогдапри ,налом е> О 
XEi р$ 

Ptl 0 (<p(u)) = lim _!_ log т (В (е, n)) ~О. 
s ~t-+ oo n 

(Ь) Положu,п W~ (Q.-) = U ~11: (х). EcлJJ. т (W~ (Qs)) > Q, то 
хе911 

/z
11 
+ (f) = - ~ qJ(Il) d J.l. +. 

Доказательство. Назове:.f множество Е с: М (п , о)-разде· 
лею-tьt ,"l, ес.1 и ддя любых двух раглн• ных TOtJeк у, z нз Е 

существует 1'акое k Е [О, п), что d (f"y, f ;,z) > б. Пусть Еп(о)
максимальное 1) среди (n . б)-раздедеииых под;.пюжеств Q8 • 

ДJiя х Е 0 3 имеем х Е В 11 (е, n) nри пекотором у Е En (б); в про· 
тиввом случае множество Еп (о) U {х} бу.:J.ет (n, о)-разделен· 
иым. При этом Вх (е , n) с 8 11 (б+ е, n), В (е., n) с: U Ву(б +е, n) 

11 
н вс.rrедствие 4.7 

т (В (в, п)) ~См& L ехр Snqз<и) (у). 
!1 (;;; 1:.'!1 (<1) 

1
) В том с~!ыс.1е, что ero ве.1ьзя рисшнритъ в к.~ассе (п, 6)-раз.делен

НWII nодмножеств.- Пр11.11. перев. 
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При о~ е множество U Ву (6/2, n.) с В (е, п.) ямяется 
уес,.(61 

объединением неnересекающихся nод~1ножеств н, зuачнт, 

m(8(e,n))~C6d >' expS,.<p<иJ(y). (м) 
у е "ё'n (6) 

Из гёльдеровости <р<иJ по.rtучаем 

l.plиJ (х)- q>!"J (у) 1 ~ ad (х. y)D, 

где а, е > О- некоторые константы, а х, у Е !.19 - любые 
TOLl!{H. Пусть х Е Ву(&, tt} n Q$. Тогда при j Е {0, п) 

d (fl Х, fly) < a i!J ID {/, 11-]-i) 

по ,1е:-.1мс 4.2. Отсюда 
п- 1 QO 

1 S"q> (х)- S~~.q; (у) 1 ~ L i cprиJ (/1х}- <р1111 {fiy) 1 ~ 2а L сх110 =у. 
i-0 k- 1 

Зафиксируем о< в, н nусть бU - oтr<pt.>t'ГOe nокрыт11е Q s 

с diam GU < 6. Пусть Г с: бU" nокрываст Qs, Для всякоео 
у Е En (б) найдем такое Иу Е Г, '-!ТО !} Е Х (U11). При этом 

S,.<p1">(U v) ~S,.q:(y). Если ilv = И11·, то d (fky, fkylj <diam U11 <б 
и у =!/, поскольку En (6) яв.;-яется (п, 6)-раэдеденным мио· 
жество~с 3Rачит, 

L expS,.<p(и!(U)~ L expSп(JJ(y). 
~ е Г - у е Е n (6) 

Исnользуя этоr фа"т н доказанное выше неравенство (•) 
по .. 1учаем 

P(rp<иJ , СИ)= lim _!_loginf L expSnqJ(11J(U)~ 
~~~"" n Г IJ е г -

;::: lim sup .!.. log т (8 (f., п)). 
п.;..:о fl 

Переходя к nредеду прн diam U- О, получаем аиа.'lоrичное 
неравенство для Р (<plиl) вместо Р (tp!u.J, U). 

Пуст~. теперh 'И- любое открытое nокрытне, а б- чнс.тю 
Лебеrа для бU. Д.'lя всякоrо у Е En (б) можно выбрать такое 
Uvs.rlli", что 8y(6,n)ПQs c:X(U11). Пусть Г = {И11: у ЕЕ11 (6)} . 
Множество г nокрьrвает Q$, так 1(3 К каждое х Е ~~i содер
жится D некотором Ву (б, n), где у Е: Е,1 (6). Кроме того, 

Sпtpl•l\ ('!_у)~ S"<р!и> (у} + V 

11 , значит, Z"(<p'm, CU)~ L: ехрS"срСи> (Uy) ~ev l: expS"q~(")(y). 
~~~ r - оеЕ,1 16] 
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ИспО.iiЬЗуя (м), nолучаем 

Р ((fси1, UU) = lim _!_ log Z11 ((f(и1, OU) ~ litn inf _!_ Jog т (В (в, n)). 
n-=>oo n n~<» n 

При cliarnбU->-0 юtеем 

Р (<p!r.t)) ~ 1 im inf ..!... Jog т (В (е, tt)). 
11: -+ 00 f1 

Тот фзкт, что т (В (е, n)) ~т (AJ) , заканчиnает доказатель
ство (а). 

Да.~ ее, из W~ (Qs) с: В (t, п) с,1едует, что rn (В (е, n)) ~ 
~m(W~(Q.)). Ecm1 m(W~ (Qs)) >О, т о формуп:а (а) даст 
Р (q:;<")) =О. Так как J.!+ - равновесное состояние для q~<uJ, по
лучаем 

h
11
+ (f) + ~ <j)iu) dj.L + = Р (q;·(u)) =О. О 

Базисвое множество Qs Нйзъша..:тся аттракторо,н , если 
у него существует такая малая окрестность и, что f(и} с и. 
ВСJiедствне nредложения 3.10 это эюзивалентно тому, что 

lV:(Qs) -окрестность множества Q5 • 

4.9. Лемма. (а) ПустD Qs- базисное ,•т.ожество диффео

.+rорфизма хласса С1 . Если w~ (х) с: Q s при н.шсоторОАI х Е QSI 

то Qs- аттрактор. 
(Ь) Ес:ш. Qs не является аттрактором, то существует такое 

у > 0, •по для ослк.ого х Е Q6 н.ай.uется у Е W~ (х), удоеле· 
творяющее условию d (у , Q3) > r· 

Доказательство. Если w: (х) с: ils, то 

Их= u {lV~ (у): у Е w~ (х)} 
srвлпется окрестностью х в М (см . [15, деммн 4.1 1))). Выбе
рем периодическую тОЧI(У рЕ U xi rгусть , напрнмер , fmp = р. 
При ма.'IОМ ~ нмее:м Wa (р) с Их; ес:JИ z Е tV8 (р) .•1ежит 
в W~(y)(yEW~(-~}c:Qs), то d(f'~z, f"y) <е и d(Г''z, Г11р)<~ 
лри n ~о. По теореме 3.9 2 Е Q$ н w~ (р) с: g$• Значи·r, и 
Wu (р} = U fmkW6(p) С Qэ· 

kP. O 

1
) Для удобства читателеА nрnводим фор~tу;тровку :пой JtСммы: 
Пусть :Rm = Ru ffi R$, D' (б)!;;;; О ЕВ Rs, D'' (~) ~ R'1 ffi О - станд~ртные 

диски с це~траы 11 в О pnд1tycon ~ •• в соответ":rвеино. 
Пусть, д<l.~ее, А- {А (у) ; !J е os (б)} - tren~epыeкoe ce~tel1crвo и-мерных 

д11сков, r.1адко еJJоженкых в Rm, прuчем А (у) яеляетсп rрафnком О'l'обра· 
жеппя g11 : Du (е} ->IR3, g11 (О)= у. 

Тоrда U /1 (!/) ЯD!IЯ С1СЛ окре~;шостыо нуля о Rm.- Прим. ред. 
11 
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Далее, Хр= wu(p) и !~s = XpUfXpU • •• UJNXp nри неко· 
N 

тором N. Д.пl каждого х Е U fkwrl (р) =У имеем W~ (xj с Q8 , 

k=' 
и nоэтому множество U х, определенное выше, лвляется окрест-
ностью х в м. Так !{ЗК w~ (х), w~ (х) зависят от х Е Qs не
nрерывным образом, можно найти такое ие зависящее от х 
чис.•ю б> О, что для всех х Е У окрестность U х содержит 
2б-шар Вх (26) с 1~ентром в х (см. [15, ~1емма 4.1] ). Прн этом 

B<1s (б) С: U {И.~: -~ Е У} С w: (Qy) 

11, эначнт, Qs- аттрактор. 
Чтобы доказать (Ь), отметим, что множество 

V ."={.~Е Qs: d (у, 0 8) > у дJш некотороr·о у Е \V~ (х)} 
открыто, так как tV~ (х) неnрерывным образом зависит от х. 
Кроме ·rого, nр:и уменьшеини у множество 11 'V увеличиваетсл, 

и, согласно (а), U V у= Q~. Из комnактности получаем V У= Q 5 
у>О 

npu некотором у > О. О 
4.1 О. Вторая пемма об объеме. Пусть !25 - базисн.ое .JIНO• 

жество х.ласса С2• Для ,\tалых е, 6 > О существует такое 
d :::::111 d (е, ll) > О, ttтo 

т (Bv {б, п)) ~ dm (Вх (~, n)) 

при. х Е Rs и у Е Вх (г, 1~). 

ДоiШЗательство. См. f8, 4.3]. 

4.11. Теорема. Пусть gs- базиаюе .fmожеатво диффео-
морфизма хласса С2• Следующие uсловия эх.вивален.тны; 

(а) Qs- аттрактор; 
(Ь) т (l\7 s (Qs)) > О; 
(с) PfjQ

8
(<p!al)=0. 

"" 
ДоJСазательство. Так как 1Vs (Q$) == U гпw: (Qs), условие (Ь) 

~~~о 

эквивалентно то~1у, что т (w: (Q$)) >О. ЕсJш Qs- аттрактор, 
то (Ь) выrrошrено, так как W~(Q,)-окрестность~l8• ~'сло
ВJ1е (с) едедует нз (Ь) согласно nредложению 4.8 (Ь). Нам 
осталось доказать, что если Q3 не является аттрактором, то 
р (<Р(щ) <О. 

для заданиого малого е> О выберем у, как в 4.9 (Ь). 
НаНдем такое N, что 
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при всех х Е Q s· Пусть Е с Qs есть (у, п)-разделе~•ное мно
жество. Для х: е Е иаiiдется такое у (х, п) е Вх (у/4, n}, что 

d (Г+·'' у (х , n), Qs) >'У 

(ввиду того, что f"Bx (у/4, n) ::'! ~~~11 (f"x) и f""W~t·l (f"x):;} 
:::J ttr~ (f~~"+nx)). Выбеgем такое б Е (0, у/4), ti'ГO нз d (z, у)< 6 
следует, что d (fNz, /J у)< v/2. Тсrда 

В11 <х. т (б , n) с Вх (yf2, n), 

fn+.V Ву {х. n) (6, n) П Во8 ('У/2) = g , 

Отсюда В11 (х, "' (б, п} n 8 {-у/2, n + N) = 0, Используя вторую 
лемму об объеме, получае~1 

-т (В (v/2, n + N)} +т (В (у/2, n)) ~ L т (В и 1х, nJ (6, tl}) ~ 
х~Е 

;;;, d (3-yf2, о) L т (Вх (Зу/2, п)) ~ d (3yj2, 6) т(В (\'/2, n)). 
Х Е fi 

Отсюда при d = d (Зу/2, 6) получае.м 
т (8 (yf2, n + N)} ~ (1 - d) т (В (-у/2. n}) 

л вс.11едствне nредложения 4.8 (а} 

1 
Р11 g

8 
(q>(UI) ~ N log (1 - d) <О. О 

Замечапuе. Существует nример базисиого множества 
класса С1 (nодкова), которое не является аттраi<'fором, и тем 
~Je менее т ovs Щ$)) > О llBJ. 

С. Аттракторы и У·диффеоморфн3мы 

r 

Так .как М= U ttrs (QJt), из теоремы 1.11 следует, что лочтli 
11 ,. 1 

все ло мере т точки х Е М noA действием А-диффеомор
фиэма f КЛЗССЗ f:l СТреМЯ1'СЯ К 1(8КОМу-нибудь аттрактору. 
Из этого вытекает следующий результат. 

4.12. Теорема. Пусть Q$- аттрактор диффео.морфазма 
класса Cl. Для почти бсех по .•tepe т точ.ек х Е ws (~!~) u для 
АЮбой ~-~епрерывNой фyнк.t{tlU g: М-R 

n - 1 

lim ~ L g(rx> = ~ gd~+ 
"

7
"' k- 0 

(т. е. х-тшutчная точ.rса длл ~+). 
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Jl J 

Доказательство. Обозначи:~оt g (п, х) = ~ L g (/k х) н g = 
k-0 

= ~ g d~ +. Зафиксируем 6 > О н опреде.тrи:м множества 
Сп (g, б) = {х е М: ! g(n, х)- jj; 1 > 6}, 

Е (g, о)= {х Е М: ! g (п, х) - g 1 > 6 ДJIЯ бескоиечно·го набора 
чисел n} = 

"" со 

= Лt n~v Сп (g, 6). 

Выберем такое е > О, что 1 g (х)- g (у) J < 6. если d (х, у) <в. 
Дадее зафиксируем N > О и последовате.-1ьио выберс:-1 мно

жества RN, RN+I• ..• СJJедующим образом. Пусть Rп(n~N)
Mal{cим алыюе ПОДМFlожество в Q $ n Сп (g' 26), удовJJетворяю
щее условиям 

.(а) Bx(t, п)ПВ11 (е, k)=(() для xERп,yERJ.,N~k<n; 
(Ь) Вх (е, п} n В:.:• (е, п) = g ДЛЯ Х, х' Е R~, х =1= х'. 

Если у е \\1: (Qs) П Сп (g, 36) (n ~ N) и у Е \17~ (z), где z Е Qs, 
то, согласно выбору в , z Е С" (g, 26). Вследствие максималь· 
ности R" имеем 

В.,(е, n) П Вх (€, k) =f= 0 для иекотор01·о х ~ R.fl, N ~ k~n. 

Тогда у Е Bz с~. n) с в2 (в, ll) сп .. (2~-:, k) и. значит, 

со 00 

w:(Q,) n U Сп (g, Зб) с U U В.х (2е, ll). 
n = N k = N J:6Rk 

Исподьзул первую лемму об объеме 4.7, ло.'!учаем 

rn (w: (Qs) n о Сп (g, Зб)) ~ С2е .f: L е:хр s,l q:(rtl (х). 
ri=N ll = N х Е R,, 

"" 
Из определения R,. следует, что V N = U U В,. (в, k) 

11.-.v .хе: Rk 

яв.11яется объединением непересекающихся 1\Пюжсств. Вслед· 
ствие выбора 8, Вх (е, ll} с: ck (g, О) для х Е Rk с: ck (g, 26) 

00 

и, аначвт. V N с U c"_(g, 6). Так как ~-~о+- эрrо)1ическая мера·, 
k-N 

из эргоднчесr<ой теоремы по-1уqасы 

О = ~ 1 (Е (g, 6}) = lim ~ " ( U Сп (g, 6}). 
n~oo n-... "'J 
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Отсюда Jim J.I.+(VN)=O. вс.1еДСТВ11С 4.8(Ь)имеемРрQ (q>IUI)=Q 
N-.oo s 

и, зкачкт, согласно 4.4, 
00 

~1 + (V N) ~ Ь6 L L ехр S;iP{u) (-"')· 
lt= N x <= Rii 

Так как f.L+ (VN) О, сумма о правой части стремится к О 
nри N ~ оо . Используя неравенство из nредыдущего абзаu.а, 
убеждаемся, что 

liш т (\~~(Qs) n 0 Сп (g, Зб)) =О. 
Лl-+-а;~ tl-=N 

Отсюда в свою очередь следует, что т (w: (Qs) П Е (g, 36)) =О. 
Прн 6' > 36 множество E(g, о') n Гп\ti'~ (Qs) с t•п(E(g, 36)() 

n wr~ (Qs)) имеет меру О, так кик f сохраняет множества 
т-меры О. Поэтому 

т (E(g, о') П \ti's (!Js)) ~ f т (E(g, о') n ГпW~ (Qs)) =О. 
п~о 

Пусть g по-nрежнему фш<СI!ропзно, а 6' = lfm~ О. Тогда 
для всех х Е \Vs (Q5), кроме множества Jl (g), т-мера которого 
равна пулю, получаем lim g (п, х) = g. Пусть {g.~<}:~t- nлот-

" "" 
ное подмножество в С (Х); д.r1я х Е ws (Qs) '\ U А (gk) полу-

k .. t 
чаем, по Jiш g (n, х) = g д .~я всех фующ .. й g Е С (Х). О 

/1 

4.13. Следствие. ПредполОЖ/1-\t, 'ITO f; м~ ;И - тран.зи
тuвliЫй У-диффео.иорфuз.н rсласса С2 • Если иек.оторал вероят
носиtа!l ,uepa ~t. абсо.2ютно нenpepы.бl-ta!l относительно т, 

Шlоариантна относитедыiо f, то 1.1. = 1.1 +. 

Док.азателс.сrво. В этом едучае спектральное разложение 
имеет вид М = Q = Q0. Пусть g Е С (J\!1). По :.~рrодической 
теореме существует функu.ня g·: М~ R, такая, что 

11- 1 

lim ..!.. L g (ikx) = g• (х) 
n~oo n k~O 

д.'lп по'-!тн всех no 'fepe ~ точек х. Пусть А- множество 
точеi< х е М, для котоrых 
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Так как т(А)= 1 и ~-L<m. ПОJJучаем !!(А)= 1. Отсюда 

g• (х) = ~ g d~L + для nочти всех по \\•!ере !! точек х. Тогда 

~ gd~= ~g·d!J.= ~ gd!J.+. 

Из того, что это сnраведливо для всех g Е С (М), СJiедует, 
что ~~= !J.+, о 

ЗaMe'taflue. Если м связно, то м=~= х\ и f перемеши· 
вает. При этом мера !J., о которой шла речь, будет бернул· 
.'!Невской. 

4.14. Теорема. Пусть f- транзитиlmый Jl-диффеоАtорфuзм 
класса С2• Следующие уеловил эквuвален.тн.ы: 

(а) существует инвариантная оиtосительно f мера вида 
1-L = h dm, где h - положuтельн.ая гёльдеровская фующия; 

(Ь) существует ин.вариан.тная. отхосuтельн.о f мера, абсо
лютно непрерывная по отноutению к т~ 

(с) если f"x=;'(;, то Df"': ТхМ ТхМ u,пеет определитель l. 

Док,азательство. Очевидно, из (а) следует (Ь). Предnо.rюжим, 

что (Ь) вылолияетсs:~. Пусть '),CS> (х)- якобиан Df: e,-lx.- Е; 
и <p(s) (х) = log ').}•) (х). Далее, Г1 - это у ·диффеоморфизм 
с в:. гl =В:.. t и в:. г~ = Е';, ,. Кроме тоrо, 

л.~::] (х) = Jac DГ': ~- в;-iх = ')..(s) (х)- 1 

и, значит, qJ~t (х) = - log л.}~~ (х) = <p(s) (х). Сушествует такая 
инвариаитиая мера ~-, .что 

n-1 

lim .!. L g (Гkх) = ~ g d~~-
n~ oo n k ~o 

д.rrя почти всех no мере т точек х; !J.- - это единственное 

равновесное состояние для <P~~I относительно Г 1 ' Отметим, 

f - 1 
что состоЯJfНЯ, равновесные относитеJrыю , те же, что и 
относительно f, так как i'vlf (М)= М1-~ (Л1) и lzv (f) = hv (Г1). 
Значит, ~- = IJ.<i'(S)• Применяя 4.13 к f и к Г1 , получае:\i 

~lф(llJ = j.L+ =-~!- = llq.!sJ. 

Согдасно 4.8 (Ь), Р (<р!иJ ) =О= Р (~p(sJ) . Вследствие 4.5 nри 
fnx=x имеем 

й-1 n-1 

)' tpluJ (fkx) _ L <p<sJ (fkx) =о. 
t'=o t.-o 
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Потенцируем и nопучаем 

1-== (det DJ,./ Е~) (det D/"/ Е~)= det Df11
1 Т хМ. 

Предположим теперь, что выпо.rшено (с), и rJyc·rь q> (.t} = 
=logJac(Df: TxM.-TrxM}. Тогда, ec.rtн f".t=x, то 

n-1 

S,.cr (х) = log По Jac( Df: т,k"м-- Tflt+ l.tM) = 

=logJac(Df": T:tM --т,п •. !W)=О. 
По nредложению 4.5 (с 'Ф = О, К= О) существует гёльде
ровс~<ая функuня u:M--R, такая, чтоq;(х}-и(fх)-и(х). 
Положим h (х} = е" txJ. Рассматривая I.L = h drn как абсолют
ную веm1чину некоторой формы, nодучаем 

t• (h drn) (fx} = h (х) е"'(-<) dm (fx) = h (fx) dm (fx} = (h drn) ({х}. 

Значит, мера f.t инварнантна относите.IJЬНо f. О 
Зал.:ечание. На самом деле функция h nринадлежит 

к классу С1 • См. [9], [10]. 

4.15. Следствие. Среди. У-диффеом.орфuзJ'.t.оВ класса ~ 
открытое и всюду n.zoтfLOe .чножество сосrавляют те, для 

которы:~ пе существует иноариан.т~-tой меры 1.1 <т. 

Доказательство ( (14, c·rp. Зб] ). Воспользуежя условием 
4.14 (с). Прсдпо:южнм , что fn.x = х и det (D f"' 1 Т .хМ) ::/= 1. Диф
фсоморфиз~J f1, б.'!изкнй к f, также является У-диффеомор
физмом, н существует такая периодическая точка х1 , близ-

кая к х, •по f7xJ =х1 • При этом det(Df7 ]Tx,M) близок 
1{ det (Dfn 1 Т,}1) и отличен от 1. Мы rrользуеl\IСЯ здесь тео
рией стру.ктурной устойчнвостн, которая не входит в эти 

заметки. С другой сторОНЬI , если fnx = х и det (Df" 1 ТхМ) = 1, 
то это усдовис нарушается при сколь угодно малом возму

щении диффеоморфизма f. О 
В случае коrда для f не существует инвариаитной меры 

I.L <(т, мера т на са 1ом ,ue.'le являе·rсп диссиnативной [lбJ. 

НЕНОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Это r., ona ('(нtер:юп основные теор\;МЫ данвой работы. Работа н целом 
реалнэуст некоторыii вар11Зн'Т nред.1ожснной Сшrа~м /14] проrрамыы Jrpи· 
менещш (:TDTIJC1'Иqee!<oй мехаюнш 1< диффеоморфизма'd 1). Рюэль в [12) 
nеренес р<!зудьтаты С>tная: об У·диффеоморфиэмах на сqrчай аттракторов 
дкффеоморфнз:~~:ов, удомсrDоряrощн х ансноме А, а u [11 ввм формэлязм 
для раnновссных состояии1'i. 

1
) Обзор резу.'Iьтатоn. по.tуqеиных в зтоti об.~аста, содержнтсn 

11 [20, !'д, 2j. - l/pU .'I. ll t!pCO. 
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Теорема 4.1 содержится в [6] и (7J; случай У-диффеоморфм~11оn. 
см. в [14\. Ре3у.1ьтаты 4.5, 4.13, 4.f4 н 4.15 заимствояаиы из [91. (JOJ 11 (141-
Разд.ел В дословно n~ре11есен uз [8}. Те.орема 4.12 доказана Рюэ.тем [121 
(мы едедовали доказательс-rnу из (8] ). Рю!>.,ь [12) доказад также близкими 
методаюr, •1-ro fni! - > j!+, ес.1и ~~-<т имеет носнтмь 11 окрестности аттрак
тора; для У-диффсоморф•rзиов ~от результат докаэа.~ Cнrrall [13). 

То qто в едучае трзпэптнnного У-днффеоморфтtэ'lfа мера jJ + бернул
лиевская, доказал Азенко-rт [4). ЭрrО~ItЧе<:кая теория У-дuффеоморфизмое 
в с.тучае, когда ~&+-<т. нзу•rалась во ~rноrих рабон1х; см., например, (2} 
IIIO! (3). 

В слуqае коrда q>(a) - лостояннnя функция, f-1 + S!В.1яется едuнстпенuоi1. 
пнвариаiiiНОЙ мерой, макскмиэ~1рующеli энтроnию (4р =О 11 r:p1a) имею,. одно 
и то же равновесное состояшн~). Для rнперболиqсскоrо ав,.оморфиэма дву
мерного тор11. iJ + келАется мерой Ха ара, а конс-rрукция 4.1 лрн9адлежит 
Амеру х ВеАсу [1). Эта с1·атья 11rрает nажную ро.ть в раэn1пии лред~1ета 

к хорошо члтsетсн. Если cp(u) =F С, мера iJ с максимальной ЗJ!Тропией 
все же имеет следующий reo)terpнqecниR смысл: ПСJ.Нiо;:r.ическш~ то'!Кн на йs 
равномерно расnреде.rrекы относ11тсльно J.! [5). К . Зигмунд [19) рассмот~>е.1 
TUII/1Чkwe свойс-rва мер 11а йs. 

[Мера 1.1 + иrрает также важt1ую роль при раес·.•отрснки малых CJiy· 
l!l!.iiiiЫX воамущевкй У- н А-;~11ффеоморфнэмо:в (c~r. [22] ). - Pt>д.J 
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МАРНОВСНИЕ РА36ИЕНИЯ 
И МИНИМАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА 
ДЛЯ ДИФФЕОМОРФИЗМОВ, 

УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ АКСИОМЕ А 1) 

Р. Боуан, 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В этой статье марковекие разбиения используются для 
яэучеиия минимальных множеств диффеоморфизмов, принад
пежащих к иекоторому кдассу, введеииому Смейлом [9J. 
В [1] (или [15, § ЗСJ,- Ред.) мы построили марковекие раз
бнения базисных множеств Qs днффеоморфиз:мов f*, удовле
творяющих аксиоме А (см. [91), обобщив метод, примененный 
Синаем к диффеоморфнзмам Аносова ( [7], [8], [llJ). При 
nомощи этих разбиений удается nредставить f = f1 Qs как 
факторсистему неnриводимой тоnологической марковекой цеnи 
с конеqным чимом состояиий [1, § 4] (нли [15, теорема 3.18].
Ред.); nри э·rом отображенRе факторизации п эквивариантиым 
образом соnоставJ1лет точкам Qs некоторые последователь
ности символов. 

Основной результат настоящей статьи состоит в том, что n 
сохраrrя:ет свойство минимальности н что все миинма;Jьные 
nодмиожества f нульмерны. Это , в частности, дает ответ на 
с,1едующнй вопрос Смейла [ 1 0]: может ли rиперболи•Iескнft 
автоморфизм тора иметь одно};!ерные минимальные мно
жества? Хнрш !2J nоказал, что D этом npи:~<tepe пе может 
быть минимальных множеств I\Оразмерности один. 

М. Морс [3], [4] н [5] использова;J ме-rоды симвО.iiической 
динамики д.'IЯ изучения мини.маJiьНых rеодезическнх на по

верхности отрнцате.11ьной J<рнвизны. Данную статью ыожно 
рассматривать как распростраrrение н обобщение результатов 
Морса на рассматриваемый с.<Jучай. Настоящи:м обобщением 
rеоде::.ических nотоков, изучавшихся .Морсом , являются по
токи, удометворяющие аксиоме А (см. [9J }. Технически они 
сложнее диффеоморфиз;о..юв, но со gременсм н для них будут 
лос·rроеиы марковекие разбиения , и методы этой статьи будут 
nеренесены на c.11yчaft потоков. В частности, можно ожидать, 
что сnраnедлива следующая 

1) RLt(US BO\YerJ, Markov Partitions and .'•\ "nlmal s~t s for Axiom А 
Dlffeomorphlsms, American Jattmal о{ Mafhemattcs, 92 (!970), 907·-917. 

© Перевод на русскю'i нзык, «Мир:., JQ7Q 
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Гнnоте:Jа. Всякое Мlшиыальное множество nотока. удо
в.rrетворяющего аксиоме А, или од»омерFю, и.'IИ состонт из 
одной точки 1) . 

М. Рат»ер [6] построила марковскис раэбиення ДJIЯ тр~х
мерны:t nотоков Аиосова . Можно попытаться доказать сфор
мулированную выще rипотезу в этом случае. 

2. МНОЖЕСТВА J.r (х) И lu (х) 

На nротя.женни этой статьи чер~з W обозначается мар
ковекое разбиение относительно f: Qs ~ Q5 , rде ~~s- базиснос 
множество д.иффеоморфизма f, удовлетворяющего аксиоме А 
(мы лслользуем определения и обоаиачешш из [!].{или [15].
Ред.)). При Е, F е:~ nодожим 

и nyc·rь 

{ 
l, ес.rти f(intE)ПiпtF=/:: g, 

t(E F)-
' - О в nротивном случае, 

~={(E,)t:_"": Е1 ЕЧi и t(Ei. Е/+1)=1 при всех ie:Z}. 

Введем обозиачеюrя: Е=- (E1)t.""..""' х = (xt)7=oo-oo и т. д. L
это компактное метрическое nространсl'во; существует сюр'Ь· 

ектнвное отображение n: 2:- Q... оnределенвое равенством 
(см. [1, § 4] (11ли [15, теорема 3.18].- Ред.)) 

n(E) = n ГiEI. 
ieZ 

ОпределеИ!iе. При х Е Qj по.rтожнм s~t х ={Е Е~: х Е Е}. 

Лемма 1. (а) Set х ={Е е~: Е= хо длп н.схоторога 
х Е п-J (х)}. 

(Ь) Set [х, yJ => Set х n Set у. 

до~<азательство. (а) Еспи х = n (х), то, очевидно, х0 Е Set х. 
То , что ·rакое х существует для всякого элемента И3 Set ;~. 
было показаио при ДОI<азательстве пре;r.ложення 31 нз [1] 
(близкие рассуждения c~r. в 3.18 из [15]. -Ред.). 

(Ь) Выражение [х, у] определено, разумеется, лишь д.11я 
близких точек х и у [1, § 2] (J.! .rти [!5, п. 3.3].- Ред.). Ес.ти х, 
у е Е Е ~. то [х. yJ Е Е, поТО){У что Е - прямоуrольвнк 
[1, § 2] ( [15, § ЗС] . - Ред.). 

- 1) Дока3ате.qьстоо ::~то1i Гi·IПОТ~зы содер >юпсн JJ pa ij oтe Р. Gоу~вз [12/. 
М~рковские раэбиеииsr ддя потокоn, удов.1еrворяющ11х аксио\!е А, rю· 
строены в 112]11 [13].- Пpll.'f . rtepeiJ. 
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ОпредеJiеиие. При х Е Q" nоложим 

Js (х) ={т с:<&': Vo > О 3 z Е \Vo (х) " д"W с Set z = ,q>}, 

J и (х) ={!Юс<&': V6 > О 3z Е tt7б (х) "дsrl с Set z = .®}. 

Выберем 6=б(х) настопько малЫ.\1, чтобы SetzE/s(x), 
ec.rпr z е lV~ (х) "ifl~. и Set z Е 1 и (х), еслн z Е lVo (х) \ a•w. 
Обозначи:м U х настолько малую открытую окрестность х 
в ~l$, что 

(l) U" с U {Е: Е Е Set х} 
II 

(2) [х, z] Е int w~ (Х) (х) н [z, х) Е int W~щ (х) 

при z е U х (испо.!IЬЗуется д см :>та 5 иэ [ 1] 1). 

Лемма 2. П УС7'о z настолмо близко к х, •tто [х, z] опре
де,шю. Ec.zu z ф. д"~. то <Jля вся1юго 6 > О существует 
z' Е W6 (z) " U ["(д"~ с Set z' = Set z u (х, z'] ф дnw . Если 

neZ 
z ф (f<&', то дл.ч вслrwго 6 > О существует z' Е wg (z) " U /1! (~) 

nEZ 
с Set z'- Set z и [z', xJ ф ifrl. 

Доказательство. Напомним, •по д"~= U диЕ, где iJlE= 
E-.'t 

={,"Е Е; х е: дW3 (х, Е) в lV~ (А-:)}. Но дWs (х, Е)- замкнутое 
ниrде не плотнос nо~tмножеспю W~ (х) [ 1, .11емма 9] 2). Сле
довательно. ес.r~и z ф дrl<fl, ·ro 

W = П iп t W5 (z, Е)'-. U {Е Е ~: Е ф. Set z} 
Е eset z 

явдяется открытой окрестностью z в \\"'~ (z). Очевидно, 
Set z'=Setz nрн всех z'EtV и WПд"W=2! (если z'EW, 
то nри EESetz' = Setz ичсем zE int \fs (z , Е)= int w• (z' , Е)). 

Так как д"<{/ n w~ (х) содержится n конеЧНО;\\ об·ьедниениц 
нигде ие nлотных множеств внда дW8 (у, Е), д"<& П W~ (х) 
ниrде не nлотно в w~ (х). Каждое Н3 множеств Г11W~ (z) 
может быть nокрыта конеLlным чнс.11ом W~ (.~). поэтому 

f" (д1l"&) n tf~ (z) с:: у· ( v д"r? n w~ (х)) 

1) Это утnер>Кдеrн• е следует из непрерывпос.тн отображешш {., ·J. 
См. также ;1смму 9.1 113 доОавленю:r. - Л ри.к. r1ерев. 

Z) с ... _ .'Iемму 9.5 из добавления.- ЛриАС, nepea. 
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нигде не n.lOTHO в w~ (z). По теореме Бэра о категории 
\V \ U f11 (д11W) всюду мотио в lt7. То, что можно избежать 

IIEZ 

точек [z, д~ n w~ (х)], следует из [ 1' лемма 81 J). 
ЗаАtечание. Второе утверждение доказывается анаJюrично. 

Однн из способов уuсдитnся в этом состоит в следующем. 
Разбиение 'fl, марковекое относительно f, rrn"1ястся Марков
еким также и относительно Г'· При замене f иа Г' меняются 
ролями устойчивые н иеустоИчнnые множества. Это nример 
своеобразной «дмйствеиности»; а именно, ес.'1и К (f, ~}-
нечто, оnредменное в терминах f и W, то к· (f, lf?) =К (Г1 , W) 
будет ему «двоi'tствеюrым». Наnри мер, д'"& и asq; Д\ЗОНСТВеНны. 
При этом утверждения про (f, W), лримеиенные " (!=1

• W), 
nриводят к «двойственным» утверждениям; наnрю.rер, fl1'flc 
с:: €1t'(ff переходит в Г 1д11i' с:: д"ri. 

Предложение 3. Если у е U х. то 
l.r(Y)={!IOПSety; ~Els([x, У]}} 

и 

lи(Y)=(20nsety; q)Efu([y, х])}. 

До~ФЗательстао. Рассмотрим z Е w~ (у) н ,· = [х, z] Е 
Е W~, ( [х, yJ ); <1 и 6' одновременно стремятся к 0. Множестnо 
U {Е; Е Е Sety} явдяется окрестиостью у, nоэтому nрн б 
достаточно м адом Set z с:: Set у. Из onpeдeJJeюrя Их с.ледует, 
что Set у с:: Set х. По лемме 1 (Ь) 

Setz~ ::::> SetzПSetx=Setz 
н, значит, 

Set z с:: Set z* П Sct у. 

Так как z =[у, z•J, из деммы l (Ь) следует также, qто 

Set z => Set у n Set z·. 

Отсюда Set z = Set у П Set z•. 
Рассмотрим ~Е lя (у) и одну из точек z, олисанных 

выше, ддя которой f! = Set z и z ф. д"W. Тогда, по лемме 2, 
мы можем с~~:оль угодно мало изменить z Т<'! !{ИМ образом, 
qтобы полуtшть z•ф.д"~. сохраню~ Ф=Setz. При этом 
8 = Set z = Set у (1 Set z•. Аналогично, ес.rш г• ф. д"??, мы 
можем считать, что z ф. аиw, н nолучить Set у n Set z• = 
= Set z Е J s (у) np11 малом 6'. Отсюда с.'!едует лервое нз 
доказываемых утверждений. 

1
) См лемму 9.11 нз добаnления.- n PUI.f . nepeS.) 
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Второе утверждение двоИс'l·~енио первому. 

Следствие 4. {х Е Qs: ls!X) ~ k} и {х е Q9: 1,. (.v) ~ k} 
открытые ,ю-южества (здесь А - /ttОЩ~-tость /rtNожества А) . 

Доказательство. Из оnредсден11я Их внд:но , что есля у Е Их, 
то ls([x, yJ)c:ls(x) н lu([y , x))clu(x}. Согласно nреддо
жению З, отсюда следует, что 

1 s (у)~ l'="s=( 7"'[х=, =у?])~ l s (х} 

~ ~Ju( [у, х]) ~lu(x). 
Следстюrе 5. Ес.щ yEUx, ls(J;)= l ,..(x) LL lu(!f)=J~.~(x). 

ТО Sety=Sctx, ls(y)=ls(X) tl lu(Y)=I,.(.t). 

Доказательство. Если Е Е Set х, ·ro v =их n ws (х, Е) 
совладает с эамыкание:-.f в ~~~ (х) множества с вон.'\ внутреи· 
них точек, поэтому, как и в демме 2, существует z Е V '\д"'fl. 
При этом Е Е Set z Е / 8 (х). Ec.rtи у удов.r~етворяет нашим 
nредположенням, нера:веиства в доказательстве nредыдущего 

с.1едствия дО.'IЖНЬI обратиться в равенства; отсюда /8 ([х, у])= 
= ls(x). В частности, отсюда с.1едует, что SetzE J$([x, у]) 
н [х, у] Е Е. Таким обра:юм, Sct [х, у] ::J Set х; из [х, у] Е U,. 
f!o.llyчaeм S~t [х, у]= Set х. Аналогичным образом lu ([у,;~])= 
=lu (х) и Set [у, xJ = Set х. 

Так как у = [[у, .л:], [х, у]], из леммы 1 (Ь) полу•1аем 
Sct у ::J Set [у, х J n Set [х, !J] = Set х. 

Из у Е U х сJrедует, что Set х ~ Set у, и, значит, Set у= Set х. 
Остальные утверждения вытекают ·rепсръ нз rrредложения 3. 

3. ОТНОШЕНИЕ ПОРЯДКА И ДЕЙСТВИЕ t 

Для заданиого N > О обозначим KN множество всех 
целочис.1енн ых наборов (а1 , ••• , ип) д.rrнны n, rде 1-.::;;_rt~N. 
1 ~ а1 ~ N н а 1 ~ а2 ~ ••• ~а,.. Зададим на KN час1·ячный 
nорядок ~; 

(а 1 , ••• , ап) ~ (Ь1, •.. , Ь",) 

11 ра ycJJorHIII, что ндп n > т, 11.1и n-т и Ь1 ~а; лр11 nccx 
1 ~i~n. (Подчеркнем, t/ТО это fie есrь (<естественное» усдо· 
вне а,~ bL.) Буде:.-t писа·rь (а 1 , ••• , а,.)> (Ь., ... , Ьт). если 
(а!, .. . , а,1) ~ (bJ, ... , Ьт) И (а!, . ·., Gп)=l= (Ь,, . · ·, Ьт)· 

Зафиксируем некоторое N ~ 22~. ДJJя L с flJ (flJ (~)) (rде 
flJ (В)- множество nодмножеств и я В) определим С Е К.., 
как набор (а1 , ••• , ап), где n -L и а1 , . , . , ап.- М()щностп n 
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nодмножеств, входящих в L . В частности, nри х Е Q. мы 
можем рассмотреть fs (х) .. и 1" (х)•. 

Лемма 6. (а) ЕслихЕЕ n Г1Р, где Е, F Е w и t(E. F) = 1, 
ro fW$ (х, Е) с lt78 (f (х), F) и fW" (х, Е) ::::> wи (f (х), F). 

(Ь) Предпол.ожш.t, •tто Е1 * Е2 а Р- :мементы ~. х Е 
EEtnE2nГ 1F и t(E1, F)=t(E2, F)= 1. Тогда х,Ед11W. 

Доказательство. (а) Это лемма 25 (а) нз [lJ (или Jtемма 
3.14 нз [15}.- Ред.). 

(Ь) При наших предположениях из (а) следует, что 

V = W" (х, Et) П Wu (х, Е2) ::1 Г1W" (f (х), F). 

Так как \~11 (f (х), F) содержит открытое nодмножество. вся· 
кой окрестноств f (х} в W~ (f (х)), V содержит открытое под· 
множество всякой окрестности х 13 W~ (х). Ка1.;: и nри дока· 
аательстве .rtем мы 2, мы можем найти такое х' Е V, что 
х' ф. as~. Из Е1 :1- Е2 следует, что V с Е1 П Ez с дЕt. Так как 
дЕt = д"Еt U i?Et, заведомо х' Е д"Е1 • При этом 1Vrt (х', Е1) с 
с д"Еt с диw и, значит, х Е aare. 

Лемма 7. (а) Предположим., что z ф ii'~. Тогда для вся· 
кого F Е Set f (z) существует едtтственное Tz (F) Е Set z, 
такое, ч:rо t(Tz(F), P)=J. Отображепие Tz; Setf(z)-Setz 
сюръек.тивно. Если у Е w~ (z) '\ ди'€1 ll Set у= Set Z, то 
Set J (у)= Sct i (z) и Т 11 = Tz· 

(Ь) Предположим., ttтo z ф. iPi!. Тогда для всш,ого F Е 
Е Set Г 1 (z) существует единствепное т; (F) е: Set z, такое, что 
t (F, Tz (F)) = 1. Отображспие Т~: Se" Г1 

(z) ~ Set z сюръек
тивио_ Если у<; W~ (z) '\ д'Cif и Set у= Set z, то Set Г1 (у) ::=о 
= SetГ 1 

(z) а Т~ =Т;. 
Доказсlтел!Jство. (а) Для F е: Set f (z), соrлэсно лемме 1 (а), 

существует w Е я- 1 (f (z)) с ш0 = F. При этом cr- 1 (w) Е тГ 1 (z) 
(иапомнюr, ч·го rомеоморфизм сдвига а: ~ ~ ~. оп ределениый 
равеНСТВОМ (J (Х);- Xt + 1• удовлетворяет ус.rювию fon = Яосr) 
и, значнт, z Е w_1 по лемме 1 (а). Из w Е~ следует, что 
t(ш_ •. w0)=1(t1!!_1, F)=l . По ле~ше б(Ь) Ш_t единственно, 
так как z ф. д"W; поэтому отображение Т~ корректно оп ре· 
де .. 1ено. 

Если Е е: Set z, то z0 =Е д.rtя нскотороrо z Е л:- 1 (z). 
При этом z 1 Е Set f (z) и t (z0, z.} =- 1; отсюда Т (zt) = Zo и Т" 
сюръективно. 

Рассмотрим у Е \V~ (z) '\. диr;! с Set у= Set z. То!"да !f Е 
Е ws (z, Е) прн всяком Е Е Set z. Если F е Set f (z) и Е= 

4 Зак, J23\ 



= Т2 (F), то вследствие .'!ем мы 6 (а) 

f (у) Е fWs (z, Е) с lf1s (f (z), F) с: F. 

Таким обрааом, Set f (z) с Set f (!f)· Из-за симметрии Set f (у)с 
с Set f (z), т. е. Set f (у)= Set f (z). Равенство Т11 =Т:: теперь 
очевидно, так как отображение Т г оnределя.rтось по :м ноже· 
ствам Set z и Set f (z), а не неnосредственно no z. 

(Ь) двойственно к (а). 

Предложеиliе 8. 16 (f (х))• ~ fs (х)• и 1 ц (Г' (х})' ";;;J и (х)\ 
До"азател.ьство. Определим отображение R~: f 5 (x)-J3 (f(x)): 

R~ (!ii) = Set f (z) 

при 1!Je/~(x), 1!J=Setz, где ze\V~(x)(x)"-дu~ . Лс~1-ма 7(а) 
показывает, что отображение R; корректно оnределено. 
Мы утвержда~м. что оио сюръективио; действите.'!ьно, ес.'IИ 
~Efs(f(x)}, то, по лемме 2, д.rrя произ13ольно малого 1'> 

ыожио найтв w Е \t?~ (f (х)) '\ д"W с Set w = fff н w ф f (д"~). 
Прu этом E=R~(SetГ1 (w)). 

Пусть !$ (х)• = (а1 , ••• , ап) с а1 = ft1 и fs (х) = {2ll,, ... , Еl>п}· 
Пусть l3 (f(:ф• = (Ь1 , ... , Ьт) с bl = 'lff, и ls<f (х)) = {$1• .... ~ ".} . 
Тогда R~ nорождаетсюръективное отображе11Не g: [1, n]---+[1, т], 
заданное ра13енством R~ (EZ>1) =Е i щ. При это~f или n >т и 
(а 1 , ... , а11 ) > (Ь1 , ••• , Ьт), нлп n =т 11 g -взаимно одно
значное отображение. 

Рассмотрим второй случай. При иекоторо:-.·1 z отображение 
Т2: &'g<o~!lJi сюръективио, зиаrтт, bg(• J ~az. Длл велкого l 
должно найтись та кое j Е ( 1. i), что g (j);;;:: i; в nротивном 
c.rryчae g(l,i)c(l,i-1), что nротиворечит взаимной одно· 
значиости g. При этом 

bt ~ Ь2 т ~ ai ~а,. 

Здесь :-.1ы liспользуем то, что а1 и bt расnоложены в убы· 
вающем nорядке. 

Второе утверждение доказывается с nомощью двойствен· 
н ости. 

Определение. Назовем точку х Е Qs тo•u,ou s·ветвления 
(и·ветвлеиия), если существуют х, у Е :11-

1 (х) с Хо = yrJ, но 
х1 =1= у1 (х_ 1 =1= !}_ 1). 

Предложение 9. Если х - точка s-ветбле,щя, то J s (х)· > 
> ls (f (х))'. Если х- точка и-ветвления, то J и (х)* > J и (Г 1 (х))'. 



Марtшвс~tщ: раs6иени.я и .11инrо•алыtыг множесrва 99 

Док,аэательство. Пусть ·"- то•tка s-еетвления . Для дока
sате.'!ьства утвержденця достаточно nокаэать, что одно из 

отображениfr Т2 (см . лемму 7 (а)) С ZE W~ (.т)(Х) \ifri Не 
является вэацмио однозначным. Де.йстви·rе.'lьно, есди 
(at . .. . , а") = (Ь1 , ••• , Ь,.) (а это, соr.11асно nред.rюжению 8, 
единственная остающаяся возможность), то g взаимно одно-
значно н 

Мы nользуемся эдесь тем, что а1 ~ bem: для равенства 
необходюю, чтобы at = Ь8 tir nри всех l, т. е. чтобы Т~ бы JJо 
В33И71'1ИО ОдИОЗНЗ•!НЫМ. 

Так как .t - точка s-ветвJJения, существуют Е e:.Set х 
и F t. F2 Е Set f (х), F1 # F2, такие. что t (Е, F1) = t (Е, FiJ = 1. 
ИсnоJJьзуя лемму 2, выберем 

Z Е (Ws (х, Е) П W~ (.<) (х)) \ д"<fl. 
По ле:.rме б (а) 

fW" (х, Е) с WJ (f (.t), f t) n W$ (f (.t), F2)· 

Таким образом, F 1, F2 е: Set f (z) и Tz (F1) =Т" (F2) =Е, т. е. 1'2 

не явдяется взаимно однозначным. Второе утверждение 
двойственно первому. 

4. НАСКОЛЬКО ИНЪЕКТИВНО ОТОБРАЖЕНИЕ n? 

Предложеюrе 10. Существует целое d. так.ое, что п==ilX) ~ d 
при все.t х. 

Доказательство. Пусть с=~. а е- длюtа максимаJiьной 
uenи в •1 аствчно упорядоченном множестве (Кн, ~). Пусть 
О~,~, < n2 < . . . < rz,.- все такие неотр нцате.llьные целые 

чис.11:а, что f"' (х) -точки s-оетвлен ия. Из nредложе.ни~ 8 н 9 
СJJедует. что 

ls (F" •(x)).>l5 (f111 (.~))"> ... >ls(f'11t(x))". 

Поэтому k ~е. 
Пусть An- мRожестRо всех такнх последовате;rьностей 

(Е0, .•. , Е,.) эле:-.rентов ~. •rто существуст некоторое х Е rг' (х) 
с х1 = Е1 nри всех О::;;;;:; { < n. По оnределению точки s-neт· 
в.11ения 

An+t - А11 , сслн f" (х) ие есть точка s·ветвленJfя. 

Далее . .4,.+, < с А,, nри венком n. Так как А0 ~с, иэ этого 
следует, что Xn~ci<+ 1 ~cг+1 nри всех п;;:::о. Отсюда по11У· 

4* 
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чаем , что существует не более с"+ 1 возможностей для (х1 )';:.0 , 
где х Е п-1 (х). 

Аналогичным образом существует не более с"+ 1 возмож· 
~ ~ 

ностей для (х;)1 __ 
00

, где х Е rг 1 (х). Та1шм образом, ~t- 1 (х) ~ 
< с2 (г+!) 1). 

Следствие 11. х- периодическая тQiека тогда и только 
тогда, когда n (х) мраодиwская. 

Доказательство. Из f о n = n <) rJ легко ~.llедует, что если х 
периодическая, то и n (х) nериощrttеская. Если fn (х) = х, где 
х = n (х), то а nереставляет между собой точки конечного 
миожества 

n-1 {х, f (х), ••• , fn-J (х)}. 
Зиачит, cr"' при иекотором т оставляет точки этого мио· 
жества иа месте; х содержится в этом множестве. 

Определение. Пусть а-= (а1 , ••• , an) и Ь- (Ь 1 , ••• , Ь171)
элементы множества KN· Положим 

Ф (а, Ь) = {х Е Qs: ls ({1 (х))' =а и lu (!1 (х)}~ = Ь nри всех f Е Z}. 

Пред.кож:еиие 12. Если n (х) = n (у) Е Ф (а, Ь) и х1 = у1 
при нек<>торо.м. l, то х-= g. 

доказательство. Пусть х = :n (х) = n (у). Так как !5 (f' (х))~ 
н J и (f' (х))• не меняются с изменением /, предложение 9 no· 
каsывает, что !1 (х} ни при каком j не является нн точкой 
s-ветв.11ення, ни точкой и-ветвления. Из оnредеJ1ения: точки 
ветвления следует при этом, что есшr х,=у1, то х1+ 1 =у1 + 1 
н x1-r s::::: Yl-•· Если х1 - у1 nри некотором i, по.'lучаем отсюда, 
что х1 = у1 nри всех j Е Z. 

Следствие 13. Ограначен.u2 :n: l:n:-1 (Ф(а, Ь)) лвляетсл ло· 
хальным го.м.еоморфuэ.мо.и. Отсюда Ф (а, Ь) нульмерно или 
пусто. 

Доказательство. Дпя всякого Е е~ рассмотрим следую
щее открытое nодмножество п-1 (Ф (а, Ь)): 

Ив= {хе n-1 (Ф(а, Ь}): х0 = Е}. 

Покажем, что непрерывное отображение n 1 И е яв.'lяется го
мео;\юрфнзмом Uв на свой образ. Из nредыдущего nредло-

1} Число c2 (e+l1>~r.. Можно nоказать, '!1'0 n-1 (x)s;;;;c2; см. {14) и 
добавление.- Upu.и. перев. 
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ження сдедует, что n 1 И н взанмао одиоЗIНIЧIЮ. Мы дО.'IЖЛЪI 
показать, что если х", xeUe н :rt(x")-?:rt(x) nри n -+oo, то 
Х11 х. В nротнвном случае, nереходя к nодnоследователь
Iюсти, мы можем сч11тать, что x l!--> у Е L, где g # х. Тогда 

n (у)= lim :rt (х11) = :rt (х). 
п-+оо 

Так как у0 = Jim х~ =Е, мы по.'Jучаем g Е U Е в_ противоречие 
с взаимиой однозначностыо 1t 1 И е. 

По лемме l (а), п(UЕ)-ЕПФ(а, Ь) . Из следствия 5 вы
текает, что ес:ш х е :rt (U е), то существует таr<ая открытая 

окрестность их ТОЧI<И х в Q$, что и"' nф (а, Ь) с Е. Такнм 
образом, :t (U Е) яв.1Iяется окрестиостью х в Ф (а, Ь) . Из nро
извольности выбора х следует, что n (U ь) открыто в Ф (а, Ь). 
Это завершае1' доказательство nepвoro утверждения. Второе 
утnерждею-rе следует из первого. 

~=-=-~--= 
Опредеденне. orbrr (.х} == { cr" (х): n Е Z}. 
За,кечание. Легко провериrь, что если у е orb0 (.х), то 

orb0 (g)c: orb0 (х), н что orb1 :rt (х) = :rt orbo (х). 

Следствие 14. Если х = n (х) = n(x") Е Ф (а, Ь) и x•Eorb0 (х). 
то ;t Е orb0 (х•). 

Докшютельство. Пусть Jt1 = х, х2 = х·, xq ••.. , х' точки 
~tножества n- 1 (х); r < оо в cr-my следствия 1 1. Так как х• Е 
е orb0 (х) , an~< (х)-+ х• nри k ~> оо длл иекотороft пос..11едова 
те.11ьиости целых •щсел {щ}. Перейдя к rюдпоследователь
ности, мы можем считать, что 

a"k (х')---+ g1 Е 1: 

ДЛЯ ВСЯI<ОГО j Е (1, rJ. ПpJt ЭТОМ 

n (!/) = !iш no"~ (х1) = lim fn"n. (~f) = lim f11
k (х) 

k k k 

11е зависит от j, :;т; (у')= :rt (у')= :;т; (х•) = ..t. Таким образом, 
равенства ~ (х') = у1 задают отображение р: п- 1 (х)-+ rc-1 (х). 
Если i =1= j, то х:" -::F х~1 при .всех rn вс.IJедстаие nред.'ТОЖе-

иия 12; в частности, >!- =F xf и, значит, Уб = l!m ~~ + 
nk 11 k k 

=t= lim x~t: = Yl· Таким образом , ~ иВJ!яется nерестановкой эле-

ментов :t- 1 (х) и ~~ (х•)- х при некотором t >О. Так как 
~ (х1} Е orb<' (х1) , мы nопучаем из сделанного выще замечания 

х Е orba pt-t (х") с: orb11 131- 2 (х•) с . .. с orbq р (х") с 

с orba(.-:•), 
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б_ МИНИМАЛЬНОСТЬ 

Определение. Пусть g: Х ~ Х- гамеаморфизм компакт· 
ноrо пространства Х. Подмножество А с: Х является мuни
.нальпrхм. относительно g, ec.rJН 

(а) А замкнуто, А;/::= 0 и g (А}= А 
и 

(Ь) в случае когда В с: А удов.1етворя:ет (а), мы имеем 
В=А. 
Точка х е: Х называется рекуррептной, если множество 
orb1 (x) мииимально относительно g. 

Лемма 15. Пусть А - .нн.ожества, .wuн.ttмальное относи
тельн.о g в укаэан.н.о,w выше смысАе. Если В с А эамf>.нуто и 
либо g (В} с: В, либо g-t (В} с В, то В= 0 или В= А Если 
х Е А, то 

А= {gn (х): n ~О}= {g-n (х): n ~О}. 

Доказательство. Рассмотрим инвар иантное относительно g 
множество n g 71 (В} (если g (В) с: В) нлн П g-n (В) (eCJJи 

n ~ Q n~D 

g-1 (В) с: В}. ВСJJедствие минимальности А это миожество 
пусто и.r1и совпадает с А; если OriO совnадает с А, то, оче
видно, В= А; если оно пусто, то из свойства убывающей по· 
следовательмости компактных множеств nолучаем В= 12$. 
Второе утверждение является частиым слу•1аем nервого. 

Перейдем теперь к нашему основному результату. 

Теорема f6. To•tкn n (х) Е Qs рекуррен.тн.а относuтельно f 
тогда rt только тогда, когда х Е~ рек.уррен.тн.а атн.оси· 
Т2АЫЮ (J. Минимальн.ьмщ о·rносип~льно f являются в точностll 
.множества :n: (А), где А- .ншluм.альн.ы.е мн.ожестоа отн_оси· 
тельно <1. МиflШtальн.ые отн.осиrельно f множества н.уль.мерны. 

Дох:азатеАьство. Легко вндеть, что если А :о.tинимапьно, 
то таково же и n (А}; поэтому из рскурреитности х вытекает 
рекуррентность n (х), ибо огЬ1 л. (х) ==л. (orb0 (.r)). 

Предnоложим, что А с: Q5 минимально и х = n(.t) Е А. 
Пусть 

Bk = {z Е А: l;(z) ~ k} и ck = {z Е А: J;;(z) ~ k}. 

Множества Bk и cl! sамквуты СОГJIЗСНО следствию 4; из пред· 
Ложенил 8 вытекает, что f (C,J с: Ck II Г1 (BI!) с: Bk. По до
кааанноfi выше лемме 1~~Ждое из множеств Bft., C1t пусто или 
совnадает с А:_ Значит, найдутся такие k1 и k2, для r<оторых 

ls (z) = k1 н 1" (z} = k2 при всех z Е А. П рн этом из след· 
ствия 5 по.'Iучаем, что /~ (у}• = !8 (х}" и J и (у)"= 111 (х)" для всех 
у Е U х ПА. Пусть а= l s (х)* и Ь = lu (х)·. 
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По цоказаиной выше де~t te д..r1 я nсякоrо z Е А 

А= {fn (z): n ~О} = {f-n (z}: 11. ~ 0}. 

Отсюда f" (z}, Г"' (z} Е Их nА для некоторых т, n ~о. Прн 
ЭТо:'\1 

и 

fs (Г (:z})c = Is (Г т (z})" =а 

! и (fn (z))• = J" (Г т (z))" = Ь. 

Согласно nре11.ложению 8, 

и 

а = 1$(Гт (z}Y ~Is (z)• ~Js (Г (z))" =а 

ь- lu и-т (z))" ~ lu (z)· ~ J ... (Jn (z})" = ь. 

Отсюда l s (z)• =а и l u: (z)* = Ь для всякого zEA; так как 
А инвариантио, из этоrо следует, что А с Ф(а,Ь). В снлу 
следствия \3, А нульмерно. 

Осталось показать, что ~- рекурр~нтная точка, т. е. 9'ГО 
А= orb(f (.~)минимально; тогда А= orb1 (x)=n (orba (x)}-=n (А}. 
Предположим, что А не минимально. Тогда существует 
замitнутое сr·инвариантное множество В с: А, такое, что 
0 =1= В =1= А. При этом х ф В, иначе было бы А= orb., (х) с В. 
Далее, 1t (В) с: А замкнуто, f-ннвариантно 11 непусто; таи как 
А мнню1а.1ы1о, :тt (В)= А. Зна•шт, х Е :тt (В) и существует 
х· Е в n л;- l (х). Так как х· Е А= оГЬа (х} их =:тt (х) = :тt (х~) Е 
Е А с Ф (а, Ь}, из следствия 14 получаем , q·ro х Е orb0 (х*) с В. 
т. е. противоречие. 

Следствие 17. Если t•: М-М- диффеом.орфизм, удовлет· 
воряющий аксио;.1е А, то все его ... щн.цАtальные множества 
нуль.~tерны. 

ДоказатеАьство. Если А с М- не11устос эа:-.ншутое ипва· 
риантное относительно t• миожество, то А n Q (f") =1= 0 . Если 
А М!iни.мально, то А с:: Q {f•}, nоскольку f$ (А П Q (f•)) =А П Q (f}. 
Рассмотрим сnектральное раз;Iожение Q (f•): 

Q(f)=Qe~U ... UQt 

(см_ [9] (или [ 15, теорема 3.5].- Ред.)); f (А П Q,) ~А П Ц.. 
Та1< как А минимально, А с: 9 3 при иекотором s. Теnерь 
при~rеннм нашу теорему. 
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6, ТРАНЗИТИВНОСТЬ 

Определение. Пусть g: Х-Х- гомеоморфиэм компакт
ного пространства. Траектория точки х Е Х всюду плотна 
отн.оси.тельн.о g, если orbg (х) = Х. 

Предложение 18. Траектория точки х Е :Е всюду плотнп 
т·н.осительн.о u тогда и только тогда, !Wгда траекторttя тQitкu 
х = n (х) всюду пдотна относительно f. 

Доказательство. Если траектория х всюду nлотна, то 

Ofbf (.t) =Л: ОГЬо (J&) = 1t (~) = QB 

и траектория х вс1оду плотна . Предположим, Ч7о траеJСтсr 
рия х всюду плотна. ПоJ<ажем, что всякий набор (Е0, •• • , Е,.), 
который вс'Гречается в записи каl{оit·лнбо точки иэ ~. встре
тится в заnиси TO'lliH х. И:J доказательства предложения 30 
из [1] (али теоремы 3.18 нз [15].- Ред.) С Jiедует, что 

<1 

U= П Г1 
(lnt Е,) -F 0. 

1-0 

Так. как orb1(x)=Qs, fm(x)EU nри некотором mEZ. Тогда 
fm+• (х) Е int Е, nри О.:_::;; l ~ n. По самому определению n 
отсю11.а следует, что х".+ 1 = Et; значит, (Ео, . , ,, Е,.) содер
жится в эапнси х. 
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СИМВОЛИЧЕСКАЯ ДИНАМИНА 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ ПОТОКОВ 1) 

Р. Еоуэн 

Пусть о~К. - J<оиечное миожество Э11ементов (называемых 

символами) с дискре·rиой тоnолоrиен, а ~.ч = J] .К- мно· 

жество всех бесконечных в обе стороны последовательностеli 
символов с топологией nрямоrо лроизведення . В символи
qеской динамикс нзучаiот динамику дифференцируемого по· 
тока, свl'!эывая ее с rомеоморфиамом сдвига а: ~,4f.- ~"ft;. 
Тако:й nодход вnервые примени,, Адамар (9] в 1898 г., уста· 
навив соответствие между rеодезнческами на nоверхности 

О'rрнцательноli кривизны и некоторыми nоСJiеловательностями 
символов 2). Позднее Марстон Морс, исnользуя sто соответ
ствие, nостроил рекуррентную иеnеj>иоднческую геодези

ческую [13], [14], [ 15]. 
Нашей целью является построение симводической дина

мики для nотоков Ф, удовлетворяющих ~аксиоме А» Смейла, 
которые являются обобщением геодезических nотоков на по· 
верхностях отрицатеJiьноti криnяэliЫ. Мы nрименяем симво· 
лическую динамику для изучения следующих свойств no
TOI<a Ф: 

(i) реi<уррентные свойства траекторий; 
(ii) число замкнутых орбит данного nериода; 
(Ш) инвариантные меры. 

Отметим, •1то эти свойства nотока Ф оnреде.'!Яются его мно· 
жествам неблуждающих точек Q. Можно рассматривать эту 
статью как нзучение структуры тоnологического потока Ф 1 Q, 
Однако мы не заиимаемся теорией устойчивости, хотя н 
пользуемся теорией устойчнвык миоrообрази:й, I<оторая была 
создана для этой цели. 

1
) Rufus Вowen, Symbolic Dvnamics for Hyperbolk Fiows, Americatt 

Journal (){ Mathematics, 95 (1973), 429- 459. 
2) Строго rоаоря, Адамар tte свяэывал днRаи11ку rеодеэн'!ескоrо по· 

тока с rомс:оморфнз101ом сдвига cr. Поэтому собственно «методы CIIMBOЛI!· 
чес.коll АННампки:. веАУt на'l.зnо от М. Морса. См. тзкже [33]. -Пpu.Jt. 
ре д. 

@ Ьу Johns Hopkins University Press, 1973 
cg> Перевод ка русс101А язык, сМир~. 1979 
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Пусть Х- баsиснос множество некоторого дифференцн
руе юго потока qJ1: М -)> М, nричем Х ие является ии точкой, 
ни отдельной замкнутой орбитой. Наш общий подход со· 
стоит в том, чтобы свести задачу про QJ1 IX к случ:аю про
стейшего базисного множества- гиnерболическому символи· 
чесi<ому nотоку. Сформулируем наши основные результаты. 

Теорема. Существуют гилерболи1tеский CtU.lBOAttllecкuй по
ток. '}11: Л ( cr, f)- Л (а, f) и так,ое к.он.ечпок.раmое н.епре рывrюе 
сторъективн.ое отображение р: А (а, f)- Х, rtтo 

(1) P'l't = IPtP• 
(2) при z Е Л (cr, f) tр1-траекд·ория точки р (z} будет rwрио

дшiеской, всюду плотrюй, устойчивой по Пуассону rмu ре!Сур· 
рен.тной. тогда и rольк.о тогда, когда такоtэой явл.нется '~Jгтра
ек.тория точк.w z. 

Теорема. Все .м.инrJ.мады-.ые множества потока !J't одно
мерю>~. . 

Теорема. Непериодuческие рекуррентные траектории «р1 IX 
плотны в Х. В •tастности, поток !J't= М_,. М, удовлетворлю
щий ак.сио,11е А, всегда tt.Меет мuн.имал,,н.ое множество, не соо
дJ/щеесл к. периодической траек.1·ории, если тольк.о Q (!ре) не 
состоит из конечного •tllCAa неподвижны.r; точек. и за.лtк.н.утых 
орбит. 

Теорема. Дзета-футсция ZФ 1 х (s} представляется в еиде 
частного произведений кон.е•tмго числа даета-функций гипер-
6олических с~иволичесх;uх попжов. 

В [5] было nоказано, что периодичесr<ие траектории fPt 
равномерно распределены ло некоторой 'Pt ннварнантиой нор
мированной. бореJJевской мере ~tФ J). Так как поток 
'l't: л (0', п- л (о, f) реализуе·гся на базисном множестве не
которого дифференцируемого лотоr<а [6], существует и мера J.Lw· 

Теорема. Отображение р осуществляет метрический изо
морфизм. изм.ерuмьtх nD7'0К.OIJ (Фt' j.I.'V) и (1Pt• 1-LФ)· 

Назовем 'J'гИIШариантную меру 1-1 един.стветюй мерой 
с лщк.си.мальн.ой энтропией , если h~ (qJt) = h(tpt) и 1.1- един-

ственная нормированная борелевекая 'РгИивариантная мера, 
для !{оторой выпоJJняется это равенство. 

Теорема. J.LФ- един.ствен.н.ая .иера с ,,щксималtJной антро

rtШй для ~р1 тогда tl только тогда, когда !.lw - един.ствен.н.ал 
.мера с .мак.си.мальн.оа энтропией длл 'Фt· 

1) См. n, 14 добав11~111щ- Прим. ред. 
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Структура гиnерболического символического потока $t до 
сих пор nоията ие nолаостыо . Приведеиные выше теоремы 
связаны со следуtощими гиnотезами относительно $t· 

Гющтеэа 1. Дзета·фующил Zч.r(s) яероАюрфна fШ всей 
плоскости. 

ГJшотеза 2. ИзАtерижый поток ('\>~> !Lw) явллетсл бернул· 
лцеескuJс (е случае когда поток 'l)t ttере.кешавает}. 

Гиnотеза 3. J.l.v- едипствен.н.ая мера с максимальной эn· 
тponuetl для $1 

1). 

Д.;1Я диффеоморфнэмов все соответс•rвующие гипотезы 
сnраведливы. Моделъю в этом случае служит топологическая 
нфковская rtenь, которая устроена проще, чем гиflерболн
чесi<ИЙ символический поток; поэтому програ~tма прпмеиеиия 
методов снмволичесrюй динамики осуществлена в бо;•ьшей 
С'Гепеин для диффеоморфизмов (см. [3]. [4], r 12]2)), чем для 
потоков. 

Эта статья в той пли иной с-rепеии является непосред· 
ствениым развитием упомянутых более ранних работ no диф· 
феоморфиэма\!. Этим работам в свою очередь П]Jе}lшество· 
вали: nодкова Смейла [23], [24), работа Адлера и Вейса [I] 
npo автоморфизмы двумерного тора, марковекие разбиения 
Синая для У·диффеоморфиамов [21), [22]. Для настоящей 
статьи были также nолезны заметки Морса (15]. Наконец, 
упомянем о статье [19], в которой было построено марковекое 
разбиение для трехмерного У-потока. 

После того l<ак эта статья была написана, мы получили 
рукопись работы [26], в которой марковекие разбиения 
строятся для У -nотоков (это ча<.-т11Ь!Й случай нашего § 7). 

1. ИСХОДНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Пусть М- компактное дифференцируемое многообразие 
и IPt: М~ М -дифференцируемый поток. Заюшутое QJt·ннва· 
риаитное множество Х с: М, не содержащее неподвижных 
точек, называется гиперболичес/\ия, если оrрани•1ение каса· 
тельиоt·о расслоения на Х может быть записано в виде пря· 
мой суммы Унтни трех IJ!t·иивариантных подрасслоеиий ; 

ТхМ=Е+~+Е", 

1) Гипотеза 2 дoкaэaFIIl в [27]; 1·.uпотеэа 3 доказана u [28) а ее обоб· 
шенне на cт.Y"Aii гнббсовскпх мер в [29]; rнпо-rеза 1 опроверrнута в [35) .
ПpUAI . ред. 

~) А также [31, § 4] u .цобавлеиие.- Прим . ред. 
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где Е- одиомерное расслоение, касательное к потоку, и су
ществуют 'NI!Шe константы с, Л> О, что 

(а) 11 Dcpt (и) 11 ~ се-л 1 11 tr 11 при v е Eg, 1 ~О, 

(Ь) I) Dcp_t(u)IJ~ce-Лtll и ll npli и ее. t~O. 

(1.1) Определение. Замкиутое срt·инвариантное множество 
Х с: М называется базисн.ы,н 1), если 

(а) .'( яв.r•яется гиnерболическим, 
(Ь) замкнутые орбиты, содержащиесп в Х. nлотны в Х, 
(с) nоток ср1 \ Х топологически транзитивен, 
(d} существует такое открытое мно.жество U ~ Х, что Х= 

= n <JJt (U). 
t ... 11 

Мн.ожество неблуждающих точек. Q оnределяется равен
ством 

Q = {х Е М: для всякой окрестности V точюr х и вся1юго 
fo >О существует такое t > t0 , что 'Pt (V} П V =/: 0 }. 

Будем говорить, что nоток ср1 удовдетворяет ак.сиоме А, 
есJщ Q является объединением некотороrо множества, удов· 
летвортощего (а) н (Ь), и конечного числа ие nрниадлежащих 
ему гиnерболических неnодвнж~tых точек. По теореме Смейла 
о сnе1<"Гра .г~ьиом разложенnи f24], [18] гиперболическое мно
жество является объединением конечного чис;•а непересе
кающихся базисных множеств. Траекторная структура <l't 
в бо.'!ьщой степени опреде.'lяется ~тим и базисными юJОже
ствами. На протяжеиии этой статьи Х всегда будет обозна· 
чать базuсNое ,ин.ожество, н.е сводящеесл к един.ствен.н.ой 
эамк.н.утой орбите. 

Дmt точ1ш х Е Х и чнс.rrа s > О определю.t устойч.иоое и 
н.еустоit.чивое ..цн.ожества: 

w:(x) ={У е М: d (ср1 (х), ср1 (у))~ е nри всех f'# О 

"' d (ЧJt (х). 'Pt (у))-+ О при t _.,. + оо }, 

w:(x)={Y E M: d(cp_1 (x), QJ_ 1 (y))~t: nри всех t~O 

и d ('P-t (х}, <p_t (у)) -+ О лрн t- +со). 

Эти множества явдяются подмногообразиями (по крайней 
мере вблизи х); кроме того, онк СJ>гнивариантны в следуютем 

1
) Стоит отметить, •rто опрсделевне бэзис.ного множества здесь 11 priori 

не связа••о со сnектралыrым раз.1оженuем С".еl!да. Зато в нем rrрисут
ствует (d} - ус.1оnие .'IО.в;а.~ьноii ыакс11ма.1ьности. См. 11, 5 добавления. 
Прим. ред. 
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смысле [tOL [11]: сущесrвуют такие nоложите:tьныс кон
станты с и: i.., что прн малом Е н t > О 

q>tW:(X)C W~c-M (<Pt(X}), 

q>_lw~ (х) с w~c-'-1 (tJ>_t (х)). 
(1.2) Канокические координаты [24!. [ 18]. Для венкого 

малого е> О найдетел 6 > О, для которого слраnедливu сле
дующее: если х, !J Е Х и d (х, у)< 6, то существует сдuн· 
ственное v = v (х, у), 1 u 1 ~е. такое, цто 

w;( Ч'v (х)) n w~ (у) =F g . 

Кроме того, это неnустое множество состоит нз единственной 
точки, и эта точка лежит в Х; мы обозначи~ ее (х, у). При 
этом отображения и н ( , ) неnрерывны 11а {(х, у) - Х Х 
Х Х: d(x, у)~6}. 

Предположим теnерь, что D- гладкий замкнуты{! днск 
малого диаметра, содержащий внутри точку х е Х, травсвер
са.'lыtый к ;тотоку <Pt н имеющий размерность dim N.l - l . 
Такой диск является локальным сечением nотока q:1, т. е. 
существует такая констuнта ~. что отображение (z, t)-+ Ч't (z) 
осуществляет диффеоморфаtзм nря~ого nронзведеи.пя D Х 
Х (- 6. ~J в а некоторую ОJ<рестиость U~ (D) точки х . Проек
ция pr0 : U~(D)~D. оnределенная равенс·rвом pr0 <p1 (z)=z 
при 1 t 1 ~ t. является дифференцируемым отображен.нем. 

Есдн Т с Х n D- замкнутое множество, не лсресе.кающееся 
с границей дD и и 1еющее :малыit диаметр (зависящий от 
d (Т, дD)), можно определить отображение 

(,}о! Т Х Т.- Х П D, 

поJiожив (х, У} о= рг 0 (х, у) . Множество Т называется пря.мо
уголыщком , есди <х, у)0 Е Т nрн всех х, у Е Т; в этом слу
чае мы nишем (х, у)т виесто <х. у)0 и замечаем: , •по на са· 
мом деле это выражение не зависит от D. Если Т- nрямо· 
угольнн1<, то д.чя х Е Т nоложим 

W8 (x, Т)={(х, У)т: yeT}=TПpr0 (Us(D)ПW:(x)), 
W"(x , T)={(z, х)т: ZET}=TПpr0 (U~(D)П\f:(x)), 

где е велико по сравиеиJJ ю с diam Т. Отображение (и, v) ~ 
~(и, и)т оnределяет rомеоморфнзм G.;: W" (х, Т)ХWУ (х, Т)-Т. 

Граница прямоугольинка Т (рассматриваемого каt< nод
множество множества D П Х) сщ:тоит из двух 'lастей: дТ = 
=~т u аит, где 

д6Т~Gх(дW"(х, Т) Х W ... (x, Т)), 

д"Т-= Gx (W" (х, Т) Х дl\'l' (х, Т)). 
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Здесь дW11 (х, Т} н дW$ (.л:, 1') обозначают границы соответ
ствующих множеств, которые мы рассматриваем как nодмно· 

жества в \Vи (х, D П Х} и W9 (х, D n Х). Можно убедиться, что 
если в > О достаточно мало, то для х Е Т справедливы сле
дующие утверждения: 

(а} Х Е дsТ ТоГда И ТОЛЬКО ТОГД!!, I<orдa Х -1Jtn Xn ДЛЯ 
tl 

иекоторОЙ IIОС,'JедоватеЛЬИОСТИ ТОЧек Xn Е W~ (х) n Х, 
хп ф 'Pr- e.. "'Т; 

(Ь) Х Е диТ тогда И ТО.'IЬКО тогда, когда ."( = lim Хп ДЛЯ 
11 

неко·rорой ПОСЛедоватеЛЫЮСТН ТОЧеК Х11 Е w: (х) П Х, 

Xn ф q>I-C, е 1 Т. 

Мы пос·rроим симво;IН'tес!{УТО динюшку д.'lя «ре: Х--+ Х по 
аналогии с тем, как это дела1юсь для диффеоморфизмоо 
в (3) 1) , рассматрнваи отоОражение (функцию лоследовання) 
Пyatll(ape между nря:моуrольника~IИ Т и исnользуя структуру 
лроизведення (, )r . Олреде.'Н!М теперь наши «символ1'lческис» 
объекты. 

Пусть ..JI - 1шиечное :шюжество, наделеиное дискретной 

тололоl·hей. Расе ~oтpa:'lt k,n = Jt J( с тоnолоt·ией прямоrо 

произведенюt. Мы будем обоsначать посдедовательность 
(mr)1 6 z через т н писать т1 = m,. Д.'! Я нас представляет 

интерес слслуюшее семейств~ метрнк на ~: для а > L nо
JIОжнм da (т, tt) = a-N. где N- наибольшее неотрицательное 

целое числО, ТЗ кое, что т,= п.1 лри всех lll < N. 
ГмtеоАюрфиэм сдвига а: -iu-~ оnрсде;rяется р<Jвен

ством rr (m.)1 = m1 + 1• Если ограничение а 1 Л сдвига и и а и и· 
вариантное 1\о пожес'!'во Л= а (Л) тополоr!iчески траизитивно 
(т. е. дnя открытых подмножеств U, V множества А nересе
чение umu П V иепусто при пекотором т> 0}, то (Л, и) назы
вается транзитивиы.м сtJ.мвамиес.'<uм каскадом. . Назовем дина· 
мическую систему (Л, cr) тоtwлогичесl\.ой марковекой цепью, 
ec.rrи (Л., u)- траизитнвиыft символический каскад и суще
ствует тзка~1 фушщия А: .~к Х ..4(- {0, 1 }, что 

Л = ~(A)={mE41t: A(mi, nr;+J)= l при всех iEZ}. 

Предnодожим, что (Л, cr)- транзитивный символический 
каскад, а f: Л~ R- положи·rельнзя непрерывная функция. 
Пусть 

У={(~. t): t Е [0, f (~)], Т!} Е Л} С: Л Х R. 

1) См. также \31! 11 пn. 9, 10 до<:)арде!IШJ, - ПриА-:. ред. 
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Отождествив точки {т, f (т)} и (а (т}, 0) nри всех т Е;; Л, 
nолучим новое простrанство А (а, f). nространство А(е1, f} 
компактно и метрнэуемо (по nоводу метрики см. [2] 1)}. 

«Вертикальное двнжеиие» с учетом отождествлениИ опреде· 

ляст специальный nоток sus1 (а, f) на Л (а, f}. Если z = 
= р (т, и), rде р: У- Л (а, f)- отображение факторизации, 

то д.rlя t ~О nоложим 
SUSt (z) = р (()k (~), tt), 

где k ~О выбрано так, что значение 
k 1 

v = t + и- L f (cr; (т)} 
r-o -

удовлетворяет условию О~ t1 ~ f (а~<(~)). 
(1.3) Оnределенв~. ГиперболU'tески,н символическим пото

ком называется nоток вида 

sus,(cr, f}: Л(а, f}-Л((J, f}, 
где (Л, (j)- тоnологическая марковекая цепь, а функuкя 
f: Л-R положительна н у довJJетворяет ус.IJовию Лиnшнца 
в метрике da при некотором а> l. 

Класс гиперболических: символических потоков совпа.д ает 
с классом всех одномерных базисных множеств для nотоков 
(см. [61). Мы рассматриваем их в качестве ста:ндартных nред· 
ставителей базисных миожеств и nоказываем, что все остаJ1ь· 
ные базисные множества являются их факторами. При осу
ществленнп этой nрограммы важным является поюt•rие «раз
деляемости» (см. 12]). 

(1.4) Оnределение. Неnрерывиыf't поток g1: Z _.,. Z на ком
пактном метрнчесiЮМ пространстве называется разделяю· 
щим трШ!ктории, коr да V& >О 3о > О, такое, что еслн 
d (g1x, gs !tJY) < 6 't/t Е R и иеl<оrорых х, у Е Z и неnрерыв• 
ного отображения s: R -}о IR, удовлетворяющего условюо 
s (О)= О, то у= g0 x nри иекотором 1 v 1 <е. 

(1.5) Лемма. Существуют по;южительные кднстанты. с и },, 
удовлетворяющие следующе.иу ус.ловию: длн велкого s > О 
найдетел такое {) > О, ч1·о если. х, у Е Х, s: R __" R - непре· 
рьtв1юе отображе!Ше, s (О) =О, и d \ qJ1X, qJ, щУ) < 6 при всех 
1 t 1~ IJ, то 

при некотором 1 и 1 ~е. 

l) См. !Jримечаuие 2 EJ!I crp. 148. - П puAt. ред. 
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Дох.аэательстго. См. 1.6 нэ [5]. 

(1.6) Следствие. Поток. IJ1t: Х--. Х раЗделлет траектории. 

2. ПОСТРОЕНИЕ СИМВОЛИЧЕСКОЙ ДИНАМИНИ 

(2.1) Оnределеш1е. Совокупность множеств fТ ={Т,, ..• , Т п} 
называется праеильн.ыя се.м.ейстаом. размера а, ес.11и 

(i} каждое Т1 - замкнутое подмножество Х; 
(ii) X=cpl-a. 1 Г(.о/"'}, rде I'(~)=T1 U . .. UТм 

и существуют такие замкнутые гладкие диски D,, ... , Dn в М, 
трансверса.rrьиые к nотоку 1J11, что 

(iii) dim D1 = dim М- L; 
(iv) diam D1 <а; 

(v} Те<= i11t D1 и т, =Т;, где Ti- множество внутренних 
точе" Т1 , рассматриваемого как nодмножество мет
ричесi<оrо пространства D1 П Х; 

(vi) при i =F j по крайней мере одно из :множеств D1 П cp1Q. Q1D1 
н.rrи D1 П<p1().aJD 1 nусто; в частности, D,ПD1 = 0 . 

Предnо.'!ожим теперь, что fГ- описанное выше семейство 
н сх достаточно мало . Из (ii} следует, что для всякой точки 
х Е Г ([Т} существует nервый 1Iо.1ОЖfiТР ,'Jьный момент вре
мени t(x}~et, когда <pt(xJ(x)EГ(fТ}. Так как Dt nопари() 
не пересеr<аются и каждое D1 является лока.'IЫ!ЫМ сечением 
потока, существует такое f} > О, <Iто t (х) ~ f.\ nри всех х. 
Отображение Н и: Г (fТ) _.,.Г (:Т), определенное ревеяством 
H9 (x}=<pt(x>(x}, является вааимно однозн ачным. 

Отображения t (х) и Н v (х) не являются непрерывными 
на Г (fr"}- Одна:ко оии неnрерывны на 

Г'(~) = {х Е г (:Т}: (Н и )ll (х) Е о Ti nрн всех k Е z}· 
1-1 

По теореме Бэра о катеrорН'И Г' (:Т} nлотно в Г(~) и 

<рRГ' (~ """= { х Е Х: <р~ (х) П Г (fr) с о т:} ,_, 
nлотно в Х. 

Для х Е Г' (.'Т) nусть q (х) обознз чает еnииственНО€ мно
жество Т; Е fГ, содержашее х. Иэ непрерывности соответ
ствия q: Г' (.9""}-~ с.'lедует непрерывность отображении 

Q: Г' ([Т)- П fr. оnрелеляе:vюrо формулой 
z 

Q (х) = (q (н~ (х))); s z· 
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Из того, что поток lf!t: Х- Х разделяет траектории, следует 
взаимная одиоэначиость отображения Q (достаточно вспом
нить, что ц MaJio, и воспользоваться теоремой 3 (iv) из [2], 
в l<oтopo:fi nршюдятся условия, эквивалентные свойству рзэ
делеиил траекторий 1)). Итак, отображение 

Q-1
: Q (Г' (tr}) _.Г' (fT} 

опредедеио корректно; мы увиднм, что оно продолжается 

до неnрерывной функцнн :n:: А_. Г (9'}, где 

А= л (9'"") = {Q (х}: х Е l '' (9'""}} сП r. 
z 

От;-.1етнм, что аЛ= Л, ТЗI( как oQ (х} = Q (Н 8' (х)). 

(2.2) Лемма. Существует непрерьс.вн.ое сюр-оективн.ае отоб
ражение зt: А--+ Г (9'""), такое, что 

(i} :n: удовлетаорлет условию Липшица иа Л е метрике da 
при не котором а > 1; 

(ii} п(S) Е S0 для S Е Л; 
(lii) л;-Т (х) = {Q {х)}- для Х Е Г1 (g-'). 

Доказательство. Иэ .rtеммы 1.5 н гладкости дисков 0 1 
следует существование таких констант а > 1 и К > О, 'fTo 

если х, у е: Г (g""} удов.rтетворяют ус.•ювню q (Н~ (x})-q (Н~ (у)) 
при всех 1 i 1 < N, то 

d(x, у) <К· a-.v 

(детали C\t. в [6]}. Отсюда следует, что Q-1 уl\ов.nстворяет 
условию Лнпшица на Q (Г' (:Т)) в метрике da . Значит, ero 
можно nродолжить с сохранением условия Лнnшица цо отоб

ражения n множества А <=3 Q (Г'(~)). Из замкнутости м но· 
жеств So Е .о/'" и из тоrо, •но утверждение (ii} выnолняется 
на п.rютном nодмножестве Q (Г' (tr")) мi-южестnа Л, с.1едует, 
что оио вылоднястел на всем Л. Утверждение (iii) справед
ливо в общем случае nостроеиия симвотrческой динамики 
потоков, раздедnющих траекторни (.rrемма 9 из (2]). 
Для ~Е Q (Г' (tr}) рассмотрим t (тt (-2)). На миожестзе 

{~=Q(x): xe=Tt, HfJ(X}E т,} 

t (~ (S))- это время, котоrое требуется точr<е х = n (S}. чтобы 
пройти от Dt до D1• Так как Dt и Dr - гладкие ;mкаJlьиые 

1) Yc.~oвtJe, о которО\1 и;~.ет речт •. фор~!УJIИруется так же, t<ак свойt<во 
рзаде.'IСНШ! траекторпli 1.4, только вырllжсюте «V/ 6 RJ> с.'lедует заменить 
С./IОRами «д,qя nос.~едовате.>Jыюс1'н •1о~iептов (t i}J е Z• такой, что 11 ~ ± оо 
П~li i~±cn и lti+J t,· l<a, где сх мало:.. - При.ч. перев. 
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сечения, это время зависит от х дифференцнруе.;tым и, сле
довательно, .'lиf1щJщeвl.tlM образом . Поэтоl\'IУ t (n (S)) удов.r~ет-
воряст услови1о Липшаца no S и nродолжается Jio фуикцnи 
f: Л R, удовлетворяюшей уСЛовию Лнnщнца в метрн1<е d4 , 

Дa.rtee, 

qJ f(~)1'C (~} = :;t ( u (~}) 

дюt S = Q(x) (н правая , и левая частп равны JJ f7 (х)}; значит, 

эта форму .. 1а в ыполняется д.rш всех S Е: Л. 
Построи~ теnерь сnециаJJЫIЫЙ оТок SUSt (О', n: л (cr, f)

-А(О', f}, как в § l . Мы будс~т обозначать sus1 (0', f) 
через 'i'r- Олредещtм отображение р: А (cr, f)---+ Х равенство ~ 

р (~11_§} = <1'1" (~) . 

Это оnределение корректпо, так как q>1 (§_l.тt (~) = tt(O' (~)) (имеиио 

таt<ие отождествления мы делаем nри nостроепни простран

ства Л (о, f)). Мы хотим, чтоuы: симвшJИtrеский поток ~~ был 
rиnербоJJиtrеским. Вообще говоря, это не так, поскоJJьку 
(Л, u) не Я13J!Яется тоnолоrи<tсскоi-'1 марi<ОВской цепью. Чтобы 
до6нться этого, е.rtедует выбрать семейство fТ специальным 
образом. 

(2.3) Определение. Пусть fТ - правн.r.rъное семейство м а
лоrо размера а для лотока !J>t: Х ~ Х. Семейство ~ лазы
ваетси марковск.им, еслн 

(i) каждое множестоо Т1 Е g- яв.'lяется пря~!оуrо.r.rьиикоы; 

(ii) из x EU(T1, T;)--{wef1 (fТ): W E T1, Hg (w) e::: T1} 
с;Iедует \~5 (х, Т1) с И (Т,, Т); 

~~~~----~------------
(iii) иэ yeV(Tk, Tt)={wEГ'(Er): He1

(w)ETk,WET;} 
медует \V" (у, Tt} с. V (Т", Т,). 

Опреде.rшм отображение Au: rт Х rт - > {0, i}, лоложив 
Ао (Т1 , Tt) = 1 тогда и только тогда, когда существуст то•н<а 
х Е Г' (ff'), такая, ч·rо х е Т1 и Н t7 (х) Е Т1 • И:-.tеем А с }: (А.9 }. 

(2.4) Теорема. Л= ~(Ар) тогда а только тогда, к.оеда 
семейство rт яцрк.овск.ое. 

Доказательство. I. Предположим сначала , что Л= ~(Au}. 
Пусть х, у Е Т Е 1/Т. Тогда существуют такие nос.r.rедовате.r•ь
ностн S, РеА, qто x=n(S), y=n(P) н So = Po=T. Обра· 
зуем п7эследовательность ~-следующИм образом; 

ПPii 

пр н 

J:;;;:, о. 
i ~о. 
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При 3Том ~ Е~ (А&")-=- А. Пусrь z =л:~) Е Т. Опреде· 
лим рекуррентным образом щ н v1, nоJюжив 

(i) uo = Clo = О; 
(i!) ut+t = и1 + f (cr1 (~)), ur+l = vr + f (cr

1 (!)}. 
Тогда qз,. 1 (х}, 'P~t(z} e S1 =W1 при i:;э=О. Оnределим отоб· 
ражеяие s: [0, +оо}-+[0, + оо}, положнв s(ut)=v1 и nро
должив s на интервалы (u1, rtt-н} линейно. При этом рас
стояние d ( rpi (х}, qJ3 (t) (z}) ма.ТJо при t ~ О. Аиалоrичио можно 
определюь s: (- оо, О]--+ (- оо, 0], s (О}= О, так что d (rpt (у), 
qз$ <t> (z)) мало при t <О. Дадее, d ( q>1 (х), IP1 (х, y)D) м aJJo при 
1 :;э: О, а d (qJ1 (у) , qJ, (х, и)v) ма.11о при i ~О. Зна•IИТ, d ('Pt (х, Y)v. 
qJ$(/! (z}) мало при всех L Е R. При ус;ювии, что размер РГ 
очеиъ мал, nолучаем вс.ледствае JJеммы 1.5, что z == (х, Y)v 
и, значит, Т- прямоугольннк. 

Далее, и (Т1, T1)=tn (~}: ~Е А, So=1't, St=Ti} и V (Tk, Т1)= 
= (n(S): S е А, s_, =Tk, So= Т,}. Например, множество 
в пра;ой -части первого равенства совпадает с замыканаем 
множества точек 

{n (~: ~Е Q (1'' (.'Т)), 5о= т,, S1- Т1} = 

= {хеГ'(fТ}: хеТ1 , H:7(X)ETI}. 

ПредпоJюжим, чтохе:U(Т;, Т1) ииЕW$(х, Ti}· Пустьх=1t(S), 
и= n (Р), S0 -= Ро = Т1 • Построим W указаиным выше обра
зом. тОгда Wo = So =т/ и wj = s,- TJ; отсюда z Е и (Т, 1 TJ)· 
Но 

z ~ (х, и)r1 -=у, Tai( как и Е W" (х, Т1 ). 

Отсюда W·' (х, Т1} с и (Tt, Т1}. Уеловне (iЩ nроверяется ана
лоrично, и, зиачит, семейство {Г марковское . 

II. Допустим теперь, что rт- марковсхюе семейство. 
Для S0, ••• , SN Е fГ положим 

А (So, ... ' S tv) = {х Е г (;1): li'o- (х) Е s; при о ~r ~ N}. 

Заметим, что A(S0 , •• • , S.v)c::n:{!e:Л: W, =S,npиO~r~N}, 
так как множ€стtю в nравой части комnактно и содержит 

Г' (:Т) ПА (So ... . , SNJ, а м но кество А (So •••• , Sн) открыто 
в r {9"") н, 311Э'1Иi, Г' (:7") ПJЮТНо в А (So . ••.• Sн). Б част
ности, имеем А (511, S 1) с U (Su. S1). 

Jlемма. Пусть xEA(So, ... ,Sн) и zc.W• (x,So)ПГ'(tr), 
Тагда z е: А (S0, ... , Sн). 



С11АJ.волическt1я дин.амиrrа 111 

Док.азательство. Так как х Е А(~, S1) с U (Sa, S,), :мы 
получаем вслед<-"Твнс марковекого условия (ii}, что zE U (S0, S1). 

Из того , что z = :r (Q (z)) и n взаимно однозна<шо на Г' (в') 
(см . лемму 2.2), с 1едует, что Ни (z} Е Si. Отсюда 

Н g (z) Е W3 (Н f7 (х), 5 1) П Г' (:Т). 

По индукции подучаем Ни (z) Е А (S1, ••• , SN}, откуда сле
дует, что z Е А(~, ... , SN)· 

Рассмотрим теперь х', у' Е Г' (:7) с S0 = Р0, rде S = Q (х'} 
и f. = Q (у'). Для любого nоложительного целого N-

x' Е А (S0 , • •• , SN) 
и 

if Е В (P- N, . .. , Ро) = {у Е r (g-): Н?/ (у} Е P~f, 0 ~г~ N}. 

Поскольку Т1 = S0 = Р0 - прямоугольник (марковское свой
ство (i)) и А (S0, • •• , SN), В (Р - N , . .. , Ра)- иеnустые откры
тые гюдмиожества т/, получаем, что 

CN (х', у')= {(х, у)тi : х Е А (So, .. . , SN). у Е В (P-N, ... , Р0)} 

-открытое подмножество Т1 • Выберем такое 

z Е CN (х', у') n Г' (fr), 
что ZEW

3(X, Tt) n Г' (:7}, где хЕА (So • ••. 'SN), и zE\17'" (у, Tt} n 
n r' (!?"""), где !J Е в (Р -.V' ••.• Ро}· По доказаиион выше 
лемме z Е А (50, •• • • SN). Ана;юrичиым образом лолучаеr-1 
z Е В (P-N, ••. , Р0). Отсtода 

z ·={ Р1 при - N~j~O, 
Q( ), S

1 
nри O~j~N. 

Докажем теперь, что Л- :L (А.:7 ). Нужно показатъ, что 
если Ro •... , Rn- элементы в' и А о (Rt, Ri+J) = l при O~i ~ 
~ n- 1, то можно найти ·га кое w Е Г' (g"" ), что 

Q(w); = Rt nрн О ~i~n. 

Это nоказывается индукци:е:й по n. При n = l это следует 
из оnределения Av . Прн tt > 1 найде~ сначала такую точl{у 
w' е Г' (g""), что 

Q(w')J = R, +1 при O~i ~n- 1. 

Затем найдем точку у' Е Г' (fr), тal<yJo, что 

Q (u')_1 = Ro. Q (y')»=R1. 
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n ( ' рименив nрнведснн;ю выше конструкцию к х = w 
ПОЛУЧИМ ТОЧКу Z Е f (r), ДJlЯ котороЙ 

Q(z)1 =R1+1 n.ри -l<i<n-1. 
Точка w =Н 9 (z) является ИCitoмoit: 

и у', 

(2.5) Теорема. Поток ср1 : Х--+- Х обладает лсарковским 
селtейством ло!Шльн.ых ceЧRн.uii произвольно tila.Aoгo разлtера. 

Мы отложим утомительиое доказательство этой теоремы 
до § 7. На протяжении остзашейся части статьн .д всегда 
будет обозиачать марковекое семейство (малоrо размера а). 
Введем обозначеnия для иеко·rорых границ: 

ёf .,к= u {д"Т: т Е А}, 

д" .;К = U {д"Т: Т Е.;/(}, 
tJ. s .1( = cpiO, alдs .J(' 

/1u .,К = (j)l - a. t!Jif' .;1{, 

(2.6) Предложение. <p,11s .А( с 1'!.S .;1{ и <p_,!J.r1.!1{ с.~:!" .,К при r ~О. 

ДоJ«JЗательство. Рассмотрим х Е iYT. Пусть S е 1С' (х). 
Тогда y=cpt{X)=n(crS)ES,, где l=f(S)~a. -Поскольку 
х Е if So (Т= S0), существует такая пос.лед-;:;вательность точек 
Х,. ~ Х, ЧТО Xrt Е w: (Х) П Х, ИО Хп fPIPI-t. i:IS0, rдс '> 0 Не 
завис.ит от n. При этом 'P t (x11)EW~(<p1 (x))ПX 11 <i>, (x

1
,)-+y. 

Мы утверждаем , что у Е ёfS1 • В противиом случае для вся
кого ~' мы им:е;JИ бы <р1 (хп) Е cpl-t'. t'JSL nрп достаточно 
большом n. При зто м q>1+1111 ( х") Е W" (у, S 1), где 1 ~~~ 1 ~ ''· 
Так как у= n (crS) Е V (S0, S1), nо.'Iучаем вследс1·вие м аркав

екого условия (Ui), что ср1 +11,1 (х11) Е V (50, S1) и <pt+!1,
1 
(xn)= 

= л(crS11), где So = So, S~ = St. Пусть 111 = f (Srt) Е f~, а]. 
Тогда-z,1 = qJ 1 +IIп-'n (х,.) Е S 0• Так как Х11 ф. .:p1_~~~1S0, числа 
'Vn =t + f>n -lп удовлетворяют усдоnню 2а~\ Yn ~~~. Переi!tдя 
к n.одпоследовательности, можно считать, что f>n и !11 схо

дятси; значит, 'Vn- v;;;:. ~ > О. Поскольку х"- х, а S0 замк
нуто, заключаем, что 'Pv (х) Е S0• Это nротиворечит тому, 
что So JJОL(адьиое сеченне. Полу<rенное nроонворечие nока
зывает, что и а самом деле у= 'Pt (х) Е ёfS1 с: iY .1t. 

Рассуждая таю1м образом, получаем последовательность 
О< ! 1 = t < t2 < t3 < ... , таr<:ую, что t н 1- i 1 Е[~, а) и <JJt, (х) Е 
Eef .!К. Так как велкое г лежит в иекооором интервале Ut, /1+1], 
по.пучаем <р, (х) = QJ,_, • 'Р 1 1 

(х) Е V,.S.,1( • 
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3. ТИПЫ ТОЧЕК 
И СТРУЮУРА ОТОБРАЖЕНИЯ р 

Для множества Т на марковекого семейства .;К помжнм 

T+ =f){(~. t): ~ЕЛ.(.Н). So=T и tE[O, f(~}]}. 

При этом х Е т+ тогда н только тоrда, когда 1Р1 (хп)-+ х ДJIЯ 
некоторой nоследователыюстн точек Xn s т n г9 {А) и чисе., 
tn Е (0, 1 (x,J) [/ (Хп.) 6ыло определено в § 1 для Х11 Е Г' (..К)]. 

Рассмотри :11 точку х Е Х \. /'{.к), гладкий дИСIС D, являю
щийся лока .. 1ь ным сечение:\( потока «р1: М ->М и та1~ой, что 
х Е iпtD, и маленький прямоугольиш< N х с D n х. такой, что 
xeN: и N .• = N:. Пусть .А.х={Те.К: хет+}. Тоt·да 
Л' .. ={N .. ПТ+: ТЕЛх}-поr<рытис Nx прямоуrоJlьниками, 
которые nересекаются то.rrько по границам (имеются в внду 
границы nрямоуrодьников, расс.\rатрнваемых как подмно· 

жества D П Х). Существуют два важных nодмножества в мно
жестве 9 (А'х) (&"(.К .. )- множество nодмножеств .К х). с nо
мощью t<оторых описывастси положение точки х относи

телыю .Jl: 

ls (х) = (!'l> с: о~К: 'f/e > 0 3z Е В2 (х) W t (х, N .~:). 
где z ф ди/t""х f.f [1) = А':}, 

1,. (х) ={Ю с..,{(: Ve > о 3z Е в" (х} n \\1"' (х, N х). 

где zфд'.ll .. .., н ~=.Jl"z}. 

Здесь дцЛ' х = U ди (N х П т+) и il if х = U д" (N х. (1 т+). 
T <= <ilfx T<=<Atx 

Отмет11м, что / 3 (х) и 1 и (х) не а а висят от выбора диска D 
и nрЯМО}'Гольиика N.~· а ::Jависят лишь от вида множеств 

(т+: Т Е д} вблизи точrси х. Для х Е Г (.Jl} множества J а (х) 
н 1 s (х} остаются пока ие оnределенными. 

(3.1) Оnределенпс. Для положительного целого N введем 
обозначение 

Desн = {(а11 •• , , а11): L ~ k ~ N, ai цещ-.1е 

н N~a, ~а2~ ..• "#ak> 1}. 

Для (а 1 , ••• , ak) 11 (Ь 1 , •• , , Ьп) из Des,v положим 

(а1, •.• , ak) ~ (Ь 1 , ••• , bn) тогда и только тогда, 

{
k >п. 

когда 
нли k = tt и Ь, ~а1 прн всех 1 ~~~k1 
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Пусть теперь N=22rard.н. Ддя Jс:9'(..К}"-.{0} определим 

r = (cal·d ~~ ••.. , card fД,} Е DesN, 

где l-={.!l>1, ... , .!l>k} и q)t упорядочеllьт так, что card~I +J ~ 
~card~1 • 

(3.2) Лемма. Предположим, что:~. 11'1 (х) Е Х"-. Г (..t.f} и t ~0. 
тогда 

13 (x)·~Js(<JJt(X))• и lu(x)·~lи(IJ't(X))•. 

Ес;щ IJ'ro. l)x n г (...К)= 0' то U,tteeт lotecтo равенство. 

Доказательство. Аналогичное утверждение для марковских 
разбиений базисных множеств днффсоморфязмов было дока
зано в [4]. Из марковости семейства ..1( следует, что при 
малых t отображение Пуюшарс Р : Nx--> NФt<xJ и Поl<рЬIТНЯ 

прямоуrольинками .!{'Jt н .Л"Ф1 \х) удовлетворяют в соответ
ствующих окрестностях точек х и <JJt (х) таким же условиям. 
каким удовлетворяют ограничение некотороrо А·диффеомор
фнзма на его базисное множество f: Qs--> Qs н марковекое 
разбиение в окрестиост11Х точек х и f (х). Отсюда следует, 
что доказательство из [4] дает нам требуемый результат при 
мзлых t. При больших t рассмотрим пос.ледовательиые 
момеrпы х, IJ't (х), • . . , <r, (х}, 111, (х), где t1+1 - t1 >О м зло, J n 
н воспользуемся тем, что отношение ;;;;:::: яв.rшется частичным 
порядком. 

Ec.r:rн ll'ro. ,1х n Г ( • .К)== 0 , то Р осуществляет лока.r:rьиый 
изоморфизм между (х, Л"х) и (IJ't (х), .Л"''~'1 1х,)• н тогда 

ls(x)=ls(!J11 (x}) и l ,l(x)=lu(IJ':(x)). 

(3.3) Оnределение. Для хе=Г(и!l) по.•южнм 18 (X)=ls(!JI_г(x)) 
и J и (х) = !., (())0 (х}) прн малом s > О (по предыдущей л~мм е 
это опрел.еление не зависит от е, если е достаточно мало). 

Для всякой точки х Е Х положим 

Ls (х) = сап1/s (х} = Jength ls (х)", 

Lи (х) = card 1" (х) = length J,. (х)". 

(3.4) Лемма. Если х G Х и t;;;;:::: О, то 13 (х)" ~ 15 («р1 (х))• и 
lu (х)• <!и (<pt (х))". 

(3,5) Jlемма. Для каждого k .мн.ожества Е$ (f~) = 
-={хеХ: Ls(x)<k} и Ец(k)={хЕХ: Lu(x)~k} открыты 
в Х. При t~O u.«еем IJ',(E

5
(k))<=E5 (k) и <p_1 (E.(k))<=E

11
(k). 

Дока3ательст8о. Свойства нива риаптности множеств Е s (k) 
и Е" (k) СJ!едуют нз 3.4 н опредс.rrения частичного nорядка ~. 
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Рассмотрим то <н<у х Е Es (k). Для -~ ф. 1 (..1!) доказате Iь~тво 
того, что Es (k} явJtЯется окрестно~тью х, проnод1.1тся так же, 
как для диффеоморфизмоn [4, следстоне 4]. Для хеГ(wК) 
имеем у= QJ_e (х) Е Е. (k). Поскольку Es (k) яJзляется окре<:~ 
иосJЪ!О q>_4 (х), 'Ре- го~rеоморфнзм и 1fJ10 ( Es (k)) с:: Es (k), заклю
чаем, I!To Е3 (k)- окрестиость х. 

(3.6) Лемма. Для к.аждой точ1щ х Е Х '\ Г (..К) существует 
такая ок,рестность их в Х, что если w Е и"' L$ (w) ~ Ls (х} и 
Lu(w)~Lu(x}, то ls(w)=f$(x} и l .. (w)=fu(x}. 

Док.азательстао. Лемма доказывается так же, как след
ствие 5 И3 [4]. 

(3.7) Оnределение. Точка х Е Х называется ТО11Кой вет
олендл, если либо l5 (<p_~(x))' ;f::. /5 (<р8 (х))\ либо I,.(<P_, (х))' + 
=1= !и (q>8 (х)}* для всех мадых в> О. ОбоЗИЗ 1IИМ Br (wK) мно
жество всех точеi< ветвления и положим 

в г• (1} = QJR Br (.К) = {'Pt (х): х е Br (wК), 'Е R}. 

По лемме 3.2 Br (.дl) с Г(~). Д,tiЯ ~· ~Е Des.v положим 

Ф (Е,!!_)={хЕХ: l . (<p 1(x))* !!:. и J~'(cp1 (x))·=J! пр11 вcextER}. 

Отz.sетим, что 

Х = Вг"(--К) U U Ф (а, Ь). 
Е· Ё --

ДJIЯ всякой точки z Е Л (а, f) существует единственное 
11редстаолеиие вида z = р (Т , t), r·де Т Е Л и t е [0, f (Т)), 
Оnредедим отображение ~;-л (а, п--А, ПОJIОЖИВ ~(z) -т. 
Ддlt х Е Х о11ределим множество -
R~ (.К}= {(S, Т) Е .К ХА: 3z Е р- 1 (х}, такое, что 

~(cp_~(z))0 =S и fl(<pн(z})0 =T при малом е>О}. 
(3.8) Лемма. х Е Br (А) тогда а только тогда, когда Rx (.К) 

содержит различные пары (S, Т) и (S', Т'), для которых либо 
S = S', либо Т = Т'. 

Доказательство. Лемма доказывается таr< же, как 11ред· 
ложение 9 из [4]. 

(3.9) Предложение. Существует целое d, так,ое, что 
cardp- 1 (x}~ d для всех ХЕ Х. 

Док.аэа1·ел.ьство. Пусть с- длина максимадЪНой уnорлдо· 
чениой цеnи в (DesN, ~). Из 3.4 следует, что существуют 
'Такие числа s1 < s2 < .. . < s", n ~ 2с, что все точки ветв.rrе· 
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ння на траектории QJR (х) совпадают с <Р1 (х). J'vloжнo считать 
i 

что х е Г (.А'), так как величии а card (р- 1 (х)) nостои ни а и а 
Q>горбите. Пусть {l;}~=-oo - возрастающая последовательность 
действительных чисел, такая, что q\ (х) =Н~~ (х) nри ncex i e:Z. 

Для Z Е р- 1 (х) ПОJ\ОЖИМ 

I (z) = {~ (1~1 i (z))J, е z е: lJ: .L. 

Если z1 и Zz- раз.тичвые точки из р-• (х). то существует 
такое t Е R, что од.и а из точек '\:1 (zJ), 'Фt (z2) .rхежит в АХ {О}, ко 

~ Nt (z,))o =1= ~ ('Фе (z2))o. 

Тогда QJ1 (x)=P~t(ZJ)Ep{AX{O})c:Г(.A'), и, значит, t совnа
дает с одним нз t1• Отсюда 1 (zr) -:/== 1 (z2}. 

Пусть 1= {leZ: i;=s1 nрн иекотором j}, а K= J + {-1, О, 1}; 
card К~ 6с. Если l (z1)1 = 1 (z~)1 nри l ф К, то 

1 (zt}; _, = I (z2)l- t и / (zt)! н= l (z2)н. r. 

так как вследствие 3.8 ни одна из точек <р1 . (х), <р1 (х), <i>t (х) 
, _, 1 l+ t 

не содержитем в Br (.11). Отсюда по.1учае :-.t, что если 
l (zJ) '='!: I (z2), то I (zt)r =;6 1 (z~)i nри иекотором i Е К U {О}. 
Значит, 

card р-1 (х) ~ d = (6с + l)ca riJ.n. 

(3.10) Следствие. Если х =р {z1) = p(z2) Ф Br• (..Н) и ~(z1)0 = 
= ~ (z2)0, то z, = z2• 

Доказательство. Так как <i>R (х) не содержнт точек веrвле
Юiя, К= 0 . Из l (za)<J = 1 (z2)o nолучаем , Ч'I'О l (z1)- I (z2) н 
Zt=Z2• 

(3.1 1) Теорема. При любых а, Ь Е DesN oгpmttt•>eнue 
Pl р- JФ(а, Ь) является локальны.« iо,~ео.н.орфизмом. В част
ности , мноЖество Ф (~. ~ одноАсерн.о или пусто . 

Доказательство. Рассмотри:-.t z Е р- 1Ф (а, Ь) '\. р- 1 Г (.А') u 
Т=~ (z)0• Тогда - -

U = {р ~. t): ~ Е Л, So = Т и l Е {0, f (~))} 
-открытое множество в Л (cr, f), содерж ащее z . Соr.~асио 
следствию 3.10, отображение р взаимно однозначно иа V = 
= Иnр-1Ф(а, Ь). Так как йn V:c= V н р: й-р(V) - иеnре
рывное отображение компактных метрических nростраиств , 
nричем р 1 V озаимно однозначно, то p J V- гомеоморфиэм. 
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Мы должны показать, 'ITO р (V)- окрестность х = р (z) 
в Ф(а , Ь). Лусть их- окрестнос'!'ь х, выбранная согласно 
лемме 3.6. Предположим , что у Е их ПФ (а, Ь). По лемме 3.6 
J~(y) = ls(x). Далее, нз TE.I(x. следует, ЧтоТЕ1/) прн не· 
котором 1/) E. J$(x). При э-том 1/)El3 (y) и , значит, T e .l(11 , 

т. е. у Е т+. Но у Е т+ \ Г (.,1{), nоэтому {f Е р (U). Так как 
у Е ф (а, Ь). МЬI no.rryчaeм и" nф (а, Ь) с р ( V). 
Мы I!e-рассмотре.rнr случай z Е()--(Ф(а, Ь) П r (.1{)). В этом 

случае точка z' = 'Фе (z) удовлетворЯет условliю z' Е 
Е р- 1Ф (а , Ь) \ p-1r (J() 11, энаq1rт, р яв:шется локальным го-

меоморфнзмом в точке z'. Из равенства qJ1 о р = р о 1/'t полу
чаем, что р является лока.•rьным гомеоморфизмом также 
н о точке z. 

4. СВОЙСТВА ВОЗВРАЩАЕМОСТИ 

Отображение р сохраняет ра3личиые свойства возвращае· 
мости траектори й. N\ы покажем. что точка z Е Л (о, f) 
является nериодической, всюду плотной, устой•пшой по П уас
сону илн рекуррентной (относительно 1J'1) тогда 11 только тогда, 
когда точка р (z) об.rrадаст соответствуюшим свойством отно
сительно <р1 : Х-. Х. Отметим , что точка z = р (S, !) с S Е Л 
обладает одвнм иэ этих свойств возвращаемости тоrда и 
только тогда, когда им обладает nоследовательность S (от
носительно сдвига а). Именно по этой причине в назваине 
статьи входят слова -:с:снмволичес!<ая динамика». В этом раз
деле мы опишем ;о,шнимадъные множества nотока qJ1: Х-. Х 
н покажем, что онн одномерны. 

(4.1) Предложение. Точка z Е Л (о, f) периодическая то~да 
и только тогда, когда то•tка р (z) ttерuодич.еская. 

Доtсазательство. Это непосредственно следует из предло· 
жения 3.9. 

(4.2) Опредеяенне. Д.rrя х Е Х nоложим 

а (х) ={у Е Х: <i'tп (х) у для иекоторой пос.1едователь-

ностн {Jl-- 00}' 

Ф(х) = {У Е Х: <p1rt (х)-. у для некоторой последователь· 

Н ОСТИ tfL- + 00 }, 

Точках называется устойtтвоа IW П уассон.у. если х Е а (х) (1 оо(х). 

(4.3) Лемма. Если у Е а (х), то Ls (у)~ Ls (х}. Если у Е ro (х), 
то Lu (у) ~ Lu (х). 
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Док.азательство. Вспомним, что множество {w Е Х: L~ (у);;::;.: 
~L&(w)} открыто. Применив 3.4 ( илн 3.5), полутrаем Ls (Y)~ 
~ L, (х) . Второе утверждение доказывается аналогично. 

(4.4) Лемма. п редrwложим. , что !1 Е ct (.~) n (!) (х), уф г (.А') 
tl Ls (у)= L .• (<р1 (х)), Lu (у) = Lu~Pt ~х) nри всех t Е R. Та2да 
х ф в г· (.А'), 13 (у)'= 13 (х) и lи (у) = JJI (х)'. 

До11.азательство. Пусть U11 - окрестность точки у, описан· 

пая в лемме 3.6. Найдутся сколь угодно большие положи· 
тельные н отрицательные числа r, прн которых <р, (х) Е U11• 

Из леммы 3.6 получаем J s (у)= J s (Ф, (х)) н 11, (у}= J и (<р, (х)). 
Пр н этом д.лы всякого t , рассмотрев r, большее, чем / (nр н 
t > 0), или меньшее, чем t (при t < 0), nолучаем нз леммы 3.4, 
что ls (у)• = ! $ (r.pt (х))" и 1 и (у)* = 111 (<pt (;~))· . Отсtода вытекает, 
что х 9Е вr· (.А'), н другие наши утuерждення. 

(4.5) Лемма. Если то<ека х Е Х устойчива по Пуассон.у, 
то х ф Br' (.А'}. 

Доказательство. Достаточно доказать, что х' ф. в г· ( . .Н) 
дJIЯ устойчивой по Пуассону точки х' = <f!e (х} ф Г (.К). При 
всех t имеем IJ>t (х') Е а (х') ПФ (х') и .'/Е ct (IJ>t (х')) П ro (IJ>t (х')). 
Из 4.3 nолучаем nри всех t: L3 (х') = Lg (Ф1 (.t')) н Lu (х') = 
s=La(<p1 (x')). Иэ 4.4 получаем х' ф. Br· ( .. l!) . 

(4.6) Лемма. П редположu.+r., что р (z1) = р (z2) ф. Br• (.L). 
Тогда z1 Е а (z2) в том u тольхо в то.к случае, тюгда z2 Е а (z1); 

z1 Е Ф (z2) тогда и толысо тогда, мгда Z2 Е Ф (z1). 

Доказательство. См. доказательство следствия 14 из [4). 

(4.7) ПредJiоже11ке. Точка z Е А(о-, f) устойчива по Пуас· 
сон.у тогда и. только тогда, когда этим свойством о6ладае1· 
TO'lXa Х"""' р (z) Е Х. 

Доказательство. .11еrко вндеть , что еслн точка z устой· 
'Шва по Пуассону, то такой же будет и точка ;~. Предnо
ЛОЖ11М , IITO Х Е а (.t} n (i) (Х). ПуСТЬ <i'tп (х) Х ПрП t,~ _,.. 00. 

Переходя к подпоследовательности, мы можем считать, что 
Фt11 (z) z'. При этом 

р (z') = lim P'l't
11 

(z) - lim 'Pt
11 
(х) = х. 

Так как z' Е (i) (z) и х ~ вг• (./t) (лемма 4.5), мы получаем 
вследствие леммы 4.6, что :z Е ro (z'). Значит, z е ro (z' ) с ro (z). 
Анапоrично z е ct (2). 
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(4.8) Определение. Пусть у1 : У-. У- неnрерыnный поток 
на компактном пространстве . Множество А с: У называется 
мuни.мальным, если 

(а) А эамкиуто, А + g н у 1А = А nрн всех l Е R; 
(Ь) в слу11ае когда множество В удоnлетворяет условию (а) 

и В с: А, мы имеем В s:: А. 
Эквивалентное оnределение состоит в то:-.~, что 

а (у)= А= оо (у) npfl всех у Е А. 

Точка у Е У называется рекуррентной, если множество 

{Vt (у): t Е R} мнннмадыю. 

(4.9) Теорема. Toltкa р (z) Е Х яаляется рекуррентнтl от
носtпельно потока q>1 тогда и только тогда, коеда тоt~ка 
z Е А (cr, f) является рехуррентн.ой относительно потока 'Фt· 
Минuмальны)чи Jtнoжecтвa-'tlU для потока <Pt: Х ~ Х явл.чются 
шюжества вида р (А) , где А - ,uuнu.чальное wtожество для 'i't· 
Минимальные Мl·tОжества потока q>1: Х Х одноМсJрны. 

Доказа1·ельство. Легко n роверить, •rто если множество А 
минимально, то такнм же будет и р (А). Предnоложим теаерь, 
' ITO множество А' с Х минимально относительно IPt · Рассмо
трнм точки х, у Е А'. Ток как у Е А'= а(х) n оо(х) их Е А'= 
-а(у)П<D(у), нз леммы 4.3 nолучаем L .. (x)=Lu(y) и Ls(x)= 
= Ls (у). Эти равенства останутся справедливыми и в том 
случае, если точку х заменить на «pt (х), поэтому .из леммы 4.4 
nолучаем, чтofs(x)'*=f6 (y)• н J~'(x) =l .. {y)• nри любых хеА' 
н у е: А' '\Г (.1{). Значнт, множество А' содержнтся в иеко
тором Ф (а, Ь); при этом А' одномерно вс.1едств.ие теоремы 3.11. 

Рассмотрим теnерь любое х Е А' н любое z Е р- 1 (х). 

Пусть А= {'ф1 (z): t Е R}. Тогда р (/\) = {ч>1 (х): 1 Е R} 111::> А', 
так как А'- миинма.1Iьное множество. Мьt утверждаем, tiтo 
множество А миннмалы10. Предnодожим , что это ие так, 
т. е. оф1 (В)= В для некотороrо за,.rкнутоrо множества В с: А, 
такого, что А + В =1= 0. Тогда образ В - множество р (В) с:: А' 
иепусто, замкнуто н ср1-ннварнантно. Так как А' минимально, 
р (В)= А'. Пусть х = р (z') ДJIR z' Е в. Из х ф вr• (..К) Jl z' Е 
Е А= {'Ф1 (z): t Е R} nолуqаем вследствие деммы 4.6, что 

z Е {'Ф1 (z'): t Е R} с: В. Но тогда А с:: В, и мы прнходнм 
к rтротнворечию. Значнт, А минимально. 

Рассмотрим теперь Jlloбyю точку х = р (z). Тогда 

{ер, (х): t е: lR} =р {'llt (z): 1 Е IR}. 

Выше мы nоказали, что эти множества одновре :о.t ен но являются 
нлн ис яв.1яются мющмалъпыми . Значит, -гочки х и z одно
временно являются или не яв.rrяются рекурреитпымн. 
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Зам.ечан.uе . J\'1иннмаJiьное множество ло'l'ока q>1: Х -~ Х 
И3оморфrю cneциaJIЫIOMY nотоку (с непостоянноit функцней) 
над некоторым траизитиnпым снмволиqеским каскадом 

(вообще говоря. tle над тоnологнческоА цепью Маркова), так 
как осякий одномерный nоток, рnздетtющнй траектории, 
о6Jtадает этнм свойством (см. [2] ). 

Одни из основных результатов .Морса в символнческой 
динамике ( [14), [ 15}) состоя.rr в доказатеJiьстве существования 
неnериоднческих рекуррентных траекторий. 

(4.1 О) Лемма. Пусть <1: А~ А - топологическал цлпь Мар· 
хова, причем А- бескон.е:тое ~шожество. Тогда н.епериоди• 
чесхце рекуррентные точ.хи. плотны в Л 1). 

Доli.а.зательство. Пусть S Е Л, а N -nоложительное целое 
число. Мы nострою.f неn'ёрноднческую рекурреит11ую точку 
n А, коордииа·rы которой совnадают с 'КООрдииатамн S иа 
местах от - N до N. Так как сдвиг о транзитивеп, суще
ствует пос.rrсдовате~1ьность элементов То, ••. , Tn (nри неко· 
тором п). такая, что To=SN, T"=S-N н A(Tl, Ti+ 1)=l. 
Расс:-.ютри:О.! rrосдед.овательность W Е А, уд.овJiетворяющую 
условиям: W1 =S1 при ir:;;;;,N н Wi=Tt-N nри N~i~N+n. 
Из бесконечности А следует, что при достатоqно большом N 
нзrrдетсн такаи nоследовательность W' Е А, что W~.v = 

= W N+n = S_ ,~·· но w: 9= W 1 при некотором -N < i < N + n. 
Полож11~1 М = 2N + n и оnределим отображение 

!: П {0, 1} ~А формулой 
l 

nри 

nри 

аР = О, 

а = 1, ,. 

где O~q <М. Леrко видеть, что J- непрерывное ннъектнs· 
ное отображение и что oMJ = lo. Пус1'ь ~- неnериодическая 
рекуррентная бесконечная в обе сторОНЬI nоследовате.rrьность 
с а0 = О, наnример nоСJiедоnательиость Морса нз [ 14]. Тогда 
J (а) будет непсриодической рекуррСtiтной пос.,едоватеJJь· 

НОСТЪЮ ДJIЯ оМ: А-Л, а ЗНЭЧИТ, И ДЛЯ о: А-А. 

(4. t 1) Теорема. Непериадические рекуррентн.ьtе отпосительн.о 
потока q>t: Х ~ Х точки nлorJiЬt в Х. 

1) 11аnомнни. что. cor.nзtнo оnределению на crp. 111, ТМЦ обнэатель-
110 транзнrиnна. - Прu.11.. ред. 
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Доказательство. Поток Фt: А (о, f)- А {о, f) обладает этим 
свойством, поскольку им об.rrадает сдвиг u: Л_. А. Из тео
рем 4.9 н 4.1 вытекает, что оно выполняется 11 для <р 1 : Х- Х. 

(4.12) Предложение. Траектория точки z Е A(u, n О'ГН.О· 
сительн.о ~р, асюду плотн.а 'l'Огда и тольхо тогда, к.огда есюду 
плотнл отн.осительн.о <р1 : Х Х траектори.<l точки х = р (z). 

Доказательство. Этот факт доказывается ана.~оrичио nред
ложению 18 из [4]. 

~- Ч11С.ЛО ПЕР110Д11ЧЕСК11Х ТРАЕКТОРИЙ 

Символическая динамнка может быть исnользована для 
nодсчета числа nерноднческнх траекторий потока ЧJr: Х-+ Х. 
Основным инструментом nри этом с.1rужнт введенная Смен
ло~r [21, стр. 166 русского переnада] дзеrа функция 

"" ZФ (s) = П П (1 - [ехр т (v)Гs-"), 
\'<ii r lt=u 

!'де Г- множество nернодических орбит потока <pt: Х- Х, 
а >(у)- наименьший период орбиты у . Основная гипотеза 
состоит в том, что ZФ (s) нмеет меро~шрфное nродолжение 
на всю комплексную плоскость. Это было доказано для r·eo· 
дезическоrо rrотока ЧJt иа поверхности постоянной отрнца
те.'lьной кривнзиы н для специального nотока с постояниоn 
функцией над базисным множество { диффеоморфнзма (24]. 

В этом разделе мы сведем •·нnотезу J< случаю символиче
ского rинерболического потока . однако и в этом nросте!iшем 
слу'rае она nока не доказана 1). Мы воспо.rrьзуемся медифи
кацней метода, предложенного Энтоин М:эннинrом в [12]. 
Оп при~tеинл симво.•шческую дннамику, чтобы доказать ра
цноиальиость дзета-функцин днффеоморфнзма на базисном 
множестве. 

Асимптотически число замкнутых орбит потока <р1: Х-.... Х 
такое же, как у nотока ф1 : А (а, f)- А (а, f) (см . докааатель
ство теоремы 6.1). Причина, по которой это верно асимnто
тнческн, а не в точности, состонт в том, что отображение р 
не является взаимно од.ноsнаЧIIЬIМ на ~j,• .ll U D." .ll. Чтобы оnи· 
сать, как точки Х расnоложены отиоснтельно этих границ. 
мы nостроим раа.rrичные символические потоки. 

Пусть i""" (l1, ••• , iп)- набор n nоложитсJJьных целых 
•tисе.,, а V-:_ коне•1ное м ножество. Оnределнм 

~(V) = {(VJ, ... , V,.): V1 с: V, card V1=t, и v,n Vf'= е; 

при j =F j'}, 
1) См r•p li\Н!•Iaиne на стр . 108. - ПpuAJ ред. 
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Введс~t обозначеию1: v' = (Vt .... , Vп). ип (V) = V1 U ... U V ", 
l(i)=n и sшn(i) = it-+ .•. + iп. Отметим-:- что Q(l)(V)= V 
и -что Q; (V) = 0, если sum (l) > card V. 

Рассмотрим теnерь марковекое семейство А очень ма· 
ленького размера (насколько ма.1еиькоrо, будет ясно из даль· 
нейшего). Подожим 

Pi..(A) ={(У, Т): у Е Ql (..К), Т Е Un (f), существуют х Е Т и 

такое 8 > 0, ЧТО IPto. eJX С S-1- ДЛЯ ВСЯКОГО S Е и n (f)}. 
ОпредеJ1ИМ теперь фу1:1.1щию At: Р1 (..К) Х Р1 (..К)- {0, 1}, no· 
ложи в А1 ((и, S), (V, Т))= 1, еёЛи- -

(i) существует такое j", l ~Г'~п, что Ui= V1 при (:t=j•; 
(ii) {Т} = V 1• " U 1•; 

(iii) А"" (Т', Т)= 1 для {Т'}= и,.\ VJ•. 
Отметим, в частности, что Т ф Un(~). Пусть 

Л!.(.L) =~(A_Jc ]/ PJ. (..К). 
Заметим, •по А111 (.;{()=Л (..К). 

Для пар (!!, S) и (!:', Т), определенных выше, сушествует 

естественное взаимно однозначное соответствие 

g = g ((l!_, S) (~. Т)); Un(f:!) -~ ип(у), 

заданное равспствамll 

g (Т')= Т н g (S) = S при S :f:: Т' (S Е ип (~)). 

Рассмотрим теперь К Е А1 (..К) с К.1 = (V1, Т1). Для S Е Un (V0) 

и /~0 rrоложим - - - -

Z,(K, S)=g1(S)=g(Kt - I• К.1) ... g(Ko, Kt)S, 

!_J(f5, S)=g- 1(S)=g(K-,, К-нtГ 1 
••• g(!C •. l(o)-

1 S. 

Тогда 

!._([5. S)={l1 ([5, S)}f~""_""eiJA. 
Отметим, •по ! 1 (К, S) = ri тогда н только тогда, когда 
li-t(!5_, S) =Fl1(f5, S). 

(5.1) Лемма. СущР.ствуеr тахое N, не зависящее от 1(, что 

среди любых N последовательuьсх ttuceл i uайдется по -край· 
н,еt~ мере одно, для которого !1 (f5.., S) == т1 • 

Доказательство. Д.1s1 любоt·о даиuоrо j равенство 
lr (К, S') := Т1 ВЬ!ПОJJНЯе-rся ровно при одном S'. Если N ДО· 
статочно велико, то для некотороrо S' можно найти такие r 
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и s. k~r~s~k+N. что lr(K, S')= T'=Т'=Iy(l(, S'). 
Если nи nри одном k ~ f ~ k + N равенство ! 1 (К, S) - Т1 не 
выnолняется, то Mhl имеем t1(K, S)=Ik(K, S) н-пря:моуrо.'IЬ· 
ннки 1/(1<. S'} б.'JИЗI{Н к !,.(К. S') nри всех k~J~k+ N (по 
олреде;rению (V1, т') ЕР, (.Ж}). Пусть j0=r < j1 < .. . < jp= s-
91'0 все момс!iты j отr ДО S, при которых t,(К.,S')=T1• 

Тогда А.п(Т1т, T
1
m.+ 1)= 1, 11 если nо.ложнть Wа.о:ь = Т1ь, то 

W Е А (..к), Точка л (W) nериодическая для <i't. н ее траекто-

рия npoxoдltT nбл11 з1i"' 1 k (К. S). Ес.тrи размер .;К очеиь мал, 
'ГО ЭТО невозмОЖНО (Та!< как Х не содержиТ неПОДВИЖНЫХ 
точек) . 

. (5.2) Лемма. Существует естественное отображеJЩе 
'У!: А~ (..lt}- Л (.Af). 

Доказательство. Рассмотрим nоследовате.'!ьиость К. ~А, (.Ж), 

где К1 = (V1• Т1), и оnределим nосJiедовате.'lьиость 7 (К, ТО) Е 
Е П .Jl, ;ак Э'ГО было сделано выше. При вся~~;- j лнбо 

z 
I 1(f5, 1'0)=l1+1 (f5., ТО), либо 

A.n(l1 (JS, Т0), lt+t(!5_, ТО))"'"" 1. 

Оnреде.'!иМ v!.(f5.) как nоследовательность (1 1 (~. ТО)} 7-""- .... • из 
которой удц:ены все повторяюнщеся коордliнаты, т. е. 

'j_1 (!S}r = Т1', где ... < i-1 </о= 0 < jl < • • · -б CKOHeЧiiЭfl 
в обе стороны последовательнос·rь значений j, при которых 
1, <!5, 7,.,) = т'. 

(5.3) Лемма. Существует отображеJШе f1: Ai (А) -1~. а], 
липитцево относитель1tо .lferpцtщ da при ftекоторо.м а > 1 и 
удовлетворяющее условию 

fP~ 1~ nv.!.. ([S) = nvi..o (!5). 
Д оказательстао. Из свойства разделения траекторий еле· 

дует (npli ус.1овнн, уто размер А о~rеиь мал), что QJ1ny1 (К)= 

= ttVi<Т (К) прн некоторо\t fалом t. Положим fi (К) t.-Так 
Ol1pe:Дc.'letmoe 1- это время, которое требуется точ-кёх=nv1 {/(), 
чтобы nройти от Т0 до Т1 • Как и ранее, убеждаемся в 70М, 
что это отображение у дов.1 етворяет условню Лнлшпца по JS. 
в некоторой меrрнке da. 

Мы утнерждаем, •rто f = /1 (К)> О. Предnо.1ожим, 'IТО 
f <О. Тогда нm1 А." р-о, Т 1) = (Иди ТО Е Un (!,'1). В пер но м 

5 З~к. 1231 
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с;rучае существуют точка х' Е 1° н время t' > О, такие, tпо 
lf>t' (х') е: Т'; это nротиворечит условию (vi) оnределення 2. 1 
правнльnоrо семейства, так как <р; (х) Е Т1 , х Е ГJ, t <о. 
В случае ТО Е Un (J 1) из (~1 , Т1) Е ~(.К) следует, '11'0 

Т1 n (ТО)+ + Q;l н, значит, Q>t' (х') Е Г nри некоторых х' Е ТО, 
( > О (иаnомиr1м, что Т0 + fl). Мы снова пришли к проти
воречию. 

Так как t > О- это время, которое требуетси некоторой 
точке, чтобы nройти от одноrо элемента .Jl до дpyroro, 
t;;,:p 1). Из равенства 

avl. ([5) = VJ..~'' <!5> 
nолучаем 

fi ~) + fL (cr~ + ... + fL(af,-l !5) =- f (Vf..({9) <а, 

откуда ft (К)~ а. 
Пусть 'Р1. t- сnециальный nоток на Х1 = А1 (.К) (а, f;). tio 

nредыдущеЙ лемме отображение Pt: Xs-_x-:- олреде.1енное 
равенством P.L (!5, t) :а= <р;ЛV!. (!5), имеет СМЫСЛ Н удовJrетворяет 
условию QJt о Р1 = Pt о Фt, t· 

Пусть N-r (cD)--чнсЛо sамкиутых орбит nотоха Ф = {Ф1}, 
наименьшаtft nериод которых равен 1:. 

"" 1 СО+! (5.4) Теорема. N.(Ф)=L..J(-1)- N1 ('!'1). 
1 -

Доказательство. Поскольку отображение Pt nереводит 
замкнутые орбиты в замкнутые орбиты, достЗТочно nрове· 
рить, что ecm1 х Е Х и N1 (Ч'!.! х)- число замкнутых орбит 
потока ~~. 1: Х1 .._ Xs с наименьшим nериодо~1 ·r, содержащих 
некоторуЮ точКу нЗ pj1 (х), то 

" I (IJ+ I { 1, еслит-нанменьшнйnсрнод 
.l..(-t)- N,(Ч'1,х)= длях, 
.!._ - О в остальных случаях. 

Оче-видно, достаточно nроверить это .~ишь д.1я одной нз 
точек х каждой за~tкнутой орбиты nотока <р1 : Х Х и д.rш -r, 
равных uе:rым кратиым mт' наименьшего периода точt<и х. 

Выберем то'IКУ .~ ф Г (.К) с наименьшим пернодом 1:'. 
Пусть Т , ..• , тn- элементы .;{(, которые точка <JJs (х) nосле· 
донательне nроходит, Iюrдэ i изменяете}• от О до т', 

1) По Э't'<>Й же nрнllние t,.;;; а, так •1то следующее paCC)'ЖдCJJ!Ie не 
}IBIOH~Tcll необход11NЫ~I. - Прим . переб. 
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а О < t 1 < t2 < . . . < ln < 't1
- МQМентw lilремени, когда 

CJJt1(x) Е Т1 . Пусть х0 =х11 =х, x1-<p,J+"-(x) nри 1 ~/ < n, rде 
s>Омало, и 

D1 = (Se.К: x1 ES+}. 

Тогда ((01), Ti ) Е Р1 (.К), где i = (card D1). Из периоднчиостн х 
следует, что х ф Br"' (.К) . rfo Jiемме 3.8 существует такое 
взаимно однозиачliое соответствие В( D1- Dl+l• что 01 (S) = S 
при SED1 П D1+ 1 и 61 (Si)=T~'+ 1 , где Si-е.динственный эле
мент вD1 \DJ+ l · Положим 6=611- 1 о • • • о() 1 оОо: Do-+Dn=Do. 

Для j = pn + s, где О~ s < n, н (Е,, .•• , Е,.) Е Ql (Do) по· 
ложнм т1 = тs н -

W1 (Е, , .. . , Е,.)= 
= ((€1s- l о . . . о 6о) о 8РЕ, , . . . , (6.~-1 о ... ., 6o)fJPE,.)eQl.(D~). 

Мы и~1еем Wl-1 (Е1 , ••• , Е,.) -:::1= Wi (Е1 , , •• , E,J тогда н только 
тогда, когда Ti Е UпWi (Е1 , ••• , Е,.). Пусть ... < j _J < io ~ 
~О < j 1 < ... - это все j, д•1Я которых Т1 Е UnW1 (Е1 , ... , Е11). 
Опредмим 

( lll 1А)-~"" 
IS_ (fl1, • .. • Е") = W (Es, . , . , Е1,}, Т k- - oc• 

Тогда к. (Е,, ... ' E,t} Е л/ (.J() с: xl (.К). Из Jiеммы 1.5 сле
дует, ч:;о существует еди'f1ственное- t, О< L < f1К. (Е,, ... , Е,.), 
nри котором 

z(E1 .... , E,.) >='Ф~t!S(EI' ... , Еп)ЕР['(х) . 

Легко впдеть, что отображение z: Q1 (D~) -+ pj1 (x) азаимио 

оцнозначно. l\роме того, если х = {j)tPi ((S), где О< t < f1 (IS), то 
YaeQi(Do). где К=(К1) . К1 =(~'~. R1

) н K=K(Vo)- Следа· 
вательно, z: Qt(~) -+ P/ 1 (x)- взаимно одНозначнОе соответ-
ствJ:Iе. КрО\1е Того, 'Ф 1, ,;т,z(Е1 , • • • • E")=z(EJ, . . . , Е,.) тогда 
и только тогда, когда 6'" (Е1 , •• •• Ett) = (Е1, ••. , Еп). 

Основной леммой при докаэате.льстве нашей теоремы 
является .11емма Мэннниrа нз [12]. 

(5.5) Лемма (Мзнюrнг). Пусть 9: D0 -+ D0 - перестановкц 
конеtu-l.ого множества , а 61: Q1 (D0) .-Q1 (Do)- индуцировСl!lНая 
перестан.овка. Тогда - - -

1 = 2: ( -l}r fQ+ l card Fix (е,) , 
i -

где Fix (€1.!.) - м.ножество точ.еr<; , неrюд!Juжн.ьtх относительно ~1 . 
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Нанменьший период точки х есть -с', а ианменыпий пе· 
риод точки z Е р,- ' (х) есть кратиое -r', поэтому z имеет пан-
меньmнй период/' тогда 11 только тогда , когда "Фt. 1• (z} = z. 
Кроме того, орбиты двух таких точек не nересекаются 
(в противном случае точка х и мела бы меньший nериод). И а 

леммы Мэннинrа rto.'Iyчaeм 
" ! (!)+1 
~(-!) - N,· (qrl, Х) = 1. 

l -

Рассмотрим т> 1 11 докажем по индукции, что 
" 1 (l)+. ~(-l)- Nт1• (qtJ, х)=О . 

1 -

Имеем Flx 8/'- U Pr а (!11), r·де Pra (Bt) - множестоо точек из 
- d l m - -

Qi (Do), наименьший период которых относительно действия 61 

равен d. Тоrда -
dN dт' (Ч'.!.. х) = card Pr с1 {8!), 

и мы получаем 

" 1 (i J+ I " 1 !il+ l ", mLJ(-1)- Nm't· (Ч't,X)=L...(-1)- cardFix8;-
1 - 1 -

- ~ "- !(1)+1 
- dL..(- 1)- Ndт · (Ч'i,x)=l-1=0 

d т 1 -
d <m 

вследс-твие индуктивного предположения и лем:-.1ы Мэинннга. 

П Z,p1 (s) 
1 (! ) 11 ечс-rпо -

(5.6) Следствие. ZФ(S} = - П ( . 
ZФI s ) 

( (1} ЧCTIIO -

(5.7) Следствие. Для того (/Тобьt дзета-функцил ZФ (s) по
то1<й q>:: Х -)оХ н.а любом бтщсном м.н.ожестве была меро

морфNа па осей плоскости ком.плею:uого перемеппого, Nеобхо-. 
дим.о и достаточно, чтобы дзета-фуNХЦ ии l'Y(s) удовлетворяли 
тe,lt же условиям для любых гцпербол цrtесlщ,r; си.иволилескuх 
t!OTOICOB Ч'. 

ДоказатеЛЬСТВО. 'Jf !_ МОЖеТ Не ОЬТТЬ ГJIПербОЛИЧ~СКИМ . СИМ· 
во.ilичсшим потоком из-за отсутствия топологической тра нзи· 

тивностн. Одн ако замыкание множества пераодических траек
торнН потока \}1 ,-: Х, ~ Х, является объедннеинем непересе-

кающихся замкнутых МIIОЖеСТВ У1 , . .. , У т, Т ЭКИХ, '!ТО на 
:каждом нз них '1',1 У1 яв.пяется rиnерболнческим символиче-
ским nотоком . За!1.1етнм , что 
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Остается всnомнить, •1то сам rнттерболическин симво.rшчсский 
nоток реализуется на пекотором базисном множестве [6) . 

6. ИНВАРИАНТНЫЕ МЕРЫ 

Пусть М(Х. Ф) обозняч:ает множество всех нормироваппых 
qJt·ннвариан1ных борелевских мер Ita Х. Множество М(Х, Ф), 
паде.леннос ('Л а бой тono.1orнeii, является ко~Нiактиь!.! метрн· 
чески~! npocтpaliCT B0\1 r 17] . Для v Е м (А ( 0', f) , Ч') 1{ боре
-~еВСJ<ОГО миожества Е с Х оnреде.1им р*'\• (Е) = v(p-1 (Е)}. 
Поскольку ~~ , р = р' '\>t, мы получас:-.1 отображе1 1 11 е 

р•: .М {А (<1, f), Ч') М (Х, Ф). 

Это отображение непрерывно. Положим 

м• (Х, Ф) = {~е: М (Х, Ф): !.L (~· Jt U ~и .;/l) = 0}, 

м· (А (0', f) , 'l') = {v Е м (А (cr, f), 'У): v (p-J (~s~к u t,U 1)} =О}. 

Отображение r• з адает взаимно однозначное сооrветстnпе 
между м•(Л. ( cr, f), 'Р') н М*(Х, Ф}; ес.'lи v Е М" (Л ( п, f), Ч'}, 
то р осуществляет метрический изоморфизм nотоков ('Фt , v) 
н ( <pt. !!} . 

I(ap.'l Знrмупд (20] показал, что M"(A{cr, f). Ч1) яоляется 
бэроnским множество~\ в M(A(o,f),Чl), э м•(Х,Ф}-бэров
ским множеством в М(Х,Ф) 1 ). По этой IIPИ 'IИHe типичные 3р
годнческttе свойства мер 1.1 Е М (Х, Ф) те же, что тиnичные 
свойства мер v Е М (Л ( cr, f) , '1'). 

В М(Х, Ф) имеется олпа особенно важная мера ~tФ . На
nомним ее определение. Пусть COf (/) обозначает конечное 
множество всех замкнутых орбит nотока Ф , некоторый нериод 
которых содерж11тся в интерва.rrе (t- в, t + ~]. Рi!nиомерио 
расnреде.пяя сдШ1ИЧ11уЮ меру no замt<иутоfi орбите у. мы nо
лучаем меру ФvЕМ(Х,Ф) . При этом если COL(t)"/= 0, то 

1 ~ 
Ф., 1 = card СОе (t) LJ . Фу 

vs co{; m 

яв.1яется мерой из М (Х, Ф}. Далее, в соответствии с тем, я в· 
.'IЯСтся ли nоток (Х, Ф) перемсшнвающим и.•IИ .иет, мы имеем 
nри фнксированпом ь 

СОв (t) -=1= 0 nрн всех больших 1 

(с.ТJучай перемешиnання) или (n c.rryчae надстройки) суще· 
ствует такое fo, что 

C02 (t)= 0 nри LфZt~ 

1) C)l. также [30). - П рим. пере•. 
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11 

СО. (t) :# 0 прн t-= kt(l, rде k е Z велико 

В [~] б.ыJJо nоказано, что существует nредел 

1-LФ,.. lim оо,_ 1 , 
/~со 

uрниадлежащнй М(Х,Ф). В случае надстройки nредnола
гается, ttтo t = klo, k- оо. 

(6.1) Теорема. 1-1-Ф= p•IJ-,V" Отображение р является метри
чссюнt uзоморфuэJ.tО.~ : 

(Ф, , 1-1-w)~(qэt, 1-1-Ф) · 

(6.2) Лемма . Ес.1щ Ас:Х эФt.к.нуто. А -4:-Х и <pt(A)c:A 
при t ~О, то 

!1 (q>r 1 А) < h (<pt)· 

До!Wзательство. Здесь !t обозначве-r тоnо.~оrическую эн
тропию . В случае днффеоморфнэмов это утверждение было 
доказано в 17, теорема 4.7] . Эта теорема является СJiедствнем 
предложения 3.11 из [7) ; для случая потоl(ов этот реЗ)•ль
тат требует некоторой моднфнкацин no обращу доказатель
ства леммы 1.1 нз [81 1). 

Доказательство теоремы. Пусть 

Z = {.х Е Х: card р- 1 (.х) = 1}

=Х'\. U <p,(A'.-КU ~a.A'J. 
te R 

1) В nредложении 3.11 IIЗ (7] идет речь о дифсЬеоморфiiЭЫе f на ба· 
эисно~t множе<:тве Х . Пусть А с: Х, О ~ kj < k2 < . · . . < k,.. е Z, я точка 

k 
w11 • •• • , w11 еХ удоuлетsоряют умовняы f '(А) ПВ ( Wk )=- 0 nрн 

1 т . 1 L 
г = 1, . . . т, где Вг. (w) о<'!оэначзет t·шар с центром в w. t:CIIИ N(n, е) 
11 N (n, е, А) - мощностп макси1111аnыtых (11, е) ·ращелеН!JЫХ мRожеств в Х 
11 А соответственно (см . [31 , § 4]), то nри малом е н nрн n > k .. нмеем 
N (n, е, А)~ се· 't;' · N (п, е), rде с8 >О, 0< т,.< 1. 

Ec.l!l! А- А- f (А) ~ Х, то. взяв Wд ~А. иэ 1rредыдущеrо 11 иэ фор· 
~1ул (см. [з·m 

h ([ 1 А} .... IIm lim log N (n, е, А) , 
t-+0 n-+ co n 

h (f) = lim lim log N (п, е) 
!-+0 IJ400 ft 

rюдучаем ч1ебуеыый реэудьтат. - Пptl~. nep€tt. 
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Поскольку ч;r (~ •.К) с ~·J! и CJ'- t (6 ... -К) с 6 11vlt при t ;;=:: О, ло
,'1учаем 

СО,.{/)= (СО~ (t}П Z) U (СОе (t) П (:l5vltU 6и.К)). 

Дадее, /t(cp 1)=lim{logve,Ф(t) [5, теорема 4.11)1). Прнве-
~~"" 

денное в [5} (или в [2, теорема 5)) доказате.'lьство nоказы-
вает также, что 

h (cp1i6s.К) ~ lim Т log "е.Фt А ... .И (t) 
~~ .. 

н 

Посколь.ку tpr (.15 vK) с /!.5.,К н ср-1 (А и .,К) с 6".К nрн t ~О, мы 
получаем нз леммы 6.2, что 

card (СО" (t) Л Z) - l 
''s, Ф (L) 

nри t-+ оо . Если nоложить СОе. Ф(t) =СОе (t) н 

то 

и 

~. t = (санi со •. ф (t) n z)-1 L. Фу, 
ус:;о СОс, Ф (I)ПZ' 

({ 1 -+ J.I.Ф nри t- оо. 

Если :мы nодожим Z' =А (а, f) '- U 'Фt (п- 1 (~8 ..К U ~~~ .Jl)) 
teR 

(1):, t = (card со~. IJT (/) n Z')-
1 L (J)t, 
t s СОе, '1' (1) n Z' 

то о{ t- f.Lqr· Так как р : Z'-+ Z- rомеоморфнзм, мы nолу
чаем' ro~ 1 = p·ro~ ,. Из неnрерывности р• следует. что IIФ = 
= p"f.tw.' Утвер>кдение про изоморфизм с.11едует из того, что 
1-LФЕ М"(Х, Ф); это доказывается так же, каi{ аналогичное 
утверждеНI!е Д.'JЯ диффеоморфИЗМОВ (3, Теорема 34] (см. так.' 
же [31, теорема 4.1) . - Перев. ) . 

Д. Орнстейн н Б. Вейс в (16] показали, что в случае, когда 
(tpt,~Jo)- rеодезr-rчески.ft nоток на поверхности лостояюrой от
рицательной кривизны, а 1--1- мера, индуuированнаи метри

t<ой, динамическая система (cpr, ~t) метрнчески изоморфна np1:1 

1
) Здесь и н н же "г. Ф (L) =- card СО г (t); "е. Ф 1 А (t)- card (С08 (f) ПА). 
По ПOIIOIS.Y опрсд~Jtеищr rоnо.11опtческ"й -'IITI"OП~«U чер~ аснмптотику 

•щс.~.а периодJtческнх орбит см. также доба&.11енне, теорtма 14.2.- Пpu.tt. 
nepcf:f. 
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каждом t =Р О пекоторому сдвигу Бсрну,1Ли. В :>том слу'ше 

f.1 = f!ф !8]. 

(6.3) Проблема. ПусТI> -ф,: А (о, f)-+ А(а, f) - персмеши
вающий пшерболичес.IОtй символический поток. F>удет .rш дн· 
на:-.tнческзя система (,Pt, ~~) бер 11у.1J1Иевской npa 1<аждом t? 1) 

{ 6.4) ОпредеJJение. ПоJюжн~ 

Мопа х (Х, Ф)- {f.1 Е М (Х, Ф) : h". (()Jr) = /1 (qзl)}. 

Если Мmах(Х, Ф} = {J.~.}, то~· называется един.ственн.ой Аrерой 
t: максu.~tальн.ой энтропией для потока Ф: Х-+ Х (эдесh че
рез h/J. обозначена энтропия по мере J.l.). 

( 6.5) Теорем а. I.LФ- един.ствен.н.ал Atepa с макси.иальн.ой 

Э!Иponuefl тогда и только тогда, 1\огда тамва ll·Jf · 

Доказм·ельство . Во-первых, Мm.е.х(Х,Ф)с:М*(Х,Ф) и 

Mmax (Л (а, f), Ч') с: м• (Л (а, f), 'I'). 

Это до[(азьrваетсн так же, как аналогичное утверждение для 
диффеоморфизмов: теорема 34 нз [3] (здесь и ннже 10Жио 
обратиться тuкже к доказательству теоремы 4.1 из [31].
Перее.). Так как fiJ.L(())t)- инвариант метрнчесl{оrо изомор
фнзма и ft(QJt) = fl(ф1), р~ оnределяет взаимно однозначное 
отображение Mm.~ (Л (а, {}, ЧТ)- М"...х (Х, Ф). Накоаец, мы 
.знаем, •ITO 11ФЕМшах(Х, Ф) и /lqr EMma~(A(a,f) ,'V) [5, тео
рема 5.1]. 

(6.6) Проблема. Пусть 1\>t- гиnербоJtнческнй символиче
.скнн nоток на Л{а, f). Будет л н ~tw единствеиной мерой с 

макс.има.'JЬной энтропией? 2) 

Ана.1оrи двух проблем этого раздела решены в едучае 
дифф~оморфнзмов [31 (см. также (31, § 4]. - Псрев. ). 

7. ПОСТРОЕНИЕ МАРИОВСКИХ РАЗБИЕНИЙ 

В э ом разделе мы докажем теор~му 2.5. nрнспосоuнв I(Q!I
струкцщо марковскпх разбиений для днффеоморфизмов [3] 
к отображениям Пуанкаре щ1 сечениях. Приведеннап пиже 
.'!емма 7.2 дает условия:, необходнмые для этой моД11фИI<аuии. 

'J По11ожнтельнос решен 11е 3ТОй пробле~tы noлy•H!IJO в (27) . 
2 ) l\onOЖii eдbllUC peШCIUIC 3ТOft nроблемы llOЛ}''It:HO 11 (28], (29] . 

При.ч. nepea. 
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(7.1) Jlемма. Л усть D - ,кален.ький еладкuа диск., траttс

версальн.ый к потоку rpr. Существует такал константа со > О, 

ll'ГO если Х Е D n х и у Е (w: (x) u w~ (х)) П(PI- u. аР• то 

d (Рр (у), х) > cvd (у, х), 

Доказательство. Достаточно доказать утиер:>rщеиие д.rrя 
мень ыa,'le tiы.;oro е.> О и любой рн:мановой метрики . По
этому, испо.'Iьзуя nодходящую лока.1ьиую карту, можно счи

тать, что D с: Rm-t Х {О} с Rm н !pt(z, s) = (z, s + f) nри 

z Е D и ма.11ЫХ s и f . Далее, l<аждtЛt :юка;JЬНЬIЙ CJJoй l%'7: (х) -
это C 1 -дriC I~ рн з;-.t ер постн k, трансверсалыrый в точке. х к no
TOI~Y Ч::t , и существует такое отображенне 0': D n х
~Emb1 (D11 , Rnr). что a(x)(DR) = W; (x) 11 а(х){О) = х [LOJ, 
[18] (с :м. также [32 ] . - Лерев.). Здесп Emb1 (D", R 111

) 

пространство С'-в.1ожсt1вi1 станлартноrо k·л.нска в ~ т. наде
ленное C1 -тonnлorнeii [25]. Из трансnерсалыюсти \17~ (х) к 
ПОТОК)' <ft следует, ЧТО ЩН! достатОЧНО МЭ.'IО\1 е yroJI Э = 

.. > 
=- е (х,у ) междуху и Cm. отдеJJСН 01' о. От<:!Ода 

11 р /) (!1) - х !1 

IIY - x ll 
1 sin О 1> с> О. 

В дальнейшем а> О будет маденькнм 11исло~. Выберем 
rладкне дисt<И D1, , •• , Dn. трансверса .rtьные к IIOToкy q;:t , 
t l замкнутые flpямoyrOJJbHИ!Ш в. с х n int D,· ТЗ!{, 'ПО 

(а) dirn D; = dim М- 1; 
(Ь) diam D1 < ct; 
(с) прн i =F j по меныпей мере одно из множеств D; П 

П <р10• 4ар, или D1 П ср10 • 1a1D, пусто; 
ri 

(d) Х с<Р1 _ 01 U в;, где Bi- множество внутренних то-
а. t~ J 

чек В1 , рассматриnасмоrо ~:ак nодмножество в Х n int D1; 

(е) ес:JИ х ~ Bl n (j)I - 2<Z , ~,.,в} . то Bl с <ri-Зa , Зu [D,. 

Такие множества D, и Bt иетрудно найтн. 

(7.2) Лемма. Для всякого О< т< 1 сущеС7вует L >О 
со следующими свойства"\щ: 

(i) если х Е Dl , у Е w·• ( х, D1) tl q>L (х), QJL (у) E q>1_2a. 2a.1D1, то 

d (PD/ PL (х) , Pv/PL (у))<,;· d (х, у); 

(ii) ec-tu х Е D1, у Е wи (х, D
1

) t1 <р_ ,_ (х), <~>- 1.. {у) Е cp1_ 2<t, 2а.Р1• 
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то 

Доtиl~аильеr•о. Пуст» ci:I;- константы, о которых щла 

речь в 7.1, и с'-= rnincDi >О. Отображения 

Р 1>1: q>J-Зu. эаРi--+ Dt 

дифференцируемы . Зизqит. существует такое К. что 

d (PD, (z}, PDi (z)) ~К· d (z. z') 

при условии, что Z, z' е; q>I-Зa, заРj· Для у Е w·· (х, D{) имеем 

у= Ро1у', где у' Е W~ (х). 

Из леммы 7,1 следует, что d(y, х);;з:.с'd(у', х). При этом 
d (ч>L (у'), ч>L (х)) ~ ce-A.Ld (у', х) в соответствии с § l . Отсюда 

К. · с · е -'-1.. 
d (PD/PL (х), Ро1ч>L {у))~ с' 

Прн большом L по.'lучпем требуемый результат. 
Сдедующая лемма описывает связь межJiу отображением 

Пуаикаре и структурой прямого nронзведенпя. 

(7.3) Лемма. Суrчествует 1!. >О, для которого выполняется 
следующее утверждение. Предположим, •tто D и D' - .мален.ь· 
"ue локальные сечен.ия, х, у Е D и (х, y}D существует, и за· 
дана н.епрерывн.ая функция s (t}: [0, TJ-+ R+. такая, что 
s(O) =О, 

d ( lJ't (х) , <l>s Ю (у))~ 8 

при всех t Е [0, Т), <Jir (х), <J>s(TJ (у) 6 D' и (lJ'т (х}, q>$т(Y))v· 
существует. Тоеда 

(q>r (х), <Jis<T> (y))v· = Р DJ<Pт (х. Y)D. 

Доказательство. См. доказате.lьство пред.10ження 1.6 
нз [5) . 

Выберем телерь замкнутые прямоуrольннки К1 с: Bi 
н число 6 >О так, чтобы всякое подмножесrво Х, диаметр 
которо.-о не больше 36, содер_жалось в одном нз множеств 
IP[-zu. 2a.1Kt. Пекроем каждое Kt таким конечt1ым семейством 
замкнутых множеств "J",, что для V Е '1"1 

dfвrn ср1 (V) ~ 6 при всех 1 t 1 ~ 2L. 

При этом иайnутсн такие a(V); b(V}E[l,nJ, что B6q> _c_ (V}c 
с: ср1_~0• 20 1K11 (vJ 11 B6rpr. (V) с: q~1 _20 , 2oJ.КЬ tVI' Рассмотрю1 отобра~ 
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Оnределим рекуррентно множества R1,k н S 1, k• nоложив 
R,,o= St.o=KJ и 

Rl,k+l = l"~r {(У. Po/PL (z))Dj: yeKI' ZE ws(gv (x), Ra(FI, .). 
l 

где х Е F}. 
sl k+l = u {(Р v .<i'-L (z), Y)ol: у Е 1(1• 2' Е wи (gt (х}, Sь (F), k) • 

• F 'PJ ' 

где х Е F}. 
Эта Iюнструкция аналогична конструкnин, nрнмененной в [3) 
для диффео.1орфизмов, удометворяющих аксиоме А. Если L 
достато•rно велико, то леммы 13-18 из [3] (см. также леммы 
10.1- 10.4 добавления.- Ред.) .'Ierкo nрисnособtпь к иашему 
случаю (здесь требуется nрименить лемму 7.2 настоящей ра-

оо 00 

боты) J.! локазать, I{TO R. = u Rt,k н St = u sl. /1. являются 
k-O ~-о 

подмножествами в, н что есди nоitожить 

с/= (Sr, Rc>Dt-={(p, q)Di; рЕ St. q Е Rt} с: Bt. 

то будет сцравед.1нвэ следующая .Гiемма. 

(7.4) Лемма. Рассмотрим. то•а<.у хеС1 • Найдется такое j, 
•1то <pL\f'

8 (х, С1 ) с <pt-зtt,3cpf и P0/~-Lwи (PD,~L (х), С1) с 
с W" (х, С1). Найдется такое k, ч.то q>_Lwи (х, С1) с <р1 _3а заР~t 
и PD1rp~.Ws(Pl>/P-L(x), Ck) с: W\x. CJ ' 

ПоJюжим теnерь ~= {С1}7-~> и для каждого j nусть 
I,= {i: 3xECj, такое, что H'lrxe Ci}. Прн iE/1 веледетвне 
условия (е), которому удов.11етворяют выбранные днс){и D1, 

MUI имеем cl c q\o. аР/> и, значит, множество Eu=Cj n Pr D/Ct) 

я8JJяется nрямоугольинком с непустой внутренностью. Прямо· 
уt·олы1ики Eii индуцируют разбиенае С; на qетыре замкнутых 
nрямоуrольннка, пересекающнхся только no границам: сле

дует выбрать точку z Е Ej1 и лоложить 
1 -. 

Ei t = Е11, 
Elt = {'...;.y_E_C~i:'""'"{:.,..z-, U~)-c1_E__,p;~f/-,-.{-y,-Z)...-~.....-::cE-il·), 
Е}. = {у Е Cj: (::, u)c

1 
~ 6,7, ~у. 'i) w .!it}, 

E1t = {y e: Ci: (z,y>c 1 Ф?!Ji , ('Y,z)~E'!t}. 
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Мы nолучили покры1 не (!Ji np!l~OYI uлt>ннка Ct Н]Нiмоу•·оль· 
пиками 

$ i = { П Е~(; l ~ at ~ 4}. 
с е/{ 

Элеме11ты 8; пересскаются то-1ько по rранюrа м, и 
И1 = U Е"- это открытое n.т10твое nодмножество С1 • Зна· 

E E "f./ 

ч:нт, м ножест во 

Г' (crf) = {х Е г(~): н~ (х) Е о и] при всех k Е z } 
J-J 

ямяется бэровскнм ПОД.\ШОжестnом Г(~)= с u ... u с(!. 
Для положительного целого N и 

х. у Е г~. (~)= { z Е г (с&): н~ (z) Е о и/ nри всех k Е [О, N]} 
/ = ! 

отношение х ,......,. у будет обозначать, <по nри всех k Е [0, N] 
N 

TO'iKH Н~ (Х) .И Н~ (у) ЛеЖаТ D ОДНИХ И ТеХ Же Ci И В ОДННа• 
ковых элементах 81. Это отношение эквива J\ентностп: обо
зна'JИМ G1, •.. , Gm классы ЭI<ВIIВалентности (т= m(N) < 
< оо). Выберем разп ич.иые a•tenь маленикие ЧltСЛа u1, ••• , Um 

и nоложим .А11 ={Ч>и OP}mtNI. 
р p = l 

(7.5) Лемма. При больиюм. N семейство vllN является 
_..tа,жовсхи.и. 

Доказател.иство. Лепю показать, <JTO .A.v- nравильное се· 
меlfство. j'vl1.>1 должны также показать, что l<аждое множество 
GP- nрямоvголышк. Допустим, что х, у Е Gp, н рассмотрим 

- k 
z = <х, у). Мы утверждаем. что точка f/'f (z) принадJJежит 

1'C:>.r же nрямоугольинкам Cj , ЧТО Н~ (х) 11 Н~ (у) при 0 ~ 
~ k ~ N. Очевидво, это верно при k = 0: прсдпuложнм, что 
это верно nри О ~ ll < k', но неверно при ll', где k' ~ N. 

Hk' - 1 ( k' - 1 ( Предположнм, ЧТО вес три точки ~ х), н~ у) и 
R.' ) k.' it' k' н'(- (.z) .'IеЖЭТ п с,; H'r: (х) и н'( (у) лежат в cl,; Hr; (z) лежит 

в С1 . Тогда /, i Е 11 н i * i'. Из того, что fl~-l (х) 11 H'f- t (у) 
содержатся в одних и тех же элементах $ 1, каждый из ко· 

торых: является пря:-.tоуrольн.иком, полуqаем (используя 
лемму 7 .3), tJтo то•1ка 

ff~-l (z) =(н~-! (х) , н~-l (y))cj 
• и , ~-[ 1 

'!'акже содержи ся IJ ;;1ТНХ Э.'J емснтах @ /• 3 z -н" (z) Е Ejl 

С .. !сдует, что х' = li'f-• (х) Е E~t; это о;;~начает, что Ч>t(х') Е cl 
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nри неко·rором О< i <а. Из H<r: (х') Е с,. следует, что иай
дется такое s, О< s < i , nри котором <ps(x') Е С1• • Аналогично 

' Е1 
' Е1 

:из х Е n· подучаем z Е ' tf', и, знач.ит, существуют такие 

О < s' < t' < а, что 
q~,, (z') Е С, и rp1• (z') е С1,. 

Но таJ<им образом мы приходим к нротнворечию с лриое-
11. 

д<:JНIЫ~·I вt, шс условием (с). Значн:r, H<r: (z) лежит в тех же 
самЬ!Х Ci, что Н~(х) и Н~(у) (при O<k~N); H~(z) дежнт 
также в тех же эдементах: $ 1, так как онн nрямоуrоJJьниюt 
И IIO ЛС~1МС 7.3 

н~ (z) =<н~ (х), н~ (у))с / 
Отсюда ('.'Jедует. что GP- прямоуго.~ьник. 

Докuже~1 теперь марковекое условие 2.3 (iii). Yc.•roDнe 
2.3( ii) _доказывается аюмогично. Предположим , что МР = 
= q;"pGP и 

у Е V (Мр, Mq) = {w Е Т' (.НN)= fг..'п1 (w) Е Мр, w Е Mq}. 
Мы до.~жны локазать, что Wи(y,Mq)c:: V(Mp, Mq). Поскольку 
V(A1p,.i\·1q) замкнуто, Г'(..К)n V(Mp.MQ) л.Jютно в V(Mp,M11 ) 

11 t\V" (у. MQ) неnрсрыJЗно зависит от у, достато•rно проверить 
B KJI IOlJeнпe для у Е Г' (.~К) n v ( Мр, Mq). Мы имее~1 у= <l)u (у') 

f Q 
с у Е 0 11 • Пусть 

H~(y')ECtk лр.и -J~k~N. 
Поскольку W" (у' , Gq) n Oq ПJIOТIIO 8 W" (у', Oq) (Oq- ОТI<ры
ТЫЙ нрr.м угольник). ,"',остаточi!О доказать, что х Е V (Мр, MQ) 
д.rн1 x=<p11q (x') с :r,' e:Wи {y',G11)ПG11 • 

Пусть у,= Hi 1 (у') Е Cr_ и х1 = Pr0 . (х'). Тогда х1 Е 1 1-J 

Е 1\V" (YI. D1_J По .'lемме 7.4 сущестnуст такое s, что 

cpL (!11) Е ttн . ~,cs 11 

р DI_ ~ q>- l.1'.(1" (Р v" CfJr.. (Yl)' С) с: ~17" (У ' с, .} 
Прн бо.%шом (no сравнению с L) N мы юtеем 

р Dslp[. (!/!) == Н~ (у') 
д;1я некотороrо k е: [О, N}. Вследстоне того, ч·rо х' 7 у' и 

х'ЕWи (у', CJ) , м ы no.rryчae.м H}(x')EW11 (H~(y'), С,) и 
XJ =Poi_ ,q>_LH~ (х') Е W"(Yl, c,_J 

Мы хuтн локазать, что х1 t:r g1 (отсюда будет СJiедоnать , 

что <r"i (х1 ) = l(,t' (х') Е .Мр). Достзточrrо nоl<аз<пь, что .t1 
- 1 
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н у, содержатся в ощшх н тех же э.1ементах <!5'J_
1 
н 'ITO 

х' =Н'( (х 1) (так как мы уже знаем, что х' li у'). Если хотя бы 
одно из этих утверждений не выnолняется , 1'0 найдется не
которое i Е 1, , при котором х1 н у1 лежат в различных Е1 1. _, -1 

Выберем :zsint E1_,t• Из XtEW1'(y1,Cr_J следует, что 
{z, х1 )с,_ 1 = {:z, у,)с1_ 1 • Так как х1 и у 1 содержатся в разлнч· 
ных Е1_ 1, одна на точек х2 = (х,, z)c, н У2 = (у 1 , z)c

1 1 -1 - ) 

ДОJJжна лежать в int E,_
1
;, а дру1·а я вне Е1_ 1 1. Мы можем 

с'штать, что у2 Е int Е1_ 1 ;. 
Далее, х~ = Pr D (х2) ~с/ и u; = Pr Dl (У2) Е с.. Пусть 

x;=PrD
1
(x1) и y~J PrD

1
(y1). По лем~е 7,4 существует 

такое s, что 
\PLWs (У~. С;) с: IPн. tPs 

и 

р D~<p-L W" (Р a/FL (У;). Cs) cWu (у~, С1). 
Так как N велико, существует такое k Е [0, N], что 

Н~у' = Pr Ds \PL (У~) Е С". Поскольку у'- х', имеем Н~х' Е С .s-
и H~x'eW'"(H;y', Cs)· Так как х~=(х;, ~)D1 , по Jiемме 7.3 
имеем 

Pa/Pr. (х~) = (Р п/РL (х;). Р п"IPL (Y~))vs = 
= (Н~ (х'), р n

1 
CJJL (Y~))c.t Е Wu (Р Ds IPL (~). Cs)· 

Отсюда 
х; = р D,fli-L (Р DsiPL (х~)) Е wп (У~. С;) с: cj, 

н мы nриходим к противоречию. 
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ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПОТОКОВ, 

УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ АКСИОМЕ д 1) 

Р. Боуэн. st Д. Рюэль 

Пусть М - компактное (риманово) многообразие 11 f1: 
М-М-дифференuирусмый поток. Замкнутое f - инвариант· 
ное множество А с М, не содержащее иеnодвижных то4ск, 
называе1ся гиперболическим, если 

L) ограничение касательного расслоевня на Л можно 
представить в оиде nрямой суммы Уитни трех Тf1·инваоиаит
ных неnрерывных nодрасслоений: 

ТАМ=Е+Е' + Е11 , 

где Е- одномерное поле направлений, касательиых к граек
ториям noтoкti; 

2) существуют ТЗ!ШС ПОСТОЯIШU!е С, '· > 0, Ч1'0 

(а) IIТf1 (и) l] <ce-Лt l!v ll д.'lя uEE', /~0, 

(Ь) ~ TГt(v) /l~ce-1..1 /lvll для u Е Еи, t~O. 
Можно выбрать такое fo > О н так изменить /., что приве
деиные ус.1ооия будут выполняться при с= 1 для t ~ t0. Мы 
можем также предпо.rюжить, что для таких t отображение TJI 
(соответственно Tt-1) растягивает подрасс.rюение Е с мепь
шеi'r скоростыо, чем оно растяrнвает лrоб()й элемсит нз Е" 
( соответстве11но Е8). В этом с.'!учае rоворят. что исnользуе 
мая метр111<а является ляnуftовсл·ой по отноmсюrю к днффео-

~юрфнз:-.tу / 1' [14]. в дальиейшем всеrда nreдпшraraeтc·)l, что 
/n ~ 1; этого можно достичь путем нзменения масштаба вре
мени f (t- {' = tf fo) , КОТ()рОе Не В.'IИЯеТ На НЗЦ!И ОС~ЮR Н Ые 
резу.1ыаты. 

За мкнутое инвариантное мн.ож~ство А Iазываетсf! Иа.>ис
~ым гиперболически,и множеством, если 

(а) оно не содQржнт неnодвнжньтх точек н sшляется r·н
перболическнм; 

(Ь) замкнутые орбнты потока [1 
J А nлотны в множестве А; 

1) Bo\Vell R., R_ueJle D .. Т/Jе Ergodic Thcory ol Axiom А Flo\~·s . /т.нm· 
tiones mafliemaUcae, 29 (1975), 181-202. 

© Ьу Springer· Ver :~g 1975 
~ Персвод 1ш русскнй язьн<, ,. ,\·\щр>, 1979 
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(С) ПОТОК (1 1/\ TOПOu10ГJttJeCKИ Транзитивсн ; 
(d) существует такое открr..rтое множесrво и::::> А, длR ко-

торого А= n {1и. 
~~R 

Эти множества являются «стrонте.'!ьными кирпичами» 
в теории nотоков, удовлетворяющих «аксиоме А» Смей.'Iэ 
[27]. Мы буnем изучать главным образом апрак.торы, т. е. 
базисные пшсрболнчески.е множества Л., для котоrых оире
стность U в ус:rовии ( d) можно выбрать так. чтобы f1 и с И 

при t ~ То (Т о фиксироваио), и, следоват~.н .. но , Л = П f1 И_ 
8о 

В этой статье 11зучается асимптопi•Jеrкое поведение 
«в средне~r» траекторий 1 о чек в окрестности И не которого 
С2- апрактора. 

А имсиiiО, мы построим так~'Ю эргодическую веро~тно
стную меру f.t<r на С2-апракторе Л , что для nочти всех (no 
отаошению к лебеговrкой мере ) гочск )( Е И и л.л я а ю(юй не
прерывной фун iЩИii g: U 4- R вwпо:1нено соотношение 

т 

li111 ~ ~ g (f1 х) tit = ~ g d~t~ 
Т~ <» {) 

(1) 

(см_ теорему 5.1). Мсрв rt~ будет описана юн< сдннственное 
равиовесное состояние на множестве Л , порожденное неко
торой функuнсй ер= <r!">, оrтреде,1енной далее rавенством (2) 
в § 4, т. е. как единственнан ft_ ннвариантнэя вероятностная 
мера Jl на множестве Л, t~OI'opaS1 макснмнзнрует выраженне 

rде hi.J..(/1)- метrнческая 91П[JО11ИЯ . Этот вари::щrюнный nрнн
ItНП (форма ,lыю ид~нпrчtrый соотоетствуюшс~IУ гтрющипу ста
тистической мехаюши [211) гто.'lезсн D данио~1 случае, rто· 
схольку оснооанное на нем оnнсаннс меры 1-Lr с:охраняется 

nри перенос<' этоА меры n пространство снмво:шческоП дина
мики д.а я более летальноrо иччснr я ситуации. 

В этой статье ре.зу.rthтаты. r<асаюшиеся ра в новеr в ых со· 
стояиий [6 , 7, 24) и аттра!<тороn [24), но.~ ученвые ранее длn 
диффео~юрфи ~-sмов, nереносятся на случ<н'l пото rюв Дли Y-nu
тoi<OB (-'\ = kf) ~ерз fl ·r изучалась в работах [9, 16, L7, 20, 
25, 26}, а теория гиббсовских <.:опоЯ!НIЙ (формально не
скольJ<о отличающаяси от теории рэвновссrп_,J х соrтояннй, ио 
прнводяща я к тем же самым мерам для базисных rиnербо
.:rичсских ~шожеств) был а pЭ iBИTGI (j рабсне r26] . Некоторые 
резу:tЬТЗТЫ, ПОЛ)'ЧСННЫС Зд,е<.:I.> д:IЯ riOTOKOB1 }!ВJIЯЮТС.Я IIOD9}!v(!1 
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также 11 для днффеоморфнзмов; в LJаспюстн, это касается 
теоремы 5.6. Доказательстаа утnерждений, относящихся 
к днффеоморфизмам, могут быть nолучены при помощи кон
стру!щни надстройки (нлн прямо путем уnрощения соответ
ствующих доказательств, относящихся к потокам) . 

Выяснеине ас:имптоrнческого nоведения траекторнй играет 
боJJъшую ро.1ь в нзучеини rJlэдких динамических систем. Осо· 
бый интерес nредстз влiJет оно, в <tастностн, в свете физиче 
ских nрпJJожений. В настоящей работе мы рассматриваем 
только нотоки. удов.r1створяющие- акспоме А (Л-nотоки). Из
вестно, что в этом случае траектория {1 х оченu чувствительна. 
или «иеустойчива», по о·rиошению 1< начальному условию х. 
и соотношенне (1), тюторое дает возможность вычис.1 нть 
временное среднее «набJIЮдаемой» g, являе-rся. nо-видимому, 
наилучшим способом оnисания асимnтотического nоведения 
траеr<торни f1x . Естественная проблема состоит n распростра
нении формулы (l) на С!lучай динами•Jески х систем, не удnв· 
летворяющих аксиоме А. 

Nlы покажем, •по мера l-lц;ru1 неnрерывно эавн<'ит от по

тока [1 (преДJIОженис 5.4). в этом же 1Н.111р авлении я. r. Си
н ай 126] доказал устойчивость меры 1-tФ по отношению к ма
.'IЫм стохастнческим во:-~мущениям У-nотоков 1). Формуда (\) 
верна д.;Jя' почти всех rочек х в об.'lастн nрнтяжения аттра•<
тора; \10ЖНо nоказ.зть. что для А-nотоков класса С2 объеди
веиие областей притяжения всех аттракторов (включая 
стоки , т. е . nрJ-~тяrнвающl·tе точки) покрывает все многооuра
зие М с точностью до миожества .1ебеrовской меры ну:tъ. Эк
uивалеtпное утверждение : если 6аэнсное множество н~ яв
дяется аттрактором, 1'0 его устойчивое миогообразие имеет 
меру ну.лr.. (1'еорема 5.6). 

Можно показать, что если множество А ие явюrется замк
нутон орбитой, то энтроnия noTOI\a f1 по мере ~L ·D nоложи
те.1 ьна; это свидетеJJьствует о «сильных эргодических свой
ствах» системы (!Мf, f1). Действи'Телъно, ес.'1 и ограничение 
Г.ОТОI<а ft на множество ,\ иВJJяетсн 1оnо.логнческвм переме
шиванием2), то (!-ltr. ,f1)- бернуллневсквй nоток (см. замеча
ние 3.5). С точки зрения физических приложеиий no.rteзнo 
рассматривать корреляционные функции: 

Pgg' (t) = ~ (g о f1
) • g' d11q> - ~ g d~tФ • ~ g' d~~ч;' 

1) Я . Г. Синай сuобщнл автора~. что соответствутошая проблемв для 
аттракторов днФФеомо~фиэыов, уаовлетзорятощих ai\CIIOMf! д, изучалась 
Ю. И . Кифером. [См . l З.11. - Ред. ] 

~) То сеть Jleycтoi!•JIIвы1\ CJtOI1 nтooofi то•аки х е; !\. п.~отен .в Л, см. теQ
рему 14.1 ;~.обавленнл. - П рим. n.epiiв. 
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Для TOJIOJlUпtчecкll 11сремешпвающеrо А·нотока li111 Pgg' (/)=О, 
t-? 00 

если g, g' Е U (~1 1.) (:замечание 3.5) 1). 

Пусть g и g' - функнии классэ С 1 ; верно л и , что функция 

Рее' (t) эксnоненциально стремится к О nри f-> оо? 
Методы uастоящеr1 работы, rто-видн.мому, не дают воз

можности ответить иа этот вопрос. Для диффео:..1орфи :н.юв 
nробдем а uыда решена nоложительно [24}, [26}. 

Термины н обозма•tення 

Мноrооuразне М и риманова метрика на нем nринадлежат 
классу СОС. Поток f1 называется nотоком класса С' (r;;;;. l), 
если он соответствует векторному no.:tю KJiacca С' па много
образии М; в этом случае базисное гиnерболическое множе
ство Л для потока f1 называется базиснЬ!м r·иnсрбо.'lичсским 
множеством I<Jtacca С(. Ограничение потока ft иа множе
ство Л тонолоrнчески траизитивио, если в этом множестве со
держится всюду nлотная трге1\rория. 

Для обле1·чення ссылок 1\.fЫ приводим здесь определения 
устоiiч~шых многообразиИ; 

w~ ={у Е М: lim d (f'x, f1y) =о}, 
f.-)-«J 

WC$= u wst. 
х I E P f Х 

Для любоr·о О~ Т~ оо на многообразии М оnределено рас-
стоя и не 

6т (х, у)= sup d (ftx . f1y); 
o~t~r 

символом В"(е, Т) обозначается замкнута~/ е·о!{рестность 
то•Iки х относительно этого расстояния и 

w~ (е)== w~ n Вх (Е, оо). 

Заменяя t на -t и· s на и, мы но.гrучаем определение не· 
устойчивых многообразиИ. По.'lожим также 

W~(e)= U W~ (e) и 'Г . д . 
ХС! 1\. 

Базисное rипербО.'I н ческое множест-во Л называется а перио
дическим, если для некоторой (и, следовательно, для дюбой) 

ТОЧI<Н х Е А миожеспю w~ nА ПJJOПIO в А 2). 

1) То есть nоток f1 ЯBIIsteт(;я nеремеwяв<~ннем и с :=!рrодпческоil rочкu 
зре}Ц!я. - П pu.tt. ред. 

7) То ееrь е~.~и orpaHKift!HИe потока f1 • на это мпожест!!о яв:'lяется 
тоnолоrичо;ским nеремеш>tванием, см. теорему 14.1 добuвдсют.- Прим, ред. 
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Через f•f.A обозначастен образ меры 11. nри ненрерывпом 
отображенин f. 

2. СИМВОЛИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА 

Нпже приводится иекоrорые факты, касающнеся символн
чссiюй дrшамн1ш нз базисном rнnерболнчсском множес1вс А 
[4]. Для любой матрицы А= [Ati1 nорЯдJ<а n, состояшей из 
11у.11ей и сдюшц, рассмотрим простра <.:тво двусторонних по
сдедовательностей 

{ "" 1. } ~л= x = (Xi)1 __ 
00

E{l, ... , n}: Ax1x!-1_,=1'ViEZ 

И Преобразование СДВИГа crA: !А-~:!> Задавае~Ое формулоЙ 
а (х) = (х')"" , где х~ = х1 + 1 • Ес.:1и сиабднти мrюжсство 
А 1 t- - oa 

{1, ... , n} дискретной тоuолоrией, а множество nоследова-
телыюс1еЙ {1, ... , n} 2 тоnологией nрлмого прои:3веденни, то 
множество ~А стаиет компактным метрическим прut:тран
с rвом, а преобразованне <111 - rомеоморфизмом. Прсобразо
вание <1г1 в nространстве ~А называется 'Iранзитиепой топо
логической цепыо Марк.оеа (с J<Онечиым множеством состоя
ннй ), есдв rомео:о.tорфизм cr4 тоnоJюги<IеС:I<И тра нзитнвсн (т. е. 
для пюбых вепус·• ых открытых множеств U и V существует 
таt<ое n >О, что [nUn V =!= 0). 
Д.1я любой нo.1oЖИJ'CJJuHOJi непрерывной функции 'Р= ~А-~ 

- ~~ 1) можно оnрсдсюпь cnetfuaлыuxй поток (ИJIH иад
С7роt1к.у над ОА ) следующ11м образом . Рассмотрим множество 

У = {<х, s); s Е[() , \~(x)J , х Е ~А} с ~л Х R. 
Для J1юбой пос.~едовнтеit Ы!ОС1И х Е 1:4 отождествим точк11 
(X,\j)(x)) н (cr.1(x),O). По.1ученное 11ространство Л(А,,\)) яв
JJиется комnактпым метрнческн:.1 nростра нством (no ловоду 
метрнки см. [8]2)) . На nространстве А(А.'Ф) можно оnреде· 

1
) ФУJiкuки ~ n этом ОJlредс:т:нщ:, зообще ruвouя. не об11зана СiЬ!ТЬ 

~;сnрсрыввоii . - Л ри.м. rшpl!B 
7

) В статье [8] рассмаТf111Вае1 СЯ С J JещJа.~ ьный nоток, соответствующий 
гомео~юрф11з~•У q-: У-+ У компактного ~!i!Tp!JЧQCt,oro пространства У '' no
JroЖr!тe,lьiюl\ неnрерыnвой функншr f: У-+ R. Поско.1ы<у nce пространства 
надстроек roмcoмnrфttht, дuстаточt tО построиrь метрику в npocтpanc-r!н: У1, 
отиеч~ющем фушщн 11 f, тожде(:твенко раr~ноА 1. Это делэетсн СJiсдуtощим 
образом . Пуст~ р- р~сс:rоянне 1;1 У. Н а М !lожестве У Х (/}, О ~ t ~ 1, 
Оnредсдеi!О pDCCTOHIIIIC (JI((Y. /). (z. t))=(l-/)p(y,z)+tp (!py, !pz), у, ze;; 
е;; У. Д;ш любой нары точек х, , х~ Е Yt рас~~ютрюrt всеноз:.~ожttые «ЛО:d;J
ные» х, = Wo, w,, ... , W.., = Xz. ДЩI КО1"0рЬ1Х дюбые ДDС СОССД1111С TOЧKil 
ш1, и•п• либо пр1шадлежот oдt!ONY множесrву щща УХ{/}. JrKбo щ:жат 11а 
одной tраекторин спецнальноrо потока. В лерВ<н! C.lt)"Чae расстоит·rе между 
точкu:\щ w,, ш•+ • раuно (Jt (W,,ID;+ 1) , а no nтором- paccroЯt!JIIO в обычной 
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JtИTb П01()(( g1: 

gt (х, s) = (х, s + /), еслн s + 1 Е [0, ф (~)]; 

при этом следует nомнить об отождеств.1ениях. Бо.:tее ТО'IИО, 
пусть z=q(x,s), rде q: У-+Л(А,'У)-фактоrотобJажеинс; 
тогда g1 (z) = q (11~х:, v), где чис.1о k выбрано так, что 

1<-1 

V = /-\- S- J;u 1j: (<1~Х) Е [0, t\J (<1~x)J. 

В да.'Jьнейщем рассматривается лоток g1 в nростра!ll~тве 
А(А,'\'). nостроенном по функции: t\>. которая удовлетворяет 
некоторому доriолните•l ЬJюму ус.'!овию. А аменно, для любой 
фуикции '\': 1:,1--+ IR IIOJ10ЖBM 

vat11 t\>=sup{lф(x) - 1~(y)l: х, yE~..t. x,=yl Vli \ ~n}. 

Обозначим 

fF А={'~ Е С (~А): 3Ь >О, а Е (0, 1), такие, что varn ,,,~ ban 
для всех n ~ 0}. 

2.1 Jlемма. Пусть А- базисное гиперболu ttеское лтоже
стао_ То~да существуют топологически перемеишвающая 1) 

топологическая цепь Маркова аА : ~"-+ ZA, tюложитсль~tал 
функция 1~ЕВZ'.1 и ff.enpepывttaя сюръекция. р: Л(A,t!J)-A, 
для которых КОJtмутщ·uон.а диаграм~tа 

ti 
.Л (А, ф) -)о. л (Л, 1~) 

~ r ~ l-" 

А __L А 

Это утверждение. за исключением свойства тополоrиче· 
CJIOI'O nерс:.tешнвэния для аА, содержится в (4, § 21 . Если 
rо)1еоморфизм 0'4 : ~А ->-1:4 ие перемешивает, то сущес-rвует 
т<J кое т > О, что м 11шкество "E,r можно nредстаnить в виде 
объединення неnересекающихся замкнутых множеств: 1:-л = 
= х, u .. . u Хщ, при•Jем а А (Xt) = x,+l и rомсuморфиз.>.t 

метрике на лpnмofr й<_ Ес.qи же точки wr, W!+t nринадJ!ежdт oщroi'r траеl<
тор•щ оТQка и од11ому rорю01rта.•rоному сечеюно УХ{/}, то р_.,ссrоя11 ие 
между HHМII также равно р1 (Wt, w, r t) _ PaccтOII!I!IC между .1юGыми дnумя 
1очками х1, Х! Е У1 рав1ю ннжней rpi!lill длин ucex «лОМ:НIЫХ", соедИняю-
щих эт11 TO'lK!f. - Прit.Ч. ncpeo. • 

1) Го~Jсомо11Фнзм F: Х _,. Х нззыпается тоnологаческн nepeмeшtruшQ· 
щнм, если для .1юбых i!BYX открытых 11еnустых ~~~~ожесrв и. V с Х суще
СТJiует ra1<oe flo, что и (\ F" V =# JZJ nри n ~ по-
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<1:4' 1 Х 1: Х, _.,.. XJ то11олоrачески соnрнжен с нерем~шнвающей 

тоnологической цеnью Маркова (см., например, [2, 2.7) 1) ). 
Отождествим rомеоморфизм O':i: Х1 - Х1 с векотороИ то· 

пологической цепью Mapкolh!. сrв: ~в- ~в 2) и положим 

tl>' (х) =\f' (х) + \fJ (О'лХ) + ... + 'fJ (oA'- lx). 

Пространство Л(В, 'f'') очевидным образом rомеоморфно про
странству А(А , \f') и Ч'' = rr В· 

Другие свойства отображения р мы будем наnоминать no 
мере необходимости. В дальнейшем t\> всегда является nоло
жительной фушщией, nринадлежашей множеству f!Т А , а GA 
nеремешивающей топологической цепью Маркова. 
Для любого rомео:морфиэма f множество f-юJВnриантных 

вероятностных боре.11евскнх мер обозначается через М (f). 
ECJJн F:: (ft)l e R- непрерывный поток, то м (F) = n м (f1

). 
teR 

З. РдВНОВЕСНЬIЕ СОСТОЯНИЯ 

Наломним оnределение тоnологического давления Р (f, <р), 
соо1·ветствующего гамеаморфизму f: Х-* Х комnактного мет
рического nространст.ва Х и неnрерыан.оi1 функции ер : Х-+ R 
j 2З, 28) 8). Для Jlюбoro е > О н натурального n подмиожество 
Е с Х называется (Е, n) -разделенн.ы.и, есди 

х, у Е Е, х =1' у * d (flcx, flcy) > & для некоторого k Е [0, nJ. 

Положим по оnределению 

lt-] 

Z,1 (f, ер, е) = sup { ~ ехр ~ер (Т,..-.;): Е есть (е, п)·разделен· 
;r;eE k =V 

иое миожество}, 
-1 

Р (f, ер, е)= lim-; log Z,. (f, <р, е), 
n~oo 

P(f, <p)= liшP({, q>, е) . 
Е4 0 

ECJJн ср = О, то ве.тшчина Р (f, <р) совпадает с топологической 
:нпроп!Iей f1 (f) r9меоморфизма f; теория тonoJюrиqecкoi'o дав-

1) См. также следствие в n. 4 .!I.Обавления. В нр11веденном выше 
утверждении индексы i рассыатjlиваю·гся по ыодулю т. - При.~~t . парев. 

") Пр11 $ТОМ СQСТОRНИЯ.ИИ Т!>Щ (:&о, <7и) об'ЬЯВJIЯIО'тся nсепоэможш"с 
наборы (.tsX: ... Xm), встречающиесн в I!ОС..1едоnатель.ностях х е 1: ... -
Приж. ред. 

') А также § 2.8 в nepвo.D. статье насrо11щеrо сборн11ка.- П puлt. ред. 
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Jiеиия обобщает теорию топологn.ческоil энтропnи. Основной 
резудьтат (доказанный Уолтерсом [28}) состоит в следую
щем 1): 

Р (/, <р) = St1D ( h11 (/) + ~ rp d~). 
peM(f) 

Если rомео юрфизм f разделяющий, то существует таJ<ая 

мера 11 Е M(f). что h11 (f) + ~ cpd~= Р (f , ер) 2). 

Равновесны,11 состоянuе.Аt для фуfJКцНН q>: Х-.. R по отио
шешно к rомеоморфизму f: Х-+ Х называется мера 1..1 Е М (j), 
д.1я которой h11 (i) + ~epdJ.L = P(f, ер) , т. е. мерз !J E M(f), 

МЗI<симизирующая функuионал hiJ (f) + ~ ер dJ.L. 
Рассмотрю.1 теперь случай потоков. Пусть F = (/1

: Х
- Х)- некоторый нотОJ( 11 q>: Х ~ R- неnрерывная фующия . 
Множество Е с Х !НI ЗЬiвается (е, Т) -разделенны,и , если 

х, у Е Е, х =/== у ~ d (f1x, [1!!) >е для некотороrо 1 Е [0, Т]. 

По.'Jожим 
т 

Zr (F, ер, е)= su р { L ехр ~ ер (f1 х) dt: Е ес1ь (в , /)-разделен-
х=Е О 

Р (F, ер. е)= lim + log Zт (F, <р, е), 
Т-+ со 

ное множество } • 

Р (F. ер)= lim Р (F, ер, е). 
г~О 

Оnределеине давления Р (F, ер) не зависИт от выбора метрики 
в 11рос-транстве М. Неnосредственно используя оnределения, 

1 

можно оровернть.что P(F, ер)= P(f'. q>1
), гдеqэ1 (х) = ~ q>(f1

x)dt; 
о 

кром~ того, )epdJ.L=)ep1dJ.L nлилюбой меры ~-teM(F).Пo· 
скольку M(F)c М([1 ), 

h11 (/1) + ~ер dJ.L = h1, (f
1
) + ~ cp1dJ.L ~ P(f ', q> 1) = Р (F, q>) 

для любой меры !А· Е Af(F) . В статье [28] (см . также [ lO, 
стр. 348-349J) приведено рассуждение, которое показывает, 

1) См. вариационный прннuнn 2.17 в пер11оА статье нас;оящего сбор· 
инка . - Лрин. ред. · · 

2 ) См. следствие 2.20 8 nервой статъ~ н~сто~щеrо сОорни~а . - Прц~. 
~i}. 
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'IТО для .'lюОой меры 11' Е М (f') существует такая мера !А- Е 
Е M(F), что . 

lt11 (jl) + ~ tp1 d~-t- ~ /11'' (f1) + ~ q>1 d!L'. 

Поэтому 

Равн.овесньцt состоян.ием д,1я функции tp (по отношеиню к по· 
току F) иаэывается мера !А Е М (F), д:1я !СОторой 

Для сnециа.1ьно1-о пото1<а G = {g1} нэ множестве Л (А . 1j:) 
существует хорошо известное взаимно одНО 'З на4но~:: сооJвет

ствие между множествами M(G) и M(crr~) - Дю1 любой меры 
v Е М (оА) и дсбеговской меры т на n< мерсt v Х т об.~адает 
тем свойством, что отожд~ствлення У--+ Л (А. ф) осущ~
ствляются иа миожестве меры О . Поэтому мера ~~" = 
= (v Х т (У) )-1v Х т 1 У яв.1яетrя верояпюстной ,.,.,ерай иа 
ьшожестве Л (А, -ф). Нструд1ю npoвepm ь. что ес.r1 и ' ' Е М ( cr,.; ) , 
то )JvEM(O) и отображение V~Jl,. множества M(cr~) в мно
жество М (G) вза JJ~но однозначно . 

Известно, что д.1я тобой фун1щн и у Е fТ.., существует 
единственное равновесное состояние v по опюшению 1{ rомео· 

морфизму cr.-~ [б, 11, 22, 24] 1) 11 •пп мера v непрерывно эа ~:~н
снт от функщш v (с .. 1абая тоrто,lоJ'ИЯ для м~р v, расномерная 
тоnология Д.'IЯ фун!{ цliй у). Ниже прпволитсн соответствуюшее 
у~.·ювие на фующпю q1: Л(A ,'IJ: )-~ R. наторое 1а рантирует 
едннствешюсть равиовесноr·а состояния . 

3.1. Предложенае. Пусть ер: Л(А,"ф)->- R- нl!npepывflaл 
$ ( х• 

фун.щия, Ф(х)= ~ tp(x. t)dt и c-P(G,tp)_ Предположu,u, 
D 

что Ф Е f!F 11· Тогда существует такая иера !.l•' Е М (О) , rt ro 
(а) мера ~tФ -- единствепн.ое ривн.опесппе состотше для 

фун.tщии <р по OHLOIШJН.U/0 к потоку О; 
(Ь) !J.!I' = !Jv., где vo - сдин.сrоепн.ое рщт.овесное состоя

ние 2 ) для фytщu,.uu Ф- C'I\J на множестпе ~~~; 
(с) J.!epa 1-t •r эргодицuа и положительна на н.епустых оJ·

крытых ,нн.ожествах; 

') С~. n. 1.4 в первой статье нac'foнw~ro с()орнпкв. - Прtи1. рС'д, 
2) Относитr.1ЫIО roмeo~•oprjmзмa а., . - Прнм. Р<'А· 



(d) iJля любого е> О сущестGует такое с.> О, что 

tJ.op(B.., , 0 (e, Т})~Ce exp( -сТ+ J q;(gtx)dt) 

длч асех х Е Л (А, ,Р), Т> О, г.де 
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lЗ_.,G(&, Т)={уЕ.\(А, '1\>): d(g1y, g1x)~e при /Е[О, Т]}. 

Док.аза.тс,lЫ'Тf/0 1). ОGознасrн.,! у= Ф- сф. Гlо<'колы<у 
Ф, \j> Е fТ ",, нмеем у Е [F "- · С.'lедоватсльио, этой функции от
вечает едннственное равшшссное состояние vo. По теоре~tе 

~Фdv . 

Фубинн (vXm)(l') = ),~d'' и ~q>dJ.t."=-r-- ддя любой 
) 1\J dv 

меры veM ( cr,-~) . Из од110Й теоремы Абра~юва [1] следует, что 

1 lr." (<1 л) 
'~" (g) = ~ . v ) ф d-v 

Слеnоватст,но, 

Поэтому Р (а.4 . 1') = s~p ( hv (а д)+ ) (Ф- c'\fi) d'\•) = О, причем 
верхняя гран ь no v достигается (т. е. v =''о) n точности для 
такой меры v0, ддя которой f.!v. - единствеиное равновесное 
состоя11ие д.1я функш111 q;. Отсюда с.11едует, что мера f.!;p = 1-Lv, 
обладает свой<'твами (а) и (Ь ); условие (с) выnоJJнено. no· 
скольку мера v0 обj]алает теми же С3ойствами (см . [5] нли 
(24, uрнложение В] 2)) . 

Провсрнм теnерь спраnед ;швость утnерш.дсиия (d). Пусть 
ХЕА (А,ф), X=(X,It ) , l , E (O.v(x}) и gтх=(алх. 12), где 
!! = 11 (х ) raKODO , ЧТО 

n - 1 

f2 =T+t,- L ~(cr~x)E[O, Ф(О'~х)). 
k -U 

1) Друrое цок~зате.1uство nyrrктon (а), (Ь) 1! ·(d) было на йдено Фrа н· 
кG- СШ•Iе<:О\'1 (Е. Frnnco- Snnclн~t. Berkcle)' lhesis, 1974). 

2) А т:~кже П('pnyro стэ.ть10 настотцеrо с.борнкка. - При",, ред. 
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Для .1 юбого г >О существуют такое б.,> О н такое s, >О 
(ие зависящее от х или Т), что 1) 

B~.a(s, Т)~{(у, t): 11-!tl~se 

и d (u~y, u~x) < <\~ для всех k Е [0, n- 11}. 

Не вдаваясь в подробности, отметим, tJTO если 'Ф Е tr А, 
то для JliOбoro а. > О при достаточно малом б 

n-J 

d (u~x. cr~y) ~ 6 V'k Е [0, n- 1) => L 1 'Ф (u~x)- 'Р(а~у) 1 <а. 
k•O 

Тог до 

!lq;в.~.o (е, Т)~ r- v0 {у: d (u~y. u~x) ~ i'J8 'Vk Е [О, n- 1]}. 
J -ф dvo 

В соответствии с леммой 5 из [6]2) правая qастъ этоrо иер3· 
веиства не ыеньше чем 

ае ехр(Е
1 

'V (о~х)- пР (а А' v)) = а8ехр I
1 

'У (u~x) 
11-0 k-n 

для некотороrо ае > О. Поскольку 
п-1 

k"'i;O ф (u~x) + t2 =Т+ t1 

') В о;~той фориу,, е точку (у, /) нужно замевить на точку (а А 1 у, 
ф (оЛ 1у) + t) Пflll t <О н на (О'лУ· 1- -ф(у)), если 1 > 1jl (у). 

") JJeьrмa 5 из [б) состоит 11 СJJедующем. П)'Сtь f - разде.~яющиii 
траекторНJt гомеоморф11зм комn:~кткоrо мerpl1'1ecкcro nространства Х, об· 
ладающ11й свойством спеuификаuюt (о смыс.~е Боу9на) и сохраняющиti меру 
J.L, 4р - иеnрерыnная фyi!KUН.t1 , Sn(/) (х) - q> (х) + <р (/ (х)) + ... + c:p(f• -1 (х)), 
Р(<р)- топологн•tсское дaBJieшte . Ос>оэr·Jочим 

z~er (ЧJ) = L ехр (SпФ (Х)), 
xePer~m 

llq>. n = [z~~· (q>JГ 1 L схр (SпФ (х)) ~~ х. 
х. е Рсг11 (f) 

Г!LС j.Lz - норt.аtрованная МЕ"ра, сосредоточенная в точке ~. Так как множе· 
ство нормнрОВ31ШLIХ uнвuршштвых борслсвских мер М 1 (Х) слабо ком-
11актно [34J , nосJJедоватеJJьность l1•p, n имеет предеJt.Ьную точку 11 Е М1 (Х). 
Пусть существуют т:rкие· ео >О 11 К , •tто d(f•(к) , f•(y))~ ~о при 
О~ k < nФ ISncp(x)- Sп<р(у) 1 ~ К для любого n. Torna для всякого 
:~~.остато•mо малоrо е >о существует такое Ае > О, чrо для любо!\ точ ки 
у Е Х 11 n ~ 1 выnо.1нено нераоеистnо 

1' {~е: Х: d (flt (х) , fk (у))< е Yk е: [О, n)l >А е exr (S~ф (У) -пР). 
Очевндпо, что футщия ф е ;r,. (оnределение пространства ;r,., П[НI· 

ведо:но nеред леммой 2.1) удов.1етворnет yc.10В1Ht'-l леммы. ·- Л рим.. перев. 
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и 
t, т t, 11-1 

~ q~ (х, !) dt + ~ q~ (g1x) dl- \ q~ (а1Х, t) d/ = L Ф (а~х), 
о 11 J t .. o 

/1. 

то легко видеть, что сумма L у (а~х) отличается от вели-
t.~о 

т 

чины -сТ + ~q~(g1x)dt не больше чем на 211'1PIIOcl+llq>l/}. 
о 

Отсюда следует (d). 

3.2. Замечание. Сnеи.вальиые потоки устроены достаточно 
прос·rо, поэтому справедливость утверждений (а) и (Ь) можно 
было бы доназать, не прибегая так •Iac'rO к общим (н более 
сложным) результатЗJ\•1, касающимся тополоrичесl<оrо дав

ления. 

3.3. Теорема 1 ). Пусть Л- базисн.ое гиперболическое мн.о
жество для потока F и функция q>: Л- R удовлетворяет ус
ловию Гёльдера с положительн.ы.ч пок.азателем. Тогда фун.к
ци.я ер UAteeт един.ственн.ое paвrwвecnoe состояние 11~· Более 
того, мера !Jrp эргодична и пол.ожительпа н.а непустых откры
тых под.м.н.ожествах мн.ожестоа А, и для любого g > О суще
ствует такое С t >О, что 

J.l1p (Вх Pl.\. (е, Т))~ Се ехр (- Р (Fi Л, QJ) Т+ 
0

f q>(f
1
x) dt) 

для всех х е Л, Т~ о. 

Доказателr;ство. Применим предложение 3.1 к функции 
<р* = IP"P нз множестве Л(А,"ф) . Существуют таюtе Ь1 >О 
н t' Е (0, [), что 

d (р (х, О), р (у, 0)) ~ b(t'N, 

если Xi=Yi д .. 1я всех lii~N (см. [4, лемма 2.2(i)J). 
Поскол ьку F- дифференцируемый поток, существует та

кая константа Ь2, trтo 

Условие Гёльдера на функцию <р состоит в том, что 

[ IP (~)- q> (у) 1 ~ lJ3d (х, y)rt nр н некоторых а> О и Ьа > О. 

1) Ср. С З IIЗIIOГ II'IIIOЙ теореМОЙ 4.1 ДдЯ днффеоморфtiЭМОВ В ЛерБОЙ 
статье настоящего сборника.- Пpu.w, ред. 
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061-.единяя эти ие.равенства н предполагая, что х; = !Ji np11 
всех i Е [-N, N), nолучаем едедующее 11еравенство: 

1 

Фr•> ФIУ> 1 
} <р• (х. {) dl- J fi-• (у, t) dt ~ 

ф(х) 

~11 ер 11 1 '\J (х)- 'Ф (у) 1 + ~ 1 <р ({1р (х, О))- tp (f1p (у, О)) 1 di < 
о 

~ 11 'Р 111 ~' (х) - ,~(у) + 11 'Ф /1 Ьз (Ь2Ь1)п (•0
) AJ. 

Поскольку ')J Е rr, отсюда С,JJ:Сдует , что ф* Е rт. где 
ф (х\ 

Ф•(х)= ~ ~р•(х, t)dt. Поэтому фующня ~р• имеет единствен
о 

ное равновесное состояине Jl.Ф., как н D nредыдущем пред-

:южении. 

Наломним [ 4] , что существуют такне замкнутЬ!е nодмно
жества Аs =р-1 (д·(А') и А"=р-1 (t.и"к) множества A(A,'I\J), 
для которых 

(а) Af-=-!= Л (А, 'F) =t= А,., 
(Ь) g А_. с А6 , g-1Au с Аи Vt >О, 
(ё) отображение р взаftмно однозначно sне множества 

U g1 (Au U As) = U gn <Аи U А,). 
t~R n.EZ 

Поск.опьку мера !-1-q>• nolloжитeJJЬHa ••а неnустых открытых nод
множестпах , 11ч • (А_.) "'/= 1 "'/= fl.ч>• (А,,): нз эрrол.ичиости меры ~-'-'1'• 
н односторонней инвариантнос-ти обоих мпожсстn СJJедует, 
что ~·CJ>• ( As) =О=""'~'· (А,.). nоэтому из (с) вытекает, что ото
бражение р являе-тси нэоморфн3.\iОМ и.вмернмых потоков 

(0, ~-'-Ф•) и ( F 1 Л, ~tФ)' где 11·-р = p•J..LФ•· 8 частности, hll- (fl) = 
<р 

=h (g1) и 
I.L:p• 

h~-'Ф ([1) + ~ q> dfl.ф = h11ч-" (g1
) + ~ <v" d!A-<p~ = Р (G, q>") • . 

Посколъку nоток F 1 Л яв.1яется фаi<тором потока G и <р* = 
=q> о р, то P(F IA.IP)~P (O,q>} (см. Уолтере [28, теорема 2.2) 1)); 

так как /1~'ч>(f1)+ ~q;d~tФ=P(O, q)), то P(F IA , QJ)=P(G,q>j 

1) Длп непрерыrнrых отображениi! мо предложевне 2.13 в первоR 
стать~ на<:тоящеrо сборника, Для потокоо можно восполt>Зоваrься равен· 

стмw Р ({!1
), ~р) = Р ('. j <р ({ 1х) dt).- Прим. р1д. 
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и мера ~tчо является равнояесиьш сuстояннем для фупюшн rp. 
Еслн бhl существовадо др)тос равноnссное состояние )А. д•lЯ 
функции q;, то ~t = p*f-11 для некоторой меры: ~t' Е М (G) (в этом 
.'lerкo убедиться, примеиnя теоре:..1у Хана- Банаха и Мар· 
коза - Какутани) 1) и 

h11· (g1
) + ~ rp* d~-t' ;>- h~, (f1

) + ~ ер d!l = Р (F 1 Л, q>) = Р (G, q>"). 

Поэтому ~1ера ~·'является равновесиым состояниб! л:ля функ · 
•щи rr•. ~-t' = f.tЧ'. и 11 = !JI(' . Т~:~кю1 образом. мера р Р - едии
ствентrое равновесное состоя ни е. Оста.1 ыrые свойства меры 
1!'1' вытекают нз соответствуюшпх свойств :-.tсры 1-Lr;:.•• сформу
l!Прова ннurх в прел.~ожении 3.1. 

3.4. Замечаине. д.~я функuии q;, тождественttО ра вной О, 
едииствениость равноnесиоrо состояния О3начает в точноr1·и, 

что поток Fl ,\ вмеет еди нственную инвариантную меру, ма t<· 
('НМИЗИрующую ЭНТрОПИЮ. Э () UЫЛО ДОI<аЗаНО ранее В [5]. 

3.5. Замечание. В [2] и [24J бы.1о доказано, что динзмн
чесiНIЯ система (О" А, v0 ) 2). где ·v0 - равновесное состояние длл 
функ tии 1' Е !ТА. изоморфна сдвигу Берну.1ли. Соответствую
щее утверждение ддя динамической системы (Г I Л. , ~t,~) сле
ду~т из других рее~ультзтов . Еrлн огр3Шftlение Fl Л лn.гшется 
rоnо.~оrическим nсрсмсшивашrем (т. е. сс;щ для любой точки 
х Е л nересечение \t71l (х) n л ПJ отно в Л, где wи (х) = 
={y: d(f- 1x,f-1y)-O при t-+oo}) . то поток G также яв
ляется тоnологическим nере!'>l ешнванием; Я. Г. Синай (см. 
[26, стр. 43]), nрименнв одну теорему Гуревича [ 12] , nокн
ЭЗJJ, что динамическап снсте:.1а (G, 1-L<f~) яв.1яетсл К-лотоном. 
Отметим , что. хотя Я. Г. Синай пользуется формалн.1~ом 
r·иббсовских состояний вместо равновесных, построенная H:\f 
мера является в то•тностн мерой !lq;•· М. Ратнср [20] , а Т<Шжс 
Л. д. Буинмович [9] лока:'!а.rш, что в случае перемешнвапия 
динамическая система (G, JJ."'.) в действнтедьности является 

бернуллиевской (т. е. nри t(аждом t =F О динамическая си

стема (gt, ~Ф.) изоморфна сдвигу Бсрну:I JJИ). ПоскоJJьку 
( F 1 Л, f.tqJ) ~ (G, ~tq;.) , rоnологи•Jески nере\оfеШ1шающий поток 
(Fi Л . ~~.ц> ) яв.,яется бернуллневским , ес.rтн функц11я rp удов
летворяет условию Гёпьдера. В этом едучае 

~~~rr;. ~ (g о ft) • g' d~tФ = ~ g dJLФ ' ~ {( d~tqJ 
1) См. ,1емму 4.3 в nepвoii статье nnстаящеrо сборнюса. - Прим. ред. 
1) С:м. nредпоженnе 3.1 . - П puA~. перев. . 
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д:Iя всех g. g'EU(~-trp ) 1 ). (Это следует из того факта, что 
при каждом t сис1ема (f1, 1-tФ ) изоморфна сдвнrу Бернулли, 
а также из иеnрерьrвностн потока f1

.) 

4, А ТТРАЮОРЫ 

Предположим теперь, что Л- базисное гипербо.lи<Jеское 
множество кдасса С2• Пусть х Е А; обозиа<Jим Лr(х) якобиан 

.'IИИейиоrо отображения Dft: Е~:-+- E'(tx (при этом И<.'nоль
sуется скалярное nроизве.дение., индуцированное р11 м а новой 
метрикой). По,1ожим 

1,11 (х) = _ clln i.t (х) 1 = _ _ d'Лt (х) 1 
q> dt t-o dt 1-о' (2) 

Есдн Jf- поток класса С2 , то функция срС<~> (х) определена 
всюду на А н дифференцируемо зависит от nодпространства 

Е~ (следовательно, испрерывtrо зависит от х). Так как 
Лнс (х) = At (f7 X)/•r (х) , то 

- ln Л1 (f1 х) =- ln Лт+t (х) + ln 'Лт (х) 
и 

(и) (j'f ) __ d ln A.s (х) 1 
qJ Х - ds $= Т. 

Отсюда следует, что 

т 

~ QJiu) (f1x) dl = -ln Лт (х). 
о 

Это как раз тот самый ннтегrал , который фиrуrирует в тео
реме 3.3, если nоложить <р = q>t">. 

4.1. Jlемма. Ес.'lи А- базисное гшzерболичесхое Аtноже
ство класса С2, то определенная выtuе фующил qJ(и>: А~ R 
удовлетворяет условию Гёfl.ьдера с положuтель~tьt.м 1Wкд
зателеА!. 

Доказательство. Фупкцня х- Е~ удовлетворяет условию 
Гёльдера(см. 3.1 в [19]) 2), а функция ~-+-<рси> (х)диффе.рен· 
цируема, поэтому комnозиция х- q1<"> (х) удов.11етворяет ус
лоnнrо Гёльдера . 

1) То есть лоток является перемешивающ!~~~ и с эрrоднческой ТО'IТ<Н 
зрения . - При.'>!. ред. 

7) д.1я У·nотоs:ов :нот реэуilьтат был ПОЛ}"'ен Д. В. Аносовым [29].
Прим. ред. 



Эргода<Jескал теорuя .4-noтo~~:o'J \59 

4.2. Первая лемма об объеме. Пусть .\-базисное гипер· 
болилеское .ю·tОжество класса С2, и пусть 

Вх(е, Т)={уЕМ: d(/1x, f1y)~e для всех /Е[О, Т]}. 

Тогда для любого достато•tно Аtалого е> О существует такая 
константа с8 > L, что 

т ( Вх (е, Т)) i.r (х) Е [с; 1 , се] 

при любых х ЕА и Т~О. (?десь rn-.мepa Лебега ua М, 
иflдуцированная ри.маflовой ,ttетрикой.) 

4.3. Вторая лемма об объеме.Для любых достатО'lНО ма· 
лых е, б> О существует такое d = d(в, б)> О (не зависящее 
от n), что 

т (8 11 (6, n)) ~ d · т (Вх (е, n)) 

д11я л.юбых хЕ Л и у Е B..,(e,n). 

Эти две леммы доказаны в nри•южеиин. 

4.4. Предложение. Пусть А- базисное гиперболuч.еское 
множество класса С2• 

(з) Есл.и 

В.\. (е, Т) = U Вх (е, Т), 
хеЛ 

то (длл достатоttно Jtалого g) 
-[ 

Р (F !А, срМ) = liш Т ]og rn (В_,. (е, Т))~ О. (3) 
Т-+оо 

(Ь) Для любой тottкtl х Е Л. п.оложщt 

W~(e)={yeM: limd(f1y , f1x)=0 и d(fty, t\)~e Vf~O} 
t~oo 

и W~ (е) =-= U W~ (е), Тогда ec,?tl m (w;\ (s)) > 0, ТО 
ХЕА 

Р (F JЛ., cp(t.tl) =о и 

lz11~ [u! (!1
) = - ~ rр<и> d/1<~>(u). (4) 

В частности, это утверждеflие uлее1 место, если Л.- ат· 
трактор. 

Доказательство. Пусть О< б~ е. Если Е- -,..rаксимальное 
(б, Т) -разделениое множество дJtя потока Fj.A, то 

U Вх (i'J/2, Т) с В л (е, Т) с:: U В,. (б+ е, Т). 
хеЕ хо;Е 

Здесt> множества В" (б/2, Т) поnарно не п,ерссекаются; второе 
включеннс ст~~дуст из того, что .:\с: U В;: (б, Т). Такнм 

хеЕ 
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образом, nри достаточно малом е из 11ервоi1 д~ммы об обы:ме 

следует, что 

C6t~ ,2: Лт(х)- 1 ~т(I3.'\.(е, Т))<сне L Л.т(хГ ' · 
х еЕ ХЕ Е 

Поэтому 

сы~Zт(F [ А, !Ji(ll>, о)~т(ВА(е, T)) ~ c6 , r.Zт(F\A, q><иl, 6) 

и 
- 1 

Р (F 1 А, <р(иl, 6) = lim т log т (В л (е, Т)). 
Т~оо 

Переход к npeдc.rry nри 6 --о дает формулу (3), т-см самым 
дока~~ ывая (а) . 

Иэ теорем'·' 3.3 и. .l!еммьr 4.1 с,1едует, что фу!IКI.!.ИЯ tp = qJ(иJ 
имее1 единственное ра вновесное состояние ~ .. uФ По onpeдeJJe· 

I!IJIO равновесных состояний равенство (4) эi<вивалентио 
тому, что Р (F! А, q~<"> ) = О. Последнее утверждение следует 
НЗ (3), eCJI и 

т (В,\. (в., Т))~ т (wЛ. (е)) > о. 
Существует такая окрестность V множества Л, что 

W~ (е):::> {у е А·1: (у Е V для всех t ~о}. 

Действительно, в р 3, 5.1\ это утвержден/iе доказано для 
диффеоморфизмов, н там же указано, как взменнть доказа
тельство , чтобы оно проходи.11о д,rщ потоков. Если А- аттрак
тор, то существует таr<ая окрестность U' множества А, что 

[!у Е V для всех t ~ О, ест• у е: V'. Тогда V' с: w:;., (!!), и nо
это~tу т (W~~ (е)) >О . 

4.5. Замечание. Изменеине масштаба времени i (t -+1' = 
= t/to) ие меняет инвар иа tп tJЬJX мер; при этом энтропии 
hiA (/1) соответствует энтропия h11 (f'') = tohJJ. {/1

) (см. [11), 
а Ф>'нкцин <р(и)- функuня rp'!иJ = lo<p<">. Поэтому, I<а к это 
н бЬJJIO отмечено во введеини, изменение масттаба временн 
ие оказывает влияния на меру f.A.<P<"I и на основные резу.lfЬ· 

таты, nрнведеi:ПН:>fе н иже. Изменение римановой метрнТ<н на 
многообразии М, как .11еrко видеть, соnровождается измеllе· 
ннем фуикuии ер!">. но не меняет меру J.I.Ф(и} и тоnол.огнческое 

давление Р (F 1 t\, rp<"J). 

4.6- Следе rвие. Пусть Л - ба:шсное еuперболическое мно
жество класса С2 . Тогда для дюбого доста1·аtmо 1.10 · '>го е > О 
,·уществуеr такая fСонстсиtта с~. что n.pu пrех х "==А и Т~ О 

m(Bx(2s, T))~c~~L,,rUJ (Bx (e, Т)). 
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Это следует из теоремы 3.3, Jrеммы 4.2 н nредложения 
4.4(а) е с~= cufC

0
• 

б, ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

5.1. Теорема. Пусть Л.- гиперболическиu аттрактор клас

са С2, W~-его область притяжения и g: М-+ R -любая не
прерывндл фуftКЦUЯ. Тогда для m·llOitTU всех точек х Е w~ 

т 

lim -f- ~ g (ftx) dt = ~ gdfJ.., 
T-J>oo 

0 

(т. в. ·х- типичная точка 1) для меры f.IG'tи))· 

Доказательство. Мы можем аам.енить множество W~ на 
проиэвольную окрестность U множества А, для которок 

f1U с:: U nри всех t ~ t0 и t(l ftU =Л. По по жим 

т 

g(T, х)=+ ~ g(f1x)dt, 
о 

E(g, 6)={xEU; lim j g(T, x) -g l ;;;?;6}, 
т -.оо 

Выбере~1 настолько малое е > О, чтобы 1 g (ftx) - g (ft х') 1 < 
< 6/4 nрн d (х, х') <е и О~~~[. Положим Сп (g, 6') = 
= {х Е U: 1 g (п, х) - g 1 > 6'}; тогда 

00 "" 

Е (g, 6) с n U Сп ( g, 
3
4
6

) с Е ( g, ~6 ). 
N-0 п~N 

Зафнкснруем теnерь. N > О и nостроим nоследователыю, 
как указаио ниже, конечные подмножества Sн, Sнн • . .. м но· 
жества А. Рассмотрим в качестве Sп (п ~ N) максималыюе 
nодмножество в nересечении С" (g, б/2) П Л, удовлетворяющее 
следующим условиям: 

(а) в" (е, п) n Bv(6, k) = g для х Е Sп, у Е sk, N ~ k < n; 
(Ь) В" (е, n) П В", (в, n) = 0 для х. х' Е Sп, .r 7'= х'. 

(Заметим, что все множества Sn коиечиЬI .) Выбере·м такое 
а> О, чтобы 

В л (а) с W~ (в)= U W~ (~) 
l А 

1\ Точка Iiнркrофа.- Пpu.t~ . !Wрев. 

6 Зоl<. 1231 
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(В л (а)- замкнутая а-окрестность множества А). Иэ выбора 6 
следует, •1то если 

у ЕВА (а) П Сп ( g, 
3
:) (n;;::, N) 

и у е= W~ (е), где z Е А, то z Е Сп (g, 6/4). Из макснмаJIЬности 
~ножествэ Sn вытекает, что 

Bz (Е, n) nво\' (е, k) * 0 для некоторой точки х Е s,4. N~k~n. 
и в этом случае Вх (2е, k) :::> Bz (е, n)-=:~ W~ (е) 3 у. Поэтому 

00 .., 

( 36) Вл (а) П U Сп g, Т с: U U Вх (2е, k). 
n.-N k-N x e: Sk 

По лемме 4.2 

В си.>Iу определения множества Sп все маожества в объ~ди· 
"" 

нении V N = U U BJ( (е, k) лоларио не п~ресеi<аются. 
Jc-N xeSk 

Число е выбрано таким образом, что В :с (Е, k) с C~t (g, fJj4) .., 
для xES11 c:C11 (g, б/2), nоэтому VNc U Ck(g, fJ/4). Из эрго· 

k-N 
дичиости меры J.l.q;<и> следует, что 

и lim j!Ф<иJ (V N) =О. Иэ "Георемы 3.3 (и того факта, что 
N-•oo 

Р (F \ Л, IP(иJ) = 0; см. также nредложение 4.4) nолучаем иера· 
венство 

00 11 

f!ф(U) (VN) ~се L L: ехр ~ (j) (f
1
x) dt. 

/i;-N J: E Sk U 
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Следовательно, сумма в правой части стремится к О nри 
N- оо и ввиду иеравенства (5) 

\im т (в.\ (а) П lJ Сп (g, ::))=О. 
N-+<><> п~N 

Таким образом, т (ВА (а) П Е (g, 6)) = О. 
Далее, ft Е (g, б) с Е (g, 6) для всех 1 ~О и f' (U) с: /Jл (а) 

для некотороrо t > О. Так как f1
- длффео~rорф11зм, то 11з 

нераnенства т (f1E (g, б))~ т (ВА (а) П Е (g, с'>))= О вытекает, 
что m(E(g, 6)) = 0. Пусть {gk}:~ 1 - всюду nлотная последо

вательность неnрерывных функций D- R. Тогда для любой 
точки х вне исключительного множества 

Je.m ;;.o l 

т-меры иуль выnолнено равенство lim g,. (Т, х) = йА; по
Т-+ <» 

скольку nос.1едователыюстъ {gk} всюду n.1отна, отсюда сле
дует, что lim g (Т, х) = g для любой непрерывной функции 

Т-+ос 

g: 0-+ R. 
5.2. Замечание. В c.1yqae У-nотока (А= М) , обладающего 

инвариантной (вероятностной) мерой !J-1, абсолютно непре
рыnиой по отношению к мере Лебега т , из этой теоремы вы-

" ф 1 текает известныи акт: ll = !J.<Р<и! · 

5.3. Теорема. Пусть А- аттрактор класса fY, Wi- е~о 
область nритяжения, v- вероятностная м.ера, абсолютно н.е
прерr,lвн.ап по отношению к м.ере т, с н.оситсл.ем. в .множестве 

w~. Если ограюиен.ие noтotca F н.а Аt~tожестоо А является 
тonoлotuttecкu.~ перем.ешиван.ием, то 

lim r (g о f1
) d"J = r g d/lф(u) t~oc j ) 

для любой н.епрерывн.ой фующии g: М-+ R. 

Доказательство. Выберем окрестность и так же, как в до
казательстве теоремы 5.1 , и предположим, что supp "J с и. 
Рассмотрим нндуцврованныА оnератор f•1 

· 

(rt"J)(g) = "J (go lt> 
и nоложим !J.<Piu\ = JJ.. Нужно nоказать, что слабый nредел 

IIm r•t"J совnадает с ll· При доказательстве этого факта 
t-~o<> 
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можно предположить, что v = r· т, где r ~ О- оrраниченная 
функция (это следует из nлотности ограниченных функций 
в rtространстве L 1). 

Та!< же, как Б доказательстве предложения 4.4, дJlЯ лю
бого е > О существует такая окрестиость U' множества А, 
для которой U' с W~ (е). Выберем такое t(s) >О, чтобы 
fФ·IU с: V' и. СJ!едовательно, 

supp f" 1 c~1v с: \f~..._ (г). 

Пусть Е с: Л- максимальное (8, Т)-разделеииое множество 
для nотока Fl Л; тогда 

supp f•t(etv с U Вх (28, Т). 
хеЕ 

Пусть (Ф..-) хеЕ.'- иеотрица-rельное измеримое разбиение еди
ницы на множестве supp f•l<al,., nодчииNiное nокрытию мно
жества ми В .r (2е, Т). Обозначим через Хх характеристическую 
функцию множества Вж(8, Т). Положим 

~ Фхd (f•l (Siv) 

Ve . T = L ~ · 'Xxl!; 
хвЕ 'Xxdf.l. 

-ve,r- rюрмнрованп ая мера, абсо.пютно неnрерывиая относи
тельно меры J.l, с равномерно оrранн•Jенной по Т плотностью. 
Действительно, согласно следствию 4.6, 

r d ( • t (е) ) ) Ф.~: 1 v т (Вх (2в. Т)) 
~Xxdfl ~~rt(e)l, JJ.(Bx(e, r)) ~~~'tщ\\оо 

{здесь rr(eJ обозначает nлотность меры t•teгlv по мере т). 
Заметнм, что мерз 'lle, т получается r1ерерасnределением 

меры f•Цe>v, причем это nерераспределение осуществляется 
таким образо:м, что вся масса, веретекающая в множество 
В..,(е,Т), приходит иэ множества Вх(2в,Т). Поэтому repa 
f•tv2, т также получается из меры f•U+t(t )Jv с nомощью пере
расnредедення, при котором вся масса, nеретекающая в миО· 

жсство f1BJ<(t, Т), приходит из множества f18.,;(2E, Т). Дна· 
метр множества f1В_. (2в, Т) ие превосходит 4t. если O~t~ Т; 
nоэтому если К-замкнутая окрестиосrь (Б елабоА тополо
гии) начала коордниат в nространстве веществеиных мер на 
мноr·ообразии М, то 

/
•(t+t(e))'\1- r•l-v е .lf 

в, т 

при О ~ t ~ Т и достаточно малом &. 
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Вспомним теперь, что "'e.r=Se, r · ~t. rде s •. r eL«>(!-1) 
и вел ичина 11 se, т ll oo ограничена равномерно по Т. Поэтому 
существует тal\af! nоследовательность Tn-oo, 1JТО se. т,.-sa 
в пространстве L"'(p) со - слабой тоnоJюrией пространства, co
n ряжениого r< L 1 (f.!). Следовательно. 

(6) 

для всех t ~ О. Воспользуемся теперь замечанием 3.5: 
(Jl, fl)- берну.ыневский noroк н 

li111 f Sг • (g о ft) d~ = 1L (g) 
1-+<» ~ 

д.'IЯ любой непрерывной фуикцнн g: Л__. IR_ Поэтому суще
ствует такое LJI', что 

f' 1 (se • JJ) - Р· Е .!f (7) 

при l ~ t • .,.. Из включений (6) и (7) следует, что 

f•t'V- f..lo Е 2Jf 

ари 1 ~ f (е.)+ i rN' . Следовательно, мера t•\• слабо сходится 
к мере f.l nри t-+ оо. 

5.4. Предложение. Пусть Л- базисное гиперболическое 
Аlн.ожество класса С2• Тогда А'ера J.I.Ф!иl непрерыеFlО зависит 
от потока F класса с~ в смысле слабой топологии мер 
и С1 -топологии nотоков. КроА'е того, давление для функции 
ер(") и энтропия потока F отн.осителыю .1.1еры ILФ!и • непрерывно 

зависят от потока F в смысле С1-топологии потоков. 

Доказатель ство. Пусть f.1. = ll'~'щ1 и !!'-соответствующая 
мера для потока F'. Нужио доказать. •по 11' ~ J.1 в смысJJе 
слабой сходимости nри F' _.. F в С 1 -тоnолоrии; :мера ~1' со
средоточена на базисном множестве А' nотока F', бл изком 
к множеству А. 

Из леммы 2.1 и [41 вытекает существование специа.rJьиоrо 
потока G' на :множестве А' (А, -ф') (см. выше) и непрерывной 
сюръекцни р': Л'(А,~')_.А'. Иcr:onъзysr результаты _ [4] н тео· 
рему об Q-устойчивости [ 18], можно nостроить сnециальный 
nоток на множестие A'(A, l/1') иад то~ же тоnологической 
цепью Маркова !1;~: :Е,.-+ ~ .1 , котоr)ая соответствует потоку 
F/A и множеству А(А. -ф) . Пр_и F' -)о F мы имеем равномер
ную сходимостЪ ,~,-+ ф и r' ~х. t) _. р (х, i) (р~вномерио no 
(х. l) llpИ о ~ t ~ rт:in {1Р (х). w' (х)}} . .Дал е~. Е о~(&, f)- В::(х, t), 
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rде Е'"- неустоИчивое пме ~tалравпений для потока F' (это 
следует нз теоремы (6.1) из \15] 1) ). 

Мы знаем, что 

ф(~} ф {:r.) 

Ф (х) = ~ <р<и! (р (х, t)) dt = ~ <р<иJ (f1p (х, О)) dt = 
о о 

= - ln Л1111хJ (р (х, О)) 

и соответственно 

Ф' (х) = - 1п ~' rrJ (р' (х , 0)). 

Поэтому nри F'-+ Р имеет место равномерная сходимость 
Ф' -•Ф. 

В соответствии с § З 

Р (Р 1 Л, <р<"!) = Р (0, <реи!<> р) = sup 
'lle .. И(aA) 

Следовател ьно, давJJение P(FI Л, q><111) непрерывно а а висит от 
потока F. Как и в nредложении 3.1, обозначим через vo един
ственное равновесное состоянне для функu.ин Ф 
-P(FIA,<p<"!) ·ф. Из неnрерывности равновесного состояния , 
отмеченной иеnосредствеино nеред предложением 3.1, сле
дует, что '\1~ -+ v0 при F'-+ F. Таким обраэоы, f.Lv' -11"' и 11' == 

о о 

= p'•j.t- 1--+ f.l = p•~L . 
""о "• 

Наконец, энтропия меры J.l.cp<щ равна 

Р (F \Л, q><">) - ~ ср1"> d~LФta). 
где 

и nравая qасть неnрерывно зависит от nотока F. 

5.5. Предложение. Пусrь Л- базисное гиперболttч.еское 
.чн.ожество класса С1 и 8 >О. Тогда 

(а) если \i7~ (е) с: Л для н.еJСотороt1 точк.и х Е А. то А
аттрактор; 

(Ь) если А-не аттра~тор, то существует такое у> О, 

что для любой точки х Е Л найдетс11 точ~а у е W~ (е), дл11 
котороr1 d(y, Л)> у. 

') С~1. таюt<е (iiO] и (31, стр. 126).-При.к. nep(ltJ, 
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Доказател.ьстео. Если W~ (е) с: Л и и > О, то множество 

U7; = U { \f~ (е): у Е U f1W~(e)} (8) 
Jfl~l~ 

ямяется ок~естностью точки х на многообразии М (см. /13, 
лемма 4.1] ) ) . Выберем периодическую точку р s V .. n Л, 
и пусть to- ее период. Имеем W~ (Р) с: U" для не которого 
~ Е (0, е], сJJедовательно, 

w~ ф) с w~ (е) n w~ (е)= л 
(это следует из 118. теорема 3.2.]2_}). Дa.rree, 

ос 

w~ = u гпt·w~ (~) с: л 
rt• l 

и множество 

nлотно в множестве Л (см., наnример, [3, стр. 11-13]3)). 
Для каждой точки х Е W~" множество Ux, определенное 

формуJiой (8). является окрестиостью точки ;с на многообра-

зии М. Так как локальные с;тон \W~ (е) и W~ (е) неnрерывно 
зависят . от точки х Е Л, то существует такое 13 >О, не зави
сящее от х, что Uх=>Вх(2б) для любоА точкн ХЕ w~и 
(см. /13, лемма 4.1] ) . Ввнду этого нз nлотности подмногооб
разия w;" в множестве Л следует, что 

B.iL (6) с U {U х : -~Е W~"}. 

Поэтому если z е Н л (6), ·ro сущестnуrот такие тоqки х Е W~11 

н у Е u f1W~ (е) с w~и с А, что z Е w:(e). При ,_ 00 
1 t 1 t;;;u 

расстояние d (/1z, f1y) стремится к О равномерно по z. Поэ·гому 

n /1BA(r,)=A, 
t'>o 

откуда следует, что Л- аттрактор. Утверждение (а) до
казано. 

1) С1-1 . 11риЫе'IЗ ПИе Шl C'l'p . 83.- П р/0.1. . rtepeO. 
2) Теорема 3.2 ИЭ ( 18) COCTOfiT 6 ТО!.!, ЧТО МНОЖеСТВО Q неQлуждаю

ЩПХ тоtrек А-поrоке Ф обладает .~окалыtой с.трук-rурой ПрОIIЗВеденnя, т. е. 

wt (с) n w~ (е) """ О. AHMIOПIЧI!Qe утвержденне содержиТСII в [ 13, лредло· 
женне 7.2] . - Прим. перев. 

3) См _ теорем) 14.1 добаелешtя . - Пptl,lt. r1ерев. 
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Для того чтобы доказать (Ь), заметим, qто множество 

V v = {х е Л: d (у, А}> v для некоторой точки у Е W~ (е)} 

открыто в Л, так как локальный слой \f~ (е) непрерывно за
висит от х. Множество Vv увелиtJивается nри умеиьшени11 у, 
и в соответствии с утверждением (а) иастоящеrо предложе· 

иня U V v-= Л. Поэтому из комnактности следует, что 
v>o 

Vv =Л Д)IЯ векоторого у> О. 

3.6. Теорема 1). Пусть А-базисное гиперболи•tеское мно-
жество к.ласса с~. Тогда следующие условия. дК8U8ален.тхы; 

(а) Л- аттра!i.тОр; 

(Ь) т (W~\) >О; 
(с) Р (F 1 А, <р<11>) =О. 

00 

ДОКQЗательство. Так как w:\ = u гnwл {в). то ус.110вие (Ь) 
п-0 

можно заменить условием т (\VЛ (е))> О для векоторого 
е > О. Из предложения 4.4 (Ь) вытекает, что (а)=> (Ь) =>(с). 
Для завершения доказательства nредnо.'Iожим, что Л
не атrрактор, н покажем, что Р (F 1 Л, q><и)) < О. 

Для заданиого е> О выберем у, как в nункте (Ь) nредло· 
жения 5.5. Существует такое l > О, что еслн х Е Л, то 

f1W~ ('V/4) ::::J W~x (е). Пусть Е с Л есть (V, Т)-раздеJI(~нное мно· 
жество . Д;Jя любой точки х Е Е и лtобого Т> О существует 
такая точкз у (х, Т) Е В~< (у/4, Т), что d (ft+T (У (х, Т)), Л)> v 
(так как /1Bx('t•/4, Т)::::JW~(y/4), то fr+tBx(Y/4 , T)::::JW~tx(t)). 
Выберем 6 Е (О, yf4] таким образом, чтобы d (jtz, Г у) < у/2 
при d (z, у)< 6. Тоrда 

сле.цова теJIЪио, 

B11 rJr. Т) (6, Т) С Вх (у/2, Т), 

fT+IBIJ(X, Т) (6, Т) n В л (у/2) = 0. 

Bv<x, n (6, Т) П В.\. (v/2, Т+ 1) = 0. 

ИсnоJIЬзуя вторую .'!емму об объеме, получаем 

т (В л. (У/2, Т))- т (ВА (у/2, Т+ t)) > L т (Bu(x, Т) (б, Т))~ 
. х•Е 

~ 1 Зу{2- 6 1 L т (Вх (3yf2, Т))~ !Зу/2- О 1 т (ВА (V/2, Т)), 
XlliE 

1) Некоторые идеи, использованные е доказатеJtьстве ~ro:i ·rеорсыы, 
бьмн пред.~ожены равее Дж . Фрэнксом н Р. Ф. Уильямсом. 
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н nоэтому 

т (В л. (V/2, Т+ L)) ~ ( 1 - J Зу/2 - 6J) т (ВА (V/2, Т)), 

так что из ti ред.ложеиия 4.4 (а) СJiедует, •tто 

Р (F ! А, ер!">)~+ !og (1 -1 Зv/2 - б 1) <о. 
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5.7. Следствие. Пусть F -Nвкоторый А-поток класса С2 на 
JСО.Itпактно,к многообразии М. 

(а) За~"fык;ания о6Аастеа nprlrлжeнuя аттра~торов покры
вают М. 

(Ь) Если Л ~ базисное гиперболическое шюжество и 
т (А) > О, то А - связная компонента ..кн.огоо6 разия М, а по
то~ F 1 Л является. У-потоко.м. 

Дока.зателt.>ство. Поскольку nоток F удовлетворяет !IК· 
сноме А, М= U {W'l: Л- базисное гиnерболическое множе
ство} . Доnолнением к объединению областей притяжения ат-

тракторов ЯВ.'J Яется миожесrво U {W~: Л не аттрактор}; оно 
имеет меру нуль и nоэтому не содержит открытых подмно

жеств. Te:od самым утверждение (а) доказано. 

Еслп Л- базисное множество н т (А)> О, то т (WЛ) >О 
и т (w~) >О, так что множество Л является аттрактором 
и для потока F, и дJlЯ обратиого nотока F-1• Поскодьку А -
аттра ктор лnя nотока F, имеем WЛ. = А. Так как Л- ат
трактор для лотока р-1, множество \i7~\ открыто. Такни об
рuзом, множество Л открыто и замкнуто . Кроме того, оно 

связно, так как многообразие \i7~" любой периодичс"кой 
точки р п.1отно в А (см. [3, стр . 11-13)1)) . Тем самым до
казано (Ь) . 

ПРИЛОЖЕН НЕ 

В дальиейтем Л обоэвачает rнnербо.rшческое множество 
д iiя потока f' к.'l асса С1 на миоrообразии М (r ~ 1) . 

Наnомним , что по nредnоложению рнмавова метрика яв
тоется ляnуновекой по отношеtНIЮ к диффеоморфиаму f1 

(см . введение ) . Заметi<М также, что существует такая кон
станта К > О, что 11 Тfп 1 Es 11 ~К для ·любого n. ~ О. 

Будем обозначать индексами О, 1. 2 компоненты касате.iь
иоr·о вектора из nространства т .. М. леж ащие соответственно 
в подпространствах Ех. Е~. Е~. В ~том nрилож<.>ии н нсnо.чь
зуется новое ска .'lяриое произведение в касательном 

1) С \1' теорему 14.1 добоменн я . - При.и. nepeFJ. 
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пространстве ТхМ. задаваемое формулой 
2 

(и, v)x = L (иl, vt) . 
1-0 

(П.l) 

Пможим 11 и 11 = 11 и llx = ((и, и)х) 'l•. Для любого nодпро
странства Е' касательного пространства ТхМ обозначим ч~
реэ Е' (е) замкнутый е-шар в nодnространстве Е' с центром 
в О относительно только что введенион метрики. 

П.l . Удобные JIОкальные координаты. Если а> О доста· 
точно мало, то для ~аждой точ~и х Е А можно щ;строить 
так.ую локальную карту q>x: ТхМ(е)-М класса cr, для КО· 
торой 1) 

<i'x(E .. +Е~) (е) с: W~$, q>_. (Е х +Е;) (8) с: W~и 

и отображение F = <J'f:1 о / 1 а Фх является дифференциало.w 
диффео~tюрфизма f1 в точке О касательного простран
ства Т .. М. 

rl - 1 was ( 
усп. множество expr х локально в окрестности 

точJ{Н О пространства Т хМ) .является графиком некоторого 

отображения 'fl': Ех Х Е~- Е~; 110лшкцм 

qJ' (и)= иu + и1 + (иz + Ф' (ио, U.t)). 

п '-1 - 1 wси 
усть множество <р ехр_" х также яв.•IЯется графиком 

иеноторой фуннuии '\j) 17
: E:r Х Е~- Е~; положим 

<р" (и) = Uo + (Ut + Ф" (uo, и2)) + и2. 
Тоrдз отображение <рх = ехрх "q>' • q>" обладает требуемыми 
свойства ми. 

Пусть LLE ТхМ(е) н е достаточно маJю; no формуле 
Тейлора 

1\Fz(U) 11 =1! F'l(uo + U1 + U2)- F2(Uo + llt) 11~ Г 1 11 щll (П.2) 

при пекотором у Е (0, 1), не зависящем от х. Аналогично для 
nроизво.'lьиоrо О< ю ~ 1 можно выбрать настоJJЬJ<о мaJroe е, 
что 

11 Fo (и)+ F1 (и)- Fo (v)- F 1 (v) 11 ~ (1) 11 F~ (и) - F2 (v) 11, (П.3) 

ес.ш llиo+иt - иo - иtll~юllи2-V211 н _ и,vЕТхМ(е) . 
Введем обозначение 

D;; (е, n)={uE Т хМ : !1 Fkиll k ~е nрн lt ==О, 1, . .. , n} . (П.4) 
f ~ 
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Пусть и Е Dх(г, п); тогда нз неравеиства (П . 2) следует, что 

nри k =О, 1, ... , n. Положим v = щ, + и1. Можио предnоJIО
жить. что ve=Dx.((К.+ l)r-,n) и что для достаточно ма.•юrо е 
справедливо нераnенство (П.З) с w = l. Из этого иеравен
ства следует, что 

nоэтому 

11 Р (и) - р;. (и) 11 ~ 2eyn-a (П .5) 

для k =О, 1, ... , n. (В частности, и е D.r(Зe, n) .) 

П.2. Лемма. Пусть r = 1 и '11: м- R -- ф!JHKЦUR к.ласса ct. 
Тогда для лю6ого 6 > О существует такое 8 > О, •tто если 
хЕЛ, уе:М, n>O u d(f~y.f,.x)~б для k=O, 1, ... , 1~. то 

Доказательство. Так как ф- функuия класса С1 , суще
ствует такая константа С> О, что 

Д.rzя Jtюбого s > О существует настолько малое 6, что 
и=qJ_; 1yeTxM(ef2) npи ХЕЛ, уЕМ, d(x, y)<6. Положим 

Q = uo+ lll И Z=!p.rtJE W:1
, /11\оЖНО СЧifТЗТЬ, ЧТО ZE 

Е w;..x (в), пр н чем 1 sl <Сое (константа Со ие зависит от е)
Тогда 

где V' Е (0, 1). Ее.'! И 

d (jll х, f11 у) < () при k = О, 1, ... , п, 

то из неравенства (П.S) nолучаем 

d (fky, fkz) < Czt'r'"-it., 
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где С2 >О- иекоторая nостоянная. Таким образом. 

IJ "Ф (f'y)- j .Р lf'x) 1,.; %1 j 'е (f'f'y)- j "Ф (f'f'z) 1 + 

+ I 1 ~ ~ (flfkz)- ~ ~ (flflt+3x) 1 + 1 ~ ~(/t+sx)- ~ 'Ф (flx) 1 ~ 
/i- 0 о о о о 

[ 
С2е С1е ] 2С ~С 1- V + 1 -1 + ое 11 '1>1). 

П.3. Лемма. Пусть n: QllM ~м -грасс~t1ан.ово расслоение 
q-мерн.ы.х подпространств в касателыiО.М расслоении ТМ, 
Gllf1: QllM- QllM - диффеоморфuзм, индучированньи1 диффе
рен.ци,алОАt Tf1, Предположилr, ttтo r = 2, r. е. Gqf - поток 
класса С 1 на щюгообраэии G"M. Пусть q = dim Е~ и А'= 

-={Е~: х Е А}. Тогда Л •- гиперболическое множество потока 
Gчf. 

Доказательство. Для х Е Л определим многообразия 

v: ~тw~(Е). 
Поnмногообразие л-1 (х) сол.ержит Е~ и GQft [п-! (х)] = 
= п-1 (f1 х). Известно (и легко проверяется), qто отображе
ние G"fl является сжнмающнм в окрестиости подnростран
ства Е; 110 многообразин п-1 (х) (см . (19, B.l]) . Тэк как 
диффеоморфизм f1 сжимает окрестность \f~ (е), при доста
точно :o.ra.noм s диффеоморфизм GЧf1 сжимает окрестность 
Vx.J. Зиачит, касатеJiьиое отображение TGqf' является линей
ным сжатнем nодnространства Ен-= Т~5• Очевидно, что диф
феоморфизм aчr-I СЖИМаеТ nоДМНОГООбраЗИе v•11-, И, СJТеДОБа
Т€.'\ЬНО, отображение TGI1{-1 является сжимающнм на nод· 
пространстве в• и= ТV~и. Теnерь имеем 

dlm .8" 8 + dim Е'* и= dirп w~ (е)+ dim n-1 (х) + dim w~ (&) = 

= dim М- 1 + dim n-
1 (х) = dlm GqM -1. 

Лемма доказана. 

П.4. Лемма. Пусть г= 2. Для любого О> О существует 
такое г > О, что имеет А'есто следующее утверждение. 

Пусть х Е А, v Е Dx(e. n) (см. (П.4)) и ~Е GrlM- ка
сательное nространства в точке ер .. (и) к под.многообраэию 
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(П.б) 

(Л.7) 

[Здесь Do н Dv- днффереициады в локальиых координатах; 
sэкобианы в иеравенстве (Л.7) вычис.'lены nрн nомощи вве
денного ранее (см . (Л.J)) сналярного nрои3веде1ШЯ. ] 

Доказательство. Очевидно, что оценка (П.7) отл11чается от 
оценки (П.6) на ограниченные множители, поэтому доста
точно доказать неравеиство (П.6). Чтоб:ы это сде11ать, nрнме
иим лемму П.2 к rнперболнческому множеству Л • потока 

Gчf класса С1 (см . лемму П.З), заменив х и а Е~. а у на в:. 
Нужно локазать, что (для достаточно малого е) 

( 
/>; lt )-d Тf ~. Tf Е*. ~ 6 

nри k =О, l, ... , n. Это неравенство вытекает из (П. З) 
н (П.4) (nри этом следует исло il ьзовать локадъпые карты rpx). 
Для завершения доказательства достаточно rю,,ожнть 

d t . 
'Ф (Е) = Тt ln (J ас Tf 1 Е) lt - o 

и заметить, что 

n 

~ 'Ф (Тf1 Е о) dl = lп J ас Тfп 1 Е о. 
о 

П.5. Докаэательство первой леммы об объеме. Покажем, 
что для достато'IНО малого е > О существуют такие постояи· 
ные Ье, Ь~ > о. для которых 

br-~m.~~(D"(e, п)) • JacDo(Fn\E~)~b~ (П.8) 
при любых х Е Л и n >О. Здесь т .. обозначает меру на ка· 
сательно:.r пространстве ТхМ, индуцированную скалярным 
nроизведением (П.l). Тем самым nерваsэ лемма об объеме 
будет доказана, nоскольку при использовании локальных 
карт ер .. все расстояния, меры и якобианы (см . лемму П.4) 
умножаютсsэ из nоложительные множите.JJи, отделенные от 

о и 00. 

Пусть и е (Е.~~+ ~)(е); nоложим по определению 

Nu {е, n) =(и Е Т,.М : 11() + и1 = v и 

(Ft)2 (u)eE;ix(e) при k=9, 1, ...• n}. 
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Если е достаточно мало, то 11 ftv 11 ~(К+ l)e для всех 
k~O. 

Кроме того, применяя н:еравенство (П.З) с ю :s:;;; l, нндук
uне!l по n можно докаэа·rь, qто множество PNu(e, n) яв-

ляется графиком С1 -функuнн g: Efx(e)-( Efn_.+ Ernx)((K + 2) в), 
для иоторой IIDgll~ ю 1) . Отсюда, в частности, с.11едует вто
рое включение следующей формулы: 

Dx (е, n) с U Ng (е, n) с Dx (([( + 3) е, n). 
о 

Таиим образом, д:rя того, чтобы доказать оценку (П.8), до
статочно показать, что 

се< mx (V N~~(t, n)) · Jac Do(Fn lex) <;с~ (П.9) 

для некоторых се, с~> О. 
Так как 11 Dg 11 ~ (J), мера множества F"Nu(8,rz) (рассмат· 

риnается мера, индуцированная скалярным пронзоедением 

(П.l), на касательном пространстве Tt''x.м'J закточена между 
некоторыми константами de, d~ >О, Из оценки (П.7) с;Iедует, 
что произведение меры множества Nv(e, п) на Jac D0 (F11 1 ~) 

d -8 _", u 
заключено между ее н "'"2е . 

liai<OИeц, nри меияя теорему Фубнни и интегрируя по 

v Е (Е-'+~) (е), nолучае~ нераоенстоо (П .9). 

П.6. Доказательство второй леммы об объеме. Пусть 
w Е Dx: (e, п); по.11ожим 

D:.:w (б, n) ={и Е Т %М: 11 Fku.- Fkw 111 ~t..., <; 6, k = О, 1, . . . , n}. 

Достаточно ПОКЗЗЗТЬ, ЧТО существует Т81\Ое Ь6 > 0, ДJIЯ I<O
тoporo 

(П. IО) 

пр:и любых хЕЛ, wEDx(e,n), n>O. Более того, иеравен
ство (П.IО) достаточно доказать для 6 <в. 

Введем обозначенне 

11={uETfxM: u0 =(Fnw)0, u2 =(Fnw)2, u1 EE'f"x(Зe)}. 
ДJJЯ каждого вектора v Е 11 положим Г to"""' {f'q>1nxv: 111 <а}, 

-•г так что миожество q>1пх 0 - это «кусан траекторюt», прохо-

дящий через вектор v. Тогда для малого t и подходящего а. 

1) Это рассуждекне является нес.~ожным видоизменен11еи nервой ча
сти доказательства теоремы 2.3 в [14), 
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подмногообразие класса С2 

tr = U ( '~>f~г ~) 
оеА 

в касательном nространстве Т F"-.:M явли-е7ся графиком функ

ции $, оnределенной на некотором водмножестве nодnро

странства Е;ах + н;"х• со значениями в rtодпространстве Е;ах, 
причем 11 D'l/> 11 ~ w, ш Е (0, 1). 

Можно с•Iнтать, что об.1астъ оnределеиия функции ф со-
держит множество E1ra"_ (2s) + Е;п"' (2е); обозначим через W' 
график ограничения функции 'IJ иа это множество. Пусть 

W' = U tr~. 
~ : /"tl<2e 

где W~c {и: щ = "t}. Положим 

w~ ={и Е 1'.r:M: P11u Е tf~. (Fie), (и) Е в;kх (2е) 
nри k=O, 1, ... , п} 

W"= 1 1 w~. 
1 : l il'<2e 

Применяя неравенство (П.З) н рассужления нэ П.5 к ла ре 

P11ti7~. р-' вместо nары Nv(e, n), F, можио показать, что мно
жество W~ яв.11.яеrся графиком иекоторой функции 

gt: ~(2e)-(Ex+E:)(2(K+l)e), для которой IIDg1ll<w. 
С другой стороны, множество W" является объединением 
«:кусков траекторий~. которые предеrавляют собой графики 

отображениА Ех-~+Е~ с nроизволными, не nревосходя 
щими ш (для достаточно малого t) . Итак, миоrообЕазне W" 
класса С2 явдяется графиком иекоторой фу111шии ф ', оnреле -
денной на nодмножестве подnространства Е"+ Ei со значе
ниями в Е", причем 11 Dф''ll ~ 1 (для ма;юrо t н, следова
тельно, малого w). Многообразне W" имитирует кусок tнrте · 
гралыюrо многообразия расnредменяя Ее", проходящий че
рез вектор w. 

Зам~тнм, что отображение F" сжимает или растягнвает 
«кусок траектории~ из множества W" , умножая векторы иа 
чис .. 1о, отделенное от О и оо (этот миожитель содержится, 
скажем, в интервале между (К+ 1)-• и (К+ 1)). Отсюда 
н из указанных ранее свойств множества W" следует, что 
область определения функции ф'' содержит шар В nодпро
странства Е.,+ в; достаточно малого радиуса fJ с uентром 
в точке w0 + w1• Полагая Р < б/4 (К+ 1), nолучаем 

d (F-"$"v . ~w) ~ б/2 
Д)! я k =О, 1, ... , n nри и Е;:. lj , 
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ДJJя I{аждоrо вектора v Е В rюJrожим 

N~(б/2, n)={uETxM: uo+иr=V и 

ll(f11)2(u)-(pk)z('i>"и) IIS:.6/2, k=O, 1, ... , п}. 
Имеем 

U N~ (6/2, n) С:: Dx111 (б, 1~) 
r; в 

tt, рассуждая так же, как в П.S, попучаем, что 

tn11 (V N: (Ь/2, m)) • Jac Do (Fn 1 Е~)~ с~ 

для некоторого Ct, > О. Тем самым доказаны неравеиство 
(П.10) и, следовательно, вторая лемма об объеме. 
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ПОДНОВА ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ МЕРЫ 1) 

Пусть /: М -• М - днффеоморфизм, удовлетворяющий «а К· 
сиоме д 'Ь Смей.1а. Для любого базисного множества Q диф· 
феоморфизма f (см. [2]) nоложим 

Есди f nринадлежит KJiaccy С2, то мера множества W" (Q) 
равна О, за исключением с.IJучая , когда множество Q яв
ляется атrракторо~ (1) . С.'Iедующая теорема показывает, что 
nредположение о гладкости класса С2 я:в.rtястся необходимым. 

Теорема. Существует подкова 2) класса С' положительной 
.«еры Лебега. 

доказательство . Во-первых, договоримся о некоторых обо
значениях, отиосящнхся к канторовым множествам. Пусть 1-
иекоторый отрезок и r:tn > О- последовательность чисел, для 

00 

которой L: а"~ l (/). Обозначим через а = а 1 .•• а 11 nоследо-
n=о -

вательиость нудеit и единаu длины n = tt (а); допускается 

пycraSJ nоследовательность : а = 0 и n(a) О. Положим 

1 l ;,.= [a+b -=~ а+Ь-+~]· д= 1-[а, Ь], "' 2 2 , 2 2 , отрезки 

/~ с 1 а оnределяются рекуррентно следующим о6рЭ.lОМ . Пусть 

/:о и lat- левый и nр а вый отрезки, остающиесн noc.i1e удале· 
tJHЯ внУтренности отрезка /~ из отрезка 1 ai рассмотрим в ка

честве l~t (k =О, 1) отрез~к длины a,.~4kJ/2rt<~rt\ середина 
которого- совпадает с середниой отрезка 1;;,. Тогда каиторово 

1) Rurus Bowen, А Horseshoe with Posltive Measure, !11 иenttones Ma
lhemaHca e, 29 (1975) . 203-204 (partiall)' supported hy NSF GP-1 45\9). 

2 ) То есrь лакальвый дuффеоморфн~м Jra D.~оскости. аналопtчкый 
с подкове Смей,lа» "з [2] . - П pu.w. ре.д. 

© Ьу Springer-Verlag 1975 
'SJ Перевод 112 руссюн1 язык, с:М11р:., 197~ 
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множес:rво 1(, оnределяется следующим образом: 
OQ 

К,= П U la· 
m=O tt<':!)=m -

Это стандартная конструкция канторона множества, за ис
КJJюченнем некоторой свободы в выборе длин выбрасываемых 
интервалов. Меру множества К1 можно вычислить no формуле 

"" 
m(K1) = l (/)- L an• 

n•O 

Пусть имеются другоА отрезок J н последовательность ~п>О, 
"" 

для которой L ~~~ ~ t (!) . Тогда, как и выше, можно по-
п-о 

строить отрезки J а, J~ и множество К,. Прелположим теперь, 
что ~n.lan~Y ~ 0-прЙ п-н)О. Выберем такую последователь-

Рн~. 1. 

ность ~"-О н найдем м я каждоrо набора ~такой сохраняю. 
щий ориентацию С 1-диффеоморфнзм g: 1~ - >-12, для которых 

(i) f' (х) =-у, если х- конец отре::~ка !~, 
(ii) множество f' (!~) содержится в на"ifменьшем отрезке, 

вк.~ючающеt.! т~ки у±~" и ~: ± 011 • 

Тогда дифференцируемое отображеине g, определенное 

ин множестве U /~, прододжается по непрерывности до гамео-
а 

морфизма g: 7- J класса С1 с nронэводной. равной -у , во 
всех точках миожества К1. 

Построим теперь подкову nоложительной меры. Выберем 
"" 

nос.'lедовательность ~~~ >О таким образом, У.Тобы: L ~~~ < 2 
п-<1 
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и ~n+!/p,, -1 (наnрммер, ~n = l / (tt + 100) 2). По;южим 

1=[-1, 1], /=[f\o/2, 1] 11 а,t=Р,н- 1/2 . 

Тогда 

и 

11-0 

Приведенная выше конструкuня дает некоторый днффеомор
фнзм g: /-.] к:1асса С 1 . Диффео:-.rорфизм f квадрата S = 
= J Х J в nлоскость IR2 определим с.'lедующим образом ; 

{i) f(x, у) = (g (х), g-t (у)), если (х, у) Е 1 Х J, 
(li) f(x,y)=(g(-x) , -g-1 (y)), если (x, y)E(-/)XJ. н 

f(T)П(!Xl)= eJ. где T=(- Poi2. Pe>!2)Xl. 

Огображенке f можно nродо.'lжить до отображения сферы 
в точности так, как это сде..-,аио у Смейла (см. 12, стр. 135-

"" 
141]) . Тогда множество Q = П f11 (S) = К1 Х 1(1 имеет nо-

п :е-ас 

пажительную меру Лебеrа т (Q) =т (1(1)
2 = ( 2 11~0 ~11 У> О. 

Приведеиная конструкция дословно nовторяет д.1я специаль· 
1юrо отображения f; J Х J ~ R2 nример Сменла. 
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ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ ЭНТРОПИЯ 

ДЛЯ НЕКОМПАКТНЫХ МНОЖЕСТВ 1) 

Р. Боуэн. 

Резюме. Д.~я непрсрыnного ато!Sражеш•я f: Х-+- Х н подмкQжества 
У <;: Х оnреде.1ястся тололоrнческая энrропня /z(f, У). Для ком11а 1<тных про
странстn )( обобшаются известные теоре~1Ы об ~ttтролпн в случае кон акт
ного nод:llножес:rва 1', а также Jlекоторые результаты, кaCi\JOnJFtecя хаус
дорфовой размериостн для соеu.uальны,. nод.множесrв У с Х - ss. Пред· 
лагается вош•тне <>••тponнii1ю 1i сопряженности ддя rомео.11орфизмов. 

Тоnологическая энтроnня неnрерывного отображения ком
nактпоrо прос1ранства была опреде:1ена Адлером, Конхеймом 
и Мак-Эндрю [1]. В 11астоящей статье для подмножеств ком 
пактных пространств энтроnия опредедяется с nомощью 

процедур ы, наnо\lнн ающей конструкцию хаусдорфовой раз
мерности. Это дает возможность обобщить известные резуль
таты о хаусдорфовой раэмерностн квазнреrу.r1ярн ых точек не
Iюторых мер н дать опреде.!Jенне нового тиnа сопряжен:ности, 

nром~жуточноrо между rопологичесi<ОJ' сопряжеииостью н со
пряженностью в смысле теории меры. 

В [5) бr.ио дано определение энтропии ддя равномерно 
непрерывных отображений метрическttх nростраиств. Ot1o мо
тивировано раздичными примерами (линейные отображения 
nространства Rn и вьршсJiение энтропии отображе1шi1 тора 
Т") и в некоторцх слуqаях отличается от О!iределения, дан
ного в этой статье. 

Я благодарен Карлу Зигмунду, nодсказавшему автору этот 
путь, а также Бену Вейсу, •шторый помог сформул иро
вать § 4. 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

Лусть f: Х -').. Х- неnрерывное отображение н У с: Х. То
nологическая энтропия !t(f, У) будет определена во многом 
аналогично хаусдорфовой размерности с той разницей , что 
«размер» множества будет в этом случае в большей степенн 
отражать nоведение отображения f и а этом множестве, а не 

1) Rufus Bo\\•en, TopoJogicai Entropy for Noncompact Sets, Trans
ac /ions of th.e American Mathemallcal Sociely , 184 (1973) , 125- 136 (par
tia\Jy suppoJ·ted Ьу NSF Grant GP-14519). 

© 1974, Arnerican .Мat11ematic111 Society 
© Персвод нз pyccкg if язык, е:Мир~ . 1979 
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его диаметр. Пусть .s4- ~<о иечное отr<рытое nокрытие nро
странства Х. Условимся nисать В< .sll, если множество В со
держится в одном нз элементов nокрытия .9/.-, и {Е,} < .sll, 
если Bt < d nрн l<аждом i. Пусть п1 . л (Е) - нанбольше-е нс-
отрицатеJi ьное целое число, для которого 

{
11 В < .siJ. при всех k Е [0, п1, ...: (Е)); 

nf . .А (Е) = О, еслн Е ~ .sll, и nf . .А (Е) = + оо. если fk Е < .siJ. 

nри всех k. Положим теперь 
00 

D .А (Е) = ехр (- п1. "'(Е)) и DA(B, Л)= .L D.fl (BtY• 
'""' ' 

где 1f = {Ед~= l и '· ER. Оnределим меру тА.,., полагая 

m.A, J.(Y)=l~,inf{Dл(tf, Л} : UE1 =>Y н D...:(E;)<e}. 

Заметим, чтот.А. !.(У)~т.R.~'(У) nри J..>J..' и mи'l!'.д(У)ф{О,оо} 
не бoJtee че:-.1 nри одном значении J... 1). Положим 

h.A(f, Y)=lnf{Л: mA,J.(Y)=O} н h(f, Y)=s!J!tA(f, У)}, 

где верхняя rрань берется по всем конечным открыты:.-,[ nо
крытия~ .siJ. множества Х. Ус.лови:'.f ся также nнсать h(f, Х) = 
= Jt(f). 

3а..чечтше. Чнсло lt (f, У)= ftx (f. У) очень сильно зависнт 
от тоr·о. какое nространство Х рассматривается в качестве об· 
ласти оnределения отображения f. Наnример, функцня f (х) = 
= х + 1 задает rомеоморфизм вещественной nрямой R, 1<0-
торый индуцирует rомеоморфнзм окружности S 1 2). Из пр ti· 
вeдetшoro ниже nредложсиня 1 СJJедует, что велнчнна 
hs• (f, S1) совnадает с обы'IНОн энтроnией rомеоморфнзма 
f: S'- S' и, следовательно, равно О (см. (1, стр. 315)) ; для 
любого nодмножества У с: S ' и м е ем О~ lts• (f, У)~ hs· (f, S1

), 

поэтому hs• (f, У) =О. С друrо:й стороны, nоложим У = 
"' = U (п +А), где А с: (0, 1) - каптороБО множество. Так 

n--oo 
как множество У замкнуто 11а nрямой R, можно показать, что 
hr (f, У)= hR {f, У). Для любого rомеоморфиз ма g: А-+ А 
nроекцня :n:: У-+ А, заданная с nомощью формуm:l л (п +а}= 
= g"(a) (где а Е А ). представ.rrяет rомеоморфизм g как фак
тор rомеоморфнэма fl У. Отсюда следует , что h(g) ~ h(fl У); 

1} См . докззате,,ъство nре.д:rожения 1. - Пprat. rrepeв_ 
2) Здесь ~~ отождествляется с nроеК1ноной npЯ){Oii , т. е. с R U{oo}. 

Прr1м ред. 



Тополсгtlческая энтропия для нeкo.uniiJ(rnыx множеств 183 

так как энтроnия h(g) может быть еделапа сколь угодно 
бодьшой, l~(f[Y)=+oo. Следовательно, ftR(f, }')=+оо, но 
hs, (f , У)-= О. Этот nример nодсказал мне Л . Гудвнн. 

Прсдложент~ 1. Если nростран,ство Х ком.пактн.о, то эн
тропия lt (f) соопадает с обычной тО!tалогаческоа энтропией. 

Доказательство. Наnоминм сначала обычное оnределен ие 
энтроnии для компактного пространства Х (см . [lJ ). По
ложим 

dt. п={At0 ПГ1A; 1 n ... nГ'~+
1Atn_ 1 : A,"'E,s:t} 

д.'IЯ любого открытого nокрытня .91- пространства Х. 06оэна
чи:-.~ через N ($) на н меньшую мощность подnокрытня nокры
тня .11; тогда существует предел 

lt (f, d) = lim ...!..Jog N (d1, ,.) 
- n~<» /t 

и топологическая энтропия определяется формулой 

h(f) = sup h (f, d). 
- А -

где верхняя rрань берется rю всем конечнъrм открытым по
крытням d пространства Х. Пусть ~"- подnокрьпие покры
тня J4 ,, '~• состояшее из N (J4t. n) элементов; тогда 

D,f( (~ "' Л)< N (dt. n) е-п'-
н 

т.,с, ~ (Х) ~ lim [ехр (-Л.+ rl-t log N (.91-1. ,1)))'~. 
n~oo 

Если Л.>!}:(f, J4), то m.>f, ,_(X) = O. СледоватеJJЪно, h,f((f, Х)< 
~h(f, d). 

-Покажем, что ~ (f, J4) ~ J., есдн m .>t. л (Х) - О; тем самым 
будет доказ а но, что h.;r(f, X)~~(f, d). Для чис.r1а 1., об .r!а 
дающеrо указанным FIЫWe сво~rством, существует такое 
счетное накрытие ~={Е1} пространства Х, что D.>f(~. Л.)< 1. 
EcJJи щ. ,"( (Et) < оо, то можно счнтзть , что множество Ei 
открыто (существует открытое множество F; :::J Е1 , для ко
торого D,;t (F;) = Dл (Е,)). Множества Е1 , д.rrя которых 
ni ,.,_ ( Е1) = оо , можно замеинть открытыми множествам и 
таю' "' образом, ч7обы величина fJ,f((/t, Л) осталась ме•sьшеА 1 
(хотя она может nрн этом возрасти) . Поскольку простран
~тво Х компактно, nок(1ытне ~ имеет конечное подпокр~Тif Е' 
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~ 00 

L L ехр(- Лп, . .rz (D
11

, • .. , D1 ))= L D.д(.fl>, Л)lt < оо, 
$-1 /!' ... ' l s s k=J 

s 

где n1 of: (D1 , •. . , D1 )= L п1 A(D1 )· • 1 s r~] ' , 

Пo.rroжttм 

C(DJ1, ... , D1.s)={xEX: f1rxED1, для любого rE[l, s], 

где t,=n,,..f(D11)+ ... +пf. A(D1,_ 1)}· 
Тогда C(D1/ • •• , D1J<.st,, ,. nрн n~nt . .R-(D1/ ••• , D1J 
Еслн М= mfx п1 .. " (D1), то набор м ножеста 

fC(Di
1

' ... , D1J s~l, n1.,fl (D11 , .. . , D19)E[n, п+М)} 

образует покрытне nространства Х, nоi1.чннен11ое nонры
тню .54-1, ~· Следовательно, 

N ( .s4f. ") ,г'-п ~ 

~eм"L{exp(-Лn1,df(D11 , ••.• D1J)= n1.df(Dr
1

• ... , D1JE 

Е [n, п +М)}". 

Так как правая часть ограничена по n, то h(f • .st) ~Л. 
Это докаэателъство почтн совпадает с-доказательством 

Фюрстен6ерга [10, nредложение IТI . 1] и напоминает дока
зательство хорошо нзвестной теоремы из теорин и н:форма
uии [19] . 

Сформулируем теперь (без доказательства) несколько 
nростых свойств введенной энтропни. 

ПредЛожение 2. (а) Если отображения f1: Х 1 -Х1 и 
{2: х2 х2 тоnолога•tески сопряжены (т. е. существует такой 
го,..tеоJ.1йрфизм n: Х1 ->-Х2, •tто nft=f2:тt), то h(f1,Y1)= 
= h(fz, л (У1 )) для любого под.кножества У1 с Х1 . 

(Ь) h(f,f(Y))= l~(f. У). 

(с) h(f. 
1
Q

1 
Y~)=s~p h(f, Yt). 

(d) h (fm, У)= mh(f, У) при т> О. 

Рассмотrим пример. который стимулировал n05IBЛetшt. 
этой статьи. Опрелели м отображение f: S 1 - S 1 формулой 
f(z) = zn. Если У - замкнутое nодмножество окружности 
и f(Y) с У. то хаусдорфова рэзмерпость множества У удов-
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летворяет соотношению hd (У) = h (f 1 У) flog n. Этот результат 
был получен Фюрстенбергом [ 10, предложение III. 1]. Изве
стно, что для эргодической f-ннварнаитной вероятностной 
меры IA· на окруж•JОсти S 1 имеет место равенство !td ( G (!А)) = 
= h11 (f)/log п, где G(fЛ)- множество тнпнчных 1) точек д.'tЯ 
меры~ (Коулбрук (7]; см. также [3] н [9) ). Иэ nрнведенных 
выше двух формул могло бы вытекать равенство hJJ.(f) = 
= h(f, G (Jk}), если бы его правая часть была корректно 
оnределена для некомпактноrо множесПJа G(J.L). Промежу
точный объект- хаусдорфова размерность- послужил мо
тивом для введенного выше определения энтропии; нз тео

ремы 3 следует, что желаемое равенство сnраведливо для лю
бого неnрерывного отображения компактного метрического 
пространства. Отметим, что в другом асnекте результаты 
статьи Коулбрука (7] были обобщены К. Знг~ндом (20]. 

2. ТЕОРЕМА ГУДВИНА 

В этом nараграфе мы обобщаем одну теорему Гудвина 
[13] . Пусть [: Х-Х- неnрерывное отображение. Обозначим 
через М (f) множество f-инварнантны.х борелевских вероят
ностных мер на пространстве Х. Определение энтропии h" (f) 
см. в [4] нлн [14). 

Теорема 1. Л усть f: Х-Х- непрерывное отображение 
компактного м.етрич.еского пространства и ~L Е М (f). Если 
У с Х и ~(У)= 1, ro hJJ.(f) ~ h(f, У). 

Лемма 1. Пусть а- такое конечное борелевекое разбие· 
ние пространства Х, что любая точка х е Х содержится в зa
lrlыxaнuu на более че..н М элементов разбиения а. Тогда 

h~(f, a)~h(f, Y)+logM. 
Доказательство. Для любой точки х е Х nоложим /,.(х) = 

= -log ~(А), гл е элемент А Е а,," содержит точку х. Из 
теоремы Шеинона- Макми.'lлана- Бреймана [14)2) выте
кает существованне 11-ннтегрнруемоft функции 1 (х), для ко· 

торой / ,l (x}/n->/(.x) поч.тн всюду н a-~J(x)d!-1-=h~(f, а). 
Для .т1юбоrо б > О миожество У G = {у Е У: 1 (у)~ а- б} 
имеет положительную меру. По теореме Егорова существует 
такое N, что множество 

Y&.N={ye:Y11: lп(Y)fn";i::a-2fJ \fn~N} 

имеет положите.rtьную меру. 

1) Овреде11енне 'Пt l l H 'IliOn rачюr rrpнDeд-e 10 ннже в § 3. - Прим. ред. 
7) См . также [4] . - Прщ~. ред. 
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Пусть d- конечное открытое покрытпе пространства Х, 
каждый элемент которого пересекаетсn не более чем с М эле
ментами разбиения а . Предподожнм, что снетема мtюжеств 
fff = {Et} nокрывает множество У, nрнчем DOJ! (Ei) ~ e- .v. 
Если элемент ~Еа,, ll r,.-!(Et) пересекается с множеством Уб.N, 
то Jl(~):::;;:; ехр ((-а + 2б)п1. д (Е,) ). Поскольку пересечение 
Ei n У6. N покрьrваетсн не более чем M"f, uf (Et) та.кнМ ii эле· 
ментами, 

J.1 (Е1 n У~. лr) ~ ехр (n, , л (Е1 ) (log М- а+ 26)). 

При Л=- log М+ а- 2~ имеем 

Dиf(ft, Л)= ~ехр (- Л.пf. д (EJ) ;;;;з: ~ J.1 (Е, n У6, н)~ J.t (У~. N) ' 

ПосКОJfЪКу это верно для тобон снетемы множеств, 
т л,,. (У) ~J.t(Y6. н) >0. Смдовательно, h (f, У} ~h,f( (f, У)> Л.= 
= -log М+ а- 26. У стрем ля я б к О, получаем требуемое 
рвержденне. 

Лемма 2. Пусть .91-- кохе•tН.ое открытое покрытие про
стран.стоа Х. Тогда для каждого n >О существует такое ко
неttн.ое борелевекое ра:'jбиен.ие а,. пространства Х, что fka. ,. < 
<.91- для любоео RE(O,n), причем н.е более че .. и n·cardSIJ.. 
заАtыканий элеАtеНтов разбиения a.n trtoгyт иметь общую точку. 

ДоказателlJство. Идея этой деммы nрннадлежнт Гудвину 
(lЗ) ; приведеиная выше формулировка имеется в 115] . Пусть 
.91-= {Ar , . . . ,Arn}, и пусть g1, ... , gт-раз6н~нне единицы, 
нод'lиненное nокрытию .sl/. Расс~ютрнм отображение G = 
=(g,, ... ,gltl) : x-sm- lc:Rm, где Sm-1 есть (т - 1) - мер
пый симплекс. Множества Ut, ... ' и". , rде Ui = {~Е Sm - 1: 

х, > 0}, образуют открытое покры'iне симnлекса s",_, и 
G- 1U1 с Ai. Так как множество (Sm-t)n является (n.m - n.)· 
мерным , существует такое конеч:пое борелевекое разбиенне 
а: множества (sт-r )", что не более чем nm замыканий эле
ментов этого разбиеюш имеют общую точку, причем каждый 
э:rемент разбиения а;. .1ежит в некотором множестве вида 
Uc Х • , . Х U; • Утверждению леммы удовлетворяет разбие-

' n 
нне а" =L -la~, где L = (G, G о [, ... , G "r -1): Х ~(sm-l)п. 

Лемма 3. Для любого ко1ш•tн.ого борел.евского раэбиен.ия ~ 
и для любого е> О существует такое открытое flокрытие d, 
•!то для любого кон.еt1н.ого борелевекого разбuен.u.я а < ,sl/ 
имеет Аtесто Ju:paвelicтвo Н 1~ ( ~ 1 а.)< s. 

Доказательство. Пу<.:ть ~ = {81, . . . , Вт} . Существует та· 
кое 6 > О, что: 
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если существует борелевекое раз6иенне {С1 , ... , Cm}, ко
торое является укруnнением разбиения а. н для котороrо 

L J!(BtПC1) <6, то H .. (~ l tt) <е 
i~l .. 

[ 4, теорема 6.2] 1). Выберем компактные множества К, с 81 
таки.м образом, чтобы J.L(B1 ". Kt) <б/т. Пусть s4 - открытое 
покрытие, каждый элемент которого nересекается ие более 
чем с одним множеством К;. Бvдем считать. что э.1емент А 
разбиения а.-< d входит в множество С;. если А n Kt ;;f= 12$ , 
а если А n U К;= g, то включим его в произвольмое множе-

' ство С1. Прн таком опредс;Jенин С,П.Кt=0. если i=/=j, и 

L J!(BlПCJ)<Ltt(BI '\ KI) <б. 
1+ 1 i 

Доказательство теоре.мы. !. Пусть р- конечное борелев· 
ское разбиение nространства Х и е> О. Пусть .9t н а.,.- та
кие, как в леммах 3 и 2 соответственно. Тогда 

hiJ(f, ~)=n- 1h~L(f", ~f.п)~п-f~L(f", att)+n - 1 H,,(~f,n\a,.)~ 
n - ! 

~ ~~-! [h (t", }') + Iog (n card d)] + n- 1 L Н,. (ГI!~ 1 ап) ~ 
..t-0 

п-1 

~ h (f. У)+ п-' log (tz card d) + п-' L н~.~- (~1 fkal$) ~ 
k=O 

~ 11. (f, У)+ п- 1 log (n · card d} + в. 
Здесь 6ылн исnользованы леммы 1 и 2 н некоторые свойства 
энтропии (см., например, [4) н [14]): 

hj.l. (f, 'l) ~ hj.l. (f. s> + н 11 <,. 1 s). 
н,~ (r'l V Yl s) ~ Hu. {r'll s) + Нр (YI ~). 

н~ (Г''ll Г1s) = нj.l. (f] 1 s). 
ДJJя завершения доказате.'lьства теоремы достаточно перейти 
к nределу nри n-+ оо 11 е-+ О. 

3, ТИПИЧНЫЕ ТОЧКИ 

Множес-тво М (Х) всех нормпрованных бореленских мер на 
компактном метрическом 11р0с1ранстве Х, снабженное слабой 
тоnолоrней , является комnактным метризуемым прос-тран-

1) Действительно, nри достато<JRО малом ~ разбиенче, nнв.уuироаа11ное 
разбиением ~ на каждом э.~еменrе pлзбiiCIШJI а, близко (в пространстве 
раэбненнИ) к трнона11ьному разбнен:иJО v.- Прrlм.. перев . 
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ством (см . (18} 1}}. Еслн ~~п-!1. то lim!.l,t(V)~ ~t(КJ дл я .'II0-

6oro открытого множества V н комnактного множества Kc:V. 
Для ilюбой точкн хе Х обозна 411м через J.L.r нормированную 
меру, сосредоточенную в точке х. Для любого нелрер ывноrо 
отображения f: Х- Х 11оложим 

V..r;, n = n -1 (~~х + ~tfx + . . . + ~~,п-t.:). 
Пусть V1 (х)- множество всех nредельных rочск nОС!Iедова
тельности /Lx, " в nрОСТ[)аt•стве М (Х). Тогда V1 (х) 7: 0 н легко 
проверить, что V; (х) с М (f). Точка х называетсн 1ШЩ1t/ЮЙ 
для меры Jl, еслн V1 (х) = {Jl} . Наш основной результат со· 
стонт в том, что lt (f, G (~t)) = ftu.(f) для эрrодrРiеской меры ~~ 
н множества G(~t) ее тиnиqных точек. 

Назовем вектор р = (р 1 , ••• , Рн) N-распредt:ление.ч, есди 
N 

L р, = 1 и р1 ~О; положим fi (р) = - L Pt log Р: · Пусть 
,_, 1 

а=(а1 , • •• , а 111)Е{1, ... , NY'; положим dista=(p1, ... , PN), 
где р1 = т-1 (число тех j, д;rя которых а1 = i) . Ес!!И р и 
q- два N-распреде.llения, ТО 1 р - q 1 = Jn~X 1 Pt- llt r. 

' .ТJемма 4. Пусть 
R.(N, т, t) = {ae:{l, ... , N}m: fl(dista)~t}. 

Тогда при фиксированных N t1 t 
-1 
lim -log card R. (N, т, t) <. t. 
т~оо т 

Доказательство. Для любого N·расnределения q и чис.~а 
а Е (0, 1) рассмотр н м множество 

Rт(q)={aE{l, ... , N}'": !q-distal<a}. 

Пусть 11- инвариантная относитепыю сдвига Бернулди мер~ 
13 пространстве последовате,l)ьностей L.N = { l, ... , N} z со ста
uионарным расnредедением q' = ( l- a.)q +а.( 1/N, ... , 1/ N). 
Каждому вектору а Е R.m (q) соотвсrствует некоторый nн
Jtиндр Ca c:EN. Так каs \q-dista \<a.. то чис:ю символов i, 
входящих в вектор а, не nревосходит (Qt +а) т. Поскольку 
вероятность сииво.1а i равна q; = (l -а) q1 + afN, то 

li 

~t (Са)~ ц cft(qt+o.) "'. 

:У tJИТЫВЗЯ, •JТО ЦИЛИНдрЫ Cfl Ие пересекаЮ1'СЯ И суммарная ИХ 
мера не больше 1, nолучаем 

1 ~card Rm (q) Пq~(qi+n)m. 
1 

1) А также [22, стр. 254) - Прим.. ред. 
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Логарифмируя это Нt'равенство, находим, что 

~ Jog card Rm (q) ~ L [- (qL +а) 1og q;] < 
1 

~Н (q') + L ( 1 q~- q/ 1 + а) 1 log q~ 1· 
i 

Тз к к.ак q; ';3 ajN, то jlogq; 1 ~ log N- loga; кроме того, 
lt(,- q, 1 = 1 a/N- a.q1 j ~ 2а. Поэтому 

т- t log card Rm (q) ~Н (q) + 3aN (log N -Iog а). 

Функции Н ( q) равномерно непрерывна no q и а log а- О 
nри а- О. С:rедоватеJrьно, для любого в> О при достаточно 
малом а > О имеем 

т-1 log card R.m (q) ~ Н (q) + в 
для любых т и q. 

Как только а зафикснровано. можно найтн такое конеч· 
иое множество N-раслределеннй Q, для которого 

(а) Н((/)~ t, еслн qeQ, 
(Ь) если Н ( q•) ~ t, то 1 q•- q 1 < а для иекотоооrо q е Q. 

Тогда R. (N, т, t} с U R.,.~ (q), 
qeQ 

т-1 Jogcard R. (N, т, t) ~ т-1 log card Q + (t +в). 
Устремляя т к оо, а затем е к О, nол)•чаем доказываемое 
утверждение. 

Рассмотрим теперь покрытне ~ = {В 1 , ••• , Вы} множе
ства Х. Назовем п-выборкой для точки х (no отношению 
к nокр:ытию~ н отображению f) набор множеств В=(В{, ... 

k - о 
... , Bt,1_JE~", ДЛЯ которого f (X)E8fk прн ker:[O,n). 
Любой п.-выборке соотnетствует некоторое N-расnределение 
q(B) = dist(i(), .. . , iп-t) . Обозначим множество таких распре
делений , соответствующих раз.'l ичиьtм п-выборкам ДJrя точки 
х, через Dist 11 (x,n). 

Лемма 5. ПредположиАt, что f: Х-Х- непрерывное ото
бражение топологиttеского пространства, ~-открытое по
крытие пространства. Х, ~- кон.еttное п.окрытие простран.· 
ства Х и М- натуральное •ш.сло, для которого f1:~-< !1 при 
k Е [О . М). Для любого t ~ О r~оложюt 

Q(t, ~)={хеХ: lim (iпf{H(q); qeDist~(x, n)})~t}. 
1~ 

Тогда l1я (f, Q (t, ~)) < f/M. 
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ДоiСазаrел.ьство. Пусть N = card ~ и е> О. В соответ· 
ствии с .1еммой 4 существуе-г -такое т~. '!ТО 

card R (N, т, t +е)~ е"' tt+2al 

д.1я .1юбого т~ mz. Так как при бO .. lbШl-IX n множество 
Distp (х, п) слабо зав н сит от нескольких последних образов 
fi(.x), а функuня fl(ц) неnрерывна по ц, то 

lim (inf {Н (q): q Е Dist13 (х, mM)}) ~ t 

для х Е Q (t, ~). Пусть !}n (х) = (8;
0

, ••• , В,11 _ 1)- некотор.ая 
п-выборка с распредедеиием q (х, n), миннмизируюшнм фую<
uню Н (q) на множестве Dist11 (.х, п). Положим ДJlЯ k Е [0, М) 

Qk (х, т)= dist {i.нrм: r Е [0, т}}. 

Тогда q (.х, тМ) = ,~1 L Qlt (х, т). Из вогнутости функции 
k 

H(q) следует, что H(qk(X,m))~H(q(x,mM)) для некото
роrо k (завнсящеrо от х н т). 

Зафиксируем теперь любое fn<J ~ тг. Пусть m ~то и k Е 
Е [0, М) ; nоложим 

S (т, k) = {х Е Х: Н (qk (х, т))~ t +в}. 

Тогда Q (t, ~)с U{S (т, k); т;>- то, kE [0, М)} . Предnоложим, 
что х Е S (т, k); тогда последовательность а (х) = (ik, ikн.i, .. . 
, •. , i.нcm-I>M) nрннадлежнт множеству R(N, т, t +е). Введем 
обозначение 

А,.(х, m)={yeX: f1yEB11 при je[O, k) н 

fk +rMY е; B1~:+rrn при г Е (0, т)} . 

Множество f'A"'(x, т) nри J{ЗЖдом J е [0, mM) содер
жится в некотором эпементе разбиения р. Следовательно, 
D11 (Ak (х, m)) ~ е-тм . Положим 

E(m0)={A11 (x. т): xES(m, k), m~rno, ke:[O, М)}. 

Множества $(то) nокрывают множество Q (t, ~) . По
скольку ДJIЯ .пюбоn точки ·'е S (т, k) существует ие более 
чем (card~)"'·cardR(N,m,t+e) раэлнqньrх множеств 
Ak(x,m) , то 

D~ (~ (111{1), {t + Зг}/М) ~ 
~ L (catd ~)11 

• c~rd R (N, т, t + s) е-т (t+~) ~ 
/о е; [О. Ml 

m:;;..mo 
~ (card ~)M- I L e-ma. 

m~mt 
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Эта величина стремится к О пр н rno ~~ оо, nоэтому 
~. \t-+~•IIM (Q (t, ~)) =О н hя (f, Q (t, ~)) ~ (i + &)/М. Переходя 
к пределу nри е~ О, получаем треt;)уемый ре
зультат. 

Теорема 2. Пусть f: Х ~ Х- непрерывн.ое отображение 
коАmактн.ою ,нетричсского простран.ства. По.д.ОЖШ4. 

QR(t) = {х Е Х: 3J.l. Е V1 (.х), такое , •tro h~'-(/}~ t}. 

Тогда h (f, QR (t)) ~ t. 

Доказате.л.ьстоо. Пусть fЛ- конечное открытое ПОJ\рытие 
пространства Х н а - борелевекое разбиение пространства Х, 
эамыкаи ин элементов которого содержатся в элементах nо

крытия fЛ. Зафикс11руем е >О и введем обозначение 

Wв(М)= {хЕ Х: 3J.l. E V, (x), такое, что (1/M)HJJ.(O-f.м.) < t+e}. 

Пусть h11 (/) ~ t; так как 

M
lim ~ Н J,l (а.;, м)= h11 (f, а.)~ lLv. (f), 
-+ с>.> 

то ( 1 /М) Н "'(а,. м}< t +е для некоторого М. С.rтедовате.'lьно, 

QR (t) С. ~ W е (.М). 
Зафикснруем теперь чнсло М н положим а., , м = {Е1, ••• 

. . . , Ем} . Выберем открытые множества U; ::::J Er такнм обра
зом. чтобы f"U; <~ nри kE[O,M), и обозначнм ~ = 
={UJ, .. . ,Uм}. Покажем теперь, что We(.М)cQ(M(t -t
+2~;),~). Рассмотрим точку xeW.(M) и меру ~tEVr(x), 
дЛЯ :которой (1/M)H(a.r . м) <t+t. Обозначим q'= 
= (J.l.(Et) . . . . , f.L(Eм)) и выберем такое б> О, чтобы 113 иера
венства 1 q - q'l < 8 следовало неравенство Н (q) ~М (t+26), 
Выберем компактные множества Kt с Е1 так, чтобы 
J.1 (Ei \ Ki) < б/2N, и тз кие 1н.шересекающиеся открытые мно
жества Vi, что U, :::J ~~~ :::J К1. Пусть В" (х)Е ~"- некоторая 

п-выборка для точки х, так что В1~-Ut, если f"'x Е V1. Так 
как fL Е V1 (х), то существует такая последователыюсть на
туральных чисел 11 1• что J..L. --+ J.1. прн rц ~ оо . Для больших J 

~. "1 
имеем 

J..Lx. ,.
1 
(V1) ';i:!: fL ( К1) - bf2N 

при любом i. Обозначим ql = dist !!п1 (х) = ( q{ , ... , qfv); тоrда 

qi ~ J.1. (К1)- 6/2N "";?-~,t(E;)- 6/N. По:7тому 1 ql - q' 1 ~б и 
Н (q1) ~М (t + 2е). С.IJ.едовате.::tьио, х Е Q (Л·-'1 (1 + 2е), ~). 
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Из леммы 5 оытекnе·г. что h:t~ (f, W ,_ (i\--1)) ~ 1 + 2в. В соот
ветствии с nредложением 2 (d), h:в (f, QR (/)) ~ t + 2е. У стрем· 
ляя е к О н меняя локрытне 111, подучаем доказываемое 
утверждение. 

Следств11е. Пусть f: Х-+ Х- непрерывное отображение 
/СО,ftflактн.ого /.1етриr<еикого простращтва. Тогда 

!t (f) = sup h~, (f). 
J.I- <S M lf) 

Докпэательство. Пусть t=suph~(f). Так как Vt(x) o:F 0 

" д.ля любой точки хеХ, то Х QR(t) и lt(f)=h(f,X)~i. 
С другой стороны, no теореме Гудвина {теорема 1) h (f) ~ t. 

За.н.ечание. Этот результат известен; он бы.'1 получен 
раньше в [8] для конечномериого случая и в (12] для ком
пактных хаусдорфовых nространств . 

Теорема 3. Пусть f - непрерьtвное отображение компакт
ного метрического пространства в себя и !"Е М([)- эргоди-
ческая мера. ПустtJ G (JJ.) - .множество тип.ичны.х точек 
~rtepы. J.L, т. е. --

G (t-t) = {х: V1 (х) = {~t}} . 

Тогда lt (f, G (~-t)) = hiJ. (J) . 

Доказательство. Из эргодической теоремы следует, что 
!l(G(fL)}=l . По теореме 1 h(f,G(!J.))~h..,.(f). Так как 
G(J.t)c:QR(h11 (f)), из теоремы 2 лолучаем обратное нера
nенство. 

4. НОВЫЙ ТНП СОПРЯЖЕННОСТИ 

Два гамеаморфизма f: Х .-.. Х н g: У-+ У назовем эн.тро
tzийно сопряжен.нь,м.и, еслн существуют такие подмножества 

Х' с: Х и У' с У, что 

(i) множества Х' и У' являются боре.'Iевскнми, 
(ii) f (Х'} с: Х' , g (У') с: У', · 

(iii) h(f, Х "-Х') < h(f), rt(g, У У')< h(g}, 
(lv) гомеоморфнзмы f 1 Х' н gl У' тополоrически соnряжены. 

К сожалению, nо -видимому, это ие отношение эквивалент
ности. 

Пре~ожею1е 3. Если гомеоморфuЗ/.1Ы f и g ком.п.актньtх. 
метрических простран.ств эн1ропшZн.о conpяжeн.tJt, то /1 (f) = 
= h (g). 

Дока:штельство. Пред.положю1, что J.t Е М (f) и h..,. (f) > 
> h (f, Х '\ Х'). Поско,1 ЬК)' мера J1 является /·инвариантной 
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н f (Х') с Х', С)'ществует такое подмножеС'Гво В с Х"- Х', что 
1.1 (В)= 1.1 (Х '\. Х') н f (В)= В. По теореме 1 1.1 (В) < 1. Положи м 
!Jх•(Е)=1.1(ЕПХ')/1.1(Х'). Тогда J.tx•=!-.1. (если J.&(X') = l) ttлн 
1.1 = 1.1 (Х'} J.tx· + 1.1 (В) 1-'-в · Во втором cJJyчae J.tx'• !Ав Е М (f) н 

h~ (f) = J.t (Х') h~, х · (f) + J.1. (В} h.".
8 

(f). 

Из теоремы следуе-г, что hliв (f) ~ h (f, Х '\ Х'} < hll (f), 
поэтому ~х· (f) ~ h.". (/}. Если !Ах' = ~-'• то, конечно, ~·х· (f} ~ 
~ hv. (f). Так как 1-'- х · (Х') = 1, из тополопtческой сопряжен
ности rомеоморфнзмов f 1 Х' ~~ g 1 У' вытекает существованне 
такой меры v на множестве У', для которой динамические 
снетемы (g, v} и (/, J..lx·) сопряжены; в частностн, 

h,. (g) = hl' Х' (f) ~ hv. (f) · 

Из теоремы Гудвина сдедует, что h(g) ~ hv.(f). Применяя 
теорему Динабурга- Гудмана (см. выше еледетвне тео
ремы 2), можно сделать ветtчнну h 11 (f) сколь угодно близ
кой к энтропии /1 {f) (в этом слуt:сае h.". (f) > h (f, Х ""'- Х')). По
лу 'Iаем h (g) ~ h (f) . В силу симме'Грии аналогичным спосо
бом можно покаэать, что h (g) ~ h (f) . 

Существует естественным K.'Jacc rомеоморфнзмов, д.rrя ко
торых могло бы быть справедлнво обращение предложения 3. 
Пусть ~n = П {1, . , . , n}; определим преобраэование сдвига 

z 
u,.: ~"-+ ~"' лолагая 

x=(xt). 
Отображение crn является гамеаморфизмом компактного мет· 
ризуемого nространства ~n · Пусть А -матрица порядка n, 
состоящая из нулей и еднннц. Обозначим 

l:n (А)= {(xt} Е l:n: A xi"l+ 1 = 1 Vi}. 

Отображение а11 1 ~n (А) является гомеоморфпзмом компакт
ного nространства. 

Гипоте3а. ПредпО.'JОЖн м, что гомеоморфизмы an 1 }.;11 (А} 
и tlm 1 'Zm (В) топо.rrоrИ'Jескн леремешнвают 1) и имеют одина
ковую топологнческую 9НТроnню. Тогда они энтролий но со· 
пр я женЫ. 

Эта гнnотеза имеет отношение к символической динамике 
для днффеоморфtiЗмов {см. [2], [1 б), jбl). Из результатов 

L) Это уеловне S/ффектиDно 11роверяетсн. Оно экви1.1апеиrно тому, что 
некоторые стененн матрнu .4 и В состоп т из nоложн re,oJьHЬLx. эле&t~ктоо, 

См. n. 4 добав.оiения.-При.ч. ред. 
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работы [6] 1 ) следует, что оrраюrченне А-днффеоморфизма на 
множество неблуждающих точек энтропийно сопряжено 
сдвнrу в некотором пространстве ~n(A) (который называется 
топоJюrнческой марковекой цепью) . Способ кодирования из 
[2] nоказывает, что сформулированная гипотеза выполнена 
д.'l.я топологических марковених цепей, соответствующнх пl 
пербо.1 нческим автоморфнзмам тора Т2• Это кодирование быJю 
нсnользовано в [2] для доказательства того факта , чтоэнтро
nия 1rв.~яетс я по-1ным инвариантом для К.'Jассификации таких 
отображений тора Т2 с точностью до метрического изомор
физма ; Фридман н Орнстейн [11] rrрименилн это кодирова
uие с той же целью . Введение энтроnийной сопряженности
это попытка прояснить тоnологическое содержание коднро

вания Ад:tера - Вейrа (см . [21 , проблема 3]). 

ПредложеНttе 4. П редположи.м, •tто f и g- эн.трrтийн.о со· 
пряжеюlые гомео.~r~орфизмы ко,нлактн.ых метршiеских про
странств. ГО.Аiео,н,орфи:нt f обладает свойством едuн.ственности 
меры Аtаксимальной энтропии тогда и только 1·огда, когда 
ЭТ/.l.М rвоuством обладает го.меоморфизм g. 

Доказательство этого утверждения аналогично доказа
тельству пред.'lожения 3. Свойство единственноСiи меры мак
симальной энтропии [ 17] означает, что существует единствен
ная мера ~-tEM(f), дJIЯ которой hJJ(f)= h(f). 
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ДОБАВЛЕНИЕ 
СИМВОЛИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА 

И ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 

В. М. Але~tсеее и М. В. Якобсо" 

ЧАСТЬ 1. ОСНОВНЫЕ nОНЯТИЯ СИМВОЛИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ 

1. Под символической динамикой поннмают обычно тот 
специа.'lьный раздел общей теории динамических систем, 
в котором изучаются каскады и потоки, пороJJ{Денные rомео· 

морфизмом сдвнrа о в раЗJIН'ШЫХ пространствах ~ последо· 
вательностей 

(1.1} 

где (t),.- буквы некотороrо алфавита !е; a{(J),.} = {(t)n+1}. 

Коrда же говорят о методах сtиtволической динамики, то 
имеют в виду изучение проиэвольных динамических систем 

пр1-1 помощи симаодических модеJ!еЙ, в которых последова
тедыtости ( 1.1) соответствуют траекториям нзучаемой си
стемы, а отображен-ие о - некоторому сдвнrу вдоль этнх 
траекторий. В частности. методы ениволнческой динамики 
оказываются применимым-и в качес-rвенноi1 теорни дифферен
циальных уравнений, rде рассматриваются гладкие системы 
на гладких многообраэиях, хотя сама по себе символическая 
дищ1мнка большей частью имеет дмо со unoJJ иe несояаными 

нульмерными пространствами, rомеоморфными канторову 
множеству. 

Наиболее эффективными ме·годы символиqеской дниэ.микн 
оказываются n тех ситуациях, rде изучаемые детерминнро· 

ванные снетемы обttаруживают аналогию со случайными про
цессами. К настоящему временtt накопился ряд примеров 
н даже целые классы дннамнческих систем, в том числе 

п с конкретным физнческпм содержанием, которым nрисущн 
tJерты «квазнслуqайного:$ по13едеtiия и для опнсания которых 
удобно пользоваться топологическими аналогами некоторых 
nонятий вероятностиого происхождения. Подчеркнем, что реqъ 
здесь вовсе не идет о рассмотрении моделей, в которых эво
люция явно или неявно подвержена воздеlkтвню Случая 
(в виде СJiучайных nараметров, случайных нача.'i.ЬИЫХ yc.'IO
Bt!Й или случаl\ноrо внешнеrо шума). Мы по·прежнему ос
таемся в рамках математического детерминизма, т. е. един· 

© «Мнр:., 1979 
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стоениости решен ия зад.ачн Кошн. Каким же образом 
в строго детерминированяой системе может возникнуть ана
логия со случанным npoueccoм и, в частности , с марковекой 
цеnью? 

Начнем со следующего простого рассуждения. Пусть на 
фазовом nростра нстве Х действует динамическаn система 
с дискретным времеием (каскад) {f"'; n Е Z}, nорожденная 
отображеннем f: Х-Х. Эта система строго детерминирована: 
задав точно начальное состонине хо, мы однозначно опреде

ляем траекторию Xn = f"xro. n. Е Z. Предrю.1ожим теnерь, что 
мы наблюдаем за системой, регистрируя показанtJЯ векоего 
nрибора, который, обладая ограниченной точностью, может 
показывать только конечный набор зна•Jений 1, . . . , т; дру-

"' rими словами, Х = U Е1 н при х е Е; прибор nоказывает 
1-1 

зиаченне i. Множества Е; моrут, вообще говоря, nересекаться 
(«стрелr<а nрибора стоит между дедениями») , но эту воз
можность мы nока не будем принимать во внимание. 

Пусть ffio- на чальное гюказание прибора , r. е . XD Е Е<,.,. 

Через время t образ ft Ew, множества Ew, может оказаться 
весьма вытянутым ti может nересеtсаться более чем с одним 
н ::~ множеств Е, . Поэтому результат наблюдсння в момент t 
значением оо0 определен неоднозначно. Произnшда кажущая
ся потеря л.етерминязма, вы~ваrтая не вмешательством Слу
чая , а нашнм nредnоложением о вевозможности точного 

определения положения фазовой точкн . 
Регистрируя показания прибора для всех моментов вре

мени, мы получаем отображение 1р : Х- };, сопоставляющее 
точке х последовательность (i. l) так, что 

-ф(х) =w= {(011} '**' fnx Е Е ... ~хе= n гпв(JJ . (1 .2) 
н tJ n. 

Это соотн:ошеиие яв.1яется ключом к исследованию каскадов 
методами снмво.'JИческо1\ динамики. 

Конечно, рассчитывать на то, что 1р будет rомеоморфиэ
мом (в этом случае f н сдвнr rJ быди бы топо:юrнческн со
прsтженьr) , вообще говоря, ие приходится, хотя бЬI nотому, что 
nространство поСJJ едоватедпностей вполне несвязно, а в наи
более интересных случаях Х - гладкое ~ноrообразне. Все же 
при удачном выборе «прибора», т. е. множеств Е,, соответ
ствие (1 .2) может дать важную инфор:-.fацию о свойствах кас
када {f"}. В частности, основные результаты да н н ого сбор 
инка связаны с тем , что д.Л Sl некотороrо класса динамических 

снс1·ем удается .выбрать множества Bt, .. . , Em так, чтобы 
онн образова.ти «марковское разбиение». В этом случае рас
сматриваемая динамическая система обладает свойствами, 
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nрисушнми вероятностным марковским цеnнм н их топо.'lоги

ческ11М ааалоrа м. 

2. Сложность д11намнческой сJtстемы 11 энтроnttя. Последа· 
вате.льность -ф(х) nредставляет собой «эксnериментальные 
данные» о системе. Есл н в ней обнаруживается nростая зако
номерность , напрнмер если ова оказывается периодической, 
то мы не склоН!fЫ считать нзучаемую систему или по крайней 
мере траек7орию {fnx} случайной. Еслн же эта nоследова
тельность достатоrJно сложна н «непредсказуема», то есте· 

с1·веино приnисать изучаемой сис1·еме случайные- свойства. 
Разумеется, одна траектория {fnx} и отвечающая ей заnись 
показанин прибора 'ljJ (х} могут не быть «достаточно предста
вительнымн» . Поэтому в расчет доJJжны приннматься либо 
вся совокупность траекторий, либо особо примечател ьные 
траектории. Снач.аJJа мы рассмотрим первую возможность, 
стараясь охарактеризовать сложность системы. исходя иэ 

раз[iQобраэюt ее запаса фазовых '!'раекторий. 
Наряду с бесконсчt~ыми последовате.1ьностямн (1.1) мы 

можем рассматривать также н конечные nоследовательности 

(-слова), состаменные из букв алфавита ::Е . В соответствии 
с прави,,ом ( 1.2) с.1ово ФоФ1 • . • wн-1 длииы N отвечает 

Е n f-'в n ,-N+•в ТОЧI<е Х, e<:.lH Х Е ы0 (J)I n . . . "'N-I; СЛОВО НаЗЫ· 
вается доnустимым, если оно отвечает хотя бы одной точке. 
Чем бо.1 ьше раз.'lичных доnустимых слов, тем система с,rюж
нее. Поэтому простейшую возможность оценить с;южность 

динамической системы дает аснмптотика ч.нсла допустимых 
слов nри N со. 

1} Пусть ts = {Е,, .. . , Е т} - открытое покры7ие комnакта 
Х; f: Х - )- Х - непрерывное отображение. Обозначим 

~""={Еф0 . .. оо,\,-t=ЕООСJПГ
1 Е(,) 1 П ... nf- N+JE"'N-J (2.1} 

Ясно, что совокупность всех множеств нз f5N также образует 
открЬ!тое покрытие, nричем непустые множества как раз от· 

вечают доnуст11!11:ЫЫ с;ювам. Обозначим через k(~N) мнни
ма.'lъную мощность nодnокрытня, которое можно выбрать из 
$N («МИНИМа.'lЫIЬIЙ набор ДОП)'СПIМъlХ СЛОВ:~>), И пусть 

l• (f 1 В) = inf log ~gN) = lim log ~(BN) (2.2) 
N N~oo 

(сущес1·вование nредела обеспечивает известная лемма 
Пой я 1)). Наi<онец, пусть 

h (f) = эuр h (f 1 В), (2.3} 
1 

•) Лемма l.lB 1!3 [BI), 
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Эта величина называется топологической энтропией отобра
жения f: Х ->- Х. Введенная в [21], она интенсивно изучалась 
в послепшrе rоды. Обзор некоторых результатов в этом на
правлении см. в (А], з также в [9] . Предложенное в [t] 
опредеJtение «квазислучэйноА» днnамнческой системы ока
залось [6] эквивалентным неравенству h(fl Х) >О. 

2) Пусть теперь на nро<'Транстве Х оnределена нормиро
ванная бореJiевская мера /1• инвариантпая относительно f, 
а /К- измеримое разбиение. Тогда на множестве lffN допусти
мых слов длины N оnредел ено распределение веrоятностей 1 ) 

(2.4) 

и можно оценить разнообразие заnаса доnустимых с,>rов, 
а СJ!едовате,1ьно, н с.i1ожиость динамнqеС'коn снетемы прн ло
мощн энтропии этого расnреде~1ення: 

и 

Н (15"') =- L 92' (оо0 ... ФN-t) log 9 (<ио ... оо,.,._.). (2.5) 
:,N 

Теперь в napa.'IЛeJtЬ (2 .2)- (2.3) полагаем 

h (f 1 ~~")-. f Н (~N) - 1' fi (gN) 
JJ. ,«> -Ш N - Im N 

N .'l~oo 

hJI. (/) = S11p h!J. (f \ g') 
:; 

(2.6) 

(2.7) 

(ер. нача:ю § 2 в [61]) 1:1 по.1учаем оnределение Аtетрuческой 
энтропии по Колмогорову. 

Этот инвариант оценивает с.гюжность снетемы «В сред

нем». Доnустимым слова м, которые встречаются редко, nр н
дается здесь ма.1ый вес. Впрочем, если вероятности всех до
nустимых слов равны, то Н (fCN) = log k(~N) н форму.qы 
(2.6)-(2.7) лревращаются в (2.2)-(2.3) . Замеqате.ттьно, од
нако, что н в обшем случае между ~teтptt•recкoй и тополоrн
ческой зитрапней существует тесная связь, выражаемая ( [бj, 
[39)) равенством 

h (f) = sup h11 (f), 
~· 

(2.8) 

t·щ~ в nравой части sup беретсн no множеству всех иормиро· 
ванных бореленских мер, иi{вариантных относнтеJiьно f. Это 
равенство н связанные с ним БО11рось1 о сушествоваиии 

и едниствеtrностн меры f.t, для которой h (f) = hiJ. (f) (мера 

1) Читатель, несомненно. обратн.~ вrJИмание на nоявлсш1е Случая . 
Фактически ИЬI nредnолагаем , •• то на'Ча.пьная точка х~ ~ыбрана в Х cлy
Чllt!HO с расnреле.,еннем J.l. . Покэзання нamero <~:nри(юра" . . . CJJoWJ . . • ro~ ... 
обраауюr теnерь стаuнонар11 Ый случанный npouecc, 
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лtаксuАшльной ан.тропии), яв.пsнотся исходной точкой исследо· 
ваний, которым посвящены § [- 2 nервой статьи Р. Боуэна 
в данном сборнvtке. Другой руководяшей идеей послужш1.а 
аналогия с некоторыми понятиямн статистичесt<ой фнзнки, 
nриведшая к опреде.леиию так называемых гuббсовск.их мер 
([16]) . Соотношение (2.8) nолучается нз «Вариащюнноrо 
принципз» (теорема 2.10 из [Бl]), ecJJи положить qJ=O. 

Замечание. Еще одио опреде.пеиие топологической энтро· 
пни можно nолучить, если мы будем оценивать разнообразие 
траекторий рассматриваемой динамической снетемы nptl nо
мощи rюнятия е-энтропии (подробнее см . [6]). Известно 
также, что асимптотические свойства е.-энтроnпи связаны 
с хаусдорфовой размерностью пространства. В этой связи 
представляет интерес следующее утверждение. Пусть Х-
эамкvtутое подмножество в пространстве I;t. односторонних 
т-ичных последавате tьностей , инвариантное относительно 
rомеоморфизма сдвига а. Обозначим 'iерез М образ Х nрн 
обычном отображенин q>: ~;t. ~ [0, 1], определяемом равен-
ствоы 

00 

q> ({(J),.э> = I ;;;~ . 
п-1 

Тогда [38] 
Dim (М)= 11 (cr 1 Х) 

Н !ogm 

(cJJeвa здесь стоит хаусдорфова размерность). 
Оnределение тоnологической энтроnии через е-энтропию 

множества отрезков траекторий, а также конструкции, уnо
требителыше в теории хаусдорфовой размерности, следует 
нметь в виду в свяэн с последней статьей даиноrо сборника. 
где Р. Боуэн расnространяет nоиятне топологической энтро
nии на случай некомnюпноrо фазового пространства. 

3. С.-ожность индивидуальных траекторий. «Случайные» 
траекторшt. Обе энтрощtt1 , о которых шла речь выше, харак
теризуют с."Iожность всей системы в целом. В nротивоnо.1ОЖ· 
иость этому можно поnытаться оrtенить с.'1ожность ипдиви· 

дуальной траекторн~1. Пусть, наnример, {wn, n ~О}-запись 
показаниn иawero измерительного nрибора вдо.пь г1екоторой 
полутраектории рассматриваемой динамической системы . Мо
жем лн мы ответить на вопрос: случайна эта nоследователь
ность или нет? И сколь она сложна? 

Ответ на эти вопросы можно искать в определении слож
ности, предложенном А. Н. Колмогоровым ( (10] , [7] ) . Ниже 
приведено неформальrюе оnисан~е этоrо оnредеJiения, 
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Пусть $1-- некоторая вы•rнсm·Jтельиая машина (наnр имер. 
машииа Тьюринrа), в которую мы можем вводить .с про
t·раммъt», т. е. некоторые конечные слова из нулей и единиц, 
tt nолучать на выходе слова х некотороrо алфавита; длнной 
программы будем называть количество знаков в ней . Слож
tiОстью Ko/l (х) слова х относнтелъио машины st называется 
мtн1имал ьная нз длин всех тех nроrрамм, которые пе{tатают 

на выходе слово х (если таких nрограмм nет вовсе, то 

К.>( (х} = + оо). А. Н. Колмогоров доказал существование та
кой машнны 9.1, что для всех конечных слов х 

Ко/{ (х) ~к~ (х) + C..t, 

nричем константа Co/l зависит лишь от d , но не от х. Велн
чина K!R (х) и называется сложностью слова х по Кол1.юг.о
рову. Будем обозначать ее далее просто К. (х). 

Пусть снова f: Х-Х- иелрерывное отображение, а ~ = 
= (Е,, ... , Е т} -открытое rюкрытне комnакта Х. Отображе
ние 1р: Х- !;;;, определяемое формудой ( 1.2) , будет, вообще 
говоря, многозна•тным, так как элементы Е; покрытня моrут 
пересекаться. Обозначим через (1j>( x)] N множество началь
ных. отрезков длины N бесконечных слов, отвечающих точr.:е 
х, так что 

N-1 

o:JN==(I)offil ... (j)N_,E[~(x)JN<=>xE n Г,..Еt,). (3.1) 
n•Q n 

Аналогично оnределениям (2.2)- (2.3) и (2.6) - (2.7) nо
лагаем теперь 

Yt' (х, f 1 g') = lim i- min К. (l:)N) (3.2) 

н 

N-.oo (;JN S /<1' (x)JN 

:К (х, f) = sup :Ж (х, f 1 8). 
1 

(3.3) 

Последняя величина и называется сложностью траектории 
точки :t (в динамической системе (Х, f)). Это опреде.1ение 
и следующие да.'lее теоремы взяты из [2): близкое ко второй 
нз них утверждение, относящееся к бо.'lее частной ситуации , 
анонсировано также в [7]. 

Теорема 3.1. ИАtеют место неравен.стоа 

Yt' (х, f 1 g') ~ h(f 1 ~). .it (х, Л~ h (/) . (3.4) 

Теорема 3.2. Пусrь Х лJетрический компакт, а 1-1 - -эрго-
дическая ин.варuаитная нор.1щрован.ная борелсвс"ая лtера. 
Тогда. для почти осех х отпосительно меры J..t. имеет ,кесто ра· 
беНСТбQ 

(3,5) 
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Таким образом. наше представление об энтропии как 
о мере сложности подтвержкается. Если снетема об.f!адает 
мерой манснмальной энтропии, на ~<оторой достигается sup 
n (2.8). то в силу (3.5) существуют и траектории максимаJJ ь
ной сложности, у которых сложиость рапна топологнческой 
энтроnии системы (больше.й она не может быть в силу (3.4)). 
Оnн<:ание всех эргодических инвариантны х мер в рассматри
ваемой снтуации дает теория Крылова- Боголюбова . Тео· 
рема 3.2 nроливает дополнительный свет на устройство «эр· 
годи'1 еских множеств>>. 

Обозначим б к меру (делъта-функцню) 1 сосред.оточеииую 
в TO'JKe х, и пусть Vr(x) - :множество предельных точек 
(в слабой тоnо.'JОrии) nосдедовательиостн мер 

1 n {~% + ~tx + ... + б".- l.а:}· 

Кроме того, nусть Qx- множество rо-предельиых точек траек
тории точки х. 

Теорема 3.3. Имеют место нараsенства 

Х(х, /)~ sup h~<f)~h(fiQx). 
11 <= Vf(X) 

(3.6) 

Следствие. Если ~А-- эргодическая инварuатпная мера, 
а М 11 соответствующее ей эргоди•,еск,ое множество, 'ГО для 
всех х Е М 1! справедливо неравен,ство 

:lt(x, f) ~ hl! (/). (3.7) 

Действительно, здесь V1 (х) состонт из одной меры f.t· За
метим , что, как указывает сам Боуэн, стимулом к написанию 
[Бб] явилось желание nолучить равенство /t"{f) = ft(fiMJ.~.) 
(MJ-1., вообще говоря, ие замкнуто). 

Т. Камае 142] предложил считать сложиостью траектории 
то•rюr х срекннtt tJ.'Jel1 в (3.6). В частности, ес;rи h 11 (f}= О 
для JJIOбoA ~~Е V1 (х) 1 то он называет траектор ию детер:ми· 
нированной . Не оспаривая nос.1еднеrо, за r.tетим все же, что 
левое неравенство в (3.6) может быть строrнм . Де.1о в том, 
ч-то энтропия выявляет лишь те закономерности, которые свя· 

заиы: с 'rастотными характернстнt(ами траектории (наnример, 
с частотами попадания в элементы понрытия /!). Однако 
в трасt(тории могут прнсутствовать и другие закономерности, 

благодаря которым она становнтс~r простой. Рассмотрим, на

пример . дииамическую систему (~:i . о) (одиостороншою то
пологическую схему Бериу;Jли). Построим точку (бесконечиое 
слово) следующим образом: 

(!) = о 1 00 о 1 1 о 11 000 00 1 о 1 о 1 00 о 1L 1 о 1 11 о 111 ..• 
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(пробелы оставлены только дJJЯ удобства). Здесь подряд вы
писаны конечные слова дnончноrо алфавита, сначала длины 
один, затем длины два и т. д. Прн фиксированной длине слова 
сначала идет слово О . . • О, затем в лексииоrрафическом nо
рядке слова с одной единицей, зDтем в том же порядке слова 
с дву.~>tя единицами и т . д. Можно nока зать, что сложность 
траектории {CJ"liJ} ~той точкп равна ну.1ю (его отрезки длины 
N восстанавливаются nрш·раммон длины nорядка log N). В то 
же время Va (ll1) состоит из одиой меры на Y.i (бернул.~ие
оой), дJIЯ которой все вероятности (2.4) равны 1J2N. Д,1я 
этой :~.tеры h11(cr) = log 2. Попутно мы убеждаемся , что е~лго
ритмическая сложность траекторий де/kтвнтепьно дает но
выА топологический и~шариант, ис сводящнйся к энтропии. 

В том же круге идей лежит н воnрос о том, когда траек
торию дннамнческон снетемы следует признать случайной. 

Ограничимся эдесь рассмотрением системы (~;i;. о)- отобра
жения слвиrа в пространстве т-и'IИЫХ последователыюстеft. 

Пуст!, на}:~ задана а-инварнантная вычислнмая (см. (7]) 
мера fJ, например бернуллиева мера. Следуя идее А. Н. Кол
могорова, Мартин -Лёф (47] nоказал, что существует такоn 
«универсальный тест», что еслн последовательность 1:':J = 
= {rоп; n ~О} удовлетворяет этому тесту, то д:кя нее верны 
все эффективно проверnемые закоиы теорин вероятностей 
(например, закоtl бо.'lъших чисел н т. n.), которые должны 
иметь место д.IJЯ распределения вероятностей, задаваемого 
мерой fl· Последователыiость 81, об.'lадающую такими свой
ствами, olt предложил называть САу•юйхой. ДействитеJJьно, 
наблюдая за такой nоследовательностью ну.~ей и еднниц, мы 
никаким конструктивным способом не сможем nризнать ее 
«менее случайной», чем аналоrи•нtую последоватРЛЫJОсть, nо
лучаемую подбрасыванием .монетки. 

Почти каждая (относнтелыtо меры ~L) последовате..'!ьность 
является n этом смысле случайной. Сложиоеть всякой СJiу
чайиой последовательности равна h!l-(a) (однако обратное 
неверно). 

Можно привести еще одно соображение в пользу такого 

понятия случайности. Пусть J.t- бернуллисва мера на "f.i. 
Из оnределений (3.2)-(3.3) можно вывсстн, что еслн 
:Jt(w,a)=h11(a)=log2= 1, то для JJJoбoro е>О найдется 
оодПОСJJедователмюсть N~e-+ оо, такая, что 

Таким образом, в nоследоватмьностн w = {(l)tt} встречаются 
скоJ!Ь уrодио большие отрезки, которые не.1ьзя закодировать 
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при помощи nрограммы сущестьенно более короткоii !lлиньr, 
чем мнив нх самих. Ясно, что такую последоnзтельиость ее· 
тественио назвать иепредсказуемой, хаотичной. случайной. 

4, Топологическис марковс.кяе цепи. Как уже отмечалось 
nыше, методы снмоолнческой динамики состоят в том, что 

различные свойства изучаемой динамическон системы иссле· 
дуются исходя из ана;югпчиых свойств иекоторой символи· 
ческой ее модели, nолученной при nомощи соответствия (1.2) . 
Мы приведем здесь некоторые оnределения и теоремы. отпо
сящиеся к символическим системам, знакомство с которыми 

предстаВJlяется нам nолезным для чтения данноr·о сборника. 
Доказательства и ссылки, как пp aвli.'IO, будут оnускаться; 
большую их qасть читатель сможет воестаиовить сам, руко· 

/ . 
водствуясь краткими указаниями, а кое-что~ иаити в статьях 

данного сборинка (особенно nервой). Более nодробное нмо
жение см. в [А) н [9J. Во второй части нашеИ статьи эти 
утверждения будут использованы для доказате..tьства ана
логичных сnонеrв гораздо более общих систем. 

Рассмотрим пространство ~'" бесконечных в обе стороны 

т-и•rиых последовате.IJьностей {оо"}~:. где каждая координата 
liln принямает одно из т значений 1, 2, .. . , т. Снабдив т-то
чечное множество Sf = { 1, 2, . . . , m} дискретной топоJtоrвей, 
вве!lем в ~т тоnологию nрямоrо uронзведения. Эта тоnОJiогия 
порождается любой иэ метрик Ра ({ro;,}. {~}) = 
= L а1 "1(1- ~(1)1 (1)2 )• где О< а< 1 и fщ- символ (\роне· 

n n n 
кера; ~~~~ в неА компактно. На ~"' оnределен гомеоморфизм 
сдвига cr: lil = (rоп} ,._,.. oli1 = {оо~}. где Ф~ = оо,н р n Е Z; его 
ограничения на разлн•tные сr-инвариантн~о~е nодмножества в 

1:т мы будем обоз11ач~пь той же буквой. 

Определение. Символической дщш.мultecxorl cuc·reA,oй 
(Л, <1) называется ограничение u на замкнутое сr-ннвариаит
ное подмножес'fВО Л пространства ~т-

Особый интерес д/IЯ исс.11едования динамических систем, 
обладающих свойством rиnерболичиостн, пре!lстаnл.яет спе
циа.rJьныn t<ласс свмволических систем - топОJiоrические мар
коnекие цепи (сокращенно ТМЦ). С одной стороны. тоnоло
гические и эргодические своА:ства ТМЦ легко выраж аются 
в аJJrебраи•Iеских терминах, что 11елает их удобным инстру

ментом исследования, а с другой , многие rrоиятия и яв.1сния, 
характерные для общих гиперболических систем , nрояв
ляются в ТМЦ в очень прозр.ачноti форме, облегчающей nо
!ПЩаиие сути де.1а. 
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Пусть А- квадратная матрица порядка т, элементы ко

тороl'f а,1 суть ttули илн еднющы. 

Определение. Топологич.еской J.tарковской цепью с матри
цей переходов А называется снмоолическая динамическая сн· 
стема (~11 • а). где 

IA={~e=:E111 ;a(J){I) -t,ne=7l. 
n n+1 - J 

Всегда будет предnолагаться, что в каждой строке и в ка ж· 
дом стодбuе матрюrы А содержится хотя бы по одной едн· 
нице (в [Бl, § lA] приведеио эквивалентное условие; каж
дый симво!l иэ Р = {1, 2, . .. , т} встре<tаетс>~ хотя бы в одной 
допустимой последовательности w Е ~л). Зам кнутость н CJ·H н
вариаитtюсть множества :Et~ очевидны. Элементы множе
ства [Е в дальнейшем будут называться сосгоя.н.илми TMU 
(~А, о). 

На nространстве состояний вводится транзитивное отно
шение кваэипорядка: i < f тогда и только тоrда, когда суще
ствует такая цепочка состояний i = io, ir •. •. , i" = j, что 

at t at 1 ••• at t > О. 
о 1 1 :~ п- ~ J1 

Состояние i называется возвратн.ыАI, если i-< i, н невозврат
tiым в противном cлyLtae. Воэвратныt> состояния разбиваются 
на кл ассы эквнвалеитности : i"' j ~ i < j < i. ТМЦ (:ЕА. о) 
(а также ее матрица переходов А) называется нераэложи
.кой, если в ней все состояния возвратные и образуют один 
класс эквивалентности. TMU (IA, <1) (и ее матрица А) 11а 
зывается rtри.tщтuвной, если существует такое n , что все э.'lе· 
менты матрнцы А" положительны. 

Напомним теперь, что rомеоморфиэм f: Х- Х называется 
топологич.ески транзитивн.ы.~1. если в Х существует всюду 
плотная траектория, и тоrюлогuчески nepeмetuuвciiOЩUAt , если 

для любых llБYX открытых множеств И и V 11а i-iдется такое N, 
ч:то tnu П ~' -.:1= iO при всех n ~ N. Нетрудно покаэать, что 
ТМЦ тоnо.'tоrически транэитивна (соответственно нвляетси 
тополоrичес1ш перемеwивающей) тогда и то.qько тоrда, когда 
она нераЗJюжнма (соответственно примитнвна). 

Пусть теперь ТМЦ (~А. о) разложима, ц пусть I:r' = 
= {i1, . • . , ir}- OдtJH из ее к.qассов эквивалентных возвратных 
состояний. Этому классу отвечает матрица А' порядка r 
с элемеитами a~q = а1 i • Допуская некоторую вольность в oбo-

PIJ 
значениях. мы можем отождествить подмножество IA' ~!.,. 
с подмножеством 

{~ = {ro4 } Е ~л: ffiп Е ;Е', n Е Z}. 
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ТМЦ (:ЕА ', о) будем называть иеразложимоа подцепью Т МЦ 
(~А . о), отвечающей классу эквивалентности Р'. 

Теорема 4.1 (о сnектральном разложении ТМЦ). Пусть 
(~А . о)- топологическая м.арковс1щя цепь, fl'U•J, k= 1 ..... s,
ee классы эквивалентых возвратных состояний, A<k!- мат
рица переходов, отвечаюt.чая классу fF(k! , Тогда 

( 1) Множество неб;1уждснощих точ.ек Q ( cr) дин.амuческоtl 
сuсте,иы (~А. о) ,иожн.о представить в виде объединения гю· 
парн.о lf.еnересеtсающихся базиrиых Аtн.ожеств 

(4.1) 

так что для каждого k 
(а) гомеоморфизм о: Q (k) ~ Q(k) тmzологu•Iески транзити

вен и является топологически пере,иеи.твающим, если А<-') 

nри,tштивн.а; Q1111 = L:лf~1 и (Q(k!, о) есть н.ераsложимая под
цепь, отбечающая классу эквивалентпости ;,t'(k); 

(б) периоди•iескuе тollKU плотн.ы в Q(l•!; 
(в) на разбиении (4.t) оrtределено отнощение частичного 

порядка <. ин.дуцирован.пое отношением квазипорядка ua 2 . 
(2) Множество блуждающих то'lек W (cr) динаАtи•tеской 

системы (~ .1, cr) представи.~о о виде 
s 

w (cr) = u wlf. 
t. r-• 

где 

(г) w l j * 0 ~ i #= 1 и Q(i) < Q!.n; (4.2) 

(д} если ti! Е W11, то существуют~~ Е Q10 и ti!" е QU>, такие, 
что 

р ( <f!iil, 0'11~') - О nри n. - - оо, 

р (o11ti'!, cr11ti'!")- О при п-+ оо. 
Обратно, если Q(iJ < Q<i>, .,,о для любых ~1 Е Q(t) и ~е 

е Qm существуют ti'! Е Wt1 и s ~О, такие, что (д) lt-\teeт 
,иесто для ti!' = ti'! , и ti'!" = O'sll5..!. если хотя бы одна и.~ подце
пей (QUJ, <1) или (Q<i!, о) примитивна, то АЮЖIЮ cчurcJТ'• s=O. 

Эта простая теорема является прообразом неtрнвнальиых 
теорем о сnектральиом ра 3Jiожении лоl<ально маl<сн:мальиого 

гиперболического множества н о сnектра.11ьном разложении 
А-л.ифф~о!<юрфизма (теорема 3.5 из (Вl]). 

Teopeмi:l Фробениуса- Перроиа [4] . Пусть А- неразло
жамая Аtа.трица с н.еотрицательными эле-t~ен.та.~tи. Тогда су-
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ществует положительное Л0 Е Spec А, простое и такое, ·~то 
! Л,l ~ Ло для всех /..1 Е Spec А. Этому Ло отвечдеr собствен.
ный вектор :z, все компоненты котарога положительны. 

Если на окружн.ости 1 Ч = Л.0 лежат (вместе с Ло) h тo•teJG 
из Spec А, то при н.адлежащеt! пере1-tу..керации строк и столб· 
цов матрица А t~рuводится к виду 

1 

I=F 
1 
1 

- -----------г---------- · 
1 

Шl=* 
(все блоки, кроме выделенных, состоят из одн.их. нулей), 
а .~атрица А1' распадается. н.а h tlриАСuтивных под..катриц. 

Число h называется индек,со,и цикличltасти. 

Следствие (ер. с теоремой 3.5 из (Bl] ). Пусть (1:~. сr)
перазложим.ая ТМЦ с индеJGсо,ч цикл.ичtюстu h. Тогда npo· 
странства состоян.ий этой Т М Ц распадается 1/.й н.епересекаю
щиеся подмн.ожества ,27<1>, •.• , ;e<h>, а ~А представимо в виде 

l:A = Xt U ••• U Xh, (4.3) 

где Х; = {~ = {(J)n}; ro0 Е ;е(•)}; aXt = Х;н , i < h, oXh = Х,; 
гомео.морфизм. cr1' : Х1 __. Х1 топол.огическ.и соnряжен. нек,о1·ороil 
при.~итивн.ой Т М U и noтo,tty тоrl.ологuчески Jtере.мешивает. 

Пусть f: Х-+ Х ~ rомео:морфизм , у которого чис~о N,. (f) 
точек периода n (т. е. число решений уравнения fn.x = х) ко
нечно при всех n ~ 1. Фуикuия (вообще говоря, формальный 
ряд) 

~~ (t) = ехр(~ Nn ~) f") (4.4) 

называется дзета-фун.кцией го..кеом.орфuэАщ f. 
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Как нетрудио проверить, д.'Тя ТМЦ (~А, cr) 4Нсло Nn равно 
Tr· лп. Отсюда и нз теоремы Фробеинуса- Перрои а вытекает 

Теорема 4.2 (о числе nериодических точек ТМЦ). Пусть 
С~•А.о)-неразложимая ТМЦ с индексом. цикличности h. 
Тогда 

(1) 

(2) 

Nп {о)= м .. п (А)+ L л~ для n = ph; 
J'-1/<"-!AJ 

Nп(<r) = O npa n~O(modh); 

(4.5) 

(3) дзета-фун.кция. произволыюй ТМЦ (~.4,о) рсщио
нальн.а: 

1 
~о (t) = det (Е- /А) ' (4 .б) 

и определяющий ее ряд имеет круг сходи.иости J t[ < 1/Л(А). 
[Здесь Л (А)- ftсщболыиее положительн.ое собс1·вен.ное число 

.матрицы A.J 
Теnерь мы перейдем к описанию энтроnнйных свойств ТМЦ. 

Теорема 4.3 (о топологическон энтроnии Т МЦ). 1) Для 
произвольн.оа ТМЦ (~А. о) 

h (а 1~1д = tog Л,(А). (4.7) 

2) Если Т .МЦ (~А. <1) неразложима и М с:: ~А - ЭаАiкн.у
тое <1-ш;.вариаитн.ое подшtйжество, такое, что h ( cr l iИ) = 
= fl((JJ~A), ТО М= ~А· 

Доказательство первой части теоремы основано на равен
стве h(o[~ .4)=h(oi~A[~). где IS = {Еt ... -,Ет}-раз6иенне 
НЗ «ЦИЛИНДрЫ»: Ck = { iij = {ffin} Е l:A; (t)o = k}, И HS ПОДСЧеТе 
чнсла «доnустимых слов:. k (fffN), о1·веч аrощих разбиению 15rv 
(ер. (2.2)): k (IS"') = ( t, А "1), где 1 - веi~тор. все комnоliенты 
которого равны единице. Остается далее воспользоваться тео

ремой Фробеннуса- Перрона. 

Доказательство второй части см. (А, лемма 5.2]. 
Поскольку по предыдущей теореме >..(А)-1 является ра

диусом сходнмостн дэета-функцин, нз (4.7), (4 .4) и форму .. 1ы 
l\оши- Адамара получаем 

Следствие. 

{4.8) 

3йАtечан.и.е. Если f: Х-Х- неnрерывное отображение 
компакта Х н дннамнч:еская система (Х, /) обладает свой· 
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ством разделяемости траекторий, то имеет место неравеи
ство 131] 

lim logNп(J) ~h(f) . (4.9) 
n~oo " 

В [38] nриведеи nример минима-1ъиой символической ди
намической системы (Л, о) , у которой h ( ol Л)> О, хотя ввику 
минимальности Nr~(ojЛ)- О для I!Cex n ~ 1. так что в (4.9) 
имеет место строгое неравенство. 

Перри (50] доказал, •1то для ТМЦ в (2.8) sup достигается. 
Рассмотрим снача.1а неразложимый случай. 

Теорема 4.4 (о мере максимальной энтропии д.'IЯ Т МЦ). 
Пусть ТМЦ (LA, о) н.еразложима. Тогда на ~А. существует 
еди~tственн.ая а-uн,варuанлtая н.ор..иuрованн.ая борелевекая 
.«ера flo, положUJ·ельн.ая па открытых множествах, для ко
тороа 

(4.10} 

Эта .иера совпадает с расп.ределен,ием. вероятн.остей, отве4 

чающим стационарной цепи Маркова с вероятностя.ни п.ере4 

хода 

alfzf ) 
Pti = л (А) zi • (4.11 

где Л( А)- J.taкcuJ.taль н.oe nоложительное собственное чис
ла матрицы А, а Z = {z.} - соответствующий собственн.ый. 
вектор. 

Для разложимой TMU эту теорему моЖriО примеинтъ no 
отдмьности к базисным множествам спектральиоrо ра зложе
ния (4.\). ЕСJ!н нанбольшее нз чисел Л.(A<kl ) единственно, то 
мера максимальной энтроnии по-прежнему будет единствеи
ной и сосрекоточенной на соответствую щем Q<A:)_ Ес.'!и же 
max Л.(А(k)) достигается иа нескольких k, то, как иетрудно вн· 
деть, мера максимальной энтропии неединственна. 

ПоскО.iJ ЬКУ значения .меры !!о на «ЦН.'Iиидрах» 

Ехо ... :с,.,_ 1 = {~ = {ti>п}: (t)lt = х,., О~ k ~ N- 1} (4. 12} 

задаются явными формулами, эта мера вычислима,. и nотому 

nо<Iти все относите.rt ыiо этоА меры последовательности ti'i Е ~.1 
ЯIIJIЯЮтся случайными в смыс.'Iе Мартни-.ТТёфа (см . п. 3) 
н имеют сложность max log Л(Afkl). В неразJюжимом случае 
множество пос;tедовательиостей li':l, обладающих этими двумя 
свойствами, будет также всюду rJ.IIoтнo в ~л. поскольку ,_,..() 
по.•южитмьна на открытых множествах. 

НаконQц, имеет место следующая 
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Теорема 4.5 (о расnределении периоднче<.:ких точеR для 
ТМЦ). Пусть (l:.А,сr)-неразложимая ТМЦ с ипдексо." цul(· 
/I.UЧltacтu ft, Nn(B) - число точек периода n, содержащихся 
в подююжестве В~ L..,, N" = N"(LA)- общее число точе/С 
периода n, ~-мера .иаксималыlо:1. энтропии. Если ~(дВ) = 
= !l(B "'-. Int В)= О, то 

N h(B) 
lim \ = ~l(B) (4.13) 
р-+оо 1 ph 

(напомни.м, что N" =О при nФ O(modh)) . 

Дор;азательсrво этой теоремы основано на nростых ком• 
бииаторных соображениях и теореме Фробеииуса- Перрона. 
Прежде всего заметим, что число N,. (8!N) точек ~ = {ffin}, 
ttмеющих nериод Фа •. . (J), 1 дJшны n с фиксированным на
чальным словом ~ = хо -.. Хн-1, равн:о числу доnустимых 
СЛОВ С нa<laJJOM XN-1 И КОНЦОМ Фп-1, КОТоеое В СВОЮ ОЧередЬ 

равно матричному злементу (e(J)"_p А"-· exN_,) (е,, ... , em
стандартный базис в Rm). Затем, используя теорему Фробе· 
ннуса-Перрона н формулу (4.11), по.r~учаем асимптотику 

N pJt (~'")=М'~ (tY'') ·Л (A)ph +о(~. (A)Ph), 
rде 

9' (~N\ = " · {~ = {w } · (J) = х 0 ~ ll ~ N - 1} = 11 (Е ) . ~ 1 r " ' " k' ..._,. ""' zo • .. "N -l 

Учитывая ана.'!огичиую формулу (4.5) для NPh· мы уста· 
навливаем сnравед.тшвость (4.13) для всех ци.ТJнндров (4.12). 
Остальное nолучается стандартными рассуждениями. 

5. Локально максимальные rнперболичесt<ие множества . 
.Мы пеrеходим теперь к описанию ГJiадких динамических 
систем, для которых nоведение траекторий напоминает случай· 
ное. Как н выше, мы огрв ничиваемся то:1ько форму.аировками, 
отсылая читателя к основоnолаr<tющей моно1·раф1:1и tАи], об· 
зору fCJ, 1екциям [ГДСJ и кинге [Н] (вместе с приложе· 
н нем [8] к nей). 

Пусть f: М-> М- диффеоморфиэм класса С', 1 ~г~ оо, 
рнма11ова многообразин М. 

Определение (ер. [Bl, §ЗА]). Компактное [-инвариантное 
множество А называется гиперболuсtески.м, если ограничение 
Т лМ касательного расслоения ТМ на А разлагается в непре
рывную Тf-инвариаитиую nрямую сумму (сумму Уитни) двух 
пол.расслоен ий: Тл.М = вs Е!Э Е"' н существуют такие кон
станты с> О, О< Л< 1, что длЯ n;;;: О н JJюбых х Е А, 
~Е E'Jc, t) Е Е~ выnолняются неравенства 

1 Т/11~~ ~еЛ" 1! ~11. ~ Тf-nt) ~~еЛ "11 '111· (5.1) 
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Из компактности Л вытекает, '1ТО свойство гиперболично
сти ис завн.снт от выбора римановой метрюш на М и послед
июю всегда можно выбрать так, чтобы константа с в (5ol) 
была еднииuей (ллпуновская .iierpuкa) о Впредь это nодразу~ 
мевается, н р(х, у)- расстояние иа М, индуцированное JJЯrty~ 
иовекой метрикой. 

Напомним стандартные обозначения : 

w:(x) ={у; р (J"x, {11у) ~в, n~O}, 
wэ (х) ={у~ р (f"x, ry) _.О, п.-+ оо}, 
w: (х) = {у; р (f"x, J"y) ~е, n ~ 0}, 
wи (х) ={у; р (f"x, f 11y).- О, п-- оо}. 

Непосредственно проверяется, что 

(5.2) 

fW~(x)~W:(f.~). Г'~1~(х)f;;;;W~(Г'х). (5.3} 

Множества W8(x) и W1U(x) (соотвеrствеюю w:(x) и w~ (х)} 
называются устойчивы.1щ н хеустой<швы.ки многообразияАШ 
{соответственно локальн.ы:ни .~ногообразия.м.и) точкн х Е А. 

Теорема 5.1 {об устойчивых многообразиях; ер. с теоре

мой 3.2 из ( Б], § ЗА) ) . Пусть k (х) = dim Е~. Ek - евклидова 
прострапство размернос-ти k, Dk - стандарт~tый k-.мерны/1 
диск. Тогда 

( 1) Существуют е > О, н.епрермвме rю х Е А семействО> 
С1 -в.ижений (j)x, ,: D 11 <x}-М и непрерывное (в топологии рав
номерной сходuмос·ги н.а КО}.tnактах) по х Е Л сеАJейство tm?>
ективных С'-и.ммерсий q>x: Е1Ф•>-+- М, такие, что 

(а) IPxo е (D11 <х>) = w: (х), Фх (Ek (х)) = Ws (х); 

(б) Т xw: (х) = Im Т<р., 8 (О) = Im Tff!" (О)= Е'.:· 

(2) Существуеr jl, О < J.l < J, такое, что для любых
у Е W~ (х), z е w: (х) выполн.яется н.еравенство 

p(f11y, f"z) :s;;; f.L"p (у, z). (5.4)о 

(3) W~ (х) является содержащей х кооююнентой линейной 
связи.ости tlересеч.ен.ия w• (х) с е-окрестностью то•нщ х Е Л. 

Доказательство см. в [Н, § 5.4) о 

Замеияя в форму.тнtровке f на f- 1• получаем аналогичную
теорему о неустойчивых многообразиях. 

Теорема 5.2 (об устойчивости гнnерболнческоrо мкоже
ства). о Л усть А- гиперболическое .ю-10жество диффеQ..Iюр
фцз,на f: М-+ М. Для любой окрестности r1U мн.ажества А 
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существует ТФ\Ое Е >О. ч.то если{': М->-М- диффеол10рфиз.м, 
удовлетворяющий. условию Ре• (f! си. f' 1 qt) <е (Ре•- .л'етрик.а 
в tlространстве С1-отображенuй), то существуют f'-ut.;вари
пнтное гиперболическое относиrелыи {' J1mожество Л' с U 
и гоА~еОАtорфиз .... с h: .Л.-+ .Л', 'гакие, ч1о f' " h = h о fl Л.. 

Эта теоре~tа (см. [Н, § 5.1 J) может быть доказана с по
мощью весьма общей и глубокой теоремы Д. В. Аносова о се
мействах е-траеJ<торий, упрощенвый вариант которой мы сей
час приве!lем (в пo.rrнo:vr объеме эту теорему вместе с доказа
тельством и следствиями см. в [8)). 

Определе•ше. е-траекторией диффеомuрфнзма f: М -м 
называется nоследоватеJ1ьность точек {.tn}, таких, что 

Р (х,нr• fхп.) <е, n Е Z. 
Теорема 5.3 (об е-траекториях). Пусть Л- гипербол иче

ское Ш1.ожество диффеоАtарфизма f: М-М. Существует та
кая окрестность си::::> Л, что для любого 6 > О ндйдется такое 
Е> О. что любой е-траектории {xn} с И соответствует траек· 
тория {f"x}, длл которой р (Xn, f"x} < ~. 

Существует такое l\0 >О, что при О < 6 < 6о то•Lка х, 
траектория JФТорой. аппроксщщрует в-траекторию {х,.}. onpe· 
делена единственным образом.. 

Следствие 5.1. В любой окрестности неблуждающей тоr1ки 
х ограничения f! Л найдется периодическая то•1ка диффео
морфиз,иа f. 

Следствие 5.2 (свойство разлелеиия траекторий). Суще
ствует такое у0 > О (разделлющая константа) , •Lто пли 
.Yl. у2 Е А и у1 + У2. то для пекотарого 11 Е Z 

p(f"!IJ• f"'Y2)>1'o· (5.5) 

В классе всех гиперболических множеств ока .'iыR а стся 
удобным выделнтъ иекоторый подкласс маJ<снма.;:rьных 
объектов . 

OnpeдeneИJte . Инвариантное множествСJ Л rомеоморфизма 
f: Х- Х называется локальн.о максшшлыtы;и, ес.rн1 с\•ще
ствует такая ero окрестность riU, что любое f-инвариан:"тное 
мвожество А', такое, что Л с Л' 5 OJ.l, совпа!Iает с Л. 

Из этого олределення немедленно вьпекает, что 

А= П Г""U. (5.6) 
"""z 

Поэтому теорема 3.9 из [БJ] у-rверждает. •по множе~тво нс
iблуждающих точек диффеомор<fщзма, удоыiетворяющеrо « ак-
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<'HO~te А» Смейла, яnляется JJОкально максимаJJЫiьrм. Точио 
та~< же будет лока.IJЬно максимальным п каждое баэнсное 
nодмножество его спектрального разложения. Нетрудно про· 
верить, 'ITO свойством локальной максималыюсти обладают 
таюке одноименные объекты, оnределенные для ТМЦ в n. 4. 

Перейдем к другому понятню , нграющему существенную 
роль во всех вопросах , рассматриваемых в настоящем 

сборнике. 

Опреде.~tеиие. Гиперболическое множество Л диффеомор
физма f: М-+ М обладает сrрук.турой Гlря..!tого произведен.ия. 
~с~1и существуют та кие в >О 11 у >О, что 

( 1) еслп х, у Е Л и р (х, у)~ е, то 

g =t= w~ (х) n w~ (у) с л; 
(2) отображение 

[·, ·]: {(х, у)ЕАХЛ, р(х, у)~е}-+Л, 

<lпред~lшемое равенством 

[х, у]= w~ (х) n w~ (у), 
<>диознэчно н неnрерывно. 

Заметим, что нанболее существенны~• в этом оnрслслеюш 

ЯВ.1ЯеТСЯ BK.'IIO l!eHиe W~ (х) П W~ (у) С /1... Действительно, ИЭ 
-теорем об устойчивых 11 неустойчивых мноrообразиях 
<:JJедует, что д.1я .1юбоrо у >О существует такое е >О, что 

р(х , y)<в=?-\f'l~(x)nW~(y)-:::;6 0. Еслнжеу<уо/2, где !'о
разделяющая константа из следствия 5.2, то это nересечение 
-состоит из единственной точ ки [х, у] Е М. nричем непрерыв
ность отображення [ ·, · ] также сJJедует из теорем об устой · 
чн вых н неустойчивых многообраэиях . Если Л обладает 
структурой прямо го nронзDедення. то у JIЮбой точкн х Е Л 
существуст окрестностh OUx, такая. что [ · , ·] устанав;швает 
rомеом орфизм между (W~ (х) nА) Х (W~ (х) n Л) и <U,. П Л. 
Это соотве;ствие называется кано'tи'lеск.и.м изо.м.орфuэ,~ом, 
(ер. 3.3 из [Бl]). 

Теорема 5.4. Следующие свойсrва гиперболического мн.о-
же~ 1·ва Л диффео.чорфиэ.ча f: М-М эквивалентны: 

( 1) Л лакальна !ttaxcu/.taльнo. 
(2) А обладает структурой пря.Аtого лроuзведения. 
(3) Существует так.ая окрестность OJ.i =Л, что для любой 

1·очк.и у, для которой f11Y Е U(Л.) при всех n;;;;;;: О, существует 
такая тоr1ка х Е Л, ttтo у Е W,(x) ( [8], § 4). 

6. У-с11стемы, А-системы н структурная устоftчивость. В 
большей части этого до6авления мы, говоря о динамических 
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системах, имеем в внду системы с лискретным временем 

(каскады.}, т. е. групnы гомеоморфизмов или диффеоморфиз
моn {f",; n Е Z}, nорождеиные одним отображеннем f. В слу
чае динамических систем с непрерьmным временем (потоков) 

{11
; t Е R} теория строится аиаш.:>гично. 
· Если для диффеоморфнзма f: М -+М все мноrообразJ!е М 

является tипербоJНiчесt<им множеством, то f называется 
У-диффеа~юрфизмом (или диффеом.орфизмом Ан.осова). Аиа
логично определяются У-потоки. Применив теорему об устой
чивости rиперболнческоrо множества из прелыдущеrо пункта 
к случаю Л= М, получаем следующую теорему Д. В. Ано

сова [Ан] о структурной устойчивости, или грубости, У-днф
феоморфизмов. 

Теорема 6.1. Пусть f: М-+ М- н.ек.оторый У-диффеQ.ttор
физ.м. Существует такая С1-ок.рестность Ur диффеоАюр
фиэ.ttа f, ''то если f-' е Ur, то f' также лвляется У-ди.ффеа
морфизмом. и сущесrвует е.а.мео,«.орфиэ,'l! h: М- М, такай, 
ЧТО !' D h = h О f, 

Если f является У-днффеоморфнзмом, то М -локалыю 
:максимальное !'Нперболичесl<ое множество. В силу с.llед
ствня 5.1 пернодическне точки плотны во мtюжестве неб.~уж
дающих точек Q (f) . Известна с.1едующая не решеиная проб
лема: верно ли. что Q(f) = М? 

У-диффеоморфизмы и У-nотоки (вместе У-систеАtЫ) воз
никли как естественное обобщение a.OJreбpaи•recкJ!X автомор
физмов тора и геодезнческ11х потоков на многообразия:х отри
цатедьиой кривизны [Ан}. С другой стороны. «подкова Смей
л а~ [17] и ее разнообразные обобщения [С] послужили 
стимулом для выделения более широкого класса дннамнче
сt<их систем. обладающих rнперболнческимн свойствами, 
класса систем , удовлетворяющих так называемой «аксиоме А» 
Смейда, или класса «А-систем» (диффеоморфизмов и nо
токов). 

Определение. Диффеоморфизм f: М - • М ко~пактного мио· 
гообразия М удовлетворяет шccuo.1ie А, если 

(а) Q(f)- rиперболнt~еское множество; 
(б) перноднческне точки плотны в Q(f). 

Мы щ~нвели здесь это опреде.1еиие (которое можно наflтя 
также в [Б 1, § ЗА]) 11./IЯ того, чтобы напомнить об известной 
проб.rtеме: являются л н свойства (а) 11 ( 6) иеэависнмымнi> 
Если dim М= 2, то (б) следует из (а) {49] . Недавно 
А. Денt<иер !32] закрыл nроблему, показав, tпо еслн 
dim М~ 3, то существует f, д.'lя которого верно (а), но на 
верно (б), 
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Теорема 3.5 н доnолняющие ее nред.1ожения 3.9 и 3.10 из 
fBl] оnределяют «сnетпральиое разложение• 

Q (f) = Ql U · · • U Qs (6.1} 

множества неблуждающих точек А.-диффеоморфизма f нз 
локальио максимальные «базисные множества)) ~k Из тео
ремы 5.2 вытекает, что nри малых возмущениях f базисные 
множества Qt :могут TOJIЬKo увеличиться. Такое увеличение 
действительно оказывается возможным н известно nод назва· 

ни ем «Q-взрыва» (см. [Н] ) . Чтобы избежать Q-взрыва, необ
ходимо иа.'lожить на днффеоморфизм f доnолнительные 
условия. 

Обозначим 

W$(Qt)={x; р(fпх, Q1)~o, n-++oo}= U W 8 (x) 
х с;;; \ll 

(последнее равенство имеет место в силу теоремы 5.4 (3), no 4 

скольку Q,. :юкальио максимально), аналогично оnредели2>1 
_Wи(Qi) и рассмо-грим бииарвое отношение 

(6.2) 

Легко вндеть, что в CHJIY (4.2) это оnределение согласуется 
с оnределением о1ношення порядка иа базисных множествах 
TMU. Однако. eC.iJИ для TMU это отношение оказывается час
тичным nорядком, то для А.-диффеоморфиэмов это уже па 
обязательно так, и могут сущ~ствовать «циклы:. вида 

Qo < Qt < ... < Q,. = Qo, n > О. (6.3) 

Именно иа.1ичие таких циклов и приводит к яnлению Q.взры
ва . ECJIИ циклов вида ( 4.3) _пе существует, то говорят, что r 
Обладает «СВОЙСТВОМ отсутСТВИЯ ЦИКЛОВ:». 

Теорема 6.2 (об Q-устойчиnости). А-ди.ффеоморфизж 
f: М~ М. обладающий сеойство.м отсутствия циклов. Q-устт1-
чив, т. е. существует такал С1 -окрестн.ость u,, что для любого 
f' Е И г найдется го.мео.flорфиэм !t: Q (f) ~ Q (/'), такой, что 
f' о h = h о f 1 g (f) . 

Доказательство этой теоремы см. в [Н, гл. 6]. 
Свойство Q-устойчнвос-rи является, очевидио, более сла4 

6ы м, чем структурная устойчивость, и для достиження nо
следней nриходится наложить иа f даJiьнейшие ограничения. 

Определение. А-дJtффеоморфизм f удовлетворяет строгому 
условию трапсверсальи.осrи, если для любых двух точек 
х, yeQ(f) многообразие W•(x) трзисверсальио W"'(y), 
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В следующем nункте мы остаиовимея на том, по<Jему стро
r·ое услопне ·rрансверсалыtости nлечет за собой свойство от· 
сутствия циклов. 

Теорема 6.3. А-диффео,норфиз,н f, удовлетворяющий стро· 
го,ну условию трансверсальхостu, структурн.о устой <tuв в клас· 

се С1-диффеом.орфизм.ов. 

ДокаСJспельство атой теоремы при дополшпедЫIОМ уело
вин , 11то f принадлежит классу С2, nриведено в [ Н, добавле
н ие 2], а в общем случае- в [52]. АиаJiоrнч на я теорема для 
А-потоков доказана в (53]. 

Отметим, что все известные к нас;оящему времени струк
турно устойчивые диффеоморфизмы и nотоки удоJJ.'tетворяют 
аксиоме А. 

i. Марковекие ·факторсистемы и марковекие подсистемы. 
Вернемся теnерь к общеli конструкции символнqеской дина· 
мики, описанной в начале этой статьн . 

Пусть f: х-х-го!'.tеоморфизм, а 15= {Е 1 , • •• ,Ет}
за:мкиутое покрытне компакта Х; /!/ называется топологиче· 
ской образующей, если для. любого Ы = {(l)n} Е :Е т пересе· 

чение n Г11Е(t) состоит ие более чем из одной точки. Соот• 
no;oZ 11 

ветствие ( 1.2) оnредеJJяет (многозначное) отображение 
tp: Х-:Е;=~ {Х) s:;; :Em. где 

L:; = { !i'l = {(t)tt} Е Qm; n ГnEQtl + 0 }· (7.1) 
пе Z 

Если lff является тоnологической образующей, то отображе· 
нне tc=\{J- 1

: :Е;-М, оnределяемое формулой 

х = ~i ({(j)п}) $> х Е n Г"'Ео>,., (i .2) 
n Ei Z 

будет не только однозначным, 1{0 и неnрерывным. Кроме тоrо, 
в этом случае Ц замкнуто в Em и о-инвариантио, так что 
(~, о) - симвоmi'tеская динамическая система. 

Иэ формулы (7.2) легко вытекает коммутативность дна• 
rрамt~н>~ 

(7.3) 

х-.х 

Это означает, что дннамИt!еская СJfСтема (Х, f) является фа/\.
rорсuстемой символической дннамической системы (::Е1 , о). 
Вnрочем, такое nредставление дает, вообще говоря, мало ИИ• 
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фор~rации о системе (Х, f) ввиду п.11охой обозримости множе
ства l:: и неоднозначиостн отображения :rг 1 • 

Большая tiасть успехов симвоJIИческой динамики связана 
с тем, что в диагра:itме (7.3) удается заменить ~~. о) тополо· 
rическон марковекой цепью, а отображение n сделать гамео
морфизмом или по крайней мере «почти гомеоморфизмом» 
(обратимым на дополнении к «тощему» множеству перnой 
категории) . В ~ом с.11учае различные свойства, описанные 
в п. 4, КО'Торыми обладает ТМЦ, переносятся иа систему 
(Х, f), н тем самым мы nо.1учаем богатую информацшо о ее 
тополоrнqескнх н эрrоднчесюrх свойс1вах. 

Один из возможных здесь путей - построение марковекого 
разбиения . CнattaJta это сделали AдJtep и Вейс (22] для авто· 
морфизмов двумерного тора, затем 51. Г. Синай [15] для 
У ·диффеоморфИ3моn (он же 11 ввел -nонятие марковекого 
разбиения) н, наконец, Боуэи !Бl]- д.'lЯ ограничения А-дИф· 
фесморфизма на его баЗJiСные множества . В (Бl, § 4] rтри· 
ведены эрrодн'lескне. а в fБ2] - тоrюл огическне с..~едствия, 
вытекающие из существования марковекого ра збиения. 
В [!?ЗJ и [54] аналогичная теория развивае-тся дли nотоков. 
Некоторые обобщения будут nрнведены далее no второй 
'!асти этой статьи. 

В марковеком разбиении /ff = {Е,, ... , Е".} множества Et 
имеют иепересекающиеся внутренности, их rртнщы E/'.Jnt Е1 
нигде не n.>Ioтltbl н днаметр достаточно мал. Обсудим вкратце 
основные Иден конструкЦ!ш. Прежде всего по 15 строится 
матрица переходов А;= (ail) из нулей и единиц, в которой 

ан = l Ф=> Int Ei n Г 1 Int Е 1 =1= :2) , (7.4) 

т, е. пер~ход i ...- j объяn.1яется доnустн !'.!ЫМ, если внутри Et 
найдется точка, которую f llереводит внутрь Е1• По общему 
nравилу определяется замкнутое множество 

2;=~A1 ={1ll={roл}; awnwn+
1
=l, /tE Z}. (7.5) 

По теоре:-.tе Бэра множество Х = П Г" ( U Int/ff1) всюду 
n E Z ! •1 

плотно в Х. Д;tя точек х из этого множества соответствие 

х -Ф(х) = {ro11} взанмио однозначно и ф (х) Е f1. Следова· 
тедьно, n~& 2 clos.X - Х. Оказывается, ~Iто 2: с::~:. Этот 
фаК1' родствен теореме об 8·траекториях. ДействитеJJЬИо, 

пусть diam Е1 ~е для всех i. Если~= {Фп) е~"' то в силу (7.5) 
н (7 .4) д.11я каждого n найдется такое Xn Е EfiJв• что 

f Х11 Е E(jjn+l Н потому 

р(х,1 + 1 • fx~~.)~djaшEw,1 + 1 ~e. 
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Зиачнт, {xn}- это в-траектория, н вбю1эН нее есть астанная 
тра ектория . Включение 2~ • I: делает возможным говорить 
о точке х = :п(!i)), для. которой fnx е: ЕФп и р (х,1 , fnx) ~ 
~ diam ew" ~е. Значит, {fnx} и есть искомая истинная 
траектория. 

Теперь мы можем заменить в (7.3) Z1 на :f~. и нзша цель 
достJiгнута : днаграмма показывает, что (X,f) иnюн~тся фак· 

торсистемой ТМЦ cf~. а), н.1и nросто марковекой факторси
стем.ой. Как мы уже гonopнmi, n-1 обычно неоднозиачно, хотя 
эта неоднозначность ~~:сидит» лишь на «тощем» множестве 

Х \ Х и к тому же оказывается, что n- 1 (х) не бОJ1ее чем 
KOHetJHO. 

Второй нз возможных nутей состоит в том, что мы отка
эываемся от задачи описания действня J на всем Х н нщем 
в Х такое инвариантное подмножество Х, н таi<ую ТМЦ 
(1.: ,.,, о), чrобы существовала коммутативная диаграмма 

о 

~Л-~А 

~! !n (7.6) 
t 

X1 -xt 
и :п быпо rомеоморфизмом, т. е. чтобы (Х,, f) быJiо л:арков
ской подсистеJ.tОй в (Х, f). При этом можно не предполагать 
заранее, что f обладает пшербо.rшческнмн СDОЙСТDамн на 
всем Х. 

«Подкова Смей,lа>> [17} явлRется простеншей иетривиа .. lЬ· 
ной реализацией этой идеи. Здесь f: Х-Х- диффсоморфизм 
гладкого многообразия размерноспt ;>-2, а :ЕА = ~2. так L[ To 

ограничение f нз Х, тоПОJ1оrически сопряжено схеме Бернудл 11 
с двумя состояниями. Изложенные в п. 3 соображения о CJIY· 

чайных последовательностях допускают с.'lедуюшую интер· 
претацюо. Согласно (С], «nодкову» можно реаJli!Зовать на 
двумерной сфере так, <Jтобы кроме х, бы.rю еще две неблуж· 
дающне (а на самом деле неподвижные) точкн- притя rи· 
вающаsт н отталкивающая,- которые можно поместить, ска

жем , в северном н южном полюсах. Будем наб.•1юдать 
за траектОрией нашей системы н регнстрнровать наши на
бJ1Iодеиия , ставя О, еслн frtx лежнт в южном полушарии, 
и 1, еслн в северном. При подходящей реализаuни f та
кие записи длsr х Е Х1 будут соответствовать днаграмме 
(7.3). Последовзтелыюсти из О и 1 будут одного из следую · 
щих типов : 

(а) пос.ледовате.,ьность нз одliиХ нуJiей (х- южный по• 
JJIOt ); 
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(б) nоследовательности, в которых, на чин а я с некотороrо 
места, идут один едииицы (х JJежит в области притяжения 
севсуного поюоса); 

(в) пос.'lедовательности , в которых ну.•rи и единнцы встре
чаются неограниченно да.'!еко (х Е Xt) . 

Среди поСJiедннх н~1еются, в частности, н случ а нные по 
.Мартин-Лёфу, иик а.кнми эффектнnньrми статистическими кри
териями нсотлнqнмые от тех слуLJайных, в которых чнс..1а ro,. 
незавнсимо nринимают с равной вероятностью значения О 
илн 1. Значит, наши наблюдеиюr не в состоянии ОТJl НЧIПЬ 
рассм атриваемую дннамнческую систему (вполне детермини
рованную!) от случайиоИ. 

Разв итием идей , заложенных в «nодкове Смейла:. , является 
е:метод маршрутных схем:t [1] . Здесь также основную po.fJь 
играет та ко!f выбор множеств Е,, который обеспечивал бы 

в к ~юченне ~:t с .I; (т. е. нз допустнмос·rн при всех n перехо
дов ш" ~ ffin+J в смысле (7.3) должна вытекать допустимость 
всей последоватедьностн {ron) в смысле (7.1)) . Множество 
;n;~~ оказывается nри этом гиперболическим. 

Важно отметить , что уСJJовия, которым должен удовле
творять f иа Е;, заnнснт только от самого f и его первых 
производпых, но не от итерацнй f" (в частностн, они не тре
буют провсрки гиnерболичности) . Поэтому метод маршрут
ных схем Я~Jднется также средством обнаружеиня и локализа
ции пшербо!lнческих подмножеств и квазис.rJучайиых явлений. 
В частности, он быо~1 nрименен к задачам иебесноli механн.кн 
[ t], (Г ДС], н, таким образом, на цитированный в предисло
вии вопрос, заданный Адамаром в 1898 г . , был nолучен 
утвердительный ответ. 

Это направление продоJIЖает развиваться, и за ПОСJJедиее 
время появился ряд работ, в которых методы символической 
динамики rtрименяются к анаJ!иэу конкретных динамических 

систем. В [30] развиваеtся подход, при котором условия ги
nербо.1нчности заменяются отttасти некоторыми коrомо.'!оrи
чсскнми условиями и лоJiученные результаты nрименяются 

к гамильтоновым сис1'емам с двумя степенями свободы н nо
тенциалами типа «обе:~ышьеrо седла», Эноиа- Эльса 11 т. п. 
В (55] изуttается «квазислучзiiное» nоведение геодезических 
иа открытых поверхностях, содержащих ~рога» с неnоложи

тельной 1\ривизной. В [41] обнаружено бернул.rнtевское под· 
множество в «анизотроnной задзче Кеnлера» (см, также [34) 
н [35]). 

В зак:тюченне остановимся иа связи свойства отсутствия 
цнк.~оn с марковеким и nодснстемами. Пусть А-днффеомор
физ~t f у дов;Jетворнет строгому ycJJOBИIO траисверсальности, 
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но вопреки сказанному в п. 6 в его базисных множествах 
имеется цикл (6.3) . Используя аксиому А (б). мы можем 
ианти цепочку периодических точек P~t е Q.~o , О Е:; k Е:; tl , так 
что wи (Ро) трансверсзльно пересекает ws (PJ) в и е которой 
rочке qo, W 11 (pt) трансверсдл"!>но пересекает ws (р2 ) в точке 
QJ , ••• , Wи (р,.) трансверсально пересекает W1 (p0 ) в точке q,.. 
Заменив f на fN, где N - общий период всех Pk· мы можем 
считать, что P1t неnодвижны. 

Рассмотрим теnерь TMU с матрицей А (т~t, т), в которой 
доnустимыми являются переходы 

1-2- з- ... -+т 
и, кроме того, то-то. т, -+- ttlt, •.• , т,.-+- т,., где 1 = то< 
< mt < . . . < тп < т. Эта ТМЦ неразложима, н периодн
ческие точки плотньr в l:A (mk. m)• 

Пусть U- произвольнзя окрестность множества Г= 
= {PJ , ... , р,.; Qr, . .. , QN} . Тоrда (А] существуют окрестность V, 
Г с: V s: U, н такие числа т" и m, что ограничение f на мак
симальное иивариаятное множество Л, содержащееся в V, 
топоJюrически сопряжено ТМЦ р:,, (mk, m) • а) диаграммой 
(7.6). Так как периодячеекие ТОIТКИ плотны в ~.4 (mlt. т), то 
в силу (7.6) nериодические точки nлотны в n~A = Л:::> Г. 
Следовательно, Г с Q(f) и , в частности , q,. Е Q(f) . Отсюда 
легко следует, что базисные множества цикла (б.З) ие могут 
быть различными. 

ЧАСТЬ 11. ДАЛЬНЕЙШИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

8. Хотsт л окальна м а ксtfМЭi1ЫIЫе гипербо:шческие множе
ства являются «rлаю<им» объектом, но nри nостроении для 
иих символнческой динамики диффереиrщруемая структура 
многообразия М неnосредственно ие испо.'lъзуется. Это поз
воляет аксиоматизировать ус.1 овия, при котоvых nocтpoeиtfe 

марковекого разбнепи~t и символической динамики оказы
вается nозможuым для rо.меоморфиэма метрического ком
пакта (обобщение на случай nотоков нетрудио извлечь из 
работы [Б3] настоящего сборника, см. также (28]) . Эти ус
ловия сформулированы ниже в аксиоме А#. 

Отметим, что идея а1<сиоматизации также принадлежит 
Р. Боуэну, который в работе [24] рассмотреJI класс rомео
морфllэМов, удовлетворяющих аксиоме А •, видоизменением 
которой, приrпособленным для марковскнх разбиениn. и RB· 
ляется ат\сиома А#. 

Построение мар ко векого разбиения на базисном MJIOЖe· 
стве А-диффеом:орфнзма, приведеиное в [Бl], использует тех· 
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инку е-траекторий. Такое nостроение можно провеспr 11 на 
базисном множестве А-nотока. Однако в работе (БЗ) Р. Боуэи 
строит марковекое разбиение но-другому, модифицируя свою 
бо.'lее раннюю конструкнию ( 123)). В следующих nn. 9, 10 
мы воспроизводим эту конструiЩию Р. Боу~на, применяя ее 
к с;Jучню А#·го~еоморфиз:ъ.юв. 

9. Д#-rомеоморфизмы. Рассмогрим rомеоморфнам {: Х-+Х 
комnактного метрического пространства Х. Пусть d(x, у) 
метр11ка на Х. Обозиачим 86 (х) шар радиуса б в метрике d. 
Определим Wб (х) и W6 (х) фор~tу,оrами (5.2). 

Аксиома А#. Существуют rакив IWfiСтанты О< Л. < t, е, 
у> О, •tTO 

(1) если z, у Е W~ (х) (~ (х)). то d (fn (z), fn. (у)) < 1..11d (z, у) 
при rl > О (при tt ~ О); 

(2) ecлtt d (х, У)~ е, то пересе•мнuе w~ (х) n w~ (у) состоит 
из едtщствен.ноu точки, которую мы обозпшши fx, у), и ото
бражепие [ ·, . ] : { (х, у) Е Х Х Х; d (х, у)~ е}-+ Х непрерывн.о. 

Из определения вытекают с.IJедующие свойства: , 

(la) w~I(W~(x))cw~l+б, (X) (где W~(A)=x~A WG(x)); 

(1 б) если у Е w~ (х), то w~ (х) n Вр (у) с:: w~ (у); 
(lв) ес.~и 61 ~6~~v. то Wб, {x)=Wo,(x)nB"'(x): 

(Iг) если У с: W6 (Z) нрн t> ~ v, то Г'У с:: W~ (f-1 i). 
'(2) 1' являе1·ся разделяющей кон.стан.тоu для f. 
Из оnределения раздедяющей константы следует, что для 

всякого t >О существует такое D(t) Е Z +, для которого нз 
d(fnx,fny)~V при всех Jnj~D(t) вытекает, tпо d(x,y)<t. 

Л ем м а 9.1. Для всякого О < б :::;:;;: у существует такое 

е(б)>О, что если d(х,у)~в(б), то[х, y]EWg(x)ПW6(y). 

До~еазател.ьство. Очевидно, [х, х] = х. Так как отображе
ние [ ·, ·) равномерно непрерьJвно, существует такое е(б) >О, 
что d([х, у],х)>б и d((x,y],y)<t'J, если d(х,у)~е{б). 
Вс.,едствие (tв) 

(х, yJ е w~ (у) n в6 (у) = w6 (у). 
Из 3Н8.'JОГИЧНОГО (lв) утверждения относительно w· следует, 
что [х, у] е W6 (х). 
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Оnределение. Пусть 01о = у > а; 1 > а.2 > ... - такая убы
вающая пос.'1едовате.льиость подожип!льных 1.1исел, что ot:п+t < 
< 1/ 3min ( 1/ 3 а.11 , е ( 1/ 3a.n)) и IXn+t настолько мало, что из 
d(х,у)~а.п+1 с.IJедуют неравенства d(f(x),f(y)) <а.п и 
d(f- 1 (х), f-1 (у))< et11• Легко доказывается 

Лемма 9.2. (а) Если diarn М< За."+1 , то diam (М, М)< а.11 • 
(б) Если diam{w,x,y,z}~Зa.z, то [x,z] = [x, [y,z]]= 

=[[x,y],z]=[[x,w] , [y,z]J . 
В дальлейшем nредnолагается, что выбрано некоторое 

а. ~ <Xs. Из JJеммы 9.2 следует 

Лемма 9.3. Если U с w: (х) открыто 8 W~ (х) и V с W~ (х) 
открыто в W~ (х), то [U, V] открыто в Х и [ ·, • ]: U Х V
->[И, V]- гомеом.орфизм.. 

Лемма 9.4. Если d (х, у)~ а и U с W~ (х) отх.рыто а W~ (х), 
то [И, у] открыто а \\'l'~ (у) и(·, у]: И --[И , у]- го,иео.иорфиз}t! 
(аналогичное утверждение аерн.о и для \\'/''). 

Док.ааательство. Пусть V- ма.11ая открытая окрес·rность 

ТОЧI<и z = (х, у) в W~ (х). Вс.ТJедствне J!еммы 9.3 W = (U, V) П 
П \\'/~(у) открыто в W~ (у). Так как [И, у] с W~ (у), W =>\И, у]. 
ЕсJШ G:= [u, v]e:W, то [w, y]=W~(w)ПW~(y)= w , так как 
w Е w~ (у). Отсюда по /Jемме 9.2 (б) w = [w, у] = [[и, и], у]= 
= [и, у] Е [U, у}. Значит, W =[И, у]. Из 9.2 (б) также еде
дует, что непрерывное отображенRе [ ·, х]: [U, у]--+ U обратно 
к [ ·, у): U-. [И, у]. 

Оnределение. Множество А r=: Х называется прялюуголь· 
н.ико,~. если diam А< а, А= iпt А и (х, у] Е А, I<orдa х, у Е А. 

д.:1Я .t: Е А определяются 

Оnределение. 

W$ (х, А) = W~ (х) ПА; 

wи (х, А) = W~ (х) П А. 

i1 А= {х Е А: х ф iпt \\'1" (х, А) о w~ (х)}, 

д'" А= {х Е А: х ~ int ws (х, А) в w~ (х)}. 
Исnользуя пеммы 9.2 н 9.3 и определение тоnологии на 

подnространствс, можно доказать следующую де м м у. 

Лемма 9.5. дА= iY А U да А. Если х е А, ro W" (х, А)= 
= int wи (х, А) в W~ (х) и ws (х, А)= int Ws (х, А) 8 W~ (х). 

Стандэртиы11 способ nостроения nрямоуrо.'Jьннка дает сле
дующая ле 1МЭ, которая вытекает нз JJемм 9.2-9.4. 
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Лемма 9.6. Пусть С с W~ (х), С= int С в W~ (х) и D с W~ (х), 
D = int D о W~ (х). То~да А= [С. D]- прям.оугольн.ик с д' А= 
=(де, D] u диА = \С, дD). При х Е А имеем. W11 (х, А)= [С, х] 
и W" (.t, А) = [х, DJ. 

10. Марковекое разбиение для Д#..rомеоморфизма f, lvlЬI 
nepexoдRM теперь к nостроению мзрноnского разбиения. 

Опреде.11еиие. Конечное nокрытие /5 = {Er ••..• Е,} множе
ства Х nрямоуrоl!ьннка:ми называется марковеки-Н разбие· 
н.r~ем.. ес.rш 

(1) ЕsПЕ1 сдЕ,ПдЕ1,i~j; 
(2) при xeintErПГ1 intE, 

f\~ 11 (х, EJ) => wи (f (х), Е1), 
fW$ (х, Et) с:: ws (f (.\:), Е1). 

Теорема 1 O.J. А#-гомеоморфrlзм. f обладает Jtapк.oqcкu.м. раз
биен.ие.т . 

Докдзаrелt)ство . Пусть L~ ={А? •... , А~}- nокрьпие Х 
nрЯМО)'I'О!IЬНИКЗМИ А~= [с~. D~]. с~ с \V'~ (х!), D~ с: w~ (Xj), 
о которых шла реqь выше. 

Лемма 10.1. Существует такое а> О и такое отображение 
F: Х-+{1, ... , r}, 'lTO W~(z)c:A~(.>;)npuвce:czE wи(х. A~(.z:)), 

W~ (у) с:: А~ <х) при всех yE\~s (х, А~ <xJ). 

Доказателы:тво. Пусть Ь > О- число Лебеrа покрытия d. 
Восnопьзовавшtrсь непрерЪJ DИОС'!'ЬЮ отображения ( ·• · ], вы· 
берем насто.'lько малое а< у, qто d ([xr, Yf], [х2 , у2]) < lJ nри 
т ах (d (,~ 1 • х2), d (у 1 , у2)) ~а. Длn х Е Х выберем F (х) так, 
что 80 (х) с: А}<х>· Предnоложнм, что z Е lfl" (х, A~<xJ) и w Е 
Е W~ (z). Тогда d ((х, w), х) = d ([;~. w), [х, z}) < Ь и, значит, [х, 
w]EA~<xJ · Так как A~ (.xJ- пря)1оуrолыщи, получаем w- [z, 
\х, w]] Е А~(х) (вторая часть доказате.-rьства nроводится анз
лоrнчnо). 

За,ие'lан.ие. Достаточно nостроить марковекое разбиение 
для g = f"', ибо петрудно проверить, что е~•lИ {Tt}, ~~ 1 ••.. 
. . . ' k,- марковекое разбиение для g, то {тl. n f т,, n ... 
, . , n г<m-l)]'l } - МарКОВСКОе рвзбRенне .!IЛЯ f. 

m-J 
Воспольsуе;\1СЯ за)!ечаr1Ием н рассмотрtiм g = fm, где т 

столь велико, что для ~=:\.т с Л. нз аксиомы А# 

"" Lf:\1 <afy< 1. 
1-1 
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Рассмотрим образ gC~ стороны Ci с: W~ (Xt) пря~юуголь· 
tнша А7. Длn всякой точки z Е gC? имеем z Е int А~ (;,J, где 
A~(Z!- лрямоуголышк, nыбранН1:>11\ в соответствии с леммой 
10.1; значит, можно выбрать кояечиое ЛО[{рьrтие gCi прямо
угольниками {А~(~,)=А~1 =[С71 • D1J]}. i= 1, ... , s,. Пусть 
у11 = g-1 [х, 1 , z1) (наnомним , что Xtt- uентры исходных nрямо• 
угольников А~,). где [xl/, ZJ] Е w·S (хн. A~J). По построению 

(а) g (у1;) е: w" (х,,, A~t) = D~,; 
- 1) [ ') ] (б) gCt n Си, g (!fLJ) =1=- !25; 
~ 1.) u [ о (в) gC1 с:: С11, g (YII)]; 

1<;;;{t;;s1 

(Г) w~ (z) с: А~, при всех z Е wrt (g (Yi/), А~,). 
OnpeдeJJHM с}= u g - 1 [ci,, g (Ytl)] и рекуррентно 

1._;j..;s1 

с?= 11 g-1 [СiГ1 , g (Y!t)]. 
l.;;:'r'~.s-1 

Лемма J 0.2. Л ля любой ·г очки у Е W~a (xt) 

[с~·-\ у] с [с;. у] с:: W~п(Jc~- 1 , у] с= 

W u ( ) Wu ( ) С: (!HI+ ... + Br!) а У С 2« У • 

Доказательство. Так как С~ с с: по nостроению, [С~1 , у] с: 
с [с:, у]. Из [у11, у] е= W~ (yu) nолучаем нс.rн:~дствне nыбора т, 
(г) и (а). что g ([У,,. У]) EW~v (g (Yll))cw:u~ (Yti)) c: ws(x~,. A~J 

Дшr л.альнейшего дока же м сшщующее 

Предложение 10.1. (а) Ес.ш d (f1x, f1y) ~ az при всех 
O~j~m, то fm(x, y]=[f171

X, fmyJ. 

(б) Пусть g=fm. Предпаложи~t. •tто Vc= W~, (z} , yeW~,(z 
и gV - U V,., где V,. с W~a(g (Zk)), .Zk E W~, (z). Тоеда g [V, у]= 

k 

= V [Vk, g([z~;, у])]. 
(а) доказывается по индукции исходя нз определения 

пос;rедоватеJJЬНОСТИ чисел ~ >а" > .... 
(б) Вследствие того, что [V, у)= ~ [g- 1 ~1k, у], достаточно 

показать, что g[g-1 V11 , у) =[Vk, g([zk, у])]. Покажем, что для 
WE Vk 

g (g- 1 (w), у]= [w, g ([z", YDl· 
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Так как w ~ w~. (g (zk)), 

tl (fl (g-1 (w)), f l (zk)) ~аз~ 1/за2 

nри О~ i ~т. Из d (z,., у)~ 2а1 < е (1!1а2) следует, что [z,u у] ~ 
Е w~,(X. (zk) н d (t1 (z"'), t' [zk, у])< 1/1а2 nри о~ j ~т. Такнм 
образом, d (ff (g-1 (w)), f1 (z,., у]) < а2 при О<. J ~т. Из (а) 
nо.'Iучаем 

[w, g ([zk, у])]= g ({g- 1 (w), [zk . y]J). 

Но [g- 1 (<LU), у] = [g- 1 (w), [zk. y]J, и nредложение доказано. 

Из nредложеюш 10.1 следует равенство 

[С), у]= U g-• [с~,, g HYtt. у])]. 
· ~f<$'t 

Так как diam А~1 < а, ( С~1, g ([у11 , у])] с:: W~ (g (С~, У]). Меняя 
j, nолучаем g[C~, у]с: w~(g[G1, у]). ЗначRr, [С~, у) с:: 
с:: W~a ([с~, у]) , н так I<ак [С!. у] с W~ (у), получаем 

[с: . у] с: W(iн• а (у). 

Индуктивный nереход от n- 1 к n проводится точно так же, 
и лемма 10.2 доказана . 

Из С~= intC1 следует no ле:-.rме 9.4, что [с~. y]=int[C~, у]. 
Так как это свойство сохраняется nри взятии конечного 
объедюншия н при лрпменеиии g-1

, получаем [С/, у]= 

= int[C/, у]. 
По IОЖИМ cl = u с~ с: W~a (х,). Оrметнм. что cl = int с, 

~~~о 

в w~ (х1) . 
Лемма 10.3. Если z ~[С,,, W~a (х1)], то для ~tеJООторого 

[С1, DП, содержащего g (z), g [С; , z] :::> [С1 , g (z)]. 

Л оказательство. Пусть у= [xt, z) е W~a (XJ). Тогда [С,, z] = 
=[С,, у]; 

g(Cl' у] = U g(C~. у]= U 11 (C~/t, g([Yu· У]]= 
n>O п>О I~У..:;э 1 -

- U О [ с':1- 1 , g ([u,1• и])] = 11 [СФ g ([у,1, У])]. 
J..:;J <;;"I г.>О J c;;;:'J'~$1 

Из z Е [С1, у] следует, что при некотором j 

g (z) Е [С11, g ([Ун· u.])J 
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С.1едоsате.пьио, g (С 1 , z]=g [С1 , у] => [С, 1 , g ([у11 , y])]=[Ci/, g (.:z)J. 
Рассуждая ана.'lогичнЫ)! образом относительно g-• н D~, 

мы можем най'Гн такие миожествз Dt с W~a (Х;), что D? с Dt = , 
=intD,, н если ze:[W~(Xt), D,], то для некотороrо (ci, DJ1, 
содержащего g-• (z), g-• [z, Dt] => (g- • (z), D1]. 

Множества А;= [Ct, Dt] являю1ся прямоуrо.rtьиикам.и, 
н мы подучаем для них следующее свойство. 

Лемма 1 0.4. Пусть z Е А1. Тогда для н.екоторого А1, содер
жащеео g(z), g[C;,z]=>[C1,g(z)]. Для н.екоторого A.ot, содер
жащего g-1 (z), g - 1 [z, Dt] =:> {g-1 (z), Dk]. 

Б. М. Гуревич н Я. Г. Сннай [5] назвали покрьпне Х nря
моуго,,ы:иками (в [5] исnо.'lьзуется термнн паралле.JJограмм), 
обладающее близкими свойства:чи, марковскнм nокрытнем. 
Чтобы nерейти от марковекого Iюкрытня к мар l<овскому раз
биению, необходнма nроцедура, аналоrнчная той, r<оторая не· 
nо.r• ьэуется в {Бl, § ЗС]. 

11. Некоторые следствия. Здесь приведены некоторые ре· 
зультаты, вытекающие из существования марковекого разбие· 
IНIЯ для А#-rомеоморфнзма и дополняющие статьи [61), 
[Б2] иастоящеrо сбориика. 

Как видно из [ 5 1 J. основны:"'' для построен11я м етрической 
теорнн А-диффеоморфиэмоn и А-потоков является тот факт, 
что граница марковекого разбиения дfff на базисном множе
стве Q является множеством нулевой ~L·меры дJIЯ всякой 

rиббсовской меры ~L. 
Однако изучение дяпами'Jеской снетемы fiQ с топологА

•rеской тotiKH зрения требует введения на rраннце дfС более 
тонкой структуры. Такая структура вводится в [Б2] с nо
мощью множеств J• (х), !и (х), которые образуют нечто вроде 
стратнфнкации базис•юrо множества Q. В (20J по1 аза 110, что 
страты 1~ (х) высших кратпостен обдадают такими же .мар· 

ковскнми своiiствамн, что и исходные пpямoyro.'IЫiiiiШ EE.l%, 
н их можно рассматривать как состояния иското ой ТМЦ 

(~. ~) , для которой исходная ТМЦ (L, о), посrроенна.я по 
марковекому разбиению fff. явпяется nодuеп ью. Из свойств 

ТМЦ (1:. ~) вытекает (см. (20]) следующее 

Предложение 11.1. Число топологи•tески разли•tн.ых дипа
мu•lеских систем, возкикающих при факторизации (:r., о) по 
отождествлен.иям н.п гран.ии,с любого .марковского разбиения 
~. удовлетворяющего условию card ~ ~ п. копечн.о. 

Отметим, что nредJiожение 11.1 можно доказать и неза

~ИСII:>~fо ОТ построения тмц (~.с) (см. [56]) . А нменно/ по 
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nостроению всsн<нй прямоугольник Е, Е /t' имеет diam Et < 
< v/2, rде у- ра.iделяющая конста 11та. Отсюда вытекает, что 

{ Е,., Ео' , ... щ } 9< { 
две последовательности ll'l, = . . . _, о .с1 ••• , wz = ... 
. . . E~11.Ei21E\21 ••• }отождествляются тогда н только тоrда, когда 
E~1 nE~J + 0 при всех rzr=Z. Поэтому eCJJн для двух мар
ковских разбиений [!;1 на Q1 н /!/2 на Q2 совпадают матрицы 
персходов соответствующих марковскнх цепей и матрицы ин 
циденций соответствующих прямоуrо i\Ыiиков, то дннамнче
скне системы (Q1, f1) и (Q2, f2) топо.IIОГИ tiесюr сопряжены. 

Отметим, что в работе [36] анонсировано построение кле
точного марковекого разбиения д.1я всякого У-диффеомор
фиама. Как показывае!-r с.rrедующая теорема, границы кдеток, 
вообще говоря, не буду1· гладкими в отличие 01· марковскУiх 
разбиений AдJJe а и Вейса для автоморфизмов двумерного 
тора (см. {22]) . 

Теорема 11.1 (см. (27J) . Для гиперболического аетомор· 
физма трехмерн.ого тора не существует Аtарк.ооского разбие
fШЯ на пря.м.оуголыщJщ с к.усочно-гладкой гран.ицей. 

Отношение частнчпого порядка, введенное Р. Боуэном 
в множестве (1 , ] " ), даст оuенку сверху чис.!'lа прообразов 
точки х Е Q прн отображени и л: ~- Q. Эту оценку, превы
wающую 2Ъ"', где n = card~. можно существенно у.r1у<IШИТЬ 
(см. [20] ). Рассмотрим множество Setx всех nрнмоуrольни
ков, в пересеtiеиии которых лежит точка х. Будем говорить, 
что прямоугольинки Е 1 , •. • , Е я принад.пежат к одному s-т11ny 

k k 

(li -ТIШ}) в точке Х, eCJJИ n int W$ (х, Е;) ..,Ь 0 ( n int W" (х, 
i=l i~ l 

Е1) + 0 ). Так J{ак iпt Е, П int Ei = 0 при l -1= j, два пря
моуs·ольнию:~ не могут одновременно nринадлежать к одному 

s-тиnу н одному 11-тнпу . ВыдСJJим в Set х максимальное под
множество !ff,, состоящее из rтрямоуrольн~;~ков, отиосящихся 
к одиому s-тнnу, затем выдет1м анзлоrнчиос подмножество 

fC 2 в Sct х \ fff 1 н т. д. Мы получ1н1 разбиение ~ (х) множества 
Setx. Нз рнс. 1 S't={Eь1 >, Е~1}, ~2 = {Eaq1}; card~(x)=2. От
метим, что!8 (х)={(Еь0 • Еь~1), (Ebl). Е~3>)}, /"(х)={(Еь' >), Е~1• Еь31)}. 

Пусть Q1 = max {сагd ~ (х)}. Обозначим q(x ) максимальное 
xeQ 

число nрямоугольинков EESet х, относящихся попарио к раз
лнчнЬlм и-типам, п положим Q2 = max q (х). Очевндно, 
Q, ~ n., Q~ ~ n. .~е а 

Пред.•шженне t t.2. card п- 1х ~ Q1 • Q2. 
Пусть n - 1 (х) = {~i~OJ .• •. , 1:1<-V>}. Так как сагd п-1 (х) = 

= card л- 1 (Г' х), можно счн'fаrь, что попарно различные 
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отрезкн nоследовательностей 8Jщ нмеют вид {EьiJ, E\i', ..• 
E(ti}N п E(il n ,-1 мО n n ,-mв(l) Е(!) ••• , т 1-1· ри этомХЕ о GJ ••• т = m• 

ВсJ)еДСТвие марковекого свойства w· (х, в<.m = ws (х, Е~)) (см. 
}>не. 1, I'де изображено несколько nрямоуrодьннков E~J). 
Обозначнм ьт (х) разбиение nрямоугольников Е<;{ на группы 
в соответствни с нх s·тиnом. Мы имеем card 6;;, (x)=card ~ (х) < 
.r- Q П Em Ещ П f-m ,..щ ~ 1· рямоугольники ffl = о ••• n r.т, входящие 

Рис. t. 

в одну группу, принадлежат к поnарно различньаt и-типам. 

Вследствие марковекого свойства Wu (х, E",i!)=ГmW" (f111x, ~:,1), 
н, зиачнт, прямоугольники Е~ пр11Надлежат к поnарно раз
личны:м и-тЮiам в точке fmx. т. е. мощность каждой групnы 
в разбиении ~ (х) не превосходит Q2. Отсюда card {Е~/}= 
= card 1г1 (х) = N ~ Ql · Qz. 

К,ак показывают nримеры автоморфизма двумерного тора 
и солеио:ида Вильямса, полученная оценка card п;-1 (х) ~ 
~Q, · Q2 (но не card~1 (x)~n2) точна ( см. [20]). 

i2. Д3ета-функцня Д#..гомеоморфнэма. Доказывая в {БЗ), 
•по дзета-фуикцня А-потока на базисном множестве р&J::I.НО
иальным образом выражается через дзета·функции пшербо· 
.ТJнч:ескнх символических потоков. Р. Боузн использует кон
струкцию, nрименеиную А. Мэпнннrом для доказатслLства ра· 
циональиости дзета·функции А·дкффеоморфнама (см. [46] ) , 
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Доказательство теоремы Мэннинrа переносится также на 
А*-rом еоморфизмы. 

Напомним, что дэета-фуикция олред<!ляется формулой 
(4.4) части 1; для ТМЦ с ма-rрицей nереходов А она равна 
(там же, ( 4.6)) 

1 
~А (t) = dct (Е- tA) 

Теорема 12.1. Дзета-функци.я Ail--гo,ffeo,wopфuз.ua рацио
н.алыr.а. 

Для доказательства теоремы 12.1 достаточно предс·rаnить 
~(t) в виде рациональной функции от фушщнй tA(i). Пусть 
~ = {Е,, . .. , En} - марковекое разбкенне на Х, (:Е, 0')- соот-

ветствующая ТМЦ, n:l: -х, n(bl)={Eil.}~"" = П Г1Ея .. 
1. t~-м tc=a Z t 

Ес.rш периодиLJеская точка х принадлежит д8, то 
card n-1 (х) > 1. Чтобы учесть эту неоднозиа,rиость, вводя·rся 
вторН'lНЬJе ТМЦ, состояния которых это наборы llрямо
уrолъников Ei, разбитые на 11однаборы. Пусть х = f11X, 
Set х = {Е 1, ••• • EN}. Пернодичес:кая траектория (х, fx, ... 
• • • , [11-1х) nредставляет собой. минимальное множество, и, со
гласно [Б2J. f'·" не являются точками ветвления. В частности, 
это означает, что для каждого nрямоугольника Е; Е Set х 
найдется ровно одна rюследовательность iiJ(O Е 1r1x ~ 

оо~)=Е1 • !\роме тоrо, соответствие f: (ffi~)}1N_1-{ro~~,}~= t' nри 
котором вся:кому прямоугольинку Е Е Set fFtx сопосi'ав 1яется 
такой nрямоугольник F Е Set flH·1x, что переход Е - • F до· 
пустим, взаимно Одltозначно. Прн этом 

t": {ro~>}::., = Set fix- {rn~t/J}7~• = Set fнnx = Set fkx 

являе.тсS! перестановкой N символов. 
Оnределим ТМЦ (~ а;. О'ц) с индексом а. = ( a.t, .... c:t,). Со

стояния :ЕЗ\- это наборы (е) из 1 c:t 1 =а.,+ ... + c:t, nрямо· 
1«1 

yro,'IЫIИKOD Е Е lff, удовлетворяющих ус.гювню n Е$*- g, раз-
-~- 1 

битые на r nоднаборов е, с card е, = c:tr. Переход (е)= 
= ( е1, . .. , е,) ~ (f) = (f1, ... .f,) дОП)'Стим, если t взаимно од
ноз!Jачно отображает (е) на (f) и ei иа {t- так как la.l не 
превосходит кратности nокрытия fS, r.1ы nолучаем конечное 

число ТМЦ (~а. О'а). Пусть {(e)k}t.:'-oo - nериодическая nо
следовате.т~ьность в ~"'' 1\аждому nrямоуrодьиику Е Е (е) о 
однозначно солостав.т~Яе'Т'СЯ поСJiедова1 еJiьность {В~:} t:-oo = t:1 
с Е0 =Е, Ek Е (е) 11, nричем имеется ровно 1 a.l таких ооСJtе
дователыюстен ~il. По оnределению допустимых состояинй 
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nрямоуrольниии Е~1 Е (e).t имеют общее nерссечешн~ и , со
гласно свойству разделения траекторий, по~~едовательности 
~(l) проектнруются в одну точку х = :n:(~). Таним обра зом, 
корректно определено отображение <fa множества nерноднче
СIШХ точек ТМЦ (~а. (ja) на множество nериодических точек 
rомео"~.юрфизма f при всех а. 

Д;1я доказательства теоремы 12.1 достаточно показать, что 

Nn(f) = L (-l)'+ 'Nп(Gu)· (12.1) 
а-(а1 . .. .. ar) 

Пусrь f'x = х. Обозначим Kx(ct) число неподвижных отно· 
сите.:1ьно (j~ точек в прообразе q>;1 (х). Равенство (12.1) будет 
noкaзalfo, если мы установим, что 

L (- 1)'+1 Кх (а) = 1. (12.2) 
a-(al' .. ., or) 

Пусть N = card Setx. Разобьем индексы о:= (ct.1, ••• , а..) , для 
которых Кх(а) >О, на 3 KJJ3Cca: 

(!) lai<N, г любое: (2)1aJ=N, r>l; (3) )a/=N, r=l. 

Индексы первых двух классов находятся во взанмио одnо· 
эначном соответствии: 

а= (а 1 , ••• , a,)~d = (а1 , ••• , а,, N -1 а /), 

а третий состоит из единственного предс1авнтеля а= (N) . 
Пусть {(e)k};:_.,. Е <r;;-1 (х) - точка nериода п, а а. - ин· 

деке первого класса. Добавив к (e)ll nодинбор нз npнмoyroJ\1., · 
НИКОВ Е Е Setf~x. Не ВХОДЯШRХ В (е) t, ПОЛ)'ЧИМ набор (е) k · 

Из однозначности перестановкн Set f11x- Set f"+n х вытекает, 
что пос.•tедовательность {(e)k}:,:'_ .. Е <Ра 1 (х) также имеет пе· 
р нод n. 

Из (-l)'Kz(ct)+ (-1)'+ 1Кх(~) =О следует, •rro сумма 
в ( 12.2} сводится к одно:му ел аrаемому, отвечающему ct = 
= (N). Но в L(N) nрообразом х является ровно одна rюс.'lедо
вательность с (e}o=Setx. Этим доказано (12.2), а значит, 
и (12.1). 

13. Мера максиl\tальиоА энтропии и расnределение rтерно
дических точек. В работах данного сборника гиббсовские 
меры для А-снстем строятся с nомощью марt<о всюJх разбне· 
иин. Возможен н дpyrofi nодход, развитый Боуэном в рабо
тах (24], [25], [26), для мер с маJ<симаJiьной эитропиен. При 
этом подходе мера с максимальной энтроnией получается как 
nредел мер, сосредоточенных нн nериодических траекториях, 
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с Jt<:nользо11аннем введенного Боуэиом понятия «специфика
ции:., близиого к поиятию е-траектории (ем. [Б 1) , а также 
обзор [9J) . Для У-потоков мера с максимэльной энтропией 
была ранее nостроена r. А. Маргулисом (с~- [12) , [13) ). 

Для А#-го~ео~орфизмов меру макснма;Jьнон энтроnии 
можно связать с nериодическими траекториями такжt н •lе· 

ре:з марковекое разбиение с нслодьsоваинем известных ре· 
зу.гrьтатов про ТМЦ, nр иведенных выше (см. n. 4). Мы рас
смотрим случай А#-rомеоморфизмов, сJJедуя кнлrе [А]. Ре· 
зу.'lътаты для А-nотсн<ов будут прнведены в с.ледуюшем раз
деле . Пус·1 ь f: Х- Х- транзитивный А#-rомеоморфизм, ~ = 
= {Ео, ... , E",_t ) - .~ 2 рt<овское разбиение, (~а. cr)- ТМЦ, 
соответствующаn. fff, л: ~.-~ -Х- проекцня, индуuнроваиная 
разбиением fff. Согласно [БI, nред.rюжение 3.19) , (~,,.О")
неразilожимая ТМЦ. Пусть /1 - ее индекс цик.rтичности, L.o~ = 
= ~ 1 U . . . U ~h. о1' 1 ~. перемешивает. 

Теорем .а 13.1 (о сnектральном разложении траизитнвноrо 
Д#-rомеоморфнэ~а. ер. [Б!. теорем: а 3.5]) . Х = л (~А)= 
= Х1 U ... U Хп, где Х; = :л(L ;), fhiX, перемешивает. 

Теорема 13.2 ({А, теорема 7.3)). Пусть f: Х4-Х-тран.
зитивн.ьи1. А#-го.меоморфизм, А- матрица соответствующей 
ТМЦ, h - ев ин.декс цикли ,тости, ')..0 - .wаксшиrльное п.оло
жителыtое собствен.н.ое зн.аttен.и.е. Тогда 

log N · (а 1 r ) log N h. (f) 
(1) Jim pn А = lim Р =h(f)=1l(O"/LA)= 

v-+ou р!1 р о+ со pf1 

=log Л0; 

(2) Nп (f) = h · Ло + О (~t п) nри n - ph- оо, О < Jt < Лn, 
Nn (f) =О nри n - О (mod h); 

(3) дзета-фующия ~1 ( t) тщлитич.на в круге 1 t 1 < ~-о 1 

и Л.i) 1 - ее простой полюс: 
(4) если ft(f) =О, то Х состоит иэ одпоа периодическоr1 

1paexтopu.u. 

Доказательство. Пусть У= Х"- U fm (д~Ф U диг'). Пpoeк-
mf!!Z 

ция л: ~г 1 (У)-+ У явлнется взаимно однозначным отображе-

нием. Обо иачим Г = П fm (as~) U П Гт (<f8), А= п-1 (Г). 
т;;.о m;;;.o 

Множества Г н А замкнуты и илвариаитны соответственно от
носительно f и а. Ес.1и х - nериодическая тоqка f, 
Х Е U Jm (д'~ U ди<!) 1 ТО -~Е Г• me Z 
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Пусть N'm, N':,., N':.'- числа точек nериода т сооnет· 
ствеино в множествах У, Г я /).. Мы получаем 

Nm (f) = N~ + N':,; N"' (а)=- N~ + N';.'. (13.1) 

Из нераз.'lожнмости матрицы А сдедует, что для любой 
nодматрицы B;J А с маа<симальньтм собственным значением 
hв имеем i.n <~-о (см. [4]). Отсюда нетрудно вывести, '!ТО 
/t(a!M<IL (al:tA)-IogЛo (с:м. (А, .11емма 5.2]). Зафикси
руем число ~ 1 = log (}, удовлетворяющее условию h ( cr 1 f).) < 
< ~~ < log ?-о. 

Как уже. отмечао~lось в части 1 (формула (4.9)), для лю
бого rомеоморфизма комnакта f: Х-+ Х, разделяющего траек
тории, 

Отсюда 

h (f) ~ IIm log N,. (f) • 
n-+oo n 

'" - - log Nrn 
lim ~ h (а 1 А) < ~~· 

111-+00 111 

Так как N':, ~ N';.', 
-.-logN~~ 
l1m < fJ1• 
ПJ-+00 m 

(13.2) 

(13.3) 

(13.4) 

log N h (а) 
ПоскодЬh.'У lim ------1-· - = log "о> ~~ . учитываn (13.3), (13.4), 

р -+оа р 
получаем 

l
. Jog N vh (а) . log N ph (f) l 
1m ...., ltm = og Ло. (13.5) 

ti-+OO pft р-+оа p}t 

Так как каскад (Х, f) является эквивариантиым обр.азом ТМЦ 
(:Е.-~, с), /z (f! Х) ~ /z (а 1 ZA) (см. [Б 1, nредложение 2. tЗ]) . Ис
nользуя (13.2) и ( 13.5) , nолучаем 

1 
log N ph (о) . log N ph (f) 

log/,0 = im 1 = I1m 1. ~ 
р~оо Р ~ р-+оо Р l 

~ lt (JI Х) ~ h (c l kA) = Jog А.о. 

11 утверждение (1) доказано. 
Утверждение (2) С.f!едует из аналопtчноrо утверждеиm~ 

npo ТМЦ (теорема 4.2) и неравенствэ (13.4·). При этом р = 
= max(f}t. ht). Утверждение (3) вытекает из (2) и определе
ния дзета-функuии. Наконец, если /z (f) =О, то /..0 = 1. При 
этом нетрудно nроверить, что ТМЦ (tA, о-), а эначнт, и кас
кад (Х, f) сводится к одной периодической траектории. 

Пусть f: Х-+ Х- траизнтивный А#-rомеоморфнзм, (ff
мар:ковское разбиевне для f, (hл, cr)- ТМЦ. соответствуJQ-
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ща~ fff, n: 1:А --Х- nроеt<цИЯ, индуцированная разбиением f!f, 
!lo- мера с максвмаJIЬНОй энтропией для ТМЦ (:ЕА, c:r), !А = 
= n•~tQ. Как показаио в !Бl] (теорема 4.1, случай ер-== 0), 
динамические снетемы (Х, f,ll) н (~А, а, ~to) метрическн изо
морфны и ~t являеrсн единственной мерой с максимальной 
энтропией для f. Следующая теорем а, а налоrичиая теореме 4.5 
для ТМЦ, связывает меру ~L с асимптотичесl{нМ распределе
ннем пернодическпх 'Граекторин . 

Теорема. 13.3 ([А, теорема 7.4]) . Пусть f: Х-Х-тран.
эитивnый А#-гомео.~•орфи.зм., !L- ин.декс циклиtтости f, Jl
Atepa с м.аксим.альн.оtl эnтponuetJ., N n (А)- число T0 1ffiK пе
рr.юда n, содержащихсл о шижестве А . Тогда 

. Npt• (А) 
1-'- (А)= I1m N (f) , ес.щ !А (дА)= О; 

р4<» р/! 
(1) (13.6) 

(2) для любой неп.рерьtвflой фун.кции Ф (х) 

1 Ф(х) !l-(dx) = lim N 
1 т L Ф(х). 

) tl4"" plt 
Х {х: fPI1x:rx ) 

(13.7) 

Доказательство. Пусть ~А(дА) = О. Тогда ~~(А)= ~t (intA) 
и , СJiедощпельио, f.ICJ(n- 1(intA) )= !l-(intA) = f.I(A)= 
= !AI)(n-1(A:)). Tat< как 1t- 1(intA) открыто, а n-1 (A:) замкнуто, 
имеем п - 1 (int А) s;:; int (n- •A), п- 1 (А) s;;;; п- 1 (А) н 

J.4.o (дn- 1 А) = Jl.o (п- 1А)- !А-о (iпt (1t-1A)) ~ 

~ J.lo (n-1,4)- 1-to (n- 1 (int А))= О. 
Отсюда no теореме 4.5 

. NpFt('~- 1A) _
1 I1m N ( ) = ~to (rt А)= J.l (А). 

р-+оо p h. (J 

Числа Nп, (n-IA) и Nm(A) отличзются не более чем на 
N~' - число то'rек первода т, .'1ежащих на nрообразе rра

шщы марковекого разбиения. Отсюда всле~ствне неравеиства 
(13.3) получаем (13.6). 

Утверждеиие ( 13.7) выводится l!3 ( 13.6) и оnредепения ин
теграла. 

14. Расnределение нерноднческюt орбит А-потоков. На 
протяжении этого пункта через f,; Х- Х обозначается огра
ничение А-потока на ero базиское множество . Поток (Х, ft) 
тonoлoriиecl{•J транзнтивеtJ (~м . (БЗ]), СдедуiОЩ)'Ю теорему 
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можно рассматрива'Гь как обобщение 't'eope ш 13.1 о спе•и·
ральиом разJJожении транзитивного А#-гомеоморфизма. 

Теорема 14.1 (см. [Ан], [51] для У-потоков, [25) для 
А-nотоков). Поток. fr: Х 4-Х относится к. одпо.м.у из следую
щих трех тип.ов : 

(а) Х- неподвижн.ая точка; 
(б) ft- сnециальн.ый. поток; с постоян,ноu фун.к;циеt1 пад 

н.ек;оторьвt транзитивным А#-голtеом.орфиз.м.ом.; 

(в) Х = \t'lи(p) длл велкой перцодu,l.еской траектории р. 

Доказательство теоремы 14.1 иаnомииает доказательство 
теоремы Смей.ла о сnектральном разложении (см. \С] ) . 
В случае (в) nоток являетсn nеремешнвающим. а n CJJyчae 
(б) не являетей. Таким образом, д.rrя oo·ror<OB (Х, fr), не сво
дящихся t{ неnодвижно:И точке, условие (в) эквивалентно 
свойству перемешиваниsт. В случае (б) свойства потока ft 
определяются свойствами соответствующего А#·гомеомор
фнзма, поэтому наиболее интересным nредставляется слу· 
tiaй: (в), к которому, в частности, относятся геодезические 
потоки на римановых мноrообразнях отрнuателыюй крн
визиы. 

В дальнейшем предnолагается, что поток fr: Х-+ Х nере
мешивает. Гнббсоnс!{аЯ мера JLo, отвечающая фуикцни q> ~О, 
называется мерой максн!!rtальной эитроnни. Эта мера един
ствеtша , и динамическая система (Х, ft, f.to) nрн каждом t 
ме-rричсски сопряжена сдвнrу Бернуллк (см. [54], l37), [3) ). 
Как 11 в с,1учае дискретного времени, nериодические траек
тории потока ( Х. ft) равномерно расnределены относ.итеJiьио 
меры f.to, а тоnологич.е~кая: энтропия вычис,rJяется через асим

nтотiii<У их числа. 

Для всякой nерводической орбиты r с MJIIIH~aльиыr.1 пе
риодом 't("r') выберем тo•II<Y х Е "r' и определriМ меру (ненор
мированную) (l)y, которая является образом меры Лебегз на 
no.rryrtlfтerвaлe [O,'t'('')) nри отображении t-f~(x) (анало 
гичное определение в случае "аскада соnоставляет каждой 
периодической точ({е меру 1). Обозначим СО, (i) множество 
периоди'lеских орбнт, у которых период (не обяза-тельно ми· 
нимальный) сод.ержится в нитервале (t- е, i +в). Обоз на· 
чнм Ne (t) = > 't (у), и дJrя любого борелевекого множе-

vеt58 (/) 

ства Е nоложим N 1.e(E) = N:(t) L щ.,.(Е). 
"'f:;;COe<tl 

Обозначим v (t), "s (t) число периодических орбит, какой
lfибудь nериод которых содержится в интервале (0, t) нли 
(l- е, l + !!) соответственно. 
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Теорема 14.2 (см. (12], [13) дJJЯ С.!Jучая У-nотоков и [25], 
[2бj для слуqая А-потоков). Им.еют место равен.ства 

Hm Nt, г (Е)= !J.o (Е) (при !lo (дЕ)= 0), (14.1) 
f~oo 

h (f) = lim + log v (t), (14.2) 
1 ,.. ,_, 

h (f) = lit11 + 1 og Ve (t). 
1 о+ оо 

(14.3) 

При. достато'lн.о большом t спранедли.вы оценки 
Ре111 Qellt 
-,-~ v (t) ~ -t- (14.4) 

и. 

Рее111 Qвehl 
-t -~ ve(t) ~-1-. (14.5) 

Для У·лотоков Г . А. Маргулис получJ1л бол~е сильный ре
зультат (см. [13], а также Г. А. Маргулнс, О некоторых во
просах теории У-систем , Диссертация, 1\1.., 1970), Ои доказал 
существование предела 

1. v(t)·h ·t = J. 
Jm ht 

/~со е 
(14.6) 

15. Необратнмые отображения. Метод маркоnскнх раз
биениr. может быть использован nри пзущ~нин с rопологиче· 
ской н метрической точек зрения некоторых динамичеСI<\iХ си
стем, форма~'lъно не являюшихся А-системами. 

В nервую очередь это относится к растягивающим отобра
жения м, простейшие из которых -это отображения z~ Z" 
окружиос-rн SJ = {lzl= 1} в комплексной n.'IOCI<OCПI. 
В этом cJJyчae марковекое разбне11ие состоит нз дуг 

argze::[~ . 2n(p+J)], р=О, . .. , n-1. Адекватной сим-
п fl 

BOJIНtlecкoй моделью для необратимых растягивающих ото· 
бражеиин являются одностороинttе ТМЦ. В указанном при· 
мере соответствующая ТМЦ являетси односторонним сдвигом 

Берну.чJI н с символами О, ... ' ft- 1 и обозначается с~:, <r). 
При отображеиик п: 1:: ~ S 1 отождествляются nоследова· 
те.'lьности, nереходящие в точки rраии uы марt{овскоrо раэбие· 
ЮJЯ и их nрообразы: 

(а, ... ,a,i+l , O, О, .. . ).-(а, ... , а, i, n-1, n- 1, .. . ) я 

(0, О,. ,.).-- (n- 1, tt -1, ... ), 

т. е . две неподвижные rочкн отображения а; ~~ ~ ~; н их 
соответствуюшне прообразы. Такое же марковекое разбиение 
строится для всяtсого растягивающего отображения окруж-
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носrн стеnени n, о·rкуда следует топологическая сопряжен· 

ность любых двух таких отображеннн. Результа'ГЫ [Бl, § 4] 
переносятся иа .нот случай. В часпюсти, для отображепня 
z-+ Z11 мера Лебсга т ин вариантна и, следоватедьно, совnа· 
дает с rнббсовской мерой !J+• отвечаюшей функции с:р<и> = 
= -log/Df(z) 1· Но /Df(z) 1;:; n; значит,m= ~-' + = ~tФ<"I = )t0, 

где J.lo- мера максимальной энтроnии. Перноднqескне точки, 
очевидно, имеют относнтелыю J.lo раnпамерное распредмение. 
Дли производьных растяrнваюшнх отображений окружности 
мера 11+ абсолютно непрерывна относительно лебеrовской 
н ори 1 df(z) 1 =1= const меры ,uo н J.4 сннrулярны. 

Иивариантная мера 11+ оказывается абсолютно непрерыв· 
ной относительно меры Лебега также дл1t растяrнnаюшнх 
К)'соqно-rладкнх отображений отрезка в себя (см. [11], [45]). 

В общем случае отображение f: М-+ М называетсSl растя
гивающщ.f, если иаl'iдется та1<ое с> 1, что 11 Dfxv 11 > с 11 v 11 

при v Е Т хМ. ДJJя растяrнваюшнх отображениИ существует 
марковекое разбиеRflе (см. [43] ). что позво.Jrяет nеренести 
резу:tьтаты [Бl, § 4] на этот сдучай. Всякое растягивающее 
отображение KJiacca С2 имеет бериуliJJневскую инвариантную 
меру с гладкой nлотностью, см. [44]. В [57) метоДами, ана
логн<шыми развитым в [Б!], нееледуются и11вариантные меры 
н равновесные состояния для широкого J<.'Iacca кусочно-глад· 
ких растягивающих отображений. 

Друrпм естественным обобщением отображения z- Z11 яв
.ТJЯются nронзеольные поmшомналыiые отображения z -> Р (z) , 
В [18], [40) расемотреn широкий !{Ласе таких полиномиаль
ных отображениl!, для которых на множестве Q (Р) суще· 
ствует марковекое разбиение с границей, состояшей из 

1<онечного числа точек. Прн проекции n: }.;: - Q (Р), отвечаю
щей этому марt<овскому разбиению, склейки nроисходnт в ко
нечном чнсле nериодических nоследовательностей н их nро
образах. Проекпия n порожда~т взаимно однозначное соот
ветствие между неатомичесrшми ннвариантнымн мера ми по

луJш~кадов (I;t", а) и (Q(P), Р). Отсюда, в частJiОСТИ, следует 
равенство тополоrи••еских энтропнй ftp = lt~ = tog n. 

Еше один класс необратнмых отображений, 11ри нзученщr 
которого оказадся по.tiезным метод марковекик разбиеиий,

это дифференцируемьtе необратимые отображения окружно· 
сти ИJIИ отрезка в себя. 

Пусть !т- доnолнение в С' (S1, S1) к множеству растяrи
ваюшнх О'Т'Ображеннй. В [ 19\ доказано, что открытое всюду 
плотное в W/ nодмножество m составляют ОТ(Jбражения f, для 
которых Q (f)- канторово множество и f/ Q (f) топологически 
сопряжено ТМ.Ц. Отметнм, что аналоrичt1ая заднча в классе 
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C2 (S1.S1) не решена. Для femnC2 (S1. S1) имеем 
т(Q(f))=O (см. (29]). Поэтому для отображений /e9ln 
n C2 (S1, S1) не существует инвариантной меры, абсолютно 
неnрерывной относительно меры Лебеrа. 

Ес.1и ft: 1-1- одноnараметр1г~ешое семейство отобра
жений, то абсодютно непрерывная мера может существовать 
дм1 отдельных значеннй uзраметра. Так, напрпмер, в семей· 
сто е отображений fь: х ,..._ Ьх( 1 - х), nоnуляриом в биологии 
(см. [48] ), при Ь = 4 точJ<а межсимумах = 1/2 является nро
образом отталкивающей неnодвижиой точки О_ Замена 

у= <р (х) = !_ arcs/п _"J"X лереводит отображение f+ в кусочно· n 
_ { 2у, О~у~ 1/2, 

линейное отображение f (U) = 2 (1- у), 1/
2 
~у~ l. Взяв 

прообраз меры Лебега т, ииварнантной отиосительио f, по· 
лучаем бернулдиевскую инварнаитиую меру дпя f4 (х) с л;ют-
tюстью (n.y'x(l-x)) - 1

• Этот фюп долуекает следующее 
обобщение. Существует счетное число значений параметра 
{bk}, nри которых критическая тосша является nрообразом 
пернодичесиой от-rалкивающей точки х = [~<х, и на иекотором 
отрезке [а, Ь] существует инвариантная относительно f" мера, 
абсолютно непрерывная относите..Jьно лебеrовской меры. 
Плотностt. этой меры неnрерывна всюду, кроме концов от-
резка [а, Ь], где она имеет особенности тиnа 1j_"Jx. При 
данном k это верио не только для f, но н для всякого отобра
жения g, содержзщегося в малой с~-окрестности f, ес,пr 
только критическая точ){а g является прообразом nериодиче
ской: (такие отображения образуют nоверх:ность кор азмерно
сти 1 в C2 ([0,1J, (O,lJ) ) ; СМ- (54) для k=2. 

По-внди:мому, для типичного отображения ОI(ружности 
(или отрезка} в себя ннварнаитная мера, абсолютио непре
рывliая относительно лс.беrовской, может сущ,ествовать 
только д.'IЯ нигде не плотного множества значен11й nараметра. 
Представляет интерес вопрос о мере этого множества. В 158] 
показано, что оно имеет мощпость континуума. 

ЗаА!еt/ание. После того ка J< эта статья бьrila наnисана , мы 
пол}"!нлн возможность ознакомиться с препринтом Р. Боуэна 
(56J. В 11ем автор дает краткиt"t обзор примерно того же 
круга результатов, который содержится в этом сборнике. 
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