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которых ( штрихаванная) движется относите.,rrьно другой 
с постоянным по величине и направлению вектором ско­
рости v .  Преобразования координат и времени (26.3) в 
научной литературе получили наименование преобразо­
ваний Лоренца. 

§ 27. Тензорные теоремы Нётер 

У равнения механики, электродина..>vrики и теории 
гравитации в современной теории поля обычно получают 
из условия экстремума функционала, который называют 
действием и обозначают S. Для вывода уравнений ме­
ханики материальной точки этот функционал записыва­
ют в виде криволинейного интеграла в четырехмерном 
пространстве-времени. Для получения уравнений поля 
функционал S необходимо представить в виде интеграла 
по векоторому четырехмерному объему 1;4 от функции 
L, называемой ПJютностью функции Лагра.нжа. В силу 
традиции действие в этом сnучае записывают в виде 

S = � J Ld4x , (27. 1 )  
v4 

где d4x = dx0dx1 dx2dx3 - э.nемент четырехмерного объ­
ема. 

Плотность функции Лагранжа является плотностью 
скаляра веса + 1 ,  в результате чего действие S оказывает­
ся скаляром. Выбор явного вида вещественной функции 
L осуществ..rrяется в зависимости от рассматриваемой си­
стемы физических поnей. 

Пусть, например, эта система состоит из скалярно­
го Ф и векторного Ai полей, взаимодействующих друг с 
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другом в псевдоевклидовом пространстве-времени. Если 
есть основания предполагать, что искомые уравнения 
для полей являются дифференциальными уравнениями 
не выше второго порядка, то плотность функции Лагран­
жа L должна иметь вид: 

(27.2) 

Из условия экстремальности функцианала (27. 1 )  при не­
зависимом варьировании каждой компоненты полей Ф' и 
Ai получаем уравнения Эйлера - Лагранжа, которые 
обычно называют уравнениями движения для рассматри­
ваемых полей: 

_!___ [ дL ] _ дL _ О 
дхn д (�) дФ - ' 

дхn 
(27.3) 

д [ дL ] дL 
дхn д ( ��� ) - дАi 

= О. 

Функция действия S, кроме вывода уравнений движения 
для физических полей, позволяет получить целый ряд об­
щековариантных тензорных дифференциальных соотно­
шений, которые в научной литературе получили назва­
ние дифференциальных законов сохранения. 

Впервые на возможность такого использования 
функцианала S указал математик Д.Гильберт, ученица 
которого Э .Нётер впоследствии доказала ряд теорем, ко­
торые позволяют получать различные дифференциаль­
ные законы сохранения. Идея доказательства этих тео­
рем nроста: nоскольку действие S яв.11яется скаляром, то 
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оно не должно изменяться при проведении инфинитези­
мальных (бесконечно ма.п:ых) преобразований. 

В частности, если мы совершим малое преобразова­
ние координат 

( 27 .4) 

г де Л i ( х ) - бесконечно малый четырехвектор, то функ­
ция действия (27. 1 )  в силу закона преобразования ( 1 .5) 
не изменится: 

JSc = S'(x') - S(x) = О. 

Однако преобразование (27.4) повлечет за собой измене­
ние всех входящих в правую часть равенства (27. 1 )  вели­
чин: пределов интегрирования и элемента четырехмер­
ного объема d4 х .  Плотность функции Лагранжа L при 
преобразовании (27.4) также изменится, поскольку изме­
нятся входящие в нее полевые функции Ai и W ,  метриче­
ский тензор и их частные производные. 

В случае плотности L, определяемой выражением 
(27.2 ) ,  будем иметь: 

(27.5) 

Рассмотрим выражение (27.5) . Нам необходимо объеди­
нить два интеграла в один. Однако, хотя интегрирова­
ние в них производится по одному и тому же четырех­
мерному объему, в штрихаванных и нештрихованных ко­
ординатах границы этого объема, а значит и пределы 
интегрирования, определяются различными числовыми 
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значениями. Поэтому изменим переменвые интегриро­
вания в первом из этих интегралов так, чтобы пределы 
его интегрирования совпада.1rи с пределами интегрирова­
ния второго интеграла, не затрагивая L'(x' ) .  Для этого 
совершим преобразование в этом интеграле от координат 
х ' к координатам х : 

J L'(x' )d4x' = J JL' (x' )d4x , 

v� v4 

где J - якобиан ( 1 .2) преобразования от переменных х 
' 

к переменным х .  
Тогда соотношение (27.5) примет вид 

85 = � J { J  L' (x' ) - L(x)}d4 x .  (27.6) 
v4 

Раз.тюжим подынтегральное выражение в ряд по малому 
параметру Л n ( х ) с точностью до линейных членов. От­
метим прежде всего, что якобиан преобразования ( 1 .2) с 
требуемой точностью принимает вид: 

(27. 7) 

Подставим это соотношение в выражение (27.6) и учиты­
вая, что L'(x' ) отличается от L(x) на члены линейные по 
л i ' получим: 

(27.8) 
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Заметим теnерь, что разность nервых двух ч.ттенов 
ПQЦЫнтегрального выражения, по оnреде.11ению, предста­
вляет собой координатную вариацию плотности лагран­
жиана: 

дсL = L'(x') - L(x) .  

Эта вариация порождает координатную вариацию всех 
величин, вхQЦящих в состав лагранжиана: скалярного 
Ф(х) и векторного Ai (x) полей, метрического тензора и 
их частных производных. Однако испоJiьзовать коорди­
натную вариацию не совсем удобно, так как координат­
ная вариация от тензора не является тензором и , кроме 
того, координатная вариация непереставима с оnерацией 
частного дифференцирования. 

Поэтому для да.11ьнейшего удобно выделить из коор­
динатной вариации вариацию Ли д L ,  которая перестано­
вочна с частным дифференцированием и не выводит тен­
зоры из их класса. Вариация Ли некоторого геометриче­
ского объекта r.p А , имеющего обобщенные (не обязатель­
но тензорные) индексы, обозначенные одной буквой: А, по 
определению, имеет вид: 

(27.9) 

Поскольку в этом выражении аргументы обоих членов 
совпадают, то вариация Ли от тензора также будет тен­
зором. Используя определение (27.9 ) ,  координатную ва­
риацию no.Jiя r.p А можно представить в следующем виде: 

Сохраняя только линейные по .Лi(х) члены, получим, 
что при инфинитезимальном преобразовании координат 
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(27 .4) координатная вариация связана с вариацией Ли со­
отношением: 

(27. 10) 

Используя соотношения (27.7) и (27 . 10 ) ,  выражение (27.8) 
перепишем в виде: 

8cS = � J d4x {  8rL(x) + 
д
�n [L(x)>.n] } · (27 . 11 )  

v4 

Найдем теперь выражение для вариации Ли от рассма­
триваемой плотности функции Лагранжа. По определе­
нию (27. 10) имеем: 

(27. 12) 

� (х) . 
дg�k

(x) tmn
(
x )
) 
- L

(
A ·

(x
) дАi(х) 

g�k · 
дх

n ' g � ' дх
n ' 

) дФ(х) дgik(x) mn 
) Ф(х , 

д 
, 9ik(.:r ) ,  

д 
, g (х) . 

xn 
. 

x
n 

Учтем, что в силу этого же определения 

Ф '(.т) = Ф(х) + дrФ(х) .. 
дФ ' (х) -

дw(х) 
+ д 

дw(х) 

дхn 
-

дхn L дхn 
' 
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g' nm (x) = 9nm (x) + 8Lgnm(x) . 
Подставляя эти соотношения в выражение (27. 12) ,  разло­
жим первое слагаемое, стоящее в его правой части, в ряд 
по малым параметрам - вариациям Ли 8 L Ф ( х ) , 8 L Ai ( х ) , 
8L9ik (x) ,  8Lgnm (x) и их частным производным. Оставляя 
только линейные члены, получим 

Переставляя местами независимые операции. частно­
го дифференцирования и варьирования и провQЦя тожде­
ственные преобразован:ия, отсюда имеем: 

д { дL дL дL } + д n д ( aw ) 8L W + д ( дАi ) 8LAi + ( а  . ) 8L9ik . 
х а п  а п  д ___flЩ • х Х дхn 

Учтем теперь, что вариации Ли 8Lgnm не являются не­
зависимыми от вариаций 8 L9ik : 

дLgmn = -gmignk8L9ik · 
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Тогда используя уравнения (27.3) и полученные соотно­
шения, выражение (27 . 1 1) можно записать в виде: 

mi nk 
дL ] � n Jn} -g g дgnm UL9ik + V n , (27. 13)  

где введено обозначение Jn для плотности четырехвек­
тора веса + 1 :  

Jп , п дL r ,т, дL � дL r = Lл + д ( д'l! ) UL '.!.' + ( дА; ) иLAi + (дgil• ) UL9ik дхn д дхn д дхn 
(27. 14) 

и учтено, что дивергенция его в частных производных 
совпадает с ковариантной дивергенцией: 

Вариации Ли J L W, J LAi и J L9ik , входящие в соотношения 
(27. 13) и (27. 14) , не являются независимыми друг от дру­
га, так все они возникают при одном и том же преобразо­
вании координат (27.4) .  Поэтому вариации Ли DL Ч! ,  8LAi 
и д L9ik могут быть выражены через четыре компоненты 
вектора лп(х ) .  

Найдем эти выражения. Начнем со скалярного пш1я. 
По определению имеем: 
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Так как координатная вариация скаляра равна нулю в 
силу его закона преобразования W1 ( х' ) = W ( х) при пре­
образовании координат, а частная производная от скаля­
ра совпадает с ковариантно:й, то будем иметь: 

(27. 15) 

Совершенно аналогично получим и для четырехвектора 
Ai (x) : 

дLAi (x) = дсАi(х) -.Лп д:i (х ) 
= А� (х') -Аi (х) -.Лп д:i (х) . 

xn xn 
Четырехвектор Ai ( х) обладает законом преобразования 
( 1 .6) .  Используя соотношение (27.4) и провQДя вычисле­
ния с точностью до линейных по .Лi членов, будем иметь: 

А� (х' )  = Ai (x) -
д
д
.Л� Am(x) . . х� 

Тог да вариация Ли от четырехвектора Ai ( х ) примет вид: 

Добавим и вычтем Г� Am .Л n в правой части этого выра­
жения. В результате по.1учим: 

(27. 16) 

Найдем теперь вариацию Ли от ковариантных компонент 
метрического тензора. Как обычно имеем: 

r ( ) 1 ( ' )  ( ) \ n д9ik (x) 
о L9ik Х = 9ik Х - 9ik Х - л д . xn (27 . 17 )  
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Из закона преобразования метрического тензора следует, 
что дхm дхn 

g�k (x') = дх' i дх' k gmn (x) . 
Пqцставляя в это равенство выражение (27.4) и пренебре­
гая ч.ттенами, квадратичными по >.i , выражение (27. 1 7) 
приведем к виду: 

f ( ) д>.m алт \ ffi дgik ULgik Х = -giт -д k - gkт -д . - л -д · х xt xm (27. 18) 

Выразим теперь частную произвqцную от метрического 
тензора gik через компоненты символов Кристоффеля: 

дgik гп гп 
дхm = gkn mi + gin mk ·  

Тогда из  выражения (27. 18) будем иметь: 

дLgik (x) = -gim \lk,\m - gkm \liAm. (27. 19) 

Используя выражения (27. 1 5) ,  (27. 16) и (27. 19) , соотно­
шение (27. 13) приведем к виду: 

DcS = � !  d4x {�yik [gim\lk>.m + gkm\li>.m] + Vnln
} , 

v4 

где в цепях сокращения записи введено следующее обо­
значение симметрического тензора энергии-импульса си­
стемы: 

yik 2 { дL . . д [ дL J = - v:::g дgik 
- дхn д ( дg;k ) 

. дхn 

ni km дL } - g g дgnm · 

(27.20) 
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Теперь нам необходимо избавиться от производных век­
тора Л m, стоящих в квадратных скобках. Воспользовав­
шись формулой дифференцирования по частям и четы­
рехмерной теоремой Остроградского - Гаусса, получим: 

дсS = � J d4x{ - v=gлmvi [Tikgmk] }+ (27.2 1 )  
v4 

+� J dSn [Jn + v=gтnk9mkAm ] , 
s4 

где s4 - поверхность, ограничивающая рассматриваемый 
четырехобъем. 

Поскольку бесконечно ма.ТiыЙ четырехвектор Л m про­
изволен, то м:ы можем воспользоваться эт·им произволом 
для упрощения выражения (27.21 ) .  Пусть, например, сна­
чала вектор Л m будет произволен внутри четырехобъема, 
а на его границах сам вектор и его ковариантные произ­
водные равны нулю. Тогда и в выражении (27.2 1 )  по­
верхностный интеграл обратится в нуль и оно примет 
вид: 

дсS = -� j d4x.J--gлmviт:n .  
V4 

При преобразовании (27.4) с произвольным инфинитези­
мальным вектором Л m ( х) вариация де S = О .  В силу основ­
ной леммы вариационного исчисления отсюда получаем 
следующий дифференциальный закон сохранения: 

(27.22) 
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Кроме него мы можем лолучить и другие дифференци­
альные законы сохранения. Для этого подставим соот­
ношение (27 .22) в выражение (27.21) и преобразуем по­
верхностный интеграл в объемный. В результате будем 
иметь: 

� � d4x {'Vn [Jn + J=9T�Лm] } = 0. (27.23) 
v4 

Учитывая явный вид (27.20) для плотности четырехвек­
тора Jn и проводя в выражении (27.23) дифференцирова­
ние, получим: 

� f d4xyCg{ лm ['Vп(Т� - т�)] + (27.24) 
v4 

+ [т� - т� - \?pa�n] V пАт - a�n\7 n 'V pAm } = О, 

где введены следующие обозначения: 

pn 1 { дL дL А } am = � 2-(�) 9mi + д ( дА ) т , v -g д og,n __ n 
дхР дхР 

(27.25) 

n 1 { rn дL ,т, дL " А } Tm = 1_ -· LQm + д ( itt. ) 'Vm '±' +  ( дА; ) Y m  i . 
V - g _ дхn д д:r;n 

Тензор т� называется каноническим тензором энергии­
импульса, а тензор a�n - тензором спина. 

Поскольку в левоf-t части соотношения (27.24) объем 
интегрирования про:и:зволен, то подынтегральное выра­
жение должно быть равным нулю тождественно. Так как 
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в каждой точке пространства-времени четырехвектор ).i 
и его ковариантные производные можно выбрать произ­
вольными и в псевдоевклидовом пространстве-времени 
V n V р). m = V р V n). т , то данное выражение эквивалент­
но следующим трем дифференциа.тrьным законам сохра­
нения: 

Vn[T� - т�] = О, 

Tn n "' рп 
m - Т m = У P(J m ' 

(27.26) 

Эти соотношения показывают, что, во-первых, тензор 
спина (J�n является антисимметрическим по верхним ин­
дексам, во-вторых, симметрический тензор энергии-им­
пульса Т� отличается от канонического тензора т� на 
дивергенцию тензора спина. Тензор спина для скалярно­
го поля равен нулю, но д.пя других полей он отличен от 
нуля. 

§ 28. Неинерциальные системы отсчета 

В механике и электродинамике иногда возникает не­
обходимость провqцить решение задач в неинерциальных 
системах отсчета. В частности, из-за вращения Земли 
вокруг своей оси все земные лаборатории оказываются 
слабонеинерциальными. Поэтому даже в земной лабора­
тории эффекты, вызывз.емые ее неинерциа.rтьным движе­
нием, могут оказать существенное влияние на ход меха­
нических и электродинамических процессов. 

Адекватное описание различных явлений в неинер­
циальных системах от·счета возможно только при посJiе­
довательном использовании четырехмерного тензорного 
анализа. Рассмотрим несколько простых примеров не­
инерциальных систем отсчета и покажем какой вид в них 
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принимают основные тензорные соотношения и уравне­
ния. 

а) Вращающаяся система отсчета. 
Пусть в исходной инерциальной системе отсчета, ме­

трический тензор которой имеет вид (25. 1 ) ,  находится 
другая система отсчета, оси х и у которой вращаются 
вокруг оси z с постоянной угловой частотой П. В этом 
случае уравнения xi = xi (x'n ) , связывающие координаты 
и время ( r; t )  инерциальной системы отсчета с координа­
тами и временем вращающейся системы отсчета (r ' , t') , 
принимают вид: 

х = х' cos Пt' - у' sin Пt' , 

у =  х' sinПt' + у' cos Пt' , 
t = t' ' z = z. ' 

(28. 1 )  

Взяв дифференциады от этих соотношений и подставляя 
их в выражение (25.2) для интервыта, получим: 

ds2 = с2 [ 1 - Q2 (x':2+ у'2 ) ] dt'2+ (28 .2) 

+ 2Пу' dx' dt' - 2Пх' dy' dt' - dx'2 - dy12 - dz'2 . 
Сравнивая это равенство с равенством (3 .2) ,  найдем не­
ну.певые компоненты метрического тензора во вращаю­
щейся системе отсчета: 

Пх' 1 . 9oz = - -- , с 

с (28.3) 

g1 1 = gzz = 9зз = - 1 .  
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Контравариантные компоненты метрического тензо­
ра имеют вид: 

gtOO - 1 g!Ol - Пуl - ' - ' с 
102 Пх' g = - -- ,  с 

gf33 = - 1 .  

Таким образом, при переходе от инерциальной системы 
отсчета к вращающейся системе отсчета метрический 
тензор подвергся значительным изменениям: у него не 
только появилась недиагональная часть, но и его ком­
поненты стали функциями координат. Поэтому не все 
символы К ристоффеля в этой неинерциальной системе 
отсчета равны нулю: 

1 n Гаz = - - , 

с 

2 D,2y' 
Гао = - -2- , 

с 
2 n Гоl = ­

с 

Однако тензор кривизны (7 .3 )  в этой системе отсчета, 
как это и должно быть в любой системе отсчета псевдо­
евклидова пространства-времени, равен нулю Rinm = О . 
Если в плоскости х101у1 ввести полярные координаты, 
то выражения (28.3) для компонент метрического тензо­
ра упрощаются: 

Пr12 
g�o = 1 - -2- ,  

с 
1 1 1 gтт = gzz = - ' 

Пr12 
go<p = -- ; с 

1 2 g<p<p = -r . 

(28.4) 

Система уравнений (25 .7) ,  определяющая при pi = О  сво­
бодное движение материальной точки, в неинерциа..ТJ:ьной 
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системе отсчета с метрическим тензором (28 .3) принима­
ет вид: 

dи1 - П2х' (ио? - 2П иои2 = О , ds с2 с 
dи2 П2у' ( о )2 2П о 1 О -- + -- и + -и и = , ds с2 с 

du0 dи3 
ds = ds = О

. 
Ее решение найти несложно: 

х' = ( Vaxt' + ха ) cos Пt' + ( vayt' + уа) sin Пt' ,  

у '  = - ( Vaxt' + ха ) sin Пt' + ('uayi1 + уа ) tos Пt' , 
1 t' + ' z = Vaz za , 

(28.5) 

где Vax , vay ,  'Uay , ха , уа , za - константы интегрирования. 
Сравнивая эти соотношения с законом преобразова­

ния координат и времени 

t' - t - '  х' = х cos Пt + у  sin Пt, 
1 z = z ,  у' = -х sin Пt + у cos Пt, 

вытекающим из выражения (28. 1 ) ,  легко убедиться, что 
законы свободного движения (28.5) материальной точки 
во вращающейся системе отсчета соответствуют равно­
мерному и прямолинейному движению этой точки в инер­
циальной системе отсчета. 

б) Ре.пятивистски равноускоренная система отсчета. 
Релятивистски равноускоренной системой отсчета 

называется система, нача.тю отсчета которой движется 
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реп:ятивистски ускоренно. Релятивистежи равноускорен­
ным движением материальной точки называется движе­
ние, совершаемое пqц действием постоянного по величи­
не и направJтению трехмерного вектора СШIЫ f = const. 
Предположим, что этот вектор направлен вдоль оси z .  
Тогда система уравнений (25 .7 ) ,  (25.8) сведется к одному 
уравнению (см. задачу 2 § 25) :  

d v - = сЬ = const dt . /1 - 112 
, 

V с2 

где v = dzjdt� Ь = fz /(rnoc) .  
Решение этого уравнения с нача.пьными условиями 

r(O) = О, v (O) = О  имеет простой вид: 

z = � [ /"1 + bz t2 - 1] . ( 28 .6) 

Поэтому закон преобразования координат и времени xi = 
xi (x'n ) при переходе от инерциальной системы отсчета к 
реляти:вистски равноускоренной системе о·гсчета, движу­
щейся вдоль оси z, можно представить в виде: 

t = t' , ' х = х ' у = у' , 

z = z' + � [ V 1 + b2f12 - 1] .  
Взяв дифференциалы от этих соотношений и подставляя 
их в выражение (25.2) для квадрата интервала в nсевдо­
евклидовом пространстве-времени, получим: 

2cbt1 dz' dt' 
d ,2 . d ,2 d ,2 у' а + b2f'2 - х - у - z . (28 .  7) 
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Таким образом, в релятивистски равноускоренной систе­
ме отсчета иенулевые компоненты метрического тензора 
являются функциями времени: 

1 Ьt' 1 ' 1  9оо = 1 + ьz t'z ' 9oz = -
V1 + b2f12 ' 

1 1 1 1 911 = 9zz = 9зз = - · 
(28.8) 

Из этих выражений с.педуег, что неравной нулю оказы­
вается только единственная комnонента символов Кри­
стоффеля: 

.. \' \ (28.9) 

В неинерциальных системах отсчета nривыЧные nред­
ставления о законах механики оказываются непримени­
мыми. В частности, в этих системах отсчета не дей­
ствует закон инерции. Поэтому для того, чтобы удер­
жать тело в состоянии покоя в неинерциальной системе 
отсчета, к нему необходимо приложить силу. 

Чтобы проиллюстрировать это утверждение, запи­
шем четыре компонены уравнения движения (25 .7) в слу­
чае рслятивистски равноускоренной системы отсчета: 

z duo о mocz�� = pl z duz 2 m.oc ds = F , ds , тое ds = F , (28 . 10) 

т cz [duз -+- гз ио ио ] = рз 
о ds . 

оо · 
В состоянии nокоя v' = dr'jdt1 = О. Поэтому u1 = и2 = 
·u3 = О , а компонента u0 , в силу соотношения g�kuiuk = 1 ,  
равна u0 ' 1 /  �· Учитывая, что в рассматриваемом 



1 64 ПСЕВДОЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО-ВРЕМЯ (ГЛ. 6 

случае ds = c.;9{;;dt' ,  систему уравнений (28. 10) приве­
дем к виду: 

ро = тое !!_ � pl = р2 = О, рз ДО dt' v 9bo
' 

2 тое гз , оо · 9оо 

Подставляя в эти соотношения выражения (28.8) и (28.9) ,  
получим окончательно: 

pl = р2 = о 
' рЗ _ тоЬс 

Таким образом, компоненты четырехвектора силы, удер­
живающей тело в покое в релятивистски равноускорен­
ной системе отсчета, являются функциями времени, а 
квадрат этой силы не зависит от времени: gikpi pk = 
-тос2Ь2 = -/1 = const. 

Задачи 

1 . Найти закон свободного движения тела массы то в репя­
тивистски равноускоренной системе отсчета. 

Решение. При свободном движении pi = О, поэтому уравне­
ние (25.7) принимает вид : 

( 1 )  

Оnуская штрихи, запишем выражение для квадрата интерва­

ла (28 .7) в релятивистски равноускоренной системе отсчета в виде: 

d 2 [ 2 . . 2 Jd 2 s = с goo + 2cgozz - r t , 

где r = {х, у,  i} , а точка обозначает производную по времени. 
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Поэтому компоненты четырехвектора скорости ui будут 

иметь вид: 

Учитывая, что djds = df[#goo + 2cgozi - r2dt] , и подста­
впяя выражение (28.9) в уравнение (1) ,  получим: 

du0 
dt dt 

Решение первых трех уравнений этой системы удобно залисатъ в 
виде 

и0 = сСо = const, и1 = с1 = const, и2 = Cz = const. 

Тогда последнее уравнение легко интеrрируется: 

u3 = С  _ bcCot 
3 vl + ЬЧ2 

Так как u1  = u0xjc, u2 = u0iJjc ,  u3 = u0ifc, ТО ДЛЯ опреде­

пения х = х ( t) , у = у ( t) и z = z ( t) получим уравнения 

. С1 . Cz Сз х = Со = const, у =  Са = con.st, z = Со 

Интегрируя их, будем иметь: 

с2 у =  -t + yo , Со 

cbt 



166 ПСЕВ'дОЕВКЛИДОВ О ПРОСТРАНСТВО-ВРЕМЯ [ГЛ. б 

Сз с г,-:--z =
Со 

t - b[v 1 + ЬЧ2 - 1) + z0 , 
где хо , Уа , Zo -- константы интегрирования. 

Таким образом, в релятивистски равноускоренной �истеме от­

счета, :в которой квадрат интервада имеет вид (28.7) , свободное те­

до движется равномерно в направлении осей Х и у и релятивистски 

равноускоренно - в направдении оси z .  
2 .  Определить четырехмерную силу pi , которую необходимо 

приложить, чтобы тедо массы то находилось в покое в точке Х 
R, у = z = О вращающейся системы отсчета. 

Решение. Когда те.тю находится в покое, его четырехвектор 

скорости имеет вид 

Из соотношения (25.5) следует, что в этом едучае u0 = 1 /  Jgoo . 
Исп�льзуя выражения (28.4) и определение (3 . 1 ) ,  построим контра­
вариантные компоненты метрического тензора: 

Подставляя соотношения (28.4) и (2) в выражение (6.4) , найдем не­

равные нулю компоненты символов Кристоффеля второго рода: 

Уравнение (25 .7) с учетом полученных выражений позволяет опре­

делить четырехвек':!;'ор силы, которую необходимо При.rюжить в точ­

ке Х = R, у
'
= z = О врюцающейся системы отсчета, чтобы тело 

массы то нахQЦи.rюсь в покое: 

ро = F'P = pz = О. 
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§ 29 . Эффект Саньяка 

В качестве примера использования неинерциальных 
систем отсчета проведем расчет эффекта Саньяка [19) .  
Этот эффект заключается в том, что время обхода кон­
тура вращающегося кольцевого интерферометра зависит 
от направления распространения электромагнитной вол­
ны в этом интерферометре. В результате у двух волн, об­
ходящих контур в противоположных наnравлениях, воз­
никает фазовый сдвиг, который приводит к смещению 
интерференционных полос. Эффект Саньяка является 
чисто кинематическим :эффектом. 

Предположим, что в плоскости ХОУ системы отсче­
та, вращающейся с частотой n, расположен кольцевой 
ицтерферометр, уравнение контура которого в цилиндри­
ческих координатах имеет вид: r = R, z = О. 

Предположим далее, что из точки х = R, у = z = О  
вдо.пь этого кольцевого контура распространяются две 
электромагнитные во.пны: QЦна в направ.11ении возраста­
ния по.пярного уг.па ер ,  а другая - в противоположном 
направлении. В дальнейшем все вепичины, относящиеся 
к первой во.пне, будем обозначать индексом " +" ,  а ко вто­
рой - индексом: " - " . Найдем разность времен Ь.t = t _ - t+ , 
необходимых передним фронтам этих волн д.пя соверше­
ния QЦНого обх<Ща контура ко.ттьцевого интерферометра. 
Для этого запишем прежде всего выражение для квадра­
та интервала во вращающейся системе отсчета (28 . 1 )  в 
ци.пиндрических координатах: 

Q2 1.2 
ds2 = с2 [ 1 - --] dt2 + 2Пr

2 dtdcp - dr
2 - r

2 dcp
2 - dz

2
. 

с2 

Так как при, распространении электромагнитных волн 
согласно (3 . 7) интервал ds равен нулю, то для двух волн, 
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движущихся по кольцевому интерферометру ( r R = 
const , dr = О, z = О, dz = 0) , получим следующее ква­
дратное уравнение 

Решение этого уравнения имеет вид 

( 29. 1 )  

где знак плюс относится к волне, распространяющейся в 
направлении возрастания полярного угла ер ,  а знак минус 
- к встречной волне. 

Решая дифференциальное уравнение (29 . 1 ) ,  получим 
зависимость O'I' времени полярных координат передних 
фронтов рассматриваемых двух электромагнитных волн 

(29.2) 

Постоянные интегрирования 'Ро1 и 'Poz можно найти, если 
учесть, что в начальный момент времени t = О передние 
фронты обеих волн нахqцились в точке х = R, у =  z = О. 
Тогда 'Р+ (О) = О , 'Р- (0) = 2тr и мы имеем 'Ро1 = О , 'Poz = 
21r. В результате законы движения ( 29 .2) передних фрон­
тов двух электромагнитных волн, распространяющихся 
во вращающемся кольцевом интерферометре, приобрета­
ют вид 

(29.3) 
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с 
!f!- (t) = 21r - [n - R] t. 

После совершения обхода контура nолярная коорщша та ер 
nереднего фронта первой волны станет равной <р+ = 271", 
а у второй волны ер_ = О. Используя эти условия, из 
выражений (29.3) найдем время t± ,  необходимое волнам 
для обхода контура: 

Разность этих времен 

оказывается пропорциональной nроизведению угловой 
частоты вращения системы отсчета Q и площади 1r R2 , 
охватываемой контуром кольцевого интерферометра. 

Так как t_ f. t+ при Q f. О, то nосле обхода контура 
электромагнитные волны придут в точку х = R, у = z = 

О,  имея разные фазы. 
Поэтому измеряя величину разности фаз у встреч­

ных волн и зная площадь, охватываемую контуром, мож­
но определить величину угловой скорости S1 вращающей­
ся системы отсчета. На этом принципе можно создать 
устройство, позволяющее измерять угловые скорости 
вращения различных конструкций (автомобилей, самоле­
тов) nри их неинерциальном движении. Однако чувстви­
тельность этого способа не очень высока, в результате 
чего для измерения с требуемой точностью необходимо 
и сп ользова ть 'Кольцевые интерферометры больших раз­
меров. 
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В частности, в опытах самого Саньяка по измерению 
угловой частоты вращения ЗемJТИ испо.rrьзовался копьде­
вой интерферометр с периметром около 600 м. Поэтому в 
настоящее время в качестве навигационного прибора, по­
зволяющего из:мерять величину n, бо.rrьшее распростра­
нение получили кольцевые лазеры (лазерные гироскопы) . 



ГЛАВА 7 
ТЕНЗОРЫ В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 

§ 30. Уравнения Максвелла в тензорной форме 

В электродинамике Максвелла полевой переменной 
является антисимметричный тензор второго ранга Fik , 
называемый тензором электромагнитного поля. 

Этот тензор связан с четырехвектором потенциала 
Ai общековариантным соотношением: 

(30. 1 )  

В декартовых координатах инерциальной системы от­
счета псевдоевклидова пространства-времени компонен­
ты тензора Fik наиболее просто выражаются через ком­
поненты векторов напряженностей электрического Е и 
магнитного Н полей: 

( о 
- Е  

Fik = х 
-Еу -Ez 

(30.2) 

Ура�нения движения заряженной частицы во внеш­
нем электромагнитном по.тте в электродинамике Максвел-
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ла могут быть получены из действия: 

в в 

S = -тое 1 ds - � 1 Aidxi . 
А А 

В результате приходим к уравнениям 

[dиn n i k] e pnk 
то е ds + Гik и и = � иk , 

[ГЛ . 7 

(30.3)  

где е - электрический заряд частицы, ип = dxn / ds - ее 
четырехвектор скорости. 

Для получения уравнений Максвелла при наличии в 
вакууме заряженных частиц, используется функция дей­
ствия 

где ji - четырехвектор плотности тока заряженных ча­
стиц. 

Таким образом, плотность функции Лагранжа в этом 
случае принимает вид 

(30.4) 

Подставляя это выражение во второе из соотношений 
(27.3) ,  приходим к тензорному уравнению 

r7 pik - 1 д [ r-::pik] - 47r · i  V k  - -- -- y -g - - -J 
- ..;=g дхk с · (30.5) 
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Еще qцно тензорное уравнение в этой теории имеет вид: 

(30.6) 

Подставляя в это уравнение выражение (30. 1 ) ,  неслож­
но убедиться, что оно выполняется только лишь в силу 
математической конструкции тензора Fik · 

В инерциа.ттьной системе отсчета псевдоевклидова 
пространства-времени тензорные уравнения (30.5) , (30 .6) 
принимают вид трехмерных векторных уравнений: 

1 дЕ 4r. . rot Н = � дt + --z-J(r, t ) ,  div Е =  4r.p(r, t) , 

1 дН rot Е = - - - , div Н = О, 
с дt 

(30.7) 

где p(r, t) - плотность эпектрического заряда, а j (r, t) 
плотность электрического тока. 

При наличии материальных сред испо.Тiьзовать урав­
нения (30.5) и (30.6) для решения задач оказывается не­
возможно, так как в этом случае выражение для четырех­
вектора тока ji  = {j0 = cp, j }  должно вкпючать р и j от 
всех заряженных частиц, состав.Тiяющих атомы и молеку­
лы вещества. Так как в единице объема вещества содер­
жится 1V rv 1019 частиц, то в этом спучае, как и в меха­
нике сппошных сред, необходимо использовать усреднен­
ные уравнения. В результате такого подхqца приходят к 
системе тензорных уравнений вида 

� Qik - 1 д [ г-;:.Qik] - 4r. · i  v k - -- --- у -g - - -J - ,;=9 дхk с ' (30.8) 
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г де / - усредненный четырехвектор плотности тока сво­
бодных зарядов, а тензоры Q ik и Fik ЕJ>Ыражаются че­
рез компоненты трехмерных векторов электрической ин­
дукuии D, напряженности магнитного поля Н, индукuи:и 
магнитного поля В и напряженности электрического по­
ля Е. 

В декартовых координатах инерnиапьной системы 
отсчета эти тензоры имеют вид 

( -�х Ех Е у Ех ) Fik = о -Bz Ву -Еу Bz о -Вх 
' -Ez -Ву Вх о 

( о Dx Dy Dz ) 
-D о -Hz Ну Qik = -D: Hz о -Нх . 
-Dz -Ну Нх о 

Подставляя эти выражения в уравнения (30.8) , можно по­
лучить уравнения 1\1аксвеnла для вещества и в трехмер­
ной форме 

1 дD 47Г . rot Н =  - - + -J . div D = 47rp, 
с дt с ' 

1 ав rot E = --- - div B = O. 
с дt ' 

Дп:я замыкания системы уравнений (30.8) к ним необхо­
димо добавить материальные уравнения D = D(E) , В =  
В(Н). Вид этих уравнений зависит от свойств вещества, 
в которых происходят электромагнитные явления� и от 
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веJтичины э.ттектромагнитного по.ття. В частности, в с.тту­
чае .ттине.йных сред и относительно с.ттабых э.ттектромаг­
нитных полей материа.ттьные уравнения обычно записы­
вают в трехмерном тензорном виде: 

где Е01{3 и р.аfЗ - тензоры диэлектрической и магнитной 
прон:ицаемостей среды. 

При наличии в веществе дост·аточно си.ттьных э.ттек­
тромагнитных по.ттей векторы э.ттектрической D и маг­
нитной В индукций становятся нетшейными функция­
ми векторов Е и Н .  В этом с.ттучае оказывается возмож­
ным наб.Тiюдать в веществе це.ТIЫЙ ряд нелинейных опти­
ческих явлений. 

Задача 

В декартовых координатах инерциальной системы отсчета 
псевцоевклидова. пространства-времени записать уравнения движе­
ния (30.3) в трехмерном виде. 

Решение. В декартовых координатах инерциальной системы 
отсчета псевдоевклидова nространства-времени метрический тен­
зор имеет вид (25 .1 ) . 

Поэтому все компоненты символов Кристоффедя равны ну­
лю, а компоненты четырехвектора скорости задаются выражением 
(25.4) . Преобразуе:м правую часть ураsнения (30.3) . В силу прави-

Fn· n; p ла nоднятия тензорных индексов · k  = g · i k  имеем 

Ez ) 
- Ну 
н . 

х 

о 
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Тогда, полагая n = О , 1 ,  2, 3, будем иметь 

FO· k ·k u = (v Е) Fl.:·uk = сЕа + ( (v Н])а 
cyf1 - (32 '  · 

cyfl - (32 

(ГЛ. 7 

Используя полученные соотношения и учитывая, что в рассматри­
ваемом случае djds = dj (cyfl - (32dt) ,  уравнение (30 .3) при 
n = О перепишем в виде 

!!_ ( moc2 ) = е Е v dt v 1 - (32 ( ) . ( 1 )  

При n = 1 ,  2, 3 уравнение (30.3) дает одно трехмерное векторное 
уравнение 

d ( mov ) е 
-d V 

= еЕ + - rv Н] . 
t 1 - (32 с . (2) 

Несложно убедиться, что общие уравнения задачи 1 § 25 перехо­
дят в уравнения (1) и (2) , если сила, действующая на заряженную 
частицу в электромагнитном поле, имеет вид 

е 
f = еЕ + - [ v Н] . 

с 

Эта сила в научной литературе получила наименование силы Ло­
ренца. 

§ 31 .  Уравнение эйконала 

При решении многих задач требуется установить 
частотно-фазовые характеристики электромагни'rной 
волны nри ее распространении в раз.rrичных ситуациях. 
Это можно сде.rrать, не решая уравнений (30.5) и (30.6) , 
если сnраведливо приближение геометрической оnтики, 
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т .е. ко г да длина волны электромагнитного излучения 
мала по сравнению с остальными характерными линей­
ными размерами, которые встречаются в задаче. В этом 
случае необходимо nостроить уравнение характеристик 
(уравнение эйконала) д.11я системы уравнений Максвел­
ла, исследуя которое можно выявить частотно-фазовые 
соотношения для электромагнитной волны nри рассма­
триваемых условиях. При nостроении уравнения эйкона­
ла обычно nриходится иметь дело со сложными тензор­
ными соотношениями. Однако вычисления существенно 
уnрощаются, если использовать теоремы, доказанные в 
главах 3 и 4. 

Проиллюстрируем сказанное на примере nостроения 
уравнения эйконала для электромагнитной волны, рас­
пространяющейся в кристалле при наличии псевдарима­
новой геометрии пространства-времени (т.е .  при нали­
чии гравитационного поля) . В этом случае тензорные 
уравнения Максвелла (30.8) в области, где j i = О, имеют 
вид 

't7 Qik - 1 д [ г-:;Qik] -v k = � д  k у -g - о, 
y -g х (31 . 1 ) 

Материальные уравнения Qik = Qik (Fmn ) , замыкающие 
систему уравнений ( 3 1 . 1 ) , запишем в виде 

Qik - xikmnp - mn ,  (31 .2) 

где тензор xikmn зависит от оптических свойств кристал­
.1!�rческого вещества и от метрического тензора nсевдори­
манова nространства-времени. 
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Этот тензор должен удовлетворять следующим свой­
ствам симметрии: 

Таким образом, тензор xik inn имеет 21 независ:имую ком­
поненту. При отсутствии вещества этот тензор прини­
мает вид 

xikmn = � [gim in - gkm gin] ' 

а при наличии вещества его удобно записать в виде 

( 3 1 .3 )  

где фikmn -- тензор, характеризующий диэлектрическую 
и магнитную восприимчивости вещества. 

В приближении Геометрической оптики тензор элек­
тромагнитного поля Fтп имеет вид: 

- . о 1 2 3 Fmn = Fmn exp[zS(x , х , х , х· ) ] ,  (31 .4) 

где амплитуда Fmn яв.Тiяется функцией, произвсщные от 
которой значительно меньше производных O'I' эйконала 
S(x0 , xl , х

2
, х

3 ) . 
Подставляя выражение (31 .4) в соотношение (31 .2) и 

в уравнения (31 . 1 ) ,  получим систему дифференциальных 
уравнений в частных производных первого порядка: 

i kmnp '(7 S О Х mn v k = . 
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Однако независимыми из этих восьми нетривиаль­
ных уравнений являются только шесть 

Х�mп FmпVkS = О, 
где как обычно xkmn = g ·xikmn ' ' а , а� · 

(31 .5) 

Выражая Fap из первого уравнения системы (31 .5 ) ,  
умножая второе уравнение этой системы на VoS, при­
ходим к а..т:rгебраической системе линейных однородных 
уравнений 

x�m/3 Fop V kSV mS = О.  

Вводя обозначения Fop = Хр , А� = x�mf3VkSVmS, эту 
систему можно переписать в виде 

Для того, чтобы эта система имела нетривиальные ре­
шения Fо(з = Хр =1 О, необходимо и достаточно, чтобы 
det ! !A� I !  = О .  Принимая во внимание выражение (31 .3) ,  
тензор А� приведем к виду 

где введено обо:шачение vm s = gmkv ks. 
Очевидно, что заnисав А� в виде матрицы и nотом 

раскрыв ее опреде.т:rитель через компоненты А� по общим 
правилам, мы получим очень громоздкое выражение, ко­
торое непросто будет nривести к трехмерно ковариант­
ному виду. , Если же исnользовать формулы тензорной 
алгебры, доказанные в главах 3 и 4, то запись условия 

� - -·-···-- ··�· --------
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det j jA� I J  О оказывается существенно проще и имеет 
трехмерно ковариантный вид. 

Согласно соотношениям ( 1 1 . 19 )  и ( 1 1 .20) равенство 
det i !A� ! !  = О  эквивалентно условию 

(31 . 6 ) 

Составляя из тензора А� инварианты степеней по прави­
лу (III. l) и псщставляя их в уравнение (3 1 . 6) , получим 

(31 .7) 

+4( Ф:kv\7iSV'kS)3 
+ 6V' пS\lп S[Фi1ika\7 iSY' kSV' ;3SV' aS­

- \7  ,вSV';З SФ�ko:\liS\7 kSJ + 6 [\7 пSVпS - \7 vSV'v S] х 

х [Ф�k;ЗФ'7ра\l iS\7 kSV' mS\7 pS - ( Ф;k,в\liS\7 kS)2 ] ­

- 12Ф�kf3Фo:mpv'VaSV v SY'iS\lkSVmS\7 pS+ 

+3(V'пSV'пs? [2Ф�ka\7iS\lkS - \liS\i'iS + V cдVaS]+ 
+SФ�kvФ;jP;ЗФi;mпa\liS\7 kS'VjS\1 pS\1 mSV пS-

- 12Ф:kv ФJPf3 Фi;mпaviS\lkSV1SVpSVmSVnS = О. 
Это уравнение в научной JIИтературе получило название 
уравнения эйконала. 

Так как V mS =/= О, то это уравнение представляе'r 
собой нелинейное дифференциальное уравнение в час'Г­
ных производных первого порядка относительно эйкона­
ла S. Псщставляя в уравнение ( 3 1 . 7) конкретный вид тен­
зора фikmn,  зависящий от оптических свойств вещества, 
и конкретный вид метрического тензора псевдориманова 
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пространства-времени, зависящий от того, в какой си­
стеме отсчета и в каком гравитационном поде находится 
вещество, мы можем найти эйконал S. Исследуя зависи­
мость эйконала от координат и времени, можно устано­
вить частотно-фазовые соотношения, которые возникают 
у электромагнитной волны nри ее распространении через 
рассматриваемое вещество в присутствии заданного гра­
витационного поля. 

§ 32. Тензор энергии-импульса свободного 
электромагнитного пол.я 

Рассмотрим э.тrектромагнитное по.тrе в об.тrасти про­
странства, г де отсутствуют заряды и токи. Такое по.тrе 
будем называть свободным. П.тrотность функции Лагран­
жа свободного электромагнитного по.ття, согласно равен­
ству (30.4) , имеет вид 

L = - y'=g pik Fik · 
167ГС (32. 1 )  

Поэтому свободное электромагнитное поле удовлетворя­
ет уравнениям: 

(32 .2) 

ViFkп + V kFпi + \1 пFik = О . 

Испо.IIьзуя выражения (27.20) ,  (27 .25) и (32 . 1  ) , приведем 
явный вид для симметрического Tik и канонического т� 
тензоров энергии-импульса: 

Tik = _!_ r _ pin pk ·  + �gik pmn F ] 
, 47Г L · n 4 mn ' (32.3) 
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n 1 [ pnk А 1 m pik ] 
Tm = 47r - Y'm k + 4um Fik · 

[ГЛ . 7 

Сворачивая индексы у тензора Tik 1 можно убедиться, что 
он бесследовьrй: Т = Tik gik = О . Подставляя выражение 
(32. 1 )  в соотношение (27.25) 1  получим явный вид тензора 
спина свободного электромагнитного поля 

(}"pn = _ __!_ ppnA 
т 4?Т m · (32.4) 

Подставляя выражения (32.3) и (32.4) в' дифференциаль­
ные законы сохранения (27.26 ) ,  несложно убедиться, что 
они выполняются в силу уравнений (32.2) для свободного 
электромагнитного поля. 

Тензорные выражения (32�3) и (32.4) позволяют ис­
следовать энергет:и:чески-имnульсные и спиновые харак­
теристики у любого тиnа свобQЦного электромагнитного 
nоля. Комnоненты O"bv тензора спина используются для 
получения выражения для вектора спина S - собственно­
го момента импульса свободного электромагнитного по­
ля: 

SQ = EO'JlVO"b!J ' 

где Ещш - аксиальный тензор Леви-Чивита трехмерного 
пространства. 

Компоненты тензора энергии-импульса в декартовой 
системе .координат инерциально:й системы отсчета име­
ют вид: ( w О"х/с О" у /с ��с ) .k О"х /С -(J'xx - (]'  ху x z  

т� - 1 (32.5) - О"у /с -(]'ух - (}"  уу - CJyz 

(J'z/c -O"zx - (]'  zy -(}" zz 
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г де w = (Е2 + Н2 ) / ( 47Г) - плотность энергии электромаг­

нитного поля, rJ = с(Е Н]/ ( 47Г) - вектор Пойнтинга, а rJ a;J - так называемый максвеллавекий тензор напряжений: 

1 1 
2 2 O"af3 = 41Г [ЕаЕf3 + HaH;J - 2да;J(Е + Н  )] .  

Плотность энергии э.тrектромагнитного поля w использу­

ется для определения энергии поля Е, содержащейся в 

некотором объеме V : 

Е = JwdV = 2_ f(E2 + H2 )dV. 8к 
v v 

Вектор Пойн·rинга rJ позволяет определить количество 

энергии электромагнитного поJiя dl, проходящей в еди­

ницу времени через площадку dS : 

dl = (<JdS) = (rJ n)r2drl, 

где n - вектор нормали к элементарной площадке dS, 
drl = sin OdOdt..p - элемент телесного угла, r - расстояние 

от источника электромагнитных волн до площадки dS. 
При наличии в рассматриваемой области простран­

ства заряженных частиц к тензору энергии-импульса сво­

бодного электромагнитного поля (32.5) необходимо доба­

вить тензор энергии-импульса частиц. 

Задача 

Найти rr:ютность энергии 'Ш и вектор Пойнтинга rJ для элли­
nтически nопяр:изованной nлоской эJJектромагнитной волны, рас­
nространяющейся вдоль оси z : 

· EOI Ах = - т sin(wt - kz) ,  Ео2 Ау = - cos(wt - kz) k \ ' 
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где Az = с.р = О ,  k = w /С. 
Решение . Учитывая ,  что в декартовой системе координат инерци­

альной системы отсчета Ai = {А о = i.p ,  -Ах , -Ау ,  -А z} ,  из 

выражений (30 . 1 )  и (30 .2) несложно найти, что 

Поэтому 

1 дА 
Е = -Vr.p - -;; дt , Н = rot А. 

Ех = Ео1 cos(wt - kz) , Нх = -Eoz sin(wt - kz) , 

Еу = Е02 sin(wt - kz) ,  Ну = Е01 cos(wt - kz) . 
Используя соотношения (32.5) , получим: 

w = (Е51 + EJz )  + (E6l - EJz ) cos 2(wt - kz) , 81!' 81!' 
CJ = cwe z .  

§ 33. Тензорные соотношения нелинейпой 
электродинамики 

Как известно, электродинамика Максвелла в отсут­

ствии вещества является линейной теорией. Ее предска­
зания по самому широкому кругу вопросов, не затрагива­
ющих субатомный уровень, постоянно подтверждаются 
со все возрастающей точностью. 

Однако ряд фундаментальных физических сообра­

жений говорит о том, что электродинамика Максвел.тrа 

представляет собой лишь первое приближение более об­

щей нелинейной электродинамики вакуума, применимое 

в пределе с.Тiабых электромагнитных полей. 
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При исследовании нелинейных моделей электродина­

мики большое значение имеет использование различных 

тензорных соотношений, которым удовлетворяет анти­

симметричный тензор эдектромагнитного поля. У стано­

вим эт·и соотношения. 

Из выражения: ( 16 . 1 )  следует, что в пространстве 

Ri 3 четвертая: степень тензора электромагнитного поля: ' 
может быть выражена через вторую степень этого тен-

зора, метрический тензор gik и два независимых инвари­

анта 1(2) ,  1(4) тензора электромагнитного поп:я:: 

(33. 1) 

Таким образом, производьная степень s ?: 4 тензора эдек­

тромагнитного поля в этом пространстве также может 

быть представдена в виде комбинации трех низших сте­
пеней тензора Fik ,  метрического тензора gik и двух неза­
висимых инвариантов тензора э.пектромагнитного поля. 

Найдем эту зависимость в явном виде. Но перед этим 

перейдем в соотношении (33 . 1 )  от инвариантов 1(2) и 1(4) 
к другим независимым инвариантам J(l ) и J(2) ,  чаще все­
го используемым в электродинамике и представляющим 

собой комбинации инвариантов 1(2) и 1(4) : 

Такой выбор обус.повлен тем, что в инерциадьных си­

стемах отсчета псевдоевкдидова пространства-времени 

инварианты J(l )  и J(2) имеют достаточно прос·той вид 

Jc1 ) , Е2 - Н2 , J(2) = (Е Н)2 и позволяют по их вели­

чине судить о взаимной ориентации векторов напряжен-
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ностей электрического и магнитного полей и соотноше­

нии между квадратами их мощrJiей. Инварианты же 1(2) 
и 1(4) имеют более сложный вид 

и поэтому оказываются менее удобными. 

В этих обозначениях выражение д.т1я четвертой сте­

пени тензора Fik электромагнитного поля принимает вид 

(33.2) 

Обобщая это равенство, запишем выражение д.Тiя тензора 

F(4s) ik в виде: 

p_(4s) = p�2) Q(s) + g.· p(s) 
zk zk 1k ' (33.3) 

где p(s) и Q(s) - пока неизвестные функции от инвари­

антов J(l ) и Jc2) · Умножая последовательно соотношение 

(33 '1 F ·i D(2) · i D(З ) · i .31 На m• ' Гm. И Гт·  , ПОЛУЧИМ: 

p(4s+l ) = p.(З) Q(s) + F p(s) mk zk mk ' 

F(4s+2) _ p(2) [p{s) + Т Q(s)l + g Q(s)J 
mk - ik '-' ( 1) . mk (2 ) , 

F(4s+З) _ р(З) [р(s) + J Q(s) J + р Q(s) .J 
mk - ik ' ( 1 ) mk · (2) · 

(33.4) 

Соотношения (33.3) и (33.4) исчерпывают всю бесконеч­

ную совокупность тензоров F;::� (р = 4, 5 ,  6 ,  . . . оо ) .  
Определим теперь функции p(s) и Q(s) , входящие в 

эти выражения. Д.пя этого умножим последнее из выра­

жений (33.4) на Fi:
m . В результате поJiучим: 
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Так как индекс у этого тензора кратен четырем, то 

в силу определения (33 .3) он должен иметь вид: 

F(4s+4) _ p(2) Q(s+l )  + . p(s+l) 
ik - ik 9zk · 

Сравнивая это соотношение с выражением (33 .3) , полу­

чим следующие рекуррентные уравнения для определе­

ния функциЙ Q(s) И p(s) : 

p(s+l) = [P(s) + J(l) Q(s) ]J(2) · 

Q(s+l) = [J(l )p(s) + (J(l) + J(2) )Q(s) ] . 

(33.5) 

Формальные нача.т:rьные условия при s = О д.пя этих 

уравнений, согласующиеся с выражениями (33 .2) и (33 .3) ,  
имеют вид: Q(o) = О, р(о) = 1 .  Для решения этих урав­

нений воспользуемся предлагаемым нами методом, кото­

рый в некоторой степени является обратным по отноше­

нию к методу, обычно используемому в теории функций 

Бесселя. 
Построим производящие функции для Q( s) и р( 8) 

(33.6 )  

Система уравнений (33 .5)  может быть получена по­

сле подстановки производящих функций (33 .6 )  в систему 

дифференциальных уравнений 

(33 .7)  
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dhz d� = J(1 ) J(2)hl + J(2)h2 
и разложения каждого из них в ряд по степеням ( Ре­
шая систему (33. 7) стандартным методом с начальными 

условиями h1 (О) = О , h.2 (0) = 1 ,  яв.тrяющимися следствием 

услоВИЙ Q(O) = 0, р(О) = 1 :  получим: 

h1 (�) = --1 -2 { ехр ( А��) - ехр ( А�� ) } ,  .j4J(2) + J(l) 
V4J<2) + J{l) - Jщ (Л1 � )  h2 (�) = . схр 2 + 2-j4J(2) + J(l ) 

yf4Jc2) + J(l ) + Jcl ) ( лz� ) + 1 ехр т ,  2у 4J(2 ) + J(l ) 
где л1 ,2 = 2J(2) + J(l) ± J(l)F�2) + J(21 ) ) .  

Теперь для определения Q(n) и p(n) нам необходимо 

разложить эти функции в бесконечные ряды по степеням 

� и  сравнить с выражением (33.6) коэффициенты, стоя­

щие при одинаковых степенях � . 
В результате получим выражения, отчасти напоми­

нающие последовательность Фибоначчи [20] : 
(33. 8) 
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При конечных значениях n (n < оо) Q(n) и p(n) nредста­

вляют собой nолиномы конечной стеnени от двух незави­

симых инвариантов электромагнитного nоля J(l ) и J(z) · 
Таким образом, нами доказана 

Теорема 33. 1 .  Любая стеnень тензора электромаг­

нитного nоля Fi�n) nри 4 ::; n < оо может быть вы­

ражена в явном виде через nервые три стеnени этого 

тензора Fi�) , Fi�) , Fik ,  метрический тензор и nолино­

мы конечных стеnеней относительно незави:симых инва­

риантов электромагнитного nоля J(l) и J(z) no формулам 

(33.3) , (33.4) и (33 .8 ) .  
Сворачивая в выражениях (33.3) и (33.4) индексы, nо­

лучим: J(4s) = 4p(s) + 2J(l )Q(s) ,  

Эти соотношения, с учетом выражений (33 .2) и (33.8) ,  
дают в явном виде зависимость инвариантов электромаг­

нитного nоля высших стеnеней через два независимых 

инварианта Jщ и J(2) . 

§ 34 .  Применеине тензорных соотношений 

к задачам нелинейной электродинамики 

В настоящее время в теории поля рассматривается 

несколько нелинейных обобщений уравнений Максвелла 

в вакууме. Среди них наиболее известными являются 

электродинамика Гейзенберга - Эйлера [21 )  и электро­

динамика Борна - Инфельда [22] . Эти модели нелиней­

ной электродинамики основаны на совершенно раз.т:rич­

ных принципах, в резу.Тiьтате чего уравнения электро­

магнитного поля у них также раз.т:rичны. 
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В основе нелинейной электродинамики Гейзенберга ­

Эйлера, как известно, лежит квантовоэлектродинамиче­

ский эффект поляризации электронно-позитроннога ва­

куума электромагнитными полями. В этой теории точ­

ный вид лагранжиана пока не определен, однако при " ма­

лых" электромагнитных полях поправки к лагранжиа­

ну Максвелла в первом неисчезающем порядке теории 

возмущений квантовой электродинамики имеют строго 

определенный вид: 

__ 1 2 2 , а { (  2 2 2 2 } 
L -

- S1r [
В 

-
Е ] , 36071"2 В� В - Е ) + 7(В Е) 

, 
(34. 1)  

где а =  е2 /hc � 1/ 137 - постоянная тонкой структуры, а 

Bq = m2c2 /efi "' 4.41 · 1013 Гс - квантовоэлектрсщинам:и­

ческая индукция. 

Борн и Инфе.11ьд в своих исследованиях исходи.11и из 

идеи о том, что энергия электромагнитного поля точеч­

ной частицы должна быть конечной по веJIИЧине. Эти 

и другие соображения привели их к следующему лагран­

жиану нелинейной электродинамики в вакууме: 

L = - -1- [J1 + а2 (В2 - Е2 ) - а4 (В Е)2 - 1] , (34.2) 47ra2 

где а - постоянная, имеющая размерность, обратную раз­

мерности индукции магнитного поля. 

Электродинамика Борна - Инфельда обладает це­

лым рядом интересных свойств. 

Во-первых, в ней собственная энергия эаектромаг­

нитного поля точечного заряда действительно является 

конечной величиной. 
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Во-вторых, скорость электромагнитного сигнала в 

этой элеiтродина.мике, хотя и зависит от величины полей 

В2 и Е2 , но не превосходит скорость света с электроди­

намики Максвелла. 

И,  наконец, эта теория по своей идеологии тесно при­

мыкает к идее Эйнштейна (5] о введении несимметрич­

ного метрического тснзора Gik =f- G ki ,  симметричной ча­

стью которого служит обычный метрический тензор 9ik , 
а несимметрической частью - тензор электромагнитного 

поля Fik : 

Испопьзуя соотношения тензорной алгебры ( 16 . 1 )  и 

( 16 .2) ,  неспожно показать, что 

где F(2) = Fikpki , F(4) = Fikpkm Fmnpni - инвариан­

ты тензора э.Jiектромагнитного попя, а g - определитель 

метрического тензора. 

В отсутствие граюггационного поля: и при использо­

вани:и декартовых координат инерциальной системы от­

счета, входящие в это соотношение величины, имеют вид 

Поэтому, испоп:ьзуя выражение (34 .3 ) ,  .пагранжиан (34.2) 
можно запиеать в виде: 

1 L = - --[vf=G � v=g). 4па2 
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Следует также отметить, что электродинамику Борна -

Инфельда можно получить исходя и из бш1ее общих су­

персимметричных теорий. 

Таким образом, электродинамика Борна - Инфельда 

во многих отношениях является выделенной теорией. 

Однако эта теория, хотя и имеет определенный лагран­

жиан, в большой степени феноменалогична и для ее Про­

верки [23] прежде всего необхсщимо на эксперименте из­

мерить величину параметра а2 или хотя бы оценить его 

величину сверху. 

При достижимых в земных лабораториях полях ве­

личины а2 Е2 и а2В2 значительно меньше единицы. В 

этом случае лагранжиан (34.2) нелинейной электродина­

миюr Борна - Инфельда. можно разJюжить по малым па­

раметрам а2Е2 < <  1 и а2 В2 < <  1 :  

L = _ _2_ (В2 - Е2) + !!!__ [(В2 - Е2 ) 2 + 4(В Е)2] . (34.4) 
87r 327r 

Первая часть этого разJiожения предста.вJiяет собой 

лагранжиан электрсщина.мики Максвел.11а, а остальная 

часть - нелинейную поправку к нему, пропорц:и:ональную 

указанным малым парамерам. 

Сравнение выражений (34 . 1 ) и (34.4) показывает, что 

даже в приближении " слабого" эпектромагнитного поля 

теории Борна - Инфепьда и Гейзенберга - Эйлера раз­

личны, так как никаким выбором постоянной а2 эти вы­

ражения не свести сщно к другому. 

Уравнения электромагнитного по.11я нелинейной 

электродинамики в вакууме аналогичны уравнениям ма­

кроскопической эпектродинамики 

1 дD rot Н = - - div D = О ,  
с дt ' 

(34.5) 
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l дВ 
rot E = - - - div B = O, 

с дt ' 

отличаясь от них смыслом векторов D и Н :  

дL D = 4п-- .  
дЕ ' 

дL 
н =  --471"­

ав · 
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(34.6) 

Используя выражения (34.6 ) ,  несложно установить, что в 

нелинейной электродинамике Гейзенберга - Эй.лера урав­

нения, связывающие векторы D и Н с векторами В и Е, 
имеют вид: 

D = Е + 2.s[2(E2 - В2 )Е + 7(В Е)В] ,  

Н =  В +  2с[2(Е2 - В2 )В - 7(В Е)Е] ,  

где Е = а/(90пВ;) .  

(34 .7) 

В нелинейной электродинамике Борна - Инфедьда 

аналогичные уравнения имеют совершенно другой вид: 

D = 
Е + а2 (В Е)В 

' y'l + а2 (В2 - Е2 ) - а4(В Е) 2  

Н = _ В - а2 (В Е)Е 
y'l + а2 (В2 - Е2 ) - а4 (В Е)2 

(34 .8) 

Таким образом, уравнения (34 . 7) и (34.8) являют­

ся не.,'Iинейными. Поэтому распространение электромаг­

нитных волн во внешнем электромагнитном поле по зако­

нам нелинейной эдектродинамики вакуума оказывается 

экви:валент�ым [24,25] распространению электромагнит­

ной волны в некотором эффективном псевдоримановом 
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пространстве-времени, метрический тензор которого 9ik 
зависит от внешнего электромагнитного поля. 

Следует особо отметить, что при распространении 

электромагнитных волн во внешнем электромагнитном 

поле различные нелинейные модели электродинамики ва­

куума будут предсказывать различные выражения ДJIЯ 
этого метрического тензора. Однако метрический тензор 

эффективного пространства-времени 9ik является: вполне 

измеряемой величиной: как показано в работе [26] , ис­

следуя законы распространения э.rrектромагнитных вoJIH: 

всегда можно измерить компоненты тензора 9ik с точно­

стью до общего конформного множителя. Поэтому изу­

чая законы распространения электромагнитных волн во 

внешних электромагнитных полях, можно измерить ком­

поненты метрического тензора 9ik и тем самым выяс­

нить, какая из теоретических модепей нелинейной элек­

тродинамики вакуума наиболее полно согласуется с экс­

периментальными данными. 

Найдем компоненты метрического тензора эффек­

тивного псевдориманова пространства-времени, предска-­

зываемые нелинейными электродинамиками Гейзенберга 

- Эйлера и Борна - Инфельда, для случая, когда с.rrаба.я 

электромагнитная вопна частоты w распространяется в 

поле интенсивного лазерного излучения частоты n. 
Векторы магнитного и электрического полей первой 

из этих электромагнитных волн обозначим через Ь и е ,  а 

второй - через В и Е. Тогда суммарные поля, входящие 

в выражения (34.7) и (34.8) ,  примут вид: 

В = В + Ь ,  Е = Е + е .  

Решим сначала поставленную задачу в нелинейной 

электродинамике Гейзенберга - Эйлера. 
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В нулевом приближении по векторам Ь и е систе­

ма нелинейных дифференциа.11ьных уравнений (34.5) при 

выполнении условий 

имеет решение в виде плоской эллиптически поляризо­

ванной волны 

В =  �{Во exp[i(rlt - K  r)) +B� exp[-i (Пt -K r)]} , (34.9) 

� с � 
Е = - П (К В] . 

Так как эта волна поперечна и ее инварианты Е2 - В2 
и (В Е) равны нулю, то в nервом приближении по Ь и е 
выражения (34.7) nримут вид: 

D = Е + е +  е{8[(Е- е) - (В Ь)]Е + 14[(Е Ь) + (В е) ]В}, 
(34. 10) 

Н = В +  Ь + e{S[(E е) - (В Ь))В - 14[(Е Ь) + (В е)]Е} . 
Представим векторы Ь и е в виде 

iS iS Ь = Ьо е , е = е0 е , 

где S = S(t , r) - неизвестная функция и векторы Ь0 и е0 

будем считать спа.бс изменяющимися функциями t и r по 

сравнению с функцией exp[iS(t, r)] . 
Подставпяя выражения (34. 10) в уравнения (34.5) и 

исключая вектор Ь,  nолучим однородную систему из трех 

линейных алгебраических уравнений относительно трех 

компонент вектора е f3 = (е) f3 : 

(34. 1 1 )  
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где трехмерный тензор па/3 имеет вид: 

- [���+ (к; S) ] Ea] [ I;; (J1:v S) - (� �� + (к;s) ]Й�] -
r 1 дS J [ 1 дS , } дS дS -14 _Na + сК дt Ма N(З + сКдtМ,вj - дха дх.В 

и для сокращения записи введены обозначения: 

l\t1 = [К Е] , N = [VS Е] . 
Условие det \ \Паf' 1 1  = О существования нетривиальных 

решений системы уравнений (34. 1 1 ) ,  как известно, дает 

дисперсионное уравнение. 

Для '!'ого, чтобы представить это уравнение в ком­

пактной форме, воспо.тrьзуемся форму.rrами ( 1 1 . 19 ) ,  ( 1 1 .20) 
тензорной алгебры. Из этих формул следует, что ус.тюв:ие 

det \ \ПafЗ I \  = О  может быть записано в виде: 

(34 .12) 
Подетавляя в это соотношение инварианты степеней тен­

зора паfЗ , после сокращения на (дSjдt)2 прихсщим к ра­

венству: 

{ (� �) ' - (VS)2 + 8еЙ2 [ �� + (К ;s)_] ' } x  

х { (� 85) 2 - (VS)2 + 14sB2 [� дS + (К �"8) ] 2 } = О, с дt с дt Ь. 
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В2 = � { (Re Во)2 + (Jm Во)2+ 

+ [(Re Во)2 - (Im Во)2] cos 2(!1t -- К r)} .  

1 97 

Таким образом, в зависимости от попяр:изации спабой 

эпектромагн:итной вопны, распространяющейся в попе 

интенсивного пазериого изпучения, функция S = S(t , r) , 
сог.пасно нелинейной электрсщинамике Гейзенберга - Эй­

.пера, должна удовлетворять одному из двух уравнений: 

(� �) 2 - (V S)2 + ВеЙ' [��� + (К ;s) ] 2 = О , (34. 13) 

Эти уравнения представляют собой уравнения Гамиль­

тона - Якоби 

gnm дS дS 
= О дхn дхm 

дпя безмассовой частицы, движущейся в эффективном 

пространстве-времени, метрический тензор которого за­

висит от по.пя сипьной эпектромагнитной волны. Для 

первого типа спабых электромагнитных вопн, удовлетво­

ряющих первому из уравнений (34. 13) ,  имеем: 

уа 
gOc; = 8сВ2 _1.._ 

К '  (34. 14) 
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Для второго типа слабых электромагнитных волн полу­

чим аналогичные выражения: 

� какrз gа(З = -да(З + 14с:В2 --­К2 

(34 . 15)  

Так как тензор кривизны Rjnmk для метрических 

тензоров (34. 14) и (34. 15) ,  предсказываемых нелинейной 

электродинамикой Гейзенберга - Эйлера, тождественно 

равен нулю, то оба этих четырехмерных пространства 

являются псевдоевклидовыми. 

Рассмотрим свойства метрических тензоров (34. 14) и 

(34. 15) в зависи..>viости от поляризации сильной электро­

магнитной волны. 

Для циркуляр но поляризованной волны ( R.e Во )2 = 
(1 т Во )2 • В .этом случае компоненты метрических тен­

зоров (34. 14) и (34. 15) не зависят от координат и време­

ни, но не являются диагональными. Это означает, что 

эти тензоры являются метрическими тензорами инерци­

альных систем отсчета, в которых, qцнако, скорость све­

та зависит от направления распространения и поляри­

зации слабой электромагнитной волны. Поэтому нели­

нейное воздействие циркулярно поляризованной сильной 

электромагнитной волны в вакууме на распространение 

с.пабой э.пектромагнитной волны эквива.'Jентно введению 

анизотропной среды. 

Для линейно или эл.ттиптически поляризованной вол­

ны (Re В0)2 =/= (!т В0)2 , в резупьтате чего выраже­

ния (34. 14) и (34. 1 5) явпяются функциями координат и 

времени и представпяют собой компоненты метрических 
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тензоров неинерциа.1rьных систем отсчета, движущихся в 
nсевдоевклидовом пространстве-времени. Поэтому воз­
действие сильной электромагнитной волны, не являю­
щейся циркулярно nоляризованной, на распространение 
слабой электромагнитной волны эквивалентно введению 
анизотропной среды и действию сил инерции неинерци­
альной 'системы отсчета в той области nространства, где 
эти волны взаимодействуют. 

Нелинейная электродинамика Борна - Инфельда в 
рассматриваемой задаче дает то.'1ько одно уравнение эй­
конала: 

{ (! 8S) 2 _ (VS)2 -+- а2В2 [! дS -+- (К �S) ] 2 }2 = О. с дt с дt Ii 
(34. 16) 

Это уравнение также представляет собой уравнение Га­
мильтона - Якоби для безмассовой частицы, движущейся 
в эффективном пространстве-времени, метрический тен­
зор которого зависит от поля сильной электромаl:'нитной 
волны: 

(34. 17) 

Rra} r/3 a f.l r-o:�< zв� 2 1 g �--' = - и  " -+- а --- . ](2 

Так как тензор кривизны Rjnml для метрики (34. 17) то­
ждественно равен нулю, то и это пространство-время 

является псевдоевк.тrидовым. 

При (Re В0)2 #- (Im Во)2 выражения (34. 17) зави­

сят от координат и времени и представляют собой ком­

поненты �rетрического тензора неинерциа.тrьной системы 
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отсчета, движущейся в псевдоевю:rидовом пространстве­
времени. 

Сравнивая выражения (34 . 14) ,  (34. 15) и (34. 1 7) ,  мож­
но сделать вывод,  что даже в такой простой ситуации, 
как распространение слабой электромагнитной волны в 
поле интенсивного лазерного излучения, электродинами­
ки Гейзенберга - Эйлера и Борна - Инфельда дают су­
щественно различающиеся предсказания. 

Наиболее ярко нелинейные свойства Электродинами­
ки вакуума должны проявляться в сильных ЭJiектромаг­
нитных полях. Такие поля макроскопических размеров в 
прирqце существуют только в окрестности нейтронных 
звезд. В частности, астрофизические наблюдения пока­
зывают, что у многих пульсаров магнитное поле на по­
верхности достигает значений 1012 - 1013 Гс, а у недавно 
открытых магнетаров до 1015 Гс. 

Как показывают расчеты с использованием уравне­
ния эйконала, нелинейно - электрqцинамическое воздей­
ствие магнитного поля нейтронных звезд на распростра­
нение электромагнитных волн должно привqцить к эф­
фектам, основными из которых явпяются: искривпение 
лучей и появление зависимости скорости распростране­
ния э.nектромагни'гных сигналов от их по.nяризации и ве­
личины внешнего магнитного по.пя. 

В резупьтате магнитное nопе нейтронных звезд дпя 
эпектромагнитного изпучения спужит своеобразной лин­
зой, nерераспреде.nяя nоток его энергии в пространстве. 
Кроме того, время распространения электромагнитных 
сигналов от qдного и того же источника до детектора 
через магнитное по.тте нейтронной звезды зависит от их 
по.nяризации. Как nоказывают расчеты, ве.тrичина запаз-
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дывания с:игнала, имеющего одно из двух главных поля­
ризационных состояний, по сравнению с сигналом, име­

ющем другое главное поляризационное состояние, в от­
дельных едучаях может доходить до вnодне измеримой 

величины и состав.nять несколько микросекунд. 

Таким образом, результаты, по.nученные при иссле­

довании уравнения эйконала, могут служить основой для 

эксперимента.nьного изучения прояв.nен:ий неливейности 
электродинамики вакуума и выявления теории наиболее 

адекватной лрирqце. 

Следует отметить, что в научной литературе рас­

сматриваются [27,28] и другие идеи экспериментов по ис­

следованию нелинейной э.nектрqцинамики вакуума. Один 

из таких экспериментов в настоящее время быд nроведен 

в Стэнфордском университете и показал [29] , что элек­

тродинамика в вакууме действительно является не.тrиней­

ной теорией. Поэтому ее различные предсказания заеду­

живают самого серьезного внимания. 



ГЛАВА 8 
ТЕНЗОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОБЩЕЙ 

ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

Гравитация в современной науке занимает особое по­

ложение. Эта теор:ия затрагивает самые фундаменталь­

ные представления о пространстве--времени, материи и 

развитии Вселенной. 

Для адекватного описания гравитации используются 

достаточно сложные в математическом отношении моде­

ли, включающие в себя нелинейные дифференциаJтьные 

уравнения в частных производных второго порядка и опе­

рирующие понятиями римановой геоме'грии, тензорного 

анализа� топологии и других разделов математики. 

Поэтому для успешного решения различных задач 

теории гравитации необходимо не только привлекать всю 
мощь математических методов, разработанных к насто­

ящему времени в математике, но и при решении многих 

вопросов разрабатывать новые математические методы. 

§ 35 .  Уравнения Эйнштейна 

В современной теории гравитации -- общей теории 

относительности Эйнштейна - попевой переменной яв.ття­

ется метрический тензор 9mk •:rетырехмерного псевдори­

манова пространства-времени. 

Плотность лагранжиана гравитационного по.ття L9 в 
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этой теории имеет вид: 

с4 
Lg = - l6т.-G v=gR, 

где G = 6, 67 · 10-8см3г-1сек-2 - гравитационная посто­
янная. 

Плотность ла.гранжиана вещества L м в общей те­
ории относите.r.rьности получают из соответствующего 
выражения, испоJтьзуемого в специальной теории отно­
сительности, записанного в произвольной криволинейной 
системе координат, путем замены метрического тензора 
псевдоевклидова. nространства-времени /mk на метриче­
ский тензор псевдориманова пространства-времени 9mk · 

Таким образом, плотность функции Ла.гранжа для 
гравитационноrо поля и вещества в теории Эйнштейна 
имеет вид: 

где (РА. - остальные по.пя материи. 
Варьируя эту функцию по метрическому тензору 

gmn псевдориманова простраНС'I'ва-времени, как по по­

девой переменной, получим уравнения гравитационного 
поля общей теории относительности: 

1 8т.-G Rmn - 29mnR = ---;;:tTmn ,  (35 . 1 ) 

где Rmn - т·ензор Риччи, Tmn - тензор энергии-импульса 
вещества. 

Уравн�ния ( 35 . 1 )  представляют собой систему нели­
нейных дифференциальных уравнений в частных произ­
водных второго порядка, причем она яв.пяется системой 
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гиперболического типа, так как ее характеристики со­

впадают с характеристиками волнового уравнения [ 1 1 ] .  
Теория Эйнштейна предсказала [ЗОJ знаменитые три 

эффекта (гравитационное красное смещение частоты, ис­

кривление луча света в гравитационном поле Солнца и 

аномальное смещение nеригелия Меркурия) и попучила 

широкую известность. Ее другие предсказания по ши­

рокому кругу вопросов - от эффектов, происхсщящих в 

слабом гравитационном по.тrе Солнечной системы, до раз­

личных астрофизических процессов - постоянно находят 
подтверждения в наб.тrюдате.тrьных данных. 

Полученные экспериментальные данные со всей од­
нозначностью показывают, что гравитация является не­

линейным взаимодействием и для ее описания, с.тrедова­

тельно, необходимо использовать нелинейные rгензорные 

уравнения. 

Задача 

Используя уравнения Эйнштейна (35 . 1 ) ,  выразить скалярную 
кривизну R. и тензор Риччи Rmn через компоненты тензора энер­
гии-импульса. 

Решение. Свернем индексы т и n в уравнении (35 . 1 ) .  Учи­
тывая, что в четырехмерном пространстве 9mn9mn = J;: = 4, 
получим: 

( 1 )  

где Т = Т mn9
mn - след тензора энергии-импульса вещества. 

Подставляя выражение (1 )  в уравнения (35 . 1 ) , найдем: 
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Таким образом ,  скалярная кривизна пространства-време:ни отлич­
на от нуля топько в тех областях пространства, где Т =j:. О. Так как 

тензор энергии-импульса электромагнитного поля является бессле­
довым (Т = О) ,  то с помощью электромагнит:ных полей создать 
скалярную кривизну пространства-времени невозможно .  

§ 36. НеJiинейные тензорные соотношения 

При решении многих задач в общей теории относи­

теJiьности метрический тензор 9ik псевдориманова про­

странства-времени обычно записывают в виде: 

(О) ,т, 9ik = gik + 'J! ik , (36. 1 )  

где g��) - метрический тензор " фонового" пространства­

времени , а W ik - сумма возмущений h��) метрического 

тензора 9ik до v-го порядка малости : 
v 

Wik = L h��) · (36.2) 
s=l 

При подстановке выражениий (36 . 1 )  и (36.2) в уравнения 

Эйнштейна ( 35. 1 )  и разложении их в ряд теории возмуще­

ний обычно получают систему уравнений, позволяющую 
определить h�:) до 1;-го порядка ма..тюсти. 

Аналогичные разложения используются, когда ана­

лизируется распространение возмущений гравитацион­

ного поля h�Z) на фоне точных решений уравнений Эйн­
штейна, таких, как решение Шварцшильда, космологи­

ческие решения и другие . 

Для того, чтобы провести указанные выше действия 

требуется построить выражения для определителя g ме­

трического тензора 9ik и найти КО!fтравариантные ком­

поненты gni Этого тензора. Обычно для решения такой 
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задачи определитель g и компоненты метрического тен­

зора gni записывают· в виде бесконечного ряда по степе­

ням тензора Ч! ik и ограничиваются нахождением коэффи­

циентов только у нескопьких первых ч.тrенов этого ряда. 
Однако доказанные формуды о степенях тензора вто­

рого ранга позво.тrяют [31] записать g и gni в явно тензор­

ном виде. 

Теорема 36. 1 .  Опреде.тrите.тrь g метрического тен­
зора (36. 1 )  в теории Эйнштейна равен: g = g(0)Dj24, 
где g(o) - определитель метрического тензора g��) , 
D = [Ч!(1 ) +4Ч!(1) + 12\1!(1 >  + 24\1! ( 1 )  -6\1!(1) 'll (2) -- 12\1! ( 1 )  Ф (2) -

- 12\1!(2) + 8\1!( 1 )\1! (3) + 3\1!(2) + 8Ч!(з) - 6\1!(4) + 24) (36.3) 
и степени тензора Ч!ik и их инварианты W(J ) , \1!(2) ,  Ч!(з) , 
'll(4) строятся с помощью метрического тензора g;z) 

фо­
нового пространства-времени. 

Доказате.тrьство. Используя соотношение ( 16 .2)  и по­

лагая в нем фkt = дk + wr' пос.тrе нес.тrожных вычислений 

будем иметь: det ! ! дk + wr \\ = D/24. Учитывая, что в си­
лу уравнения связи ( 36. 1 ) 

cfet i l дk + 'lfk l l  = clet i ig (O)mi l l · det / lgik / ! ,  

а также применяя известную теорему об определите.тте 

обратной матрицы, приходим к соотношению (36.3) ,  что 

и ·требова.пось доказать. 
Теорема 36.2 .  Контравариантный метрический 

тензор gmi ,  обратный к тензору (36. 1 ) ,  в общей теории 

относитедьности Эйнштейна имеет вид: 

mi 1 {-24 'т,mi 24 'т, rni ' 1 + ,т, )+ g = - n '-i' (з) - '.!' (2) \  '-i' ( l)  (36.4) 
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+ 12Фmi (2 + 2Ф (1 )  + Фzl ) - Ф (2) )-

-4g(o)rni ( 6+6\f! (1) +ЗЧ!(1 )  -3\f! (2) -ЗФ ( 1 )  Ф (2) +2Ф (з)  +Ф(1 ) ) } . 
Доказательство. Подставим в выражение ( 16 .3 )  не­

вырожденный тензор 

(36 .5) 

Учтем, что в этом случае обратный тензор xnm будет 
совпадать , с контравариантным метрическим тензором 
xпrn = gпm.  Тогда после подстановки выражения (36 . 1 )  
в выражения (36 .5) и (16 .3) и тождественных преобразо­
ваний получим соотношение (36 .4) . Теорема доказана. 

Подстав.iJяя выражения (36 . 1 )  и ( 36.4) в равенство 
9ik (x)gkm (x) = дf \ легко убедиться , что оно выпшпrяется 
в сrшу тензорного соотношения ( 16 . 1 ) .  

Таким образом, определитель g метрического тензо­
ра 9ik псевдориманова пространства-времени и контра­
вариантные компоненты gni  этого тензора могут быть 
представлены в виде компактных тензорных выражений, 
содержащих четыре степени тензора \]J ik , их инвариан­
ты и метрический тензор glZ) фонового пространства­
времени. 

Совершенно ана.тюгично, если уравнение, связываю­
щее метрический тензор псевдориманова пространства­
времени с метрическим тензором фонового пространст­
ва-времени. задано в контравариантной форме 

(36.6) 

то ковариантные компоненты этого тензора имеют вид: 

(36.7) 
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+12\llkm  · [2 + 2'11щ + Ф(1) - W(z)] -

-4gk� · [6 +6'11 (1 )  + 3Ф(1 ) - 3'11 (2) - 3w(l)  w(2) + 2Фсз> + Ф (1 > ] } . 
В этом случае для определителя метрического тензора 
(36.6) получаем выражение: 

ik D 
det l /g 1 1  = 24g(o) . (36 .8) 

Полученные выражения (36.3) , (36.4) ,  (36 .7) и (36.8) 
позволяют значительно упростить проведение различных 
вычислений в общей теории относительности Эйнштей­
на. Однако для их использования необходимо установить 
при каких ус.тювиях метрический тензор 9ik будет невы­
рожденньnл:. Отвеrr на этот вопрос дает 

Теорема 36.3. Для невырожденнести метрическо­
го тензора псевдориманова пространства-времени в об­
щей теории: отноеительности необходимо и достаточно, 
чтобы ни qцно из собственных значений текзора грави­
тационного по.ля W ik не равнялось минус единице. 

Для доказате.тrьства этой теоремы отметим прежде 
всего, что условие невырожденнести метрического тен­
зора риманова пространства-времени в указанных тео­
риях гравитации в силу теорем 36 . 1  и 36.2 эквива.лент­
но условию D # О. Найдем снача.тта выражение для D .  
Испо.тrьзуя форму.пу Ньютона [32] , инварианты степеней 
тензора W ik мы можем выразить через четыре собствен­
ных значения Л0 , Л1 , А2 , Аз тензора гравитационного 
поля: Jp = Ль + Af + А� + А� .  

Подставляя это соотношение в выражение (36.3) ,  по­
сле приведения подобных получим: 

D = 24( 1  + Ао) · ( 1  + А 1 )  · ( 1  + ,\2 ) · ( 1  + Аз ) . (36.9) 
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Необходимость. Для того чтобы D =f О необходи­
мо, чтобы ни один из сомножителей: выражения (36.9) не 
обращался в нуль: 

Отсюда следует небходимость выполнения условий 

Ло =f - 1 ,  Л1 =f - 1 ,  Лz =/: -1 ,  Лз =1= - 1 .  

Достаточность. Пусть ни одно из собственных зна­
чений тензора гравитационного поля не равно минус еди­
нице. Тогда из соотношения (36.9) получим: D =/: О. Те­
орема доказана. 

§ 37. Уравнение геодезической 

Понятие о геодезической линии, как следует из ее на­
звания (от греческого ge 1 - Земпя + dasomai - делю на 
части) , возникло в геодезии -· науке, занимающейся изу­
чением размеров и формы Земли. 

Геодезической линией (или просто, геодезической) в 
геодезии называют кратчайшую линию, соединяющую 
две точки на земном шаре или, что более точно, на геоиде. 
При переходе от двумерных пространств, каким являет­
ся поверхность Земли, к произвольным N -мерным про­
с•транствам основная идея этого оnределения сохраняет­
ся. Геодезической линией, соединяющей точки А и В 
произвольнога псевдориманова пространства Rt;,N -р на­
зывается кривая экстремальной длины. 

Так как в пространстве Rt;,N -р квадрат расстояния 
между дsумя бесконечно близкими точками определяется 
выражением (3.2) , то длина линии, соединяющей точки А 
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и В этого пространства, может быть представпена кри­
волинейным интегралом :  

в 

l = J ds . (37. 1 ) 
А. 

Уравнение линии, длина которой достигает экстремума, 
может быть получено из ус.rювия: обращения в ну.т:rь пер­
вой вариации функцианала (37. 1 ) :  дl = О. Так как при 
таком варьировании точки А и В предполагаются фикси­
рованными, то условие дl = О принимает вид: 

в J дds = О . 
А 

(37.2) 

Явное выражение для дd.s , с учето}.д определения (3 .2) , 
удобно записать в виде: 

[ ds i k 
дgik -' n d( -' n ) -' n ] 

2
u 

и 
д
хn u.т + UnuX - их dun , 

где ui = dxi j ds - касательный четырехвектор. 
Подстав.'1ЯЯ полученное выражение для дds в условие 

(37.2) и учитывая, что дхn = О в точках А и В, будем 
иметь: 
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Интегра.п, стоящий в левой части этого равенства, обра­
щается в нуль при любом выборе функции дхп .  Поэтому 
в си.тту основной .ттеммы вариационного исчис.тrения выра­
жение, стоящее в фигурных скобках, при ds -# О до.тrжно 
быть равным ну.ттю :  

(37.3) 

Преобразуем попученное уравнение. У читывая опреде.тrе­
ние (6.4) и правило (3 .8) поднятия и опускания тензорных 
индексов, уравнение (37.3) приведем к виду: 

dи i  i n т О -d + Гпrпи и = . s 
(37.4) 

Попученное уравнение называется уравнением геодезиче­
ской пинии в произво.тrьном псевдоримановом простран­
стве Ri/, N - p ·  Испштьзуя понятие ковариантного (абсо­
.тrютного) дифференциала Dи i = dи i + Г�п и k dx п , урав­
нение (37.4) можно переписать в другом виде: 

Dиi 
- = 0 . Ds 

О тсюда следует, что Dui = О , а это ус.тювие означает, что 
в произвольнам псевдоримановом пространстве Ri/, N -р 
касательный вектор и i переносится пар8Лле.тrьно вдоль 
геодезической линии. 

У с.ттовием применимости уравнения геодезической 
.ттинии ( 37 .4) является неравенство ну.ттю интерва.тта ds . 
В псевдоримановых пространствах R�N-l это уравнение 
описывает движение массивных частиц. 
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Уравнения геодезических для безмассовых частиц 
имеют иной вид: 

d}.ri � i n т 

da + ГптК К = 0, 
где а - некоторый параметр, J(i = dxi / da 
четырехвектор . 

(37.5) 

волновой 

Этот четырехвектор яв"1:яется изотропным, так как 
удовлетворяет условию ДJIЯ электромагнитных лучеi'I: 
J(iJ(ngin = О. 

§ 38 .  Решение Шварцшильда 

Характеризуя уравнения грави·rационного поля в те­
ории Эйнштейна. с математической точки зрения, следует 
отметить, что они представляют собой систему неJтиней­
ных дифференциальных уравнений в частных произвqц­
ных второго порядка. 

Отсутствие общих методов интегрирования таких 
систем уравнений приводит к тому, ч·rо поиск возмож­
ных решений уравнений Эйнштейна и анализ различных 
экспериментальных следствий оказываются существен­
но затрудненными. К настоящему времени, несмотря на 
большие усилия мирового сообщества математиков и фи­
зиiшв, в общей теории относительности найдены только 
самые nростые частные точные решения fЗЗ) уравнений 
гравитационного поля, когда. число отличных от нуля 
компонент метрического тензора мало и эти компоненты 
зависят только от одноi'1 или двух координат. 

Первое точное решение нелинейных дифференциаль­
ных уравнений общей теории относительности было по­
.Тiучено К.Шва.рцши.rrьдом. 
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Метрика Шварцшильда, описывающая гравитаuион­
ное поле вне сферически симметричного источника массы 
1Vl, была найдена в 1916 году, вскоре пос.пе опубликования 
Эйнштейном уравнений гравитационного поля в общей 
теории относит<"льности. В стандартных сферических 
координатах она имеет вид: 

2 ( r g 
) 2 2 rdr2 2 [ 2 . 2 2 ] ( ) ds = 1 - - с dt - --- - r d() - sш 8dcp , 38. 1  

r (r - r9 ) 

г де r 9 = 2G М j с2 - гравитационный радиус тела. 
Метрика ( 38 . 1 )  в настоящее время широко использу­

ется для анализа различных вопросов, начиная от тонких 
гравитационных эффектов, прояв.rrяющихся в движении 
массивных и безмассовых частиц в гравитационном поле 
планет и звезд, до процессов, происхQЦящих в непосред­
ственной окрестности черных дыр. 

Параметр r9 /r, входящий в выражение (38 . 1 )  и пока­
зывающий отк.понение метрики (38. 1 )  от метрики Мин­
ковского,  обычно очень мал. В частности, для Земли 
r9 = 0.9 см, в результате чего на ее поверхности, при 

r = 6 .3 · 103 км, этот параметр принимает значение r9 /r "' 
10-9 • Несколько бопьших значений параметр r9/r дости­
гает на поверхности Солнца. У читывая, что ДJIЯ Солнца 
r9 "" 3  км, r ,...., 7 · 105 км, получим r9 jr ""' 10-6 • Тем не ме­
нее, мацое отклонение метрики Шварцшильца (38 . 1 )  от 
метрики :N1инковского (25.2) в этом случае проявляется 
не только в существовании ньютоновской части тяготе­
ния, но и в других эффектах. 

В прирqде также существуют и объекты, у которых 
параметр r 9 / r близок к единице. 
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Обсудим наиболее важные эффекты, которые могут 
происходить в гравитационном поле статического сфери­
чески симметричного источника. Для этого изучим зако­
ны движения массивных частиц и фотонов в гравитаци­
онном поле (38. 1 ) .  Это удобно сделать на .основе уравне­
ния Гамильтона - Якоби для частицы с массой m0 : 

ПQЦставляя в это уравнение контравариантные ком­
поненты метрического тензора метрики Шварцтильда 
(38 . 1 )  и решая полученное уравнение методом разделения 
nеременных, найдем: 

J rdr 
S = -Eot+a<p± 

(r _ rg ) 
где Ео и а - константы. 

Е2 2 о ( 2 2 й ) ( Т'g ) - - m c + - 1 - - , с2 о r2 r 

Компоненты четырехимnульса частицы Pi в методе 
Гамильтона - Якоби можно получить из уравнения: Pi = 
-дS / дхi . В результате будем иметь; 

0 Eor 
р = 

c(r - r9 ) '  

pr 
= ±Pf- (m5c2 + �:) (1 - r: ) , 

(38. 2) 

где знак плюс соответствует движению от центра, а ми­
нус - к центру. 

Рассмотрим сначала радиальное движение, когда 
а = О. Так как pi = mocui ,  то комбинируя соотношения 
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(38.2) ,  заnишем: 

(38.3) 

где t - время, измеряемое по часам наблюдателя, находя­
щегося вдали от источника тяготения, а r -- собственное 
время, измеряемое по часам, движущимся вместе с рас­
сматриваемой частицей. 

Предпо.пожим, что частица движется к тяготеюще­
му центру и в начальный момент времени t = to , r = т0 
была в точке r = ro > r9 • Интегрируя уравнения (38 .3) ,  
найдем закон движения этой частицы по часам удален­
нога наблюдателя t = t(r) и по собственному времени 
т =  т(r) : 

ro Е r rdr 
t(r) = t0 + с� --------;::======== 

';. ( r - r 9 ) � - т б с2 ( 1 - �) 
l'o -

J dr 
т(r) = то + то -r======= 

� - m2c2 (1 - �) r с2 О r 

Из этих выражений следует , что при стремлении r -+ 
r 9 подынтегральное выражение первого интеграла имеет 
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особенность вида ( r - r 9 )  -l , а подынтегральное выраже­
ние второго интеграла особенности не имеет. Отсюда 
следует,  что время приближения (падения) любой части­
цы от r = r0 к r = r 9 б у дет бесконечно большим по часам 
удаленного наблюдателя и конечным по собственным ча­
сам сопутствующего наблюдателя. 

Этот парадоксальный, на первый взгляд, результат 
является одним из основных эффектов, происходящих в 
гравитационном поле черных дыр - массивных объектов, 
радиус которых меньше радиуса Шварцшильда. 

В слабом же гравитационном поле тел Солнечной си­
стемы 1·9 jr < <  1 ,  в результате чего гравитационные эф­
фекты, предсказываемые общей теорией относительно­
сти, проявляются также слабо. Одним из них является 
эффект гравитационного искривления луча электромаг­
нитной во.тrны: еспи пуч проходит на расстоянии r0 от 
тяготеющего центра, то он отклоняется от первоначаль­
ного направления на угол 

Этот угол очень мал. В случае луча, касающегося диска 
Солнца, дt.р = 1 .  75" . 

Другим эффектом, предсказанным общей теорией 
относительности, является смещение перигелиев штанет : 
перигелий планеты за каждый оборот по орбите смеща­
ется навстречу движению планеты на угол 

где е - эксцентриситет орбиты, а - ее большая полуось. 
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Этот угол также очень мал. Среди планет Солнеч­
ной системы наибольшее значение угла 6'-Р смещения пе­
ригелия имеет Меркурий: дr.р = 43" за 100 лет . Однако 
несмотря на свою малость, перечисленные эффекты бы­
ли обнаружены в наблюдатеJiьных данных и подтвердили 
предсказания теории гравитации Эйнштейна. 

§ 39. Слабые гравитационные волны 

Гравитационные волны, как известно, являются од­
ним из наиболее красивых предсказаний общей теории 
относительности Эйнштейна. Возможность распростра­
нения возмущений метрического тензора в виде волн в 
этой теории следует [1 1] как из гиперболического типа 
уравнений Эйнштейна, записанных в их нелинейнам ви­
де, так и из линейных уравнений [34) , получаемых в пер­
вом порядке теории возмущений. 

Согласно уравнениям общей теории относительно­
сти любой материальный объект,  у которого зависящая 
от времени часть тензора энергии-импульса не обладает 
аксиа.'Iьной симметрией, должен излучать гравитацион­
ные волны. Однако все попытки зарегистрировать гра­
витационные волны или какие-либо их проявления до­
статочно долгое время оканчивались неудачей. Поэтому 
в научной литературе иногда высказывались сомнения о 
реа.пьности существования гравитационных во.тrн. 

Эта ситуация кардинально изменилась .тrишь в самое 
пос.тrеднее время, пос.тrе того как наблюдения за двойной 
пу.тrьсарной системой PSR 19 13+16,  начатые еще в 1975 
году, показали [35] , что эта система теряет энергию на 
из.тrучение гравитационных во.тrн в соответствии с пред­
сказаниями обЩей теории относите.тrьности Эйнштейна. 
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Этот важный результат, как известно, был отмечен при­

суждением Р. Халсу и Дж. Тэй.тюру Нобе.rrевской премии 

по физике 1994 года. 

Таким образом, в настоящее время сомнения в су­
ществовании гравитационных волн исчеЗJ"!И и на первый 

nлан выходит воnрос о их регистрации в земных усло­

виях. Однако из-за малости константы гравитационного 

взаимодействия сделать это не просто. Поэтому в насто­

ящее время одной из важнейших задач теории гравита­

ции является теоретический анализ nроцессов, приводя­

щих к ИЗJ:[учению и регистрации гравитационных волн, и 

поиск путей к nрактическому овладению гравитационно­

волновым каналом связи. 

Рассмотрим слабое гравитационное поле. Метриче­

ский тензор псевдориманова nространства-времени 9тп в 

таком nоле, очевидно, будет мало от:личаться от метри­

ческого тензора nсевдоевклидова пространства-времени 

lmn ·  Тогда тензор 9тп можно представить в виде аб­
солютно сходящегося ряда по стеnеням некоторой малой 

амплитуды гравитационного поля: 

- (1)  (2) 9тп - /тп + 'Pmn + <f'mn + · · · '  (39 . 1 )  

где <.р�� - nоnравка первого nорЯдка малости, <.р�� - по­

правка второго порядка малости и т .д. 

Подставляя разложение ( 39 . 1 )  в левую часть уравне­

ний гравитационного nоля (35. 1 ) , получим: 

Совершенно аналогично разложим в ряд по тому же 

малому параметру и тензор энергии-имnульса вещества, 
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входящий в правую часть уравнений (35. 1 ) :  

� -- т<о) T(l)  т<2) .1. mn -- mn + mn + mn + · · · ' 

219 

где т::!� - исходный невозмущенный тензор энергии-им­

nуJrьса, т!,;� - возмущение тензора энергии-импульса, ли­
нейное по амштитуде гравитационной волны и т.д. 

Подставляя эти разложения в уравнения (35 . 1) и 
ограничиваясь лишь первым порядком, получим: 

(39.2) 

Запишем уравнение (39.2) в гапилеевской системе ко­
ординат , где тензор "fmn имеет вид (25. 1 ) :  

,.." ,.."(о) ( 1 )  где введены обозначения .L mn = .L m n ,  ({Jтп = ({Jmn· 

(39.3) 

В приведеиных выражениях индексы поднимаются и 
опускаются с помощью метрического тензора "/mn , как 

это требуется в рассматриваемом приближении.  Даль­
нейшее упрощение уравнения (39.3) достигается введе­
нием новой переменной - тензора Wmn:  

1 k ЧJтп = \]! mn - 2"/тп \]! k · (39.4) 
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Уравнение (39.3) с учетом выражения (39.4) дает: 

[ГЛ.  8 

82 w k 82w k . a2 w 02 wki 16r.c т n kt mn Т ...,.д_х_п-=-а""'х':-k + дхmдхk _ ,  дхk дхi - ')'тп дхkдхi = � mn • 
(39.5) 

Несложно убедиться, что nр:и малых преобразовани­
ях координат x'i = x i + �i (x)  величина 'Ртп не изменяет 

свой порядок малости, хотя сама и изменяется: 

1 
д�т д�n 'Pmn = 'Pmn - дхn - дхm . 

В результате такого преобразования имеем: 

1 
д�m O�n O�n Ч!mn = Фmn - -0 - -8 + "/тп -0 · xn xm xn 

Этим произволом в определении Ч! mn обычно [1 1] поль­

зуются, чтобы еще больше упростить уравнения (39.5) . 
В частности, четырехвектор �i ( х) выбирают так, чтобы 

выполнялось дополнительное условие: 

дw mn --- = 0. дхn (39.6 )  

Это условие в научной J'IИтературе получило назва­

ние дополнительного усдовия Гильберта - де-Дондера ­

Фока. При выполнении условия (39.6) уравнения (39.5) 
принимают вид: 

l6r.G D Wmn = -4-Tmn, с 
где о - оператор Даламбера: 

д2 д2 д2 1 д2 
0 = - + -- + - - - - . дх2 ду2 дz2 с2 дt2 

(39 .7) 
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Таким образом, при заданном тензоре энергии-им­
пульса вещества Tmn = Tmп(r, t) уравнение (39.7) позво­
ляет определить создаваемое гравитационное поле. 

§ 40. Уравнения Максвелла 

при наличии слабых гравитационных волн 

Изучение взаи:мсщействия гравитационных волн с 
электромагнитными полями в настоящее время по.тiучи­
.110 особую актуальность, так как получаемые результаты 
служат теоретической основой для предпринимающихся 
в посдеднее время уси.т:rий по детектированию гравитаци­
онных волн с помощью лазерно-интерферометрических 
устройств. 

При распрос·транении гравитационных волн во 
внешних электромагнитных полях в результате взаимо­
действия этих волн возникает электромагнитное излу­
чение. Этот процесс в настоящее время рассматрива­
ется как сщин из основных процессов, с помощью кото­
рого предполагается проводить регистрацию высокоча­
стотных гравитационных волн в лабораторных и в астро­
физичееких усповиях. 

Как показывают расчеты, в области высоких частот 
из.тrучате.тrи и детекторы гравитационных волн этого ти­
па оказываются более эффективными по сравнению с ме­
ханическими системами. Поэтому перспективы овладе­
ния радио, СВЧ и оптическим диапазонам:и гравитацион­
но-воJiнового канала связи во многом будут зависеть от 
успехов в разработке из.rrучателей и детекторов гравита­
ционных волн этого типа. 

С математической точки зрения задача о воздейст­
вии гравитационных во.rrн на э.тrектромагнитные попя 
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сводится к решению общековариантных уравнений Макс­
велла [36} 

"(""7 pik - 1 д [ г-::pik] - 47Г · i V k = -- -- y -g - - -J , .j=g дxk с 
(40. 1 )  

в псевдоримановом nространстве-времени, метрический 
тензор 9ik которого содержит волновую часть Фik (r, t): 

9ik = /ik + Фik (r, t) .  (40.2)  

Если ввести четырехмерный вектор-потенциал Ai с 
nомощью соотношения 

то второе уравнение системы ( 40. 1 ) будет удовлетворять­
ся тождественно. 

Тогда первое из уравнений (40 . 1 ) принимает вид 

1 д [ г-;; im kn ( дAn дАт ) ] _ 47Г · i  -- -- y -gg g - - -- - - -J .  yCg дхk дхm дхn с 
( 40.3) 

Теnерь нам необходимо найти выражения дJIЯ контрава­
риантных компонент и определителя метрического тен­
зора через его ковариантные комnоненты (40.2) и подста­
вить в уравнение ( 40.3) . 

При наличии слабых гравитационных волн, расnро­
страняющихся на фоне nлоского пространства-времени, 
Фik обычно является известной функцией координат и 



§ 40] УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА 223 

времени и 1 = - 1 .  Поэтому выражения (36.3) и (36 .4) 
можно разложить в ряды по малому параметру Wo « 1 -
амплитуде слабой гравитационной волны: Фik = WoSik · 

Следует отметить, что в силу ТТ-калибровки гра­
витационной волны и условия Гильберта - де-Дондера '­
Фока тензор Sik удовлетворяет соотношениям: 

Sj = О, Sok = О, 
дSik 
--k = 0. дх 

Аналогичному разложению пqцвергается также и четы­
рехвектор тока 

( 40.4) 

где jto) - исхqцный невозмущенный гравитационной вол­

ной четырехвектор тока, а w[jtP) - поправки к четырех­
вектору тока в Р-ом порядке приближения, обусловлен­
ные влиянием гравитационных волн на движение источ­
ника тока. 

Четырехпотенциал Ai в этом случае следует искать 
также в виде разложения по малому параметру : 

(40.5) 

где А�о) - четырехпотенциал исходного невозмущенного 
электромагнитного поля, w[ А�Р) - поправки к четырех­
потенциалу в Р-ом порядке теории возмущений, возника­
ющие в результате воздействия гравитационных волн. 

Пqцставляя выражения (40А) и (40.5) в уравнение 
( 40 .3) ,  разлагая полученное соотношение в ряд по степе­
ням Wo и приравнивая нулю выражения, играющие роль 
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коэффициентов этого ряда, мы nолучим уравнение 1-Лакс­
велла в приближении Р-го порядка. 

Ограничиваясь приближением первого порядка по 
Фо , имеем 

Am 41Г .т D (о) =  - -J(o) ' с 

Am 47Г · m  · m  D ( 1 )  = - -)(1 ) - Jint' с 
где введены следующие обозначения: 

·О d " р Jint = - ZV ' . дР 
J int = 

дх
О + rot М, 

р

а _ фа
,ВЕ

(О) 
- ,В 

' 

( 40.6) 

(40 . 7) 

Запись компонент четырехвектора тока jfnt в этой фор­
ме показывает, что уравнения Максвелла при наличии 
гравитационных волн становятся эквивалентными урав­
нениям электродинамики в материальных средах с ди­
электрической и магнитной проницаемостями, зависящи­
ми от координат и времени. 

Таким образом, для расчета взаимодействия слабых 
гравитационных волн с эпектромагнитным полем снача­
ла необходимо по заданному распределению зарядов и то­
ков в отсутствие гравитационных во.тrн из первого урав­
нения системы ( 40.6) определить исхсщное невозмущен­
ное электромагнитное поле Е� О) и н� о) . Затем, используя 
полученное решение, а также поправку к четырехвекто­
ру тока, пинейную по Ф о , из второго уравнения системы 
(40 .6) можно найти линейную поправку А�1) к четырех­
потенциа.тrу, возникающую в резу.пьтате воздействия гра­
витационных волн на систему. 
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Уравнения ( 40.6) необходимо дополнить начальными 
и граничными условиями, обеспечивающими единствен­
ность их решения. В качестве таковых в электродина­
мике обычно используются условия излучения Зоммер­
фельда [37] и условия на границе раздела двух сред: 

EI = EII 
т т ' 

I II 41r • [N(H - Н  )} = - Isu r ,  ' 
с 

I I1 BN = BN , 

где индекс т обозначает касательные составляющие век­
торов, а N - нормальные. 

Диаграмму направ.тз:енности электромагнитного из­
лучения, возникающего в результате воздействия грави­
тационной волны на электромагнитное поле, можно ис­
следовать по обычной формуле: 

dl 2 2 cr 2 . cr 2 - = lim -E(l) = l1m -4 H(l) ' dП r�oo 47r r-+oo 7r 

г де dl - интенсивность э.nектромагнитного излучения в 
элемент телесного угла dfl. 

Специфической особенностью задач о превращении 
гравитационных волн в электромагнитные волны при их 
распространении во внеших стационарных э.тз:ектромаг­
нитных полях является то, что источники (40 .7) ,  стоя­
щие в правой части второго уравнения системы (40.6) ,  
имеют достаточно сложный вид и заданы во всем про­
странстве, т.е. линейные размеры L области, занятой 
источниками, оказываются неограниченными (L ---+ оо ) . 
Поэтому в таких задачах отсутствует обычно используе­
мый в математической физике малый nараметр 1/r , по­
зволяющий провqцить мультипольное разложение реше­
ния этих уравнений в виде запаздывающих потенциалов. 
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