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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 

Первое издание этого учебного пособия имело не
большой тираж, который неожиданно быстро разошел
ся. В связи с этим возникла необходимость во втором 
издании, при подготовке которого были сделаны лишь 
небольшие дополнения. 

Москва, 9 февраля 2004 г. И.П.Денисова 

ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 

Предметом исследования физики, механики и при
кладной математики, как известно [ 1], являются мате
матические модели различных природных процессов и 
областей человеческой деятельности. Среди них боль
шую роль играют математические модели естествозна
ния. Для описания этих моделей используются различ
ные упорядоченные системы функций. Наиболее широ
кое применение среди них получи.ли так называемые тен
зорные функции или просто тензоры. С тензорами мы 
встречаемся [2] - [6] в механике сплошных сред, механи
ке абсолютно твердых тел, гидродинамике, нелинейной 
акустике, электродинамике, теории гравитации, сnеци
альной теории относите"'Iьности и многих других разде
лах естествознания. Опыт многолетнего чтения лекций 
на кафедре "При:кладная математика" МАТИ-РГТУ им. 
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К.Э.Циолковского показал, что знание основ тензорной 
a.rrreбpы и анализа особенно необходимо студентам для 
успеlllного освоения курсов естественно-научного блока 
дисципm1н для специальностей прикладная математика, 
прикладная механика и ряда других. 

К настоящему времени имеется достаточно много 
различных учебных пособий и монографий [7] - [ 11], ко
торые затрагивают те или иные аспекты тензорной а.тr
гебры и анадиза, а также римановой геометрии. Однако 
краткого и вместе с тем достаточно полного изложения, 
позвоJrяющего начать изучение этих вопросов практиче
ски с нуJrя, среди них нет. 

Кроме того, в самое последнее время появи.rrся ряд 
научных работ [ 12] - [15], в которых доказаны различ
ные алгебраические соотноlllения, которым удовлетворя
ет тензор второго ранга в произвольнам псевдоримано
вом пространстве R!/,N-p·  Эти соотноlllения еще не успе
ли войти в учебную и монографическую литературу, хо
тя они очень полезны при проведении различных расче
тов в прикладной математике, механике и физике. 

Пред.тrагаемое вниманию читателя учебное пособие 
призвано в определенной мере восполнить этот пробел. 
Оно состоит из восьми глав. 

В первых двух главах излагаются основы тензорной 
алгебры, а.на.т:rиза и римановой геометрии в случае N
мерных простра.нств. Так как этот материал является 
устоявlllимся в научной литературе, то основная часть 
утверждений де.rrается либо совсем без доказате.тrьств, ли
бо приводятся лиlllь краткие указания, ко·торые могут 
быть положены в основу доказательств. 

В последующих главах, содержащих обобщение не-
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давно полученных оригинальных результатов, все основ
ные утверждения сформулированЫ в виде теорем и со
провоЖдаются псщрьбными доказ�тельствами. 

В частности, в главе 3 вводятся nонятия степени тен
зора второго ранга, его инварианта, обратного тензора и 
на их основе доказывается ряд нелинейных алгебраиче
ских соотношений, которым удовлетворяет тензор второ
го ранга в произвольнам псевдоримановом пространстве 
R::N-p· В главе 4 приведено доказательство ряда новых 
тензорных соотношений для пространств с небольшим 
числом измерений: N = 2 ,3,4. 

Глава 5 посвящена изложению основных положений 
и тензорных уравнений механики сплошных сред и тео
рии упругости. В гдаве 6 обсуждаются свойства псев
доевклидова пространства-времени, которое широко ис
пользуется при изучении различных вопросов в специаль
ной теории относительности. В качестве примеров ис
пользования полученных, соотношений проведено реше
ние ряда задач в неинерциальны;х системах отсчета. 

Глава 7 содержит краткое введение в современные 
математические мсщели электродинамщки, как линейные, 
так и нелинейные, в которых широко используются раз
личные тензорные уравнения и соотношения. 

В главе 8 излагаются основы общей теории относи
тельности, ее уравнения и некоторые важнейшие реше
ния этих уравнений. 

Автор считает своим приятным долгом побпагода
рить профессора В .И. Григорьева, прочитавшего учеб
ное пособие в рукописи и сделавшего ряд попезных заме
чаний. 

Москва, 11 апрепя 2002 г. И.П.Денисова 



ГЛАВА 1 
ОСНОВЫ ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

В этой главе изучаются различные упорядоченные 
системы функций, называемые тензорами и играющие 
важнейшую роль в различных математических мQЦелях 
естествознания. Здесь дается определение тензора, изла
гаются основные алгебраические операции над тензора
ми, ввQЦятся понятия метрического тензора и аксиально
го тензора Леви-Чивита. 

§ 1. Определение тензора 

Тензор, как и любое математическое понятие, можно 
определить несколькими (6] - [9] эквивалентными спосо
бами. В математике обычно используется определение, 
которое оперирует понятиями линейной алгебры. 

Определение. Пусть С является N-мерным ли
нейным пространс'l'ВОМ над полем К комплексных чисел. 
Тензором типа (М, Р), где 1\f и Р - некоторые целые 
положитеп:ьные числа, на С называется полилинейная 
( т.е. линейная по каждому аргументу при фиксирован
ных значениях остальных аргументов) функция F, сопо
ставляющая каждым 1'vf векторам Х1,Х2, ... ,Хм из С 
и Р ковекторам У1, У2, • . •  , У Р из линейного простран
ства С*, сопряженного к исходному пространству С, чи
слоF(ХI,Х2, ... ,Хм,У\У2, ... ,УР) ЕК. 
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На основе этого определения можно построить тен
зорную алгебру и анализ, а также зная, что некоторая си
стема многокомпонентных функций является тензором, 
можно проводить решение задач. 

Однако в различных припожениях физики, механики 
и математики довольно часгrо возникаегr ситуация, ко
гда требуется выяснить является тензором или нет та 
или иная система многокомпонентных функций. В этом 
случае более удобным оказывается определение, которое 
выделяет класс тензорных функций среди остальных си
стем функций по единственному признаку: строго опре
деленному закону их цреобразования при преобразовани
ях координат, ·или, как иногда говорят, по трансформа
ционному закону. Именно это определение мы и будем 
использовать в дальнейшем. 

Рассмотрим некоторую обпасть !1 изменения N не
зависимых персменных xk = {x1,x2, ... ,xN}. Поставим 
в соответствие каждой точке А рассматриваемой обда
сти N -мерного пространства набор из N чисед - коорди
нат этой точки: х� = {х�, х�, ... , х�}. Потребуем, чтобы 
это соответствие было взаимно однозначным: в заданной 
координатной системе каждой точке А должен отвечать 
топько один набор х� ={.т�, х�, ... , х�} значений коорди
нат и, наоборот, каждому конкретному набору координат 
х� = {х�, х�, ... , х�} должна соответствовать только сщ
на точка N-мерного пространства. 

В N -мерном пространстве ипи в некоторо:й его обла
сти можно произвести преобразования координат и пе
рейти от исходных координат xk к новым штрихаванным 
координатам 

Xlm pm( 1 2 N) - pm( ) = х 'х ' ... , х = . х ' (1.1) 
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где индекс т пробегает значения от 1 до N. 

Зная конкретный вид N функций pm(x) и коорди
наты некоторой точки А в исходной нештрихованной си
стеме координат х� = {х�, х�, . . . , x:;t}, по формулам (1 . 1 ) 
можно определить координаты этой точки и в штриха
ванной системе координат: 

Im pm r 1 2 N ) _ pm ( ) ХА = \ХА,хА, . . .  ,ХА = ХА . 
Для того, чтобы и в новой системе координат суще

ствовало взаимно однозначное соответствие между точ
ками N-мерного пространства и их штрихаванными ко
ординатами x'm = { х'1, х'2, . . . , x'N } , система из N функ
ций Fm(x) должна удовлетворять ряду требований, сре
ди которых важнейшими являются два. 

Во-первых, эта система функций должна быть диф
ференцируемой и принадлежать к классу СР (р ;::: 2 ) ,  
т.е. каждая из N функций Fm(x) должна иметь непре
рывные частные производные по всем аргументам xk 
{ х1, х2, . . . , xN} до порядка р включительно. 

И, во-вторых, определитель Якоби 

J = det llд;x'� 11 = 

дх'l 
дхl 
дх'2 
дхl 

дх'N 
дхl 

дх'l 
дх2 
дх'2 
дх2 

дх'N 
дХГ 

дх'l 
дхN 
дх'2 
7fXN 

дх'N 
дхN 

( 1 .2) 

который мы в да.;·rьнейшем будем называть якобианом, в 
каждой точке рассматриваемой области N-мерного про
странства должен существовать (!JI < оо) и быть отлич
ным от нуля: J -1- о. 
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При выполнении этих условий преобразование (1.1) 
однозначно обратимо, т.е. в окрестности каждой точки 
рассматриваемой нами области 1V -мерного пространства 
будет суrр;е<:-:r:во13ать и обратное преобразование: 

k _ jk ( tl t2 tN) _ jk ( t) х - х ,х , ... ,х = х . ( 1 .3) 

Следует особо подчеркнуть, :что система уравнений ( 1 . 1 )  
в общем случае зачастую является трансцендентной от
носительно всех или :части переменных х1, х2, . . . , xN, по
этому разрешить ее ir найти зависимость ( 1 .3) коорди
нат xk от координат х'т в явном виде не всегда удает
ся. Но выполнение перечисленных выше двух условий 
позволяет утверждать, что в окрестности каждой точки 
система N уравнений ( 1.1) относИ'l'ельно N неизвестных 
х1, х2, . • .  , xN имеет решение и это решение единствен
но. В дальнейшем, не оговаривая особо, мы будем счи
тать, что указанные два условия в рассматриваемых на
ми областях N-·мерного пространства выполняются. 

Так как при описании различных математических 
моделей естествознания используются различные упоря
доченные системы функций Фа ( х ) при а = 1, 2, . . . , М, 
заданные в каждой точке N -мерного пространства или 
в некоторой его области, то естественно провести клас
сификацию этих систем функций по их трансформацион
ным свойствам при проведении преобра.зований коорди
нат ( 1 . 1 ) и ( 1 .3) .  

Наиболее общим понятием, которое включает в себя 
большое число раз.ттичных систем упорядоченных функ
ций, яв.ттяется по.тте геометрического объекта. Дадим его 
опреде.ттение. 

Полем геометрического объекта ( и.тти просто геоме
трическим объектом) р-го порядка, заданным в неtсото-
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рой области N -мерного пространства, назовем систему 
упорядоченных функций Фа(хl,х2 • . •  ,xN ) = Фа(х), изме
няющуюся при преобразованиях координат ( 1. 1 ) и ( 1. 3) 
по закону: 

дх'т д2 x'm дР x'm Ь 
' 

) 
EJxk1 'fJxk1дxk2 ' · · ·' дхk1 ... дхkр 'Ф (х(х ) ) ' ( 1 .4) 

где 1 ::; а ::; 1\1, 1 ::; ь ::; м, а wa - некоторая функция 
всех указанных переменных. 

Все вепичины, стоящие в правой части соотношения 
( 1.4) ,  должны быть выражены как функции штрихаван
ных координат х' 1, х' 2, ... , х' N с помощью преобразова
ния ( 1 .3) . 

Классификация различных геометрических объектов 
производится в зависимости от вида функции wa. Если 
функция тvа при обращении ФЬ(х(з/)) в нуль также обра
щается в нуль, то геометрический объект называется од
нородным, в противном случае - неоднорqцным. Если 
ФЬ(х(х')) в функцию иrа входит линейно, то геометриче
ский объект называется линейным. 

Сосредоточим пока основное внимание на qцном из 
важнейших частных случаев геометрических объектов -
тензорах. 

Н аибо.тrее простым представителем тензоров являет
ся скаляр. Полем ска.11яра или просто скаляром называ
е'rся вещественная функция S ( х), которая при преобразо
ваниях координат (1 .1) и (1.3) преобразуется по закону: 

S'(x1) = S(x(x')). (1 . .5) 
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Таким образом, в штрихаванной системе координат .. ска
ляр S'(x') может быть получен, если в аргументе функ
ции S ( х) все нештрихованные координаты х1 , х2, • • •  , xN 
с помощью преобразования ( 1 .3) выразить через штрихо
ванные координаты х' 1 , х' 2, . • .  , х' N 

В силу определения (1.5), скаляр является линейным 
однородным геометрическим объектом нулевого порядка. 
Скаляр часто еще называют инвариантом (неизменным) , 
так как его значение в любой фиксированной точке не 
зависит от выбора координат: при преобразования:х ( 1 . 1 )  
и (1.3) изменяются только координаты точки, а значение 
скаляра в этой точке остается неизменным. 

Следующим по сложности тензором является вектор. 
Существуют два типа векторов - ковариантные векто
ры А т ( х) , у которых тензорный индекс т расположен 
внизу, и контравариантные векторы вт ( х ) , у которых 
тензорный индекс расположен вверху. Эти два типа век
торов различаются трансформационными 3аконами при 
преобразованиях координат ( 1 . 1 )  и ( 1 .3) .  

Ковариантным вектором А т ( х) называется система 
Am (x) = {A1(x),Az(x), . . .  ,AN (x)} из N вещественных 
функций, являющихся его компонентами, взятых в ука
занном порядке и при преобра.зованиях координат ( 1 . 1 )  и 
(1.3) преобразующихся по закону: 

( 1 .6) 

Здесь и далее мы будем широко использовать правило 
суммирования Эйнштейна: nри наличии у некоторого од
ночлена двух индексов, обозначенных одной и той же бу
квой и расположенных один вверху ( контравариантный 
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индекс) , а другой внизу ( ковариантный индекс) , предпо
лагается суммирование по всем значениям, которые мо
жет принимать данный индекс. Так как в правую часть 
выражения ( 1. 6) индекс k входит два раза, а он может 
приним:ать'значения от 1 до N, то в силу правила Эйн
штейна в правой части предполагается суммирование по 
этому индексу от 1 до N. Без использования этого пра
вила выражение (1.6) нам следовало бы записать в виде: 

Хотя эт·о выражение и является наглядным, но наличие 
знака суммы существенно загромождает запись, особен
но в случае более сложных тензорных соотношений. 

Рассмотрим закон преобразования ( 1 .6) ковариант
ного вектора более внимательно. Из этого соотношения 
видно, что для преобразования ковариантного вектора к 
Штрихованной системе координат необходимо сначала в 
аргумен'rах каждой компоненты вектора Ak(x), взятой в 
нештрихованной системе координат, вырази'rь нештри
хованные координаты через штрихаванные с помоrдью 
выражений (1.3): Ak(x(x')). Затем следует произвести, 
как ин о г да говорят, преобразование индекса k, добавив 
в качестве множителя к вектору Ak ( х ( х')) производную 
дхk / дх' i и просуммировать по этому индексу от 1 до 
N. Поэтому в общем случае произвопьного преобразова
ния координат каждая компонента ковариантного векто
ра в штрихованной системе координат будет некоторой 
линейной комбинацией от всех компонент этого вектора 
в нештри:хованной системе координат. 
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Контравариантным вектором Bi ( х ) также называет
ся совокупность из N вещественных функций Bi ( х ) = 
{ В1 ( х ) , В2 ( х ) , ... , BN ( х) }, взятых в указанном порядке, 
но при преобразованиях координат (1 . 1 )  и (1 .3) преобра
зующихся по иному закону: 

(1 . 7) 

Здесь, как и в случае ковариа:нтного вектора, аргу
менты у компонент вектора в нештрихованной системе 
координат выражаются через штрихаванные координа
ты, после чего производится преобразование индекса. 

Однако, в отпичие от ковариантного вектора, для 
преобразования индекса у контравариантного вектора ис
пользуются производные от штрихаванных координат по 
нештрихованным: дх' i / дхk. 

Таким образом, ковариантные и контравариантные 
векторы являются линейными однородными геометриче
скими объектами первого порядка. 

Рассмотрим теперь более общий с.rrучай тензора, ко
торый имеет нескопько ковариантных и контравариант
ных индексов. Jo.![ раз контравариантным и И раз ковари
антным тензором TL1��::i�м ( х) мы будем называть сово
купность NМ+И функuий, взятых в указанном порядке и 
при преобразованиях координат (1 .1) и (1 .3) преобразую
шихся по закону: 

( 1 .8) 
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Из этого определения видно, что закон преобразования 
тензора Т/\j2.'/м (х) обобщает законы преобразования ко-1 2···•U . 
вариантных и контравариантных векторов: для получе-
ния компонент этого тензора в штрихаванной системе ко
ординат необходимо сначала у компонент этого тензора 
т:�./1�;:�"%u (х), взятых в нештрихованной системе, с помо
щью соотношений (1.3) выразить в аргументе неттриха
ванные координаты через штрихованные, а затем у полу-
чившегася тензора T�11�;:�"%u (х(х')) провести преобра
зование каждого из индексов по законам преобразования 
индексов ковариантных и контравариантных векторов. 

Таким образом, тензор в силу закона преобразования 
( 1. 8) является линейным однородным геометрическим 
объектом первого порядка. 

Сумму чисел ковариантных и КОН'I'равариантных ин
дексов обычно называют рангом тензора. В соответствии 
с этим определением скаляр является тензором нулево
го ранга: ковариантный и контравариантный векторы
тензорам� первого ранга, а входящий в выражение (1.8) 
тензор T/1\;�::i�'Vf (х ) - тензором (М + И)-го ранга. 

Тензор при любом числе ковариантных и контрава
риантных индексов называется равным нулю в некото
рой точке области N -мерного пространства, если все его 
компоненты равны нулю в этой точке. Из закона преобра
зования (1.8) тензора следует, что обращение тензора в 
нуль в некоторой точке является инвариантным (незави
симым) от выбора координат: если в какой-пибо системе 
координат тензор в некоторой точке пространства равен 
нупю, то он будет равен нулю в этой точке и при переходе 
к пюбой другой системе координат. И, наоборот, если в 
некоторой точке тензор не равен нулю, то никаким пре-
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образованием координат его невозможно обратить в этой 
точке в нуль. 

Очень важным частным случаем тензора, широко 
используемого в различных областях математики, меха
ники и физики, является тензор. Кронекера дj, равный 
единице, если его индексы совпадают, и нулю, если его 
индексы разные: 

д�= { 1, k = j, 

J о, k #- j. 
( 1.9) 

Покажем, что этот тензор при преобразованиях коорди
нат ( 1 . 1) и ( 1 .3 )  не изменяется. Дпя этого запишем закон 
преобразования этого тензора: 

(1.10) 

В силу определения ( 1 . 9) индексы т и n в этом соотно
шении должны быть равны. Поэтому выражение ( 1 . 10) 
примет вид: 

дх' k дхn д'. k = -----
} дхn дх' j · 

Применяя правила дифференцирования функций, будем 
иметь 

д'· k = дх' k дхn 
= дх' k = { 1 ,  k = j, 

1 дхn дх' j дх/ j О k -'- J. ' 1 . 
( 1 . 1 1 )  

Сравнивая это выражение с определением (1.9), видим, 
что При·Jrюбых преобразованиях координат тензор Кро
некера не изменяется. 
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Отметим также еще одно важное свойство закона 
преобразования тензоров. В силу правил дифференци-
рования сложных функций xn = xn (x'(x")) и х" n = 
х" n (х'(х)) мы имеем: 

дхп дхп дх' j 
дх" k 

дх" n дх" n дх' j 
дх' i дхk · 

Поэтому преобразование тензора от координат х n к неко
торым координатам х' i, а от них к координатам х" k, бу
дет совпадать с преобразованием сразу от координат xn 
к координатам х" k. Кроме того, для каждого преобра
зования координат существует обратное преобразование, 
возвращающее нас в исхQЦную систему координат, а так
же тождественное преобразование xk = х' k, при котором 
координатная система не изменяется. Это означает [9], 
что преобразования тензоров образуют группу. 

До сих пор мы рассматривали так называемые по
лярные, или истинные, тензоры. Однако в математике, 
механике и физике, наряду с полярными тензорами, ис
пользуются и аксиальные тензоры ( псевдотензоры), за
кон преобразования компонент которых отличается от за
кона ( 1 . 8) преобразования тензора наличием множителя 
sgn(J) = JjjJj. Этот множитель определяет знак якоби
ана J преобразования: 

(J). = { +1, J > о, 
sgn 

-1 , J < О. 
Таким образом если А' 11 j2 • • •  jм (х) - аксиальный тен-' n1n2···nu 

зор, то его закон преобразования при преобразованиях ко-
ординат ( 1 . 1) и (1.3) имеет вид: 

. . . (дх' i1 дх' i2 дх' iм ) А' J112···JM (х') = sgn(J) · --- · -- · · · -.-- Х n1 n2 ... nu . дхk1 дхk2 дхkм 
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Х ( дxll . 
дхl2 . .. - дхl

и ) . А kl k;J . .. kм (х(х')) ( ) дх' n1 дх' n2 дх' nu l1l2 ... lu · 1 . 1 2  

И, наоборот, ес.'1и геометрический объект при пре
образованиях координат ( 1.1 ) и (1.3) преобразуетс.Я по 
закону ( 1 . 12), то он является U раз ковариантным и }vf 
раз контравариантным аксиальным тензором ( аксиаль
ным тензором (1vf + U)-го ранга). 

Простейшим преобразованием координат, у которо
го якобиан отрицателен, является перехqц от исхqцной 
правой системы координат к левой системе координат, 
когда нечетное число координатных осей изменяет свое 
направление на противоположное. Эти преобра30вания 
имеют вид: 

х' 1 = -х1
, х' 2 = -х2, ... , х' 2s+l = -x2s+l, 

Xl 2s+2 = x2s+2 , . . . , 1N N х = х . 
Поэтому если в какой-то исходной правой системе 

координат компоненты тензора оказались равными соот
ветствующим компонентам аксиа.тrьного тензора, то при 
перехqце к левой системе координат это ра:венство нару
шится. 

Следует отметить, что наряду с тензорами и акси
альными тензорами: используются и их плотности веса 
w. Законы преобразования тензорной плотности и акси
альной тензорной плотности отличаются от законов пре
образований ( 1 . 8) и, соответственно, ( 1.12) наличием в 
правой части множителя \J\-w. Таким образом, тензор и 
аксиальный тензор являются частными спучаями тензор
ной плотности и, соответственно, аксиальной тензорной 
плотности с равными нулю весами. 
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Задачи 

1. Какой геометрический объект образуют четыре компонен
ты д S ( Х) / дх т (четырехмерный градиент) , если S ( Х) - скаляр? 

Решение. Так как S( х) - скаляр, то при преобразовании ко
ординат (1.1) и (1.3) он преобразуется по закону (1.5): S'(x') = 
S ( х ( Х 1)) • Продифференцируем правую и левую части этого равен
ства по х' i : 

дS'(х.') = �S(x(x')). дх' � дх' t 

Учитывая правило дифференцирования сложных функций 

д
д 

.S(x(x' )) х' z 

имеем окончательно 

дS'(х') 
дх' i 

дS(х) дхт 
дхm дх' i ' 

дS(х) дхт 
дхm дх' i . 

Таким образом:, четырехмерный градиент от скалярной функции 
S(x) при преобразовании координат преобразуется по закону (1.6) 
ковариантного вектора. Следовательно, четырехмерный градиент 
от скалярной функции S ( Х) является ковариантным вектором. 

2. Какой геометрический объект образуют четыре компонен
ты дифференциала координат dxk? 

Решение. Взяв дифференциады от правой и левой частей ра.
венства х1 i = Х1 i(xn), имеем: dx' i = dx' i(xn). Учитывая 
nравило дифференцирования сложных функций, отсюда подучим: 

dx' i дх'i k 
дхk dx . 

Сравнивая это равенство с законом преобразования ( 1. 7), приходим 
d k к выводу, что Х является контравариантным вектором. 
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§ 2. Основные алгебраические операции 
с тензорами 

[ГЛ. 1 

Рассмотрим алгебраические операции с тензорами, 
которые не выводят нас из класса тензоров, т.е. такие 
операции над тензорами, в результате которых получа
ется тензор. Этих операций четыре: умножение и сло
жение тензоров, перестановка и свертывание тензорных 
индексов. Рассмотрим их по очереди. 

Алгебраическая операция умножения тензоров обоб
щает хорошо известную в математике оnерацию умно
жения скалярных функций а(х) и Ь(х) : f(x) = а(х)Ь(х). 
Совершенно аналогично, произведением Af раз ковари
антного и и раз контравариантного тензора Aki1 ik2 ... iku (х) 1 2· . . м 
на некоторый S раз ковариантный и Q раз контравари-
антный тензор Bj11j:�.·:;;Q ( х) мы будем называть lvf + S 
Р8:3 .ко�ариантный и Q + и раз контравариантный тензор 
}.,z1z2 ... zun1n2···nQ ( ) 

u 
k1k2 ... kмj1j2 . . . Js х , компоненты которого в каждои .тю-

кальной системе координат получаются перемножением 
соответствующих компонент сомножите.ттей: 

(2 .1 )  

С.ттедует отметить, что оба сомножителя в этом вы
ражении до.ттжны быть взяты в одной и той же точке N
мерного пространства. Тогда правая и левая части этого 
выражения nри преобразованиях координат будут иметь 
одинаковые законы преобразования. Если же сомножите
ли в правой части соотношения (2 .1 )  взять в разных точ
ках, результирующий геометрический объект в общем 
случае не будет тензором (см. задачу § 2) .  Частным 
случаем умножения тензоров яв.ттяется умножение ·rен-
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зора на. произвольное число, яв.тrяющееся, как известно, 
скаляром. 

А.тrгебраическая операция сложения применима к 
тензорам, имеющим qцинаковое число ковариа.нт��х и, 
соответственно, контравариантных индекса�, причем оба 
слагаемых должны быть взяты в одной и той же точке 
Н-мерного пространства. Результатом алгебраическо
го сложения тензоров A�11ik�·.:�fм(x) и В����::��м(х) являет
ся тензор cki 1 zk" 2 ... iku (х)' комnоненты которог,о получаются 1 2··· м 
алгебраическим сложением соответствующих компонент 
СJiа.гаемых: 

Операция перестановки: индексов позволяет по лю
бому заданному тензору поJiучать, вообще говоря, новые 
тензоры путем изменения. порядка следования двух или 
более одноименных (ковариантЕ:ых и.тrи контравариант
ных) индексов в �аписи первонача.тrьного тензора. 

Рассмотрим, например, ковариантный тензор тре
тьего ранга Aij k ( х). В резу.тrьтате операции перестановки 
индексов мы можем получить 3!=6 в общем случае раз
личных тензоров: 

Так как в определение тензора входит и порядок следова
ния его индексов, то в общем случае Aijk(x) =f. Bi.ik(x). 

Обычно говорят, что перестановка индексов назы
вается четной, ecJrи она получена из исходного располо-
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жения индексов четным чиелом переетановок этих ин

декеов, и нечетной - еели она получена нечетным чи
слом перестановок. В приведеином выше примере тензо
ры Bijk(x), Cijk(x), Dijk (x) nолучены нечетными пере
становками индексов у исходного тензора Aijk(x), а тен

зоры Fijk(x), Hijk(x) -четными. 

Тензор называется симметричным по двум или более 

одноименным индексам, если он не изменяется при про

ведении операции перестановки этих индексов. Тензор 
называется антисимметричным по двум или более одно
именным индексам, если при совершении нечетных пере
становак этих индексов тензор изменяет знак. 

Операция перестановки индексов является составной 

частью операций симметрирования и а.11ьтернирования. 

Операция симметрирования по 1\4 одноименным ин
дексам производится следующим образом. Сначала стро
ится М! тензоров, получаемых из первоначального тен

зора всевозможными перестановками указанных М ин
дексов. После этого берется среднее арифметическое от 
М! полученных при этом тензоров. 

Индексы, по которым производится симметрирова
ние, заключаются в круглые скобки, а попавшие внутрь 

этих скобок индексы, по которым не производится сим

метрирование, выделяются вертикальными черточками. 

Рассмотрим, например, контравариантный тензор 
седьмого ранга A.ijklmnp(x). Проведем симметрирование 

этого тензора по первому i , третъему k и шестому n 
индексам. В результате получим тензор, симметричный 
относитепьно пюбой перестановки этих индексов: 
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+Aijnlmkp(x) + Anjklmip(x) + Anjilmkp(x) + Akjnlmip(x) ] . 

Для проведения операции альтернирования тензора 
по М одноименным индексам также необходимо произ
вести М! всевозможных перестановак этих индексов, за
тем изменить знаки на противоположные у тензоров, по
лученных нечетными перестановками, и взять среднее 
арифметическое от всех полученных при этом М! тен
зоров. Индексы, по которым произвсщится альтерниро
вание, закJrючаются в квадратные скобки. В частности, 
альтернируя тензор Aijklmnp(x) по тем же индексам, бу
дем иметь: 

-Aiinlmkp(x) _ Aпjklmip(x) + Aпjilmkp(x) + Akinlmip(x) J. 
Несложно убедиться, что в результате мы получи

ли тензор антисимметричный относительно перестанов
ки любых двух индексов, по которым производится аль
тернирование. 

И, наконец, четвертой алгебраической операцией над 
тензорами, не выводящей нас из к.11асса тензоров, являет
ся операция свертки индексов. Эта операция применима 
тоJiько к тензорам, имеющим хотя бы по одному ковари
антному и контравариантному индексам. 

В результате операции свертывания по s-ому контра
вариантному и r-му ковариантному индексам у тензора 
Tz1z2 ... z,_11'1•+I···zu (х) получается тензор с уменьшенны-kl k2 ... kr-l kr kr+l· . . kм 
ми на единицу числами ковариантных и контравариант-
ных индексов. По традиции этот тензор обозначается той 
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же буквой, что и исходный тензор: 
N 

Ti1i2 ... i,_1is+l . . . iu (х) = � Ti1i2 . .. i,_1j�•+l . .. iu (х) 
klk2 ... kr-1kr+l .. . kм � k1k2 ... kт-1Jk,.+l"•kM ' 

j::;::l 
В дальнейшем знак суммы при записи этой операции мы 
будем опускать, предполагая, что в силу правила сум
мирования Эйнштейна, по ковариантному и контрава
риантному индексам:, обозначенным сщИнаковой буквой, 
производится суммирование по всем значениям, которые 
может принимать эта буква (индекс) . 

К аксиальным тензорам применимы те же самые ал
гебраические операции, что и к тензорам. Вместе с тем 
а.тrгебраически ск.r:rадывать тензор с аксиальным тензо
ром нельзя, так как результатом будет нетензорный гео
метрический объект. Умножать же аксиальный тензор 
можно как на истинный тензор, так и на другой аксиаль
ный тензор. Результатом этой операции в первом случае 
будет аксиальный тензор, а во втором, в силу соотноше
ния sgn( J)2 = 1, -- истинный тензор. 

Операции перестановки индексов, а также их сверт
ки у аксиальных тензоров производятся аналогично соот
ветствующим операциям у истинных тензоров. 

Задача 

Доказать, что произведение двух тензоров, взятых в разных 
точках пространства, не яв.тrяется тензором. 

Решение. Рассмотрим произведение ковариантного вектора 
F - { 1 2 N} i, взя·rого в пекоторои точке Х = Х , Х , • • •  , Х , и ковари:-
антного вектора Н k, взятого в точке х = { х 1, х2, . .. , х N}. По

.тrученный таким образом геометрический объект обозначим Gik : 
( 1) 
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Найдем закон иреобразования этого объекта при иреобразова

ниях координат (1.1) и (1.3). В силу определения (1) объекта Gik, 
в штрихаванной системе координат имеем: 

G �k = Ff(x')H�(x'). (2 )  

Так как Fi(x) и Hk(x)- тензоры, то 

Ff(x') = �:�(х')Fт(х(х')),Н�(х') = ::nk(x')Hn(x(x')). 

Подставляя эти выражения в соотношение (2), получим: 

8 т aNn 
G' F'( ')Н'(-') х ( '

) х 
(-') ik = i х k х = дх' i х дх' k х х 

хFт (x(x'))Hn (х(х')). (3) 

Если бы геометрический объект Gik был тензором, то его закон 

иреобразования имел бы вид: 

' дхт ( ') дхn ( ')G ( ( ')) Gik = -8 . Х -
д k Х mn Х Х -

х' t х' 

дхт 1 дхп ') ( ( ')) ( ( ') ) = -д 
(х )-д -k (х Fm х Х Hn х х . 

х' 1 х' 

(4) 

Так как при произвольнам иреобразовании координат производные, 

взятые в разных точках, не совпадают 

д т а-т х ') х (N') д.х' i ( х =1= дх' i х ' 

то сравнение выражений (3) и (4) позволяет утверждать, что гео

метрический объект Gik не является тензоро:м. 
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§ 3. Метрический теизор 
псевдоримаиова пространства 

[ГЛ. 1 

Рассмотрим некоторый ковариантный тензор второ
го ранга 9ik(x). Предпо.rюжим, что этот тензор является 
симметричным: 9ik(x) = 9ki(x). Сопоставим компонен
там этого тензора матрицу размерности 1V х .N, стро
ки которой нумеруются первым индексом тензора 9ik, а 
столбцы- вторьп.д индексом: ( gll, 

G=ll9ikll= 9�1' 
9Nl, 

91N ) 
92N 

9NN 
Определитель этой матрицы буде�.r обозначать бу

квой g без индексов: g = det il9ik \1. Если эта матрица 
является невырожденной (g -:j:. О), то мы можем пос·гро
ить обратную матрицу c-l : 

где I - единичная матрица. 
Сопоставим элементы матрицы с-1 компонентам 

контравариантного тензора gkm. В силу такого опреде
ления тензор gkm должен удовлетворя:ть соотношению: 

km Jm 9ik9 = i ' (3. 1) 

а его определите.11ь будет обратен определите.�J:ю тензора 

9ik : det \\gkm 11 = 1/ g. 
Если тензор 9ik, обладающий указанными свойства

ми, используется для получения квадрата расстояния, 
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который мы обозначим через d.s2, между двумя бесконеч
но близкими точками xi = { х], х2, . . •  , xN} и xi + dxi = 
{х1 + dx1, х2 + dx2, ... , xN + dxлr} в соответствии с равен
ством 

2 i k ds = 9ikdx dx , 

то этот тензор называется метрическим тензором. 

(3.2) 

В этом случае N -мерное пространство, в каждой точ

ке которого задан метрический тензор, называется N

мерным римановым пространством. Величину d.s2 мы 
также будем называть квадратом интервала. 

Изучим алгебраические свойства метрического тен

зора. Найдем сначала закон преобразования его опреде

лителя. Для этого запишем закон преобразования метри
ческого тензора: 

В матричных обозначениях это равенство принимает 
вид: 

G'(x') = ( Л(ЛG(х(х'))) т) т' 
где Л = 1\дxnjдx'i\\, а знак Т обозначает операцию транс

понирования матрицы. 
Возьмем опреде.тrитель от правой и левой частей это

го равенства. У читывая свойства опреде.тrителя и исполь

зуя обозначение g = dct /l9ik//, буде:м иметь 

g'(x') = det2IIAII g(x(x')). 

Так как матрица А обратна ма·трице //дх' i/дxm//, то 

det//A/1 = J-1 в силу определения (1.2). В результате 
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прихqцим к соотношению: 

g'(x') = J-2g(x(x')). (3.3) 

Таким образом, определитель метрического тензора 
не является ска.п:яром, а является более сложным геоме
трическим объектом. В соответствии с классификаци
ей геометрических объектов определитель метрического 
тензора является плотностью скаляра веса + 2. 

Построим теперь выражение для дифференциада от 
определителя метрического тензора. Для этого рассмо
трим геометрический объект: 

(3.4) 

Правило разложения определителя позволяет утвер
ждать, что � ik является алгебраическим дополнением 
элемента 9ik· Тогда, в соответствии с правилом нахо
ждения обратной матрицы и определением тензора gik, 
как тензора, соответствующая матрица которого обрат
на матрице gik ,  выражение (3.4) можно записать в виде: 

В результате имеем: 

дg tk -=gg дgik 

дg ik dg = -д dgik = gg dgik· 9ik 
Учитывая соотношение (см. задачу 1 § 3) 

(3.5) 
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выражение (3.5 )  можно записать в виде: 

i k dg = -ggikdg . (3 .6) 
По.пученные соотношения (3 .5)  и (3 .6)  в римановых 

пространствах играют важную роль, шэз:вол:Яя упрощать 

ряд сложных выражений. 
Так как метрический тензор ·Я:вляется центра.iтьным 

объектом при построении в римановых пространствах 
различных тензорных выражений, то изучим подробнее 

его свойства. Для этого рассмотрим выражение (3 .2) для 

квадрата интервала. В каждой фиксированной точке N
мерного пространства квадрат интервала (3 .2) предста

вляет собой квадратичную форму от дифференциалов ко
ординат dxi , коэффициенты которой в рассматриваемой 
точке постоянны. Поэтому в каж дой фиксированной точ

ке к выражению (3 .2 ) для квадрата интервала мы можем 
применять все положения и выводы теории квадратич
ных форм. 

Следовательно, в любой заданной точке N-мерного 
пространства линейным неособенны:м: преобразованием 
дифференциалов dxi квадрат интерва.па (3 .2) может быть 
приведен к диагональному виду, причем в силу теоремы 
об инерции индекса квадратичной формы, разность чи

сеJI по.пожительных и отрицательных слагаемых в диа

гона.Jтьной квадратичной форме будет зависеть только 
лип1ь от значений компонент метрического т·ензора в рас
сматриваемой точке. Эта разность называется сигна

турой метрического тензора N-мерного пространства в 

данной точке. Следует отметить, что иногда сигнатурой 
метрического тензора называют также и совокупность 
знаков диагональных компонент этого тензора в каж дой 

точке. 
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.1V-мерные пространства, сигнатура которых не со
впадает с размерностью пространства, по пред.тюжению 
математика Ф.Клейна называют псевдоримановыми про
странствами. Или, говоря другими словами, псевдарима

новым пространством R�N-p называется N-мерное про
странство, сигнатура метрики которого содержит р зна
ков плюс и N - р знаков минус. В этом случае метри

ческий тензор в .т:rюбой заданной точке неособенным пре
образованием координат может быть приведен к виду: 

gik = diag ( + 1 , + 1 ,  . . .  , - 1, -· 1 , . . . ) . 
....__......... ...__,__._., 

Р N-p 

Ес.т:rи р = О или р = N ,  то псевдориманово простран
ство превращается в чисто риманово пространство. 

С помощью метрического тензора можно построи'lъ 
выражение для квадрата .т:rюбого вектора Am : 

Следует однако отметить, что в произво.т:rьном псевдори
мановом пространстве квадрат вектора не яв.т:rяется зна

коопреде.т:rенной ве.т:rичиной. 

Совершенно аналогично и квадрат интервала ds2 ,  
как квадрат вектора dxk , может быть по.тюжительным, 
равным ну.т:rю или отрицате.т:rьным. В первом с.т:rучае век

тор dxk называют времен:ипqцобным, при равенстве его 
квадрата нулю - изотропным и в случае, когда его ква

драт отрицате.т:rен - пространственноподобным. 

Выражение д.т:rя квадрата интервала ds2 широко ис
пользуется при решении различных задач мехаi;Iиюr и 
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электродинамики. В частности, в четырехмерном псев

даримановом пространстве-времени уравнение 

(3 .7) 

описывает распространение электромагнитных сигналов. 
Помимо построения квадратичной формы ds2 , кова

риантные gik и контравариантные gkm компоненты ме
трического тензора используются для проведения очень 

важной операции опускания и поднятия индексов у тен
зоров, суть которой становится понятной из следующих 
выражений: 

(3 .8) 

В этих выражениях точками обозначены вакансии, на ко
торые могут помещаться индексы при их опускании и 

поднятии. 
Возникает вопрос, а как могут быть найдены выра

жения д.rrя компонент метрического тензора. Как мы уви

дим далее, метрический тензор определяется геометрией 
N -мерного пространства и в Jiюбой системе координат 

его компоненты могут быть однозначно найдены, если за
дано явное выражение (3.2) для ds2 или задан а..rrгоритм 
для построения этого выражения. 

Следует отметить, что в некоторых физических те
ориях этот тензор является полевой переменной и опре

деляется из полевых уравнений, т.е. из системы нели
нейных дифференциальных уравнений в частных произ
водных, в которую метрический тензор входит в каче
стве неизвестной величины. Так, например, в общей те
ории относительности Эйнштейна [5] этот тензор явля
ется полевой переменной, описывающей гравитационное 
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поле � источником которого служат компоненты тензора 
энергии-импульса материи. 

Задачи 

1 .  Найти связь между дифференциалами ковариантных ком
понент метрического тензора и дифференuиалами его контравари
антных компонент. 

Решение. В силу определения (3 . 1 )  имеем: 

km rm 9ik9 = ui • ( 1 )  

Возьмем дифференциал от правой и левой qастей этого равенства. 
Так как в любой системе координат тензор Кронекера д"f' в силу 
соотношения ( 1 .9) прини!vшет постоянные значения, то его диффе
ренциал равен нулю. Поэтому из соотноrпения { t )  получим: 

d km kmd 9ik g = -g 9ik · (2) 

Умножая это равенство на gni и учитывая определение (3. 1 ) ,  будем 
иметь: 

Умножая равенство (2) на 9mn , приходим к аналогичному соотно
шению: 

2. В декартовых координатах трехмерного евклидова про

странства. метрический тензор имеет вид 

( 1) 
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н - ( lik - ф аити выражение для тензоров g ik и g в цилиндрическои и с е-
рической системах координат. 

Решение. Метрический тензор иреобразуется по закону: 

1 
9ik 

дхn дхт 
дxli дxlk 9nm · 

в - - 1 исходнои декартовои системе координат Х 
z. 

) в - ll 1 2 а . цилиндрическои системе координат Х = r, .т 

(2) 

t,p, х 1 3 = z .  Используя эти соотношения, выразим нештрихован
ные (декартовы) координаты через штрихаванные (цилиндриче
ские) 

х1 = х' 1 cos х1 2 , х2 = х1 1 sin х1 2 , х3 = х1 3 

Найдем все неравные нулю производные нештрихованных коорди
нат по штрихованным: 

дхl 
дxll = cos 'fJ, 

дхz 
дxll 

= sin 'Р, 
дх2 

-- = 'r COS UJ 
д 12 Т '  х 

(3) 

Используя соотношение (2) , найдем шесть независимых компонент 

симметричного тензора g:k в Штрихованной системе координат. 
Эти шесть компонент соответствуют наборам индексов i :=;; k, где 
i и k пробегают значения от 1 до 3 . Начнем с компоненты g�1 . 
Полагая в выражении (2) i = k = 1 и раскрывая суммирование по 
индексу т , получим 

1 9н 
дхn дхт 

--- дх'l дxf19nm 



36 ОСНОВЫ ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЫ [ГЛ. 1 

Подставляя в правую часть этого равенства выражения (3) ,  рас� 
кроем суммирование по индексу n : 

дхl дх2 дхз 
[ 8  11 91 1  + -8!1921 + д ,1 9з1) cos IP+ х х х 

дхl дх2 дхз 
+ [дxll 912 + дxll 922 + дх'1 9з2 ] siш p .  

Подставляя в это выражение соотношения ( 1 )  и (3) ,  будем иметь: 

9� 1  = 1 .  
Поступая аналогично и при оста.тrьных значениях i :::; k,  при

ходим к следую1nему результату: 

(4) 

к mm онтравариантные комлоненты 9 метрического тензора можно 
найти из уравнения: 

При i = т = 1 имеем 

1 91krn _ r-m 9ik -
0 i · 

r rkl 1 11 1 1 121 r rЗl l 91 k9 = 9I Jд + 9129 + 9139 = . 

(5) 

Подставляя в это равенство ковариантные компоненты метрическо
го тензора (4) , получим g11 1 = 1. Поступая анапогично, найдем и 
остальные компоненты: 

(6) 
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б) . В сферической системе координат х11 = r, х12 = В, 
х13 = l{) и иреобразование координат имеет вид: 

2 11 . 12 . 13 Х = Х Slll Х 8111 Х , 

Составляя производные 8х n / 8x'i и используя закон иреобразова
ния метрического тензора (2) , найдем 

(7) 

Используя уравнение (5) ,  J\Iожно получить контравариантные ком-
' ф � поненты метрического тензора 9nm в с ерическои системе коорди-

на т: 

о ) о 

. 
1/ (r2 sin2 В) 

§ 4. Тензорное обобщение 
симвоJ,а Леви-Чивита 

(8) 

Определив метрический тензор, введем теперь тен
зорный аналог абсолютно антисимметричного символа 
Леви-Чивита. Как известно, в линейной алгебре и в ее 
различных Приложениях широко используется символ 
Леви-Чивита ei1 i2 " ' iN ,  обладающий свойствами абсолют
ной антисимметрии по отношению к операции переста
новки J1юбых его двух индексов: 

( 4. 1 ) 
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Из этого свойства непосредственно следует, что коJУшо
ненты символа Леви-Чивита ei1 i2 · · · iN , у которых хотя бы 
два индекса совпадают, равны нулю, а не равными нулю 
могут быть только те компоненты, у которых все ин
дексы разные . Так как чис.110 индексов у символа Леви
Чивита совпадает с размерностью пространства, то от
личными от нуля будут только :компонента e12 · · ·N и ком

поненты, получаемые из нее различными перестановками 
индексов. 

Обычно прини:vrают, что e12 · · · N  = +1 и тем самым 
все неиулевые компоненты символа Леви-Чивита будут 
равны ±1, в зависимости от того, четной или нечетной 
перестановкой индексов они могут быть получены из ком
поненты e12 · · ·N

. 
В линейной алгебре обычно не делается различия 

между компонентами e12 " " 'N и e1 2 · · ·N символа Леви-Чи
вита, в результате чего компонента e12 · · ·N также равна 
единице: el2 · · ·N  = 1 .  

Это позволяет использовать эти символы для рас
крытия опреде.nителя N х N матрицы /1 aik // непосред
ственно через ее элементы, минуя миноры: 

(4.2) 

Следует однако отметить, что в физике иногда исполь
зуют другое определение символа Леви-Чивита, согпасно 
которому компоненты e12 · · ·N и e12 · · ·N разпичаются мно
жителем ( - l)N-p : el2 · · ·N = ( - l )N-pel Z · · ·N . Мы же в � б l 2 · · ·N дальнеитем удем считать, что e12  . . .  N = е . 

Так как соотношение ( 4.2) позволяет компактно за
писывать а.т:rгебраические операции над матрицами, то 
попезно получить тензорный ан8.1-rог этого соотношения. 
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Для этого построим, прежде всего, тензорное обобщение 
символа. Леви-Чивита.. 

Однако непосредственно использовать символ 
ei1 i2 · · · iN ,,в качестве а.ксиа.;riьного тензора. Ei1 i2 . .  · iN нельзя. 
Для того, чтобы в этом убедиться, выясним геометри
ческую ПрИрqду объеКТа. Xi1 i2 ·  . . iN , КОТОрЫЙ В деКарТОВОЙ 
системе координат имеет вид: 

Предnоложим, что этот объект является аксиальной тен
зорной плотностью веса w .  Тогда при nepexqдe к криво
линейной �истеме координат он должен принимать вид: 

Но в силу соотношения (4.2) пра.ва.я часть этого равен
ства. оказывается пропорциона.льной якобиа.ну J nреобра
зования от декартовых координат к криволинейным: 

Та.к ка.к символ Леви-Чивита. во всех системах коорди
нат сохраняет свои значения, равные ну.т:rю или ±1 в со
ответствии с равенетва.ми (4 .1) , то e1i1 i2 · . .  iN = ei1 i2 . . . iN и 



40 О СНОВЫ ТЕНЗОРНОЙ АЛГЕБРЫ (ГЛ. 1 

соотношение (4.3) будет непротиворечивым при любых 
значениях J =1- О только ec.rrи w = 1. Отсюда следует, 
что символ Леви-Чивита ei1 i2 . . .  

iN можно рассматривать 
как компоненты аксиа.тrьной тензорной плотности веса 
+ 1 .  Для того чтобы из аксиа.тrьной тензорной плотности 
ei1 i2 " · iN веса + 1  получить аксиальный тензор нам необ
ходи:мо разделить ее на какую-нибудь плотность ска.тrяра 
веса + 1 .  

Проще всего это сделать, ec.rrи использовать опреде
ли·тель из метрического тензора g = det 1 1 9ik 1 1 . Дей
ствительно, определитель метрического тензора, в cи.rry 
соотношения (3.3) , является скалярной п.тrотностью веса 
+2, а квадратный корень из его модуля - скалярной плот
ностью веса + 1 .  Так как метрический тензор, по своему 
определению, до.тrжен быть невырожденным, то g =1- О и 
мы д.тrя получения аксиа.тrьного тензора Ei1 i2 ·" iN можем 
разде.тrить символ Леви-Чивита ei1 i2 · "iN на Vf9Т. 

Определим абсолютно антисимметричный аксиа.тrь
ный тензор Ei1 i2 . . · iN в соответствии с равенством: 

( 4.4) 

Опуская у этого тензора индексы, испоп:ьзуя соотноше
ние (4 .2 ) и учитывая, что g = ( - 1 ) '''-P [g [ в простран
стве Ri/.N-p' получим выражение, связывающее ковари
антные компоненты аксиального тен3ора Ej1j2 . . . jN с сим
волом Леви-Чивита ej1 j2 . . .  jN : 

-9-е . . · - ( - l ·)N-p !l:::llg [e  · · · v19Т Jl ]2 ' "}N - \ У !.Y I  J1}2 " '}N · (4.5) 
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Введенный таким образом абсолютно антисимметрич
ный аксиальный тензор является тензорным обобщением 
символа Леви-Чивита и, в силу соотношения (4.4) , при 

преобразованиях координат преобразуется по закону: 

В дальнейшем, для краткости, этот абсолютно антисим
метричный аксиальный тензор мы будем называть про
сто тензором Леви-Чивита. Заметим, что в линейной ал
гебре (9] его часто называют дискриминантным тензо
ром. 



ГЛАВА 2 
ТЕНЗОРНЫЙ АНАЛИЗ В N-MEPHOM 

ПСЕВДОРИМАНОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 5. Ковариантное дифференцирование 

Переходя к тензорному ана..т:rизу в N -мерном псевдо
римановом пространстве Rr;,N-p' необходимо так опреде
лить дифференцирование тензоров, чтобы его результа
том была тензорная величина. Несложно убедиться, что 
частная производная от тензора таким свойством не обла
дает. Действительно, рассмотрим, например, в штриха
ванной системе координат частную прuизводную от кова
риантного вектора А� (х') по координате х' k . Учитывая 
закон преобразования ковариантного вектора ( 1 .6) , име
ем: 

дА� (х' )  
= � [ дхm А. (х(х' ) )] = дх' k дх' k дх' 1 m ' / 

Таким образом, частная производная от ковариант
ного вектора в N -мерном псевдоримановом пространстве 
является не тензором, а линейным неоднорсщным геоме
трическим объектом второго порядка. 

Единственным исключением служит частная произ
водная от скаляра, которая преобразуется по закону ко-
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вариантного вектора (см. задачу 1 § 2) : 
8S'(x') 8хт 8S 

8x'i = 8x'i ахт . 

Нетензорность частной производной от тензора в общем 
случае связана с тем, что определение обычного диффе
ренциала от тензора предпопагает вычисление разности 
значений: этого тензора, взятых хотя и в бесконечно близ
ких, но разных точках пространства: 

dT� j1 J2 : · ·JM = Т� j1 j2 : .. jм (х + dx) _ Т� j1 J2 : · ·JM (х) . 
zp2 . . .  zu z1 12 . . .  zu 1 1 z2 . . . z u  

Однако при алгебраическом сложении тензоров, взятых в 
разных точках пространства, результатом в общем слу
чае является нетензорный: геометрический: объект. Для 
того, чтобы избежать появления нетензорных выраже
ний: при дифференцировании тензоров, давайте переопре
де.тrим понятие дифференциала и введем в рассмотрение 
так называемый: абсолютный дифференциал тензора, ко
торый: обладает свойствами тензора. Рассмотрим снача
.тта, для простоты, ковариантный: вектор Ai ( х) . 

Абсолютным дифференциалом этого вектора D Ai ( х ) 
будем называть г.ттавную линейную часть по dxk разно
сти между вектором Ai (x + dx) ,  взятым в точке xk + 
dxk ,  но параллельна перенесенном в точку xk , и векто
ром Ai (x) ,  взятым в точке xk : 

(5 . 1 )  

В результате пара.тrлельного переноса вектора Ai ( х + dx) 
из точки xk + dxk в точку xk его значение получит неко
торое приращение 
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зависящее, вообще говоря, от векторов Ai , dxk и от неко
торой величины, характеризующей свойства псевдорима
нова пространства. Эта зависимость должна быть такой, 
чтобы удовлетворялись следующие условия. 

Во-первых, результат параллельного переноса, в си
лу определения дифференциала, должен быть линейной и 
однородной формой относительно dxk . 

Во-вторых, приращение суммы двух векторов nри 
паралле..тrьном переносе должно быть равно сумме при
ращений каждого из них nри этом nереносе. Отсюда 
следует, что искомое приращение должно быть линейной 
однородной формой и относительно nереносимого векто
ра. 

Ввqця обозначение Гik для геометрического объекта, 
характеризующего свойства псевдориманова простран
ства, приращение д Ai запишем в виде: 

(5.3) 

Геометрический объект Гik в научной литературе 
получил наименование связности пространства. Учиты
вая, что Ai (x + dx) = Ai (x) + dAi (x) , из соотношений (5.1) 
- (5.3) приходим к следующему равенству 

DAi (x) = dAi (x) - Гikdxk Am . 

Записывая выражение для обычного дифференциала 
в явном виде, из этого равенства nолучим: 

Так как DAi (x) и dxk являются тензорами, то и вы
ражение в квадратных скобках также представляет собой 
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тензор. Этот тензор называется ковариантной (абсолют
ной) производной от ковариантного вектора Ai ( х ) по ко
ординате x k и обозначается VkAi (x) : 

(5 .4) 

Следует отметить, что в научной литературе использу
ется и другое обозначение для ковариантной производ
ной: Ai (X ) ; k  = v kAi (X ) .  

В силу своего определения ковариантная производ
ная удовлетворяет правилу дифференцирования Лейбни
ца: 

(5 .5) 

Используя выражения (5 .4) и (5 .5) ,  а также то, что ко
вариантная производная от скаляра совпадает с частной 
производной, несJюжно установить правило составления 
ковариантной производной от контравариантного векто
ра Bi . 

Для этого продифференцируем по координате xk ска
ляр \[1 = AiBi . 

С одной стороны, в силу правила Лейбница будем 
иметь: 

С другой стороны, так как ковариантная произвqцная от 
скаляра совпадает с частной производной, можем запи
сать: 
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Сравнивая эти выражения и подставляя в первое из них 
соотношение (5 .4) ,  получим: 

_,. Bi А [ fJBi (x) Гi вт] Ai v k = i fJxk + тk · 
Так как тензор Ai полностью произвольный, то 

\7 Bi - fJBi (x) Гi вт k - fJxk + mk · (5. 6) 

Обобщая выражения (5.4) и (5 .6) на случаЙ произволь
наго И раз ковариантного и М раз контравариантного 
тензора Tf11��: :i�м , приходим к следующему правилу кова
риантного дифференцирования: 

(5.7) 

Изучим теперь основные свойства ковариантного диффе
ренцирования. Выясним прежде всего трансформацион
ные свойства геометрического объекта ГLm . Для этого 
запишем закон nреобразования тензора \7 kAi : 

== дхj дхm [ дАm (х) _ гп · А ] fJx' k дх' i fJxj mJ n • 

(5 .8) 
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Преобразуем левую часть этого соотношения. Учи
тывая определение ковариантной производной (5 .4) и пра
ви.по преобразования ( 1 .6) ковариантного вектора, имеем: 

, ' А' дАi tn 4. ' д [дхт
А ( ( ' ) )l v k i = дх' k - гki " n = дх'k дх'i т х ,х 

J -

1 n дхт 
( ( ') 

дхт 
( ( ' ) )  -Г ki -д-Ат Х Х ) = д kд . Am Х Х + х' n х' х' 1' 

!!_xm_ !_xn дАт (х(.т' )l _ Г' n дхт 
А (х (х' ) )  + дх' i дх' k дхn k� дх' n т . 

Подставляя это равенство в левую часть соотноше
ния (5 .8) и полагая, что все компоненты вектора Am не
зависимы, получим:  

Умножая это соотношение на дх' j /дхт и учитывая 
( 1 . 11 ) ,  будем иметь: 

дх' 1 дхп дхР дх' j д2хт 
г� ! = --- --- ---rm + --- . (5 9) . дхm дх' k дх' i пр дхm дх' kдх' i .  . 

Таким образом, связность пространства представля
ет собой линейный неоднородный геометрический объект 
второго порядка. 

В общем случае каждый из индексов связности мо
жет не-зависимо принимать N значений: от 1 до N. Таким 
образом, в N-мерном пространстве связность простран
ства имеет N·з компонент. 
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Введем обозначения: 

(5 . 10) 

. 1 [ . . ] sзk = - г�k - гзk. ! 2 ! . ! • 
Используя обозначения (5 . 10 ) ,  связность Гik можно запи-
сать в виде: 

гfk = cfk + sfk . 
В силу такого определения геометрический объект 

Gfk = G{i будет симметричен относительно перестанов
ки индексов i и k ,  а геометрический объект Sfk = -Sii -
антисимметричен относительно перестановки тех же ин
дексов. 

Найдем законы преобразования этих объектов. В 
штрихаванной системе координат имеем: 

G' j 1 [г' j г' j] ik = 2 ik + ki . 
Испо.тrьзуя закон преобразования (5 .9) связности, приве
дем это выражение к виду: 

G' j 1 дх' j [ дхп дхР дхР дхп 
ik = 2дхm дх' k дх' i Г�Р + дх' i дх' k г;n+ 

д2хm д2хm 1 

+ дх' kдх' i + дх' iдх' k J · 
Так как для преобразований координат, принадлежащих 
классу СР, при р 2:: 2 смешанные частные произвццные 
д2 х m j дх' i дх' k не зависят от порядка их взятия, то 

дх' iдх' k дх' kдх' i .  (5 . 1 1) 
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В результате будем иметь: 

G' J = -- - --· - --- гm гm ---- . · дх' j { 1 дхп дхР д2хт } 
z k дхm 2 дх' k дх' i [ пр + рп] + дх' kдх' i 

Но в силу первого из определений (5 . 10) , это соотношение 
можно записать в виде: 

G
' j дх' j дхп дхР дх' j д2хm 
.. k = -- --k --. am + --- k . .  . дхm дх' дх' z np дхm дх' дх' ! (5 . 12) 

Таким образом, симметричная по индексам i и k часть 
связности также является линейным неqцнородным гео
метрическим объектом второго порядка. 

Запишем теперь выражение для s:/ в штрихаванной 
системе координат: 

S' j - 1 [г' j г' j ] "k - - "k - k " z 2 z z • 

Используя закон преобразования (5.9) связности, будем 
иметь: 

д2хm д2хm ] 
-дх' kдх' i -- дх' iдх' k . 

Учитывая соотношения (5. 10) и (5 . 1 1 ) , приведем это ра
венство к виду: 

д t j д n д Р  
s' j -

х х х 
sm ik - дхm дх' k дх' i пр· 
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Таким образом, антисимметричная по индексам i и 
k часть связности является тензором. Этот тензор в на
учной литературе получи.'I название тензора кручения 
пространства. В большинстве геометрических и физи
ческих приложений тензор кручения пространства пола
Гается равным �улю. Поэтому и мы в дальнейшем будем 
считать, что Sfk = О, в результате чего связностЬ про
странства г{k будет симметрична по индексам i и k :  

r.j гj ik - ki '  

Эту связность в научной литературе обычно называют 
символами Кристоффеля второго рода. 

В cиJiy нетензорного зако�а преобразования (5 . 12 )  
все компоненты симвоJiов КристоффеJiя могут быть вы
бором системы координат обращены в нуль в любой напе
ред заданной точке произвольнаго рсевдориманова про
странства R"':,N -р · Б�лее �ого, в пространстве без круче
ния координаты могут быть выбраны так, что все компо
ненты Г�k будут обращаТЬСЯ В НУЛЬ ВДОЛЬ ПрОИЗВОЛЬНОЙ 
кривой. 

§ 6. Символы Кристоффеля и их свойства 

Найдем выражения для символов Кристоффеля через 
компоненты метрического тензора. Для этого рассмо
трим контравариантный вектор D А i . Опустим индекс i 
у этого вектора. В силу общего правила будем иметь: 

Но 
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Сравнивая эти выражения нес.rюжно убедиться, что для 
непротиворечивости операций тензорного анализа, необ
ходимо потребовать выпо.тrнения равенства: Dgji = О. 
Выражая абсо.тrютный дифференциал через дифференци
алы координат, по.тrучим: Vkgji = О. Таким образом, ме
трический тензор ковариантно постоянен, т .е. при ко
вариантном дифференцировании ведет себя аналогично 
постоянной ве.тrичине при обычном дифференцировании. 

Испо.тrьзуя это свойство, запишем равенство: 

Б cи.rry опреде.тrения ковариантной производной от кова
риантного тензора второго ранга, будем иметь: 

-Гkjgmi - Гf:igjm - Гjigrnk - Гjkgrni + Гfjgmk + Г?kgjm = О. 

Так как символы Кристоффеля второго рода симме
тричны по нижним индексам, то учитывая, что и метри
ческий тензор является симметричным, это выражение 
перепишем в виде: 

(6. 1 )  

В:Ьiражения Гi,kj = Гkjgmi в научной литературе назы
ваются симво.тrами Кристоффеля первого рQЦа. Умножая 
равенство Гi:}9mi = Г i , kj на gni , нес.тrожно установить, 
ЧТО 

гп пiг kj = g i ,kj · (6.2) 
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Из соотношения (6 . 1 ) следует, что символы Кристоффеля 
первого рода непосредственно выражаются через част
ные производные от метрического тензора: 

Г · . _ � [дgji -L дgik _ дgjk ] l , kз - 2 дхk ' дхi дхi · (6 .3) 

Использу� выражения (6 .2) и (6 .3) , имеем окончатепьно: 

(6 .4) 

В различных пр:иложениях помимо символов Кри
стоффеля второго рода r;:j используются и их свертки 
Г�j и gkjГkj · Найдем комnактные выражения дJIЯ них . В 
силу определения (6 .4) символов Кристоффеля, имеем: 

гп . = � ni r дgin дgji - дgjn ] 
пз 29 l дхj + дхn дх i  · 

Так как метрический тензор симметричен по своим ин
дексам, то последние два члена в скобке взаимно уничто
жаются и мы получим: 

гп . _ � ni дgin пз - . g д . . 2 xJ 
Исnользуя соотношение (3 .5 ) ,  это равенство можно 

записать в виде: 

гп = � дg. = д ln v19\ 
n; 2g дхJ дхJ 

д ln J( - l)N-pg 
дхj (6 .5) 

В этом соотношении мы учли, что в пространстве 
R�N -р знак определителя метрического тензора совпада
ет со знаком ( - l)N-p , в резупьтате чего !g ! = ( - l)N-pg . 
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Таким образом, ДJIЯ вычисления выражения r�j до
статочно знать только определитель метрического тен
зора. 

Рассмотрим теперь выражение для gkjГkj · В силу 
определения (6.4) , имеем: 

kjгп . - � ni kj [дgik -1- дgji - дgkj ] g kз - g g д · • д k д · · 2 хз х xz 

Приводя подобные и используя соотношение (3. 5) , полу-
чим: 

Учтем теперь, что 

k . 
ni kj дgik _ ni _!!_ [ kj . l _ ni . дg J g g дх{ - g дхJ 9 9�k " g 9zk дхJ · 

В си.лу равенств (3 . 1 ) ,  (3 .6) и ( 1 .9 ) ,  это выражение nри-
нимает вид: 

Следов а те.льно 

kj n - дgnj 1 дg nj - 1 д [ nj 11:1\ \] g Г kj - - дхj - 2g дхJ g - - v/.9Т дхJ g V 19 1  . 
(6.6) 

Это выражение играет важную роль в теории гравита
ции. 
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Задача 

Найти выражения для символов Кристоффе.пя в цилиндри
ческой и сферической системах координат трехмерного евклидова 
пространства. 

Решение. а) . Цилиндрические координаты. 
Используя результаты задачи 2 § 3, запюлем иенулевые ком

поненты метрического тензора 

1 1  3 3  91 1 = 933 = 9 = 9  
1 

2 •  r 
( 1 )  

Учитывая ,  что в цилИндрических координатах х1 = r1 х2 = <р ,  
х3 = z ,  из выражения (6 .3) можно найти 1 8  независимых ком
понент символов Кристоффеля первого рода, которые получаются 
при пробегании индексами i ,  k и j значений от 1 до 3 при усло
вии, что k ::; j. Подставляя выражение ( 1) в соотношение (6.3) , 
получим всего две отличные от нупя компоненты символов Гi,kj 

Г1 ,22 = - r, Г2 , 12 = r. 

Тогда, в силу определения (6 .2) , будем иметь: 

1 
r 

(2) 

б) . В сферических координатах х1 = r,  х2 = () , х3 = 'Р · Из 
результатов задачи 2 § .З следует, что 

1 1  1 911 = 9 = ' 

1 

2 922 = r , 

2 ' r 

2 • 2 () 933 = r юn , 

1 

(3) 
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Поэтому выражение (6 .3) дает . 

Г1 ,2 2  = -r, Г1 ,зз = -r sin2 8, I'z ,зз = -r2 sin 8 cos 8, 

r2 ,1 2 ='·r, Гз,lЗ = r sin2 8, Гз ,23 = r2 sin () cos fJ .  

55 

Используя выражения (3) и опредепение (6.2) , отличные от нуля 
компоненты символов Кр:истоффеля второго рода запишем в виде: 

Гев = - r, rr · 2 () 'Р'Р = -r s1n , 

в - Г:Р - 1 
Г,.в - r<p - - , r 

г�'Р = - sin () cos ()' 

§ 7. Основные свойства 
ковариантного дифференцирования 

(4) 

Используя выражения (6 .4) - (6.6) ,  найдем соотноше
ния для некоторых важных случаев ковариантного диф
ференцирования тензоров. 

Найдем ковариантную дивергенцию от некоторого 
контравариантного вектора А i : 

Учитывая соотношение (6 .5) ,  получим: 

Нес.rюжно убедиться, что правую часть этого равенства 
можно записать в виде: 

. 1 д [ - ' ] V'iA� = -Л:Т 8 --:- y//gliP . 
v /g l х� . (7.1) 
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Таким образом, для построения ковариантной дивер
генции от контравариантного вектора вычислять симво
лы Кристоффеля не требуется. 

Рассмотрим теперь ковариантную дивергенцию от 
антисимметричного тензора pik = -pki : 

Так как символы К ристоффеля симметричны по нижним 
индексам, а тензор pij - антисимметричен по индексам 
i и j, то ГfjFij = О. Тогда, используя соотношение (6 .5) , 
выражение (7.2) несложно привести к виду: 

Совершенно аналогично можно доказать, что кова
риантная дивергенция от абсолютно антисимметричного 
тензора М-го ранга (М ::;  N) 

может быть представлена в виде: 

Найдем теперь результат альтернирования индекса кова
риантной производной с индексом ковариантного векто
ра. В силу правила. составления ковариантных производ
ных имеем: 
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Учитывая, что си:мволы Кристоффеля симметричны по 
нижним ·индексам, получим: 

Таким образом, для вычисления и этого выражения сИiv1-
воды Кристоффеля не требуются. Этот ре:�ультат можно 
записать компактнее, если использовать принятое обо
значение для операции альтернирования индексов: 

Рассмотрим абсопютно антисимметричный ковариант
ный тензор М-го ранга, полагая, что lvl ::; N :  

Совершенно аналогично можно доказать, что для этого 
тензора выполняется соотношение: 

а 
\7[kF; l ;2 · · · ;м ] = -[k F;l ;2 ;м] · ' '  . ах . .. . . .  . 

При проведении вычислений часто возникает необходи
мость изменить порядок следования двух ковариантных 
производных. Однако такая перестановка в случае про
извольного риманова nространства сопровождается по
явлением в преобразуемом выражении дополнительных 
членов. 

Пусть, наnример, нам необходимо изменить поря
док следования ковариа.нтных производных в выражении 
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V i V kвn . Это проще всего осуществить, составив выра
жение V i V kвn - V k V iвn . Используя правила ковариант
ного дифференцирования, nocJie несложных, но громозд
ких вычислений будем иметь: 

· { дГkj дГij n m n m } +BJ дхi - дхk + ГimГjk - ГkmГji · 

У читывая, что дJIЯ дважды дифференцируемых функций 

и ввсщя обозначение 

aгnk. агn. 
Rn J ZJ , гn г1л гn гm jik = дхi - fJxk т im jk - km ji '  

это выражение запишем в виде 

( 7 .3) 

(7 .4) 

Так как левая часть этого равенства является тензором и 
Bj также тензор, то и геометрический объект Rjik обязан 
быть тензором. 

Этот тензор называется тензором кривизны прост
ранства или тензором Римана - Кристоффе.ття. Тензор 
кривизны пространства также возникает и при переста
новке ковариантных произвсщных, действующих на кова
риантный вектор: 

(7 .5) 
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Выражения ( 7.4) и (7.5) легко обобщаются на случай про
извольного М раз контравариантного и И раз ковариант
.ного тензора Tn1 n2_ . .  ,.nм . }1}2 · · ·}U ' 

+T!"I'ln2 ·: ·nм RP . + . . .  + Т''!1.n2 . . .  nм RP. . ) . )lp . . . Ju J2 zk J1 J2 . . . p Ju !k 
Совершенно аналогичное выражение справедливо и 

для перестановки ковариантных произвqцных от акси
ального тензора. 

§ 8. Тензор кривизны Римава - Кристоффе.пя 
и его свойства 

Тензор кривизны Римана - Кристоффеля является 
важнейшим геометрическим объектом в римановых про
странствах. Поэтому давайте изучим его свойства по
дробнее. Для этого опустим в выражении (7.3) индекс n 
и преобразуем после этого его к виду: 

1 [ д2gkn д2gip д29ni д29kр ] (8 . 1 ) Rnpik = 2 дхiдхР + дхkдхn - дхkдхР - дхnдх i + 

+9mj [Гi;Г{п - Г�Г�J 

Так как у этого тензора имеется четыре ковариантных 
индекса, то он имеет N4 компонент. Однако не все из 
них являются независимыми, так как по своей матема
тической конструкции тензор кривизны обладает опре
деленными свойствами симметрии и антисимметрии от
носительно операции перестановки индексов. 
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Из выражения (8 . 1 )  несложно непосредственно уста
новить, что тензор кривизны антисимметричен относи
тельно перестановки индексов в каждой из пар индексов 
пр и ik : 

Rnpik = -Rpni k  = --Rпpki = Rpnki · ( 8 .2 )  

Кроме того, этот тензор симметричен по отношению к 
перестановке этих пар индексов друг с другом: 

(8 .3 ) 

Да.,ттее, в силу математической конструкции, результат 
альтернирования по любым трем индексам тензора кри
визны равен нулю: 

1 Rn[pik] = 3 ! [Rnpik + Rnikp + Rnkpi] = О . ( 8.4) 

И ,  наконец, тензор кривизны удовлетворяет дифференци
альному тождеству Бианки - Падовой: 

В силу соотношений (8 .2)  - (8.5) количество незави
симых компонент тензора кривизны оказывается значи
тельно меньше, чем N4 . Несложный расчет показывает, 
что независmvrыми являются К = N2 (N2 - 1 )/ 12 компо
нент тензора кривизны, остальные могут быть линейно 
выражены через них. 

Из тензора кривизны четвертого ранга Riknm мож
но путем поднятия его индексов и их свертки образовать 
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тензор второго ранга и ска.т1:яр. Нееложно показать, что 
в силу свойств симметрии тензора Riknm относительно 
перестановки его индскеов, нетривиальный тензор второ
го ранга Rkm может быть образован тш1ько один, поспе 
свертки индексов, взятых по одному из первой и второй 
пар Rkm = giп Rikпm : 

R - aгkm дГkп n ГР n ГР kт - -д - - -д-- + Гkm np - Гkp mn· xn xm (8.6)  

Этот тензор в научной литературе получил наименова
ния тензора Риччи. Тензор Риччи в силу свойства (8 .2) 
тензора кривизны симметричен: Rkm = Rmk . Поэтому в 
N-мерном пространстве он имеет N (N + 1) /2 независи
мых компонент. И, наконец, сворачивая индексы у тензо
ра Риччи, получим скаляр - так называемую скалярную 
кривизну прост·ранства R : 

(8. 7) 

Следует отметить, что линейная комбинация R� 
дlR/2 тензора Риччи и ска.,ттярной кривизны представля
ет собой левую часть уравнений грави'.rационного поля в 
общей теории относительности Эйнштейна. В силу то
ждеств Бианки - Падовой эта комбинация удовлетворяет 
дифференциа.пьному соотношению: Vi [Ri - 8LR/2] = О. 

Среди псевдоримановых пространств выделенное по
поженис занимают так называемые пространства посто
янной кривизны. В этих пространствах тензор кривизны 
имеет вид: 

R Riknm = 
N (N _ l) [9in9km - 9im9kn] , (8 .8) 
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причем скалярная кривизна R не зависит от координат. 
Сворачивая в выражении (8 .8) индексы i и n, найдем, 

что в пространствах постоянной кривизны тензор Риччи 
пропорционален метрическому тензору: Rkm = Rgkт/N. 

В зависимости от знака ·скалярной кривизны возмож
ны следующие три типа пространств постоянной кри
визны. При R < О пространство называется простран
ством Лобачевского ( пространством постоянной отрица
тельной кривизны или гиперболическим пространством) . 
При R = О тензор кривизны тождественно равен нулю и 
мы имеем евклидоно или псевдоевклидово пространство. 
Это пространство часто еще называют плоским. При 
R > О пространство называется пространством Рима
на ( пространством постоянной по.тrож:ительной кривизны 
или эллиптическим пространством) . 

Первые два типа пространств постоянной кривизны 
являются бесконечными, имеющими бесконечный объем 
и не имеющими границ. Эллиптическое же пространство 
имеет конечный объем, хотя оно также не имеет границ. 

В пс.евдоевклидовом пространстве Ei.N-p может 
быть введена глоба.тrьная система координат, в которой 

9km = diag ( + 1 ,  + 1 ,  . . . , - 1 , - 1 , . . .  ) 
........__,___. ......___"_., 

Р N -p 

сразу во всех точках пространства. 

(8 .9) 

Следуя терминологии книги [6] , эту сис'гему коорди
нат назовем галилеевской, а значения метрического тен
зора в ней - галилеевекими значениями. Метрический 
тензор 9ik ,  имеющий вид (8 .9) , в научной литературе по
лучил наиl\.fенование галилеевекого метрического тензора 
и особое обозначение 9ik = 'Г/ik . 
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В псевдоримановом пространстве R:,N -р тензор кри
визны не равен нуJrю, поэтому не существует глобальной 
системы координат, в которой метрика была бы приве
дена к диагональному виду глоба.;1ьно, т.е. сразу во всех 
'l'очках пространства [7] . 

Однако в любой наперед заданной точке простран
ства метрический тензор неособенными преобразования
ми координат можно [7) привести к диагональному виду, 
причем 

diag gik = { + 1 ,  + 1 ,  . . .  , + 1 ,  - 1 ,  - 1 ,  . . .  , - 1} .  

р N -p 

§ 9. Свойства тензора кривизны 
в пространствах с небольшим числом измерений 

Изучим теперь алгебраические свойства тензора 
кривизны для случая пространств небольшага числа из
мерений: N = 1 ,  2 ,  3, 4. 

При N = 1 пространство одномерно. Примерам оД
номерного пространства може'r служить линия. В случае 
одномерного пространства каждый из индексов тензора 
кривизны может принимать только одно значение и он 
имеет только одну компоненту R11 1 1 .  Так как тензор кри
визны д.тrя пространств любых размерностей должен удо
влетворять условия1-.1 антисИJ.viметрии (8.2) относитель
но операции перестановки индексов, то отсюда следует,  
что в одномерном пространстве тензор кривизны тожде
ственно равен нулю. Поэтому одномерное пространство 
с необходимостью является евк.ттидовым. 

При N = 2 тензорные индексы могут принимать два 
значения. Обозначая их 1 и 2, несложно убедиться, что в 
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двумерном пространстве тензор кривизны имеет только 
одну независимую компоненту R121 2 . Примерам двумер
ного пространства служит поверхность. Метрический 
тензор в этом случае имеет три независимых компонен
ты: 91 1 , 922 ,  912 ·  Однако в любом двумерном простран
стве тензор кривизны может быть выражен через ска.т:rяр
ную кривизну и метрический тензор. Найдем эту зави
симость. Для этого выразим скалярную кривизну через 
тензор кривизны: R = Riknm9in9km .  Раскрывая сумми
рование в правой части этого соотношения и испш1ыуя 
свойства (8.2) - (8.4) тензора кривизны, получим: 

Учтем теперь, что в двумерном пространстве 

1 1  22 ( 12 )2 
1 

( ) 2 9 9 - 9 = - , 9 = 91 1 922  - 912 . 
9 

Тогда из выражения (9 . 1 )  следует ,  что 

(9 . 1 )  

Так как в двумерном пространстве независимой является 
только одна компонента R12 12 , то это соотношение мы 
можем записать в виде: 

R 
Riknm = 2 [9in9km - 9im9kn] · 

Поэтому, если R = const , то двумерное пространство 
является пространством постоянной кривизны. 
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В трехмерном пространстве тензор кривизны, в со
ответствии е общей формулой (8. 1 ) ,  имеет шесть неза
висимых компонент. Также по шесть независимых ком
понент имеют в трехмерном пространстве тензор Риччи 
Rik и метрический тензор 9ik ·  Отсюда следует,  что тен
зор кривизны в этом случае может быть выражен через 
тензор Риччи Rik , скалярную кривизну R и метрический 
тензор 9ik · 

Найдем эту зависимость. Для этого составим выра
жение из перечисленных выше тензоров так ,  чтобы оно 
было линейно относительно тензора Риччи и его свертки 
R = R� и обладало всеми свойствами (8 .2) - (8 .4) тен
зора кривизны относительно операции перестановки ин
дексов. Такое выражение дш1жно иметь вид: 

(9.2) 

г де а и Ь -- некоторые числовые константы. 
Свернем в этом выражении индексы i и k. У читывая, 

что в трехмерном пространстве 9ik9ik = 3, получим: 

Rjm = aRjm + (а +  2b)Rgjm · (9 .3) 

Сворачивая индексы j и m ,  будем иметь: R = ( 4а + 6Ь )R. 
Так как в общем случае R f- О, то Ь = ( 1 - 4a)f6 .  Тогда 
выражение (9.3) принимает вид: 

( 1 - а) ( 1. - a)Rjm = 
3 

9jmR. (9.4) 

Д.rrя трехмерного пространства постоянной кривизны, в 
силу определения (8 .6 ) ,  Rjm = Rgjrn /3 и это соотношение 
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выполняется · при любом значении а. Для произвольнаго 
же трехмерного пространства Rjrn =J. Rgjm /3 и соотно
шение (9.4) будет удовлетворяться тождественно, если и 
то.т1ько если а =  1 . Тогда из выражения (9 .3) следует, что 
Ь = - 1/2 и соотношение (9 .2) дает: 

R 
- 2 [gikgjm - gimgjk } · 

И, наконец, в четырехмерном пространстве тензор 
кривИЗны имеет двадцать независимых компонент, в то 
время как тензор Риччи и метрический тензор имеют 
только по десять независимых компонент. Поэтому в 
четырехмерном пространстве тензор кривизны, в общем 
случае произво.пьной римановой геометрии, уже не мо
жет быть представлен в виде алгебраической комбина
ции тензора Риччи, скадярной кривизны и метрического 
тензора. 



ГЛАВА 3 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СООТНОПIЕНИЯ ДЛЯ 
ТЕНЗОРА ВТОРОГО РАНГА В N-MEPHOM 

ПСЕВДОРИМАНОВО1.V1 ПРОСТРАНСТВЕ 

Рас смотрим произвольное N-мерное псевдоримано
во пространство я-:.N-р ' Метрический тензор этого про
странства, как и ранее, будем обозначать 9ik · 

Пусть в nространстве R:.N-p задан некоторый ко
вариантный тензор второго ранга Ч!km (x) ,  зависящий от 

i _ { 1 2 N} координат х - х , х , . . .  , х . 
Назовем s-ой степенью данного тензора, г де s - це-

.пое неотрицате.пьное чис.по, тензор w�%, (x) = Ч!(s)km (x) ,  
построенный из произведения s тензоров Ч! ij , индексы ко
торых свернуты метрическим тензором gij пространства 
R�N-p по nравилу: 

(III. l )  

Сворачивая оставшиеся индексы в этом выражении, 
получим инвариант s-ой степени этого тензора: Ч! ( s) = 
ф(s) = ,т. ( s) gkm , ,  

':l! km · 
При s = О  в соответствии с этим определением будем 

полагать Ч!��) = 9ik , в резу.пьтате чего инвариант нуле
вой степени любого тензора второго ранга совпадает с 
размерностью пространства: \II ( 8) = N. 
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Используя эти определения, установим ряд тензор
ных соотношений, которым: удовле'I'воряют степени тен
зора второго ранга и их инварианты в пространстве 
R�N-p· 

§ 10. Доказательство основных лемм 

Докажем сначаJiа нескоJiько Jiемм наиболее важных 
для наших целей, относящихся к произведениям тензоров 
Леви-Чивита. 

Лемма 1 0 . 1 .  В произвольнам псевдоримановом про
странстве Rf,н -р справедливо тензорное соотношение: 

Ji:N 
JN 

(10.1 )  
Доказательство. В левой части соотношения ( 10 . 1) 

стоит произведение двух аксиа.rrьных тензоров Леви-Чи
вита. Эти тензоры обладают свойством абсоJiютной ан-
тисимметрии относительно перестановки их :индексов. 
Докажем сначала, что и правая часть соотншпения ( 1 О . 1 )  
также абсолютно антисимметрична относительно опера
ции перестановки любых двух ковариантных или контра
вариантных индексов. 

Совершим перестановку каких-.rrи:бо двух одноимен
ных индексов (например, ir и ik или ]р и ]q ) ·  В правой 
части соотношения ( 10. 1 )  пересталовка двух контрава
риантных индексов ?r и 1. k соответс'I'Вует перестановке 
r-ой и k-ой строк определителя, а перестановка двух ко
вариантных индексов )р и )q - перестановке р-го и q-го 
стоJiбцов определителя. Так как перестановка двух строк 
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и.rrи двух столбцов определителя изменяет его знак , то 
тензор , стоящий в правой части соотношения ( 10. 1 ) ,  дей
ствительно яв.пяется абсо.rrютно антиси�метричным от
носительно операции перестановки любых двух ковари
антных или контравариантных индексов. 

Таким образом, ·тензоры, стоящие в обеих частях ра
венства ( 10. 1 ) ,  являются абсолютно антиси:м:метричны

ми. Поэтому соотношение ( 10 . 1 )  будет нетривиальным, 
если и только если все }\j индексов в каждой из двух групп 
i 1 i2 . . .  iм и J1J2 . . . jм будут разными. 

Раесмотрим один из таких наборов значений индек-
сов: 

z 1  = 1 ,  i2 == 2, . . . , iм ·= N, J1 = 1 ,  . . . , jм = N. ( 10 .2) 

Подс'гавим эти значения в соотношение ( 10. 1 ) .  В си
лу определений ( 4.4) и ( 4.5) аксиального тензора Леви
Чивита и тензора Кронекера (1.9) , это соотношение при
мет вид: 

1 

(- l)N-pe12 . . .  N е = (- l )N-p 0 
1 2 . . .  N 

о 

о 
1 

о 

о 
о 

1 

Так как e12 . . . N = e12 . . .  N = 1 ,  то убеждаемся, что при 
частном выборе ( 10.2) индексов соотношение ( 10. 1 )  пре
вращается в тождество: ( - 1 )N-p = ( -1)N-p. 

Другие наборы значений индексов, при которых со
отношение ( 1 О . 1) является нетривиальным, получаются 
из набора ( 10 .2) различными перестановками. Так как 
обе части соотношения ( 10 .1) обладают одинаковыми 
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свойствами абсолютной антисимметрии относительно 
операции перестановки одноименных индексов, то следо
вательно, соотношение ( 10 . 1 )  будет выполняться и при 
любом другом выборе индексов. Лемма доказана. 

Следствие 10. 1 .  В произвольнам псевдоримановом 
пространстве R!/.N -р справедливо тензорное соотноше
ние: 

giNJN 
( 10 .3) 

Аналогичное соотношение имеет место и для тензоров с 
ковариантными индексами. 

Лемма 1 0 . 2 .  Свертка N - 1 индексов ковариантно
го тензора Леви- Чивита с соответствующими индексами 
контравариантного тензора Леви-Чивита в произвольнам 
псевдоримановом пространстве R!/,N -р дает: 

( 10 .4) 

Доказательство. Используя определения ( 4.4) и ( 4 .5) , 
приведем соотношение ( 10.4) к виду: 

( 10 .5) 

Рассмотрим два случая: 
1 ) . Пусть а =J. Ь. Очевидно, что в правой части по

лучается нуль. Покажем, что в левой части тоже будет 
нуль, так как либо а, либо Ь совпадет со значением од-

. . . 
наго из индексов � 1 , �2 , . . .  , �N�l , в результате чего один из 
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символов Леви-Чивита обратится в нуль. Не  ограничи
вая общности, будем считать, что а = N, Ь = N - 1  ( если 
это не так ,  то производя перенумерацию осей координат 
)\Т-мерного пространства, этого всегда можно добиться ) . 
Тогда для того, чтобы первый сомножитель ei1 i2 . . . i N - l a 
при а = 1V в левой части не был равен ну.Тiю, необходимо, 
чтобы ни один из индексов i 1 , iz , . . .  , i N -1 не был равен 
N.  Следовательно, индексы могут принимать значения 
только от 1 до N - 1 ,  а 

'
так как число индексов равно 

N - 1 ,  то какой-либо из индексов обязан быть равным зна
чению N - 1 . Но тогда второй сомножитель ei1 i2 . . .  iN-1 b  
при Ь = N - 1 в левой части будет иметь два одинаковых 
индекса. С.rrедовательно, этот второй сомножитель будет ' . 
равен нулю. 

2) .  Пусть а = Ь. Не ограничивая общности, будем 
считать, что а = Ь = N. Тогда в .rrевой части индексы 
i 1 , i2 , . . .  , iN - 1  могут принимать значения то.rrько от 1 до 
N - 1  и, следовательно, в левой части ( 10 .5) будут стоять 
произведения вида e

12 . . .  
N-1N

e12 . . .  N-lN и всевозможные 
перестановки из первых N - 1 индексов. Так как число 
перестановак из N - 1 элементов равно ( N - 1 ) !  , то сумма 
в левой част·и будет сццержать (N - 1 ) !  слагаемых. Ка
ждое из этих слагаемых четным числом перестановак ин
дексов может быть приведено к виду e12 . .

. N
-l

N 
e1 2 . . . N-1N·  

В резу.rrьтате соотношение ( 1 0.5) при а =  Ь примет вид: 

(N - 1 ) ! e
1 2 .

.
. 
N 

e12 . . .  N = (N - 1 ) 1  

Поскольку e
12 . . .  N

-
l
N = е N - � r  = 1 ,  то это равенство 12 . . . l н  

выполняется тождественно. Таким образом, соотноше
ние ( 1 0.4) доказано. 
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Лемма 10 .3 . В произвольнам псевдоримановом про
странстве R�N -р справедливо тензорное соотношение: 

( 10 .6)  

где матрица I I Ф1 1 1 составлена из компонент тензора w1 , 
причем нижний индекс нумерует строки, а верхний -- ее 
столбцы. 

Доказательство. У становим снача.nа, что правая: и 
левая: части доказываемого равенства ( 10 .6 )  обJiадают 
одинаковыми свойствами относите:rrьно перестановки ин
дексов J . 

Допустим, что .nюбые два индекса совпадают Ur = 
}k ) ,  тогда справа очевиден нуль. Для того чтобы убе
диться, что и в левой части равенства тоже буде·т нуль, 
переобозначим индексы ir Н ik в левой части. Тогда . . . получим при ]k = ]r = J : 

Отсюда следует, что в левой части тоже получается нуль. 
Докажем, что перестановка местами любых двух ин

дексов Jr и Jk приводит к изменению знака в обоих частях 
соотношения ( 10 .6 ) . В правой части изменение знака при 
перестановке индексов очевидно. В .nевай части измене
ние знака можно увидеть, если воспользоваться переобо
значением индексов ir Н ik . Следовательно перестано
вочные свойства и свойства абсо.тrютной антисим:метрии 
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по свободным индексам j1 , j2 , . . . , jN обоих частей соот
ношения ( 10 .6 )  сщинаковы. 

Докажем ·геперь, что это равенс'l'Во выполняется при 
частном выборе индексов j1 = 1 , jz = 2 ,  . . .  , JN = N. То
гда в сиду сщинаковых свойств антисимметрии относи
тельно перестановки индексов это равенство будет спра
ведливым и при любом выборе индексов. 

Подставляя j1 = 1 ,  jz = 2, . . . , j N = N в соотношение 
(10 .6) , учитывая равенство (4.4) ,  получим: 

Левая часть этого равенства, по определению ( 4.2) ,  пред
ставляет собой выражение определителя матрицы I I"W� I I 
непосредственно через его элементы. Таким образом, 
при i1 = 1 ,  . . . , iN = N из соотношения ( 1 0.6) пш1учаем 
det \ I"W) I I = det \ \W) \ 1 . Лемма доказана. 

§ 1 1 .  Теоремы о тензорных соотношениях 

Теорема 11 . 1 . N -ая степень произвольнога тензо
ра второго ранга Wkm в N-мерном псевдоримановом про
странстве R�N-p является линейной комбинацией низ
ших степеней этого же тензора: 

N Ч!(N) = _ _ 1_ """ Ч!(N-s)y(s) km у(о) � km ' s=1 
( 1 1 . 1 )  

где y(s) - определяются рекуррентным уравнением: 

s-1 
y<s> == _ !  2: w<s-t)y(t> , s � 1 ,  

s t=O 
( 1 1 .2) 



74 СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ТЕНЗОРА ВТОРОГО РАНГА [ГЛ. 3 

а у(о) - любое, не равное нулю, число. 
Доказательство. Построим вспомогательный тензор: 

( 1 1 .3 )  

Правая часть соотношения ( 1 1 .3) может быть вычи
слена двумя путями. С одной стороны, записывая его в 
виде 

и учитывая соотношение (10 .6) ,  будем иметь: 

Тогда в силу соотношения ( 10 .4) это равенство можно 
представить в виде: 

ФЪ (N) = (N - 1 ) !8Ьdet I IФ� I I - ( 1 1 .4) 

С другой стороны, используя первое из соотношений 
( 10 .3) и умножая последовательно каждый из тензоров 
Фij на соответствующий столбец, из выражения ( 1 1 .3 )  
будем иметь: 

1 ф(l) фj1 ф�1 фj1 
Jz )N-1 ь 

фjz ф( l )  фjz фj2 
ФЬ (N) = 

}1 )N-l ь 
( 1 1 .5 )  

ф�l\'-1 
)1 ф�N - 1 

Jz ф(l )  фjN- 1  
ь 

ф� )1 фа Jz ф� JN- 1  фа ь 
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Рассмотрим полученный определитель. Раскроем его по 
последней строке: 

. . . + ( - 1) N-2 WjN_ 1 M(a , )N-1 ) + ( - 1 )N-1 WьФ (N - 1)] , 

где M(a, j1 ) ,  M(a, )z ) ,  . . .  , M(a, )N-1 ), Ф(N - 1 )  -- миноры 
к соответствующим элементам последней строки ( здесь 
учтено, что последний минор в силу выражения ( 1 1 .5) 
представляет из себя ФЬ (N - 1) = Ф(N - 1 )  ) . 

Заметим, что 

Для доказательства первого из этих равенств доста
точно в миноре I'vf(a, j2 ) поменять местами первую и вто
рую строки, после чего произвести взаимное изменение 
немых индексов ( т .е. индексов, по которым идет сумми
рование по всей совокупности принимаемых ими значе
ний) J1 ++ Ь в выражении Wj2 �71Д(a, jz ) .  Другие соотно
шения доказываются аналогично. Следовательно, выра
жение ( 1 1 .6) принимает вид: 

ФЬ (N) = [ ( - 1 )N+1 (N - 1 )'llj1 M(a, j1 ) + wЬФ(N - 1 )] . 
( 1 1 .7) 

Рассмотрим теперь тензор Wj1 M(a, jl ) ,  сделав его пер
вую строку последней. Затем произведем спедующую за
мену немых индексов J1 -+ с, J2 -+ j1 , . . .  , JN-l -+ JN-2 
и сравним поJiученное выражение с опредепитепем ( 1 1 . 5 ) .  
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Проделанные операции позво.ттяют утверждать, что ра
венство ( 1 1 .  7) можно переписать в виде: 

ФЬ (N) = - (N - 1 )w�ФЪ(N - 1) + wЬ Ф(N - 1 ) .  ( 1 1 .8) 

Свернем индексы в этом соотношении: 

Ф (N) = -(N - 1 )Ф�Ф�(N - 1 )  + w C1 )Ф(N - 1 ) .  ( 1 1 .9) 

Так как ФЬ (N) - это определитель N:...го порядка, 
элементами которого является тензор Ч!� , то разложение 
этого определителя должно представлять собой разложе
ние по степеням тензора Ч!� от 1 до N с коэффициентами, 
зависящими от _N и показателя степени s тензора w; .  

Поэтому решения рекуррентных уравнений ( 1 1 . 8) , 
( 1 1 .9) следует искать в виде 

N 
Фь (N) = L q;,�s) ay(N-s) f(s , N) , ( 1 1 . 10) 

s=l 

где y(N-s) - некоторая скалярная и однородная относи
тельно Ч!� функция степени N - s ,  f( s ,  N) - некоторая 
функция, зависящая только от s и N. 

Найдем эти функции. Подставим выражение ( 11 . 10 )  
в выражение ( 1 1 .8) ,  преобразовав его правую часть: 

N 
L w�s)ay(N-s) J(s , N) = ФЬФ(N - 1 ) -
s=l 

N-1 
- (N - 1 )  L w�s+l )ay(N-s-1 ) f(s , N - 1 ) .  

s=l 
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Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
тензора ФЬ в данном равенстве. В результате получим: 

yN-l !( 1 ,  N) = Ф(N - 1 ) ,  ( 1 1 . 1 1 )  

f(m, N) = -(N - 1 )f(m - 1 ,  N - 1) , т � 2. ( 1 1 . 12) 
Из уравнения ( 1 1 . 12) следует, что функция f не зависит 
от m ,  поэ·тому, опуская у нее несущественные аргументы 
rn и т - 1 ,  будем иметь: f(N) = - (N - 1 )f(N - 1 ) .  Для 
решения этого рекуррентного уравнения перепишем его 
в виде: 

1 
f(n + 1 )  

п + 1 
f(n + 2) · 

Построим производящую функцию 

СХ> �n 
h (�) = � f(n + 1) ' 

( 1 1 . 13) 

( 1 1 . 14) 

Уравнение ( 1 1 . 13) может быть получено после подстанов
ки производящей функции в дифференциальное уравне-
ни е 

dh - = - lt, 
d� 

и разложения этого дифференциального уравнения в ряд 
по степеням �. 

Как известно, решение э·того уравнения записывает
ся в виде: ch = ехр ( -0, где с - произвольная констан
та. Разложим пштученную функцию в бесконечный ряд 
по степеням Е и сравним его коэффициенты с коэффи
циентами выражения ( 1 1 . 14) , стоящими при одинаковых 
степенях � - В результате получим: f(n) = ( - 1)n-l cГ(n) .  



78 СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ТЕНЗОРА ВТОРОГО РАНГА [ГЛ. 3 

Выбор различных значений постоянной интегрирования 
с с точки зрения выражения ( 1 1 . 10) соответствует пере
определению ска.пярной функции y(N-l) путем деления 
ее на с. 

Поэтому, не ограничивая: обrцности, мы можем по
ложить с = 1 .  В результате выражение ( 1 1 . 10) примет 
вид: 

N 
Фь (N) = (- 1 )(N-l)Г(N) L ф�s)ay(N-s) . ( 1 1 . 15) 

s=l 
Вернемся к соотношению ( 1 1 . 1 1 ) .  После учета явного ви
да функции f будем иметь: 

(- 1 )CN-l) Г(N)Y(N-l) = Ф(N - 1 ) . ( 1 1 . 16) 
Изменим теперь в выражении ( 1 1 . 15) индекс суммирова
ния s на t , так, чтобы s = N - t : 

N-1 
Фь (N) = ( - 1 ) (N-l) Г(N) L ф�N-t) ay (t) . ( 1 1 . 17 ) 

t=O 
Учитывая соотношение ( 1 1 . 16) ,  подс·тавим выраже

ние ( 1 1 . 17) в ( 1 1 .9) . Так как подученное соотношение 
должно быть справедливо при .тrюбой размерности про
странства N =1 ,2, . . . , то приходим к рекуррентному урав
нению ( 1 1 .2 ) ,  справедливому при любом s = 1 ,2, . . .  , где 
у(о) - любое, не равное нулю, число. Сравнение выраже
ний ( 1 1 . 17) и ( 1 1 .4) дает: 

N-1 
(- l ) (N-l)Г(N) L Ф�N-t) ay(t) = (N - 1 ) !t5Ьdet J J Ф; J J . 

t=O 
( 1 1 . 18) 
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Свернем индексы в формуле ( 1 1 .4) .  В результате полу-
чим: 

Ф (N)  = Г(N + l)det I IФj l l ·  
Тогда из соотношения ( 1 1 . 16)  следует, что: 

det I I Ф) I I  = (- l )Ny(N) . ( 1 1 . 19) 

Используя это равенство, выражение ( 1 1 . 18) можно запи
сать в виде, показывающем взаимосвязь различных сте
пеней тензора Ф� : 

N 
L ф�N-t)ay(t) = О . 
t=O 

Так как у(о) f- О, то разрешая данное уравнение относи
тельно Ф �N) а , получим: 

N ф(N) а  = _ _ 1_ � ф(N-s)ay(s) 
ь у(о) � ь · s=l 

Таким образом, N -ая степень произвольнога тензора вто
рого ранга Ф ij в N -мерном псевдоримановом простран
стве может быть выражена через низшие степени этого 
тензора по форму.тrе ( 1 1 . 1 ) ,  где коэффициенты разложения 
y(s) определяются из рекуррентного соотношения ( 1 1 .2) .  
Тем самым, теорема доказана. 

Следствие 1 1 . 1 .  В произвольнам псевдоримановом 
пространстве RJ!,N -р определитель тензора второго ран
га Ф ij может быть представлен в виде: 
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где коэффициент y(N) определяется рекуррентным урав
нением ( 1 1 02) 0  

Приведем теперь выражения для коэффициентов y(s) 
при нескольких значениях s : s = 1 ,  о о о , 4. Используя ре
куррентное уравнение ( 1 1 02) ,  после несложных вычиспе
ний будем иметь: 

y(l) = -Ф(l) , ( 1 l o20) 

у(з) = � [3Фс2 )'1'( 1) - 2Ф (з) - Ф(l )J , 

уС4) = 2� [зw�2) + w(1) - 6w�l ) w (2) - 6w (4) + sw сз) w ( 1 ) ] , 
где w(l ) , 'l1(2) , W(з) и Ф(4) - инварианты первой, второй, 
третьей и, соответственно, четвертой степеней тензора 
Wmk o 

Замечание. Доказанная формуда ( 1 1 0 1 )  во многих 
отношениях соответствует формуле Кэпи - Гамильто
на д.пя матриц [16] 0 Но прямое распространение теоре
мы Кэли - Гамильтона на степени тензора второго ран
га в произвольнам псевдоримановом пространстве прово
дить недьзя, так как при доказатедьстве теоремы Кэли -
Гамидьтона неявно использовадись аксиомы евкдидовых 
пространство Более того, прямое распространение ре
зультатов, полученных в теории матриц, на тензоры вто
рого ранга в неевклидовых пространствах неправомерноо 
И хотя компонентам любого тензора можно взаимно од
нозначно поставить в соответствие элементы матрицы, 
правила работы с матрицей и тензором совпадаю·г толь
ко в евклидовых пространствахо 
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Так,  например, в матричной алгебре определена опе
рация Tr, которая состоит в простом сложении элемен
тов, стоящих на диагонали матрицы. Тензорная же ал
гебра требует, чтобы свертка компонент Ф ik nроизводи
лась метрическим тензором gik : gikwik · Поэтому тензор
ное обобщение этой операции в пространствах, сигнату
ра метрики которых не знакоопределена, требует, чтобы 
часть элементов, стоящих на диагонали матрицы, брать 
со знаком плюс, а часть - со знаком минус (при этом необ
ходимо еще исnользовать системы координат, в которых 
метрический тензор имеет галилеев вид) . 

Количество знаков минус и их расnоложение на диа
гона..тrи матрицы целиком nредопределяется видом метри
ческого тензора. В более общем случае, когда метриче
ский тензор gmn недиагонален, в выражение для инвари
анта Ч!(l ) = Wmп9mп войдут и недиагональные комnонен
ты матрицы / IWmn l l · 

Единственный случай пространств, г де эти опера
ции совпадают - это евклидовы пространства, для ко
торых метрическим тензором служит символ К ронекера. 
Во всех остальных случаях, во избежание ошибок и до
стижения необходимой степени математической строго
сти, все соотношения д.n:я тензоров второго ранга в произ
вольных псевдоримановых пространствах должны дока
зываться особо. Одним из первых на это обстояте.n:ьство 
обратил внимание Петров [10) и провел доказательство 
ряда теорем для тензоров в вещественных nсевдорима
новых nространствах. В частности, такой анализ пока
зал, что в N -мерном вещественном псевдоримановом про
странстве даже канонические типы тензора второго ран
га отличаются от канонических типов этого же тензора 
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в N-мерном вещественном евклидо:вом пространстве, так 
как характеристическое уравнение det J J Фik - Лgik l l  = О  в 
этих случаях имеет, вообще говоря, разные корни. 

В произвольнам псевдоримановом пространстве 
R�N-p можно доказать и более сильную теорему о су
ществовании тензорных соотношений. 

Теорема 1 1 .2. В произвольнам псевдоримановом 
пространстве R�N -р справедливо следующее тензорное 
соотношение: 

Ч! i l jl 
Ч! i2jl . 

= ( -l )Ny(N) 
9il jl 
9i2jl 

1 9iN jl 

9il j2 
9i2j2 

9iN j2 

9il jN 
9i2jN 

( 1 1 . 2 1 )  

а коэффициент y(N) находится из  уравнения ( 1 1 .2 ) .  
Доказательство. Перепишем соотношение ( 10 .6)  в 

виде: 

где det J J Ф� I I - определитель матрицы, элементами кото
рой являются компоненты тензора Ф� .  

Умножим его на Ei1 i2 . . .  iN . Учитывая, что в силу 
второго равенства ( 1 0.3) произведение двух аксиальных 
тензоров Леви-Чивита может быть выражено в виде опре-
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делителя матрицы: будем иметь: 

9i1ml 9i1m2 9il mN 
det 9i2ml 9i2m2 9i2mN 

9iNml 9iNm2 9iNffiN 

9il jl m1J2 
= det J JФ� I I · det 9i2)1 9i2j2 

9iN}1 9iN J2 

ф�l 'ф�2 · , , .  фffiN · = '}1 '}2 '}N 

9i1JN ! 
g;�jN 1 
9iNJN 

Исnользуя свойства оnределителей, преобразуем ле
вую часть этого равенства. В результате получим: 

det l Фi1 j1 фi1 J2 Wi1 JN 
Фi2J1 Ф i2j2 wi2JN -

1 WiN]l WiN}2 фiNJN ' 1  9il jl 9ilj2 9it)N 
= det j jWi· / 1 · det 9i2}1 9i2]2 9i2JN 

J 1 . 
9iNJ1 9iNj2 9iNJN 

Учитывая, что det j jФ� J J  = ( - l)Ny(N) , прихqцим к соот
ношению ( 1 1 . 2 1 ) .  

Теорема доказана. 
Следствие 1 1 .2.  В производьном nсевдоримановом 

nространстве R:.N-p из соотношения ( 1 1 .2 1 )  можно nо
лучить и другие полезные тензорные равенства, произ
водя в нем последовательную свертку индексов i1 и j1 , i2 . . . И )2 1 . . .  , Z N  И J N · 



84 СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ТЕНЗОРА ВТОРОГО РАНГА [ГЛ. 3 

§ 1 2. Теорема об обратном тензоре 

Раесмотрим в пространстве R�N -р некоторый невы
рожденный тензор Wik : 

Обратным тензором Xmi к тензору Wik назовем тензор� 
удовлетворяющий соотношению: 

mi ,т, r-m Х 'J! ik = ok · ( 12 . 1 )  

Обратный тензор в пространстве R�N-p может быть вы
ражен через степени тензора W ik и их инварианты. В 
частности, справедлива следующая 

Теорема 1 2. 1 .  Для Jiюбого невырожденного тензо
ра Фik в пространстве R�N-p обратный тензор xmi имеет 
вид: 

N-1 
X,mi = _ _ 1_ """ ф(N -s-l )miy(s) y(N) L.J . 

s=O 
( 12 .2) 

Доказательство. Умножим обе части равенства ( 1 1 . 1 )  
на у(о) =/= О  и перенесем все слагаемые налево. В резуль
тате получим: 

N 
y(o) w�f) + 2: w�:-s)y(s) = о . 

s=l 
Выделим под знаком суммы с.rшгаемое с s = 1V. Так как 
Ф��) = 9ik , то будем иметь: 

N-1 
y(o) w�f) + L w�:-s)y(s) + y(N)9ik = о . 

s=l 
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Заметим теперь, что первое слагаемое полученного со
отношения соответствует значению s = О и может быть 
вк.пючено в состав суммы. Поднимая индекс i в этом ра
венстве с помощью метрического тен.зора gmi , получим: 

N-1 
L \_[J�N-s)my(s) + y(N) дi = О . ( 12.3) 
s=O 

Так как y(N) согласно соотношению ( 11 . 19) выражает
ся через произведение определителей тен.зора Ф kj и ме
трического тензора gik , то в силу невырожденности этих 
тензоров можно записать: 

Разделив соотношение ( 12.3) на y(N) i=- О и перенося по
следнее слагаемое направо, будем иметь: 

N-1 
,_1 _ """ ф(N-s)my(s) = -дт 
y(N) L..t k k · 

.�=0 

Умножая это равенство на - 1  и выделяя в левой части 
сомножi1те.т:rем тензор Фik , приведем его к виду: 

N-1 { _ _ 1 __ """ ф(N-s- 1 )miy( s) } w · = 8m . y(N) L..t �k k 
s=O 

В силу ( 12 . 1 )  выражение, стоящее в фигурных скобках, 
явпяется т·ензором, обратным к тензору Фik · Теорема 
доказана. 
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§ 13.  Нахождение коэффициентов разложений 

Рекуррентное соотношение ( 1 1 .2) , выражающее ко
эффициенты у( в) как функции инвариантов ф (в) , д.пя ана
литических исследований ин о г да оказывается не совсем 
удобным. 

Поэтому представляет интерес поиск иных соотно
шений, связывающих коэффициенты у( в) с инварианта
ми степеней тензора Ф ik . Одно из таких соотношений 
мы и установим. 

Теорема 1 3 . 1 .  В произвольнам псевдоримановом 
пространстве Rr;,N -р коэффициенты у(.�) , входящие В вы
ражения ( 1 1 . 1 ) ,  ( 1 1 . 19) , ( 1 1 .2 1 )  и ( 12 .2 ) ,  опреде.пяются 
формулой 

y(s) = � f _!!!.___ 
ехр [ - � ф ( k) zk J ' ( 13 . 1 )  2пz zs+ l L-t k 

г+ k=l 

где г+ - произвольный малый ( l z l  < 1 )  контур, охваты
вающий полюс z = О ПQЦынтегральной функции и обхо
димый в положительном направлении. 

Доказательство. Изменим в выражении ( 12.2) индекс 
суммирования k на n так, чтобы n = s - k .  В результате 
по.ттучим: s 

sY( s) + L ф( n) y( s - n) = О. ( 13.2) 
n=l 

Воспо.ттьзуемся формулой [1 7) деления степенных рядов 

(13.3) 
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г де коэффициенты Ck находятся из рекуррентного урав-
нения 

( 13 .4) 

.Сравнивая формулы ( 13.2) и ( 13 .4) , легко заметить, 
что они совпадают, если выбрать 

( 13.5) 

Следовательно, выражение ( 13.3) с учетом ( 13 .5) можно 
записать в виде: 

00 

2: (N - k)Y(k) xk оо 

k=O 
00 = L y(k)xk . 
2: ф(k)xk k=O 
k=O 

Вводя обозначения 

00 00 

k=O k=O 
выражение ( 13 .6) приведем к виду: 

d�(x) N�(x) -- х � = А(х)�(х) . 

Решая это дифференциа.nьное уравнение, nолучим 

[! N - А(х ) ] � ( х) = с0 ехр х dx . 

( 13 .6) 

( 13 . 7) 



88 СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ТЕНЗОРА ВТОРОГО РАНГА [ГЛ. 3 

Учитывая, что w(o) = N,  приходим к следующему выра-
жению 

= w<k) k 
�(х) = со ехр [ - 2: k:J}_] .  k=l 

( 13 .8) 

Сравнивая выражения ( 13 .  7) и ( 13 .8) при х = О, найдем, 
что с0 = у(о) . Так как у(о) - любое, не равное нулю, 
число, то щтя удобства пшюжим у(о) = 1 .  Тогда прирав
нивая второе из соотношений ( 13 .7) выражению ( 13.8 ) ,  
окончательно будем иметь: 

00 СХ) \{l(k) k 
L у( k) xk = ехр [ - L -k 

х J . 
k=O k=l 

( 13.9) 

Это равенство позволяет определить коэффициенты y(s) 
как функции инвариантов степеней тензора \lJ km . Для 
этого nродифференцируем соотношение ( 13 .9) s раз по х 
и положим х = О.  В результате приходим к едедующему 
выражению: 

1 ds . СХ) w(k);tk 
y(s) = lim - - ехр [ - � J .  х--+0 s !  dx8 L..- k k=l 

( 13 . 10) 

Используя понятие вычета, это выражение можно за
nисать в виде интеграла ( 13 . 1 ) по комплексной плоскости. 
Теорема доказана. 

Полученное соотношение ( 1 3. 1 )  позволяет исследо
вать аналитическую зависимость коэффициентов y(s) o·r 
инвариан·rов степеней тензора второго ранга \lJ km в про
извольном пеевдоримановом проетранетве я:, N _ Р при 
любом значении s ,  заключенном в интервале от s = 1 
до s = 1V. 
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§ 14 .  Тензорное соотношение тиnа свертки 

При проведении различных расчетов в теории поля 
часто необходимо провсщить :коммутацию двух или не
скольких матриц, причем зачастую эти матрицы имеют 
самый общий вид. В теории гравитации аналогичная за
дача возникает для свертки двух тензоров второго ранга. 
Решение некоторых из этих задач позволяет упростить 
следующая теорема. 

Теорема 14.1 .  Результат последовате.тrьной комму
тации произвольнога тензора <р jm с ( N - 1 )-ой степенью 
любого тензора второго ранга Ф mn в произвольнам псев
даримановом пространстве RJ:N-p определяется выраже
нием: 

( 14. 1 )  
а :коэффициенты y(s) = y(s) (ф(k) ) можно найти из выра
жения ( 13 . 1 ) .  

Доказательство. Построим вспомогательный тензор 

N 
где EP1P2 · · ·PN - абсолютно анти:симметричный а:ксиа.тrь
ный тензор Леви-Чивита. 

Это выражение может быть упрощено двумя путя
ми. С одной стороны, можно учесть соотношение ( 10. 1 ) .  
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С другой стороны, на основании леммы 10 .3 ,  можно ис
пользовать соотношение 

Приравнивая выражения, полученные при расчете 
по этим двум путям, после довоJiьно громоздких тожде
ственных преобразований приходим к формуле ( 14 .1) ,  где 
коэффициенты y(s) определяются из выражения (13 . 1 ) .  

Таким образом, в соответствии с выражением ( 14. 1 )  
результат коммутации тензора 'Pjm с (N - 1) -ой степе
нью тензора '11 mk выражается через низшие степени это
го тензора. Теорема доказана. 

Следствие 1 4 . 1 .  Сопоставляя компонентам тензо
ра c.pj элементы матрицы N -го порядка А, а компонентам 
тензора '11 � - элементы матрицы В, попучим матричный 
аналог формупы ( 14 . 1 ) :  

АвN-1 + ВАвN-2 + . . . + вN-1 А = _y(l) [AвN-2+ 

+ВАвN-3 + . . .  + вN.:__2 А] - у(2) [А.вN-3 + вАвN-4+ 
+ . . . + вN-3 А] - . . .  - y(N-1 ) А +  вN-1tr (А) + вN-2 х 

x [tr (ВА) + y(l ) tr (А) + вN-3 [tr (В2 А) + y(l )tr (ВА)+ 
+Y(2) tr (А)] + . . .  + B[tr (BN-2 А) + y(1) tr (BN-3 А)+ 

+Y(2 ) tr (BN-4A) + . . . + yN-2 tr (А)] + E[tr (BN-1 А)+ 

+Y(l ) tr (BN-2 А) + y(2) tr (ВN-з А) + . . .  + y(N-l) tr (А)] . 

Следствие 1 4 . 2 .  В случае 'Pjm = Wjm выражение 
( 14 .1 ) ,  как несложно убедиться, переходит в соотношение 
( 1 1 . 1 ) .  
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Следствие 14 .3 .  В случае, когда тензор 'Pjm с точ
ностью до конформного множителя совпадает с метри
ческим тензором 9jm ,  выражение ( 14. 1 ) ,  как и следова
ло ожидать, превращается в тривиальное равенство: 
w<.N-1) = w<.N-1) _ 

з т J m  
§ 1 5 . Нелинейные тензорные соотношения 

для антисимметричного тензора второго ранга 

Доказанные тензорные соотношения справедливы 
при любом выборе тензора второго ранга. Однако в слу
чае антисимметричного тензора второго ранга в прост
ранстве R;,N-p они существенно упрощаются. 

Любой тензор второго ранга W ik в nсевдоримановом 
пространстве R;,N -р можно инвариантным образом за
писать в виде суммы симметричного ski = sik и анти
симметричного Aki = -A.ik тензоров: Wik = Sik + A.ik , 
где 

( 15 . 1 )  

Эти формулы позволяют по заданному тензору Ф ik найти 
его симметричную и антисимметричную части. 

В N -мерном пространстве произвольный антисим
метричны:й тензор описывается N(N - 1)/2 числом неза
висимых компонент, в ·то время как число независимых 
компонент симметричного тензора в общем случае боль
ше: N(N + 1)/2. Поэтому и все алгебраические соотноше
ния для антисимметричного тензора должны сQЦержать 
меньшее число с.rrагаемых, чем для симметричного. Так 
как антисимметричные тензоры достаточно широко ис
пользую'тся ·в физике и механике (к их числу, как из вест-
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но, принадлежит тензор угловой скорости, тензор элек
тромагнитного поля [6] и другие) , то установление ал
гебраических соотношений, которым удовпетворяют эти 
тензоры, предсташтяет самостоятеJтьный интерес. 

Однако, прежде чем приступить к установлению 
этих соотношений, докажем следующую лемму. 

Лемма 15 . 1 .  Четная степень антисимметри:чного 
тензора Щk = -aki представляет собой симметричный 
тензор, а нечетная степень - антиеимметричный. 

Доказательство. Рассмотрим некоторый антисим
метричный тензор aik в пространстве R:,N -р · Постро-

им четную степень этого тензора: а��в) . Покажем, что 
(2в) антисимметричная часть этого тензора A.ik = ( aik -

a1:s
)

) /2 равна нулю и он, следовательно, в силу опреде
ления ( 1 5 . 1 )  яв.ттяется симметричным тензором. Действи
тельно, записывая вырюкение для тензора Aik в виде 

1 . . . (2 ) A ·k = - [а · .  g11 m1 a . gl2 mз . . .  gl2• - l m2 • - l a k _ а .в ] z 2 ZJl ffi1]2 .  m2• - l  kz , 

переставим индексы у всех тензоров Щj, вхсщящих в пер
вое слагаемое этого равенства. При перестановке индек
сов у тензора Щj изменяется знак на противоположный. 
Но так как в это слагаемое входит четное число (2s )  со
множитепей, то обrций знак не изменится. 

Переставим теперь местами и сами сомножит·ели 
так, чтобы последний стал первым, предпоследний - вто
рым и т.д. В результате получим: 

1 . . (2 ) А · _ - ra gl2, - l m2• a ·  g11 m1 a ·  . _ а' в ] zk - 2 l km2s - 1  }2• - l ffi2• - 1 " '  J1 t k i · 
Так как метрический тензор пространства л:,N -р явля
ется симметричным, то в силу определения (III. 1 )  первое 
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(2s) слагаемое может быть записано в виде а ki . Поэтому 
Aik = О и первая часть Jiеммы доказана. 

Рассмотрим теперь нечетную с·тепень антисиммет(2s+I ) П ричного тензора aik . . окажем1 что этот тензор явля-
ется антисимметричны:м, т.е. его симметричная часть 

Sik = � [a��s+I) - а��в+l)] ( 15.2) 

равна нулю. 
Доказательство этого утверждения производится со

вершенно аналогично доказательству первой части лем
мы, единственное отличие состоит в том, что при пере
становке индексов у всех тензоров Щj , входящих в состав 
первого с.пагаемого в выражении ( 15 .2) , у него появится 
знак минус, так как оно содержит сомножителями нечет
ное число тензоров aij .  Лемма доказана. 

Следствие 15 .1 .  Все инварианты нечетной сте
пени любого антисимметричного тензора равны нулю. 
Для доказате.т:rьства этого утверждения заметим1 что ин
вариант нечетной степени антисимметричного тензора 
представляет еобой свертку симметричного тензора - ме
трического тензора gik 

- и антисимметричного тензора 
a��s+I ) :  a<2s+l) = gika��s+I ) .  А такая свертка тожде
ственно равна нулю, в чем можно непосредственно убе
диться, переобозначая сначала немые индексы суммиро
вания i -+ k и k -+ z ,  затем переставляя местами эти 
индексы: 

a(2s+l ) ki (2в-t-1) ik (2stl ) = g aki == -g aik 
Это свойство инвариантов нечетных степеней антисим
метричного ·гензора существенно упрощает алгебраиче
ские соотнопrения, которым он удовлетворяет. 
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Теорема 15 .1 .  Все коэффициенты y(Zs+l ) ,  входя
щие в соотношения ( 1 1 . 1 ) ,  ( 1 1 . 19) ,  ( 1 1 .2 1 )  и ( 12 .2)  и име
ющие нечетный индекс, для любого антисимметричного 
тензора aij равны нулю. 

Доказательство. Запишем коэффициенты y(Zs+l )  в 
аналитическом виде ( 13. 1 ) .  Так как при любом t для ан
тисимметричного тензора a2t+ l = О ,  то в бесконечной 
сумме, стоящей в правой части соотношения ( 13 . 1 ) ,  оста
нутся только члены с четной степенью х и оно примет 
вид: 

1 d2 s+l = a(2t) x2t 
y(2s+l ) = lim ехр r - """ ] . х-+0 (2s + 1 ) !  dx2 8+ 1 L � 2t 

Функция, стоящая в показателе экспоненты, являет
ся четной относительно х. Если теперь от этой функции 
взять производную нечетнаго порядка 2s + 1 ,  то в резуль
тате попучим нечетную функцию х ,  которая при стрем
лении х к нулю с необходимостью обратится в нупь. Сле
доватепьно Y(2 s+ l) = О для пюбого антисимметричного 
тензора. 

Следствие 15 .2 .  Определите,пь любого антисимме
тричного тензора второго ранга в пространстве нечетной 
размерности тождественно равен нулю. 

Дпя доказатепьства этого утверждения заметим, что 
при N = 2s + 1 в сипу выражения ( 1 1 . 19)  можно записать: 

Так как Y(2 s+l) = О , то det i !щk ! l  = О. 
Теорема 15 .2 . N-ая степень антисимметричного 

тензора второго ранга aik в пространстве R;/,N -р явля-
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ется комбинацией четных степеней тензора aik ,  если раз
мернос'Iъ пространства N - четное число и нечетных сте
пеней тензора aik , если размерность пространства N -
нечетна: 

[ N/2) 
(N) _ _ _ 1 _ ""' (N-2s)y(2s) akm - у(о) � akm ' 

s=1 

г де [ х J - целая часть числа х. 

( 15 .3) 

Доказате.тrьство. Так как для антисимметр:ичного 
тензора aik все коэффициенты Y(2s+I )  = О, то вводя но
вый индекс суммирования s = 2t в выражении ( 1 1 . 1 ) ,  при
ходим к соотношению ( 15 .3) . 

Теорема 15 .3.  Тензор xmi , обратный к невыро
жденному антисимметричному тензору aik ,  в простран
стве четной размерности N = 2М определяется форму-
л ой: 

М-1 
mi _ 1 "'. mi y(2 s) Х - - у(2М) � а(2М -2s-:-l)  · 

s=O 

Доказательство этой теоремы осущеС'гвляется ана
логично доказательству теоремы 12. 1 с использованием 
выражения ( 15 .3 ) .  



ГЛАВА 4 
ПРОСТРАНСТВА 

С НЕБОЛЬШИМ ЧИСЛОМ ИЗМЕРЕНИЙ 

§ 16. Тензорная алгебра в четырехмерном 
псевдоримановом пространстве-времени 

Все · физические процессы происходят в четырехмер
ном вещественном псевдоримановом пространетве-вре
мени. Поэтому для проведения различных исс.п:едований 
нам необходимо записать полученные ранее формулы для 
случая пространства Ri 3 .  ' 

Подставляя соотношения ( 1 1 .20) в выражение ( 1 1 . 1 )  
при N = 4 ,  получим формулу дря четвертой степени про
изво.rrьного тензора Ф mk : 

( 16 . 1 )  

+�Фmk [2Ф(З)  + Ф(l )  -- 3Ф(2 ) Ф( 1 ) ] + 
1 [ 2 . 2 4 ] + 24 grnk 6Ф (2) Ф ( 1 ) - SФ (3)  Ф (1 )  - 311 (2 ) - Ф (l) + 6Ф ( 4) . 

Таким образом, в четырехмерном псевдоримановом про
странстве .rrюбая це.rrочис.rrенная степень тензора второго 
ранга, начиная с четвертой, может быть выражена чере.з 
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низшие степени этого тензора и четыре первых независи
мых инварианта Фс1 ) , Ф (z) , Wc3) , Фс4) · Совершенно ана
.тюгично и: любой инвариант Р-го порядка (Р > 4) может 
быть выражен через эти независимые инварианты. 

Замечая далее, что У(4) совпадает с определителем 
тензора wr '  найдем: 

det 1 1 Фk1 i l  = 2
1
4 [зФz2)+8Ф(1)Ф(3)-6Ф(2)Ф(1 )+Ф(1) -6Фс4)] ·  

( 16.2) 
Совершенно аналогично из соотношения ( 12.2) най

дем выражение для тензора xmi , обратного к невыро
жденному тензору Ф ik :  

xmi = { 24Ф�� - 24Ф�)Ф(1 ) + 12Фmi (Ф(l) - Ф(z) ] - ( 16 .3) 

-4gтni [ Ф(1) - ЗФ ( 1 ) Ф (2) + 2Ф (3)] } х 

х [ 6Ф (4) + 6\li (2) Ф(1) - 8Ф ( 1 ) Ф (3) - ЗФ(2) - Ф(1) ] -
1
. 

И, наконец, найдем правило коммутации произволь
нога тензора r.pj с третьей степенью тензора Ф krn в про
странстве Hi,3 . Подставляя соотношения ( 1 1 . 20) в выра
жение ( 14. 1 ) , получим: 

[ k (2) kn ,т, ( 2 ) k ] 1 [•Т• ф2 ,J = ф(l ) 'Pj W km + ф jk'P Wnm + '.l' jk 'Pm + 2 '.1' (2) - (1 ) Х 

[ k k ] 1 - 3 ] х r.pj Wkm + Wjk'Pm + 5 lw(l ) - ЗФ(1)Ф(2) + 2Ф(3) 'Pjm+ 

+ w}�l r.p+ Ф}� [ Ф ik'Pik-Ф щr.р] + Ф jm [ w��) r.pik-w (1) w ik'Pik + 



98 ПРОСТРАНСТВА С НЕБОЛЬШИМ ЧИСЛОМ ИЗМЕРЕНИЙ [ГЛ. 4 

Однако в четырехмерном псевдорю,шновом пространст
ве-времени существуют [18] более общие тензорные соот
ношения, для которых соотношения ( 16 . 1 )  и ( 16.2) явля
ются следствиями. 

В частности, записывая равенство ( 1 1 .2 1 ) при N = 4 
и полагая в нем i 1  = а, i2 = Ь, iз = j, i4 = n, Jl = k , )2 = 

i , )з = т, j4 = р, будем иметь: 

Wak Wai Wam Фар 9ak 9ai 9am 9ар 
Фьk 'WЬi Wьm Фьр = у(4) 9Ъk 9Ьi 9Ьm 9Ьр 
Wjk Фji Wjm Wjp 9jk 9ji 9jm 9jp 
Wnk Wni Wnm Wnp 9nk 9ni 9nm 9пр 

где У(4) дается выражением ( 1 1 . 20) . 
Раскрывая в этом равенстве определители, приходим 

к соотношению: 

(16 .4) 

-Wьp(WjiWnm - WjmWni) + Wьm(WjiWnp - WjpWni) ] -

-Wa i [Wьk('W jp Wnm - W jm Wnp ) - Wьp ('W jkWnm - Wjm Wпk)+ 

+Фьm(ФjkФпр - WjpWnk)] + Wam[Ч!Ь i (Ч!jk'Wпp - WjpWпk )

-Ч!ьk(WjiФпp - WjpWпi ) + Фьр (ФjiWпk -· ФjkWni) ] -

-Фap [ФЬi(WjkWnm - WjmWпk) - Фьk(ФjiWnm - ФjmWni )+ 

+Wьm (WjiWnk - WjkWni) ] = {9ak [9Ьi (9jp9nm --'- 9jm9np)-
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-gьp(9ji9nm - 9jm9ni) + 9Ьm (9ji9np - 9jp9ni) ] -

-9ai [9ьk (9jp9nm - 9jm9np) - 9Ьp (9jk9nm - 9jm9nk)+ 

+9ьm(9jk9np - 9jp9nk)] + 9am [9Ьi (9jk9np - 9jp9nk )

-gьk(9ji9np - 9jp9ni )  + 9Ьp (9j i9nk - 9jk9ni) ]-

--9ap [gЬi (9jk9nm - 9jm9nk) - 9Ьk (9ji9nm - 9jm9ni )+ 

+9ьm(9ji9nk - 9,ik9ni) ] }У(4) . 
Произведем последовательную свертку индексов в выра
жении ( 16 .4) .  Сворачивая индексы k и j, получим: 

,т, · ( 'т,(2 ) ,т, ,т, (2) ,т, ) .т, ( 'т, (2 ) ,т, .т,(2) ,т, · )  
'.1:" bz '.1:" am '.1:" пр - '.1:" ар '.1:" nm - '.1:" Ьm '.1:" ai '.1:" пр - '.1:" ар '.1:" nz + . ( 16.5) 

+Фьр(Ф��) Фпm - Ф��Фпi) - Wai [Ф��Wnp - W��) Фпт-

-Фьm(Ф(l )  Wnp - Ф�� ) + Фьр(Ф( l ) Wnm - \fi��)J+ 
+Фаm [Ф ��) Фпр - Ф��)Фпi - Фьi(ФщФпр - Ф�� )+ 

( (2) ) ]  [ (2) ,т, (2 ) +Фьр W(l) Wni - \flni - Фар WЬi '.!:"nm - ФьmWпi-

-ФЬi (Ф(l )Фпm - Ф�2� ) + Фьm(Ф(l )Фпi - Ф�2/) J = 

= у(4) { 9Ьi (9ap9nm - 9ат9пр) + 9Ьm (9a i9np - 9ap9ni )-

-gьp (9ai9nm - 9am9пi) } · 

Свернем далее индексы а и i . В результате будем иметь: 

{ (з) ,т, (З) ,т; ,т, (З ) ,т, ,т, (З) ,т, 2 ф bm '.1:" пр - \{1 Ьр '.1:" пm + '.1:" пр '.1:" bm - '.1:" пm '.1:" Ьр+ ( 16 .6) 
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{ ,т, (2) ,т, ,т, (2) ,т, ,т, (2) ,т, ,т, (2) ,т, } _ +2 '±" Ьр '±" nm - '±" пр '±" bm + '±" пт '±" Ьр - '±" Ьт '±" пр W ( 1 )  -

- 2У(4) [ ] - 9Ьт9пр - 9Ьр9пт · 
Свернем теперь индексы Ь и n. Тогда из выражения 

( 1 6.6) получим соотношение ( 1 6 . 1 ) .  
Таким образом, в произвольнам четырехмерном 

псевдори:мановом пространстве справедливы тензорные 
равенства ( 16 . 1 ) ,  ( 16 .4) - ( 16 .6 ) .  

§ 17. Тензорные соотношения в трехмерном 
псевдоримановом пространстве 

Полагая в выражениях ( 1 1 .2 1 )  N = 3 и последова
тельно сворачивая в нем индексы, несложно убедиться, 
что в трехмерном псевдоримановом пространстве R� ,З-р 
справедливы тензорные соотношения: 

1 3 -ФрfL [Ф,вvФ'ал - WavW,вл] = 6 [2Ф(з) - ЗФ(2) Ф(1 )  + W (1 ) ] x  

Х { 9afL [g,вv9pЛ - 9рv9,вл] - g,вfL [9av9pЛ - 9pv9aл]

-gpfL [9rзv9aЛ - 9аv9,вл] } , 

[Ф aJl w ,вv - WavW ,вll]w ( 1 )  + w�2 w  ,вfL - w�Jw ,вv + 'llav'll��-
(2) 1 [ ] [ 3 -WafLW,Вv = 6 9o:Jl9,вv - 9av9,8JJ- · 2W(з) - 3W(2)Ф'(l ) + Ф(l ) ] , 
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Ф�32 (х) = w�2 (х)Ф ( 1 ) + �Фар(х) [Фсz) - Ф(1 ) ]+ 

1 . wз ] + вgар [2Ф(з) - 3Ф(1) Ф(2) + ( l ) . 

Выражения ( 1 1 . 19) и ( 1 1 .20) при N = 3 дают: 

1 . 
det / IФ � I I = 6 [2w(3) - 3Ф(2)W(I) + Ф(1 ) ] . 
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Если детерминант матрицы третьего порядка, эле
ментами которой являются компоненты тензора ФJ(х) , 
отличен от нуля (det i i ФJ (x) l l  ;j:. 0) ,  то мы можем постро
ить выражение для обратного тензора Ф�(х) . Из послед
него равенства ( 17 . 1 )  получим: 

Фzю
(х) = 

6Ф(2) (х) - 6w va (x)Ф ( l ) + 3gva [
;

(1) - Фс2) ] 

[2Ф (з ) - 3Ф ( 1 ) Ф (2) + Ф (1 ) ) 

Замечание. Установленные нами соотношения ( 17. 1 )  
справедливы для тензора второго ранга, не обладающего 
какими-.Тiибо определенными свойствами симметрии от
носительно операции переста.новки индексов. В случае 
антисим:метричного тензора второго ранга Фс1) = Фсз) = 
О и эти соотношения значительно упрощаются. 

Таким образом, в трех:t�.херном римановом простран
стве любая целочисленная степень тензора второго ранга, 
начиная с третьей, может быть выражена через низшие 
степени этого тензора и три первых неза.висимых инва
рианта Фс1 ) ,  Ф с2 ) , Ф(з ) · Совершенно аналогично можно 
убедиться, что Jiюбой инвариант Р-го порядка (Р > 3) 
может быть выражен через эти три независимых инва
рианта. Найдем явный вид этих соотношений. 
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Теорема 17. 1 .  В любом трехмерном пространстве u (ЗР) (ЗР+l)  ( ЗР+2) выражения для степенеи hik , hik и hik произ-
вольного тензора второго ранга hik при Р � 1 могут 
быть представлены в виде следующих комбинаций ме-
трического тензора 9ik , тензоров hik и h��) : 

( 17 .2) 

где коэффициенты Ар , Вр и Ср представляют собой по
линомы от инвариантов ( скаляров) h(3) , h.(2) и h (l)  этого 
тензора и могут быть определены из системы рекуррент
ных уравнений: 

Ap+I = (А� + 2А1В1 + CI )Ap + (Ai + B1 )Bp + A1 Cp , ( 1 7.3) 

Bp+l = (Ai B1 + Bi + А1 С1 )Ар + (А1 В1 + С1 )Вр + В1 Ср ,  

Cp+l = (Ai + В1 )С1 Ар + А1 С1 Вр + С1Ср 
с начальными значениями А1 = h( l ) ,  

Доказательство. Обобщая последнее из соотношений 
( 17. 1 )  на произвольную степень 3Р и полагая Р 2': 1 . за-
пишем: 

( 1 7.4) 
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Тог да в соответствии с последним равенством ( 17 . 1 ) ,  
имеем: А1 = h ( 1 ) , 

Умножая выражение ( 1 7.4) последовательно на h�1 (x) и 
h� (x ) , получим: 

, (Зр+2) [ ) ] (2) 
nik = А1 (АрА1 + Ер + ApBl + Ср hik + 

+ [(ApA:t + Вр)В1 + ApCI ]h,ik + (ApAl + Bp)CI9ik · 
И, наконец, умножая последнее выражение еще раз на 
hnk (x) , будем иметь: 

l1-��р+З) = [(А� +2А1В1 +CI )Ap + (Ai +BI )Bp +AICp]h�;) + 

+[(Ai В1 + Bi + А1 С1 )Ар + (А1В1 + С1 )Вр + В1 Cp]hik+ 
+ [(Ai + В1 )С1Ар + А1С1Вр + C1Cp]9ik ·  

Сравнивая это соотношение с равенством ( 1 7.4) , прихо
дим к системе рекуррентных уравнений, опреде.тrяющих 
коэффициенты Ар , Вр , Ср : 

Ap+l = (А� + 2A1Bl + Cl )Ap + (Ai + BI )Bp + А1Ср ,  

Bp+ I = (AiB1 + Bi + А1С1 )Ар + (А1В1 + Cr )Bp + В1Ср, 
Cp+l = (Ai + В1 )С\Ар + А1С1Вр + С1Ср . 

Теорема 1 7. 1  доказана. 
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Замечание. Систему рекуррентных уравнений 
( 1 7.3)  мы могли бы решить в общем виде, при произ
вольном значении Р � 1 .  Однако получаемые выраже
ния для коэффициентов Ар , Вр и Ср через инварианты 
h(з) , h(2) и h( l )  имеют очень громоздкий вид. Поэтому с 
практической точки зрения при заданном значении Р � 1 
коэффициенты Ар , Вр и Ср удобнее получать из системы 
рекуррентных уравнений ( 1 7.3)  методом прогонки. 

В случае антисимметричного тензора hik = -hki , ИН·· 
варианты h(з) = h( l )  = О  и решение рекуррентных урав
нений ( 1 7.3) существенно упрощается: Ср = О, 

[1 + ( -l)P] ( h
2
(2) ) (Зр-2) /2 

' Ар = 2 

В = [1 - (-l )P] ( h(2) ) (3p-1 ) /2 
р 2 2 

Поэтому для антисимметричного 'l'ензора hik = -hki 
из соотношений ( 17.2) имеем: 

h(Зр) А h(2 ) в h ik = р ik + р ik , 

(зр+2) А (2 ) . В h h. ik = p B1 hik т Вр 1 ik · 

Следствие 17. 1 .  Сворачивая индексы в соотноше
ниях (17 .2) , по.тrучим выражения для инвариантов степе
ней h(зр) , h(зp+l ) ' h(зр+2) тензора h·ik через инварианты 
h(l ) ' h(2) ' h(З) и их полиномы: 

h(зр) = Aph(2) + Bvh(l )  + 3Ср , 

h(зp+l) = (ApAl + Bp)hc2) + (ApBl + Cp )h( l )  + 3АрС1 , 
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.h(зр+2) = [Ap (Ai + В1 ) + BpAl + Cp]h(2)+ 
+ [Ар (А1 В1 + С1 ) + ВрВ1]hщ + 3(ApAl + Bp)Cl ·  
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В случае антисимметричного тензора hik эти выра
жения лринимают вид: 

Замечание. Полученные непинейные соотношения для 
тензоров второго ранга в трехмерных пространствах це
лесообразно использовать при решении различных задач 
в механике сплошных сред и в неnинейной акустике. 

§ 18. Нелинейвые тензорные соотношения 
в двумерном пространстве 

Рассмотрим телерь случай двумерного nространст
ва с метрическим тензором 9ik , где i и k могут принимать 
значения 1 и 2 .  Примерами таких пространств являются 
различные поверхности (оболочки и штастины) широко 
используемые в теоретической механике. 

Выражение ( 1 1 . 1 ) в этом случае принимает вид: 

( 18. 1 )  

Поэтому в двумерном пространстве все степени тен
зора h�f) при Р 2:: 2 будут выражаться через первую 
h��) = hik и ну.тrевую h��) = 9ik степени этого тензора 
и два независимых инварианта h( l) и h (2) · 

Найдем явный вид этих соотношений. 
Теорема 18.1 .  В .пюбом двумерном пространстве 

степени h��P) и h��P+l) произвольнога тензора. второго 
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ранга hik при Р ;::::: 1 являются следующими комбинация
ми метрического тензора gik и тензора hik : 

(2p+ l )  h [ А В ] В hik = ik А1 Р + Р + 1 Apgik , 

( 18 .2 )  

где коэффициенты Ар и Вр представ.тrяют собой полино
мы от инвариантов (скаляров) h(2) и h(l ) этого тензора: 

г( 1 )  ((р - 1) /2] hp-2 m-l h2m+ l [2h _ h2 J m А �· . р + "' (2) ( 1 ) (2) ( 1 )  
Р - 2Р-1 �о Г(2rn + 2)Г(р - 2m) ' 

( 18 .3) 
[р/2] hp-2m h2m [2h h2 ] m 

В _ _  h( l ) А .. Г(р + 1 )  "' (2 ) ( 1 )  (2) - ( 1 )  
р - 2 р + 2Р � Г(2m + 1 )Г(р - 2m + 1 ) ' . .- m-0 

а Г(п) - гамма-функция. 
Доказательство. Д.т:rя удобства дальнейших расчетов 

введем обозначения: 

Обобщая равенство ( 18 . 1 )  на .ттюбую (Р ;::::: 1 )  степень, 
можно записать: 

Умножая это соотношение на тензор gmnh nk и учи
тывая равенство ( 1 8 . 1 ) ,  по.т:rучим: 
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Несложно построить следующую четную степень исход
ного тензора: 

h ��p+2) = hik [(Ai + В1 )Ар + А1Вр] + [А1В1Ар + B1Bp]9ik · 
( 18.4) 

Но в силу первой формулы ( 18 .2) ,  тензор степени 2р + 2 
должен иметь вид: 

( 18.5) 

Сравнивая выражения ( 18.4) и ( 18 .5 ) ,  приходим к системе 
рекуррентных уравнений: 

(Ai + В1 )Ар + А1Вр = Ap+l , А1В1Ар + В1Вр = Bp+l ·  
( 1 8.6) 

Формальные начальные условия для этой системы 
имеют вид: А0 = О, Во = 1 .  Для решения этой системы 
построим производящие функции: 

( 18.7) 

Система ( 18 .6)  может быть получена после подстановки 
производящих функций ( 18.7) в систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

( 18 .8) 
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Решая систему ( 18 .8) стандартным методом с на
чальными ус.тювиями F1 (О) = О и Fz (О) = 1 ,  соответ
ствующими условиям рекуррентной системы (18 .6 ) ,  бу
дем иметь, вернувшись к инвариантам h( l )  и h(z) : 

где 

Разложим полученное решение в бесконечные ряды по 
степеням � и сравним коэффициенты при одинаковых сте
пенях � с коэффициентами исходных производящих функ
ций ( 18 .7) . Тогда можно определить неизвестные коэф-
фициенты Ар и Вр . В результате приходим к соотноше
ниям ( 18.3 ) .  Теорема доказана. 

Замечание. Используя формулы ( 18.2) , можно при 
помощи формул ( 1 8.3) выразить любые степени произ
вольного тензора второго ранга hik в .любом двумерном 
пространстве через сам этот тензор, метрический тензор 
9ik и два независимых инварианта h(1 ) ,  h(z) · 

В случае антисимметричного тензора hik = -hki , 
инвариант h( l) = О и соотношения ( 18 .3)  существенно 
упрощаются: Ар = О ,  Вр = lt(2/2P .  Поэтому для ан
тисимметричного тензора !tik в двумерном пространстве 
справедливы соотношения: 
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Сворачивая индексы в соотношениях (18.2) , получим 
выражения дJrя инвариантов степеней h(2p) , h(2p+I) тен
зора hik через инварианты h,(l ) ' h(2) и их полиномы ( 18 .3) : 

Для антисимметричного тензора из этих выражений име-
ем: 

Таким образом, в двумерном пространстве соотношения 
для степеней антисимметричного тензора принимают 
наиболее простой вид. 



ГЛАВА 5 
ТЕНЗОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ МЕХАНИКИ 

СПЛОШНЫХ СРЕД И ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

§ 19. Основы механики сплошных сред 

Описание движения частиц в классической механи
ке производится на основе понятия о м а тернальной точке 
- некоторого бесконечно малого тела: обладающего мас
сой. Решая уравнения движения для этой точки в раз
личных силовых полях, удается исследовать законы дви
жения механических систем, состояrцих из небольшага 
числа материальных тел или частиц. Однако при перехо
де к системам, содержащим большое копичество частиц, 
такой подход оказывается неприменимым. 

Как известно, в одном кубическом сантиметре веrп:е
ства содержится чрезвычаi'IНО большое чиспо N rv 101 9  

молекул. Поэтому для детального описания движения 
всех частиц вещества необходимо решить более 1019 

уравнений движения, что невозможно. Вместе с тем, за� 

дачи о движении твердых теп, потоков жидкостей и газов 
имеют большой практический интерес. 

Для решения таких задач бьы1 создан специальный 
раздел классической механики - механика сплошных сред 
[3 ,4] . В механике сплошных сред движение большого чи
сла микроскопических объектов - молекул среды - опи
сывают усредненными величинами. 
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Центральным понятием при таком подходе является 
понятие физически бесконечно малой частицы (или про
сто, частицы) . Частицей в механике сплошных сред на
зывают совокупность молекул вещества, число которых, 
с одной стороны, достаточно велико по сравнению с еди
ницей, а с другой стороны, весьма мало по сравнению 
с числом молекул в рассматриваемой механической си
стеме. Объем, занимаемый этой частицей, также должен 
быть мал по сравнению с объемом:, занимаемым всей рас
сматриваемой механической системой, которую в этом 
случае называют сплошной средой. 

Описание движения частиц сплошной среды прово
дят на основе полевого подхода: задают все физические 
величины, характеризующие состояние сплошной среды, 
как функции точки пространства и времени. Поэтому в 
механике сплошных сред :интересуются полем скоростей 
v = v(r, t) , описывающем распределение скоростей ча
стиц в пространстве и их зависимостью от времени, а 
также распределением плотности вещества в простран
стве и ее зависимостью от времени р = p(r, t) . 

Обычно для построения уравнений механики сплош
ных сред используются декартовы координаты инерци
альной системы отсчета евклидова пространства с ме
трическим тензором 

о 
1 
о 

( 19. 1 )  

Символы Кристоффеля в этом случае равны нулю, в ре
зу.ттьтате чего все соотношения и уравнения имеют очень 
простой вид. Однако испо.rrьзование декартовых коорди-
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на т и метрического тензора ( 19. 1 )  значительно ограничи
вает область применимости полученных уравнений и со
отношений, не позволяя, например, испо.ттьзовать их без 
каких-либо изменений в с.ттучае произвольных криволи
нейных координат. Поэтому в этой г.rшве, за редким ис
ключением, мы будем полагать, что метрический тензор 
gс.;з является по.riностью произвольным и симво.лы Кри
стоффс.ття, пострьенные с его помощью, не равны нулю. 

Так как используемые при этом кривопинейные ко
ординаты не обязатепьно будут ортогональными, то все 
формулы этой главы будут содержать не физические ком
поненты, как это обычно делается, а геометрические ком
поненты (см. задачу в конце этого параграфа) . Это, в 
частности, означает, что квадрат некоторого вектора во 
в общем случае не будет равен сумме квадратов его ком
понент, а будет опреде.ттяться выражением: 

( 19.2) 

Преимуществом использования геометрических ком
понент векторов является то, что они: могут быть опре
де.ттены во всех системах координат, в то время как физи
ческие компоненты вектора могу'г быть введены тоJiько 
в ортогональных системах координат. 

Следует также отметить, что в произвольных кри
волинейных системах координа'r аппарат ковариантно
го (абсолютного) дифференцирования применим только 
к геометрическим компонентам векторов и ,  вообще, тсн
зоров. 

Задача 

Выразить геометрические компоненты трехмерного вектора 
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через его физические компоненты в произвольной криволинейной, 
но ортогонапьной системе координат. 

Решение. Рассмотрим некоторый вектор во: . Его геометри
ческие компоненты В01 = {В\ В2 , В3} ,  Вр = {В1 , В2 , Вз }  
связаны соотношениями В01 = go:fi Вр , Ба: = g01pB!3. Квадрат 
вектора В01 в .пюбых системах координат опреде.пяется соотноше
нием ( 19.2) . 

Физические компоненты вектора можно ввести только в ор
тогональных системах координат, в которых метрический тензор 
диагонален. При использовании физических компонент векторов 
не делается раз.пичия между ковариантными и контравариантны
ми индексами: В01 = В01 = {В1 , В2 , Вз} .  

Квадрат вектора в ортогональных системах координат ра
вен сумме квадратов его физических компонент: В2 = (В1 )2 + 
( В2 )2  + ( Вз )2 • в ортогональных системах координат квадрат век
тора в геометрических компонентах определяется соотношением: 

Тогда из равенства В2 = В2 1 несложно получить: 

� 1  � 
В = В1 

� 2 
� 

В = В2 
� 3 � 
В = Вз 

Отсюда с.педует, что 

Vl9iljв1 
�

Bl , 

�В2 �в2, 
�Вз -

�
вз. 

( 1 )  
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причем в правых частях этих выражений суммирование по индексу 
а не производится. 

§ 20.  Тензор деформации сплошной среды 

Рассмотрим некоторую сплошную среду и выделим 
в ней какие-либо две бесконечно близкие точки, радиус
вектор между которыми обозначим, как обычно, через 
dxa = { dx1 , dx2 ,  dx3 } .  Под действием приложеиных си.т1 
сплошная среда деформируется, в результате чего меня
ются расстояния между ее точками. Поэтому после де
формирования радиус-вектор между рассматриваемыми 
бесконечно близкими точками изменится и станет рав
ным 

(20. 1 )  

где символом D обозначен абсолютный (ковариантный) 
дифференциал, а и а - вектор деформации (вектор смеще
ния) .  

Так как вектор деформации является функцией точ
ки, то выражение (20 . 1 )  можно записать в виде: 

dx'a = dxa + \7 ;зuadxfЗ . 

Квадрат расстояния между рассматриваемыми бес
конечно близкими точками до деформации равен 
dl2 = ga;зdxadxfЗ , а после деформации 

dl'2 = ga;зdx'a dx1f3 = dl2 + 2\7 ;зuadxfЗ dxa + 

+gа;з \7 vUa\7 JLufЗ dxv dxiL . 
Если ввести симметричный тензор 

ИаfЗ = � [\7 aUfЗ + \7 fЗИа + gJLV\7 aUJL \7 ;зиv] , 

(20 .2)  

(20.3) 
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то  выражение (20.2) можно nереписать в виде: 

Тензор Uaf3 в научной литературе получил наименование 
тензора деформации сплошной среды. 

Изменение расстояния между двумя бесконечно 
близкими точками 6.1 в результате деформации имеет 
вид 

Отсюда следует, что 

6.l - v а j3 -
dl - 1 + Uapn n 1 ,  (20.4) 

где па = dxa /dl - единичный вектор (9af3naпf3 = 1 ) ,  на
правленный вдоль вектора dxa . 

Таким образом, зная тензор деформации Uaf3 , мож
но определить относительное удлинение между любыми 
бесконечно близкими точками сплошной среды. 

В случае малых деформаций, когда модуль макси
мальной по величине компоненты тензора Uaf3 значитепь
но меньше модуля максимальной компоненты 9а,в , из вы
ражения ( 20.4) в линейном приближении получим: 

причем в этом приближении тензор деформации имеет 
вид: 

(20.5) 
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Такие деформации называются малыми. 

Задачи 

1 .  Считая деформации малыми, записать выражения (20 .5) 

для геометрических компонент тензора деформации U01f3 в декарто
вой, цилиндрической и сферической системах координат евклидова 
пространства. 

Решение. 
а) В декартовых координатах х1  = х ,  х2 = у, х3 = z, ме

трический тензор 9а(3 имеет вид (19 . 1 )  и все компоненты еимволов 
Кристоффеля равны нулю. Поэтому из выражения (20 .5) мы имеем: 

Uxx = 

Uzz = 
диz 
дz ' 

дих 
дх ' 

диу Uyy = ду ' Uxy 

Uxz = ! [дих � диz ] 
2 дz 1 дх ' 

! [дих + диу ] · 
2 ду дх ' 

Uyz = � [ �� + д�; ] . 
Так как метрический тензор в декартовых координатах имеет вид 
( 19 . 1 ) ,  то в силу соотношений ( 1 )  задач'и § 19 физические компонен
ты тензора смещений совпадают с геометрическими компонентами. 
Поэтому выражения для тензора деформации в декартовых коорди
натах в геометрических и физиqеских компонентах совпадают. 

б) В цилиндрических координатах х1 = r, х2 = if!, х3 = z ,  
метрический тензор 9а(3 (см. задачу 2 § 3 )  имеет вид 

и отличными от нуля компонентами символов Кристоффеля яшiя
ются (см. задачу § 6) 

-'Т', Г'�' rr.p 
1 
'Т' 
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У читывая, что 

\7 
диа v f3Ua = дхfЗ - Г af3Uv , 

из соотношения (20.5) получим: 

дит Uтт = -д , r _ 1 [ди'Р дит 2u'P ] Ur<p - -2 -д + -д - -- , r 'Р r 
� [ди'Р 

+ 
диz ] 

2 дz дер ' 

1 17 

( 1) 
(2) 

в) в сферических координатах х1 = r, х2 = а, х3 ер, 
метрический тензор имеет вид : 

( 1 о 
9af3 = О r2 

о о 1/(r2 �in2 6) ) 
и отличными от нуля компонентами символов Кристоффеля явля
ются: 

г т вв = -r, 
У читывая, что 

гт • 2 () 'Р'Р = -r s1n , () 1 
Г = Г'Р = -тВ Т<р r 

г�'Р = - sin () cos () ' 

"" диf3 гv 
v aUf3 = дха - af3иv , 

из равенства (20.5) будем иметь: 

ди'Р . () LJ • 2 LJ U 'P'P = дr_р + U() SШ COS и +  TUr Slll и,  (3) 
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и (}() и 0 = � [ дио + ?и r] r 2 дr д() 
и о 
r 

Следует еше раз подчеркнуть, что полученные формуп.ы связывают 
геометрические компоненты тензора деформации иа;з с геометри
ческими компонентами вектора смешения 'И а .  

2 .  Исподьзуя результаты предыдуtцей задачи, записать выра
жения для физических компонент тензора деформации через физи
ческие компоненты вектора смешения в цилиндрических и сфери
ческих координатах. 

Решение. а) В цилиндрических координатах х1 = r, х2 = 
с.р ,  х3 = z .  Обобшая связь между физическими и геометрическими 
компонентами вектора (см. задачу § 19) в ортогональных системах 
координат на случай тензора 

где суммирования по индексам а и {3 не производится, найдем: 

Urr = и rr , 'Uzz U zz , ·u ,p<p 
'U<p<p ( 1 )  r2 ' 

U<pr = 
и <рr U <pz 

U <pz U rz = Urz · r r 
Выразим теперь геометрические компоненты вектора смеrцения Ua 
через его физические компоненты: 
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Подставляя эти выражения в соотношения (2) предыдущей задачи 
и используя равенства (1) , подучим: 

дiir 
Urr = -дr ' 

Uzz = дйz 
дz ' 

� [дйr + 
дiiz ]

. 2 дz дr 

б) в сферических координатах х1 = r, х2 = () , х3 = r..p . 
Поступая аналогично сJiучаю цилиндрических координат, найдем 
связь между физИческими и геометрическими компонентами тензо
ра деформации: 

ив в 
йвв = 2 ' r 

UrB U rB = 
r 

(2) 

Выразим теперь геометрические компоненты вектора смещения Ua 
через его физические компоненты: 

Подставляя эти выражения в соотношения (3) предыдущей задачи 
и используя равенства (2) , по,'Jучим: 

Urr = 
дur  
дr ' 

1 [дu'Р 
_ ] fir u'P'P = --. - -- + cos Оив + - ,  r sш О дr..р r 

1 [дйе J _ � [дйв + � дur _ йв ] 
иве = -;. 

д() + Ur , UrB = 2 дr r д() r , 
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- 1 [ дй 8 . дй <р - ] ив'Р = 
2r sin (j дr.р · + sш () д() - cos Ви'Р , 

Ur = ! [дй<р + _1 __ дйr _ Ur.p ] 
'Р 2 дr r sin () дер r · 

§ 2 1 .  Тензор напряжений 

При деформировании сплошной среды изменяется 
расстояние между молскулами среды, что приводит к 
нарушению состояния равновесия, в котором находилась 
среда до деформации. В результате в сплошной среде 
возникают силы, которые стремятся вернуть эту среду 
в исходное состояние. Эти внутренние силы в научной 
литера туре получили наименование внутренних напря
жений. 

Обычно сплошные среды состоят из молекул с весь
ма малым радиусом действия межмолекулярных сил. По
этому силы, с которыми они действуют на рассматрива
емую частицу среды, оказываются сосредоточенными в 
очень тонком поверхностном слое, окружающем части
цу, т .е .  являются поверхностными силами. Это озна
чает, что силу внутреннего напряжения Fa можно пред
ставить в виде трехмерной ковариантной дивергенции от 
некоторого тензора О'аfЗ : 

(2 1 . 1 )  

Тензор О'аfЗ в научной литературе поJiучил наименование 
тензора напряжений. 

Выясним физический смысл этого тензора. Для это
го проинтегрируем соотношение (21 . 1 )  по достаточно ма
лому объему дV, такому, чтобы интегрирование вектора 
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имело смысл: 

ТЕНЗОР НАПРЯЖЕНИЙ 

1 dV F01 = 1 dV\7 f3CТ01f3 . 
8 V  , пr 

Преобра.зуем правую часть этого равенства: 

J dV F01 = J dSrзcт01f3 , 
б V  S 

121 

где S - поверхность, ограничивающая объем д"\/, dSrз 
n13dS - элемент поверхности� а nrз - единичный вектор 
внешней нормали к поверхности. 

Из этого выражения следует, что компонента стаf3 
тензора напряжений совпадает с а-ой компонентой силы, 
действующей на единицу поверхности, норма..тrьной к оси 
xf3 .  

Тензор напряжений соотношением (21 . 1 )  не опреде
ляется однозначно. Несложно убедиться, что если от тен
зора ст01f3 отнять тензор 'V vf-t01f3v 

= -\7 vf-t01v,B антисимме
тричный по последним двум индексам, то полученный 
тензор 

(21 .2) 

в ев:клидовом пространстве будет удовлетворять тому же 
соотношению (21 . 1 ) ,  что и тензор ст01f3 : 

Действительно, так как в евклидавам пространстве 
тензор кривизны Rpf.lv = О, то ковариантные производные 
второго порядка можно переставлять местами. Тогда в 
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силу свойства антисимметрии тензора f-taflv = -{.lavfJ при 
перестановке последних двух индексов будем иметь: 

Несщнозначность (21 . 2) в определении тензора а-аfЗ мож
но использовать для нал:ожения на него дополнительных 
условий. Обычно выбор тензора V vfJajЗv производят так ,  
чтобы тензор напряжений a-af3 быJI симме'гричным тен
зором: aafi = a-fia . 

Из термодинамики следует , что тензор напряжений 
a-afi можно получить, если термодинамический потенци
<:1.Л F, называемый свободной энергией, продифференци
ровать по компонентам тензора деформации UafJ : 

(21 .3 )  

Знак Т, стоящий в правой части этого равенства, означа
ет, что дифференцирование свободной энергии F следует 
проводить, полагая температуру Т постоянной. 

§ 22 .  Тензорные уравнения д:вижения 
в механике сплошных сред 

В классической механике уравнения движения мате
риа.'1ьной точки имеют вид: 

dv 
m- = F 

dt ' 

где F - сила, действующая на рассматриваемую матери
альную точку, m -- ее масса. 
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При перехqце к механике сплошных сред :это уравне
ние записывается для частицы среды, занимающей ма
лый объем .6. V. В результате уравнение изменения им
пульса принимает вид 

dv 
p- = F, 

dt 

где F - суммарная плотность си.т:r, действующих на ча
стицу. 

Так как вектор v, входящий в это уравнение, явля
ется функцией координат и времени, то 4/dt -- полная 
(субстанциальная) произвqцная: 

Плотность сил F представляет собой сумму внутренних 
сил, действующих со стороны мопекул и атомов, окружа
ющих рассматриваемую частицу, и внешних, по отноше
нию к среде, сил. 

Внутренние силы, как уже указывалось, яв.тrяются 
поверхностными силами и в соответствии с равенством 
(21 . 1 )  могут быть выражены через тензор напряжений. 

Внешние силы практически qцинаково действуют 
внутри объема частицы и являются поэтому объемными 
силами. 

В результате уравнение изменения импульса прини
мает вид тензорного уравнения: 

dvcx сх В  Jcx pdt = V pu ' + р , (22 . 1 )  

где ucxf3 - тензор напряжений, f':x - плотность внешних 
сил, приходящихся на единицу массы. 
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Кроме уравнения изменения импульса (22 . 1 )  в меха
нике сплошных сред используется уравнение непрерыв-
н ости 

др f3 - + � f3 (Pt' ) = О дt 

и уравнение для плотности внутренней энергии П : 

dП(r,  t) _ o:f3 тl 
"tJ f3 р dt 

- а t o:f3 - v f3q , 

(22.2) 

(22.3) 

где qo: - п.тютность потока тепла, а тензор Vo:f3 в научной 
литературе получил наименование тензора скоростей де
формаций среды: 

(22.4) 

Уравнения (22. 1 )  - (22.4) представляют собой основные 
уравнения механики сплошных сред. Однако система 
уравнений (22. 1 ) - (22 .4) явпяется незамкнутой: чи:сJю не
известных, вхQЦящих в эту систему, меньше числа урав
нений. Для замыкания системы уравнений (22 . 1 ) - (22.4) 
к ней обычно добавляют уравнение состояния, конкре
тизирующее вид среды, и термодинамическое уравнение, 
описывающее изменение энтропии s : 

(22.5) 

где Т - абсолютная температура, D - диссипативная 
функция, равная механической работе, необратимо пере
ходящей в тепло, в единице объема и в единицу времени. 
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Важным частным случаем сплошной среды являет
ся идеальная жидкость. В частности, если можно пре
небречь теплопроводностью сплошной среды и недиаго
нальными компонентами тензора напряжений, записав 
его в виде 

где р - изотропное давление, то получим уравнения дви
жения идеальной жидкости: 

др {3 дt + \7 f3 (pv ) = О, 

dvf3 др pga{3dt = - дха + Pfa , 
dП 

р dt = -р\7 f3V{3 . 
Если эту систему допо.Тiнить уравнениями 

П = П(р, Т), р = р(р, Т), 

(22.6) 

которые можно получить с привлечением термодинами
ки, то система становится замкнутой. 

Уравнения для идеальной жидкости заметно упро
щаются, если жидкость можно считать несжимаемой, 
т .е. если ее плотность массы р в широком диапазоне из
менения давления р остается постоянной: р = р0 . Тогда 
система уравнений (22.6) оказывается замкнутой и при
нимает вид: 

dП - = 0, dt 
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При использовании декартовых координат все операто
ры ковариантного дифференцирования V f3, входящие в 
уравнения механики сплошных сред, следует заменить 
на операторы частного дифференцирования по соответ
ствующей координате xf3 . 

§ 23. Тензорные уравнения теории упругости 

В механике сплошных сред твердым те.тюм называет
ся среда, у которой сопротивление сдвигу при независя
щих от времени деформациях с:ко.пь угодно долго остает
ся не равным нуп:ю. Важным частным с.тrучаем твердых 
тел является идеально упругое твердое тело, у которого 
напряжения в любой точке пространства и в любой мо
мент времени зависят от деформаций в той же точке и в 
тот же момент времени. 

Свободную энергию F упругого тепа при ма.пых де
формациях u 01 в  и постоянной температуре Т можно раз
ложить в ряд по степеням тензора u01;з : 

(23. 1 )  

Используя соотношение (21 .3 ) ,  найдем тензор напряже
ний 

а-аfЗ = ).., а;fЗ + 2).Ctf3J.tvtl p,v · 
Если предположить, что в недеформированном упругом 
теле (т.е. при Up,v = О) тензор напряжений должен быть 
равен нулю, то необходимо потребовать, чтобы )..,a;f3 = О. 
В этом случае соотношение (23. 1 )  принимает вид: 

(23.2) 

где тензор четвертого ранга )..,a.B p,v называется тензором 
модулей упругости. 
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Изучим свойства этого тензора. В общем случае тен
зор четвер•rого ранга содержит 34 = 81  компоненту. Од
нако не все из этих компонент входят в выражение (23.2) ,  
так как после суммирования по а , /], f.l и v в правой части 
выражения останется то.тrько часть компонент, удовле
творяющая определенным условиям симметрии. Найдем 
эти условия. Отметим, во-первых, что из-за симметрии 
тензора деформаций Uaf3 = Upa в выражении (23.2) оста
нется только та часть тензора Л о:/3 J.LII ,  которая симметрич
на относительно перестановки индексов внутри двух пар 
а, (З и J.-l, v :  

(23.3) 

И ,  во-вторых, этот тензор симметричен относительно пе
рестановки этих двух пар: 

(23.4) 

Несложный расчет показывает, что в трехмерном про
странстве у тензора четвертого ранга, удовлетворяюще
го условиям (23.3) и (23.4) , независимыми являются 21 
компонента. Псщставляя выражение (23.2) в определение 
(2 1 .3) , получим 

Такая связь между тензором напряжений и тензором 
деформаций характерна д.пя кристаллов, у которых ме
ханические свойства сильно зависят от выделенных на
правлений, появляющихся из-за анизотропного строения 
кристаллической решетки. Однако и в этом случае нали
чие той или иной симметрии в строении кристалла при
водит к появлению дополнительных зависимостей между 
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компонентами тензора )..cxfЗt-tv , так что чис.rю его незави
симых компонент оказывается меньше, чем 2 1 .  

Важным частным случаем упругого тела является 
изотропное тело, у которого нет выделенных направле
ний в проявлении упругих свойств. Тензор )..a!Зt-tv у изо
тропного тела также должен демонстрировать отсутст
вие выделенных направлений в пространстве и быть уни
версальным. Поэтому тензор )..cxfЗ11v должен быть постро
ен из метрического тензора gafЗ , который является един
ственным универсальным тензором пространства. 

Используя метрический текзор gcxfЗ, можно постро
ить два тензора четвертого ранга, удовлетворяющих ус
ловиям симметрии (23 .3) и (23 .4) 

Взяв линейную комбинацию этих тензоров, получим 

Коэффициенты ).. и /1, входящие в это выражение, назы
ваются коэффициентами Ламэ. 

В результате свободная энергия (23.2) для изотроп
ного упрутого тела принимает вид 

(23.5) 

где U(I ) = и�,  U(2) = uafЗU(Зa · 
Всякую деформацию можно представить в виде сум

мы двух деформаций: деформации сдвига, при которой 



§ 23] ТЕНЗОРНЬIЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 129 

объем тела остается неизменным, а меняется только его 
форма, и деформации всестороннего сжатия, когда форма 
тела не изменяется, а изменяется его объем 

Выражение, стоящее в квадратных скобках, описывает 
деформацию сдвига, а последний член - деформацию все
стороннего сжатия. 

Для того, чтобы пqцчеркнуть выделенность этих де
формаций, свобqцную энергию (23.5) иногда. записывают 
в виде 

где коэффициент fJ называют мqцулем сдвига, а ]{ = ). + 
2fJ/3 - модулем всестороннего сжатия. 

Тензор напряжений изотропного упругого тела так
же можно записать, явно выделив две независимые де
формации 

о-<:<fЗ = KgafЗU( l) + 2/) [uafЗ _ �ga!3u(l )] . 3 

При: малых смещениях u в упругом теле скорость его 
частиц v выражается через 11 : 

( 
. дu(r, t) 

v r, t ) = дt
. 

Полагая и скорости частиц упругого тела малыми, полу-
чим 

dv(r, t) 
dt 
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Поэтому для упругого тела, при ма.:гiых изменениях 
его плотности, уравнение изменения импульса принима
ет вид 

azua (r, t) '\7 а� fa Ро дtZ = �О' + Ро , ( 23.6) 

г де р0 - плотность упругого тела в отсутствие действия 
сил. 

Уравнение непрерывности в этом случае можно за
писать в виде 

р - Ро --- = -- '\7 f3U� ' Ро (23.7) 

позволяющем по известной зависимости и,в ( х1 , х2 , х3 , t )  
определить р = р(х1 , х2 ,  х3 , t) упругого тела. 

И, наконец, уравнение щтя изменения энергии П 
F / Ро + Т s упругого те.rш. принимает вид 

dП _ а� dua� T ds р dt - ()' dt + р dt . ( 23.8) 

Уравнения (23.6) - (23.8) представляют собой замкнутую 
систему уравнений, описывающую движение частиц иде
ально упругого тела. Важными частными случаями этих 
уравнений являются уравнения, описывающие равнове
сие упругого те.тrа, когда д2ио:(1· ,  t )jдt2 = о, и уравнения 
упругих колебаний, когда 82u0 (r, t)jдt2 =!= о. 

Задача 

Найти вектор деформации упругого шара радиуса R, находя
щегося в статическом состоянии под действием собственного гра
витационного поля с объемной силой f = -pogrj R, где g - уско
рение свободного падения на поверхности шара , 
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Решение. Уравнение изменения импульса (23 .6) :в случае ста
тики принимает вид: 

( 1 ) 

Используя соотношения (23 .5) и (21 .3) , выразим тензор напряжений 
через тензор дефор:.лации: 

Так как сила гравитации действует на шар сферически симметрич
но, то вектор деформации в сферической системе координат будет 
иметь отличной от нуля то.пько радиальную компоненту Ur ,  кото
рая должна быть функцией только r : Ur = Ur(r) . 

В этом случае формулы (3)  задачи 1 § 20 примут вид : 

дur . 2 Urr = дr , 'U 88 = rur ,  Ur.p<() = r'U r S Ш  (}. 

У читывая, что 

а/3 дur 2 U(l)  = g Uaj3 = -д +- - u ,. ,  ' r r 

найдем отличные от нуля комnоненты тензора наnряжений: 

rr (2 \) дur 2Л 88 _ Л дur  2 (р + Л) 
О" = f-1 + , -д + - u r ,  О" - 2 -д + 3 ur , r r r r r 

(2) 

В силу выражения 
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и соотношений (4) задачи § 6, имеем: 

6 (;1  cos 8 6 6  • . 
\7 ра ,_, = -. - а  - sш 8 cos Ва'Р'Р , 

sш 8 
Подставляя равенства (2) в эти соотношения, получим только одно 
нетривиальное выражение из уравнения \7 parf3 = О : 

В результате уравнение (1) примет вид: 

d { 1 d [ 2 ] } pogr 
dr r2 dr 

r· Ur = (211 + Л)R ' 

Интегрируя это уравнение, найдем: 

3 pogr Cz 
10(2/1 + Л)R + Ct r + r2 · 

Для определения констант интегрирования с1 и Cz воспользуем
ся двумя условиями, которые естественным образом вытекают из 
постановки задачи: вектор смещения U r в центре шара из-за сфе
рической симметрии действия гравитационной сиды должен быть 
равен нулю и, кроме того, компонента arr тензора напряжений 
на поверхности шара должна обращаться в нудь. Первое из этих 
условий требует, чтобы с2 = О,  а из второго следует, что 

10(2/1 + >.. ) (2/1 + ЗЛ) . 
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Таким образом, имеем окончательно: 

pogR [ r3 (6J1 + 5Л)r J U r = 1 0(21-t + Л) R2 - (2J1 + 3,\) ' 
U В  = u'P = О.  

§ 24. Тензорные уравнения движения 
вязкой жидкости 

Использование модели идеальной жидкости позволя
ет решать широкий круг задач. Однако эта мсщель явля
ется достаточно грубой, в результате чего ее реПiения 
не в полной мере отражают nроцессы, происходящие в 
сплошных средах. Классическим примерам в этом смы
сле является nарадокс Даламбера, когда реПiение зада
чи о движении сферы в идеальной жидкости приводит 
к утверждению об отсутствии сопротивления движению 
сферы. Этот результат является следствием пренебре
жения недиагона.пьными компонентами тензора наnряже
ний, оnисывающими касатепьные напряжения, по сравне
нию с диагональными компонентами этого тензора. 

Поэтому при реiUении ряда задач механики сплош
ных сред необходимо иепользовать моде.Тiь вязкой жидко
сти, т.е. среды, в которой тензор напряжений uafl имеет 
не равные нулю недиагонапьные компоненты. В декар
товых координатах тензор uafl записывают в виде, пред
п:оженном еще Ньютоном: 

(24. 1 )  

где тafJ является функцией производных от скорости по 
координатам: 
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Скалярные величины rJ и �' входящие в выражение (24 .2 ) ,  
называют первым и, соответственно, вторым коэффици
ентами вязкости. Обычно предполагается, что эти коэф
фициенты зависят только от плотности сплошной среды 
и ее температуры. Среда, для которой тензор напряже
ния определяется выражениями (24. 1 )  и (24 .2 ) ,  называет
ся линейной вязкой жидкостью, так как тензор т сх(З ли
нейно зависит от тензора скоростей деформаций (22 .4) .  

Подставляя выражения (24. 1 )  и (24 .2) в уравнение 
(22 . 1 ) ,  можно получить уравнение изменения импу.Тiьса 
вязкой жидкости: 

рgсх(З d;: · = ·-::а + gfЗv\1 (З { rJ [ \1 vVa + \1 aVv] } + 

+\1 а { (� - �ry)\1 vV11 }  + Pfa · 

(24.3 )  

Тензорное уравнение (24.3) изменяет свой вид при ин
версии времени t --+ -t , v --+ - v ,  причем в нем изме-
няют знак только члены, связанные с тензором Та(З, а 
остальные члены уравнения (24 .3) сохраняют свой знак. 
Это означает, что уравнение (24.3) описывает необрати
мые процессы, при которых происходит переход части 
механической энергии в тепловую (диссипация энергии) . 
Подстав.ляя выражения (24. 1 )  и (24.2) в уравнение (22.3 ) ,  
получим тензорное уравнение изменения энергии вязкой 
жидкости: 

(24.4) 

где D - диссипативна.я функция, которая в рассматрива
емом случае может быть записана в виде: 

D = Та(З\1 (ЗVа > О .  
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Для замыкания системы уравнений (24.3) и (24.4) к 
ним необходимо добавить уравнение изменения энтропии 
s вязкой жидкости 

T
ds >7 а р dt 

= D - v aq , 

уравнения состояния р = р(р, t) ,  П = П(р, t) , уравнение 
непрерывности (22 .2) ,  а также закон Фурье 

где к, - коэффициент тешюпроводности, который зависит 
от плотности среды и температуры. 

Уравнение изменения импульса (24.3) вязкой жид
кости упрощается, если входящие в него коэффициенты 
вязкости 'ГJ и �  можно считать постоянными для данной 
среды величинами. В декартовых координатах оно при
нимает вид: 

р �: = -\7р + 'ГJ� v + ( �  + 0\ldiv v + pf. 

Это уравнение в научной литературе получило название 
уравнения Навье -- Стокса. 

Задача 

Вдоль цилиндрической трубы радиуса R под действием пере
пада давлениi'r, равного Pl / L на каждую единицу длины трубы,  
течет несжимаемая вязкая жидкость. Течение установившееся ,  ла
минарное. Внешние объемные силы отсутствуют. Определить ко
личество жидкости, протекающей за единицу времени через nоnе
речное сечение трубы. 
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Решение. Так как движение жидкости установившееся 

(dv0Jdt = О) и объемные силы отсу·.rствуют (fo: = 0) , то урав
нение (24.3) в случае несжимаемой жидкости ('V fЗV(:J = О) примет 

вид: 

(1 ) 

Используя правила ковариантного дифференцирования, запишем 
уравнение (1) через частные производные: 

др (Зv д { дvv дvо: и } 
аха = ryg ахfЗ аха: + axv - 2Г av Vu -

Вводя цилиндрические координаты {см. задачи § 3 и § 6) и полага.я , 
что в силу симметрии задачи 

Vr = 'I.J'P = 0 ,  Vz = Vz (r ) , р = p(z) ,  

это уравнение приведем к виду: 

Так как V z = V z ( r) � а р = р( z ) ,  то это уравнение распадается на 
два: 

где Со - константа разделения переменных. 
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Решение этих уравнений имеет вид: 

Cor2 
--- + cl ln r + с2 , 4ry 
р = Coz + Сз , 

где С1 , С2 , С3 - постоянные интегрирования. 
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(2) 

Для нахождения этих констант используем граничные усло
вия \vz (r) j < 00 и Vz (r = R) = О.  Кроме того, будем считать, 
что при z = О давление в трубе р = р0 = const . в результа
те получим: cl = о ,  с2 = -CoR2 /(4ry) ,  Сз = РО · Поэтому 
выражения (2) примут вид 

V = Со (r2 - R2 ) р р + п z z 4ry 
' = о IJQ • 

Так как перепад дав;пений на единицу длины трубы равен Pl / L, 
то из второго равенства следует, что Со = -pl / L. Тогда 

Р1 ( 2 2 ) 
P1Z  

Vz = 477L R - r  , р = ро - 477L . (3) 

Через поперечное сечение трубы каждую секунду протекает Q = 
J(v dS) единиц объема жидкости. ПQD:ставляя первое выражение 
s 
(3) в эту формулу, получим: 

Отсюда следует, что при установившемся течении вязкой жидко
сти секундный расход Q линейно зависит от перепада давлений 
PI / L,  обратно пропорционален коэффициенту вязкости жидкости 
и пропорционален четвертой степени радиуса трубы. 



ГЛАВА 6 
ПСЕВДОЕВКЛИДОВО 

ПРОСТР АИСТВО-ВРЕМЯ 

§ 25 .  Основные понятия 

В четырехмерном псевдоевклидовом пространстве
времени, называемом еще иногда пространством Мин
ковского, тензор кривизны равен нулю: Rinm = О. По
этому преобразованием координат xi = xi ( х' т ) метриче
ский тензор gik этого пространства сразу во всех точках 
можно привести к га.пилеевскому виду: 

9ik = (� о о 

jJ 
-1  о (25. 1) о - 1  
о о 

Переход к четырехмерным координатам, в которых ме
трический тензор псевдоевкшщова пространства-време
ни имеет галилеевский вид (25. 1 ) ,  соответствует пере
ходу к инерциальной системе отсчета и использованию 
в этой системе отсчета трехмерных декартовых коорди
нат х1 = х, х2 = у, х3 = z. В этих координатах квадрат 
интервала принимает наиболее простой вид: 

(25.2 )  

где с - скорость света. 
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Определитель тензора (25 . 1 )  равен g det \ jgik j j  = 

-1 .  Используя выражения (25 . 1 )  и определение (3 . 1 ) ,  не
сложно найти контравариантные компоненты gkm м:етри-
ческого тензора: 

km g = 

Из определения ( 6.4) 
( � о о ]J -1 о 

(25 . 3) о - 1  
о о 

и выражений (25. 1 ) ,  (25.3) для ме-
трического тензора 9ik следует , что в декартовых коор
динатах инерциальной системы отсчета псевдоевклидова 
пространства-времени все символы Кристоффе.пя равны 
нулю: Гim = О. В этом случае ковариантные производ
ные совпадают с частными произвqцными и все тензор
ные соотношения имеют наиболее простой вид. 

ВыдеJiенность псевдоевклидова пространства-време
ни обусловлена тем, что в том случае, когда можно пре
небречь действием гравитационного поля, геометрия на
шего реального пространства-времени совпадает с геоме
трией Минковского. Поэтому все тензорные уравнения и 
соотношения механики, электрqцинамики и других раз
делов физики должны формулироваться и исследоваться 
с учетом свойств этой геометрии. 

Выражение (25.2) для квадрата интервала играет 
большую роль в установлении многих соотношений в спе
циальной теории относительности. В частности, исполь
зуя опредеJiение ui = dxi jds ,  неспожно найти явный вид 
компонент четырехвектора 

i { о 1 
и = и = ---:r==:::::::= .j1 - {32 ' 

(25.4) 
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где v = dr 1 dt - трехмерный вектор скорости, ,В = v 1 с. 
Так как четырехмерный вектор и� выражается че

рез компоненты трехмерного вектора скорости, то в на
учной литературе он получил наименование четырехвек
тора скорости. В силу своего опреде.пения квадрат четы
рехвектора и i равен единице: 

(25.5) 

Четырехвектор скорости и i используется в выраже
нии для четырехвектора импульса релятивистской ча
стицы: pi = mocиi = {р0 = Е 1 с, р } ,  где Е - энергия 
частицы, р - ее трехмерный импульс. 

Подставляя в это выражение соотношение (25.4) ,  в 
галилеевых координатах получим: 

i i { о тое р = rno си = р = �=:::=:::::::: 
Jl - f32 , 

rnov } Р 
= 

Vl - f32 . 

При v < < с (нерелятивистское движение) из этого выра
жения имеем: 

2 
2 mov 

E = moc + �, p = m0v. 

Если выражение (25.4) ковариантно продщфференциро
вать по s ,  то получим четырехвектор ускорения 

Dиi 
W� = Ds 
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В галилеенеких координатах имеем: 

. dui 1 dui 'U)z = - = ds су'1 - (32 dt 
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0 (а v) а (а v )v = { U' = сЗ ( l - (32 )2 ' w = с2 ( 1 - (32 )  + с4 ( 1 - (32)2 } ,  

г де а = dv / rlt - трехмерный вектор ускорения. 
Квадрат четырехвектора ускорения яв.тrяется прост

ранственноподобным вектором: 

2 
i k а 

ш ш 9ik = - с4 ( 1 - (32 )  

(v а)2 

с6 ( 1  _ (32 )3 · 

Четырехвекторы скорости и ускорения являются ортого
нальными векторами: 

. k - Dиk 1 D . k U 1 'UJ  g ·k = U z--g ·k = --[uzu g ·k] = Q · '  Ds z 2 Ds z ' (25.6) 

так как uiu k9ik = 1 согласно соотношению (25 .5) .  
В случае действия на. материальную точку массы то 

трехмерной си.11ы f, уравнение ее движения принимает 
вид: 

(25. 7) 

где pi -- четырехвектор силы. 
В декартовых координатах инерциа..Тiьной системы 

отсчета. вектор pi имеет компоненты: 

pi = {Fo = ___(!_�. F 
f } 

cy'l - ,82 · = 
у'1 - f32 · (25.8) 
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Умножая уравнение (25.7) на 9ikUk и учитывая выраже
ние (25 .6) :  несложно убедиться, что вектор pi также ор
тогонален вектору четырехскорости: 

Уравнение (25. 7) при заданной силе f позволяет, в прин
ципе, решать широкий круг задач о законах релятивист
ского движения материальных частиц. Однако система 
уравнений (25.7) представляет систему нелинейных диф
ференциальных уравнений второго порядка, общие ме
тоды интегрирования которых в настоящее время отсут
ствуют. Поэтому в ряде очень важных задач точные ре
шения уравнений (25 .7) не найдены. 

Задачи 

1 . В галилеенеких координатах, в которых метрический тен
зор имеет вид (25 . 1) , используя уравнение движения (25 .7) и соот
ношение (25 .8) ,  записать уравнения для импульса р и энергии Е 
релятивистской частицы. 

Решение. Интерва.rr (25 .2) в рассматриваемом случае прини
мает вид: 

Поэтому djds = dj[cJl - /32dt] . Используя выражения (25.4) и 
(25 .8) , запишем тензорное уравнение (25 .7) по компонентно: 

�ос d ( 1 ) 
J1 _ 132 dt vl _ 132 

(f v ) 
( 1 ) cJl - /32 ' 
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то d ( v ) 
yi1 - (Р dt Jl - ;зz 
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f 

Отсюда nолучаем уравнения релятивистской механики для импуль
са р = тоv /J1 - (32 и энергии Е =  тос

2 / jl - (32 
dE - = (f v) dt ' dp 

= f dt . (2) 

Таким образом, уравнения релятивистской механики (2) по форме 
совпадают с соответствуюrцими уравнениями нью·rоновской меха
ники, отличаясь от них выражениями для энергии Е и импульса 
р. 

2 .  Используя уравнения движения (25.7) ,  выразить ускорение 
частицы а через скорость V и трехмерн�й вектор силы f. 

Решение. Проведем дифференцирование в левых частях урав
нений (1)  предыдущей задачи. В результате получим: 

(а v) (f v ) 
то 

а (а v)v f 
Jl - (32 + с2 j(l - (32 )3 - то 

Подставляя первое равенство во второе, будем иметь: 

а =  
Jl - (ЗZ {f _ if v)v } .  

то с2 

Т:аким образом, ускорение релятивистской частицы, приобретаемое 
под действием постоянной силы f, стремится к нулю при V -+ с. 
Сrrедовательно, скорость света - недосяrаемый nредел для скорости 
пюбой массивной частицы. 
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§ 26. Группа движений 
псевдоевклидова пространства-времени 

[ГЛ. 6 

Выражение (25.2) для квадрата интервала в декарто
вых координатах инерциальной системы отсчета при со
вершении целого ряда преобр&зований координат и вре
мени xi = xi (x'P ) сохраняет свой вид: 

(26 . 1 )  
= ds'2 = с2 dt'2 - dx'2 - dy'2 - dz'2 • 

Свойство неизменности функциональной формы векото
рого геометрического объекта в научной литературе по
лучило название форминвариантности, а группа преобра
зований координат и времени, оставляющих квадрат ин
тервала (26. 1 )  форминвариантным, называется группой 
движений. Эта группа является десятипараiv.rетрической, 
по числу свобqцных параметров в четырех соотношени
ях xi = xi (x'P ) , связывающих нештрихованные и штри
хаванные координаты и время. 

Перечислим преобразования xi = xi (x'P ) , так назы
ваемой собственной группы движений (т.е .  группы пре
образований, не затрагивающих отражения осей коорди
нат вида xi = -x'i ) . 

Самыми простыми из них яв.nяются преобразования 
переноса начала отсчета декартовой системы координат 
на постоянный вектор r0 и переноса начала отсчета вре
мени на постоянную ве.т:rичину t0 : 

r = r ' - l'o , t = t' - to . (26.2) 

Форминвариантность квадрата интервала (26 . 1 )  при пер
вом из этих преобразований означает, что в трехмерном 
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пространстве псевдоевклидова пространства-времени 
нет выделенных точек. Второе из преобразований (26.2) 
совместно с выражением (26. 1 )  означает равноправие то
чек временной оси. 

Еще одну подгруппу группы движений псевдоевкли
дова пространства-времени составляет группа вращений 
трехмерной декартовой системы координат. Эта группа 
является трехпараметрической, по числу поворотов си
стемы :координат на постоянные углы. В частности, при 
повороте осей декартовой системы координат вокруг оси 
z на постоянный угол а , соотношения xi = xi (x1n ) при
нимают вид: 

1 1 • х = х cos а + у sш а, 
1 • у = -х sш а + у cos а,  

t = t' , z = z' 

и, как несложно убедиться, оставляют выражение для 
квадрата интервала (26 . 1 )  форминвариантным. 

И ,  наконец, особое место в группе движений занима
ют преобразования, связывающие координаты и время: 

r = r 1 + [ 1 _ 1] (v r 
1)v + ---;.=v=t'=-

Jl - j32 v2 Jl - jJ2 ' 

(26.3) 

где (3 = vjc, v = {vx , vy , vz} -- постоянный вектор, удо
влетворяющий условию (32 < 1 .  

Это трехпараметрическое (по числу компонент по
стоянного вектора скорости v) преобразование устана
вливает связь между декартовыми координатами и вре
менем в двух инерциальных системах отсчета, одна из 
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которых ( штрихаванная) движется относите.,rrьно другой 
с постоянным по величине и направлению вектором ско
рости v .  Преобразования координат и времени (26.3) в 
научной литературе получили наименование преобразо
ваний Лоренца. 

§ 27. Тензорные теоремы Нётер 

У равнения механики, электродина..>vrики и теории 
гравитации в современной теории поля обычно получают 
из условия экстремума функционала, который называют 
действием и обозначают S. Для вывода уравнений ме
ханики материальной точки этот функционал записыва
ют в виде криволинейного интеграла в четырехмерном 
пространстве-времени. Для получения уравнений поля 
функционал S необходимо представить в виде интеграла 
по векоторому четырехмерному объему 1;4 от функции 
L, называемой ПJютностью функции Лагра.нжа. В силу 
традиции действие в этом сnучае записывают в виде 

S = � J Ld4x , (27. 1 )  
v4 

где d4x = dx0dx1 dx2dx3 - э.nемент четырехмерного объ
ема. 

Плотность функции Лагранжа является плотностью 
скаляра веса + 1 ,  в результате чего действие S оказывает
ся скаляром. Выбор явного вида вещественной функции 
L осуществ..rrяется в зависимости от рассматриваемой си
стемы физических поnей. 

Пусть, например, эта система состоит из скалярно
го Ф и векторного Ai полей, взаимодействующих друг с 
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другом в псевдоевклидовом пространстве-времени. Если 
есть основания предполагать, что искомые уравнения 
для полей являются дифференциальными уравнениями 
не выше второго порядка, то плотность функции Лагран
жа L должна иметь вид: 

(27.2) 

Из условия экстремальности функцианала (27. 1 )  при не
зависимом варьировании каждой компоненты полей Ф' и 
Ai получаем уравнения Эйлера - Лагранжа, которые 
обычно называют уравнениями движения для рассматри
ваемых полей: 

_!___ [ дL ] _ дL _ О 
дхn д (�) дФ - ' 

дхn 
(27.3) 

д [ дL ] дL 
дхn д ( ��� ) - дАi 

= О. 

Функция действия S, кроме вывода уравнений движения 
для физических полей, позволяет получить целый ряд об
щековариантных тензорных дифференциальных соотно
шений, которые в научной литературе получили назва
ние дифференциальных законов сохранения. 

Впервые на возможность такого использования 
функцианала S указал математик Д.Гильберт, ученица 
которого Э .Нётер впоследствии доказала ряд теорем, ко
торые позволяют получать различные дифференциаль
ные законы сохранения. Идея доказательства этих тео
рем nроста: nоскольку действие S яв.11яется скаляром, то 
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оно не должно изменяться при проведении инфинитези
мальных (бесконечно ма.п:ых) преобразований. 

В частности, если мы совершим малое преобразова
ние координат 

( 27 .4) 

г де Л i ( х ) - бесконечно малый четырехвектор, то функ
ция действия (27. 1 )  в силу закона преобразования ( 1 .5) 
не изменится: 

JSc = S'(x') - S(x) = О. 

Однако преобразование (27.4) повлечет за собой измене
ние всех входящих в правую часть равенства (27. 1 )  вели
чин: пределов интегрирования и элемента четырехмер
ного объема d4 х .  Плотность функции Лагранжа L при 
преобразовании (27.4) также изменится, поскольку изме
нятся входящие в нее полевые функции Ai и W ,  метриче
ский тензор и их частные производные. 

В случае плотности L, определяемой выражением 
(27.2 ) ,  будем иметь: 

(27.5) 

Рассмотрим выражение (27.5) . Нам необходимо объеди
нить два интеграла в один. Однако, хотя интегрирова
ние в них производится по одному и тому же четырех
мерному объему, в штрихаванных и нештрихованных ко
ординатах границы этого объема, а значит и пределы 
интегрирования, определяются различными числовыми 
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значениями. Поэтому изменим переменвые интегриро
вания в первом из этих интегралов так, чтобы пределы 
его интегрирования совпада.1rи с пределами интегрирова
ния второго интеграла, не затрагивая L'(x' ) .  Для этого 
совершим преобразование в этом интеграле от координат 
х ' к координатам х : 

J L'(x' )d4x' = J JL' (x' )d4x , 

v� v4 

где J - якобиан ( 1 .2) преобразования от переменных х 
' 

к переменным х .  
Тогда соотношение (27.5) примет вид 

85 = � J { J  L' (x' ) - L(x)}d4 x .  (27.6) 
v4 

Раз.тюжим подынтегральное выражение в ряд по малому 
параметру Л n ( х ) с точностью до линейных членов. От
метим прежде всего, что якобиан преобразования ( 1 .2) с 
требуемой точностью принимает вид: 

(27. 7) 

Подставим это соотношение в выражение (27.6) и учиты
вая, что L'(x' ) отличается от L(x) на члены линейные по 
л i ' получим: 

(27.8) 
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Заметим теnерь, что разность nервых двух ч.ттенов 
ПQЦЫнтегрального выражения, по оnреде.11ению, предста
вляет собой координатную вариацию плотности лагран
жиана: 

дсL = L'(x') - L(x) .  

Эта вариация порождает координатную вариацию всех 
величин, вхQЦящих в состав лагранжиана: скалярного 
Ф(х) и векторного Ai (x) полей, метрического тензора и 
их частных производных. Однако испоJiьзовать коорди
натную вариацию не совсем удобно, так как координат
ная вариация от тензора не является тензором и , кроме 
того, координатная вариация непереставима с оnерацией 
частного дифференцирования. 

Поэтому для да.11ьнейшего удобно выделить из коор
динатной вариации вариацию Ли д L ,  которая перестано
вочна с частным дифференцированием и не выводит тен
зоры из их класса. Вариация Ли некоторого геометриче
ского объекта r.p А , имеющего обобщенные (не обязатель
но тензорные) индексы, обозначенные одной буквой: А, по 
определению, имеет вид: 

(27.9) 

Поскольку в этом выражении аргументы обоих членов 
совпадают, то вариация Ли от тензора также будет тен
зором. Используя определение (27.9 ) ,  координатную ва
риацию no.Jiя r.p А можно представить в следующем виде: 

Сохраняя только линейные по .Лi(х) члены, получим, 
что при инфинитезимальном преобразовании координат 
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(27 .4) координатная вариация связана с вариацией Ли со
отношением: 

(27. 10) 

Используя соотношения (27.7) и (27 . 10 ) ,  выражение (27.8) 
перепишем в виде: 

8cS = � J d4x {  8rL(x) + 
д
�n [L(x)>.n] } · (27 . 11 )  

v4 

Найдем теперь выражение для вариации Ли от рассма
триваемой плотности функции Лагранжа. По определе
нию (27. 10) имеем: 

(27. 12) 

� (х) . 
дg�k

(x) tmn
(
x )
) 
- L

(
A ·

(x
) дАi(х) 

g�k · 
дх

n ' g � ' дх
n ' 

) дФ(х) дgik(x) mn 
) Ф(х , 

д 
, 9ik(.:r ) ,  

д 
, g (х) . 

xn 
. 

x
n 

Учтем, что в силу этого же определения 

Ф '(.т) = Ф(х) + дrФ(х) .. 
дФ ' (х) -

дw(х) 
+ д 

дw(х) 

дхn 
-

дхn L дхn 
' 
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g' nm (x) = 9nm (x) + 8Lgnm(x) . 
Подставляя эти соотношения в выражение (27. 12) ,  разло
жим первое слагаемое, стоящее в его правой части, в ряд 
по малым параметрам - вариациям Ли 8 L Ф ( х ) , 8 L Ai ( х ) , 
8L9ik (x) ,  8Lgnm (x) и их частным производным. Оставляя 
только линейные члены, получим 

Переставляя местами независимые операции. частно
го дифференцирования и варьирования и провQЦя тожде
ственные преобразован:ия, отсюда имеем: 

д { дL дL дL } + д n д ( aw ) 8L W + д ( дАi ) 8LAi + ( а  . ) 8L9ik . 
х а п  а п  д ___flЩ • х Х дхn 

Учтем теперь, что вариации Ли 8Lgnm не являются не
зависимыми от вариаций 8 L9ik : 

дLgmn = -gmignk8L9ik · 
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Тогда используя уравнения (27.3) и полученные соотно
шения, выражение (27 . 1 1) можно записать в виде: 

mi nk 
дL ] � n Jn} -g g дgnm UL9ik + V n , (27. 13)  

где введено обозначение Jn для плотности четырехвек
тора веса + 1 :  

Jп , п дL r ,т, дL � дL r = Lл + д ( д'l! ) UL '.!.' + ( дА; ) иLAi + (дgil• ) UL9ik дхn д дхn д дхn 
(27. 14) 

и учтено, что дивергенция его в частных производных 
совпадает с ковариантной дивергенцией: 

Вариации Ли J L W, J LAi и J L9ik , входящие в соотношения 
(27. 13) и (27. 14) , не являются независимыми друг от дру
га, так все они возникают при одном и том же преобразо
вании координат (27.4) .  Поэтому вариации Ли DL Ч! ,  8LAi 
и д L9ik могут быть выражены через четыре компоненты 
вектора лп(х ) .  

Найдем эти выражения. Начнем со скалярного пш1я. 
По определению имеем: 



154 ПСЕВДОЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО-ВРЕМЯ (ГЛ. 6 

Так как координатная вариация скаляра равна нулю в 
силу его закона преобразования W1 ( х' ) = W ( х) при пре
образовании координат, а частная производная от скаля
ра совпадает с ковариантно:й, то будем иметь: 

(27. 15) 

Совершенно аналогично получим и для четырехвектора 
Ai (x) : 

дLAi (x) = дсАi(х) -.Лп д:i (х ) 
= А� (х') -Аi (х) -.Лп д:i (х) . 

xn xn 
Четырехвектор Ai ( х) обладает законом преобразования 
( 1 .6) .  Используя соотношение (27.4) и провQДя вычисле
ния с точностью до линейных по .Лi членов, будем иметь: 

А� (х' )  = Ai (x) -
д
д
.Л� Am(x) . . х� 

Тог да вариация Ли от четырехвектора Ai ( х ) примет вид: 

Добавим и вычтем Г� Am .Л n в правой части этого выра
жения. В результате по.1учим: 

(27. 16) 

Найдем теперь вариацию Ли от ковариантных компонент 
метрического тензора. Как обычно имеем: 

r ( ) 1 ( ' )  ( ) \ n д9ik (x) 
о L9ik Х = 9ik Х - 9ik Х - л д . xn (27 . 17 )  
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Из закона преобразования метрического тензора следует, 
что дхm дхn 

g�k (x') = дх' i дх' k gmn (x) . 
Пqцставляя в это равенство выражение (27.4) и пренебре
гая ч.ттенами, квадратичными по >.i , выражение (27. 1 7) 
приведем к виду: 

f ( ) д>.m алт \ ffi дgik ULgik Х = -giт -д k - gkт -д . - л -д · х xt xm (27. 18) 

Выразим теперь частную произвqцную от метрического 
тензора gik через компоненты символов Кристоффеля: 

дgik гп гп 
дхm = gkn mi + gin mk ·  

Тогда из  выражения (27. 18) будем иметь: 

дLgik (x) = -gim \lk,\m - gkm \liAm. (27. 19) 

Используя выражения (27. 1 5) ,  (27. 16) и (27. 19) , соотно
шение (27. 13) приведем к виду: 

DcS = � !  d4x {�yik [gim\lk>.m + gkm\li>.m] + Vnln
} , 

v4 

где в цепях сокращения записи введено следующее обо
значение симметрического тензора энергии-импульса си
стемы: 

yik 2 { дL . . д [ дL J = - v:::g дgik 
- дхn д ( дg;k ) 

. дхn 

ni km дL } - g g дgnm · 

(27.20) 
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Теперь нам необходимо избавиться от производных век
тора Л m, стоящих в квадратных скобках. Воспользовав
шись формулой дифференцирования по частям и четы
рехмерной теоремой Остроградского - Гаусса, получим: 

дсS = � J d4x{ - v=gлmvi [Tikgmk] }+ (27.2 1 )  
v4 

+� J dSn [Jn + v=gтnk9mkAm ] , 
s4 

где s4 - поверхность, ограничивающая рассматриваемый 
четырехобъем. 

Поскольку бесконечно ма.ТiыЙ четырехвектор Л m про
изволен, то м:ы можем воспользоваться эт·им произволом 
для упрощения выражения (27.21 ) .  Пусть, например, сна
чала вектор Л m будет произволен внутри четырехобъема, 
а на его границах сам вектор и его ковариантные произ
водные равны нулю. Тогда и в выражении (27.2 1 )  по
верхностный интеграл обратится в нуль и оно примет 
вид: 

дсS = -� j d4x.J--gлmviт:n .  
V4 

При преобразовании (27.4) с произвольным инфинитези
мальным вектором Л m ( х) вариация де S = О .  В силу основ
ной леммы вариационного исчисления отсюда получаем 
следующий дифференциальный закон сохранения: 

(27.22) 
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Кроме него мы можем лолучить и другие дифференци
альные законы сохранения. Для этого подставим соот
ношение (27 .22) в выражение (27.21) и преобразуем по
верхностный интеграл в объемный. В результате будем 
иметь: 

� � d4x {'Vn [Jn + J=9T�Лm] } = 0. (27.23) 
v4 

Учитывая явный вид (27.20) для плотности четырехвек
тора Jn и проводя в выражении (27.23) дифференцирова
ние, получим: 

� f d4xyCg{ лm ['Vп(Т� - т�)] + (27.24) 
v4 

+ [т� - т� - \?pa�n] V пАт - a�n\7 n 'V pAm } = О, 

где введены следующие обозначения: 

pn 1 { дL дL А } am = � 2-(�) 9mi + д ( дА ) т , v -g д og,n __ n 
дхР дхР 

(27.25) 

n 1 { rn дL ,т, дL " А } Tm = 1_ -· LQm + д ( itt. ) 'Vm '±' +  ( дА; ) Y m  i . 
V - g _ дхn д д:r;n 

Тензор т� называется каноническим тензором энергии
импульса, а тензор a�n - тензором спина. 

Поскольку в левоf-t части соотношения (27.24) объем 
интегрирования про:и:зволен, то подынтегральное выра
жение должно быть равным нулю тождественно. Так как 
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в каждой точке пространства-времени четырехвектор ).i 
и его ковариантные производные можно выбрать произ
вольными и в псевдоевклидовом пространстве-времени 
V n V р). m = V р V n). т , то данное выражение эквивалент
но следующим трем дифференциа.тrьным законам сохра
нения: 

Vn[T� - т�] = О, 

Tn n "' рп 
m - Т m = У P(J m ' 

(27.26) 

Эти соотношения показывают, что, во-первых, тензор 
спина (J�n является антисимметрическим по верхним ин
дексам, во-вторых, симметрический тензор энергии-им
пульса Т� отличается от канонического тензора т� на 
дивергенцию тензора спина. Тензор спина для скалярно
го поля равен нулю, но д.пя других полей он отличен от 
нуля. 

§ 28. Неинерциальные системы отсчета 

В механике и электродинамике иногда возникает не
обходимость провqцить решение задач в неинерциальных 
системах отсчета. В частности, из-за вращения Земли 
вокруг своей оси все земные лаборатории оказываются 
слабонеинерциальными. Поэтому даже в земной лабора
тории эффекты, вызывз.емые ее неинерциа.rтьным движе
нием, могут оказать существенное влияние на ход меха
нических и электродинамических процессов. 

Адекватное описание различных явлений в неинер
циальных системах от·счета возможно только при посJiе
довательном использовании четырехмерного тензорного 
анализа. Рассмотрим несколько простых примеров не
инерциальных систем отсчета и покажем какой вид в них 
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принимают основные тензорные соотношения и уравне
ния. 

а) Вращающаяся система отсчета. 
Пусть в исходной инерциальной системе отсчета, ме

трический тензор которой имеет вид (25. 1 ) ,  находится 
другая система отсчета, оси х и у которой вращаются 
вокруг оси z с постоянной угловой частотой П. В этом 
случае уравнения xi = xi (x'n ) , связывающие координаты 
и время ( r; t )  инерциальной системы отсчета с координа
тами и временем вращающейся системы отсчета (r ' , t') , 
принимают вид: 

х = х' cos Пt' - у' sin Пt' , 

у =  х' sinПt' + у' cos Пt' , 
t = t' ' z = z. ' 

(28. 1 )  

Взяв дифференциады от этих соотношений и подставляя 
их в выражение (25.2) для интервыта, получим: 

ds2 = с2 [ 1 - Q2 (x':2+ у'2 ) ] dt'2+ (28 .2) 

+ 2Пу' dx' dt' - 2Пх' dy' dt' - dx'2 - dy12 - dz'2 . 
Сравнивая это равенство с равенством (3 .2) ,  найдем не
ну.певые компоненты метрического тензора во вращаю
щейся системе отсчета: 

Пх' 1 . 9oz = - -- , с 

с (28.3) 

g1 1 = gzz = 9зз = - 1 .  
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Контравариантные компоненты метрического тензо
ра имеют вид: 

gtOO - 1 g!Ol - Пуl - ' - ' с 
102 Пх' g = - -- ,  с 

gf33 = - 1 .  

Таким образом, при переходе от инерциальной системы 
отсчета к вращающейся системе отсчета метрический 
тензор подвергся значительным изменениям: у него не 
только появилась недиагональная часть, но и его ком
поненты стали функциями координат. Поэтому не все 
символы К ристоффеля в этой неинерциальной системе 
отсчета равны нулю: 

1 n Гаz = - - , 

с 

2 D,2y' 
Гао = - -2- , 

с 
2 n Гоl = 

с 

Однако тензор кривизны (7 .3 )  в этой системе отсчета, 
как это и должно быть в любой системе отсчета псевдо
евклидова пространства-времени, равен нулю Rinm = О . 
Если в плоскости х101у1 ввести полярные координаты, 
то выражения (28.3) для компонент метрического тензо
ра упрощаются: 

Пr12 
g�o = 1 - -2- ,  

с 
1 1 1 gтт = gzz = - ' 

Пr12 
go<p = -- ; с 

1 2 g<p<p = -r . 

(28.4) 

Система уравнений (25 .7) ,  определяющая при pi = О  сво
бодное движение материальной точки, в неинерциа..ТJ:ьной 
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системе отсчета с метрическим тензором (28 .3) принима
ет вид: 

dи1 - П2х' (ио? - 2П иои2 = О , ds с2 с 
dи2 П2у' ( о )2 2П о 1 О -- + -- и + -и и = , ds с2 с 

du0 dи3 
ds = ds = О

. 
Ее решение найти несложно: 

х' = ( Vaxt' + ха ) cos Пt' + ( vayt' + уа) sin Пt' ,  

у '  = - ( Vaxt' + ха ) sin Пt' + ('uayi1 + уа ) tos Пt' , 
1 t' + ' z = Vaz za , 

(28.5) 

где Vax , vay ,  'Uay , ха , уа , za - константы интегрирования. 
Сравнивая эти соотношения с законом преобразова

ния координат и времени 

t' - t - '  х' = х cos Пt + у  sin Пt, 
1 z = z ,  у' = -х sin Пt + у cos Пt, 

вытекающим из выражения (28. 1 ) ,  легко убедиться, что 
законы свободного движения (28.5) материальной точки 
во вращающейся системе отсчета соответствуют равно
мерному и прямолинейному движению этой точки в инер
циальной системе отсчета. 

б) Ре.пятивистски равноускоренная система отсчета. 
Релятивистски равноускоренной системой отсчета 

называется система, нача.тю отсчета которой движется 
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реп:ятивистски ускоренно. Релятивистежи равноускорен
ным движением материальной точки называется движе
ние, совершаемое пqц действием постоянного по величи
не и направJтению трехмерного вектора СШIЫ f = const. 
Предположим, что этот вектор направлен вдоль оси z .  
Тогда система уравнений (25 .7 ) ,  (25.8) сведется к одному 
уравнению (см. задачу 2 § 25) :  

d v - = сЬ = const dt . /1 - 112 
, 

V с2 

где v = dzjdt� Ь = fz /(rnoc) .  
Решение этого уравнения с нача.пьными условиями 

r(O) = О, v (O) = О  имеет простой вид: 

z = � [ /"1 + bz t2 - 1] . ( 28 .6) 

Поэтому закон преобразования координат и времени xi = 
xi (x'n ) при переходе от инерциальной системы отсчета к 
реляти:вистски равноускоренной системе о·гсчета, движу
щейся вдоль оси z, можно представить в виде: 

t = t' , ' х = х ' у = у' , 

z = z' + � [ V 1 + b2f12 - 1] .  
Взяв дифференциалы от этих соотношений и подставляя 
их в выражение (25.2) для квадрата интервала в nсевдо
евклидовом пространстве-времени, получим: 

2cbt1 dz' dt' 
d ,2 . d ,2 d ,2 у' а + b2f'2 - х - у - z . (28 .  7) 
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Таким образом, в релятивистски равноускоренной систе
ме отсчета иенулевые компоненты метрического тензора 
являются функциями времени: 

1 Ьt' 1 ' 1  9оо = 1 + ьz t'z ' 9oz = -
V1 + b2f12 ' 

1 1 1 1 911 = 9zz = 9зз = - · 
(28.8) 

Из этих выражений с.педуег, что неравной нулю оказы
вается только единственная комnонента символов Кри
стоффеля: 

.. \' \ (28.9) 

В неинерциальных системах отсчета nривыЧные nред
ставления о законах механики оказываются непримени
мыми. В частности, в этих системах отсчета не дей
ствует закон инерции. Поэтому для того, чтобы удер
жать тело в состоянии покоя в неинерциальной системе 
отсчета, к нему необходимо приложить силу. 

Чтобы проиллюстрировать это утверждение, запи
шем четыре компонены уравнения движения (25 .7) в слу
чае рслятивистски равноускоренной системы отсчета: 

z duo о mocz�� = pl z duz 2 m.oc ds = F , ds , тое ds = F , (28 . 10) 

т cz [duз -+- гз ио ио ] = рз 
о ds . 

оо · 
В состоянии nокоя v' = dr'jdt1 = О. Поэтому u1 = и2 = 
·u3 = О , а компонента u0 , в силу соотношения g�kuiuk = 1 ,  
равна u0 ' 1 /  �· Учитывая, что в рассматриваемом 
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случае ds = c.;9{;;dt' ,  систему уравнений (28. 10) приве
дем к виду: 

ро = тое !!_ � pl = р2 = О, рз ДО dt' v 9bo
' 

2 тое гз , оо · 9оо 

Подставляя в эти соотношения выражения (28.8) и (28.9) ,  
получим окончательно: 

pl = р2 = о 
' рЗ _ тоЬс 

Таким образом, компоненты четырехвектора силы, удер
живающей тело в покое в релятивистски равноускорен
ной системе отсчета, являются функциями времени, а 
квадрат этой силы не зависит от времени: gikpi pk = 
-тос2Ь2 = -/1 = const. 

Задачи 

1 . Найти закон свободного движения тела массы то в репя
тивистски равноускоренной системе отсчета. 

Решение. При свободном движении pi = О, поэтому уравне
ние (25.7) принимает вид : 

( 1 )  

Оnуская штрихи, запишем выражение для квадрата интерва

ла (28 .7) в релятивистски равноускоренной системе отсчета в виде: 

d 2 [ 2 . . 2 Jd 2 s = с goo + 2cgozz - r t , 

где r = {х, у,  i} , а точка обозначает производную по времени. 
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Поэтому компоненты четырехвектора скорости ui будут 

иметь вид: 

Учитывая, что djds = df[#goo + 2cgozi - r2dt] , и подста
впяя выражение (28.9) в уравнение (1) ,  получим: 

du0 
dt dt 

Решение первых трех уравнений этой системы удобно залисатъ в 
виде 

и0 = сСо = const, и1 = с1 = const, и2 = Cz = const. 

Тогда последнее уравнение легко интеrрируется: 

u3 = С  _ bcCot 
3 vl + ЬЧ2 

Так как u1  = u0xjc, u2 = u0iJjc ,  u3 = u0ifc, ТО ДЛЯ опреде

пения х = х ( t) , у = у ( t) и z = z ( t) получим уравнения 

. С1 . Cz Сз х = Со = const, у =  Са = con.st, z = Со 

Интегрируя их, будем иметь: 

с2 у =  -t + yo , Со 

cbt 
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Сз с г,-:--z =
Со 

t - b[v 1 + ЬЧ2 - 1) + z0 , 
где хо , Уа , Zo -- константы интегрирования. 

Таким образом, в релятивистски равноускоренной �истеме от

счета, :в которой квадрат интервада имеет вид (28.7) , свободное те

до движется равномерно в направлении осей Х и у и релятивистски 

равноускоренно - в направдении оси z .  
2 .  Определить четырехмерную силу pi , которую необходимо 

приложить, чтобы тедо массы то находилось в покое в точке Х 
R, у = z = О вращающейся системы отсчета. 

Решение. Когда те.тю находится в покое, его четырехвектор 

скорости имеет вид 

Из соотношения (25.5) следует, что в этом едучае u0 = 1 /  Jgoo . 
Исп�льзуя выражения (28.4) и определение (3 . 1 ) ,  построим контра
вариантные компоненты метрического тензора: 

Подставляя соотношения (28.4) и (2) в выражение (6.4) , найдем не

равные нулю компоненты символов Кристоффеля второго рода: 

Уравнение (25 .7) с учетом полученных выражений позволяет опре

делить четырехвек':!;'ор силы, которую необходимо При.rюжить в точ

ке Х = R, у
'
= z = О врюцающейся системы отсчета, чтобы тело 

массы то нахQЦи.rюсь в покое: 

ро = F'P = pz = О. 
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§ 29 . Эффект Саньяка 

В качестве примера использования неинерциальных 
систем отсчета проведем расчет эффекта Саньяка [19) .  
Этот эффект заключается в том, что время обхода кон
тура вращающегося кольцевого интерферометра зависит 
от направления распространения электромагнитной вол
ны в этом интерферометре. В результате у двух волн, об
ходящих контур в противоположных наnравлениях, воз
никает фазовый сдвиг, который приводит к смещению 
интерференционных полос. Эффект Саньяка является 
чисто кинематическим :эффектом. 

Предположим, что в плоскости ХОУ системы отсче
та, вращающейся с частотой n, расположен кольцевой 
ицтерферометр, уравнение контура которого в цилиндри
ческих координатах имеет вид: r = R, z = О. 

Предположим далее, что из точки х = R, у = z = О  
вдо.пь этого кольцевого контура распространяются две 
электромагнитные во.пны: QЦна в направ.11ении возраста
ния по.пярного уг.па ер ,  а другая - в противоположном 
направлении. В дальнейшем все вепичины, относящиеся 
к первой во.пне, будем обозначать индексом " +" ,  а ко вто
рой - индексом: " - " . Найдем разность времен Ь.t = t _ - t+ , 
необходимых передним фронтам этих волн д.пя соверше
ния QЦНого обх<Ща контура ко.ттьцевого интерферометра. 
Для этого запишем прежде всего выражение для квадра
та интервала во вращающейся системе отсчета (28 . 1 )  в 
ци.пиндрических координатах: 

Q2 1.2 
ds2 = с2 [ 1 - --] dt2 + 2Пr

2 dtdcp - dr
2 - r

2 dcp
2 - dz

2
. 

с2 

Так как при, распространении электромагнитных волн 
согласно (3 . 7) интервал ds равен нулю, то для двух волн, 
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движущихся по кольцевому интерферометру ( r R = 
const , dr = О, z = О, dz = 0) , получим следующее ква
дратное уравнение 

Решение этого уравнения имеет вид 

( 29. 1 )  

где знак плюс относится к волне, распространяющейся в 
направлении возрастания полярного угла ер ,  а знак минус 
- к встречной волне. 

Решая дифференциальное уравнение (29 . 1 ) ,  получим 
зависимость O'I' времени полярных координат передних 
фронтов рассматриваемых двух электромагнитных волн 

(29.2) 

Постоянные интегрирования 'Ро1 и 'Poz можно найти, если 
учесть, что в начальный момент времени t = О передние 
фронты обеих волн нахqцились в точке х = R, у =  z = О. 
Тогда 'Р+ (О) = О , 'Р- (0) = 2тr и мы имеем 'Ро1 = О , 'Poz = 
21r. В результате законы движения ( 29 .2) передних фрон
тов двух электромагнитных волн, распространяющихся 
во вращающемся кольцевом интерферометре, приобрета
ют вид 

(29.3) 
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с 
!f!- (t) = 21r - [n - R] t. 

После совершения обхода контура nолярная коорщша та ер 
nереднего фронта первой волны станет равной <р+ = 271", 
а у второй волны ер_ = О. Используя эти условия, из 
выражений (29.3) найдем время t± ,  необходимое волнам 
для обхода контура: 

Разность этих времен 

оказывается пропорциональной nроизведению угловой 
частоты вращения системы отсчета Q и площади 1r R2 , 
охватываемой контуром кольцевого интерферометра. 

Так как t_ f. t+ при Q f. О, то nосле обхода контура 
электромагнитные волны придут в точку х = R, у = z = 

О,  имея разные фазы. 
Поэтому измеряя величину разности фаз у встреч

ных волн и зная площадь, охватываемую контуром, мож
но определить величину угловой скорости S1 вращающей
ся системы отсчета. На этом принципе можно создать 
устройство, позволяющее измерять угловые скорости 
вращения различных конструкций (автомобилей, самоле
тов) nри их неинерциальном движении. Однако чувстви
тельность этого способа не очень высока, в результате 
чего для измерения с требуемой точностью необходимо 
и сп ользова ть 'Кольцевые интерферометры больших раз
меров. 
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В частности, в опытах самого Саньяка по измерению 
угловой частоты вращения ЗемJТИ испо.rrьзовался копьде
вой интерферометр с периметром около 600 м. Поэтому в 
настоящее время в качестве навигационного прибора, по
зволяющего из:мерять величину n, бо.rrьшее распростра
нение получили кольцевые лазеры (лазерные гироскопы) . 



ГЛАВА 7 
ТЕНЗОРЫ В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ 

§ 30. Уравнения Максвелла в тензорной форме 

В электродинамике Максвелла полевой переменной 
является антисимметричный тензор второго ранга Fik , 
называемый тензором электромагнитного поля. 

Этот тензор связан с четырехвектором потенциала 
Ai общековариантным соотношением: 

(30. 1 )  

В декартовых координатах инерциальной системы от
счета псевдоевклидова пространства-времени компонен
ты тензора Fik наиболее просто выражаются через ком
поненты векторов напряженностей электрического Е и 
магнитного Н полей: 

( о 
- Е  

Fik = х 
-Еу -Ez 

(30.2) 

Ура�нения движения заряженной частицы во внеш
нем электромагнитном по.тте в электродинамике Максвел-
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ла могут быть получены из действия: 

в в 

S = -тое 1 ds - � 1 Aidxi . 
А А 

В результате приходим к уравнениям 

[dиn n i k] e pnk 
то е ds + Гik и и = � иk , 

[ГЛ . 7 

(30.3)  

где е - электрический заряд частицы, ип = dxn / ds - ее 
четырехвектор скорости. 

Для получения уравнений Максвелла при наличии в 
вакууме заряженных частиц, используется функция дей
ствия 

где ji - четырехвектор плотности тока заряженных ча
стиц. 

Таким образом, плотность функции Лагранжа в этом 
случае принимает вид 

(30.4) 

Подставляя это выражение во второе из соотношений 
(27.3) ,  приходим к тензорному уравнению 

r7 pik - 1 д [ r-::pik] - 47r · i  V k  - -- -- y -g - - -J 
- ..;=g дхk с · (30.5) 
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Еще qцно тензорное уравнение в этой теории имеет вид: 

(30.6) 

Подставляя в это уравнение выражение (30. 1 ) ,  неслож
но убедиться, что оно выполняется только лишь в силу 
математической конструкции тензора Fik · 

В инерциа.ттьной системе отсчета псевдоевклидова 
пространства-времени тензорные уравнения (30.5) , (30 .6) 
принимают вид трехмерных векторных уравнений: 

1 дЕ 4r. . rot Н = � дt + --z-J(r, t ) ,  div Е =  4r.p(r, t) , 

1 дН rot Е = - - - , div Н = О, 
с дt 

(30.7) 

где p(r, t) - плотность эпектрического заряда, а j (r, t) 
плотность электрического тока. 

При наличии материальных сред испо.Тiьзовать урав
нения (30.5) и (30.6) для решения задач оказывается не
возможно, так как в этом случае выражение для четырех
вектора тока ji  = {j0 = cp, j }  должно вкпючать р и j от 
всех заряженных частиц, состав.Тiяющих атомы и молеку
лы вещества. Так как в единице объема вещества содер
жится 1V rv 1019 частиц, то в этом спучае, как и в меха
нике сппошных сред, необходимо использовать усреднен
ные уравнения. В результате такого подхqца приходят к 
системе тензорных уравнений вида 

� Qik - 1 д [ г-;:.Qik] - 4r. · i  v k - -- --- у -g - - -J - ,;=9 дхk с ' (30.8) 
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г де / - усредненный четырехвектор плотности тока сво
бодных зарядов, а тензоры Q ik и Fik ЕJ>Ыражаются че
рез компоненты трехмерных векторов электрической ин
дукuии D, напряженности магнитного поля Н, индукuи:и 
магнитного поля В и напряженности электрического по
ля Е. 

В декартовых координатах инерnиапьной системы 
отсчета эти тензоры имеют вид 

( -�х Ех Е у Ех ) Fik = о -Bz Ву -Еу Bz о -Вх 
' -Ez -Ву Вх о 

( о Dx Dy Dz ) 
-D о -Hz Ну Qik = -D: Hz о -Нх . 
-Dz -Ну Нх о 

Подставляя эти выражения в уравнения (30.8) , можно по
лучить уравнения 1\1аксвеnла для вещества и в трехмер
ной форме 

1 дD 47Г . rot Н =  - - + -J . div D = 47rp, 
с дt с ' 

1 ав rot E = --- - div B = O. 
с дt ' 

Дп:я замыкания системы уравнений (30.8) к ним необхо
димо добавить материальные уравнения D = D(E) , В =  
В(Н). Вид этих уравнений зависит от свойств вещества, 
в которых происходят электромагнитные явления� и от 
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веJтичины э.ттектромагнитного по.ття. В частности, в с.тту
чае .ттине.йных сред и относительно с.ттабых э.ттектромаг
нитных полей материа.ттьные уравнения обычно записы
вают в трехмерном тензорном виде: 

где Е01{3 и р.аfЗ - тензоры диэлектрической и магнитной 
прон:ицаемостей среды. 

При наличии в веществе дост·аточно си.ттьных э.ттек
тромагнитных по.ттей векторы э.ттектрической D и маг
нитной В индукций становятся нетшейными функция
ми векторов Е и Н .  В этом с.ттучае оказывается возмож
ным наб.Тiюдать в веществе це.ТIЫЙ ряд нелинейных опти
ческих явлений. 

Задача 

В декартовых координатах инерциальной системы отсчета 
псевцоевклидова. пространства-времени записать уравнения движе
ния (30.3) в трехмерном виде. 

Решение. В декартовых координатах инерциальной системы 
отсчета псевдоевклидова nространства-времени метрический тен
зор имеет вид (25 .1 ) . 

Поэтому все компоненты символов Кристоффедя равны ну
лю, а компоненты четырехвектора скорости задаются выражением 
(25.4) . Преобразуе:м правую часть ураsнения (30.3) . В силу прави-

Fn· n; p ла nоднятия тензорных индексов · k  = g · i k  имеем 

Ez ) 
- Ну 
н . 

х 

о 
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Тогда, полагая n = О , 1 ,  2, 3, будем иметь 

FO· k ·k u = (v Е) Fl.:·uk = сЕа + ( (v Н])а 
cyf1 - (32 '  · 

cyfl - (32 

(ГЛ. 7 

Используя полученные соотношения и учитывая, что в рассматри
ваемом случае djds = dj (cyfl - (32dt) ,  уравнение (30 .3) при 
n = О перепишем в виде 

!!_ ( moc2 ) = е Е v dt v 1 - (32 ( ) . ( 1 )  

При n = 1 ,  2, 3 уравнение (30.3) дает одно трехмерное векторное 
уравнение 

d ( mov ) е 
-d V 

= еЕ + - rv Н] . 
t 1 - (32 с . (2) 

Несложно убедиться, что общие уравнения задачи 1 § 25 перехо
дят в уравнения (1) и (2) , если сила, действующая на заряженную 
частицу в электромагнитном поле, имеет вид 

е 
f = еЕ + - [ v Н] . 

с 

Эта сила в научной литературе получила наименование силы Ло
ренца. 

§ 31 .  Уравнение эйконала 

При решении многих задач требуется установить 
частотно-фазовые характеристики электромагни'rной 
волны nри ее распространении в раз.rrичных ситуациях. 
Это можно сде.rrать, не решая уравнений (30.5) и (30.6) , 
если сnраведливо приближение геометрической оnтики, 
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т .е. ко г да длина волны электромагнитного излучения 
мала по сравнению с остальными характерными линей
ными размерами, которые встречаются в задаче. В этом 
случае необходимо nостроить уравнение характеристик 
(уравнение эйконала) д.11я системы уравнений Максвел
ла, исследуя которое можно выявить частотно-фазовые 
соотношения для электромагнитной волны nри рассма
триваемых условиях. При nостроении уравнения эйкона
ла обычно nриходится иметь дело со сложными тензор
ными соотношениями. Однако вычисления существенно 
уnрощаются, если использовать теоремы, доказанные в 
главах 3 и 4. 

Проиллюстрируем сказанное на примере nостроения 
уравнения эйконала для электромагнитной волны, рас
пространяющейся в кристалле при наличии псевдарима
новой геометрии пространства-времени (т.е .  при нали
чии гравитационного поля) . В этом случае тензорные 
уравнения Максвелла (30.8) в области, где j i = О, имеют 
вид 

't7 Qik - 1 д [ г-:;Qik] -v k = � д  k у -g - о, 
y -g х (31 . 1 ) 

Материальные уравнения Qik = Qik (Fmn ) , замыкающие 
систему уравнений ( 3 1 . 1 ) , запишем в виде 

Qik - xikmnp - mn ,  (31 .2) 

где тензор xikmn зависит от оптических свойств кристал
.1!�rческого вещества и от метрического тензора nсевдори
манова nространства-времени. 
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Этот тензор должен удовлетворять следующим свой
ствам симметрии: 

Таким образом, тензор xik inn имеет 21 независ:имую ком
поненту. При отсутствии вещества этот тензор прини
мает вид 

xikmn = � [gim in - gkm gin] ' 

а при наличии вещества его удобно записать в виде 

( 3 1 .3 )  

где фikmn -- тензор, характеризующий диэлектрическую 
и магнитную восприимчивости вещества. 

В приближении Геометрической оптики тензор элек
тромагнитного поля Fтп имеет вид: 

- . о 1 2 3 Fmn = Fmn exp[zS(x , х , х , х· ) ] ,  (31 .4) 

где амплитуда Fmn яв.Тiяется функцией, произвсщные от 
которой значительно меньше производных O'I' эйконала 
S(x0 , xl , х

2
, х

3 ) . 
Подставляя выражение (31 .4) в соотношение (31 .2) и 

в уравнения (31 . 1 ) ,  получим систему дифференциальных 
уравнений в частных производных первого порядка: 

i kmnp '(7 S О Х mn v k = . 
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Однако независимыми из этих восьми нетривиаль
ных уравнений являются только шесть 

Х�mп FmпVkS = О, 
где как обычно xkmn = g ·xikmn ' ' а , а� · 

(31 .5) 

Выражая Fap из первого уравнения системы (31 .5 ) ,  
умножая второе уравнение этой системы на VoS, при
ходим к а..т:rгебраической системе линейных однородных 
уравнений 

x�m/3 Fop V kSV mS = О.  

Вводя обозначения Fop = Хр , А� = x�mf3VkSVmS, эту 
систему можно переписать в виде 

Для того, чтобы эта система имела нетривиальные ре
шения Fо(з = Хр =1 О, необходимо и достаточно, чтобы 
det ! !A� I !  = О .  Принимая во внимание выражение (31 .3) ,  
тензор А� приведем к виду 

где введено обо:шачение vm s = gmkv ks. 
Очевидно, что заnисав А� в виде матрицы и nотом 

раскрыв ее опреде.т:rитель через компоненты А� по общим 
правилам, мы получим очень громоздкое выражение, ко
торое непросто будет nривести к трехмерно ковариант
ному виду. , Если же исnользовать формулы тензорной 
алгебры, доказанные в главах 3 и 4, то запись условия 

� - -·-···-- ··�· --------
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det j jA� I J  О оказывается существенно проще и имеет 
трехмерно ковариантный вид. 

Согласно соотношениям ( 1 1 . 19 )  и ( 1 1 .20) равенство 
det i !A� ! !  = О  эквивалентно условию 

(31 . 6 ) 

Составляя из тензора А� инварианты степеней по прави
лу (III. l) и псщставляя их в уравнение (3 1 . 6) , получим 

(31 .7) 

+4( Ф:kv\7iSV'kS)3 
+ 6V' пS\lп S[Фi1ika\7 iSY' kSV' ;3SV' aS

- \7  ,вSV';З SФ�ko:\liS\7 kSJ + 6 [\7 пSVпS - \7 vSV'v S] х 

х [Ф�k;ЗФ'7ра\l iS\7 kSV' mS\7 pS - ( Ф;k,в\liS\7 kS)2 ] 

- 12Ф�kf3Фo:mpv'VaSV v SY'iS\lkSVmS\7 pS+ 

+3(V'пSV'пs? [2Ф�ka\7iS\lkS - \liS\i'iS + V cдVaS]+ 
+SФ�kvФ;jP;ЗФi;mпa\liS\7 kS'VjS\1 pS\1 mSV пS-

- 12Ф:kv ФJPf3 Фi;mпaviS\lkSV1SVpSVmSVnS = О. 
Это уравнение в научной JIИтературе получило название 
уравнения эйконала. 

Так как V mS =/= О, то это уравнение представляе'r 
собой нелинейное дифференциальное уравнение в час'Г
ных производных первого порядка относительно эйкона
ла S. Псщставляя в уравнение ( 3 1 . 7) конкретный вид тен
зора фikmn,  зависящий от оптических свойств вещества, 
и конкретный вид метрического тензора псевдориманова 
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пространства-времени, зависящий от того, в какой си
стеме отсчета и в каком гравитационном поде находится 
вещество, мы можем найти эйконал S. Исследуя зависи
мость эйконала от координат и времени, можно устано
вить частотно-фазовые соотношения, которые возникают 
у электромагнитной волны nри ее распространении через 
рассматриваемое вещество в присутствии заданного гра
витационного поля. 

§ 32. Тензор энергии-импульса свободного 
электромагнитного пол.я 

Рассмотрим э.тrектромагнитное по.тrе в об.тrасти про
странства, г де отсутствуют заряды и токи. Такое по.тrе 
будем называть свободным. П.тrотность функции Лагран
жа свободного электромагнитного по.ття, согласно равен
ству (30.4) , имеет вид 

L = - y'=g pik Fik · 
167ГС (32. 1 )  

Поэтому свободное электромагнитное поле удовлетворя
ет уравнениям: 

(32 .2) 

ViFkп + V kFпi + \1 пFik = О . 

Испо.IIьзуя выражения (27.20) ,  (27 .25) и (32 . 1  ) , приведем 
явный вид для симметрического Tik и канонического т� 
тензоров энергии-импульса: 

Tik = _!_ r _ pin pk ·  + �gik pmn F ] 
, 47Г L · n 4 mn ' (32.3) 
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n 1 [ pnk А 1 m pik ] 
Tm = 47r - Y'm k + 4um Fik · 

[ГЛ . 7 

Сворачивая индексы у тензора Tik 1 можно убедиться, что 
он бесследовьrй: Т = Tik gik = О . Подставляя выражение 
(32. 1 )  в соотношение (27.25) 1  получим явный вид тензора 
спина свободного электромагнитного поля 

(}"pn = _ __!_ ppnA 
т 4?Т m · (32.4) 

Подставляя выражения (32.3) и (32.4) в' дифференциаль
ные законы сохранения (27.26 ) ,  несложно убедиться, что 
они выполняются в силу уравнений (32.2) для свободного 
электромагнитного поля. 

Тензорные выражения (32�3) и (32.4) позволяют ис
следовать энергет:и:чески-имnульсные и спиновые харак
теристики у любого тиnа свобQЦного электромагнитного 
nоля. Комnоненты O"bv тензора спина используются для 
получения выражения для вектора спина S - собственно
го момента импульса свободного электромагнитного по
ля: 

SQ = EO'JlVO"b!J ' 

где Ещш - аксиальный тензор Леви-Чивита трехмерного 
пространства. 

Компоненты тензора энергии-импульса в декартовой 
системе .координат инерциально:й системы отсчета име
ют вид: ( w О"х/с О" у /с ��с ) .k О"х /С -(J'xx - (]'  ху x z  

т� - 1 (32.5) - О"у /с -(]'ух - (}"  уу - CJyz 

(J'z/c -O"zx - (]'  zy -(}" zz 
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г де w = (Е2 + Н2 ) / ( 47Г) - плотность энергии электромаг

нитного поля, rJ = с(Е Н]/ ( 47Г) - вектор Пойнтинга, а rJ a;J - так называемый максвеллавекий тензор напряжений: 

1 1 
2 2 O"af3 = 41Г [ЕаЕf3 + HaH;J - 2да;J(Е + Н  )] .  

Плотность энергии э.тrектромагнитного поля w использу

ется для определения энергии поля Е, содержащейся в 

некотором объеме V : 

Е = JwdV = 2_ f(E2 + H2 )dV. 8к 
v v 

Вектор Пойн·rинга rJ позволяет определить количество 

энергии электромагнитного поJiя dl, проходящей в еди

ницу времени через площадку dS : 

dl = (<JdS) = (rJ n)r2drl, 

где n - вектор нормали к элементарной площадке dS, 
drl = sin OdOdt..p - элемент телесного угла, r - расстояние 

от источника электромагнитных волн до площадки dS. 
При наличии в рассматриваемой области простран

ства заряженных частиц к тензору энергии-импульса сво

бодного электромагнитного поля (32.5) необходимо доба

вить тензор энергии-импульса частиц. 

Задача 

Найти rr:ютность энергии 'Ш и вектор Пойнтинга rJ для элли
nтически nопяр:изованной nлоской эJJектромагнитной волны, рас
nространяющейся вдоль оси z : 

· EOI Ах = - т sin(wt - kz) ,  Ео2 Ау = - cos(wt - kz) k \ ' 
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где Az = с.р = О ,  k = w /С. 
Решение . Учитывая ,  что в декартовой системе координат инерци

альной системы отсчета Ai = {А о = i.p ,  -Ах , -Ау ,  -А z} ,  из 

выражений (30 . 1 )  и (30 .2) несложно найти, что 

Поэтому 

1 дА 
Е = -Vr.p - -;; дt , Н = rot А. 

Ех = Ео1 cos(wt - kz) , Нх = -Eoz sin(wt - kz) , 

Еу = Е02 sin(wt - kz) ,  Ну = Е01 cos(wt - kz) . 
Используя соотношения (32.5) , получим: 

w = (Е51 + EJz )  + (E6l - EJz ) cos 2(wt - kz) , 81!' 81!' 
CJ = cwe z .  

§ 33. Тензорные соотношения нелинейпой 
электродинамики 

Как известно, электродинамика Максвелла в отсут

ствии вещества является линейной теорией. Ее предска
зания по самому широкому кругу вопросов, не затрагива
ющих субатомный уровень, постоянно подтверждаются 
со все возрастающей точностью. 

Однако ряд фундаментальных физических сообра

жений говорит о том, что электродинамика Максвел.тrа 

представляет собой лишь первое приближение более об

щей нелинейной электродинамики вакуума, применимое 

в пределе с.Тiабых электромагнитных полей. 
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При исследовании нелинейных моделей электродина

мики большое значение имеет использование различных 

тензорных соотношений, которым удовлетворяет анти

симметричный тензор эдектромагнитного поля. У стано

вим эт·и соотношения. 

Из выражения: ( 16 . 1 )  следует, что в пространстве 

Ri 3 четвертая: степень тензора электромагнитного поля: ' 
может быть выражена через вторую степень этого тен-

зора, метрический тензор gik и два независимых инвари

анта 1(2) ,  1(4) тензора электромагнитного поп:я:: 

(33. 1) 

Таким образом, производьная степень s ?: 4 тензора эдек

тромагнитного поля в этом пространстве также может 

быть представдена в виде комбинации трех низших сте
пеней тензора Fik ,  метрического тензора gik и двух неза
висимых инвариантов тензора э.пектромагнитного поля. 

Найдем эту зависимость в явном виде. Но перед этим 

перейдем в соотношении (33 . 1 )  от инвариантов 1(2) и 1(4) 
к другим независимым инвариантам J(l ) и J(2) ,  чаще все
го используемым в электродинамике и представляющим 

собой комбинации инвариантов 1(2) и 1(4) : 

Такой выбор обус.повлен тем, что в инерциадьных си

стемах отсчета псевдоевкдидова пространства-времени 

инварианты J(l )  и J(2) имеют достаточно прос·той вид 

Jc1 ) , Е2 - Н2 , J(2) = (Е Н)2 и позволяют по их вели

чине судить о взаимной ориентации векторов напряжен-
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ностей электрического и магнитного полей и соотноше

нии между квадратами их мощrJiей. Инварианты же 1(2) 
и 1(4) имеют более сложный вид 

и поэтому оказываются менее удобными. 

В этих обозначениях выражение д.т1я четвертой сте

пени тензора Fik электромагнитного поля принимает вид 

(33.2) 

Обобщая это равенство, запишем выражение д.Тiя тензора 

F(4s) ik в виде: 

p_(4s) = p�2) Q(s) + g.· p(s) 
zk zk 1k ' (33.3) 

где p(s) и Q(s) - пока неизвестные функции от инвари

антов J(l ) и Jc2) · Умножая последовательно соотношение 

(33 '1 F ·i D(2) · i D(З ) · i .31 На m• ' Гm. И Гт·  , ПОЛУЧИМ: 

p(4s+l ) = p.(З) Q(s) + F p(s) mk zk mk ' 

F(4s+2) _ p(2) [p{s) + Т Q(s)l + g Q(s)J 
mk - ik '-' ( 1) . mk (2 ) , 

F(4s+З) _ р(З) [р(s) + J Q(s) J + р Q(s) .J 
mk - ik ' ( 1 ) mk · (2) · 

(33.4) 

Соотношения (33.3) и (33.4) исчерпывают всю бесконеч

ную совокупность тензоров F;::� (р = 4, 5 ,  6 ,  . . . оо ) .  
Определим теперь функции p(s) и Q(s) , входящие в 

эти выражения. Д.пя этого умножим последнее из выра

жений (33.4) на Fi:
m . В результате поJiучим: 
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Так как индекс у этого тензора кратен четырем, то 

в силу определения (33 .3) он должен иметь вид: 

F(4s+4) _ p(2) Q(s+l )  + . p(s+l) 
ik - ik 9zk · 

Сравнивая это соотношение с выражением (33 .3) , полу

чим следующие рекуррентные уравнения для определе

ния функциЙ Q(s) И p(s) : 

p(s+l) = [P(s) + J(l) Q(s) ]J(2) · 

Q(s+l) = [J(l )p(s) + (J(l) + J(2) )Q(s) ] . 

(33.5) 

Формальные нача.т:rьные условия при s = О д.пя этих 

уравнений, согласующиеся с выражениями (33 .2) и (33 .3) ,  
имеют вид: Q(o) = О, р(о) = 1 .  Для решения этих урав

нений воспользуемся предлагаемым нами методом, кото

рый в некоторой степени является обратным по отноше

нию к методу, обычно используемому в теории функций 

Бесселя. 
Построим производящие функции для Q( s) и р( 8) 

(33.6 )  

Система уравнений (33 .5)  может быть получена по

сле подстановки производящих функций (33 .6 )  в систему 

дифференциальных уравнений 

(33 .7)  
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dhz d� = J(1 ) J(2)hl + J(2)h2 
и разложения каждого из них в ряд по степеням ( Ре
шая систему (33. 7) стандартным методом с начальными 

условиями h1 (О) = О , h.2 (0) = 1 ,  яв.тrяющимися следствием 

услоВИЙ Q(O) = 0, р(О) = 1 :  получим: 

h1 (�) = --1 -2 { ехр ( А��) - ехр ( А�� ) } ,  .j4J(2) + J(l) 
V4J<2) + J{l) - Jщ (Л1 � )  h2 (�) = . схр 2 + 2-j4J(2) + J(l ) 

yf4Jc2) + J(l ) + Jcl ) ( лz� ) + 1 ехр т ,  2у 4J(2 ) + J(l ) 
где л1 ,2 = 2J(2) + J(l) ± J(l)F�2) + J(21 ) ) .  

Теперь для определения Q(n) и p(n) нам необходимо 

разложить эти функции в бесконечные ряды по степеням 

� и  сравнить с выражением (33.6) коэффициенты, стоя

щие при одинаковых степенях � . 
В результате получим выражения, отчасти напоми

нающие последовательность Фибоначчи [20] : 
(33. 8) 
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При конечных значениях n (n < оо) Q(n) и p(n) nредста

вляют собой nолиномы конечной стеnени от двух незави

симых инвариантов электромагнитного nоля J(l ) и J(z) · 
Таким образом, нами доказана 

Теорема 33. 1 .  Любая стеnень тензора электромаг

нитного nоля Fi�n) nри 4 ::; n < оо может быть вы

ражена в явном виде через nервые три стеnени этого 

тензора Fi�) , Fi�) , Fik ,  метрический тензор и nолино

мы конечных стеnеней относительно незави:симых инва

риантов электромагнитного nоля J(l) и J(z) no формулам 

(33.3) , (33.4) и (33 .8 ) .  
Сворачивая в выражениях (33.3) и (33.4) индексы, nо

лучим: J(4s) = 4p(s) + 2J(l )Q(s) ,  

Эти соотношения, с учетом выражений (33 .2) и (33.8) ,  
дают в явном виде зависимость инвариантов электромаг

нитного nоля высших стеnеней через два независимых 

инварианта Jщ и J(2) . 

§ 34 .  Применеине тензорных соотношений 

к задачам нелинейной электродинамики 

В настоящее время в теории поля рассматривается 

несколько нелинейных обобщений уравнений Максвелла 

в вакууме. Среди них наиболее известными являются 

электродинамика Гейзенберга - Эйлера [21 )  и электро

динамика Борна - Инфельда [22] . Эти модели нелиней

ной электродинамики основаны на совершенно раз.т:rич

ных принципах, в резу.Тiьтате чего уравнения электро

магнитного поля у них также раз.т:rичны. 
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В основе нелинейной электродинамики Гейзенберга 

Эйлера, как известно, лежит квантовоэлектродинамиче

ский эффект поляризации электронно-позитроннога ва

куума электромагнитными полями. В этой теории точ

ный вид лагранжиана пока не определен, однако при " ма

лых" электромагнитных полях поправки к лагранжиа

ну Максвелла в первом неисчезающем порядке теории 

возмущений квантовой электродинамики имеют строго 

определенный вид: 

__ 1 2 2 , а { (  2 2 2 2 } 
L -

- S1r [
В 

-
Е ] , 36071"2 В� В - Е ) + 7(В Е) 

, 
(34. 1)  

где а =  е2 /hc � 1/ 137 - постоянная тонкой структуры, а 

Bq = m2c2 /efi "' 4.41 · 1013 Гс - квантовоэлектрсщинам:и

ческая индукция. 

Борн и Инфе.11ьд в своих исследованиях исходи.11и из 

идеи о том, что энергия электромагнитного поля точеч

ной частицы должна быть конечной по веJIИЧине. Эти 

и другие соображения привели их к следующему лагран

жиану нелинейной электродинамики в вакууме: 

L = - -1- [J1 + а2 (В2 - Е2 ) - а4 (В Е)2 - 1] , (34.2) 47ra2 

где а - постоянная, имеющая размерность, обратную раз

мерности индукции магнитного поля. 

Электродинамика Борна - Инфельда обладает це

лым рядом интересных свойств. 

Во-первых, в ней собственная энергия эаектромаг

нитного поля точечного заряда действительно является 

конечной величиной. 
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Во-вторых, скорость электромагнитного сигнала в 

этой элеiтродина.мике, хотя и зависит от величины полей 

В2 и Е2 , но не превосходит скорость света с электроди

намики Максвелла. 

И,  наконец, эта теория по своей идеологии тесно при

мыкает к идее Эйнштейна (5] о введении несимметрич

ного метрического тснзора Gik =f- G ki ,  симметричной ча

стью которого служит обычный метрический тензор 9ik , 
а несимметрической частью - тензор электромагнитного 

поля Fik : 

Испопьзуя соотношения тензорной алгебры ( 16 . 1 )  и 

( 16 .2) ,  неспожно показать, что 

где F(2) = Fikpki , F(4) = Fikpkm Fmnpni - инвариан

ты тензора э.Jiектромагнитного попя, а g - определитель 

метрического тензора. 

В отсутствие граюггационного поля: и при использо

вани:и декартовых координат инерциальной системы от

счета, входящие в это соотношение величины, имеют вид 

Поэтому, испоп:ьзуя выражение (34 .3 ) ,  .пагранжиан (34.2) 
можно запиеать в виде: 

1 L = - --[vf=G � v=g). 4па2 
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Следует также отметить, что электродинамику Борна -

Инфельда можно получить исходя и из бш1ее общих су

персимметричных теорий. 

Таким образом, электродинамика Борна - Инфельда 

во многих отношениях является выделенной теорией. 

Однако эта теория, хотя и имеет определенный лагран

жиан, в большой степени феноменалогична и для ее Про

верки [23] прежде всего необхсщимо на эксперименте из

мерить величину параметра а2 или хотя бы оценить его 

величину сверху. 

При достижимых в земных лабораториях полях ве

личины а2 Е2 и а2В2 значительно меньше единицы. В 

этом случае лагранжиан (34.2) нелинейной электродина

миюr Борна - Инфельда. можно разJюжить по малым па

раметрам а2Е2 < <  1 и а2 В2 < <  1 :  

L = _ _2_ (В2 - Е2) + !!!__ [(В2 - Е2 ) 2 + 4(В Е)2] . (34.4) 
87r 327r 

Первая часть этого разJiожения предста.вJiяет собой 

лагранжиан электрсщина.мики Максвел.11а, а остальная 

часть - нелинейную поправку к нему, пропорц:и:ональную 

указанным малым парамерам. 

Сравнение выражений (34 . 1 ) и (34.4) показывает, что 

даже в приближении " слабого" эпектромагнитного поля 

теории Борна - Инфепьда и Гейзенберга - Эйлера раз

личны, так как никаким выбором постоянной а2 эти вы

ражения не свести сщно к другому. 

Уравнения электромагнитного по.11я нелинейной 

электродинамики в вакууме аналогичны уравнениям ма

кроскопической эпектродинамики 

1 дD rot Н = - - div D = О ,  
с дt ' 

(34.5) 
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l дВ 
rot E = - - - div B = O, 

с дt ' 

отличаясь от них смыслом векторов D и Н :  

дL D = 4п-- .  
дЕ ' 

дL 
н =  --471"

ав · 
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(34.6) 

Используя выражения (34.6 ) ,  несложно установить, что в 

нелинейной электродинамике Гейзенберга - Эй.лера урав

нения, связывающие векторы D и Н с векторами В и Е, 
имеют вид: 

D = Е + 2.s[2(E2 - В2 )Е + 7(В Е)В] ,  

Н =  В +  2с[2(Е2 - В2 )В - 7(В Е)Е] ,  

где Е = а/(90пВ;) .  

(34 .7) 

В нелинейной электродинамике Борна - Инфедьда 

аналогичные уравнения имеют совершенно другой вид: 

D = 
Е + а2 (В Е)В 

' y'l + а2 (В2 - Е2 ) - а4(В Е) 2  

Н = _ В - а2 (В Е)Е 
y'l + а2 (В2 - Е2 ) - а4 (В Е)2 

(34 .8) 

Таким образом, уравнения (34 . 7) и (34.8) являют

ся не.,'Iинейными. Поэтому распространение электромаг

нитных волн во внешнем электромагнитном поле по зако

нам нелинейной эдектродинамики вакуума оказывается 

экви:валент�ым [24,25] распространению электромагнит

ной волны в некотором эффективном псевдоримановом 
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пространстве-времени, метрический тензор которого 9ik 
зависит от внешнего электромагнитного поля. 

Следует особо отметить, что при распространении 

электромагнитных волн во внешнем электромагнитном 

поле различные нелинейные модели электродинамики ва

куума будут предсказывать различные выражения ДJIЯ 
этого метрического тензора. Однако метрический тензор 

эффективного пространства-времени 9ik является: вполне 

измеряемой величиной: как показано в работе [26] , ис

следуя законы распространения э.rrектромагнитных вoJIH: 

всегда можно измерить компоненты тензора 9ik с точно

стью до общего конформного множителя. Поэтому изу

чая законы распространения электромагнитных волн во 

внешних электромагнитных полях, можно измерить ком

поненты метрического тензора 9ik и тем самым выяс

нить, какая из теоретических модепей нелинейной элек

тродинамики вакуума наиболее полно согласуется с экс

периментальными данными. 

Найдем компоненты метрического тензора эффек

тивного псевдориманова пространства-времени, предска-

зываемые нелинейными электродинамиками Гейзенберга 

- Эйлера и Борна - Инфельда, для случая, когда с.rrаба.я 

электромагнитная вопна частоты w распространяется в 

поле интенсивного лазерного излучения частоты n. 
Векторы магнитного и электрического полей первой 

из этих электромагнитных волн обозначим через Ь и е ,  а 

второй - через В и Е. Тогда суммарные поля, входящие 

в выражения (34.7) и (34.8) ,  примут вид: 

В = В + Ь ,  Е = Е + е .  

Решим сначала поставленную задачу в нелинейной 

электродинамике Гейзенберга - Эйлера. 
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В нулевом приближении по векторам Ь и е систе

ма нелинейных дифференциа.11ьных уравнений (34.5) при 

выполнении условий 

имеет решение в виде плоской эллиптически поляризо

ванной волны 

В =  �{Во exp[i(rlt - K  r)) +B� exp[-i (Пt -K r)]} , (34.9) 

� с � 
Е = - П (К В] . 

Так как эта волна поперечна и ее инварианты Е2 - В2 
и (В Е) равны нулю, то в nервом приближении по Ь и е 
выражения (34.7) nримут вид: 

D = Е + е +  е{8[(Е- е) - (В Ь)]Е + 14[(Е Ь) + (В е) ]В}, 
(34. 10) 

Н = В +  Ь + e{S[(E е) - (В Ь))В - 14[(Е Ь) + (В е)]Е} . 
Представим векторы Ь и е в виде 

iS iS Ь = Ьо е , е = е0 е , 

где S = S(t , r) - неизвестная функция и векторы Ь0 и е0 

будем считать спа.бс изменяющимися функциями t и r по 

сравнению с функцией exp[iS(t, r)] . 
Подставпяя выражения (34. 10) в уравнения (34.5) и 

исключая вектор Ь,  nолучим однородную систему из трех 

линейных алгебраических уравнений относительно трех 

компонент вектора е f3 = (е) f3 : 

(34. 1 1 )  
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где трехмерный тензор па/3 имеет вид: 

- [���+ (к; S) ] Ea] [ I;; (J1:v S) - (� �� + (к;s) ]Й�] -
r 1 дS J [ 1 дS , } дS дS -14 _Na + сК дt Ма N(З + сКдtМ,вj - дха дх.В 

и для сокращения записи введены обозначения: 

l\t1 = [К Е] , N = [VS Е] . 
Условие det \ \Паf' 1 1  = О существования нетривиальных 

решений системы уравнений (34. 1 1 ) ,  как известно, дает 

дисперсионное уравнение. 

Для '!'ого, чтобы представить это уравнение в ком

пактной форме, воспо.тrьзуемся форму.rrами ( 1 1 . 19 ) ,  ( 1 1 .20) 
тензорной алгебры. Из этих формул следует, что ус.тюв:ие 

det \ \ПafЗ I \  = О  может быть записано в виде: 

(34 .12) 
Подетавляя в это соотношение инварианты степеней тен

зора паfЗ , после сокращения на (дSjдt)2 прихсщим к ра

венству: 

{ (� �) ' - (VS)2 + 8еЙ2 [ �� + (К ;s)_] ' } x  

х { (� 85) 2 - (VS)2 + 14sB2 [� дS + (К �"8) ] 2 } = О, с дt с дt Ь. 
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В2 = � { (Re Во)2 + (Jm Во)2+ 

+ [(Re Во)2 - (Im Во)2] cos 2(!1t -- К r)} .  

1 97 

Таким образом, в зависимости от попяр:изации спабой 

эпектромагн:итной вопны, распространяющейся в попе 

интенсивного пазериого изпучения, функция S = S(t , r) , 
сог.пасно нелинейной электрсщинамике Гейзенберга - Эй

.пера, должна удовлетворять одному из двух уравнений: 

(� �) 2 - (V S)2 + ВеЙ' [��� + (К ;s) ] 2 = О , (34. 13) 

Эти уравнения представляют собой уравнения Гамиль

тона - Якоби 

gnm дS дS 
= О дхn дхm 

дпя безмассовой частицы, движущейся в эффективном 

пространстве-времени, метрический тензор которого за

висит от по.пя сипьной эпектромагнитной волны. Для 

первого типа спабых электромагнитных вопн, удовлетво

ряющих первому из уравнений (34. 13) ,  имеем: 

уа 
gOc; = 8сВ2 _1.._ 

К '  (34. 14) 
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Для второго типа слабых электромагнитных волн полу

чим аналогичные выражения: 

� какrз gа(З = -да(З + 14с:В2 --К2 

(34 . 15)  

Так как тензор кривизны Rjnmk для метрических 

тензоров (34. 14) и (34. 15) ,  предсказываемых нелинейной 

электродинамикой Гейзенберга - Эйлера, тождественно 

равен нулю, то оба этих четырехмерных пространства 

являются псевдоевклидовыми. 

Рассмотрим свойства метрических тензоров (34. 14) и 

(34. 15) в зависи..>viости от поляризации сильной электро

магнитной волны. 

Для циркуляр но поляризованной волны ( R.e Во )2 = 
(1 т Во )2 • В .этом случае компоненты метрических тен

зоров (34. 14) и (34. 15) не зависят от координат и време

ни, но не являются диагональными. Это означает, что 

эти тензоры являются метрическими тензорами инерци

альных систем отсчета, в которых, qцнако, скорость све

та зависит от направления распространения и поляри

зации слабой электромагнитной волны. Поэтому нели

нейное воздействие циркулярно поляризованной сильной 

электромагнитной волны в вакууме на распространение 

с.пабой э.пектромагнитной волны эквива.'Jентно введению 

анизотропной среды. 

Для линейно или эл.ттиптически поляризованной вол

ны (Re В0)2 =/= (!т В0)2 , в резупьтате чего выраже

ния (34. 14) и (34. 1 5) явпяются функциями координат и 

времени и представпяют собой компоненты метрических 
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тензоров неинерциа.1rьных систем отсчета, движущихся в 
nсевдоевклидовом пространстве-времени. Поэтому воз
действие сильной электромагнитной волны, не являю
щейся циркулярно nоляризованной, на распространение 
слабой электромагнитной волны эквивалентно введению 
анизотропной среды и действию сил инерции неинерци
альной 'системы отсчета в той области nространства, где 
эти волны взаимодействуют. 

Нелинейная электродинамика Борна - Инфельда в 
рассматриваемой задаче дает то.'1ько одно уравнение эй
конала: 

{ (! 8S) 2 _ (VS)2 -+- а2В2 [! дS -+- (К �S) ] 2 }2 = О. с дt с дt Ii 
(34. 16) 

Это уравнение также представляет собой уравнение Га
мильтона - Якоби для безмассовой частицы, движущейся 
в эффективном пространстве-времени, метрический тен
зор которого зависит от поля сильной электромаl:'нитной 
волны: 

(34. 17) 

Rra} r/3 a f.l r-o:�< zв� 2 1 g �--' = - и  " -+- а --- . ](2 

Так как тензор кривизны Rjnml для метрики (34. 17) то
ждественно равен нулю, то и это пространство-время 

является псевдоевк.тrидовым. 

При (Re В0)2 #- (Im Во)2 выражения (34. 17) зави

сят от координат и времени и представляют собой ком

поненты �rетрического тензора неинерциа.тrьной системы 
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отсчета, движущейся в псевдоевю:rидовом пространстве
времени. 

Сравнивая выражения (34 . 14) ,  (34. 15) и (34. 1 7) ,  мож
но сделать вывод,  что даже в такой простой ситуации, 
как распространение слабой электромагнитной волны в 
поле интенсивного лазерного излучения, электродинами
ки Гейзенберга - Эйлера и Борна - Инфельда дают су
щественно различающиеся предсказания. 

Наиболее ярко нелинейные свойства Электродинами
ки вакуума должны проявляться в сильных ЭJiектромаг
нитных полях. Такие поля макроскопических размеров в 
прирqце существуют только в окрестности нейтронных 
звезд. В частности, астрофизические наблюдения пока
зывают, что у многих пульсаров магнитное поле на по
верхности достигает значений 1012 - 1013 Гс, а у недавно 
открытых магнетаров до 1015 Гс. 

Как показывают расчеты с использованием уравне
ния эйконала, нелинейно - электрqцинамическое воздей
ствие магнитного поля нейтронных звезд на распростра
нение электромагнитных волн должно привqцить к эф
фектам, основными из которых явпяются: искривпение 
лучей и появление зависимости скорости распростране
ния э.nектромагни'гных сигналов от их по.nяризации и ве
личины внешнего магнитного по.пя. 

В резупьтате магнитное nопе нейтронных звезд дпя 
эпектромагнитного изпучения спужит своеобразной лин
зой, nерераспреде.nяя nоток его энергии в пространстве. 
Кроме того, время распространения электромагнитных 
сигналов от qдного и того же источника до детектора 
через магнитное по.тте нейтронной звезды зависит от их 
по.nяризации. Как nоказывают расчеты, ве.тrичина запаз-
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дывания с:игнала, имеющего одно из двух главных поля
ризационных состояний, по сравнению с сигналом, име

ющем другое главное поляризационное состояние, в от
дельных едучаях может доходить до вnодне измеримой 

величины и состав.nять несколько микросекунд. 

Таким образом, результаты, по.nученные при иссле

довании уравнения эйконала, могут служить основой для 

эксперимента.nьного изучения прояв.nен:ий неливейности 
электродинамики вакуума и выявления теории наиболее 

адекватной лрирqце. 

Следует отметить, что в научной литературе рас

сматриваются [27,28] и другие идеи экспериментов по ис

следованию нелинейной э.nектрqцинамики вакуума. Один 

из таких экспериментов в настоящее время быд nроведен 

в Стэнфордском университете и показал [29] , что элек

тродинамика в вакууме действительно является не.тrиней

ной теорией. Поэтому ее различные предсказания заеду

живают самого серьезного внимания. 



ГЛАВА 8 
ТЕНЗОРНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОБЩЕЙ 

ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

Гравитация в современной науке занимает особое по

ложение. Эта теор:ия затрагивает самые фундаменталь

ные представления о пространстве--времени, материи и 

развитии Вселенной. 

Для адекватного описания гравитации используются 

достаточно сложные в математическом отношении моде

ли, включающие в себя нелинейные дифференциаJтьные 

уравнения в частных производных второго порядка и опе

рирующие понятиями римановой геоме'грии, тензорного 

анализа� топологии и других разделов математики. 

Поэтому для успешного решения различных задач 

теории гравитации необходимо не только привлекать всю 
мощь математических методов, разработанных к насто

ящему времени в математике, но и при решении многих 

вопросов разрабатывать новые математические методы. 

§ 35 .  Уравнения Эйнштейна 

В современной теории гравитации -- общей теории 

относительности Эйнштейна - попевой переменной яв.ття

ется метрический тензор 9mk •:rетырехмерного псевдори

манова пространства-времени. 

Плотность лагранжиана гравитационного по.ття L9 в 
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этой теории имеет вид: 

с4 
Lg = - l6т.-G v=gR, 

где G = 6, 67 · 10-8см3г-1сек-2 - гравитационная посто
янная. 

Плотность ла.гранжиана вещества L м в общей те
ории относите.r.rьности получают из соответствующего 
выражения, испоJтьзуемого в специальной теории отно
сительности, записанного в произвольной криволинейной 
системе координат, путем замены метрического тензора 
псевдоевклидова. nространства-времени /mk на метриче
ский тензор псевдориманова пространства-времени 9mk · 

Таким образом, плотность функции Ла.гранжа для 
гравитационноrо поля и вещества в теории Эйнштейна 
имеет вид: 

где (РА. - остальные по.пя материи. 
Варьируя эту функцию по метрическому тензору 

gmn псевдориманова простраНС'I'ва-времени, как по по

девой переменной, получим уравнения гравитационного 
поля общей теории относительности: 

1 8т.-G Rmn - 29mnR = ---;;:tTmn ,  (35 . 1 ) 

где Rmn - т·ензор Риччи, Tmn - тензор энергии-импульса 
вещества. 

Уравн�ния ( 35 . 1 )  представляют собой систему нели
нейных дифференциальных уравнений в частных произ
водных второго порядка, причем она яв.пяется системой 
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гиперболического типа, так как ее характеристики со

впадают с характеристиками волнового уравнения [ 1 1 ] .  
Теория Эйнштейна предсказала [ЗОJ знаменитые три 

эффекта (гравитационное красное смещение частоты, ис

кривление луча света в гравитационном поле Солнца и 

аномальное смещение nеригелия Меркурия) и попучила 

широкую известность. Ее другие предсказания по ши

рокому кругу вопросов - от эффектов, происхсщящих в 

слабом гравитационном по.тrе Солнечной системы, до раз

личных астрофизических процессов - постоянно находят 
подтверждения в наб.тrюдате.тrьных данных. 

Полученные экспериментальные данные со всей од
нозначностью показывают, что гравитация является не

линейным взаимодействием и для ее описания, с.тrедова

тельно, необходимо использовать нелинейные rгензорные 

уравнения. 

Задача 

Используя уравнения Эйнштейна (35 . 1 ) ,  выразить скалярную 
кривизну R. и тензор Риччи Rmn через компоненты тензора энер
гии-импульса. 

Решение. Свернем индексы т и n в уравнении (35 . 1 ) .  Учи
тывая, что в четырехмерном пространстве 9mn9mn = J;: = 4, 
получим: 

( 1 )  

где Т = Т mn9
mn - след тензора энергии-импульса вещества. 

Подставляя выражение (1 )  в уравнения (35 . 1 ) , найдем: 
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Таким образом ,  скалярная кривизна пространства-време:ни отлич
на от нуля топько в тех областях пространства, где Т =j:. О. Так как 

тензор энергии-импульса электромагнитного поля является бессле
довым (Т = О) ,  то с помощью электромагнит:ных полей создать 
скалярную кривизну пространства-времени невозможно .  

§ 36. НеJiинейные тензорные соотношения 

При решении многих задач в общей теории относи

теJiьности метрический тензор 9ik псевдориманова про

странства-времени обычно записывают в виде: 

(О) ,т, 9ik = gik + 'J! ik , (36. 1 )  

где g��) - метрический тензор " фонового" пространства

времени , а W ik - сумма возмущений h��) метрического 

тензора 9ik до v-го порядка малости : 
v 

Wik = L h��) · (36.2) 
s=l 

При подстановке выражениий (36 . 1 )  и (36.2) в уравнения 

Эйнштейна ( 35. 1 )  и разложении их в ряд теории возмуще

ний обычно получают систему уравнений, позволяющую 
определить h�:) до 1;-го порядка ма..тюсти. 

Аналогичные разложения используются, когда ана

лизируется распространение возмущений гравитацион

ного поля h�Z) на фоне точных решений уравнений Эйн
штейна, таких, как решение Шварцшильда, космологи

ческие решения и другие . 

Для того, чтобы провести указанные выше действия 

требуется построить выражения для определителя g ме

трического тензора 9ik и найти КО!fтравариантные ком

поненты gni Этого тензора. Обычно для решения такой 



206 У Р  АJ3НЕНИЯ ОБЩJ,;Й ТЕОРИ И  ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ [ГЛ. 8 

задачи определитель g и компоненты метрического тен

зора gni записывают· в виде бесконечного ряда по степе

ням тензора Ч! ik и ограничиваются нахождением коэффи

циентов только у нескопьких первых ч.тrенов этого ряда. 
Однако доказанные формуды о степенях тензора вто

рого ранга позво.тrяют [31] записать g и gni в явно тензор

ном виде. 

Теорема 36. 1 .  Опреде.тrите.тrь g метрического тен
зора (36. 1 )  в теории Эйнштейна равен: g = g(0)Dj24, 
где g(o) - определитель метрического тензора g��) , 
D = [Ч!(1 ) +4Ч!(1) + 12\1!(1 >  + 24\1! ( 1 )  -6\1!(1) 'll (2) -- 12\1! ( 1 )  Ф (2) -

- 12\1!(2) + 8\1!( 1 )\1! (3) + 3\1!(2) + 8Ч!(з) - 6\1!(4) + 24) (36.3) 
и степени тензора Ч!ik и их инварианты W(J ) , \1!(2) ,  Ч!(з) , 
'll(4) строятся с помощью метрического тензора g;z) 

фо
нового пространства-времени. 

Доказате.тrьство. Используя соотношение ( 16 .2)  и по

лагая в нем фkt = дk + wr' пос.тrе нес.тrожных вычислений 

будем иметь: det ! ! дk + wr \\ = D/24. Учитывая, что в си
лу уравнения связи ( 36. 1 ) 

cfet i l дk + 'lfk l l  = clet i ig (O)mi l l · det / lgik / ! ,  

а также применяя известную теорему об определите.тте 

обратной матрицы, приходим к соотношению (36.3) ,  что 

и ·требова.пось доказать. 
Теорема 36.2 .  Контравариантный метрический 

тензор gmi ,  обратный к тензору (36. 1 ) ,  в общей теории 

относитедьности Эйнштейна имеет вид: 

mi 1 {-24 'т,mi 24 'т, rni ' 1 + ,т, )+ g = - n '-i' (з) - '.!' (2) \  '-i' ( l)  (36.4) 
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+ 12Фmi (2 + 2Ф (1 )  + Фzl ) - Ф (2) )-

-4g(o)rni ( 6+6\f! (1) +ЗЧ!(1 )  -3\f! (2) -ЗФ ( 1 )  Ф (2) +2Ф (з)  +Ф(1 ) ) } . 
Доказательство. Подставим в выражение ( 16 .3 )  не

вырожденный тензор 

(36 .5) 

Учтем, что в этом случае обратный тензор xnm будет 
совпадать , с контравариантным метрическим тензором 
xпrn = gпm.  Тогда после подстановки выражения (36 . 1 )  
в выражения (36 .5) и (16 .3) и тождественных преобразо
ваний получим соотношение (36 .4) . Теорема доказана. 

Подстав.iJяя выражения (36 . 1 )  и ( 36.4) в равенство 
9ik (x)gkm (x) = дf \ легко убедиться , что оно выпшпrяется 
в сrшу тензорного соотношения ( 16 . 1 ) .  

Таким образом, определитель g метрического тензо
ра 9ik псевдориманова пространства-времени и контра
вариантные компоненты gni  этого тензора могут быть 
представлены в виде компактных тензорных выражений, 
содержащих четыре степени тензора \]J ik , их инвариан
ты и метрический тензор glZ) фонового пространства
времени. 

Совершенно ана.тюгично, если уравнение, связываю
щее метрический тензор псевдориманова пространства
времени с метрическим тензором фонового пространст
ва-времени. задано в контравариантной форме 

(36.6) 

то ковариантные компоненты этого тензора имеют вид: 

(36.7) 
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+12\llkm  · [2 + 2'11щ + Ф(1) - W(z)] -

-4gk� · [6 +6'11 (1 )  + 3Ф(1 ) - 3'11 (2) - 3w(l)  w(2) + 2Фсз> + Ф (1 > ] } . 
В этом случае для определителя метрического тензора 
(36.6) получаем выражение: 

ik D 
det l /g 1 1  = 24g(o) . (36 .8) 

Полученные выражения (36.3) , (36.4) ,  (36 .7) и (36.8) 
позволяют значительно упростить проведение различных 
вычислений в общей теории относительности Эйнштей
на. Однако для их использования необходимо установить 
при каких ус.тювиях метрический тензор 9ik будет невы
рожденньnл:. Отвеrr на этот вопрос дает 

Теорема 36.3. Для невырожденнести метрическо
го тензора псевдориманова пространства-времени в об
щей теории: отноеительности необходимо и достаточно, 
чтобы ни qцно из собственных значений текзора грави
тационного по.ля W ik не равнялось минус единице. 

Для доказате.тrьства этой теоремы отметим прежде 
всего, что условие невырожденнести метрического тен
зора риманова пространства-времени в указанных тео
риях гравитации в силу теорем 36 . 1  и 36.2 эквива.лент
но условию D # О. Найдем снача.тта выражение для D .  
Испо.тrьзуя форму.пу Ньютона [32] , инварианты степеней 
тензора W ik мы можем выразить через четыре собствен
ных значения Л0 , Л1 , А2 , Аз тензора гравитационного 
поля: Jp = Ль + Af + А� + А� .  

Подставляя это соотношение в выражение (36.3) ,  по
сле приведения подобных получим: 

D = 24( 1  + Ао) · ( 1  + А 1 )  · ( 1  + ,\2 ) · ( 1  + Аз ) . (36.9) 
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Необходимость. Для того чтобы D =f О необходи
мо, чтобы ни один из сомножителей: выражения (36.9) не 
обращался в нуль: 

Отсюда следует небходимость выполнения условий 

Ло =f - 1 ,  Л1 =f - 1 ,  Лz =/: -1 ,  Лз =1= - 1 .  

Достаточность. Пусть ни одно из собственных зна
чений тензора гравитационного поля не равно минус еди
нице. Тогда из соотношения (36.9) получим: D =/: О. Те
орема доказана. 

§ 37. Уравнение геодезической 

Понятие о геодезической линии, как следует из ее на
звания (от греческого ge 1 - Земпя + dasomai - делю на 
части) , возникло в геодезии -· науке, занимающейся изу
чением размеров и формы Земли. 

Геодезической линией (или просто, геодезической) в 
геодезии называют кратчайшую линию, соединяющую 
две точки на земном шаре или, что более точно, на геоиде. 
При переходе от двумерных пространств, каким являет
ся поверхность Земли, к произвольным N -мерным про
с•транствам основная идея этого оnределения сохраняет
ся. Геодезической линией, соединяющей точки А и В 
произвольнога псевдориманова пространства Rt;,N -р на
зывается кривая экстремальной длины. 

Так как в пространстве Rt;,N -р квадрат расстояния 
между дsумя бесконечно близкими точками определяется 
выражением (3.2) , то длина линии, соединяющей точки А 
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и В этого пространства, может быть представпена кри
волинейным интегралом :  

в 

l = J ds . (37. 1 ) 
А. 

Уравнение линии, длина которой достигает экстремума, 
может быть получено из ус.rювия: обращения в ну.т:rь пер
вой вариации функцианала (37. 1 ) :  дl = О. Так как при 
таком варьировании точки А и В предполагаются фикси
рованными, то условие дl = О принимает вид: 

в J дds = О . 
А 

(37.2) 

Явное выражение для дd.s , с учето}.д определения (3 .2) , 
удобно записать в виде: 

[ ds i k 
дgik -' n d( -' n ) -' n ] 

2
u 

и 
д
хn u.т + UnuX - их dun , 

где ui = dxi j ds - касательный четырехвектор. 
Подстав.'1ЯЯ полученное выражение для дds в условие 

(37.2) и учитывая, что дхn = О в точках А и В, будем 
иметь: 



§ 37] �'РАВНЕНИЕ ГБОПЕЗИЧЕСКОЙ 211 

Интегра.п, стоящий в левой части этого равенства, обра
щается в нуль при любом выборе функции дхп .  Поэтому 
в си.тту основной .ттеммы вариационного исчис.тrения выра
жение, стоящее в фигурных скобках, при ds -# О до.тrжно 
быть равным ну.ттю :  

(37.3) 

Преобразуем попученное уравнение. У читывая опреде.тrе
ние (6.4) и правило (3 .8) поднятия и опускания тензорных 
индексов, уравнение (37.3) приведем к виду: 

dи i  i n т О -d + Гпrпи и = . s 
(37.4) 

Попученное уравнение называется уравнением геодезиче
ской пинии в произво.тrьном псевдоримановом простран
стве Ri/, N - p ·  Испштьзуя понятие ковариантного (абсо
.тrютного) дифференциала Dи i = dи i + Г�п и k dx п , урав
нение (37.4) можно переписать в другом виде: 

Dиi 
- = 0 . Ds 

О тсюда следует, что Dui = О , а это ус.тювие означает, что 
в произвольнам псевдоримановом пространстве Ri/, N -р 
касательный вектор и i переносится пар8Лле.тrьно вдоль 
геодезической линии. 

У с.ттовием применимости уравнения геодезической 
.ттинии ( 37 .4) является неравенство ну.ттю интерва.тта ds . 
В псевдоримановых пространствах R�N-l это уравнение 
описывает движение массивных частиц. 
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Уравнения геодезических для безмассовых частиц 
имеют иной вид: 

d}.ri � i n т 

da + ГптК К = 0, 
где а - некоторый параметр, J(i = dxi / da 
четырехвектор . 

(37.5) 

волновой 

Этот четырехвектор яв"1:яется изотропным, так как 
удовлетворяет условию ДJIЯ электромагнитных лучеi'I: 
J(iJ(ngin = О. 

§ 38 .  Решение Шварцшильда 

Характеризуя уравнения грави·rационного поля в те
ории Эйнштейна. с математической точки зрения, следует 
отметить, что они представляют собой систему неJтиней
ных дифференциальных уравнений в частных произвqц
ных второго порядка. 

Отсутствие общих методов интегрирования таких 
систем уравнений приводит к тому, ч·rо поиск возмож
ных решений уравнений Эйнштейна и анализ различных 
экспериментальных следствий оказываются существен
но затрудненными. К настоящему времени, несмотря на 
большие усилия мирового сообщества математиков и фи
зиiшв, в общей теории относительности найдены только 
самые nростые частные точные решения fЗЗ) уравнений 
гравитационного поля, когда. число отличных от нуля 
компонент метрического тензора мало и эти компоненты 
зависят только от одноi'1 или двух координат. 

Первое точное решение нелинейных дифференциаль
ных уравнений общей теории относительности было по
.Тiучено К.Шва.рцши.rrьдом. 
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Метрика Шварцшильда, описывающая гравитаuион
ное поле вне сферически симметричного источника массы 
1Vl, была найдена в 1916 году, вскоре пос.пе опубликования 
Эйнштейном уравнений гравитационного поля в общей 
теории относит<"льности. В стандартных сферических 
координатах она имеет вид: 

2 ( r g 
) 2 2 rdr2 2 [ 2 . 2 2 ] ( ) ds = 1 - - с dt - --- - r d() - sш 8dcp , 38. 1  

r (r - r9 ) 

г де r 9 = 2G М j с2 - гравитационный радиус тела. 
Метрика ( 38 . 1 )  в настоящее время широко использу

ется для анализа различных вопросов, начиная от тонких 
гравитационных эффектов, прояв.rrяющихся в движении 
массивных и безмассовых частиц в гравитационном поле 
планет и звезд, до процессов, происхQЦящих в непосред
ственной окрестности черных дыр. 

Параметр r9 /r, входящий в выражение (38 . 1 )  и пока
зывающий отк.понение метрики (38. 1 )  от метрики Мин
ковского,  обычно очень мал. В частности, для Земли 
r9 = 0.9 см, в результате чего на ее поверхности, при 

r = 6 .3 · 103 км, этот параметр принимает значение r9 /r "' 
10-9 • Несколько бопьших значений параметр r9/r дости
гает на поверхности Солнца. У читывая, что ДJIЯ Солнца 
r9 "" 3  км, r ,...., 7 · 105 км, получим r9 jr ""' 10-6 • Тем не ме
нее, мацое отклонение метрики Шварцшильца (38 . 1 )  от 
метрики :N1инковского (25.2) в этом случае проявляется 
не только в существовании ньютоновской части тяготе
ния, но и в других эффектах. 

В прирqде также существуют и объекты, у которых 
параметр r 9 / r близок к единице. 
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Обсудим наиболее важные эффекты, которые могут 
происходить в гравитационном поле статического сфери
чески симметричного источника. Для этого изучим зако
ны движения массивных частиц и фотонов в гравитаци
онном поле (38. 1 ) .  Это удобно сделать на .основе уравне
ния Гамильтона - Якоби для частицы с массой m0 : 

ПQЦставляя в это уравнение контравариантные ком
поненты метрического тензора метрики Шварцтильда 
(38 . 1 )  и решая полученное уравнение методом разделения 
nеременных, найдем: 

J rdr 
S = -Eot+a<p± 

(r _ rg ) 
где Ео и а - константы. 

Е2 2 о ( 2 2 й ) ( Т'g ) - - m c + - 1 - - , с2 о r2 r 

Компоненты четырехимnульса частицы Pi в методе 
Гамильтона - Якоби можно получить из уравнения: Pi = 
-дS / дхi . В результате будем иметь; 

0 Eor 
р = 

c(r - r9 ) '  

pr 
= ±Pf- (m5c2 + �:) (1 - r: ) , 

(38. 2) 

где знак плюс соответствует движению от центра, а ми
нус - к центру. 

Рассмотрим сначала радиальное движение, когда 
а = О. Так как pi = mocui ,  то комбинируя соотношения 
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(38.2) ,  заnишем: 

(38.3) 

где t - время, измеряемое по часам наблюдателя, находя
щегося вдали от источника тяготения, а r -- собственное 
время, измеряемое по часам, движущимся вместе с рас
сматриваемой частицей. 

Предпо.пожим, что частица движется к тяготеюще
му центру и в начальный момент времени t = to , r = т0 
была в точке r = ro > r9 • Интегрируя уравнения (38 .3) ,  
найдем закон движения этой частицы по часам удален
нога наблюдателя t = t(r) и по собственному времени 
т =  т(r) : 

ro Е r rdr 
t(r) = t0 + с� --------;::======== 

';. ( r - r 9 ) � - т б с2 ( 1 - �) 
l'o -

J dr 
т(r) = то + то -r======= 

� - m2c2 (1 - �) r с2 О r 

Из этих выражений следует , что при стремлении r -+ 
r 9 подынтегральное выражение первого интеграла имеет 



216  УРАВНЕНИЯ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ [ГЛ. 8 

особенность вида ( r - r 9 )  -l , а подынтегральное выраже
ние второго интеграла особенности не имеет. Отсюда 
следует,  что время приближения (падения) любой части
цы от r = r0 к r = r 9 б у дет бесконечно большим по часам 
удаленного наблюдателя и конечным по собственным ча
сам сопутствующего наблюдателя. 

Этот парадоксальный, на первый взгляд, результат 
является одним из основных эффектов, происходящих в 
гравитационном поле черных дыр - массивных объектов, 
радиус которых меньше радиуса Шварцшильда. 

В слабом же гравитационном поле тел Солнечной си
стемы 1·9 jr < <  1 ,  в результате чего гравитационные эф
фекты, предсказываемые общей теорией относительно
сти, проявляются также слабо. Одним из них является 
эффект гравитационного искривления луча электромаг
нитной во.тrны: еспи пуч проходит на расстоянии r0 от 
тяготеющего центра, то он отклоняется от первоначаль
ного направления на угол 

Этот угол очень мал. В случае луча, касающегося диска 
Солнца, дt.р = 1 .  75" . 

Другим эффектом, предсказанным общей теорией 
относительности, является смещение перигелиев штанет : 
перигелий планеты за каждый оборот по орбите смеща
ется навстречу движению планеты на угол 

где е - эксцентриситет орбиты, а - ее большая полуось. 
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Этот угол также очень мал. Среди планет Солнеч
ной системы наибольшее значение угла 6'-Р смещения пе
ригелия имеет Меркурий: дr.р = 43" за 100 лет . Однако 
несмотря на свою малость, перечисленные эффекты бы
ли обнаружены в наблюдатеJiьных данных и подтвердили 
предсказания теории гравитации Эйнштейна. 

§ 39. Слабые гравитационные волны 

Гравитационные волны, как известно, являются од
ним из наиболее красивых предсказаний общей теории 
относительности Эйнштейна. Возможность распростра
нения возмущений метрического тензора в виде волн в 
этой теории следует [1 1] как из гиперболического типа 
уравнений Эйнштейна, записанных в их нелинейнам ви
де, так и из линейных уравнений [34) , получаемых в пер
вом порядке теории возмущений. 

Согласно уравнениям общей теории относительно
сти любой материальный объект,  у которого зависящая 
от времени часть тензора энергии-импульса не обладает 
аксиа.'Iьной симметрией, должен излучать гравитацион
ные волны. Однако все попытки зарегистрировать гра
витационные волны или какие-либо их проявления до
статочно долгое время оканчивались неудачей. Поэтому 
в научной литературе иногда высказывались сомнения о 
реа.пьности существования гравитационных во.тrн. 

Эта ситуация кардинально изменилась .тrишь в самое 
пос.тrеднее время, пос.тrе того как наблюдения за двойной 
пу.тrьсарной системой PSR 19 13+16,  начатые еще в 1975 
году, показали [35] , что эта система теряет энергию на 
из.тrучение гравитационных во.тrн в соответствии с пред
сказаниями обЩей теории относите.тrьности Эйнштейна. 
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Этот важный результат, как известно, был отмечен при

суждением Р. Халсу и Дж. Тэй.тюру Нобе.rrевской премии 

по физике 1994 года. 

Таким образом, в настоящее время сомнения в су
ществовании гравитационных волн исчеЗJ"!И и на первый 

nлан выходит воnрос о их регистрации в земных усло

виях. Однако из-за малости константы гравитационного 

взаимодействия сделать это не просто. Поэтому в насто

ящее время одной из важнейших задач теории гравита

ции является теоретический анализ nроцессов, приводя

щих к ИЗJ:[учению и регистрации гравитационных волн, и 

поиск путей к nрактическому овладению гравитационно

волновым каналом связи. 

Рассмотрим слабое гравитационное поле. Метриче

ский тензор псевдориманова nространства-времени 9тп в 

таком nоле, очевидно, будет мало от:личаться от метри

ческого тензора nсевдоевклидова пространства-времени 

lmn ·  Тогда тензор 9тп можно представить в виде аб
солютно сходящегося ряда по стеnеням некоторой малой 

амплитуды гравитационного поля: 

- (1)  (2) 9тп - /тп + 'Pmn + <f'mn + · · · '  (39 . 1 )  

где <.р�� - nоnравка первого nорЯдка малости, <.р�� - по

правка второго порядка малости и т .д. 

Подставляя разложение ( 39 . 1 )  в левую часть уравне

ний гравитационного nоля (35. 1 ) , получим: 

Совершенно аналогично разложим в ряд по тому же 

малому параметру и тензор энергии-имnульса вещества, 
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входящий в правую часть уравнений (35. 1 ) :  

� -- т<о) T(l)  т<2) .1. mn -- mn + mn + mn + · · · ' 

219 

где т::!� - исходный невозмущенный тензор энергии-им

nуJrьса, т!,;� - возмущение тензора энергии-импульса, ли
нейное по амштитуде гравитационной волны и т.д. 

Подставляя эти разложения в уравнения (35 . 1) и 
ограничиваясь лишь первым порядком, получим: 

(39.2) 

Запишем уравнение (39.2) в гапилеевской системе ко
ординат , где тензор "fmn имеет вид (25. 1 ) :  

,.." ,.."(о) ( 1 )  где введены обозначения .L mn = .L m n ,  ({Jтп = ({Jmn· 

(39.3) 

В приведеиных выражениях индексы поднимаются и 
опускаются с помощью метрического тензора "/mn , как 

это требуется в рассматриваемом приближении.  Даль
нейшее упрощение уравнения (39.3) достигается введе
нием новой переменной - тензора Wmn:  

1 k ЧJтп = \]! mn - 2"/тп \]! k · (39.4) 
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Уравнение (39.3) с учетом выражения (39.4) дает: 

[ГЛ.  8 

82 w k 82w k . a2 w 02 wki 16r.c т n kt mn Т ...,.д_х_п-=-а""'х':-k + дхmдхk _ ,  дхk дхi - ')'тп дхkдхi = � mn • 
(39.5) 

Несложно убедиться, что nр:и малых преобразовани
ях координат x'i = x i + �i (x)  величина 'Ртп не изменяет 

свой порядок малости, хотя сама и изменяется: 

1 
д�т д�n 'Pmn = 'Pmn - дхn - дхm . 

В результате такого преобразования имеем: 

1 
д�m O�n O�n Ч!mn = Фmn - -0 - -8 + "/тп -0 · xn xm xn 

Этим произволом в определении Ч! mn обычно [1 1] поль

зуются, чтобы еще больше упростить уравнения (39.5) . 
В частности, четырехвектор �i ( х) выбирают так, чтобы 

выполнялось дополнительное условие: 

дw mn --- = 0. дхn (39.6 )  

Это условие в научной J'IИтературе получило назва

ние дополнительного усдовия Гильберта - де-Дондера 

Фока. При выполнении условия (39.6) уравнения (39.5) 
принимают вид: 

l6r.G D Wmn = -4-Tmn, с 
где о - оператор Даламбера: 

д2 д2 д2 1 д2 
0 = - + -- + - - - - . дх2 ду2 дz2 с2 дt2 

(39 .7) 
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Таким образом, при заданном тензоре энергии-им
пульса вещества Tmn = Tmп(r, t) уравнение (39.7) позво
ляет определить создаваемое гравитационное поле. 

§ 40. Уравнения Максвелла 

при наличии слабых гравитационных волн 

Изучение взаи:мсщействия гравитационных волн с 
электромагнитными полями в настоящее время по.тiучи
.110 особую актуальность, так как получаемые результаты 
служат теоретической основой для предпринимающихся 
в посдеднее время уси.т:rий по детектированию гравитаци
онных волн с помощью лазерно-интерферометрических 
устройств. 

При распрос·транении гравитационных волн во 
внешних электромагнитных полях в результате взаимо
действия этих волн возникает электромагнитное излу
чение. Этот процесс в настоящее время рассматрива
ется как сщин из основных процессов, с помощью кото
рого предполагается проводить регистрацию высокоча
стотных гравитационных волн в лабораторных и в астро
физичееких усповиях. 

Как показывают расчеты, в области высоких частот 
из.тrучате.тrи и детекторы гравитационных волн этого ти
па оказываются более эффективными по сравнению с ме
ханическими системами. Поэтому перспективы овладе
ния радио, СВЧ и оптическим диапазонам:и гравитацион
но-воJiнового канала связи во многом будут зависеть от 
успехов в разработке из.rrучателей и детекторов гравита
ционных волн этого типа. 

С математической точки зрения задача о воздейст
вии гравитационных во.rrн на э.тrектромагнитные попя 
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сводится к решению общековариантных уравнений Макс
велла [36} 

"(""7 pik - 1 д [ г-::pik] - 47Г · i V k = -- -- y -g - - -J , .j=g дxk с 
(40. 1 )  

в псевдоримановом nространстве-времени, метрический 
тензор 9ik которого содержит волновую часть Фik (r, t): 

9ik = /ik + Фik (r, t) .  (40.2)  

Если ввести четырехмерный вектор-потенциал Ai с 
nомощью соотношения 

то второе уравнение системы ( 40. 1 ) будет удовлетворять
ся тождественно. 

Тогда первое из уравнений (40 . 1 ) принимает вид 

1 д [ г-;; im kn ( дAn дАт ) ] _ 47Г · i  -- -- y -gg g - - -- - - -J .  yCg дхk дхm дхn с 
( 40.3) 

Теnерь нам необходимо найти выражения дJIЯ контрава
риантных компонент и определителя метрического тен
зора через его ковариантные комnоненты (40.2) и подста
вить в уравнение ( 40.3) . 

При наличии слабых гравитационных волн, расnро
страняющихся на фоне nлоского пространства-времени, 
Фik обычно является известной функцией координат и 
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времени и 1 = - 1 .  Поэтому выражения (36.3) и (36 .4) 
можно разложить в ряды по малому параметру Wo « 1 -
амплитуде слабой гравитационной волны: Фik = WoSik · 

Следует отметить, что в силу ТТ-калибровки гра
витационной волны и условия Гильберта - де-Дондера '
Фока тензор Sik удовлетворяет соотношениям: 

Sj = О, Sok = О, 
дSik 
--k = 0. дх 

Аналогичному разложению пqцвергается также и четы
рехвектор тока 

( 40.4) 

где jto) - исхqцный невозмущенный гравитационной вол

ной четырехвектор тока, а w[jtP) - поправки к четырех
вектору тока в Р-ом порядке приближения, обусловлен
ные влиянием гравитационных волн на движение источ
ника тока. 

Четырехпотенциал Ai в этом случае следует искать 
также в виде разложения по малому параметру : 

(40.5) 

где А�о) - четырехпотенциал исходного невозмущенного 
электромагнитного поля, w[ А�Р) - поправки к четырех
потенциалу в Р-ом порядке теории возмущений, возника
ющие в результате воздействия гравитационных волн. 

Пqцставляя выражения (40А) и (40.5) в уравнение 
( 40 .3) ,  разлагая полученное соотношение в ряд по степе
ням Wo и приравнивая нулю выражения, играющие роль 
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коэффициентов этого ряда, мы nолучим уравнение 1-Лакс
велла в приближении Р-го порядка. 

Ограничиваясь приближением первого порядка по 
Фо , имеем 

Am 41Г .т D (о) =  - -J(o) ' с 

Am 47Г · m  · m  D ( 1 )  = - -)(1 ) - Jint' с 
где введены следующие обозначения: 

·О d " р Jint = - ZV ' . дР 
J int = 

дх
О + rot М, 

р

а _ фа
,ВЕ

(О) 
- ,В 

' 

( 40.6) 

(40 . 7) 

Запись компонент четырехвектора тока jfnt в этой фор
ме показывает, что уравнения Максвелла при наличии 
гравитационных волн становятся эквивалентными урав
нениям электродинамики в материальных средах с ди
электрической и магнитной проницаемостями, зависящи
ми от координат и времени. 

Таким образом, для расчета взаимодействия слабых 
гравитационных волн с эпектромагнитным полем снача
ла необходимо по заданному распределению зарядов и то
ков в отсутствие гравитационных во.тrн из первого урав
нения системы ( 40.6) определить исхсщное невозмущен
ное электромагнитное поле Е� О) и н� о) . Затем, используя 
полученное решение, а также поправку к четырехвекто
ру тока, пинейную по Ф о , из второго уравнения системы 
(40 .6) можно найти линейную поправку А�1) к четырех
потенциа.тrу, возникающую в резу.пьтате воздействия гра
витационных волн на систему. 
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Уравнения ( 40.6) необходимо дополнить начальными 
и граничными условиями, обеспечивающими единствен
ность их решения. В качестве таковых в электродина
мике обычно используются условия излучения Зоммер
фельда [37] и условия на границе раздела двух сред: 

EI = EII 
т т ' 

I II 41r • [N(H - Н  )} = - Isu r ,  ' 
с 

I I1 BN = BN , 

где индекс т обозначает касательные составляющие век
торов, а N - нормальные. 

Диаграмму направ.тз:енности электромагнитного из
лучения, возникающего в результате воздействия грави
тационной волны на электромагнитное поле, можно ис
следовать по обычной формуле: 

dl 2 2 cr 2 . cr 2 - = lim -E(l) = l1m -4 H(l) ' dП r�oo 47r r-+oo 7r 

г де dl - интенсивность э.nектромагнитного излучения в 
элемент телесного угла dfl. 

Специфической особенностью задач о превращении 
гравитационных волн в электромагнитные волны при их 
распространении во внеших стационарных э.тз:ектромаг
нитных полях является то, что источники (40 .7) ,  стоя
щие в правой части второго уравнения системы (40.6) ,  
имеют достаточно сложный вид и заданы во всем про
странстве, т.е. линейные размеры L области, занятой 
источниками, оказываются неограниченными (L ---+ оо ) . 
Поэтому в таких задачах отсутствует обычно используе
мый в математической физике малый nараметр 1/r , по
зволяющий провqцить мультипольное разложение реше
ния этих уравнений в виде запаздывающих потенциалов. 
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