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МНИМОСТИ В ГЕОМЕТРИИ. 

Ра<шврение об•а<ти двухмерных образов теометрии. 

(Опыт но~оtо исmоА"оганt4Я .миим.остей) . 

§ 1. В настоящей заметке делается попытка истол· 
ковать мни~1ые ве.'lичины, не выходп nри этом из пер 

воначальных посылок аналитической геометрии на плос· 

кости. А далее, в одном из последующих параграфов, 
будет показано, что предлагаемое истолitоваиие может 
быть прнменимо и вообще к двухмерным о6ра:1ам Н:.! 

кривых nоверхностFiх, т. е. введено в дифференцшшь

ную I'еометрию. 

Существует несколько способов подоНти к мюi?.Ю
стлм. Из них на первом месте должна стоять, конечно, 
формально-арифметическая установка IЮt.шлексных чи

сел посредством Гамильтоновских двоиц, как наиболее 

<tбстрактнаfl. Затем идет оперативная установка ком· 
плексов, как символов операциii, н , близка н к неП , 

установка ве"'"Торная. В ка••естве дальнейшего конкрет· 
наго оплотнснип двух последних установок следует раа· 

сматривать то семеiiство теорпП, весьма б.•шзких между 

соGою, но не абсолютно тождественных, в котором 
самаr1 плоскость делается носительницеn компдексных 

то·н~ к. Эти теории возшшали самостоятедьно неодно · 
кратно; привычнее многих других имен свнзываютсн с 

rнtми имена О. Коши . (182!, 1847), Гаусса (1799) 11 

женевца Р . ./К Арганда. (1806);но мысльоподобное:i 
установке мнимастей уходит своими корнями и в бoJtee 

~·луGокое и uo~1ee широкое прошлое : так, в этом отно· 

НIЕ'ни и не до.1жны быть обоИденны~ш имена ПJ1~·сского 



геометра r е н р их а h. юн а ( 1750), нашедше•·о пршо'j' 
своему мемуару в Записках С.-Петербургской Академиt! 
Наук, дате.-ого математика Каспара Вессели (1797), 
аббата Бюэ (1806), эльзасца Франс э (1813-1816), 
француза l\fypenл (1828), англичанина Джана 
Уарррена (1828), италианца О. Беллавитпс а 
(1832), француза Г о ю э л л (1867), nортутальца 
Ф. Гомеса Техейры (1883) и многих других 1• 

В этом логическо~ преемстве ряда теорий бе3-

спорно проходит о д и н , постепенно конкреntэирующиИся. 

замысел; было бы несnраведливым и вредным пытатьсн 

разрушить выработаlfНое многими совокупными уси

лиями орудие анализа, сто.1JЬ полезное при изучении 

функций мнимОI'О переменного . Но не следует nри та

ко.м uризнапии обычного истолкования мнимастей за

бывать , что, все ж:е,-это есть не более как ингерпре

тзцил, символически являющая, но не исчерпывающая 

соответственных ариеметических сущностеU. Плоскость 
комплексного переменнаго н е есть еще с а м о е перемен

ное,-а дишь одно из нстол:кованиА такового ua 
языl'е пространствеоных образов, и, следовательно, раз

деляющее с прочими истолкования ми присущие т&ковыw 

формальные свойства 2• Ведь, всякое истолковаmtе 
подлежит тому, что сказано Г. Герцем картинах~шра: 

это есть система образов, взятых проиэвольно, но со

отве-rс:твующих системе истолковываемой, и прmом 

так, чтобы возможно большее число следствиii JfЗ. при

нятых истолковывающих образов соответствовало па

следствиям системы пстолковываемой.l\fы заранее знаем, 
что ни при одном способе толковавин так.оА паралле 

лиэм с.1едствий не может итn1 беспредельно далеsо; 

мы не нуждаемся в доказательствах того, что перевод 

не покрывает подлинника во всех его отrенках и де· 

талях, и загодя убеждены, что рано или поздно на

станет такое их расхождение, которое не терпимо в 

пределах требуемой точности совпадения: венкий сим · 
вол с успехом при~tевим лишь в определенной , своА 

стненноfl ему сфере, и :1 а пределами известного поля 



эрения распльшается, теряет четк-асть и скорее мешает 

работе, нежели помогает ей. Мы знаем и то, "ПО, как 
несколько перевадав поэтического произведения на 

другой нэьn< или на другие RЭЫКИ не только не мешают 

друг дРугу, но и воспо.mяют .цруг друга, хотя ни один 

не заменяет всецело пО,!JJIИнника, так и научные кар~ 

тины одной и той же реальности могут и должны быть 

умножаемы-вовсе не в ущерб истине. Знал же все 
это, мы ваучились не попрекать то или другое истол

кование аа то, чего оно н е дает, а быть ему благо

дарным, когда у д а е т с я использовать et'O. 
Однако, к указанию ограниченности известной ин

терпретации мы вывуждаемся, коль скоро наблюдается 
t 'ИПертрофип того или другого перевода, пытающегосп 

отождествить себя с подлинником и заменить его coбQJO, 

т. е. тем самым монополизирующего некоторую сущ

ность и ревниво исключающего какое-либо иное ИС'l'ОЛ· 
кование: тогда ничего не остается, ICa~<: напомнить эа

анавшейся интерnретации о nриличном efi месте и об1.еме 
ен применимости. 

Так имеюю обстоит дело с комплексвой nлоскостыо 

Кюна-Весселя-Арганда-Гаусса-Коши. Конечно, она 

есть пре~<:расное пособие для изображения ко11ошлексвого 

перемениого и функций его,-впрочем недоста"Iочное, 

как nоказывает необходимость введения поверхностей 
Риманна. Но это пособие отвечает опредедеюtю функм 
циА, ведущему свою родословную от Л. Д и р их л е, т. е , 
посредством понятия о соответствии, и, конечно, ведом 

статочному: ведь это оnределение, np1IBИMaR во вним 

:\tание лишь с о д е р ж а н и е ( .. материальную причину•) 
функции, проходит мимо главпого, мимо самой функции, 
как целого, Rак ф о р м ы, связующей это содержание 

вамедино ( .- формальная причина•). Тут не место ГО· 
варить, сколько зла произошло и происходит от такого 

определения. функции; не место говорить и о nопьmах 

перейти к иному образу понимания-развитием Функ· 
ционал.ьного исчисления, теории шпегра.льных и ин

тегро-дифференциа.Jiьных уравнений, учен11е~ о функм 



цилх линий и лиииевых уравнениях. Но и в пре.целах 
теории функций, поскольку речь идет о фуакциRХ дей
сmительвого переменного, зло от определения Дирихлэ 

отчасти ослаблRется контрабандно вносимою поправкою 

в виде и н т у и т и в н о представленной формы фуюсции, 

как над-атомистического начала : имею в виду истолко

вывание течения функции посредством некотороП: кр- и

в о Jf. Когда же речь заходит о функциях перемениого 
комплексного, то атоУ~истичность скаэанноr·о оПреде

ления высrупает в полноfi силе. Ведь в теории функций 
комплексного переменнога в с н nлоскость занимаетсfj 

под изображение перемеююго независимого, и потому 

перемениому зависимому ничего не остается, как раз· 

меститься на самостолтельной шюскосm, решительно 
ничем не связанной с первоfi. И потому, хотя м~t и 
утверждаем, qто будто точки на этоJt второй плоскосnt 

изображают зависимое nеременное , однако, именно 

то;Jько утверждаем, но ничуть не покаэываем и не до 

казываем, ибо то, что одно только и могло бы геоме

трически показать и доказать эту ::~ависимостl.,-самап 

смзъ двух переменных,-остается НИКаii: не nредставлен 

ной геометрически и, в порядке геометрическом, т. е . 

в порядке caмoti Иiперпретации , есть голословное ут~ 

верждение, лежащее в не возможности проверки, т. е. 

1·еометрически не существует. Повторяю , nринятая ин 
терпретация мнимастей n теории фующий комш1ексного 
переменноt·о интерпретирует Jt ишь п ер е м е н н ы е, но 

отнюдь не са,vые функци,u, и в ВТ0)1 смысле может быт1. 

nршшана полеэны:t1, но далеко не достаточным, костыле~' 

аналиэа,-именно анализа и только е1·о. Аналогичное 

должно быть повторено и о сфере Неitманна. А между 
тем, наряду с использованием геометрии в анализе , 

существует н должно существовать обратное исполыю~ 

ванне аналпза в геометрии , будь то геометрин анали~ 

тическая, дифференциальнан нщt еще какал инан. Н 

вот тут·то nлоскость комплексного переменнога никак 

не применнма, ибо она порывает с установленными 

:щесь и прнТОi\1 вnолне естественными методами н ни-



как с ними не соиэмери~ш. А между тем, и в r·еометр1ш 

~1нимостif появляются не случаnно, но нео6хuдимо свя

заны с формулировкою ен теорем н процесса.ми ен 
доказательств, хотя эдесь и не имеют геометрическоli 

наглrщности. Уже в э.1ементарном курсе аналитическоП 
1·еометрии, учащиRсrt сплошь и рRдом сrалюшаетсн с 

мнимыми образами, но, не будучи в состоянии .цат1. 

им конкретно - воээритеJiьное содержание, прину:жден 

трактовать в высшеR степени обобщающие термины , 

вроде например .-мнимой точки ) , чясто- форма.'lьно . 

тогда как на то и существует геометрия , чтобы знанию 

не быть оторванным от пространственноt·о соэерцанил. 
Хотл и аналитическая, однако, все же геометрия, ана
литичеrкал геометрин превращается наполовину в 

.пнализ, и притом так, •rro вел изр ешет•Iивается npo
<feAaяu, лишенными гео~rетриче скоi·о сыысла: на каждом 
шагу тут, за сплошь геометрической. фраi:!еОJюгиеn , по 

падаютсн рааривы r·еометрическоR карт11ны, и J'n.кoc 
истолкование анализа, какое дает ан::tлiпическ;J.н ге 

о~tетрш1, напоминает перевод с китайского нэыка , оста

впвшиn непереведенными и ЛШJ JЬ травскрибированным11 
П О.\IОЩЬЮ руссi\их Gукв добрую половину иероглифичссюtх 

энаков . Можно сказать, что аналити•1еская геометр11н 
уже не аналит11чна, как впесшаfl рнд пространствеи 

ных истолкованиН, 11 еще не геометрия, ":а к не пере
ведшал в с е г о свое 1·о анадитическоi'О содержания на 

t ·еометрическuе образы. Но веД/. очень мноп1е по.чо

женiiЯ аналитиче~кой геометрюt не кмеют существенной 

важности, как аналитические, и ценны-шtенно кюс 

гео~1етрические; усмотреть их пространственныii смысJ! 

(а не утверждать таковой то.'lько на словах)-дело пер
востепенной важности. Правда , математ11ка , привыкшегu 

ко вснкпм: с мнимым эллипса:\.1 », .- цикличесюtм точка~~ ~ , 

с иэотропам» и т. п. , в силу привычкн (но отнюдь нt: 

вследствие понимания} подобная фраэеоло i 'Ин давно уж 
перестала беспокоить. Но эта успокоенность едва лн 
'южет рассматриваться , il:aк источник развития. мате

.\rатики . ~'чащиi1сл в ЭТО:\! отношенюf UОлее прав , когда 



он чувствует в nодобных высказываниях нечто 

.иедоговореШiОе. Определение окружности бесконечноw 
малого радиуса-как пары мнимых прямых, пересскаю

щихсл в деRствительноti точке, центре окружности, 
представш::.етсл учащемуел-сперва блестящи)! nара
доксом; а когда подобных поннтий накопляется мноr·о. 
вел пх совокуnность раздражает, как nриевшисся 

остроты 

Итак, комп.'lекснан плосtюсть Коши-сама по себе, 
:l мнимости, в ана.тштическоfi и прочих l'еометриях,

сами по себе, и с ними обстоит неблагополучно, а вы

шеозначенное истолкование nомочь тут никак. не спо

собно, и лишь заnутывает нaury :\iысль, раэдвоая ее 
между rrлоскостыо, как носительницей самых функцио

нальныХ с в R з е Я, т. е. кривых, !\а к это делается в ана
JIИТИческоn геометр1ш и в теории функций деАствитель

ного перемевного, и плоскостью-носитеЛJ.ницей одного 

только перемен наго, как такового, вне его свпзи с 

другим переменным, как об этом говорит теория функ
ций nеременнаго комnлексного. Возникает задача: ()Т
правлнясь от определения точки на плоскости двумя 

координата.ми {или соответственно тремя однородвьтш} 
и пониманил кривой на шюсi.-ости, как наглядного об

раза функциональной эависимостн между текущи~ш 

координатами точки ен, и не внося далее никююго 

разрыва в обычное изложение ан.алитической и nрочих 

1 ·ео:.:етрий, pacumpum& o6.cacm• dвyxAtepнux обраsов te
o..мt1Щ1UU так, t4me6ы • систему пространстве~tных 

прtдстав.сений вош.1и и .кни.м.ые образы. l\.ороче 1·оворн . 
необходимо найти в пространстве м е с т о для мнимых. 

образов, и притом ничего не отmtмал от уже занf!R

ших свои места образов действительных. 

Или, говоря еще иначе, нужно, оставив без вни
мания все истолкования мни.мостеn, вернуться к фор
мальной установке комnлексных чисел и посмотреть~ 

не допускают ли формально-необходимые, т. е. конститу

Пiвные, свойства комm1ексных чИсел и иноR, нежели исто

рически выраСiоталась, линии истолкования. На это~ 
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может быть, последует эаме"Чание о нeжemlтeлJ"HOCTit 

разрыва с традицией. насчитывающеП до nяти двад· 

1\атиnяти-летиn. Да. это нежелательно; но еще более не
желателен разрыв с традицией, имеющей за собою до 

одиннадцати таких же промежутков времени. с Открытие 
Гаусса-Коши дало очень много~,-скажут вероятно. 
Да, но еще более дало открыrnе Декарта I'I примыка
ющая к нему теория действительного переменного. 

С .кем-то иэ двух, если не поссориться, то охщщитt. 
отношения, приходится силою вещей, ибо эти двое
не в ладах между собою. А если так, то не пожертво

вать ли ради Декарта и геометрической сообразвостlt 
искл:ю'ЧИтельностыо в верности Коши? 

§ 2. Итак, обращаемся к формальной теории ком
плексов. Они вводятся эдесь nосредством Гамильто
новских символов вида (а, h ), разработанных ВеОерш
трассом 3 Самой основной, самой ковститутнвноК 
характеристикою их является, конечно, именно их дtоич
ностъ. Кишлексы образуют множество двукра.nюе . 
. чножество двояко-протяженное. Эту двоичность их 
конституции обычное истолкование приурочивает к 

двухмерности координатной плоскости . Но мы не мо· 
жем сделать такого ша('а. потому что двукратная 

протяженность ПJJOcкocтit уже использована под икrер

претацию функциональных зависимостей, и снова обра

щатьсн к тому же свойству nлоскости-это значит на

рушить jus primi occupantis,- в данном случае Де
карта. Нам кажется, однако. что и ДеR:арт и Коши 
впали в одну методологическую ошибку, которая, не

смотря на свою кажущуюся маловажность, была чр~
вата и логическими и пра.I<:тическю.ш последствитш. 

Ошибка эта-в неправильном припятни еДJШИцы основ
ной меры. В самом деле, спросим себя, чт6 именно 
изучаем: мы в геометрии. В геометрии изучаем мы nр о
с транс т в о,-не линlfи, точки и nоверхности, как тако
вые, а именно свойства пространства, выражаю

Jiщеся к в этих частных простраиственных образованиях. 

11 



И значит, единицею меры мы должны брать ue величину 
не однородную с изучаемым объектом, а величину одно

родную,- часть самага пространства. В абсолютной СИ· 
(~теме мер, секунда есть отрезок самага времени, как 

нерваосновной реальности. Почему же, в отношении 
пространства, в основу не nоложена часть самаt·о про

странства? Точно так же, nАосtия tео.метр ·мя из_qчает 
са.ыую nAOcuocma (или вообще поверхность); п..соскостъ 
-tcm& ея предм-ет, линии же и точки на ней-частные 
образования на ней, и потому единицею меры мы 

до.l.ЖIIЫ брать в геометрии на шюскос·rи именно часть 

n.•ocкocmu, линеИную же единицу рассматривать в ка
честве единицы проиэводной. Естественно при изучении 
:нобого объекта выбирать первоосновную единицу для 

C::J'O измерения. однородпою с величиною иамеряемой, и . 
.чншь впоСJiедст.вии можно придумать какие·либо еди· 

НИJ\Ы вторичные и разнородные с перво-осц:овноit, 

хотя, быть может, в какш.1·нибудь отношении и более 

удобные nрактически. Таков лоt·и•Iескиtl путь, и пре· 
небрежение им веДет к разным осложнениям. 

. Чтобы наши рассуждения были 

..с. 1 "' ~~ совсем nростых nримерах. 

/)1~, ~., Пусть в плоскости Р дан · тре· ~ 
более конкретными, поведем их юt 

i j/ уzольник .А.ВО (•1ертеж 1-й); Jюор-
' __ "_"_' _ динаты вершин е1·о, отнесенные к 

) Лрflмоугольным декартовым осн~1 , 

--~ суть· 

Чертеж 1-i1. 

Тогл,а, как известно, nлощадь С[ 'О 

[l[ 

Но ведь вершины его вnолве равноправны между 

..:·обою. Поэтому мы должны, повидимому, nолучить 

10 же, есди перею1енуем верu1Ину В в О, а О в В. 
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Оказывается, что ТОL'да площадь меняет своИ: знак, ост<t
ваясь но аGсолютноП. величине неизменною: 

1. "'' 1/н 11 1"" 1/,, 11 6.= i ~:: ;:: ~ ~ =- ~:: ;:: ~ [21 

Иными словами, 
6,=-~1 [З J 
Почему же произошла такая paJ · 

юща? Почему, при переwене назв а

ниИ вершин, значение nлощади, <tбсо
лютную величину ~~:отарой мы будем 

обозначать просто чрез 6 1 изменило 

знак?- Потому, что мы совершаем 

теперь обход вершив в ином порядке. 

чем ранее. Оказывается, именно, что 
'lертеж 2-в . если обход этот совершается пр о т и в 

часовой стрелки, то 4 будетполоя..-ительна, а если--nо 

стре~1ке, то отрицательна (чертеж 2-й и чертеж 3-П). 
Но площадь, как площадь, сама ----...._ 

по себе не зак;lЮЧает еще, согласно >J ) 

обычному представт·нию, той поляр- ( А 
ностн, которая дает величине воэ- с ~ 
.\tОЖность быть подожительней lfJШ \ · ·~ /' 
отрицательной. Хождение по прлмоft 

взад и вперед затрагивает с а м о е ь. · - 6 J 
с о д ер ж а н и е прлмолинеИного от-

ре~ ка, ибо при таком хождении мы Чертеж З-n. 
имеем дело со н с е л1 и его элементами и притом непре

менно только в одноы иэ двух смыс .. 1ов. О площади .же 
сказать этого нельзн: ведь д;ш вел возможны не д в а 

обхода. а бесчисленное множество обходов, например 

такоn , какой изображен на чертеже 4-м, и обходы, во
общ,е говоря, не могут затрону1ъ всех точек плоскости; 

даже кривые вроде кривой Пеано и т. п., исчерпьшающие 

вu то•Jки площади, не могут быть рассматриваемы как 

полярно-противопо.1ожные, ибо их может быть бесчис
левное множество. Наш прежниА ответ о прirчине иэ

мененил знака у площади был чисто формальным 

и только тавтоло1·ически повторял вопрос1 потому что 
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J'ОВорить об изменении смыСJiа движения и о !1Ом 

рядке проходимых nри этом nерм 

Jt• шин-это одно и тоже. Площэ.дь, 
как таковая,_ обходом ея периметра 

не характеризуется, и не это 

хождение nосолонь или проти·в 

-·~ с солнца может внести дзоЯ:ственм 

Черrеж 4·11:. ность. Причину этой двойСтвенности 
нужно искать в другом, rлубже. 

Рассмотрим, кilк может быть получено изме
нение знак а nлощади у. данного треугольника. 

Раз абсолютная величина ·площади не меняется и 
не .меннются углы и стороны треуi·ольника, то, значит, 

при этом процессе изменения знака треугольник сохра

ннется, т. е. движется, 1-:ак одно целое. ДеRствительная. 
ПрИЧИНа И<IМСНС!iИЛ ЭНаtса ПЛОЩ8.ДИ ССТЬ какоемТО Д В И· 

ж е н .и е треугоJ1ьника, а не nростое переименование 

вершин. 

Прежде всего исс.'lедуем движения треу1·олып1ка в 
плоскости Р (черте-ж 1-А), при чем ради общности и 
изящ~ства результатов будем аользоватьсл трилиней
ными координатами и движениями не только обычными, 
но и такими, при которых образ иамеWiется подобно 

себе. При указанных условиях, если мы обозначим 
Е;Оординаты вершин чреа ж •• у., :,., {где k=1, 2, 3), пло
щадь ь. выразител так: 

lx1, х, , x,l 
д= Yt, у,, Уа 

z,, z,, z, 
[4] 

.Будем совершать всевозможные коллинеации, даже 
такие, nри которых детерминант замещения D не рам 
вен 1. Формулы преобраэованил при этом таковы: 

)"х1=А1,!.+А.,~,+А,.-, ~·x,=A,,~+A"~,+A.,(, I 
SL''Yt=·At,!,+A"н1Jt+A3,c,_ Jt"Yt=Att~:t+A~t1Jt +A3i{s 1 
J.I.'"Z1=AaE1+.A,~1j~+A1," 11"'e,=AtaE.+A,a11t+Aзa~ J [5) 

JL1x1 =A..,1E8+A,1r,1+A,1t;, J 
~·у,=А;,Е,+А,,~,+А,.(, 
JL"'z8=..4 1 1~+A111) 1 tA111;. 1 



Вставлнн девять величии из формул [5] в .выра
жение [4], мы найдем: 

6=1 A11 E1+A~1 r1 1 +А11~ 1 ; A1t~ 1 +A"111+A.,C" ; 
~~E..+A2 1 ri,+A11'-, A,,~+A111j,+A11t,; 
.AIIE,+A2 1 ri,+Aн~; AltZ. +At~lft+As,~ ; 

A11~+Att11.t+.A,sC. I 
А13Е,+А , . 11 2 +А,,С. С 
AaEc+A11 r,+Aa~ 

где О ест1. постоянное , 

С=~·)·.~"' 

(6] 

[7] 

Раскрывая выражение 1:::. в равенстве [7] и делая 
приведепия , мы получаем , согласно известной теореме 

о nроизведении определите.tей : 

6 = M.D.D.' (9] 

, ·де D есть детер)шнант замещения: 

[10] 

а D..' есть площадь преобразованного треугольника: · 

(11] 

Следовательно , площадь треугольника инвариа.н111а 
при всех Rоллинеациях: площадь треугольника есть 

образование инвариантное при всех линейных преобра 
зовавиях. 

А так как вспкую пяощад.ь, ограниченную ломан
ной замкнутой линиеА, можно разбить на сумму тре

утоJlЬников, то и всякая площадь, ограниченвал ломаи

ным периметром, составленным из прямолкнеАнь!.Х 

звеньев, инвариантна. ПереходR, далее, к пределу, мы 
можем сказать, что и всRкая криволинейная площарь, 

ограниченная каким угодно контуром, инвариакrна при 

всех коллинеациях. 
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Оrраничивая.сь теnерь такими КОJJЛiшеарньн.ш 
преобразоваm1ями, длн ноторых 

iD.M i=1, (12) 
т. е. истинньн .. Jи движениями обрааа , как неrlаменя е 

мой rеометричесхоА системы, мы замечаем следующее: 

1. При таких преобраэован11ях абсолютпаи вели
чина nлощади не меняется: 

16.' 1=16. 1 [1 3] 

2. Знах площади может быть как полож11тельным, 
так и отрицательным , в зависимости от анака при lJ 
или при D., тогда каt; знак М существенно положи -
телен. 

Знак детерминанта 3амещения D не :может н е быть , 
в случае истинных движений, положителен; в про

тивном случае, всякое, даже бесконечно-малое переме

щение треуi'Ольника, меняJю бы энак площади, а это 
ке соответствовало бы непрерывной11 движенин. Ва

риирул координаты вершин треугольника, т. е. ааменяя 

:С11, у11, z~ чреэ х~--t-гх~, Y.~- +tyk, z.+tг-11 (где k= 1, 2, 3). 
по неnрерывности детерминанта, как функции его 

элементов, мы не можем персменить его знака, иначе, 

как лрох.одл чрез ну .. 1ь, а нулем площадь треугольника 

стать не может. Следовательно, nри кодлинеарных npe· 
образованиях площадь не менлет своеi'О анака. А, еле· 

довате.'lьно, знак детер;-.mнанта замещения должен быть 

положителен, т. к. в противном случае и знак,-какова 

бы ни была вариацил,-непременно менялея бы. 

§ 3. Коллинеарные преобразования площади не 
меняют ел знака, по крайней :мере nокуда они имеют 
кинематический смысл движений в пределах рассма· 

триnаемого плоского пространства. Но это не значит. 
чтобы такое изменение знака было в о о б щ е невозможно. 

Предаоложим, что мы подняли рассматриваемый треуголь 

ШiК АВО н ад плос1шстью Р, т. е., воспользовавшись 
mpemtu.и иэмерением прострпнства, перевернули тре

угольник и снова по.'lожили nлашмя на шюскость Р(чер -
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теж i.J-ii). То же .:амое можно представить себе иначе: 
пусть в n:юскоспt Р треугольника .А 81) дается некi:iн 
ось и'. Соед1tю1я треугольник неl!а~JеннЕшоli свя:.н,ю с 
tiCЫI) 11 нращ;ш nлоскость треугодьнш:а и сnнзи на 

'l~pre~ 5-О. 

у1·о.1 2~, мы заставим треуголь

ник снова ле•1ь на nлori,OCТJ .. 
Р. Но теперь уже он будет 
:1ежать не прежнеii стороноИ , 

а оборотною. Легко видеть: что 
площадь его шшенш1а cвofi 

:·шак, ПOTO~If ЧТО ИЭМе111!.10СЬ 

на обратное-паправлен11е об

хода площади. Следовательно, 
нереворJ.•швапне в третье:\\ ИЭJ\tерении и естt. искомое 

ЛВIIЖешtе, :1.1еюнощее знак площади треу1·о.;:аьника, а, 

ПО t:КаЗ<ШJJОЫу рапее,-и ПJIOЩRДII ~CIIKOfi фНI'У})ЬI 
HOIJUщc. 

Н данной работе не ~.:тане"' касатьс11 TOJ'IJ 1 ;ущ~
ственно-важн01·о обстоптедьства, что от тако1·о дви

жениа получается треугольник, 11.111 вообще фш·ура. 

н~конгруэнrnыii с данньш первонача.1ьпо. Эта неJЮR
сруэнтность равных гео:\tетричесхих образов имеет, как 

н"двес:тно, чреэвычаiiно важное значение в фн.1ософни 

11 в t>СТ~ствоэнанип, 'ITO уже отчасти rюнсвепо работами 
Р t' 11 е д е С о с юр а и ).tеханшюii щюt·о~lерных про
стр::шств, а также и ~шоrими друпt.\tИ, ЧС:'.IУ надт~жит 

nOCBIITIITh особое исследование. 

Но noiiвpaщae:\tCя ! ( наtне-''У треуt·о.lьнику. П:tощадь 
•:го, а раnно-и всякой фигуры , 1шеет знак ПОоlОЖИ
rе.'lьНый и.rш отрицательный, в эависю.юсти от тоt·о. 

кака.11 сторона такой фигуры нэуча~тсл. Конечно, дл11 

шюсюJх фигур н е т существенноt·о различин .\lежду 

дnумн сторонаыи их (исключая неконгруентность при 
как бы рааделеНitи сторон и nереворачивании одной ~13 
них); но, если дело nоИдет о кривых поверхностях, то 
раэ.rнtЧИЕ' фш·ур на выпук;rюИ и на вогнутой, или, шире, 
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t;uoGщe-нu JJЗiiHl.tX cтu 1юtt<tX rrоверхности, нрно6ретает 

~ажное ;щu<JCIIIH~ и щ:~т.ювное соде~жаннс (в частносrt t. 

с такими евоiiстnами t·ео ,щ:~чшчt't:юtх oCipuJoв имеет дело 

t:феричесl\ан три•·о•юметрин). То•шеt- •·оиорн. I.ЮдобноР 
Ж~ pa::M II 'Ieltlte В oТJIOttH• Htlll 11 ~\ot'h:UCTИ Д.ОЛЖ\10 p<lCCJ\Ш· 

триватьса t~at~ neJJexoд ~ ~ ЩJ СД(' .. t у, 11р11 rюпепенно t.t 

yмeш,utelllltt t~pИRIIЯI\r.t пnн<'PX!IfiC T t t .110 нумt. 

){о I.:IIX llOJI MLol \Jt•H:l.lll IIH.\0/ICeHИC фш·уры ()T\IO v 

I.:IП'CJtbHfl H<lG.IIIO;ЩТ<';нt, fltr, Н1<1С:СТО ЭТОI'О, МЫ МОЖСМ 

заставнп. t:aмot'O наGmолю·f•лн псремеш<ПhСn onюcи 

TeJrhHO фш·ур t.t , т. f•. ра~;ощтрнвю·•· фш·уру на плоскости 

с р u я н ы х eтoport. Tm ·jщ мt . ., уже lt e будем t ·оворитi., 

ЧТО IIЭMCJIHCTC II Пu.ю•t~C I\114' фl!t 'ПJЬJ. Cfl раЗi\tеры НJШ 

нанравлени(• оfiхолн tltl неi1. 1 foc.rteдн~e , т. е. c.-teыc.J 

(st:ns) обхода, дatro а G с u.1 ют111.1 . :\бсолютностh <'мысдн 
обход:t мы ос~'ЩL·етншt , ec.'lll r· са~юю фш·урою Сiудет 

cвm-Ja!JO неt.:оторое l!ll i;.'JII'H~t : t;:o~ , tвижение, неи3МС11НОе 

пv свое.\lу r.;о.н,н :лу. J;aJ~Ci t· r;,,, rtо.'южение ни т.шя;1 н <.~· 

iiтодатст. f"t'O . l-lanpнм ejr. "' ' ·1 :о.ЮJ"Л\1 бы nоместип, на 
фiii'YPY •tt:~ct.J <' нровра•ш r. t ~J цаtфербтtтом или 1 11 арик , 

u(ieП'\IOЩIIi; I IOIIT~·p ф1н·ур1.1, 1\JIIf 110 1;онтуру ф1!1'УРЫ Пу· 
СТИТI • ~-t;Je!>.ТJШЧ('CJ\IJi·1 ТО!;: CMI• I tЛ ;ПIIX ДВ11Ж~1Шi1 fil>JJI 6hl 

неааtш<.:нм от нo;ю·.+.:i·tllt:l ссаб,1Юдате.rт. п потому . ·.~н ан 

:.:tтtн 1".\J hl<'.'l . t:<l.J> ycтatюп. ICIIHI.IЙ ра:: навсеt·д;..t. наб.'tю· 

1! :i l t'Jil, .моt · 61.1 щнн · нтнроnаthr:J в своем oтlюtcll~HI1• 1 ~~ 

ooi1 н.ш: дру 1 ·оi1 стороне нлоскости. llтac :. tt~•cп. ЭI'Ol 

абt ототныi1 oGxo:t. ра;: 11<1. всеt·да ycтaJюn.н·нrн.tii. счll 
та;:: тс п I IO,lOЖIIТC/Ibllbli\ 1, t;Ot'Д<t. 011 BJIДIПCfl npUП'I':t.IOЩIIM 

11 p OT IIR ;{IШJI~efiiOt 'I~COBOii CТ}IL~ .'IKif~ 11-ПO.'IOЖИTC.'thHh\M. 

I:Q!' •Iil J->ИДIITCH Olf rtpOT('IO\IOJЦIIM П 0 ;ПОМ~' /\IНIЖNJШO. 

И.•ш. нначе. ссю 1 на(i.•н(J:щтс:н, н:tхоюпсн IШ IIOJIOЖH· 

:-eJJЫ·I0~1 1:онцr: нор r.ш.rнt 1; повсрх1-юстн. то обход 1\онтура 

нслрС.\JСIIНО со вершастен нротин часаnоП етрr:т~н; <.r ее:ш 
г,Gход BIJ/\HTCn происходнщ11м по чaconoii cтpt' .. r'''' · 1'(r 
;-iTO Зltа'ШТ . что на JICl'O наGтодатtль смотрит t: отрн 

натет.ноrо 1:онuа JIOJ)l\HJ.llf . При таli:о :м рассмотрении 
IIЛОСtюстн neCJ,:\13. вьн·ощ•ы !iОор;шнатпые оси Макс.вРл:l<i 

" 



'Jt:ртеж 7-ofi). Допустим теперь, что мы персш.'lи на 
отрицательиыИ конец оси Z 11 с~ютрим 

1 :с о т т у д а на наш треу•·ольник. Тогда, 
ори том .же самом абсолютном об
ходе е1·о перимс1·ра, мы увидим, что 

обход совершает1·.я пр о т и в часопоИ 

стрелки. Если т о г д а, ранее, мы счи
тали, по декартопекам координатам, 

площадь обходltмого контура положи
'lортеж 6·й. 

r~.'lьной, то теперь, при том же обходе, сочтем ее 

<)трицательной., но, переменнн систему осей на максвел· 
.1евскую (чертежи 6-J.!. и 7 -И), мы должны rовориn. на
оборО'r, и о прежнеl\ шющади рас-

суждать. как об отрицатедьноЯ, а о 

теперешней·- -как о положителыюЯ. 
TaКII!\1 обра::юм, венкий вырев(Ж 

tiA/JCI(OCmu с одной cmopoнw no.JO:Netl 
meмm, а с др:vгой- отрtщате.ин. н 
ПОТОМ\' 8CJI П.IOCK(ICtliЪ С однОй СmО-
рйНЫ nоАОЖUmеАЪН"О, а С dp,ljtOй Ompt4- Чертеж 7·А. 
цатеА&на. Сторона плоскости характеризуется знююм 
любоfi, выреэанноti 1ш плосl\ости, nлощадки. nлоскость 
.. ~т<.tл<t как бы прозра•-ша, и когда мы видим на ней 

n.1ощадки ра.эных знакоu .. тп это, теперь уже, должно 
быТh относимо не ::~и счет р:.~.эноrо смысла нх обходов, 

кю.ювой может бытh тоm>ко одним, абсолютным, а за 

счет раал1tчных сторан шюскости , к которым и при

урочиuаютсн рассматриваемыР. площадки . 

~ 4. (J режде, чем итп1 _.~алее в рассуж_.1;ениnх гео
ме·rрических, кажется, будет небесполезньш несколькими 

примерами напомнитL. ф 11 1! 11 чес к и А смысл устанавJUI
ваемоrо понитин о n tl л н v н о с т и ПJ1оскости , кик геоме

трическо•·о образа. к которому прнменпмо различение 

ведичин по .. 1ожительных и отрицательных, аналогично 

аоf\обному же различенlfЮ на JШНШt. РазRица с линиеА
в ТОМ, ЧТО ЗНа~ OTH0('11TCR ТаМ К С О Д е р Ж а Н И I0 ЛИКИ11, 

как таковой, т. е. к птре;:tку .rпшейному , и. тут-к с о-
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.J.I,~}) ;rtGQHИIO ШlOCKOCTII1 K8i;.; TaKOBOii1 Т. t:. К ШIОС~ОСТНО; 
ве.1ичнне, •~ площади. Следоватедьно, велкое фшшче
..:кое нв.1f'Ние, которое может быть н::юбражае~ю выред-

1\ами nлоскости 11 которое nолнрно, .ч устанавтшtt.емо~· 

;щесь nоиятии о э н а к е шискосТI[ подучает себе l!OJi t:·l 

нyю д.иш·рамму. Сюда же относиТСfl nсякиii пронес<·. 
могущий быть t'рафически и~:~ображенным IICKOTfJlJЫM 

обходом, ш.1еющим опредеденный t:мысл, или, еще. 
внутреннюю противоположностr. своеL·о смысла, застаЕ

днющую в днаграмме его воспольэоватьсFJ воэможно

t~тыо двоякого наnравления обхода. Вот неск:одhКО про
стеАшю.: прнмеров: 

I. !\lа1· н итныП: а исток, т. е. новерхtюст1., ао 
котороii, нор:-.1ально к неА, щетиною, расподож~ны бес· 
tсонечно-малые маrннтнки, есть фиэачеr.кое ocyщecTBJrt1 · 
tшс t·еометрического образа плоскости, пли, nак уuн

дим далее, вообще поверхности двусторонней. Потен 

циал тако1·о листка или, лvчше, его :мемента поnер.,.. 

пости dS будет положите.r~ен или отрицателен, с)ютрл 
no тому, буд~т ,тш видна ~1з места наблюденuл nоло

жительная или отрицате.1Jы1ан сторона :·ше~Jента dS. 
(Чертеж 8-Н). 

П. То .же cawoc можuu cкa:JaTI . 
. v r о двойном ~дектричесl(ом с.:лос. 

Ш. Правило Амперовскоп 
1': нловца и nравило Максведлева 
:,. штопора относительно напраеле 

' ния мю·ннтных силовых линий тока 
'lepтt• 8·11. ( «наnравление тока и направлсшн-

магнитноА силы его с.:внэаны меж> 

ду собою так же, t:ак направление поступательного и 

вращательного движенпл обыкновенноr·о вшrrа иm1 

штопора::> ~ покавывают, что плоскость. рассекilющал 

ток перпенднкулярно к не"'У: 1-шеет по существу р а Э· 

личные стороны, хотя бы наnример потому, •пu 

северный полюс на одной стороне будет двш·атьсн ос. 

часовой пре.ТJ ке, а на дРУI'Оii-против не11 , что nоля· 

:.!0 



р ШО~:.tННЫЙ .'1~"'1 IIOBt::pllt~Tt.:ll 'Гi\l\1 И ТуТ В Пр()ТfiВОПО

.ЩЖНЫС r.тороны н т. д. 

1 \i. Теорема Ампера об эквивалентности замкну

rо•·о тока и соотнетственного магнитного дистка.иа.fею

щего тот же контур (чертеж 9-ii.), приводит к расr.у-.пr
~еш1нм. ЛО!I.ОбiiЫМ ТС~!. •rro В 

ПV!ПП(' 1. 
V. Теоре~1ы ou иtЩуiщии . 

!'Д(· напраn.'1ение тока обусло

•.t.шваетсл тем, входят или вы

-..;одпт силовые линии в контур 

е ero пр.1южительноА: или отри

цатсльноii стороны, опять воа
Чtртеж 9·й . 

.аращают мыс:н, к тому же раtt.rшчетпо знак а 

Ш10СКОСТ11. 

' '" t. Положим. что в ванне <· ;мектролитом, н ко
торой проходпт то1~, находится uроводлщиИ лист, раз

делпющеt\ электроды. Он поляризуетсл , и тогда, как бы 

тонок он ни был. стороны поверхности CJ'O представят 

существенноР ра::~.шчие, т::~:к что к HlfM, onmъ, будет 
аес1.м::t выгодно примепип. пpCiiCTanлeюtP о знак е 

ri.'IQC!<;ocтн (чертеж 10-й). 

\ ''Н. l!ассмотрим Татовскую диаграиму термо;:шек
три•Iеских явлений. Напомн11м те два закона, на осrю
::..люш tюторых она построен::~: 
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lt 11 , , 

Е" (.АВ)=;;" (АХ)+ Е,, (ХВ) 

адесь Е O<Jltaчaeт ~лектровозбудительную CIJ.IJ.y Дi.tlJ
нoH нары .\Jетал.тюв иа чис.'iа А, .В, U, . .. Х. !lределы 
ж:е t" t~, l) обозначают температуры cnaeo. Тэт строит 
такую ь:ривую1 чтобы о.1ощадь между осью абсцисс.. 

1~ривоii и двумя бесконечно- б.illtal'Ими ординатами, 
соответствующн.-и •термоалектрической сnособности· 
'f(A ... \') при соответстnующих те,.шературах (абС.I{Иссах) . 

'lrpтe:t: 11 -/1. 

была пропорцпональна электр(•· 

воабудительноii Clt!Le термоэлt· 
wента. ТоJ'да ::Jта криваR отно

ситсn к :\-lеталлу А. а 0 1: 1.. 

(lбсцю_;с к :\!еталлу .Х (чертеж 
11-й). На основаюш второt·о 
аююна [ 1 б l, площадь трапеции 
MM'N'N представит собою эле._.
тродви~-ущую сплу пары tMNJ. 

iic.:Iн темпеr)атуру холодноi'О 
спал О Р мы оставлнем неия:\tен
поП, а тe:\tneparypy теплого 
увели•шn:.tС~! , (О ОР", то (чер
т~ж 12-й) Е то1·да до~тигает н аи
'iо .1ьtле t· о .-maчCJIHH; после 
это,·о начнетсн убывание Е до 

ну.1п, rJpнчe~t :~ТОУУ 3Наченшо 

Е соответствует температура ОР" 
'lepтe;j( I З-n. 

та~ан, •по Р р·· -Р·' Р"', носле 'Jего происходит ивлеНJ-1• 
ннверсшr, обращение тока. Tat>QBa дию:рамма. t.:перв:1 
:\IО~ет nока:щтьсп странным, поче;о.1у происходит та~. 

ибо П.lОЩiJдь, нэображающая ,·шектродвиж:ущую силу . 
1~ак Uудто продолжiJет возрастать, между тем как элек

тродвижущап ешш убывает. Но де.:ю в ТОМ1 что после 
t iepecetieiшa lфивых п точке И площадь стаиовптсп 
отрицатС.lf.ноii 11, сдедовательно, уже не прибавляетсл 
'' п.10щади. iJЬJRШe~i до J(, а вычнтаетсп из пел. 
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По:~о(iных 11римерuв Щl СН/\\ЫХ pю.JJIII'ШЬIX оuластеИ . 
1·де паходн-r себе место ПО.'1ар11ое nредст11.влени~ nлu<:· 

J~o,;·rn , можно нривесн1 :>.1HOJ'O; но, пола1·аю, и скаiiан~ 

ных достаточно, •пооы <·д~JJaTJ, себе фианчсский смысл 

ато1·о лредставлешт ШIГЛIJДIIЫМ, :\налиrnчесюt делп 

CROДIITC» к во;:в.южностн вырааИth нотенциа.1ьную функ· 

нию двойно1·о c.IJOH nосредством н&~~:отор_оrо интегра.'lа 
по контуру этоJ·о слон. т. t::. 1{ ч.астному r .. ччаю болеf· 

IJбщeli теоремы. Cmo'lr.ca. лающеП тожде-
. :твенное равенство дв~·х инте1·ралов, 

новерхnоспю•·о 11 1\ОНтурного~ таt:: что 

11зменен11е с !\1 ь1 с л а обхода в последнем

необходимо ··ваэано. с.11едовате.1Jьно, ~' 
tl:>~:..tенением SJiaкa. у •ц-tж_:~ого :-IJlei\IШП<I 

11ЛОЩ3ДИ 4 ' lортеж 13·111. 

§ ~~ - Вс:Ж!l." плоJщtд•• ю1еет и:в1ерени·~ BJ~FJoe бo:JJ)
Шf~t-'. 'lf'!\.1 дJJIIHa. 

18]=[1/j [17\ 

1·:('.11/ /(ЛИН\' C'fИTI1t'M :\IЫ :-J<t Ве.'111'ШНУ нерВОI'О ШJMt:

p€111!11, lliJ.\1epeнив 1, то тоt·да n.:IOщaДJ, должна расС).tа 

триватьсн , 1~ак вem1ЧI11ia uторо1·о и::з:-.1еренин, J<ак вели

чина lf~l~fcpeнюJ :! . . \ т. 1с, в нш·"1ндно:-.1 соз~р1~ании ~-1ы 
- IНrteм ,\JJIШLol .'НIIflh ПОЛОЖИТСJIЬНЫе 11 Отрнцате.1ЬНЫе, 

ro, nри вынJеоаi'Iа'Jенной точке зреют, иришлось бы 

УТЕ€РЖ/Н\ТЬ, 'ITO flJlOЩ3ДJI ,\IQI'Y'Г бЫТЬ ТО.1ЬКО ПОЛОЖII

J'е.'IЬНЫе. О.t~вако, мы видет1. гrолную J'еометрическуtо 
наJ-.:нщносп. н ()Тринап•JJьных шющадеН. Отсюда сл!'

~~~·ет, что при и:-1учении плоскости не правИ.'IЫtо пршш

щtтJ. IJ.'lощадь эа вt:лнчину вторшо иэмерения, а длину

л е р в о , . о . Мы уже вндeJIIt n § J методолоt·ическо1• 

требование прш.шщt1Ъ :ш основную r.диницу, т. е. еди

ницу первого 113мерения. часть того об~екта, которыИ 

11а;о.tи н~уч<1.етсн, 'ITOGы в с<tмом опредедени;;. меры не 

riы:ю .l)JГJt'ICCKOi·i отибки - д01'1I'Iecкoro ураnюшают 
IIOHATIIi1 :i:-111CДG:\IO pa'IJIOpO,'~HЫX 



llудем ра<.:су~щал, конкрет-

! 1,; НО Вырежем на ПЛОСКОСТII 
квадрат, площnди /1 единиц. Это 
Ь ~t0жет бЫТЬ Ка!~ ПОЛОЖИТt!IЬ-

'leJI'fl:;!: Н-• . ным, так и отрицате.'1hнr.tм. Рас. · 
смотрим же тот случай, КОI'да Ь 

отрицательно. Tut·дn, <tТОбы площадь была отршщте~1ь
ноii , ftеобходимо, чтобы сторона квадрата была поло

.житrлыюйиш! оtрю\ательноГt мшtмостыо ('l~ртС'ж 11·-fi ): 

[181 

Ит<r.~о; . cтoptH~il t\fl~ .l~p:1т a отри1~а1'€: :rьно~i 

u.:tu щaд11 жнu..tra. J(вoi1нoii знак ен vкаэывает 
на то, что направление ::~той стороны можеТ братьс11 
как .~ одн~·. так 11 n l Q)YJ'YIO сторону,-~>ак :"'ITO нообщt• 
дP.'1.ill'Tcн в аналнтttческоi1 ГtО:\1rтрин. 

Таким ;n.;e-, с~1едовательно, т. 1·. мнu.w:ы.tt, долже11 

бытL и в с f1 кий оrре;:юк прнмоii, в с н к n н д л 11 на н а 
иижt1ей стороне п .'!ос кости (еслн uepxшm nо.тюжи
тельuа), вснtшй ЛlшеiiныП Эдемент, а потому-н длина 
венкоП д~ти, t-::н; nредел суммы nрнмо.1инеИных звеньев 

nepи:-.teтpu. вn1.1с:ншоii в дУJ 'У .'JO,.IaJШOii . 

Но. ес.:ш MIIIIMЫ"1 будt~т всяю1fi отре:-юк нижней 
стороны плоскости, то мнимымп бу:~ут и •~ординаты 
дюGoFi ТО'IКИ Шl нижнеii стороне nлоскостtt , lfоэтому. 
точку оборотноН t'tороны, т. е. <· мнимым11 коорди
натамн, мы (:TaH(').t называть точкою .аснижою. Однако. 
требустен ОI 'ОВОрИТЫ.:Н ОПIОСИТСJIЬНО ЭТОI'О llаЗВаИИЯ, 

не ('Овеем совпадающеrо с общепрпннтьвt, т. 1с 

о6ь1.кновенно "-'тимою mоqко-ю • называJОТ точку 
с координатами коАшлексными, тогда каt-: мы 

ИМСС.i\1 В виду ЧI1CTO-I\.f!-IИML1e ВеЛИЧПНЫ, вида ±bi. HpOMf' 

·rot·o, IШОJ'да термин .r l\.IНПМан точка , <= мнимая ветиь 

кривоJi ·, относлт к таким точкам илп ветвям, у кото

рых одна координатit мнима шш KOl\IDJ1et'cнa, тоt·да как 

другм (обыкновенно абсцисса),--дейrтвите.льна. В no
дoбrtJ,JX c,;t ~-·Jaлx м"' fiyдP:\t J'OПOJШTh о no.Jg-",нu.чocmu. 



Г. t · . О ШЩV·МН11МЫХ ТОЧКаХ П ПОЛ\'·МН11МЫХ веТВПХ 

I<PIIBOЙ. . • 

Рад11 сохранеш111 однородности ию1ереii1111 вt>л11ч1ш, 

Jlt:OбXOДlfi\10 11 ШIОЩ::!Лh Hf\ ПОJЮЖИТельной СТОроне П.1ОС· 

r-юсти СЧI!Татr. ве.тlнчпною первоt·о И1~tеренин, а велкий 

')Т1_)Е'аом на ней -· величиною намерекип 1/~ 1 потому что 

'111 по .. ччастся чрея изилечение корнn ~вадратного И::t 1. 
Итак, если у нас есп. квадрат с площадью +Ь и квад

рат с nлощадью --Ь, т.:> сторона перв01·о квадрата бу
дет ± Jtb J!i~ а второго будет ± VБ. i. Так сохраняетс11 
однородность ве.1ичин , no суще<.:тву однорощ-tых, и не 

RIIOCit'ГCЯ , ПpiO\TitЧeCIOJ, НИКЗt;ПХ lt3MC..feHИi-i В ОбЫЧНО~ 
rр;штовюmе положительноН (доседе только 11 Ciывmei1 

ff :~вecтнofi} сторою.1 плос1~ости: тenepr. мы должю.1 
tо.'IЫШ J\1ЬIСленно заменятr. выражение: "- СТолыю-то 

nCHOBHЬIX СДШШЦ , ВЫражением ': (.,'ТОЛМШ·ТО ОСНОВНЬL\": 

t!дишщ я степени J/z" . HIJ4tJЯ интерпретаt~ия АIНи.мостей 
1а"Аючается а открьт1ии оборотнОй стороны nAOCflfO· 
~mu и npиyDo'tellUU этой сrп.рпнг - ОбАnети .хни.иы.т 
чиил. Мнимыi1 отреаок относитсн, со1·дасно :'>тоН интер
претации, к протпвоположноИ стороне плоскостн; Tal\1 
на.ходитсн сван ~оординатная система, н одном случае 

i"ОВПЗДЗЮЩа!i <: деЙ('.ТВИТf'ЛЬН~ii, а В друГОi\1 --раСХОДII· 

таясн с н~ю. !J..'IR нr~ r теперь, nовтоrяе:<.t, nлоскост, , 

ff!!j ' 

' 
' 

ста.•ш про:::rачной , и мы вп· 

J\ltЫ обе системы ocei1 аараа , 
та~ что мо.жсм представит1. 

шюскост,, так. как это сде

лано па черт.еже 1 ~1~м, гдt· 
nyш,"'111JIOM прог.еде11а •tнимаr• 

систе~ш осеИ. 
Воавращансь , с раз'нс

не~шоЛ точю1 эрt;пин, ..- площади треуt·олышка. об 

ннnаршнпности которой шлн рассуждевиа в § 2, 
.\•IЫ :\ЮЖСМ ПOIOJ1'h, ~ак, прн IIO.'IOЖIIT~ЛЬHOI\1 ДСТер:МИ· 

ианте эамещенин D, равном единине, т. е. при кол

линс~~~ипх. rоответстnующш\ пacTOIJHtИ~I двпжепинм. 

н.1онщдh нее же мо·.т.:Р.'Г и.:s :-.1eНIIТJ, <'nой пню-: . 1: са~ю~ 



;~е~1 е , подставляя в выраж:енис д.1ш П.1ошади l!:il мни~ 
мые ~оордипаты ix:, и iy~ (k=l, 2, ;} ) вершин, н вы~ 
нося мнимую единицу i :-Ja зпак детср~ншuнта, ~tы 
получаеi\r Дt>йстnнтс.lьную ве:шчину детер~ншанта, рав~ 

ную площади треуt'ОЛhННкэ. с соответстнующюш дefi· 
стннтедьнымп координатами вершин, но И.\tеющую про· 

пtвоположныtt она.к: ~н-ш~юе nреоGра;:ювапне Iюординат 

п~ре,.,tенило c~tЫC.'I обхода, пбо псреверну.1о треугольииi'.· 

tалашмн, переверну.1о же потому, что пер(~ вес.•ю его ин 

OTJШIЩTC:IЫIYIO СТОрону ПЛОСКОСТП. 

[19 ] 

11 с.t едовате. tыю 

[20] 

Д1н о11ределен1юстн э,a.'lьнeiiшiL'< рJ.ссужденнii под~ 

ne,'\e:\1 нтоrтt н да;ош несt.Ш.lt.ко опреде.тtений: 
r. ДеUствиmе..Jr.нал точка естt~ та~ая точк:r,· об е 

кооrдинаты KOTOJIOii леilствптельны: R (а, ь). Она лежит 
на nоложитсльноi-i стороне плосt;:остп (на •tертеже

верхней) и оnределастсн пересечением двух пря~IЫХ на 

ПO.!IOЖJ!Te.'IL.HOf1 Стороне П.10СХОСТИ. 
lf. Мии.мая точка есть таr;ан точщt, обе коорди · 

наты 1~oтopoii 1111ШIЫ. R (ai , bi). Олредешiется !l.tнпмая 
TOЧKil ,i1B)').Ifl Пр1В1ЫМ11 на ОТрИЦ<\Тt'.'IЬНОИ СТОрапе ПЛОС · 

кости, на •rертеже-оборотноii. 
111. Вснкая прамап, проходя.щан через две ,,еи..:тВt 1 ~ 

те.::~ьные то•нш, естt. npя:\taH дейсmг14mеА&на.я. Она рас
nоложена на верхнеii стороне плоскости, и уравнение 

~~fl удов.'lеТВО{mетсп .1J;еi.fствите.::~ьны:ш1 точка:шr. 
rv·. НСIШап прrш:ш, проходшцан чрез две ~IНИМЫе 

точки, есть пря:мал мнимая. Она расположена на отри · 
I\aTt~~lьнoii (нижней) етоrоне шюct~ocnr 1 н уравнение С'н 

удов.1етворт~тсн точкrщп .:\1111BtЫ'-IIf. 

?.б 



§ (i . . \.н·~бр<!11Ч(;сtа1~· ;~e[itTШIН IЩЦ IIOMПoltJ.:CIIЫMJt 
'UIC~laMИ ПpИBO.tiJT1 Н IITOI'e, 1; KO:\IПJlt:t\CaM Же lf ТОЛЫЮ К ЮtМ. 

По::~тому, координаты точек. nолученные 11а уравнемин 
люGоi1 п:юскоН tфнвой, ).!Qt·yт быть .'lибодеi\стnите.'lьны~ш. 

ЛИбО ЧИСТО·М1111МЬIМ11, :шбО !ЮМШlСКСЕ!ЬШИ, -- Н НИКаКИМИ 

\ШЫМИ, - tJНa'H~ I'OBOpH ТО.тiЬКО ОДНОГО Шl llt:Жеследую-

1\.I,ИХ трех типов: а, ai, a+bi, l'.'tt! а и Ь суть деikтвн
тслr,ные 'IIICЛЗ, ПОЛО:ЖПТеJIЬНЫе HЛII Qтрицате.'JЬНЫе 

f;ледоnате:tыю, из раали•шых сочетаний координат этих 
тр~.:х типов возпикает возможность д е в н т и раэдИ'ПIЫ~ 

видов точеt.:. нлосtшсти, как она расоtатрнваетсfl n a.нa
:tиntчecкofi I"<Ю;\1стрии,-н трлько нх; этн девлт•, вида~ 

pat' IIa,"\aiOTCII на 111 е с т,, существе11но раз:шчных po.~m~: 

f. а, /1 TO'IIШ де~iсТНИТелш;ые. 

а . /Ji l lJ. ai: f, ) TOЧI;II ПO.'I Y·).fiШ:\I/>11'. 

[(j. ai, /1i ТО'IКП \IHIOIЫC. 

а b+t·i } I V'. a~t-di, f: то•Jкн лo.ч-~ю~шJli:l'CliЫP. 

V'. a+di, /1+ci то•н;и KO.\IШICI,CltЬI\::: . 

1 a+tli, Ы} 
V · Ji. b+ci TO'Jh:ll .МHИl\IO·IIO:\III.!IelcCHЫ l: . 

1 :o•J~TaHIIH 1 COI:ЩИHCIIIIЫ€ t:t;OUKOIO, ОТНОСПТСН 1; TO'J ~ 

Ка\1, IIOДQ(iHЬIM ~IСЖ/~У СОбОЮ, HQ е Jt:-l~leПCIIIJI.>I)Нf tta1 B<I · 

шtш!И t\ООрцпнат. 

Такоnы шесть ро,"ов то•Jек п.тtоско•·.ти (обращае:\1 
ПНИ:Чание, ' ITO CK<I.<I:J.HO « "AOCI\:OCm~ :., а IIC «Htl П.'IJOC· 

кщ•.пtJ ). Нн.-акИf~ оnерtщип юш-·ш:за не дадут 'IСJ'О·либо, 
не••::обра.эи~ю• ·о .·)TJIМII ·rочкю.ш; и с.1едовате~1ьно, ,i.VJH 

TO'IНOI'O совпад,•ниn анали:за н •·ео:-.Jетрии нуж!-10 толы .. о 
дап~ НаГЛЯДJIОСТI~ RC Ci\1 ТОЧКЮI. До СИХ ПОр ВЫНСIШЛСtl 

•·еоl\tетричеrt<ий обраа, соответствующий как дeHf:TвJI~ 
те.~1ъным, Т<Ш и щшмьн1 точкам; требуется .же теnерь rе

омстrически щmcnocoбiПI, 1трочнР. 'Н"ТЩlе рода. Начн~м 
1' ТОЧеl\ ПО.'I)'•М1111:\1ЫХ. 
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Пусть в простр<tНСТВF- даш.1 какщ:-наtбудt. дне щт

мын. Вообщ(· J'Oвopn, онr не пересе.-аютсн между собою. 
но тем Н€' менее между нимп сушествует кратчаiiшеt· 

vасстовние.-оGщиii пх neprrtндttк~·лnp. Эта лнюш един 
ственна; поэто:о.tу мы можем ск<.~:~атt ., что две прн!<.fl.н· 

вполнr характерmJуют некоторыfi отреэоJ.: (кратчаiiiНN" 
между нимп расс.тошше) и на не~1-некоторую точку, 

..:отара н хотн н иожет двпrатьсн rю оч)еэку. но линн. 

8 И:1Bf'CПIOii Oб.'li.lCТtJ, м ежду ПpH!'tlbШit {Чертеж JU-ft). 
т. t'. м е ж: д v точкамп А1 11 А,. Станеl\1 

--..._ сбтtжать мСжду собою Щm.\IЬ-te, Т01·д:• 
........__ обдаrть проиаnою.ностн А1А ~- точ1ш .А 

' --........... стюювитс11 всt теснее. и о предел1· 
Черrеж !t.-n. то•нш делаетен вполне оnредслеiшою. 

ашсш-ю оG~<шщетс11 в точку пересе

•Jснша .цвух шшнf1 и сливаетсн с· А. и А!' Но, как ранеl-" 
·rоч•:а А все врем н находил ас•· ~~ е ж ,'{ у лaнflf,f:'ltп лиmlfJM(t. 
так и о прещ~льном C.'l\'•rae м~., можем 
продолжать I 'Оворитt., Что А--.\1 Е' .ж д~ 
..!JIНнпми (чертеж 17~Ii). (lредставн~• 
себе далее (.,ертеж 1 g. fi) , что у нас, 
вмесrо бrсконечnоfi nлоскости, -беf·-

конечна л нластшtа,- C.'IOii переменноii то.:•щи11ы <: 
napa.'J.1f'Лbllf>IMII l'rRIIRMH. t}~pTC:.Ii:C)f ПрСДПЗНЛСН Blol • 

'l'3p!II.W. 18-11 

реЭОJ~ Шl ~:IТO I'O СЛОН, Jl a. 
одно/1 с·торо,.н· ~-+TO t'(• !l.'шст;• 

нров~л.еZ~I O/HI~ мшкю. на дру~ 

гой --дру•·ую. Отыщ~.:м. / t311Ct". 

1~ратчай1uе~ расстонuие обеих 
линий: оно будет равно а 11 

направлено нор;>.шлыю " •·p=•
tiiOI. Де.!Jаем, теnерь. толщину C.'IOfl г все меныней 
11 меньшей . 'l'о•·да каждан линю1, ocтaвaJICI. па той. 

rтороне пт~ста, на котороii она f!ачерчена , станет 
сrриближаться ti: шшtш, чт6 на другоi-i стороне. R 
1тределе. ti:Orдa обе грани содыотrн, rrерссечение лtt

ии.А на рааных сторонах плоскости. по:Jучнвн1ейся как 

предел sышео~.:нilчеюю• ·о 11Ласта, oпp('Лt".'IIIT f·о()ою Н(· -



i\Оторую точку . Точка ата будет JroAy -.tc'Нtl.tiOti , ибо 
•Jрез нее проходит одна nрнман де йствительная и 
одна ;-.1 н н м :1. я, которые :-.10гут быть сочтены за косо

уго.!Jыtые координаты ея; в часпю.\t случае, эти пря

мьiп МОГ)'Т Uыть перпендикулнрными между собою и 
uарал.1ельны.мп QCm.t. А что одна иа 01ltX nрямых, 

И..\tенпо нижняя , Uудет :-.шпмою, друt·ан же, верХ1-шн,

д~iiствитеш.ною, это нвствует. из раэьяснениП, сделан
ных ранее . По;Jу·;шшман точка находится между nро

ведеиными динию.ш, стало быть,-,..,_ е ж д у тех гранеi1, 

на которых означенные лпнии nроведены. Значит. деfi
ствительные точки расnоложены сверху, мнш.1ые-снизу; 

те и другне на соответствующих сторонах, а по.'Jу

мнимые--енуmри, в са.,юй nлоскости, .wtжdy ен сторо
нами. Но быдо уже сказано, что no.'ly·).tHИM a>t прнма11 
nроходит чрез две лолу-мнимые точк1t; СJiедовательно, 

ona также .1ежит внуmр14 плоскости, .между ен l'раннми. 

Вслкиi·i t·еш.Iстрическиn обраэ-t·еометрическое Аl е

сто точек-назовется :\lнимым, полу-мни.мым иди деJ11-
..:твительны:\ t 1 смотрR по толtу, какие точк~1 Jlеж<~.т на 

~JТОМ « .\teCTE' », ,\JНIII\IЬI C, ПОЛу-МНИМЫе ИJШ деЙСТВИТt!ЛЬ· 

ные. J{сiiстnнте .. Jьныi1 обраэ чертитсн, как uбычно, ua 

~:~хн::03с;~~~~= ~~~с~~~~r~~:~ь~ ~~:~ 
/ ниеii. Поду·:\IЮJ:>.tый-чертится внутри 
1 шюскостп, и обозначением ~~·о будет 

}- лунктир. Наконец .мюtдtый образ 
' ДОЛЖеН 'fepT!I':'ЬCII на НIIЖНеЙ СТО· t ране шюскости~ а на верхней, юн.: 

бы просвечивая, он пусть обозна· 
'leJпe;~: 1~ -n . чаетсн черточками (чертеж 19-J!). 

Теперь ocтa .. lOCi> рассмотрен .. точки ПШiу-комnщ~кс
ные, ТОЧКП f\Ol\IШlCI~CHЫe И ТОЧКИ' МНИМО·IЮI\IПЛеК<'ВЫе , 

т . е . те, координаты 1юторых суть : 

а , ь+сi } a+di, Hci } a+di, bi i 
a+di, Ь di, Ь+сi 1 ро] 



Пуст1.. дана то~н.:а .Af (а, U+t:i) . 'lтобы nocTJIOIПh 
ее , надо ('It:!pтe""'' 20-Я) BЗJITb линию, nараллсльную оси 

'lертеж 20- Н . 

ординат, на расстоянии а , и наRтн 

се пересе•1ение с парал,;J елыо оси 

абсцисс , на рассптнии b+ci. Это 
эначит, что надо вэнть по оси У 
nтреэок Ь на верхнеli плоскости, за· 
тем от ltOiщa Ь от ложип. на нижнеif 

сторош: ri 11 провести через конец 
так nолу•н·нноИ суммы лин11ю, па
раллеюjную осн .)\. Точ~;а пересе
•Iенин :пof.f линшt с л11нией, прове

.. tенноИ р:щьшс. б~·дет М,. Но ведь мы MOI'дlt бы по
ступить и иначе: сна<Jа.;ш вэнть на оси У отрезок ci, 
а аатем уже Ь , и ТОI'да 110дучшшс'~ fiы точ~->а пересе

чения Л1, на том :же месте, что и 
М,. но Не в том же отношен11н ~~ 
сторонам шюскостн . Тут точка бr.Jла 

бы деПствительпоR , TOJ'Д!i ка...: ране .. 
онн быда полу-мнимоН. 1\•Iежду тем , 
искоманточка М должна бьiТ!. един 

ственной . и этоП единственности ~н 

можно добитьсн , ес.rш тот 11 дP)' I 'Oii 

oGpaa сн , деikтвите.'1ьныr, и полу

МI·Шмыl , сtштать в м е с т t.' аа о д н у 

точку. Вмсст~ оне образуют одну 

'lepreж 21 - А 

точку , О/1НОвременно находнщуюсп н а верхнеii стороне 

нлос~->ости 11 м е ж д у сторона.\Ш е н. Ес.ш переход к 

пред~лу сщ•• не coвcplll t:H, т . с., ес;щ G:f:O, и вместо 

IJЛOCKOCTII 11 ll<tC DCC СЩе ШJаСТ. 

то можно · vподобить ПО.'I\' ·1\0.\1-
лJJсксную тОчку М t ·пouдiO , Ш •
, ·н анному до по.човины l 'дyiiiШI .I 

н :"'тот шrаст. (Чертеж 22-or(). 
Остаетсn, наконец~ расс ;ио - ЧtJртеж 22-~. 

тр~т,, комn.:1ексную точку М 
(a.+di, ь+сi). Т\7, прн рааличнni1 последовательности 
С}IОЖеН.Иi\ , Р.11:о'l~ЮЖНЫ четыре fJОЗМОЖНОС'Лt; ЭTII ЧСТЬ!ре 

::f1 



во~можности 11риводнт, ка~ видно rш. чертежах 23, 24, 
25, 26-ом. к точкам: деИствитедьноП, rюлу-мни~юп, еще 
полу-мнимо" и nросто мнимоi1, находпщимся на одном 

и том же месте пространства , но 

в разных отношенилх к сторонам 

шюскости . Весь сто.rбик четырех 
точек, ш1 ..-оторых две-па наруж

ных сторонах плоскости и две-на 

внутренних, внутри ен, образует о д н у 

точку М (a+di, b+di). так что мы 
ее можем представллть себе в виде 

штифта, проходпщего чреэ всю то.ТJщу 

П.ТJаста насквозь 11 выходнщего на 

обратной стороне еп. Такой результат 
.1е1·ко было бы предвидетt>: вe!lt., очевидно, что точка 
tюмпдексш~ ~~ должна бытh представлена таким об-

ЧерТ~.>>!: 2.(-11. Чертеж ~IJ -11. 'lертеж :!6- А. 

рааом , ~1тобы при частных Ot 'jHt.нИ•!eHШIX, т. е. по

Л<'IГ<~н деi-iстRительныс или мни~rые компоне1rrы ен 

коор;~инат нуто, мы мОI'Шf по

.'lучпть и:.1 комплексной точки 

точку /~f:ikrвите.'lьную, ПОJiу-мни
~ую н мшtмую. Сдедовательно, 
комnлекенан точка об'едшнн:т в 

себе ВСЕ~ частные ВltДЫ точек, 

а плоскость Р есть носитель-
ШЩа 11МеНПО КОМП.'If>КСНЫХ TO'J('..-. ТОI'Да как ПJIO'ItiC 

::1 



то•нш с :уть uбразоnашtн на нcii н в нeii. дто~----тuчliи . 

как Gы ll?iJeющи~ некоторую высоту. Поэтому , таковы 
же Il ~IИ111Ш , про:ходлщне '!рез подобные точки: шшия 

прн.мап, проходящая чрез ;.~,ве компаексные точки , про 

резываст шюс~->ост,, наеююзь; проходящая •1рез дн~~ 

полу-ко:щыексные точки , дeJJU.~T надреа с верхиеН сто
роны нлоскостн , а проходящая •1рез две щшъ.ю-ко:.1 -

плекснью точки на~реэы

вает п.1ос~~:ость с нижней сто

роны. Если бы носмотреn 
на :-пи прюtые в микроскоn 

'1 11ptc :~< 28-11. li ~Jcкo"t'чкu-yвl).щ - при бесконечно:~! уведичении: 
'Jt;HИWC KU)ID.'IeXCRЫC rrрЮ!ЫЯ. ТО МЫ УВИДР.ЛИ бы Пй.'IОСКИ . 

1-.:ак ато изображено на чер

l'еже 28-о:о.1; н.lосtюt..:ть :1тих по.'юсок- перnендикуларн~ 
к сторонам nоверхности координатноН шюскосn1. 

DOДOCiHO Пpm.H,IM 1 l1 кривые ЛИHIIJI 1 уравнение КО · 
торы:х удоnлетворнетсн ко~ш.1ексны:о.tи, по.1J.у-компле&с

ны:-.ш или :\!НИ:о.ю-компле..:сны :-.ш точкз.ми, .шGо прорf' 

:-Jают плоскоrть насквозь : .·шбо на.-~резывают ее сверх~· 

И~lИ снизу. Gескопсчно уве.тшчеШIЬJе u щшравлевип ноr · 
ыаJ1ьном к плоскости cвoeii , 

оне представились бы J~июш

дрическими поверхностями, 

образующип которых нор

\1альны к сторона;\! коорди

натпоП плоскости. С lертеж 
29-й). Выражаясь несколь
со условно , ска:ж~~~ .1инии 

4ep·rc:J> 2~-Ji. Бес~~:овечно-.)"вl':rJr •н · н· 
1161t 1<0!o!П .1eJtCRfiiO KpiiRЫSI. 

деiiствптет.ныс, :'.ШЮtые и nолу-мнимые бесконечнt~ 

ннже , нежели .'!юши полу-комп.rtексные и мнимо-ком

Плексные; а линшi этих двух последних родов ниже . 

но не бесконечно, .1иниfl кшщлексных. У словиость та
кш ·о выраженил-н том, что, конечно, ни одна лиюнt 

не ю.tеет высоты, или, и.наче 1 ·оворн , высота всяБой 

линии равна нулю; но юысоты .'lИНИЙ, если браn. их 

до перехода к пределу, стремятсн к нулю с равличвою 
интенсивностью, с различною быстротою . Последнее в1.1· 
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раженне заимствовано нами у Б у с с и н е с к а, I'ОВорящего 

о дифференциале следующее: ~ДифференЦиа.'l не обо
значает вnолне, и.тш, как говорнт, об1ективно малой 
разности; он обозначает ее только суб1СI>Тивно, т. е. , по 

нашем~' поняп1ю, обозначает ее напрл31Сенuе.м, с кото

рым :.1ы заставлнем ее стреr.штьсн к нулю и раСсма

триваем только пределы, к которым будут стремиться 

результаты 11счис.1ений. Идея, которую имел ЛеRбющ, 
засташ1ть подобное напряжение фигурировать в фор· 

;чулах, так же проста, как 11 замечательна, т. к. она 

позволяет произuодить уничтожения, нисколько не на

рушал правильиости формул• . Вот таким-то н an р л же
н и е м 11 nредставш•ем :мы себе высоту nоверхности, 

точек 11 линий. И nредставление это необходимо,-не
систематически же давно существует в науке: разве не 

так именно мыслятел в физике элементарные магниты, 

дво!tноn ~tагнитныtt и электрический слой и т. д. Полное 

отрицание за ними протяжения nросто уничтожило бы 

JIX ~1аnштное или электрическое деffствие, придание же 

11х nротяжению-конечных размеров нарушило бы элемен

тарны Н характер этих образований. tПолагаю, что как 
ПР,И:\!еюiТельно J\: этим физическим образовавиям, так и 
в отношении раа1ясненных образов геометрических, сле

довада бы восnользоваться понлтием актуально бес

к о н е ч н о-м а л ы х и что мы имеем право толковать тол

щипу плоскости как отнюдь не нуJiевую величину, но

а~-:туально бесконечно~ малую, и, соответственно с этим,

толщину магнитного листка, двоRного слоя и т. п. Но 

в настоящей работе, nосвященной вопросам иного nо

рядка, не считаю уместным входить в эn1, доселе еще 

не дораэрешенные, тонкие nроблемы и потому доводь

ствуюсь nока nонптием о напряжении, хотя и вижу его 

:1оrическую недостаточность). 

§ 7. Итак, согласно nредлагаемому толкованию 
мнимостей, кривая может уходить с лица поверхности 

Вl·лубь ея толщи и тогда nротекает на том или другом 

участке своего теченил на подобие подземных рек, 

83 



изображаеиых на карте пунктнром,-чтобы зате~t найти 
себе выход наружу. Это, с точки эренил поверхностных 

процессов на плоскости, есть к а чес т в е н и о е иаменение 

хода криво!.\; но no существу оно не нарушает связ

IЮСТИ кривой, коль скоро она рассматриваетсR как 

обраа, хотя и nлоский, но все же nространственныii: 

Чертеж 30-lt. Наменевне вида коники при и~иеневип лараметра р от-00 до о. 
Сплошная черта обозначает деАствнтеJIЬиые ветви, а nуиюнриая-нопу-

~~и~~е~н~,р:о дсruвьз~~~~: ~~~~~р~::;,~е: ~:a~c~~nU') с~~~~~~ок/~~~ыu~луn~~~ 
Ti!p&: тоца сш:Iошва.в: черта означает uолу-иню1ые ветви, а nуннТIIР-Аеli

ствнтедьные. 

предлагаемое толкование дает возможность геометри

чески понять соотношение всех ветвей ел между собою.

На нескольких примерах поленим такое применение 
предлагаемого толкования. 
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Пусть имеется уравнение гиперболы в канониче· 
ском виде: 

которое можно переписать еще так: 

ь• 
v'=Qix1-ь~ 

IJ.тili 

где 

y2=px'-q, 

ь• 
P=(i'• а 

[21] 

[22) 

[21'] 

Тогда все ветви, выражаемые данным уравнением, как 
действительные, так и полу·:мнимые, составляют своею 
совокупностыо оdн,у кривую. Пусть теперь величина 

по11у·оси а остается конечной и неизменной, то1·да как 

поду·ось Ь меннет cвoli размер, так что следовательно 

меняется и р. Теuерь, 

если p=c-.:J, то кривая расnадается на пару прямых, 

nараллельных оси У и проходRщих на расстоянии ±а 
от нея, причем каждую nря~tую надо считать парпоИ , 

ИЗ СЛIIВWИХСЯ деЙСТВИТеЛЬНОЙ И ПОЛУ·МНИМОЙ прЯМОЙ; 

еслп v> I, то образуется действительная гиnербола, 

из пары ветвеll, и полу·мнимый эллипс, соприкасаю· 

щиесн в вершинах; по мере уменьшения Ь они будут 
сжпматься к оси Х; приравняв нулю левую часть ура· 
вн~нил (21], получим уравнение пары действительных 
ассимптот, касательных к дейсnштедьным ветвям кривой; 

если p=l, то тогда действительные г1шерболы ста· 

новятся равносторонними, а полу-мнимый ЭJiлипс-полу· 

мнююю окружностью, ассимmоты же полу-мнимоn 
окружности будут соответствовать изотропам деnстви

те.'IьноА окружности; 

если O< p<l, то все ветви кривой еще более cna· 
даютсл\ полу-мнимый эллиnс делается сжатым; в пределе, 

если р=+О, то все ветви сжимаются в пару слившихсл 

на оси Х прямых; это-две спавшихся ветви бесконечно· 
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тонкоП действитедьноt1 гиперболы и бесконечно~тонкий 

полу~маи!.tЫft эл.'Iиnс . Обычно говорят, что бесконечно· 
тонкая г'шербода расладастен на пару деАствительных 
прнмых; но это неверно , ибо тут смешивается tlptdeAь~ 
-ное sначтие (при р=+О) с 3Uа'Чениеж на npede.Je (при 
р=О). На самом деде (f.Меетсл здесь пара действитель~ 

ных отрезков, разделенных отрезком полу~мнимым ; 

если р=О , то вместо кривой образуется по ос~ Х 
npodaA, щель; кривая, проваливансь в нее , мгновенно 

выворачиваетсл; то, что было на поверхности, входит 
в ел толщу, а что было в толще-выходит на поверх

ность, Jl потому' 

если р=-0, то спавшанся криваR лредставлнет 

собою действительный средний отрезок (бесконечно 

тонкиti дейсmительный эллипс) и полу-мнимые беско
вечные придатки его (бесконечно-тонкая полу·мнимая 
I'"IШербола) ; 

если -1 <Р <о, то получается сжатый действитель
ны И элJшос и полу-мнимал сжатая гипербола ; 

если р=-1, то эдлипс превращается в д~Нстви

тельную окружность, а гипербола делается равносто · 

раннею полу-мнимою гиперболой ; 

если -'-'='<Р< - 1, то окружность вытягивается в 
действительныit эллипс, гипербола расширяется, оста

ваясь полу·мнииою и, наконец, 

если р=-с:-.;), то снова образуютел две пары слив

шихся прямых, паралдельных оси У и проходящих в 
расстолнии ±а от не я, но теперь уже эдлипс обра

щается в действптедьные прлмыя, а гипербола-в полу

мниъ.lые. 

Такова связная картина всех nревращениА к о н н к и 
при изменении одной полу-оси. 

Весьма наглядно, при пользовании предлагаемьtl\1 

толкованием мнимостей, поведение кривых в о с о 6 ы х 
т очках. Рассмотрим например простую кривую 
третьего порядка, представ.'JНемую уравнением 

36 



y'+Ax'+Bx'tO.+D=O, [28] 

которое, ради удобства, можно привести к виду : 

у '=(х-а) (х-Ь) (х-с). [23'] 

Течение кривой представлено на чертеже 31-ом. 
1\ак видно, принадлежиость замкпуrого овала в кривой 
об'ясняется существованием полу-мнимых ветвей, его 
привлзывающих 

к кривой. Станем - _ _ ~ 
теперьменлть ве

личину парамет

ров а, Ь, с: 
ес.'lи а=Ь>с, 

то овал прили

лает к кривой 

(чертеж ;:J2 -A); 
есди а=Ь=с, 

то ner.'lя затяги-

Чtртеж 31-11. 

вается в точку, так что образуется точка возврата 

(•zертеж 33·11); 
если Ь=с>а, то овал, оставаясь отделенным от 

кривоl\ или, точнее, висящим на nолу-мнимых ветвях, 

затягивается в точечную 

_1! петлю; это- изолирован-

нал точка, и понятно, по

чему ее должны мы pac-

-;;or-,-te----1"1---X ~:~~:~ва:Ь кк~~~~~~й~на::~ 
/ она и кажется отделен

ноН при обычном сnо

LJертеж 32-lt. 

собе изображенил (чер
теж 34-11). 

§ 8. Обобщение пред.юше.wоtо исто.&кования .мни
.мостей с u...tocкocmu-нa велкие поверхностu.-Мы рас
сматривали доселе мнимости, как линейные протяжения 
на оборотной стороне координатной плоскости . Но так 
как основа интерпретации тут-в наличности оборотной 
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стороны, а не в характере кривизны данноti коорди

натной поверхности, то естественно распространить 

nредлагаемую интерnретацию на всевозможные поверх

ности, рассматривае,.tые как носительницы гауссовых 

криволпнеfiных координат на них. И тоr·да вознlfкает 

необходимость уJJснить себе, а кЗк же, в таком случае. 

tL:::tl=c 

4ертеж 33-й. 

должны быть по-
няты поверхно

сти односторон

ние.-По обще
му смыслу на

ших рассужде ~ 

ниП, ДОЛЖНО, DO 
видимому, по."! у

читься, что на по

верхностпх одно-

CTOpOHИIIX MHII-

C\IQCTeЙ не бывает, или же что там-одне только мни
_,,ости. Но ато заключение необходимо, 1<онечно, про

вест\'! аналитически. ~-1ожно бы:ю бы поставлепныi\ во
прос расширить и далее, воспользовавшись доказаннn1м 

.\tною (в леющях по 

• Энциклопедии 1\Iате
.\rатиюt » , читанных в 

1919-1920 академиче
ском t·оду в Сергнево-
Посадском Институте 
Народного Образова-
ния) делением nов.;рх
иостеR на четно-сто

ронние п нечетно-сто~ 

рошше; тогда мнимости 

возможны на первых 

--~ 
, а>8;.с 

\ f .... - .... , 

--о+-Е<~,----~~----х ,, 
,.'/ , _ _" 

Черте:~~~ 34.·11. 

и, на рпду с действительными J>оординатами, невоа

можны на вторых. Но в настоящей заметке достаточно 

обсудить и более узкий вопрос о поверхностях одно· н 

дву-сторонних, как типичных представительница.х своих 

классов. 
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Итак, nусть имеется поверхность 8, данная в гаус
совых уравненинх: 

x=lfi(ll, v), y=r. (u, v), z=ф(1t1 v), (24) 

где и и v суть криволинейные координаты на нeti. Тоt-д2. 
кривая: на этой поверхности выразител уравнением, свя

эываюшим координаты и и v: 

а(и, v)=O. [25] 

Согласно традиции, идущеfi от Г а у с с а, станем 
обозначать: частные производныл-соответственными 

буквенными индексами, Поставленными при функциях, а 
вторые частные производвыя-такими же двумя индек

сами, так что: 

Далее, обозначаем функциональные детерыинанты: 

х .. ф,-ф.х,=А, <i.f,-~.ф,=B, ~.х.- }.~.=С (27] 

и чо' .. +r.' .. +Ф2 .. =Е, 'P,.!ftt+ :i .. )\.+KФo=F, ~2и+:t' .. +Ф~.,=G [28] 

И, по Р. Гonne: 

X~,.+Yx,..+ZФ ... =L ~ 
Xf,.,+ Ух •• +Zф,.,=М 
X'fiL·tt+ Yr..,.,+Zф.,.-=N 

где Х, У, z определены уравненит~ш [31]. 

[30] 

Воэьмем на поверхности S точку М (х, у, z), оnре
де-lяе:-.tую криво-линеiiньнш координатами (и, v). Тогда 
косинусы у1·лов норма.1Jи к поверхности в этой точке .М 
с осями координат будут: 

(31] 
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дифференциал дуги БривоН, выражаемой уравнением 

[25], будет: 

d~·•=Edи'+2Pdudv+Gdt:1, [321 

ds' 
а p-=-(dxdX+dydY+rlzdZ)=Ldи'+2Mdudc+Ndv'. ГЗЭ J 

Станем теnерь, исходн из точки М, делать обход 
по nоверхности , выражаемый уравнением L2бJ и, на· 
конец, вернемся в ту же точку М, которую теперь~ н 
качестве конечной, обозначим чрез М. Ясно, что nро
странстnенные координаты ел Х, У. ё соответствеино 
равны координатам х, у, r, так что 

х=х , у=у , z=z (34] 

Но наnрав.11ение нормали к noвepxнucn1 ~южет 

оставаться прежним, таl': что 

Х=Х, У= У, Z= Z, [351 

а может также измениться на обратное, так что 

Х=-Х=-;, У=-У=-~. Z=- Z= -%· [36] 

Первыn случаИ соответствует поверхности двусто· 
ранней, второй же-односторонней. Ocтan.'IRH в сторонЕ: 
первый, как не занючающий нас в настолщем пара

графе, рассмотрим более внимательно второti . Итак , 
сnросим себл, отчего же, формально-анатtrически, nро
изошло в этои втором едучае такое обращение нор

мади. Очевидно , от тоt·о, что, хотя nространствеиные 
координаты конца обхода М и тождественны с таковыми 
же начала его М, но криволинейные координаты U 11 ~ 
не тождественны с таковыми же и и v. Иначе J"Оворя, 

хотн точка М есть одна Jt та же, что и .И, точка n npo~ 
страистве, по она-не одна и та же точка n отношении 

nоверхности S. Однако, при этом U н V таковы, что, 
в с11лу [34], должны быть совместны"ш равенства: 
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~(u, ")='l(u, vJ ) 
х<и, v>=x<U. V) } 
•f(tt, v)=~ни. V) ) 

[37] 

Другими словами, функции х, у, z вполне инва~ 
риантны относительно подстановки вместо и 11 v величин 
U и ;;, но Х, У, Z не инвариантны и, оставаясь неиз
менными по а6сошотной величине, меняют знак cnoii. 

Из равенств (371 может быть определена совер
шаемая пр11 этом подстанов._а: 

[38) 

инвариантами котороfi IШШIIОТСЛ функци11 (24). Обо
эна~Jая функциональный определитель 

1 J д (g, l•) ( 1) , . 
g~ lc-Ut ~ .. = д (и, v)= g, t = ' [3~] 

в силу Jtнвариантности функций r.p, х. ·~, мы можем на
писать 

A.f=A 1 
B.f=B f 
C.f=C } 

[<О) 

Чтобы знаки :Х, У, Z были обратны знакам Х, У, Z. 
необходима и достаточна перемена знака .'lибо у веех 

трех числителей выражения [3Н т. е. у .А, В, С, либо 
у энаменателн Т. Но, как непрерывная, функция Т 
мо~ет .изменить знак только проходя чрез О или чрез сп, 
а длн этого необходи:мо, чтобы А, В и О, все три за~ 
раз, nрошли чрез О или чтобы прошда •1рез сп хотя бы 

одна из этих величин, и при этом на п р оизвольн а м 

пути ~•ежцу М и М, т. е. чтобы миновать это изменение 
при переходе от М к М было нево ::~ можн о. Но это 
будет так-лишь при прохождении чрез особую линию 
на nоверхности S. Бь1ть так для любоJi то•Iки .М-не 
может. Поэтому, рассматриван более общнt\ случай, 

оставю• в стороне предположение о перемене знака 
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у Т и обсудим перемену знаков у А , В п О. Hu для 
изменения знаков у А, В и О, необходимо, как видно 
из формулы [40], чтобы получилсл таковоt\ либо у 
А, В и О, либо чтобы знак детерминанта замещения f 
Оыл отрицательныii. Первое предположение требует 

перехода А, В н С либо чрез ну.'lь , либо чрез бескu
нечность, а длн этого оnять необходимо , чтобы наш 

обход пересек о с о бую линию поверхности в. Оставлян 
этот случай, как исключ1пельныn и уже исключенныР. , 
сущий в н е рассмотрения, предnолагаем следовательно 

отрицательный знак детерминанта эа:мещеюш: 

ПростеАшею линейною подстановкою переменных и н v 
б у дет подстаноока вида: 

(4 2J 

Функциональныfi определитель этаН подстановкн есть: 

[43] 

Отрицательный знак он l'оfОЖет и..'tеть либо в зави· 
симости от такового же у числителл , ,ТJ.ибо в зависи

мости от такового же у ~наменателя.-8 первом еду

Чае~ т . е. когда постолнн·ае число 

(a,tba-a,2h11) (анЬ~а-а.2Ь12)<О. [44) 

(h11u+h11 ) 1 (h22v+h"P>O [tU] 

.'dЫ имеем деда с такою поверхностью, у которой обра

щение по норма.ТJ.и происходит при обеих га~·ссовых 

координатах действительных или обеих-мнимых , ибо 

и в том и дРугом случае знаменатель опрсдеднте:ш 

существенно ПО.'IОЖJ.Itелен . Не трудно признать в ней 
nоверхносп, одностороннюю. 

42 



Если же, при на..ч:ичии неравенства [ 44], имеет место 
еще неравенство 

[46] 

то, значит, одна из координат, либо ii, либо V, стала 
мнпмоn, вида 

(47) 

или 

[48] 

Тогда, с.'I едовательно, дело идет о поверхности 
д в у с т о р о н н ей, ибо изменять внаки у косинусов 

углов нормалей не приходитсп . 

Таким образом, переворот нормали оnредеJ1яется 
тем, остаемся ли мы на то!% .же само И стороне (т. е. на 

поверхности односторонне:П:), или переходим на дру~ 
гую сторону, одна координата котараn действнтельнап, 
а другая-мнимая (nоверхность двусторонннн). 

Во втором случае, т. е. когда nостоянное число 

[49] 

а неравенство [46] сохраняет свою силу, переворота 
нормали н е т, т. е. нет ни qри обеих действительных, 

ни при обеих мнимых координатах. Если же имееt 

место неравенство [45], то нормаль персворачивается 
при одпоti мнимой координате и н е персворачивается 

при координатах обеих действительных или обеих 
мнимых. 

Итак, при на.1ичии определенного преобраэоваmш . 
знак числите.'lя f в [4·3] будет определенным,-либо 
положите.'Jьным, либо отрицатедыrым. И вот , относи

тельно это г о с а м о г о, одного и того же, преобразо-
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вания, поверхность односторонняя и поверхность дву· 

сторонння ведут себя лрщ.ю пр о т и в оп о д о ж н о. Если 
оно персворачивает норr.1аль у одно!\ поверхности, то 

н е лереворачивает-у другоti, и наоборот. В итоге, по 

отношению к д а н н о м у преобраэоваюtю имеем: 

Одно и то же преобразование. 

Olie коор){иваты 1' п v 
.16АСТ!IUТ6.1ЬВЫ ПЛВ 
oGe ивимы. 

0.1ua па коордвва:r 
IJ n v дейс:rвцтеm.• 

ва, а другая -

Поверхность одвосто· Поверхность двусто--
рО!шяя. ровняя . 

Нор8~~~- переворачи

Нuр~tаль н е аеревора
чnвается. 

Jlo pM&.!Ib А 6 П0p6BUJIB• 
чвваеrея. 

Нормаль r.ереворачп· 
вается. 

Но~:~~- переворачв-

По~:~~~~~~ перевора· l 

L-----------~------------~------------' 

Что касаетсн до криволинеnных отрезков, то этот 
вопрос решается рассмотрением эле).tента дупt ds. В 

ds' 
выражеюш [33] для р· оходлт величины dx, dy, ф lf 
dX, dY, dZ; после линейно1·о преобраэованил (38] пер ~ 
вые своА э~tак менлют во всRком случае, вторые же 

могут иэ~tенить er·o, или не изменить, причем вто, раг 

nреобраэование установлено, эависит от рода поверх~ 

ност:и. Соответственно иэменению или неиэменению 
энака, ds будет мнимым или действительным: когда ds 
окажетсн деАствительным на поверхности односторон~ 

ней, то оно будет '-tнИмым на поверхности двусторонн.еf1, 

н наоборот.-Этим кратким укаэание~1 ограничимсн. 

§ 9. В качестве nредварите;Jьного сообщения , к 
изложенному выше пусть присоединится еще нескодько 

мыслеi'i, no ш11роте своего охвата и no ответственности 



не nритязающих, в этом кратком изложении , на пол

Н\' 10 обоснованность. Но ради эакруг.аенности теорtш 
~1iшмостеtt представлнетсн полезным наметить ходы 
дальнеi1шей разработки и некоторые возможные при

мепенин. А кроме того, :-.ше xoтe.'IOCh не оставить без 
откдика отпразднованныМ 14 сентRбря 1 ~21 года, на по
рогt новоt·о духовного сш-Jтсэа, шестисотлетний юбилеii 
кончины ве.'lичайшего из выразителей целостного "шро 
nонимания. Думаетсн, предложенное здесь истолкование 

.мнимостеn , в свпзи со специальным и с общим nрин

ципами относительности. по новому освещает п обосно

вывает то Аристотеле-Птолемее-Даiпово миропредста
вление, которое наиболее законченно выкристал.шэо

вано в ~ Божественно/о\ Комедии • . 
Напомним, длл начала, самый остов Дантовой 

1~осмологии . Сделать это тем более необходимо, что в 
t>:омментарилх на ~ Божественную Комедию • обЬJ':IНО 
даетсн J!зображение: сфера Зе~!Ли, окруженная сферами 

небесных светил, небо.'-' неnодвижных звезд, кристал .'l ь 

НЫ}..; небом и, наконец, эмпиреем, причем Дантов путь, 
по выходе его И3 недр ЗемJJИ, на':lерчен ломанной линией , 
спирально переходяш;еfi по концентрическим сферам 11 

эагибающеnсн на 18СР, к эеюtту Сиона. Но этот чер
теж не соответствует ин повествованию Данта , ни осно
вам е1·о космоJюrюt . Картина этой nселепной не113Об 
равима эвклидовскими чертежам~, как Дантоnскан ~~ е 
тафиз~Jка песоизмерима с философисli Канта. Матсма

тиt<ами,-Хальстедом (1905}, Вебером (1905), Симона~' 
(1912)-,уж:е отмечено rrредвосхищеииеДантом неэвкли
довой геометрии, например в вопрошаюJИ нвивuшJ·осл 

Господа царем Соломоном, домогающи~1сн узнать: 

. . . . . . хожио-пъ тре)топънкк иачортать н no.:~ycpyr e, без <пря.~tоrо • 
11р11 прецессе черчения1 

Итак, припомним путь Данта с Вергищtем. Он 
начинается n И1·алии. Оба поэта спускаются по кру
чам воропкообразно!'о Ада. Воронка завершается по 

следним , наиболее узким кругом Вдадыки преиспод
ней. При этом , обою.ш поэтами сохраняется во все 



время нисхождения вертикальность-головою к месту 

схода, т. е. к Италии, 11 ногами-к центру Земли. Но, 
когда поэты достигают nрuблi!ЭJtтельно nонсницы Лю
цифера, оба они внезапно переворачиваются, об 

ращаRсь ногами к поверхности Земли, откуда они вошли 
в nодземное царство, а головою-в обратную сторону 

(Ад, nеснь XXW): 

•1 По мо'IЫI.и шерсти (.Тiюцифера) и коре .1ь.цнuой., 
Как с nестницы, спускuась тень Верru.11ья. 

11 Коrд,а же мы ;а;оотю·.11и точки той. 
Где YOJiщa чреtл вращает бе;~,р гроиаду,
Вож;а;ь onpoиИH)'Jttя TJJI.& rJtaвon. 

n Где он стоиJt воrа:vи, и no гаду 
За шерсть цеrмяись. стм всхо;urть н ~epJto: 
Я духа.u, вновь оя возвращазси к Аду. 

u пд.ержись, иоR сын!'' сказ8JI он, тяжело 
llepeвo~ свой дух от )'ТОХ.1ВКЫI: 
.,Вот путь, которым :vы нокикем а.1о~. 

s1 Тут в ще.1ь ска..1ы пролез он, на ммевья 
Мени (.'C3JI:H.:I у без;~.пы в в BH,!IJ' 
Стал upe;~;o »ною, пожи благоrовевья. 

~~' Я ПOJI.ШI~ взор 11 ;r.yмn..1, что нa!i;Q·. 
Ка~:~ uреж.д.е Диса; во увиде.1 ноги, 
Cтoni.J!И вверх nоднятыми во Jtь;Q'. 

з1 Как НЗ)'ИИJiся а тогда. в тревоrе, 
ПJсть СJдИт чернь, мтор&х не зрит. 
Какую грань я хинонал 11 JJ.opore. 

DJ .,nnань на ноги·•, 3аrо11ори.1 nкиr - - - -
( llepeв. д. И . Мина) . 

Миновав эту 1.' рань ( котороl\ п до сих пор эвкл.и~ 
давекая « чернь не эр11т ~ ), т. е . окончив путь и миновав 
центр мира, поэты окаэьшаютсR под t·емисферою про~ 

тивоположноА тоА , .- где расппт был Христос>>: онн по~ 

дымаются по жерлообразному ходу. 

'" MoR ВОЖАЬ и и ceR тайною тропою 
Сnеmнди сцова вы:Аtв в IJ.ожвй свет 
И, ве nре;~,а.вшись ни аа м11r покою , 

t JO Взб11рuнсь вверх -о в первыn. я во с.1е~ 
Пока уэрсп а в кpyrJiы:Jt выход без,II,Ны 
Л&Э)"рь B61'iCc u днввыА б.'lеск ш1анет, 

•19 И вы:шпк мы, да уэрих сво;~;ы знсадиы. 

Пос.'Jе этой l'patш поэт носходит на гору Чисти
лища и воэноситсn чреэ небесные сферы.-Тt:перь-во
прос: по какому направлению? Подэемныlt ход, которым 
они подюtлись, образовался пад,ение~1 Люцифера, низ-
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вергнутого с неба головою. Следовательно, место, от
куда он низвергнут, находится не вообще где-то на 

небе, в пространстве, окружающем Землю, а именно 
со стороны той гемисферы , куда попали поэты. Гора 
Чистилища и Сион, диа~Jетрально противоподожные 

между собою, возникли как последствия этого паденил , 

11 значит путь к небу направлен по линии nадения 

Люц11ф ера , но им~ет обратный смысл. Таким образом , 
Дант все время движется по прлмой и на небе стоит

обращенный ногами к 1\lеСту свое1'0 спуска; вз 1·лянув же 

отrуда, иэ Эмnирея, на Сдаву })ожию, в итоге оказы

вается он, без особого возвращения назад, во Фло
ренции. Путешествие e.ro было д.еt\ствительностью; но 
eC.'IIt бы кто стал отрицать nоследнее, то во всnко~1 

случае оно должно Сiыть признано поэтическою дей

ствительностыо, т. е. представимым и мыс.1имым,

значит, содержащим в себе данные для улснення е1·о 

гео~tетрнческих предпосылок. Итак: двигаясь все вреt.Jн 

вперед по прямой и перевернувшись раз на пути, поэт 

приходит на nрежнее .место в том же подожеюtи, в 

како~' он уходил с него. Следовательно, если бы он 
по дороге н е перевернулсл, то прибыл бы по upямoit 

на место cnoet·o отправленин уже вверх ногами. Значит, 
поверхность, по .которой двигается Дант, такова, что 

nрямая на ней, с одним nеревертом направления, дает 
возврат к прежней точке в nрямом по.тюжении; а пря

молинеАное движение без переверта-возвращает тело 

к прежней точке перевернутьн.1. Очевидно, это-поверх
ность: 1°, как содержащая замкнутые прямьш, есть 
р Н).! а н но в с к ал плоскость, и 2', как переnорачивающя.н 
при движении по неП перпендикудяр, есть поверхность 

односторонняя. Эти два обстоятельства достаточны 
Дllл геометрического охарактериэовавия Д а н т о в а 
пространства, как построенного по тиnу 

эллн птич еско А геометрии. Напоминаем, что Ри
м а н н, пользуясь собственно дифференциальными м е· 

тодами исследоваmrя, не имел возможности рассмотреть 

фор).1у nо л н ы х nоверхностей. В силу этого, предметом 
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е1·о геометрических обсуждений бьr.:ш беэра;iлично две 

далеко не тождественные между собою, геометрии , нз 

ко1·орых одна полагает в основу плоскость э.ТJл ипnt· 

ческую, дру1·ан же-сферическую. В 1871 г. Ф. l~ леf.!н 

укаэа.'J, что сферическан nлоскосп> обладает харю>: · 
терем поверхносm двустороннеВ , а эллиuтическая.

одно-стороннеii. Дантово пространство весьма nохоже 
именно на nространство э.ТJлиптическое. Эти~1 бросаетсн 

неожиданный пучок света на средневековое предста· 

нление о конечности ~tира. Но в принциnе относитель
носnt эти обще-геометрические соображения получили 

недавно неожиданное конкреrnое истолкование , и с 

точки 8рения современной физики мировое простран

ство ДОЛjf.."НО быть мыслимо именно как пространство 

эллиптическое, и признается конечным, равно как и 

времн,-конечное, замкнутое в себе. 

На этом поразительном юбилейном подарке Сред
невековью от враждеСiноfi ему галилеевскоft нау !-\и, 

дело однако не кончается. И нот некоторые дал:ьнсй· 
шие сопоставдения. 

Вопрос идет о реабилитации Птолемее-ДантовоИ 
системы мира. Принцип относительности t: ДОкаэываетсfl :. 

неудачею опыта Майкельсова и 1\lорлея. Не сомневаясь 
в общем принципе относительности и лишь нескодько 

недоумевая , чтО значит в специальном nринципе с пря 
.моливеt\ное равномерное движение :. , коль скоро нет 

неподвижных координатных oceR, я хотел бы, однако, 

задать nростой вопрос о причине неудачи вышеупшмi
нутого опыта . В основу опыта положена гипотеза G 
движении Зе).JЛИ, и когда последствий этого движенин 
не обнаружи.'Jось, тогда стал придумываться ряд чрез 

вычайных новых ,·ипотеэ, которыми хотели nодпереть 

первую гипотезу о движении Земли. Но гипотеза, при· 
званная наиболее основателыюй,-специальныti прин

цип относительности-,будучи вполне приемле~тоИ сама 

по себе, однако в корень уничтожает самую предnо · 

сылку l\Jа~1кельсова, ибо утверждает, что никаким фи~ 

зическим опытом убедитьсR в предполагаемом ,ивижении 
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Земли невозможно Иначе говоря, Эйнштеllн об'лвляет 
С11сте~1У l\олерника чистой метафиэпкоt\, в самом пори· 
цательнО)I смысле слова. А если так , то не проще ди 

бьто бы, чем хватать себя за ухо через годову, начать 

об' лснение .Майкельсоновской неудачи наибодее есте

ственным предположением-о JI о ж: по с т и е1·о оснонпоfi 

предпосьтки: предполагали, что опыт удастся, пото~1у, 

что рассчитывали на с.-орость Земли (-гипотетиче-

скую!-) 30 :::·; но опыт н е удален, и следовательно 

прежде всего нужно было заподозрить допущенную гп

потеэу и подумать, движется ди , в самом ДCJJe , Земля?
~тсн в п~rранстве-таково прямое след
~;твие опыта l\~ельсон~R"освенное следствие-это 
надстройv.а, именно утверждение, что понАтие о двн

жеюш-nрлмодинеl1ном и равномерном-лишено какоJ'О 

;шбо у.ТJовимОJ'О c~tbJcлa. А раз так, то иэ - за чего же 

было ломать перьн и гореть энтузиазмом якобы по
стигнутого устройства вселенной? 

Но, 'кроме поступательного движенин Земли, прн· 
ходител иметь в виду еще вращательное, и тут, каэа

лось бы , J{оперпик что-то с откры .. 1 ~ . Этому предполо · 

жению противостоит обобщенный принцип оnюсптель
ности , в формулировке Ле н а р д а гласнщий: • nри лю

бых движениях , все явлевин природы должны проте 

к;~.ть совершенно одинаково, будет JШ наблюдатель и.ш 

.осе окружающее пространство приведено в соответству· 

ющее движение ~ . Иначе говоря , nрименителыю к на · 

шему частному случаю, н е т и принципиально н е м О · 

ж е т бы т ь докааательств вращенин Земли, и в част
ности, ничего не докааывает _пресловутый. опыт Фуко : 
nри неподВИ)f,."НОЙ Зе)JЛе и вращающемсн вокруг иен , 

как одно твердое тело, небосводе, малтюш так :же ме· 

ннд бы относительно Эемди плоскость своих качанн !i, 

как и при обычном , Копернпковском предпо;южеiпш о 

Земном вращении и неnодвижности Неба. Вообще, D 

J lтолемеевоti системе мира, с ея хрустальным небо,,:, 

« ТВердью небесною », все явления должны происходить 
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так же, как и в системе Коперника, но с преимуще

ствоы здРавого смысла и верности земле, земному, под

линно достоверному опыту, с соответствием философскому 

разуму и, наконец, с удовлетворением 1·еометрии. Но 
было бы большою ошибкоR об'яв.'lять системы Коперm1-
ковскую и Птоле~оtеевскую равноnравны м и способами 
nонимания: они таковы-только в nлоскости отвлечен

но-механической, но, no совокупностп данных, истинной 
оказывается последння, а первая-дожноi1. Это прямое 
подтверждение велико А поэмы, хотя и более чем через 

600 лет. 
Впрочем, и им уl'лубленное nонимание Пто.'lемее

Дантовской системы только начинается, нбо современ

ная научная мысль, совершенно неожиданно, подводит 

нас к Данте-АристотелевскоА науке о вачаJJах сущаго . 
Специальныli принцип оrnосительности выражается 
иногда в виде nризнаваемого ему равносильным 

принцила предельности мировых скоро

с т е n: не может быть скоростей б6льших скорости 

света 3.1010 с:::· Но, если это верно, то как же, по 
о б ще м у принцип~· относ11тельности, может быть до~ 
пущено двюtсение небосвода вокруг Земли, дю1 како

вого требуются скорости, неизмеримо иревосходящие 

вышеоэваченныf.i nредел? Так, стравив оба принцшш, 
nротивники второго, т. е. очевидно защиrnики копер

ииtсанства, думали опровергнуть источник воэраженнii 

себе, но, не вдумавшисi. достаточно, собственньнш ру· 

ками вырыли себе яму. 

Что собственно ::Jначит предельность величины 

3 .101' с:~? Это значит вовсе не невоэможность скоро
стеfi равных и б6льш11х с, а-.ttишь nоявление вместе 
с ними вnолне новых, пока нами наJ'лядно непредста 

вимых, если угодно-трансцендентных нашему эемному, 

кантавекому опыту, условий жизни; но это вовсе не 

эначит, чтобы таковые усJювин были немыслимы, а 

может быть, с расширением област11 опыта,-и пред-



ставшiыми. Иначе ('Оворя: при скоростях, равных с 11 
тем С:iолее-б6льших с, мирован жизнь качественно от

лична от того, что наблюдается при скоростпх мень

ших с, и nереход м ежду областями этого ка

чественного различин мыслим только пре

р ы в ныЛ. Обращапсь к !lтолемеевскоfi системе, мы 
:видим, что внутреннпл ея область, с экваториальным 

радиусом 

R= сз· б:; 4• е 1 . 300000) Х.! М., 

I'Де 23• ы;м 4,с 1 есть продолжительность звездного вре

мени по среднему солнечному времени, ограшtчивает 

собою все зем но е бытие. Это есть область земных 
движениИ: 11 зем ных нвленнJt, тогда как н а этом пре
деJ'Iыюм расстопнии и за ним начинается мир качествен

но новый,обJiасть неб есных движений и небе~ных 
IIBлeниtt,-!10 просту Небо. Этот демаркационный эква

тор, раздел Не6а и Земли, не особенно далек от нас. 
и мир земного-достаточно уютен. А именно, в астро

номических единицах длины радиус его R равен 27,а22 
средних расстояний Солнца от Земли. Итак, область 
небесных движений в 26,5 раз далее от Зем.тш, чем 
Солнце; иначе говоря, граница ел-между орбитами 
Урана и Нептуна. Результат nоразитеJ1ьныИ, nотому что 
им Птолеwее-Дантовское nредставление о мире под

тверждается даже количественно, а граница мира при

ходится как раа тai\t, где е~ и nризнавали с rлубочаl\
шей древности . Граница мира была за Ураном,- о ко

торо:-. • сведенин были уже смутные. Но вдумаемсл, чтО 
значит этот результат конкретно.-Хара'"'теристики тел 
движущейсн системы, наб.'lюдаемой из неподвижной , 
зависят от основной величины 

•·де v есть скорость движения системы, а с-скорость 

света. Пока t : менее с, р действите.'lьно, и все харю·:-
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теристики остаются имманентными эемнш.1у опыту; при 

v равном с, р.=О, и ори v б6льшем с, ~ де.rrаетсл мни
:мым. В двух пос.11едних случаях происходит двукратныИ 

качественныf1: скачок соответственных характерпстю>. 

Так, в движущейсп системе длина тел по направлению 

движения сокращаетс11 в опюшении ? : 1, вре.мл:-в от

ношении 1: ~. масса-в отношении 1: р, и т. д. 

Следовате.'lьно, на границе Земли и Неба длина 
велкого тела делаетсл равной нулю, масса бесконечна, 

а время его, со стороны наблюдаемое-бесконечным. 

Иначе говоря, тело утрачивает свою протяженность, 
переходит в вечность и приобретает аСiсолютную устой 

чивость. Разве это не есть пересказ в фиэическлх тер
минах-nризнаков 11 ,д е n, по Платону-бестедьных, не

протяженных, неиэменяе:.Jых, вечных сущностеll? Раqве 
это не аристотелевские чистые формы? и.'lи, наконец, 

разве это не воинство небесное ,-созерцаемое с 3е,.tли 

как звезды, по аемны.м свойствам чуждое? 
Так-н а nределе, при Р=О. Но э а пределО'-1 , при 

v>c, времл nротекает в о бра т в о м смысле, так что 
ел еде тв и е предшествует пр и чин е. Иначе говорл, 

эдесь действующая причшшость смеинетсн,-как п треU~·ет 

А ристотеле · ДантrJВскан онтолОI'Ия-,причинностью ко
нечною, телеологией,-и э а границею предельных ско· 

ростей простирается царство целей. При этом, длина 
и масса тел делаютел мнимыми. Когда длн 
мнимостеft н е т конкретного истолкования, такоfl рез у ль· 

тат кажется странным, и именно неконкретность :-.1ьш1· 

ленин о мнимастях до сих пор заставллет избегать 

сделанные эдесь выводы исследователеn новоn меха

ники. Но пора повергнуть два пугала мысли-мнимость 
и непрерывность, пора избавиться от horror imaginarii 
и horror di sco ntinuitatis! 

Но, имея в виду nредлагае:-.юе эдесь истолкование 
мнимостеИ, мы на1·ллдно представляем себе, кАк , стя
нувшись до нуля, тело nроналивается сквозь поверх· 

ность-носительmщу соответственной координаты, и 

выворачивается чреа самого себн,-поч~му приобретает 
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мнимые характеристики . Выражаясь образно, а nри 
конк-ретном понимании пространства..-и не образно, 

можно сказа:ъ, что пространство л о м а е т с я при скоро· 

ст~х б6льших скорости сnета, подобно то~tу, как воадух 
.ломается при движении тел . со с коростями б6льшими 
скорости звукt'l,; 11 тоrда наступают качественно новые 

уеловин существоnапин пространства, характериэуе~tЬJе 

мнимы~ш nараметрами. Но , как провал геометрической 

фигуры означает вовсе не уничтожешrе en, а диwь ел 

переход на другую сторону поверхности и , следова· 

тельно, доступность существам. находящим ел по т у 

сторону поверхности , так и "tнимость параыетров тела 

должна пониматьсп не как признак ирреальности ei'O, 
Ею-.лишь как свидетельство о его переходе в другую 

деt\ствительность. Область мнимастей реальна, пости
жима, а на Лi:iЬIKe Данта назыв::tетсн Э м п 11 ре е м. Все 
пространство мы можем представить себе д в о fi н ы м , 
состаменным из деИстnительных и из совпадающих с 

ними :.1нимых гауссовых координатных поверхнос·rей, 

но переход от поверхности действительной 11: поверх· 

ности ~1юrмofi возможен только чрез ра э.'lом простран· 
ства 11 выворачивание тела чрез самого себн. Лок:,, 

мы nредставляе~1 себе средством к этому процессу 

только увеличение скоростей , может быть скоростеИ 

каких-то частиц тела. э а предельную скорость с; но у 

нас нет доказательств невоэ:.южност1t каких·.'lибо· иных 
средств. 

Так, разрывая времл 1 с Божественная 1\о~едия " 
неожиданно оказывается не позади, а впер е д и нам 

современ ной науки . 

1922, ПI,З/1 7. 
Сергнев Посад. 
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П Р И М Е Ч А Н И Я . 

Основ на. часть настоящеn работы(§§ 1-7) ваш1сава в бытность II.OIU 
С'Т)'АВRТ'ОК , в авrуоте 1902 года, 11 тоr).а же сообщена проф. Л. К .• 'Iахтану 
1 аекоторым., товарища». IJО !I! н нтсв В . Н. Лузnну, uы ве nроф . l·ro Мое· 
хонекого Увнверс01ет."\ . Веспою 1921 года эrи лара •·рафы был и щюй.IeRtol 
аавово , и к ви111 прп~оединеи о6Gбщающвn § 8. 28 сентября ст . ст. 
(10 охтя6р.11 по в . ст.) 1oro же 192 1 ro11a ата работа бы.1а дoJOileнa IH\ 
чере;\ВОМ вторичном еаседанив ВсероссиАской .Асооцнацнн IIнжeuepon 
(ВА И) , в Москве. Летом: 1922 rода, в саяаи с nоивнвшеl!.ся возможностыо 
ваnечатанаа работы, бы,,u з,обавлеиы § 9 11 ., Поисневне в обмжке ... 

1 В rpOROJOrвчecкoR nоследовательвостн, сочв иевnя, 11 котuрu1 
разввва.~~ась ковцешrвн .tоып.1ексноn n.nоскости, доnжны быть расоо.1ожеиы 
таким пори,.;ком ; 

Н . KUhn (1690- 1769),- Meditationes de quantitз.Шщs imagi
nariis exhibentis. Мемуар этот напечатан автором n Nori Comment:нii Aca
demiae Scientiarum lшperialis Petropolitanae. Т. 3,. 1750. 

Henri Dominique Tтuel в 1786 r. раавип теорию нзОбJIIIЖ~нuя БО W. 
nдсксвых чисе.п n сообщил ее АвrуствнJ Normand'y; нaueчaтaufol ero 
сообщенви была в 1810 rоду. 

Caspar Wesael,-Om Directionens analytiske Br.tegning. Д0.10жеио 11 
1797 Щ!J Датской Академии, напечатано в 1798 r. н вышло в свет 1i 

1799 году; воепровзведено в Arch , ror Math. ok. Nat. 18, 18!"16 , а такж t: 
во французском nереводе по~ заглавие!.!: Essai sur \а t·epr~~entation dc la 
direction . Copenhague, 1897. 

Gauss при»еввл в~обра.жеиие КОМIL1ексиых •шее:~ nосре.J:ствои 1очек 
в свое!!: J.•ссертацви Demonstratio no1·a etc. Helmstedt, 1799 (\\:erke, ;, , р. tlj 

вемецкв ll: перевоJ, Е. Netto в Ost11·ald's Klassikern, ~ Н. Lpz, 1890. (С~. 
также письыо Гarr.ca к Becce.m от 18 декабря 1811 года). О uропеllших 
операци.н1 вад .к оwш1ексамя l'arcc печат110 во rоворuт ранее 1825 rola
.\bhandlung nber Kartcnprojectionen (Astl'onom. ,\Ь\1. von Schumacher. Heft 3, 
Altona 18-.!5; \Verke 41 р . 189). 

Еще: GnttingiscЬe gelehrten Anzcigen, Jal1r 1831, St . 64, :). !120 
11 Theoria reвiduorum Ьiquadraticorum,Commentatio 2 -е, H6ttingae1 18::12, 
р. 16 art. ЗВ et 39 (\V~rke, 2, р . 169). 
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J. Rob. Argand,-Essa.i sur une ma.nit!re de representer les quan· 
Ш~s imaginaires dans les constructions gCOmftriчues. Paris. 1806. Есть 
3аАВ,nие 1878 ro.a.a, сделанuое Н. Понеl'ем. 

Аббат 8uC:e1 - Sur quantЩs imaginaires ("Philosophical 'Гl'an
sactions", 1806). 

Franc:ais,- Noureaux prineipes de Geometrie dc position, et inter
pretation geometrique dез symhol~s imaginaires ("Annales dt>s ~latblmatiqnes" 
т. 4, рр . 222, 228, 364. т. б, рр. 197, 1813 и 1815). 

John Warren,-A Treatise on tl1e Geometrical Representation of tl1e 
Sqaare Roots of NegatiYe Quantities. Cambridge, 1828.-Д&Jьиейщее раз
витае своей теорв1 Уаррев дает в PhiJosophical 'Гransactions, 1829, рр. 
241-254, 339-359. 

Mourey,- La Yrai theoric des quantitCs шJgatives et des qшшtitfs 
pretendnes iшaginaires, Paris, 1828. Есть издаRпе 1861 г. 

О. Bellavitis.-Mt>lbodo deJle equipollcnze (,.,.\nnali dt>lle sr~ience del 
1·egno U!mbardo-Ycneto". Т. 7, 1837). 

Ero жe,-Sposizione del metodo delle equipolJenze ("~lemorie 1lel!a 
S<lciet;\ Italiana delle scionze". Т. 25, Modena, 1854).~ Есть французсияй 
перевод: Erposition diJ la methode des ~quipolences par G. Bcilal'itis, tradu;t 
par I.ai~ant. Paris, 1894. 

А. Cauchy,-Sur les qnantites g~omMriques (Cauchy,-&xercires 
d'.~nalyse et de Ph.ysique шatbematique. Т. 4, Paris, 1847, рр. lli7-180). 

Matzka,-~·ersu oh einer ricьtigen Lebre \'ОП der Realititt der \·ur· 
geЫiche imagini\ren OrOssen der Algcbra. Праrа, 1850. 

Н. Sc:heffler,-Пeber das Verhilltniss der .\ritl1metik zur C.eomet1·ie, 
Hrau.n~ch~~t·r:ig, 1846. 

Его жe,-Der SituationskaJkQI, Draun~chvtcig, J 801. 
А. ~'. MOblus,-AbhandJungen ("Вгrichte der KOnigJ. Sitclls. Oes. 

d. \Viэs", 1852-1858). CJЯBRO~ HiiJIOЖe!_IИC MЬICJ!e.A М~биуеа C!tl. в: 
Witzsc:hel,-Grundlinien der neueren Geometrie , 1858. 

F. Riec:ke,-Die Rechnung mit Richtu ngszahlen. Stuttgart, 1856. 
Hoiiei,-Sur ! а mMhodc d'ana]Jse geom~trique de М. Bel!avitis. 

("Xoov.\Ann. de Math.", 2-mв s~rie. Т. 8, 1869). 
Ero жe,-TMorie E'Mment.aire des quantitCs complexes par !Joll.e 1 

l'artie premiere, 1867.-Русскuй nеревод в "Матеыаr~ческом С6орнпхе" 
Т. б. Выn. 1. 

Р. Gomes Texeira, professeur <l I' Universit~ de 9o1mb1·e (Porluga1). 
("..\nn. d~ 1а SociMё scientiЛque de Bru:telle", 7-е ann~e, 1883, рр. 
417-427.-При.!l"оsено .: "Mat11esis 11 • Т. 3, 1883.-См. таь:ж!J заметку 
Ы . Р. Manaion'a. Т. 3, рр. 13-16). 

' И3 ЧИСЛа Ар)ТВХ rеоиетрRЧССЬ:ИI BCTOJRODЗ IIBЙ KONП!ICRCRIH ЧИСМ 
с..1е:J:ует )'ПОiяиуть о nрnурочеввв их nосре,а.ством стереоrрафвческоll npo· 
зкцви к сфере ( ., Сфера Ней.машю "'), :rорошо 11авествои иа теории 
функцеn кнв!t!оrо перемевноrо. 
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Греrори (1818-lSH) пре.а;.1ожи,1 особенное reo)terpи'lecкoe пре,1-
С>авJевпе дли аtнвмы.У ROlll'!ecтв; а Максими,1иав Мари ;з:а.~ еще инте р
пре1'ацию, ,.с помощью кoropo lt он легко об'асви,1 uериоднчность по Т(ЫЬко 
интегралов простых, м и кра.таъrх 11 . Но C)"Tt. еtт их Itстолковапнll: мне ве 
известна , и а де..1аю упоv:в:канм о них , а рамыя образа~ в нн&&сле.(у
ющпн бn6лиоrрафи•Iеtкпя указания, аз вторых рук. 

Gregory,-On tl1e element!l.r f principles of tl1e applitation or algt · 
braital s)·mbols to Geometry (11Cambridge Mathematical Journal~. Т. ;.:, 
1841).-ДальнеА:шее развитие своей мысли Греrорнпред.1ожшt в сочи!!енuп: 

Gregory,-Exem111es or the Differen. and lntegral Calculus. C&m
Ьridge, 1841. 

)(aximilien Marie,-Titeorie des fonctions variaЬ\es imaginaires, Pariil, 
1874-1876. 1'1'. 1-3. 

~ V{. R. Hamilton,-в DuЫin 'Гransactions , 17 (1837)), р. 393. 
Его жe,-Lectuгes on Quaternions, DuЬiin , 185i!, введение. По~· 

робвое ваJiожеиие этой теории см. в книге: 
Otto Stolz und J. А. Gmeiner,-'Гheoretiscbe Arithmetik, 2-te 

AuПage. Lpz., 1902, Х. Abscbnitt, §§ 276 ff. 
См. также : Е. Study.-'fheorie der Gemeiuen und Iloheren complexen 

Grtlssen (Kneyklopadie der Mathematiscl11?n v-·issenschaft.en, Lpz, 1898-1!304:, 
I А 461/ 0). 

' ФopXJJIS Стокеа (Stokes} гласит о тож.д:естве AB}"I внтеrрадсш , 
о1 ИНВЙНОrО И ПОВВрiВОСТИОГО. 

r { ~dx+фdy+дdz } = 
.ы 

Ss { (дд до) (д~ ''д) = дii-ik cos (n, х) + az - ax cos (n, у)+ 

(дФ д~) } + rh-дi; соз (n,z) dS ( 1 ~) 

при чеи .~евая 'ISCТL этоrо тождества может бьrrь переnксаиа в еще: 

S J q.~+Ф~+tl~:: l ds. 
ы ~ ds ' ds (ls ~ 

Тут if, ф, 8- суть три каь:ве·J:ибо, проиаволъиые, кове'lные, иепре
ры•ные и о;;. н о 3иачные функции roчRII в · nространстве. S есть векоторая 
поверiuостъ, огранвчевнм кривою s, dS 11 ds-иx ;цементы, ?t-пop~aJiъ 
К ЭJie:lleнry ds. ~ОВТ}'р ОбiО,ЦВТС.В 110 ПОi10ЖВТе.IЬВОИJ H&11p&l!i1eHHI01 Т. е. 
такоху , :которое иабllюдаrеJю, стонщеку на поверхности S, так, чтобы 
вориа.~ъ n шла от его воr n ro!loвe, прцставJiнетса обратВЫ)f наnравllевию 

чаtовой стрелип (чертеж 13-й). 
Одно 1э иавбодее расnространенных J;Оказателъств тсорехы Стокеа 

npeJ,Aoaeнo Друде; оно ИЗ.IIаrалось с некоторьнш варпацихми неО).!iО~ 
кратно. Си. 11аор.: 
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Paul Drude,--PI.i)'sik dcs Aethei's auf elektromagnetisclн~r Grundlage, 
~Че \ufi3ge neu l)eJt·beitct \OD 'Valter Kбnig. Stuttgart, 1912, l / 11J, 

§~ 20-2б. 
О. ).. Хвольсон,-Курс фnаш.:и. Т. 1\"1, СПБ., 1907. Ч. 2-и, 

r.1. l ·ая, § :,, crp. 349-305. 
Ii. Шиллер,-:Iещии по re(}ptш поrенuиа.Iъноrr фJ·нкn.nи, п·, § 251 

1:0'р. ~01-:.'!06. (:J! J:\иР-вскиеl Универсtпеt·ские Навестил~ 1884 г.). 
~ О де;tевtш D011Cpxиocre.n на О.\RО·и двr-еторониие, кроме uepвo

aa'l:a.tioн!.lx ЗЮ~еТО!; Лис"fннrа (Listing, .\ Ьlншdlungen d. 1\0nigl. Ge&t>l!s
~lшft cler \\'issenschaflen zu GOtti:Jgen, Bd. 10) R Мёбнуса (Mбbius, 
Ge~arшnelte \\rerke. Bd. 2, ~ 484) и не бо;Jее двух параrр?.фов r 
Darboux, - l.eфns sur !а tMorie genei·ale des surfaces, Par~. 1, 
(n° по ~ :и, 232) мыеюrся сnеitныьны<! работы: 

S. Delaunay,-Lecons snr les surface.~ n'ayant iJn"un сМ~. ("Uul· 
t~:tщ de la Soct~!e ЫatMiшatique de Ft·ance". Т. 26, 1898) . 

.l. К. Лахтмн,-3аметка об oднocтopoнl:ltti поверхностих (.Мате· 
матн'!ескиll: Сборнкк~~-. Т. 24. Вып. 2, М., 1903, стр. 138- 193). 

1'ом.юrпоrеская трактовка в: 
){, Dehn uпd Р. Heegaard,-Anal)·sis SiLuз . 
Enc)·klopiidie dcr шat!Jematisclten \Vissenschafften, Щ А В 2, SS. 

163. fQ. 
Рассхотреа11е нопросn в nорн.1.ке чиcтo-тouoлOt'II'ICCiliOX даuо кнок; 

н l(ypte .1ея1(1111 no ~9вци~аО!Щ1,ИИ Математики". 

Нзс.тоищее из.rожение uptt.lilыкaeт н "3амепе" .1. Б. Лахтина. 
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Обложка к нерво~fу изданию 

(работа nрофессора В. А . Фаворского) 



ПОЯСНЕНИЕ К ОБЛОЖКЕ. 

ОбАожка вастолщей хввrи резана. по Аереву В.rадвкпро:м 
Андреевиче• Фаворсв:ии. Как своlkrвеиво вообще этому Х}дО&· 
вику, так в здесь его гравюра не nросто у-крашает J:иnry, во 

входит ионствтутивно в ее д}·ховный состав. Поэтому, дааиа.в 
работа Фаворского есть художество, насыщенное ма:;ематuче
скою l!lыc.;:reю. Опит тattoro рода.-моает быть первыl, в ваmе 
11река DозроsзаюmеАс.л гравюры. Кстати сказа,ь, вот паправ
JI:е.в:.ае ис&усr.тва, котороыу в общем сввтетвческох С&.lаде rрл:

,а:ущей и.уnтуры предстоит еще богатал жатва. Не 'I"Q,1ько 113 
nризиательностп х-удоанику за "Чуткое сотрудничество, но и no 
существу ку..'fьтурных задач вашего времени, автору кпиrи ка

ааАось i!0,1e3BblK ).81"Ь H6CJiOJIЬII.O ПOJICBeHIII ОбС}Ждае11ОЙ об,10&К&, 

в свнзп с кое-какпив ваиекака на возможный смыс.~: 113.1Ожев
ной теории МИИ)!Остей, прииеввте.llъво к искусству. 

Припоиии:'d. неско.::r~око ~tв.~:ений nспходоrви зревая. 
F...c.llи с.мотрвша на пространство, через не СJiишком mврохое 

о-rверстие, сам буАучв n стороне от веrо,особевво при не сдпmкок 
лркои освещеива r:тевы с отверстие.v:, то в поде эревял uonanaeт 

в П.IОСsость стевыj но то.11аз не может акtt0):0,1,11роьатьtл одв.овре

иевво и на Dвд.пмом сквозь стеву пространстве в иа п.:хосиости отвер

ста н. По:>тому,сосре,11оточи:валсь :ввпиавиек на освещевио.v: про
стравстве1 в отношеввк eaworo отверстия-.rJrаЗ вкесте и вп.tит 

ero и не видит. Ов ero ви,1,ел, когда проваааJr :чрез него вгдубъ 
проо-травст11а1 а коrда уже провиквул, то nepecтa.zr видеть, во 

воспоминание о :видеввох не может оетави1ь еоввавnе: С)tутвое, 

поч·тп ое.щsатедьвоrо порядка, впеч&I'.!Jевnе от этой стевJl бе3-
uрестаипо бJДоражит в соаваиии то, "'ITo быJrо ранее видено. 
Совпавие веобходимс раз,!вuяетсл между образа• иепосредс'l'llевио 
арвте.J:IоИЫ:\1 • образа)( ЕОСвевно, посредственно· врите.zrьным, 
даваекым чек·то вро;~;е ослзавпв. При этих ")' С.!овклх восприлтnSI, 
в еоавании ва.rвч.ны два nе•екта., в..;,:п два С.!!ОВ: ЭJ:е)Jеuтов,
одворо,ll.иых по своеwу содержанию, во существенно ра3вород-
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вwх по свое)!J nоложtнию в согаанJи, и в это.» cwwc.1e не 

коор,ll.вRвруемых и взавмно ИtiiJJЮчающвх друг друt•а. 

Вид через оховвое стек.оrо еще у6едвте.11ьвее првво,Iвт в. 
тому же раздвоению: варяду с са~ы• пейэажеы, в совиаввn па· 

.1нчио в стеБ.rо, pauee пейзажа наив уввJ,сввсе, во A&.lee уже 
не видимое, хотл • sоспринвиаемое ослзатеJJьиык аренвеи и.н 

.a.aze upocro ослзанаем, ваnри:мер, в.ог.ца мы хасае.ме.в но .а:бом. 
Отсю,1а- жпвоnвсва11 • архитектурпап проб.1ема совремевяоrG, 
т. е. ааивутоrо стеклом, охна, как вев:оеrо JIЖе·отверстsя в 

пекоеfi дже-стеныi в постройках с обширными стев:llлинwми по
крытиями, и даже етеи.аяннымв етенами, э1·а проб.1ема cдe.la· 
Jiacъ несъма вастойчавоlt. 

Когда мы расс:матрИJае)r( прозрачвое те.1о, имеющее зва
лвте.rьвую толщину, например аквариум с водою, cтeJJI.fiBHЫЙ 
с.nАошвоl куб (черваnвпцу) в nрочее, то сознание чр~::эвычайво 
тревожно двоится межд}' раэ.llвчвымп uo ПОJIОаевию 8 нем (с.о
зиавии}, но О,ll.нородвыми по со,.;ержаваю (-в в этом-то uocJieд

ueм обr.тояте.пьстве - ВL-точви& тре~огв-) воспрп.иУвя:~:~и о6еих 
rравей прозрачиоrо те.ха. 'l'езо :в.ачаt:тсл 11 сознании Mt'Ж.IJ оцен
хой ero, как 'Нtчпю. т. е. те.11а, п-и:ак нu!fmo, зрп'l'е.а:ьвоrо ничто, 
ПOCJOJIЬ&)' 080 ПрОЗрачво. Н~<tЩО Зрению, ОПО еСть He"lmo ОСЯ· 
3'atШIOj но это нечто преобразовwваетсл зрвте.~~ъиым вос.поыииа

вием во что-то ка1( бы зрите.!lыюе. Прозрачвое-призрачио. 

Сввозnщал зедевь весенних рощ будит в сердце тревоrу 
вuвсс не тодъsо пото!lу, что появ.Iнеrся "раннею яесвою11 , во в 
просто по оптачесв.ой причвие-саоей прозрачвости: давал сте
реосхоппческую r.nyбtнy пространства, свои~~:и точечными .iiBC· 
точка"'в, жотя бы и вовсе не 11х.J.ейв.имич, эта змень намечает 
Г.llубиинwе точки проетрапсlВа и, б}'дучв Г}'СТО распредео~епною, 
Ае.lает ;:.то с достаточной психо.rоrической nр•ауJнте.IЪВОсть:ю, 
От этого :вее пространство, овеществ.lялсь, поllучает врите 1ьпо 
:rарав:тер стек.1овидвой то..1щв. ОпRть: оно есть и ~е есть, во· 
ист•ву-вагзя,ilно пре,1стов.lеииоеП.1атововсаое -:~ J.Lf1 ;;'\1.-И еще 
о,а•и пример, особеизо виятиыt . .1\ах-то мне приm.11ось стоять и 
Ро;цественской Серrиево-Поса,~tской церкв•, nочти прямо nротив 

закрытых царских 11рат. Сквозь резьбу и:r лево 81fABe.ilcя: пре
етоА, а самыл врата, в свой черед, бw.в:и внди:ыы мне СltВОЗЬ 
резную ме,J,пую pemeтJ:j ва амвоне. Три c.zon пространства; 
но каждыlt яз них мог быть вп,а:им ясно TO.!IЫi.O особой ахко.\l.с· 
дицвеll: зренпя, в ТОГ.ii.В два другие ПO.II}'Чa.Ju особое по.11ожевие 
в созвав•и п, с.rед.овате..!lъво, сра:вннте.!lьво с тех, ясно :в~rдвмы», 

оn,еаиnа..:IПсь как поJ:.у-сущес1вующве. 

llтalli, в зритеАьпом предС':ан..аенип "а:ра необходпио, па
ряду с образзип собственно зра:~:~:ы:мв, раз.ilичать обравы отнлс
<Jевво-зрвтезьиые, пря:tутстяующ11е, однако, 8 представ.;~епnн не-
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уtтрэ.виио, tn.11oю боковото зреиия, ос.язанвн и nрочих вос.при

.атий, не дающих чпс.тоt зритеАьносtп, но к ней uринодящtх: в.а 

нее наке~оающих. Иначе говоря, в арптельном пред~тав.1енrш 
есть обраэывр•те.аьвые,а. есть-и как бы з р1те.~~:ьные.Не тр-удно 
JЗНать n отоА" двnйствевпости зритедьво предстаn.ll.неного Дf!ОЙ
ственв}ю природу rеоJr!етрвчесхой п.JJоскости, причем собс'J'ненно 
оу вте.!ьt1Ы6 образы соответствуют Jtеf!с'J'витедьной стороне o.lot:
xocтa, а ОТI!.llечевно-зритеJiьвые- мпииой. Ведь двJстороввосп 
rеоuетр яческой ll.! f'Cн.octn • есть CJIXBOJI дву-разАИЧНОI'О !10.10· 

женин: в сознании 11ритедьных обра:.=юн , во-взsи:ал nредеJiьно, 
·r. е, ttot·дa то.rща раадедевных CJIOel nрос'l'ранства бесковечво 
иa lfa, а несоединиwость тех и других образоD предельно велика . 
Есз• переднюю сторону n.zr:ocкocrв мы вt~ди.и, то о за_цве/1 то..:::ько 
отвzечевно внае.к. Но отв.11ечеино знать о векотором вагАн:шом 
образе~ сущность котороrо-вwеиво 11 ero вarlf.RJlROcти , это 1118· 

чмт !1111еть во~принтве его какии·то инъмt, не :аритед:ьвым, cno· 
собо~f, но с коррек'l'и:вои на зрпте.11ьвость чрез отвлеченвое по· 
кптие и.~:и чрез образ nоспоuивавин. Действите .. ·~ьность, в зтс11 
~.иыс.Iе, есть воп.,-ощеН1Jе отв.!еченпого в ваrдндныt матер11!!.А, 
иt в:отороrо в Оы:.а:о по.11учено отв.11ечевное; а ..к.ни..,wсть-sто 

11Оl1.Iощщнfе того at~ самого отвлеченного, ло в ваr.11ядsом ма

териале явородно». Ес.~~:в угодно, действите.1ъвость есть ад'.нtват
иость абстрактного и .и.ов.r:tретвого (тамтегоричность), а кви
:ность-с•мводичвостъ (а..11дегорачность). В этом смис.;хе 11 над
.iJеаат rонорить о nонятuя::с ощущений, хак ощущепилх ..чни
.. ,tых, пли ощущениях мfttмюгоi это есть :.«в1ПIОС1'Ь uреде.tьяая . 

В само111 део1е, е.цвнствеинvе содержание ощущенllя-это ~аха11 его 
чувственная иа.n:ичлос.тьj мыс.жимое ае ощущенве-не просто 

ничто, ло-друrое ощущение (-ибо :вмкое понятяе с:влзывается с 
вен.оторыи чувствеиным СJбстра.том,точкою своего при.n:ожения-), 
ипиерцеп1.руеиое аноро,IВЬIИ noнятlle)f . Уместно вспомапть тут 
.Меltновrоаск вй термин Pseudoexistenz, r.:O'l'R и 11пе на:~t[е в:а ва 
значение ero )" Mell:иoвJ·a. Эти особ.:.вво устз.иов.rевные в со
tванип чувственвые э.1е мевты и .мвпwые образы вполне соот
"llетств_уют ииимwх rеометрич:есп.ии образа• повер1ности. На.n:ачпс 
r:te мнииых воспр •ятий во велком хонаретвои оnыте uобуж,~;ает 
пскусствоведенае подумать о .чнп..ко.м: теории 1!.Эобра.tлтеJТЫ!Ы.I 

•св.усств ваJ;.n:ежnт, С.!едовате.lfьно, и.аJS-то сказать спое сдово о 

предда.гаеvо:~~ пстодJ.овапвв rеоwетричес&вх мнвмостей. 

Обратвкс.я теперь к поnытке Фаnорскоrо-воспо.1ьзоватъся 
рuздвчсипем д1IJ.I родов зрпте.11ьных образов, с тек '!:тобы ху
АОЖествепво выра:аитiо теорию мнимостей. 

Первая аадача, нред.11ежа.вmая rраверJ1-это бьr_тrо сохраакть 
Jlt" JТВердiТЪ це.'IОСТВОСТЬ ОСНОВНОЙ П.JОСКОСТИ, ПОТОМУ "ЧТО 6ез 
Це.IОСТИОЙ. D.lOC!iOCTB Не бы:.:rО (Jы: 8031110$НОСТИ не ТО.З:ЬВ:О IIЭОб-
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ражать ва сторонах ея1 во п раз.11ичать самые стороны. Эта 
первая задача осущестн.в:ева надпис.я.ми, удер1КвнаiОЩВ)IВ оснм· 
ную n.1оскость вэображенвя на n.Jосмсти страницы, а также 
обозвачения)\п точеи. иоор;~,пнатша осей букваыв Х, О, У z 
вертика,IIЬю, upoxOJ:IIщeю через Х. Самые буоы Х, О, У, .ILО
статочио массвнвые, с..1ужат той же це..11и. Устоl!чивость ГJ:аввой 
вер-rии&.!lИ nод&реn..11ева еще uриuодвятостью, сравви7е.:Iьво с 

пмене)( автора, ариходлщеll:ся над вертикадью ф~ИII.JИп его. 

Страница , вав таковая-конечно, не бе.11ан, а безцветваа: 
она есть отJ.llечевван возкожиость взображевий. В э·,·oll странице 
бы.Jо бы ошибочно видеть бумажный жист, вещестttо, к.а&овой 
ca..v по себе ве есть яп о.Jfоск.оrть, ви что-.~:вбо иное rсом.етри
ческ.ое; па no)l страницею надо разу•еть безиовечво-товиое про 
страuстао пэобраsевпй, ха& бы uрозрачную п..1оии.у, вао~ожеввую 
ва JII CT. Эта оJtевиа, са:яа no ceCie, еще не есть та а.1в другая 
сторона 11аобраэ•те.1ьной nJt:ocxocтR,a-вcsr uлосsость, с обевnа 
своик11 сторонаvп и всею своею тодщею, хотя бы актуаJJьво 
бескоиечио-ма.:хою. Эта о.D.оскость художникои соз.п.ава . 

Теперь ху,t,оанику вад.о наг.Iл,t,ио похаэать, как ту, так и 
.другую сторовr этогО плено•ноrо проетранст•а :в :в.t качествен

вой тоаа.IЫIОСТИ. Передв.ня сторона ШJОсхоств, хак. вепосред

ствевво зраjlан, о6.11адает теп.жотою -чувствсвв• воспрввв»ае!4оrо 
в вьrд.виrается вnеред, ва воаах ве ближе к ьритеJtю, чех основ

ная D.liOC&OCTЬ ВliД.ПИСеЙ. 1)О.!IЬШОЙ npSI.МOJ'ГO.IIЬBИK1 З&mTpll.t:OBaB• 
вый черпык mтpn.toи, по черноте штриха и по rорвзовтао~ ьвости 
его, как тen.D:ЫI , дает образ nередней стороны: п.1оскостн. На 
uрямоугоJtьвив:е, выстуnая вперед. n•обраа..евы, :к.ак чисто дей· 
стввтенвые образы, JIO.&J·&.IJJ'Dnc • м.а.11ыА , сп.лошь черDыf1 
nря)!оуrоАъввк- саиые теn!.ые и самые выступаютnае часта 

п.в:еночвоrо пространства. Товв:вл бе.rа.ч в:ае111в.а, показыJtаа .их 
то.rщвву, тем самым еще выдвигает их, орв.б.llнхал к эрпте.rю. 
Все э"ГО-собствевно зрвтепиые образы. Им nротввооост<tвJI"иетсн 
правая or верпка.1и сторона черт(:zа, резанная почти исклю· 

читс..11ьно бе.rым: mтрном:. Это - :м:ни11а.л сторона DJiocкocтll, 
оборот п.11еночвоrо простраnс"Iвэ, я nритом ве "а.кого-либо его 
)!еста, а 'fOI самой об.:асти, чтО nод заштрв.tовавныlll nрямо
уrо.rьвив:о)! ..11ево1! чцств. Г.rавиак ..1/ВН:ВН мнимой стороны есть 
дуга распря:!.!..IRющейс.н гnпербоzы-lllиимого придатна о~ействп
те.rъвого ЭJI.IBnca, аа~tовой nридаток до.11аво nре;~.ставда'Iь себе 
касаюшпхм э.&:;rваса у его иершвне. 

Чтобы придать этой ;r:ивви цветность, гран ер ca:aJJ е6 серnей 
горвзовта.~~:ьвых бе.:хых mтрвхов,-11 ва абстрактаill: бесцветиости 
п.:~еночвоt'о пространства поя•в ..11ась J.О.II:одвая белая JIЯn"Rя: 
такого цвета, противоnо..llоаовоrо теп.rой черноте передвеil сто-
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р(•НЫ пдо ев:ости, эта, оборотв:аяi бедый цвет этого оборота уд.ач•о 
nоказав наверху спрааа, r.1.e помещена бедаа реmетв:а.. 

Спрашивается, почемr оборот бед? Ясное дедо, что раа оп 
;10.1а~еа быть вев:ии остаточвыАf едедох от чувствеиво-восо:р:инll
тоJ'О-Червоrо, ТО ему, К&Х ДОПОJI'ВИТед8ВОИУ образу В.!И ОСТ!i
ТС>ЧИОМJ следу, иеобходи•о быт·ь пкеиио белыи. Еще: зре.тедъ
вость, хав: субстрат действи1ельuых образов, вырааr.ева. арисут
ствве!J( теп.zой черноты; с.11едовате.zьно, отСJтстаие зрите..1ьвоств , 

т. е. вев:оторое иное вос.прпюие, оформ.асваое, "а" зритеJI:~оиое, 
иеобхОiJ.,ИКО представо~яется негативным-в зрвтеJiъвое, по форме, 
u иезрите.!lьное, по содержанию. Выражать это призван бе.11ыk 
штрих: он-как ruтрвх, т. е. черный, во JLИmenныll: своеl черноты, 
nустой внутри, штрих и ве штрих ср азу. TaкD}I обраво•, эта 
nравая часть пре..:став..rена хак б.ы не нарисованной, а вьr,;ав
.J: еняоlt, вы.а:уuой, ..:анной не зрению, как таковому, а осизанию. 
Вnечатдеиие оборотности :этой nравой стороны усуrJбАяетсн 
ст вачертанвой зеркально • тоже белым mтpвxoJl, в нижве:к 
nравом: yr.;ry , буквы О: зто-не каttа.н·..з.•бо новая буква, а то же 
сахое черво-штриховое О, что ви~но .в ннzием Jlевои yr.ay, но 
1!0СПрПВJ\ТОе 'Через ПJI.ОС!ОСТЬ . :Мо;кио ПОS!СВИТЬ СОО'lВОшеnие npa
IIOГO и Jreнoro О так: прсдставии себе, что на 6yware в:араща
ше:м: бн.а:о бы ваnвеано О, которое Еыдави.:~осъ бы выпук.хо на 
обороте .а:вста. Эта буква быJJа. бы, сле,цона'l'е.Jiъно, 8 зрите.1ьпой , 
п ося;1ате.11:ъаой. Uycrь, да.11ее, этот .:~ист уста.но вдея неnо,~;ввжяо. 
Есдв бы зате~1 жо:иу-п r1будъ бы.1о пред.zожево изобразить рисук· 
Е Gи этот .JI.acт, сиотря на него спере;.и Jt ос.яаая ero оборет 
p)'ROI01 ТО П0"1JЧПliCJI бы рИС!ВОК, ПО.II,Обвый .~бложв:с Фаворского , 
IJ с таким те раэыещевием . Ведь, npocJJeДI JI mврпну .диета от 
О к Х глазО.·It, расони..lьщик п родо.tжп.1 бы свое пабJi ю.жеяие
рукою, и именно с тоА 'fочкп, где отаа.задся бы служить глаз, 

т. с . П011С.i1 6ы руку ощ точки Х к О. С.z едовате.1ьво, точг.в 
п.пос&остл постепенно удаляющлес.я от вертп-ка.11:и, что через Х, 
оsаза.1ись бьr па рисунке тоже удаляющвмиси от вертиь:а.Jiп, по 
J&e не влево, а вправо: ;tв ажеи•А руки по диету созвэва.rось 

бы nродо.Iжениек движепи.и ГJiаза. llоэт-оиJ, точиа О, как осв
зв:rе .аьвая , оказа.Jiась бы sa изображении сз:мой да..1ек ой от 
тоtt&и О, xas арите.~ьвой; еоотвоmевие вх обеих бы.zо бы прв
блазите.Jъно зерка.львыи,- прпб.!'h:Зоте.!ьио, потоху что :мера 
пространства осязате.(ЪВого не тождеетвеиа таковой sе-зр n
тедьиоrо. 

То ar.e до.1жпо сказать и обо веем чертеже, справа дающем 
зе рка.Iъво - зрительпJЮ траиспоз ицпю осязате.пьпоrо ~троеввя 

оборотной стороны щrосrоостп. Иначе rоворв, приходитег :ыыслвть 
n..rепочное пространство взоО:раженил кazr. бы расщепденпьш на 
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две С1'ороиы, е поворотах иепо.ца. п.J.ое&оств, в.аа страницы авиrи, 

ка 180° око.1.о вертпка.11ьиой оси, Прохо.цищей через Х. 

Теперь-то .в ва.чв:вае'!'СЛ: решение r.J.авиой тру.nвоети rpa· 
Jlера-вагдвдно пок•за.ть, что обе nоловивы чертежа, правал а 
.:11ева.в:, не просто nрu:Аожеиы друг к ,а;ругу, :~отя бы и разво

в:ачественвые, одна чисто-эрительиан1 друrал арвтеJI:ьао-осаза

те.llьпал, во состав.11лют именно ;в:ве стороны одной nJrocaocтп. 
Граверу прежстон.1о показаrь н&гJI:ядио, что прав&Я часть 'ер

тсжа есть тоJJько позваватеJiьвое, во 1-'е веществеиное расщеп

.llевве II.!OCKOC.1'И, Это доствrвуто во-nерnых тем, 'lТО, в рu~едв
веввые, эти С'l'оровы вкеnт каждая nризнак .lp'}rol-в в•.ае ве

бо..!lьmого 11рорыва_ и др'}rой стороне, в этими ,ЦВJМЯ nроры.11а111и 
RЗ3J)!Ная свяэь сторов ввов• восстапав.11ваетсл. Прорыв сквозь 
лицевую сторону ПJiосв.оств nровзве,1ев в саиом выетупающе» 

ее месте, таи где ono. иа:або .. ее '}бедатеАьво деtстввте.1ьва. Это 
сд.е.rаво наrдидво, хакии-то асвовпдческви nереносок воспри

нимающего центра соаванвя-по ту сторону u.Jоскости. 'forдa 
там восправвмае'l'ся этот же неl'ативио-бе.~:ыА цвет оборота, е 
взображеив.ык по веи)' вьшуадык и аерка.1.ьпо обращенных 
спхво.1ом и•в;vоств i , подобным верка.11ьвому Oj ОТТ)'д.а это i 

~~::Jыз:;:::ь0и:~~~Т:.Н:r~:,ц:р::д0~м~~ ~~~~::.~:е в: и:~: 
чертанного i , В.IИ оттуда осиэаем:ый :вып'}кжый сде~ здесь вaчep
тalfRoro i. Иэобраsеввое бе.1.ым: штрихом, это i явно шюго ха
рактера, веs.езв буквы Х, О, .У передпей стороПЬI плос&оста, и 
nритом оно бедее бедого оборота. плосsоств, т. е. отв.rечевнее. 
Этот nрорыв JrJЩa есть :ввд, BJr.В арите.11ьяо-травсnовароваввый 
редьеф, оборо-та, того самого, что nродетав.11ев правой ПOJIO· 
виной чертежа. Но этоr прорыв ве .к.оордивирован с Jl&цои плос
~ости п сразу-бJ[аае черного прямо'}го.rьпвrа и да.1ьmе ero: 
ве.1ьзл коор,цвпировать о,цвородвое, по противопо..11ожпое по по

J[Ожевпю в со3вапи11. 

Обе стороны D.JJОскости связываются: и в правоt 'lасти 
чертежа,-обратвым прорывом из хакиоста в деllствитеАьность. 
Во xapax-rep прорыва тут уж ве наr.J:ядвый, а отв.1е~епиый, ве 
четх.ое лснови:деиие, а расп.1ывчатое воспоминание о оо:кав·утом 
зрите:Jьвом пространстве, веu.rывающее на uервых порах вt.ту

П.!еиив: в пространство осязате.1ьвое. Тави:м: икевво воспомина
ние"' nре,.ставJ[еоа. часть 'JSI.Oгo черво-штрихово го ЭА.1Jвпса по 

диагонаАъво-эаmтрнховаввоку ~ервых же mтрвхои по.rю. Таков 
JJOCKjТOK ,11,eiC'I"BJITC.IЬROЙ СТОроны, ХОТЯ И на rpaRJЩC :МUDMOCT.Вj 
вахо,<~ясь среди хввмоrо простраветва, ов не коор,~;звировав с 

ник. Этот JJ:OCI.1TOK1 в сое.11вевuи с бе.1о-mтрвховык восuопе
нве» э.I.'Iвпса по бе.1о-штрихово.vу же подю, передает ф.JIНr.ту
ацпю rео:v.етрвческой фигуры при en провао~е ск11о3ь ПАОС!:ость. 
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r.or,!la o:ua 11е опреде.аилu.сь еще, 6у,nучв л )IПИ114 о й , 11 действк· 
'fельной сраау. 

Во:1 sращаемся n nрорыву .1е110й части чертежа . Резnий 
коитраст noдeli, черного и бeJroro , делает это i зритеJ:ьвы• 
ueuтpo» :всей страницы . IIСJдержвм о сосредоточпвающ:иw на себе 
:изr.u нд, в (}.lедствnе чеrо вся девав часть 11:ертеж:.t. созерцается 

r.ря .кы.w зрением в потоwу стоят на странице в в en n.tocкocтn 
.!C p attвe устоt чи~о . Но тогда праиая часть взобра.жекил, оеобенво 
ltpal с.в:, велз6ежuо 11идптсл очень смутно, зренвеи боховыи, 
1:1: оторое оттаиrто ле:вьа1 проры:во~1. Вся IJ paв.an частъ, и по ха
рактеру резьбы ам еющал отв.~:еченн ы й характер, оsончатеJ[ЬВО 
rсрв ет КОН1tретнос?ъ и устойчивость. Тумапван: uдоскость nравой 
ч асти изображения, отделившись от n.!lосаостп страницы, &ОЛ.W· 
ffie'!'CЛ 1 вращан сь о коJю оспонноll вертикади, нах одит на зрптелл, 
к3в: б ы за:и: .. о пывасмал на дiщо книга, upu: яе подввжвостп лсвоft 
ел крышв:о. Это впечатление подвижности nравой стороны чр~з-
11ЫЧаАно 1Iоддержано, во nервых, трех-стуnенчатостью ел п~ос· 

хо.:.ти (реше .. в:а, .выше ен:, т. е. бдиже в. зрнтелю, -rораэоп· 
та.~rьnая штриховка, а еще :выше-вторан peme1'JШ, в к»адра'l'е), 
11 0 11то рых - ха& бы перспе&тпвпым cxos,~;eиnex парал.а:едеlt 
оОеи х решеток и горавоiiта.tъвоl штриховхи I:BI3J1 сдева, что 
оплrъ пaDOJIBT ва мыс.а:ь о иаадонвоств всей право й части, 
ttu -r. есди бы Jrncт об.Dошки отоrву11.сн по верти к а.111 2 стад бы 
Clt Jd собою отхрwва,.ьсл; в третьих-тu:му же иоипози цD"о каох у 
в , 11 месте, функциопа .. п.пому aa1!1lCl!:')' с аособстпует вехоторое 
раеширеиве всей правой стороны rра11юр.ы, ка.к бы n сю:rу npB· 
Gдижени я правого ея края к гда.зу . 

Наконец, остается сказать еще неско.Iько сдов о надпислх. 
Мы В&Ча.IИ С ТОГО, ЧТО ИIIIIИ ycтaH&B.JIBI8.e'fCЯ саиа~ П.IОСКОСТЬ 
иэображевия. Но п:rоск ость ве мor.Ia бы быть !Стаиов.rевой 
иw:в , еСJ[И бы она бы.1:а тол~око на ея передней стороне: тогда. 
цростра.иство r,травnuы, обрезанное с .в:ица, т. е . оrраничеrшо е 

спереди , yr.trб.в:JJ.Jocь бы бесnре.а;е о~ьво внутрь страницы, и не 
мог.1о би быть речи об обор<tте пдоскости. CдeдOII&TMLBO, наж· 
П \J C II ДО.IIЖИЬI }'CTRROBIITЬ В6 TO.II:ЬKO передПЮЮ ГрiШIIЦ')' ПJIOCROCTJI , 

ся: .:~nцо , во и пnжиюю, ен оборот, стянув собою все nll"ocкoe 
простравr-тао, :как бы з ~:~. ж.а:ман ero :между .111Y)JJJ стеи.Jrа•в . Над
nиспм над.1 ежат oape,jJeJ[ИTЬ собою всю толщу плосnости. ФаR 
t:орс:кий достигает этоrо, првурочпак буквы •.1n nx э.!fе3rепты 
1t разны.lt сторонам П.!IОскости, п ричем МН, вanpвJiep , по мещено 
явно на nepeжнell стороне, что поsазано н rорлзовтадьвой mтрп. 
хонв.ой, присоеда:ннющей пространства этих букв и. левому пpя
:x oyr o.II.ЬRi!:)' иомпоэецвп ; .М, Т, И 11 сдове "rео:ы:етрип " отне· 
ceнJJ к оборо ·rной стороне, как вачерта1шые белы~f шrpn:s:ou, а. 

И, Т, И в сл:о•е 71 мввмост• 11 -флюктJвруют, частью оставаясь 



в а даце, частью ze проваливаясь в& иэваииу, хак бы npoш'Uвa.rJ , 
nростегивм собою 'I'ОЛ:ЩJ П.IIOC.ROC'Iп; uосsедия.п: буква с.1о:ва 
,.миа~~~:оста" особенно вЬl:равитедьно несет ту ае функцию. 

Но oб.IIOЖI'ta не нподве достиrаJrа бы своего ваэ.начевая, 
ес.1и бы надписи с.:rужп.1и то.1ьио це.1яи графики, а самая гра
фвха их бы.11а б.ы чжда их смысду. Очеввдво, rрафичесхве осо· 
бенкости вадписавий дожаиы не тo.tьJto держать П.IОсхость, по 
и передать эиуковое пространство витоваций ro.toca и JIЬipll3Bтъ 
з вуковую :коордавацию с.11ов. Пра:vерои ororo, каа Фаворехвй 
решает 0TJ задачу, едужит хота бы по:мещевве фами.1ва &II'I"Op& 
•ыmе пнеии, чем: nере.цаеУсн соответственвое ивтоиаця:оиное 

nо,.черхввавае; да.1ее, в c.JJ011e .,.мнu.м.о<:ти" по,~;черквутой ов.азы
ваетс.н: пер вал: ero часть, yд-apяe )laJJ1 имеющее же с.мые-.11 понсви

те.Jьиый • проаэпосв•ое впо.rrолое& .,.в гео.метрut'-'~-попадает 
Ба обдОЖи:е В MBИ:W 'fiO, Т. е. ПOJIY·IIИJ;&MJIO Ч&(}ТЬ 1I.IOCROCTИ И Т. ,!,. 

Ta&OIIO В OCBOBBЪIJ: чертах TO.!EOIIRBИe ГеОМ&IрИЧеСКОЙ ЕОМ· 
соющип Фаворсхоrо. 

1922. VII. 29 (Vllf.l1). 
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Печатные труды П. А. Флоренского . 

ji!Cro.rn в: Утверждение Исrивы~t. М. ,.Путь". 1914. 
Первuе шаги. фи.1ософии. Сергнев Посад, 1917. Выn. I. 
CкwcJI и.._еа.л:аэиа. Сергаев Посад, 1914. 
Прnе,цеnпе чисе.'l. Ceprвen Посад, 1916. 
71 Не восхищение пеnщева•. (К суждению о :иаст.ике). Cepr. Пос.1 

1915. 
О.со.&о Хомпхова. (Кратичес&ие заметки). Cepr. Пос. 1 1916. 
Вст,.nитеJiьпое с.ао»о nред защ11.тою ,II.Иссертацпи. Cepr.вeJJ Пое., 

1914. 
Преде.11ы rвосеоzогви. (Основная автвнои•я '!еоряв знавал). Cepr. 

Посад, 1913. 
Косхо.ztоrвчесхие антиноив.в Itавта , Cepr. Пос,, 1909. 
О тппах •оарасl'аuя:я. Cepr. Пос, 1906. 
АвТ<Iиий романа в Автопий пре,цавин. Cepr. Пас., 1907. 
Общечеяовечес~~:ие корна идеаJiизuа. Cepr. Пас., 1909. 
Собрание часТjmеи. Костромской губ., Нерехтскоrо уезда. Со 

ветуuвте.11ьиой статьей. Кострома, 1910. 
Воnросы ре.111:rиозвого самопоэвавия. Серг. Пос , 1907. 
Пвсъка ар1nканжрпта Феодора (А. М. Бухарем) х Rазавскпм: 

,~~;руэ~ояы. Cepr. Пос., 1917. 
CoJZ:ь зек.1в: , то есть Сsа.ааиие о аознп старца Гефсвмавскоrо 

сквта. вераиоваха аввы Иси,.;ора Серг. noc., 1909. 
Па:млти В.1. Фр. Эрна ( 11 Христвавсs8.Н" :м:ысдь", 1917, Л! 11-12). 
'J.рсице.Серrиева Jiaвpa • Россия. (В сборв1Rе ~Тровце-Серrиева 

Л&вра") . Cepr. Пос., 1919. 
Данные к жизнеописанию арх. Серапиона {Маша•вА). Сер1·иеn 

Посад, 1917. 
nK почест• еыmвеrо звания·. (Черты характера арsи:м. Серu.н 

пиова Машхвщ\). ( 11 Вопросы ре..~:иrви 11 , Выu: I, М. 1 !106). 
Itбuorj;~aфви Н. И. На,цеждава.(""Ноrос.жовскиlt Вестник", 1916, Л! 2). 
Пцська. профф. Московскоll Духовво.й Академии к А. А. Лебе· 

,~;еву. Cepr. Пас. , 1916. 
Пв:ська прот. В. Н. Амфt'Iеатро:ва. & М:ашкnныи. Cepr. Пос., 1914. 
Служба Софпw ПpeмyJ,pOC'l'D Божией. Серг. Пос., 1914. 
О суевервп. ( 11 Новый Путь" , 1903, .М 8). 
Салрнтиам, хан: аитихристиаиство. (~Но11ЬIЙ Путь" , 1904, .\; 3). 
О самволах Беuконечностп. ("Новый Путь", 1904, М 9). 
06 одной nредпосыл.хе :мировоззрения ("Весы•, 1904, .~ 9). 
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И. Каит. Фnическая мова.-оJiоrив. Перево.д со :ветупJте.:JЬаой 
статьею в прuиечаввями. Cepr. Пос., 19011. 

Доt'Иатпэv и догматика. (В бо.:н&рсаом ж-урна.1е "Хрвствнвсиа 
Мис.111.", 1907). 

Фа.r.D:вчесв:иl памвтвпк Котахевсхоrо монастыря. (,Живая Ота
рвва", 1908, 11; 1). 

Р. 3ок. Церковный строй в uервые века христаавсrвв.. М., 
J 906. Пере1од. 

Храмовое ,цеJство, в:ав: сантез иси.усств . (,.М:аи.о11ец", 1922, ~ 1). 
Небесвые эва:мевяк. (,.Маковец", 1922, li 2). 
Земной nуть Боrоматери. (.Возроаденве", 19171 Jё 10). 
Боп.1ъ :в:рови . М., 1906. 
Ра.11.остъ на вев:и. Cepr. Пос., 1907. 
Нача.~rъваи. жизни. Cepr. Пос., 1907, 
Арх.всписаоп Никон-распростравите.lъ сереси •. (Матерuа.1ы r: 

спору о почnтаввв Имени Воsвя". Изд. 2, М., 191'3). 
llpeдiiC.IIoвкe "От Ре.цаа:дии" в: 1i.&иre И. Автовив Jiратоввча 

11Аuолоrпл веры во Ии.н Бошие". М., 1913. 
Ж. Таввери. Курс теоретической и праtи·ичес.кой арифиетвхи. 

Рецензия в ,.Воrос.~:овсв.ок Вествпке", 1~13, .\! 2. 
Повал: аиига по р;ссв.оА rраю:~атиае. Рецензия на .,Начатв.• 

pJCC1i.OI грам:мати&и" А. В. Ветухова. ("Боrос.rовс~~:ий 
Вествп~~:", 1909, Х2 5). 

По DIJBOJI.J :в:ниrи Н. М. СоJ(овьева ~На-учный атеаэ~ ". ("Боrо· 
с..11овсsий Вествив.11 , 1915, · м. 6). 

Опись naвarиfl: Тровце-Серrиевой Лавры. (Со вст)"'nатеJ(ъноll: 
статьей). Серrвев Посад:, 1922. (Выходит). 

Опись уnари Тровце-Серrие:вой Ла11р.ы. (Гoтoвn'lCII s печа'lв). 
Симво..:r.ы ropвero. Ава..11из вв.ов Тровце-Серrаевоt Лаврw, Jtalt 

ОПЫТ ВКОВО.IОfИИ. (fiОДГ01'0В.11еВО & nе-.ати). 
Dычис.Iеиие э.Jектрвчесв:оrо градиевт& иа витв.аJ обхоти.и траве~ 

форкатора. (Прамевеиие ивтеrра.а:~оиыs: ур&ваеивй к 
вехоторык вопросам э..11еsтростатвви и прае» реше· 

ник некоторых пвтеrра..11ьпыt. уравнений). М .. 1921. 
(,.Вю..11.1етеии Техвичес.коrо Отре..11а Г.Jааэ.~:ек.тро '", 
Серия IV. Шапироrра.ф.ироваввое падавие. 

У .IЬТра·ии:в:роси.оп со сдвигом. {Новый прием J.rьтра·)!Икроскс.пи~ 
ческого nсс..11едования). {"Вествик Ивхеиерови, 
1922, ,-,; 4). 

Мнииоr.ти в t·ео)!етрлв. Изд. ,.По~оръе11 М. 1922 r . 
Кроме тоt•о, в 71Протои.о..11аt. заседаний Совета Мос&ОIIСИ.ОЙ дJ~ 

ховноn. Аха,~;е:мии .. напечатано, начиная с 1908 rода 
весао.ахо деслти.ов раэборов СТJдевчесивJ. СО'IИВевий, 
а в 1911- 1917 r.r. редаи.тировалс.в: .Воrос.Jовсsвй 
Вес.твии.". 

Н а э в а и в н е э д е с ъ в з д а в. п н. и с "'1 е р nа в ьr. 
У АВТОРА СКдАДА НЕ ИМЕЕТСЯ. 
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Вниманию читателя предлагается работа 
выдающеrося ученого, философа и боrо· 
слова П.А. Флоренского (1882-1937). В ней 
делается попытка истолковать мнимые 

величины , не выходя из первоначальных 

посылок аналитической геометрии на пло .. 
скости, а затем покаэывается, что nредпо

лагаемое истолкование может быть при
манимо к двухмерным образам на кривых 
поверхностях, то есть введено в диффе

ренциальную геометрию. Автор, исполь

зуя строго научные, математические ме

тоды, приходит к удивительным выводам о 

существовании мира непротяженных, 

неизменяемых, вечных сущностей- идей, 
и делает подход к описанию новых неожи

данных свойств nространства и времени . 
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