
URSS

Геометри

Лоба евск
---и-------------~
ФИЗИ



С.Б.Кадомцев

ГЕОМЕТРИЯ

ЛОБАЧЕВСКОГО

И ФИЗИКА

Издание второе, исправленное

URSS
МОСКВА



ББК 22.J51.4 22.1 022.30

Кадомце8Сергей Бервеевич

Геометрии Лобаче8СКОГО 11 физика. И:щ.2-е, испр. - М.: Издательство

ЛКИ, 2007. - 72 с.

Геометрия Лобачевского. предложенная им в 1826 Г., была настолько не

обычна для его современннков, ЧТО ее признание затянулось на десятилетия после

смерти автора - Н. И. Лобачевского. Сегодня просто немыслимо представить

себе современные математику И физику без геометрии неев1СЛИДОВЫХ пространств,

в 1СОТОрую частным случаем входит и геометрия Лобачевского.

В настоящей книге рассказываегся об истории создания геометрии Лобачев

ского, ее основных положениях и роли в современной reoмerpии. Рассматривают

ся непосредсгвенные ее припоженвя к некоторым рвздепвм физики: специальной

теории относительности, общей теории относительности, КОСМОЛОГИИ, теории

нелинейных волновых процессов.

Книга рассчитана на широкий круг читателем - исследователей, работаю

щих в области физики и. математики, преподавателей и студентов естественных

вузов , историков н методологов науки и всех, кто интересуется затронутыми в

книге проблемами.

Рецензенп

д-р фив-мат. наук Е. В. Шикин

Изr!;aтenьстIJOЛКИ. 117312. г. Москва , пр-т Шсстипссятилстня ОlC'lбр-. д. 9.
Формп 6Ox9OJl6. Леч. л- 4.~. ЗItJ'. .N! I !6\).

Отпсчатвно IS 000 .JIEHAHOД,,_ I

117:1 12. '. МОСIll1la. пр-т ШеезилееягипстияОжтябр", п . IIA. етр. 11.

ISBN 978-5-382-00366-3

НАУЧНАЯИ УЧЕБНАЯЛИТЕРАТУРА1,IE-maa, URss(tURSS.ПJ
Karanor~K~ 8 ИliТвРН8те :

http://URSS.ru
Тen./фsltC; 7 (495) 135-42-16

URSS Тen.lфакс; 7 (495) 135-42-46

© Издательство ЛКИ, 2()О7

4981 ID 55658

1111111 1
9 785382 003603

Все права защищены. Нвкакая часть наетеящей КННЛ1. не может быть воспроизведенами

передана в какой бы то НИ было фОРJllе н какими бы то вм было средствами, будь то эпек

тронные ИЛИ меХ8ничссlOt.е, включая фотскопнрование н запись ка магнитный носитель,

а такжераемещеиве8 Интернете, если на то нет письменного разрешения владельца .



rл А S А I1 ИСТОРИJl СО3Д~НИ.lt геоме,рин Лоб...
чеlекого

§ 1. ПJlТоlЙ постулат Еакnида

Воэииюшвевие геометрии ОТНОСИТСЯ к глубокой дpeBНOCТlt

и' свяваво в первую очередь с nPSI(fИЧес.коЙ деятельностью

человека. Первые ДОWеАФне до нас сочинения ПО reoмет ..
рнн, поививwиес 51 в Древнем Египте во втором тысячеяе

тии до нашей вры, содержат правиаа вычисления площа

дей н объемов некоторых простейших фигур н тел. Правн

па эти были поаученн практическни путем, без. какого

либо докааетеаьстве их справедяивоети, С VII по 1 век /1.0
нашей эры центр развития: геометрии перемешается в Гре..
цию. Здесь накапливаются сведения о соотношенаях иеж

р.у сторонами и углами треугольника, возникает учение

о площадях и объемах, о проt10РUИИХ И подобии, о реше

нии задач' 58 построение и Т. д. Появаяются уже сравви

тельно строгие логические дркаэательетва РЯА8 yrвeржде..
кий. Геометрические вссаедовавия зтoro периода С81З8ИЫ

с ямевамв Фалеса (VI В. ДО Н. 9.). ПИфагора (v в. до и. 1.),
Демекрита (v В. ДО и. в.), Эвдокса (lV В. до и. в.) и АР.

основвые принцивы деДУКТИ8НОГО ПОСТ~ИИЯ ваукя
впервые отчетливо &inи еф>рмуnиров.аны АриctoТeлetr1
(IV в. ДО и. е.). Он отмечал. что при доказательстве ~ro

или иного утвержден иR мы опирвевся на ранее уставов.

леИИЬ1е факты. Поэтому те положенвя, с XOТOPblt~Nbl ва
чнваем построение науки. не МОГУТ(~ЛQГИЧесюt доказа

ны - ОНИ приаимвются без доиазатeJ1ЬСТ88 и называются

, коиомами. Воплощениев этих идей АриC1'O'1'U,R явився
аваменитый труд Евклида сНаЧ8Ла»I (ок. зоо г. до н: в.) ..
В нем cqюрМ)'JIировано сравнительно веёояьшсе числа
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постулатов п 8KCtlON геометрии·, 11З которых 8ыведеиъt

почти все известные в то .реМА теоремы (следует отметить,

Ч'IO I результате более ПОЗДНИХ исслеАОl8НИЙ этого Kpyra
вопросов ВЫИСИИЛОСЬ. чте список аксиом ЕаМИАа не по-

.JIOВ - некоторые аксиомы, необходимые для построен••
reoметрии, Евклид не формул"ровал~ ПОЛНЫЙ СПИСОК 'К
сиом планиметрии приведеи в приложеиии в конце ~

шюрw).

Приведеы постулаты н аксиомы Евклида,
Нужно потреёовать;

1) чтобы от каЖдОЙ ТОЧКИ к каждой точке можно было
провести прямую ЛИННЮ; .

2) и чтобы ограничекиую прямую МОЖНО было непре

рывно продолжать по nplMoA~

З) и чroбы 80Kpyr любоro центра .nюбым радиусом

можно было провести QКРУЖНО~Ь;

4) И чтобы все npSlМьte yrnы были равны друг дpyry;

5) и чтобы, когда прямая, пересекая две прямые. обр.·

8ует Iнутренние одясетерсввие уrлы, составляющие 8 сум.

ме меньше двух прямых углов, 9ТIt прямые при продолже

нии neресеКIJJИСЬ в 1Оч1te. лежащей с той еторовы, rAe P8C~
J1'OМ)жевы 8ТИ yrnЫt

AxeHoMы

.t) равные ОДНОЙ и 1'01 же раз1tЫ;

2) и есан к р88ИЪ1М придать равные, то полуqаТСJl р.l.
Rы;; . .

~
R если от равных отнять равные, то подучатся равные;

.. с.овмещаемые ».pyr с ДP~M paвкw друг другу.

ри рассмотрении аксиом Е.~иu сразу бросаете,. 8
rnau, что 5..Й поступа? ВЫАеЛlется на фоне остаJlЬНЫ1~
ето формулировка оtличается СуШеСТleико меньшей прое

татой и негляявеетъю, Конечно, можно заменить б·а пос
тулат какой-нибудь дpyroA аксиомой. бодее простой no
формулировке. Например, можно потребова1'Ь, хах. fТP
ДМIт. • большинстве школьвыя учеБНиков, чroбы Qepea
ТОЧХУ. : не neжащую на миной прямоR, прохо.цила ТQЛЬxQ

о,аиl npsrмaн. параЛJJмьная данвой. Однако даже и в .....
КОЙ формулировке зто ут.вtРЖАеиие. очевидно. менее

нaГ~JlAКO. чем остальные aКCMO~ Евклида и даже векото
рые вросгейшве теоремы (например t теорема о сумме смеж..
• ,р р

• B.UJlA рааnи'lМ 8кемом.. 8 постулаты; в со_ремtнной ма..
,...,......е таногс раЗЛМЧЮI JМ "едаете••
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ИЫХ УГЛОВ)- Ведь В нем идет речь о поведении прямых сколь

угодно далеко от указанной точки! В связи с втим ВОЗНИ К вов

рос: ке является ли б-А постулат теоремой, которую

ЕВКЛИА не сумел дсжазать и позтому включил в ЧИСЛО

8КСИQМ~ На протяжении почти двух десятков веков

УСИJ1ИR сотен геометров были направлены на j?еwеиие
втогс вопроса. Однако все попытки доказать ~A пос

тулат оказвлись безуспешными: во всех предложен

ных доказательствах либо сбнаруживадись ошибки.

либо 5·А постулат замеинлея Аруrой аксиомой, эквива

ленткой 9ТОМУ постулату. Лрнведем несколько примеров.

Древнегреческий ученый Посидоиий (18. до н.в.) 8 своем

дqаэательстве &.го постулата опираася на новую аксиому:

множество всех точек, нвхсдящнхся от даниоrt прямой ка
данном расстоянии, еС1'Ь прямая.

ДревнегреqескнА учеllыА Прока СУ В. Н.' в.) ИСХОДИЛ из
ТОГО. что если две прямые nараЛЛeJ1ЬИЫ. то расстоявяе

Me~y НИМИ ограничено.

Персидекий поп и ученый Омар ХаАам (XI-Xll
В. н. в.) В своих рассуждениях опнрался на ТО, что две

сближаюшнеся прямые не МОГУТ с векоторого момента

начать расходиться, НО это, очевидно, есть ковая аксиома.

Подобным' примерам нет числа. К началу XIX веКа
исследован". вопроса о возможности доказать Б-А постулат

Евклида составили весьма обширную библиотеку, однако

сама проблема так и не была решена. ЕДИИСТ8е1iныR: ре
зультат 9ТИХ исследований СОСТОRЛ в выявлении целого

рида утверждений. вквивадевгных 5"му постулату. При

ведем некоторые нз них:

существует выпуклый четырехугольник. у которого

асе углы прямые (А. Клеро, XVHI I)~'
существует греугоаьвик, подобный I ко не равный АРу

гову треугольнику (Д. Саккери. XVIII в.);

существует треугольник, у которого сумма УГIIО. не

меньше. чем J800 (А. Лежандр. Х I Х в,);
через ТQЧКУ. .,ежащуlO внутри острого уrЛ8, НОЖКО про

вести прямую. пересекаюw.ую обе ero стороны (А. J1ежаидр.
XIX в.), .

К началу Х IХ века у болыuинстаа reoM~O. спОРЯ"
сА весьма пессимистический взгляд на проблему б-го пос
тулата Евклида. В) 823 roАУ в письме к сыну венгерский

математик Фаркаш Бойаи писал: «Эта беспросветная мгла

может поглотить тысвчу тахих гигантов, как Ньютон,

и никогда ка зеМJIе не преясннтсю, Видимо. та кой же точ ..
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кв зрения придерживалось и

оольшинетво его современ

НИКОВ.

Между тем уже в XVIII ве ..
ке у неко1'ОРЫХ геометров воз

никает МЫ(: ..11Ь о невозмо:н<но ..
сти доказательства б-го посту

лата. Так, немецкий ученый
И. Ламберт. в течение мно

гих лет пытавшийся доказать

невоэможность существования четырехугояьника с суммой

углов меньше 3600, высказал в конце концов предполо
жение о ТОМ t что такой четырехугольник, возможно, И

существует «на какой-то мнимой сфере». Окончательный

ответ на вопрос О недокавуемости 5·го постулата Евкли
да БЫJJ дан нашим соотечественником Н. И. Лобачевским.

§ 2. Открытие Лобачевским новой геометрии

Николай Иванович Лобачевский родился в 1793 голу,

Вся его творческая жизнь была связана с Казанским уни

верситетом, в котором ан учился, затем был прсфесссром,

деканом фивнко-матемвтическсгс стдеаения, а с 1827 го

да - ректором универсвтета. Его очень рано ваинтересо

ваяв геометрия. и ОН, как и его предшественпики, пытался

доказать Б·Й постулат Евклида. Лобачевский рассуждал

примерно так: пусть а - данная прямая, М - точка, не

лежащая на этой прямой, AIH - перпендикуляр, прове

денный из точки ;\1 к прямой а (рис. 1). Если 1vIN - пря

мая, перпендикулярная к Л1Н, ТО МN параллельна а

{В самом деле, если допустить, что прямые МN и а пересе

каются, то ив точки их пересечения к ПРЯМОЙ klH окажутся

проведеиными два перпенднкуляра, что невозможно}.

Если удастся доказать, что MN - единственная пря

мая, проходящая через точку М и параллельная пря

мой а, то тем самым будет доказан и б-й постулат. Попро
буем. доказать зто утверждение от противного, Допустим,

ЧТО есть еще одна прямая МNl' проходяшаячерез точку М

и не лересекающая ПрЯМОЙ а, И попробуем прийти к про..
тиворечию. Из нашего допущения сразу следует t что И .'1Ю·

бая прямая MN2~ проходящая через проиэвольную точку

Ns внутри угла NМN1, не пересекает пр ямой а (если до ..
пустить. ЧТО эти прямые пересекаются в некогорой точке

Р, то получится, ЧТо прямая MN1t войди В треугольник .
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мнр через вершину М) из него не выйдет, чего не мо

жет быть·)# Таким образом, существует бесконечно много

прЯМЫХ, проходящих через точку М и не пересекающих

прямую а.

Следуя Лобачевскому. несколько изменим определение

пвраллельных прямых. Именно будем говорить, что пря

иая МА параллельна а. если она не пересекает а, и. кроме

ТОГО, всякая прямая МА!, проходящая че-рез точку А 1
внутри угла АМН, пересекает а. Если б-А постулат имеет

место. то прямая МА, очевидво. совпадает с МN, а опреде

пение параллельности по Лобачевскому совладает с оёыч

НЫМ определением. Поскольку МЫ. желая доказать 5-1
постулат от противвого, ИСХОДНМ из противоположного

допущения, то в нашем случае определение парвллеяь

НОСТИ По ,.ЛобачевtКОМУ не совпадает с обычным опреде

лением.

ЯСНО, ЧТО через точку М «вправо от МН.. проходит одна

и только оляа прямая J\tJA, парвааельная а по Лобачев

скому. Угол а, который эта прямая СОС1'ЗВЛЯет с ПРjf.l\IОЙ
МН. вазыввется углом параляельноств для расстоя

ния МИ ~ Перегнув рис. 1 по прямой МН, мы установим,

что И «влево от МН,. лрсходнг одна н только одна прямая

МВ, параллевьная а ПО Лобачевскому причем LBMH ==
LAMH=a,.·

Как виаяо Н3 определения угла параллельносги,он за

' висит от расстояния МН. Путем весьма глубоких рассужде..
ний Лобачевский получил следующую формулу. описы

вающую Э1'У аависимость: ~= 2 arcttg e-z ", В ЭТОЙ форму

ле е - основание натурального логарифма. х==МН)

,.......- влина неко1'ОРОГО фиксирсввнного отрезка (ее

теперь называют радиусом кривизны плоскости Ло-

бачевского). Отметим, что формула Лобачевского спра

ведяива не только ДЛЯ выбрвнной нами прямой а,

но и для любой другой.

Из формулы Лобачевского следует J что ПО мере уда ..
пения точки ;\-! от прямой а угол лараалельности умень

шается, стремясь 8 пределе к нулю (рис. 2). Если же точ

ка М приблв жвется к прямой а, то угол параллельности

возрастает. стремясь в пределе к 900. Из этой же формулы

.. Последнее утверждение представляет собой аксиому. ХОТИ

И отсутствующую у Еsкnида, "О необходимую ДЛИ построения

геометрии. Впервые эта а КСИОм8 была сформулирована 8 XIX век,

немецким математиком М. Пашем.
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ус ..-втрнваетея и другой факт: при стремлении r к бесконеч

ности угол параллельности а стремится к 9О
О

.. Иными ело

вами, при '-+00 формула Лобачевскогодает 5·Й посту

лат Евклида.

Обсудим еще одно свойство параллельвых по Лоба

чевскому прямых. Проведем через 'Точку М прямые Ь !
и Ь" параллеаьные а, в каждом ИЭ двух направлении

(рис. 3).. Тогда любая прямая Ь, проходящая. через внут

реннюю область угла Ч't не пересекает а и не параллель

на а. Так как прямые Ь и Ь1 пересекаются, "1'0 ПО мере уда ..
ления от точки М расстояние между их точками несграни

ченно увеличивается (этот факт может быть установлен без

использования б-го постулата Евклида). Аналогично рас

стояние между точками прямых Ь и b'l неограничевно уве

личивается по мере удаления от ТОЧКИ М. Из этого следует,

что несгренпченно увеличивается и расстояние между точ

ками прямых а и Ь по мере удаления от ТОЧКИ М в каждом

из двух ВОЗМОЖНЫХ направлений. Иными словами, две

непересекаюшиеся и непаравлельные прямые несграни

ченно расходятся в обе стороны. Поэтому непересекающие ..
ся и непвраллельные прямые естественно называть расхо ..
дящuАСUСЯ.

Из сказанного следует также, что расстояние между точ ..
нами параллелъных прямых ПО мере удаления в ааправле ..
нии, противоположном направлению их па раллельностя ,
иеогрвниченио увеличивается. Если же двигаться в на

правлении пвраллельности, то расстояние ОТ точек одной

прямой до другой прямой уменьшается и может быть еде ..
ланс сколь угодно малым (попробуйте доказать это само

стоятельвот. Итак, две nаРQJI.леI1ЬНы.е прямые 8 направм

нии napaJLAeAbHOCmu неограниченн» сближаются, а 8 про

тивоположном направлении неоераяичвннд расхсдятся,
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F'мc.4.

Лобачевский уходил ВСС

rлубже и глубже в С80ИХ ис

следованиях, но претиворе

чия с аксиомами геометрии 011

та к н не получил. Более того,

11М были высказаны весьма

серьезные соображения в по ..
льзу ТОГО. что никакого лро

ти воречи я нет вовсе! Из этого

он сделал фундаментальный

вывод: существует другая геометрий, отличная от геомет

рии Евклида. Эта геометрия им и была построена. В ней

5-й постулат Евклида замеиен на противоположное утверж

дение: через m~"y. не лежащую на данной прямой, про

ходят по крайней мере две прямые, не n.eресекающuе дан

ную прямую. Тем самым доказанные Лобачевским теоре

мы, ХОТЯ И вступают в противоречие с нашей интуицией,

являются истинными в этой геометрии.

Рассмотрим свойства некоторых прссте йших кривых

НЗ ПЛОСКОСТИ Лобачевского ..(т. е. на плоскости, описывае

мой планиметрией Лобачевского). Как и в геометрии Ев..
КЛИДЗ, множество всех точеl(" равноудаленных от некото

рой ТОЧКИ ПЛОСКОСТИ, наэьцni~rcя окружностью. Свойства

окружности на плоскости Лобачевского мало отличаются

QT свойств окружности на ёвклндовой плоскости. Так,

ОКРУЖНОСТЬ в 'геометрии Лобачевского - это замкнутая

кривая. которая может скольвить по самой себе (более ТОЧ*

НО, если вращать плоскость Лобачевского вокруг центра

окружности, ТО точки этой окружности будут переходить

в ТОЧКИ той же окружности). Различие проявляется ..лишь
в формулах, ПО которым ВЫЧисляются длина окружиости

и площадь круга. Более интересным представляется по....
явление двух но-вых, весьма простых кривых линин -
эквиднстангы И орицикла, не имеющих аналога в геомет

рии Евклида.

Эквидистанта представляет собой множество точек.

равноудаленных ОТ ванвой прямой а и лежащих По одну

сторону ОТ ЭТОЙ прямой (рис. 4). Прямая а называется

базой, прямые МН, MBl t МИ, И Т. Д., проходящие через

точки вквидистанты и перпендикулярные к а. - осями,

и расстояние р от точек вквидистанты до прямой а - nа

раметром эквидистанты. Если мы будем перемешать плос

КОСТЬ вдоль прямой О. то ТОЧКИ эквидистанты будут

9



переходить, очевидно, в ТОЧКИ той же эквидистанты,

т. е. эквиднстанта будет скользить по самой сеёе.

Указанное свойство вквидистанты придает ей сходство

с прямой и окружностью. Однако ни окружностью. ни пря

мой эквидистанта не является. Прежде всего вквидистан

та - неэамкнутая линия. Это следует, например, из того,

что любая ОСЬ пересекает ее только в ОДНОЙ ТОчке (если бы

эквидистанта была 3ЗМкнутой крИВОЙ, то она ограни чн

вала бы. некоторую конечную часть плоскости; поэтому

любая прямая, вошедшая в эту часть плоскости, должна

была бы из нее ВЫХОДИТь t т. е. еще раз пересечь вквн

дистанту). Следовательно. окружностью эквидистанта не

является. Но и прямой вквидисганта быть не может, так

как в противном случае она бы неогравиченно удалялась

от базы хотя бы в ОДНОМ И3 двух направлений,

Отметим еще одно свойство вквидистанты. эквидистанта

симметрична относительно "юРой своей QCИ. В самом деле.

перегнем рис. 4 по ОСИ МН. Тогда 'л уч НН1 наложится на

луч НН,_ Значит. ТОЧКИ «левой» половины эквидистанты

наложатся на точки ее «правой» ПОЛОВИНЫ. НО это и

означает} qтo эквидистаНfa симметрична относительно

оси МН. Из ЭТОго. в частности t следует. что любая ОСЬ

пересекает ЭК8uдuсmанmу псд прямым углом.

Последнее свойство эквидистанты позво ...яяет дать ей

другое определение. Рассмотрим какую-нибудь пря ..
мую а и проведем всевозможные прямые. пер пендикуля р

ные К ней (рис. 5). В результате получим так называемый

пичок расходяишхся прямых, Если теперь провести ка

кую-либо ортогональнцю траекторию к этому пучку t

Т, е. кривую, пересекающую все линии пучка под прямым

углом, То эта ортогональная траектория будет. очевидно,

50квидистантой.

Итак, !JКfJUaUClnaнmy можно определить как ортого-
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(1 )

нальнцю траекторию 1с пучку расхсдяшихся прямых,

А что представляет собой ортогональная траектория к

пучку парамельних прямых, Т. е. к множеству всех пря

МЫХ, параллельных данной прямой в каком-нибудь нз

правлении? Эта линия называется орuциКАО.К (рис. б).

Ка к и эквидвстанта, орицикл может скользить сам по себе.

В самом деле, переместам плоскость так, чтобы какая

нибудь прямая Ql пучка перешле в прямую а2 этого же

пучка, а точка М 1 орицикла - в точку М2 этого же ори

цикла. Тогда всякая прямая пучка перейдет в некоторую

прямую того же пучка. 8 значит, всякая точка орицикла

перейдет В точку того же орицикла. Негрудно доказать,

что орицикл есть неэамкнутая кривая, симметричная от

носитеаьно любой прямой пучка. Из этого, в частности.

следует, ЧТО орицикл отличен от окружности. Из определе

ния орицвкла ясно также, что орицвкл не является ПрЯМОЙ.

Итак, на плоскости Лсбсчевсксео есть четыре равлич

Н,Ш типа диний, каждая из которых может скопьеить
по самой себе: прямая, Qкружность, зкаидистанта и ори

цикл. Окружность - линия вамкяцтая, прямая, эквидис

танта и орицикл-« линии незамкнуmые. Напомввм, что

в евклидевой планиметрии линий, допускающих скольже

ние ПО сався себе, всего две - прямая и окружность.

Лоёачевсквв были установлены также соотношения

между СТОронами и угаамв треугольни ка. Эти соотноше

ния несколько сложнее, чем D еВItлидовой геометрии 
кроме тригонометрических функций, они содержат еще

н гиперболические:

еХ - е -х . e:f - ,-1 i sh1l
shx= 2 I chx= 2 ' : thx=cthx==cl1i 4

ДЛЯ прояэво..,ЪНОГО треугольника Аве со сторонами

8С=й • AC~b И АВ=с имеет место теорема носинусов

h С h а h .Ь а h ь Сс -=с _·с --sh-·s - ·cOs, , , , r

И теорема СИНУСОВ

а Ь сsh_ sb- sb-
f r ,

a-:"[n-'A--- =:1 sj11 В = s~{n-с'="'· (2)

Приведем также Ф ОРЫУ,,1У, СВЯ.3УЮЩУЮ площадь S тре
угольника с сум моЙ его углов:

$=г2 (n -А-В-С), (3)
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Из ЭТОЙ формулы следует. что

площадь треугольника максимальна,

когда все его углы равны нулю. Та

кой треугольник называется асимп

тотическим трецгольникам. Все ~три
его вершины бесконечно удалены друг

от друга [рис, 7). Площадь любого

еобычногов треугольника меньше nг'" t

P~.1. причем (обычного. треугольника,

имеющего максимальную площадь,

ие существует. ,
Сообщение 06 открытии 1l0ВОК геометрии было сделано

Лобачевским 7 (19) февраля 1826 года на васевавин отделе

ния фиэико-математических наук Казанского универси

тега. Три года спустя в журнале (Казанский вестник

он публикует первую 8 мировой истории работу ПО неев

КЛИДО130Й геометрии со началах геометрии». Открытие

Лобачевского встретило полмое непонимание и даже не

годование СО стороны почти всех его современников. При

ведем в качестве примера выдеажку нз журнала ((:ын оте

чества. от 1834 года: сКак можно подумать, чтобы г. Л06а

чевски Й, ординарный профессор математики, написал с

какой-нибудь серьезной целью книгу, которая не MHoro бы
принесла чести и последнему приходекому учителю.

Если не ученость. то по крайней мере здравый смысл

должен иметь каждый учитель. 8 в КОЗОЙ геометрии неред

ко недостает и сего последнего•.
Несмотря на враждебную реакцию со стороны научной

общественности, Лобачевский ДО яоследнегс дня своей

жизни продолжает с исключительным упорством и бесстра

шием стствввать пра8ОТУ СВОИХ идей.. Одновременно ОН

продолжает все глубже и глубже развивать новую геомет

рию. Лобачевский умер 8 1856 году, так It оставшись не

признаннык большинством своих коллег, Настоящая

слава пришла к нему лишь после смерти.

§ 3. Непрогиворвчявость геометрии Лобачев

ского

Подведем- ИТОГ наших построений. мы иредположили.

ЧТО аксиома параллельных ПрЯМЫХ Евклида заменена на

соответствующую аксиому Лобачевского и получили 8 ре-
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зулЬ1'Зте целыА р яд ЛОГИЧ~кнх следствий . При ЗТОм ни

К каким противоречиям с другими аксиомами геометрии

мы не пришли. Спрашивается: МОЖНО ли из 3101'0 сделать

ВЫВОД о непротиворечивостп геометрии Лобачевского?

Иными словами, можно ли утвержnать, ЧТО и при дальней.

шем развитии геометрии Лобачевского мы не встретпмся

с каКJfМlf·либо противоречиями?Очевидно, такого ВЫВОДа

мы пока сделать не можем.

Первая попытка доказать вепротиворечивэсть геомет

рии Лобачевского была предправ"та самим Лобачевским.

В своих рассуждениях он опирался "а сферическую гео....
метрию - геометрию.: 8 котсрои роль плоскости играет

сфера, а роль прямых - ёольшие ОКРУЖНОСТИ на этой

сфере. В сферической геометрии можно рассматривать тре

угольники - фигуры, составленные нз трех дуг больших

окружностей. Лоба'чевскиА обнаружил. что если 8 СООТ"

ношенивх М~ЖДУ сторонами и углами таких треугольников

заменить радиус сферы (он, естественно, действительный)

на ми имое число, то ЭТИ соотношения совпадут с соответст

вующими формулами (1)-(3) его геометрии, Из этого МОЖ·

но сделать такой вывод: если бы формУлы (1 )--{З) геомет

рии Лобачевского содержали в себе Какое-либо противо

речие, то такое же противоречие содержала бы и сфери

чес ка я геометр ня. Но поскольку истинность сфер ической

геометрии не полвертается сомнению. то следует признать

и непротиворечивость формул (1)-(3) геометрии Лоба

чевского.

Приведеиное рассуждениеЛобачевского является, без

У~ЛОВНО, серьезным аргументом в пользу непротвворе

чивости его геометрии, однако, строго говоря, в полной

мере ее не доказывает. В самом деле, в этих рассуждениях

речь идет не о всей геометрической системе в целом, а лишь

о ее части - соотношениях между сторонами и угламп

треугольника. Как МЫ установили, в втой части нет ВНУТ

ренних противоречий; Но может быть, ОНИ есть 8 других

частях геометрии Лобачевского? Вопрос был бы полностью
решен, если бы удалось найти такие объекты в евклидсвом

пространстве, для которых Выполняются все аксиомы гео

метрии Лобачевского" подобно тому как для треугольнн

нов на сфере мнимого радиуса выполняются формулы

(1)-(3). Впервые такой путь решения этой проблемы был

указан итальянским математиком Э. Бельтрамн, В ос

нову своих рассуждений он положил понягие внутрен

ней геометрии поверхности, введенное выдающнмся не-
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Рис.8..

о

мецким математиком К. Ф.

Гауссом. В атоА геометрии

роль ПЛОСКОСТИ играет про

иэвольная поверхность, а при ...
мых - кратчайшие ЛИдИИ на

ЭТОЙ поверхности (каждая

Такая ЛИНИЯ характеризуется

тем, что любая не слишком

большая ее дуга является кра

тчайшей среди всевозможных

дуг t соеДltняющих две даН~

ные ТОЧКИ поверхности). Бель

трами интересовал вопрос:

нет ДК в евклидовом простран-..
стае поверхности, внутренняя геометрия когорои совпа-

дает с геометрией Лобачевского? В 1868 году ОН обиару-
, '

ЖИЛ, ЧТО, ,такими поверхностями ЯВЛЯЮТСЯ так называе..
иые поверхности ПОСТОЯННОЙ отрицательной кривизны,

изучавшиеся ранее немецким математиком Ф. МННДИНГОМ.

Приведем пр имер поверхности ПОСТОЯННОЙ отрицатель

ной кривизны. Для этого представим себе человека,

который движется по оси Oz плоскости Oxz и Тянет

на веревке упнрающегося осла (рис. 8). Кривая. ПО ко-

торой при 3ТОМ движется осел, называется трактриссой",

Геометрически трактрисев характеризуется тем, что отре

зок касательной к ней, заключенный между ТОЧКОЙ ка:

сания и осью Ог, сохраняет постоянную длину. Если вра

щать трактриссу вокруг оси Oz, то получится поверхность

постоянной отрпцвтельиой кривизны. называемая псевдо

сферой Бельтрами (рис. 9, а). Псевдосфера - не единст ..
венная поверхность постоянной отри пательной КрИВИЗНЫ.

Паа других арниера таких поверхностей. указанные

МиидинroМ 1 приведены на рис. 9, б. 8.
Исследуя известные к !+10МУ времени поверхности по

стоянной отрицательной кривизны, Белырама обиару

ЖИЛ, что все они имеют особые точки (острия) или особые
линии (ребра). По 3ТОЙ причине на каждой из НИХ реалиэу ..
ется геометрия лишь части ПЛОСКОСТИ Лобачевского.

Так, на поверхностях, изображенных на рис. 9. а, 6, в,

реализуется геометрия частей плоскости Лобачевского,

изображенных на рис. 10, а, б, в соответственно. Все l10-

-
• Это название' происходит ОТ латинского Слона trahere4 что

означает станут». увлек 81'Ь-.
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ПЫ1КИ Белътрами найти такую поверхность. на КО10роА бы

реализовывалась геометрия всей плоскости Лобачевского,

оказались безуспешным.. - такой поверхности он не на

шел, Более того, в 1901 году немецкий матемаги к д. Гиль.

берт доказал, что такой поверхности в трехмерном евкли

ДОВОМ пространстве вообще Не7·. Таким оёраэом, путь,

избранный Бевьтрами, не привел его к полному решению

вопроса о непрогиворечивости геометрии Лобачевского.
Спустя три rодз, в 1871 году. немецкиА 'матемаТJlК

181 Здесь следует сделать одну оговорку, В своих яссаедова

ннях Гвльёерг исходил нз достаточно гладких поверхностей.

Более поздние исследования. проведеиные в 1954 ГО.Е(У амерКК8НСКИМ

математиком Дж. Нэшеи, покааа ..1И. что поверх ность , на которой

реалиауется геометрия всей ПЛОСКОСТИ Лобачевского. во трехмерном

ее клидовом пространстве все же есть, Однако эта поверхность столь

СИЛЬНО tJiЭ~Н1та». что нагаядно представвгь себе ее ПО\ПИ невозмож

но.
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Рис.Н.

Ф. Клейн. опираясь на результа

ты англичанина А. Квли, полно..
стью решил вопрос о непротиворе ..
чивости геометрии Лобачевского.

Он. как говорят. построил модель

геометрии Лобачевского. Т. е. укв

вал такую, совокупность объектов,

ДЛЯ которой выполняются все 8К..

сиомы геометрий Лобачевского,'

Эгу модель прин ЯТО называть те

перь моделью Кэли-с-Кяейна. В ней

плоскость Лобачевского лредста в-

ляег собой внутренность круга, ра ..
диус которого равен радиусу кривизны плоскости Лоёа

чевского, причем граница этого круга, называемая обсо

лютом, недостижима - она бесконечно удалена от любой

внутренней точки круга. Пр ямой 1\ МОдели Кэли - Клек"

1Ш считается любая хорда абсолюта (концы ~Й' ХОрДЫ

бесконечно удалены, Т. е. не являются точками плоскости

Лобачевского}, Ясно, что через точку t не лежащую на

да иной ПрЯМОЙ, МОЖНО провести бесконечно много прямых,

не имеющих с данной ни одной общей точки (рис. 11). Две
из НИХ. имеющие с данной прямой обн~иi\ бесконечно уда"

пенный конец на абсолюте, параллельны ей по Лобачев

скому в каждом из двух ВОЗМОЖКЫХ направлений. Эrи

прямые не имеют общих точек с данной ПрЯМОЙ; но неог ..
раниченно к ней прибди жаются, Перевешением (Т. е. ото

браженнем. с ПОМОЩЬЮ которого решается вопрос о равен ..
стве 'фигур на ПЛОСКОСТИ Лобачевского) в модели КМИ

Клейна считается любое отображение рассматриваемого

круга на себя, при котором каждая точка абсолюта переко ..
ДЦТ в некоторую точку абсолюта, и, кроме тога, каждая при..
мая переходит в некоторую прямую. Отсюда можно найти

формулу дл я вычисления расстояния между двумя точками

А и 8 (опираясь, в частности, на 1'01 что при перемещениях

расстояния между варами точек не меняются):

AB... +ln(~j::'~I). (1)

В ЭТОЙ формуле А ! и В1 - точки пересечения .прямой
АВ С абсолютом. а , - радиус КрИВИЗ"Ы ПЛОСКОСТИ Ло

бачевского, равный радиусу круга.

Отметив, ЧТО модель, аналогичную рвссмотренной,

можно востроять и для стереометрии Лобачевского. Для
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Рис.1З.

ЭТОГО В качестве абсолюта достаточно взять сферу. а пря
мыми считать хорды этой сферы.

Через 11 пет после работы Клейна. в 1882 ГОДУ, Фрак
цузский матеыагик А. Пуанкаре предложил еще одну мо ..
дель геометрии Лобачевского. В модели Пианкаре, как

н в моделц К9дН - Клейна, ПЛОСКОСТи Лобачевского пред

ставляет собой внутренность J<pyra с бесконечно удаленной

границей, но прямымп считаются не ХОрДЫ, а дуги окруж

постей, перпепдикулярвые к абсолюту: На рис. 12 изоб

ражена Та же сптуацпя в модели Пуанкаре, что и на рис. 11
в моде.ан Кэли - Клейна.

Замечательной особенностью модели Пуанкаре явля ..
егся ТОТ фант, что угол между прямым" в этой модели равен

обычному углу между дугами. Поэтому t например, ори ..
цикл В модели Пуаикаре --- кривая, перпендикуляриая 1<0
всем ПрЯМЫМ пучка параллельиых прямых - есть просто

окружность. касаюшаяс я абсолюта изнутри (рис. 13).
Подчеркнем, что при этом расстояние между точкам И

плоскости Лобачевского, конечно же. не равно обычному

расстоянию - оно измеряется по более сложному прави

лу (так. что точки абсолюта бесконечно удалены от внут

ренних точек круга).

.Ипге ресно . ЧТО указанная модель была найдена

Пуан каре в связи с его исследованиями в области теории

так называемых автоморфных функций, ШИрОКО приме

няющнхся не ТОЛЬКО в математике, но и в теоретической

физике. При разработке этой теории он столкнулся с очень

большими трудностями, которые, однако, удалось легко

преодолеть с ПОМОЩЬЮ применепив идей I геометрии Лоба

чевского. Подводя ИТОГ, можно сказать. таким образом,

что к КОНЦУ Х IX века геометрия Лобачевского не 10ЛЬКО

получила всеобшее ПРИЗН8ние. но и органически вошла

в аппарат математики.
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•
§4. Историческое значение открытм.

Открытие Н. И. Лобачевским новой геометрии явилось едва ЛИ

не самым значительным событием в истории математики XIX ве

ка, 80 многом определившимразвитие всей науки. Представля

ется, что именно оно положило начало серьезному пересмотру

отношенияк математикеи ее предмету, приведшемув результате

к окончательномуразграничениюсфер исследований математи

ки и Физики, выделениютой и другой в самостоятельныеразде

лы науки. Дело в 10м, что физика всегда ставила целью изучение

окружающего нас мира, поэтому и все собственно физические

понятия имеютисточникомсвоегопроисхожденияэксперимент.

Иными словами, Э'ГИ понятия реальны: велИЧИНЫ можно изме

рять, связи между ними проверятьОПЫТНЫМ путем. В противо

ПОЛОЖНОСТЬэтому математика. начиная с хх века, сознательно

и целенаправленно оперирует с воображаемымиобъектами 
объектами, которых в природе заведомо нет. Конечно, ретро

спективный взгляд на математику позволяет увиаетъ, ЧТО имен

'НО такие объекты Я'ОЛЯЛИСЬ предметом ее исследований едва ли

ни с момента зарождения. ВеДЬ 8 природе нельзя увидеть прямую

или точку в ТОМ виде, как их описывал Евклид. Абстрактным ЯВ

ляется даже понятие числа: в окружающем нас мире можно уви

деть пять яблок или пять человек, но нельзя увидеть число ПЯТЬ

само по себе! Однако 8 XIX веке подобный взгляд на математи

ку еще не сформировался. Именно ЭТО~ по-видимому, И явилось

основной причиной неприятия идей Лобачевского научной об

ществен ностью.

Часто говорят так: до Лобачевского евклидова геометрия ка

залась единственно мыслимой; Лобачевский же открыл еще одну

геометрию, чем полностью опроверг этот веками УСТОЯВШИЙСЯ

взгляд. Такая оценка открытия Лобачевского, однако, не 0"00
не точна хотя бы потому, ЧТО новая геометрия была не первой

неевкяидовой геометрией, а второй! Дело в том, что со времен

эллинистическойдревности была хорошо известна другая неев
клидова геометрия ~ геометрия на сфере. Степень ее развития

уже тогда мало отличаяасьот степени развития евклидевой гео
метрии. Началосферической геометрии положил, по-видимому,
еще Евдоке (IV В. дО Н. э.), а систематическое изложение этой

наУКИ1 принадлежащее Менелаю Александрийскому, относится

к 1 веку. Однако, будучи неевклидовой, сферическая геомет

рия не вызывала у математиков чувства протеста, поскольку

реализовывалась на оБЫЧНОЙ сфере в евклидсвом пространстве,

Иным и словами, ШОКИРУЮЩИМ в открытии Лобачевского было

не то, ЧТО существует другая геометрия, а тс, что ей не отвечает

(как тогда казалось) никакой наглядный образ. Ведь геометрия,
. да и математика вообще, в XIX веке воспринималась еще как
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наука об объектах, взятых из реального мира. Так, точку вос

принимали как ЧТО-ТО очень маленькое, прямую - как очень

тонкую натянутую НИТЬ, продолженную 8 обе стороны неогра

ниченно, и Т. д. Тем самым, геометрия рассматривалась. по су

ществу, как часть физики, оперирующая хоть и с идеализирован

ными, но заимствованными из окружающего мира объектами.

Геометрия Лобачевского же никак не укладывалась 8 такую КОН

цепцию. По-видимому, она явилась первым 8 истории науки

абстрактным математическим объектом, осознанным как тако

вой. Ее открытие должно было неизбежно привести к полному

пересмотру оснований математики и радикальному изменению

взгляда на ее предмет. Едва ли не первым это осознал сам Ло

бачевский. Он пишет: ~B природе нет ни ЛрЯМЫХ, ни крИВЫХ

линий, нет плоскостей и кривых поверхностей, в ней находим

оДНИ тела, так Ч1О все прочее создано нашим воображением,

существует только в теории•.
СовременникиЛобачевекогоне были готовы к восприятию

подобных идей. Потребовапосьоколо 70 лет ДЛЯ того, чтобы та

кой взгляд на математику стол общепринятым. В значительной

мере этому способствовал огромный научный авторитет Д. Гиль

берта. Его «Основания геометрии» (1899) начинаются словами:

«Мы МЫСЛИМ три различные системы вещей: вещи первой систе

мы мы называем точками ... вещи второй системы мы называем

прямыми, вещи третьей системы мы называем плоскостями».

И далее: «Мы МЫСЛИМ точки, прямые и плоскости в определен

НЫХ соотношениях н обозначаем эти соотношения различными
• "" Х"словами, как то. "лежать , "между , "конгруэнтныn , .лтарал-

лельный", .лтепрерывный". Точное и для математических це

лей полное описание этих соотношений достигается аксиомами

геометриив-, Таким образом, точки, прямые и плоскости у ГИЛЬ

берта - это просто три системы вещей, не имеющих никаких

пагяядных атрибутов, а все, что про НИХ достаточно знать, содер

ЖИТСЯ в аксиомах. В своей знаменитой лекции о проблемах ма

тематики (1900) он идет ~ще дальше: если прежде считалось. что

из непротиворечивости того или иного математического объекта

следует лишь возможность его существования, то для Гильберта

непротиворечивость эквивалентна факту существования! Таким

образом, он опол не отчетли во проВОДИТ черту между математи

кой и физикой - отныне ЭТО два принципиально разных (хотя

и находящихся D тесном контакте) раздела науки.

Открытие Лобачевского явилось беспрецедентным событи

ем в математике XIX века, вызвавшим К жизни целый ряд про

блем, ранее не возникавших. Первой из них является проблема

непротиворечивости той ИЛИ иной теории, Никогда прежде эта

проблема не стояла: викому не приходило В голову усомниться

D непротиворечивости геометрии Евклида или, скажем, механи-
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ки Ньютона. До сих пор математика имела дело С, казалось бы,

самоочевидными теориями. Геометрия Лобачевского же ОТНЮДЬ

не производила впечатления таковой. Доказательство непроти

воречивости новой геометрии, данное Лобачевским, ввиду своей

абстрактности вызывало у математиков двойственное чувство:

оно было как бы .убедител ьным и неубедительным одновремен

но. Поэтому в течении нескольких десятилетий они, по существу,

игнорировали факт существования геометра.. Лобачевского 
ученые просто не знали, что с ней делать. Показагельно, ЧТО

отношение к ~Й геометрии кардинально изменилось сразу по

сле опубликовании упомянутой в § 3 работы э. Белырами. Эта

работа, как мы помним, не позволила ПРОД8ИНУГЬСЯ в решении

проблемы непротиворечивости новой геометрии, но затрагивала

самый ваЖНЫЙ дЛЯ. математиков тот времени аспект этой про

блемы - психологический; она вносила элемент наглядности.

Стоит отметить, что дальнейшее развитие комплекса идей, свя

занных С пробяемой непротиворечивости той или иной теории,

привело . к появлению новых разделов математики, таких как

теория множеств и метаматематика. ,
Идеи .Лобачевского 80 многом определили и развитие са

мой геометрии. Прежде всего) благодаря им сформировалось

представпениео возможности и необходиМОСТИ геометрических

построений,не имеющихнепосредственногоотношения к окру

жающемунас простраиству, ГеометрияЛобачевскогоявиласьпо

воротным ПУНКТОМ ОТ еще оперирующей нагляднымиобразами

геометрии Евклида к современной геометрии обобщенныхпро

странств, вобравшей IJ себя идеи ал гебры, анализа, топологии

и других разделов математики. И ХОТЯ сам Лобачевский и ука

зывал на необходимость экспериментая ьной проверки истинно

CiИ той ИЛИ иной геометрии, он отчегливо осознавал, что даже

и в том случае, если геометрией реальною пространства окажет

ся геометрия Евклида, то это НИ в коей мере не будет означать,

что не следует развивать новую геометрию - она может иметь

важные приложения как в математике, так и в других науках.

Одно ИЗ таких приложен ий было найдено самим Лобачевским.

Переходя в своем пространстве от одной системы координат

к другой, он нашел значения около 200 определенных интегра

ЛОВ, вычислить которые ДРУГИМИ методами не удавалось. Чуть

позже А. Пуанкаре успеш но применил аппарат геометрии Л06а

чевского к решению задач теории так называемых автоморфных

функций. «Неевклидова геометрия есть КЛЮЧ к решению ВСей

задачИ», - писал ОН.

Справедливости ради отметим, что Лобачевский не ,БЫЛ

единственным ученым, пришедшим к ОТКРЫТИЮ новой геомет

рии. Венгерский математик Я. Бойни независимо ОТ Лобачевско

го открыл ту же геометрию. Первая публикация Бойяи, посвя-
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щенная этому вопросу, датируется 1832 ГОДОМ, т. е. тремя года

ми позже публикации Лобачевского и шестью годами позже его

первого сообщения на заседании отделения физико-математиче

ских наук Казанского унивеоситета. Как И Лобачевский) Бойяи

столкнулся с полным непониманием своего открытия современ

никами и (8отличие от Лобачевского) вскоре прекратил свои ис

следования. После смерти одного из крупнейших немецких ма

тематиков, К. Ф. Гаусса. была опубликована его перелиска с кол

легами. Из этих. документов стало известно, что первые формулы

геометрии Лобачевского были выведены ThyCCOM задолго ДО Ло

бачевского. Однакодальше первых, самых элементарныхтеорем

новой геометрии Гаусс не пошел, СВОИХ исследований не опуб

ликовал и никогда о них публично не высказывался, опасаясь

статьобъектом критики.Таким образом, из трех ученых) стоящих

у колыбели новой геометрии, Лобачевскийпервым опубликовал
свои исследования. В отличие от остальных он не остановился

на первых результатах, а последовательно, шаг за шагом, раз

вивал свою теорию, игнорируя 06рушивmуюся на него волну

критики. Несомненно н то, что Лобачевский глубже всех осо

знал значение своего открытия. Именно он указал на необходи

мость экспериментальной проверки истинности той ИЛИ иной

геометрии. По этому поводу он писал: «В самих понятиях еще

не заключается той ИСТИНЫ, которую ХОТЯТ доказать и которую

проверить, подобно другим физическим законам. могут лишь

ОПЫТЫ, каковы> например, астрономическиенаблюдения»,

Открытие НОВОЙ геометрии сыграло важную роль в эволю

ЦИИ философской мысли, находившейся в начале XIX века под

сильным влиянием гения И. Канта. В своей знаменитой «Кри

тике чистого разума» Кант рассматривал пространство и время
как априорные формы сознания, а аксиомы геометрии - как

ИСТИНЫ необходимые и независимые от опыта. Такая концеn
ция казалась философам убедительной, пока евклидова геомет

рия была единственно мыслимой и непосредственно очевидной.

Появление же новой геометрии ВЫЯВИЛО несосroятелъность этой!

ТОЧКИ зрения. Конечно, геометрия как раздел математики лежит

в сфере чистого разума, однако пригодность той или иной reo
метрии для описания свойств реального пространства может быть

установлена лишь экспериментальным путем.

Трудно переоценить влияние идей Лобачевского на' теоре

тическую физику. Достаточно сказать, что гипотеза Лобачевско

ro о возможной неевклидовости реального пространства нашла

свое блестящее воплощение в создан ной А. Эйнштейном общей

теории относительности. Стоит отметить, ЧТО идеи, лежащие

в основе этой теории, приходили в голову и самому Лобачев

скому. В СВОИХ «Новых началах геометрии с полной теорией

параллельных- (1835-1838) он писал: ~B нашем уме не может
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быть никакого противоречия, когда мы допускаем, что неко

торые силы в природе следуют ОДНОЙ, другие ~ своей особой

геометрии ... Впрочем, пусть это - чистое предположение, ТОЛЬ

ко для подтверждения которого надобно поискать других убе

дительных ДОВОДОВ, НО В том, однако, нельзя сомневаться, что

силы все производят одни: движение, массу, даже расстояние

и углы. С силами все находится в тесной С8ЯЗН~.

Так или иначе, Открытие новой геометрии затронуло все
сферы мировоззрения. Без преувеличения его можно назвать

революцией в науке. ЭтИМ замечательным достижением челове

ческой мысли мы обязаны, в первую очередь, Николаю Ивано

вичу Лобачевскому.

г л А В А 11. Геометрия Лобачевского

и современная геометрия

§ 1. Теория поверхностей

Наряду с основавиями геометрии в ХIХ веке бурно разви

ваются и другие разделы геометрии, из которых в первую

очередь следует наэвать теорию поверхностей. Возникно

вение теории поверхностей связано с именами Л. Эйлера.

)К. л. Лаграажа, г. Монжа И других, однако ОСНОВ

ную роль в развитии этой теории сыграла работа К. Ф. Га ..
усса «Общее исследование кривых поверхностей». опуБЛИ4>

кованная в 1827 году. Познакомимся с некоторыми поня

тиями И фактами теорн и поверхностей.

Пусть g -:-- произвол ьна я поверхность. М - некогорая
ее точка. Проведем через точку М всевозможные кривые,

лежащие на поверхности О. н ДЛЯ каждой из проведеиных

кривых построим касательную 8 точке М. Оказывается,

что все построенные касательные лежат в одной ПЛОС~

КОСТИ тМ' называемой касательной плоскостью к поверх ..
НаСТИ Q в точке М. Прямая, перпендикулирввя к каса

тельной ПЛОСКОСТИ Тм и проходящая через точку М, пазы

вается нормалью к поверхности Q 8 точке М. Например,

нормалью к сфере является любая пряма Я, проходящая

через ее центр, а нормалью к цилиндру - любая прямая.

пересекающая ось цилиндра под прямым углом.

Каждая n...лоскость. проходяш ..8Я через нормаль, пере

секает поверхность по некогорой кривой, называемой

нормальным сечением поверхности Q в точке М. Я-СНО, ЧТО
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р..с.'6.

~c.15.

нормальных сечен ий в точке М бесконечно много, причем

ИХ КрИВИЗНЫ В точке М (кривизной кривой в данной точке

называется величина, обратная радиусу кривизны кри

ВОЙ в ~ТОЙ точке), вообще говоря, различны. Минимальное

r И максимальное значения кривизны нормальных сечений

в ТОЧКе М называются главными' кривизнами поверхности

Q в точке Л4 (рис. 14). Таки", образом. кривиена мобоео

нормального сечения 8 точке М заключена между главними

кривизнами. Подчеркнем, что главные кривизны могут

иметь разный знак. Такая ситуация имеет место, если

поверхность в , окрестноств точки М имеет форму седла

(рис. 15).
Удобной характеристакой искривленности поверхности

в данной точке является произведение главных кривизн

в этой точке, Называемое гацссовой кривизной (или просто

кривuзной) поверхности g в точке М. Ясно, ЧТО гауссова

кривизна может быть как положительной, так и отрица
тельной, Если кривизна поверхности в точке М ПОЛОЖН

тельна, то окрестность точки М поверхности лежит по од

ну сторону от касательной плоскости Тм (рис. )б); если же

кривизна поверхности в точке М отрицательна. 1"0 часть
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поверхнссти расположена ПО одну сторону ОТ ТМ'

а часть - по другую (рис. 15). Если одна из главных кри

визн l' точке М равна нулю. 1'0 гауссова кривизна в этой

точке равна нулю. Примерами поверхностейt кривввив

которых в каждой точке равна нулю, являются плоскость

и цилиндр.

Кривизны нормальных сечений в данной точке заклю

чены между главными кривиэнамв в этой точке, Поэтому

если гауссова кривизна а точке М отрицательна (главные

кривизны имеют разные энаки), "0 есть два ра3ЛИЧ 4

ных направления, в которых нормальные сечения имеют

нулевую кривизну в точке М. Эти направления называ

ются асимптотическими направлениями. ЛИНИИ, которые

в каждой точке поверхности направлены ВДОЛЬ асимптоти

ческих направлений. называются асимптотическими ли

ниями. ЯСНО, что поверхность отрицательной кривизны

покрывается ееетькв ИЗ асимптотических линий (рис. 17).
СРедИ всех линий на поверхности особую роль играют

так называемые геодезические (кратчайшие) ~~ИНИИ. Пояс

НИМ зто понятие. Пусть А и В - две точки 'на данной по ..
верхиости. Через точки А И В можно провести бесконечно

много дуг кривых, целиком лежащих на поверхности.

Поставим своей целью найти среди них кратчайшую.

Дугу АВ, удовлетворяющую этому условию. называют

геодезической линией. Задача о нахождении геодезических

линий на Данной поверхности была исторически первой

задачей теории поверхностей. Ее поставил еще швейцар

ский математик И. Бернулли в 1697 году. Полностью она

была решена в 70..х годах XVIII века л. Эйлером и фрак

цуэским математиком Ж. Л. Лагранжем, которыми были

найдены уравнения геодезических линий на проиэводьной

поверхности" мы не будем выписывать эти уравнения.

Скажем лишь. . что задача о ввхождевви геодезической ли
нии, соединяющей две точки данной поверхности, - имеет

единственное решение при условии, что ЗТJ! точки располо

жены не слишком далеко друг от друга. Таким образом,

через две не смииком удаленные друг от друга точки про

ходит одна и только одна геодезическая »иния.

Представим себе t ЧТО МЫ - «двумерные существа),

живущие на некогорой поверхности и ничего не знающие

о существовании окружающего эту поверхность простран

ства. допустим, что на нашей поверхности имеются два

населенных пункта А и 8, и МЫ ХОТИм измерить расстоя

ние между ними. Естественно, З8 расстояние между А и В
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мы примем кратчайшее расстояние. Т. е. длину отрезка

геодезической ЛИНИИ, соединяющей точки А и В. Отме

ТИМ, что именно так поступают при измерении расстоя

ния .между двумя удаленными друг от друга городами

(например, между Москвой и Владивостоком}, так как

с ' практической точки зрения представл яет интерес имен ..
но расстояние, измеренное по поверхности Земли. а не

длина соответствующей хорды земного шара.

Геодеэические линии на поверхности играют роль пря

мых на плоскости. Действительно, именно прямая является

кратчайшей из всех линий. соединяющих две данные точ

ки. Через каждые две точки проходит одна и только одна

прямая. То же свойство имеет место и для геодезических

линий. Расстояние между точками на плоскости намеря ..
ется ПО отрезку прямой. их соединяющему. Расстояние

",ежду точками на поверХНости измеряется по отрезку

геодезической линии, СQединяющему эти точки, Наконец,

через каждую точку в любом направлении проходит одна

н ТОЛЬКО одна прямая. Оказывается, что аналогичное
u м

своиство имеет место и для геодезических ЛИНИИ.

Как отмечаяось выше. большую роль в формирова

нии современного взгляда на теорию поверхностей сыгра ..
ла работа . 1<. Ф. Гаусса «Общее исследование кривых по

верхностей». Идея нового подхода к теории поверхностей

вероднаась у Гаусса в 1820 году, когда ему было поручено

произвести геодезическую съемку земли Ганновер. Сне ..
дует отметить, что специфической особенностью геодезии

является необходимость проведения измерений на по·

верхиости Земли," Т .. е,. На искривленной поверхности.

Это навело Гаусса на мысль о выделении в самостоятельный

класс тех СВОЙСТВ поверхности, которые могут быть обна

ружены путем измерений. ПРО80ДИМЫХ на самой поверх ..
ности (Т. е. без обращении к окружающему эту поверх

ность пространству). Совокупность ЭТИХ свойств назы

вают енитренней геометрией поверхности. Можно сказать

иначе: внутренняя геометрия поверхности - это совокуп

масть таких ее СВОЙСТВ. которые не меняются при иэгнба

ниях, То е. деформациях поверхности, сохраняющих рас ..
СТОЯНИ~ (измеренные ПО дугам геодезических ЛИНИЙ между

любыми парами ее точек). Каковы ЭТИ свойства? Чтобы

ответить на вопрос, следует прежде всего отчеТЛИ80 0'0
ПЯТЬ, как измеряется расстояние между двумя Точками

на поверхности. Заметим, что дл я этого достаточно зиать,

как вычисляется расстояние между двумя очень близкими
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точками поверхности. .В Самом деле, если бы соответст

вующие формулы БЬ1ЛИ нам известны, мы бы МОГЛИ посту

пить так: соеДИНИТЬ две данные точки А и в какой-нибудь

кривой лин ней. лежащей на поверхности, измерить дл}, ..
ну дуги АВ этой лин ии с ПОМОЩЬЮ вписанных ЛОманых с

очень малыми звеньями. в затем из всевозможных кривых

ЛИНИЙ выбрать ту. длина дуги которой минимальна" ~

Эта Длина дуги и дает искомое расстояние.

Вопрос об измерении расстояния между двумя очень

близкими точками поверхности сушественно проще ис

ХОДНОГО, так как любая поверхность в малой окрестности

может приближенно считаться плоскостью. Этот факт

хорошо известен нам из опыта. Так. путешествуя по озе

ру ~ мы считаем его позер хность .плоской". выбирая мар

шрут. ИСХО.ЦИМ ИЗ евклидсвой геометрии. Совершенно иная

ситуация наблюдается 8 океане: мореnлават-ель, пользую..
щийся эдесь формулами евклидовой геометрии, никогда

не сможет привести СВОЙ корабль в нужное место,

Итак, стоящий перед нами вопрос сВОДИТСЯ к следующе ..
му: как найти расстояние А В между двумя очень близкими

точками А и В данной поверхности? К нему. мы и перехо

ДИМ. Введем какую-нибудь «внутреннюю» систему коорди

нат на поверхности (дЛЯ ЭТОГО можно, например} накинуть

на поверхность рыболовную сеть, а затем поступить так,

как поступают. вводя прямоугольную систему координат

на листе миллиметровой бумаги), Обозначим внутренние

координаты ТОчек А н В через {и, v) и (u+du, v+dv) СООТ

ветственно. По предположению, точки А и в очень близ ..
ни, поэтому расстояние ds между ними, измеренное по по

верхиости t С боЛЬШОЙ точностью равно длине отрезка А В:

ds~=dx2+dyl+dzJt (1)

где dx, dy 11 dz - разности координат точек А и В в прямо

угольной системе координат Охи». Обозначим через А 1

И В 1 точки поверхности с внутренними координатами

(u-J--du i и) И (и, v+dv) соответственно. С большой точностью

четырехугольникAB1BA 1 можно считать параллелогрвм

мом. Поэтому величина dx равна сумме проекций отрез..
ков АА 1 И AB1 НВ ОСЬ ОХ (с учетом знака). Кроме того, от-

• Задачи такого рода решаются методами так называемого

ва ривционного исчисления. ПОПУЛ"рное изложение этих вопро

СОВ МОЖНО найти, например, в книге: Л ю с т е р н и к л. л.

Кратчайшие ЛИНИИ. М.. Госгехнэдат, 1955.
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резки АА1 R А 81 (приближенно) прспорциональны du
If drJ соответственно. Таким образом, dx=-Рdu+Qdv.
где р и Q- некоторые коЭ<jx&)ициеиты, зависящие от поло
жения точки А на поверхности, т. е. функции внутренних

координат (и. и) ЭТОЙ точки. Аналогичные равенства можно

написать и для величан dy и dz. Подставляя 9ТН выраже-

НИЯ в (l), получим: .
dSt

2fS Edut+2Fdudv+QdtJ'. (2)

где Е, F и G- некоторые функции переменных и. v. Выра ..
жение (2) называется метрической ФОрмоа поверхности,

так как с ее помощью можно ввести на поверхности метрн

ку - правило вычисления расстояния между любыми дву.

мя точками поверхности. МетричеGЩlЯ 4юРМ8 поверхности

была впервые введена Гауссом. Он установил, что ата

форма играет основную роль во внутренней геометрии

повер КНОСТИ . действительно, если две поверхности имеют

одинаковые метрические формы" то их внутренние геомет

рии, очевидно, совпадают. Оказывается, что верно и об-

ратное: если у двух поверхностей внутренние геометрии

совпадают. т. е. одна из НИХ может быть получена изги

банием другой, то ЭТИ поверхности имеют одинаковые

метрические формы (при специальном выборе внутрен

НИХ координат на поверхностях). В .еамом деле. изогнем

дд иную поверхность, не меняя внутреННИХ коордвнат на

ней. Пусть Е (и, v) dul+2 F (и. о) dшw+О (rl, v) d~ - мет...' ~

рнческая форма исхевной поверхности. а Е (и. о) dul +
+2 F(и, v) dlldv+б (и, v) iш' - метри~еская форма «изогну ..
той. поверхности. При изгибании расстояния между лю

быми парами точек не меняются. В частности, не меняются
расстояния между любой парой ' очень близких точек А

и В с координатами (и, и) и (u+dU t v+dv). Значит, равенст-
,-.J

во Е (и. и) du!+2F (и, CJ) dudfJ+G (и, v) dv~t=E (и, v) du2+
+2Р (u t (1) dudv+G (и, и) du' дОЛЖНО иметь место при лю
бых и , v, ди, dtJ. Полагая в ЭТОМ равенстве dVJJ;::: О. du + О,

находим: Е (и, v)=:sE (и, v); дааее, полагая du=О, dv+ О,
получаем: G (и, v)=G (и, (1). Из полученных трех равенств

следует, ЧТО и F (и, и):=Р (и, v). Итак, две поверхности
имеют ооuнаlW8УЮ внvтреннюю геометрию тогда и толь
ко тогда, мгда 8 сооmвemcтsуюtЦUX координатах их мет ..
рические фоРAffJl совпадают. Из этой теоремы следует,

что внутреннюю ееомвтрию повввхности составляют те
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и тОАЬХО те ее свойства, которые могут быть ycтa~QlМtHW

лишь на ОСНО8е ее нетрическда формы. Этот важный вывод

и был сде..пан Гауссом.

Пол ьзуясь полученным результатом, можно УСТ81108ИТЬ

принадлежиость целого ряда понятий и величин, таких,

как гладкость ЛИНИИ. угол между пересекающимвся ли

ниями, площадь фигуры на поверхности. к внутренней гео

метрии повеРХНОСТН. Докажем, например, что угол меж

ду двумя ЛИНИЯМИ на поверхности не меняется при наги

ёаниях повер хности, Точнее, выведем ФОРМУЛУ дЛЯ ВЪ4"

числения угла q> между линиями через метрическую фор

му. Пусть 11 И 12 - Две линии на поверхности, пересекаю

щиеся в точке А с внутренними координатами (и, е), Воэь

мем ТОЧКИ В и С на кривых 11 И~, очень бливкие к А.

Обозначим их координаты через (u+du, v+dv) и . (U+~ll,
t1+бv) соответствен но. Тотда согласно формуле (2) еТОрО4

ны «треугольника» Аве таковы:

АВ ~Vtdu1. + 2Fdudv +Gdv 2
;

АС ~УЕбu~ + 2F6u6r; + Gбv2 ;

вс с:VЕ (дu ~ 6u)2 +. 2Р (du - бu) (dv - ~v) +а (dv - 6V)2 ~

Поскольку дуги АВ, АС и ВС очень малы, ТО стре.УГОЛЬ.

НИК» Аве можно с очень боЛЬЩОЙ точностью считать обыч

ным треугольником и врименить кнему теоре-му косивусов:

BC~=AB~+AC2~2A8·AC·coscp. Подставаяя в это равенст

во значения АВ, АС и ве и производя соответствующие ал
геёраические преоёрааоваиия, получим окончательно:

Еdl4бu + FdufJv +F6udv + GdtJБCJ . (3)
сов qJ~ Y(Edu 2 -г 2Fd~dtJ +Odtt2 ) (E6u"i + ~P6u6v + Gбv:il) 11

Итак, угол между ЛИНИЯМИ на поверхности может быть

вычислен только через метрическую форму поверхности,

а значит, он не меняется при нэгибаниях этой ловерхности.

К числу наиёо ..вее замечательных достижений Гаусса

следует отнести следующую, на первый взгляд совершенно

неожиданную теорему: гацссова кривизна поверхности ио ..
жет быть вычислена только через метрическую форму и,

следовательно, является объектом внитренней геометрии

поверхности. Таким образом, при изгибаниях поверхности

ее главные кривизны меняются, но их произведение оста

ется неизменнымl Гаусс справедливо считал эту теорему
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столь важной, что дал ей название cJheorema egreglum».
что означает «великолепная, превосходваяэ теорема.

Тпеоеета egregiuт имеет н чисто геометрическую "'НМ

тер претацию , также найденную Гауссом. Опишем ее.

Для этого рассмотрИМ на поверхности геодезически 11 тре

угольнul<., Т. е. треугол ьник , стороны которого представ

ляюг собой отрезки геодезических линий, С точки зрения

внутренней геометрии поверхности такой треуroль"н«

является, очевидно, обычным треугольником, ХОТЯ суя

ма его углов a+~+y, вообще говоря, не равна л. Разобьем

геодезический треугольни к на п областей равной площади.

в каЖДОЙ области выберем произвольную точку М,

и ВЫЧИСЛИМ в ней значение гауссовой крнвизны ki • Соста

вив затем среднее арифметическое нз найденных.. кривизн
и умножив его на площадь S треугольника, получим ве-

личину f:j. = k. + k. + ... + Нn S Гаусс показал что
n n • ~,

предел, к которому стремится величина 4 n при n-+- 00 f

равен а+~+у-п. Таким образом. находя только! суммы
углов треугольников на поверхности, можно определить

кривизну в раэличных~ точках этой поверхности, ничего

не зная о расположении поверхности в пространстве.

Последний результат Гаусса ВЫГЛЯДИТ совсем просто в

ТОМ случае, когда гауссова кривизна k одинакова во всех

точках поверхности. Действительно. в 3ТОМ случае вели

чина ~tt 'r:;:::.kS, т. е. одинакова при всех значениях п.

Следовательно, ДЛЯ суммы углов геовезического треуголь

ника в »ТОМ случае МЫ получаем формулу:

a+~+y=n+kS. (~

При k=O эта формула совпадает с обычной евклидсвой

формулой ДЛЯ суммы углов треугольника. это и не удиви"

тельно: все поверхности нулевой кривизны МОГУТ быть

получены изгибанием плоскости и. следовательно, имеют

евклидову внутреннюю геометрию. Негрудно проверить,

что В случае k>O формула (4) дает выражение для суммы

углов геодезического треугольника на сфере радиуса

г
, =-;=-. в случае же k<O формула (4) дает выражение

~! k
ДЛЯ суммы углов треугольника в геометрии Лобачевского

1
с радиусом кривизны r::l;:; у-_ (сравните с формулой (3)

-k
§ 2 гл. 1) .. Следовательно) внутренняя геометрия поверх ..
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носгей постоянной отрицательной кривизны совпадает с

геометрией плоскости Лобачевского (или, во ВСЯКОМ СЛУ

чае, ее части). Как отмечалось в главе 1, этот аамечатель

ный ВЫВОД был сделан Е. Бельтрами в 1868 ГОДУ.

Таким образом, ко второй половине XIX века удалось

объеДИНИТЬ общей идеей на первый вагляд совершенно не

связанные между собой разделы геометрии: геометрию

Евклида. сферическую геометрию И ТОЛЬКО ЧТО открытую

геометрию Лобачевского.

§ 2. РнмаНО8а геометрия

В 1854 году !ЫД3ЮЩИЙСЯ немецкий математик Бернгард

Риман выступил перед гёттингенскими математиками с

докладом .0 гипотезах. лежащих в основаниях геомет

РИИ», в котором ОН дал совершенно новый подход к тео

рии неевклидовых пространств. Основная идея Римана

состояла в следующем. При рассмотрении теории поверх

носгей Гаусс нашел целый ряд СВОЙСТВ, которые могут быть

обнаружены путем измерений на самой поверхности, без

какого-либо , привлечения окружающего пространства.

Эти свойства составляют внутреннюю геометрию поверх

ности. Риман поставил ' вопрос: нельзя ли вообще откаэатъ

ся от окружающего поверхность пространства? Иными

словами, нельзя ли поеТрОИ1Ь абстрантно такую геомет

рию, которая совпадала бы с внутренней геометрией про

извольной поверхности'? Такая геометрия им и была но

строена. В современной литературе она называется рима

Н080Й геометрией.

Чтобы лучше пон ЯТЬ идею Римана, представим себе,

К3К ЭТО мы делали раньше. ЧТо мы - «двумерные сущест

ва», живущие на некогорой поверхности и ничего не зна

ющие об окружающем пространстве, Попробуем построить

нз Нашей поверхности геометрию (она. очевидно, и будет

внутренней геометрией нашей поверхности). Для этого

введем на ней координаты так, чтобы каждой точке соот

вегствовала СБОЯ пара чисел (и, и). Далее, измеряя дли

ны очень малых отрезков, найдем метрическую форму

нашего двухмерного пространства:

ds2= E (11, v) du i + 2F (и, v) dudv+G(u t и) du". (])

С ПОМОЩЬЮ этой метрической формы можно найти ДЛН"
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ну дуги любоА линии, измеряя ее «малыми шагами». Т. е.

вписывая 8 нее ломаные с очень боЛЬUJИМ ЧИСЛОМ евеньев.

11з всех кривых. соеДИНЯЮЩИХ две (не слишком удаленные)

точки, мы сможем тогда ВЫбрать кратчайшую - геодези

ческую линию. ПОЛЬЭУЯСЬ формулой (3) предыдущего па ..
раграфа, можно определить угол между пересекающимися

КРИВЫМИ ,' далее, по формуле, найденной Гауссом, мымо
жем вычислить кривизну нашего двухмерного пространст

ва в :каЖдоА его точке. Для вычисления кривизны, впро- ..
чем, можно ПОСТУПИТЬ и иначе - воспользоваться ее гео
метрической интерпретвцией. В самом деле, данную точ..
ку МОЖНО «окружить) геодезическим треугольником очень

малых размеров. вычесть из суммы его углов 11 И получен

ныя результат поделить на площадь треугольника - это

1{ будет приближенное внвчение кривизны' 8 данной точке.

Результат окажется тем точнее. чем меньше размеры гео

дезического треуrольника. Иными словами, точное зна

чение кривизны - зто предел полученного внвчеявя при

неограннчеННDМ уменьшении раэмеров < геодезического

треугольника, <

Итак, мы приходим К следующему определению ри

маНОВ8 пространства: римаНQВ.ыы престраветво» назы

вается множество точек, каждsв нз которых харвктерн ..
зуется своими координатами (и • е): при ,ТОМ квадрат рас

стояния ds· межn.у двумя очень близкими точками с коор
динатами (и, v) и (и+du, u+dv) определяется, по форму ..
ае (1), где Е (и, о), F (и, v) и G (и, t1) - данные функции ..

Рима нова геометрия включает в себя как частный сау

чай сферическую . геометрию (когда кривизна положитель

на и постоянна). планиметрию Евклида (J<orAa кривизна

равна нулю) и геометрию Лобачевского (Korдa кривизна
отрицательна и постоянна). Подчеркнем, Ч1О в последнем

случае можно получить геометрию ' всей паоскосгн Ло

бачевского, а не только ее части, как в модел'g Вельтрамиl
Риман пошел еще дальше 8 СВОИХ построениях: он О&б·

шил предяожевную им геометрию на многомерный случай.

Поясним конструкцию многомерного пространства. Для

простота начнем с евкяидова пространства. Как нзвестно,

на плоскости положение точки определяется двумя коор

динатами (X J у), а квадрат расстояния между двумя точка

ми А И В вычисляется по формуле:

AB'~&x·+~y'.
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где 4х и Ау - разности соответствуюшик координат ЭТИХ'

точек, В пространстве (трехмерном) положение точки

определяется тремя координатами (х, Н, 2), а квадрат рас

стояния между двумя точками А и В вычисляется по фор.

муле:

AB'=~;(~+~yl+~2S.

где Ах .. ~y и ~:z - разности соответствующих координат

этих точек. Аналогично. в а-мерном евалиловом простран

стве положение точки определяется п координатами (xi,
X~) ••• , X J1) , 8 квадрат расстояния между двумя точками

А и В вычисляется по формуле~

А В'-= bx~+6.y~+ ,.. +Ax~ t

где Дo:Xt, .Ах1 1 ~H. Лхn- рваностн соответствующих KOOpn\t..
нат этих точек.

Положение точки в а-мерном римановом пространстве

Т81(же определяется n координатами (х\. Xg, ... , Хn) , а квад

рат расстояния между двумя очень блИЗКИМИ точками о

координатами ('\"1' xs, ... , Хn) и (.t1+dXl' x,+dxst , .. , Хп++dxn) вычисляется по формуле:

11 n

ds2 = ~ I я11 (х1 • Х" ••• ~ .хn) dxtdxJt (2)
i=l Jv=l

где gu(x11 '~2' ••.• '~H) - данные Фуик\!'Ии nePfMtHHblX Хн
Xg t ••• , Хn ' причем gu'(X., Ха, ••• t Xn ) -=IJ l (Хl ' XI' ~ ••• x,.J. При
n==2 это определеиие, очевидно, в ТОЧНОСТИ совпадает Q

определением, данным в начале nараграфа (если положить

'\'1=и, X~=V. кн=Е, g1t=gtl==F. gs~==(jt ТО формула (2)
совпадет с формулой (1)). Как и в ввухмерном случае,

формула (2) позволяет измерять «малыми шагами» длипы

дуг любых кривых. Поэтому с ее .помощью могут быть

найдены геодезические лвнии. далее, примепяя теорему

косинусов так, как это велалось в § 1, можно найти форму

ЛУ дЛЯ вычисления угла между двумя линиями. Отметим

также, что с ПОМОЩЬЮ формулы (2) 'МОЖНО вычисяятъ 11110
щади фигур, объемы тел и Т. д.

Существенно сложнее определяется в л-мерном рима ..
НОВОМ пространстве кривиэна.. Очевидно. формулу Гаусса.

выра жающую кривизну двухмерной поверхности через

ее метрическую форму, в случае n>2 применить нельзя.

Поэтому для определения кривизны остается только ОДИН

путь - воспользоваться ее геометрической интерnретаци
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ей. сОКРУЖИМ» данную точку геодезическим треугольнн

КОМ, вычислим сумму а+р+у его УГЛО8 •• составим ОТНО

шение (a+~+y-n)/S, где S - площадь треугольника.

Поступим теперь так же. как и в двумерном случае: бу",:

дем неограниченно уменыuать размеры геодезического

треугольника и примем за точное значен ие кривизны в

данной точке предел, к которому стремится составленное

отношение. Казалось бы, эдесь нет принципиального отяи

чия от двумерного случая. Оказывается, отличие все-таки

еоСТЬ} дело в том, что полученное предельное значение ва

ВИСИТ не только от самой точки, но и от той «ПЛОСКОСТИ»,

в которой лежат рассматриваемые геодезические треуголь

ники. В двумерном случае ничего подобного не возинка ..
ПО. 11 это не удивительно - там все треугольники лежали

в одной «ПЛОСКОСТИ». При n>2 ситуация, очевидно. иная.

Поэтому в этом случае говорят не просто о кривизне в

данной точке. а о кривизне 8 данной точке и 8 данном «дву

мерном направлении).

МЫ ВИДИМ. ЧТО В общем случае структура многомерных

римановых пространств весьма сложна. Среди них, однако.

('СТЬ относительно простой класс пространств - Tal< назы ..
ваемые пространства постоянной кривизны, Эти простран

ства характеризуются тем. что в ~ИХ кривизна одна и та

же во всех точках 11 по всем «двумерным направлениямэ".

В частности t при п= З, в зависимости от зпа ка кривизны k,
nОЗМОЖ.НЫ три случая: k=O - стереометрия Евклида,

k <О -- стереометрияЛобачевского,k>O - трехмерная сфе-

рическая геометрия. Отметим, что последняя геометрия

может быть определена и непосредственно: зто геометрия

на трехмерной сфере в четырехмерном евклиаовом про

странстве. Уравнение Такой сферы 8 прямоугольной снеге

ме координат Oxyzw имеет вид: x2+y'+zZ+wZ=r'1.

При n>З пространства ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ дают

обобщения евклидовой, сферической и геометрии Лобачев

ского ПО чвслу измерений.

Таким образом, риманова геометрия является естест
венным и вместе с тем чрезвычайно гпубоким обобщением

теории поверхностей Гаусса. Как и геометрия Лобачев

ского, она обогнала свое время: доклад Римаиа не был в

.. В ~1'oA связи уместно упомянуть результат немецкого ыа
тематика И. Шура. полученный им а 1903 году. Шур доказал. что
если КрИВИЗН! 11 каждой точке риманова пространства не зависит

ОТ «двумерllыx направлений», то она одннвкова и 80 всех точках.

Иными словами, такое пространство вваяегся пространством

постоянной крнанэны.
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полной мере оценен гёттвнгенскимв математнками. Извсех
присутствующих на ЭТОМ докладе лишь один Гаусс был

вполне подготовлен к восприятию идей Римана (как отме..
чают очевидцы, Гаусс вышел после окончания доклада 8

глубокой вадумчивости). Огромное значеиие римановой

геометрии для естестеознания было выявлено лишь о

ХХ веке.

,§ 3. Геометрия Лобачееского в наши ДНИ

Вернемся теперь к геометрии Лобачевского. В главе 1 мы
отмечали 1У огромную мировозэренческую роль, которую

она сыграла в науке XIX века. Явившись первой в исто-
v . ••

рии иеевклвдовои геометриен. она существенно расширила

и углубила представления о пространстве и положила на

чало бурному развитию самых разнообразпых обдастей

математики н физики. В настоящее время, однако, ЗТОТ

аспект отошел на второй план - сейчас никого не удивишь

возможностыо построения неевклицовой геометрии. Однако

весь комплекс идей, связанных с геометрией Лобачевского

и оперирующих ее поиятинми, продолжает активно

развиваться и в наши ДНИ. Основное внимание в

нем переместилось с изучения геометрии Лобачев-
••

с кого как замкиутои теории на ее исследование в связи с

многочисленными смежными проблемами математики, По-
u

этому изменилась и та роль, которую играет сеичас гео-

метр ия Лобачевского в математике.

д\есто геометрии Лобачевского в современной матема

тике во многом определилось развитием римановой геомет

рии. Напоминм, ЧТО С ТОЧКИ зрения последней пространство

Лобачевского есть пространство постоянной отрицатель

НОЙ кривизны. Оказывается, что свойства римановых про

странств переменной отрипате ..пьной кривизны во многом

СХОДНЫ со свойствами пространств постоянной отрицатель

ной кривнэпы. Геометрия Лобачевского тем самым явля- :

ется в этоя круге вопросов типичным представагелем про

странста отрицательной КрВВИЗНЫ. Геометрия пространста

переменной кривизны весьма сложна. Геометрия же Ло

бачевского. напротив. относительно "роста для изучения.

Таким образом. геометрия Лобачевского дает аппарат для
нсследованяя пространств переменной отрицательной кри

визны: усмотрев какой-либо факт в геометрии Лобачевского,
мы можем рассчитывать на то, ЧТО в той ИЛИ иной мере

аналогичный факт будет иметь место и в геометрии про-
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странста переменной отрицательной кривизны. Аналогич..
ная ситуация наблюдается и в геометрии пространств пе

ременной положительной кривизны: роль пространства,

с одной стороны моделврующею основные свойства таких

прострвнств, с другой стороны достаточно простого для

иаучени я, играет здесь сфера (соответствующего числа

измерений). Подобный ПОДХОД, при котором различные

пространства исследуются в отношении их сходства с про

странствами постоянной кривизны, занимает сейчас цен

тральное место во многих разделах геометрии. Более того,

в тех вопросах, в которых пространство постоянной кри·

вивны не является ТИПИЧНЫМ, каждое, даже .небольшое

продвижение дается с огромным трудом. Любопытно, что

с ,ТОЙ точки зрения евклидово пространство (пространство

нулевой кривизны) представляет меньший интерес, так как

0110 не моделирует свойств широкого класса пространств.

Поясним, в чем выражается упомянутый модельный ха..
рактер простравств постоянной кривизны. Прежде всего

он выражается в поведении геодезических линий. Все мы

внаем, что геодезические линии на сфере (большие О-КРУЖ

нести), выпущенные из ОДНОЙ точки, вскоре начинают сно

ва сходиться (рис. 18, а). Такая же ситуация имеет место

и в пространствах переменной положительной кривизны.

В геометрии Лобачевского. напротив, две геодезические.
выпущенные иэ одной ТОЧКИ, начинают очень быстро рас...
ходитъся, В самом деле, как следует ИЗ теоремы косину

сов Лобачевского (гл. 1, § 2), расхождение таких геодези

ческих при достаточно боЛЬШОМ удалении от исходной точ
ки стаиовятся пропорциовальным степенной функции ОТ

расстояния до этой точки (рис. 18, б). Оказывается. ЧТО

аналогичная ситуация имеет место во всех пространствах

отрицательной кривизны. Отметим, что исследование пр ...
ведения геодезических линий в различных римановых про

странствах представляет очень большой интерес не только

для _математиков, но Ii для физиков,

В ЭТОЙ связи уместно упомянуть задачу, поставденную и
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решенную русским математиком д. Д. Соколовым: а как ведут

себя две геодезические, выпущенные из одной ТОЧКИ, в ри

мановом пространстве, кривизна которого является случайно

заданной велИЧИНОЙ (т.е. она случайным образом меняется от

точки к точке, становясь то положительной, то отрицательной,

то равной нулю)? Оказывается, что геодезические расходятся,

причем приблизителъно с такой же скоростью, как в римановом

пространстве отрицательной кривизны. Теорема Соколова, тем

самым, показывает, что в круге эадач, связанных с поведением

геодезических, геометрия Лобачевского оказывается типичным

представителеи не только пространств отрицательной кривиз

НЫ, но и, в значительной мере, всех римановых пространств'
Вероятно, наиболее содержательна роль геометрии Ло

бачевского как модели геометрии отрицательной кр ивизны

в теории погружений римановых пространств в еВКЛИДО8Ы.

Поясним, в чем состоит эта теория. Напомним, что при

построении римановой геометрии мы ставили перед собой

цель определить абстрактно такую геометрию, которая СОВ
падала бы с внутренней геометрией некоторой "роизволь·

ной ' поверхности . Теперь спросим себя: в какой мере мы

достигли ЭТОЙ цела? Ясно, ЧТО ДЛR' любой поверхности в

трехмерном евклидсвом пространстве мы можем указать

такое двумерное риманово пространство; на котором

реализуется внутренняя геометрия этой поверхности. Од

нако верно ли обратное? Пусть нам дано двумерное ри-

.ма ново пространство с метрической формой

ш2о= Е(и, v)dllt+2F(~. v)dudv+G(u. u)dv'.
где Е(u. е), F(u, о) 1i G(u, v) - Данные функции. Спраши

вается: существует ли в трехмерном евклидсвом лрост.

ранстае поверхность. внутренняя геометрия которой сов ..
падает с геометрней данного риманова пространства? За ..
дача о нахождении такой поверхности называется вадочеа

о погрижении данного двумерного риманова пространства

в трехмеоное евклидово пространство.
Исторически первая задача о погружении римановых

пространсгв была сформулирсвана Д. Гильбертом В 1900 ro..
ду и решена им же в 1901 году. Это была задача о потру ..
женин в трехмерное евклидово пространство плоскости

Лобачевского - полного " двумерного риманова про ..

• Строгое определен не ПОнятия полногы риманова простанег
88 ВВНДУ своей сложностн не может быть приведено • 3101' книге,

Приблизительно 'ТО пояятие МОЖНО описать 1'8K~ 8 nОЛJfО.\f рява

КОВОМ пространстве любая геодевическая линия может быtь неогра ..
ниченво продолжена в обе стороны,
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странства ПОСТОЯННОЙ отрицательной кривизны. Гиль.

берт доказал. что такое погружение невозможно. Иными

словами I поверхности. внутренняя геометрия которой C08~

падает с геометрией Лобачевского, в трехмерном евклидов

БОМ простраястве нет. Подчер кнем, что речь идет о всей

плоскости Лобачевского, а не о ее частя. Как мы внаем,

погружения частей плоскости Лобачевского в трехмерное

евилидово пространство возможны (гл. 1, § З) ~

Теорема Гильберта порождает естественный вопрос: не

погружается ли плоскость Лобачевского в це.ПОМ 8 евкли

доно пространство какого-нибудь большего числа изиере...
ний? Прежде чем дать ответ на этот вопрос, ПОЯСНИМ~ что

следует понимать ПОД таким погружением, точнее, пояс

ним, 'что иснвмается под двумерной поверхностью 1 мно

гомерном пространстве. Прежде всего уточним понятие

поверхности В трехмерном пространстве. Для этого заме

ТИМ. ЧТо если на поверхности заданы внутренние коорди

наты (и, е), то положение каждой точки повеРХНОСТИ одно

значно задается набором ее внутренних координат. ТВИИМ

образом, каждой паре чисел (и, v) отвечает единственный

набор чисел

x~x(u, е),

у=у(u, и),

z==z(u, и)

- координат точки поверхности в прямоугольной систе

ме координат OXJlZ. Очевидно, эти формулы представляют

собой уравнения нашей поверхности.

Построение уравнений двумерной поверхности в п

мерном пространстве совершенно аналогично: положение

каждой ТОЧКИ поверхности, Т. е. набор ее координат (Xtl
X~••••• Хn) ' однозначно определяется по ее внутренним ко..
ординатам, Т. е.

Xl~Xl(и, и}.

х.=х2(u, и},

.. . . .. . ..

ХN =Хn(ll, v)

ЯСНО. ЧТО ЭТИ формулы И дают уравнения двумерноА

поверхности 8 п-мернои пространстве.

Ответим теперь на вопрос о погружениях ПЛОСКОСТИ

Лобачевского в многомерные евклидовы пространства.

В 1955 году югославский математик д. Влануша доказал,

ЧТО вся ПЛОС1\ОСТЬ Лобачевского может быть погружена
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в шестимерное евклидово пространство. Несколько видо

ивменнв методику Вланушв, советский математик э. Р. Ptr
вендорн 8 t960 году доказал погружаемость ПЛОСКОСТИ

Лобачевского в пятимерное пространство. Вопрос о воа

МОЖНОСТИ потру жения всей ПЛ()СК~СТИ Лобачевского в че..
тырехмерное евкаидово пространство дО сих пор не решен,

Риманово пространство постоянной положительной кри ..
визны погружается в трехмерное евклицово пространство

в виде сферы - поверхности, которая может СКОЛЬЗИТЬ ПО

самой себе. Аналогичным свойством обладают плоскость и

цилиндр _. поверхности нулевой кривизны. Возникает во..
прос: не псгружвется ли пдоскость Лобачевского - про

странство постоянной отрицательной кривизны _.. в какое

нибудь евклидово пространство (достаточно боЛЬШОГО. чис

ла измерений) в виде поверхности. допускающей скольже

ние ПО самой себе? Оказывается, что такое потру жение

всей плоскости Лобачевского в евклидово пространство

конечного числа измерений невозможно.

Отметим, что результат Гильберта порождает и другой

вопрос: какие части ПЛОСКОСТИ Лобачевского могут быть

потружены в трехмервое евклидово пространство? Как

мы знаем. еще до Гильберта, в работах Ф. Миндннга (1838)
и э. Бельтремя (1872), были найдены поверхности посто

янной отрицательной кривизны, Я8ЛЯЮЩИеси погруже ..
НИЯМИ круга, еполосыь между двумя вквядистантами к

области, ограниченной орициклом (СМ. рис. 9, 10). Не ..
ТРУДНО доказать, ЧТО любая конечна я область ПЛОСКОСТИ

Лобачевского также погружается в трехмеркое пространст

ВО. В 1927 году итальянский геометр л. Бьянки ДОК8$8Л

погружаемоеть в трехмерное пространство некогорой 06·
пасти, содержащей две перёсекающиеся прямые плоско-
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сти Лобачевского. Вид 910Й области БыIл уточнен в 1955 го

ду французским математиком М. Амслером, Схематично

она изображена на рис. 19. Наконец, в 1976 году к 150-ле·

тию геометрииЛоёачевского, советский )fа~~атикЭ. г. Поз
н ян доказал погружаемость в трехмерно. пространство

любого асимптотического многоугоаьника плоскости Ло

бачевского с конечным числом вершин. Один ИЗ Т8КН Х

многоугоаьников изображен на рис. 20 (В модели К9ЛИ 
Клейна). Отметим также, что за год до этого результата

Э. г. Поэняка советский математик Н. В. Ефимов дока

зал непогружаемоеть любого угла (Т. е. области между

двумя лучами. выходящими нз одной точки) ПЛОСКОСТИ ЛОе

ёачевского.

До Сих пор мы рассматривали лишь вопрос о погруже

нии плоскости Лобачевского и ее частей. Какова же общая

ситуация 8 теории nогружений римановых пространств в

евклидовы? Отвечая на ЭТОТ вопрос. ограничимся рвссмот-

.рением некоторых результатов. СВЯЗЗflНЫХ с погружения-

« МВ двумерных римановых пространств в трехмерное ев

илидово ПРОС1'раНС1ВО. Оказывается, ЧТО определяющую

роль здесь играет знак кривизны риманова пространства.

Грубо говоря, римановы пространства положительной

кривизны хорошо погружаются, а полные пространства

отрнuательной кривизны, как правило, вооБU1е не погру

жа ются. Особое место среди поверхностей положительной

крнвнэны эанпмает сфера. Полные пространства, в опре

деленном смысле близкие к пространству ПОСТОЯННОЙ по

ложительной кривизны, имеют и реалиэации, похожие на

сферу. Например, любое пространство , положительной

кривизны погружается в виде выпуклой поверхности. да

лее. если кривизна пространства во всех точках больше

некогорой положительной ПОСТОЯННОЙ, то ОНО реализуется

в виде овалсила - поверхности, которую любая прямая

пересекает"не более чем 8 двух точка Х,. · Если кривизна
такого пространства изменяется менее, чем в четыре раза,

то поверхность. на которой реализуется геометрия этого

пространства, может быть получена из сферы путем иена ..
торой ее деформации (как следует из предыдущего, с сох

ранением выпуклости). В общем МОЖНО сказать, что по..
верхиости положительной кривизны образуют естественный

класс поверхностей, обобщающих свойства сферы. ЭтОТ..
класс поверхностен детально изучен советскими матема-

тиками А. д. Александровым, А. ,В . Погореловым и их

многочисленными учен" ками,
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Совершенно иная картина наблюдается в теории norpy·
жений проетрввств отрицательной КрИВИЗИЫ. Прежде все

го в трехмерном еввяидовом пространстве нет ПОЛНОЙ П~·

верхности постоянной отрицательной кривизны, что, как

иы ПОМНИМ, доказал в 1901 ГОДУ д. Гияьберт. Оказывается,

эта ситуация типична АЛИ поверхностей отрицательной

кривизны. Именно, имеет место следующая теорема

Н. В .. Ефимова. вскаванная ИМ В 1963 году: полное рима

ново пространство, кривизна которого во всех точках

меньше неяоторой отрицательной постоянной, не может

быть погружено в_трехмерное евклидово пространство.

Этот факт указывает на сходство простраиств отрицатель ..
ной кривизны. С плоскостью Лобачевского. Наиболее близ ..
кими К плоскости Лобачевского оказываются пространства,

кривизна которых ' во всех точках эаключена между двумя

отрицательными постоянвыми. В таких пространствах

МОЖНО указать линии, аналогичные по СВОИМ свойствам

зквидистанте и орициклу. Можно также ставить вопрос о

погружении различных частей этих пространств, опираясь

на аналогию с плоскостью Лобачевского. Такая аналогии

действительно в ряде случаев правомерна .. Так, Э. Г. ПО:4'
ИЯК доказал, что еполосав между двумя вкаияистангемн ,
любом таком пространстве погружается В виде поверх

ности. похожей на «катушку» Миндннга (см. рис. 9, е).

а его ученик Е. В. ШИКНИ доказал погружаемоеть области.

ограниченной орициклом. в виде поверхности, иапомнваю

щеА псевдосферу Бельтрами (СМ. рис. 9. а).

11з теоремы Н, В. Ефимова можно сделать и ДРУГuЙ

вывод: кривизна ВСЯКОЙ полной поверхности отрицатель

ной кривизны обязательно стремится к нулю ПО мере уда ..
яения поверхности к бесконечности. В зависимости ОТ по
ведения. кривизны на бесконечности возможны различные

типы таких поверхностей. Изучению этих типов посвящены

работы ряда геометров, в частности, советского матема

тика А. Л. Вернера и его учеников.

Таким образом. поверхности отрицательной кривизны

в отличие от поверхностей положительной кривизны не

образуют единого класса. Напротив, они распадаются на

несколько классов. внутри которых обнаруживается вна

чнтельное СХОДСТВО. но поверхности разных классов мало

похожи друг на друга. Это и не удивительно - ведь и по

верхности ПОСТОЯННОЙ отрицательной КРИВИЗНЫ, реали ..
зующие различные части плоскости Лобачевского, мало

похожи друг на друга. '
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Заканчивая ЭТОТ краткий оёэор, отметим, что вопрос о

погруженин двумерных римановых пространста перемен

иой отрипательной кривизны в мнегомерные пространства

АО СИ Х пор геометрами почти не рвссматривался. это свя

за1'1О, видимо, с тем, ЧТО вопрос не решен еще в пол НОМ

объеме даже для плоскости Лобачевского.

Подводя итог, можно еказать, что геометрия Лоёачев

сиоrо и в Н8111И дни продолжает находиться в центре внняа

ния большогс числа ученых, хотя pOJf.b ее в математике
несколько изменилась: из замкнутой науки. исслеДУЮlЦей

вопрос о возможном устройстве парвялельных прямых на

ПЛОСКОСТИ. она преврагиявеь в основной аПП"р8Т для иссле

ДОВ8НИЯ очень важных дли всей науки просгранств ,отри ..
цатеяьной кривизны. Можно с уверенностью скавать, ЧТО

геометрия Лобачевского еще долгие годы будет оставаться

оёъектоя исследований многих поколеннй геометров.

г л А В А 111. Геометрия Лобачевского и физика

§ 1. ПРОСТР~НСТВО скоростей и геометрия Лоба

чевского

Основной постулат НЫОТОНО80Й механики - принцип от..
носителыюсти Галилея - гласит: все законы механики

одинаковы во всех ннерциальных системах отсчета· .
Иными словами. все инерпивяьные системы отсчета равно

правны: не СУU1ествует такого механического !ксперимен·

та t с помощью которого можно было ёы установпть, ЧТО

какая-то система отсчета пскоягся, 8 остальные движутся.

Возникает, однако, вопрос: нельзя ли найти такую абсолют

но покоящуюся систему отсчета. используя какие-либо

другие физические 9ффеI<ТЫ? В конце Х IX века многим

физикам казалось, что такую систему отсчета можно най

ти, производя "опыты со светом. дело 8 ТОМ, что К 9ТОМУ

времени было вксперимевтально установлено, что скорость

света не за1\ИСИТ от скорости движении его источника. Сам

по себе втот факт не покаавлся физикам удивительным.

• Нвпокним, ЧТО систем. отсчета павнвается инерциальной,

если ас я кое те..10 в 'Ней обладает свойством сохранЯТЬ свое состоя

иие ЛОКОR ИЛИ прямолинейного раекомеР60ГО двнжеНИR при O~

сутетвви вействующих на него сил.
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Действительно, свет - волновое движение. 8 все JfЭВССТ..
ные ВИДЫ волнового движения (звук, волны на воде и т. д.)

обяадают указанным свойством. Но именно вто свойство

и позволяет определить скорость системы отсчета относи

тельно . той среды, в которой распространяются волны.

Например, измеряя скорость звука в различных направ

левиях, МОЖНО установить, движемся мы относительно

ВОЗДу,ха или нет, так как скорость звука в направлении

нашего движения относягельно воздуха должна быть

меньше, чем в ПРОТИВОПОЛОЖИОМ напрвваении, Свет, как

предполагали физики того времени; также должен распро

страняться в некогорой неПО1\ВДЖНОЙ среде, которую на

вывали эфиром (иначе как с точки зрения класснческой

теории еёьяснитъ независимость скорости света от скорости

его источника?) .. ПО9ТОМУ. измеряя скорость света в раз

аичных направлениях. полагали физики." мы можем найти

скорость, е которой Земля дви жегся относительно непод

внжного эфира. Такой- эксперимент был проведен в 1887 го ..
ду америкенскими физиками А. МаЙке.'(ЬСОНО~f и Е. Л10Р·

ЛИ, однако результат его оказался самым неожиданным:

несмотря на 10 что Земля вращается вокруг Солнца со

скоростью 30 км/с, скорость света ВО всех направлениях
одна и та жеl '

С 1881 года проводились самые разнообразные экспер 11
менты по измерению скорости света. но результат их был

оди н и тот же: скорость света в пустоте всегда одна и та же

нвзависимо от того, 8 КQl(()a uнерцuальн.оа системе отсче

та ее U31rtеРIlЮnl. Этот результат никак не может быть

объяснен с точки зрения классической механики. Действи

тельно, мы знаем. что свет от Солнца распространяется со

скоростью 300 000 хм/с. Представим себе ракету. УД8ЛЯЮ

щуюся ОТ Солнuа со скоростью 150 000 км/с, Космонавт,
летящий в ракете, измеряет скорость света. распространяю

щегося от Селнив. Каким будет значение »той скорости?

С тоЧКИ зрения классической механики эта скорость долж

на быть равна 150 000 КМ/С. В действительнести же она
по-прежкему равна 300 000 км/с. Какой. ВЫВОД из ЭТОГО
МОЖНО СДfлатъ? Вывод очевиден: законы классической

механики верны лишь приближенно, при малых скоростях

относительного движения. При больших скоростях, близ

ких к скорости света, ОНИ нарушаются. Каковы же законы

механики при больших скоростях? Чтобы ответить на этот

вопрос, необходимо тщате ..пьно проаналиаирсвать все НС

ходные положения механики.
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Начнем с принциве относительности Галилея. Очевид

110, факт постоянсгва скорости света ни в коей мере ему не

противоречит. Более того, скорость света является одной

И3 ПОСТОЯННЫХ, входящих в законы электродинамики.

Поэтому можно сказать, что не только законы механики,

но и законы электродинамики оДинаковы во всех ИНtРUИ~

алЬНЫХ системах отсчета.

Следует отметить, ЧТО весь имеющийся на сегодняшний

день вкспериментальный материал свидетельствует в пользу

того, что ПрИНЦИП Галилея может быть распространен

вообще на все законы физики. ВО ВСЯКОМ случае, иесмотр я

на самые nцaтe~bHыe поиски, НИКТО ни~огда не обнару

живал нарушений этого принцива. Поэтому можно считать

вкспериментально доказанным следующий закон ПрНрОДЫ:

все законы физики одинаковы во всех инерциальных системах

отсчета. ЭтОТ фундаментальны" эакон, впервые сформули

рованный А. Эйнштейном. составляет основу специальной

теории отиосите~ьности.

Итак, принцип относительности не ТОЛЬКО не опровер

гается, но и блестяще подгаер ждается всеми имеющимисSl

экспериментами. Другим основным положением нлассиче ..
ской механики является утверждение о том, что промежу

ТоК времени между двумя событиями, измеренный 9 раз

ных системах отсчета, одинаков. Не составляет труда убе

ДИТЬСЯ в ТОМ. что если мы примем и 9ТОТ постулат. то при

дем к противоречию с фаК10М постоянства скорости света.

Следовательно, при больших скоростях он должен нару

шаться. Но каков же должен ёыть истиный заКОН, верный

ка к при малых, так и при больших скоростях? Чтобы отве...
тить на этот вопрос, рассмотрим две инерциальные систе ..
мы отсчета. ДВН жущиеся друг относительно друга с неко

торой ПОСТОЯННОЙ скоростью. В каждой системе отсчета

имеется СВОЯ прямоугольная система координат и свои

часы. Факт постоянства скорости света позволяет ввести

удобную единицу измерения времени в обеих системах 
метр светового времени, Т. е. тот промежуток времени, за

который свет проходит расстояние 8 I метр. При таком

выборе еДИНИЦЫ измерения времени скорость света ре В

на 1, 8 скорость любого тела - безразмерное число, мень

шее единицы. Для простоты буд~ считать, что оси КООрДИ

нат в обеих системах соответственно параллельны t а ско

рость второй системы относительно первой направлена

ВДОЛЬ ОСИ ОХ. Допустим, что два события <например, два

взрыва) фИКСИРУЮТСЯ' в первой н 80 второй си-
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стенах отсчета. Пусть. например, в первой си ..
стеме отсчета разиости коордииет 91НХ событий - A.t,
Ау, f:и. а во второй - IU'• Ау', ttzt; промежуток времени
между событиями в первой' системе отсчета - 4t. во вто

рой - ~t'. Как связаны между собой 8ТИ величины? Ис

ходя из принцила относительности. мы сразу можем ска ...
38ТЬ , ЧТО ~y=Ay' и ~=~z'. т. е. длины в направлении,

перпендихцлярном относительной скорости систем t оди

наковы. В самом деле, представим себе, что мы <:ТОИМ на

жеяеановорожной насыпи рЯДОМ со столбом высотой 3 м ..
.мИМО нас ПрОХОДИТ поезд, крыша вагона которого на-

. ходнтся как раз на уровне конца столба. ИЗ этого мы де..
лаем ВЫВОД, что высота вагона в нашей системе отсчета

равна 3 м. Пассажир ИЗ окна поезда также ВИДИТ, ЧТО кры

ша вагона нахоДИТСЯ на уровне конца столба. Поэтому он

должен признать. ЧТО i высота вагсна в его системе отсчета

та кже равна 3 М. .
Итан, ~y=:.A!I', A2=~'. Осталось установить связь

между Ах. Лх'. At, At'. Представим себе. что в вагоне
движущегося . поезда установлена лампа, а прямо над

ней. на высоте ] М, - зеркало (рис. 21). Рассмотрим два

события. Событие J состоит в ТОМ, что лампа вспыхивает

и тут же гаснет. Луч света ДОХОДИТ до эеркала, отражается

от него и возвращается к лампе. Событие 2 состоит е том,

что фотоэлемент, находящнйся окояо лампы, фиксирует

возвращение отраженного луча света. Найдем интервал

времени между ЭТИМИ событиями в системе отсчета, связан

ной с вагоном, и 8 системе отсчета, связанвой с Землей.

В системе отсчета вагона события 1 1'1 2 произошли в одной

н той же точке, поэтому Ax~O. l\-\ежлу событиями J и 2
свет успел пройти расстояние 2 М) поэтому At=2 м (В мет

рах светового времени). В системе отсчета Земяи события

1 н 2 произошли 8 различных точках, Обозначим разность

координат этих точек через Ах' # Между событиями 1 If 2
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свет прошел расстояние 2 11 1+ (.6;')2 М. поэтому At =

-.:2Vl+(~)2M(CKOP?CTbCBeTa одинакова ВО всех систе

мах отсчета') Итак, интервал времени между двумя со

бытиями. измеренный в разных системах отсчета. оказы

вается различным! На первый взгляд ЭТОТ факт кажется

совершенно неправдоповоёиым, но тем не менее это прямое

следствие экспериментально доказанного принцила оТИО"

снтельности. Отметим, что если скорость вагона мала, Т. е.

мало Ах'. то dt'~2 M~ ~t, поэтому различие в интервалах

времени проявляется ЛИШЬ при больших скоростях.

Итак, в разных системах отсчета как пространственный.

так и временной интервалы между событиями различны

(6.х+ t:1x'. ~l=p ~t'). Нет ЛИ, однако, какой-нибудь КОМ

бинапии ЭТИХ величин, одинаковой ДЛЯ обеих систем ОТ

счета? Достаточно взглянуть на рис. 21, чтобы сразу ука-

38ТЬ такую комбинацию: V ~t'l. - 6x~ = V (t1i')~ - (~x')2.
Это выражение, иазываеыое интервалом .между событиями,

равно удвоенной высоте изображенаого на рисунке треу

ГОЛ ьн 11 ка.

Mь~ исходили ИЗ специального выбора системы КООрДН

наг, при котором относительная скорость двух СИС1'ем

направлена вдоль оси ОХ .. Если же отказаться от ЭТОГО

ограничения, то роль Ах'l. будет играть сумма ~x2+~y2+

+~Z2. Поэтому для интервала между событиями 8 этом

случае мы получим выражение:

65 = v6il. - ~x~ - 6у'" - L\z1. •
,-

(1)

Таким образом, пространственный и временной проме

житк« А!ежду двумя событиями в различных системах

отсчета различны; величина же интервала (1) .между ни-

ми одинакова (/О всех системах отсчета. .
В классической механике обычно рассматривают про

страпственные координаты и время события в отдельности.

В спецвал ЬИОЙ теории относительности удобно расснатри

вать ЭТИ величины В совокупности, опираясь на понятие

четырехмерного пространства. Каждое событие изобраэка

ется 8 310М пространстве точкой: первые три координаты

точ ки - зто просгранствеипые координаты события, а

четвертая - момент времени; в который произошло со

бытие (8 да нной системе отсчета). В четырехмерном про..
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страпстве - времени каждое тело движется по кривой.

называемой маровой линией ЭТОГО тела (даже в ТОМ слу·

чае, когда тело покоится в данной системе отсчета, в четы

рехмерном пространстве .- времени оно все равно двнжет

СЯ вдоль 'оси времени).

Перейдем от одной системы отсчета к другой. В четы

рехмерном пространстве- времени ,тому будет соответ

СТВОВ2ТЬ переход от одной системы косрвинаг '(х t у. z, t)
к другой (х'. 'у', г' t t'). .При ЭТОМ дЛЯ любой пары собы

l1~Й .-.-.;, точек пространства - вреъreни - Бе,,'ичпна интер

вала (1) не изменится. Поэтому .величuн.у интервала (1)
естественно принять за расстоянив между собьипиями,

Никакое тело не может двигаться со скоростью, ёольшей

скорости света. Поэтому расстояние между двумя собы..
тиями «в жизни» одного 11 ТОГО же тела выра жается дейст

внтельным числом. Два событии св жизни» двух разных

тел считаются одновременными. если ингервах между Н11·

ми равен нулю (очевидно, факт одновременности собы

тий не зависит от выбора системы отсчета). Если же рас

стояние между двумя событиями, найденное по формуле

(1). выражается МНИМЫМ ЧИСЛОМ, то ЭТИ события не могут

повлиять друг на друга. так как «добраться,. от ОДНОГО до

другоrо иелъзя (дЛЯ 9ТОГО пришлось бы двигаться со ско ..
ростыо, большей скорости света). Для таких событий

удобно ввести расстояние с ПОМОЩЬЮ формулы

As J::2у3х! + ~y2 -1- i1zi - '8(J. (2)

Очевидно, так определенное расстояние не зависит от .
выбора системы отсчета.

Наряду с четырехмерным пространством - временем

удобно рассматривать трехмермое пространство скоростей,

Поясним ЭТО понятие, Выберем какую-нибудь систему ОТ

счета. 11усть Vж' V11' Vf - коордняаты еектора скорости
какого-нибудь тела в 910(1 системе отсчета. Изобразим
скорость те..18 точкой В трехмерном пространстве с коордн

патами (Vx t. VV' Y~). Аналогичным образом поступим со все·
ми телами. Пространство, в котором по указанному пра

вилу точки изображают скорость тел, и называется про ..
cmpanCtneOM скороопей. .

В дальнейшем дл я простоты иэлсжения мы ограничим

ся случаем движения тел в плоскости, Тогда пространст

во :- время можно считать трехмерным; а пространство

скоростей - двумерным. Внимательно nРО8Н8 ..ТJизируем,
как устроено пространство скоростей. Прежде всего вся..
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кое тело имеет скорость, меньшую скорости света (равной

1 8 нашей системе единиц), поэтому пространство скоростей

СОСТОИТ лишь ИЗ точек, находящихся внутри круга ра

Ануса 1. Сама система отсчета изображается центром это ..
ГО круга - ее скорость относительно .нее самой равна

нулю, далее) тела, движущиеся друг относительно друга

В ОДНОМ И ТО1\{ же направлении, изображаются точками,

лежащими на одной хорде • ,, ' Если мы перейдем в другую
систему отсчета, то при ЭТОМ, очевидно, каждая точка внут

ри круга перейдет в какую-то точку внутри ТОГО же круга.

а точки ограничиваюшей его окружности - в точки этой

же акруЖНОСТи. Лейсгвигельно, в новой системе отсчета

скорости тел будут иными, однако они по-прежнему будут

меньше скорости света; сама же скорость света останется

врежней. далее, тела. двигавшиеся друг относительно

друга 8 ОДНОМ Н том же направлении, при замене системы

отсчета останутся ДВИЖУЩИМИСЯ друг относительно друга

в ОДНОМ и том же направлении. Поэтому точки. лежавшие

на одной хорде, перейдут 8 ТОЧки, также лежащие на

ОДНОЙ хорде.

Таким образом, пространство скоростей - 9ТО внутрен

ность круга радиуса 1. Центр круга соответствует системе

отсчета. При замене СИСтемы отсчета точки круга перехо

ДНТ в точки 9ТОГО- же круга, причем ТОЧКИ. лежавшие на

одной хорде, переходят в ТОЧКИ, лежащие на

ОДНОЙ хорде. Теперь достаточно 8СПОМНИТ~ модель КЭ ..
ли - Клейна, чтобы сделать замечательный вывод: про

странство скоростей специальной теории относительности

есть пространство Лобачевского: При ЭТОМ переходу от

одной системы отсчета к дру,ой соответствует некоторое

перемещение в пространстве Лобачевского.

мы помним, что при перемещении в ПЛОСКОСТИ Лоба

чевского сохраняется расстояние между точками, опреде

ляемое по формуле (1) § 3 главы 1. Поэтому -соответствую

щая величина, называемая относительной быстротой двух.

тел, сохраняется при переходе .к новой системе отсчета .
•Легко посчитать, что расстояние" s точки с координатами

(V
X

" У,,) от центра круга, равное быстроте тела относи

тельно системы отсчета. связано со скоростью V &10ГО тела
) 1+ V

соотношением в = тlл r=v-

• 870 следует из СОХрЗНtНИ« длин в направлении. перпенди
ку ..1ЯрНОМ относительной скорости ДВУХ систем.
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(3)

НаАдем фоРМУ.l1У ДЛЯ вычнслеПИJf
относнтельной скорости АВух TeJr,
двнжущихся в одном направлении.

Для этого рассмотрим, например. та

КУЮ заДач~. Ракета вылетела о Зен
ли СО' скоростыо Vр в направлении
оси Ох. Космонавт. летЯЩИЙ в раке ..
те, выстреливает И~ ружья в напрвв

ленив движения ракеты. Пусть ско

рость пули относительно ракеты рав-,
на Vn И напреввена 8ДОЛЬ оси О»

В системе отсчета ракеты. Требуется

определить скорость пу..пи относитель-,
но 3емли. Изобразим скорость лули Vn' И скорость Зем-

ли Vр в сиетеме отсчета ракеты точкам 1-1 в пространстве

скоростей (рис. 22). При ЭТОМ скорости ракеты ееответст

вует центр круга. Быстрота пули S~l относитеаьис Земли

равна сумме быстроты Эр ракеты ОТlIосительи~ ,3емли и бы ..
строты пули SI'I относительно ракеты. тая как длина отрез

ка ЗП равна сумме длин отрезков ЭР и рп. Итак,
,

1 I 1 -" Vn • 1 1 t +VР 1 1 1+Vrl

SN = -2 п I V = sp + sn =- -2 n i V +""1t п "
- n - р ~ ,- Vn

r

V Ур+Уn.
п all ,1+ УрУn

Негрудно найти и СВЯЗЬ меж;tу коордиватеми Х, t в

системе-отсчета Земли их' t t' в системе отсчета ракеты. Для
ПРОСТО1Ы буnем считать, ЧТО в момент выстрела х-=Х')2:0
и t= t'=0. Тогда в системах отсчета Земли " ракеты урав

нения движения пули имеют ВИД .t~ Vnt и х' = У'11 t' соот
ветственно. Подставляя в первое уравнение значение Уа
ИЗ ФОРМУЛЫ (3)~ получаем:

r

х' :::8 V пt' .
Вспомним, ЧТО во всех системах отсчета значение ин-
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тервала ДО/1жftо быть одним И тем же, Т. е. tt-хt.Q(t')t_
_ (X')I. Исключал из этих уравнений V~ и выражая Х. t
через х', l' J получаем:

х' + V ('
х- Р.

-VJ - v:'
(4)

t' +Vp.e'
t= V. ·1- v~, р

Полученные формулы (4) называются поеобразования

~U Лоренца. Если измерять время в секундах. а Ре в мет

рах, то в формулах (3). (4) следует заменить t и t' на с!

и ct', а Vп. V~ и VJI - на Vn1c, V;Jc н Vplc. где с - ско
рость света. Тогда эти формуJlЫ примут вид:

(4)'
v

l' + J x'
с'

в случае когда скорость ракеты много меньше еко..
расти света, ЭТИ формулы преврешаются в обычные форму-

u
ЛЫ ньютонсвои механики:

Vn= Vp+У;\; (3")
х=х'+Vpt'; (4")
t= t'.

Если же, напротив, скорость ракеты близка к скорости
света) то формулы (3), (4) СИЛЬНО отличаются ОТ ньютона ...
вых,

Прнведенный нами вывод формул (3). (4) показывает,

ЧТО привлечение идей геометрии Лобачевского к построе-
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нию специальной теории относительности 'оказывается

весьма плодотворным. Объем настоящей брошюры не

позволяет обсудить этот вопрос подробнее, поз~~у мяте·

ресующихся мы отсылаем к специальной литературе, спи

сок которой приведен в конце книги. Скажем ЛИШЬ, что

использование геометрии Лобачевского позволяет без боль ..
шого труда описывать 'сложные физические процессы, на ..
пример. ПрОИ3ВОДИТЬ кинематические расчеты ядерных

реаКЦИЙ4 При ЭТОМ оказывается, что формула Эйнштей

на - Пуанкаре для относитеьноА скорости частиц

.. ;- 2 2 (VtVtS(n~)~V V1 + V2 - 2У t V2 СОЗ q> - с

V ~ V1V -

I-Т ОО5 '

(эдесь У1 И V. - скорости частиц. qJ - угол между наврав

лениями движения »ТИХ частиц, V - относительная ско

рость частиц) есть прямое следствие теоремы косинусов
Лобачевского, импульс и кинетическая энергия частицы

являются по существу длиной окружности и площадью

ируга в пространстве Лобачевского, а знаменитая формула

Эйнштейнв для дефекта массы. ~E":Zi дт ·с· эквивалентиа
формуле Лобачевского для суммы углов треугольника.

Во всех ЭТИХ формулах роль радиуса кривизны пространст

ва Лобачевского играет скорость света. Поэтому с ЭТОЙ

точки зрения различие между теорией относительности и

классической механикой точно такое же, как между reo..
метр ией Лобачевского и геометрией Евклида. В заключе ..
ние отметим, что подход К теории относительнссти с точки

врения геометрии Лобачевского использовался и ИСПОЛЬ. r

яуется в научных исследованиях целого ряда ученых. ере..
дк которых 8 первую очередь СЛеАУет ' вавватъ немецкого

физика А. Зоммерфельда и советских ученых А. Л. КО

тельникова. В. А. Фока, Я. А. СмОРОАинекого н Н. А. Чер.
Ilикава. .

§ 2. ФридмаНО8СК8J11 модель Вселенной

Среди всевозможных физических полей особое место еа

нимает гравитационное поле. Действительно, заряженные

тела взаимодействуют с электрическим полем. не заря ..
женвые - не взаимодействуют, Железный шарик притя-
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гивается магнитом, деревянный же пли пластмассовый

шарик магнитом не притягивается. Единственное поле,

действию которого подвержены все материальные тела f 

ЗТО грввитационное. Бросим два тела - мяч и гирю - с

одинаковой скоростью в ОДНОМ и ТОМ же направлении, и

мы обнаружим, что они движутся совершенно одинаково.

В этом явлении для нас нет ничего удивительного - по

добное мы наблюдаем изо ДНЯ в день. Однако если серьезно

задуматься над 9ТИМ, 10 придется приэвать, ЧТО оно все же

удивительно] Вспомним известную историю с Ньютоном и

яблоком. Казалось бы, нет ничего vдивительного в ТОМ.

ЧТО я6,,'10КО падает вниз. а Луна вращается вокруг Зем-
ли, - к этому МЫ привыкли. Ньютон. однако, счел это

совпадение удивительным и. размышляя над НИМ. открыл

знаменитый закон всемирного тяготения. Точно так ' же

размышления о природе явления, описанного в примере

с мячом н гирей, ПрИ13е..'1И А. ЭйнwtеАН8 к ОТКРЫТИЮ общей

те~рии относительности. Отметим, что вта ситуация весь ....а
типична: именно умению видеть удввительнсе в ПрИВЫЧНЫХ

дяя кас явлениях Мы обязаны OTKpы.T~eM самых фундамен

та.'1ЬЯЫХ за КОНОВ пр иролы,

Вернемся, однако, к примеру с мячом и гирей. Рассмот

рим 06а тела Ji четырехмерном пространстве - времени.
То, что оба тела бросают из одной точки В ОДНОМ направле-

и '
ННИ И С одинаковои скоростью, означает, что в четырехмер-

НОМ пространстве - времени векторы, касательные к ИХ

мировым ЛИНИЯМ в наЧ8ЛЬ110Й точке совпадают. То, что ОНИ

движутся при этом одина1<000~ означает i ЧТО И их мировые

линии совпадают. Таким образом, 'если в данной точке

пространства - времени эадать какое-ннбудь направле

няе - вектор начальной скорости, то ИЗ этой ТОЧКИ в за

Данном направлении будет ВЫХОДИТЬ ровно одна линия

мировая линия тела, брошенного с заданной начальной

скоростью. При ЭТОМ НИ от массы тела, ИИ от вещество, И3

которого ОНО состоит, эта линия зависеть не будет. При

отсутствии гравитационного поля все тела движутся по

прямым ЛИНИЯМ (как в трехмерном пространстве, так и в

четырехмерном пространстве - времени). При наличии

гравнтационного ПОЛЯ мировые линии перестают быть

пр ямыми, однако они одинаковы дяя тел любой природы.

Почему 91'0 так? Да потому. что гравптацяонное поде

«искриваяете пространство - время, и ЛИНИИ, ПО которым

движутся тела, хотя и остаются геодевичесними, перестают

51



быть прямыми! Этот гениальный вывод бы.tt сделан А. Эйн

штейном в 1916 году.

Таким образом: согласно Эйнштейну t никакого еравита
ционного поля вооБЩЕ нет, а отклонение тел от прямоли

нейних траекторий объясняется лишь наличием кривизны

у нашего пространства - времени. Сразу приходит в го

лову такое возражение. Человек держит в руках. ведро с

водой. Он, конечно же, ощущает вес ведра. Но как может.

показаться на первый ВЗГЛЯД, ведро покоится, И., следова

тельно, бессмысленно ГОВОрИТЬ, движется ли оно по геоде

зической ИЛИ по какой-либо другой линии. В дейсгвитель

ности это рассуждение неверно. В самом деле, ведро по

коится ЛИШЬ В пространстве (В системе отсчета Земли),

в пространстве - времени же оно движется, так как не

прерывно изменяется время. Человек не ' дает ведру Д8И-..
гаться по геодеэическон, поэтому он и ощущает противе ..
действие ведра (подобно. тому как человек, вращающий на

веревке камень, ощущает протнводейсгеие камня, хотя

камень при этом НН К чему не притягивается). Стоит

человеку отпустить ведро, как оно сразу же начнет ДВИ·

гаться по геодезической ДИНИИ в пространстве -- времени,

Т. е. 8 данном случае упадет на землю (аналогично, вращав

шийся камень, будучи отпущенным. полетит по касатель ..
НОЙ к ТОЙ окружности, ПО которой ои двигался).

Возникает и другой вопрос. Если наше пространство 
время обладает кривизной, создаваемой телами боЛЬШОЙ

массы, то и свет должен двигаться не по прямым линиям 
линии распространения света ДОЛ1КНЫ иекривпятьси вбли

зи бо~1ЬШИХ масс .. Наблюдается ЛИ такой 9ффект? Оказы

вается, наблюдается. Целый ряд экспериментев, проведен

ных астрономами. указывает на ТО. что в окрестности

больших масс искривление траекторий света действитель ..
но имеет место, причем количественно оно находится в пол

НОМ соответствии с уравнениями общей теории относи

те ...1ЬНОСТИ.
Общая теория относительности сыграла большую роль

в формяровавнн современной космологнн, породив боль

шое количество разнообразных моделей Вселенной. Пер

вая из ЭТИХ моделей была предложена самим Эйнштейном.

Он рассуждал примерно так. Каждое тело боЛЬШОЙ массы

создает около себя кривизну прострвнства. Предполо

жим, что плотность материи в пространстве. велика. Тогда

эта материя . может искривить пространство настолько, что

0!l0 замкнется. превратившись в нечто типа трехмерной
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сферы. Такое пространство, конечно же, не будет иметь

никаких границ, однако ОНО 6удет конечным! Позже МО·

дель ' Эйнште йна была подвергнута серьезной критике ('О

стороны 'р яда ученых, н он вынужден был от нее отказаться.

Однако само указанное Эйнштейном направление в КОСМО

логии стало активно развиваться. Итогом ЭТОГО развития

явилась модель Вселенной. созданная 8 1922 году совет

СКИМ ученым А. А. Фридманом.

Основной гипотезой, лежащей в основе фридмановской

модели Вселенной, является предположение о том, что

Вселенная изотропна 11 однородна (Т. е. устроена одинако

во во всех точках и по всем направлениям). Конечно, име

ется в ВИДУ ОДНОРОДНОСТЬ и изотропия в очень большом мас

штабе: в малом масштабе анизотропия пространства Видна

невооруженным глазом-полоса на небе, в которой сков

центрированы звезды (так называемый Млечный Путь).

В те годы, когда Фридман ' создавал свою модель, еще не

имелось достоверных вкспериментальных : данных, под

т~рждающих гипотезу ОДНОрОДНОСТИ и ИЗ~ТрDПНИ. Первые

такие данные были. получены в 1929 году американским

8СТРОНОМОМ Э. Хабблом I изучавшим распределение гала К

ТИК . : Однако представить себе реальную исключительно

высокую степень изотропии пространства удалось лишь пос

ле' того, как в 5О-х годах хх века американскими астронома

ми А.Пензиасом и Р. Уилсоном было ОТКРЫТО и исследовано

ТИК называемое реликтовое тепловое излучение. Степень

иэотропии этого излучения чрезвычайно высока (по совре

менным оценкам, его температура ПО различным направле

"ИЯМ изменяется. не более чем на 0101 %). Таким образом,

основное положение. на которое опнрался Фридман, 8 на

стоящее время можно считать экспериментально обо ..
снованным,

Фридманом был проведен детальный анализ уравнен ий

Эйнштейна в предположении выполнения указанного YCw

ловня, Оказалось, ЧТ{) в каждый Данный момент времени

~РНБИ311а пространства в этом случае постоянна. При этом

если плотность вещества во Вселенной меньше некогорой

постоянной величины, называемой критической плотно
СТЬЮ, то кривизна отрицательная, если равна - то нуле

вая, 8 ~СЛИ больше - то положительная. Во всех трех

едучаях Вселенная должна непрерывно расширяться с те

чением времени. Это заключение Фридмана было также
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вкспериментаяьво подтверждено в 1929 rоду Хабблом,

который вействигеяьно обнаружил расширение Вселен
нuЙ. Таким образом, ФРИДМ81[О6Ская модель. полученная

чисто теоретическим путем, блестяще подтвердилась вкс

периментом.

Отметим, что Вселенная однородна и иэотропка ЛИШЬ

приближенно, поэтому и кривизна реального пространства

не постоянна. Однако, опираясь на экспериментальный ма

тер иа ..'t , естественно считать, ЧТО кривизна В определенном

смысле близка к постоянной. и. следовательио. фридивнов

ека я модель достаточно хорошо описывает реальное про

странство в рамках общей теории относительности.

По современным оценкам. плотность вещества во Все

ленной очень близка к критической. но все же меньше нее.

Какой же вывод о топологической структуре Вселенной

можно из этого сделать? Можно ли, например, утверждать.

что наш мир неэамквут ИЛИ, напротив, . он замкнут, как в

модели Эйнштейна? ЭтОТ вопрос очень сложен, дело 8 ТОМ.

что при ОДНОЙ И той >Ке кривизне римановы пространства

могут иметь весьма разиообраэную CTPYКТYPY~ В самом де

ле. в обычном трехмерном пространстве имеются две по..
верхиости нулевой кривизны прин ципиально различного

типа - плоскость н цилиндр. ПЛоскость бесконечна 80
всех иаправленнях. на цилиндре же можно указать та

кое направление. двигаясь ВДОЛЬ которого МЫ В конце

концов вернемся в исходную точку. В трехмерном про

странстве нет замкнутой поверхности I1уnевоА кривнэпы.
однако такая поверхность появляется уже в четырехмер..
НОМ пространстве. Это 1'8К называемый тор Клиффорда (по

имени английского математика В. I<лиффорда). уравне ..
ния которого заОИСЫ&аЮТСК 8 таком виде;

Xl=COS и;

Xt=sin и;

х..=cos и;

K.=sin v.

Тор Клиффорда имеет форму бублика (8 четырехмер

НОМ пространстве). поэтому его размеры конечны. хотя он

и несграничен. Существуют поверхности нулевой кривиз

ны и более CJIОЖJIОЙ структуры. Аналогичная картина на-

блюдается 11 лля пространств положительной и отри ца-
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тельной кривизны. При этом уравнениям Эйнштейна (как

и уравнекиям ньютонсвой механики) одинаково хорошо

удовлетворяют всевозможные топологические ТИПЫ таких

прострвнств.

Впервые на возможность сложной топологической струк

туры реального мира обратили внвмавие В. Клиффорд IJ
(несколько позже) Ф. Клейн в СВЯЗИ с предпринятой ими

попыткой объяснить так нваываемый гравитационвый па

радокс. Этот парадокс состоит в ТОМ, что при рассмотрении..
в рамках нЬЮ10НОВОИ теории тяготения пространства t рав-

номерно заполненного BeLЦeCTBOM. потенпиал гравитациои

нсго поля оказывается бесконечным. Исторически гравита

ционный парадокс был решен в рамках общей теории отно

сительности, а затем стало ЯСНО. что он разрешим и в вью

тоновой теор ии, если вместо непосредственно ненаёлюдае

маго гравитационного потенциала рассматривать реально

наблюдаемые величины. Клиффорд и Клейн, однако, пы

тались решить гравитационный парадокс совершенно ина

че: 011И предположили ~ ЧТО реальное (ныотоново!) ПРОСТ

ранство имеет сложную топологическую структуру (напри

мер. структуру тора) и в нем ПРОС10 нет бесконечности. ,

Развитие физик» не пошло втим путем, но работы Клиф

форда 11 Клейна положали начало новому на правлению

математн КИ, исследующему вазможные топологические

ТИПЫ проетранетв nоетоянноА кривизны.

К настоящему моменту имеется полная классификация

возможных топологических ТИПОВ трехмерных прсстранств

положительной КРН8ИЭНЫ и не вполне эакопченнвя, но,

как пр аВИ ..10, достаточная ДЛ~ приаоженнй М8ССИфика ..
ция типов пространств иудевой кривизны. Поскольку есть

основания считать, что реальное пространство имеет

отрицателъную кривизну, 10 наибольший интерес с точки

зрения космологии представляет классификация топологи

ческих типов пространств отрицатедъкой кривиэны. Ока

зывается. однако, что задача о классификации таких про

стрвнств столь сложна, ЧТО, несмотря на огромные усилия

большого числа ученых, до сих пор не решена.. Отметим,

что ближе всех к решению этой задачи подошел, ПО-ВИДИ·

мому, русский математик В. С. Макаров. ХОТЯ и им пока

окончательный реэультвт не получен.

В связи с рассматриваемой пробаемой возникает и

другой вопрос: ие~'Ь3Я ли определить топологический тип

Вселенной, опираясь на данные астрономии? В првнципе,
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можно. Например. если бы каждую З1JeЗАУ мы .идели од
новременно в двух DрОТИВОПОЛОЖНЫХ~ направлеаиях, мы

бы сразу сказала, что Вселенная представляет собой сфе

ру .. с ПОМОЩЬЮ аналогичных наблюдений можно ВЫЯВИТЬ

и другие. более сложные топологические структуры про

странства. Исследования такого рода интенсивно ведутся

как астроаомвми-экспериментаторамн, так и физиками ..
теоретиками. среди которых в первую очередь следует

назвать группу русских ученых: Я. Б. Зельдовича.

А. А. 1 Рузмайкина, Д. Д. Соколова. А. А. Старобвиского

и В .. Ф. Шварцмана, Однако окончательного ответа на

вопрос пока не вояучеио.

Таким образом, общая теори я относительности и космо

логия ставят целый ряд проблеи геометрии Лобачевского

в центр внимания боЛЬШОГО числа ученых. Проблемы '9ТИ

очень сложны, И, веРОЯТНО, их решение потребует многие

годы. Однако интерес к ним не только не ослабевает, но

и заметно возрастает.

§ 3. Ур••нение синус-Гордона

в повседневной жизни ~ постоянно сталкиваемся с разно..
образными видами волнового движения. Не удивительно

поэтому t что изучение всевозможных волновых процессов

занимает ОДНО из центральных мест в физике. Приёаи жен

ное описание ШИрОКОГО класса волновых процессов Дается

так называемыми линейными дифференциальными уравне

ниями гиперболического типа. Поэтому и ВОЛНЫ, которые

хорошо описываются этими уравнениями, называются ли

нейными.

В последние годы все больший интерес вызывают не·

линейные волновые процессы, Интерес ЭТОТ объясняется)

в частности. бурным развитием таких разделов физики,

как физика плазмы (развитая в СВЯЗИ.С пробаемой управ ..
л яемого термоядерного синтеза). нелинейная оптика (по

явившався в результате открытия лазера), теория сверх

проводимости, теория поля и Т. д., в которых ПРИХОДИТСЯ

иметь дело с существенно велинейнымв волновыми вффек

тами, Заметим. однако, ЧТО подобные эффекты расоматри

вались и ранее в гидродинамике . .Так, в середине хх

века 8НГлийский инженер Дж. Рассел заметил. что при

некоторых условиях на поде образуется уединенная волна.
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способная распространятъся без изменения формы и по..
терн энергии. Сейчас такие волны называют солитонами.

Солитоны долгое время не привлекали особого внимания

ученых. Интерес к НИМ начал резко возрастать nиш ь около

50 лет на зад, так ка к было, уста вовлево. что вал нчне со

питонов типично для многих нелинейных волновых про

цессов. Одновременно обнаружилось интересное свойство

СОЛНТОНО8 сохран ЯТЬ СВОЮ форму после взаимодействия о

другими солитонами. что придает ИМ СХОДСТВО С частицами.

Начиная с 69-х годов хх века наблюдается бурное развитие

теории солигонов. К настоящему времени количество работ.

посвященных ЭТОЙ тематике. исчисляется тысячами.

В процессе развити я теории нелннейных ВОЛН выдели

лось несколько простейших нелинейных днфференциаль

ных уравнений I решения которых моделируют основные

свойства таких ВОЛН. Одним из них является уравнение

синус-Гердона •
Zxy=srn % (1)

(С'Н4ВОЛОМ Zxll здесь обозначена смешанная проиэвояная

второго -порядка ОТ функции z{x, у). Как и другие смо

дельные» уравнения ЭТОГО типа, уравнение (1) среди своих

решений имеет СО.литсны. Оно описывает ШИрОКИЙ класс

самых разнообразных явлений.. Не вникая в физ.ИЧ~СКУЮ

сторону вопроса, скажем. что 'к таким явлениям относятся,

например • .распространение дислокаций в кристаллах,

движение блоховских границ в ферромагнетиках, распро

странение импульсов ПО мембране живой клетки. распро-
J

странение магнитного потока 8 сверХПрО80ДЯЩ-ИХ джозеф-

сововских линиях, самоинцуцированная проэрачность в

резонансной двухуровневой оптической среде, колебания
...

в механических передаточных ЛИНИЯХ. вааимоденсгвие

элемента рных части ц.

Первоначально осталось незамеченным t что уравнение

(1) . даВНО Н хорошо известно В геометрии. По существу, оно

появилось еще в 1878 году в работе выдающегося русского

математика П. Л. Чебышева «о крой ке одежды). В этой

работе Чебышев рассмотрел зада ЧУ об «одевании» поверх

ноств, Поясним, О чем идет речь. Представим себе рыболов

ную сеть, узлы когорой-вакрепдены .так, ЧТО при любых

• Преисхождевне этого несколько необычного наэвання таь
ково, В релятивистской квантовой механике хорошо известно

ур~.неlfие I(дейка -- Гордона 2ж,IC miz. По аналогии с вазваннем

втоге уравнении и РОАИАОСЬ наававие уравнеИИJl (Г].
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изгиба ни ЯХ Сети дЛ1ПIЫ протн воположвых -«сторон» любого

«сетевого четырехугольника» одинаковы (эту сеть называют
теперь чебышевской}, Накинем такую сеть на какую-нибудь

поверхность и введем с ее ПОМОЩЬЮ внутренние координа

ты (х, у) на этой поверхности (подобно тому как с ПОМОЩЬЮ

сети на листе миллиметровой бумаги вводится прямоуголь

ная система координат). f\'\ожиа доказать, ЧТО в ЭТОМ слу

чае метрическая форма поверхности примет вид:

d~2=dx2+2cos z(x, y)dxdy+dyt,

где z(x, у) - угол между линиями сети. Как показал Че

бышев, гауссова кривнана k(x"y) поверХНОСТИ свяэана е

углом z(x, у) уравнением

Zxll == -ksin %-

В случае поверхности посгоянной отрицательной кря

ВИЗНЫ -1 (плоскости Лобачевского) зто уравнение пере..
ХОДИТ в уравнен не синус ..Гордона.

Свойства решений уравнения синус-Гордсна впервые

исследовал д. Гильберт двя донааательства теоремы о

непогружаемости плоскости Лобачевского в трехмерное

евклнлово пространство. Доказательство этой теоремы

по существу состоит из двух частей. В первой части уста

навливается. что асимптотические линии на 'повер хности

постоянной отрицательной кр нвизны образуют чебышев

скую сеть (этот факт, впрочем, был известен и ранее).

Следовательно. угол между асимптотическими ЛИНИЯМИ

должен удовлетворять уравнению (1). Но на гладкой по

верхности постоянной отрицательной кривизны угол MeJК·

ду асимптотическими линиями обязательно удовлетворяет

условию

O<z(x, у) <л. (2)

Гильберт же (во второй части доказательства) устано

вил, что ДЛЯ любого решения уравнения (]) условие (2)
обязательно нарушается, если ТОЛЬКО х и у меняются в

достаточно больших предела х. Поскольку на ПЛОСКОСТИ

Лобачевского х и у должны изменяться от - 00 ДО 00 t ТО

это и доказывает непогружаемоеть всей плоскости Лоба

чевского в трехмерное евклидово пространство.

На первый взгляд может показаться, что с точки зрения

геометрии представляют интерес лишь те решения урав

нения синус-Гордона, которые удовлетворяют условию (2)
...

и, следовательно, заданы не на всеи плоскости персменных
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х, у. Оказывается, ЧТО ,ТО не так. Рас..
смотрим поверхность. состоящую нз

двух склеенных по ребру псевдосфер

Бе..пьтраии, и какую-нибудь асимпто

тическую линию на ней (рис. 23). Как

ведет себя эта линия при переходе че

рез ребро? Оказывается, что она каса

ется ребра та-к, что остается гладкой

простравственной кривой. Иными ело ..
вами. хотя она и переходит через «излом>

поверхности. сама она ни какого «ИЗ ..

лома» не имеет. На этот фа КТ впервые

обратил внимание ученик Н. В. Ефнмо-

~,,23. Ба и. В. Грибков. Он установил) что хо ..
тя на ребре рассматриваемой поверх ..

, ностн угол z между асимптотнческимн

ЛИНИЯМИ обращается 8 нуль (все асимптотические линии

касаются ребра), он остается гладкой функцией переиен

НЫХ х, у:

г\х, y)=4arctg .еХ+у • (3)

Отметим, что функция (3) задана на всей плоскости

переменных х, у.

Рассмотренный пример показывает, ЧТО негпадким по

верхностям постоянной отрицательной кривиэны МОГУТ

отвечать гладкие на всей плоскости переманных х, у ре

шения уравнения синус-Гораона. Оказывается, что верно

и обратное. Именно, в 1979 тоду Э. Г. ПО3НЯК доказал, ЧТО

любому решению уравнения синус-Гордоив на всей пло

скости перенеиных х, у отвечает векоторая (неглвдкая)

поверхность ПОСТОЯННОЙ отрицательной кривизны. При

ЭТОМ ЛИНИЯМ z(x, у)=nn отвечают особые точки этой поверх

ности (например, острия или ребра).

Результат Э. г. ПО3НЯка позволяет дать геометриче

скую интерпретацию любому КОН кретному решению урав

нения синус-Гордона. В частности. поверхность, изобра

женная на рис. 23, представляет собой реализацию так

называемого односолитонного решения (3) уравнения (1).
Учениками э. г. Позняка подробно исследоваднсь И дру.

гие солитонные решения уравнения (1).
Еще боЛЬШИЙ интерес представляет задача о нахожде

нии И3 геометрических соображений НОВЫХ, ранее ве ИЗ~

вестных решений уравнений синус-Гордона. Как отмеча

ЛОСЬ выше, эта задача эквивалентна задаче об «одевании»
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·
рваличных частей П,,10СКОСТИ Лобачевского (Т. е. построе-

НИИ чебышевекой сети на частях пвосксстн ЛобачеВСl(ОГО),

Заметим. однако, что зтот круг вопросоа пока не достаточ

но хорошо изучен.

В настоящее время известно неСКО,,1ЬКО очень мощны"

методов нахождения и исследования решений уравнения

синус- Гордона. среди которых 8 первую очередь следует

назвать метод преобразовани 11 Бзклунда И метод обратной

задач" теории рассеяния. Следует, однако. заметить. что

применение втнх методов для нахождения конкретных ре..
шений уравнения (1) связано зачастую с большвми трудно

стямн, Поэтому рвввитие указанного геометрического под..
хода к уравнению еянус-Гордона представляется весьма

перспектнвным. Подход этот интересен еще и тем, что он

может быть распространен на целый ряд других уравнений

мвтемвтической физики, таких, как уравнения Бюргерса,
Кортевега де Фриза и т. Д.

Заключение

Открытие новой геометрии нашим выдаюшимся соотечест

венником, по праву носящей его имя, оказало огромное

влияние на развитие всей науки. Наиболее ярко зто выра ..
вилось в дальнейшем углублении наших представяений о

ПОНЯТИЯ пространства. Л\ожно вполне определенно ска

зать, что основные направлении современной физики СВЯ"

3аИЫ С развитием этого пои ятия. Однако роль геометрии

Лобачевского этим не ясчерпывается. Последнее время 0118
все шире и шире примен яетс я в самых разнообразных раз ..
делах естествознания. - в физике, ХИМИИ, биологии - и.

конечно же, в самой математике. Роль геометрии Лобачев

ского в паши дни определяется прежде всего тем, что она

является простой (с ТОЧКИ вреня я изучения) моде..пью рн

маНО8ЫХ пространств отрицатеяьной КРИ8И3НЫ, на которой

реализуютс я все ссновные свойства та ких пространста.

Благодаря этому интерес к ней не только не ослабевает. но

н заметно возрастает.

Объем ЭТОЙ брошюры не позволяет нам рассмотреть все

многочисяеивые пряаожения геометрии Лобачевского к

физике. Мы остановились лишь на трех из них, как нам

кажется, наиболее типичных. Во всяком случае, они поз.

ВОЛ яют представить себе общую ситувцию, в которой гео-
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метр н я Лобачевского ВХОДИТ 8 контакт с современной фи ...
викой.

В заключение хотелось бы выразить глубокую благо

дариость сотрудникам физического факультета .мгу про

фесеору Э, г. Позняку и ассистенту Д. Д. Соколову за

ПОМОЩЬ. оказанную при подготов ке РУКО писн настоящей

брошюры. .
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ГIРИЛОЖЕНИЕ

Как отмечалось выше, система аксиом Евклида непол

на - ее недостаточно для того, чтобы без привлечепия

каких-либо других, хотя бы и наглядно очевидных, фактов

логнчески построить всю геометрию. Впервые полная и

Достаточно простая система аксиом была предложена

Д. Гильбертом. Нар я:лу с аксиомами Гильберт выделил

ТаК называемые основные понятия, Т .. е. такие понятия,

определение которых не дается, а их свойства выражаются

в аксиомах. Можно поэтому сказать, что основные понятия
"

как бы определяются аксиомами.

для построения геометрии могут быть использованы

различные системы а КСИОМ. важно лишь, чтобы полученные

из них ВЫВОДЫ БЫЛI! одинаковыми. мы приведем одну из

возможных систем аксиом планиметрии, основными ПОИ!

ТИЯМИ в КО10РОЙ являются еточка», «прямая», «Лежать меж

ду» И «наложение». При этом прямая, как и всякая гео

метрическая фигура, представляет собой множество то

чек" .
Первые три аксиомы характеризуют взаимное распо

ложение точек 11 прямых.

Г, Каждой прямой принадлежат по крайней мере две

точки ..
2. Имеются по крайней мере три точки, не лежащие

на одной прямой.

3. Через любые две роеяичные точки проходит прямая,

и притом только одна.

Для точек. пр "надлежащих одной прямой. 8ВОД"ТСЯ
понятие «лежать между». Свойства ЭТОГО понятия выраже..
Вы в' следующих аксиомах.

4. Если точка В лезсит между А и С, то А, В,' С 
различные точки прямой, и точка В лежит. также .между

С и A~

5. Из трех различных точек прямой одна и только одна
лежит между двумя другими.

Далее ВВОДИТСЯ понятне отрезка: отрезком АВ назы

вается геометрическая фигура, состоящая из двух раалич

ных точек А и В и всех точек ПрЯМОЙ АВ, лежащих между

... Такие поияти я 1 как смножесТ6о- t епринадвежностьэ и
Т. Д.• относятся не только к теометрин, но м к АРУГНМ рваделам

математики. Поэтому мы считаем их известными 1t пе относим -"
числу основных повятнй пааннметрии,
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А и 8. Если отрезок АВ не имеет общих точек с прямой а.

то говорят, ЧТО точки А и В лежат ПО одну сторону от пря

мой а; если же отрезок АВ пересекается с пр ЯМОЙ а в не

которой точке С, лежащей между А и В, ТО, говорят, ЧТО

ТОЧКИ А и 8 лежат по разные стороны оТ прямой а.

6. КaжiJ.ая прямая а -разделяет плоскость на две части,

Ha3blSae14ble nОАУnАоскостЯАСU, та", что любые две точки

(Юной и той же повипмхкости лежат по одну сторону от

прямой й, а лю6ш две точки разных nQЛУn/I.QCкостей лежат

ПО роэныd стороны от прямой а.

При ЭТОМ ТОЧКИ пр ЯМОЙ а не принадлежат ни одной

из указанных полуплоскостей.

В качестве следста ия И3 приведеиных а ксиом можно

получить следующее утверждение: каждая точка О прямой

разделяет ее нз две части, называемые лучами, так, что

любые две ТОЧКИ ОДНОГО И ТОГО же пуча лежат по одну

сторону ОТ точки О, а любые две точки разных лучей лежат

по разные стороны ОТ точки О (Т. е. точка лежит между

ними) .
Следующая группа аксиом связана с понятияян нало

жения н равенства фигур. Как отмечалось выше, понятие

наложения является ОСНОВНЫМ. Понятне же равенства

фигур не является ОСНОВНЫМ, а определяется через нало- .
жение: фигура Ф называется равной фигуре Ф1J если ее

можно совместить наложением с Фl' Свойства наложения

выражаются в следующих аксиомах.

7. При наложении каждая точка плоскости переходит

в одну определенную точку плоскости,

8. Если при наложении совмешаются КОНЦЫ двух от

резков, то совмешаютоя и сами. отрезки,

9. На любам луче от его начала можно отложить от

резок, равный дан но.му, и притом только один,

Это оэнвчает, что если даны какой-то отрезок АВ и

какой-то луч h с началом в точке О, то на луче h сущест

вует f и притом только одна t точка С таИ8Я r ЧТО отрезок ОС

равен отрез~у АВ.

10. От любого лу~а в данную полуплоскость можно

отложить угод, равный данному н.ераэверн,уmому углу.

и притом только един.

это означает, что если даны какой-то луч ОА и какой-то

пераэвернутый угол CDE, то в каждой ИЗ двух полупасс

костей С границей ОА существует, и притом ТОЛЬКО один,

луч 08 такой, ЧТо угол CDE равен углу АйВ.

11. Любоd УiJQЛ hI( МОЖНО совместить наложением с
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ровным ему угло," h1K1 деу},f,~Ч способами: 1) так. что луч"
совместится о лучо_", 111; а луч К - с АУЧОМ К11 2J так, что

АУЧ h совместится с АУЧОМ К1, а луч К - с лучом h1•
12. Любая фигура равна самой себе.

13. ECAtl фигура Ф равна фигуре Фlt то фuгура Ф"
равна фигуре Ф.

14. Если фигура Ф, равна фигуре ФI' а фигура Ф, равна
фU2уре фз, та фигура Фt, равна фигуре ФЗ6

Перечисленные аксиомы дают возможность сравнивать от

резки и углы, а та.юке строить отрезки, равные 2АВ, ЗАВ, ... ,
где АВ - данный отрезок.

Следующие две аксиомы связаны с измерением отрезков.

15.для любых двух отрезков АВ и CD, АВ <CD, существу
ет такое натуральное число п, что пАВ ~ CD, а (п+ l)AВ >СП

(аксиома Архимеда).

16. Если все точки множества принадлежат отрезку, то

существует наименьший отрезок , содержащuй все эти точки.

Систему аксиом планиметрии завершает аксиома па

раллельиых прямых.

17. Через точку, не лежащую на данной прямой, про

ходит только одна прямая, не пвресееающая данной.
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