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nредварительные замечания 

1 .  Функция f{ж) ,  неотрицателъная на интервале (а,Ь), называетсЯ 
ь 

суммируемой на этом интервале, если J f (ж) dж конечен О. 
а 

Функция f(ж) произволъноrо знака будет суммируемой на интервале 
(а, Ь) тогда и только тогда, когда суммируема функция 1/(ж) \, т. е. когда 

ь 
интеграл J IJ(ж) l dж имеет конечное значение. 

а 
В дальнейшем мы будем иметь дело с основным интервалом I ::::: 

(а,Ь) (или 10 = (О, а)) и основным квадратом fl{a � ж, .t � Ь} (или 
По {О� ж, t �а}). 

2. Пространство L1(a, Ь). Говорят, что f(a:) есть функция с интегри� 
руемым квадратом на (а, Ь], если интеграл 

ь 1 !2(3:) d:J:, 
а 

существует (конечен) . Совокуnность всех функций с интегрируемым 
квадратом на [а, Ь] обозначим L2(a, Ь) , или коротко L1• 

Основные свойства функций иэ L2 
1. Произведение двух функций с интегрируемым квадратом есть инте­

грируемая функция. 
2. Сумма двух функций из L2 также принадлежит L2• 
З. Если f(a:) Е L2 и Л - Произвольное действительное число, то 

Л/(:7:) Е L2 . 

4. Если f(a:) Е L2 и g(:1:) Е L2, то имеет место неравенство Буняков­
скоrо-Шварца 

ь 2 ь ь 
(//(а:) g(ж) dx) � j /2(ж) dж j i(x) dж. (1) 

tJ а а 

1) Интеграл nон!fмается а смысле Лебеrа, однако читатель, незнакомый с интегралом 
Лебега, может всюду понимать интегралы в смысле Римана. 



4 Предвврител�ные замечания 

Скалярным произведением двух функций /(ж) Е L2 и g(ж) Е L2 назы-
вается число 

ь 

(J,g) = j J(ж)g(ж) dж. 
а 

Нормой функции J(x) Е L2 называют неотрицательное число 

ь 

11/11 = /(i:i) = 1 /2(х) dж. 
а 

5. Для f(x) и g(ж) из L2 имеет место неравенство треугольника 

11/ + ull � 11/11 + llu/1. 
6. Сходимость в среднем. Пусть функции 

/(х), /J(x), /2(ж), . . .  , /n(x), . . . 
суммируемы с квадратом на (а, Ь) . Если 

ь 

��� J [/п(х) - J(x)]2 dx О, 
а 

(2) 

(3) 

(4) 

то говорят, что nоследовательность функций J1(ж), /2(ж) , ... СХQ­
дится в среднем или, точнее, в среднем квадратичном к функции 

/(х) . . 
Если nоследовательность Un(x)} функций из L2 сходится равно-:­

мерно к f (x), то /(х) Е L2 и Un(x)} сходится к /(х) в среднем. 
Говорят, что nоследовательность {/n(x)} функций из L2 сходится 

в среднем в себе, если для любого числа е: > О существует такое число 
N >О, что 

. 

ь 1 [/n(x) - /т(ж)]2 dx �е 
а 

nри n > N и т > N. Сходящиеся в себе nоследовательности называ­
ются фундаментальными. Чтобы nоследовательность {/n(x)} сходищ1сь 
в среднем к пекоторой функции, необходимо и достаточно, чтобы эта 
nоследовательность бьmа фундаментальной. Пространство L2 nолно, т. е. 
всякая фундаментальная nоследовательность функций из L2 сходится 
к функции, также nринадлежащей L2• 

Две функции /(ж) и g(x) из L2(a, Ь) называются эквивалентными 
на (а, Ь), если /(ж) 'f:. g(x) лишь на множестве меры нуль. В этом случае 
говорят, что /(х) = g(x) nочти всюду на (а, Ь). 
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3. Пространство с<'>( а, Ь). Элементами этоtо пространства являют­
ся всевозможные функции, определенные на отрезке [а, Ь] й имеющие 
на этом отрезке непрерывные производные до l-й включительно. Опе­
рации сложения функций и умножения функции на число определяются 
обычным образом. 

Норму эл�мента j(x) Е с(')(а, Ь) определяем по формуле 

1 
11111 = 2: max //k)(x)/, 

k=O aii;;;z�Ь · .. 
причем /(о)(х) = f(x). 

Сходимость в с<')(а, Ь) означает равномерnую сходимость как по­
следовательности самих функций, так и последовательностей их произ­
водных k-го порядка (k = 1, 2, . . . , l). 

Понятие суммируемой функцИI.i ш�реноснтсЯ: на случай простран­
ства большего числа измерений. Так, например, функцию F(x, t) будем 
называть суммируемой с квадратом на П{а � х, t � Ь}, если 

ь ь Jj F2(x, t) dx.dt < +оо. 
а а 

Норма функции F(x, t) в этом случае определяется равенством 

ь ь 

//F/1 = 1 1 F2(x, t) dx dt. 
а а 

4. Функция f(z) ·комплексного nеремениого z, дифференцируемая 
в каждой точке области· G плоскости комплексного перемениого z, 
называется аналитической (регулярной) в этой области. 

Функция j(z) называется целой, если она аналитическая во всей 
плоскости (исключая бесконечно удаленную точку) . 

Функция /(z) называется мероморфной (или дробной) , если она 
может быть представлена в виде частного двух целых функций: 

g(z) . 
f(z) = h(z), h(z) �О. 

Мераморфная функция f(z) в любой ограниченной области может иметь 
лишь конечное число полюсов. 

Точка z =а называется изолированной особой точкой функции /(z), 
если существует окрестность О< /z - al < б этой точки, в которой f(z) 
аналитична, а в самой точке z = а аналитичuостъ функции нарушается. 
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Изолированная особая точка z == а называется по�юсом фуцкции f(z), 
если 

lim f(z) = оо 
z-->a !, 

(предполагается, что f(z) однозначна в окрестности точки z =а, zf/:: а). 
Для того t{Тобы точка z = а бьmа полюсом функции f (z ), необ1{одимо 

1 
и достаточно, чтобы эта точка была нулем для функции <p(z) = 

f(z)
, т. е. 

чтобы <р(а) =О. . 
Порядком полюса z = а  функции f(z) называют порядок нуля z ==а 

функции 
1 

<p(z) = 
f(z) · 

5. Вычетом функции f(z) в изолированной особой точке z = а 
называется число 

��� f(z) = 2:i 1 f(z) dz, 
с 

гдес - окружность lz- al = р достаточно малого радиуса. 
Если точка z =а есть полюсn-го порядка функции f(z), то 

1 ,r-1 
res /(z) = 

( ) 
lim 

d n-l { (z- a)n J(z) }. z=a n - 1 ! z-->a Z 

Для простого полюс·а {n = 1) 

res f(z) = lim { (z- a)f(z) }. z=a z--+a 
<p(z) 

Если f(z) = 
'Ф(z), причем <р(а) ::f. О, а -ф(z) в точке z =а имеет нуль 

первого порядка, т. е. 'Ф(а) =О, 'Ф'(а) ::f. О, то 

<р(а) 
res f(z) = ·"'( 

) 
. z=a '1' а 

6. Лемма Жордана. Если f(z) непрерывна в области iz\ � Ro, 
Im z � а (а - фиксированное действительное число) и lim f (z) = О, 

Z-->00 
то для Любого Л > О 

lim 1 ei'Az f(z) dz = О, 
R-->oo 

где сп - дуга окружности \zl = R,  лежащая в рассматриваемой 
области. 
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7. Функция j(x) называется локально суммируемой, ec.Ji:и она суМми­
руема на любом ограниченном множестве. 

Пусть комплекснозлачная функция <p(t) действительного перемен­
иого t локально суммируема, равна нулю при t < О и удовлетворяет 
условию l�p(t)l < ме•оt для всех t (М > О, в0 � 0). Такие функции �p(t) 
будем называть функциями-оригиналами. Число s0 называется показат'елем 
роста функции <p(t). 

Иреобразованием Лапласа (изображением) функции <p(t) назовем 
функцию Ф(р) комплексного перемениого р = в + iu, опредеJ(Яемую 
равенством 

00 

Ф(р) = 1 e-pt<p(t) dt. 
о 

Для всякого оригинала ·<p(t) функция Ф(р) определена в полуплоско­
сти Re р > в0 и является в этой полуплоскости аналитической функцией. 
Тот факт, что функция Ф(р) есть иреобразование Лапласа функции <p(t) , 
будем записывать так: 

�p(t) ;:::! Ф(р). 

8. Теорема обращения. Если функция <p(t) является оригиналом, 
а функция Ф(р) служит ее изображением, то 

-y+ioo 
<p(t) = 2�i 1 еРtФ(р) dp, 'У > so, (5) 

-y-ioo 

где интеграл берется вдоль прямой Re р = 'У, параллельной мнимой оси, 
и понимается в смысле главного значения: 

-y+ioo -у+iы 1 еРtФ(р) dp = lim 1 �Ф(р) dp. 
Ы-+00 

-y-ioo -у-iы 

Формула ( 5) называется формулой обращения преобразованця Лапл_аса. 
Если 

Ф(р) = 
М(р) 
N(p)' 

где М (р) и N (р) - многочлены от р, причем степень многочлена М (р) 
меньше степени многочлена N(p) , то оригиналом для Ф(р) будет 

l 1 (}!lk-1 
<p(t) = 2: ( - 1)' lim d nt-1 { (р - ak)ntФ(p) ePt}, 

k=1 nk • p-+at . Р 



8 Предварительные замечания . 

где а �е - полюсы Ф(р), n� . ...,... . их .. nорядюси i;�м!f берется по всем 
полюсам функцИи Ф{Р) .' · · · . . 

. · ·. · ' 
М(р) 

В случае, когда все nолюсы щ, (k::= 1; 2, . . ; .  ,()функции Ф(р) = N(p) простые, имеем 

М(р) ::: � М(а�е) okt = (t) N(p) · L..J N'(a�e) е I(J • 
le=l ·,(, . ' ' ' 

9. Теорема умножения. Пусть функции J(t) и �p(t) являются функ­
циями-оригиналами, и пусть 

Тогда 

J(t) ;::: F(p), �p(t) ;::: Ф(р). 

t ' 
F(p) · Ф(р) := j J(т)�p(t- т) dт. 

о 
(6) 

Интеграл в nравой части (6) называется сверткой функции j(t) и �p(t) 
и обозначается символом j(t) * �p(t),. 

Таким образом, произведение Изображений является также изобра­
жением, а именно, изображением свертки оригиналов: ' . 

F(p) · Ф(р);::: j(t) * �p(t). 

10. Пусть функция J(ж) абсолютно интегрируема на всей оси 
-оо < ж < +оо. Функция 

+оо +оо 
j(>.) = J J(ж) e-i.\z dж (или f(>..) = J /(ж) eiAz dж) 

-оо -оо 

называется преобразованием Фурье функции f (ж). 
Формула обращения преобразования Фурье имеет вuд 

+оо +оо 
/(ж) = _!__ f J(>.) ei>.z d>. 2?Г (ИЛИ J(ж) = 2� J j(>.) e-i>.z d>.) . 

-00 -оо 

Чтобы придать формулам nрямого и обратного nреобразований Фурье 
большую симметричность, их часто записывают в виде 

+оо 

j(>..) = � J /(ж) e-i>.z dж, 
1 /+оо- ',\ 

/(ж) = м-:- /(Л) е1 z d>.. 
v21r 

-оо -оо 



ГЛАВА 
ИнтегралЬные уравнения 
Вольтерра 

§ 1 . Основные nонятия 
Уравнение 

z 

<p(z) = /(z) +Л j K(z, t) rp(t) dt, 
а 

(1)  

где /(х), K(z, t) -известные функции, <p(z)- искомая функция, Л ­
числовой nараметр, называется 11Uнейным. интегральным уравнением Воль­
терра 2-го рода. Функция K(z, t) называется яд[ЮМ уравнения Вольтерра. 
Если J(x) =О, то уравнение ( 1) nриюtмает ВИд 

z 

<p(z) = Л J К(х, t) rp(t) dt 
а 

и называется однородным уравнением Вольтерра 2-ro рода. 
Уравнение 

· · 
11: 

jк(х, t) rp(t) dt = f(x), 
а 

(2) 

(3) 

где rp( х) - искомая функция, называют интегральным уравнением Воль­
терра 1-го рода. Не нарушая общности, можем считать нижний nредел а 
равным нулю, что мы и будем nредnо,лаrать в дальнейшем. 

Решением интегрального уравнения ( 1), (2) или (3) называют функ­
цИю rp(x), которая, будучlf nодставлеца в это уравнение, обращает его 
в тождество (по х). 

· ·  
. 1 

�ример 1. Показать, что функция <р(х) = ( 2)312 является реше-
нием интегрального уравнения Вольтерра l + х 

z 
1 J t 

<р(х) = --2 -
--1 2 <p(t) dt. l+x +х . о 

(4) 
l 

Решение. Подставляя вместо у;(ж) в правую часть (4) функцию (l 2)312, будем иметь + ж 

1 /z t 1 1 l ( 1 ) lt=z 
1 + ж2 - 1 + z2 (1 + t2)3/2 

dt = l + z2 - l + ж2 - (1 + t2)112 t=o 
= 

о 
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1 1 1 • 1 
;= 1+:е2 * (1 + ж2)Э/2 - l+z2 = (1'+z2)3/2 =<p(z). 

1 . 
Таким образом, nодстаковка <р(ж) = (1 + ж2)312 в обе части уравнения (4) обра­
щает nоследнее в тожцество по ж: 

(1 + .z2)3/2 = (1 + ж2)3/2 · 
l Это означает, согласно определеюrю, что <р(ж) = ( 2)312 ест!Греwение инте-

rралъного уравнемня (4). 1 + х 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

I1ровернтъ, что данные функции являются решенними соответствующих инте­
rральных ура�нений: 

1. tр(ж) = (1 + ж2)S/2; 

2. <р(ж) = e'"(cose" - е'" sine"); 
" 

tp{z) = (1- же2"') cos 1- е2"' sin 1 + j (1- (ж - t)e2"']<p(t) dt. 
о 

" 
З. <р(ж) = же"'; <p(ж) = e"'sinж+2/ cos(ж-t) <p(t) dt .  

о 

3 
" 

4. <р(ж) = ж- � ; <р(ж) = z- j sh (ж-t) <p(t) dt. 
\} 

"' 
5. <p(z) = 1- z; j e"'- 1 <p(t) dt = х. 

о 

" 1 f <p(t) 7. <р(ж) = 2; � t dt = .fi. 
о 

" 
6. <p(z) = 3; z3 = j (z- t)2<p(t) dt. 

о 

., 
8 ( ) 1 . . 1 <p(t) dt = 1 .  .<рх = ·'-; � 1Гvz vz-t 

о 

Замечание. Интегральные уравнения Вольтерра возникают в тех задачах 
физики, в которых существует nредпочтительное наnравление изменення 
независимого переменкого (наnример, времени, энергии и т. д.) . 
Пример 2. Рассмотрим nучок рентгеновских лучей, проходящий через 
вещество в направлении оси ОХ. Будем считать, что nри рассеянии 



i 2. • С81lЭЬ с дифференциальными ураsн.ениями 

nучок сохраняет это наnравление. Рассмотрим совокуnность лучей 
с заданной длиной волны. Проходя через слой вещества толщины tЩ:, 
часть этих лучей nоглощается, а часть изменяет длину волны из-за 
рассеян�я. С другой стороны, эта совокуnность nоnолняется за счет тех 
лучей, которые, обладая nервоначально большей энергией (т. е. имея 
меньшую длину волны Л), теряют часть своей энергии из-за рассеяния. 
Таким образом, если функция f(>., ж) d>. задает совокуnность лучей, 
длина воли которых заключена в интервале от >. до >. + d>., то 

А 

дf�� ж) = -рf(Л, а:) + j Р(>., т)f(т, ж) dт, 
(} . 

где 11 - коэффициент nоглощения, а Р(>., т) dт - вероятность 
того, что· луч· с длиной волны т, nроходя слой еДинИчной т�лщины, 
nриобретет длину волны, заключенную меж,nу Л и >. + d>.. 

Мы nоnучил и так. называемое интегро-дифференциальное уравне­
ние, т. е. уравнение, в которое неиэвестная функция /(Л, а:) входит 
nод знаками nроизводной и интеграла. 

Полагая 
00 

/(Л, а:)= J е-рzф(>.,р) dp, 
о 

где ф(Л, р) - новая неиэвестная функция, найдем, что ф(Л, р) будет 
удометворять интегральному уравнению Волыерра 2-го рода 

А 
ф(Л,р) = -1- JР(>.,т)ф(т,р)dт. р-р о 

§ 2. Связь между линейными 
дифференциальными уравнениями 
и интегральными уравнениями 
Воnьтерра _ , 

Решение линейного дифференциального уравнения 

tfly tfl-1y -d + a1(z)-d 1 + .. . + an(z)y = F(ж) ( 1)  Ж11 жn-

с неnрерывными коэффициентами аi(ж) (i = 1, 2, .. . , n) nри начальных 
условиях 

. у( О) = Со, у' (О) ;::: Ct, · -- · ' (2) 
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может быть сведено к решению интегрального· уравнеН;ИЯ ВоJ1ьтерр� 
2-го рода. 

· · · ·· · · 
Покажем это на nримере дифференциального уравнения 2-ro nо­

рядка 

.Полагаем 

d2
y dy -2 + a1(a:)-d· .+ а2(х)у = F(ж), dx · ж 

у( О) = Со, у' (О) = С1. 

(1') 

(2') 

(3) 

Отсюда, nринимая во внимание начальные условия (2'), nоследовательно 
находим 

' ф • . ·  :: = 1 <p(t) dt + С1, у = 1 (ж .... t)!p(t) dt + С1а: +Со. (4) 
о о 

При этом мы исnользовали формулу 

"' :/) $ . z 

j dx j dx ... j J(x) dx= (n� l)! j<x-z)n-IJ(z) dz. 
zo zo жо жо 

n 

Учитывая (3) и (4), дифференциальное уравнение (1') заnишем так: 

"' ж 

rp(a:) + j a1(x)<p(t) dt+C1a1(x)+ / a,2(x)(x-t)rp(t) dt+ 

или 

о о 

ж 

<р(х) + j [а1(ж) + а2(х)(х- t)Jrp(t) dt = ) 
о 

Полагая 

J((a:, t) =-[а, (х) + а2(а:)(х- t)], 
f(x) = F(a:)- C,ai(x)- С,ха2(х)- Со�2(а:), 

(б) 
(7) 
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Приведем (5) к виду 
z 

v.'(a:) = J К(х, t) v.'(t) dt + f(x) ,  (8) 
о -

т. е. придем к интегральному уравнению Вольтерра 2-ro рода. 
Существование единственного решения уравнения (8) следует из су­

ществования и единственности решения задачи Коши (11)-(21) для линей­
ного дифференциального уравнения с непрерывными коэффициентами 
в окрестности точки ж = О. 

И наоборот, решая интегральное уравнение (8) с К и f ,  определен­
ными по формулам (6) и (7), и подставляя выражение, полученное для 
v.'(a:), в последлее из уравнений (4), мы получим единственное решение 
уравнения (l'), удовлетворяющее начальным условиям (21). 

Пример 1 .  Составить интегральное уравнение, сооtветстеующее диф­
ференциальному уравнению 

/1 f о у + ху + у = 
и начальным условиям 

у(О) = 1, у'(О) = О. 
Решение. Полагаем 

Тоrда 
., ., z 

dy f 1 J 1 dz == rp(t) dt + у (О)= I{J(t) dt, у= (z- t)rp(t) dt + 1. 
о о о 

Подставляя (9) и (10) в данное дифференциальное уравнение, найдем 
., ., 

rp(z) + j zrp(t) dt + j<z- t)ip(t)dt + 1 =О, 
о о 

:z 

rр(ж) = -l - J (2ж - t) rp(t) dt. 
о 

Задачи для самостоятельного решения 

(9) 

(10) 

1> 

Составить интегральные уравнения, соответствующие следующим дифференци­
альным уравнениям с заданными начальными условиями: 

9. у"+ у== О; у(О) =О, у'(О) = l. 10. у'- у::::: О; у(О) = 1. 
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11. у"+ у= cos:r; у(О) = у'(О) =О. 
12. у"- 5у' + 6у =О; у(О) =О, у'(О) 1. 
13. у"+у=соsж; y(O)=O,y'{O)=l. 
14. у"- if sinz+ е"'у =ж; у(О) = 1 , if(O) = -1. 
1 5. у" 4- (1 + ж2)у соsж; у(О) =О, u(O) = 2. 
18. у111 + ху11 + (х2- х)у =же"+ 1 ;  у(О) = у'(О) = 1, у"(О) =О. 

1 7. у"'- 2жу =О; у( О}= i, у'(О) = у"(О) = 1 . 

18. Покаэать, что линейное дифференциальное уравнение с nостоянными коэф­
фициентами nри любых начальных условиях сводится к интеrральному уравнению 
Вольтерра 2-ro рода с ядром, зависящим лишь от разности аргументов (х- t) 
{интеrральное ураJ!Нение С эамкнуrым ЦИЮIОМ ИЛИ ураВНt\НИе CБe);mGI). 

Некоторые частные виды уравнений Волътерра 1-ro и 2-ro родов 
можно решать, с.еодя: их к дифференциальным уравнениям. 

Пример 2. Решить интегральное уравнение 
z 

<р(х) = ж+ j жt<p(t) dt . 
о 

Решение. Переnишем уравнение ( l l) в следуЮщем виде: 
"' 

lf'(z) == ж ( l + j t1p(t) dt), 
1) 

и положим 
" 

y(z) = l + j t1p(t) dt. 
1) 

Дифференцируем nоследнее равенство: 
у1(ж) = ZfP(ж). 

Но так как согласно (12) и (13) 
iр(ж) = zу(ж), 

то nолучим дифференциальное уравнение относительно функции у(х): 
r/{z) = :r2у(ж). 

Общее решение этого уравненик 
у(х) == Се"'3/3• 

(11) 

(12) 

( 13) 

Заметим, что в силу (13) имеем у(О) = 1 и, следовательно, С= 1. Таким образом, 
решение fP(x) = жу(ж) уравнения (11) имеет вид· 

!> 
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Задачи дnя самостоятельноrо реwения 

Методом дифференцирования решить следующие интегральные уравнения:: 
� z � 

15 

1 9. �(z)::: ж- j e"'-t�(t) dt. 20. j e=+t�(t) dt = z;. 21. j e"-t�(t) dt ==:Z· 

z 

о о о 

"' f 2t+ 1 
22.�(ж)==2 ( )2�(t)dt+1. 2ж+ 1 23. lf(ж) = j tp(t) dt +е"'. 

о о 

§ З. Резольвент�;� интеrрапьноrо уравнения 
Вольтерра. Решение интеrрапьноrо 
уравнения с nомощью резольвенты 

Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода 
:1: 

1p(:z:) = /(:z:) +Л j К(х, t) 1p(t) dt ,  
о 

(1) 

где К(х, t) есть неnрерывная функция при О� х �а, О� t � х ,  а /(ж) 
непрерывна nри О � ж � а. 

Будем искать решение интегрального уравнения: (l) в виде бесконеч­
ного стеnенного ряда по стеnеням Л: 

ср(ж) = сро(ж) + Лср1(ж) + Л2tр2(х) + . .. + Лп'Рп(ж) +.. . . (2) 

Подставляя формально этот ряд в (1), получим 

сро(ж) + Лср1(ж) + ... + Лп'Рп(х) + . . .  = 
re 

= /(х) +Л  f К(х, t) ['Po(t) + Л1Р1 (t) + ... + Лп'Рп(t) + . . .  ] dt. 
о 

Сравнивая коэффициенты nри одинаковых степенях Л, найдем 

Ч'о(х) = /(ж), 
re z 

. 
iрф:) = j К(х, t) 'Po(t) dt = j K(:z:, t) /(t) dt , 

о о 
z :z t 

Ц'2(ж) = J К(х, t) Ц'1(t) dt = J К(х, t) f K(t, t 1 ) /(tl ) dt 1  dt ,  
о о о 

(3) 
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Соотношения (3) дают способ последовательного определения функций 
'Pn (x). Можно показатъ, что при сделанных предположениях относитель­
но f(x) и К(х, t) полученный таким образом образом ряд (2) сходится 
равномерно по х и Л при любом Л и х Е [0, а] и его сумма есть 
единственное решение уравнения ( 1) .  

где 

Далее, из (3) следует: 

z 
'Pt (x) = j К(х, t) /(t) dt, 

о 
z t 

'Р2(х) = j К(х, t) [/ K(t, t t )  /(t1) dt1] dt = 

о о 
z z z 

= 1 /(tt) dtt 1 К(х, t) K(t, tt) dt = 1 К2(х, t1) /(t1) dt1, 
о tl о 

z 
К2(х, t t )  = 1 К(х, t) K(t, t t )  dt. 

tl 

Аналогично устанавливается, что вообще 

z 
'Pn(x) = J Kn(x, t) /(t) dt (n = 1, 2, ... ). (4) 

о 

Функции Kn(x, t) называются повторными или итерированными ядрОми. 
Они, как нетрудно показать, определяются при помощи рекуррентных 
формул 

К1(х, t) = К(х, t) , 
z 

Kn+t(X, t) = J К(х, z) Kn(Z, t) dz (n = 1, 2, ... ). (5) 
t 

Используя (4) и (5), равенство (2) можно записать так: 

00 z 

r.p(x) = f(x) + L: лv J Kv(x, t) /(t) dt. 
v=J О 
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Функция R(x, t; Л) , определяемая при помощи ряда 
00 

R(x, t; Л) = L Лv Kv+l (х, t), (6) 
v=O 

называется резольвентой (или разрешающим ядром) интегрального урав­
нения ( 1). Ряд (6) в случае непрерывного ядра К(х, t) сходится абсолютно 
и равномерно. 

Повторные ядра, а также резольвента не зависят от нижнего предела 
в интегральном уравнении. 

Резольвента R(x, t; Л) удовлетворяет следующему функциональному 
уравнению: 

ж 

R(x, t; Л) = К(х, t) + Л  1 К(х, s) R(s, t; Л) ds. 
. t 

С помощью резольвенты решение интегрального уравнения ( 1) за­
пишется в виде 

ж 

<р(х) = f(x) + Л  1 R(x, t; Л) /(t) dt. (7) 
о 

Пример 1. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра 
с ядром К(х, t) = 1. 
Решение. Имеем К1(х, t) = К(х, t) = 1 .  Далее, согласно формулам (5) 

z z 
К2(х, t) = f К(х, z) K1 (z, t) dz = f dz = х - t, 

/f---\ t 
z . 

f (х - t)2 
К3(х, t) = 1 · (z - t) dz = -2-, 

t fz 
(z - t)2 (х - t)3 К4(х, t) = 1 · -2- dz = -3

-
! 

- , 
t 

z z f f (z - t)n-2 (х - t)n- 1 
Kn(x, t) = 1 · Kn-l(z, t) dz =  1 ·  

( ) 
dz = 

( ) n - 2! n - 1! 
t t 

Таким образом, согласно определению 

� n � _лn(х - t)n Л(z-t) R(x, t; .Л) = L...J .Л Kn+l(x, t) = L...J 1 = е . 
n=O n=O n. [> 
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. 

Задачи для с:амостоятеnьноrо решения 

Найти резольвенты для интегральных уравнений Вольтерра со следующими ядра-
ми: 

24. К(ж, t) = z - t .  
1 +z2 

27. K(z, t) = 1 + t2 • 
25. K(z, t) = e"'-t. 

28. K(z, t) = 
2 + cos z . 29. K(z, t) = ch rt. 
2 + cos t , ch t 

30. K(z, t) = a"'-t (а> 0) . 

Предположим, что ядро К(ж, t) есть многочлен (n - 1)-й степени 
относительно t, так что его можно представить в виде 

К(ж, t) = ао(ж) + а1 (ж)(ж - t) + . . . + �;� (�!t (ж- t)n-l , (8) 
причем коэффициенты ak (ж) непрерывны в [0, а]. Если определить функ-
цию g(ж, t; Л) как решение дифференциального уравнения 

, 

<!'9 [ d"-19 d"-29 
] dжn - Л  ао(ж) dжn-1 + аl (ж) dжn-2 + .. . + an-l (ж) g = О, 

удовлетворяющее условиям 

dg 1 dn-29 
1 dn-lg 

1 
9l:r=t = dж :r=t =:= . • •  = dжn-2 :r=t = О, dжn-! :e=t = 1, 

то резольвента R(ж, t; Л) будет определяться равенством 

R( t. ') = 
1 d"g(ж, t; Л) ж, ' " Л dжn · 

Аналогично в случае, когда 

К(ж, t) = Ь0(t) + Ь1 (t)(t - ж) + .. . + (���;! (t - ж)n-l , 

резольвента 

R(ж t· Л)== -
1 d"g(t, ж; Л) 

' ' Л dtn ' 
где g(ж, t; Л) есть решение уравнения 

d"g [ d"-lg ] dtn +Л Ьо(t) dtn-! + . . .  + Ьn-I (t) g = О, 

удовлетворяющее условиям (10). 

(9) 

(10) 

(11) 
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z 
<p(:z:) = J(a:) + 1 (�- t) <p(t) dt. 

о 
Решение. В данном случае 

К(ж, t) = ж.- t, Л = 1, следовательно, соглас-
но (8), а1(ж) = 1, все остальные аk(ж) =О, ': ,. 

Уравнение (9) в этом случае имеет вид 

откуда 

d2g(ж, t; l) 
d 2 - g(ж, t; 1) = О, ж ' 

g(ж, t; 1) = g(ж, t) =С, (t) е� + C2(t)e-�. 
Условия (10) дают 

{ С, (t) е1 + C2(t).f:1-t :::;: О, 

С, (t) е1- C2(t) е-1 = l. 
( 12) 

Решая систему (12), находим 

и, следовательно; 

Согласно (11) 

( ) 1 -t 
с, t = 2 е , 1 t C2(t) =--е, 

2 

g(ж, t) = � (ez-t- e-<z-t)) = sh (ж- t). 

R(ж, t; 1) = [sh (ж- t)]: = sh (ж- t).  

Задачи для самостоятельноrо решения 

Найти резольвенты интегральных уравнений со следующими ЯдРами (Л= 1): 
31 . К(ж, t) = 2- (ж- t) . 32. 

К(ж, t) = -2 + )(ж- t) . 

33. 
К(ж, t) = 2ж. 34 К( ) __ 4ж - 2 .. 8(ж - t) 

• ж, t - 2 1 
+ 1 . ж. + 2ж + 

[> 

35. Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра, ядро которого зависит лишь 
от разности своих аргументов: 

z 
<р(ж) = f(ж) + j К(ж- t) <p(t) dt (Л = 1). (13) 

о 
Показатъ, что для уравнения (1)) все повторные ЯдРа и резольвента также зависят 
лишь от разности ж - t. 
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Пример 3. С помощью резольвенты найти решение интегрального 
уравнения z 

ср(х) =е"' + е"' -t cp(t) dt. 
2 1 2 2 

о 
2 2 

Решение. Резольвента ядра К(ж, t) = е"' -t при .Л = 1 есть R(ж, t; 1) = 2 2 е"'-1е"' -t (см. задачу 26) . Согласно формуле (7) решением данного интегрального 
уравнения является функция 

[> 

Задачи для самостоятельного решения 

Используя результаты предыдущих задач, найти с помощью резольвент решения 
следующих интегральных уравнений: 

"' 
36. ер( ж) = е"+ J e"'-1cp(t) dt. 

о 

z 

38. ер( ж) = жЗ"' - J 3"'-1cp(t) dt. 
о 

z 

40. ср(ж) = 1- 2ж- е - cp(t) dt . J .,2 t2 
о 

!"' 1 + ж2 
42. ер( ж) = 1 + �? + 

1 + t2 cp(t) dt. 
о 

ж 
37. ср(ж) = sinж + 2 j e"'-1cp(t) dt. 

о 

"' ., j 2+ соsж 
39. ер( ж) = е  sin ж+ cp(t) dt . 

2 + cost 
о 

"' 

41. ср(ж) = е"2+2"' + 2 J е"2-12 cp(t) dt . 
о 

Замечание. Однозначная разрешимость интегральных уравнений Волътер­
ра 2-ro рода 

"' 
ср(ж) = f(ж) + .\ j К(ж, t) cp(t) dt (14) 

о 
имеет место при значительно более общих предположениях относительно 
функции /(ж) и ядра К(ж, t) ,  нежели их непрерывность. 

Теорема. Интегральное уравнение Вольтерра 2-го рода (14); у ко­
торого ядра К(х, t) и функция f(x) принадлежат соответственно 
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. поi)проетранствам L2(П0) и L2(0, а) , имеет одно и только одно реше­
ние uз пространства L2(0, а) . 

Эrо решение дается формулой 
z 

�J?(x) = J(x) + Л  J R(x, t; Л) J(t) dt, 
о 

где резольвента R(x, t; Л) оnределяется nри nомощи ряда 
00 

R(x, t; Л) = 2:: Лv Kv+l (x, t) , 
v=O 

составленного из итерированных ядер и сходgщегося почти всюду. 

Задача для самостоятельного решения 

43. Показать, что уравнение 
"' �(х) f t''-1�(t) dt (0::;,; х, t ::;,; l)  

о 
имеет, кроме непрерывного решения �(х) =О, бесконечное множество разрыв­
ных решений вида 

tp(x) Сх'н, 
где С - произвольпая постоянная. 

§ 4 . Эйлеравы интегралы 
rам.ма-функцией или эйлеровым интегралом 2-ro рода называется 

функцИя Г(х) , определяемая равенством 
00 

Г(х) = J e-te-I dt, (1) 
\) 

где х -любое комплексное число, Re х >·о. При х = 1 получаем 
00 

Г(1) = j e-t dt = 1. (2) 
о 

Интегрируя по частям, из равенства (1) находим 
00 

Г(х) 
1 J e-ttz dt = Г(х + 1). 
х х (3) 

о 
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Эrо равенство выражает основное свойство rамма-функции: 

Г(х+ 1) = zГ(ж). 

Исnользуя (2), nолучаем 

Г(2) = Г(l + 1) = 1 · Г(1) = 1, 

Г(З) = Г(2 + 1) = 2 · Г(2) = 2!, 
Г(4) = Г(З + 1) = З · Г(З) = 3!, 

и вообще nри целом nоложительном значении n 

Г(n) = (n - 1)!. 

Известно, что !00 
z1 y1i е- dх=т· 

о 
Положив в этом равенстве а: = t112, найдем 

00 j e-tt(t/2)-t dt = ../i. 
о 

(4) 

(5) 

Учитывая выражение (1) для гамма-функции, nоследнее равенство запи-
шем так: 

г{�)= .Ji. 
Отсюда с nомощью основного свойства гамма-функции, выраженного 
равенством (4),находим 

г(�) =!г(!) = !..fi 
2 2 2 2 ' 

и т.д. 

Вообще, как нетрудно убедиться, справедливо равенство 

Г n+- = · v'tr ( 1) 1 · 3 · S • • •  (2n- 1) r= 
2 2n 

( n - целое nоложительное). 
Зная значение гамма-функции nри каком-то значении аргумента, 

можно из равенства (3) вычислить значение этой функции nри аргументе, 
уменьшенном на единицу. Наnример, 

г(�) = �../i. 



Поэтому 

г (�) =г(�) = v;r. 
2 1 . 

2 
Действуя аналогично, найдем 

г (�4+J) , ........:'---:-1.........:- = -2v;i, 
2 

г(-�) = 
г(-� +1)=� fi 

2 3 
зv·л, 

2 
г(-�) = -�Vi 

.
и т. д. 2 15 ' . 

Нетрудно nроверитъ, что Г(О) = Г(-1) = ... = Г(-n) = .. . = оо. Выше 
мы оnределищ1 Г(z) для Re z >О. Указанный сn�об ВЫЧJf:СЛения Г(z) 
nродолжает эту функцию в левую nолуnлоскость, ·где Г(z) ·

оnределена 
всюду, кроме точек z = -n (n- целое nоложительное и 0). 

Отметим еще следующие соотношения: 

1[ Г(z)Г(l - z) = -. - , Stn 7rZ 

Г(z)Г ( z + �) = 21-2:r7r1/2Г(2z), 

вообще, 

Г(z)r(z+ ;)г (z+ ;) ... г(z+ n : 1 ) =(21r)<n:I)/2n<112)-n:rг(nz) 

(теорема умножения Гаусса и Лежандра). 
Гамма-функция была оnределена Вейерштрассом nосредством урав-

пения 

где 

_1_ = zerz ll { (t + .=-.)·. e""'ln}. ' Г(z) . . n , . ·: n=l 

( l 1 1 ) . 
7 = 2� 1 + 2 + 3 + .. . + ;;; - ln т = 0,57721 ... 

(6) 
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, __,.постоянная Эйлера. Из равенства (6) видно, что фунiЩия Г(z) анали· 
тична всюду, за исключением точек z = О, z = -1 , z = -2, . . .  , где она 
имеет простые полюсы. 

Приведем еще формулу Эйлера, которая получается из (6): 

Она имеет место всюду, кроме точек z = О, z = -1, z = -2, . . .. 

Задачи для самостоятельного решения 

44. Показатъ, что Г'(l) = -"'(. 
45. Показатъ, что Re z > О 

46. Показать, что 

47. Доказать, что 

Jl ( l) z-1 
Г(z) = ln ; dx. 

о 

Г'(I) г'О) 
Г(I) -гО) = 2In2. 

( ) . l · 2 . . .  (n - 1) z Гz =lim n . 
n-oo z(z + 1) . . . (z + n - 1) 

Введем эйлеров интеграл 1-ro рода В(р, q), так называемую бета­

ФУ1:1,КЦ1fЮ: 

1 
В(р, q) = j af-1(1- x)q-l dx (Re р >О, Re q > 0). 

о 
Сnраведливо следующее равенство, устанавливающее связь между инте­
гралами Эйлера 1-ro и 2-ro рода: 

В(р , ) = Г(р) Г(q)
. q Г(р + q) 
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Задачи для самостоятельного решения 

48: Показать, что 

49. Показать, что 

50. Показать, что 

51 .  Показать, что 

1 

В(р, q)::: B(q,p). 

В(р, q) == В(р + 1, q) + В(р, q + 1). 

В(р + 1 ,  q) ::: Е В(р, q + 1). 
q 

j ( 1  + :r)P-1( 1 - x)q-l dx = 2Р+Нв(р, q). 
-1 • 

52. Вычислить интеграл 

1r/2 
I = J cos m-lx · sin n-l:r dx (Re т> О, Re n > 0). 

о 

§ 5. Интегральное уравнение Абеля 
и его обобщения 

Интегральным уравнением Абеля называется уравнение вида 
z 

J�dt=j(x), vx=t о 
(1) 

где rp(x) - искомая функция, а f(x) - заданная функция. Это�есть 
интегральное уравнение Вольтерра 1-го рода. 

Уравнением Абеля называют также несколько более общее уравне-
ни е: z 

J rp(t) 
(х - t)a dt = f(x), (2) 

о 
гДе а - постоянная, О < а< 1 (обобщенное уравнение Абеля). Функцию 
f(x) будем считать имеющей непрерывную производную на пекотором 
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' : • ' '" ' ··1 :, ,, ' ' ' ' ' отрезке [О, а}. Заметим, что

' 
при t::r' � 2 ЯДро уравненИя (2) не интегрн.::. 

руемо с квадратом, т .. е. не является L2-Функцией. Однако уравнение (2) 
имеет решение, которое может быть найдено. следующим образом. • Допустим, что реШение уравнения (2) существует. Заменим в урав­

d8 
нении х на 8, умножим обе части полученного равенства на 

( _ 8) 1_а и проинтегрируем по s •от О до х: х 

z , z 

J d8 j I{J(t) dt _ j /(8) 
d (х _ s)1-a , (s _ t)a 

-
(х _ 8)1-а 8• 

о о о 
Меняя слева порядок интегрирования, получим 

где 

z z j !p(t) dt j (х-8)1�:(8-t)a 
= 

F(x), 
о t 

/z . /(8) F(x) 
= 

( ) l d8. Х- 8 -а 
о 

Во внутреннем интеграле (3) сделаем nодстановку 8 = t + у(х-t): 

или 

z 1 

J d8 j dy 11' 
(:с- 8) 1 -a(s - t)a 

=
. ya(l - у)1-а 

= 
sin t::r1Г . 

t о 

Тогда из уравнения (3) имеем 
z 

J sin t::r1Г 
I{J(t) dt = -11'-. F(x), 

о 

z 
( ) 

sina1r . '( ) sint::r1Г (j f(s) ) ' 
I{JX = --F х = -- d8 . . 11' 11' (:с- 8) 1-а 

о · z 

(3) 

(4) 

Итак, единственное решение уравнения (3) дается формулой (4), которую 
с помощью интегрирования по частям можно переписать еще в виде 

z (а:)= sin t::r1Г [/(0) + j . /'(s) ds] . /{) 11' z1-a (а:.__ 8)1-а 
о 

(5) 
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Задачи для самостоятельного решения 

53. а) Показать, что в случае f(z) Е С== const решением уравнения: Абеля (1) 
является циклоида. (Задача о тауоохроне: найТи кривую, сколюя: моль коrорой 
без трения, тяжелая частица дocrnraeт своеrо �ro НJIЭKoro положения: за (ЩНО 
и то же время независимо от ее начального положения.) 

б) Показатъ, что в случае /(ж) = 5ж решением уравнения: Абеля�удут JiрЯМЫ!.'. 

Решить следующие интеrральные уравнения: 
"' 

54. 1 rp(t) dt = zn (О< а< 1). (z- t)" о 

58. Решить двумерное уравнение Абеля 

Z, 1 rp(t) dt . 55. г::::--; = sm z. vz- t о 
' '" 

57 1 rp(t) dt - 1/2 • г::::--7 - z . vre - t 
о 

fr rp(re, у) az ау . /( ) J J 'J(Yo- у)2- (zo- re)2 = rt&, Уо • 
D 

Здесь область D - равнобедренный nрямоугольный треуrо,ЛЬНJIК с гипотенузой 
на оси ОХ и с вершиной в точке (z0, Уо)· 

Рассмотрим интегральное уравнение 
:1 J (ж - t)P �P(t) dt = �;. 

о 
(6) 

(Л � О, {З > -1 - вещественное), являющееся в не котором смысле 
дальнейшим обобщением уравнения Абеля (2). 

Умножим обе части (6) на (z- ж)Р (р. > -1) и проинтегрируем по ж 
от о до z: 

% il: ;; J (z- z)P (/(ж- t)PVJ(t) dt) dz = J хл(z- z)P dz. (7) 
(} о о 

Полагая в интеграле в правой части (7) ж = pz. получим 
z 1 

1 хл(z- х)Р dx = zЛ+p+l 1 p"(l- р)Р dp::::: zЛ+р+IВ(Л + 1, р. + 1) = 
о о 
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�+.и+l Г( Л+ 1) Г(JL + l) z . --"---;---'-.......;;._--:-...;_ Г( Л+ JL + 2) (Л+ JL + 1 > Л � 0). 

Меняя порядок интегрирования в левой части (7), nолучим 
z ж z z 

(8) 

j (J<z-x)P(x-t)f1v>(t)dt) dx= j (j<z -x)P(x-t)fi dx )v>(t)dt. (9) 
о о о t 

Положим во внутреннем интеграле nравой части (9) 
х = t + p(z -t). 

Тогда 
z 1 

j (z- х)Р(х - t)fi dx = (z- t)P+fi+l j /(1-р)" dp = 
t о 

= (z-t)P+f'+Iв(,в + l, JL + 1) =Г(�
(
;�:�; 1) (z-t)1щнt. (10) 

Учитывая (8), (9), (10), из равенства (7) flайдем 
z 

Г (,д+ l} j(z - t)P+.В+I v>(t) dt Г(,д + JL + 2) 
о 

Г(Л + 1) A+p+l 
Г( Л + JL + 2) z . (11) 

Выберем JL так, чтобы JL + ,в + 1 = n, где n - неотрицательное целое 
число. Тогда из ( ll) будем иметь 

или 

z 
Г(,д + 1) j(z- t)nv>(t) dt = Г(Л + 1) zA+n-.В 
Г(n + 1) Г(.\+ n-,в+ 1) ' 

о 

z 

J (z-t)n (t) dt _ Г(Л + 1) A+n-,8 
n! v> - Г(,д + l}Г(Л + n ,д+ 1) 

z . о 
Дифференцируя обе части (12) n + l раз no z, получим 

(z) = Г(Л + 1)(.\ + n-,д)(Л + n-,д 1) ... (Л-,д) z�-f.i-l v> Г(,д+l)Г(Л+n-J'+l) ' 

или для Л /3 + k #О (k =О, 1, ... , n) 
_ Г( Л+ 1) Л-/Н v>(z) - Г(,д + 1) Г( Л-J') 

z . 
Это и есть решение интегрального уравнения (6). 

(12) 

(13) 
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Пример. Решить интегральное уравнение 

z j(x- t) �(t) it = х2• 
о 

Решение. В данном случае f3 = 1, .Л = 2. Так как .Л - f3 + k -:1- О (k = 
О, 1, 2, ... , n) , то по формуле ( 13) 

Г(З) н-1 
<р(х) = Г(2)Г( 1) х = 2· 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить интегральные уравнения: 
ж 

59. j (х ..:_ t)113<p(t) dt = х413 - х2• 

о 
z 

61 . j (х - t) 114<p(t) dt = х + х2• 
о 

ж 
60. j(x- t) 1/2<p(t) dt = 1rx. 

о 
z 

62. j (х - t)2<p(t) dt ;:", ж3• 
о 

[> 



Интеrраilьн�tе. уравнения 
Фредголь м а 

§ 6. Уравнения Фредгольма. 
Основные понятия 

ЛJJнeйHlJIМ интегральнwм уравнением ФредгольМа 2-го рода называется 
уравнение вида 

ь 

tp(x)- Л 1 К(х, t) tp(t) dt :::; J(x), (1) 
а 

где tp(x) - неизвестная функция, К(х, t) и f(x) - известные функции, 
х .и .t - деЙствителъ!tьiе переменные, изменяющиеся в интервале (а, Ь) , 
Л - числовой множитель. 

Функция К(х, t) называется ядром интегрального уравнения ( 1) ; пред­
полагается, что ядро К(:с, t) определено в квадрате П{а ( х � Ь, а �  t � Ь} 
на плоскости (х� t) и непрерывно в П ,  либо его разрывы таковы, что 
ДВОЙНОЙ инrеграл 

. . 

имеет конечн'?С значение. 

ь ь 

1 1 IK(:c, t) l 2  d:c dt 
а а 

Если /(:с) � -О, то уравнение (1) называется неоднороднwм; если же 
/(:с) :: О, то уравнение (1) принимает вид 

; 11.'" 

ь 

tp(:c) - Л 1 К(:с, t) tp(t) dt = О  
а 

и называется однороднwм. 
Интегральное уравнение вида 

ь 

J К(:с, t)<p(t) dt = /(:с) , 
а 

(2) 

(3) 

не содержащее искомой функции <р( :с) вне · Интеграла, наЗывается инте­
градщl;IIМ уравнением Ф�ikольма 1-го рода. 
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Пределы и�егрцро1*Ufия а и ,Ь в урщ��е�ЯJ( (Н, (2) и (3) мoryr быть 
как конеЧными, так и бескон�ЧНымИ. · · · · ·. · 

Решением интегральных уt)&.Внеиий {1), (2) ц (3) назывilется лю­
бая функция tp(z) , при подстЗновке которой в уравнения последние 
обращаются в тождества относительно z Е (а, Ь) . 

Пример 1 .  Задача о распределении яркости света. 

Согласно закону геометри­
ческой оптики изображение объ­
екта nодобно самому объекту, так 
что отрезок отображается в отре­
зок, причем мины этих отрез­
ков, вообще говоря, различны. 

При заданной системе линз 
в приборе р выберем масшта� . 
бы на осях Ot и О' в так, чтобы 
д11Я двух взаимно соответствую­
шик точек T(t) и S(s) имело ме- · 
сто равенство в =  t (рис. l). 

Светящаяся точка T(t) объ­
екта АВ влияет на освещение 

В '
· � ' А ' 

-·�·-· rl --�· · --��;-· -·�' -· �·rl --�• 0' 8 Изображение / S(s) 
1 1 . 1 � Прибор 

А f ·  В о--· --'--1-l -+i--06--'-'�-кт_....._-'1,'---�· 
T(t) t 

всего изображения А1 В', nриЧем . Рмс. 1 . . . 
наибольшая яркость освещения nриходится на точку S(в) . Таким образом,' Ин:. 
тенсивность освещения К (т. е. яркость света) явЛяется функцией в и t ,  т. е. 
К =  K(s, t) .  

Обозначим через rJ(t) плотность яркости объекта. Тогда величина 

rJ(t)K(s, t)At 

будет давать приближеиное значение яркости изображения в точке S(1), nорожда­
емого элементом t:.t светящеrося объекта. Здесь величИНа К(1, t) опреДщется 
свойствами оnтИЧеского прибора. Яркость изображения в 'tOЧJCe S(&), в силу 
nринципа суnерnозиции, nриближенно выразится сумМой 

:Е rJ(t11)K(s, tc)At�o, (4) 
lr 

где суммирование распространяется no всему объекту - отрезку АВ. Пусть мина 
отрезка АВ равна l. Переходя в сумме (4) к пределу nри max t:.t11 - О, получим 
расnределение .яркости изображения в виде ' , 

1 

g(s) = J K(s, t)rJ(t) dt. 
о 

(5) 

В зависимости от различных постановок физической задачи из (5) получаем 
различные виды интеrралъных уравнений. Функция K(s, t) является известной 
функцией, оnредетrемой выбором оnтического прибора. Если плотность ярко­
сти изображения g( s) задана, а ищется такое распределение яркости объекта, 
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. 

которое дает заданную яркость изображения, тогда g(s) будет данной функци� 
ей, а ч(s) '- искомой, и, следовательно, (5) будет интегральным уравнением 
Фредrольма 1-ro рода. 

Большое физическое значение имеет воцрос: когда изображение таково, что, 
кроме геометрического подобия, яркость изображения таюке nодобна яркости 
объекта? В этом случае g(s) и q(s) пропорциональны, т. е. 

l g(s) = �ч(s)! 
и (5) превращается (если написать �(s) вместо g(.s)) в 

1 

О �(s) - ..\ j K(s, t)�(t) dt, 
о 

т. е. в однородНое интегральное уравнение Фредгольма 2-ro рода, в котором �(s) 
является искомой фунJЩией. При этом возникает ВОПроС: Аt()Ж:ет JIИ коэффициент 
пропорциональности nринимать любые значения, или Же, если это не так, то Д11Я 
каких значений ..\ физическая задача имеет решение? 

Е<:ли изменить физическую постановку вопроса и nоrребовать, чтобы раз� 
ница яркости между точкой объекта и точкой изображения uмena всюду заранее 
заданную величину f(s) , т. е. чтобы 

ч(s) - g(s) = /(s), (6) 
то (5) , после замены в нем g(s) из ( 6), лереходит в 

1 

f(s) = q(s) - j K(s, t)q(t) dt 
о 

- неодНородное интеrраnьное уравнение Фредrолъма 2-ro роДа. Здесь искомой 
фунКЩfей является 11( s). 1> 

11"% 
Пример 2. Показать, что функция У'(х) = sin Т является решением 
интегрального уравнения Фредгольма 

. 1 

11"2 1 х !р(х) - 4 К(х, t) !p(t) dt = l'  
о 

где ядро имеет вид 

2 ' K(x, t) = 

{ х(2 - t) 

t(2 - х) 
2 ' t � х � 1 .  

Решение. Левую часть уравнения заnишем в виде 

2 1 2 { " 1 

} �(z) - : j K(z, t) �(t) dt = �(х)- : j К(х, t) �(t) dt+ j К(х, t) �(t) dt = 
о о " 
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2 { � . 1 } '11" t 2- ж z 2- t  == <р(х)- 4 J У <p(t) dt + J � <p(t) dt 
о z 

= <p(z)- : { 2 � ж j t <p(t) dt + i ]<z - t) <p(t) dt }· 
о z 
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'11":1: 
nодставляя в nолученное выражение вместо <р(х) функцию sin , будем иметь 

11':t 11'2 { 1., sin 'Ift 11 sin �t } sin 2- 4  (2 - ж) t 2 dt + ж  (2- t)-2- dt = 
о ж 

= sin '11"2:1: 
11'2 {(2- ж) (-!. cos 'Ift + 22 sin �) lt= + 4 '11" 2 11' 2 . t=O [ 2- t 'Ift 2 'll"t] lt=l } z + ж  ---cos- - 2 sin - = -. 11' 2 11'  2 t=� 2 

х ж 
11'
;tтак, получаем 2 = 2 ,  а это означает, согласно определению, что <р(ж) = 

sin Т есть решение данного интегрального уравнения. t> 

3адачи дпя самостоятельноrо решения 

Ilроверить, хакие из данных функций являются решениями указанных Инте­
гральных уравнений. 1 
64. <р(ж) = l ,  <р(ж) + jz(e"'t - l) <p(t) dt = e"' ..... x .  

о 

1 
65. <р(х) = 2е" (ж- �) , <р{ж) + 2 /  e"'-1<p(t) dt = 2же"'. 

о 

.. 2 sin ж j 66. <р(х) = 1 - --.. , <p(z)- cos (ж + t) <p(t) dt = 1 . 1 - -2 о 

1 
67. <р(х) = у'Х, <р(х) - /  К(х, t) <p(t) dt = v'X � ;5 (4ж312- 7) , 

о 

К(х, t) 
{ ж(2- t) --2-, O � x � t, 
t(2- ж) --2-, t � z � l. 
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" 1 .. 

88. <p(z) = е" 1 <p(z) + Л  J sin zt <p(t) dt = 1 . 
о 

" 

69. <p(z) = cos z, <p(z) - /(z2 + t) cost <p(t) dt = sin z .  
о 

"" 

70. <p(:t) = же-", 
, 

<p(z) - 4 J e-<нt)<p(t) dt = (z - l)e-" . 
о 

1t 

71 . <p(z) = cos 2z 1 <p(z) .... З J K(z:, t) <p(t) dt = cos :�:, 
о 

72. <p(z) 

К(ж, t) = { sin z cos t, О �  ж �  t , 
sin t cos z, t � z � 1Г. 

4С .  - sш z, где С - nроизвольная: постоянная, 1Г 

4 
100 

sin 2t <p(z} - - sin z - <p(t) dt = О. 1Г t о 

§ 7. Метод определитепей Фредгопьма 

Решение уравнения Фредrольма 2-ro рода 
ь 

�(ж) - >. 1 К{ж, t) �(t) dt = J{ж) 

даетсЯ формулой · 
ь 

�(ж) = /(ж) + >. 1 R(ж, t; >.)J(t) dt, 

(1) 

(2) 

где функция R(ж, t; >.) , называемая резольвентой Фредгольма уравне­
ния (1) 1  оnределяется равенством 

( 
. 

) 
D(ж, t; >.) R ж, t; >. = 

D(>.) 
(3) 
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при условии, что D(Л) =ft О. Здесь D(x, t; Л) и D(Л) - степенные ряды 
по Л: оо ( 1)n D(x, t; Л) = К(х, t) + ""'  --- Bn(x, t)Лn , L.....i n! n=l · оо ( 1)n D(Л) = 1 + � -=-,  СпЛп, 

n=l n. 
коэффициенты которых определяются формулами 

причем 

а а . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

,____ K(tn ,t) K(tn ,t J) . . . K(tn ,tn) n 

ь ь 

В0(х, t) = К(х, t); 
K(t 1 ,  t 1 )  K(t 1 ,  t2) K(t 1 ,  tn) 

Сп =  J . . .  J 
K(t2, t 1 )  K(t2, t2) K(t2 , tn) 
К(tз, t 1 )  К(tз, t2) К(tз, tn) 

0 а • • • • • • • • . • • • • . • • • • • • . . • . • • . • • • • • • • • •  
� K(tn, t 1 )  K(tn, t2) K(tn, tn) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Функция D(x, t; Л) называется минором. Фредгольм.а, а D(Л) .:.... опре­
делителем. Фредгольм.а. В случае, когда ядро К(х, t) ограничено или же 
интеграл 

а а 

имеет конечное значение, ряды (4) и (5) сходятся для всех значений Л 
и, значит, являются целыми аналитическими функциями от Л .  

Резольвента 

( ) 
D(x, t ;  Л) R х, t ;  Л = D(Л) 

есть аналитическая функция от Л, кроме тех значений Л, которые являют­
ся нулями функции D(Л) . Последние суть Полюсы резольвенты R(x, t ;  Л) . 

Пример 1. С помощью определителей Фредгольма найти резольвенту 
ядра К(х, t) = хе1 ; а =  О, Ь = 1 .  
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Решение. Имеем В0(х, t) = хе1 • Далее, 

В1 (х, t) = !1 1 хе: xe:l 1 dt1 = О, t ,e t 1e 1 о 
1 1 хе1 хе11 хе12 

В2(х, t) = j j t1e1 t1e11 t1 e12 dt1 dt2 =О, 

о о t2e1 t2e11 t2e12 
так как определители под знаком интеграла равны нулю. ОчевИдно, что и все 
последующие Bn(x, t) = О . Находим коэффициенты Cn : 

1 о 

С1 = J K(t1 ,  t1 )  dt1 =:= J t 1e11 dt1 = 1 , 
о о 

с2 == !1 !1 1 t1e:l t1e:2 1 dt1 dt2 = о. 
t2e 1 t2e 2 о о 

ОчевИдно, что и все последующие Cn = О. 
Согласно формулам (4) и (5) в нашем случае имеем 

Таким образом, 

D(x, t; А) = К(х, t) = хе1; D{A> = 1 - А. 

( . ) _ D(x, t; A) _ хе1 R х, t, А - D(A) - 1 - А . 

Применим полученный результат к решению интегрального уравнения 
1 

<р(х) - Л  j xe1<p(t) dt = f(x) (Л # 1). 

Согласно формуле (2) 
о 

1 J хе1 
<р(х) = f(x) + Л  1 _ А  j(t) dt. 

о 
В частности, для f(x) = e-z получаем 

. ( ) -z Л <р х = е + -- х. 
1 - Л 

Задачи для самостоятельного решения 

73. Показать, что для уравнения 

1 
<р(х) = х + >. j жt<p(t) dt 

о 

1> 
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определитель Фредrольма 
" 

li(.\) = 1 - 3' ! 

а минор Фредrольма 
D(z, t; .\) zt. 

74. Показать, что для уравнеНия 
1 

<p(z) = � + ).j (zt + t2)'!'(t) dt 
о 

имеем 

75. Показать, что если 

то 

ь } 
K(z, t) = /1 (z)/2(t) и / tl(z)/2(z) dz = А, 

" 

D(.\) = 1 - .\А , D(z, t ;  Л) =:= /1 (z)/2(t) 

37 

и решение соответствующего неоднородноrо интегрального уравнения с nравой 
частью f(z) имеет вид · 

ь 

<p(z) = /(z) + ���� j f(t)f2(t) dt. 
" 

76. Показать, что если 

K(z; t) = /1 (z)gJ (t) + /2(z)g2(t), 
то D(Л) будет полиномом вrорой степени относительно .\ ;  вообще, если 

n 

К(х, t) L fт(x)gщ(t), 
m=l 

то D(.\) будет полиномом n-й степени относительно Л. 
Пользуясь определителями фредfольма, найти ре��венты следУiощих ядер; 
77. K(z, t) = 2z - t ;  О �  z � 1 ,  О �  t � l .  

78. К(х, t)  = x2t - xt2 ; О � z � 1 ,  О �  t � 1 . 
79. K(z, t) = sin z cos t ;  О �  z � 211', О �  t � 211'. 
80. K(z, t) = sin z - sin t ;  O � x � 2i, O � t �· 211'. 
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Вычисление по формулам (6) и (7) коэффиЦмемтов Bn(x, t) и Cn 
рядов (4) и (5) nрактичесхи возможно лишь в очень редких случаях, 
но из этих формул nолучаются следующие рекуррентные соотношения: 

ь 

Bn(x, t) = CnK(x, t) - n!  К(х, s)Bn-l (s, t) ав, (8) 

ь 

Cn = J Bn-! (s, в) dв. (9) 
а 

Зная, что коэффициент Со = 1 и В0(х, t) = К(х, t) , no формулам (9) 
и (8) найдем посЛедовательно Ct ' BI (X, t) ,  с2 , В2(Х, t) ,  Сз и т. д. 

Пример 2. Пользуясь формулами (8) и (9), найти р.езольвенту ядра 
К(х, t) = х - 2t, где О � х � 1 ,  О �  t � 1 .  
Решение. Имеем Со = 1 , В0(ж, t) = ж- 2t . Пользуясъ формулой (9), найдем 

! Ct = j<-s) ds = -� . 

о 

По формуле (8) получим 

1 
ж - 2t j 2 

ВI(ж, t) = --
2
- - (ж - 2s)(s - 2t) dв = -ж - t + 2жt + з· 

о 

Далее будем иметь 

1 

с2 = 1 ( -28 + 2i + n ds ::;: �· 
о 

В.(ж, t) =
ж - 2t - 2 }(ж - 2s) (-в - t + 2вt + �) ds = О, 

о 

Следовательно, 

Сэ = С-. = . . .  = О, В3(ж, t) = В4(ж, t) = . . .  = О. 

л л2 
( 

2
) D(Л) = 1 + 2 + 6; D(z, t; Л) = z - 2t + ж +  t - 2жt - З Л. 

Резольвента данноrо ядра будет 

ж - 2t + (ж +  t - 2zt - Ч Л 
R.(ж, t; Л) = 

Л ,\2 э 

l + 2 + 6 
1> 
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Задачи для самостоtlтельного решения 

Используя рекуррентные соотношения (8) и (9), найm резольвенты следующИХi 
ядер: 

81 . K(z, t) = z + t + l ; - l � z � I. - l � t � l . 
82. K(z, t) = 1 + 3zt ; -0 � ж �  l , О �  t � 1 .  
83. К(ж, t) = 4жt - ж2 ; -0 � z � l ,  О � t � 1 .  
84. К(ж, t) = е"'-1 ; -о � ж �  l , О �  t � 1 .  

85. К(ж, t) = sin (z + t) ; -0 � ж �  271', О �  t � 271'. 
86. К(ж, t) = z - sh t ; - l  � ж �  1, - 1  � t � 1 .  

С помощью резольвенты решить следующие интегральные уравнения: 
21r 1 

87. �(ж) - .Л  J sin(ж + t) �(t) dt = l. 88. �(z) - .\ J (2ж t) �(t) dt = � .  
о 

h 1 
о 

89. �(ж) - j sin z cost �(t) dt = cos 2z. 90. �(z) + J e"'-1�(t) dt = е"' . 
о о 

1 
91 .  �(z) - ..\ J(4zt - z2)�(t) dt = z. 

о 

О 8. Итерированные ядра. 
Построение резольвенты 
с помощью итерированных ядер 

Пусть имеем интегральное уравнение Фредrольма 

11 
tp(z) - Л j К(ж, t) tp(t) dt = f(z). 

а 

( 1) 

Как и в случае уравнений Волътерра, интегральное уравнение ( 1 )  
можно решать методом nоследовательных nриближений. Для этоrо пола­
гаем 

00 

tр(ж} == /(z) + L: Фn(х)Лn, (2) 
n=l 
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где Wn(x) определяются nо·формулам 
ь 

Здесь 

WI (x) = 1 К(х', t) /(t) dt, 
а 

. Ь .Ь . · ;  , 

'Ф2(х) :;= 1 K(x, t) ,P! (t)dt =J K2(x, t) f(t) dt,, 
а а 

ь ь 
Фз(х) = 1 К(х, t) ф2(t) dt = 1 К3(х, t) /(t) dt и т. д. 

а а 

ь ь 
К2(х, t) = 1 К(х, z) К:,(z, t) dz, К3(х, t) = Jж(x;.t) K2(z, t) dz, 

и вообще 
а а 

ь· 
Kn(X, t) = 1 К(х, z) Kn-t (z, t) dz, 

а 

(3) 

n = 2, 3, . . .  , причем К1 (х, t) = К(х, t) . Функции Kn(X, t) , определя­
емъiе по формулам (3 ), назыВаются итерирОваннЬIJ4u ядрами. �я них . . - ' . 
справедливо. соотношение 

ь 

Kn(X, t) = 1 Кт(Х, s) Kn-m(s, t) ds, . (4) 
а ' 

где т - любое натуральное число, менъшее .n. 
Резольвента интегрального уравнения (1) опреде.цяется через Итери­

Р9ванные ядра формулой 
00 

R(x, t; Л) = 2::: Kn(x, t)лn-l , 
n=l ' 1 

(5) 

где ряд, стоящий в правой части, ·называется рядаМ llейi.шна ядра К(х, t) . 
Он сходится для 

где 

1 IЛ I <  В '  

ь ь 
В =  11 K2(x, t) dx dt. 

а а 

(6) 
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Решение уравнения Фредr9льм;ц 2-ro рода ( 1) ВJ»ражается формулой 
ь 

!p(:t) = /(:t) + Л  J R(z, t;c �)J{t).Jlt� (7) 
а 

Граница (6) является существенной для сходимости р.яда (5). Однако 
. 1 

решение уравнения · (!) может существовать и для значений \Л\ > В . 
Рассмотрим пример: 

1 

IP(:t) - лf 1p(t) dt = 1 .  
о 

Здесь К(ж, t) = 1 ,  и, следовательно, 
1 1 1 1 

в2 = j'j к2(:с, t) d:c dt ;::; j 1 dж dt d: 1. 
о о о о 

ТакИм образом, условие (6) дает, что ряд (5) сходится nри \ЛI < 1 .  

(8) 

Решая уравнение (8) как уравнение с вырож.ценным ядром (см. § 9), 
1 . 

nолучим ( 1  - Л) С = 1, где С ::::::: f 1p(t) dt. При Л = 1 это уравнение 
. о 

неразрешимо, а значИт, hрн Л = 1 интегральное уравнение (8) решения 
ite ' имеет. Отсюда следует, что в круге радиуса, большего единицы, 
последовательные nриближения для уравнения (8) не моrут сходиn.ся. 
Однако при \Л\ > 1 уравнение (8) разрешимо. В самом деле, если Л :f: 1, 

1 
тО функция IP(:c) = --� явnяется решением данного уравнения, что 

1 - А  
легко. nроверить неnосредственной nодстановкой. 

Для некоторых уравнений Фредrолъма ряд Неймана ( 5) для резоль­
венты сходится nрИ лЮбых значениях Л.  Пока::жем это; 

Пусть имеем два ядра: К(ж, t) и L(ж, t) . Будем называть эти ядра 
ортогональными, если выnолняются два условия: 

ь ь 

j К(ж, z) L(z, t) dz = О, j L(ж� z) K(z, t) dz = О (9) 
а а 

nри любых доnустимых значениях х и t .  
Наnример, ядра К(:с, t) = :ct  и L(:c, t )  = хЧ2 ортогоналъны на [-1 ,  1] .  
В самом деле, 

1 1 1 (xz)(z2t2) dz = жt2 j z3 dz = О, 
-1 - 1  

1 1 j(ж2z2)(zt) dz = ж2t 1 z3dz = О. 
-1 - 1  



42 , Ihaвa 2. ИнтеГральные уравнения Фредгольма 

Существуют также ядра, ортогональные самим 'себе. Для та:ких ядер 
K2(z, t) :::::: О ,  где K2(z, t) - второе итерированное ядро. В этом случае, 
очевидно, все последующие итерированные ядра также равны нулю, 
и резольвента совпадает с ядром K(z, t) . 

Пример. K(z, t) = sin (z - 2t) ; О �  z � 21Г , О �  t � 21Г . 

Имеем 
k k . j sin (z - 2z) sin (z - 2t) dz = � /[cos (z + 2t - 3z) - cos (z - 2t - z)] dz = 

о о 
1 [ 1 ] , .=2 .. 

= - -- sin (z + 2t - 3z) + sin (z - 2t - z) = 0, 2 3 .� 
ТакиМ образом, в этом случае резольвента ядра равна самому ядру: 

R(z, t; �) = sin (z - 2t), 
так что ряд Неймана (5) состоит из одного члена и, очевидно, сходится при 
любом � .  

Итерированные ядра Kn (z, t) можно непосредственно выразить через Данное 
ядро K(z, t) по формуле 

ъ ъ ъ 

Кп(z, t) = J J . . .  J K(z, St )K(st , s2) . . .  K(sn-t • t) ds1ds2 . . .  dSn-t - ( 10) 
а а а 

Все итерированные ядра K,.(z, t) , начиная с K2(z, t) , будуr непрерывными 
функциями в квадрате n {а � z � Ь, а �  t � Ь} , если начальное ядро K(z, t) 
суммируемо С КВадРаТОМ В fl. 

Если данное ядро K(z, t) симметрично, то все итерированные ядра K,.(z, t) 
тоже симметричны. t> 

Приведем примеры отыскания итерированных ядер. 
Пример 1. Найти итерированные ядра для ядра K(z, t) = z - t, если 
а = О, Ь = 1 . 

Решение. Полъзуясь формулами (3), найдем последовательно: 

Kt(Z, t) = z - t, 
1 

f z + t  1 K2(z, t) = (z - s)(s - t) ds = -2- - zt - 3 ' 
о 

/
1 (s + t  1 )  z - t  Кз(z, t) = (z - s) -2- - st - З ds == -и· 

о 
1 

1 J 1 1 (z + t  1 ) K4(z, t) = - 12 (z - s)(s - t) ds = - 12 K2(z, t) = -и -2- - zt - 3 , . 
о 
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1 . . . . . . 
К. s(x t) = _..!_ j<{l; - s)

. ·( 8 + t - st - !) ds = _..!_ Кз.(z t) = ж - t 
. . ' 1 2  

. 
2 3 . 12 ' . 12

2 ' 
о ·  
1 

1 j K2(z, t) 1 (x + t 1 ) K6(z, t) = 122 . (z - s)(s - t) ds = ----w- � 
122 -

2
- - zt - 3 . 

о · 
Отсюда следует, что итерированные ядра имеют вид: 
1) для n = 2k - 1 

2) для n = 2k 

где k = 1, 2, 3, . . . . 

(-l)H 
�(z - t); 

(- 1)н (z + t 1)· · 
К2•(Ж t). ::::: -- . -- - жt - -� ' 12k-t 2 3 ' 

Пример 2. Найти итерированные ядра K1(z, t). и K2(z, t) , если 
К(х, t) = emin(z,t) , а = О, Ь = 1 .  

Решенне. По определению имеем 

. { } { z, если О ::;;; z � t, 
mtn ж, t  = 

. t , если t ::;;; ж � 1 ; 

nоэтому данное ядро можно заnисать в виде 

К(ж, t) = { е"', если О � ж ::;;; t, 
е1, если t � ж � l. 

Это ядро, как легко проверить, является симметричным, т. е. 

К(ж, t) = K(t, ж), 

Имеем К1(ж, t) = K(z, t). Находим второе итерированное ядро: 
1 1 

К2(ж, t) = j K(ж, s) K1 (s, t) ds = j K(ж, s) K(s, t) ds. 

Здесь 
о о 

{ е"', если о ::;;; ж �  s, К(ж, s) = • 
если 8 � а: �  ) ,  е '  

{ е• если о ::;;; 8 ::;;; t, K(s, t) = 1 ' если t ::;;; s � 1 .  е , 
Так как данное ядро К(ж, t) симметрично, то достаточно найти K2(z, t) только 
при z > t. · 
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Имеем (рцс. 2) 
t "' 1 

К2(х, t) = j К(х, 8) К(8, t) d8. + j К(х, 8) К(8, t) d8 + j К(х, 8) К(8, t) d8. 
о t z 

В интервале (0, t) имеем 8 < t < х, поэтому 

t t t 2t 
j К(х, 8) К(8, t) d8 = j е' е' d8 == j e2'd8 == е ; 1 . 

о о о 
В интервале (t, х) имеем t < 8 < х ,  поэтому 

"' "' J К(х, 8) К(8, t) d8 = j е'е1 d8 == ez+t - е21 . 
t t 

В интервале (х, 1) имеем 8 > х > t, поэтому 

о 

о 

о 

1 1 J К(х, 8)К(8, t) d8 = j е"'е1 d8 == ( 1 ..... х)е"'н. 
:t "' 

8 t х 1 
Складывая найденные интегралы, полу· 
чим 

t 

t 8 х 

х 8 
Рис. 2 

1 
1 + e2t 

К2(х, t) = (2 - х)е:нt - -2 - (х > t). 

Выражение для К2(х, t) при х < t 
1 мы найдем, если поменяем местами ар­

гументы х и t в выражении К2(х, t) для 
х > t :  

z+t 1 + е2"' 
К2(х, t) == (2 - t)e - -2 - (х < t). 

Итак, второе итерированное ядро имеет вид 

если О �  х � t, 

если t � х � 1 .  [> 

Замечание. Если ядро К(х, t) , задаваемое в квадрате а �  х � Ь, а �  t � Ь 
разными аналитическими выражениями, не является симметричным, то 
следует отдельно рассмотреть случай х < t .  При х < t будем иметь (рис. 3) 

ь "' t ъ 

К2(х, t) = j К(х, 8) К(8, t) d8 = j + j + j .  
а а ж t 
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Пример 3. Найти итерироsанные ядра К1 (ж, t) и K2(:t, t) , если а =  О, 
Ь = l и  

К(ж, t) = { : � :: если О �  :v < t ,  
если t < ж � 1. 

Решение. Имеем К1 (ж, t) = К(ж, t) , 

( ) { ж + в, к x, s = 
х - s, 

К(в, t) = { 8 + t, 
s - t, 

1 

K2(z, t) = j К(ж, s) К(в, t) ds, 
о 

а s х t Ь 
если о �  ж <  в, 
если s < ж �  1, 

а х s t Ь 
если о �  8 < t, 
если t < s � 1 .  

а х t s Ь 
Так как данное ядро К(ж, t) не симметрич­
но, то при нахождении K2(z, t) рассмотрим 
отдельно два случая: 1 )  ж <  t и 2) ж >  t .  

Рис. З 

rде 

l) Пусть х < t. Тогда (см. рис. 3) 

K2(z, t) = 11 + 12 + 1з, 

t 

f 
stз 5ж3 3 2 . 3 2 12 = (ж + s)(s+ t) ds = - - + -xt - -ж t, 6 2 2 

"' 
1 

f 
Р жt2 x t  1 

13 = (ж + s)(s - t) ds = - + - - жt + - - - + -6 2 · 2 2 з ·  
1 

Складывая эти интеrралы, получим 

3 2 3 . 2 2 a: - t  1 К2(ж, t) = t - 3ж - ж  t + 2zt - жt + + 3 (ж < t). 

2) Пусть ж >  t. Тогда (см. рис. 2) 

К2(ж, t) = 11 + 12 + 1з, 
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Складывая эти интегралы, nолучим 

2 э 3 2 2 ж - t  1 К2(ж, t) = -3z - t + ж  t + 2zt - жt + -2- + З (ж > t). 

Итак, второе итерированное ядро имеет вид 

{ -�ж3 + е - z2t + 2жt2 - жt + 
z ; t + � · о ::s;; ж <  t, 

К2(ж, t) = 2 3 з 2 2 ж - t  1 -зж - t + z t + 2жt - жt + -2- + з · t < ж  ::s;; 1 .  

Аналогично находятся и остальные итерированные ядра К,.(ж, t) (n = 
3, 4, . . .  ) .  1> 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти итерированные ядра указанных ниже ядер nри заданных а и Ь. 
92. К(ж, t) = :е - t; а =  - 1 ,  Ь = 1 .  

1Г 
93. К(ж, t) = sin (ж - t) ; а =  О, Ь = i (n = 2, 3) . 

94. К(:е, t) = (ж - t)2 ; 
95. К(ж, t) = ж + sin t ;  
96. К(ж, t )  = же1 ; 
97. К(ж, t) = е"' cos t ;  

а = -1 , Ь = 1 (n = 2, 3) .  
а = -1Г, Ь = 1Г. 
а = О, Ь = 1 . 
а = О, Ь = 1Г. 

В следующих задачах найти K2(z, t) : 
98. К(ж, t) = elz-tl ;  а =  О, Ь = 1 .  
99. K(:e, t) = el"'l+t ; а = -l , Ь = 1 . 

Приведем пример построения резольвенты интегрального уравнения 
с помощью итерированных ядер. 
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Рассмотрим интегральное уравнение 
1 

1р(х) - Л  1 xt 1p(t) dt == j(x). 
о 

Здесь К(х, t) = xt; а =  О, Ь = 1 .  Последовательно находим: 

К1 (х, t) = xt, 
1 

К2(х, t) = 1 (xz)(zt) dz = �t , 
о 

1 
1 1 xt 

К3(х, t) = З (xz)(zt) dz = 32 ,  
о 

xt 
Кп(т, t) = зn- J .  

Согласно формуле (5) 
оо оо ( Л) n-1 3 t 

R(x, t; Л) = � Kn(x, t)лn-t = xt � 3 = 3 �Л • 

где. IЛI < 3. 

( 1 1) 

В силу формулы (7) решение интегрального уравнения ( 1 1 )  заnишется 
в виде 

1 

J Зжt 
1р(ж) = /(ж) + Л 3 _ ..\ f(t) dt. 

о 
В частности, nри /(ж) = ж nолучим 

где Л 1- 3 . 

Зж 
iр(ж) = 3 - ..\ ' 

Задачи для самостоятельного решения 

Построить резольвеНТЪI для следуЮщих ядер: 

1 00. К(х, t) = е"'н ; а = О, Ь =  1 . 
11' 

1 01 .  K(x, t) = sin x cos t ;  а = О, Ь = 2 · 
а = -1 , Ь = 1 . 
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1 03. K(ж, t) = (1 + ж)(l - t) ;  а = - 1 , Ь = О. 

1 04. К(ж, t) = ж2t2 ; а =  - 1 ,  Ь = 1 .  

1 05. К(ж, t) = жt ;  а = - 1 , Ь = 1 . 

ЕслИ М( ж, t) и N(ж, t) - два ортогональных ядра, ·то резольвента 
R(ж, t; >.) , соответствующая ядру К(ж, t) = М + N ,  равна сумме резоль­
вент R1(ж, t; >.) и R2(ж, t; >.) , соответствующих каждому из этих ядер. 

Пример 4. Найти резольвенту для ядра 

К(ж, t) = жt + ж2 t2 , а = - 1 , Ь = 1. 
Решение. Как бьmо показано выше, ядра М(ж, t) = жt и N(ж, t) = ж2t2 

ортоrональны на [-1 ,  1] (см. с. 41). Поэтому резольвента ядра К(ж, t) равна 
сумме резольвент ядер М(ж, t) и N(ж, t) . Используя результаты задач 104 и 105, 
находим 

3 
где IЛI < 2 · 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти резольвенты для ядер: 
1 06. K(ж, t) = sin ж cos t + cos 2ж sin 2t; 
1 07. К(ж, t) = 1 + (2ж - 1)(2t - 1) ;  

а = О, Ь = 21Г.  
а = 0, Ь = 1 . 

t> 

Указанное свойство можно расnространить на любое конечное чи­
сло ядер. 

Если ядра мО>(ж, t), м<2>(ж, t), . . .  , м<п>(ж, t) поnарно ортогйналь­
ны, то резольвента, соответствующая их сумме 

n 
К(ж, t) = L: м<т>(ж, t), 

m=l 
равна сумме резольвент, соответствующих каждому из слагаемых. 

Назовем n-м следом ядра К(ж, t) величину 
ь 

An = / Кп(ж, ж) dж (n = 1 ,  2 . . .  ), ( 12) 
а 

где Кп(ж, t) - n-e итерированное ядро для ядра К(ж, t). 



§ 9. Интегральные уравнения с ВЬiрожденным ядром 49 

Имеет место следующая формула для определителя Фредrольма D(Л) : '  

D'(Л) 
D(Л) (В) 

Радиус сходимости степенного ряда ( 1 3) равен наимен"шему из модулей 
характеристических чисел. 

Задачи для самостоятельного решения 

1 08. По казать, что ,!I.Шt уравнения Вольтерра 

"' 

IJ'(z) - А 1 K(z, t) (J'(t) dt = f(:t) 
о 

оnределитель Фредrолъма D(Л) = e-At.\ , и, следовательно, резольвента для урав­
нения Волътерра есть uелая аналитическая фуmщия от Л.  

1 09. Пусть R(ж, t; ..\)  есть резольвента некотороrо ядра K(z, t). 
Показать, что резольвента уравнения 

равна R(z, t; Л + p) . 
1 10. Пусть 

а " 

ь 

(J'(:t} - tJ 1 R(ж, t; Л) �P(t) dt 
·
= /(ж) 

<1 

ь ь 

В2
, 1 J к'i,(ж, t) dж dt = в;, 

" а 

rде К,.�х, t) - n -e итерированное ядро для ядра K(z, t). Доказать, что если 
В2 В , то для любоrо n будет В,. = В" . 

§ 9. Интегральные уравнения 
с вырожденным ядром 

Ядро К(х, t) интегральною уравнения Фредrольма 2-ro рода назы­
вается вырожденны.м, если оно является суммой конечною числа nроиз­
ведений функций только от х на функции только . от t ,  т. е. если оно 
имеет вид 

n 

К(х, t) = 2: ak(x) Ь�t(t); 0) 
k=l 
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функции a11(z) и Ь11(t) (k = 1 ,  2, . . .  , n) будем .считать. непрерывными 
в основном квадра� а � z, t � Ь и линейно независимыми между собой. 
Интегральное уравнение с вырожденным ядром ( 1) 

Ь n 
so(z) - � 1 [ L: ak(z)Ь�c(t)] so(t) dt = /(z) 

. 11 lc=l 
решается следующим образом. 

Перепишем (2) в виде 

n Ь . 
so(z) = J(z) + � L: a11(z) 1 Ь�с(t) so(t) dt 

lc= l 

и введем обозначения 

ь 

·. 11 

/ Ь11(t) V'(t) dt = С1с (k = 1 ,  2, , . . , n). 
11 

Тогда (3) примет вид 

n 
so(z) = /(z) + � L: C�call(z), 

lc=l 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

где С11 - неизвестная постоянная (так как функция so(z) неизвестна) . 
Таким образом, решение интегрального уравнения с вырожденным 

ядром сводится к нахождению постоянных С1с (k = 1 ,  2, . . .  , n) . Под­
ставляя выражение (5) в интегральное уравнение (2), после несложных 
выкладок долучим 

n Ь n � { Cm - 1 Ьт(t) [!(t) + � f; C�ca�c(t)] dt }am(z) = О. 
11 

В силу линейной независимости функций am ( z) (т = 1 ,  2, . . .  , n) отсюда 
следует, что 

или 

n Ь Ь 
Cm - � L: С�с 1 a11(t) Ьт(t) dt = 1 Ьm(t)j(t) dt (т = 1 ,  2, . . . , n) . 

11=1 11 11 . 
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Вводя для крапости запИси обозначения 

получим, что 

ь ь 

а1ст = J a�c(t) Ьт(t) dt, /т = J Ьт(t) /(t) dt, 
а а 

" 

Ст - Л L а�стСlс = !т (т :::::: 1 ,;2, . . . ,'n), 
lc=l 

или в развернутом виде: 

{ ( 1 - Лt:iн)CI - Ла12С2 -· . . . ...:: ..\a1nCn = !1 .  

���.': �'. � (1. � �::>.�� .� ... . ·. � �.����: � .'�· 

-ЛaniCI - Лаn2С2- . . . + ( 1 - Лann)Cn - fn· 
(6) 

Для нахождения неизвестных С�с имеем лnнейную dистему из n алге­
браических уравнений с n неизвестными. Определи�елъ этой системы 
равен 

-Ла12 . .  . 
�(Л) = 1 - Ла22 . .  . (7) 

-Лanl -Лаn2 . . . 1 - Лаn11 
Если �(Л) :;60,  то система (6) имеет единственное решение С1 , С2 •. • • •  , С� . 
получаемое по формулам Крамера 

· 
-Лallc-1/1 - Лallc+l 
-Ла21с-1!2- Ла21с+1 

-Лanl 
(k = 1, 2, . . .  , n) . 

(8) 

Решением интегрального уравнения (2) будет функдня <р(ж) , onpe'-
деленная равенством 

" 

<р(ж) = /(ж) + Л L С�са�с(ж), 
lc=l 

где коэффициенты С1с (k = 1, 2, . . . , n) определяются по формулам (8). 

Замечание. Систему ( 6) можно получить, если обе части равенства (5) 
последовательно умножить на a1 (:r), a2(:r), . . .  , a,.(:r) и цроинтеrриррватъ 
в пределах от а до Ь,  либо же подставить пt.ф!!Жение (5) для 1p(:r) в равен­
ство (4), заменив :r на t. 
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Пример 1 .  Решить интегральное уравнение 

. 1f 

tp(x) - Л j (х cos t + t2 sin х + cos х sin t)tp(t) dt = z. (9) 
-'lf 

Решение. Запишем уравнение в следующем виде: 
� к � 

y:>(;r} = Лх j l"(t) cost dt + A sin x j t2tp(t) dt + А соs ж/ l"(t) sint dt + ж. 
-.- _,. -.-

Введем обозначения: 
,. .. .. 

С1 = J y:>(t) cost dt; с2 = j t210(t) dt; С3 = 1 \O(t) sin t dt, 
_,. -r _,. 

rде С1 , С2, С3 - неизвестные щк:тоянные. Тоrда (9) примет вид 

у:>(х) = c:Лx+ C2.\ sin x + C3..\ cos z  + х. 
ПодставляЯ выражение (Щ в равенства (10), nолуЧИм 

или 

.. 

С1 = 1 (Ct>.t + С2Л sin t + СзЛ cos t +  t} cos t dt, 
-.-

.. 

С2 I(C1>.t + С2Л sin t + Сз>. cost + t) t2 dt, 

.. 

Сэ == j (C,>.t + С2Л sin t + СэЛ cos t + t) sin t dt, 
-.-

к w � � 

(10) 

(11)  

С1 ( 1 - Л j t cos t dt) - С2Л j sin t cos t dt - С3>. j cos 2t dt  = 1 t cos t dt, 

.. .. 

-с 1 л J t3 dt + с2 ( 1 - ,\ 1 t2 sin t dt) 
, - --к 

" .. 

С3>. j t2 cos t dt = j t3 dt, 

r � r � 

-С1 .\ 1 t sin t dt - С2>. j sin 2t dt + С3 (1 - >. 1 cos t sin t dt) = 1 t sin t dt. 

Вычисляя входящие в эти уравнения интегралы, мы получим систему алrебраи­
ческnх уравнений для нахождения неизвестных С1 , Съ С3: { Ct - Л'II"Сз = О, 

С2 + 4Л'11"Сз = О, 
- 2Л'II"Ct - Л1rС2 + Сз = 2'11". 

( 12) 
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Оnределитель этой системы 

А(Л) ::::: 
l о 
о 

-2Л1Г -Л1r 
Система ( 12) имеет единственное решение 

2Л1Г2 8Л1r2 211' 
Cl = 1 + 2Л21Г2 ;  Cz = - 1 + 2Л21Г2 ; Сз = 1 + 2Л21Г2 . 

Подставляя найденные значения С1 , С2, С3 в (ll) , получим решение данного 
интегрального уравнения: 

Задачи дпя самостоятельного решения 

Решить следующие интегральные уравнения с выроЖденными ядрами; 

r/2 
1 1 1 .  ip(x) - 4  J sin2:t v>(t) dt = 2x - 1Г. 

о 

r/4 

1 

1 1 2. rp(� - / earcsin"rp(t) dt = tg z. 
- 1  

1 

1> 

1 1 3. rр(ж) - .Л  J tg t <p(t) dt = ctg z. 
-'К/4 

1 1 4. rp(z) - .Л  j cos(q ln t) rp(t) dt = l . 

1 

1 1 5. rp(z) - ..\ j arccos t rp(t) dt = . �. v l - z2 
о 

1 
1 1 6. rр(ж) .:... .л J (tn �)" rp(t} dt 1 (р >  - 1). 

о 
1 

1 1 7. rp(x) - .Л /<х Jn t - t 1n х) <p(t) dt = �(1 - 4z) . 
о 

о 

r/2 21r 
1 1 8. rp(x} - .\  j sin �C cos t <p(t) dt = sin ж. 1 1 9. <p(ie) - Лj i?Г -t lsinжrp(t) dt=x. 

о о 

" 

1 20. rp(z) - ;\ J sin (i!: - t) rp(t) dt = cos х .  

о 
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� . 

121 . уф:) - �  j (sin а: cos t - sin 2z cos 2t + sin Зz cos 3t) y:.(t) .dt = cos z. 
� 

1 . 

1 22.  у:.( ж) - � j [r: - � (3t2 - 1 )  + �t(3a:2 - 1 )] y:.(t) dt == l J  
-1 

§ 1 о. Характеристические числа 
и собственные функции 

Однородное интеrральное уравнение Фредrольма 2-ro рода 
/1 

�(ж) - Л J К(ж, t) �(t) dt = О  
4 

(1 )  

всегда имеет очевидное решение �(а:) : О ,  которое называют нулевым 
(тривиальным) решением. 

Значения параметра Л, при которых это уравнение имеет иенулевые 
решения �(х) � О, называются характеристическими числами t) уравне­
ния ( 1 )  или ядра К(ж, t) , а каждое иенулевое решение этого уравнения 
называется собственной функцией, соответствующей характермстическому 
числу л. 

Число Л = О не является характеристическим числом, так как при 
Л = О  из (1) следует, что �(ж) = О. 

Пример. Критическая скорость вала. 

Известно, что nри векОторой величине скорости вращения вала, которая. 
называется критической, 1laJI начинает колебаться: около своей продольной оон. 

Для определения: критических скоростей вала используется следующий факт 
из теории уnругих балок: для любой уnругой балк.и при проиэвольных условиях 
на ее концах всегда существует функция: влияния: G(a:, €) ,  описывающая. откло­
нение балк.и в данном напраВJJении, например, в направлении оси Оу (рис. 4) , 
в произвольной точке M(z) балки, вызванное единичной нщруэкой, nриложен­
ной в дl)уrой точке N(() балки и действующей в выбранном направлении. 

Вследствие nрннципа взаимности Бетти-Максвелла в теории уnругости 
фунtщия: влияния G(ж, () является симметричной, т. е. 

G(z, �) = G(�, ж) . 

1) В отличие от характеристическоrо числа, будем называть со6стннным значение.:к 
веJIИ'IИну t1' = f , где � - характеристическое число. 
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Пусть p(z) есть неnрерывное расnре­
деление наrруэюr , вд:о.ць бSJIIOI. Тоrда на-
rрузха между х и :е + d:e равна р( z) dz. О 
Из принцила суnерnозиции в теории уnру­rости следует, что ОТЮlонение .оси балхи 
от положения равновесия .:выраэim.:я тах: 

1 
y(z) = 1 G(x, �)p(f) d€ (О � :t � l) . 

о 

1 z 

1 
у 

Рис. 4 
В случае :ьращающе,rося вохруr оси Ох с уrловр1t щсор.щ;д.ю tJ вала. с линей-

ной плотностью p(z) расnределение наrрузхи будет ·. ' ·  · 
p(:r:) = �V2р(ж)у(�), ' 

где y(z) есть оТХЩ'Iнение центра тяжести «ЧеНЩt, С<'Юl'ВСТС'mующеrо коорди­
нате z. 

Подста1WIЯ выражение для p{z) в nолученное уравнение, будем иметь 

1 

у( ж) = UJ2 1 G(:e, €)�J(€)y(€) d{ (О � ж ( 1 ) ,  
о 

или, обозначая UJ2 = >.,  
1 

у( ж) = .:% 1 G(ж, �)PI0tt(€) d{ (О � :е ( 1). 
о ' 

Таким образом, задача о нахождении критической
.
скорости:'вращающеrося 

вала свелась к нахождению значений .Л, nри которых последнее уравнение нмесr 
неиулевое решение. 

· 1> 

Если ядро К(ж, t) неnрерывно в квадРате Л {  а ( ж, t ( Ь} или 
суммируемо с квадратом в Л, nричем числа а и {1 конечнщ, то каждо­
му характеристическому числу Л соответствует конечное число линейно 
независимых собс:rвенных функций; число TBКI:IX функций называет­
ся рангом характеристического числа. Разные характеристические числа 
могут иметь разные ранrи. 

Для уравнения с вырожденным ядром 
' ъ 

. 

IP(�) - Л j [ 1; аrс(ж) Ьrc(t)] 1,0(t) dt = О 
а -

(2) 

характеристические числа являются корнями алгебраического уравнения 

�(.\) = 

l - >.ан -Ла12 -Ла1п 
..:..ла11 1 - Ла22 -Ла2п 
-Лап\ l - Лй.пп 

= 0, (3) 
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сtеnень которого р � n. Здесь А(Л) - оnределитель однородной линей­
ной системы 

{ (l - ..\a1 1 )Cr - Ла12С2 - . . .  - Лa,nCn = О, 

���·2·1�1. : ·(·1· � :��
2
.>.�: .�. ·::. � �����n. � .. �· 

-Лап1С1 - Лап2С2 - . . .  + (1 - Лам)Сn = ,0, 

(4) 

где величины amk и Cm (k, т = l, 2, . . . , n) имеют тот же смысл, что 
и в nредыдущем nараграфе. 

Если уравнение (3) имеет р корней ( 1 � р � n), то интегральное 
уравнение (2) имеет р характеристических чисел; каждому характеристи­
ческому числу Лт (т = 1, 2, . . . ,р) соответствует иенулевое решение 

с(р) (р) с(р> ' , с2 , . . .  , n __. Лр 
системы (4). Соответствующие этим решениям иенулевые решения ин­
тегрального уравнения (2), т. е. собственные функции, будут иметь вид 

n n 
<р1 (а:) = 2: C�l)a�;:(a:) , . <р2 (а:) = 2: Ck2)aA:(:t), 

k=l k=l 
n . . . ' <рр(а:) = 2: ci;)a�e(a:) . 

k=l 
Интегральное уравнение с вырожденным ядром имеет не более n харак­
теристических чисел и соответствующих им собственных функций. 

В случае nроизвольнаго (невырожденного) ядра характеристические 
числа являются нулями оnределителя Фредгольма D(Л), т. е. nолюсами 
резольвенты R(a:, t ;  Л) . Отсюда, в частности, следует, что интегральное 

:1' 
уравнение Вольтерра <р(а:) '- Л  J К(х, t) <p(t) dt = О, где К(х, t) Е L2(Л0), 

о 
Ло {О � ж, t � а}, не имеет характеристических чисел (для него D(.Л.) = 
е-А,л , см. задачу 108). 

Замечание. Собственные функции оnределяются с точностью до nостоян­
ного множителя, т. е. если tp(x) - собственная функция, соответствующая 
пекоторому характеристическому числу .Л, то и Ctp(x) , где С - nроизволь­
пая постоянная, тоже является собственной функцией, соответствующей 
тому же характеристическому числу Л. 
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Пример 1 .  Найти характеристические числа и собственные функции 
интегрального уравнения 

1f 

rp(x) Л j (cos 2х cos 2t + cos Зх cos 3t)rp(t) dt :== О. 

о 
Решение. Имеем 

.. .. 
tp(r) :::: Л cos 2z J tp(t) cos 2t dt + Л  cos Зж J tp(t) cos 3t dt. 

о Q 

Вводя обозначения 

будем иметь 

" .. 
Ct = J tp(,'t) cos 2t dt, С2 = 1 <p(t) cos 3t dt, 

о о ' 

�р(а:) = C1>.. cos 2z + C2J\ cos 3:�:. 
Подставляя (б) в (5), nолучим линейную систему однородных уравнений 

Так как 

.. .. 
с, ( 1 - л 1 cos 2t cos 2t dt) - с2лl cos зt cos 2t dt ""' о, 

о о 
.. .. 

-СtЛ 1 cos 5t dt + С2 ( 1 - >.. f cos 3t cos 3t dt) ::::::: О. 

" 

о о . 

.. 
J cos 2t cos 2t dt = � ' 1 cos 3t cos 2t dt = О, 

о о 
.. 
j <:os 5t dt = О, 
о 

:r 

/cos 3t cos Зt dt = �' 
о 

то система (7) nримет вид 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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Уравнение для нахождения характеристических чисел: 

1 - Л1i 

4 

о 

о 

Лr 
1 -

т 

4 8 
Характеристические числа: .\1 = - ,  Л2 = - .  

1r 1r 
4 

При Л = - система (8) nринимает вид 1r { � · С1 = 0, 

- · С2 = О  2 ' 

= 0. 

откуда С2 = О, С1 nроизвольно. Собственная: функция будет ip1(x) = С1Л соs 2
х, 

или, полагая: С1.Л = 1 , получим ip1 (x) = cos 2ж. 
8 

При .Л = - система (8) npm!eт вид 1r { (-1) · С1 = О, 

О · С2 = О, 

откуда С1 = О, С2 произвольно, и, значит, собственная: функция будет 1Р2(ж) = 
с2л cos Зж, ИЛИ, полагая: с2.л = 1 ,  nолучим IP2(x) = cos Зх. 

Итак, характеристические числа: 

4 
ЛI = -, 

1( 

соответствующие им собственные функции: 

ip1 (ж) = cos 2z, iр2(ж) = cos Зж. 

Однородное интегральное уравнение Фредrольма может вообще не 'ИМеть 
характеристических чисел и собственных функций, JIИбо же может не иметь 
действительных характеристических чисел и собственных функций. t> 

Пример 2. Однородное интегральное уравнение 
1 

�p(z) - ,\ j (Зz - 2)t�p(t) dt = О  
о 

fie имеет характеристических чисел и собственных функций. 

В самом деле, имеем 

1 

1p(z) = .Л(Зх - 2) j tip(t) dt. 
о 
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Полагая: 1 
с = 1 ti(J(t) dt, 

о 
nолучим 

I(J(z) == СЛ(3z - 2). 
Подставляя: (10) в (9), nолучим 

1 [t - .\ J(зt2 - 2t) dt] · С = О. 

Но так как 

о 

1 

J (3t2 - 2t) dt = о, 
о 

(9) 

(10) 

( 1 1) 

то уравнение ( 11) дает С ::: О, и, следовательно, l.fJ(z) =i О. 
. .  

Итак, • данное однородное уравнение nри любых · .\ имеет только одно ну­
левое решение l.fJ(z) = О,  а значит, оно не имеет характеристических чисел 
и собственных функций. t> 

Пример З. Уравнение 

1 
tp(z) - Л j ( v'Ж t - v'i х) cp(t) dt = О  

о 
не имеет действительных характеристических чисел и собственных 

где 

функций. 
. 

В самом деле, имеем 

1 1 
С1 = jti(J(t) dt, С2 = j .Л I(J(t) dt. 

о о 

(12) 

(13) 

Подставляя (12) в {13), nосле несложных nрообразований nопучим систему алге-
браических уравнений 

· 

( 14) 
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Определигель этой системы равен 

�(Л) = 

2 
1 - -..\ 

5 
.л 
2 

л 
3 
2 

1 + -л 
5 

При действительных Л он не обращается в нуль, так что из (14) полу­

чаем С1 = О и С2 = О, а значит, для всех действительных .\ данное уравне­
ние имеет только одно решение, а именно нулевое: (j'(:t) = О. Итак, данное 

уравнение не имеет действительных характеристичесхих ч.исея и собственных 
функций. 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти характеристические числа н собственные функции для следующих одно-

родных интегральных уравнений с вырожденным ядром: 
· 

r/4 2r 
1 23. (j'(x) - Л J sin 2жtp(t) dt = О. 

о 

1 24. tр(ж) - Л J sin х cos t (j'(t) dt == О. 
о 

. .. 

1 25.  (j'(ж) - Л J sin ж sin t !p(t) dt = О. 1 26. !f'(x) - Л J соs(ж + t) tp(t) dt = О. 
о о 

1 

1 27. tp(x) - .Л J (45:е2 Jn t - 9t2 1n ж) tp(t) dt = О. 
о 

1 

1 28. tp(x) -Л J (2xt -4x2) tp(t) dt =О. 
о 

1 

1 29. tp(x) - л J (sxe + 4x2t) IP(t) dt = о. 
- 1  

1 

130. tp(x) - л j<sжe + 4ж2t + Зхt) tp�t) dt = о. 
-1 

1 

1 3 1 .  !р(ж) - .Л  j<ж ch t - t sh ж) !f'(t) dt = O. 
-J 
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1 
1 32. lfl(ж)- Л j<жch t- t2 sh ж) 1p(t) dt = О. 

-1 

J 

1 33. lfl(ж)- Л j (:t: сь t- t ch ж) tp(t) dt = О. 

-1 

Если n-e повторное (итерированное) ядро Kn(z, t) ядра K(z, t) есть 
симметричное ядро, то можно утверЖдать, что K(z, t) имеет по крайней 
мере одно характеристическое число (действительное или комплексное) 
и что n-e степени всех характеристических чисел - числа действитель­
ные. В частности, для кососимметричного ядра K(z, t) = -K(t, z) все 
характеристические числа ЧJJСТО мнимые: Л =  {Зi, rде {З - действительное 
(см. задачу 148). 

Ядро K(:t, t) интегрального уравнения называется сшкметричнЬlМ, 
если выполняется условие K(z, t) = K(t, z) (а � :t, t � Ь). 

Для интегрального уравнения Фредrольма 

ь 
<p(:t) - Л 1 K(z, t) <p(t) dt = О ( 1) 

(1 

с симметрИчным ядром K(z, t) имеют место следующие теоремы. 

Теорема 1 .  Уравнение ( 1 )  имеет по крайней мере одно действительное 
характеристическое число. 

Теорема 2. Каждому характеристическому числу Л соответствует 
конечное число q линейно неэависимых собственных функций уравне­
ния ( 1 ) ,  причем 

ь ь 
q � Л2 В2, где В2 = 11  K2(z, t) dz dt. 

(1 (1 

Число q называется рангом или кратностью характеристического 
числа. 

Теорема 3. Каждая пара собственных функций 1p1 (z), 1р2(х) , соот­
ветствующих различнЬlМ характеристическим числам Л1 :f: Л2 , орто-
гональна, т. е. 

ь 1 <t>t (z) <p2(z) dz = О . 
(1 
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Теорема 4. В каждом конечном интерв011е оеи Л находится конечное 
число характеристических чисел. ЧuCЛ()<fn; характеристических чисел, 
лежащих в интервале -l < Л <  l, определяется неравенством 

т � t2B2• 

В том случае, когда ядро К(ж, t) интегрального уравнения ( 1) явля­
ется функцией IРина некоторой однородной задачи Щтурма-Лиувилля, 
нахождение характеристиЧесКих чИсел и собственнЫх функций сводится: 
к решению указанной задачи Штурма-Лиувилля. 

Прим�р 4. Найти характеристические числа и собственные функции 
однородного уравнения 

где 

. 11"  

У?(ж) - Л 1 К(ж, t) Y?(t) dt = 0, 
о 

К(ж, t) = { cos ж �in t, О � ж � t, 

, , . • cos t stn Ж, t � Ж � 1Г. ,  
Решенне. Данное ураанение nредставим в виде 

� � 
ер( ж) = А 1 K(:t, t) cp(t) dt + А 1 К(ж, t) cp(t) dt, 

о z ' 

� 11' 

ер( ж) = А sin ж 1 cp(t) cos t dt + А cos ж j cp(t) sin t dt. ( 15) 
' ' о � 

Дифференцируя обе части (IS), находим 

или 

� 

ср'(ж) = А  cos жJ r.p(t) cos t dt + Л  sin ж cos ж ер( :е) ­
о. 

'J: 

- A sin ж 1 cp(t) sin t dt - Л sin ж соs ж ср(ж), 
.. 

.. 11' 

ер' (ж) ='л cos ж 1 cp(t) cos t dt - А sin ж 1 cp(t) sin t dt. ( 16) 
' о .. 

Поаторное дифференцирование дает 
., 

ср"(ж) = -Л sin ж 1 cp(t) cos t dt + Л  cos 2ж ер( ж) -
· о  
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' 11' · · ' '• ' 
- .Л  cos z 1 �p(t) sin t dt + .Л sin 2:�: �p(z) = .. 

• 11' 

= Л�р(а:) - (л sin z 1 �p(t) cos t dt + Л cos z  1 �p(t) sin t dt) , 
IJ ' .. 

Выражение в квадратных скобках равно �p(z) , так что 
�p"(z) = .Л�р(z) - �p(z). 

Из равенств ( 15) и ( 16) находим, что 

�p(1r) = о, �р'(о) = о. 
Итак, данное интегральное уравнение сводится к следующей краевой задаче: 

!p11(z) - (Л - 1) �p(z) = О, (17) 

�p(?r) = О, �р1(0) = О. (18) 
Здесь возможны три случая. 

1) Л - 1  = О, или .Л = 1 . Уравнение (17) приниМает ВйД �p1'(z) = О. Его общее 
решение будет �p(z) = С1ж + С2 • Используя краевые условия (18), получим для 
нахождения неизвестных С1 и С2 систему 

{ Ct1r + C2 = О, 
С1 = 0, 

которая имеет единственное решение С1 = О, С2 = О, а следовательно, инте­
гральное уравнение имеет только тривиальное решение 

�р(ж) = О. 

2) Л - 1  > О, или Л >  1 .  Общее решение уравнеИШI (17) имеет вид 

�р(ж) = с. ch v'Л=1 z + с2 sh .vr::1 z, 
откуда 

lfl1(z) = v'Л=l(c, sh v'Л=1 ж +  С2 ch v.л - 1  z) . 
Для нахождения значений С1 и С2 краевые условия дают систему { с, ch ""v:r=I + С2 sh ?rv:r=l = О, 

. с2 = О. 

Система имеет единственное решение С1 = О, С2 = О. Интегральное уравнение 
имеет тривиальное решение �p(z) = О. Итак, при .Л >  1 интегральное уравнение 
не имеет характеристических чисел, а значит, и собственных функций. 

3) .Л - 1 < О, или Л <  l .  Общее решение уравнения ( 17) будет 

�р(ж) = с. cos v'I="X ж +  с2 sin v'I="X z. 
Отсюда находим, что 

. !р1(ж) = v'I="X( - с, sin v'I="X :t + с2 cos v'I="Xж) . 
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Краевые условия (18) в этом случае дают для нахождения С1 и С2 систему { cl cos 1Гvт=1 + с2 sin 1Гv'Т=1 = о, ( 1 9) .,;г:::-х с2 = о. 
Определитель этой системы 

А(Л) = 
1 cos 1rv0 l - Л sin 1rv'f=1: 1 

.л::-х . 
Полагая его равным нулю, получим уравнение для нахождения характеристичес-
ких чисел: 1 cos 1rv0i - л sin 1rv'l=Л 1 v'Г=Л = о, (20) 

или vт=-х соs 1Гvт=-х = О. По предположению v'l="X i: О ,  nоэтому 
11' cos 1Г.;г=-х = О. Отсюда находим, что 1rv'l=Л ::::: 2 + 1rn, где n - любое 

целое число. Все корни уравнения (20) даются формулой 

Лn = 1 - (n + �) 2• 

При значениях Л = Л,. система (19) принимает вид 

{ CI · O = O, 
с2 = О. 

Она имеет бесконечное множество иенулевых решений 

{ с! с. 
с2 = О, 

где С - произвольная постоянная. Значит, исходное интегральное уравнение 
имеет бесконечное множество решений вида 

cp(:r) = C cos (n + �) :r, 

которые являются собственными функциями этого уравнения. 
Итак, характеристические числа и собственные функции данноrо интеграль­

ного уравнения 

Л,. = 1 - (n + �y ,  cp,. (x) = cos (n + �) :r, 

где n - любое целое число. [> 
Пример 5. Показатъ, что интегральное уравнение с несимметричным 
ядром 

K(z, t) = sin 1ГZ cos 1rt, О � z, t � 1 ,  

не имеет характеристических чисел. 

(2 1)  
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Решение. Покажем, что уравнение 

1 

<p(z) Л j К(:е, t)<p(t) dt, 
(1 

(22) 

где ядро задано формулой (2 1 ) , имеет только тривиальное решение <p(z) = О 
(.\ =F 0). 

В самом деле, перепишем уравнение (22) в виде 

Обозначим 

тогда 

1 

<p(z) Л sin 1ГZ j cos 1rt <p(t) dt. 
(1 

1 
с = J cos 1Гt <p(t) dt; 

Q 

<p(z) С.\ sin 1ГZ. 
Подставив это выражение для <р(х) в обе части (23), получим 

Но 

1 

С>. sin 1ГZ С..\2 sin 1ГЖ J cos 1Гt sin 1Гt dt. 
о 

1 

j cos 1rt sin 1rt dt = О; 
о 

(23) 

поэтому СЛ sin 1Г:t ::: О, откуда С = О, а значит, 
ядро (21) не имеет характеристических чисел. 

<р(:е) = О. Таким образом, 

1> 

Задачи для самостоятельного решения 

Найти характеристические числа и собственные функции однородных интеграль­
ных уравнений с симметричными ядрами, если эти ядра имеют следующий вкд: 

134. K(ж, t) = l + xt + ж2t2 , - l � ж. { :e(t - 1), о �  :е =::;; t, 
135. K(z, t) = 

t("' _ l), w t =::;; ж =::;; 1 .  

t =::;; l .  

1 36. К(:е, t )  = { t(:e + l) ,  
z(t + 1), 

1 37 К( t) = { (z + l)(t 
• ж, (t + l)(x 

2), о =::;; х =::;; t, 
2), t =::;; х =::;; 1 . { sin x cos t, 

138. К(ж, t) = . 
SIП t COS Х, 

о =::;; х =::;; t, 
1Г 

t =::;; ж =::;; 2 '  

о =::;; ж =::;; t, 
t =::;; :е =::;; 1 .  
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( ) { sin z cos t, O � z � t, 
139. к z, t = . Stn t COS z, t � Z � 11'. 

( ) _ { sin z sin (t - 1), - 11' � z � t, 
140. к z, t - . t . ( 1) Stn Stn Z - , t � Z � 11'. 

141 .  K(z, t) = 

{ sin (z + �
)

sin (t - �
)
. O � z � t, 

sin (t + �
) 

sin ( z - �
)
, t � z � 11'. 

142. K(z, t) = e-lz-tl ,  О �  z � 1, О �  t � 1 .  

1 43. K(z, t) = { -e=:sh z, О �  z � t, 
-е sh t, t � z � 1 . 

Теорема Мерсера. Если симметричное L2 -ядро К(х, t) непрерыв­
но и обладает лишь положительными характеристическими числами 
(или не более чем конечным числом отрицательных характеристических 
чисел), то ряд f:: SOп(X1SOn(t) 

n=l n 
сходится абсолютно и равномерно к ядру К (х, t) , так что справедлива 
формула 

К(х, t) = f:: SOn(X11,0n(t) . 
n=l n 

Здесь SOn(x) - ортонормированные собственные функции ядра К(х, t). 
В общем случае симметричного L2-ядра К(х, t) билинейный ряд 

f:: SOn(x)son(t) 
n=l An 

сходится в среднем к ядру К(х, t) . 

Задачи для самостоятельноrо решения 

Исходя из ра3Ложения ядра K(z, t) интегрального уравнения по собственным 
функциям, показать, что имеют место следующие соотношения: 

144. 
� f: sin n1rz sin n1rt 

= 
{ z(1 - t), О �  z � t, 11'2 

n=l 
n2 t( l - z), t � z � 1 . 
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145. 
о �  х � t, 
t � х � 1. 

146. Показатъ, что если �1 • �2 (�1 # �2 ) суть характеристические числа ядра 
К(х, t) , то собственные функции уравнений 

ь ь 
<р(х) - .Лt j К(х, t) <p(t) dt = О, t/!(z) - �2 j К(х, t) t/!(t) dt = О  

а а 
ортоrоналъны, т. е. 

ь 

j <р(х) ф(х) dx = О. 
а 

1 47. Показатъ, что если К(х, t) - симметричное ядро, то второе итерированное 
ядро К2(х, t) имеет только положительные характеристические числа. 

148. Показатъ, что если ядро К(х, t) кососимметричное, т. е. K(t, х) = -К(х, t ) ,  
то все его характеристические числа чисто мнимые. 

149. Показатъ, что если ядро К(х, t) симметричное, то имеет место равенство 

"" 1 Е _лт = Ат (т = 2, 3, . . .  ) , 
n=t n 

где �n - характеристические числа, Ат - m-e следы ядра К(х, t) . 

Используя результаты задач 135, 138, 142 и 149, найти суммы следующих рядов: 

00 1 
1 50. Е n4 ' n=l 

00 1 
1 52. Е ( 1 2 )2 ' n=l + /Jn 

1 
где !Jn - корни уравнения 2 ctg р = IJ - - • /J 

Резольвента симметричного ядра есть мераморфная функция от Л , 
для которой характеристические числа интегрального уравнения явля­
ются простыми полюсами. Ее вычеты относительно полюсов Лi дают 
соответствующие этим значениям Лi собственные функции (при любом 
значении t). 
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Задачи для самостоятельного решения 

Найти собственные функции интегральных уравнений, резольвенты которых 
определяются следующими формулами: 

53 ( ) 
3 - ..\ + 3(1 - ..\)(2ж - 1)(2t - 1) 

1 • R ж, t; ..\ = ..\2 _ 4..\ + 3 
. 

1 5  ( . ) _ ( 1 5 - 6..\) жt + (15 - 10..\) ж2t2 
4. R Ж, t, ..\ - 4..\2 - 16..\ + 15 

( . ) 
_ 4(5 - 2..\)[3 - 2..\ + (3 - 6..\) жt} + 5(4..\2 - 8Л+ 3)(3ж2 - 1)(3t2 - 1) 

1 55• R ж, t, ..\ - 4(1 - 2..\)(3 - 2..\)(5 - 2..\) 
· 

Интегральные уравнения Фредгольма с ядрами, 
зависящими от разности аргументов 
Пусть имеем интегральное уравнение 

\1" 

<р(х) = Л  1 К(х - t) �t>(t) dt, 
-11" 

(24) 

где ядро К(х) ( -1r � х � 1r) есть четная функция, периодически продол­
жаемая на всю ось Ох, так что 

К(х - t) = K(t - х). 
Можно показать, что собственные функции уравнения (24) суть { <р�1>(х) = cos nx (n = 1 ,  2, . . .  ), 

<р�2>(х) = sin nx (n = 1 ,  2, . . .  ), 
а соответствующие характеристические числа 

1 
Лп = - (n = 1 ,  2, . . . ), 

'!ran 

где an - коэффициенты Фурье функции К(х): 
11" 

an = � 1 К(х) cos nx dx (n = 1 ,  2, . . .  ) . 
-11" 

Таким образом, каждому значению Лn соответствуют две линейно неза­
висимые собственные функции cos nx, sin nx, так что каждое Лп есть 
двукратное характеристическое число. Функция �t>o(x) = 1 также является 
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собственной функцией уравнения (24), отвечающей характеристическому 
числу 

где 

1 
Ло = - , ?Гао 

1r 

ао = � j K(x) dx. 
_". 

Покажем, например, что cos nx есть собственная функция инте­
грального уравнения 

1r 

<р(х) = -1- / К(х - t) <p(t) dt, 1Гап 

где 
1r 

an = � J К(х) cos nx dx. 
-11" 

Делая подстановку х - t = z , находим 

1r Z-11" j К(х - t) cos nt dt = - j K(z) cos n(x - z) dz = 
-11" 

zм zм 

(25) 

= cos nx j K(z) cos nz dz + sin nx j K(z) sin nz dz = 1Гап cos nx, 

так как второй интеграл равен нулю в силу четности К(х) , а первый 
интеграл есть умноженный на 1Г коэффициент Фурье an в разложении 
четной функции К(х) . 

Итак, 
1r 

cos nx = -1
- / К(х - t) cos nt dt, 1Гап 

а это и означает, что cos nx есть собственная функция уравнения (25). 
Аналогично устанавливаем, что sin nx есть собственная функция ин­
тегрального уравнения (25), отвечающая тому же характеристическому 

1 
числу - .  1Гап 
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Задачи для самостоятельного реwения 

1 56. Найти собственные функции и соответствующие характеристические числа 
уравнений 

1f 

<р(х) = А 1 cos 2(х - t) ';'(t) dt. 
_,. 

1 57. Показать, что симметричное ядро 
1 1 - h2 

К(х t) = - (-1Г � х, t � 1Г) ' 21Г 1 - 2h cos (х - t) + h2 

имеет при lhl < 1 собственные функции 1, sin nx, cos nx, соответствующие 
1 1 характеристическим числам 1, - ,  -h . h" " 

1 58. Найти характеристические числа и собственные функции интегрального 
уравнения " 

';'(х) = А 1 К(х - t) ';'(t) dt, 

где К(х) = х2 (-1Г � х � 1Г) - периодическая функция с периодом 21Г. 

Экстремальные свойства характеристических чисел 
и собственных функций 
Абсолютная величина двойного интеграла (интеграла Тhльберта) 

ь ь 

j (К<,о, <,o) j  = ! J J К(:х, t) <,о(:х) <,o(t) d:x dt j , 
а а 

где К(:х, t) = K(t, ж) - симметричное ядро некоторого интегрального 
уравнения, на множестве нормированных функций <,о(:х) , т. е. таких, что 

ь 

(<,о, <,о) = 1 <,о2(:х) d:x = 1 ,  
а 

имеет максимум, равный 
1 max\(K<,o, <,о) \ =  IAJ' 

где Л t  - наименьшее по  абсолютной величине характеристическое число 
ядра К ( :х, t) . Максимум достигается при <,о( :х) = <р1 ( :х) - собственной 
функции ядра, отвечающей Л 1 • 
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Пример 6. Найти максимум 
"' "' 

[ (К<р, <р) [ = ! j j К(х, t) <р(х) <p(t) dx dt l 
о о 

при условии 
"' 

(<р, <р) = j <р2(х) dx = 1 ,  
о 

если 
К(х, t) = cos х cos 2t + cos t cos 2х + 1 .  

Решение. Решая однородное интегральное уравнение 
" 

<р(ж) = ..\ j(cos ж cos 2t + cos t cos 2ж +  1) <p(t) dt 
о 

1 
как уравнение с вырожденным ядром, находим характеристические числа ..\1 = -

2 � 
и ..\2 3 = ±- и соответствующие им собственные функции <р1 (ж) = Ct , <р2(ж) = ' � 
С2(соs ж  + соs 2ж) , <р3(ж) = С3(соs ж - соs 2ж) , где С1 , С2 и Сз - nроизвольвые 
nостоянные. 

1 
Наименьшим no модулю характеристическим числом является ..\1 = - , ему 

� 
отвечает собственная функция <р1 (ж) = С1 •  Из условия нормировки (<р, <р) = 1 

1 
находим С1 = ± г,;-:: . Следовательно, 

v2� 
" " 

max 1 j j (cos ж cos 2t + cos t cos 2ж + 1) <р(ж) <p(t) dж dt l = 2�, 
о о 

1 
и достигается он на функциях <р(ж) = ± г,;-:: . 

v2� 

Задача дпя самостоятельноrо решения 

1 59. Найти максимум 

nри условии, что 

1 j j К(ж, t) <р(ж) <p(t) dж dt l 
а а 
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если: 
а) K(x, t) = zt ,  O � z, t � l; б) K(x, t) = xt + �1t1, - l � z, t � l ; 

) К( t) = { 
(z + 1) t, О �  х � t, 

в z, 
(t + l) z, t � ж �  1 .  

§ 1 1 . Решение однородных интегральных 
уравнений с .вырожденным ttдром 

Однородное интеrральное уравнение с вырожденным ядром 

( 1) 

когда nараметр >. не является его характеристическим числом (т. е. 
д(>.) f. 0), имеет единственное нулевое решение: <р(х) = О. Если же Л 
есть характеристическое число (т. е. д( Л) = 0), то кроме нулевого ре­
шения уравнение (l)  имеет и неиулевые решения, которыми являются 
собственные фуНкции, соответствующие этому характеристическому чи­
слу. Общее решение однородного уравнения ( 1 )  nолучается как линейная 
комбинация этих собственных функций. 

Пример. Решить уравнение 
'lf 

�(х) - >. j (cos 2х cos 2t + cos 3t cos Зх) �(t) dt = О. 
о 

4 Решение. Характеристические числа данного уравнения суrь Л1 = 
8 

Л2 = - ,  а соответствующие и� собственные функции имеют вид 
71' 

<p1 (z) cos 2z, <p2(z) = cos 3:�t. 

Общим решением уравнения будет 

<p(z) = С  cos 3z, 

<p(z) о, 

если Л 

8 
если Л = -; 

71' 

если 

71' 
. 

где С - произвольмая постоянная. Последнее, нулевое, решение получается 
из общих решений nри С =  О .  !> 
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Задачи дпя самостоятепьноrо решения 

Решить следуюшие однородные инrеrралъные уравнения: 
" 1 

73 

1 60. tр(ж) - ). j cos (ж +t}lp(t) dt = О. 1 6 1 . tр(ж) - Л j arccos ж tp(t) dt == О. 
о о 

1 
1 64. tp(x) + 6 j(ж1 - 2xt) tp(t) dt = О. 

о 

2 

163. ·�(ж) - � j lx1 tp(t) dt О. 
-2 

§ 1 2. Неоднородные симметричные 
уравнеимя 

Неоднородное интегральное уравнение Фредголъма 2-ro рода 
ь 

IР(ж) - Л 1 К(х, t) 1p(t) dt = /(ж) 
а 

(1)  

называется симметричным, если его ядро К(х, t)  симметрично: К(ж, t)  = 
K(t, x). 

Если /(z) непрерывна И параметр Л не совпадает с характери­
стическими числами Лn (n = 1 ,  2, . . .  ) соответствующего однородного 
интегрального уравнения 

ь 
1р(ж) - Л j К(х, t) 1p(t) dt = О, (2) 

то уравнение (1) имеет единственное непрерывное решение, которое 
дается формулой 

00 

ip(X) = /(ж) - л L л апл IPn(x), 
n=l n 

где IPn(x) - собственные функции уравнения (2), 
ь 

an = J f(:r:) I.Pn(x) d:r:. 
а 

(3) 

(4) 



74 Тhава 2. Интегральные уравнения Фредrольма 

причем ряд, стоящий в правой части формулы (3), сходится абсолютно 
и равномерно в квадрате а �  х ,  t � Ь. 

Если же параметр >. совпадает с одним из характеристических чисел, 
например >. = >.1 0 ранга q (кратность числа Л�с) ,  то уравнение ( 1), вообще 
говоря, не имеет решений. Решения существуют тогда и только тогда, 
когда выполняются q условий 

ь 1 f(x) !i'm(x) dx = О  (m = 1 ,  2, . . . , q), (5) 
о 

т. е. когда функция f(x) ортогональна ко всем собственным функциям, 
принадлежащим характеристическому числу Л�с . В этом случае уравне­
ние ( 1 )  имеет бесконечное множество решений, которые содержат q 
произвольных постоянных и даются формулой 

00 

�р(х) = f(x) - >. :L >. :\ !i'n(x) + 
n=q+J n 

+ CI!i'I (x) + С2�р2(х) + . . .  + С9�р9(х) , (6) 

где С1 , С2, • • • , Cq - произвольные постоянные. 
В случае вырожденного ядра 

т 

.. К(х, t) = :L а�с(х) Ь�с(t), 
k=J 

формулы (3) и (6) будут содержать в правых частях вместо рядов конечные 
суммы. 

Когда правая часть уравнения ( 1), т .  е .  функция f(x) , будет ортого­
нальна ко всем собственным функциям !i'n (:с) уравнения (2) , то решением 
уравнения (1)  будет являться сама эта функция: �р(х) = f(x) . 

Пример 1 .  РеШ!I\ТЬ уравнение 

где 

1 
�р(х) - >. 1 К(х, t) �p(t) dt = х, 

о 

К(х, t) = { x(t - 1 ) ,  
t(x - 1) ,  

если О � х � t, 
если t � х � 1 .  

(7) 

Решение. Характеристические числа и соответствующие им собственные 
функции имеют вид 

Лn == -1r2n2; <t'n(z) == sin 7ГПZ, n = 1, 2, . . . . 



§ 12. Неоднородные симметричные уравнения 

Если Л i- Л,. , то решением уравнения (7) будет 

Находим коэффициенtы: Фурье а,. правой части уравнения: 

/
1 

/1 ( cos n'lfz) (- 1)"+1 
а" = x sin mra: dж =  z d  - �  = �· 

о о 
Подстамяк в (8), nолучим 

. Л оо (- l}n+l • 
у?(х) = х - -Е (Л . 2 2) stn n'l!'x. 

1!' n: l  n · + n 11' 

При Л = -n21r2 уравнение (7) не имеет решений, так как 

(- l)n+l 
а,. = --- ;l: O. 

rиr 

Пример 2. Решить уравнение 

где 

1 
<р(х) - ,\ j К(а:, t) �p(t) dt = cos 1ra:, 

о 

К(а: t) = { (ж +  1) t, ' 
(t + 1) ж, 

если О �  ж �  t ,  

если t � ж � 1 .  

Решение. Характеристические числа: 

Ao = l , Л,. = -n211'2 (n = 1 , 2, . . .  ). 
Соответствующие им собственНЪiе функции: 

<р0(х) = еж, <р,.(х) = sin n1rx + n11' cos n11'z (n = 1, 2, • . .  ) . 
Если Л i- 1 и Л "f. -n21r2 , то решение данного уравнения будет иметь вид 

и так как 

75 

(8) 
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ТО • 
<p(z) = cos 1ГХ + Л  [ 1 + е

2 , е" ·_ 
2( 

1Г 
2) (sin 1\'Ж + 11" соs1Гж)] . 1 + 1Г л - 1  Л + 1Г . 

При .Л =  1 и .Л =  -1Г2 (n 1 )  уравнение решен:цй не имеет, так как его пращ 
часть, Т. е. фунКЦИЯ COS 1ГZ, не ортоrоналъна К соответствующим собствi:ННЬlМ 
функциям 

lf'o(z) е"', ip1 (z) = sin 1Гx + 1Г cOS 1ГX. 
Если же .Л = -n21r2 , где n = 2, 3, . . .  , то данное уравнение имеет бесконечное 
множество решений, которые даются формулой (6): 

<р(х) = cos 1ГЖ + .Л  [ /::2 /"' 1 - 2(..\:  1Г2) (sin 1ГЖ + 1Г cos 1Гх)] + 

+ C(sin n1rж + n1r cos mrж), 
где С - произвольная nостоянная. [> 

В некоторых случаях неоднородное симметричное интегральное 
уравнение можно свести к неоднородной краевой задаче. Это можно 
сделать тогда, когда ядро К(х, t) интегрального уравнения является 
функцией Грина некотороrо линейного дифференциального оператора. 
Покажем на примере, как это делается. 

Пример 3. Решить уравнение 
1 

где 

<р(х) - Л j К(х, t) <p(t) dt = е:с, 
о 

K(x, t) = 
sh 1 ' 

{ sh x sh (t - 1) 

sh t sh (x - 1) 
sh l ' t � х � 1 .  

Решение. Данное уравнение перепишем в виде 
"' J 

.Л sh (x - 1) j Л sh ж j <р(х) = е" + sh 1 
sh t <p(t) dt + 7hТ sh (t 

о "' 

Дифференцируя дважды, найдем 

1) <p(t) dt. 

--'--...:.. j sh t <p(t) dt + .Л::; j sh (t - 1 )  <p(t) dt, 

"( ) ., .Л sh (x 
<р ж = е + sh l 

о "' 
"' J 

l) j sh t <p(t) dt + 
>..
s�hl

ж j sh (t - 1) <p(t) dt + 
о ., 

(9) 

( 10) 

>.. ch (x - 1) Л сh х  
+ sh 1 

sh ж <р(х) - --;ь} sh (ж - l )  <р(ж), 
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или 
ip11 (ж) = 1р(ж) + Л1р(ж). 

Полагая в ( 10) ж = О и ж = 1 ,  получим, что 1р(О) 1 ,  1p(l) е . Искомая 
функция 1р(ж) является решением неоднородной краевой задачи 

IJ'11(:t) - (Л + l)IJ'(z) = О, ( 1 1) 
1р(О) 1 , IJ'(1) = е. ( 12) 

Рассмотрим следующие случаи. 
1) Л +  1 = О, т. е. Л =  - 1 .  Уравнение ( 1 1) имеет вид )011(ж) = О. Ero общее 

решение 
iр(Ж) = Сlж + с2. 

Учитывая краевые условия ( 12), получим для: нахождения постоянных cl 
и с2 систему 

{ с2 = 1 , 

С1 + С2 = е, 

решая которую находим cl = е - l ,  с2 = 1 ,  и, следовательно, 
)О( ж) = (е - 1)ж + 1 . 

2) Л +  1 > О, т .  е. Л >  1 (Л '# 0) . Общее решение уравнения ( l l) 

1р(ж) С1 ch vГл+1 ж +  С2 sh vГл'+1 ж. 
Краевые условия ( 12) дают для нахождения С1 и С2 систему 

откуда 

{ с\ = 1, 

С1 ch vГл+1 + С2 sh v'I+l = е, 

e - chv'X+l 
cl = 1 , с2 = sh v'X+l 

Искомая функция ip(z) после несложных иреобразований приведется к виду 

(
ж) = 

sh v'X+i(l - ж) + е sh v'X+l ж 
IP sh v'X+l 

3) Л +  1 < О , т. е. Л < -1 . Обозначим Л +  1 = -JJ2 • Общим решением 
уравнеНИЯ ( 1 1) будет )О(Ж) :i::: С1 COSJJЖ + С2 sinp:t. Краевые уСЛОВИЯ ( 12) даЮТ 
систему 

{ с, 1, 

с, cosp + с2 sinp = е. 

Здесь, в свою очередь, возможны два случая. 
а) р не является корнем уравнения sin р = О. Тогда 

1 , 
е - cos p 

С2 = . , sш р 

( 13) 
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и, следовательно, 
е - COS IJ <р(ж) = COSIJЖ + . SiП JJЖ, SШ IJ 

где 1-' = ../->. - 1 .  
б) IJ является корнем уравнения sin JJ = О ,  т. е. 1-' = mr (n = 1 ,  2, . . .  ) . 

Система ( 13) несовместна, а следовательно, данное уравнение (9) не имеет 
решений. В этом случае соответствующее однородное интегральное уравнение 

1 

<р(ж) + (1 + n21r2) j К(ж, t) <p(t) dt = О  ( 14) 
о 

имеет нетривиальные решения, т. е. числа >.n = -(1  + n21r2) являются характери­
стическими числами, а функции <t'n(ж) = sin n1rж - собственными функциями 
уравнения ( 14). 1> 

Задачи дпя самостоятельноrо решения 

Решить следующие неоднородные интегральные симметричные уравнения: 

1 ,..2 J ж 1 65. <р(ж) - 4 К(ж, t) <p(t) dt = 2' 
о 

1 

1 66. <р(ж) + j К(ж, t) <p(t) dt = же"' , 
о 

1 

1 67. <р(ж) - >.. J K(ж, t) <p(t)dt = ж - 1 ,  
о 

w/2 
1 68.  <р(ж) - 2  j K(ж, t) <p(t) dt = cos2ж, 

о 
1t 

1 69. <р(ж) - >. j К(ж, t) <p(t) dt = 1 ,  
о 

1 

1 70. <р(ж) - >. j К(ж, t) <p(t) dt = ж, 
о 

{ ж(2 - t) 
--2-, О � ж � t, 

К(ж, t) = • 
t(2 - ж) 

К(ж, t) = 

--2-, t � ж �  1 .  
{ sh ж sh (t - 1) 

sh 1 ' О �  ж � t,  
�h t sh (ж - 1) 

h ' t � ж �  1:. s 1 

( ) 
{ ж - t, о � ж � t, К ж, t = t - ж, t � ж �  1 .  

К(ж, t) = . 
{ sinж cos t, 

sш t cos ж, 

( ) { sin ж cos t, К ж, t = . sш t cos ж, 

о �  ж �  t, 
11' t � ж �  2" 

о �  ж �  t, 
t � ж �  11". 

К(ж t) = { (ж + 1 )(t - 3), ' (t + l)(ж - 3), 
о �  ж �  t, 
t � ж �  1 .  
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11' 

1 71 .  lfl(:t) - j K(z, t) lfl(t) dt =.sin z, 
о 

1 

1 72. lfl(ж) - j K(ж, t) lfl(t) dt = sh z, 
о 

t � z � 1Г. 

K(z, t) = { _" 
sh z, О � z � t, 

-е sh t, t � z � l. 

173. lfl(z) - Л K(ж, t) lfl(t) dt = сh ж, К(ж, t) == 
s J h l  ' 

79 

1 { ch : нh (t - 1) 

ch t ch (z - 1) 0 __ s_h
.;.._
l
_..:.. , t � ж �  1.  

.. 

174. lfl(z) - Л j lж - tl lfl(t) dt = 1 . 
о 

§ 1 3. Альтернатива Фредгопьма 

Для интеrралъных уравнений Фредrольма имеют место теоремы: 
Теорема 1 {альтернатива Фредгольма). Нли неоднородное линейное 
уравнение 2-го рода 

ь 
<p(z) - Л j K(z, t) tp(t) dt = /(ж) (1) 

а 

имеет единственное решение при любой функции /(ж) (из не1Соторо­
го достаточно широкого класса), ши соответствующее однородное 
уравнение 

ь 
tр(ж) - Л j К(ж, t) <p(t) dt = О (1) 

11 

имеет по 1ерайней .мере одно нетривиальное, т. е. не равное тожде­
ственно нулю, решение. 
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Теорема 2. Если для уравнения ( 1 )  имеет место первый случай аль­
тернативы, то он имеет место и для сопряженного уравнения 

ь 
ф(х) - Л j K(t, х) ф(t) dt = g(x) . (3) 

а 

Однородное интегральное уравнение (2) и сопряженное к нему уравнение 

ь 
ф(х) - Л j K(t, х) ф(t) dt = О  (4) 

а 

имеют одно и то же конечное число линейно независимых решений. 

Замечание. Если функции ip1 (х), 1р2(х), . . .  , ip,.(x) являются решениями 
однородного уравнения (2), то их линейная комбинация 

" 

ip(x) = CtiPt (x) + Clipl(x) + . . . + C,.ip"(x) = Е ck/Pk(a:), k=l 
где Ck (k = 1, 2, . . .  , n) - nроизвольвые nостоянные, также является реше­
нием этого уравнения. 

Теорема 3. Необходимым и достаточным условием существования ре­
шения rp( х) неоднородного уравнения ( 1) во втором случае альтернативы 
является условие ортогональности правой части этого уравнения, т. е. 
функции J(x) , к любому решению ф(х) сопряЖенного к уравнению (2) 
однородного уравнения ( 4) : 

ь j f(x) ф(х) dx = О. (5) 
а 

Замечание. При выnолнении условия (5) уравнение ( 1) будет иметь бес­
конечное множество решений, так как этому уравнению будет удовлетво­
рять любая функция вида 1р(х) + �(х) , где <р(х) - какое-нибудь решение 
уравнения (1), а �(х) - любое решение соответствующего однородного 
уравнения (2). Кроме того, если уравнению (1) удовлетворяют функции 
IPt(x) и ip2(x), то в силу линейности уравнения их разность ip1(x) - <р2(а:) 
есть решение соответствующего однородного уравнения (2). 

На практике особенно важное значение имеет альтернатива Фред­
гольма. Вместо того чтобы доказывать, что данное интегральное уравне­
ние ( 1 )  имеет решение, часто бывает проще доказать, что соответствующее 
однородное уравнение (2) или сопряженное к нему уравнение (4) имеют 
только тривиальные решения. Отсюда в силу альтернативы следует, что 
уравнение ( 1)  действительно имеет решение. 

1 
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3амечаннfl. I) Если ядро К(х, t )  интегрального уравнения ( 1 )  симмеrрич-
но, т. е. 

К(х, t) =: K(t, х), 
то однородное соnряженное уравнение (4) совnадает с однородным уравне­
нием (2), соответствующим уравнению ( 1). 

2) В случае неоднородноrо интеrраль�оrо уравнения с вырожденным 
ядром 

ь " 

<р(х) А j [ � ak(x) Ьk(t)] tp(t) dt = f(x) 
а 

условие (S) ортоrональности правой части этого уравнения дает n равенств 

Пример 1 .  

Решение. Имеем 

ь j j(t) Ьk (t) dt = О (k = 1 ,  2, . . . , n). 
4 

1 

lf'(X) - ,\ J (S:c2 - 3) t21p(t) dt = ez. 
о 

tp(x) = C.\(5z2 - 3) + е'", 

Подставляя (6) в (7), nолучим 

откуда 

1 1 

с =  ел J (St4 - Зt2) dt + J t2e1 dt, 
о о 

С =  е - 2. 
Данное уравнение при любых А имеет единственное решение 

tp(x) == Л( е - 2)(5х2 - 3) + е"' , 
а соответствующее однородное уравнение 

1 

<р(х) л j<sx2 - 3) t2�p(t) dt == о  
о 

имеет единственное нулевое решение: <р(х) =: О. 

(6) 

(7) 



82 Глава 2. Интегральные уравнения Фредгольма 

Пример 2 .  

Решение. Имеем 

1 

1 
<р(х) - Л j sin ln x <p(t) dt = 2х. 

о 

rр(ж) = С>. sin ln ж +  2ж, 
где С =  J <p(t) dt. Подставляя выражение <p(t) в интеграл, найдем 

о 

откуда 

1 
С =  С>. 1 sin ln t dt + 1, 

о 

c (I + �) = l. 
Если >. =/::. -2, то данное уравнение имеет единственное решение 

2>. <р(ж) = -- sin ln ж + 2ж; 2 + >.  
соответствующее однородное уравнение 

1 

<р(ж) - >. 1 sin ln ж <p(t) dt = О 
о 

имеет только нулевое решение: <р(ж) = О. 
Если же >. = -2 , то данное уравнение не имеет решений, так как правая 

часть f (ж) = 2ж не ортогональна к функции sin 1n ж; однородное уравнение 
имеет бесконечное множество решений, так как из уравнения для определения С 
(О · С =  О) следует, что С - произвольная постоянная; все эти решения даются 
формулой · 

<р(ж) = ё sin ln ж (ё = -2С). 
Пример З. 

11" 

<р(х) - Л J cos (а: + t) <p(t) dt = cos За:. 
о 

Решение. Перепишем уравнение в виде 

Отсюда имеем 

11" 

<р(ж) - >. j (cos ж cos t - sin ж sin t) <p(t) dt = cos Зж. 
о 

<р(ж) = С1>. cos ж- C2J.. sin ж +  cos Зж, 

1> 

(8) 
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" " 

С1 = j �P(t) cos t dt, ·с2 = j �P(t) sin t dt. 
о о 

Подставляя (8) в (9), получим 

или 

" 

С1 = j (С1Л cost - С2Л sin t + cos Зt) cost dt, 
о 

" 

С2 = j (С1Л cos t - С2Л sint + cos Зt) sin t dt, 
о 

" .. " с1 (1 - Л j cos2t dt) + С2Л j sin t cos t dt = j cos Зt cos t dt, 
о о о 

" " .. 
-С1 Л J cos t sin t dt + С2 ( l + Л J sin 2t dt) = f cos Зt sin t dt, 

о о о { с� (� - л�) = О, с2(1 + Л�) = о. 

Определитель этой системы равен 

�(Л) = 
1 - л! 

2 
о 

о 
. 1r 
l + Л-2 

83 

(9) 

(1(}) 

2 1) ECJIИ Л # ±- (�(Л) # 0), то система (10) имеет единственное решение 1r с. = о, с2 = о, следовательно, данное уравнение имеет единственное решение 
'Р( ж) = cos Зх, а соответствующее ему однородное уравнение 

.. 
�Р(х) - Л j cos (z + t) 'P(t) dt = О  

о 
имеет только нулевое решение: !p(z) = О. 

2 
2) Если Л = - , то система (10) nринимает вид 

1r { с, · 0 = 0, с2 .  2 = о. 

(11) 
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Отсюда следует, что С2 = О, а С1 = С, rде С - произвольная постоянная. 
Данное уравнение будет иметь бесконечное множество решений, которые даются 
формулой 

или 

2 <р(х) = - С ·  cos x + cos Зх, 1Г 

( 2:) .· <p(x) = C · cos x + cos Зx С "  
соответствующее однородное уравнение ( l L) имеет бесконечное множество ре­
шений: 

<р(х) = ё · cos х. 
2 

3) Если .Л = - - , то система ( 10) принимает вид 
1Г { 2 · С1 = 0, 

О · С2 = О, 
откуда С, = О, С2 = С, где С - произвольмая постоянная. 

или 

Общее решение данного уравнения имеет вид 

2 <р(х) = -С · sin х + cos Зх, 
1Г 

<p(x) = C · sin x + cos Зx (ё = 2�) . 
В этом примере ядро К(х, t) = cos (х + t) заданного уравнения симметрично: К(х, t) = K(t, х) ;  правая часть уравнения, т. е. функция f(x) = cos Зх, ортого­
нальна к функциям cos х и sin х на отрезке [О, 11') . [> 

Задачи дnн самостоятельного решения 

Исследовать на разрешимость при различных значениях параметра Л следующие 
интегральные уравнения: 

.. 1 

175. <р(х) - .Л J cos 2х y?(t) dt = 1 . 
о 

176. <р(х) - Л J xe1<p(t) dt = х. 
- 1 

2\t . 
1 77. <р(х) - Л J lx - 1rl <p(t) dt 

о 

1 f 

1 

х. 178. <р(х) -Л J(2xt-4x2) <p(t) dt = 1- 2х. 
о 

179. <р(х) - .Л  J(x2 - 2xt) <p(t) dt = x3 - x. 
- 1  
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2r 
180. <p(z) - ,\ j (; cos z cos t + ;  sin 2z sin 2t) <p(t) dt = sin z . 

о 
1 

85 

181. <p(z) - ,\ 1 K(z, t) <p(t) dt = 1 , { ch z · sh t, О �  z � t, где K(z, t) = ch t · sh � , t -'"  -'" 1  w :::: z :::: . о 

Пример 4. При каких значениях параметров а и {3 разрешимо инте­
гральное уравнение 

1 
<р(х) = >. j xt2<p(t) dt + ах +  {3 ?  

о 
(12) 

Решение. Если ,\ не является характеристическим числом ядра K(z, t) = 
zt2 , то уравнение ( 12) разрешимо при любой правой части, т. е: при любых а и fЗ. 

Рассмотрим однородное интегральное уравнение 
1 

<p(z) = ,\ j zt2<p(t) dt, 
о 

( 13) 

соответствующее данному уравнению (12). Решая (13), как уравнение с вы­
рожденным ядром, найдем, что ,\ = 4 есть характеристическое число этого 
ядра. Собственная функция, отвечающая характеристическому числу ,\ =  4, есть 
<p(z) = z (с точностью до постоянного множителя). 

Рассмотрим однородное интегральное уравнение, сопряженное уравне­
нию (13): 

1 

ф(z) = 11 1 tz2ф(t) dt. ( 14) 
о 

Характеристическим числом этого уравнения является 11 = 4. Собственной 
функцией уравнения ( 14), отвечающей этому характеристическому числу, бу­
дет ф(z) = z2 • Поэтому леоднородное уравнение (12) при ,\ =  4 будет разрешимо 
тогда и только тогда, когда 

1 
1 (аж + f3)z2 dz = О, или За + 4f3 = О. 
о 

Рассмотрим, например, уравнение 
1 

<p(z) = 4 J ze<p(t) dt + z + 1 . 
о 

( 15) 

( 16) 
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Здесь а == 1 ,  {3 = 1 ,  так что условие (1
5
) не удовлетворяется: уравнение (16) 

неразрешимо. Пусть теп�рь имеем уравнение 
1 J 2 3 <р(х) == 4 xt <p(t) dt + х - 4 ' 

о 
(17) 

3 где а = 1 ,  f3 == - 4 .  Лри этих значениях параметров а и f3 условие (1
5
), очевидно, 

выполняется и, значит, уравнение ( 17) разрешимо. Его решение имеет вид 
3 3 <р(х) = 4Сх + х - 4 == С1х - 4 ,  

г;-.:е Ci - произвольпая постоянная, откуда, в соответствии с общей теорией, 
видно, что решение уравнения ( 17) не единственно. 1> 

Задачи для самостоятельного решения 

При каких значениях параметров разрешимы следующие интегральные уравне­
ния? 

1 

1 82. <р(х) = .\ J xt<p(t) dt + ах2 + {Зх + 1'· 
- 1  

1 

1 83. <р(х) = .\ j (х + t)<p(t) dt + ае" + {Зх. 
о 

w/2 
1 84. <р(х) = .\ j xt<p(t) dt + ах +  {3 sin х. 

о 

Нефредгольмовы интегральные уравнения 
Если в интегральном уравнении 

ь 

<р(х) = /(ж) + Л 1 К(х, t)<p(t) dt 

ядро К(х, t) удовлетворяет условию 
ь ь 

а 

1 1 К2(х, t) dx dt < +оо 

а а 

(18) 

(19) 

(а, Ь могут быть и бесконечными) , то для уравнения ( 18) справедливы 

j' 

теоремы Фредгольма. 1 
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Если условие ( 19) не выnолнено, то у интегрального уравнения ( 1 8) 
характеристические числа могут заnолнять целые интервалы и могут быть 
характеристические числа бесконечной кратности. Поэтому такИе урав­
нения называют часто нефредгольмоеыми интегральными уравнениями. 

Задачи дпя самостоятельного решения 

1 85. Показать, что интеrральное уравнение 

+оо 

4р(�) .... 1 e-"'t4p(t) dt = /(�) 
о 

является нефредrольмовым. 

1 86. Показать, что интеrральное уравнение 

QQ 

�Р(�) = Л  1 4p(t) sin жt dt 
о 

имеет характеристические числа Л = :i:: {!_ бесконечной кратности, н найти 
соответствующие собственные функции. У ; 
1 87. Показатъ, что интеrральное уравнение с ядром Ганкеля 

OQ 

ср(ж) = Л  1 J11(2VZt)cp(t) dt 
о 

(где J11(z) - бесселева функция 1-ro рода порядка v) имеет характеристические 
числа Л = :i:: l бесконечной кратности, и найти соответствующие собственные 
функции. 

1 88. Показать, что для интеrральноrо уравнения 

z 

любое число Л, для которого одно из значений n+� имеет положительНУЮ 
действительНУЮ часть, является: характеристическим числом. 

1 89. Показать, что щпеrральное уравнение Вольтерра 

z 

ср(ж) = Л  1 О - ;)cp(t) dt 
() 

имеет бесконечное множество характеристических чисел Л = � + iq, где точка 
(�, q) находится вне параболы � +  q2 = О. 
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§ 1 4 . Построение функции Грина дпя 
обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

Пусть дано дифференциальное уравнение n-ro порядка 

L[yJ = Ро (х) Y(n) + Pt (x) y<n-I) + . . .  + Pn (x) У =  О, ( 1 )  

где функция Ро(х) ,  Pt (х) ,  . . .  , Pn (x) непрерывны на  [а, Ь] ,  ро{х) f О 
на [а, Ь) , и краевые условия 

Vk(Y) = aky(a) + а�1)у'(а) + . . .  + akn- t )y(n-t) (a) + fЗkу(Ь)+ 

+ /Зkl)у'(Ь) + . . .  + /Зkn- l)Y(n- I) (Ь) (k = l, 2, . . . , n) , 

где линейные формы Vi ,  . . . , Vn от 

у( а), у'(а), . . .  , y(n-t) (a), у(Ь), у'(Ь) , . . .  , y(n- I) (Ь) 
являются линейно независимыми. 

(2) 

Предnолагаем, что однородная краевая задача ( 1)-(2) имеет только 
тривиальное решение у(х) = О. 

Оnределение. Функцией Грина (функцией влияния) краевой за­
дачи (1)-(2) называется функция G(x, �) . построенная для любой 
точки � .  а < � <  Ь, и имеющая следующие 4 свойства: 

1° . G(x, {) неnрерывна и имеет непрерывные nроизводные по х 
до (n - 2) -ro nорядка включительно при а �  х � Ь. 

2" . Ее (n - 1 )-я производпая по х в точке х = { имеет разрыв 1-ro 
1 

рода, nричем скачок равен -
( ) 

, т. е. Ро � 

on- IG(x, �) 1 on- IG(x, �) 1 1 
". 

дxn- t  х=но - дxn- t  х=�-о 
= РоЮ . (З) 

3" . В каждом из интервалов [а, �) и ({, Ь] функция G(x, {) , рассма­
триваемая как функция от х , является решением уравнения ( 1 ) :  

L[G] = О. 

4., . G(x, �) удовлетворяет граничным условиям (2): 

Ytc(G) = О  (k = 1 ,  2, . . .  , n) . (4) 

Теорема 1 .  Если краевая задача ( 1)- (2) имеет лишь тривиальное 
решение у(х) = О, то оператор L имеет одну и только одну функцию 
Грина G(x, �). 
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Доказательство. Пусть у 1(х), У2(х), . . .  , у,.(х) - линейно независи­
мые решения уравнения L[y] = О .  Тогда в силу свойства 3° искомая 
функция G(x, �) на интервалах [а, �) и (�, Ь] должна иметь следуюшее 
представление: 

и 
G(a:, �) Ь1У1 (х) + Ь2У2(х) + . . . + Ь,.у,. (х) при � < х � Ь. 

Здесь а1 ,  а2 , • • •  , а,. , Ь 1 , Ь2 ,  • • •  , Ь,. - некоторые функции от �. Непрерыв­
ность функции G(a:, {) и ее первых n - 2 производных от х в точке а: = { 
дает нам соотношения 

(Ь!УI({) + . . . + Ь,.у,.({)] - [а,у! ({) + . . .  + а,.у,.({)} = О, 

[Ь, у{Ю + . . . + ЬпУ�Ю] - [atyj (�) + . . . + а,.у�(�)] = о, 

[Ь,у�n-2)Ю + . . .  + Ь,.у�n-2)Ю] - [aty�n-2)IO + . . .  + a,.y�n-2) (�)] 
а условие (3) принимает вИд 

[ь (n- 1)( ) Ь (n- l )(t)J IYt { + . . • + nYn .. 

о, 

Положим с�: Ю = Ьk({) - а�:({) (k = 1, 2, . . .  , n) , тогда получим систему 
линейных уравнений относительно ck (�) : 

C! Yl(�) + C2Y2I0 + . . . + с,.у,.({) = О, 

C1 yj ({) + с2у�({) + . . .  + с,.у�(�) = 0, 

CtY:n-l)IO + C2Y�n-l)({) + . . .  + c,.y�n-l) ({) = О, 
(5) 

(n- 1 )( ) (n- 1)( (n- 1)( ) l Ct Y1 { + С2У2 {) + · · · + CnYn { = 
Ро({) · 

Определитель системы (5) равен значению вронскиана W(y1 , У2 • • • •  , у,.) 
в точке х = { ,  а потому отличен от нуля. Поэтому система (5) однозначно 
определяет функции ck({) (k = 1, 2, . . . , n) . Для определения функций 
ak({) и ЬkЮ воспользуемся краевыми условиями (2). Запишем Vk(Y) 
в вИде 

(6) 
где 
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Тогда в силу условий (4) получим 

Vi: (G) = a ,A�r,(Yt) + a2A�r,(y2) + . . . + anAk(Yn) + 

+ Ь,Bk(yt ) + Ь2В1:(112) + . . . + ЬnBk(Yn) = О (k = 1 ,  2, . . .  , ,, 
Учитывая, что а1 = Ь�r. - с�; , будем иметь 

(Ь, - c,)A�:(Yt) + (Ь2 - с2)А�:(У2) + . . .  + (Ьп - еп)АТс(Уп) + ЬtB�:(Yt) + r 

+ Ь2В�:(у2) + . . . + Ь11В�;(Уn) = О  (k = 1 ,  2, . . . , n) . 
Отсюда в силу ( 6) 

Ь, V�:(Yt) + Ь2 Vi:(y2) + . . . + Ьп V�r.(Yп) = 
= с,АТс(Уt) + с2А�:(у2) + . . .  + enA�r.(Yп) (k = l , 2, . . . , n) . (7) 

Заметим, что система (7) является линейной относительно величин 
bt , . . . , Ь11 •  Оnределитель этой системы отличен от нуля: 

Vt (yJ) Vi (У2) . .  · Vj (Yn) 
V2(Yt ) V2(112) · · · V2(Уп) 

Vn(Yt ) Vn(Y2) · · · Vn(Yn) 

#: О, 

в силу нашего nредположения о линейной независимости форм V1, 
V:z, . . . , Vn . 

Следовательно, система уравнений (7) имеет единственное решение 
относительно Ь1 (�). �(�) • • • •  , ЬпЮ,  а так как а�:(�) = Ь1:Ю - с�:Ю,  то 
и величины аа(�) (k = l , 2, . . .  , n) оnределяются однозначно. Тем са­
мым существование и единственность функции fРнна G(a:, �) доказаны, 
и одновременно дан метод ее nостроения. • 

Замечанне 1. Если краевая задача (l)-(2) самосоnряженная, то функция 
Грина является симметричной, т. е. 

G(ж, �) = G(�. ж). 

Сnраведливо и обратное утверждение. 

Замечанне 2. Если на одном из концов отрезка [а, Ь) коэффициент nри 
старшей производной обращается в нуль, например, P�J(a) = О, то ставит­
ся естественное граничное условие ограниченности решения при z = а,  
а на друтом конце задается обычное граничное усЛовие (см. ниже nример 2). 

Важный частный случай 
Рассмотрим построение функuии rt>ина для дифференциального 

уравнения 2-ro порЯдка вида 

(р(а:)у')' + q(ж)у = О, 

р(а:) #: О  на [а, Ь), р(ж) Е с(0[а, Ь], 
(8) 
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с граничными условиями 

у( а) = у(Ь) = О. (9) 
Предположим, что у1 (х) есть решение уравнения (8), определяемое 
начальными условиями 

Это решение, вообще говоря, не обязано удовлетворять второму гранич­
ному условию, поэтому мы будем предполагать, что у1 (Ь) :/= О .  Но функ­
ции вида С1у1 (х) , где С1 - произвольная постоянная, очевидно, явля­
ются решениями уравнения (8) и удовлетворяют граничному условию 

у(а) = О. 

Аналогично находим иенулевое решение у2(х) уравнения (8), причем: 
такое, чтобы оно удовлетворяло второму граничному условию, т. е. 

У2(Ь) = О. 

Этому же условию будут удовлетворять все решения семейства С2у2(х) , 
где С2 - произвольная nостоянная. 

Теnерь функцию fРина для задачи (8)-(9) ишем в виде 

G(x �) = 
{ С1у1 (х) nри а � х � �. ( lO) • ' С2112(х) при { � х � Ь, 

причем nостоянные с, и С2 выберt\М так, чтобы выnолнялись свой­
с:rва lo и 2° , т. е. чтобы функция G(x, �) была непрерывна по х nри 
фиксирОванном {, в частности, непрерывна в точке х = {:  

1 
и чтобы G�(x, {) в точке х = � имела скачок, равный р({) : 

1 ( 1 1 С2У2 {) - с,у,Щ = р(.;) · 
Перепишем дВа nоследних равенс:rва так: 

Определитель системы ( 1 1) есть оnределитель Вронского 

W(y1 (x), 1J2(x)J = W(x), 

( 1 1 )  
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вычисленный в точке х = �� для линейно независltмых решений Yl (x) 
и у2(х) уравнения (8), а значит, он отличен от нуля: 

W({) :f= O, 

так что величины С1 и С2 из системы ( 1 1) немедленно определяются: 

У2(�) 
cl = 

p(�) WI0 ' 
YIIO 

С2 = 
PIO WIO ' 

Подставляя выражения для С1 и С2 в ( 10), окончательно получим { У1 (х) Y2I0 

G(x, �) = 
р(�) WIO ' 
YI (�) У2(х) 

р(�) wю ' 

( 12) 

Замечание 1. Выбранные нами решения у1 (х) и у2(х) уравнения (8) 
являются линейно независимыми в силу предположения, что у1 (Ь) # О. 

В самом деле, все линейно зависимые от у1 (х) решения имеют вид 
С1у1 (х) , и, следовательно, при С1 # О  не обращаются в нуль в точке х = Ь, 
в которой, согласно нашему выбору, обращается в нуль решение у2(х) . 

Замечание 2. Краевая задача для уравнения 2-ro порядка вида 

у"(х) + P1 (z) y'(z) + P2(z) y(z) = О ( 13) 
и краевых условий 

у(а) = А, у(Ь) =
В (14) 

сводится к рассмотренной задаче (8)-(9) так: 

1 )  Линейное уравнение ( 13) приводится к виду (8) путем умножения ( 13) 
на p(z) = e/Pt(z)dz (в качестве q(z) надо взять p(z)p2(z) ). 

2) Краевые условия ( 14) сводятся к нулевым условиям (9) линейной заменой 
искомой функции 

В - А z(x) = у(х) - -- (z - а) - А. 
ь - а  

При этой замене линейность уравнения (13) не нарушается, но в отличие 
от уравнения (8), теперь получаем уравнение с правой частью L[z] = f(x) , 
где 

f(z) = - [А + В - А 
(z - а)] q(z) - В - А 

p(z)p1 (z). 
Ь - а  Ь - а  

Однако функцию Грина мы строим для однородной краевой задачи L[ z] = О, 
z(a) = z(Ь) = О, которая полностью совпадает с задачей (8)-(9). 
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Пример 1 .  Построить функцию rрина АЛЯ однородной краевой задачи 
y1v(x) = 0, ( 15) { у(О) = у'(О) = О, 

( 16) 
у(1) = y'( l )  = о. 

Решение. Сначала покажем, что краевая задача ( 1 5)-(16) имеет лишь три­
виальное решение. В самом деле, фундаментальная система решений для уравне­
ния (15) есть 

у, (х) = 1 ,  У2(х) = х, Уз(х) = х2
, у4(х) = хз, 

так что его общее решение имеет вид 

у(х) = А + Вх + Сх2 + Dхз, 

( 17) 

где А, В, С, D - произвольные постоянные. Краевые условия ( 16) дают нам 
четыре соотношения для определения А, В, С, D:  

у(О) = А =  О, 
у'(о) = в =  о, 
y(l) = А +  В +  С +  D = О, 
у'( 1)  = В +  2С + 3D =  О. 

Отсюда имеем А = В = С = D = О. 
Итак, задача ( 15)-(16) имеет только нулевое решение у(х) = О, а значит, 

для нее можно построить (и притом единственную) функцию I}шна G(x, {) . 
Теперь построим функцию Грина. Используя фундаментальную систему 

решений ( 17), представим искомую функцию Грина G(x, {) в виде 

G(x, {) = а1 · 1 + а2 · х + аз · х2 + а4 · хз при О � х � {, ( 18) 
G(х, {) = Ь1 · 1 + Ь2 · х + Ьз · х2 + Ь4 · хз при { � х � 1 . ( 19) 

где а, , а2 , аз, а4 , Ь1 , Ь2, Ьз, Ь4 - пока неизвестные функции от { . Положим 
ck({) = Ьk({) - ak({) (k = 1 ,  2, 3, 4) и выпишем систему линейных уравнений для 
нахождения функций ck({) (см. систему (5)) : 

{ с, + с2{ + сзе + с4{: = О, 
с2 + сз · 2{ + с4 · 3{ = О, 

сз · 2 + с4 · 6{ = О, 
с4 • 6 = 1 .  

Решая эту систему, получим 

(20) 
Далее воспользуемся свойством 4• функции Грина, а именно тем, что она должна 
удовлетворкть краевым условиям (2) , 'f . e. 

G(O, {) = О, 
G(l , {) = О, 

G�(O, {) = О, 
G�( l , {) = O. 
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В нашем случае эти соотношения принимают вид • 
{ а1 = 0, 

а2 = 0, 
Ьt + Ь2 + Ь3 + Ь4 = О, 

Ь2 + 2Ьз + 3Ь4 = 0. 
Исnользуя: то, что с• = Ь�: - а/: (lc = l, 2, 3, 4) , из (20) и (21) находим: 

1 3 ь. = - 6( . 
l 2 ь2 = 2� . 
1 3 2 Ьэ = 2� - ( , 

1 2 l 3 ь. = 2� - 3� . 

(21) 

(22) 

Подставив значения коэффициентов а 1 ,  а2 , • • •  , Ь4 из (22) в ( 18) и ( 19), получим 
искомую функцию !Рина: 

{ ( 1 2 1 з) 2 ( 1 l 2 1 3) з -� - � + -� ж - - - -� + -� z 2 2 6 2 3 ' G(z. �) = 
l з  1 2 l з  2 2 1 2 1 з  з - -� + -� z + (-� - � ) z  + (-� - -� )z 
6 2 2 2 3 • 

Последнее выражение легко иреобразуется к виду 

( 1 2 l з) 2 ( 1 1 2 l з) 3 G(z �) = -z - z + -ж � - - - -z + -z � • 2 2 6 2 3 
nри � � z � 1 , 

так что G(z, �) = G(�. z), т. е. функция rрина симметрична. Это можно было 
сказать и заранее, так как краевая задача ( 15)-(16) самосопряженная:. 

Читателю рекомендуем установить это самостоятельно. Кроме того, советуем 
проверить, что найденная нами функция Грина удовлетворяет всем требованиям 
t• -4• , сформулированным nри ее определении. t> 

Пример 2. Построить функцию Грина для дифференциального урав-
нения 

(23) 

nри следующих условиях: 

у(а:) ограничено nри а: -+ О, y(l) = ay'(l), а ::/=  О. (24) 

Решение. Найдем сначала общее решение уравнения (23) и убедимся, что 
условия (24) выnолняются лишь тогда, когда 

у(ж) ::: О. 
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В самом деле, обозначая у'(ж) = z(ж) , получим жz' + z = О, откуда ln z ::::: Ct 1n c1 - 1n ж, z = - , а  значит, ж 
у(ж) = с1 1n ж + с2. (25) 

Ясно, что у( ж) , определяемое формулой (25), удовлетворяет условиям (24) только 
при с1 = с2 = О, а значит, функцию Грина для задачи (23)-(24) можно построить. 

Запишем формально G(ж, {) в виде { а1 + a2 1n ж nри О < ж � {, 
G(ж, {) = Ьt + Ь2 1n ж nри { � ж �  1 .  

Из неnрерывности G(ж, {) nри ж = { nолучаем 

Ьt + Ь2 1n { - а1 - a2 1n { = О, 
1 

а скачок G�(ж, {) в точке ж =  { равен { , так что 

Положив 

будем иметь 

откуда 

1 1 1 ь2 . - - а2 . - = -. { { { 

{ Ct + с2 1n { = О, 
с2 = 1 ,  

Ct ::: - 1n {, с2 = 1 .  

(26) 

(27) 

(28) 
Используем теnерь условия (24). Ограниченность G(ж, {) при ж -+ О дает нам 
а2 = О, а из условия G(1, {) = aG�(1 ,  {) получаем Ь1 = аЬ2 • Учитывая (27) и (28), 
получаем значения всех коэффициентов в (26): 

Итак, 

a1 = a + ln {, а2 = О, Ь1 = а, Ь2 = 1. 

G(ж, {) = { a + 1n {, О < ж � {, 
а +  1n ж, { � ж �  1 . 

Пример 3. Найти функцию Грина краевой задачи 

у"(ж) + k2y = О, у(О) = y(l) = О. 

1> 

Решение. Легко убедиться в том, что решение у1 (ж) = sin kж удовлетворяет 
краевому условию у1 (О) = О, а решение у2(ж) = sin k(ж - 1) - уеловию у2(1) = О, 
причем они являются линейно независимыми. Найдем значение оnределителя 
Вронского для sin kж и sin k(ж - 1) в точке ж = {: 

W({) = 1 k ��s�{ k
s��:l1{"�{) 1 = k[sin k{ cos k({ - 1)-sin k({ - 1) cos k{] = k sin k. 
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Заметив еще, что в нашем примере р(х) = 1 , соглас.но (12) получим 

{ sin k({ - 1) sin kx 

G(x, {) = k sin k ' · sin k{ · sin k(x - 1) 
k sin k ' 

Пример 4. Найти функцию 
влияния G(:z:, у) для балки, 
лежащей на опорах на обо­
их концах :z: = О и :z: = 1 .  
(Здесь G(:z:, у) есть смеще­
ние параллельна оси Oz по­
перечного сечения в точке 
:z: = у, ВЬiзванное действи­
ем единичной нагрузки , со­
средоточенной в точке :z: = у 
и действующей параллельна 
оси Oz.) 

Решение. Пусть ilQ и R1 -
неизвестные реакции в точках опо­
ры, вызванные действием единич­
ной нагрузки в точке х = у  (рис. 5). 
Тогда изгибающий момент М в точ­
ке х балки будет равен 

о 

z 

у 

Рис. 5 

м - "'ЧJ , 
{ _ r>_x 

- -R1 ( 1 - х), 
если О :;;;; х :;;;; у, 
если у :;;;; х :;;;; 1 .  

Для равновесия системы трех сил ilQ,  R1 и Q = 1 должны иметь 

1 - llQ - R1 = О, R1 • 1 = 1 · у. 

Отсюда R1 = у, ilQ = 1 - у. Тогда изгибающий момент будет равен { -х(1 - у), М = М(х, у) = -у( 1 _ х), 
если 
если 

о :;;;; х :;;;; у, 
у :;;;; х :;;;; 1 .  

1> 

х 

Следовательно, функция влияния G(x, у) должна удовлетворять дифференциаль­
ному уравнению изгибающего момента 

(29) 
и граничным условиям 

G(O, у) :: О, G(1, у) :: О. (30) 
Здесь Е" - модуль Юнга, 1" - момент инерции поперечного сечения балки 
относительно нейтральной оси, перпендикулярной к плоскости xOz в точке х .  
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Для решения rраничной задачи (29)-(30) восnользуемся следующим инте-
rралом: 

J 

M*(z, у) = J M(z, z)M(z, y)F(z) dz, 

где 
о 

l F(z) = E,.I,. . 
В самом деле, М* удовлетворяет rраничным условиям (30) , так как 

М*(О, у) = M*(l , у) Е О. 
M*(z, у) удовлетворяет дифференциальному уравнению (29), так как это симме­
тричная функция х и у, имеющая nри х � у следующее явное выражение: 

1 у 
М*(х, у) = ху /<t - z)2F(z) dz - х /<t - у)(у - z)F(z) dz -

о о 
"' 

- (1 - у) J z(z - z)F(z) dz, 
(1 

из которого следует, что 
1 у "' 

а;:• = у  J(l - z)2F(z) dz - /(l - y)(y - z)F(z) dz - (1 - y) 1 zF(z) dz, 
о о о 

и 
M(z, y) 

-( 1 - y)xF(x) = E,.I,. , если О �  z � у. 
Поэтому для случая балки, оnертой на концах, получаем 

1 
G(z, у) = J М(х, z)M(z, y)F(z) dz. 

о 

Задачи дпя самостоятельного решения 

В следующих примерах установить, существует ли функция Грина для данной 
краевой задачи, и если существует, то nостроить ее. 
1 90. у" = О; у(О) y'( l ) , у'(О) = y(l ) . 
191 . у" = О; у(О) = y(l ) , у1(0) = y'(I) .  
1 92. у" + у =  О; у(О) = у(1Г) О. 
1 93. yrv = О; у(О) = у'(О) = y"( I) = y111(l) ::::: О . 
1 94. ym = О; у(О) y'( l ) = О, у'(О) = y(l) . 
1 95. у111 = О; у(О) y( l) = О, у'(О) = y'( l ) . 
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1 96. у" = О; у(О) = О, y(l) = y'(l) . 
1 97. у" + у' = О; у(О) = y(l ) ,  у'(О) = y'(l) . 
1 98. у" - k2y = О; (k # О) у(О) = y(l) = О. 
1 99. у" + у = О; y(O) = y(l) , y'(O) = y'(l) . 
200. у111 = О; у(О) = y(l) = О, у'(О) + y'(l) = О. 
201 . у" = О; у'(О) = hy(O) , y'(l) = -Hy(l) . 
202. х2у" + 2ху' = О; у(х) ограничено при х -+  О, y(l) = ay'(l) . 
203. x3y1v + 6х2у111 + 6ху" = О; у(х) ограничено при х -+  О, y(l) = y'(l) = О. 
204. х2у" + ху' - у =  О; у(х) ограничено при х -+  О, y(l) = О. 

1 
205. ху" + у' - -у = О; у(О) конечно, y(l) = О. 

х 

206. х2у" + ху' - n2y = О; у(О) конечно, y(l) = О. 
207. x2(lnx- l)y" -xy' +у =О; у(О) конечно, y(l)  = О. 

2ЩJ. :х [ ( 1 - х2) �:] = О; у(О) = О, y(I) конечно. 

209. ху" + у' =  О; у( О) ограничено, y(l) = О. 
210. у" - у =  О; у(О) = у'(О) , y(l) + >.y'(l) = О. 
(Рассмотреть случаи: >. = 1 , >. = - 1 ,  1>.1 # 1 .) 
21 1 .  Найти функцию Грина для уравнения 

а >  О, 

у(О) = y(l) = О. 

§ 1 5. Применение функции Грина 
дпя решения краевых задач 

Пусть дано дифференциальное уравнение с правой частью 

L(y] = Ро(х) Y(n)(x) + PI(x) y<n-I)(x) + . . . + Pn(x) у(х)_ = f(x) ( 1) 

и краевые условия 

. . .  ' Vn(Y) = О, (2) 

причем, как и в § 14, мы считаем, что линейные формы Vj , V2, . . . , Vn 
от у(а), у' (а) , . . . , y<n-I)(a) , у(Ь), у'(Ь), . . . , y<n-I)(Ь) являются линейно не­

зависимыми. 
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Теорема. Если G(x, {) есть функция Грина однородной краевой задачи 

L[y] = О, Vk(y) = О (k = 1, 2, . . .  , n), 

то решение краевой задачи (1)-(2) дается формулой 
ь 

у( ж) = j G(x, {) /Ю d{. (3) 
11 

Пример 1 .  Используя функцию Грина, решить краевую задачу 

у"(ж) - у(ж) = ж, (4) 
у(О) = y(l) = О. (5) 

Решение. а) Выясним сначала, существует ли функция Грина для соответ­
ствующей однородной краевой задачи 

ry"(z) - y(z) = О, (6) 
у(О) = у(1) = О. (7) 

Очевидно, что y1 (z) = е'" , y2(z) = е-'" есть фундаментальная система решений 
уравнения (6). Значит, общим решением этого уравнения будет 

· 
у( ж) = Ае'" + В  е-'". 

Краевые условия (5) удовлетворяются тогда и только тогда, когда А =  В =  О, т. е. 
y(z) = О. Итак, функция Грина существует. 

б) Легко проверить, что 

G(z, �) = 
sh 1 ' 

{ sh z sh (� - 1) 

sh� sh (z - 1) 
sh 1 ' 

является функцией Грина для краевой задачи (6)-(7). 
в) Решение краевой задачи (4)-(5) пишем в виде 

1 
у( ж) = j G(ж, �) � d�, 

о 
где G(ж, �) определена формулой (8). 

(8) 

(9) 

Разбивая промежуток интегрирования на два и подставляя в (9) выражение 
для функции Грина из (8), получим 

ж 1 
( ) _ J � sh� sh (z - 1) j � sh z sh (� - 1) t _ у ж - sh l d� + sh l d." -

o ж 
ж 1 

= 
sh (z - 1) J � sh � d� + sh z

1 � � sh (� - 1) d�. sh l sh 
о ж 
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Но ., 1 j { sh { d{ = ж ch ж - sh ж, 
о 

j { sh ({ - 1) d{ = 1 ..,.  ж ch (ж - 1) + sh (ж - 1), ., 
поэтому 

1 � ж  у(ж) = - {  sh (ж - 1) [ж ch ж - sh ж) + sh ж[ 1 - ж  ch (ж - 1) +sh (ж - 1)1} = - - ж. � 1  � 1  
Здесь мы восполъзовались формулой 

sh (а ± ,(3) = sh а ch ,(3 ± ch а sh ,(3, 

а также нечетностью функции sh ж .  
Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция 

sh ж у(ж) = Shl - ж 
удовлетворяет уравнению (4) и краевым условиям (5). [> 

Пример 2. Свести к интегральному уравнению краевую задачу для 
нелинейнаго дифференциального уравнения: 

у" = J(x, у(х)), 
у(О) = у(1 )  = О. 

Решение. Строя функцию Грина дЛЯ задачи 

у" = 0, 

находим 
у(О) = у(1) = О, 

{ ({ - l)ж, О �  ж � {, 
G(ж, {) = (ж - Щ, { � ж � 1 .  

( 10) 
( 1 1) 

(12) 
( 13) 

Рассматривая правую часть уравнения ( 10) как известную функцию, получаем 

1 

у( ж) = j G(ж, {) /({, уЩ) d{. 
о 

Таким образом, решение краевой задачи ( 10)-(1 1) сводится к решению нели­
нейноrо интегрального уравнения типа Гаммерштейна, ядром которого является 
функция Грина задачи (12)-(1 3) .  [> 

Задачи для самостоятельного решения 

Используя функцию Грина, решить следующие краевые задачи: 

21 2. у" + у = ж; у(О) = у (�) = 0. 
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213. y1v = 1 ;  

214. ху" + у' ==  а:; 
215. 1J11 + 1r2y == COS 1Г:t; 
216. y" - y = 2 sh l ;  
217. у" - у ==  -2е"' ; 

у(О) = у'(О) = y�'(l) = y"'(l) = О. 
y(l) у( е) = О. 
у(О) = y(l), у'(О) = y'( l ) . 
у(О) = y(l) = О. 
у(О) у'(О) , y(l) + y'(l) = О. 

у(О) у(�) = О. 

§ 1 6. Краевые задачи ,  
содержащие параметр, 
и сведение их 
к интегральным урав,..ениям 

Во многих вопросах приходится рассматривать краевую задачу вида 

где 

L[y] = >.у + h(x), 
V�.:(Y) = О (k = 1 , 2, : . .  , n) , 

L[y] = Ро(х) y<n>(x) + Pt (х) y<n-t) (x) + . . . + Pn(x) у(х) ,  

V�.:(Y) = а�.:у(а) + ai0v'(a) + . . .  + ain- l)y(n- t)(a) + 

( 1 )  

(2) 

+ Рkу(Ь) + Рl1 )у' (Ь) + . · .  + Pln- I)Y(n-I) (Ь) (k = 1 ,  2, . . .  , n) 
(линейные формы Vj ,  1!2 • . . .  , Vn являются линейно независимыми) ; 
h(x) - заданная непрерывная функция от х; >. - некоторый числовой 
параметр. 

При h(x) = О получается однородная краевая задача 

L[y] = >.у, V�.:(Y) :;::: О (k = 1, 2, . . .  , n). (3) 

Те значения >., для которых краевая задача (3) имеет нетривиалъные 
решения у(х) , называются характеристическими числами краевой зада­
чи (3), а эти нетривиалъные решения -'- соответствующими собственнЫми 
функциями. 

Теорема. Если краевая задача 

L(y) О, Vk(y) = О (k = l, 2, . . . , n) 
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имеет функцию l'рина G(z, �) . то краевШi эадача ( 1)-(2) эквивалентна 
интегральному уравнению Фредгольма 

ь 

у( т) = Л 1 G(z, �) у(�) tЦ + J(z), (4) 

где 
ь 

/(т) = 1 G(x, �) h(�) d{. 
а 

В частности, однородная: краевая задача (3) эквивалентна однород­
ному интегральному уравнению 

ь 

y(m) ·= Л 1 G(z, �) у({) d{. (5) 

Эамечsнне. Так как G(z, {) - неnрерывное ядро, то к интегральному 
уравнению nрименима теория Фредгольма. Поэтому однородное интеграль­
ное уравнение (S) может ИА,{еть не более счетного числа характеристических 
чисел .Л 1 ,  Лz, • • •  , .Л,., • . • , не имеющих конечной nредельной .точки. Для всех 
значений .Л ,  отличных от характеристических, неоднородное уравнение (4) 
имеет решение при любой неnрерывной правой части f(ж) . Эго решение 
задается формулой 

li 
у( ж) = Л j R(z, {; Л) IIO d{ + /(ж), 

а 
где R(z, {; Л) - резольвента ядра G(ж, {) .  При этом для любых фиксиро­
ванных значений z и � из [а, Ь] функция R(z, {; .Л) является мераморфной 
функцией от Л, nолюсами которой могут быть лишь характеристические 
числа однородного интегрального уравнения (5). 

Пример 1 .  Свести краевую задачу 

у11 + Лу = х, (6) 

у(О) = у(�) = О (7) 

к интегральному уравнению. 

Решение. Сначала найдем функцию !Рина G(z, {) для соответствующей 
однородной задачи 

y"(z) = О, 

у( О) = у ( �) = О. 
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Так как линейно независимыми решениями уравнения y"(z) = О ,  удовлетво­

ряющими условиям у(О) = О  и у ( �) = О, соответственно яв.tiяются функции 

1r 
УI (ж) = ж  и у2 = ж - 2 ' то функцию Грина ищем в виде 

G(ж, �) = 

где 

Итак, 

{ У1 (ж) У2Ш О � � t wш ' ..,. ж ..,. .. .  

У1 Ю У2(ж) t � � � wю ' .. .... ж ..,. 2 ' 

(8) 

Далее, пользуясь функцией !Рина (8) как ядром интегрального уравнения, полу­
чим для у(ж) следующее интегральное уравнение: 

1t/2 
у( ж) = /(ж) - .Л  1 G(ж, �) у(�) d�, 

о 
'где 

fl/2 "' fl/2 
/(ж) = 1 G(ж, �) �d� = 1 с: - 1) ed� + 1 (� - 1) ж� � =  � ж3 - ;: ж. 

о о о 
Итак, краевая задача (6)-(7) свелась к интегральному уравнению 

fl/2 
1 1 11"2 

у( ж) + .Л G(ж, �) у(�) d� = б ж3 - 24 ж. 
о 

Задачи дпя самостоятельного решения 

Свести к интегральным уравнениям следующие краевые задачи: 

21 9. у" = .Лу + :r:2 ; у(О) = у (�) = 0. 

220. у" = .Лу +е"' ; у(О) = у(1) = О. 

[> 
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,. 

" 1Г2 : , ·, ' ' 1fi( ' 1 ,•, ') ·' '·, ' 
221 . у + -у = Лу + cos - ;  y(....: l) = y(l) , y'(- IJ :: у ( l) . 

' 4 . . .  2 ' • 
222. у1' + Ау ; 2х + 1 ; у( О) ,;" y'(l), у'(О) = y(l) . 

. 

223. y1v = Ау+ l ;  . у(О)'= у'((}) = О, y"(l) =''y"'(t) .".; о. 
224. у111 + Ау =  2х; у(О) = y(l) = О, у'(О) = y'(I) .  
225. у" + Лу = е" ; у(О) = у'(О) , y(l) = y'(l) . • '• � '!.: 
226. Преобразовать дифференциальное уравнение (noл}rtiaюniee6я из волнового 
уравнения Шрединrера с мезоюiым потенциалом) 

d2y е-• ' ' 

-2 - k2y(r) + Vo-y(r) = О  dr r 
(V0 и k2 - постоянные) , решение которого удовлетворяет rранИчным условиям 

у(О) = у(+оо) = О, 
в интегральное уравнение 

где 

+со -{ 
y(r) "" Vo f a(r, {)тvю d{, 

о 

{ 1 -k{ ' 
ke sh kr, О � r � {, 

G(r, {) = . ! -kr 
1/ sh k{, { � r � +оо . .  



ГЛАВА 

3 
Примененив интегральных 
преобразований к решению 
интегральных уравнений 

§ 1 7. Примененив nреобразования .Фурье 
к решению некоторых интегральных 
уравнений 

Пусть дано интегральное уравнение Фредrолъма 2-го рода с ядром, 
зависящим от разности . аргументов: 

+оо 

tр(ж) = /(ж) + 1 К(ж - t)tp(t) dt, ( 1) 
-оо 

где /(ж) Е L2(-oo, +оо) и К(ж) Е L2(�oo, +оо) . 
Применяя иреобразование Фурье и используя теорему о свертке, 

получим 
Ф(tс�) = F(tc�) + .f2i Ф(tc�)K(tc�), (2) 

где Ф(tс�) , F(tc�) , K(tc�) - иреобразования Фурье функций tр(ж) , /(ж) , К(ж) 
соответственно. Из равенства (2) при условии 1 - .ffi K(w) # О находим 

Ф(w) = F(w) 
1 - .ffi K(w) 

Применяя формулу обращения иреобразования Фурье, nолучим ре­
шение уравнения ( 1): 

+оо 

tр(ж) = 
_

1
_ 1 F(w)_ eizw dtcl • 

.ffi 1 - .ffi K(w) 
-оо 

Если 1 - .ffi K(w) О nри некоторых вещественных значениях w, 
то уравнение ( 1) , вообще говоря, не имеет абсолютtю интегрируемого 
на всей оси Ох решения. 

Аналогично решается интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода 
с ядром, зависящим от разности аргументов: 

+оо 

1 К(ж - .t)<p(t) dt = f(ж) . 
-оо 
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Его решение имеет вид 

Пример 1 .  Решить интегральное уравнение 
+оо 

�Р(ж) = /(ж) + Л 1 e-lz-t/IP(t) dt с� < �) . 
-оо 

Решение. Пусть F(UJ) - nреобразование Фурье функции J(ж), K(t.�) 
nреобразование Фурье ядра K(z) = e-lzl . Здесь 

1 ( 1 1 ) {2 1 = у'2; 1 - it.� + 1 + it.� = v ; 1 + "'2 . 

Применяя nреобразование Фурье к обеим частям данного уравнения, nолучим 

откуда 
1 + t.�2 

Ф(UJ) = 1 2 2 F(t.�). - .Л + t.�  
Следовательно, решением исходного уравнения является функция 

+оо 2 
( )  1 J 1 + t.�  ( ) i#:Oi 

IP z = у'2; 1 - 2Л + "'2 F "' е duJ. 
-оо 

Заметим, что в данном случае 

..(2; - 2Л 1 - 2Л + t.�2 1 - К(t.�).Л = 1 - 1 + "'2 = 1 + "'2 

(3) 

1 
nрй Л < 2 не обращается в нуль ни nри каком вещественном значении "' .  

Полагая, наnример, J(z) = e-lzl , будем иметь 

Так что формула ( 3) дает 

+оо . 1 J е'"'"' 

iр(Ж) = ; 1 - 2.Л + t.�2 dw. 
-оо 
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К вычислению последнего интеграла применим метод контур�;�оrо интегрирова­
ния. Это дает 

короче, 

e-"VГ-iX 
<р(ж) = v'1=1X для ж � О, 

e"VГ-iX 
<р(ж) = v'1=1X для ж < О, , 

· e-VГ-iX !zl 
<р(ж) = v'1=1X . 1 - 2..\ [> 

Пример 2. Плоское электростатическое поле между двумя заземлен­
ными параллельными плоскостями (О <  у <  h) создается линейными 
источниками, собственное поле которых в неограниченном простран­
стве есть Ё. 

Найти плотность распределения индуцированных зарядов на по­
верхности каждой из пластин о-0(х) и <'"h(x) . 
Решение. Известно, что если цилиндрический проводник с сечением, огра­

ниченным произвольным контуром L, внесен в заданное nлоское поле Ё, то 
nлотность расп�еделения индуцированных зарядов удовлетворяет интегрально� 
уравнению 

En(N) 1 J о-(М) .;::;:;t_ 
o-(N) = � + ; IMNI2 cos (Mrv , n) dl, 

L 
где n - внешняя нормаль к кон­
туру L в точке N,  En - проекция У 
внешнего поля на нормаль. 

Пользуясь фор�лой (4) , со­
ставим интегральное уравнение для 
искомых nлотностей зарядов. Вы­
берем фиксированную точку М(ж) 
на nлоскости у = О. Тогда, если 
переменная точка N({) также на­
ходится на nлоскости у = О, то -
cos (MN, ii) = О; если же точ-
ка N({) принадлежит nлоскости 
у =  h ,  то (рис. 6) 

lM Nl = Vг-({---ж-)2-+-h-2, 
- h cos (MN, n) = - IMNI . 

о � 

Рис. е 

Таким образом, интегральное уравнение ( 1) принимает вид 

(4) 

(5) 
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Аналогично, выбирая точку l.!,(z) на плоскости у ;::;:� �· .п�м интщральное 
уравнение 

(5') -оо 
Систему интегральных уравнений (5)-(5') относительно функций и0(ж) 

и ил(х) будем решать с помощью преобразования Фурье. Для этоrо умножим 
каждое из уравнений на е;л" и проинтегрируем по переменной ж от -оо до +оо. 
Обозначая 

+оо 

J = J f(х)еiЛж dx -оо 
и полагая для сокращения записи (Еу)у=о = f0(ж) , (Ey)y=h = Л(�) . будем иметь 

-оо -оо 
Меняя порядок интегрирования И воспользовавшись формулой +оо J cos Лt dt _ !_ -IЛih t2 + h2 - 2h е ' о 
получим систему линейных алгебраических уравнений относительно 0'0 и O'h : 

{ - + - -IЛih fo <То uhe = 27r , 
- -IЛih - j" 
<Тое + <Т л = - 21r , 

решая которую, получим 

_ 1 fo + J,.e-IЛih _ 1 foe-IЛih + j" 
<То = 21r 1 - e-21ЛIIr. , O'h = - 21r 1 - e-2IЛJh • 

Применяя формулу обращения Фурье 

получим 

1 /+оо- ·л f(x) = 27r /(Л)е-• " dЛ, 
-оо 

t> 
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Задачи дпя caмocтosrrenьнoro решения 

Решить следУЮщие интегральные уравнения 

+ОО 

227. y?(:r) = /(:r) +.\ 1 e-1.,-t!y?(t)dt ( 1 ) ( )  
{ е-= для z > O, .\ < -2 • где f :r 

= о rнУа о w� :Е <  • 
-оо 

+оо 

228. y?(:r) = /(z) + � 1 e-lж-tly?(t) dt , { 
о 

для :Е > о, 
где /(z) = ""' 

.. 
для 

:Е <  о. 
-оо 

+оо 

229. у?{ж) = /(ж) - v'2 1 е-<"'-1)2 y?(t) dt . 
-оо 

Синус- и косинус-преобразования Фурье 
Функция 

+оо 
Ф,(ж) = Л 1 tp(t) sin жt dt 

о 
называется синус-преобразованием Фурье функции 'Р( ж) . 

Функция 
+оо 

Фс(ж) = Л 1 tp(t) cosжt dt 
о 

называется: косинус-преобразованием Фурье функции tр(ж) .  
Имеют место следующие формулы обращения синус- и косинус­

преобразований Фурье: 

+оо 
tp(t) = Л j Фs(z) sin tx dx, 

о 
+оо 

tp(t) = ЛI Фс(z) cos tx dx. 
о 

(6) 

Замечание. Если y?(t) - четная функция, то Ф(z) = Фс(z) ; если же y?(t) -
нечетпая функция, то Ф(:r) = iФ,(z), где Ф(z) есть преобразование Фурье 
функции y?(t) ; а Ф,(:�:) и Фс(z) являются соответственно синус- и косинус­
преобразованиями Фурье функции y?(t) . 
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Пример 3. Решить интегральное уравнение "' . 

+оо j �p(t) sin жt dt = e-z (ж > 0). 
о 

Решение. Функция /'fe-z , очевидно, является синус-nреобразо�анием 
Фурье искомой функции <p(t) . Применяя формулу (6) обращения синус-nреобра­
зования Фурье, будем иметь 

+оо +оо 
<p(t) = Л 1 !'fe-z sin жt dж = ; 1 e-z sin жt dж. (7) 

о о 

Интеграл в nравой части (7) вычисляем с nомощью двукратного интегрирования 
по частям. Получим 

+оо 1 е -z sin tz dz = 1 : tz , 
о 

так что 
2 t "'(t) - --т - 11' 1 + t2 ' t> 

Пример 4. В задачах о колебаниях тонкой уnругой nластины nриходим 
к следующему интегральному уравнению: 

'Ф(t) = 2�t Т жf(ж) sin ::t dж, (8) 
о 

где /(ж) - искомая функция, ф(t) - известная функция. 
Решение. Уравнение (8) - это интегральное уравнение 1 -ro рода. Полагая 

1 t = 4Ьа ' z2 = v, 
nреобразуем уравнение (8) к виду 

или 

+оо 

�Ф (4�а) = 1 f(v'V) sinav dv. 
о 

Используя формулу обращения для синус-преобразования Фурье, nолучим 
+оо 

f(v'V) = 3. j  ф (-1-) sin av da, 11' 4Ьа а 
о 

+оо 2 /  ф(t) z2 /(z) = - - sin- dt. 1r t 4Ы 
о 

1> 
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Задачи для самостоятельного решения 

Решить следуЮщие иитеrральные уравнения: 
+ао 

230. f tp(t) cos жt dt = : 
о 

+ОО 

231 .  j tp(t) sin жt dt = f(ж) , 
о 

(ж > 0) . { �
2 sin ж, 

rде /(ж) = 
о, ж >  1Г, 

+ао 

{ f соs ж, О � ж � 1Г, 
232. tp(t) cos жt dt = /(ж) , rде f(ж) = 

о, :t > 1Г. 
о 

+оо 
233. j tp(t) cos жt dt = е-= соs ж  (ж > О). 

о 

§ 1 8. Примененив nре.образованин Лапласа 
к решению некоторых интегральных 
уравнен и А 

1 1 1  

1 о .  Интегральные уравнения Вопьтерра тиnа свертки .. 
Рассмотрим интегральное уравнение Волътерра 2-ro рода 

ж 

1р(ж) = J(ж) + j К(ж - t)1p(t) dt, { 1 )  
о 

ядро которого зависит лишь от разности ж - t .  Будем называть уравне­
ние (1)  интегральным уравнением типа свертки. 

Пусть J(ж) и К(ж) - достаточно гладкие функции, растущие nри 
ж - оо не быстрее nоказательной функции, так что 

(2) 

Мо:ж:но nоказать, что в этом случае и функция 1р(ж) будет удовлетворять 
оценке типа (2): 

IIP(a:)l � Мзе•зz. 

Следовательно, мо:ж:ет быть найдено изображение по Лаnласу функций 
J (ж) , К (а:) и IP( а:) (оно будет оnределено в nолуплоскости Re р = 8 > 
max{8t , 82, 8з} ) . 
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Пусть 

j(x) ;: F(p), rp(x) ;: Ф(р), К(х) -F К(р). 

Применяя к обеим частям уравнения ( 1) иреобразование Лапласа и ис­
пользуя теорему умножения, найдем 

Отсюда 

Ф(р) = F(p) + К(р)Ф(р) . 

Ф(р) - F(p) 

- 1 - К(р) 
(К(р) =1= 1) .  

Оригинал rp(x) для Ф(р) будет решением интегрального уравнения (1). 

Пример 1. Решить интегральное уравнение 

z 
rp(:c) = sin :с +  2 j cos (х - t) rp(t) dt. 

о 
Решение. Известно, что 

. . 1 stn :r: := -2-- , р + 1 
. р 

cos :r: :=  р2 + 1 . 

Пусть <р(а:) := Ф(р) . Применяя преобразование Лапласа к обеим частям уравнения 
и учитывая при этом теорему умножения (изображение свертки), получим 

Отсюда 

или 
ф 1 - -- - --[ 2р ] 1 

(р) р2 + 1 - р2 + 1 ' 

(р) 1 . "' Ф = (р _ 1)2 := же . 

Следовательно, решение данного интегрального уравнения есть 
<p(:r:) = :r:e"'. 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить следующие интегральные уравнения: 
" "' 

234. <р(ж) = е"' - 1 e"-1<p(t) dt. 235. <р(ж) = ж - 1 e"'-1<p(t) dt. 
о о 

1> 
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"' "' 
236. ip(x) = е2"' + 1 e1-"1p(t) dt. 237. 1р(х) = х - 1 (х - t) �P(t) dt. 

о о 

"' 
238. !fJ(x) = cos х - 1 (х - t) cos (х - t) 1p(t) dt. 

о 
"' "' 

1 1 3  

239. !fJ(X) = l + х + 1 e-2(ж-t)1p(t) dt .  240. 1р(х) = х + 1 sin (х - t) 1p(t) dt. 
о о 
" "' 

241 . !fJ(:t) = sin x + j<x - t) 1p(t) dt .  242. �Р(х) = х - j sh (х - t)  1p(t) dt . 
о о 

z 
243. !fJ(x) = l - 2х - 4х2 + 1 [3 + 6(х - t) - 4(х - t)2) 1p(t) dt. 

о 
z "' 

244. ip(x) = shx -1 ch (х - t) 1p(t) dt. 245. �Р(х) = 1 + 2 1  cos (х - t) 1p(t) dt. 
о о 

z ж 
246. !fJ(x) = e"' + 2l cos (x - t) ip(t) dt . 247. �P(z) ::c cos z +  1 1p(t) dt. 

о о 

Теорема о свертке может быть использована также для решения 
нелинейных интегральных уравнений Вольтерра вида 

Пусть 

ж 

�(ж) = j(ж) + Л j �(t)�(ж - t) dt. 
о 

�(ж) := Ф(р) ,  j(x) := F(p) . 
Тогда в силу уравнения (3) 

откуда 

Ф(р) = F(p) + ЛФ2(р) ,  

(р) = 
1 ± .jl - 4ЛF(р) 

Ф 2Л . 

(3) 

Оригинал для Ф(р) ,  если он существует, будет решением интеграль­
ного уравнения (3) . 
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Пример 2. Решить интегральное уравнение • . 
:r з 1 <p(t)<p(x - t) dt = � . (4) 

о 
Решение. Пусть cp(z) ;::: Ф(р). Применяя к обеим частям (4) nреобразование 

Лапласа, получим 

откуда 

2 1 ф (р) = - , р4 

1 Ф(р) = ±2.  р 
Функции cp1 (z) = z, cp2(z) = -ж будут решениями уравнения (4) (решение 
уравнения (4) не единственно) . !> 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить интегральные уравнения: 

"' 
248. 2cp(z) - j cp(t)cp(z - t) dt = sin ж. 

о 

"' 
1 f . 1 

249. cp(z) = '2 cp(t)cp(z "- t) dt'- 2 sh z. 
о 

2° . Системы интегральных уравнений Вольтерра ти­
па свертки. Преобразование Лапласа может быть использовано при 
решении систем интегральных уравнений Вольтерра вида 

' :r . 

<J'i(x) = /i(x) + � 1 Кi;(ж - t) <J'j(t) dt (i = 1 ,  2, . . .  , s) , (5) • J=l о 
где Кi;(ж) , /i(x) - известные неnрерывные функции, имеющие изобра-
жение по Лапласу. 

· · · 
Применив к обеим частям:,(5) п�еобразовщше Лаплас.а, получим 

, 
Фi{р) = Jii{p) + L Kij(p) Фj{р) (i = 1 ,  2, . . . , s) . · 

j=l 

Это система линейных алгебраических уравнений относительно Фj{р) . 
Рещая ее, найдем Фj{р) , оригиналы для которых и будут решениями 
исходной системы интегральных уравнений ( 5). 
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Пример З. Решить сиСтему интегральных уравнений 
z z 

ipt(z) = 1 - 2 J e2(z-t)IPt (t) ,dt + J ip2(t) dt, 
о о 
z z 

IP2(z) = 4z - j IP1 (t) dt + 4 j (ж - t) 1P2(t) dt. 
о о 

115 

(6) 

Решение. Переходя к изображениям и исnользуя. теорему Об изображении 
свертки, nолучим 

р 1 l 
Ф,(р) = (p+ I)2 = p+ l - (p + I)2 ' 

Зр + 2 8 1 l 1 8 1 
Ф2(р) = (р - 2)(р + 1)2 = 9 . р - 2 + 3 . (р + 1)2 - 9 .  р + l . 

Оригиналы для Ф1 (р) и Ф2(р) равны соответственно 

�1(ж) = е-"' - же-", 

( )  8 2"' 1 _" 8 _" �2 ж = 9 е + з zе - 9 е . 

Функции �1(z), �2(ж) дают решение исходной системы интегральных уравне­
ний (6). Е> 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить следуюпЬlе системы инirеrральНЪIХ уравнений: 
"' " 

�1 (z) = sin ж +  j �2(t) dt, �1(z) = е2ао + j �2(t) dt, 
250. 

о 
251 . 

о 
"' "' 

�2(:�:) = 1 - cosz -j �1 (t) dt. �2(ж) = 1 -J e2<ж-t)�l (t) dt. 
о о 
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252. 

"' "' 

<pi(x) = e"' + J <p1(t) dt - J e"'-1<p2(t) dt, 
о о 

"' "' 
<р2(х) = -х - J (х - t) <р1 (t) dt + J <p2(t) dt. 

253. 

о о 

"' "' 

<р1 (х) = е"' - J <р1 (t) dt + 4 J e"'-1<p2(t) dt, 
о о "' "' 

<р2(х) = 1 - J e1-"'<p1(t) dt + J <p2(t) dt. 
о о 

"' 

<р1 (х) = ж + J <p2(t) dt, 
о "' 

254. <р2(х) = 1 - J <р1 (t) dt, 

255. 

о "' . 1 1 <р3(х) = sш х + 2 (х - t) <р1 (t) dt. 
о 

"' 

<р1 (х) = 1 - J <p2(t) dt, 
о 

"' 

<р2(х) = cos х - 1 + J <p3(t) dt, 256. 
о 

"' 

<р3(х) = cos х + J <р1 (t) dt. 
о 

"' 

<р1(х) =х+ 1 + J <p3(t) dt, 
о 

"' 

<р2(х) =-х+ J(x-t) <p1(t) dt, 
о "' 

<p3(x) =cosx- 1 -J <p1(t) dt. 
о 

3° . Интегро-дифференциальные уравнения. Пусть име­
ем линейное интегро-дифференциальное уравнение вида 

s ж 

rp(n) (x) + а! rp(n-I) (x) + . . . + anrp(x) + � J Кт(Х -t) rp(m)(t) dt = /(х), (7) 
m=O o 

где а1 , а2 , . . . , an - постоянные, J(x) , Km(x) (m = О, 1 ,  . . . , s) - из­
вестные функции, rp(x) - искомая функция. 
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Для искомой функции <р(а:) ставятся начальные условия вида 

<р(О) = <ро, ер' (О) = <р�, . . . ' (n- 1 ) 'Ро . 

Пусть функции /(т) и Кт(х) являются функциями-оригиналами и 

/(а:) ;:d F(p), Km(a:) ;:d Кт (р) (т = О, 1, . . . , s) . 

1 17 

(8) 

Тогда функция <р(х) будет иметь изображение по Лапласу <р(х) := Ф(р). 
Применяя к обеим частям (7) иреобразование Лапласа и используя тео­
рему об изображении производной и теорему умножения, придем к урав­
нению 

Ф(р) [pn + a1pn-! + . . . + an + i; Кт(р) pm] = А(р) , (9) 

где А(р) - некоторая . известная функция от р .  Из (9) находим Ф(р) -
оператормое решение задачи (7)-(8). Функция <p(z) := Ф(р) будет ре­
шением интегро-дифференциального уравнения (7), удовлетворяющим 
начальным условиям (8). 

Пример 4. Решить интегро-дифференциальное уравнение 
ж 

<р"(х) + j e2(ж-t)cp'(t) dt = еа, 
о 

<р{О) = <р1 (О) = О. 
Решение. Пусть <p(z) Ф(р). В силу ( l l) 

<p1(z) := рФ(р), tp"(z) := р2Ф(р). 

(10) 

( 1 1) 

Поэтому после применения nреобразования Лаnласа уравнение (10) примет вид 

или 

Из ( 12) находим 

1 
р2Ф(р) + 2 Ф(р) = -2 , 

р - р -

Ф(р) 

Ф(р) р(р - 1)2 :;: -�- . 
р - 2 р - 2 

l 
р(р - 1)2 := же"' - е"' + 1 . 

( 12) 

Следовательно, решение <p(z) интеrро-дифференциального уравнения (10), удо­
влетворяющее начальным условиям (1 1 ) ,  определяется равенством 

<р(х) = хе"' - е"' +  1. 
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Задачи д.nя самостоятельного реwенИя 

Решить следующие интеrро-дцфференциалъные уравнения: 
"' 

257. �''(z) +  j e2<"'-t)�'(t) dt = e2"' ;  �(0) = 0, �1(0) = 1 . 
о 

:а: :а: 

258. �'(ж) - �(а:) + j<x - t) �'(t) dt - J �(t) dt = x ; �(0) = - 1 .  
о о 

"' "' 

259. �"(ж) - Ц'(ж) +�(ж) +2 J cos (z-t) �11(t) dt+2 J sin (z -t) �'(t) dt cos x ;  

<р(О) = �'(О) = О. 
"' 

о о 

260. �''(а:) + 2�1 (х) - 2 f sin (ж - t) <р1 (t) dt = cos а:; �(О) = <р1 (О) = О. 
о 

"' "' 

281.  �"(z) + �(z)+ / sh (z ;_ t) <p(t) dt + J ch (z - t) �'(t) dt = ch a:;  

�(О) = <р'(О) = О. 
о о 

"' :а: 

262. �"(z) + <р(ж) + J sh (z - t) <p(t) dt + J ch (z - t) �'(t) dt = chz ;  <р(О) = - 1 ,  

�'(О) = 1 .  
о о 

4 ° .  Интегральные уравнения Вольтерра с пределами 
{z, +оо). Интеrралъцые уравнения вида 

+оо 

IP(x) = /(х) + J К(х - t) IP(t) dt, (13) 
z 

возникающие в ряде задач физики, можно также решать с помощью 
иреобразования Лапласа. 

Справедлива следующая формула: 
+оо 
J К(х - t)1p(t) dt ;::: Х( -р)Ф(р), (14) 
z 
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где 
+оо 

cp(t) := Ф(р) ,  Х(-р) = J К(-а:)� d:c. 
о 

Применяя иреобразование Лапласа к обеим частям (11) и исnользуя 
формулу ( 14), получим 

или 

. Функция 

Ф(р) = F(p) + Х(-р)Ф(р), 

Ф(р) = F�) (Х(-р) =1: 1) .  
1 - Х(-р) 

r+ioo 
(а:) :._ 

_
1 

J 
F(p) 

e"z d 
'Р - 21ri . 1 - х( -р) Р r-too 

(15) 

является частным решением интегрального уравнения ( 1 3).  Подчеркнем, 
что для того, чтобы решение (15) имело смысл, необходимо, чтобы 
области аиалитичности Х( -р) и F(p) перекрывались. 

Пример 5. Решить интегральное уравнение 
00 

ер( а:) = а: +  J e2(:H)cp(t) dt. 

Решенне. В данном случае /(�) = �. K(z) = е2с. Поэтому 
"" 

F(p) = �· Х(-р) = ! е-2"'е""' d� = 2 �р
' Re p < 2. 

о 

Таким образом, nолучаем следующее операторное уравнение: 

так что 

Отсюда 

1 l Ф(р) = 
р2 + 2 _ р Ф(р), 

р - 2  Ф(р) = p'l(p - 1): . 

7+ioo 1 ! р - 2  
IP(a:) = 21f'i р2(р _ l) е� dp (О < 7 < 2). 

'Y-ioo 

(16) 

(17) 

Интеграл (17) можно вычислить по интеrральной·формуле Кощи. Подынтеrраль­
ная фующия имеет двукратный полюс р = О и nростой полюс р = l, который 
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появляется при 1 > 1 ,  что связано с включением или невключением в решение 
уравнения ( 16) решения соответствуюшеrо однородного уравнения 

00 

�(х) = 1 e2(z-t)�(t) dt. 
"' 

Найдем вычеты nодынтегральной функции в ее nолюсах: ( р - 2  ) 
res 2(р ) ер:с = 2х + 1 ,  
р=О р - ]  

( р - 2  ) "' 
res 2(р ) е!" = -е . 
p=l р 1 

Следовательно, решение интегрального уравнения ( 16) есть �(х) = 2х + 1 + Се"' 
(С - произвольная nостоянная). 1> 

Задачи дпя самостоятельного решения 

Решить интегральные уравнения: 
"" 00 

263. �(х) = е-" + 1 �(t) dt. 264. �(х) = е-"' + 1 e"'-1�(t) dt . 
" ,. 

00 00 

265. �(х) == cos х + 1 e"'-1�(t) dt . 266. �(х) 1 + 1 ea(z-t)�(t) dt (а > О) . 

" "' 

5° . Обобщенная теорема умножения и некоторые ее 
применения. Пусть 

<р(х) :=' Ф(р), u(x, т) ;::: U(p)e-тq(p), 

где U(p) и q(p) аналитические функции. Тогда 

00 

Ф(q(p))U(p) ;::: j <р(т)и(х, т) dт. 
о 

Это и есть обобщенная теорема умножения (теорема Эфроса). Если 
u(x, т) = и(х - т) , то q(p) = р, и мы получаем обычную теорему 
умножения: 

00 

Ф(р) · U(p) ;::: j <р(т)и(х - т) dт. 
о 
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1 
Если U(p) == ..;р ,  q(p) = ..;р, то 

u(a:, т) =  
. 
�e-r2/(4z) . у 11":1.: 

121  

Поэтому, если известно, что Ф(р) ;::: IP(z) , то n o  теореме Эфроса 
Ф(.,fР) находим оригинал для -- : ..;р 

00 
Ф(../Р) ;::: _

1
_ f iр(т)е-т2/(4z) dт. 

..;р .;и • о 
Пример 6. Решить интегральное уравАение 

00 J.x f e-t2/(4z)ip(t) dt = 1 .  
о 

(18) 

(19) 

Решение. Пусть <p(z) := Ф(р). Применяя иреобразование ЛаiЩаса к обеИм 
частям (19), получим, согласно формуле ( 18), 

откуда 

Ф(ур) 
vP = р' 

Ф(р) l 1 р = 
р2 , или Ф(р) = р р:: 1 .  

Следовательно, <р(ж) = l есть решение уравнения ( 19) .  

Задачи для самостоятельного решения 

Решить следующие интегральные уравнения: 
ос ос 

!> 

267. � 1 e-t2/(4")<p(t) dt == e-" . 
о 

268. 1 e-12/(4::)<p(t) dt = 2ж - sh z. 
о 

ос 

269. � 1 e-121(4z)<p(t) dt = z312 + е4"' . 

о 

Известно, что 
tnf2Jn(2Vt) = -1-1 e-l/p (n = О, 1, 2, . . .  ) , . 

pn+ 
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где Jn(z) - бесселева функция 1-ro рода порЯдКа n .  В частности, 

Jo(2v'i) :::= �е-11Р. 
. р 

В силу теоремы подобия 

Jo(2v'zi) # �e-zfp, 
р 

откуда видно, что дrL11 теоремы Эфроса следует взять в таком случае 

q(p) = i· 
Пример 7. Решить интегральное уравнение 

00 

v>(ж) = ze-• + Л  j J0(2vZt)v>(t) dt (IЛI # 1) .  (20) 
о 

Решение. П)'О1Ъ rp(z) ;::: Ф(р). Применяя к обеим частям (20) nреобраэова­
иие Лаnласа и учитывая теорему Эфроса, найдем 

l 
Заменяя р на -, получим р 

Иэ (21) и (22) находим 

1 1 ( l ) 
Ф(р) = (р + l)2 + Л:рФ р . 

( l )  р2 Ф р = (р + 1)2 + ЛрФ(р). 

l л [ р2 ] Ф(р) = (р+ 1)2 + р (р+ I)2 + ЛрФ(р) • 
или 

1 [ 1 >.р ) Ф(р) = l - >.2 + (p + l)2 + (p + 1)2 . 
Отсюда 

Задачи дпя самосtоятепьноrо реwения 

Решить следующие интеrральные уравнения (Л '# ±1) :  

OQ 

270. VJ(z) = е"' +  Л j � J1(2.fii.)rp(t) dt .  
6 

(2 1) 

(22) 
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OQ 

271 . <р(ж) = cos :r: + ,\ 1 J0(2./Жt)<p(t) dt . 
о 

OQ 

272. <р(ж) = cos x + ,\1  �J2(2v'Жt)<p(t) dt . 
о 

273. <р(ж) = sin :r: + ,\ j � J1(2v'Жt)<p(t) dt. 
о 

§ 1 9. Примененив преобразования Меллина 
к решению некоторых интеrральных 
уравнен и А 

Пусть функция /(t) оnределена при положитель�ых � и  удовл�во­
ряет условиям 

1 

1 IJ(t)lt11'- 1 dt < +оо, 
о 

ОС) 

1 lf(t) lt11�-l dt < +оо 
1 

( 1)  

при надлежащем выборе чисеЛ и1 и 0'2 . Преобра308ание.м Меллина функ­
ции /(t) называется функция 

00 

F(s) = 1 f(t)t'- 1 dt (8 = и + ir, и1 < и  < и2). (2) 
о 

Формула обращения иреобразования Меллина имеет вид 
tт+ioo 

/(t) = 2:i 1 F(8)Г' d8 (t > О, u1 < и  < u2), (3) 
u-ioc 

где интеграл берется Вдоль прямой l :  Re 8 = и, параллельной мнимой оси 
плоскости 8,  и понимается в смысле главноrо значения. В случае, когда 
поведение функции /(t) при t --+ О и t --+  00,, известно, НftПРИМер, из фц­
зических соображений, границы полосы (и1 , &2) моrут бьlть установлены 
из условий абсолютной сходимости интеграла (2). Если же поведение 
/(t) известно лишь на одном конце интервала (0, +оо),  например, при 
t --+  О, то определяется только u1 , прямая интегрировация l в (3) должна 
быть выбрана правее прямой и = и1 и левее ближайшей особой точки 
функции F(s) . 
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ПреобраЗование Меллина тесно связано с nреобразованиями Фурье 
и Лапласа, и многие теоремы, относящиеся к иреобразованию Меллина, 
могут быть получены из соответствующих теорем для иреобразований 
Фурье и Лапласа путем замены переменных. 

вид: 
Теорема о свертке для преобразования Меллина имеет следующий 

00 

М {1 j(t)� ( Т) �} = F(s) · Ф(s). (4) 
о 

Отсюда можно заключить, что иреобразование Меллина удобно Приме­
нять при решении интегральных уравнений вида 

00 

�(х) =J(x) + 1 к( Т )�(t) �t . (5) 
о 

В самом деле, пусть функции �(х) , J(x) и К(х) допускают преобра­
зование Меллина и пусть �(х) -+ Ф(s) , J(x) -+ F(s) , К(х) -+ K(s) , 
причем области аналитичности F(s) и K(s) имеют общую полосу 
0'1 < Re s = О' < 0'2 • Применяя к обеим частям уравнения (5) пре­
образование Меллина и используя теорему о свертке (4), получим 

откуда 

Ф(s) = F(s) + K(s) · Ф(s), 

Ф(s) = 
F(s) 

(K(s) i= l ) .  
l - K(s) 

Эrо - операторное решение интегрального уравнения (5). По формуле 
обращения (3) находим решение ;р(х) этого уравнения: 

O'+ioo 
1 1 F(s) _8 �(х) = -2 . _ х ds. 1Г� 1 - K(s) 0'-ioo 

Рассмотрим интегральное уравнение вида 
00 

�(х) = J(x) + 1 К(х · t)�(t) dt (6) 
о 

(уравнение Фокса). Умножая обе части (6) на х'-1 и интегрируя по ж 
в пределах от О до оо, получим 

00 00 00 00 1 �(х)х'-1 dx = 1 J(x)x'-1 dx + 1 �(t) dt 1 К(ж · t)xs- t dx. 
о о о о 
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Обозначая иреобразование Меллина функций �p(::r:) , J(x) , К(х) соот­
ветственно через Ф(s) , F(s) , K(s) , после несложных иреобразований 
получим 

00 

Ф(s) = F(s) + K(s) j �р(t)Г' dt. (7) 
о 

00 
Легко видеть, что J �p(t)t-8 dt = Ф(l - s) , так что (7) запишется в виде о 

Ф(s) = F(s) + Ф(l - s)K(s). 
Заменяя в равенстве (8) s на 1 - s ,  получим 

Ф(l - s) = F(l - s) + Ф(s)K(l - s). 
Из равенства (8) и (9) находим 

откуда 

Ф(s) = F(s) + F(l - s)K(s) + Ф(s)K(s)K(l - s), 

Ф(s) = F(s) 2:" F(l - s)K(s)
. l - K(s) · K(l - s) 

Это - оnераторкое решение уравнения (6). 
По формуле обращения Меллина найдем 

c+ioo _ 
tp(x) = � j F(s) 2:" F(l :::: s)K(s) х-' ds 21Гz . 1 - K(s) · K(I - s) 

с-аоо 

- решение интегрального уравнения (6). 
Пример. Решить интегральное уравнение 

tp(x) = /(х) + л/3 j �p(t) cos xt dt. 
о 

Решение. Имеем 

K(s) = лЛ i х•-! cos z dx. 

о 

Для вычисления интеграла (12) воспользуемся тем, что 
"" j e-"'z'- 1 

dx = Г(z). 
о 

(8) 

(9) 

( 10) 

(11) 

( 12) 

( 13) 
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Поворачивая в формуле ( 13) луч интегрироваЩ до мнимой оси, что в силу 
леммы Жордана возможно nри О < z < 1 ,  приходим к форМуле 

<Х> j e-'"'z•-l dz == e:..<.-z/2Г(z). 
о 

Оrделяя действительную и мнимую части, получим 
"" J �z z•-t cos z dz = cos Т · Г(z), 

о 

"" 

j ж•-l sin ж dж = sin �2
z • Г(z) . 

о 

Таким образом, в силу (12) и ( 14) 

Далее, 

- (2 �· K(s) = >.у ; Г(в) cos 2 · 

- - (2 �6 /2 1ГВ К(в) · K(l - в) = >.у ; Г(s) cos 2 · л у ; Г(l - s) sin Т = 

( 14) 

>.2 �· • �· 2 = -;2соsт · stn 2Г(в)Г(l - в) = Л ,  

� 
так хак Г(в) · Г(l - s) = -.- . Следовательно, eCJiи М{!(ж)} = F(в) , то в силу Sln �B 
формулы ( 10) (при IЛI #: 1)  

и потому 

Ф( ) = 
F(в) + F(l - в)К(в) 

8 1 - ,\2 ' 

1 D"/+ioo[ . {2 1ГВ] -ip(z) = 2'11'i( l _ >.2) F(s) + F( l - s)>.y ; Г( в) cos Т z • ds = 
D"-iCX> 

D"+ioo 
= 1 � >.2 • 2�i j F(в)z-• dв + 

cr-ioo 
tr+ioo 

>. (2 1 J ( ) �· ( ) -· + 1 _ >.2 у ; .' 2�i Г в cos TF 1 - в ж ds. 
cr-ioo 

00 

( 15) 

Заменим во втором интеrрале nравой части ( 15) F(l-s) на J /(t)Г' dt и заметим, 
что о 

o-+ioo 

2�i j F(в)ж-• ds = /(ж). 
6-ioo 
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Тогда формула (15) переnишется так: 
D'+ioo оо 

/(z) А {2 1 J 1rs _ J <p(:t) = 1 _ А2 + 1 _ .Х2 у ;  21ri Г(s) cos "Т(жt) ' ds /(t) dt . 
.. -ioo О 

Согласно формуле обращения Меллина 
ст+iоо 

-21 . J Г(s) cos �(жt)-• ds = cos жt, 
'Jr� 2 

<1-ioo 

так что окончательно решением уравнения. ( l l) будет 
"" 

f(:t) .\ {2 ! <p(:t) = 1 _ ,\2 
+ 1 _ ,Лl у ; j(t) cos жt dt. 

о 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить интегральные уравнения: 
00 1 1 ! 274. <р(ж) = 1 + ж2 + .,fi <p(t) cos жt dt. 

о 

275. <р(ж) = f(x) +:л{; j <p(t) sin жt dt. 
о 

"" 

276. <р(х) = -е-ж + � J <p(t) cos жt dt. 
о 

127 

1> 



ГЛАВА 

4 
Интегральные уравнения 
1 -ro рода 

§ 20. Интегральные уравнения Вопьтерра 
1 -ro рода 

Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра 1 -ro рода 

z 

J К(х, t) !p(t) dt = j(x) , J(O) = О, 
о 

где IJ'(x) - искомая функция. 

( 1 )  

дК(х, t) 
Предположим, что К(х, t) , дх , J(x) и J'(x) непрерывны при 

О �  х � а, О �  t � х. Дифференцируя обе части (1)  по х, получим 

z 

J дК(х, t) , К(х, x)IJ'(x) + дх IJ'(t) dt = J (х) . 
о 

(2) 

Всякое непрерывное при О �  х � а решение IJ'(X) уравнения ( 1 )  удовле­
творяет, очевидно, и уравнению (2). И наоборот, всякое непрерывное при 
О �  х � а  решение уравнения (2) удовлетворяет также уравнению (1).  

Если К(х, х) не обращается в нуль ни в одной точке основного 
интервала [О, а] , то уравнение (2) можно переписать так: 

z 
J'(x) J К�(х, t) IJ'(x) = К(х, х) - К(х, х) IJ'(t) dt, 

о 
(3) 

т. е. оно сводится к интегральному уравнению Вольтерра 2-ro рода, 
рассмотренному выше. 

Если К(х, х) = О, то иногда бывает полезно еще раз nродифферен­
цировать уравнение {2) no х и т. д. 

ЗамечаНitе. Если K(z, ж) обращается в нуль в некоторой точке ж Е [0, а], 
например в точке ж ::::= О, то уравнение (3) nриобретает особые свойства, 
совершенно отличные от свойств уравнения 2-ro рода. (Такие уравнения 
Пикар назвал уравнениями 3-ro рода.) Здесь возникают осложнения, подоб­
ные тем, которые бывают связаны с обрашением в нуль коэффициента nри 
старшей nроизводной в линейном дифференциальном уравнении. 
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Пример. Решить интегральное уравнение 

z 1 cos (а: - t) V'(t) dt = а:. 
о 

(4) 

Решение. Функции f(z) = ж, К(ж, t) = cos (z - t) удовлетворяют сформу­
лированным выше условиям непрерывности и дифференцируемости. 

ИЛИ 

Дифференцируя обе части (4) по х, nолучим 

., 
�(z) cos О - J sin (х - t) �(t) dt = 1 ,  

о 

., 
�(:с) = 1 + j sin {х - t) �{t) dt. (5) 

о 

Уравнение (5) есть интегральное уравнение 2-ro рода тиnа свертки. 
Применяя преобразование Лапласа, найдем его решение: 

1 l 
Ф(р) = р + р2 + l Ф(р), 

откуда 

Ф(р) 

х 2 . 
Функция �(z) = 1 + 2 будет решением уравнения (5), а следовательно, и исход-

иого уравнения (4), в чем петрудно убедиться непосредственной проверк�й. 

Задачи для самостоятельного решения 

Решить следующие интегральные уравнения 1-ro рода, nредварительно сведя их 
к интегральным уравнениям 2-ro рода: 

:t 

277. j е'н'Р(t) dt = sin x. 
о 

"' 

279. j a"'-1�(t) dt = J(:z), f(O) = О. 
о 

:t 

281 . /{2 +  х2 - t2) �(t) dt = х2 • 
о 

" 

278. f з"'-1'f'(t) dt = ж. 
о 
"' 2 

280. /<t - z2 + t2) �(t) dt = � .  
о 
., 

282. J sin (z - t) �(t) dt е"'212 - 1 . 
о 
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283. Свести к уравнецию Вольтерра 2-ro рода уравнение 
"' J �(z, ;) 

rp(s) ds = f(z) 
z - s " 

в 

в предположении, что H(z, s) и f(z) непрерывно дифференцируемы, f(a) = О, 
Н( а, а) :;!: О и О <  а <  1 .  

§ 2 1 . Интегральные уравнения Вольтерра 
1 -го рода типа свертки 

Интегральное уравнение 1-ro рода 
z j К(х - t) I{J(t) dt = J(x), 

о 
(1)  

у которого ядро К(х, t) зависит лишь от разности аргументов х - t ,  будем 
называть интегральным уравнением 1-го рода типа свертки. 

К этому классу уравнений относится, например, обобщенное урав­
нение Абеля. 

Рассмотрим одну задачу, приводящую к интегральному уравнению 
Вольтерра типа свертки. 

Магазин покупает и продает различные товары. Предполагается, что: 

1 )  покупка и продажа суть непрерывные процессы, и купленные 
товары немедленно поступают в продажу; 

2) магазин приобретает каждую новую партию любого товара в таком 
количестве, какое он может продать в промежуток времени Т, 
один и тот же для всех покупок; 

3) каждая новая партия товара распродается равномерно s течение 
времени Т. 

Магазин начинает продажу новой партии товара, общая стоимость 
которого равна единице. Требуется найти закон IP(t) , по которому он 
должен производить покупки, для того чтобы стоимость наличного 
товара оставалась постоянной. 

Решение. Пусть стоимость первоначального товара, оставшегося к момен­
ту t ,  равна K(t) , где 

K(t) = { 1 - �· t � Т, 

о, t > т. 
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Предположим, что в nроме:ж:уток времени от т до т +  dт покупается товаров 
на сумму tp( т) dт. Этот запас уменьшается вследствие nродажи таким образом, что 
стоимость остатка к моменту t > т равна K(t - т) tр(т) dт .  Поэтому стоимость 
неиродаиной части товаров, приобретенных путем nокупок, будет к любому 
моменту t равна 

1 

j K(t - т) tр(т) dт. 
о 

Таким образом, tp(t) должна удовлетворять интегральному уравнению 

t 

1 - K(t) = j K(t - т) tр(т) dт. 
о 

Мы получили интегральное уравнение Вольтерра 1-ro рода тиnа свертки. 
Пусть /(ж) и К(ж) - функции-оригиналы, и пусть 

j(ж) ;=' F(p), 

К(ж) := К(р), 
tр(ж) :=' Ф(р). 

Применяя к обеим частям уравнения (l) nреобразование Лапласа и исnользуя 
теорему о свертке, будем иметь 

К(р) · Ф(р) = F(p), 

откуда 
Ф(р) = �(р

(р
) (К(р) # о) .  

К )  
(2) 

Оригинал tр(ж) для функции Ф(р) ,  определяемой равенством (2), будет решением 
интегрального уравнения (1). t> 

Пример. Решить интегральное уравнение 

z J ez-ti{J(t) dt = х. 
о 

(3) 

Решение. Применяя nреобразованИе Лапласа к обеим чаСтям (3), полУчим 

откуда 

1 1 - Ф(р) ==  - ,  p - I р2 

р - 1  l 1 Ф(р) = -2- = - - 2 ? l - ж. 
р р р 

Функция tр(ж) = 1 - ж есть решение уравнения (3). t> 
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Задачи для самостоятельного. �
еwенИя 

Решить интегральные уравнения: 
"' "' 

284. J cos (� - t) <p(t) dt = sin �. 285. J e"'-1<p(t) dt = sh �. 
о о 

"' "' 
286. 1 <� - t) l/2<p(t) dt = �S/2 • 287. J е2<ж-t) <p(t) dt = sin �. 

о о 
"' "' 

288. J e"'-1<p(t) dt = z2 • 289. J cos (z - t) <p(t) dt = z sin z.  
о о 
"' " 

29Q. J sh (z - t) <p(t) dt = �3е-"' . 291 . J J0(x - t) <p(t) dt = sin �. 
о о 
"' " 

292. J ch (� - t) <p(t) dt = �. 293; J cos (z - t) <p(t) dt = х + х2 • 
о о 

"' 
296. � J (�2 - 4xt + 3t2) <p(t) dt = х2 J4 (2v'ж} .  

о 

/" . 

хз 
297. (z - 2t) <p(t) dt = - 6 . 

о 

Эамечание. Если К(�. z) = К(О) "# О, 'IO уравнение ( l) заведомо имеет 
решение. В задаче 290 ядро К(�. t) обраЩается тождественно в нуль при 
t = х ,  но тем не менее решение этого уравнения сушествует. 

Как уже отмечалось выше, необходимое условие существования 
непрерывного решения интегрального уравнения вида 

ж . 1 (х - t)n-1 . 

(n _ l)! <p(t) dt = f(x) 
о 

(4) 
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состоит в том, что функцИЯ )'\�) 'имеет неrферывные Производные до n:..ro 
порядка включительно, и все ее n - 1 первых производных обращаются 
в нуль при х = О. 

Это «модельное» уравнение (4) указывает на необходимость согласо­
вания порЯдКов обращения в нуль ядра при t = х и правой части /({�:) 
при х = О (превышение должно быть за правой частью по крайней мере 
на 1 ) .  

· 
Рассмотрим интегральное уравнение ' ! ;  

:с j (х - t) tp(t) dt = х. 
о 

(5) 

Здесь f (х) = х, n = 2. ОчевИдНо, f ( х) имеет производные всех порядков, 
но ее первая производная /'(х) = 1 t= О, т. е. необходимое условие 
не выполняется. 

Применяя формально к обеим частям уравнения (5) иреобразование 
Лапласа, получим 

откуда 

l l 
- Ф(р) = - , 
р2 р2 

Ф(р) = 1. 
Это есть изображение б-функции б(х). 

Напомним, что 

т - целое ;;;::- О. 
Итак, решение интегрального уравнения (S) есть б-функция: 

tp(x) = б(х). 

В этом можно убедиться непосредственной проверкой, если учесть, что 
свертка б-функции со всякой гладкой функцией g(x) определяется так: 

g(x) * б(х) = g(x), 

o<">(:t) * g(x) = g<">(x) (k = 1, 2, • . .  ). 
В самом деле, в нашем случае g(x) = К(х) = х и 

а: J К(х t) o(t) dt = К(х) = х. 
о 

Таким образом, решение уравнения (S) существует, но уже в классе 
обобщенных функций. 
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Задачи дпя самостоятельного реwения 

Решить интегральные уравнения: 
"' "' 

298. j<z - t) rp(t) dt = z2 + z - 1 . 299. /<z - t) rp(t) dt = sin z. 
о о 

"' z 

300. J (z - t)2rp(t) dt = z2 + z3 • 301 . J sin (z - t) rp(t) dt = z + 1 .  
о о 

z 

302. J sin (z - t) rp(t) dt = 1 - cos z. 
о 

Интегральные уравнения 1 -го рода с логарифмическим ядром 
z j rp(t) ln (а: - t) dt = /(z), J(O) = О 

о 
также можно решать с помощью преобразования Лапласа. 

Известно, что 

11 • Г(v + 1) z :== p��+t (Re v > - 1) .  

Продифференцируем соотношение (7) по v: 

или 

1 dГ(v + 1) 1 1 z" ln z := +l d + -+1 ln - · Г(v + 1), р" v р" р 

[ dГ(v + 1) , ] 
z" ln z :::: 

Г(v + 1) dv + ln � . . · р"+1 Г(v + 1) р 

При v = О  имеем (задача44) 

Г'(1) 
Г(1) 

= --у - постоянная Эйлера, 

и формула (8) принимает вид 
1 Inp + -y  

ln z := -(--у - lnp) = - . р р 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 
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Пусть cp(z) := Ф(р) , /(z) := F(p) . Применяя к обеим чцстям (6) 
иреобразование Лапласа и исnользуя формулу (9) , nолучим 

-Ф(р)
1nр + 1 = F(p), 

р 
откуда 

Ф - - pF(p) 
(р) - lnp + 1

. 

Заnишем Ф(р) в виде 

р2 F(p) - /'(О) /'(О) 
Ф(р) = - p(lnp + 1) - p(ln p + 1) . 

Так как /(0) = О, то 
p1F(p) - J'(P) := !"(:�:). 

Возвратимся к формуле (7) , заnисав ее в виде 

zv 1 
Г(v + 1) := pv+l · 

Проинтегрируем обе части (12) по v в пределах от О до оо .  Получим !00 zv Joo dv 1 
Г(v + 1) dv := · pv+l = р lnp · о о 

По теореме подобия 00 J zva-v 1 1 

Г(v + 1) dv := р ln (ар) = p(ln p + ln a) · 
о 

Если положить а = е 7 , то 
00 

J zve-7v 1 
Г(v + 1) dv := p(lnp + 1) · 

о . 
Воспользуемся равенством ( 10). В силу ( 13) 00 

!'(О) . ' J zve-'Yv 

p(lnp + 1) := ! (О) Г(v + 1) dv. 
о 

( 10) 

( 1 1) 

( 12) 

( 13) 

Учитывая (ll) и ( 13) , первое слагаемое правой части ( 10) можно рассма­
тривать как произведение изображений. Для нахождения его оригинала 
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воспользуемся теоремой о свертке: ; 

p2F(p) - /'(0) :::: Jz J"(t) (. /оо (ж - t)"e-1" dv)' dt. 
p(lnp + -y) · · Г(v + 1) .. 

о о 
Таким образом, решение <р(ж) интегрального уравнения (6) будет иметь 
вид 

J
z (/00 

(ж _ t)" е-111 ) . /00 ж" е-111 
<р(ж) = - J"(t) Г(v + l) 

dv dt - !'(О) · .  Г(v + I) dv 
о о о 

.(-у - постоянная Эйлера). 
В частности, при f(ж) = ж  получим 

§ 22. Интегральные уравнения Фредrольма 
1 -ro рода 

Интегральным уравнением Фредгольма 1 �го рода называется урав-
пение вида 

ь j К(ж, t)<p(t) dt = j(ж), ( 1) 
а 

не содержащее искомой функции <р(ж) вне интеграла. 
Вопрос о разрешимости таких уравнений со сколь угодно «Хорошим� 

ядром К(ж, t) и правой частью J(ж) составляет значительные трудности. 
Рассмотрим, например, уравнение 

1 j (Зж2t + жt2 + t3)<p(t) dt = sin ж. 
о 

(2) 

Легко видеть, что при любой непрерывной фунiщии <p(t) левая часть (2) 
(после выполнения интегрирования) представляет собой многочлен вида 

Р(ж) = Аж2 + Вж + С, 

который ни при каких значениях коэффициентов А, В, С не равен тожде­
ственно на [0, 1 ]  функции sin ж - правой части (2) . Следовательно, это 
уравнение в классе интегрируемых на [0, 1 ]  функций решений не имеет. 
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Теорема Пикара. Интеградьпоеуравнение Фредголt>Ма 1-го рода имеет 
решение, и притам единственное, в классе t2(a, Ь) , если вьтолняются 
условия: 

1° . Ндро К(ж, t) ,.... вещественное симметричное. 
2° . Ряд 

00 

I: >.�й (3) k=l 
явллетс>i с.ходящимся. Здесь >.k · - характеристические числа ядра 
К(ж, t) · 

ь . 
/1: = j f(x)VJ�:(ж) dx, (4) 

где VJk(ж) - собственные функции ядра К(ж, t) , соответствующие 
характеристическим ЧисЛам >.k . 

3° . Система собственных функций {VJk(ж)} полная на [а, bJ. 
Решение уравнения ( 1 )  t1 этом слу<tае представимо в виде 

VJ(:t) = L >.kfkiPk(x). 
k 

Пример 1. Рвwить интеrральное уравне,.�ие Фредгольма 1-ro рода 

1 

где 

j К(а:, t)tp(t) dt sin 31rж, 
о 

(5) 

(6) 

{. ( l - x)t, О �  t � х, 
. К(ж, t) = ж(l - t), :t � t � 1 .  (?) 

Решение. Характеристические чifсда Ядра (7) 

Л! = 11"2, .Л2 = (211")2, • • •  , Л" = (n1t)2, . . .  ' 
а с��Шще нм с�нные ф� 

1{)1(ж) ::::: v'2sin 1t�, I{J2(z) =:: V2sin21t�, . . . , l{)"(z) V2s�mrz, . . . . (8) 
Для выяснения вortpc:x:a о разрешимости уравне�щя (6) при заданном фор­

мулой (7) ядре K(z, t) воспользуемся теоремой Пикара. Условие 1• теоремы 
Пнкара, очевидно, выnолtiЯеJrся: идро (7) вещественное И симметричное. 

Правая часть уравнения (6) может быть пре,11ставлена в виде i '  - ' ' ' - -
3 1 siri 31tz = - sin 1tfl! - -4. sin З1tz, . 4 
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или, что то же, 

3 l 3 l sin 31rx = .г,;; (V2 sin 1rx) - .г,;; (../2 sin 3'11'х) = /;;'Y'I(x) - .г,;;У'з(х) , 4v2 4v2 4v2 4v2 
где <р1 (х) и <р3(х) - собственные функции из системы (8). Значит, 

f(x) = sin 3'JI'x 
имеет следуЮщие коэффициенты разложения по функциям системы (8): 

3 /1 = 4.ji'  /2 ::: 0, л = о (k � 4). 
Ряд (3) в данном случае сводится к конечной. сумме 

00 2 2 ( 3 ) 2 
2 2 ( l ) 2 

2 2 2 45 4 � Лkfk = 4../i ('11' ) + - 4../i (3 '11' ) = 16'11' . 

Значит, выполняется и условие 2• . 
Наконец, система собственных функций (8) является nолной ортанормиро­

ванной системой на [0, 1 ] ,  так что выполнено и условие 3• . 
Согласно теореме Пикара уравнение (6) имеет единст�нное решение, пред­

ставимое в виде (5): 
<р(х) == ЛI/I'PI (x) + Лзfз'Рз(х), 

что в нашем случае дает 

3'11'2 <р(х) = 4 (si n  'JI'X - 3 si n 3'JI'x). [> . (9) 

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что решение (9) най­
дено верно. 

Требование nолноты системы собственных функций { IPk (ж)} в теоре­
ме Пикара является суmественным. Покажем это на следующем nримере. 

Пример 2. 
1 ! t!p(t) dt = � · ( 10) 

о 
Решение. Применяя изложенный в § lO метод отыскания характеристи­

ческих чисел .lf собственных функций, находим, что характеристическое число 
данного ядра есть Л =  2 , а соответствующая ему собственная функция ф(х) = l .  

Ясно, что «система• собственных функций, состоящая из одной только 
функции ф(х) = 1 ,  не является полной на [0, l ] .  Поэтому теорема Пикара 
не гарантирует, что решение уравнения (10) будет единственным. 

Непосредственной nодстановкой убеждаемся, что решениями уравнения (10) 
будут, наnример, любые трехчлены вида 

У'(х) = х + ах2 + {3х3, 
если коэффициенты а и {3 связаны условием Sa + 4(3 == О. 

Очевидно, все такие решения принадлежат L2(0, l). 1> 
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Задачи для самостоятельного решения 

Выяснить, какие Из данных интегральных уравнений разрешимы: 
1 � 

303. 1 (з� - 2)t�(t) dt = �3 + з� - 1 .  304. 1 cos <� + t)�(t) dt = 1r cos �. 

о о 
,' j '  

.. 

305. 1 K(ж, t)�(t) dt = З sin ж - sin 3ж , 
о 

-- , О � t � ж, 
{ t(1r - ж) 

если 

Метод проиэводящ/1/Х функций 

rде К(ж,t) = 1Г 
:t:(1Г - t) --. -, ж � t � ..-. 

11' 

Функция G(ж, t) называется производящей ДЛя системы функций 

go(t) , 91 (t), . . .  , Un(t), . . . , (11) 
00 

G(:в, t) = L Cn9n(t):вn, ( 12) 
n=O 

где Сп - nостоянные. 
Пусть имеем интегральное уравнение 

ь 
j К(:в, t)p(t)!p(t) dt = f(ж) ,  
а 

( 13) 

в котором ядро К(ж, t) является производящей функцией G(ж, t) для 
некоторой действительной и ортогональной с весом p(t) > О на интервале 
(а, Ь) системы функций {g�;(t)},  и пусть f(:в) аналитична в окрестности 
точки ж =  О. Будем искать решение уравнения ( 13) в виде 

00 

( 14) 
i=O 

где ai - некоторые неизвестные постоянные. Подстановка (12) и (14) 
в (13) дает в силу ортоrоналъности {g�;(t)} 

00 

2: enanll9n(t) l l2жn = f(:в) ,  (15) 
n=O 

где ь 
l lun (t) ll 2 = j g�(t)p(t) dt. 

а 
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Из ( 15) находим ' ! 

/(n)(O) 
an = n!Ct.l l9n l l2 ' n = О, 1 , 2, . . . . 

Подставляя эти значения an в (14), получаем искомое решение, которое 
в случае полноты системы ( 1 1) будет единственным. 

Пример 3. Решить интегральное уравнение 

1 1 -·r===t.p=(t)=d=t = = х +  1 .  
V1 + х2 - 2xt - 1  

Решение. Функция 

1 . 
G(x, t) = -;:::===::::;;==::= 

v'1 + х2 - 2жt 
является nроизводящей для nолиномов Лежандра P,.(t): 

"" 
G(ж, t) = Е Р,. (t)жп. 

n=O 
Ищем решение уравнения ( 16) в виде 

00 

tр(ж) = Е а1.Рt(ж) .  
i=O 

Подставляя ( 17) и ( 18) в ( 16) и учитывая, что 

будем иметь 

2 2 
\\Рп \\ = 2n + 1 ' 

Е"" 2an n --ж = ж + 1. 
n=O 2n + 1 

. 1 3 
Отсюда а0 = - ,  а1 = - , а .. = О ( n �. 2 ) . Итак, решение данного уравнения 2 2 ; ' 

1 3 1 3 
�(ж) =  '2Р0(х) + 2Р1 (х) = 2 + 2х. 

Пример 4. Решить интегральное уравнение 00 -zt/(1-z) 1 
е 

e-1t.p(t) dt = 1 - х, lxl < 1 .  1 - х 
о 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 
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Решение. Футщия 
e-.,t/(1-.,} 

G(ж, t) = 1 - ж 
является nроизводящей функцией для полиномов Чебыщёва-Лаrерра L,.(t) : 

"" 

G(ж, t) = L L,.(t)ж". 

Решение уравнения (19) ищем в виде 
"" 

<p(t) = L aeLt(t). 
.1:=0 

Подставляя (20) и (21) в (19) , nолучим 
00 Оо_ 00 1 L e-tL,.(t)ж" · L <ltL.t(t) dt = 1 - ж. 

0 n=O k=O 

(20) 

(2 1 )  

В силу ортоrоналънооти полиномов Чебышёва-Лаrерра с весом p(t) = e-t на ин-
тервале (0, оо), буДем иметь ' 

00 

L(n!)2.z"a,. = 1 - ж. 
n=O 

Здесь 1tспользовано то, что 
00 

IIL,.II
2 

= 1 e-tL�(t) dt = (n!)2• 
о 

{22) 

Приравнивая коэффициенты nри одинаковых стеnенях ж в левой и nравой 
частях (22), найдем а0 = 1 ,  а 1  = - 1 ,  а.�: О (k = 2, 3, . . .  ) . Следовательно, 

<p(t) = Ln(t) - L1(t) = l - (1 - t) t. 
Итак, <p(t) = t . !> 

Задачи для самостоятельного решения 

Методом nроизводящих функцИй решить интегральные уравнения: 
1 

306. 1 <p(t) dt 
= 2z3 - 2z. 

�l + z1 - 2:zt 
-1 

1 

307. 1 . <p(t) dt 
= 

-�-. 
�1 + ж2 - 2жt 1 - ж 

- 1  
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Интегральное уравнение Шлiiмильха 
Интегральным уравнением Шлёмильха называется уравнение вида 

'lr/2 

f(x) = � j IP(x sin 8) d8, (23) 
о 

где функция f ( х) имеет непрерывную провзводную /1 ( х) при -1Г � х � 1r, 
а IP(x) - неизвестная функция. · 

Покажем, что уравнение (23) имеет единственное непрерывно диф­
ференцируемое на отрезке -1Г � х � 1r решение, а именно: 

'lr/2 

IP(x) = /(0) + х j /'(x sin 8) d8. 

Из уравнения (23) находим 
. wf2 

о 

/(0) = � J IP(O) d(J = IP(O), или !р(О) = /(0). 
о 

Дифференцируя по х обе части уравнения (23) , получим 
w/2 

/'(х) = � J IP'(x sin 8) sin 8 d8. 
о 

Заменим в (24) х на х  sin ф :  
w/2 

(24) 

/'(x sin ф) = � J !p1(x sin ф sin 8) sin 8 d8. (25) 
о . 

Умножим обе части (25) на х и проинтегрируем по ф в пределах от О 
1Г 

ДО - · 
2

. 

w/2 w/2 w/2 

х j !'(х sin Ф) dф = 
2; j { J IP'(x sin ф sin 8) sin 8 d8} dф. 

о о о 
Меняя порядок интегрирования в правой части последнего равенства, 
будем иметь 

w/2 w/2 w/2 

х j /'(x sin ф) dф = � j { j  IP'(x sin ф sin 8) sin 8 dф} de. (26) 
о о о 
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Введем новую nеременную по формуле 

откуда 

так что 

sin х = sin О sin -ф, 

cos х dx = sin (} cos ф dф, 

cos х 
dx = sin tJ .dф. 

соs ф 

(27) 

7Г 
При ф = О им�м sin х = О, т. е. х = О, а nри 'Ф = 2 nолучим х = О.  
Таким образом, равенство (26} nримет вид , , . 

тf2 т/2 е 

жj f'(ж sin'I{J) dф = � j { J �
'
(жs�::�cos x dx} de. (28) 

о о о 
В силу соотношения (27) имеем 

sin x sin ф = -:---а , Stn u 

Рмс. 7 
5: в 

(29) 

Подставляя (29) в правую часть (28) и меняя nорядок интегрирования 
(рис. 7), nолучим 

11/2 т/2 в · 
J '( . ) 

2z 1 { 1 <p'(z sin x) cos x sin B d } dл z f z sш 'Ф dф = - х \1 = '��' y'cos 2х - cos 2() 
о о о . 

т/2 т/2 
= 

� 1 { 1 <p1(z sin x) cos x sin 8 de} dx. (ЗО) 7Г y'cos 2x - cos 2fJ о х 



144 
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1f/2 
1 sin fJ dfJ . cos 8 1fJ=1r/1. ---;=:;;:===:::;= = - arcslП --

vfcos 2х - cos 2(} cos Х ll=x х 

1f 
arcsin 1 = 2 .  

Таким образом, соотношение (30) принимает вид 

т/2 1f/2 
х 1 /'(x sin -ф) d'I/J = x  1 <p'(x sin x) cos x dx. (31) 

Но 
'1:{2 

о о 

х 1 <р'(х sin x) cos х ах = 
о 

-к/2 
1 ,Х

=
'К/

2 
= dtp(x sin Х) = <р(х sin х) = <р(х) - <р(О). 

х=о о 
Замечая, что <р(О) = /(0) , из (3 1 )  и (32) окончательно находим 

'lf/2 
<р(х) /(О) + х j !'(x sin'ЧJ) d'ЧJ. 

о 
Пример 5. Решить уравнение 

1f/2 
х2 = � 1 <р(х sin (J) d(J. 

о 

(32) 

(33) 

(34) 

Решение. Уравнение (34) является уравнением Шлёмильха, rде f(ж) = ж2 , 
а значит, f(O) :::: О .  Находим nроизводную: f'(ж) = 2ж . Применяя формулу (33), 
найдем 

1f/) 
1p(z) = ж  2(z sin ф) dф == -2z2 cos ф J 'ф=1t/2 ф=О 

о 

Ответ: 1p(z) = 2z2 • 
Непосредственной nодстановкой функции l"(z) == 2:r/ в уравнение (34) 

убежцаемся, что она является ero решением. t> 
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Задачи для самостоятельного решения 

Решить следуюшие интегральные уравнения: 
'lr/2 

309. 1 + х  = � 1 �(х sin O) dO. 

о 

'lt/6 
31 1 .  1 + х2 = � 1 �(x sin 38) d8. 

о 

'lr/2 
310. 3х2 + 2х3 � 1 �(x cos fJ) dO. 

о 



ГЛАВА 

5 
nриближенные методы 
решения уравнений 

§ 23. Замена ядра интегрального уравнения 
вырожденным ядром 

Пусть имеем интеrральное уравнение 
ъ 

tр(ж) = /(ж) + Л j К(ж, t) tp(t) dt ( 1 )  

с nроизвольным ядром К(ж, t) . Простота нахождения решения уравнения 
с вырожденным ядром (см. § 9) естественно nриводит к мысли о заме­
не данного nроизвольного ядра К(ж, t) nриближенно на вырожденное 
L{ж, t) .  В этом случае решение q;(ж) нового уравнения 

ь 

q;(ж) = /1 (ж) + ..\  j L(ж, t) q;(t) dt 
а 

nримимается как nриближение к решению tр(ж) исходного уравнения ( 1 ) . 
В качестве выро:жденного ядра L(ж, t) , близкого к данному К(ж, t) , можно 
брать отрезок ряда Тейлора для функции К(ж, t) , отрезок ряда Фурье для 
К(ж, t) no любой nолной ортанормированной в L2(a, Ь) системе функций 
{иn(ж)} и т. д. Укажем некоторые оценки nогрешностей в решении (1) ,  
возникающих от замены данного ядра на вырожденное. 

Пусть даны два ядра L(ж, t) и К(ж, t) и известно, что 
ь j !К(ж, t) - L(ж, t) l dt < h 

а 

и что резольвента R�(ж, t; ..\) уравнения с ядром L(ж, t) удовлетворяет 
неравенству 

11 

J IRL(Ж, t; ..\) 1 dt < R, 
4 

а также что 1/(ж) - /1 (ж)l < fl· Тогда, если выnолнено условие 

1 - 1..\ l h(1 + IЛ I R) > О, 
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то уравнение 

ь 

�P(it:J Ы).'/ K(ж; t!ip(t) dt'+ J(ж) · 
а 

имеет единственное решение IР(ж) и разность между этим решением 
и решением iр(ж) уравн�ния ' r' 

не иревосходит 

. ь . .  • 
iр(ж) f1 (ж) + А j L(ж, �) �(t) dt 

11 

_ N!A! ( l  + !ЛIR)2h 
\ ср(ж) - !р(ж) \  < 

1 - /A/h(l, + /Л/R) + ?J, 

где N - верхняя граница 1/(ж) j .  
Для вырожденноrо ядра L(ж, t) резольвента RL(ж, t :  Л} находится 

просто, а именно, если 
n 

L(ж, t) = 2: Хk(ж) Tk(t), 
k=l 

то, полагая 
ь J Хk(Ж) Та(ж) dж = a,k , 

а 

получаем 

( ) 
D(z, t; Л) RL ж, t; А = D(A) , 

где 

D(Л) = 

Корни D(A) суть характеристические числа ядра L(ж, t) . 
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Приведем еще одну оценку (Л = 1 ) . Пусть 

K(z, t) = L(z, t) + A(z, t), 
где L(z, t) - Вырожденное ядро, а A(z, t) имеет малую норму в пеко­
торой метрике. Пусть, далее, Rк(z, t) , RL(x, t) суть резольвенты ядер 
K(z, t) и L(x, t) соответственно. /IA//, 1/Rкl/ , /1RLI/ - нормы операторов 
с соответствующими ядрами. Тогда 

II'P - ii'll � I IAI I  · ( l + 1 \Rк ll) ( 1 + 1 \RL\ 1) · 1 11 1 1 .  (2) 

причем норма в формуле (2) может быть взята в любом функдиональном 
пространстве. Для нормы резольвенты R любого ядра K(z, t) справедлива 
оценка 

1 \KI I  I IRI I  � 
1 - /Л/ · //К/1 ' 

При этом в пространстве С(О, 1 )  непрерывных функций на отрезке [0, 1] 
1 

1/К/1 = тах j /К(х, t)/ dt, 0�%� 1  о 
1 1! 1 1  = max \!(z)\ . 0�%�1 

В пространстве функций, суммируемых с квадратом по n {а � х, 
t � Ь}, 

Ь Ь I/2 
I IKII � (/ j К2(х, t) dx dt) , 

11 11 

ь 1 /2 
1 1/ 1 1 = (j !2(х) dx) . 

11 

Пример. Решить уравнение 

1 

· tp(z) = sin z + j (I - х cos zt) tp(t) dt, 
о 

заменив его ядро на вырожденное. 

Решение. Разлагая в ряд ядро K(r, t) = 1 r cos rt, получим 

жзt2 жSt4 
K(r, t) = 1 - r + -2- - 24 + . . . . (3) 
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Возъмем в качестве вырожденноrо ядра L(z, t) первые три члена разложения (3): 

. z3t2 L(z, t) = 1 - z + Т, 
и будем решать новое уравнение 

Из (4) получаем 

где 

11 ( x3t2) ip(�) = sin z + 1 - z + -2- ip(t) dt. 
о 

1 
С1 = 1 ip(t) dt, 

о 

1 
с2 = i 1 t2ip(t) dt. 

о 

Подставляя (5) в (6), получим систему для определения С1 и С2 . Имеем 

1 
С1 = 1 ( sin t + C1 ( l - t) + C2t3] dt = ic� + �С2 + 1 - cos 1 ,  

о 1 

(4) 

(5) 

(6) 

1 1 [ 2 . 2 3 5] 1 1 1 С2 = '2  t sш t + C1 (t - t ) + C2t dt = 24 C1 + 12 C2 + sin 1 - 1 + 2 cos 1 , 
о 

или 

{ i с1 - � с2 = 1 - cos 1 , 
1 1 1 1 - 24 С1 + 12 С2 = sin 1 + 2 cos 1 - 1 . 

Решая эту систему, найдем 

а тогда 

с1 = 1,003 1, с2 = 0, 1674, 

ip(z) = 1 ,0031(1 - z) + 0, 1674z3 + sin z. 
Точное решение уравнения есть cp(z) :: 1 . t> 

Оценим теперь I I<J? - ip'll по формуле (2) . В метрике пространства L2 
получим 
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{ 1 1 5 }1/2 3 
= 2 cos l - - cos 2 + - sin 2 - - < -8 16 6 5 ' 

I ILI I  � { j j (t - x + х;2у dx dt} 1
12 = Л < � · 

о о { /1 } 1/2 vl2 - sin 2 3 
1 1/ 1 /  = sin 2x dx = < s· 

о 
Нормы резольвент Rк и RL оценим по формулам 

I IKI I  I ILI I  I IR.rcl l  � 1 - 1.\l . 1 /KI I ' I IRLI I  � 1 - l.\1 · IILI I ' 
3 3 

rде IЛI = 1 .  Значит, I IRкl l  � 2 •  1 \RLI I  � 2 '  а тогда 

I IIP - �1 < 2�8 ( 1 + �) ( 1 + �) � < 0,016. 
Задачи для самостоятепьноrо решения 

Найти решения интегральных уравнений с помощью замены ядра выро:ж;ценным 
и дать оценку nоrрешности решения. 

1 

312. fP(:t) = е:е - ж - j :c(e:et - 1) IP(t) dt. 
о 

1 

313. fР(ж) = :c + cos :c +  j .:фin ret - l) IP(t) dt. 
о 

1 

314. fР(ж) = �(е-"' + Зж - 1) + j (e-zt2 - 1) <e!p(t) dt. 
о 

1 

31 5. fР(ж) = � + � sin ж + j (1 - cos ret2) Ж!р(t) dt . 
о 
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§ 24. Замена интеграла конечной суммой 

Пусть имеем интегральное уравнение Фредгольма 2-ro рода 

ь 
tp(�) - Л j К(ж, t)1p(t) dt = /(ж), 

а 

( 1) 

rде К(ж, t) и /(ж) имеют неnрерывные nроиЭВОднJ>Iе 'нужноrо nорядка, 
Л - заданное число. 

Возьмем какую-либо квадратурную формулу 

Ь n ' 

j Ф(ж) dж � 2: АkФ(х11), 
а J:=J 

(2) 

где ж 1 ,  ж2, • • •  , Жn - абсциссы точек отрезка [а, Ь] , а коэффициенты 
А1,  А2, • • •  , А11 не зависJIТ от вида функции ;Ф(ж) . 

Полагая в уравнении (1) ж = ж�с (k = 1;2, . . .• , n) , получим 

ь 
<р(жrс) - Л j К(ж11,  t)<p(t) dt = /(ж�с) ,  k = l, 2, . . .  , n. (3) 

а 

Интеrрал в левой части (3) заменим суммой с nомощью квадратурной 
формулы (2): 

fl 

tр(ж�:) - Л 2: АтК(ж�:, Жm)<p(zm) = /(жk), k = 1 ,  2, . . . , n. (4) 

Система (4) есть линейная система n алrебрiUIЧесКИх уравнений с n  не­
известными tр(ж1 ) , tр(ж2), • • •  , tр(ж11) , которые яаляются nриближенными 
значениями решения <р(х) в узлах ж1 , ж2 , • • • , ж11 •  За nриближенное реше­
ние уравнения (1)  на отрезке [а, Ь] можно принJrrь функцию 

fl 

?(ж) = /(ж) + Л 2: АтК(� . �т)tр(жщ},, 
m=l 

которая nринимает в точках ж1 , ж2 ,  • • •  , ж11 значения <p(:tt ) , <р(ж2), . . .  , <р(жn) . 
Значения коэффициентов А11 и абсцисс з:11 квадратурной формулы (2) 

будуr: 
. . . 

l) для формулы прямоуrольников: 

Ж1 = а, :t2 = а + h, . . . ' 

А, = А2 = . . .  = An = h, 

Жь = а +  (n - l)h; 
Ь - а  

где h =  -- ; 
n 
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2) для формулы трапеций: 

�2 = a +h, . . . ' 
h At = An = 2, Az = Aз =  . . .  = An-1 

3) для формулы Симлеона (n = 2m + 1 ) :  
h, где 

I)h = Ь; 
Ь - а  h = -- ; 
n - l 

�� = а, �2 = а + h, . . . , �2m+l = а  + 2mh = Ь; 
h 4h А1 = A2m+l = 3' А2 = А4 = . . . А2т = 3' 

2h Ь - а Аз = As = . . .  = A2m-l = 3' где h = 2m . 

Пример. Найти nриближенн�е решение интегрального уравнения 
1 

�(�) + j �(e"'t - l )�(t) dt = е"' - �. 
о 

(5) 

Решение. Возьмем на отрезке [О, l ]  три точt<и: ж1 = О, ж2 = 0,5, z3 = l 
и nоложим в уравнении (5) ж =  О, ж =  0,5, х = 1 .  Тогда nолучим соответственно 

ср(О) = 1 ,  
1 

cp(O,S) + 0,5 J (е0'51 - l)cp(t) dt е0•5 - 0,5, 
о 

1 

cp(l )  + J (е1 - l)cp(t) dt е - 1 .  

о 

(6) 

Заменим каждый из интегралов конечной суммой, восnолъэовавшисъ квадратур­
ной формулой Симnсона 

1 ! Ф(t) dt � Ф(О) + 4Ф�,5) + Ф(l)
. 

о 

Для второго уравнения системы ( 6) nодынтегральная функция 

e0,5t - 1 
Ф(t) = -2 -cp(t), 

так что 

Значит, 

еО.25 - 1 eo,s - 1 
Ф(О) = О, Ф(О,S) = -2-cp(O,S) ,  Ф(l) = -2 -cp{l). 

' 1 

J 
eo,2s _ 1 eo,s _ 1 

0,5 (е0•51 - l)cp(t) dt � -3-cp(O,S) + ----u-cp(l). 
о 

(7) 
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Подынrеrральная функция третьего уравнения системы ( 6) 

Ф(t) = (е1 - l)<p(t), 

так что 
Ф{О) :::: О, Ф{О,5) = (е0'5 - l)<p{0,5), Ф(l) (е - l)<p{l), 

и, следовательно, 

1 о 5 /( 1 ) ( ) d 
4(е ' - 1)<р{О,5) + (е - 1)<p(l) e - l <p t t :=::: 

6 
. 

о 

Подставляя {7) и {8) в {6), получим линейную систеМу 

<р(О) = 1, 

или 

eo.2s + 2 ео,5 _ 1 
-

3
-<р(О,5) + -

1
-
2 

-<p(l) е0'5 - 0,5, 

2(е0.5 - 1) е +  5 
3 

<р(0,5) + -
6
-cp(l) = е - 1 , { <р(О) = l ,  

1 ,0947 <р(0,5). + 0,0541 <р(1) 1 , 1487' 

0,4325 <р(О,5} + 1,2864 <p( l) = 1 ,7 183. 

Решая систему (9), получим 

<р(О) = 1 ,  <р(О,5) = 0,9999, <p(l) = 0,9996. 

За приближенное решение уравнения (5) принимаем функцию 

3 
�(х) = е" - х - Е Атх(е"''""' - l)<p(xm), 

m=l 

2 1 3 А3 = 6 '  или 

�(х) = е'" - х(0,6666 е0•5"' + 0, 1666 е") - 0, 1668 х. 

Точное решение даниого иитеrрального уравнения !f>(x) =: l .  

Задачи для самостоятельного решения 

15.3 

(8) 

(9) 

!> 

Решить следующие · иитеrральные уравнения с помощью замены интеrрала ко­
нечной суммой: 

1 

316. <р(х) + j �e"'11p(t) dt = е" . 
о 



154: Глава 5. Приб.!Jижен�rtыв методы рещенН!f уравнений 

1 - ' -J z + t · · 
2 + z  

317. !p(z) - !p(t) dt = ln - . l + z + t  l + z 
о 

1 

318. IP(z) + 1Г j z2 cos 1rzt • !p(t) dt = 1rz(I + sin 1rz) - 2 sin 2 1Г
2
Z

. 
о 

§ 25. Метод последовательных приближений 

1 о .  Интегральные уравнения Вольтерра 2-ro рода. 
Пусть имеем интегральное уравнение Вольтерра 2-ro рода 

z 

<р(х) = f(x) + Л 1 К(х, t)<p(t) dt. (1) 
о 

Будем предполагать, что f(x) непрерывна в [0, а] , а ядро К(х, t) непре­
рывно при О � х � а, О � t � х.  

Возьмем какую-либо непрерывную в [0, а) функцию <р0(х) . Подста� 
вляя в правую часть уравнения (1) вместо <р(х) функцию <р0(х) , получаем 

z 

<р1 (х) = /(х) + Л  1 К(х, t)<po(t) dt. 
о 

Определенная таким образом функция <р1 (х) также непрерывна на отрез­
ке [0, а) . Продолжая этот процесс, получим последовательность функций 

<ро(х), <р1 (х), . . .  , IPn(x), . . . , 
где 

z 

IPn(x) = /(х) + Л /  К(х, t)<pn-l (t) dt. 
о 

При сделанных предположениях относительно f(x) и К(х, t) последова­
тельность { IPn ( х)} сходится при n --+ оо к решению <р( х) интегрального 
уравнения {1) . 

Если, в частности, в качестве <р0(х) взять f(x) , то <pn(x) будут 
как раз частичными суммами ряда (2) из § 3, определяющего решение 
интегрального уравнения (1) .  Удачный выбор «нулевого» приближения 
<ро(х) может повести к быстрой сходимости последоваrе,льности {<pn(x)} 
к решению интегрального уравнения. 
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Пример 1 .  Методом nоследовательных приближений решить инте­
гральное уравнение 

z 

ср(:с) = 1 + 1 cp(t) dt, 
о 

взяв ср0(:с) = О. 

Решение. Так как <р0(ж) = О, то <р1(ж) = 1 .  Далее, 

Очевидно, 

"' 

<р2(ж) = 1 + J 1 · dt = 1 + ж, 
о 

/"' , ж2 
<р3(ж) = l + (1 + t) dt = 1 + ж +  2' 

о 

"" ж" 
Таким образом, <р,.(ж) есть n-я частичная сумма ряда Е - = е"' . Отсюда 

n=O n! 
следует, что <р,.(ж) --+ е"' .  Нетруд»о проверить, что функция <р(ж) = е"' есть 

n-oo 
решение данного интегрального уравнения. t> 

Задачи для самостоятельного решения 

Методом nоследовательных приближений решить следующие интегральные урав­
нения: 

"' 

319. <р(ж) = ж - J (ж - t)<p(t) dt, <р0(ж) = О. 
о 

., 

320. <р(ж) = 1 -J (ж - t)<p(t) dt, <р0(ж) = О. 
о 

., 

321 . <р(ж) = 1 + J (ж - t)<p(t) dt, <р0(ж) = 1 . 
о 
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z 
322. <р(ж) = ж + 1 -1 <p(t) dt , а) <р0(ж) = l , б) <р0(ж) = ж + l .  

о 
2 1., ж2 

323. <р(ж) = � +ж- <p(t)dt , а) <;'о(ж) = 1 ,  б) <;'о(ж) = ж, в) <;'о(ж) = т+ж. 
о 

z 
324. <р(ж) = l + ж + 1 (ж - t)<p(t) dt, <р0(ж) = l . 

о 

z 
325. <р(ж) = 2ж + 2 - 1 <p(t) dt , а) <р0(ж) = 1 , б) <р0(ж) = 2. 

о 
z 

326. <р(ж) = 2ж2 + 2 - 1 ж<р(t) dt, а) <р0(ж) = 2, б) <р0(ж) = 2ж. 
о 

3 z 
327. <р(ж) = � - 2ж -1 <p(t) dt, <р0(ж) = ж2 • 

о 
328. Пусть К(ж, t) удовлетворяет условию 

Доказать, что уравнение 

а z 
11  К2(ж, t) dt dж < +оо. 
о о 

"' 

<р(ж) - ..\ 1 К(ж, t)<p(t) dt = О  
о 

имеет при любом ..\ единственное решение <р(ж) = О  в классе L2(0, а) . 

Метод последовательных приближений может быть применен и к ре.,­
шению нелинейных интегральных уравнений Вольтерра вида 

или более общих 

z 

у(х) = Уо + j F[t, y(t)] dt 
о 

z 

<р(х) = f(x) + j F(x, t, <p(t)] dt 
о 

(2) 

(3) 
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при весьма широких предположениях относительно функций F(x, t, z) 
и f(ж) . К уравнению вИда (2) приводится задача решения дифференци-
альноrо уравнения 

d:y 
ах 

Как и в случае линейныХ интегральных уравнений, будем искать 
решение уравнения (3) как предел последовательности {<pn(x)} , где, 
например, <р0(ж) = /(ж) , а следующие элемент� <Pk(x) вычисляются 
последовательно по формуле 

!1! 

IPk(ж) = /(х) + J F(x, t, IPk- I (t)) dt (k = 1, 2, . . .  ) .  (4) 
о 

Если f(x) и F(x, t, z) суммируемы с квадратом и удовлетворяют условиям 

jF(ж, t, z2) - F(x, t, ZJ) I  � а(ж, t)lz2 - ZJ I, 
:r; IJ F(x, t, j(t)) dt l � n(ж) , 

(5) 

о 
где функции а( ж, t) и n(ж) т�ковы, что в основной области (О � t � х � а) 

а а z 1 n2(x) dж � N2, 
о 

J dx J а2(ж, t) dt � А2, 
о о 

то нелинейное интегральное уравнение Вольтерра 2-to рода (3) имеет, 
;и притом единственное, решение <р(х) Е L2(0, а) , которое определяется 
как предел IPn(ж) при n -+ оо :  

<p(:t) = Iim IPn(x), 

где функции <,Оn(ж) находятся цо рекуррентным формулам (4) . В качестве 
<ро(ж) можно взятьлюбую функцию из L2(0, а) (в частнощи, непрерывную 
функuию), для которой выnолняется условие (5). Заметим, что удачный 
выбор нулевоrо nриближения может облеrчить решение интегрйЛьноrо 
уравнения. 

Пример 2. Методом nоследовательных приближений решить инте­
rр.альное уравнение 

!1! 2 ( ) J 1 + 1Р (t) <,0 ж = 1 + t2 
dt, 

о 
взяв в качестве нулевого nриближения: 1) <ро(ж) О; 2) <р0(ж) = ж . 
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' Решенне. l) Пуать �{z) =• 0; ТоГда 
"' 1 dt �� (z) = l + = arctg z, 
о 

"' 1 l + arctg 2t 1 3 �2(z) = 1 + t2 dt ;= arctg ж + 3 arctg z, 
о - , ' , 1 .. 1 + ( arctg t + � ilrctg 3t)

2 

�3(z) = 1 + t2 dt = 
о 

l 2 1 = arctg ж +  -3 arctg 3ж +.- arctg 5ж + -
7 9 

arctg 7 ж, 3 . 5 . 1., 1 + �i(t) ' ' 1 3 2 $ �4(z) = 1 + t2 dt = arctg z + 3 arctg z + з:5 arctg z + 
о 

17 ·- 7 38 9 134 1 1  + 5 • 7 • 9 
arctg z + 5 • 7 · 92 arctg z + 9 • 1 1  • 2 1 · 25 arctg z + 

4 13 15 + 3 : 5 . 7 .  9 .  13 arctg ж +  72 • 92 . 15 arctg z, 
Обозначая arctg z = u и сравнивая выражения д.тш � .. (z) с разложением 

t = �(- 1)"-1 2
2"(22" - 1) в 211-1 g u � (2v)! 2vt1 , 

где Bv - числа Бернулли t) , замечаем, что 
� .. (z) - tg (arctg z) = :r. 

"�� 

Неrрудно nроверить, что функция �(:r) = ж есть решение, данного интегрального уравнения. 
2) Пусть �0(ж) = О. Тогда 1., 1 + t2 �1(z) = l + t2 dt = z. 

о 
Аналогично находим � .. (ж) = ж (n = 2, 3, . • .  ) . 

!} Числа Бериулли В2н1 с ,нечеtНЫм ИЦII.ексом все равны иy.IIIO, кроме В1 = -i · Число 
Во :::: 1 ,  числа Bz., определяются рекуррентными формулами 

в ,· ,  1 ,1 � 2v(2v -: 1) . . .  (2v - 2k + 2) B 2.1} = --- + - - LJ k 2!' + 1 - 2 k=2 k! . 
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Таким образом, последовательность {tp,.(z)} есть стационарная последо­
вательность {z} , предел которой tp(z) = z. Решение данного интегрального 
уравнения получается сразу: 

tp(z) = z. t> 

Задачи дпя самостоятельного решения 

329. Методом последовательных приближений решить интегральное уравнение 
., 

z - J ttp(t) 
dt tp( ) - 1 + t + tp(t) . 

о 

330. Методом nоследовательных nриближений найти второе nриближение tp2(z) 
решения интегрального уравнения 

., 
tp(z) = l + j [tp2(t) + ttp(t) + t2] dt. 

о 

331 .  · Методом последовательных приближений найти третье nриближение tp3(z) 
решения интегрального уравнения 

"' 

tp(z) = j [ttp2(t) - l] dt. 
о 

2 ° .  Интегральные уравнения Фредrоnьма 2-ro рода. 
Пусть имеем интегральное уравнение Фредrольма 2-ro рода 

ь 

fP(a:) = /(а:) + Л 1 К(ж, t) 1p(t) dt. (6) 

Строим последовательность функций { fРп(х) } с помощью рекуррентной 
формулы 

ь 

IPn{z) = /(z) + Л 1 К(х, t) IPn-t(t) dt. (7) 

Функции IРп(а:) (n = 1 ,  2, . . .  ) рассматриваются как приближения к ис­
комому решению уравнения, причем нулевое приближение ipo(z) может 
быть выбрано произоольно. 
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Если выполнено условие 

1 
IЛI < В ,  где В = 

ь ь j j К2(х, t) dx dt, 
а а 

то последовательность (7) сходится к решению уравнения (6) в метрике 
L2(a, Ь) . Величина погрешности (m + 1) -го nриближения определяется 
неравенством 

где 

ь ь ь 

F =  j J2(x) dx, Ф = j 'Рб(х) dx, А = max j К2(х, t) dt. 
а�z�Ь а а а 

Пример 3. Методом последовательных приближений решить уравне-
ни е 

1 
<р(х) = j xt2<p(t) dt + 1 

о 
и оценить погрешность nриближенного решения. 

Решение. В качестве нулевого nриблиЖения возъмем <р0(х) ::: 1 .  Тогда 

1 1 2 х <р1(х) :::: xt · 1 dt + 1 :::: l + 3' 
о 
1 

<р2(х) :::: 1 xt2 (1 + �) dt + 1 :::: 1 + } ( l + �) ,  
о 
1 

<р3(х) :::: 1 xt2 [ l + � ( l + �)} dt + l :::: l + j ( l + � + :2) . 
о 

Петрудно видеть, что 

Отсюда 
. 4 

llffi <i'm+t (х) :::: l + -х. m-oo 9 

(9) 
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что 
. 4 

<р(ж) = l + 9ж 

есть решение уравнения (9). 

161  

Для оценки потрешиости (m + l)-ro nриближения воспользуемся неравеи­ством (8). В нашем случае 
Л = 1 ,  Ф 

так что 
1 

1 ,  F = l, А =  v'5' 

Задачи для самостоятельного решения 

в l 
v'E '  

Методом последовательных nриближений решить уравнения: 
1 

332. <р(ж) = ж +  4 j ж2t2 <p(t) dt . 
о 

1 5 
1 f 333. <р(ж) 6ж + 
2 

a:t <p(t) dt . 
о 

1> 

334. Найти третье nриближение <р3(ж) к решению интегрального уравнения 
1 

<р(ж) = 1 + J К(ж, t) <p(t) dt, где К(ж, t) = { t, ж, о 
и оценить погрешность. 

Отметим, что основная трудность применении метода последователь­
ных приближений состоит в вычислении интегралов в формулах (7). Как 
правило, приходится применять формулы приближенного интегрирова­
ния. Поэтому и здесь целесообразно заменить данное ядро вырожденным 
с помощью тейлоровскоrо разложения, а затем уже ввести метод итераций. 

3° . Интегральные уравнения Фредгольма 1 -го рода. 
Пусть имеем интегральное уравнение Фредrолъма 1-ro рода 

ь j К(ж, t)<p(t) dt = f(ж) , ( 10) 
а 

где ядро К(ж, t) симметричное, суммируемое с квадратом и положительно 
определенное, а f(x) Е L2(a, Ь) .  
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Пусть известно, что уравнение ( 10) однозначно разрешимо. 
Тогда последовательность { IPn ( х)} , определяемая соотношением 

ь 
fPn+I (а:) = /Pn(x) + Л [J(x) - 1 К(х, t)�Pn(t) dt] , ( 1 1) 

а 

где �Ро(х) Е L2(a, Ь) и О <  Л < 2Л1 , Л1 - наименьшее характеристическое 
число ядра К(х, t) , сходится в среднем к решению уравнения ( 10). 

Пример 4. Рассмотрим интегральное уравнение 

где 

1 

1 К(х, t)1p(t) dt = sin 1rx, 
о 

{ ( 1  - x)t, О �  t � х, 
К(а:, t) = 

( 1 - t)a:, а: � t � 1 .  
( 12) 

Нетрудно nроверить, что это уравнение однозначно разрешимо и его реше­
нием служит функция <p(z) = 1r2 sin 1rx. 

Наименьшее характеристическое число ядра ( 12) есть >11 = 1r2 . 
Будем строить nоследовательные nриближения no формулам ( 1 1) ,  взяв 

в качестве нулевого nриближения <p0(z) = О и Л = 1 < 2Л1 •  Последовательно 
находим 

<,?1 (z) = sin 1rz, 

<p2(z) = sin 1rz + ( 1 - :2) sin 1rz, 

<рз(z) = sin 1rz + ( 1 - :2 ) sin 1rz + (1 - :2 ) 2 sin 1rz, 

Легко видеть, что 
lim <,?n(z) = 1r2 sin 1rz 

дает точное решение данного уравнения. 1> 
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Задачи для самостоятельного решения 

Методом последовательных приближений решить уравнения: .. 1 1 . 
335. K(z, t)<p(t) dt = 2 SIП 2z, 

о 

1 

336. / K(z, t)<p(t) dt = � cos Зz, 
о 

K(z, t) = 
{ z2 + t2 1 -2- + 3 - z, о � t � z, 

z2 + t2 1 -2- + 3 - t , z � t � 1 . 

§ 26. Метод &убнова-Гапёркина 

Приближенное решение интегрального уравнения 

ь 

<p(:z:) = /(z) + Л  j K(z, t) rp(t) dt 
а 

1 63 

( 1) 

по методу Бубнова-Галёркина ищется так. Выбираем систему функций 
{un(z)} ,  полную в L2(a, Ь) и такую, что при любом n функции u, (:z:) , 
и2(ж), . . .  , un(ж) линейно независимы, и ищем nриближенное решение 
fPn(z) в виде 

n 
r,?n(z) = L: a,�:u,�:(:z:). (2) 

.\:":1 
Коэффициенты а,�: (k = 1, 2, . . . , n) определяются из следующей линей­
ной системы: . .  

ь 

(rpn(z), u�c(:z:)) = (/(:z:), u�c (z)) + Л(! K(z, t) r,?n(t) dt, u,�:(:z:)) (3) 
а 

(k = 1 ,  2, . . . , n) , 
ь 

где (!, g) означает J /(:z:) g(:z:) d:z: и вместо r,?n(z) надо nодставить n а }: а�си,,(ж) . Если значение Л в ( 1 )  не является характеристическим, fc":l 
то при достаточно больших n система (3) однозначно разрешима и при 
n -+  оо приближенное решение r,?n(z) (2) стремится в метрике L2(a, Ь) 
к точному решению rp(:z:) уравнения (1) .  
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Пример. Методом Бубнова-Галёркина реwить уравнение 

1 
<р(х) = х + j xt <p(t) dt. 

- 1  
(4) 

Решение. В качестве полной системы функций на [ - 1 ,  1 J выбираем систему полиномов Лежаядра Рп(ж) (n = О, 1 ,  2, . . .  ) . Приближенное решение У'n(ж) уравнения (4) будем искать в виде 
Зж2 - 1 <р3(ж) = а1 • 1 + а2ж + аз-.-2-. 

Подставляя <р3(ж) вместо <р(ж) в уравнение (4), будем иметь 

или 

Зж2 - 1 j
' 

( Зt2 - 1 ) 
а, +  а2ж + а3--2- = ж +  жt а1 + a1t + а3-2- dt, 

- 1  

Зж2 - 1 2 а1 + а2ж + аз --2- = ж + ж  3 а2 . 
Зж2 - 1 

(5) 

Умножая обе части (5) последовательно на 1 ,  ж, 2 и интегрируя по ж 
в пределах от - 1  до 1 ,  найдем 

2 2 4 3 а2 = 3 + 9 а2 , 
2 5 аз = О. 

Отсюда а1 = О, а2 = 3 , а3 = О, и, значит, <рз(ж) = Зж. Нетрудно проверитъ, что это - точное решение уравнения (4). t> 

Задачи для самостоятельного решения 

Методом Бубнова-Галёркина решить следующие интегральные уравнения: 
1 1 

337. <р(ж) = l +  j(жt + ж2) <p(t) dt . 338. <р(ж) = 1+ ;ж +j (жt2 -ж) <p(t) dt . 
- 1 - 1  

1 

339. <р(ж) = 1 - ж( е" - е-") � J ж2е"1<р(t) dt. 
- 1 
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Замечание. Для вырожденных ядер метод Бубнова-Галёркина дает точ­ное решение, а для общего случая он эквивалентен замене ядра К(х, t) на вырожденное L(x, t) . 

§ 27. Приближенные методы отыскания 
характеристических чисел 
и собственных функций 
симметричных ядер 

1 ° .  Метод Ритца. Пусть имеем интегральное уравнение 

ь 
ср(х) = Л j К(х, t) cp(t) dt 

а 

с сИмметричным ядром К(х, t) = K(t, х) . 
Выберем последовательность функций {ф11(х)} , 'Фn(х) Е L2(a, Ь) ,  

такую, что система {ф11 (х)} полна в L2(a, Ь) и для любого n функции 
'Фt (х), 'Ф2(х) , . . .  , 'Фn(х) линейно независимы на (а, Ь] .  Полагаем 

n 
<J>n(x) = L: ak'Фk(x) , (1) 

k=l 
причем коэффициенты ak подчиним условию l l<t>n l l = 1 ,  и при этом 
условии ищем стационарные значения квадратичной формы 

(Kcpn, <J>n) · 
Приходим к однородной системе относительно коэффициентов ak (и -
множитель Лагранжа) : 

n L: {(Кфj , 'Фk) - и(фj, 'Фk) }ak = О (j = 1, 2, . . .  , n) . (2) 
k=l 

Для существования иенулевого решения определитель системы (2) должен 
быть равен нулю: 

(К'Фt , 'Фt) - и(Ф t ,  'Фt ) 
(Кф2, 'Фt ) - и(ф2, 'Фt ) 

(Кфt , 'Фn) - u(фJ , 'Фn) 
(Кф2, 'Фn) - и(ф2, 'Фn) = О. (3) 

Корни уравнения (3) дают приближенные значения собственных чи­
сел ядра К(х, t) . Наибольший из корней уравнения (3) дает приближен­
ное значение наибольшего собственного числа с недостатком. Находя и 
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из (3) и подставляя в (2), ищем иенулевое решение ak (k = 1 ,  2, . . .  , n) 
системы (2) . Подставляя найденные значения ak в ( 1) , получаем при­
ближенное выражение собственной функции., отвечающей найденному 
собственному значению. 

Пример 1 .  Найти no методу Ритца nриближенное значение наимень­
шего характеристического числа ядра 

К(х, t) = xt; а = О, Ь = 1 .  
Решение. В качестве координатной системы функций Фn(х) выбираем 

систему nолиномов Лежандра: Фn(х) = Pn(2x - 1) .  В формуле (1)  ограничимся 
двумя слагаемыми, так что 

Замечая, что 

'1/11 = Ро(2х - 1) = 1 ;  '1/12 = Р1 (2х - 1 )  = 2х - 1, 
находим 

Далее, 

1 1 
(ф1 . Фд = j dx = 1 , ('1/11 ,  '1/12) = (ф2. '1/11) = j (2х - 1) dx = О, 

о о 
1 

J 2 1 ('1/12, '1/12) = (2х - 1) dx = з · 
о 

1 1 1 1 
(Кф1 , '1/11) = j ( j К(х, t) ф1 (t) dt) ф1(х) dx = j j xt dx dt = �· 

о о о о 
1 1 

(Кф1 , ф2) = j j xt(2x - 1) dx dt = 1� , 
о о 

1 1 

(Кф2 , ф2) = j j xt(2t - 1)(2х - 1) dx dt = :6 . 
о о 

Система (3) в этом случае nринимает вид 

или 

1 
4 - 0'  12 

= 0, 1 1 1 
12 - - - и 

36 3 

0'2 - О' (..!_ + �) = о. 12 4 
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1 1 
Отсюда и1 = О ,  и2 = 3 .  Наибольшее собственное значение и2 = 3 , значит, 

1 
наименьшее характеристическое число .Л = - =  3.  1> 0'2 

Задачи для самостоятельного решения 

По методу Ритца найm наименьшие характеристические числа ядер (а = О, 
ь ::::: 1 ) :  

341 . К(ж, t) = { t, 
ж, 

{ � ж(2 - t) ,  ж � t, 
342. К(ж, t) = 

1 :2 t(2 - ж) ,  z � t. 

2° . Метод следов. Назовем т-м следом ядра К(х, t) число 
ь 

Am = J Кт(t, t) dt, 
а 

где Кт(х, t) означает т-е итерированное ядро. 
Для наименьшего характеристического числа Л1 при достаточно 

большом т справедлива следующая приближенная формула: 

[>.J ! � . 
2 

Формула (4) дает значение IЛ1 1 с избытком. 

(4) 

Следы четного порядка для симметричного ядра вычисляются по 
формуле 

ь ь ь z 

А2т = j j K�(z, t) dz dt = 2 j j K�(z, t) dt dz. (5) 
а а 

Пример 2. Найти по методу следов nервое характеристическое число 
ядра 

К(х, t) = { t , z, 
z � t, 
z � t, а =  О, Ь = 1 . 
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Решение. Так как ядро К(х, t) симметрично, то'достато'4но найти К2(х, t) 
только nри t < z.  

· 
Имеем 

1 
К2(х, t) = j К(х, z) K(z, t) dz == 

о 

Jt 2 j" �� x2t tз 
= z dz + zt dz + xt dz == xt - Т - 6 · 

о t " 

Далее, по формуле (5) для т ==  l и т ==  2 соответственно находим 

1 " 1 " 1 
А2 = 2  J dx 1 K�(x,t) dt == 2 1 dz 1 t2 dt == 2  1 х: dx== �· 

о о о о о 

А4 == 2 j dx j Ki(x,t) dt == 2 j dx j (x2t2 +  x:t2 + �: - x3t2 - х:4 + 
x:t4 ) dt == 

о о о о 

1 

1 ( tЗ Х2 е Ж4 е ХЗtЗ xtS X2tS ) 1 l=z 
= 2  - + - + -- - - - - + - dx = 3 12 7 · 36 3 15 30 t=O 

о 

1 

1 (zs z7 z7 ж6 ж6 ж7 ) 17 
== Z 3 + 12 + 7 · 36 _ 3 _ 15 + 30 

dж = бзо· 
о 

Согласно формуле (4) 

,, � � А � , .••. 630 

Задачи для самостоятельного решения 

1> 

Методом следов найти nервое характеристическое число следующих ядер (а == О,  
ь == 1 ) :  

343. К(х, t) = xt . 

{ �х(2 - t), х � t, 
345. К(х, t) = 

1 
2t(2 - ж), х � t. 

3 6 
( 

> - { -v'it ln t, 
4 . К x, t -

-./it ln ж, 
х � t. 
х � t.  
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3° . Метод Kennora. Пусть К(:с, t) симметричное ядро, ко­
торое Д11Я определенности будем считать положительно определенным, 
и пусть w(:c) - произвольпая функция из L2(a, Ь) . Строим последова­
тельность функций 

ь 
WJ (:c) = 1 К(:с, t) w(t) dt, 

а 

ь 
w2(:c) = 1 К(:с, t) WJ (t) dt, 

а 

ь 
Uln(:c) = 1 К(:с, t) Uln-1 (t) dt, 

а 

и рассматриваем числовую последовательность 

{ llwn- 1 1 1 } 
//wп/1 

. (6) 
Пусть <р1 (:с) , <р2(:с) , . . . - ортонормированные собственные функции 
ядра К(:с, t) и Л1 � Л2 � • • • - соответствующие характеристичес­
кие числа. Пусть, далее, функция w(:c) ортогональна к функции <р1 (:с) ,  
102(:с) , . . .  , \Ok-t (:c) ,  но не ортогональна к собственной функции \Ok(x) . То­
гда последовательность (6) имеет своим пределом k-e характеристическое 
число Лk . 

{ Uln(:c) } Последовательность функций 
1 /wn(:c)l / сходится 

в этом случае 

к пекоторой функции, являющейся линейной комбинацией собственных 
функций, отвечающей характеристическому числу Лk . К тому же пределу, 
что и последовательность (6) , сходится последовательность 

{�} ·  
Если (w, \O t )  # О, получаем две nриближенные формулы Д11Я наименьшего 
характеристического числа: 

Л /lwn- t l l 
� � � . 

(7) 

1 AJ � --:== 
�· (8) 
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причем формула (7) дает значение Л1 с избытком. Если ядро К(х, t) 
яRЛЯется положительно определенным, то формулы (7), (8) дают при­
ближенное значение наименьшей абсолютной величины характеристи­
ческого числа данного ядра. При удачном выборе w(x) метод Келлога 
сравнительно прост для вычислений. 

Недостаток метода в том, что заранее неизвестно, какое из характе-
ристических чисел удалось определить. 

Пример 3. По методу Келлога вычислить наименьшее характеристи­
ческое число ядра К(х, t) = x2t2 ,  О � х, t � 1 .  

Решение. Воэъмем 11.1(:�:) = ж. Тогда 

Далее, 

1 2 
11.11 (ж) = j ж2t2t dt = � , 

о 

1 4 ( J 2 t 1 2 l 11.12 ж) = :1: 4 dt = 4 :1: • s '  
о 

1 2 ll.l,.(ж) = 4 .  sn-1 ж . 

1 1 1 F llll.l,.(ж)ll = 4 .  sn- 1 = 4 . sn-1 . vrs· 

Таким образом, согласно (7) 

Задачи для самостоятельного решения 

t> 

По методу Келлога найти наименьшие характеристические числа следующих ядер: 
347. К(:е, t) = жt ; О �  ж, t � 1 . 
348. K(ж, t) = sin ж sin t; -1r � z, t � 1r. 

349. К(ж, t) = { t, ж � t; О �  ж, t � 1 .  z ,  ж �  t; 
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. . · . { !  z(2 - t), 
350. K(z, t) = . 1 

- t(2 - z), . 2 . 

:1: � t. 
О � x, t  � I .  

Устойчивость сжатого стержня {продольный изгиб стержня) 

Уравнение изогнутой уnругой линии стержня имеет вид 

- EI- = М, 
d ( dy) 
dж dж · (9) 

где М - изгибающий момент, 1 - момент инерции поперечного сечения 

стержня с абсциссой ж, Е - модуль Юнга. 
Рассмотрим случай, когда стержень сжимается силами, приложеи­

ными к его концам. Величину каждой из этих сил обозначим через Р. 
Тогда М = -Р · у  и уравнение (9) nримет вид 

d ( dy ) - EI- + Р · у = О. 
dж dx 

( 10) 

Концы стержня не смещаются в наnравлении, перnендикулярном стерж-
ню, поэтому 

у(О) = y(l} = О, ( 1 1) 

где l - длина стержня. Деля обе части уравнения ( 10) на Е и полагая 
р 
Е 

= Л, получим 

( 12) 

Пусть G(ж, t) - функция Грина дифференциального уравнения (12) 
nри граничных условиях (1 1) .  Тогда задача (12)-( 1 1) оказывается экви­
валентной задаче решения однородного интегрального уравнения Фред­
rольма 2-го рода 1 

у(х) = Л j G(ж, t)y(t) dt. ( 13) 

о 
Ядро G(x, t) уравнения (1 3) симметрично как функция l}:шна самосоnрЯ­

женной граничной задачи. Таким образом, прогиб у(х) сжатого стержня 

удовлетворяет интегральному уравнению ( 13) .  При nроизвольно взятой 
р 

силе Р число Л = Е не будет характеристическим и решением уравне-

ния (13) будет функция у(х) :::: О. Иными словами, произвольно взятая 
сжимающая сила оставляет стержень прямолинейным. В случае, когда 
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Р = ЛnЕ, где Лn - характеристическое число ядра G( х ,  t) , уравнение ( 13) 
будет иметь неиулевое решение, что отвечает искривлению стержня, т. е. 
потере его устойчивости. 

Наименьшая сила Р, при которой стержень теряет устойчивость, 
называется критической силой. Она, очевидно, равна Ркр z Л1Е, где Лt ­
наименьшее характеристическое число уравнения ( 1 3). Для практических 
целей достаточно хорошей является приближенная формула 

1 
Лt � -;:======== 1 1 

jj G2(x, t) dx dt 

о о 

( 14) 

дающая Л1 с недостатком. 

Пример 4. Найти критическую силу для стержня, имеющего форму 
усеченного конуса с радиусами оснований r0 и r1 = r0( l  + q) , q > О  
(рис. 8). 

Решение. Радиус сечения с аб­
сциссой х будет 

rt r(x) r0 (1 + q1
x
) . 

0 1'----f::--------t<:--- Момент инерции этого сечения будет 
х х равен 

Рис. & 

/Т4 1 = -f<I + ах)4 , 

где 1 плотность стержня, а = f .  
Уравнение ( 12) в этом случае прини­
мает вид 

2Л 

-yr� · ( 15) 

Для нахоЖдения критической силы определим наименьшее характеристиче­
ское число интегрального уравнения 

1 

у(х) р J G(x, t)y(t) dt О, 
о 

где G(z, t) - функция Грина задачи ( 1 5), ( l l) . Она имеет вид 

G(x, t) = 

{ 
1 [ 1 ] [  1 1 ] - 1  - & z & t 
С ( l + аж)3 (l + af)3 ( \ + аf)З '  О '-" '-" '  

� [t - ( 1  +lat)3] [ ( 1 +lах)З - ( 1  +lal) З] , t � х � l,  

( 16) 
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rде 

с :; За [ ( l +lal)З - l] . 
Согласно формуЛе (14), наименьшее характеристическое число р.1 уравнения ( 16) 
приближенно равно 

Р.• � -;::::====== = -;:::======= 1 ! 1 1 G2($, 
t) dx dt 

Q Q 

( 17) 

Вычисление р1 по формуле ( 1 7) весьма rромоздко. Считая величину q малой 
и отбрасывая члены, содержашие стеnени q выше nервой, уnростим вычисления 
и получим 

зv'IO P.l � l2vfl - 4q . 
Отсюда находим критическую силу: 

Р. � Е .  7r� . зv'IO � E1rri · 4,743 ( l 
2 ) . 

кр 2 12� 11 + q 

Для стержня nостоянного сечения q :;  О и формула ( 18) дает 

E7r4 
Ркр ::::::: 4,743Т . 

Точное значение критической силы в этом случае равно 

1r2 E1rri E')'r� ---w- = 4,9487. 

( 1 8) 



Ответы 
"' "' 

9. <р(ж) = -ж +  j<t - ж)<р(t) dt . 1 0. <р(ж) = 1 + J <p(t} dt . 
о о 

"' :t 

· 1 1 .  <р(ж) = соs ж - j<x - t)<p(t) dt . 1 2. <р(х) = 5-бж+ jl5-6(ж-t)]<p(t) dt . 
о о 

"' 

1 3. <р(ж) = соs ж - ж - /<ж - t)<p(t) dt. 
о 

"' 14. <р(ж) = ж - sin ж + е"(ж - 1) + f!sin ж - е"'(ж - t)]<p(t) dt. 
о 

"' 1 5. <р(ж) = cos ж - 2ж(1 + ж2) - J (1 + ж2)(ж - t)<p(t) dt . 
о 
"' 

1 6. <р(ж) = же"' +  1 - ж(ж2 - 1) - J [ж + i(ж2 - ж)(ж - t)2] <p(t) dt. 
о 

"' 
17. <р(ж) = ж(ж + 1)2 + J ж(ж - t)2<p(t) dt . 

ж2 19. <р(ж) = ж - 2 . 
4ж + 1 22. <р(ж) = --. 2ж + 1 

25. e(l+Л)(z-t) . 

28 2 + COS Ж Л(ж-t) ' 2 + cos t e · 

о 

20. <р(ж) = (1 -ж)е-2"' . 

сh ж .>.(z-t) 29. ch t е 

21 . <р(ж) = l - ж. 
1 24. v'XshvA(ж-t) (Л > О). 

1 + ж2 .>.(:н) 27. 1 + t2 е 

32. �еж-t - �е -З(z-t) . 33. 2же"'2-12 • 
4t2 + 1 [ 8 -2(z-t)] 34. 2(2t + 1)2 4t2 + 1 - 4е ; одно из решений соответствующего диффе-

ренциального уравнения у1(ж) = е-2"' . 
36. <р(ж) = е2"' . 37. <р(ж) = �е3"' - � cos ж + �  sin ж. 

. 3 38. <р(ж) = 3"'(1 - е-"') . 39. <р(ж) = е"' sш ж +  (2 + cos ж)е" ln -2-­+соs ж 



Ответы 

1 
40. ip{X) = еж -:�: - 2х. 

52. I = � г(�) г(�) 
2 r ( m ; n) 

Г(n + 1) z•>+<•-l 
54• fP(x) = Г(l - а) · Г(n + а) · 

60. ip(z) 

62. fP(:e) = 3. 63. fР(Ж) =sinж. 

2 
Vi' 

175 

64. Да. 65. Да. 66. Да. 67. Да. 68. Нет. 69. Нет. 70. Да. 71 . Да. 
72. Да. 

2ж - t +  (x + t - 2жt - 5) л 
17. R(x, t; Л) = 2 л л 

l - 2 + 6 
2 2 ( x + t  жt 1 ) ж t - xt + xt - - - - - Л 

4 3 5 78. R(x,t; Л) = Л2 79. R(x, t; Л) = sin x cos t .  
l + 240 

80 ( . '
) 

_ sin ж - sin t - 1r( l + 2 sin ж sin t )Л • R ж, t, " -
1 + 211'2А2 • 

x + t + l + 2 (жt + �) л  
81 . R(x, t; Л) = 4 1 - 2,\ - -,\2 

3 

1 + 3:z:t + (� х ; t - 3xt - l) ..\ 
82. R(ж, t; Л) = 1 1 - 2Л + -.\2 4 
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2 ( 2 4 2 4 )' 
4xt - х - 2х t - 3 х + х - 3 xt Л ex-t 

83. R(x, t; Л) = ..\2 84. R(x, t; ..\.) = 1 _ ..\ . 
1 - ..\ + 18  

85 ( . ) - sin (x + t) + 1r..\ cos (x - t) • R х, t, ..\. - 1 - 1r2Л2 • 
86 ( ) x - sh t - 2(e-1 + x sh t)..\ . R x, t; ..\  = 1 + 4e-t..\2 . 87. �(х) = l . 

1 [ (6х - 2)..\ - Л2х ] 
88. �(х) = 6 х + Л2 _ 3Л + 6 . 89. �(х) = cos 2x. 

1 '" 3х(2Л - 3Лх + 6) 
90. �(х) = 2е . 91 .  �(х) = ,\2 _ 18Л + 18  ( 4) n- 1 (4)"-' ( 1 ) 
92. K2,._t (x, t) = - 3 (ж - t) , K2n(ж, t) = 2(-l)n 

3 xt + 3 
(n = 1 , 2, 3, . . .  ) .  · 

sin (х + t) 1r 4 - 1r2 
93. К2(х, t) = 2 - 4 cos (х - t) , К3(ж, t) = � sin (х - t). 

2 32 2 56 8 8 
94. K2 (x,t) = 3(x+t/+2x2t2 + 9xt+ 5 , К3(х, t) = 45 (x2+t2)+ 3x2t2-4xt+ 15 . 

95. K2n-1 (х, t) = (21r)2"-2(x + sint) , K2n(X, t) = (21r)2n-l ( l + x sint) (n = 1 ,  2, . . .  ) .  ( � .. + 1 ) n-l ж 
96. Кп(х, t) = хе1 • 97. Kn(X, t) = - -2

- е cos t.  

{ енt +
2
e2-z-t 

+ (t - х - 1) et-:•, О � х � t, 
98. К2(х, t) = 

e'"+t + e2-z-t 
2 + (x - t - 1) e"'-1, t � x � 1� 

{ е2 + 1 t-z --е , - 1 � х � о. 
99. К2(х, t) = 2 

е2 + 1 t+z 
-2 - е , О � х � 1 . 

2e'"+t 2 
1 00. R(x, t; ..\) = ( 2 ) ; IЛI < -2-1 . 2 - е - 1 ,\  е -

2 sin х cos t xet+1 е 
1 01 .  R(x, t; Л) = ; IЛI < 2 .  1 02. R(x, t; ..\) = -- ; IЛI < -2 . 2 - ..\ е - 2..\ 

3( 1  + x)( l - t) 3 
1 03. R(x, t; ..\) = 3 _ 2..\ ; 1..\1 < 2 .  

5x2t2 5 
1 04. R(x, t ; ..\) = 5 _ 2..\ ;  IЛI < 2 .  Зхt 3 

1 05. R(x, t; ..\) = 3 _ 2..\ ; \Л\ < 2 . 
1 06. R(x, t; ..\) = sin х cos t + cos 2х sin 2t. 

1 07 R( t· ..\) - l 3(2x - 1)(2t - 1) . IЛI < 1 . • х, ' - 1 - ..\. + 3 - ..\ ' 



Ответы 

11"2 
1 1 1 .  <p(x) = -- sin 2x + 2x - 1Г. 1 1 2. <p(x) = tg x. 1Г - 1 

1Г 1 1 3. <р(х) = 2л + ctg x .  l + q2 
1 1 4. <р(х) = 2 Л l + q  -

-11"2 л 1 
1 1 5. <р(х) = 8(Л - l) + v'1 - x2 ; Л ;t= l . 

. 1 1 1 6. <р(х) = l - ЛГ(р + 1) 

177 

2Л2х +  ( ,\2 
+ Л) lnx 6 2 1 1 7. <р(х) = . �9 + - ( l - 4x) . 1 1 8. <p(x) = 2 _ Л sinx;  Л ;t= 2 . 

1 + -Л2 5 
48 

1 21 .  <р(х) = Л1r sin х + cos х.  

( )  2 cos x + 1ГЛ sin x 
1 20. <р х = 2 4 + 1Г2 Л2 • 

15  2 5 1 22. <р(х) = 32 (х + 1) + 16 . 
8 ( ) . 2 1 23. Л1 = -- ,  <р1 х = sш х .  1 24. Нет. 1Г - 2  

l 2 2 
1 25. Л1 = - ,  <р1 (х) = sin x .  1 26. Л1 = - - ,  Л2 = - ,  <p 1 (x) = sinx ,  <p2(x) = cosx .  1Г 1Г 1Г 
1 27. Действительных характеристических чисел и собственных функций нет. 

l 5 10 2 1 28. Л1 = Л2 = -3, <р(х) = х - 2х2 • 1 29. Л1 = 2 , <р 1 (х) = 2х + 3х . 
е 1 31 .  Л1 = - 2 , <p1 (x) = sh x. 1 32. Нет. 

1 33. Действительных характеристических чисел и собственных функций нет. 
3 21 + 3v'61 ( 2 6 - К!) 1 34. Л1 = 2 ' <р 1 (х) = Сх,  Л2 = 8 , <р2(х) = х + 5 С, 

21 - 3v'61 ( ) ( 2 6 + v'бl) Л3 = 8 , <рз х = х + 5 С. 

1 35. Лn = -n21Г2 , <pn(x) = sin n1ГX (n = 1 , 2 , . . .  ) . 
1 36. Ло = 1 , <ро(х) = е" ,  Лn = -n21r2 , <f'n(x) = sin n1Гx+n1Г cos n1Гx (n = 1 ,  2, . . . ) .  

1 2 1 37. Лn = - 3/Jn, <f'n(x) = sin iJnX + /Jn COS IJnX, где /Jn - корни уравнения 
1 

iJ - - = 2 ctg iJ .  1 38. Лп = 4n2 - 1 ,  <!'п(х) = sin 2nx (n = 1, 2, . . .  ) . 
iJ 

1 39. An = (n +  �у - 1 ,  <f'n(x) = sin (n +  �) х.  

1 1'2 . 
1 40. Лn = � '  <f'n(x) = sin 1Jn(1Г+x) (n = 1 ,  2, . . .  ), где IJn - корниуравнения 

SШ 1 
tg 21ГiJ = -,., tg 1 .  
141 . Лп = 1 - IJ� , <f'п(х) = sin iJnX + IJn COS IJnX, где IJn - корни уравнения 

1 2 ctg 1ГIJ = IJ - - . 
iJ 



J78 Ответы 

1 + ��� 1 42 . .Л,. = -.-2- , <р,.(а:) = sinp,.a: + p,. cosp,.a:, где р,. - корни уравнения 

1 2 ctg p  = р - - . р 
1 43 • .Л,.=- 1 - р; , <p,.(a:)=sinp,.a: , где р,. - корни уравнения -tgp=p (р > 0). 

4 2 1 1 + -2 
1 50 � 1 51 .  � - 1 52 __ е_ • 90 16 2 . • 8 

1 53. <р1(ж) = 1 , <р2(ж) 2ж - I .  1 54. <р1(х) х, <р2(х) х2 • 
1 55. <f't(x) = 1 ,  <р2(ж) = ж, <р3(х) = 3х2 - 1 .  

1 2 (1) (2) • 1 56. Ло = - , <р0(ж) = l , ..\ 1 - , <р1 (ж) = cos 2z, <p1 (ж) = sш 2ж . '11' '11' 
3 n2 

1 58. Ло = -3 , <f'o(z) 1 , .Л,. = (-1)"-, <р�)(х) = cos nx, <р�2>(х) = sin nx 2'11' 4'11' (n = 1 , 2, . .  :) . 
1 

1 59. а) з ·  <р(х) = ±..Гзж; 
C · sin ж, 

1 60. <р(ж) = С · соs ж, 1 61 • <p(z) = { C · arccos x, 
о, 

о, 

1 62. <р(х) = С. 1 63. <р(а:) Clzl . 1 64. <p(z) = C(z - :�.:2) .  
1 65. <p(z) = sin�x . 1 66. <р(ж) = 2е" ....: 2 + (2 - е)ж. 

1 67. <p(z) = 

sinpж - p cos pж + sin p(z - 1) ' > О � 

( ) 
' л ' 11 = v 2.Л, р р р . р ,. 2р COS 2 COS 2 + 2 SШ 2 

sh pz - р chpx + shp(ж - 1) 
.Л <  О, р = Г-2>.. 

2р сь !! ( сь !! - !! sh !!) ' 2 2 2 2 
2 sin..Гз(z - �) 

1 68. <p(z) = 3 cos 2a: +  ..Гз . • 3'11' 

1 69. <p(z) = 

sln -4-
Л cos v'л+f ( r - х) + cos v'л+f 1r 

(Л + 1) cos 1rv'л+f 
л >  -1 , 

.Л сh v'=Г-l(r- z) + ch v'=Г-11r 
� , А <  1, (А + 1) ch 1rv-A - 1 

2 А =  - 1. 

.л =  1 , 
.л т!:l. 



170. <р(ж) = 

Ответы 

3(sh J'Ж + 1' ch J'ж) + sh J'(Ж - 1) - 21' ch J'(Ж - 1) 
(1 + 21'2) sh 1' + 3� ch 1' 

� > о, 1' = 2v'>., 
3(sin J'Ж + 1' cos J'Ж) + sin J'(Ж - 1 ) - 21' cos J'(Ж - 1 )  

( 1 - 21'2) sin 1' + 31' cos 1' 
� < о, 1' = 2-..r-:>.. 

171 .  <р(ж) = -1 .  е sh v'2ж 172. <р(ж) = г,; г,; г,; ·  sh v 2 + v 2 ch v 2 
1' = v'>."=l, 

1' = v'l'="1; 
если � = 1 ,  то решений нет. 

174. <р(ж) = 

Ch J'(Ж - �) 
ch J'1Г - J'1Г sh J'1Г ' 2 2 2 

� � о, 1' = VV., 

COS J'(Ж - �) 
J'1Г J'1Г • J'1Г ' � < о, 1' = �. соs т + т smт  
2�1Г 2 2 175. <р(ж) = 1 + -- соs 2ж ; � '# - . При � = - решений нет. 2 - �1Г 1Г 1Г 

е е е 176. <р(ж) = е _ 2� ж; � '#  2 . При � =  2 решений нет. 
21Г2� 1 1 177. <р(ж) = ж +  1 _ 1Г2� lж - 1ГI ;  � '# 1Г2 • При � =  1Г2 решений нет. 

179 

3ж(2�2ж - 2�2 - 5� - 6) + (� + 3)2 178. <р(ж) = (� + 3)2 ; � ::;:.  -3. При � = -3 решений 
нет. 

{ 3 3 4� + 5 3 3 
179. <р(ж) = 

ж - S 4� + 3ж, если � -# 2, � # -4 , 
1 1  3 ж3 - -ж + Сж2 если � = -2 . 15  ' 

3 При � = -- решений нет. 4 . { sin ж, 180. <р(ж) = Ct СОS Ж + С2 sin 2ж + sin Ж, 
ж2 3 181 .  <р(ж) = -2 + 2 - th 1 , если � =  - 1 ;  

если � '#  1, 
если � =  1 .  



1 80 

\O(Z) =:: 

Ответы { [ (р.2 - l ) chp.x 
+ t] _!... Л >  1 ,  Р. yТtl, ch р. - р. sh р. th 1 р.2 ' 

[ (р.2 + \) cos р.х ] 1 1 Л < - 1 , р. = v'-Л - 1 . cos р + р sin р th l - р2 ' 
3 . 3 

1 82. При Л :f:. '2 nараметры а, {3, 'У - любые числа; nри Л = 2 уравнение 

разрешимо nри f3 = О и любых а и 'У. 
1 83. При Л :f:. -6 ± 4v'З параметры а ,  {3 - любые числа; при Л =  -6 + 4v'3 
уравнение разрешимо nри условии (е + v'3 - l)a + (� + "';){3 = О; nри Л =  

-6 - 4v'З уравнение разрешимо nри условии (е v'3 l)a + (� - "';){3 О . 24 
1 84. ;Сiри Л =1= уравнение разрешимо nри любых значениях параметров а и {3; 24 
nри Л =  3 уравнение разрешимо при условии 1r3a + 24{3 = О. 1Г { { l + (� - 2)a:, О � х � {. 
1 90. G(x, {) = 

({ - l)x - 1 ,  { � х � 1 . 
1 91 .  Очевидно, что уравнение у"(х) = О  при условиях у(О) = y(I ) ,  у'(О) = y'( I )  
имеет бесчисленное множество решений у(х) С. Поэтому функции Грина 
для этой краевой задачи не сушествует. 

1 92. Функции Грина не сушествует. 

1 93. G(x, {) = 

1 94. G(x, {) 

1 95. G(x, �) = 

{ � \з{ х), о �  х � {, 

�2 

6(3а: - {) ,  { � а:  � 1 . 
{ ж({ - 1) 2 (z - х{ + 2{) , О �  х � {, 

� [ж(2 - а:)({ - 2) + {], { � х � l . 

{ ж(х - <0({ - 1) 2 ' о �  х � {, 

{({ - х)(а: - 1 ) - 2 ' { � х � 1 . 
1 96. Функции Грина не сушествует. 

1 97. Функции Грина не сушествует. 

1 98. G(ж, {) = 

{ sh 
k�h 

sh kx 
О � х � {, 

sh k{ sh k(x 1) 
k sh k ' { � ж � l . 



1 99. G(x, {) 

Ответы 

2 sin 2 

cos ( { - z + �) ' { :::;; z :::;; 1 . 1 2 sin 2 
ествует. ии Грина не сущ 

J 
200. Функц 

(hz + l ) [H({ l) - l , 0 :::;; z :::;; {, 
{ 

h + H + hH 
201 .  G(z, {) = (h{ + l ) [Н(з: - 1) 1 ) , { :::;; z :::;; 1 . 

h + H + hH { 
1 - � о :::;; z :::;; { , а +  

( 
202. G(z, {) = l c :::;; z :::;; 1 .  а+ 1 - -, "' з: 

)2 х({ - l О :::;; х :::;; {, { { ln { � l - ' 
203. G(z, {) = {(х - 1)2 ' { :::;; з: :::;; 1 . х - ln x - 1 2х { � ( 1 - ;2 ) ' о :::;; з: :::;; {, 
204. G(<, l) = Н· - ;) ' 1 � ж �  1 { � ({ - i) · о :::;; з: :::;; {, 
205. G(z, 1) = н • _ ; ) , 1 � : � 1 

{ 2� [(з:{)n - (�) ] ,  о :::;; з: :::;; {, 
206. G(x, {) 

[ ( { ) n] { :::;; x :::;; l . _1 (z{)n _ ; , 2Щ' 
- {l(In { - 1)2

' { з: ln { о :::;; х :::;; { , 
207. G(x, {) 1n х { :::;; з: :::;; 1 .  - { (Jn { - 1)2 ' 

181  



182 

1r 
212.  11 = ж - 2 sin z. 

1 
214. у ==  4[(I - e2} ln ж + :�:2 - 1] .  

Ответы 

z2 
213. у =  24 (z2 - 4:е + 6) . 

2 1 5. 11 = .l(2z - 1) sin 1r:e. 41Г 
216. y = 2[sh z - sh (z - l) - sh l]. 217. y = sh z + (l - z)e"' . 

21 8. 11 = 2 cos z + (2 - :) sin z + z2 - 2 .  



Ответы 

1 

J Ж 1ГЖ 2 11'Ж 
221 . у(ж) = Л  G(ж, {) y({) d{ + ; sin 2 + 11'2 cos 2 ' 

где G(ж, {) = 

-1 
{ ; sin �({ - ж) ,  -1 � ж � (, 

1 11' ; sin 2(ж - {), { � ж �  1 .  
1 

222. у(ж) = -Л j G(ж , {) у({) d( + � (2ж3 + Зж2 - 17ж - 5) , 
о 

{ ({ - 2) ж +  ( - 1, о � ж � (, где G(z, () = (( - 1) ж - 1 ,  { � ж � 1 .  
1 2 

223. у( ж) = Л j G(:а Ц) у(() d{ + ;4 (ж
2 - 4ж + 6) ,  

о 

{ �
2 
(3( - z), О �  ж � {, 

где G(ж, () = 
(2 
б(Зж - (), ( � z � 1 .  

1 
224. у(ж) = -Л j G(ж, {) y({) d{ + 1�ж(ж - 1)(ж2 + ж - 1) ,  

о 

{ �ж( ж - {)({ - 1) ,  О � а: � {, 
где G(ж, {) = 1 -2{({ - ж)(z - 1) ,  ( � ж �  1 .  

1 

225. у(ж) = е" - лj  G(ж, {) у({) d{, где G(z, {) = { ( 1  + .ж) {, 0 � ж � (, 
( 1  + () ж, { � 1/: � 1 .  о 

00 ' 

183 

1 / F(w)e''""' 229. <р(ж)=-- .,2 dw, где F(w) - преобраэование Фурье функции /(ж) . 
1Г l+e--:r -оо 

230. <р(ж) = е-ж . 
{ sin 1rt 

--2 , t =F  1 ,  
231 .  <p(t) = �- t 

2 ' t =  1 .  



184 Ответы 

t ;t 1 , 

t = 1 .  

234. ip(x) = 1 .  
;,;2 

235. 't'(x) = х - 2 . 236. ft'(x) 1 
( 2ж ) 2 зе - 1 . 

237. ip(x) sin х . 
l 

238. ip(x) = з<2 cos v'зх + 1 ) .  

239. ip(x) = 1 + 2х. 
X J  

240. ip(x) = х + 6 .  1 1 
241 .  ip(x) = 2 sin x + 2 sh x. 

хз 
242. sP(x) = х - . 2 ж vГs 

244. ft'(x) = vГse-2 sh Тх. 

245. sP(x) = l +2xe" . 246. ip(z) = e"( l + x)2 . 1 
247. ip(x) = 2 (e"'+sin z+cos x) . 

248. fP(x) = I1 (x) . 249. ip(x) = -I1 (x) . 
(Здесь I1 (x) - модифицированная бесселева функция 1 -ro рода.) 

250. ft'1 (x) = sin x ;  ip2(x) = O. 251 . ft't (X) = Зe"' - 2; iр2(х) = 3е" - 2е2ж .  
1 

252. sP1 (x) = е2"' ; ft'2(x) = 2(1 - е2"') .  { ip1 (x) = (х + 2) sin x + (2х + 1 )  cos x; 
253. 2 + х 1 + 2х 

ft'2(x) = -2- cos x - -2- sin x. 
254. ft' l (х) = 2 sin х ;  sPz(x) 2 cos х - 1 ;  sРз (х) = х. 
255. sP1 (x) cos x ;  ip2(x) sin x ;  iрз(х) = sin x + cos x .  ( ip1 (x) = (t + �) cos x + i sin x; 

256. ip2(x) = 1 - х + � sin x -� 1 + �) cos x; 
ft'з(x) cos a: 1 - ( 1 + 2) sin x. 

257. fP(x) = е"' 1. 258. ip(x) = -е" . 
1 

259. ip(x) = 2x sin x. 

260. fP(x) = 1 - е-" хе-" . 261 .  ip(x) = 1 
262. fP(x) = 1 - z + 2(sin z - cos x) . 
263. ip(x) = е-ж - хtГ"' . 264. ip(x) = с + 2e-z . 

cos x . 

265. ip(z) = cos z - sinx .  
а e(a- l )z 

266. ft'(x) = 
а - l а - 1 . 

267. ip(x) = cos x . 

268. �(·) � •' - � (ch • - =•) .  269. �(·) � г �р •' + ch 2• . 
1 1 . 270. ip(x) = -1 _-Л-2 [е"' - Л( е" - 1 )] . 271 . ip(x) �(cos х + Л  sш х) . 

1 . 
272. ip(x) = 

1 
_ ,\2 [cos х + Л(х - sш х)] .  



Ответы 1 85 

sin x 2 
" 273. ср(х) = 1 _ Л .  

274. ср(х) = 
1 + х2 

+ v'1r е- . 

275. ср(х) = f(x)
2 

+ �
2 
f!.Joo f(t) sin xt dt ( IЛI :f. 1 ) .  

1 - Л  1 - Л  у ;  
276. ср(х) = е-ж + � -

1
-

2
• 

v 1r l + x 

о 
277. ср(х) = cos x - sin x .  

278. ср(х) � 1 - х ln 3 .  279. ср(х) = /1(х) - f(x) ln a .  
z 2  ж2 

281 .  ср(х) = хе- т .  282. ср(х) = еТ (х2 + 2) - 1 . 
1 5  

284. ср(х) = 1 .  2.85. ср(х) = е-" . 286. ср(х) = 4х.  

287. cp(x) = cos x - 2 sin x .  288. ср(х) = 2х - х2 •  
289. cp(x) = 2 sin x .  290. ср(х) = 3!(хе-" - х2е-") .  

х2 х2 хз 
291 .  ср(х) = J0(x) . 292. ср(х) = 1 - 2 . 293. ср(х) = 1 +2х+ 2 + з · 

294. Имеем х2 - t2 = х2 - 2xt + t2 + 2xt - 2t2 = (х - t)2 + 2t(x - t) . Поэтому 

3 ж ж 
� = /<x - t)2cp(t) dt + 2  j t(x - t) cp(t) dt. Переходи к изображениям и применяя 

о о 
теорему умножения и теорему дифференцирования изображения, в силу которой 
tcp(t) 'F -Ф1{р) , получим 

или 

2 2 2 1 - = - Ф{р) - - Ф {р), р4 рз р2 

1 1 1 
Ф {р) = р Ф(р) - р2

. 

Решая это дифференциальное уравнение, находим 

1 
Ф{р) = С · р +  - .  

2р 
В силу того, что Ф{р) есть функция-изображение, Ф{р) должна стремиться к О 

1 1 
при р -+ оо, так что С =  О и, значит, Ф{р) = 

2р , откуда ср(х) = 2 .  
295. ср(х) = С - х. 296. ср(х) = С +  J0(2Vx).  297. ср(х) = С +  х .  
298. ср(х) = 2 + б(х) - б1(х) . 299. ср(х) = б(х) - sin x.  300. <р(х) = б(х) + 3 .  
301 .  ср(х) = 1 + х + б(х) + б1(х) .  302. cp(x) = l . 
303. Неразрешимо. 304. Разрешимо. 305. Разрешимо. 

35t3 - 27t 00 2n + 1 
306. cp(t) = 

2 
(О < Х < 1 ) .  307. cp(t) = L -2 -Pn(t) (О < Х < 1 ) . 

n=O 
е 

308. cp(t) = 1 + 2t - 2 ( lx l < 1 ) .  
1ТХ 

309. ср(х) = 1 + т · 

310. ср(х) = 6 (х2 + 11":3) . 31 1 .  ср(х) = 3(1 + 2х2) .  



1 86 Ответы 

312. �(ж) = е'" - ж - 0,5010ж2 - 0,1671ж3 - 0,0422ж" ; I<J' - � < 0,008; точное 
решение <р(ж) = 1 .  
313. �(ж) = соs ж + � (78 - 78 sin 1 - 24 cos 1 + ж(84 sin 1 + 108 cos 1 - 84)] ; 
I<J' - �� < 0,040; точное решение <р(ж) = 1 .  
314. �(z) = � (3a: - l  + e-"') - 0,252z2 + 0,084z3 ; I<J' - �  < 0,016; точное решение 

<p(z) = ж. _ ж +  sin ж ( 58 16 . 52 ) 3 _ 
31 5. <p(z) = 2 + 9 - 3 sш 1 - 15 cos 1 ж ; I<J' - <pl < 0,005; точное 

решение <р(ж) = ж. 
316. Точное решение <р(х) = 1 .  317. Точное решение <p(z) = 1 .  
31 6. Точное решение <p(z) = 1rж. 
319. <p(z) = sin ж.  320. <p(z) = cosж .  321 .  <p(z) = chz .  322. !;'(:t) = 1 . 
323. !;'(z) = :z:. 324. <р(ж) = е'" . 325. !;'(:t) = 2 .  326. !;'(z) = 2. 
327. !;'(:t) = ж2 - 2z .  328. <р(ж) = О. 

3 2 4 3 1 3  4 1 s 1 6 1 1 330. ip2(z) = 1 + z + 2z + 3ж + 24:.: + 4ж + lSz + 63ж (!;'о(ж) = 1) .  
:z:• z' ж1о 

331 . !;'э(ж) = -ж + 4 - 14 + 160 (!;'o(z) = 0) . 
332. <р(ж) = ж + 5z2 , !;'o(z) = ж . 333. !;'(ж) = ж, !;'о(ж) = О. 

22 1 2 2 3 1 4 l s  1 6  
334. <р3(ж) = l + 1 5 ж - 2ж - 9ж + 24ж - 120ж - 720ж ;  l;'o(z) = 1 ;  точное 

решение !;'(Ж) = cos ж +  tg 1 ·  sinz.  
335. Ядро уравнения имеет характеристические числа Л,. = n2 и собственные 

(ортонормированные) функции !р,.(ж) = Л sin nж ,  так что ядро К(х, t) допус­
кает разложение 

к< ) _ � z:"" sin n:z: sin nt ж, t - 1 • 1r n "=1 

sin 2z 
В данном случае Л1 = 1 . Берем lt'o(z) = -2- , а Л =  1 ,  и nрименяем формулу 

итераций 

Имеем 

ь 

ft'•нl(z) = !;',.(ж) + Л [t(z) - j К(х, t)1;'11(t) dt] . .. 
1 [ 1 j" 2 � sin nx sin nt 1 ] lt't = - sin 2х + - sin 2z - - L.; - sin 2t dt = 2 2 0 1r ,.=1 n2 2 
7 3 1 = 8 sin 2z = 41Ро + 2" sin 2ж, 



Ответы 

7 [ 1 /.. 2 � sin nx sin nt 7 ] ip2 = - sin 2x + - sin 2x - - L...J 2 - sin 2t dt = 8 2 0 1Г n=l n 8 
37 3 1 = 32 sin 2x = '4lf>t + 2 sin 2x и т. д. 

3 1 
Вообще, lf>n+t (x) = 4lf>n(x) + 2 sin 2x . Отсюда 

3 sin 2x lim lf>n+t (X) = -4 lim lf>n(x) + -2-, 
n-"oo n-+oo 
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или !f>(x) = �!f>(x) + � sin 2x, так что !f>(x) = 2 sin 2x. Непосредственной подста� 4 2 . 
новкой !f>(x) = 2 sin 2х в уравнение убеждаемся, что это есть решение. 
336. Выбираем !f>o(x) = cos 31Гх и А = 1 (А > 0). Формула итераций дает 
!f>(x) = 1r2 cos 31Гх - решение данноГо уравнения. 
337. !f>з(х) = 6х2 + l - точное решение. 338. l{>з(х) = l - точное решение. 
339. !f>з(х) = 1 - точное решение. 

1 
340. А1 = s7 (точное значение А1 = 5). 341 .  А1 = 2,486; А2 = 32,18 1 .  
342. A t  = 4,59. 343. А1 = 3 . 344. А1 = 5. 345. А1 = 4, 19. 
346. At = 5,78. 347. А1 = 3. 348. А1 = 4. 349. А1 = 2,475 . 
350. А 1  = 4,998. 



nриложен не 

Специальные функции 
1 .  Полиномами Лежандра называются многочлены Pn(x) , определя­

емые формулой 

( 
1 dn [( 2 n] Pn х) = -- -- х - 1) . 

2n · n! dxn 

Так как Р0(х) = 1 , Р1 (х) = х,  то, полъзуясь рекуррентной формулой 
(n + 1)Pn+1 (x) = x(2n + 1)Рп(х) - nPn- 1 (x) , можно найти полиномы 
Лежандра любой степени n = 2, 3 . . . . 

Производящая функция для полиномов Лежандра 

1 00 , 
= 'L: Pn(x) · tn , О <  t < 1 ,  lx l  � 1 .  у 1 + t2 - 2tx n=O 

Квадрат нормы полиRомов Лежандра равен 

1 
2 1 2 2 I IPn (x) l l  = Pn (x) dx = 2n + 1 .  - 1 

2. Полиномами Чебышёва-Лагерра называются многочлены Ln(x) , 
определяемые формулой 

Рекуррентная формула 

dn 
Ln(x) = ex -

d (xne-x) . 
xn 

Ln+1  = (2n + 1 - x)Ln(x) - n2 Ln-1 (x) (n � 1) 

позволяет получить полиномы любой степени n, зная L0(x) = 1 и 
L1 (x) = 1 - х .  Производящая функция имеет вид 

-xt/(1-t) оо е 
= "'\;""" L (х) · tn 

1 - t L....J n · 
n=O 

Квадрат нормы равен I ILn(x) l l2 = (n!)2 • 
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