


















































































































































































































































































































































§ д. Метод�;�� от�;��скания характеристических чисел 169 

3° . Метод Kennora. Пусть К(:с, t) симметричное ядро, ко­
торое Д11Я определенности будем считать положительно определенным, 
и пусть w(:c) - произвольпая функция из L2(a, Ь) . Строим последова­
тельность функций 

ь 
WJ (:c) = 1 К(:с, t) w(t) dt, 

а 

ь 
w2(:c) = 1 К(:с, t) WJ (t) dt, 

а 

ь 
Uln(:c) = 1 К(:с, t) Uln-1 (t) dt, 

а 

и рассматриваем числовую последовательность 

{ llwn- 1 1 1 } 
//wп/1 

. (6) 
Пусть <р1 (:с) , <р2(:с) , . . . - ортонормированные собственные функции 
ядра К(:с, t) и Л1 � Л2 � • • • - соответствующие характеристичес­
кие числа. Пусть, далее, функция w(:c) ортогональна к функции <р1 (:с) ,  
102(:с) , . . .  , \Ok-t (:c) ,  но не ортогональна к собственной функции \Ok(x) . То­
гда последовательность (6) имеет своим пределом k-e характеристическое 
число Лk . 

{ Uln(:c) } Последовательность функций 
1 /wn(:c)l / сходится 

в этом случае 

к пекоторой функции, являющейся линейной комбинацией собственных 
функций, отвечающей характеристическому числу Лk . К тому же пределу, 
что и последовательность (6) , сходится последовательность 

{�} ·  
Если (w, \O t )  # О, получаем две nриближенные формулы Д11Я наименьшего 
характеристического числа: 

Л /lwn- t l l 
� � � . 

(7) 

1 AJ � --:== 
�· (8) 
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причем формула (7) дает значение Л1 с избытком. Если ядро К(х, t) 
яRЛЯется положительно определенным, то формулы (7), (8) дают при­
ближенное значение наименьшей абсолютной величины характеристи­
ческого числа данного ядра. При удачном выборе w(x) метод Келлога 
сравнительно прост для вычислений. 

Недостаток метода в том, что заранее неизвестно, какое из характе-
ристических чисел удалось определить. 

Пример 3. По методу Келлога вычислить наименьшее характеристи­
ческое число ядра К(х, t) = x2t2 ,  О � х, t � 1 .  

Решение. Воэъмем 11.1(:�:) = ж. Тогда 

Далее, 

1 2 
11.11 (ж) = j ж2t2t dt = � , 

о 

1 4 ( J 2 t 1 2 l 11.12 ж) = :1: 4 dt = 4 :1: • s '  
о 

1 2 ll.l,.(ж) = 4 .  sn-1 ж . 

1 1 1 F llll.l,.(ж)ll = 4 .  sn- 1 = 4 . sn-1 . vrs· 

Таким образом, согласно (7) 

Задачи для самостоятельного решения 

t> 

По методу Келлога найти наименьшие характеристические числа следующих ядер: 
347. К(:е, t) = жt ; О �  ж, t � 1 . 
348. K(ж, t) = sin ж sin t; -1r � z, t � 1r. 

349. К(ж, t) = { t, ж � t; О �  ж, t � 1 .  z ,  ж �  t; 
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. . · . { !  z(2 - t), 
350. K(z, t) = . 1 

- t(2 - z), . 2 . 

:1: � t. 
О � x, t  � I .  

Устойчивость сжатого стержня {продольный изгиб стержня) 

Уравнение изогнутой уnругой линии стержня имеет вид 

- EI- = М, 
d ( dy) 
dж dж · (9) 

где М - изгибающий момент, 1 - момент инерции поперечного сечения 

стержня с абсциссой ж, Е - модуль Юнга. 
Рассмотрим случай, когда стержень сжимается силами, приложеи­

ными к его концам. Величину каждой из этих сил обозначим через Р. 
Тогда М = -Р · у  и уравнение (9) nримет вид 

d ( dy ) - EI- + Р · у = О. 
dж dx 

( 10) 

Концы стержня не смещаются в наnравлении, перnендикулярном стерж-
ню, поэтому 

у(О) = y(l} = О, ( 1 1) 

где l - длина стержня. Деля обе части уравнения ( 10) на Е и полагая 
р 
Е 

= Л, получим 

( 12) 

Пусть G(ж, t) - функция Грина дифференциального уравнения (12) 
nри граничных условиях (1 1) .  Тогда задача (12)-( 1 1) оказывается экви­
валентной задаче решения однородного интегрального уравнения Фред­
rольма 2-го рода 1 

у(х) = Л j G(ж, t)y(t) dt. ( 13) 

о 
Ядро G(x, t) уравнения (1 3) симметрично как функция l}:шна самосоnрЯ­

женной граничной задачи. Таким образом, прогиб у(х) сжатого стержня 

удовлетворяет интегральному уравнению ( 13) .  При nроизвольно взятой 
р 

силе Р число Л = Е не будет характеристическим и решением уравне-

ния (13) будет функция у(х) :::: О. Иными словами, произвольно взятая 
сжимающая сила оставляет стержень прямолинейным. В случае, когда 
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Р = ЛnЕ, где Лn - характеристическое число ядра G( х ,  t) , уравнение ( 13) 
будет иметь неиулевое решение, что отвечает искривлению стержня, т. е. 
потере его устойчивости. 

Наименьшая сила Р, при которой стержень теряет устойчивость, 
называется критической силой. Она, очевидно, равна Ркр z Л1Е, где Лt ­
наименьшее характеристическое число уравнения ( 1 3). Для практических 
целей достаточно хорошей является приближенная формула 

1 
Лt � -;:======== 1 1 

jj G2(x, t) dx dt 

о о 

( 14) 

дающая Л1 с недостатком. 

Пример 4. Найти критическую силу для стержня, имеющего форму 
усеченного конуса с радиусами оснований r0 и r1 = r0( l  + q) , q > О  
(рис. 8). 

Решение. Радиус сечения с аб­
сциссой х будет 

rt r(x) r0 (1 + q1
x
) . 

0 1'----f::--------t<:--- Момент инерции этого сечения будет 
х х равен 

Рис. & 

/Т4 1 = -f<I + ах)4 , 

где 1 плотность стержня, а = f .  
Уравнение ( 12) в этом случае прини­
мает вид 

2Л 

-yr� · ( 15) 

Для нахоЖдения критической силы определим наименьшее характеристиче­
ское число интегрального уравнения 

1 

у(х) р J G(x, t)y(t) dt О, 
о 

где G(z, t) - функция Грина задачи ( 1 5), ( l l) . Она имеет вид 

G(x, t) = 

{ 
1 [ 1 ] [  1 1 ] - 1  - & z & t 
С ( l + аж)3 (l + af)3 ( \ + аf)З '  О '-" '-" '  

� [t - ( 1  +lat)3] [ ( 1 +lах)З - ( 1  +lal) З] , t � х � l,  

( 16) 
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rде 

с :; За [ ( l +lal)З - l] . 
Согласно формуЛе (14), наименьшее характеристическое число р.1 уравнения ( 16) 
приближенно равно 

Р.• � -;::::====== = -;:::======= 1 ! 1 1 G2($, 
t) dx dt 

Q Q 

( 17) 

Вычисление р1 по формуле ( 1 7) весьма rромоздко. Считая величину q малой 
и отбрасывая члены, содержашие стеnени q выше nервой, уnростим вычисления 
и получим 

зv'IO P.l � l2vfl - 4q . 
Отсюда находим критическую силу: 

Р. � Е .  7r� . зv'IO � E1rri · 4,743 ( l 
2 ) . 

кр 2 12� 11 + q 

Для стержня nостоянного сечения q :;  О и формула ( 18) дает 

E7r4 
Ркр ::::::: 4,743Т . 

Точное значение критической силы в этом случае равно 

1r2 E1rri E')'r� ---w- = 4,9487. 

( 1 8) 



Ответы 
"' "' 

9. <р(ж) = -ж +  j<t - ж)<р(t) dt . 1 0. <р(ж) = 1 + J <p(t} dt . 
о о 

"' :t 

· 1 1 .  <р(ж) = соs ж - j<x - t)<p(t) dt . 1 2. <р(х) = 5-бж+ jl5-6(ж-t)]<p(t) dt . 
о о 

"' 

1 3. <р(ж) = соs ж - ж - /<ж - t)<p(t) dt. 
о 

"' 14. <р(ж) = ж - sin ж + е"(ж - 1) + f!sin ж - е"'(ж - t)]<p(t) dt. 
о 

"' 1 5. <р(ж) = cos ж - 2ж(1 + ж2) - J (1 + ж2)(ж - t)<p(t) dt . 
о 
"' 

1 6. <р(ж) = же"' +  1 - ж(ж2 - 1) - J [ж + i(ж2 - ж)(ж - t)2] <p(t) dt. 
о 

"' 
17. <р(ж) = ж(ж + 1)2 + J ж(ж - t)2<p(t) dt . 

ж2 19. <р(ж) = ж - 2 . 
4ж + 1 22. <р(ж) = --. 2ж + 1 

25. e(l+Л)(z-t) . 

28 2 + COS Ж Л(ж-t) ' 2 + cos t e · 

о 

20. <р(ж) = (1 -ж)е-2"' . 

сh ж .>.(z-t) 29. ch t е 

21 . <р(ж) = l - ж. 
1 24. v'XshvA(ж-t) (Л > О). 

1 + ж2 .>.(:н) 27. 1 + t2 е 

32. �еж-t - �е -З(z-t) . 33. 2же"'2-12 • 
4t2 + 1 [ 8 -2(z-t)] 34. 2(2t + 1)2 4t2 + 1 - 4е ; одно из решений соответствующего диффе-

ренциального уравнения у1(ж) = е-2"' . 
36. <р(ж) = е2"' . 37. <р(ж) = �е3"' - � cos ж + �  sin ж. 

. 3 38. <р(ж) = 3"'(1 - е-"') . 39. <р(ж) = е"' sш ж +  (2 + cos ж)е" ln -2-­+соs ж 



Ответы 

1 
40. ip{X) = еж -:�: - 2х. 

52. I = � г(�) г(�) 
2 r ( m ; n) 

Г(n + 1) z•>+<•-l 
54• fP(x) = Г(l - а) · Г(n + а) · 

60. ip(z) 

62. fP(:e) = 3. 63. fР(Ж) =sinж. 

2 
Vi' 

175 

64. Да. 65. Да. 66. Да. 67. Да. 68. Нет. 69. Нет. 70. Да. 71 . Да. 
72. Да. 

2ж - t +  (x + t - 2жt - 5) л 
17. R(x, t; Л) = 2 л л 

l - 2 + 6 
2 2 ( x + t  жt 1 ) ж t - xt + xt - - - - - Л 

4 3 5 78. R(x,t; Л) = Л2 79. R(x, t; Л) = sin x cos t .  
l + 240 

80 ( . '
) 

_ sin ж - sin t - 1r( l + 2 sin ж sin t )Л • R ж, t, " -
1 + 211'2А2 • 

x + t + l + 2 (жt + �) л  
81 . R(x, t; Л) = 4 1 - 2,\ - -,\2 

3 

1 + 3:z:t + (� х ; t - 3xt - l) ..\ 
82. R(ж, t; Л) = 1 1 - 2Л + -.\2 4 
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2 ( 2 4 2 4 )' 
4xt - х - 2х t - 3 х + х - 3 xt Л ex-t 

83. R(x, t; Л) = ..\2 84. R(x, t; ..\.) = 1 _ ..\ . 
1 - ..\ + 18  

85 ( . ) - sin (x + t) + 1r..\ cos (x - t) • R х, t, ..\. - 1 - 1r2Л2 • 
86 ( ) x - sh t - 2(e-1 + x sh t)..\ . R x, t; ..\  = 1 + 4e-t..\2 . 87. �(х) = l . 

1 [ (6х - 2)..\ - Л2х ] 
88. �(х) = 6 х + Л2 _ 3Л + 6 . 89. �(х) = cos 2x. 

1 '" 3х(2Л - 3Лх + 6) 
90. �(х) = 2е . 91 .  �(х) = ,\2 _ 18Л + 18  ( 4) n- 1 (4)"-' ( 1 ) 
92. K2,._t (x, t) = - 3 (ж - t) , K2n(ж, t) = 2(-l)n 

3 xt + 3 
(n = 1 , 2, 3, . . .  ) .  · 

sin (х + t) 1r 4 - 1r2 
93. К2(х, t) = 2 - 4 cos (х - t) , К3(ж, t) = � sin (х - t). 

2 32 2 56 8 8 
94. K2 (x,t) = 3(x+t/+2x2t2 + 9xt+ 5 , К3(х, t) = 45 (x2+t2)+ 3x2t2-4xt+ 15 . 

95. K2n-1 (х, t) = (21r)2"-2(x + sint) , K2n(X, t) = (21r)2n-l ( l + x sint) (n = 1 ,  2, . . .  ) .  ( � .. + 1 ) n-l ж 
96. Кп(х, t) = хе1 • 97. Kn(X, t) = - -2

- е cos t.  

{ енt +
2
e2-z-t 

+ (t - х - 1) et-:•, О � х � t, 
98. К2(х, t) = 

e'"+t + e2-z-t 
2 + (x - t - 1) e"'-1, t � x � 1� 

{ е2 + 1 t-z --е , - 1 � х � о. 
99. К2(х, t) = 2 

е2 + 1 t+z 
-2 - е , О � х � 1 . 

2e'"+t 2 
1 00. R(x, t; ..\) = ( 2 ) ; IЛI < -2-1 . 2 - е - 1 ,\  е -

2 sin х cos t xet+1 е 
1 01 .  R(x, t; Л) = ; IЛI < 2 .  1 02. R(x, t; ..\) = -- ; IЛI < -2 . 2 - ..\ е - 2..\ 

3( 1  + x)( l - t) 3 
1 03. R(x, t; ..\) = 3 _ 2..\ ; 1..\1 < 2 .  

5x2t2 5 
1 04. R(x, t ; ..\) = 5 _ 2..\ ;  IЛI < 2 .  Зхt 3 

1 05. R(x, t; ..\) = 3 _ 2..\ ; \Л\ < 2 . 
1 06. R(x, t; ..\) = sin х cos t + cos 2х sin 2t. 

1 07 R( t· ..\) - l 3(2x - 1)(2t - 1) . IЛI < 1 . • х, ' - 1 - ..\. + 3 - ..\ ' 



Ответы 

11"2 
1 1 1 .  <p(x) = -- sin 2x + 2x - 1Г. 1 1 2. <p(x) = tg x. 1Г - 1 

1Г 1 1 3. <р(х) = 2л + ctg x .  l + q2 
1 1 4. <р(х) = 2 Л l + q  -

-11"2 л 1 
1 1 5. <р(х) = 8(Л - l) + v'1 - x2 ; Л ;t= l . 

. 1 1 1 6. <р(х) = l - ЛГ(р + 1) 

177 

2Л2х +  ( ,\2 
+ Л) lnx 6 2 1 1 7. <р(х) = . �9 + - ( l - 4x) . 1 1 8. <p(x) = 2 _ Л sinx;  Л ;t= 2 . 

1 + -Л2 5 
48 

1 21 .  <р(х) = Л1r sin х + cos х.  

( )  2 cos x + 1ГЛ sin x 
1 20. <р х = 2 4 + 1Г2 Л2 • 

15  2 5 1 22. <р(х) = 32 (х + 1) + 16 . 
8 ( ) . 2 1 23. Л1 = -- ,  <р1 х = sш х .  1 24. Нет. 1Г - 2  

l 2 2 
1 25. Л1 = - ,  <р1 (х) = sin x .  1 26. Л1 = - - ,  Л2 = - ,  <p 1 (x) = sinx ,  <p2(x) = cosx .  1Г 1Г 1Г 
1 27. Действительных характеристических чисел и собственных функций нет. 

l 5 10 2 1 28. Л1 = Л2 = -3, <р(х) = х - 2х2 • 1 29. Л1 = 2 , <р 1 (х) = 2х + 3х . 
е 1 31 .  Л1 = - 2 , <p1 (x) = sh x. 1 32. Нет. 

1 33. Действительных характеристических чисел и собственных функций нет. 
3 21 + 3v'61 ( 2 6 - К!) 1 34. Л1 = 2 ' <р 1 (х) = Сх,  Л2 = 8 , <р2(х) = х + 5 С, 

21 - 3v'61 ( ) ( 2 6 + v'бl) Л3 = 8 , <рз х = х + 5 С. 

1 35. Лn = -n21Г2 , <pn(x) = sin n1ГX (n = 1 , 2 , . . .  ) . 
1 36. Ло = 1 , <ро(х) = е" ,  Лn = -n21r2 , <f'n(x) = sin n1Гx+n1Г cos n1Гx (n = 1 ,  2, . . . ) .  

1 2 1 37. Лn = - 3/Jn, <f'n(x) = sin iJnX + /Jn COS IJnX, где /Jn - корни уравнения 
1 

iJ - - = 2 ctg iJ .  1 38. Лп = 4n2 - 1 ,  <!'п(х) = sin 2nx (n = 1, 2, . . .  ) . 
iJ 

1 39. An = (n +  �у - 1 ,  <f'n(x) = sin (n +  �) х.  

1 1'2 . 
1 40. Лn = � '  <f'n(x) = sin 1Jn(1Г+x) (n = 1 ,  2, . . .  ), где IJn - корниуравнения 

SШ 1 
tg 21ГiJ = -,., tg 1 .  
141 . Лп = 1 - IJ� , <f'п(х) = sin iJnX + IJn COS IJnX, где IJn - корни уравнения 

1 2 ctg 1ГIJ = IJ - - . 
iJ 



J78 Ответы 

1 + ��� 1 42 . .Л,. = -.-2- , <р,.(а:) = sinp,.a: + p,. cosp,.a:, где р,. - корни уравнения 

1 2 ctg p  = р - - . р 
1 43 • .Л,.=- 1 - р; , <p,.(a:)=sinp,.a: , где р,. - корни уравнения -tgp=p (р > 0). 

4 2 1 1 + -2 
1 50 � 1 51 .  � - 1 52 __ е_ • 90 16 2 . • 8 

1 53. <р1(ж) = 1 , <р2(ж) 2ж - I .  1 54. <р1(х) х, <р2(х) х2 • 
1 55. <f't(x) = 1 ,  <р2(ж) = ж, <р3(х) = 3х2 - 1 .  

1 2 (1) (2) • 1 56. Ло = - , <р0(ж) = l , ..\ 1 - , <р1 (ж) = cos 2z, <p1 (ж) = sш 2ж . '11' '11' 
3 n2 

1 58. Ло = -3 , <f'o(z) 1 , .Л,. = (-1)"-, <р�)(х) = cos nx, <р�2>(х) = sin nx 2'11' 4'11' (n = 1 , 2, . .  :) . 
1 

1 59. а) з ·  <р(х) = ±..Гзж; 
C · sin ж, 

1 60. <р(ж) = С · соs ж, 1 61 • <p(z) = { C · arccos x, 
о, 

о, 

1 62. <р(х) = С. 1 63. <р(а:) Clzl . 1 64. <p(z) = C(z - :�.:2) .  
1 65. <p(z) = sin�x . 1 66. <р(ж) = 2е" ....: 2 + (2 - е)ж. 

1 67. <p(z) = 

sinpж - p cos pж + sin p(z - 1) ' > О � 

( ) 
' л ' 11 = v 2.Л, р р р . р ,. 2р COS 2 COS 2 + 2 SШ 2 

sh pz - р chpx + shp(ж - 1) 
.Л <  О, р = Г-2>.. 

2р сь !! ( сь !! - !! sh !!) ' 2 2 2 2 
2 sin..Гз(z - �) 

1 68. <p(z) = 3 cos 2a: +  ..Гз . • 3'11' 

1 69. <p(z) = 

sln -4-
Л cos v'л+f ( r - х) + cos v'л+f 1r 

(Л + 1) cos 1rv'л+f 
л >  -1 , 

.Л сh v'=Г-l(r- z) + ch v'=Г-11r 
� , А <  1, (А + 1) ch 1rv-A - 1 

2 А =  - 1. 

.л =  1 , 
.л т!:l. 



170. <р(ж) = 

Ответы 

3(sh J'Ж + 1' ch J'ж) + sh J'(Ж - 1) - 21' ch J'(Ж - 1) 
(1 + 21'2) sh 1' + 3� ch 1' 

� > о, 1' = 2v'>., 
3(sin J'Ж + 1' cos J'Ж) + sin J'(Ж - 1 ) - 21' cos J'(Ж - 1 )  

( 1 - 21'2) sin 1' + 31' cos 1' 
� < о, 1' = 2-..r-:>.. 

171 .  <р(ж) = -1 .  е sh v'2ж 172. <р(ж) = г,; г,; г,; ·  sh v 2 + v 2 ch v 2 
1' = v'>."=l, 

1' = v'l'="1; 
если � = 1 ,  то решений нет. 

174. <р(ж) = 

Ch J'(Ж - �) 
ch J'1Г - J'1Г sh J'1Г ' 2 2 2 

� � о, 1' = VV., 

COS J'(Ж - �) 
J'1Г J'1Г • J'1Г ' � < о, 1' = �. соs т + т smт  
2�1Г 2 2 175. <р(ж) = 1 + -- соs 2ж ; � '# - . При � = - решений нет. 2 - �1Г 1Г 1Г 

е е е 176. <р(ж) = е _ 2� ж; � '#  2 . При � =  2 решений нет. 
21Г2� 1 1 177. <р(ж) = ж +  1 _ 1Г2� lж - 1ГI ;  � '# 1Г2 • При � =  1Г2 решений нет. 

179 

3ж(2�2ж - 2�2 - 5� - 6) + (� + 3)2 178. <р(ж) = (� + 3)2 ; � ::;:.  -3. При � = -3 решений 
нет. 

{ 3 3 4� + 5 3 3 
179. <р(ж) = 

ж - S 4� + 3ж, если � -# 2, � # -4 , 
1 1  3 ж3 - -ж + Сж2 если � = -2 . 15  ' 

3 При � = -- решений нет. 4 . { sin ж, 180. <р(ж) = Ct СОS Ж + С2 sin 2ж + sin Ж, 
ж2 3 181 .  <р(ж) = -2 + 2 - th 1 , если � =  - 1 ;  

если � '#  1, 
если � =  1 .  



1 80 

\O(Z) =:: 

Ответы { [ (р.2 - l ) chp.x 
+ t] _!... Л >  1 ,  Р. yТtl, ch р. - р. sh р. th 1 р.2 ' 

[ (р.2 + \) cos р.х ] 1 1 Л < - 1 , р. = v'-Л - 1 . cos р + р sin р th l - р2 ' 
3 . 3 

1 82. При Л :f:. '2 nараметры а, {3, 'У - любые числа; nри Л = 2 уравнение 

разрешимо nри f3 = О и любых а и 'У. 
1 83. При Л :f:. -6 ± 4v'З параметры а ,  {3 - любые числа; при Л =  -6 + 4v'3 
уравнение разрешимо nри условии (е + v'3 - l)a + (� + "';){3 = О; nри Л =  

-6 - 4v'З уравнение разрешимо nри условии (е v'3 l)a + (� - "';){3 О . 24 
1 84. ;Сiри Л =1= уравнение разрешимо nри любых значениях параметров а и {3; 24 
nри Л =  3 уравнение разрешимо при условии 1r3a + 24{3 = О. 1Г { { l + (� - 2)a:, О � х � {. 
1 90. G(x, {) = 

({ - l)x - 1 ,  { � х � 1 . 
1 91 .  Очевидно, что уравнение у"(х) = О  при условиях у(О) = y(I ) ,  у'(О) = y'( I )  
имеет бесчисленное множество решений у(х) С. Поэтому функции Грина 
для этой краевой задачи не сушествует. 

1 92. Функции Грина не сушествует. 

1 93. G(x, {) = 

1 94. G(x, {) 

1 95. G(x, �) = 

{ � \з{ х), о �  х � {, 

�2 

6(3а: - {) ,  { � а:  � 1 . 
{ ж({ - 1) 2 (z - х{ + 2{) , О �  х � {, 

� [ж(2 - а:)({ - 2) + {], { � х � l . 

{ ж(х - <0({ - 1) 2 ' о �  х � {, 

{({ - х)(а: - 1 ) - 2 ' { � х � 1 . 
1 96. Функции Грина не сушествует. 

1 97. Функции Грина не сушествует. 

1 98. G(ж, {) = 

{ sh 
k�h 

sh kx 
О � х � {, 

sh k{ sh k(x 1) 
k sh k ' { � ж � l . 



1 99. G(x, {) 

Ответы 

2 sin 2 

cos ( { - z + �) ' { :::;; z :::;; 1 . 1 2 sin 2 
ествует. ии Грина не сущ 

J 
200. Функц 

(hz + l ) [H({ l) - l , 0 :::;; z :::;; {, 
{ 

h + H + hH 
201 .  G(z, {) = (h{ + l ) [Н(з: - 1) 1 ) , { :::;; z :::;; 1 . 

h + H + hH { 
1 - � о :::;; z :::;; { , а +  

( 
202. G(z, {) = l c :::;; z :::;; 1 .  а+ 1 - -, "' з: 

)2 х({ - l О :::;; х :::;; {, { { ln { � l - ' 
203. G(z, {) = {(х - 1)2 ' { :::;; з: :::;; 1 . х - ln x - 1 2х { � ( 1 - ;2 ) ' о :::;; з: :::;; {, 
204. G(<, l) = Н· - ;) ' 1 � ж �  1 { � ({ - i) · о :::;; з: :::;; {, 
205. G(z, 1) = н • _ ; ) , 1 � : � 1 

{ 2� [(з:{)n - (�) ] ,  о :::;; з: :::;; {, 
206. G(x, {) 

[ ( { ) n] { :::;; x :::;; l . _1 (z{)n _ ; , 2Щ' 
- {l(In { - 1)2

' { з: ln { о :::;; х :::;; { , 
207. G(x, {) 1n х { :::;; з: :::;; 1 .  - { (Jn { - 1)2 ' 

181  
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1r 
212.  11 = ж - 2 sin z. 

1 
214. у ==  4[(I - e2} ln ж + :�:2 - 1] .  

Ответы 

z2 
213. у =  24 (z2 - 4:е + 6) . 

2 1 5. 11 = .l(2z - 1) sin 1r:e. 41Г 
216. y = 2[sh z - sh (z - l) - sh l]. 217. y = sh z + (l - z)e"' . 

21 8. 11 = 2 cos z + (2 - :) sin z + z2 - 2 .  



Ответы 

1 

J Ж 1ГЖ 2 11'Ж 
221 . у(ж) = Л  G(ж, {) y({) d{ + ; sin 2 + 11'2 cos 2 ' 

где G(ж, {) = 

-1 
{ ; sin �({ - ж) ,  -1 � ж � (, 

1 11' ; sin 2(ж - {), { � ж �  1 .  
1 

222. у(ж) = -Л j G(ж , {) у({) d( + � (2ж3 + Зж2 - 17ж - 5) , 
о 

{ ({ - 2) ж +  ( - 1, о � ж � (, где G(z, () = (( - 1) ж - 1 ,  { � ж � 1 .  
1 2 

223. у( ж) = Л j G(:а Ц) у(() d{ + ;4 (ж
2 - 4ж + 6) ,  

о 

{ �
2 
(3( - z), О �  ж � {, 

где G(ж, () = 
(2 
б(Зж - (), ( � z � 1 .  

1 
224. у(ж) = -Л j G(ж, {) y({) d{ + 1�ж(ж - 1)(ж2 + ж - 1) ,  

о 

{ �ж( ж - {)({ - 1) ,  О � а: � {, 
где G(ж, {) = 1 -2{({ - ж)(z - 1) ,  ( � ж �  1 .  

1 

225. у(ж) = е" - лj  G(ж, {) у({) d{, где G(z, {) = { ( 1  + .ж) {, 0 � ж � (, 
( 1  + () ж, { � 1/: � 1 .  о 

00 ' 

183 

1 / F(w)e''""' 229. <р(ж)=-- .,2 dw, где F(w) - преобраэование Фурье функции /(ж) . 
1Г l+e--:r -оо 

230. <р(ж) = е-ж . 
{ sin 1rt 

--2 , t =F  1 ,  
231 .  <p(t) = �- t 

2 ' t =  1 .  



184 Ответы 

t ;t 1 , 

t = 1 .  

234. ip(x) = 1 .  
;,;2 

235. 't'(x) = х - 2 . 236. ft'(x) 1 
( 2ж ) 2 зе - 1 . 

237. ip(x) sin х . 
l 

238. ip(x) = з<2 cos v'зх + 1 ) .  

239. ip(x) = 1 + 2х. 
X J  

240. ip(x) = х + 6 .  1 1 
241 .  ip(x) = 2 sin x + 2 sh x. 

хз 
242. sP(x) = х - . 2 ж vГs 

244. ft'(x) = vГse-2 sh Тх. 

245. sP(x) = l +2xe" . 246. ip(z) = e"( l + x)2 . 1 
247. ip(x) = 2 (e"'+sin z+cos x) . 

248. fP(x) = I1 (x) . 249. ip(x) = -I1 (x) . 
(Здесь I1 (x) - модифицированная бесселева функция 1 -ro рода.) 

250. ft'1 (x) = sin x ;  ip2(x) = O. 251 . ft't (X) = Зe"' - 2; iр2(х) = 3е" - 2е2ж .  
1 

252. sP1 (x) = е2"' ; ft'2(x) = 2(1 - е2"') .  { ip1 (x) = (х + 2) sin x + (2х + 1 )  cos x; 
253. 2 + х 1 + 2х 

ft'2(x) = -2- cos x - -2- sin x. 
254. ft' l (х) = 2 sin х ;  sPz(x) 2 cos х - 1 ;  sРз (х) = х. 
255. sP1 (x) cos x ;  ip2(x) sin x ;  iрз(х) = sin x + cos x .  ( ip1 (x) = (t + �) cos x + i sin x; 

256. ip2(x) = 1 - х + � sin x -� 1 + �) cos x; 
ft'з(x) cos a: 1 - ( 1 + 2) sin x. 

257. fP(x) = е"' 1. 258. ip(x) = -е" . 
1 

259. ip(x) = 2x sin x. 

260. fP(x) = 1 - е-" хе-" . 261 .  ip(x) = 1 
262. fP(x) = 1 - z + 2(sin z - cos x) . 
263. ip(x) = е-ж - хtГ"' . 264. ip(x) = с + 2e-z . 

cos x . 

265. ip(z) = cos z - sinx .  
а e(a- l )z 

266. ft'(x) = 
а - l а - 1 . 

267. ip(x) = cos x . 

268. �(·) � •' - � (ch • - =•) .  269. �(·) � г �р •' + ch 2• . 
1 1 . 270. ip(x) = -1 _-Л-2 [е"' - Л( е" - 1 )] . 271 . ip(x) �(cos х + Л  sш х) . 

1 . 
272. ip(x) = 

1 
_ ,\2 [cos х + Л(х - sш х)] .  



Ответы 1 85 

sin x 2 
" 273. ср(х) = 1 _ Л .  

274. ср(х) = 
1 + х2 

+ v'1r е- . 

275. ср(х) = f(x)
2 

+ �
2 
f!.Joo f(t) sin xt dt ( IЛI :f. 1 ) .  

1 - Л  1 - Л  у ;  
276. ср(х) = е-ж + � -

1
-

2
• 

v 1r l + x 

о 
277. ср(х) = cos x - sin x .  

278. ср(х) � 1 - х ln 3 .  279. ср(х) = /1(х) - f(x) ln a .  
z 2  ж2 

281 .  ср(х) = хе- т .  282. ср(х) = еТ (х2 + 2) - 1 . 
1 5  

284. ср(х) = 1 .  2.85. ср(х) = е-" . 286. ср(х) = 4х.  

287. cp(x) = cos x - 2 sin x .  288. ср(х) = 2х - х2 •  
289. cp(x) = 2 sin x .  290. ср(х) = 3!(хе-" - х2е-") .  

х2 х2 хз 
291 .  ср(х) = J0(x) . 292. ср(х) = 1 - 2 . 293. ср(х) = 1 +2х+ 2 + з · 

294. Имеем х2 - t2 = х2 - 2xt + t2 + 2xt - 2t2 = (х - t)2 + 2t(x - t) . Поэтому 

3 ж ж 
� = /<x - t)2cp(t) dt + 2  j t(x - t) cp(t) dt. Переходи к изображениям и применяя 

о о 
теорему умножения и теорему дифференцирования изображения, в силу которой 
tcp(t) 'F -Ф1{р) , получим 

или 

2 2 2 1 - = - Ф{р) - - Ф {р), р4 рз р2 

1 1 1 
Ф {р) = р Ф(р) - р2

. 

Решая это дифференциальное уравнение, находим 

1 
Ф{р) = С · р +  - .  

2р 
В силу того, что Ф{р) есть функция-изображение, Ф{р) должна стремиться к О 

1 1 
при р -+ оо, так что С =  О и, значит, Ф{р) = 

2р , откуда ср(х) = 2 .  
295. ср(х) = С - х. 296. ср(х) = С +  J0(2Vx).  297. ср(х) = С +  х .  
298. ср(х) = 2 + б(х) - б1(х) . 299. ср(х) = б(х) - sin x.  300. <р(х) = б(х) + 3 .  
301 .  ср(х) = 1 + х + б(х) + б1(х) .  302. cp(x) = l . 
303. Неразрешимо. 304. Разрешимо. 305. Разрешимо. 

35t3 - 27t 00 2n + 1 
306. cp(t) = 

2 
(О < Х < 1 ) .  307. cp(t) = L -2 -Pn(t) (О < Х < 1 ) . 

n=O 
е 

308. cp(t) = 1 + 2t - 2 ( lx l < 1 ) .  
1ТХ 

309. ср(х) = 1 + т · 

310. ср(х) = 6 (х2 + 11":3) . 31 1 .  ср(х) = 3(1 + 2х2) .  



1 86 Ответы 

312. �(ж) = е'" - ж - 0,5010ж2 - 0,1671ж3 - 0,0422ж" ; I<J' - � < 0,008; точное 
решение <р(ж) = 1 .  
313. �(ж) = соs ж + � (78 - 78 sin 1 - 24 cos 1 + ж(84 sin 1 + 108 cos 1 - 84)] ; 
I<J' - �� < 0,040; точное решение <р(ж) = 1 .  
314. �(z) = � (3a: - l  + e-"') - 0,252z2 + 0,084z3 ; I<J' - �  < 0,016; точное решение 

<p(z) = ж. _ ж +  sin ж ( 58 16 . 52 ) 3 _ 
31 5. <p(z) = 2 + 9 - 3 sш 1 - 15 cos 1 ж ; I<J' - <pl < 0,005; точное 

решение <р(ж) = ж. 
316. Точное решение <р(х) = 1 .  317. Точное решение <p(z) = 1 .  
31 6. Точное решение <p(z) = 1rж. 
319. <p(z) = sin ж.  320. <p(z) = cosж .  321 .  <p(z) = chz .  322. !;'(:t) = 1 . 
323. !;'(z) = :z:. 324. <р(ж) = е'" . 325. !;'(:t) = 2 .  326. !;'(z) = 2. 
327. !;'(:t) = ж2 - 2z .  328. <р(ж) = О. 

3 2 4 3 1 3  4 1 s 1 6 1 1 330. ip2(z) = 1 + z + 2z + 3ж + 24:.: + 4ж + lSz + 63ж (!;'о(ж) = 1) .  
:z:• z' ж1о 

331 . !;'э(ж) = -ж + 4 - 14 + 160 (!;'o(z) = 0) . 
332. <р(ж) = ж + 5z2 , !;'o(z) = ж . 333. !;'(ж) = ж, !;'о(ж) = О. 

22 1 2 2 3 1 4 l s  1 6  
334. <р3(ж) = l + 1 5 ж - 2ж - 9ж + 24ж - 120ж - 720ж ;  l;'o(z) = 1 ;  точное 

решение !;'(Ж) = cos ж +  tg 1 ·  sinz.  
335. Ядро уравнения имеет характеристические числа Л,. = n2 и собственные 

(ортонормированные) функции !р,.(ж) = Л sin nж ,  так что ядро К(х, t) допус­
кает разложение 

к< ) _ � z:"" sin n:z: sin nt ж, t - 1 • 1r n "=1 

sin 2z 
В данном случае Л1 = 1 . Берем lt'o(z) = -2- , а Л =  1 ,  и nрименяем формулу 

итераций 

Имеем 

ь 

ft'•нl(z) = !;',.(ж) + Л [t(z) - j К(х, t)1;'11(t) dt] . .. 
1 [ 1 j" 2 � sin nx sin nt 1 ] lt't = - sin 2х + - sin 2z - - L.; - sin 2t dt = 2 2 0 1r ,.=1 n2 2 
7 3 1 = 8 sin 2z = 41Ро + 2" sin 2ж, 



Ответы 

7 [ 1 /.. 2 � sin nx sin nt 7 ] ip2 = - sin 2x + - sin 2x - - L...J 2 - sin 2t dt = 8 2 0 1Г n=l n 8 
37 3 1 = 32 sin 2x = '4lf>t + 2 sin 2x и т. д. 

3 1 
Вообще, lf>n+t (x) = 4lf>n(x) + 2 sin 2x . Отсюда 

3 sin 2x lim lf>n+t (X) = -4 lim lf>n(x) + -2-, 
n-"oo n-+oo 

181 

или !f>(x) = �!f>(x) + � sin 2x, так что !f>(x) = 2 sin 2x. Непосредственной подста� 4 2 . 
новкой !f>(x) = 2 sin 2х в уравнение убеждаемся, что это есть решение. 
336. Выбираем !f>o(x) = cos 31Гх и А = 1 (А > 0). Формула итераций дает 
!f>(x) = 1r2 cos 31Гх - решение данноГо уравнения. 
337. !f>з(х) = 6х2 + l - точное решение. 338. l{>з(х) = l - точное решение. 
339. !f>з(х) = 1 - точное решение. 

1 
340. А1 = s7 (точное значение А1 = 5). 341 .  А1 = 2,486; А2 = 32,18 1 .  
342. A t  = 4,59. 343. А1 = 3 . 344. А1 = 5. 345. А1 = 4, 19. 
346. At = 5,78. 347. А1 = 3. 348. А1 = 4. 349. А1 = 2,475 . 
350. А 1  = 4,998. 



nриложен не 

Специальные функции 
1 .  Полиномами Лежандра называются многочлены Pn(x) , определя­

емые формулой 

( 
1 dn [( 2 n] Pn х) = -- -- х - 1) . 

2n · n! dxn 

Так как Р0(х) = 1 , Р1 (х) = х,  то, полъзуясь рекуррентной формулой 
(n + 1)Pn+1 (x) = x(2n + 1)Рп(х) - nPn- 1 (x) , можно найти полиномы 
Лежандра любой степени n = 2, 3 . . . . 

Производящая функция для полиномов Лежандра 

1 00 , 
= 'L: Pn(x) · tn , О <  t < 1 ,  lx l  � 1 .  у 1 + t2 - 2tx n=O 

Квадрат нормы полиRомов Лежандра равен 

1 
2 1 2 2 I IPn (x) l l  = Pn (x) dx = 2n + 1 .  - 1 

2. Полиномами Чебышёва-Лагерра называются многочлены Ln(x) , 
определяемые формулой 

Рекуррентная формула 

dn 
Ln(x) = ex -

d (xne-x) . 
xn 

Ln+1  = (2n + 1 - x)Ln(x) - n2 Ln-1 (x) (n � 1) 

позволяет получить полиномы любой степени n, зная L0(x) = 1 и 
L1 (x) = 1 - х .  Производящая функция имеет вид 

-xt/(1-t) оо е 
= "'\;""" L (х) · tn 

1 - t L....J n · 
n=O 

Квадрат нормы равен I ILn(x) l l2 = (n!)2 • 



Оглавление 

Предварительные замечания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 
Глава 1. Интеrральные уравнения Вольтерра . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 

§ 1 .  Основные nонятия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 
§ 2. Связь между линейными дифференциальными 

уравнениями и интегральными уравнениями Вольтерра . . 1 1  
§ 3 .  Резольвента интегрального уравнения Вольтерра. 

Решение интегрального уравнения 
с nомощью резольвенты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 5  

§ 4. Эйлеровы интегралы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2 1 
§ 5. Интегральное уравнение Абеля и его обобщения . . . . . . . 25 

IЛава 2. Интеrральные уравнения Фредrольма . . . . . . . . . . . . . . . . 30 
§ 6. Уравнения Фредгольма. Основные nонятия . . . . . . 30 
§ 7. Метод определителей Фредгольма . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 
§ 8. Итерированные ядра. Построение резольвенты 

с помощью итерированных ядер . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 
§ 9. Интегральные уравнения с вырожденным ядром . . . . . 49 

§ 10. Характеристические числа и собственные функции . . . . . . 54 
§ 1 1 . Решение однородных интегральных уравнений 

с вырожденным ядром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 
§ 12. Неоднородные симметричные уравнения . . . . · . . . . . . . . . 73 
§ 13. Альтернатива Фредгольма . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 
§ 14. Построение функции Грина для обыкновенных 

дифференциальных уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 
§ 15 .  Применение функции Грина для решения краевых задач 98 
§ 16. Краевые задачи, содержащие параметр, 

и сведение их к интегральным уравнениям 101  

IЛава 3. Применеине Интегральных преобразований 

к решению интегральных уравнений . . . . . . . . . 105 
§ 17. Применение nреобразования Фурье 

к решению некоторых интегральных уравнений 105 
§ 18. Применение преобразования Лаnласа 

к решению некоторых интегральных уравнений . . . . . . . . 1 1 1 
1 о .  Интегральные уравнения Вольтерра типа свертки . . . . 1 1 1  
2° . Системы интегральных уравнений Вольтерра 

типа свертки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 14 



190 Оглавление 

3° .  Интегро-дифференциальные урав:Аения: . . . . . . . . . . .  116 
4" .  Инrегральные уравнения Волътерра 

с пределами (ж. +оо) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1 8  
5" . Обобщенная теорема умножения 

и некоторые ее nрименении . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  1 20 
§ 19. Применеине nреобразования Меллина 

к решению некоторых интегральных уравнений . . . . . . . .  123 

Dlaвa 4. Иtrrеrральвые уравнения: 1-ro рода . . . . • . • • . . . . . . . . . .  128 
§ 20. Интегральные уравнения: Волътерра 1-ro рода . . . . . . . . .  128 
§ 2 1 .  Интегральные уравнения: Волътерра 1-ro рода 

тиnа свертки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 
§ 22. Интегральные уравнения Фредголъма 1-ro рода . . . . . . . .  1 36 

Dlaвa 5. Приближенвые методы pemeННfl ивтеrральвwх уравнений . . .  14б 

§ 23. Замена ядра интегрального уравнения 
выро�енным ядром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  146 

§ 24. Замена интеграла конечной суммой . . . . . . . . . . . . . . . .  151  
§ 25.  Метод nоследовательных nриближений . . . . . . . . . . . . . .  1 54 

1 " .  Интегральные уравнения Вольтерра 2-ro рода . . . . . . . 154 
2 " .  Интегральные уравнения Фредгольма 2-ro рода . . . . . .  1 59 
3 " .  Интегральные уравнения Фредrольма 1-ro рода . . . . . .  16 1  

§ 26 .  Метод Бубнова-Тhлёркина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  163 
§ 27. Приближенные методЪI отыскания характеристических 

чисел и собственных функций симметричных ядер . . . . . .  165 
1 " .  Метод Ритца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  165 
2° .  Метод следов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  167 
3" . метод Келлоrа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  169 

Ответы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  174 

Приложевие. Специальные функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  188 

'� .J ...... ; . .  

" 

' ; 



Издательство УРСС 

� специализируется на выпуске учебной и научной литературы, в том 
числе монографий, журналов, трудов ученых Российской Академии 
наук, научно-исследовательских институтов и учебных заведений. 

Уважаемые читатели! Уважаемые авторы! 
<><••-"• � ш•оо•ом и мо""""'оои '""'"""""""" ' Роttийо<Ии � 
фондом фундаментальных исследований и Российским гуманитарным 
научным фондом, мы предлагаем авторам свои услуги на выгоДных экономических 
условиях. При этом мы берем на себя всю работу по подготовке издания -
от набора, редактирования и верстки до тиражирования и распространения. 

Среди вышедших и rотовяшихся к изданию книг мы предлагаем Вам следуюшие: 

Краснов М. Л. и др. Вся высшая математика. Т. 1-6. 
Краснов М. Л., Киселев А. И., Макаренко Г. И. Сборники задач с подробными 
решениями: 

Векторный ана.JIИЭ. 
Вариационное исчисление. 
Обыкновенные дифференциальные уравнения. 
Функции комплексного переменного. 
Операционное исчисление. Теория устойчивости. 

Боярчук А. К. и др. Справочное пособие по высшей математике (Лнтидемидович). 
Дубровин Б. А., Новиков С. П., Фоменко А. Т. Современная геометрия. Т. I-3. 
Рашевский П. К. Риманова геометрия и тензорный анализ. 
Рашевский П. К. Геометрическая теория уравнений с частными производными. 
Рашевский П. К. курс дифференциальной геометрии. 
Трикоми Ф. Дифференциальные уравнения. 
Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных уРавнений. 
Петровский И. Г. Лекции по теории интегральных уравнений. 
Эльсгольц Л. Э. Дифференциальные уравнения и вариационное исчиелеиие. 
Данилов Ю. А. Многочлены Чебышева. 
Лозняк Э. Г.,  Шикин Е. В. Дифференциальная геометрия: первое знакомствО. 
Гнеденко Б. В. курс теории вероятностей. 
Гнеденко Б. В. Очерк по истории теории вероятностей. 
Гнеденко Б. В., Хинчин А. Jl. Элементарное введение в теорию вероятностей. 
Кац М. Вероятность и смежные вопросы в физике. 
Понтрягин Л. С. Обобщения чисел. 
Вейль Г. Симметрия. 
Вейль Г. Алгебраическая теория чисел. 
Оре О. Приглашеине в теорию чисел. 
Оре О. Jрафы и их примеиеиие. 
Xapapu Ф. Теория графов. 
Шикин Е. В. От игр к играм. 
Гамов Г.,  Стерн М. Занимательные задачи. 

По всем вопросам Вы можете обратиться к нам: 
тел.jфакс (095) 135-44-23, тел. 135-42-46 
ми электронной почтой urss@urss.ru. 
Полный каталог изданий представлен 
в Интернет-маг113uне: http:/ /urss.ru 

Издательство УРСС 
Научная и учебная 

литература 



Издательство УРСС 

Представляет Вам свои лучшие книrи: 

Брайан Грин 
ЭЛЕГАНТНАЯ ВСЕЛЕННАЯ 

Суперетрувы, скрытые размерности и поиски окончательной теории 

В течение nоследнего полувека физики nродолжали, основываясь на открытиях 
своих nредшественников, добиваться все более nолного nонимания nринцилов 
устройства мироздания. И вот теперь, спустя много лет после того, как Эйнштейн 
обрявил о своем nоходе на поиски единой теории, физики считают, что они 
смогли, наконец, выработать теорию, связываюшую все эти nрозрения в единое 
целое - единую теорию, которая в nринципе способна обряснить все явления. 
Эта теория, теория суперструн, и является nредметом данной книm. 

Теория суперструи забрасывает очень широкий невод в nучины мироздания. Это 
обширная и глубокая теория, охватывающая многие важнейшие концепции ,  игра­
ющие центральную роль в современной физике. Она обыдиН!Iет законы макромира 
и миКРОмира, законы, действие которых распространяется в самые дальние дали 
космического пространства и на мельчайшие частицы материи; позтому рассказать 
об этой теории можно nо-разному. Автор выбрал подход, который базируется на 
эволюции наших представлений о nространстве и времени. 

Роджер Пенроуз. 
НОВЫЙ УМ КОРОЛЯ. 
О компьютерах, мышлении и законах физики. 
Монография известного физика и математика Роджера 
Пенроуза посвящена изучению nроблемы искусственного 
интеллекта на основе всестороннего анализа достижений 
современных наук. Возможно ли моделирование разума? 
Чтобы найти ответ на этот воnрос, Пенроуз обсуждает 
широчайший круг явлений: алгоритмизацию математиче­
ского мышления, машины Тьюринrа, теорию сложности, 
теорему Геделя, телепортацию материи, nарадоксы кван­
товой физики, энтроnию, рожnение вселенной, черные 
дыры, строение мозга и многое другое. 

Книга вызовет несомненный интерес как у сnециалистов, так и у широкого круга 
читателей. 

И:tаатепьаво 
УРСС 

(095) 135-42-46, 
(095) 135-44-23, 
URSS@URSS.ru 

Наwи нниrи можно приобрести в маrаJииах: 
«Eit16JIIIO-Г.IIIIdy[» (М. JIJORниi, JJI. Мllellllllllil, 6. TI!JI. (095) 925·2457) 
«МOI:IOit\11111 ,11011 -ПI» (М. ApCIIJtllil, JJI. HOBWII jlpllar, 8. TeJI. (095) 203-8242) 
«МOt\IВi» (М. 0Х0П1ы1 P11S1. JJI. ТИРt\1111, 8. Tu. (095) 229-7355) 
«МUОАИ Гllip,lllll» (М.I10JIIIIIIIi, J.ll. Ei. Пo.lllllllll, 28. TU. (095) 238·5083, 2за..1144) 
..ДОМ /IUIII8II -ПI» (M.IIpoJimpc:AII, J.ll. МiPIIt\ICI'CIIil.ll, 9, TU. (095) 278-5421) 
«(Til\lllll Свtт» (M.IIJWцlltllill, T!le\ll:loll 1111. 25. Tu. (095) 202-8608) 
«ГНОiiiК» (м. Yllll!le\ll:llтeТ, 1 IJМ. KQJIIIJC МГУ, НОМН.141. Tu. (095) 939-4713) 
«У ИI!IПЩ!а» (РfТУ) (М. НOIOCIIIМIOJКIII, Jll. 'IUIIOA, 15. Tu. (095) 973-4301) 
11CIICI. ,IlOM HIIIIПI» (Hem!llil IP,, 28. Tu. (812) m-3954) 



Дифференциапьные 
уравнении 

Векторный анапиs 

Вариационное 
нсчнспение 

. .._ ,...... ..- ..... 
.....-- .... . ....... ..­
........... ...... 1111 

. ... ....... .... _. ... 

1 -- CQIIIIIIIRI ��� 
• •• нт ... C88C1IRIIW8'1 ..... 
-, .... 18 IIII(IWI IUII -· lf· 
� I JUJII 13 1 .... 1-8. 

ВСЕ 
ОСНОВНЫЕ РАЗАЕЛЫ 
ВЫСWЕЙ МАТЕМАТИКИ 

..... -····- ... CIJ .... 
t- IIIE IIP8 C МII....,III · --
......... I'ПDIPI--. 81111111:18 
..,....,. с ......- 11111111111 • 
__ _ ....,.,.._ . 11 

E-mlll: URSSQURSS.ru 
ка---- . /trletn8t hllp:/AJRSS.Iu 1\ln./фeCi 1 (085) 136-44-ZJ; 135-42...-


