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От издательства 

Коллектив авторов данной книги хорошо известен не только в нашей стране, 
но и во всем мире. Их учебники и задачники переведевы на многие языки: англий
ский, испанский, французский, итальянский, японский, польский, португальский. 
Показателем большой популярности произве�ений этого авторского коллектива за ру
бежом является причина создания данной книги: правительство одного государства 
обратилось именно к этим авторам с заказом на написание учебникадЛя своих студен
тов инженерно-технических специальностей высших учебных заведений. Результатом 
их коллективного творчества стал двухтомник <<Курс высшей математики для инжене
ров>>, вышедший сначала на английском и испанском языках ( 1 990), а затем на фран
цузском ( 1 993). Он пользуется большим спросом у иностранных читателей. 

В 1999 году эта книга в дополненном и обновленном варианте стала лауреатом 
Конкурса по созданию новых учебников Министерства образования России. 

Мы рады предложить вашему вниманию первое издание этого учебника на рус
ском языке. Он адресован студентам высших учебных заведений (в первую очередь 
будущим инженерам и экономистам) и охватывает практически все разделы матема
тики, но при этом представляет собой не набор разрозненных глав, а единое целое. 
В кнИге учтен опыт многолетнего преподавания авторов в высшихучебных заведениях 
разного профиля и уровня подготовки студентов. Она написана простым, доходчивым 
и в то же время современным математическим языком на достаточно строгом уровне. 

Отбор материала и способы его изложения строилнсь авторами так, чтобы у чи
тателя постепенно складывалось нельнос представление об основных математических 
идеях и методах. Они стремились вложить в руки г.Qльзователя nростой, но эффек
тивный инструмент, необходимый JLТJЯ разрешения прикладных задач разного уровня 
и разнообразной природы. 

Отличительной особенностью книги является большое количество разнообраз
ных примеров и геометрических иллюстраций. Наличие рисунков позволяет читателю 
лучше разобраться в материале, более основательно усвоить соответствующие темы 
и разделы. 

В конце каждой главы приводятся задачи и упражнения (с ответами) длн само
стонтельного решения. 



ВВЕДЕНИЕ 
В АНАЛИТИЧЕСКУЮ ГЕОМ ЕТРИЮ 

§ 1 . Прямоугольные декартовы координаты 

1 .1 .  l(оординатная ось 
Пусть на плоскости или в пространстве задана произвольная прямая L: Ясно, что 
по этой прямой L л,rы можем псремсщаться в oднoJI,r из двух противоположных на
правлени-й. Выбор любого (одного) из этих направлений будем щ1зывать ориентацией 
прямой L. 

Оnределение 1. Прямая с заданной на неЙ.ориентанией называется осью. 

На чертеже ориенташш оси указывается стрелкой (рис. 1 ) . 
. -+ 

Фиксируем на оси L некоторую точку О ·и выбереы -какой-нибуд�> отрезок а, 
лоложив по определению его длину равной единице (рис. 2) .  

-+ 
Пусть М - произвольная точка оси L. Поставим этой точке в соответствие 

число х по следующему прав илу: х равно расстоюiию межлу то•Iкамн Оп Af, взятому 
со знаком плюс или со знаком минус н зависимости от того, совпадает ли направление 
движения от точки О к точке М с заданным направлением нли противоположно ему 
(рис. 3). 

Рис. 1 

. -+ 

L о 

а -

Рис. 2 

L 
Рис.З 

Оnределение 2. Ось L с тоцкой 1/а'fала отсцета О и масиапабньш отрезкалt а назьша- , 
ется координат11�й осью, а число х ,  вычисляемое по указанному правилу, называется 
координатой тоцки Af. 

Обозначение: М (х). 
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1 .2. Прямоугольные декартовы координаты на плоскости 

Пусть П - произвольная плоскость. Возьмем на ней некоторую точку О и проведем 
через эту точку взаимно перпендикулярные прямые L1 и L2• Зададим на каждой 
из nрямых L1 и Lz ориентацию и выберем единый масштабный отрезок а. Тогда эти 
прямые nревратятся в координатные оси с общей точкой отсчета О (рис. 4) . 

1�2 у 
у 

-!!..-
М у ---·-------------.. м 

: : 

! : 
о Ll о Мх х  о х 

Рис. 4 Рис. 5 Рис. б 

Назовем одну из координатных осей осью абсцисс (осью Ох), друrую - осью ординат 
(осью Оу) (рис. 5). Точка О называется началом координат. 

Пусть М - произвольная точка плоскости П (рис. 6) . Проведем через точку М 
прямые, перпендикулярные координатным осям, и поставим ей в соответствие упо
рядоченную пару чисел (х, у) по следующему nравилу: 

х- координата точки Мх на оси Ох, 
у- координата точки Муна оси Оу. 

Числа х и у называются прямоугольными декартовыми 
при этом х называется ее абсциссой, а у - ординатой. 

координатами точки М; 

Обозначение: М (х, у). 
Чтобы кратко охарактеризовать описанную кон

струкцию, говорят, что на плоскости П задана прямо
угольная декартова система координат Ох у .  

Координатные оси разбивают плоскость на четы
ре части, называемые четвертями или квадрантами. 
На рисунке и в таблице показано, как эти квадранты 
нумеруются (рис. 7). 

у 

п 

JII IV х 
х 
у 

Рис. 
7 

1 
+ 
+ 

li ш IV 
- - + 
+ - -

Замечание. Масштабные отрезки на координатных осях могут быть и разной ДJJины. В этом случае 
координатная система называется просто прямоугольной. 

1 .3. Прямоугольные декартовы координаты в пространстве 

Возьмем в пространстве некоторую точку О и проведем через нее три взаимно перпен
дикулярные прямые Lr, L2 и Lз. Выберем на каждой из nрямых ориентацию и единый 
масштаб. 

Прямые Lt, L2 и Lз превратятся в координатные оси с общей точкой отсчета О 
(рис. 8) .  
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Рис. 1 0  

у 

Назовем одну из этих осей осью абсцисс (осью Ох), вторую - осью ординат (осью Оу) 
и третью - осью аппликат (осью Oz) (рис. 9) . Точка О называется началом координат. 

Пусть М - nроизвольная точка (рис. 10). Проведем через точку М nлоскости, 
перпенликулярные координатным осям, и поставим ей в соответстnие упорядоченную 
тройку чисел (х, у, z) по следующему правилу: 

х - координата точки Мх на оси Ох, 
у - координата точки Муна оси Оу, 
z- координата точки Mz на оси Oz. 

Числа х, у и z называются пря.моугольными декартовы.ми координатами точки М ;  
при этом х называется абсциссой точки М ,  у - ее ординатой, а z -аппликатой. 

Обозначение: М(х, у, z) . 
Таким образом, в пространстве введена прямоугольная декартова система коорди

нат. 

Оnределение. Плоскость, проходящая черезлюбую пару координатных осей, называется 
координатной плоскостью. 

Координатных плоскостей три: Оху ,  Oyz и Oxz. Эти плоскости разбивают 
пространство на восемь частей - октантов. 

1 .4. Простейшие задачи аналитической геометрии 
А. Расстояние между точками 
Пусть М1(х1 ) и М2(х2)- две точки на координатной оси .  Тогда расстояние d между 
ними вычисляется по формуле 

.-, d -=-d-(M-t ,-M-2) -= -Ix-
2 -
-
Xt--,1 - l 

Если на плоскости задана прямоугольнаядекартова система координат Оху ,  то рас
стояние d между любыми двумя точками М, (х,, у1) и М2(х2, У2) вычисляется по сле
дующей форму�е 

\ d = d(Mt, М2) = )(х2- х 1)2 + (у2- Yt)2.1 
..,.. Рассмотрим прямоугольный треугольник D..MM1M2 (pиc. l l) . По теореме Пи
фагора 
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Так как расстояние d между точками Mt и м2 равно дЛИНе отрезка Ml м2' а IMJ м 1 = 
lx2 - x1 l, lM M2 l  = IY2 - Y1i, то отсюда получаем, что 

d2 = lx2 - x1 l2 + IY2 - Y1 i2 . 

Замечая, что lx2 - x1 i2 = (х2 - х1)2 и IY2- Y1 i2 = (У2 - У1)2 , и извлекая из обеихчастей 
равенства квадратный корень, приходим к требуемой формуле . ..,. 

Замечание. Расстояние между точками М1(х1, у1, z1 )  и М2(х2, У2. z2) в пространстве вычисляется 
по следуюшей формуле 

(nокажите это) . 

у 
У2 -----г-------

Мl! 
У1 '�--�м 

о 

Рис, ll 

у 

@м 
о х 

Рис.12 

у 
м .. · · · · .. � . 

' ' ' 
" ... " 1\ . 

' ' 

· .. Fл О Fn .. ·· . . .. .... 

Рис. 13 

Задача 1. Написать уравнение окружности радиуса т с центром в точке Р(а, Ь). 

х 

-. Пусть М(х, у) - точка окружности (рис. 12). Это означает, что lM Pl = r. Заменим lM Pl его 
выражением

_ 
IMPI = V(x- а)2 +(у- Ь)2 

и возведем обе части полученного равенства в квадрат: 

1 (х-а)2+(у-Ь)2 ==r2. \ 
Это есть каноническое уравнение окружности радиуса r с центром в точке Р(а, Ь) . .,. 

Задача 2. Пусть Fл(-с, О) и Fn(c, О) -фиксированные точки плоскости, а -заданное число (а > 
с � О). Найти условие, которому удовлетворяют координаты х и у точки М, обладающей следующим 
свойством: сумма расстояний от точки М до Jo� и до Fn равна 2а. 

-. Вычислим.расстояния между точками М и F., и между точками М и Fn. Имеем 

IMFлl == v<x + с)2 + у2, IMFnl == j(x- с)2 + у2 
(рис. 13). Отсюда 

v<x + с)2 + у2 + v<x- с)2 + у2 == 2а 
Перенесем второй корень в правую часть 

v<x + с)2 + у2 == 2а- v<x- с)2 + у2. 
Возводя обе части в квадрат, после простых преобразований получим 

aj(x- с)2 + у2 = а2- сх. 

С целью дальнейших упрощений вновь возводим обе части в квадрат. В результате nриходим 
к равенству 
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Полагая Ь2 = а2 - с2 и деля обе части nоследнего соотноwения на а2Ь2, nолучаем уравнение 
эллипса 

(см. главу 111) . .,. 

Б. Деление. отрезка в данном отношении 
Пусть М1(х1, у1) и М2(х2, у2)- различные точки плоскости. Пусть, далее, точка 
М(х, у) лежит на отрезке М1 М2 и делит его в отношении Л1 : Л2, т. е. 

IM1MI л1 --- = -
IMM21 л2 

Т ребуется выразить координаты х и у этой точки через координаты концов отрезка 
М1М2 и числа Л1 и Л2• 
� Предположим сначала, что отрезок М1М2 не параллелен оси ординат Оу (рис. 14) .  
Тогда 

Так как 

IMtxMxl 
IMxM2xi' 

IMtxMxi = lxt - x l  и IMxM2xi = ix - х2! , 
то из последних двух соотношений полу
чаем, что 

у 

о 

у 

Рис. 14 

� 
М,�: 1 • • . . . . . . ' ' ' . ' ' . ' ' ' ' ' ' ' 

1 1 : 

Точка М лежит между точками М1 и М2 , поэтому либо х 1 < х < х2 , либо х1 > 
х > х2. В любом из этих случаев разности Xt - х и х - х2 имеют одинаковые 
знаки. Это позволяет переписать последнее равенство в следующей форме 

Xt - Х Л1 
Х- Х2 - Л2. 

Отсюда 

В случае, когда отрезок М1М2 параллелен оси Оу, х 1 = х2 = х. Заметим, что тот 
же результат дает формула (*) , если nоложить в ней х 1 = х2. 

Справедливость формулы 

у =  
доказывается аналогичным рассуждением . .,.. 

Задача 3. Найти координаты центра тяжести М треугольника с вершинами в точках .MJ (х,, YJ), 

М2(х2, У2) и Мз(хз, Уз). 

• Восnользуемся tем, что центр тяжести треугольника совпадает с точкой пересечения его медиан. 
Точка М делит каждую медиану в отношении 2 : 1, считая от вершины (рис. 15) .  Тем самым, ее 
координаты х и у можно найти по формулам 

1 . х3 + 2 . х' 1 · у3 + 2 · у' 
х= 

2+1 у= 2+1 
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где х' и у' -координаты второго конца М' медианы lv!зM' .  Так как М '  - середина отрезка М1М2 , 
то 

х' = 1· XJ + 1 · Х2 
1 + 1 

, 1· Yl + 1·у2 
у =  

1+ 1 
Полученные соотношения позволяют выразить координаты х и у 
центра тяжести М треугольника LI.M1 М2Мз через координаты 
его вершин: 

х1+Х2+Хз 
х = 

3 
У1 + У2 + Уз 

у =  
3 

. ..  

Замечание. Если точка М (х, у, z) делит отрезок с концами 
MJ (XJ,yJ,ZJ ) и M2(x2.Y2.z2) в отношении .\1 : .\2, то ее ко
ординаты вычисляются по формулам 

Л2х1 +Л1 х2 Л2У1 +Л1 У2 х =  
Л1+Л2 

у= 
Л1+Л2 

§ 2. Полярные координаты 
--> 

Рис. 15 

Предположим, что задана точка О ,  ось L , содержащая точку О,  и масштабный отрезок 
(эталон длин ы) (рис. 16) .  

Пусть М - произвольная точка плоскости, отличная от точки О (рис. 17) . Ее 
положение на плоскости однозначно определяется двумя числами: расстоянием r 
между точками О и М и отсчитываемым против часовой стрелки углом 1р между 

--> 
положительнымлучом оси L и лучом ОМ с началом в точке О .  Пару (r, IP) называют 
полярными координатами точки М ;  r - полярный радиус точки М ,  1р - полярный угол. 

--> 
Точка О называется полюсом, L - полярной осью. 

Ясно, что r > О ,  О � 1р < 21Г. Если точка М совпадает с полюсом, то считаем 
r =О; полярны й  угол 1р в этом случае не определен. 

Таким образом, на плоскости можно задать еще одну координатную систему 
полярную. 

Прямоугольную декартову систему координат Оху будем называть согласованной 
с заданной полярной, если начало координат 0(0, О) - полюс, ось Ох - полярная 
ось, а ось Оу составляет с осью Ох угол, равный +j. Тогда 

L 

о о 

Рис.!б' 

х 
cos ip = -, 

r 

L 

Рис. 1 7  

sin1p = � 1 

у 

х 
Рис. 1 8 

м 

х 
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(рис. 18). В свою очередь 

1 х = r cos rp, у = r sin rp. j 
Пример. Пусть R > О - заданное число. Множество точек плоскости, 
полярные координаты (r, rp) которых удовnетворяют равенству 

r = R, 
являетсА окружностью радиуса R с центром в полюсе (рис. 1 9). � 

§ 3. Определители 2-го и 3-го порядков 

Рис.1 9  

Пусть имеем четыре числа а 1 1 , а 1 2, а21 ,  а22 (читается - «а�один-одию>, �<а-один-два», 
«а-два-один•>, �<а-два-два») . 

Определителем второго порядка называется число 

1 а 1 1  а22 - a,2a2 1 · l 
Обозначение: 

(1) 

Числа а 1 1 , а 1 2 , а21 , а22 называются элемеита-
ми определителя; пары элементов а1, , а 1 2 и а21 , а22 �о /: О образуют строки определителя, а пары элементов + 
а1 1 , а21 и а 1 2 , azz - его столбцы; пара элементов 
а11 , а22 , образует главиую диагоиаль определителя, 
а пара а12 , а21 - побочиую диагоиаль. Рис. 20 

Тем самым, для вычисления определителя вто-
рого порядка нужно из произведения а11 а22 элементов главной диагонали вычесть 
произведение a1 2az1 элементов его побочной диагонали (рис. 20). 

Пример. Вычислить определитель 

1 - 1 31 -2 4 . 

..,. По правилу ( 1 )  имеем 

1 =� � 1 = -4 + 6 = 2. � 

С определителями второго порядка м ы  встречаемся уже при отыскании решения 
системы двух линейных алгебраических уравнений с двумя неизвестными { all x  + а 1 2У = ь] , 

а21Х + а22у = Ь2. 
Решая эту систему методом исключения не известных при условии, что 

находим 

1 ь
, 

bt а22 - bza12 bz х =  = 
а, , а22 - а12а21 1 а, ,  

а21 

1 а, ,  а 1 2 1 =1= О, а21 azz 

а12 1 а22 и у =  Ь2а 1 1  - Ь1 а21 
а 1 2 \ а 1 1 а22- а,2а21 
а22 

1 � 1 1  
а21 

· -

\ а" 
а21 

ь, 1 ь2 
а 1 2 1

· 
а22 
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Пусть теперь даны девять чисел a;j ( i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3). 
Определителем третьего порядка называется число, обозначаемое сим1юлом 

� =; 1 :�: 
аз, 

и вычисляемое по следующему правилу: 

�=а,, апазз + а,2а23а31 + а21 аз2а1з - а,запазl - а21 а12азз - а11 а2заз2· (2) 

Первый индекс i элемента aij указывает номер строки, в которой 
ОН раСПОЛОЖеН, а ВТОрОЙ ИНдеКС j -НОМер СТОЛбца. 

Элементы а,1, а22, а33 образуют главную диагональ определите
ля�. элементы а13, а22, а31- побочную диагональ. 

Чтобы разобраться с распределением знаков в правой части фор
мулы (2) , обратим внимание на следующее: произведение эле
ментов а 11 а22азз главной диагонали входит в формулу со своим 
знаком, также как и произведение а12а23аз1 и а21аз2а13 элементов, 
расположенных в вершинах треугольников, основавин которых па
раллельны главной диагонали (рис. 2 1 ) ;  с другой стороны, прои.зве
дсние а13апаз1 элементов побочной диагонали, а также nроизведе
ния а21 а12азз и а11 а23аз2 - с противоположным знаком (рис. 22) . 
Такой подход к вычислею1ю определителя третьего порядка называ
ется правилом треугольника. 

Пример. Вычислить определитель 11 о -1 , 
�== 2 4 3 .  

3 -1 6 

<111 Применяя правило треугольника, находим 

+ 

� == 1 -4- 6 + (-1). 2. (- 1) +о. 3 . 3 - ( - 1) . 3 . 4- о. 2. 6 - 1. (-1). 3 == 
== 24 + 2 +о+ 12- о+ 3 == 41. � 

� 
Рис. 2 1 

~ 
Рис.22 

Установим некоторые свойства определителей 3-го порядка, легко проверяемыс nри 
помощи разложений ( 1 )  и (2) . 
Свойство 1 .  Величина определителя не изменится, если все его строки заменить его 
столбцами с теми же номерами 

а13 1 1 а11 а2з = а12 азз а1з 
Свойство 2. При nерестановке любых двух строк (или любых двух столбцов) определи
телн он изменяет свой знак на противоположный. 

Свойство 3. Общий множитель всех элементов одной строки (или одного столбца) опре
делителя можно вынести за знак определителя 1 k��: k��� k��� 1 = 1 ��: �:�� ��� 1 = k 1 ��: ��� ��� 1· 

аз1 аз2 а3з аз1 kаз2 азз аз1 аз2 азз 
Следующие три свойства оnределителя вытекают из свойств 1-3. Впрочем, в их спра
ведливости можно убедитi,ся и непосредственно, пользунсь формулами ( 1) и (2). 
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Свойство 4. Если определитель имеет две равные строки (или два равных столбца) , то 
он равен нулю. 
Свойство 5. EcJtи все элементы не которой строки (или не которого столбца) равны нулю, 
то и сам определитель равен нулю. 
Свойство 6. Если соответствующие элементы двух строк (или двух столбцов) пропор
циональны, то определитель равен нулю. 

Укажем еще один способ вычисления оnределителя 3-ro nорядка 

� = 1 :�: :�� :�� 1 ·  
аз, аз2 азз 

Минором M;j элемента aij определителя !1 называется определитель, nолучаемый 
из данного nутем вычеркивания элементов i -й строки и j -го столбца, на пересечении 
которыхнаходится этот элемент. Например, минором элемента а23 будетопределитель 

м23 = 1 а, ,  а , 2 , . аз, аз2 
Алгебраическим дополнением А;1 элемента aij называется минор M;j этого элемента, 

взятый со своим знаком, если сумма i + j номеров строки и столбца, на nересеtiении 
которых расnоложен элемент а;1 , есть число четное, и с противоположным знаком, 
если это число нечетное: 

Теорема. Определитель равен сумме произведений элементов любой его строки (любого его 
столбца) на их алгебраические дополнения, так что имеют место следующие равенства 

.6 = a;,Ail + a;2Ai2 + а;зА;з, i = 1, 2, 3; (3) 

!1 = a,jAij + a2jA2j + азjАзj , j = 1 ,  2 ,  3 .  (4) 

<1111 Покажем, например, что 
.6 = a1 1 AI I  + а12А1 2  + а 1 3А 1з· 

Пользуясь формулой (2), получаем, что 
!1 = а 1 1(а22азз- аз2а2з) + а 1 2(а2заз1- а21 азз) + а,з(а21 аз2- аз1 а22) = 

_ 1 а22 а2з j 1 а 2 1  а2з l + . 1 а21 а22 1 -- а1 1 - а12 а , з -а32 азз азz азз азz аз2 
= а 1 1М, ,- а, 2М1 2  + а,зМ1з = а" А" + а 1 2А1 2  + а, зАiз ·..,.. 

Правило (3) называетсяразложением определителя по элементам i-й строки, а пра
вило (4) - разложением определителя по элементам j -го столбца. 

Прммер. Вычислит�> определитель 

� Расклад1>1ваЯ определитель по элементам 1-ой строки, получим 

� = l· l-i � 1 -o· l� � 1 -l· l� -i l= 

= (24+ 3) +0+ (2+ 12) = 41 . ... 



Глава' -----------------------------------

ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

§ 1 . Понятия связанного и свободного векторов 
'
Рассмотрим две точки А и В. По соединяющему их отрезку можно персмещаться 
в любом из двух противоположных наnравлений. Если считать, например, точку А 
начальной, а точку В конечной, то тогда nолучаем направленный отрезок АВ, в другом 
случае- направленный отрезок ВА. Наnравленные отрезки часто называют связан
ными или закрепленными векторами. На чертеже заданное направление указывается 
стрелкой (рис. 1). 

D Dr;=====�c 

в 

А -� в 

Рис.! Рис.2 Рис. 3 

В случае, когда начальная и конечная точки совnадают, А =В, .связанный вектор 
называется иулевым. 

Определение. Будем говорить, что связанные векторы АВ и CD равны, если середины 
отрезков AD и ВС совпадают (рис. 2). 

Обозначение: АВ = С D. 

Заметим, что в случае, когда точки А, В, С и D не лежат на одной nрямой, это 
равносильно тому, что четырехугольник ABCD - параллелограмм. 

Ясно, что равные связанные векторы имеют равные длины. 

Пример. Рассмотрим квадрат и выберем векторы, как указано на рис. 3. Векторы АВ и DC равны, 
а векторы ВС и DA не равны. 11> 

Укажем некоторые свойства равных связанных векторов: 

1 .  Каждый связанный вектор равен самому себе: АВ = АВ. 

2. Если АВ= CD, то и CD =АВ. 
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3. Если АВ = CD и CD = EF, то АВ = EF (рис. 4). 
Пусть АВ - заданный связанный вектор и С - произвольная точка. Ясно, что, 

опираясь на определение, всегда можно построить точку D так, чтобьr 

CD = AB. 
Тем самым, от каждой точки можно отложить связанный вектор, равный исходному 
(рис. 5). 

Мы будем рассматривать свободные векторы, т. е. такие векторы, начальную точку 
которых можно выбирать произвольно, или, что то же самое, которые можно произ

__. 
вольно переносить nараллельно самим себе. Ясно, что свободный вектор АВ одно
значно определяется заданием смзанного вектора АВ. 

Если в качестве начальных выбирать лишь те точки, которые лежат на прямой, 
определяемой заданным ( иенулевым) связанным вектором, то мы nриходим к понятию 
скользящего вектора (рис. 6) . 

A4�D 
��-;-. ,У Е 

Рис.4 

А 

в 

D 
Рис. 5 Рис. 6 

Связанные и скользяшие векторы широко используются в теоретической механике. 
Для обозначения свободных векторов будем пользоваться полужирными строчны

ми латинскими буквами - а, Ь, с, . . . ; нулевой вектор обозначается через О. 
Пусть заданы вектор а и точка А. Существует ровно одна точ- � 

ка В, для которой В 
---> а 
АВ= а .А 

(рис. 7) . Операция построения связанного вектора АВ, мя кото- Рис. 7 
рого выполняется это равенство, называется откладыванием свободного вектора а от 
точки А. 

Заметим, что связанные векторы, получаемые в результате описанной операции 
откладывания, равны между собой и, значит, имеют одинаковую длину. Это позволяет 
ввести длину свободного вектора а, которую мы будем обозначать символом !а!. Длина 
нулевого вектора равна нулю. Если а =  Ь, то !а! = IЬI; обратное неверно. 

§ 2. Линейные операции над векторами 
2. 1 .  Сложение векторов 
Пусть заданы два вектора а и Ь. Возьмем какую-нибудь точку О и отложим от нее 

---> ---> 
вектор а: ОА = а. От полученной точки А отложим вектор l>: АВ = Ь. Полученный 



16 ________ ..,;._ _____________ Глава 1. Элемвиты вектор�оii алrебры 

---; 
в результате векторОВ называется суммой векторов а и Ь и обозначается через о.+ Ь 
(рис. 8). Этот способ построения суммы векторов называется правилом треугольника. 

Нетрудно заметить, что сложение векторов комму- ь 
тативно, т. е. для любых векторов а и Ь справедливо 
равенство 

(рис. 9). о 
Если отложить векторы а и 1> от обшей точки О и по-

строить на них как на сторонах параллелограмм, то век- Рис. 8 
---; 

тор ОВ, идущий из общего начала О в nротивоnоложную вершину параллелограмма, 
будет их суммой а+ 1> (или Ь +а) (рис. 10) . Этот способ построения суммы векторов 
называется правилом параллелограмма. 

в 

с 
о 

Рис.9 Рис. 10 Рис. ll 

Пусть заданы три вектора, наnример, а, Ь и с. Отложим от произвольной точки О 
---+ ---+ 

вектор а: ОА =а; от полученной точки А отложим вектор Ь: АВ= Ь; от точки В-
---; ---; ---+ 

вектор с: ВС =с (рис. J 1 ) .  По определению суммы ОВ =а+ Ь и ОС= (tt + Ь) +с 
---+ -(рис. 12 ) .  С другой стороны, АС= Ь +с и, значит, ОС= н + (Ь +с) (рис. 13) . Тем 

самым, для любых векторов а, Ь и с выполняется равенство 

\ (а+ IJ) + с= а +  (lJ +с), \ 
т. е. сложение векторов ассоциативно. Опуская скобки, можно говорить о сумме трех 
векторов и записывать ее так: 

н+Ь+с. 

Рис.\2 Рис.IЗ 

Аналогично определяется сумма любого числа векторов: это есть вектор, который 
замыкает ломаную, построенную из заданных векторов. На рис. 14 показано, как 
построить сумму семи векторов: 

а= а1 + а2 +аз +  а4 + as + аб + а7. 
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Приведенный способ сложения произвольнога числа векторон назьшается прави
лоАt замыкающего ломаную. 

Пример. Найти сумму векторов, идущих из центра правильного шестиугольника в его вершины. 

� По правилу замыкающего ломаную получаем 
11 1 + 1t2 + 11з + щ + 115 + 116 = О  

(рис. 1 5) . .,.. 

Рис. 14 Рис. 15 

2.2. Умножение вектора на число 

Оnределение. Свободные векторы а и Ь называются коллинеарными, если 
определяющие их связанные векторы лежат на параллельных или на со
впадающих прямых (рис. 16). 

Обозначение: а 1\l>. 
Замечание. Из определения следует, что если хотя бы один иенекторов п и Ь нулевой, 
то они коллинсарны. 1 
Если отложитщллинеаQЩ>rе векторы а и Ь от 

общей точки О, ОА = а, ОВ = Ь, то точки О, 
А и В будут лежать на одной прямой. При этом 
возможны два случая: точки А и В располагаются 
на этой nрямой: 1) по одну сторону от точки О, А 
2) по разные стороны (рис. 17). В первом случае 
векторы а и Ь называются одинаково направленны-
ми, а во втором- противоположно направленными. 

О А 

о 

Рис. 17 

Рис. 16 

Если векторы имеют равные длины и одинаково наnравлены, то они равны. 
Пусть а - вектор, .Л - вещественное число. 

Оnределение. Произведением веюпора а на чuсло .Л называется вектор l> такой, что 
1) \Ь\ = \Л\·\а\; 

в 

в 

2) векТоры а и Ь одинаково (соответственно, противоположно) направлены, если 
Л > О (соответственно, Л < 0). 

Обозначение: Ь = Ла. 
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При Л =  О положим >.а:::: О. 
Таким образом, векторы а и Ь = >.а Коллинеарны по определению, Верно и обрат

ное: если векторы а (11 :f- О) и 1> коллинеарны, то можно найти число Л такое, что 
h = Ла. 

Укажем основвые свойства этой операции умножения вектора на число: 

1. (Л+ JL)a = >.а+ JLil, 
2. Л(ра) = (>.р)а, 
3. >.(а+ Ь) = >.а+ Лh 

(здесь Л и f1 - любые действительные числа, а и Ь- произвольные векторы) . 

Оnределение. Вектор, длина которого равна единиuе, называется единичны;,, вектором, 
или ортом, и обозначается а0 (читается: t1 с нуликом) , ia01 = 1 . 

Если tt :f- О, то вектор 

о 1 1\ 
н = -a = -

lal lнl 
есть единичный вектор (орт) направления вектора а (рис. 1 8). 

§ 3. Координаты и компоненты вектора 

Рис. 18 

Выберем в пространстве прямоугольную декартову систему координат. Обозначим 
через i, j, k единичные векторы (орты) положительных направлений осей Ох, Оу, Oz 
(рис. 19). Рассмотрим произвольный вектор а, начало которого лежит в начале коор
динат О ,  а конеu - в точке А. Проведем черезточку А плоскости, перпендикулярные 
.осям Ох, Оу и Oz. Эти плоскости пересекут координатные оси в точках Р, Q и R 
соответственно. Из рис. 20 видно, что 

---+ ---+ ---+ 
а =  ОР + OQ + OR. (1) 

---+ ---.; ---+ 
Векторы ОР, OQ и ОЯ коллинеарны соответственно единичным векторам i, j, k, 

z z 

k 

j у у 

х х 
Рис. 19 Рис. 20 
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nоэтому найдутся числа х, у, z такие, что 

и ,  следовательно, 

___, ---+ ___, ОР = xi, OQ = yj, OR = zk 

j а = xi + yj + zk.j (2) 
Формула (2) называется разложением вектора а по векторам i, j, k. Указанным 
способом всякий вектор может бытJ> разложен по векторам i, j, k. 

Векторы i, j, k поnарно ортоrональны, и их длины равны единице. Тройку i, j, k 
называют ортанормированным (координатным) ба.эисом (ортобазисом) . 

Можно nоказать, что мя каждого вектора а разло- z 
жение (2) ло базису i, j, k единственно, т. е. коэффи-
циенты х, у, z в разложении вектораало векторам i, 
j, k определены однозначно. Эти коэффициенты назы-
ваются координатами вектора а. Они совладают с ко
ординатами х, у, z точки А - конца вектора а. Мы 
nишем в этом случае 

а= {х, у, z}. 

Эта запись означает, что свободный вектор а одно
значно задастся упорядоченной тройкой своих коорди
нат. Векторы xi, yj, zk, сумма которых равна вектору х 
а, называются компонентами вектора а. Рис. 21 

м 

у 

Из вышеизложенного следует, что два вектора а= {х1, YJ, ZJ} и Ь = {х2, У2. z2} 
равны тогда и только тогда, когда соответственно равны их координаты, т. е. { Xt = Х2, 

а= Ь <:=:::> У1 = У2, 

Zt = Z2. 

Радиус-вектором точки М(х, у, z) называется вектор I' == xi + yj + zk, идуший 
из начала координат О в точку М (рис. 2 1). 

Линейные операции над векторами в координатах 
Пусть имеем два вектора а== {х1, Yt. z1} и Ь = {х2, У2, z2}, так что н= Xti + Y1J + z1k, 
Ь = x2i + y2j + z2k. На основании  nравила сложения векторов имеем 

а+ Ь = (x1i + Y1J + ztk) + (x2i + ylJ + z2k) == (xt + x2)i + (Yt + Y2)j + (z1 + z2)k, 

или, что то же, 
1 а+ Ь == {xt + х2, Yt + У2. Zt + z2} \ 

- при сложении векторов их координаты попарно складываются. 
Аналогично nолучаем 

��a----b--==--
{X
_
t 
_ ___ 

X
_
2
_
,
_
Y
_
I 
___ 

Y
_
2
_,- ZJ 

____ 
Z
_
2
_
}.
�� 

Далее, 

или, что то же, 
1 Ла = {Лх1, Лу1, Лz1} \ 

- при умножении вектора на число все его координаты умножаются на это число. 
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Пусть 8 = {х1, Yt, z1}, Ь = {х2, у2, z2}- коллинеарные векторы, nричем Ь :/= О. 
Тогда 8 = J.tb, т. е. 

или Xt Yt Zt 
- = - = -

У2 
Обратно, если выnолняются соотношения (3), то 

8 = J.tb, т. е. векторы 8 и Ь коллинеарнъr. 
Таким образом, векторы 8 и Ь коллинеарны тогда 

и только тогда, когда их координаты nропорциональ
ны. 

Пример. Найти координаты вектора М1 М2, начало которого на
ходится в точке М,(х,, у,, z,), а конец-в точке М2(х2, У2• z2). 

<111 Из рис. 22 видно, что М1М2 = 1'2- r1, где r1, r2 -радиус
векторы точек М1 и .М2 соответственно. Поэтому 

м,м2 == {х2- х,, У2- Yl· Z2- z,} 
- координаты вектора м, М2 равны разностям одноименных 
координат конечной М2 и начальной м, точек этого вектора. 11> 

§ 4. Проекции вектора на ось 

(3) 

z 

у 

х 
Рис. 22 

Рассмотрим на оси l иенулевой наnравленный отрезок АВ (рис. 23). Величиной на
правленного отрезка АВ на оси l называется число, равное длине отрезка АВ, взятой 
со знаком<<+», если наnравление отрезка АВ совпадает с направлением оси l, и со зна
ком«-», если эти направления nротивоположны. 

-
Рассмотрим теперь произвольный вектор АВ, определяемый связанным вектором 

АВ. Опуская из его начала и конца nерnендикуляры на заданную ось l, построим 
на ней наnравленный отрезок CD (рис. 24). 

А 

Рис. 23 Рис. 24 

-
Оnредеяение. Проекцией вектора АВ на ось l называется величина направленного от-
резка С D, nостроенного указанным выше способом. 
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__.... Обозначение: pr1 АВ = \CD\ . 

. 4.1. Основные свойства проекций 
--> 1. Проекция вектора АВ на какую-либо ось l равна произведению длины вектора 

на косинус угла между осью и этим вектором (рис. 25) 

1 pr1 АВ= \АВ\ cos а.! 
2. Лроекция с:уммы векторов на какую-либо ось l равна сумме nроекций векторов 
на туже ось. 

Например, 

(рис. 26) . 

l с 

А 

Рис. 25 Рис. 26 

·§ 5 . Скалярное произведение векторов 
Пусть имеем два вектора а и 1>. 

Оnределение. Скалярным произведением вектора а на вектор Ь называется число, обо
значаемое символом (а, Ь) и определяемое равенством 

(а, Ь) = \а\· \Ь\ · �os ip = \а\· \Ь\· cos(i\,Ь) , ( 1) 

где ip, или в иной :}аписи (U,Ь), есть угол между векторами а и 1> (рис. 27 а). 
Заметив, что \Ь\ cos 1р есть проекция вектора IJ на направление вектора а, можем 

написать 

\(а, 1>) = \al · Pf11 }) j 
(рис. 27 б) и, аналогично, (2) 

j (а, Ь) = \Ь\· pr1, а 1 
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(рис. 27 в) , т. е. скалярное произведение двух векторов равно мине 
одного из них, помноженной на проекцию на него другого вектора. 

В случае, если один из векторов а или IJ - нулевой, будем считать, 
что 

(а, Ь) =О. 
5. 1 .  Свойства скалярного произведения 

1 .  Скалярное произведение обращается в нуль в том и только в том 
случае, когда по крайней мере один из перемножаемых векторов явля

. ется нулевым или когда векторы а и Ь ортоrональны, нl.IJ. 
<1111 Это следует из формулы ( 1) ,  определяющей скалярное произведе
ние .... 

Поскольку направление нулевого вектора не оnределено, мы мо
жем его считать ортогональным любому вектору. Поэтому указанное 
свойство скалярного произведения можно сформулировать так: 

1 а .. Н {:} (н, IJ) = o.j 
2. Скалярное произведение коммутативно: 

1 (a,IJ) = (IJ, a). j 

. 

Рис. 27 

<1111 Справемивость утверждения вытекает из формулы ( 1 ) , если учестr:. четность функ
ции cos <р: c.os( -<р) = cos <р . ..,. 
3. Скалярное произведение обладает распределительным свойством относительно 
сложения: 

1 (а+ Ь, с) = (а, с)+ (Ь, c). j 
<1111 Действительно, 

(н+ Ь, (�) = 1(�1 · РГ1.(а + l>) = lcl· (pr.. н+ prc Ь) = 
= lcl· РГс Н+ lc l · Pfc IJ = (t1, ()) + (IJ, с) . ..,. 

4. Числовой множитель Л можно выносить за знак скалярного произведения 

1 (Ла, Ь) = (а, ЛЬ) =Л( н, IJ). j 
<1111 Действительно, пусть Л> О. Тогда 

Л(а,l>) = Лlal·li>l· cos(tl,Ь); 
(Ла,Ь) = IЛI·Iai·IЬI·cos(>.a,IJ) = Лlнi·IЬI·cos(a,IJ), 

поскольку при Л > О углы (а, Ь) и (л;:Ъ) равны 
(рис. 28). 

Аналогично рассматривается случай Л< О. 
При Л = О свойство 4 очевидно. "'" 
Замечание. В обшсм случае (tt,ll)c # o(l1, 1•.). 

Рис.28 
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5.2. Скалярное произведение векторов, заданных координатами 
Пусть векторы а и Ь заданы своими координатами в ортонормированном базисе i, j, k: 

а= {х 1 ,  YI, z 1},  l> = {х2 , У2, z2}. 
Рассмотрим скалярное произведение векторов а и l>: 

(а, Ь) = (x1i + Y1j + Z1 k, .x2i + Y2j + Z2k). 
Пользуясь распределительным свойством скалярного произведения, находим 

(а, 1)) = XIXz(i, i) + Y1 X2(j, i) + Z1X2(k, i) + X 1Y2(i,j) + 
+ У1 1/2U, j) + z1 Yz(k, .i) + x1 z2(i, k) + Y 1Z2(j, k) + z1 z2(k, k). 

Учитывая, что 

получаем 

(i,j) = (i, k) = (j, k) = о, (i, i) = (j,j) = (k, k) = 1 ,  

(4) 
То есть, если векторы а и Ь заданы своими координатами в ортанормированном базисе, 
то их скалярное произведение равно сумме произведений одноименных координат. 

Прммер. Найти скалярное nроизведение векторов а =  4i- 2j + k и Ь = 6i + Зj + 2k . 

... (11, Ь) = 4 · 6 + (-2) · 3 + 1· 2 = 20. � 
Скалярное произведение вектора на себя называется скалярным квадраmоАt: 

\(а, а)= а
2
. \ 

Применяя формулу (4) при Ь =а, найдем 

С друrой стороны, 

так что из (5) следует, что 

2 2 2 2 
а = Xt +YI +zl. (5) 

(6) 

- в ортанормированном базисе мина вектора равна квадратному корню из  суммы 
квадратов ero координат. 

5.3. Косинус угла между векторами. Направляющие косинусы 
Согласно определению 

(а, 1>) = lнl · IЬI · cos ер, 
rде 'Р -угол между векторами а и Ь. Из этой формулы получаем 

(а, 1>) cos 'Р = j;iТьj 

(предполагается, что векторы а и Ь - ненулевые) . 

(7) 
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Пусть а = {х1, у1, z1}, Ь = {х2 , у2 , z2}. Тогда формула (7) приметследующий вИд 

Пример. Найти угол между векторами 11 = {2, -4, 4, } и Ь = { -3, 2, 6}. 

� Пользуясь формулой (8}, наХОД\'\М 
-6-8 + 24 5 

costp:= =- .,. 
v4+16+16·v9+4+36 2r· 

(8) 

Пусть Ь = i, т. е. Ь = { 1, О, 0} .  Тогда для всякого вектора а = {х1, у1, z1} =/= О  
имеем 

(а, i) 
cos a =  --

/н/ 

или, в координатной записи, 

(9) 

где а есть угол, образованный вектором а с осью Ох. 
Аналогично получаем формулы 

соs{З = (a,j) = 
у, 

lal Jхт + у[+ z; ' 
(а, k) z1 cos 'У =  -- = -r==== 

( 10) 

( 1 1) 

2 

/н/ . / х2 + у2 + z2 
· 

У . 1 1 1 Рис. 29 
Формулы (9)-(11) определяют направляющие косинусы вектора а, т. е. 

углов, образуемых вектором а с осями координат (рис. 29). 
Пример. НайТи координаты единичного вектора n°. 

� По условию ln°1 = 1. Пусть n° = xi + yj + zk. Тоща 
(n°, i) == х = ln°1·lil· cos(�i) = cos а, 

(n°,j) ==у = cosfЗ, 

(n°, k)::: Z = COS/. 
Таким образом, координатами единичного вектора являются коси

нусы углов, образованных этим вектором с осями координат: 
n° :::: 1 cos а+ j cos fЗ + k cos 7· 

Отсюда nолучаем 

у 

у 

косинусы 

х 

(n°)2 = (n°, n°) = 1 = cos2 а+ cos2 fЗ + cos2 "У· .,. Рис. 30 

Прнмер. Пусть единичный вектор n° ортагонален оси z: 

n° = xi+yj 
(рис. 30). Тогда его координаты х и у соответственно равны 

х = cos tp, у = sin rp. 
Тем самым, 

11° = icostp +jsintp . .,. 
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§ 6. Векторное произведение векторов 

Определение. Векторным произведением вектора t1 на вектор Ь называется вектор, обо
значаемый символом [о, Ь] (или о х  Ь), такой, что 

l ) длина вектора [а, Ь] равна \al · lbl · sin �p ,  rде 1р - угол между векторами а и Ь 
(рис. 3 1); 

2) вектор [а, Ь] перпендикуляренвекторам а и Ь,  т. е. перпендикулярен плоскости 
этих векторов; 

3) вектор [н, Ь] направлен так, что из конца этого вектора кратчайший поворот 
от н к ]) виден происходящим против часовой стрелки (рис. 32). 

[а, Ь] 

Рис. 31 Рис. 32 
Иными словами, векторы н, ]) и (н, Ь] образуют правую тройку векторов, т. е. 

расположены так, как большой, указательный и средний пальцы nравой руки. 
В случае, если векторы а и Ь коллинеарны, будем считать, что (н, Ь] := О. 
По определению длина векторного произведения 

/ l [н, ])J I  = la l · /Ь/ · sin !р / (1) 
численно равна площади Sa параnлелограмма (рис. 33), 
построенного на перемножаемых векторах н и ]) как на сто
ронах: 

/ l [н, Ь] / := Sa. / 
6. 1 .  Свойства векторного произведения 

Рис. 33 

1 .  Векторное произведение равно нулевому векторутогда и только тогда, когда по край
ней мере один из перемножаемых векторов является нулевым или когда эти векторы 
коллинеарны (если векторы н и Ь коллинеарны, то угол между ними равен либо О, 
либо 1Г). 
� Это легко получить из тоrо, что / [н, Ь] / = /о / · /bl · sin tp • .,.. 

Если считать нулевой вектор коллинеарным любому вектору, то условие коллине
арности векторов а и Ь можно выразить так 

\ а 1\ Ь <=> [а, Ь] = о. \ 
2. Векторное произведение антикоммутативно, т. е. всегда 

1 [Ь, а] = -[а� (2) 
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� В самом деле, векторы [а, Ь] и [IJ, а] имеют одина
ковую длину и коллинеарны. Направления же этих 
векторов противоположны, так как из конца векто
ра [а, Ь] кратчайший поворот от а к Ь будет виден 
происходящим против часовой стрелки, а из конца 
вектора [Ь, н] - по часовой стрелке (рис. 34) . � 
3. Векторное произведение обладает распредели
тельным свойством по отношению к сложению 

/ [н + Ь, с] = [н, с] + [Ь, cJ . / 
4. Числовой множитель Л можно выносить за знак 
векторного произведения 

/ [Ла, IJ] = (н, ЛЬ] = Л [а, b] . J 
6.2. Векторное произведение векторов, заданных координатами 

[а, Ь] 

[Ь, а] 

Рис. 34 

Пусть векторы о и Ь заданы своими координатами в базисе i , j, k : а =  {х1 ,  у1 , z1 } ,  
Ь = {х2 ,  У2 , z2 } . Пользуясь распределительным свойством векторного произведения, 
находим 

[а, Ь] = [x 1 i  + y,j + z ,k, x2i + Y2j + z2k] + 
= x , x2 [i, i] + i: , y2 [i, j ]  + x , z2 [i, k] + 

+ Y1 X2 [j ,  i] + Y1Y2 [j , j] + Y1 Z2[j, k] + 
+ Z1X2 [k, i] + Z1Y2 (k, jj + Z tZ2 [k, k] . 

Выпишем векторные произведения координатных ортов (рис. 35): 
1 [i, i] = [j, j] = [k, k] = о, 1 

[i, j ]  = k, 
[j , i] = -k, 

[j, k] = i, 
[k, j] = -i, 

[k, i] = j, 
[i, k] = -j. 

Поэтому для векторного произведения векторов а и Ь получаем 
из формулы (3) следующее выражение 

[о, Ь] = X 1 Y2k - x 1z2j - y1 xzk + y, zzi + z1x2j - ZtY2 i  = 
= i(y1 z2 - Y2Z 1 )  + j(x2z1 - x 1z2) + k(x 1Y2 - Х2У1 ) .  

(3) 

k 

j 

Рис. 35 

(4) 

Формулу (4) можно записать в символической, легко запоминающейся форме, если 
воспользоваться определителем 3-го порядка: 

[a, h] = l � � 
Х2 

(5) 

Разлагая этот определитель по элементам 1-й строки, получим (4) . 
Прнмеры. 

1 . Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах а = i + j - k, Ь 7 2i + j - k. 
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..,. Искомая площадь 80 = l [н, b] l .  Поэтому находим 

1 i j k 1 (a, l)) = 1 1 - 1  = i · O + j · (- l ) + k · (- 1 ) = -j + k; 
2 1 - \  

откуда 
So = viТ+1 = J2 . ..  

2. Найти площадь треугольника ОАВ (рис. 36) . 

..,. Ясно, что площадь S6 треугольника ОАВ равна поло
вине площади S параплелограмма О АС В .  Вычисляя век-

торное произведение [н, 1)) векторов н = оА и Ь = Ofl ,  
получаем 

Отсюда 

z 

х 
Рис. 36 

Замечание. Векторное произi!Сдение не ассоциативно, т. е. равенство [[н, 1)), с] = [н, [1), с)] в общем 
случае неверно. Например, при н = i ,  Ь = j, е = j имеем 

l[i, j], j} = (k, j] = -i, [i, (j, j]) = (i, О] = О. 

§ 7. Смешанное произведение векторов 
Пусть имеем три вектора н ,  lэ и с. Перемножим векторы н и Ь векторно. В результате 
получим вектор [а, }) ] . Умножим его скаляр но на nектор с :  

( [а, Ь] , с) . 
Число ( [н, Ь] ,  с) называется смешанным произведением nекторов а , Ь ,  с и обозначается 
символом (н, Ь, с) . ' 

7. 1 .  Геометрический смь1сл смешанного nроизведения 
Отложим векторы н ,  Ь и с от общейточки О (рис. 37) .  
Если все четыре точки О,  А ,  В, С лежат в одной 
плоскости (векторы н ,  Ь и с называются в этом 
случае компланарными) , то смещанное произведение 
( [н, Ь] , с) = О . Это следует из того, что вектор [н, lэ] 
перпендикулярен плоскости, в которой лежат векто
ры н и Ь, а значит, и вектору с .  

Если же точки О,  А ,  В, С не  лежат в одной плос
кости (векторы а , Ь и с некомпланарны) , построим 
на ребрах ОА, ОВ и ОС параллелепипед (рис. 38 а) . 
По определениЮ векторного произведения имеем 

[а , Ь] = Sac, 

Рис. 37 

где Sa - площадь параллелограмма OADB, а с - единичный вектор, перпендику
лярный векторам н и lэ и такой, что тройка н, Ь, с - правая, т. е. векторы а ,  Ь и с 
·расположены соответственно юiк больщой ,  указательный и средни й  пальцы правой 
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руки (рис. 38 б) . Умножая обе части последнего равенства справа скаляр но на вектор с, 
получаем, что 

\ (tt, Ь, с) = ( [а, Ь], с) = Sa(c, с) = Sa pr., е. \ 

Число pr., с равно высоте h построен но- а) 
го параллелепипеда, взятого со знаком << + >>, 
если угол <р между векторами с и с острый 
(тройка а ,  Ь, с - правая) , и со знаком <<- >> , 
если угол <р - тупой (тройка а ,  Ь, с - ле
вая) , так что 

/ (а, Ь, с) = ±S0h = ±v. J о 
Тем самым, смешанное nроизвед'ение век
торов а, Ь и с равно объему V параллеле- б) 
пипеда, построенного на этих векторах как 
на ребрах, если тройка tl , Ь, с - nравая, 
и -V ,  если тройка а, Ь, с - левая. 

Исходя из геометрического смысла сме
шанного произведения, можно заключить, с 

а 

что, nеремножая те же векторы а, Ь и с I(I::::Ji.I�E 
в любом другом порядке, м ы  всегда будем О а 
получать либо + V, либо -V.  Знак про из- Рис. зs 
ведения будет зависеть лишь от того, какую 
тройку образуют перемножаемые векторы - правую или левую. Если векторы а, 1>, 
с образуют правую тройку, то правыми будут также тройки l>, е , а и с, а ,  Ь .  В то же 
время все три тройки Ь, н, с; а, с, Ь и с, Ь, н - левые. Тем самым, 

\ (н, Ь,  с) = (Ь, с, а) = (с, н ,  Ь) = -(Ь, а, с) = -(а, с, Ь) = - (с, Ь, н) . \ 

Еще раз подчеркнем ,  что смешанное произведение векторов равно нулю тогда и только 
тогда, когда перемножаемые векторы н,  Ь, с компланарны: 

\ {а,  Ь, с компланарны} {:} (а, Ь, с) = o. j 
7.2. Смешанное произведение в координатах 
Пусть векторы а,  Ь, с заданы своими координатами в базисе i , j, k : 

а = {х, , у, , z , }, Ь = {х2, У2 • z2}, с =  {хз, Уз, zз} . 
Найдем выражение для их смешанного произведения (а, Ь, с) . Имеем 

[а, Ь] = 1 �
� х2 

j 
у, 
У2 

�1 1 = i(Y JZ2 - Уй) + j(x2ZJ - X J Z2) + k(X J Y2 - X2YJ ) · 
Z2 

Откуда 

( [а, Ь], с) = хз / у, У2 
У1 
У2 
Уз 
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Итак, 

(о, Ь, с) = 1 �� �� 
хз Уз 

- смешанное произведение векторов, заданных своими координатами в базисе i, J, k, 
равно опредеJщтелю третьего порядка, строки которого составлены соответственно 
из координат-первого, второго и третьего из перемножаемых векторов. 

Необходимое и достаточное условие компланарности векторов о = {:z:t, у 1 ,  z1 }, 
Ь = {х2, У2. z2}, с =  {хз, уз, zз} запишется в следующем виде 

Xt Yt Z t 
Х2 У2 Z2 = 0. 
хз Уз zз 

Пример. Проверить, компланарны ли векторы 
а = {7, 4, 6}, Ь = {2, 1 , 1 } ,  c = {l9, 1 1 , 17} . 

..,. Рассматриваемые векторы будут компланарны или некомпланарны в зависимости от того, будет 
равен нулю или нет определитель 

A = l � 1 � � .  
19 J l  17 

Разлагая его по элементам первой строки, получим 
А =  7 · 6 - 4  · 15  + 6 · 3 = О =?  векторы а, Ь ,  с компланарны. � 

7 .3. Двойное векторное произведение 
Двойное векторное произведение [а, [Ь, с]] представляет собой вектор, перпендикуляр
ный к векторам о и [Ь, с] .  Поэтому он лежит в плоскости векторов Ь и с и может быть 
разложен по этим векторам. Можно показать, что справедлива формула 

· 

J [о, [Ь, с]] = Ь(о, с) - с(о, Ь). \ 

Упражнения 

1 .  Три вектора АВ = с,  jj{; = а и сА = Ь служат сторонами треугольника. Выразить 
через а, Ь и с векторы, совnадающие с медианами АМ, BN , СР треугольника. 

2. Каким условием должны быть связаны векторы р и q, чтобы вектор р + q делил угол 
между ними поnолам? Предполагается, что все три вектора отнесены к общему началу. 

3. Вычислите длину диагоналей nараллелоrрамма, nостроенного на векторах а = 5р + 2q 
и Ь = р - 3q , если известно, что IPI = 2v'2, lql = 3 и (j},(I) = f .  

4 .  Обозначив через а и Ь стороны ромба, выходящце из общей вершины, докажите, что 
диагонали ромба взаимно nерпендикулярны. 

5. Вычислите скалярное произведение векторов а = 4i + 7j + 3k и Ь = 31 - Sj + k. 
6. Найдите единичный вектор а0 , параллельный вектору а = { 6, 7, -6}. 
7. Найщпе проекцию вектора а = 1 + j - k на вектор Ь = 21 - j - 3k. 
8. Найдитекосинусугла междувекторами АВ и АС, если А(-4, 0,4) ,  В(- 1 , 6, 7) , C(l ,  10 ,9) . 
9. Найдите единичный вектор р0

, одновременно nерпендикулярный вектору а =  {3, 6, 8} 
и оси Ох. 

10. Вычислите синус угла между диагоналями параллелограмма, nостроенного на векторах 
а = 2i + j - k, Ь = i - 3j + k как на сторонах. 
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1 1 .  Вычислите высоту h параллелепипеда, построенного на векторах а = 31 + 2j - 5k, 
Ь = i -j + 4k и с = i - Зj + k ,  если за основание взят параллело грамм, построенный на векторах 
u и Ь. 

Ответы 

1 .  AJi1 = с +  � или АМ = •;Ь ; EN = а +  � или 'iJN = а;• ; еР = Ь + .� или еР = '';" . 
2. IPI = lql , т. к. диагональ параплелограмма делит его угол пополам лишь в случае, когда 
параплелограмм является ромбом. 3. ln + Ьl = 1 5 ,  la - Ьl = v'593. 5. -20. 6. а0 = { fi,  fi ,  -А} 
или n° 

= {-А ,  fi,  А } .  7. рrь а = -т . 8. cos rp = \ ,  <р ::;:: 0. 9 .  р0 = ± {о, - � , Н · 10. sin rp = 
!Ш 1 1  49 

v m · . h = 'lffi · 
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ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ 

§ 1 . Прямая на плоскости 
1. 1 .  Нормальное уравнение nрямой. Общее уравнение прямой 
Зафиксируем на плоскости некоторую точку О .  По
ложение произвольно взятой прямой L на плоскости 
будет вполне определено, если задать следующие ве
личины: расстояние до нее от начальной точки О ,  
т. е .  длину р отрезка О Т  перпендикуляра, опущенно
го из точки О на эту прямую, и единичный вектор 11

°
, 

\п0 1 = 1 ,  перпендикулярный прямой L и направленный 
из начальной точки О к этой прямой (рис. 1) . 

Когда текущая точка М движется по прямой L ,  
ее радиус-вектор 1' меняется так, чтобы 

.-1 -pr-.. 
-

o _о_м_
=
_

р
--.
.

1 

Рис. ! 

( 1) 
Соотношение ( 1) выполняется для каждой точки прямой L и нарушается, если точка М 
лежит вне этой прямой. Тем самым, равенство ( 1 )  выражает свойство, лрисушее всем 
точкам прямой L и только им. Иными словами, оно является уравнением этой прямой. 

Замечая, что 
---+ о pr11o ОМ = (•·, п ) , 

nерепишем уравнение ( 1) в следующем виде 

J (г, п0) - р = o. J (2) 
Уравнение (2) называется нормальным (нормированныN) 
уравнением прямой в векторной форме. Радиус-вектор 1' 

произвольной точки прямой называется текущиАt радиу
сом-вектором прямой. 

Введем на плоскости прямоугольную декартову си
стему координат, поместив ее начало в точку О.  Тогда 
векторы п0 и 1' можно записать так 

11° = {cos r.p, sin r.p}, I'  = {х, у} 

(рис. 2) ,  и уравнение (2) примет вид гl x-c-os_r.p_+_y_s_ii_1_'P ___ p_=_
0--.

. J 
Это нормальное уравнение прямо� в координатной форме. 

у 

х 

Рис. 2 

(3) 
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Относительно nерсменных х и у уравнение (3) является уравнением nервой 
стеnени. Тем самым,  в nрямоугольной декартовой системе координат всякая пря
мая на nлоскости определяется уравнением первой степени относительно персмен
ных х и у. Верно и обратное: 

всякое уравиение первой степени относительно переменных х и у определяет на плоскости 
прямую. 

• В самом деле, возьмем уравнение первой степени общего вида относительно пере-
менных х и у 

1 Ах + Ву + С =  О, А2 + В2 > 0. 1  (4) 
Умножим каждый член уравнения (4) на один и тот же постоянный множитель Jl· , 

рАх + рВу + рС = О, (5) 
и nодберем множитель fl так, чтобы уравнение (5) оказалось нормальным уравнением. 
Для этого достаточно nоложить 

Из формул (6) находим 

откуда 

Из условия 

рА = cos r.p, рВ = sin r.p ,  рС = -р. 

рС = -р 

(6) 

(7) 

вытекает, что в формуле (7) надо брать знак, противоположный знаку свободного 
члена С.  Подставив полученное значение f1 в равенства (6) , найдем cos <р, sin <р и р 
и ,  тем самым, преобразуем уравнение (4) к нормальному виду. Так как нормальное 
уравнение определяет прямую, то и уравнение (4) определяет прямую . ..,. 

Множитель f1 ,  выбираемый по указанному правилу, называют нор1иирующим АЛЮ
жителем для данного уравнения прямой. Уравнение (4) называется общим уравнением 
прямой на плоскости. 

Итак, всякое уравнение nервой степени относительно персменных х и у опреде
ляет прямую как множество точек М плоскости, декартовы координаты х и у которых 
удовлетворяют этому уравнению. 

Условимся называть нормальныАt вектором прямой L 
всякий невулевой (не обязательно единичный) вектор, пер
пендикулярный этой прямой. Из приведенных выше рас
суждений следует, что вектор 

n = {А, В} 

будет нормальным вектором прямой, заданной уравнени-
w �. �. з 

Таким образом , коэффициенты А и В при текущих координатах х и у в обшем 
уравнении прямой (4) имеют простой геометрический смысл :  они являются коорди
натами нормального вектора 11 = {А, В} этой прямой (рис. 3). Вес другие нормаJiьныс 
векторы прямой можно полу•ппь, умножая вектор n на произвольнос не равное нулю 
число. 
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Отметим два интересных частных случая. 
а) Если В ::/= О, то, положив 

А k = -
в '  

с Ь = -
В '  

получим уравнение прямой с угловым коэффициентом 

j у =  kx + Ь J 
(рис. 4) . 

б) Если АВС ::/= О, то, nоложив 
с а = - 
А ' 

получим уравнение прямой в отрезках 

(рис. 5). 

у 

Рис. 4 

с Ь = -
В '  

у 

Рис. 5 

1 .2. Уравнение прямой на плоскости, проходящей через заданную точку 
перпендикулярно заданному направлению 

Для того, чтобы найти уравнен»е прямой L ,  проходящей 
через точку М0 , заданную радиус-вектором 

I'o = {ха , Уо}, 
перпендикулярно вектору 

n = {А, В},  

проведем радиус-вектор I' = {х, у} в nроизвольную точ
ку М этой прямой. Вектор 

-----+ МоМ =  r - I'o 

у 

Рис. 6 

х 

м 

лежит на прямой L и, значит, перпендикулярен вектору n (рис. 6) . Поэтому их ска
лярное nроизведение равно нулю 

1 (•· - r0 , n) = 0. 1 (8) 
2 Зак. 750 
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Равенство (8) справедливо для .всех точек М прямой L и нарушается, если точка М 
не  принадлежит этой nрямой. Тем самым, уравнение (8) является векторным уравпе
нием искомой прямой. 

Выражая скалярное произведение векторов г-I'о и n через их координаты, получим 
уравнение этой же прямой L в координатной форме 

1 А(х - Хо) + В(у - Уо) = 0. 1 
1 .3. Расстояние от точки до прямой на плоскости 

(9) 

Расстоянием от точки М* до прямой L называется длина отрезка м• N перпендику
ляра Ll. , опушенного из точки М* на эту прямую (рис. 7) .  

Пусть М*(х* , у*) - заданная точка и 
х cos ер + у sin ер - р = О 

- нормальное уравнение прямой L .  Тогда расстояние от точки М* до прямой L 
можно вычислить по формуле /г-d-=-d-(M-* .-L�) _=_/_х_* c-o-s _rp_+_y_*_si_n_rp ___ P_/-,. /  

у у 

о 

Рис. 7 Рис. 8 

� Пусть I' - радиус-вектор nроизвольной точки М прямой L (рис. 8). Тогда выпол
нено равенство 

(г, п0) = р. 
Обозначим через ,.• радиус-вектор точки М* . Разность 

(•·* ' по) - р 
равна проскции вектора t·* - t' на ось Ll. ,  определяемую вектором п0 : 

(1·* , п0) - р = (r·* , п0) - (r·, п0) = (•·* - r, п0) = prL.L (t·* - r) . 
Взяв разность (t·* , п0) - р по абсолютной величине, получим, что 

/ (г* , п0) - pj = d(M*, L) , 
или,  в координатах, 

d(M*, L) = jx* cos rp + у* sin rp - pj . IIJ> 

Если прямая L задана общим уравнением 

Ах + Ву + С = О, 
то расстояние от точки М* до этой прямой вычисляется по формуле 
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d(M* , L) = !Ах* +  Ву* + Cl
. 

J А2 + В2 

1 .4. Угол между двумя прямыми 
Пусть L1 и L2 - две прямые, заданные уравнениями 

Atx + Bty + Ct == 0, 
А2х + В2У + С2 == О, 

Af + Bt > О, 

А� + В} > О 
соответственно. Угол 1р между прям:ыми L 1 и L2 ра
вен углу между нормальными векторами n1 = {А1 , В1 } и 
n2 = {А2, В2} этих прямых (рис. 9) . Отсюда вытекает, что 

(n, , n2) AtA2 + В1В2 cos I{J = . = ----;===----;;=== ln, l · ln2 1 V Ат + вfJ А� + Bi 

1 .5. Условие перпендикулярности двух прямых на nлоскости 

( 10) 

Рис. 9 

В случае перпендикулярности прямых L 1 и L2 их нормальные векторы также перпен-
дикулярны, т. е .  справедливо равенство 

/ (n , , n2) = 0, или A tA2 + BtB2 = 0 I 
- условие перпендuкулярности прямых. 

1 .6. Условие параллельности двух прямых на плоскости 
В случае параллельности прямых L 1 и L2 их нормальные векторы коллинеарны, т. е .  
справедливо равенство 

n ,  = Лn2. 
Переходя к координатам этих векторов, получаем:, что 

А1  = ЛА2 , Bt = ЛВ2 , 
ИЛИ 

- условие параллельности прямых. 

§ 2. Плоскость 
К рассмотрению свойств плоскости можно подойти совершено аналогично. 

2 . 1 . Нормальное уравнение плоскости. Общее уравнение плоскости 
Зафиксируем в пространстве некоторую то•Iку О. ПоЛожение плоскости П в про
странстве будет вполне определено, если задать следующие величины: расстояние 
до нее от начальной точки О, т. е .  длину р отрезка ОТ перпендикуляра, опущенного 
из точки О на плоскость П, и единичный вектор n° ,  ln° 1  = 1 ,  nерлендикулярный 
плоскости П и направленный из начальной точки О к этой nлоскости (рис. IО) .  
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Когда текущая точка М движется по плоско
сти П, ее радиус-вектор t' меняется так, что 

1 pr1,o ОМ = p. i ( 1 )  

Соотношение (1) выполняется для каждой точ
ки плоскости П и нарушается, если точка М лежит 
вне этой nлоскости. Тем самым, равенство ( 1) выра
жает свойство, nрисущее всем точкам nлоскости П 
и только им. Иными словами, ( 1 )  является уравне
нием этой плоскости. Замечая, что 

prno ОМ =  (1•, n°·) , 
nерепишем уравнение ( 1) в следующем виде 

о 
Рис. 10 

(2) 

Уравнение (2) называется нормальным (нормированным) уравнением плоскости в вектор
ной форме. Радиус-вектор J' произвольной точки плоскости называется ее текущим 
радиус-вектором. 

Введем в nространстве nрямоугольную декартову систему координат, поместив ее 
начало в точку О .  Тогда векторы n° и I' можно записать так 

n° = {cos а, cos {J, cos ")'} ,  t' == {х ,  у, z}. 
При этом уравнение (2) примет следующий вид 

1 х cos а + у cos f3 + z cos "У - р = o. l 
Это нормальное уравнение плоскости в координатной форме. 

Особенности нормального уравнения плоскости (3) :  
1)  сумма квадратов коэффициентов nри текущих координатах равна 1 ,  

cos2 а +  cos2 (З + cos2 "У ==  l ;  
2) свободный член ( -р) неnоложителен. 

(3) 

Относительно переменных х , у и z уравнение (3) является уравнением nервой 
степени, так что в прямоугольной декартовой системе координат всякая nлоскость 
оnределяется уравнением первой степени относительно текущих координат х , у и z .  
Верно и обратное утверждение: 

всякое уравнение первой степени относителыю переменных х, у и z определяет плос
кость. 

� В самом деле, возьмем уравнение первой степени общего вида относительно пере
менных х ,  у и z 

j Ax + By + Cz + D = O, А2 + В2 + С2 > 0. , 
Умножим каждый член уравнения (4) на один и тот же постоянный множитель J.L ,  

J.LAX + J.LBy + pCz + J.LD = О, 

(4) 

(5) 
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и nодберем его так, чтобы уравнение ( 5) оказалось нормальным уравнением. Для этого 
достаточно nоложить 

,uA = cos a, ,uB = cos fЗ, ,uC = cOS "f, ,uD = -p. (6) 

Из формул ( 6) находим 

откуда 

(7) 

Из условия 
,uD = -р � О  

вытекает, что в формуле (7) надо брать знак, nротивоположный знаку свободного 
члена D. Подставив nолученное значение ,и в равенство ( 6), найдем cos а ,  cos fЗ, cos 'У 
и р и, тем самым, преобразуем уравнение (4) к нормальному виду. Так как нормальное 
уравнение определяет nлоскость, то и уравнение (4) также оnределяет nлоскость . ..,.. 

Множитель ,и ,  выбираемый no указанному правилу, называют нормирующим мно
жиiпелем для данного уравнения nлоскости. Уравнение (4) называется общим уравне
нием плоскости. 

Итак, всякое уравнение nервой стеnени относительно nеременных х, у и z опре
деляет nлоскость как множество точек М nространства, декартовы координаты х ,  у 
и z которых удовлетворяют этому уравнению. 

Условимся называть всякий иенулевой (не обязательно единичный) вектор, пер
nендикулярный nлоскости П, нормальным вектором этой nлоскости. Из приведеиных 
выше рассуждений следует, что вектор 

n = {А, В , С} 

будет нормальным вектором nрямой, заданной уравнением ( 4). Таким образом, коэф
фициенты А,  В и С nри текущих координатах х ,  у и z в общем уравнении плоско
сти ( 4) имеют nростой геометрический смысл: они являются координатами нормаль
ного вектора n == {А, В, С} этой nлоскости (рис. 11). Все другие нормальные векторы 
плоскости можно nолучить, умножая вектор n на Произвольное не равное нулю число. 

п 

Ах + Ву + Cz + D == О 
Рис. 1l 

Отметим интересный частный случай. 

z 

с 

Рис. \2 

в у 
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Если ABCD ::j:. О ,  то, положив 

D 
а = -А ' 

D 
Ь = -

В ' 
получим уравнение плоскости в отрезках 

D 
с = -

С '  

G
+

�
+

�
= � l  

(рис. 12) .  

2.2. Уравнение плоскости, проходящей через заданную точку 
перпендикулярно заданному направлению 

Для того, чтобы найти уравнение плоскости П, проходящей через точку М0 , заданную 
радиус-вектором 

l'o = {хо, Уо , zo}, 
перпендикулярно вектору 

n = {А, В, С}, 
проведем радиус-вектор 1' = {х, у, z} в произвольную точКу М этой плоскости. Век
тор 

-----+ МоМ = 1' - l'o 
лежит в плоскости П и, значит, перпендикулярен вектору n (рис. 13) .  Поэтому их 
скалярное произведение равно нулю 

1 (1' - l'o, n) = о. !  (8) 

Рис. 1 3  Рис. 14 

Равенство (8) справедливо для всех точек М плоскости П и нарушается, если точ
ка М этой плоскости не принадлежит. Тем самым, уравнение (8) является векторным 
уравнением искомой плоскости. 

Выражая скалярное произведение векторов 1'-l'o и n через их координаты, получим 
уравнение этой же плоскости П в координатной форме 

1 А(х - хо) + В(у - Уо) + C(z - zo) = 0. 1 (9) 
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2.3. Расстояние от точки до плоскости 
Расстоянием от точки М* до плоскости П называется длина отрезка М* N перпенди
куляра LJ. , опущенного из точки М* на эту плоскость (рис. 14). 

Пусть М*(:с* , у* , z*) - заданная точка и 

:с cos а + у cos fi + z cos 'У - р = О 
- нормальное уравнение плоскости П. Тогда расстояние от точки М* до плоскости П 
можно вычислить по формуле 

\,-d-=-d-(M_*_, П_)_=_\_:c*_c_o_s_a_+_y_*_c_o_s _fi_+_z_*_c_o_s "1---Р-\...,· \ 
..,.. Пусть r - радиус-вектор произвольной точки М плоскости П. Тогда выполнено 
равенство 

(1·, п0) = р. 
Обозначим через •·* радиус-вектор точки М* . Разность 

(•·*, по) - р 
равна проекции вектора •·* - J' на ось LJ. , определяемую вектором п0 : 

(1·*, п0) - р = (1·* , п0) - (1·, п0) = (1•* - 1', п0) = pr L.L (1·* - 1') . 
Взяв разность (1·* ,  п0) - р по абсолютной величине, получим, что 

\ (1·* , п0) - Р\ = d(M* , П) 
или, в координатах, 

d(M*, П) = jx* cos а + у* cos fi + z* COS "f - pj . ..,.. 

Если плоскость П задана общим уравнением 

Ах + Ву + Cz + D = О, 
то расстояние от точки м • до этой плоскости вычисляется по формуле 

d(M* , П) = \Ах* + Ву* + Cz* + D\
. 

.)А2 + В2 + С2 

2.4. Угол между двумя плоскостями 
Пусть П1 и П2 - две плоскости, заданные уравнениями 

At:c + BtY + Ctz + Dt = О, А� + В� + С� >  О, 
А2х + В2У + C2z + D2 = О, А� +В� + Ci > О 

соответственно. Углом между двумя плоскостями будем называть лю
бой из двух смежных двугранных углов, образованных этими плос
костями (рис. 15) (в случае параллельности плоскостей угол меж
ду ними равен или О, или 1r) . Один их этих двугранных углов 
равен углу ер между нормальными векторами Пt = {А1 , В1 , С1 } 
и п2 = {А2, В2 , С2} этих плоскостей. Отсюда вытекает, что 

(п t , п2) AtA2 + В1В2 + С1С2 cos ер = = --;.=====--;====== \п t l · \п2 \ JAi + В� + cfjA� + Bi + Ci 

( 10) 

Рис. 15  
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2.5. Условие перпендикулярности двух плоскостей 
В случае перпендикулярности плоскостей П1 и П2 их нормальные векторы также 
перпендикулярны, т. е. справедливо равенство 

j (nt , n2) = 0, или AtA2 + BtB2 + Ct C2 = 0 \ 
- условие перпендикулярности плоскостей. 

2.6. Условие параллельности двух плоскостей 
В случае параллельности плоскостей П1 и П2 их нормальные векторы коллинеарны, 
т. е. справедливо равенство 

Dt = Лn2 .  
Переходя к координатам этих векторов, получаем ,  что 

At = ЛА2, Bt = ЛВ2, Ct = ЛС2 , 
или 

- условие параллельности плоскостей. 

§ 3. Прямая линия в пространстве 

3. 1 .  Уравнения прямой линии 
Положение прямой линии в пространстве будет вполне определено, если задать точ
ку М0 на прямой (при помощи радиус-вектора I'o) и иенулевой вектор s, которому 
прямая параллельна. Вектор s называют направляющим век-
тором прямой. 

· 

Переменной точке М прямой соответствует ее радиус
--+ 

вектор ОМ = I' . Из рис. 1 6  получаем 
--+ ---+ -
ОМ = ОМо + МоМ. ( 1) 

- -
Вектор МоМ параллелен вектору s, так что М0М = st Рис. 16 

(числовой множитель t (параметр) может принимать любые значения в зависимо
сти от положения точки М на прямой) . Следовательно, равенство ( 1) можно записать 
так / •· = I'o + st. / (2) 

Уравнение (2) называется векторным уравнением прямой. 
Введем в пространстве прямоугольные декартовы координаты, поместив начало 

коордИнат в точку О. Обозначим декартовы координаты точки Мо (координаты век
тора I'o) через х0 , у0 и z0, текущие координаты точки М (координаты вектора I') 
через х , у и z ,  а координаты направляющего вектора s через l ,  т и n. Тогда, записав 
векторное уравнение (2) в координатах, получим 

1 х = Хо + lt, у = Уо + mt, z = zo + nt. j (3) 
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Уравнения (3) называются параметрическими уравнениями прямой. Числа l ,  т, n 
называют направляющими коэффициентами этой nрямой. 

Исключим из уравнений (3) nараметр t. Имеем 

откуда 

х - х0 
-- = t l ' 

У - Уо 
-- = t, т 

z - z0 
-- = t, n 

(4) 

Уравнения (4) называют каноническими уравнениями прямой. В них хо , Уо и zo -
координаты точки М0 , лежащей на nрямой, а l ,  т и n - координаты направляющего 
вектора прямой (l2 + т2 + n2 > 0).  Система уравнений (4) определяет прямую как 
линию nересечения двух плоскостей ,  описываемых, например, уравнениями 

х - Хо у - Уо у - Уо z - zo 
= -- = --

т т n 
3.2. Уравнения прямой, nроходящей через две данные точки 
Пусть требуется найти уравнения прямой, проходящей через точки М1 (х 1 , у1 , z1 ) 
и М2 (х2 , У2 , z2) . Будем искать эти уравнения в канонической форме. Для решения 
задачи надо знать координаты одной из точек, лежащих на nрямой, и направляю
щий вектор. За точку на nрямой можно взять любую из двух данных, например, 
М1 (х1 , у1 , z1 ) . За направляющий вектор прямой примем вектор 

� = {х2 - XJ , Y2 - yJ , Z2 - z1 } . 
Уравнения искомой прямой -

у - Yl z - ZJ 
= --- = ---

У2 - YI 
(5) 

Замечание. Если точки М1 и М2 лежат в плоскости Ох у ,  т. е. z1 = z2 = О ,  то уравнения проходящей 
через них прямой имеют следующий вид 

х - х1 у - у/ 
-- = --, z = O. Х2 - Х \ Y2 - YI 

Пример. Найти уравнения прямой, nроходящей через точки М1 ( 1 ,  О, - 1) и М2(3, 1, 1 ) .  

� Пользуясь формулой (5), сразу получаем ·искомые уравнения 
х - 1  у z + 1  

-2
- = т = -

2
- . .... 

3.3. Общие уравнения прямой. Переход к каноническим уравнениям 
Всякие две не параллельные между собой и несовпадающие плоскости определяют 
прямую как линию их nересечения. Пусть уравнения этих плоскостей суть 

A1x + Bry + Crz + Dr = 0, A2x + B2y + C2z + D2 = 0. 
Рассматриваемые совместно, 

{ Aix + B1 y + Ci z + DI = 0, 
А2х + В2у + C2z + D2 = О, 

эти уравнения называются общими уравнениями прямой. 

(б) 
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От общих уравнений прямой (6) можно перейти к ее каноническим уравнениям. 
Для этого надо знать какую-нибудь точку прямой и ее направляющий вектор. Коор
динаты точки прямой найдем из системы (6) , выбирая одну из координат nроизвольно 
и решая полученную после этого систему относительно оставшихся двух координат. 
Для отыскания наnравляющего вектора s nрямой заметим,  что этот вектор, напра
вленный по линии пересечения данных nлоскостей, должен быть перnендикулярен 
нормальным векторам о 1 = {А 1 ,  В1 , С1 } и о2 = {А2 , В2 , С2} этих плоскостей. Обрат
но, всякий вектор, перпендикулярный векторам о1 и о2 , будет параллелен обеим 
плоскостям ,  т. е. параллелен их линии пересечения. Так как векторное nроизведение 
[о 1 ,  о2] перпендикулярно каждому из векторов о 1 и о2 , то в качестве направляющего 
вектора прямой можно взять вектор s = [о 1 , о2 ] . 

Пример. Привести к каноническому виду уравнения прямой { х - у + z - 3 :; о, 
х + у - 2z + 1 = О . (7) 

..,. 1 )  Находим какую-нибудь точку, принадлежащую прямой (7). Полагая, например, z = О , приходим 
к системе двух уравнений с двумя неизвестными { х - у =  3, 

х + у = - 1 ,  
откуда х = 1 ,  у =  - 2 .  Итак, М0( 1 ,  -2, О) - точка данной прямой. 

2) Нормальный вектор первой плоскости n 1 = { 1 ,  - 1 ,  1 } ,  второй плоскости - n2 = { 1 ,  1, -2} .  
3) В качестве направляющего вектора прямой берем вектор 

1 i j k 1 s = [n , , n2] = 1 - 1  1 = i + 3j + 2k. 
1 1 -2 

4) Канонические уравнения прямой (7) имеют вид 
х - 1  у + 2  z -�- = -3- = 2' � 

3.4. Угол между прямой и плоскостью 
Пусть даны nрямая 

и плоскость 

х - х0 у - у0 z - z0 
----- = --- = -----т n 

Ах + Ву + Cz + D  = О. 

(8) 

(9) 
Углом <р между прямой и плоскостью называют наи
меньший из углов, образованных nрямой с ее nроек
цией на плоскость (рис. 17) . 

Обозначим через а угол между прямой (8) и пер
пендикуляром к плоскости (9) (рис. 1 8). Для cos а 
получаем выражение 

(n, s) cos a = � , 

Рис. 1 7 

где о - нормальный вектор плоскости (9), а s - направляющий вектор прямой (8) . 
Замечая, что 1 cos ai = sin <р,  находим 

. IAl + Bm + Cnl 
SIП <р = . J А2 + вz + С2 . Vl2 + m2 + n2 ( 1 0) 
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п sin cp = -cos a 

� < a < n  

Рис. 1 8  

п 

sin{/' = cos a 
О < а <  l 

Если прямая (8) параллельна плоскости (9) , то направляющий вектор s прямой 
перпендикулярен нормальному вектору n плоскости, так что 

(n, s) = О, 
или 1 Al + Вт + Сп = O. j ( 1 1) 
Это условие параллельности прямой и плоскости. 

Если прямая (8) перпендикулярна плоскости (9) , то s 1 1  n (векторы s и n парал
лельны) , так что 

Это условие перпендикулярности прямой к плоскости. 

3.5. Пересечение прямой с плоскостью 
Координаты точки пересечения прямой 

с плоскостью 

х - хо . у - Уо z - zo 
= т п 

Ах + Ву + Cz + D = О  

( 1 2) 

( 13) 

( 14) 
должны одновременно удовлетворять уравнениям ( 1 3) и ( 14) , и, чтобы найти эти 
координаты, надо решить эти уравнения совместно, считая х ,  у и z неизвестными. 

Перейдем от канонических уравнений прямой ( 1 3) к параметрическим уравнени
ям: 

х = х0 + lt, у = Уо + тt, z = z0 + пt. 
Подставляя эти выражения для х, у и z в уравнение ( 14) , получим 

откуда 

Ахо + Вуо + Czo + D  + t(Al + Вт +  Сп) = О, 

t* = Ахо + Вуо + Czo + D 
Al + Вт + Сп Al + Вт +  Сп # О. 

( 1 5) 

( 1 6) 
По найденному значению t* из формул ( 15) пояучаем координаты искомой точки. 

Если 
Al + Вт +  Сп = О, Ахо + Вуо + Czo + D # О, 
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то прямая ( 1 3) параллельна плоскости ( 14) , а точка (хо, Уо, zo) ,  через которую пря
мая проходит, лежит вне этой плоскости. Следовательно, прямая ( 1 3) в этом случае 
не имеет с плоскостью ( 14) ни одной общей точки. 

Если Al + Вт +  Сп =  О и Ах0 + Ву0 + Czo + D = О, то в силу первого равенства 
прямаяпараллельнаплоскости ( 1 4) , а всилувторогоравенстваточка (х0 , у0, z0) прямой 
лежит в этой плоскости. Следовательно, в этом случае вся прямая лежит в этой 
плоскости. 

Пример. Найти точку пересечения прямой 

и плоскости 

х - 7  у - 3  z + l  -3- = -- = -=2 

2х + у +  7z - 3 = О. 
� Переходим от канонических уравнений ( 17) к параметри'lеским 

х = 7 + 3t, у =  3 + t, z = - 1  - 2!. 

Подставляем найденные выражения для х, у и z в формулу ( 18) 
6t + 1 4 + t + 3 - 1 4t - 7 - 3 = о  

или 
-7t + 7 = о, 

( 1 7) 

( 18) 

( 1 9) 

откуда t = 1 .  Теперь из ( 19) находим х = 10 ,  у =  4, z = -3 - координаты точки пересечения прямой 
и плоскости . ... 

Задача. Найти расстояние от точки М1 (х 1 ,  у1 ,  z1 )  до прямой "'7° = У��о = •-;,zo . 

Упражнения 
1. Написать уравнение плоскости: 
а) параллельной плоскости Oxz и проходящей через точку (2, -5, З) ; 
б) проходящей через ось Oz и через точку (-З, 1 ,  -2) .  
2. Даны две точки A(l ,  3 ,  -2) и В(7, -4, 4) . Через точку В провести плоскость, перпенди-

кулярную отрезку АВ . 
3. Составить уравнение плоскости: 
а) проходящей через точку (-2, 7, З) параллельна плоскости х - 4у + 5z - 1 = О ; 
б) проходящей через начало координат и перпендикулярной двум плоскостям 2х - у+ 

5z + З = О и х + Зу - z - 7 = О. 
4. Найти плоскость, зная, что точка Р(З, -6, 2) служит основанием перпендикуляра, опу

щенного из начала координат на эту плоскость. 
5. Написать уравнение плоскости, проходящей через начало координат и точки А(З, -2, J )  

и B(l ,  4, 0) .  
б. Составить уравнение прямой, nроходящей через начало координат и точКу (а, Ь, с) . 

7. Найти угол, образованный nрямым и 

х - 1 у + 2  z - 5  
:::: = 

з 6 2 и 
х у - З  z + l  
- = -- = --2 9 6 

(Угло.м между пря.мыми в nространстве называется любой из углон, образованных двумя 
nрямыми, проведеиными через nроизвольную точку пространства параллельна данным.) 

8. Привести к каноническому виду уравнения прямой 

{ 2х - Зу - Зz + 9 = О, 
х - 2у + z + з = о. 

9. Через точку (2, -5, З) провести прямую: 
а) nараллельную оси Oz ; 
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б) параллельную прямой "'�1 = н::t = z;з ; 
в) параллельную прямой { 2х - у +  Зz - 1 = О, 

Sx + 4у - z - 7 = О. 

10. Составить уравнения прямой, проходящей через то•1ку ( 1, - 1 ,  О) перпендикулярно 
плоскости 2х - Зу + 5z - 7 :::: О. 

1 1 .  Найти точку пересечения: 
а) прямой "'�7 = "-? = z

;
s 

и плоскости Зх - у +  2z - 5 = О ; 
б) прямой "';1 = 9 = } и плоскости 3х - Зу +  2z - 5 = О . 
1 2. Через начало координат провести плоскость, перпендикулярную прямой 

х + 2  у - 3  z - 1 
-4- = -5- = -=т · 

13. Найти проекцию точки А(4, -3, J )  на плоскость х + 2у - z - 3 = О . 
14. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку (4, -3, !) и параллельно11 

прямым � = � = -!з и "'11 = 9 = z;4 . 
15 .  Написатьуравнение плоскости, проходяшей через прямую "';3 = � = z�i параллель

но прямой x;s = � = z;l 

Ответы 
1 .  а) у + 5  = О; б) х + Зу = О. 2. 6x - 7y + 6z - 94 = О. 3. а) х - 4y + 5z + 1 5  = О ; б) 2х - у - z = О . 
4. 3x-6y+2z-49 = О . 5. 4x-y- 14z = О. 6. � = f = � · 7. cos tp = � ·  8. � = � = z�13 •  В качестве 

точки, лежащей на прямой , взята точка (0, О, 
-3) . 

9. а) "'�2 = � = z
7

з или { � � � :  �� 
б) "'�

2 = � = z;з ; в) ��7 = Y{t = z-:./ . 10.  "';1 ::::: � = � ·  1 1 .  а) (2, 3, ! ) ;  б) прямая 
параллельна плоскости. 1 2. 4х + 5у - 2z = О. 13. (5, - 1 ,  0) .  1 4. J бх - 27у + 14z - 1 59 = О . 
15. 2Зх - J бу + lOz - ! 53 = О .  
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КРИВЫЕ И ПОВЕРХНОСТИ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

§ 1 . Преобразование координат на плоскости 
Пусть на плоскости заданы две 
прямоугольные декартовы сис
темы координат, Оху и О' х' у' 
(рис. l ) . Произвольнан точка М 
относительно одной из этих ко
ординатных систем определяет
ся парой чисел х и у ,  а отно
сительно другой - парой чисел 
х' и у' . Ясно, что между пара
ми (х, у) и (х' ,  у') имеется связь. 
Найдем ее. 

1 . 1 .  Параллельный перенос 

j 

о 

у' 
у 

х 

Рис. l 

х' 

Предположим, что соответствующие координатные оси лараллельны и соналравле
ны, а точки начала отсчета различны. Это означает, что орты координатных осей 
соответственно равны (рис. 2) . 

у' 
у 

м 

j 
О' О' х' 

о х 

Рис. 2 Рис. 3 

Пусть 1' и 1·
' - радиусы-векторы точки М, т. е. 

1' = xi + yj, 1.' = x' i + y'j, 
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и а,  f3 - координаты точки О' относительно системы координат Оху, т. е. 

Так как 

(рис. 3), то 

или 

1 .2. Поворот 

-
оо' = ai + fJj. 

1 ---"1 r = r + 00 

xi + yj = (x'i + y'j) + (ai + fЗj) , 

1 х = х' + а, у = у' + f3. 1 

Предположим, что координатные оси одной системы координат получаются из коор
динатных осей другой системы поворотом на угол tp, а начальные точки совпадают 
(рис. 4). Координатами единичного вектора i' являются косинусы углов tp и � - tp, 
образованных этим вектором с осями Ох и Оу: 

i' = i cos tp + j sin tp, 
а координатами единичного вектора j' служат косинусы углов tp + I и tp: 

·' . . . J = -I Stn tp + J COS tp 
(рис. 5). Так как радиус-векторы •· = xi + yj и 1,1 = x'i' + y'j' произвольной точки М 
в рассматриваемом случае равны, 

. . ' · '  ' ·' Xl + YJ = х.а + у J , 
то, заменяя векторы i' и j' их выражениями, получаем, что 

или 

xi + yj = х' (i cos tp + j sin tp) + у' ( -i sin tp + j cos tp) = 
= (х' cos tp - у' sin tp)i + (х' sin tp + у' cos tp)j, 

х 

Рис. 4 

х = х' cos tp - у' sin tp, 
у = х' sin tp + у' cos tp. 

Рис. 5 

х 

у 

j 

о 
j '  

у' 

• М  

х,х' 

Рис. б 
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1 .3. Зеркальное отражение 
В случае, коrда оси абсцисс Ох и Ох' координатных систем совпадают, а оси ординат 
Оу и Оу' направлены противоположно, коордищ1тьr (х, у) и (х' , у') произвольной 
точки М связаны равенствами 

j х' = х ' у' = -у j 
(рис. 6) . 

Справедливо следующее утверждение. 

Любое преобразование прямоугольных декартовых координат (с сохранением масштаба) 
можно представить в виде последовательного выполнения переноса, поворота и (если 
необходимо) зеркального отражения. 

§ 2 . Кривые второго nорядка 
Пусть на плоскости задана прямоугольная декартова система координат Ох у. Мно
жество то•1ек плоскости, координаты х и у которых удовлетворяют равенству 

j F(x, y) = O, , (*) 
где F(x, у) - некотораR функция двух переменных, называется плоской кривой, или 
плоской линией; само равенство ( *) называется уравнением данной линии (кривой). 

НапрИмер, равенство х - у = О есть уравнение прямой - биссектрисы nервого 
и третьего координатных углов (рис. 7). Равенство х2 + у2 - 1 = О - уравнение 
окружности единичного радиуса с центром в начале координат (рис. 8). 

у 
х - у = О 

х 

Рис. 7 

у 

Рис. 8 
Рассмотрим м ногочлен нторой степени от двух персменных х и у: 

F(x, у) = Ах2 + 2Вху + Су2 + 2Dx + 2Еу + F, А2 + В2 + С2 > О. 

Уравнение 
/ F(x, у) = О / 

будем называть уравнением линии (кривой) второго порядка. 
Если линиями первого порядка являются именно прямые и только они, то множе

ство кривых второго порядка заметно разнообразней. Поэтому исследованию общего 
уравнения кривой второго порядка естественно предпослать изучение некоторых част
ных, но важных случаев. 
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§ 3. Эллипс 
Эллипсом называется кривая, уравнение которой в некоторой прямоугольной декар
товой системе координат Оху имеет вид 

г-------, 
х2 У2 
� + Ь2

=
] ,  

где а �  Ь > О. 
Система координат Оху , в которой уравнение эл

липса имеет вид (1), называется канонической (для дан
ного эллипса) ; само уравнение ( 1 )  называется канони
чески,.., уравнением эллипса. 

Окружность 
(2) 

являетсячастным случаем эллипса (при а = Ь) . Это nо
зволяет несложным способом оnределить форму элли
пса: эллиnс ( 1 ) получается из окружности (2) путем ее 

у 

равномерного сжатия 1 ) к оси Ох (с коэффициентом � ) ,  
т .  е .  заменой в уравнении х2 + у2 == а2 координаты у 
на %У (рис. 9). Рис. 9 
Свойства эллипса 
1 .  Эллипс ( J )  содержится в прямоугольнике 

Р = { (х, у) : lxi :;:;; а, IY I :;:;; Ь} .  
� В этом легко убедиться, заметив, что, если точка 
М(х, у) nринадлежит эллиnсу ( 1 ) ,  то (рис. 10) 

х2 у2 -а 
а2 :;:;; 1 , . Ь2 :;:;; 1 . ...,. 

Точки (±а, 0) ,  (0, ±Ь) называются вершинами эл- - Ь  
лuпса. 

у 

2. Координатные оси Ох и Оу канонической системы 
являются осями симметрии эллипса, а начало коорди- Рис. I О  

( 1 ) 

х 

нат О - его центром симметрии. Это означает, что если точка М0(х0, у0) принадлежит 
эллипсу, то точки (-хо, Уо) , (-х0, -уо) и (хо , -уо) также ему принадлежат (pиc. l l ) . 
3. Если эллиnс не является окружностью, то координатные оси канонической систе
мы - единственные оси симметрии. 

Положим с = .Ja2 - Ь2 • Ясно, что с < а. Точки (-с, О) и (с, О) называются 
фокусами эллипса, �оответственно левым и правым; 2с - фокусное расстояние. 

4. Эллипс есть множество точек, сумма расстояний которых от двух данных точек 
(фокусов эллипса) постоянна (равна заданному числу) . 

l ) Равномерным сжатием окружности к оси Ох с коэффициентом k > О называется прсобразование, 
переводящее произвольную точку М(х, у) окружности в точку М' ( х, t) . 
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у у 

Рис. 1 1  Рис. 1 2  

� Пусть сначала М(х, у) - произвольная точка эллипса 
х2 у2 
а2 + Ь2 = 1 . 

Вычислим ее расстояния от фокусов эллипса (рис. 1 2) .  Имеем 

Рл = V(x + с)2 + у2 , Pn = V(x - с)2 + у2 • 
Заменяя у2 его выражением 

после несложных преобразований получаем, что 

(Б] = ( 1 - ::) х2 + 2хс+ с2 + Ь2 = с2 - х2+ 2сх+ а2 а2 
Последнее равенство вытекает из того, что !х ! � а и � < 1 . 

Аналогично находим 

Легко убедиться в том, что 
Рл + Pn = 2а. 

Доказательство того, что точки, обладающие указанным свойством, принадлежат 
эллипсу, было проведено ранее (см. раздел «Простейшие задачи аналитической гео
метриИ•> Введения, задача 2) . ..,.. 

Число 

называется эксцентрисшпетом эллипса ( 1). Ясно, что О < е < 1 . Эксцентриситет 
окружности равен нулю. Прямые 

гl х
�
+
-
�
-
=
-
О
-
,
--

х
-
-
-
�
-

=
-
О
-,
1 

называются директрисами эллипса. У каждого эллипса две директрисы - левая и пра
вая (рис. 1 3) . 
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у 

' 
' а : {!_  е : е 

х х 

Рис. 13 Рис. 14 

5. Эллипс есть множество точек плоскости, отношение расстояний от которых до данной точки (фокуса эллипса) и до данной прямой (одноименной с фокусом директрисы эллипса) постоянно (равно эксцентриситету эллипса) . 
..,. Пусть сначала М(х, у) - произвольная точка эллипса ( 1 ) .  Вычислим расстояния 
от нее до правого фокуса и до правой директрисы (рис. 14) .  Имеем соответственно 

а 
Pn = а - ех, dn = - - х. е 

Откуда легко получаем требуемое 

Аналогично проверяется, что 

rE=:l 
� 

г--------, 
Рл а + ех 
- = -а-- = е. dл ё + х  

Рассмотрим теперь на плоскости точку (с, О) и прямую х = � ( с =  ае) .  Возьмем произвольную точку М(х, у) и вычислим расстояния от нее до выбранной точки (с, О) -

- и до выбранной прямой -

Потребуем ,  чтобы 
J(x - с)2 + у2 

\ � - х \ = е. 

Тогда 

J(x - с)2 + у2 = ia - ex i . 
Возведем обе. части последнего соотношения в квадрат и ,  положив Ь2 = а2 - с2 и учтя 
равенство с = а е , после л ростых преобразований  получим 

х2 у2 
а2 + Ь2 = 1 .  

Тем самым, точка М(х, у ) лежит на  эллипсе ( 1 ) . "" 
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§ 4. Гипербола 
Гиперболой называется кривая, уравнение которой в не которой nрямоугольной системе 
координат Ожу имеет вид 

( 1 )  

где а > О , Ь > О . 
Система координат Ожу, в которой уравнение гиперболы имеет вид ( 1) ,  называется 

канонической (для данной гиперболы) ; само уравнение ( 1 )  называется каноническим 
уравнением гиперболы. 

Свойства гиnерболы 
1 .  Гипербола ( 1 )  лежит вне полосы !жl < а .  
<1111 Это вытекает из того, что если точка М(х, у) 
лежит на гиперболе, то 

х2 у2 
а2 = 1 + Ь2 � 1 

и, значит, lж l � а (рис. 15) . � 
Точки (±а, О) называютсявершинами гиперболы. 

2. Гипербола ( 1 )  лежит в вертикальных углах, обра
зованных прямыми у = ±�х и содержащих точки 
оси Ож (рис. lб) . 

41111 Из неравенства 

х2 у2 
а2 > Ь2 

вытекает, что если точка М(х, у) лежит на гипер
боле ( 1 ) ,  то 

ь IYI < - lxl. � а 
Таким образом, гипербола состоит из двух ча

стей - ветвей гиперболы, левой и правой. 
Прямые 

� + !L = o и � - !L = o  а Ь а Ь 
называются асимптотами гиперболы. 

3. На гиперболе лежат точки, сколь угодно далекие 
от начала координат 0(0, О) . 

-а а х 

Pиc. J S  

Рис. 16 

41111 Пусть, например, точка М(х, у) лежит на гиnерболе (1) и IYI = n, где n - nроиз
вольное nоложительное число (рис. 17). Тогда 
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U а а /х/ = ау 1 + Ь2 > Ь /у/ = Ь n 

и 
. 1 2 2 lx l + /у/ а + Ь у х + У ;;;: 2 > n 2ь . .... j 

Возьмем в первой четверти две точки: точку гиперболы О ( 1) и точку ее асимптоты � - * = О с одинаковой абсциссой 
х > а -

соответственно - и вычислим расстояние между ними. Имеем 

d(M, N) = � (х - J х2 - а2 ) . 
Умножив и разделив полученное выражение на сумму х + 
v х2 - а2 и перейдя затем к пределу при х --+ +оо, получим 

аЬ 
d(M, N) = --+ О. x + vx2 - a2 

Тем самым, установлен следующий факт. 

у 

----

j 

4. Если текущая точка асимптоты неограниченно удаляется /Ь 
от начала координат, т. е. lxl _, +оо, то на гиперболе мож-
но указать соответствующую ей точку так, чтобы расстояние 
между ними стремилось к нулю (рис. 1 8). 

Верно и обратное. 

5. Если текущая точка М(х, у) гиперболы 
неограниченно удаляется от точки 0(0, О) , 
т. е. х2 + у2 --+ оо, то ее расстояние до одной 
из прямых 

у 

М(х, у) 

n a + b Х 
2 Ь  

Рис. 1 7  

у 

Рис. 1 8  

/ 
/' 

х 

.... --· 

· · ;/((хо, У о) ".. : х у � + Ь = О, 
х у - - - = 0 а Ь //i/ 

стремится к нулю. 
6. Оси канонической координатной систе
мы являются осями симметрии гиперболы, 
а начало координат - ее центром симме
трии (рис. 1 9) .  

Координатные оси канонической сие- Рис. 19 

темы - едИнственные оси симметрии гиперболы. 
Положим с =  Ja2 + Ь2 • Ясно, что с > О .  Точки (-с, О) и (с, О) называются 

фокусами гиперболы; 2с - фокусное расстояние. 

7. Гипербола есть множество точек, абсолютная величина разности расстояний от ко
торых до двух данных точек (фокусов гиперболы) постоянна (равна заданному числу) . 
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� Доказательство этого свойства проводится так же, как и доказательство свойства 4 
эллипса. Покажем, например, что каждая точка гиперболы обладает указанным свой
ством. Если М(х, у) - точка гиперболы ( 1 ) ,  то расстояния от нее до фокусов соответ
ственно равны 

Рл = J<x + с)2 + у2 = !а + �  x j , 
Pn = J<x - с)2 + у2 = !а - � х \ 

(рис. 20). Так как � > 1 ,  то 

{ с а + - х, 
а Рл = с -а - � х, 

если х ;?: а, 

если х � -а, 

{ -а + � х, 

Рп = с а - - х, а 
Отсюда нетрудно вычислить, что 

и ,  значит, 

Число 

{ 2а, Рл - Рп = 
-2а, 

если х ;?:  а, 
если х � -а, 

\ IРл - Рп 1 = 2а. ! •  

если х ;?:  а, 

если х � -а. 

называется эксцентриситетом гиперболы (1) .  Ясно, что е >  1 .  Прямые 

1 х + ; = о, х - ; = о 1 
называются директрисами гиперболы (рис. 2 1  ) . У каждой гиперболыдведиректрисы 
левая и правая. 

у 

Рис. 20 Рис. 2 1  

Практически так же, как и для эллипса, доказывается следующий факт. 
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8. Гипербола есть множество точек, отношение расстояний от которых до данной 
точки (фокуса гиперболы) и до данной прямой (одноименной с фокусом директрисы) 
постоянно (равно эксцентриситету гиперболы) (рис. 22) . 

Гипербола 

(2) 

называется сопряженной гиперболе ( 1) .  Взаимное расположение гипербол ( 1 )  и (2) 
указано на рис. 23. 

у у 

о 

Рис. 22 Рис. 23 

§ 5 . Парабола 
Параболой называется кривая, уравнение которой в неко
торой прямоугольной декартовой системе координат Оху 
имеет вид 

( 1 )  
где р > О (рис. 24) . j 

у 

Система координат Оху , в которой уравнение парабо- --0-:-+..-.-----
лы имеет вид ( 1 ) ,  называется канонической (для данной па
раболы); уравнение ( 1 )  называется каноническим уравнением 
параболы. 

Свойства параболы 
1 .  Все точки параболы лежат в правой полуплоскости: х ;;::: О Рис. 24 
(рис. 25). Точка 0(0, О) лежит на параболе и называется ее вершиной. 

2. На параболе лежат точки, сколь угодно далеко расположенные от начала координат 
0(0, 0) . 
3. Ось абсцисс канонической координатной системы является (единственной) осью 
симметрии параболы (рис. 26). 

Ось симметрии параболы называется осью параболы. Число р называется фо
кальным параметром параболы; точка ( j ,  о) - фокус параболы; прямая х = - j  -

директриса параболы. 
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у 

j 

о 

Рис. 25 Рис. 26 

j х 

! ! 

у 

Рис. 27 

4. Парабола есть множество точек, равноудаленных от данной точки (фокуса парабо
лы) и от данной прямой (директрисы параболы) (рис. 27) . 

� Пусть точка М(х, у) лежит на nараболе ( 1 ) .  Вычислим расстояния от нее до фокуса 
(� . о) -

- и  до директрисы х = -� -

Заменяя у2 его выражением 2рх , легко убеждаемся в том, что 

Верно и обратное. Если для некоторой точки М(х, у) расстояния от нее до точки 
(� . о) и до прямой х = - } равны -

то, возводя в квадрат, после простых преобразований получаем, что эта точка лежит 
на параболе: 

у2 = 2рх. liJo. 

§ 6 . Оптическое свойство кривых второго порядка 
6.1 . Касательные к эллипсу и гиперболе 
Если кривая задана уравнением 

у = /(х), 
то уравнение касательной к ней, nроходящей через точку (хо, Уо) , где Уо = f(xo) ,  
можно заnисать в следующем виде 

У - Уо = /(хо)(х - хо) . ( 1 )  
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Пусть Мо(хо, Уо) - точка эллипса 

х2 у2 
а2 + Ь2 = l .  

______________ 57 

Предположимдля определенности, чтоточка М0 лежит в первой четверти, т. е .  хо > О, 
у0 > О .  Тогда часть эллипса, лежащую в первой четверти, можно описать уравнением 

� у =  ьу 1 - ;J• 

Пользуясь формулой ( 1), получаем уравнение касательной к эллипсу в точке М0 
х0Ь 

а так как точка (х0 , у0) лежит на эллипсе, то 

и ,  значит, 

г;i Уо = ьу 1 - -;;,2 • 

хоЬ2 
у - уо = - - (х - хо) . а2уо 

Полученное соотношение после несложных пре
образований можно записать так: 

ххо УУо (х� yJ ) 
7 + Ь2 - а2 + Ь2 = О. 

Отсюда с учетом тождества 

х2 у2 
_2, + � = 1 а2 Ь2 

приходим к уравнению 

ххо УУо - + - = 1 а2 Ь2 

у 

Рис. 28 

(рис. 28). Полученное соотношение является уравнением касательной к эллипсу, про
ходящей через его точку (х0, у0) , и в общем случаt1 ее произвольнога расположения, 
т. е. при любых знаках хо и Уо · 

УравненИе касательной к гиперболе выводится аналогично и имеет следующий вид 

I 7 - W = 1 · 1 
Подчеркнем, что точка (хо, Уо) лежит на гиперболе. 
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6.2. Касательные к параболе 
Если кривая задана уравнением 

х = g(y) , 
то уравнение касательной к ней, проходящей через точку (х0 , у0) ,  где хо = g(yo) , 
можно записать в следующем виде 

х - Хо = g'(yo) (у - Уо) . ( 1 )  
Пусть М0 ( х0, у0) - точка параболы. Пользуясь формулой ( J ) , полу'-шем уравнение 

касательной к параболе 

или 

У о х - Хо = - (у - Уо), р 
УУо - yg + рхо - рх = О. 

Отсюда в силу равенства у� = 2рх0 приходим к уравнению касательной вида 

\ УУо = р(х + xo) . j 
Замечание. Сопоставляя канонические уравнения эллиnса, гиперболы и параболы с уравнениями 
касательных к этим кривым, нетруднозаметить, чтодля получения последних не требуется специальных 
вычислений. В самом деле, заменяя у

2 на уу0 , а х2 на ххо (в случае параболы 2х нужно заменить 
на х + хо) ,  nриходим к уравнению соответствующей касательной. Еще раз отметим, что сказанное 
справедливо лишь в том случае, когда точка (хо, Уо) лежит на кривой. 

6.3. Оптическое свойство эллипса 
Пусть М0 - произвольная точка эллипса 

х2 у2 
а2 + Ь2 = l . 

Как уже отмечалось, расстояния от нее до фокусов Fл и Fn - фокальные радиусы -
равны соответственно 

Рл = Jexo + aJ, р11 = Jexo - aJ .  
Проведем через точку М0 касательную к эллипсу, 

ххо УУо 
� + Ь2 = 1 , 

и вычислим,  на каком расстоянии от этой касательной лежат фокусы Fл( - с, О) и 
Fn(c, О) (напомним, что для этого следует воспользоваться формулой ( 10) из § li . l ) . 
Имеем соответственно 

hл = /t / с�о + 1 1  ' hn = /t 1 с�о - 1 1  ' 
где 

/t = --;:.== 

- нормирующий множитель (рис. 29) . 
Нетрудно проверить, что 

� 
EiJ 
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В самом деле, 

hл fl ��  + 1 1 
Рл = J exo + ai = а 

J exo + aJ fl 
= J exo + aJ а 

hп /l ��  - l l 
Рп = lexo - al 

Обратившись к рис. 29, заметим, что вычислен
ные отношения равны синусам углов, образованных 
касательной и фокальными радиусами точки касания. 
Из того, что синусы этих углов равны, вытекает равен
ство и самих углов. Тем самым доказано оптическое 

/l = -

а 

свойство эллипса: касательная к эллипсу образует рав- х 
ные ·углы с фокальными радиусами точки касания. 

Это свойство называется оптическим по следую
шей причине: если поместить в один из фокусов элли-
пса с зеркальной «Поверхностью» точечный источник Рис. 29 
света, то все лучи после отражения от <<поверхности» эллипса сойдутся в другом его 
фокусе (рис. 30) . 

х 

Рис. ЗО Рис. 3 1  Рис. 32 

6.4. Оптическое свойство гиперболы 
Устанавливается аналогичными выкладками и заключается в следующем. 

Если поместить в один из фокусов гиперболы точечный источник света, то каждый 
луч nосле отражения от зеркальной <<nоверхности>) гиnерболы видится исходящим 
из другого фокуса (рис. 3 1) . 
6.5. Оптическое свойство параболы 
Если в фокус параболы помещен точечный источник света, то все лучи, отраженные 
от зеркальной <<поверхности>) параболы, будут наnравлены параллельна оси параболы 
(рис. 32) . 
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§ 7. Классификация кривых второго порядка 
7.1 . Многочлены второй степени на плоскости 

Теорема. Пусть на плоскости введена прямоугольная декартова система координат Оху 
и пусть 

f(x ,  у) = ах2 + 2Ьху + су2 + 2dx + 2еу + g (а2 + Ь2 + с2 > О) ( 1) 

- многочлен второй степени от переменных х и у. 
Тогда на плоскости можно построить прямоугольную декартову систему координат 

О' ХУ так, что после замены переменных х и у на переменные Х и У исходный многочлен 
f(x, у) приведется к многочлену F(X, У) одного из следующих трех видов: 

1.  АХ2 + ВУ2 + С, А · В :j:. О; 

1 1 .  ВУ2 + 2DX, В · D :j:. О; 
III. ВУ2 + Е, В :f. О. 

� 1 ·й шаг. Поворотом координатных осей на подходя
щим образом выбранный угол всегда можно добиться то
го, чтобы коэффициент при произведении разноименных 
координат обратился в нуль. 

Пусть Ь :f. О (при Ь = О  этот шаг не нужен). Повернем 
оси координат вокругточки О. Эта операция описывается 
следующими формулами 

1 1 • х = х cos rp - у sш rp, (2) 

у' "' 
\ 

\ 

j' 

у 

х 

При этом 
(рис. 33) .  

у = х' sin rp + у' cos rp. 
Рис. 33 

координатные оси исходной системы Оху поворачиваются на угол rp 
Заменим переменвые х и у в формуле ( 1 )  их выражениями (2) через х' и у' и вы

числим коэффициент 2Ь' при произведении х' у' . Он равен 

2 (  -а sin rp cos rp + b(cos2 rp - sin2 rp) + с sin rp cos rp) = (с - а) sin 2rp + 2Ь cos 2rp 
и обращается в нуль, если а - с ctg 2rp = 2ь· 
Так как полученное уравнение разрешимо относительно rp , то указанным преобразо
ванием всегда можно добиться обращения в нуль нужного коэффициента. 

Приступая ко второму этапу преобразования, будем считать, что исходный много
член f(x, у) уже имеет вид 

f(x, у) = ах2 + су2 + 2dx + 2еу + g, 
где а2 + с2 > О . Для определенности положим с :f. О (это не ограничивает общности 
наших рассуждений, так как заменой х и у в случае необходимости этого всегда можно 
добиться) .  
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2·й шаг. Переносом начала координат можно 
достичь дальнейшего упрощения вида многочле
на f(x, у) . Эта операция описывается следую
щими формулами: 

Х = х + а, 
у = у + {3; (3) 

координатные оси новой системы О' ХУ полу
чаются из координатных осей исходной системы 
Оху параллельным переносом в точку (-а, -{3) 
(рис. 34). 

Укажем конкретные значения а и {3 .  Воз
можны три случая 

1. а i= О ,  с i= О. Тогда, лолагая 
d е 

а = -, {3 = - , 

получаем 
а с 

1 F(X, У) = АХ2 + ВУ2 + С, 1 
d2 е2 

где А =  а, В =  с, С =  g - а - ё · 
11. а = О ,  d i= О. Тогда, полагая 

получаем, что 

е 
{3 = - , с 

1 F(X, У) = ВУ2 + 2DX, 1 
где В = с, D = d. 

111. а = d = О .  Тогда, полагая 

получаем, что 

е2 
где В = с, Е = g - 7 . .,.. 

а = О, 
е 

{3 = :: ·  

1 F(X, У) = ВУ2 + Е, 1 

7.2. Канонические уравнения кривых второго порядка 

Рис. 34 

Если многочлен второй степени F(X, У) приравнять к нулю, то получим уравнение 
линии второго порядка , 

1 F(X, У) = 0. , 
Рассмотрим каждый из трех полученных выше случаев 1, 11, 111 отдельно. 
1 . АХ2 + ВУ2 + С =  О, А ·  В i= О .  
3 .  А · В  > О. Домножением обеих частей уравнения на - 1  и заменой Х на У ,  а У 

на Х (в случае необходимости) всегда можно добиться того, чтобы В �  А >  О .  
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1 .  С <  О .  Полагая 

получим эллипс -

2. С > О .  Полагая 

получим 

2 с 
а == - -, 

А 
2 с 

ь = - 
в '  

х2 у2 

-;;} + Ь2 == 1 ,  а � Ь > О. 

2 
а = -, 

А 
с 2 с 

Ь = 
В ' 

(мнимый эллиnс)2> . На действительной плоскости нет н и  одной точки (Х, У) ,  коорди
наты которой обращали бы это уравнение в тождество. 

3. С = О. Полагая 

получим 

2 1 
Ь = 

В '  

х2 у2 
-;;} 

+ 
Ь2 == О, а � Ь > О. 

Точка (0, О) является единственной точкой пЛоскости, координаты которой удовле
творяют этому уравнению; точку (0, О) можно мыслить как действительную точку 
пересечения двух мнимых пересекающихся прямых3) . 

Г. А ·  В < 0; Домноженнем обеих частей уравнения из п . l на - 1  и заменой Х на У , 
а У на Х (в случае необходимости) всегда можно добиться того, чтобы А >  О, В <  О, 
с � о . 

1 .  С <  О .  Полагая 

получим гиперболу -

2. С =  О .  Полагая 

получим 

2 
а = - -, 

А 
с 

1 х2
-

у2 
= J 1 . а2 Ь2 , а > О, Ь > О. 

2 
а = А ' ь2 = _ _!_ 

в ' 

- пару пересекающихся прямых: .--, �-a-_-f_=_O_, -�-+-�-=-0__....,. , 
2) Название можно объяснить некоторым сходством этого уравнения с уравнением эллипса. 
3) Название можно объяснить некоторым сходством этого уравнения с уравнением пары пересекающихся 

прямых. 
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1 1 . ВУ2 + 2DX = О, В ·  D i- О .  
Всегда можно добиться того, чтобы В · D < О (заменив, в случае необходимости, 

Х на -Х ) . Полагая 

получим параболу 

111. ВУ2 + Е = О , В i- О .  
Можно считать, что В > О .  
1 .  Е <  О .  Полагая 

получим 

- пару параллельных прямых. 
2. Е >  О. Полагая 

получим 

D р = -
В

> О ,  

2 с = - -
в ' 
Е 

1 у2 - с2 = О, с > О \ 

2 Е 
с = - ,  

в 

1 У2 + с2 = О, с > о. \ 
На действительной плоскости нет ни одной точки, координаты которой обращали бы 
это уравнение (пары мнимых параллельных прямых)4> в тождество. 

3. Е = О. Тогда 

- пара совпадающих прямых. 

Чтобы определить тип кривой второго порядка, не обязательно проводить все ука
занные выше преобразования. Достаточно вычислить знаки некоторых выражений, 
составленных из коэффициентов уравнения. 

Пусть 
\ ах2 + 2Ьху + су2 + 2dx + 2еу + g = О \ 

- уравнение линии второго порядка. Введем следующие обозначения 

D = 1 а Ь 1 ь с ' 

ь 
с 
е 

Числа D и !:!. не зависят от выбора системы координат на плоскости и называются 
инвариантами. Из приводимой таблицы видно, какому сочетанию знаков определи
телей D и !:!. соответствует та или иная линия второго порядка. 

Задача. Убедитесь в том, что D и LJ. при рассмотренных преобразованиях системы координат действи
тельно остаются неизменными. 

4) Название можно объяснить некоторым сходством этого уравнения с уравнением nары nараллельных 
nrн:rмых. 
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D Название Вид 

- Эллипс -ф 
+ + Мнимый эллиле 

о Пара мнимых пересекающихся прямых + 
# 0  Гиnербола 1-� -

о Пара пересекающихся прямых * 
# 0  Парабола -f-

о Пара nараллельных прямых $ 
о Пара мнимых nараллельных прямых 

Пара совnадающих прямых +-
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§ 8. Поверхности второго порядка 
Пусть в пространстве задана прямоугольная декар
това система координат Oxyz . Множество точек 
пространства, координаты х , у и z которых удо
влетворяют равенству 

j F(x, y, z) = 0 , 1 
назьшается поверхностью; равенство ( *) называется 
уравнение.,., этой поверхности. 

Пример. 
х2 + у2 + z2 - а2 = О (а > О) 

- уравнение сферы радиуса а с центром в точке (0, О, О) 
(рис. 35). 11> 
Рассмотрим многочлен второй степени от трех 

персменных х, у и z 

F(x, у, z) = а1 1х2 + 2а12ХУ + 2a13xz + а22у2 + 

z 

Рис. 35 

+ 2а2зУZ + аззz2 + 2а14Х + 2а24У + аз4z + а44 = О, 
2 2 2 2 2 2 а\ 1 + а\ 2 + аlз + а22 + а23 + азз > О. 

Уравнение 
1 F(x, у, z) = О 1 

будем называть уравнением поверхности второго порядка. 

у 

Исследование общего уравнения поверхностей второго порядка оказывается зна
чительно более сложным, чем исследование общего уравнения кривых второго поряд
ка, требует разработки соответствующего математического аппарата и будет проведено 
в конце главы Vl. 

В оставшихся параграфах этой главы мы сначала остановимся на изучении геоме
трических свойств некоторых важных классов общих поверхностей; затем используем 
их для рассмотрения канонических уравнений основных поверхностей второго поряд
ка и исследования структуры этих nоверхностей. 

§ 9 . Некоторые классы поверхностей 

9.1 .  Поверхности вращения 
Рассмотрим на плоскости Oxz кривую 1, заданную уравнением 

z = f(x) , х � О 
(рис. 36). При вращении кривой 1 вокруг оси Oz она будет заметать некоторую 
поверхность, называемую поверхностью вращеиия (рис. 37). Найдем уравнение этой 
поверхности , т. е. равенство, которому должны удовлетворять координаты точек nо
строенной поверхности и только они. 

3 Зак. 750 
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z 

k 

х 

Рис. 36 

Пусть Мо(хо , z0) - произвольная точка 
кривой 'У .  При вращении кривой 'У вокруг 
оси Oz точка Мо будет описывать окруж
ность, радиус которой равен ее абсциссе х0 
(рис. 3 8) . Уравнение этой окружности имеет 
вид 

х2 + у2 = х5 .  
Тем самым, координаты х , у и zo любой точ
ки М этой окружности связаны следующим 
равенством 

zo = f ( V х2 + У2) • 
В силу произвольности выбора точки Мо на кри
вой 'У искомое уравнение полученной поверхности 
вращения имеет вид 

9.2. Цилиндрические поверхности 
Через каждую точку некоторой заданной кри

вой 'У nроведем прямую l параллельно заданной 
nрямой 10 . Множество точек, лежащих на так 
построенных прямых, назовем цилиндрической по
верхностью (рис. 39); кривая 'У называется напра
вляющей цилиндрической поверхности, а прямая 
l - ее образующей. Найдем уравнение, оnисываю
щее цилиндрическую nоверхность. 

z 

Рис. 37 

z 

Рис. 38 

Возьмем произвольную точку О и nроведем Рис. 39 
через нее nлоскость П ,  перпендикулярную обра-

у 

х 

зующей l .  Построим в пространстве прямоугольную координатную систему Oxyz , 
взяв за ось Oz прямую, nерпендикулярную плоскости П. Тогда плоскость П будет 
координатной плоскостью Оху (рис. 40) . Плоскость П nересекает цилиндрическую 
поверхность по направляющей "/О · 

Пусть 
F(x, у) = О 
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- уравнение этой направляющей. Убедимся в том, что последнее соотношение можно 
считать уравнением искомой цилиндрической поверхности. 
� В  самом деле, пусть (х, у, z) - точка цилиндрической поверхности (рис. 4 1) .  Тогда 
точка (х, у, О) лежит на "/о и, значит, удовлетворяет уравнению 

F(x, у) = О. 

Но координаты точки (х , у, z) также обращают это уравнение в тождество. Последнее 
обстоятельство и позволяет считать соотношение 

1 F(x, у) =  О 1 
искомым уравнением . ..,. 

Рис. 40 

Пример. Введем в пространстве прямоугольные декартовы коорди
наты Oxyz. Соотношение 

является уравнением ципиндрической поверхности (эллиптического 
цилиндра) (рис. 42) . .,. ·\1: + ,L 

Замечание. Уравнение 

F(y, z) = О 

описывает цилиндрическую поверхность с образующей, параллель
ной координатной оси Ох , а уравнение 

F(i, z) = O  

- цилиндрическую поверхность с образующей, параллельной 
оси Оу . 

9.3. Конические поверхности 

Рис. 4 1  

х 

Рис. 42 

Пусть 'У - произвольная кривая и О - точка вне се. Через каждую точку кривой 'У 
и точку О проведем прямую l .  Множество точек, лежаших на построенных таким 
образом прямых, называется конической поверхностью (рис. 43) ; кривая 'У - направля
ющая конической поверхности, l - ее образующая, точка О - вершипа. 

Рассмотрим функцию 
F(x, у, z) 

персменных х, у и z .  Функция F(x, у, z) называется однородной фупкцией степени q ,  
если для любого t > О выполняется равенство 

j F(tx, ty, tz) = t9 F(x, у, z) . l 
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0(0, О, О) 

о 
Рис. 43 Рис. 44 

Покажем, что есл и  F(x, у, z) - однородная функция, то 

1 F(x, у, z ) = О j 
является уравнением конической поверхности. 

� В самом деле, пусть 
F(xo , уо, zo) == О, 

z 

х 

Рис. 45 

т. е. точка Мо(хо , у0, zo) лежит на этой поверхности. Будем считать, что хб+у�+z� > О . 
Проведем через эту точку и точку 0(0, О, О) (считая, что F(O, О, О) = О) nрямую l 
(рис. 44) . Ее лараметрические уравнения имеют вид 

х == txo ,  у = tyo, z = tzo. 
Подставляя полученные выражения для х ,  у и z в функцию F(x, у, z) , видим, что 

F(x, у, z) = F(txo , tyo ,  tzo) = tq F(xo , Уо,  zo) = О. 

Это означает, что вся прямая l лежит на поверхности, оnределяемой уравнением 

F(x, у, z) = О, 
которое, следовательно, и описывает коническую nоверхность . ..,.. 

Пример. Функция 
х2 у2 z2 

F(:r:, y, z) = 2 + -Ь2 - 2 а с 
является однородной функцией второй стеnени: 

(t:r:)2 (ty)2 (tz)2 ( х2 у2 z1 )  
F(t:r:, ty, tz) ""  -2- + -Ь2 - -2- = t2 2 + 2 - 2 = t2F(x, у, z). 

а с а Ь с 

Значит, 

х2 у2 z2 ;;I + ьr - � = o 
- уравнение конической nоверхности (конуса второго порядка) (рис. 45). � 
Воспользуемся теnерь полученными выше результатами для исследования геоме

трической формы поверхностей второго порядка. 
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§ 1 0. Эллипсоид. Гиперболоиды.  Параболоиды. 
Цилиндры и конус второго порядка 

1 0. 1 .  Эллипсоид 
Эллипсоидом называется поверхность, уравнение которой в некоторой прямоугольной 
декартовой системе координат Oxyz имеет вид 

х2 у2 z2 
2 + Ьl + 2 = l ,  а с 

где а � Ь � с > О .  Для того, чтобы выяснить, как выглядит эллипсоид, поступим 
следующим образом. Возьмем на плоскости Oxz эллипс 

х2 zl 
- + - = 1 а2 с2 

и будем вращать его вокруг оси Oz (рис. 46). 

z z 

Рис. 46 
Полученная поверхность 

- эллипсоид вращения - уже дает представление о том, как устроен эллипсоид общего ви
да. Чтобы получить его уравнение, достаточно равномерно сжатьэллипсоид вращения 
вдоль оси Оу с коэффициентом � � 1 ,  т. с. заменить в его уравнении у на �у5) . 
10.2. Гиnерболоиды 
Вращая гиперболу х2 z2 

- - - = l а2 с2 
вокруг оси Oz (рис. 47) , получим поверхность, называемую однополостным гиперболо
идом вращения. Его уравнение имеет вид 

,-----------, х2 + у2 z2 -- - - = 1 а2 с2 
получается тем же способом, что и в случае эллипсоида вращения. 

5) Эллиnсоид врашения (*) можно получитьравномерным сжатием сферы х2 + у2 + z2 = а2 вдоль оси Oz 
с коэффициентом � ,::; 1. 
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z 

х х 

Рис. 47 

Путем равномерного сжатия этой поверхности вдоль оси Оу с коэффициентом 
* � 1 получим однополостный гиперболоид общего вида. Ero уравнение 

х2 у2 z2 
- + - - - = ]  а2 ьz с2 

rюлучается тем же способом, что и в разобранном выше случае эллипсоида. 
Путем вращения вокруг оси Oz сопряженной гиперболы 

х2 zz 
.;._ - - = - 1 а2 с2 

получим двуполостный гиперболоид вращения (рис . 48) . Его уравнение 1 х2; у2 - � = - 1 . 1 
z z 

х 

Рис. 48 

Путем равномерного сжатия этой поверхности вдоль оси Оу с коэффициентом 
* � 1 nриходим к двуполостному гиперболоиду общего вида. Заменой у на �У получаем 
его уравнение 
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1 0.3. Эллиптический параболоид 
Вращая параболу 

:.с2 = 2pz 
вокруг оси Oz (рис. 49) , получаем параболоид вращения. Его уравнение имеет вид 

l x2 + y2 = 2pz. j  

z z 

х 

х 

Рис. 49 Рис. 50 

Путем сжатия параболоида вращения вдоль оси Оу с коэффициентом j'i � 

получаем эллиптический параболоид. Его уравнение 

:.с2 yl 
- + - = 2z 
р q 

nолучается из уравнения параболоида вращения 
:.с2 + у2 
--- = 2z 

р 

путем замены у на Jf-z у .  , � 
Если р < О ,  то получаем параболоид вида, указанноГо на рис. 50. 

1 0.4. Гиперболический параболоид 
Гиперболическим параболоидом называется nоверхность, уравнение которой в некото
рой прямоугольной декартовой системе координат О :.су z имеет вид 

:.с2 у2 
- - - = 2z 
р q ' 

где р > О ,  q > О. Вид этой поверхности определим, применив так называемый ме
тод сечений, который заключается в следующем: параллельна координатным плоско
стям nроводятся плоскости, перссекающие исследуемую поверхность, и по изменению 
конфигурации возникающих в результате плоских кривых делается вывод о структуре 
самой поверхности. 

Начнем с сечений плоскостями z = h = const , параллельными координатной 
· плоскости Оху. При h > О  nолучаем гиперболы 

х2 у2 ----=- = 1 ,  
( V2ph) 2 ( yТqh) 2 
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nри h < О - соnряженные гиnерболы 
х2 

а nри h = О - пару nересекающихся nрямых 
х2 у2 -- - -- = 0. ( у'р)2 ( yq)2 

Заметим, что эти прямые являются асимптотами для всех гипербол (т. е. при любом 
h i= 0) .  Спроектируем получаемые кривые на плоскость Оху.  Получим следующую 
картину (рис. 5 1) .  Уже это рассмотрение позволяет сделать заключение о седлообраз
ном строении рассматриваемой поверхности (рис. 52) . 

Рис. 5 1  

Рассмотрим теперь сечения плоскостями 
у =  h. 

z 

Рис. 52 

Заменяя в уравнении поверхности у на h ,  получаем уравнения парабол 

х2 = 2р (z + �) 
2pq 

(рис. 53). 
Аналогичная картина возникает при рассечении заданной поверхности плоско

стями 
X = h. 

В этом случае также получаются параболы 

у2 = -2q (z - �) , 
2pq 

ветви которых направлены вниз (а не вверх, как для сечения плоскостями у = h) 
(рис. 54). 

Используя последние два типа сечений, приходим к заключению, что гиперболи
ческий параболоид можно получить путем параллельного переноса параболы х2 = 2pz 
вдоль параболы у2 = -2qz , или наоборот (рис. 55) . 
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z 

Рис. 53 Рис. 54 Рис. 55 

Замечание. Методом сечений можно разобраться в строении и всех ранее рассмотренных поверхностей 
второго порядка. Однако путем вращения кривых второго порядка 11 последующего равномерного 
сжатия к пониманию их структуры можно nрийти nроще и зна•щтельно быстрее. 

Оставшиеся поверхности второго порядка по существу 
уже рассмотрены ранее. Это цилиндры: 

эллиптический 

гиперболический 

и параболический 

и конус второго порядка 

х2 у2 
а2 + 

Ь2 = 1 (рис. 56) , 

х2 у2 
а2 - Ь2 = 1 (рис. 57) 

у2 = 2рх (рис. 58) 

z 

Рис. 56 

nредставление о котором можно получить либо путем вращения пары пересекающихся 
прямых 

х2 z2 
- - - = 0 
а2 с2 

вокруг оси Oz и последующего сжатия, либо методом сечений. Конечно, в обоих 
случаях получим, что исследуемая nоверхность имеет вид, указанный на рис. 59. 

z z z 

х х 

Рис. 57 Рис. 58 Рис. 59 
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. Упражнения 
2 2 

1 .  Дана гипербола т - � = 1 .  Задание: 
а) вычислите координаты фокусов; 
б) вычислите эксцентриситет; 
в) напишите уравнения асимптот и директрис; 
г) напишите уравнение соnряженной гиперболы и ВЬJчИс:Лите ее эксцентриситет. 
2. Составьте каноническое уравнение nараболы, если расстояние от фокуса до вершины 

равно З. 
3. Напишите уравнение касательной к эллипсу t + � = 1 в его точке М(4, З) . 
4. Определите вид и расположение кривой, заданной уравнением: 

а) х2 + 2у + 4х - 4у = О; 

б) бху + 8у2 - 12х - 26у + 1 1  = О; 

в) х2 - 4ху + 4у2 + 4х - Зу - 7 = О; 

г) ху + х + у  = О; 

д) х2 - Sxy + 4у2 + х + 2у - 2 = О; 

е) 4х2 - l 2xy + 9у2 - 2х + Зу - 2 = О. 

Ответы 
1 .  а) Fл(-5, 0) ,  Fл(S, O) ; б) е = � ; в) у =  ±1х ,  х = ±� ; г) � - � =  - 1 ,  е = � - 2. у2 = l2x .  
3. Зх  + 4у - 24  = О.  4 .  а )  эллипс �2 + к; =  1 ,  центр 0'(-2, 1 ) ,  большая ось О'Х параллельна 

) х2 у2 '( оси Ох; б гипербола т - 9 = 1 ,  центр О - \ ,  2) , угловой коэффициент вещественной 
оси О' Х равен З; в) парабола У2 = 7sx, вершина 0'(3, 2) , вектор оси О' Х ,  направленный 
в сторону вогнутости параболы, равен { -2, - 1} ;  г) гипербола с центром О'( - 1 ,  1 ) ,  асимnтоты 
параллельны осям координат; д) пара пересекающихся nрямых х - у - 1 = О , х - 4у + 2 = О ; 
е) пара параллельных прямых 2х - Зу + 1 = О, 2х - Зу - 2 = О . 

1 . 
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МАТРИЦЫ.  ОПРЕДЕЛИТЕЛИ . 
ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 

§ 1 . Матрицы 
1 . 1 .  Терминология и обозначения 
Матрицей А размера т х n называется набор т · n чисел - элементов матрицы 

o:ij · (i = 1, . . . , т; j = 1, . . .  , n) , 
�аписанных в виде прямоугольной таблицы 

или 

А = ( ��.: . . . ��� . . .  : :.: . . .  ��� ) 
O:mJ O:m2 • · • O:mn 

А = [ ��.: . . . ��� . . .  : .: .: . . .  ��� ] 
О: т 1 O:m2 • • • O:mn 

Символ O:ij читается так: <<альфа-и-жи•>. 
Набор 

O!i J ,  O:j2 , . . • , O:in (i = 1 ,  . . . , т) 
называется i -й строкой матрицы А: 

а набор 
a,j ,  0:2j, . . . , O:mj (j = 1 ,  . . . , n) 

называется j -м столбцом матрицы А: 

( 1 )  

Таким образом, данная матрица А имеет т строк и n столбцов, а элемент a;j распо
ложен в i-й строке и в j -м столбце матрицы А - в nозиции (i, j) (рис. l ) .  Числа i и j 
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определяют расположение элемента a;j в матрице А и являются как бы координатами 
этого элемента в прямоугольной таблице А. 

Если размер матрицы известен ,  то часто пишут j 
кратко 

1 А =  (a;j) · l 
Матрица размера 1 х n называется просто строкой, 
а матрица размера т х - столбцом. В случае т = n 
матрица 

назьшается квадратной матрицей порядка n. В част
ности, квадратной матрицей nервого порядка является 
одноэлементная матрица А = ( а1 1 ) . 

Набор элементов 

образует главную диагональ матрицы А.  

' 
' 

i 
. ::·. �:� 

Рис. 1 

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой, а квадратная 
матрица, на главной диагонали которой стоят единицы, а все остальные элементы 
равны нулю, 

1 = ( � . .  � . . .  · .· .· . . . � ) 
о о . . . 1 

(2) 

называется единичной. 'I'ШДЧеркнем, что для каждого размера т х n существует своя 
нулевая матрица, а для каждого числа n - своя единичная матрица порядка n.  

Множество всех матриц размера т х n часто обозначают через ffi.пxn . Введенное 
обозна•Iение требует дополнительных пояснений (для определенности мы ограничи
ваемся здесь рассмотрением только матриц, элементами которых являются веществен
ные числа) . Множество вещественных чисел принято обозначать через IR. Отсюда 
и символ �xn (множество матриц размера т х n, элементами которых являются 
комплексные числа, nринято обозначать так: Cmx .. , см. главу XXV). С учетом этого 
обозначения матрицу ( 1) можно заnисать так 

А =  (a;j) Е �х .. . 

Матрицы А =  (aij) и В =  (/З;j) называются равными, если они имеют одинаковый 
размер и их элементы, находящисся в одинаковых позициях, совпадают, т. с. 

и 

А Е �xn ,  В Е �х "  

a;j = {З;j (i = 1 ,  . . .  , т; j = 1 ,  . . .  , n) . 

Обозначение: А =  В .  
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1 .2. Операции над матрицами 
Сложение матриц 
Пусть А и В - матрицы одного размера: 

А =  (a;j) Е �xn , В = ({З;j) Е �xn · 
Суммой матриц А и В называется матрица С = ('Yij) Е �xn , элементы которой 
вычисляются по формуле 

j 'Yij = a;i + {З;j (i = 1 , . . . , m; j = J ,  . . . , n) . j (3) 

Обозначение: С = А +  В.  
Умножение матрицы н а  число 

Произведением матрицы А =  ((щ) Е �xn на число Л называется матрица В = ((З;j) Е 
�xn , элементы которой вычисляются по формуле 

1 fЗiJ = Л(щ (i = 1 ,  . . . , m; j = 1 ,  . . .  , n) . j (4) 
Обозначение: В = ЛА. 
Запишем эти операции подробнее: ( ��.1 . . .  : :  .. . . .  ��.� ) + ( �.1 � . . ... .. · . . . . ��� ) = ( .� � 1. � �1

·1· . . .
.

.
.

.
.
. . . . �.��. � ���. ) ' 

aml · · · amn fЗтl · · • fЗmn am l + fЗml · · · amn + fЗmn 

Л ( ��.� . . . : : :  . . .  �l·n· ) = ( ���.! . . . : : :  . . . �.���: ) . 

aml · · · amn Лaml · · · Лamn 

1 .3. Линейное пространство строк 
Рассмотрим введенные оnерации сложения и умножения. на число на множестве ма
триц размера 1 х n - n-мернЬIХ строках. 

Пусть 
а =  (а1 , . . .  , ап) Е IR1 xn . Ь = (fЗt , . . .  , fЗп) Е lR1 xn · 

Тогда, согласно формулам (3) и (4) , 

1 а +  Ь = (al + fЗt , . . .  , an + fЗп) 1 
и 

1 Ла = (Ла1 ,  • • •  , Лan) . j 

Правила (5) и (6) обладают легко проверяемыми свойствами 

а + Ь = Ь +  а, 

(а + Ь) + с =  а + (Ь + с), 

а + О  = О + а  = а, 

уравнение 
а + х = О 

однозначно разрешимо для лю
бой строки а 

Л(а + Ь) = Ла + ЛЬ, 

(Л + р.)а = Ла + р.а, 

Л(р.а) = (Лр.)а, 

1 · а =  а 

(5) 

(6) 

(7) 
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(здесь Л и J.t - произвольные числа; а ,  Ь, с и х - п-мерные строки\ О - нуле
вая п-мерная строка) и задают на множестве п-строк структуру линейного простран
ства 1 ) . 
Линейная зависимость 
Введем важное понятиелинейной зависимости. Пусть а 1 ,  • • •  , am - п-мерные строки. 
Строка Ь, определяемая равенством 

· 

(8) 
называется линейной комбинацией строк а 1 ,  • • •  , am с коэффициентами ..\ 1 ,  • • •  , Лт . 
Линейная комбинация (8) называется нетривиальной, если хотя бы одно из чисеЛ 
..\1 , • • • , Лт отлично от нуля, и тривиальной, если Л1 = . . .  = Лт = О  (ясно, что в nо
следнем случае Ь - нулевая строка) . Строки называются линейно зависимыми, если 
векоторая их нетривиальная линейная комбинация равна нулевой строке О .  Строки 
называются линейно независимыми, если нулевой строке равна только их тривиальная 
линейная комбинация. 

Покажем, что 

если строкилинейно зависимы, то одна из нихявляетсялинейной комбинацией остальных. 

о0111 Пусть строки а1 , • • •  , am линейно зависимы: найдутся числа ..\1 , • • •  , Лт , не все 
равные нулю и такие, что 

Пусть, наnример, Лт i= О. Перенесем все слагаемые,кроме последнего, из левой части 
формулы в правую, 

i �а� = -Л1 а1 - . . .  - -'m- .1 am- 1 .  

и ,  поделив обе части полученного равенства на  Лт i= О,  придем к тому, что строка ат 
является линейной комбинацией остальных строк -

Л1 Лт-1 
am = - - а ! - . . .  - -- am-1 · 

Лт Лт 

Верно и обратное: если одна из строк является линейной комбинацией остальных, 
например, 

am = /L i a 1  + . . .  + J.lm-1 am-1 . 

то существует нетривиальная линейная комбинация строк а 1 ,  • • •  , а711_ 1 ,  а111 

J.l 1a 1 + . . .  + JLm- 1 am- 1 + ( - l )am = О  

(коэффициент nри am равен - 1  i= 0) , равная нулевой строке. Значит, эти строки 
линейно зависимы. � 

Аналогичными свойствами обладает множеспю JR..r.x  1 т-мерных столбцов. 

J) Общее определение линейного пространства будет рассмотрено в главе V. 
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Правило сокращенного суммирования 
Сумму вида 

часто удобно записывать так 

(знак сокращенного суммирования принято обозначать прописной греческой бу
квой :Е - <<СИГМа>>) . 

1 .4. Умножение матриц 
Пусть А = (a;k) и В = (f3kj) - квадратные матрицы nорядка n. Произведением 
матрицы А на матрицу В называется матрица 

С =  ('Yij ) Е �xn ,  
элементы которой вычисляются п о  формуле 

/ 'i'ij = Щrf3rj + · · · + а;пfЗпj (i, j = 1 ,  . . . , n) . / 
Обозначение: С = АВ . 
Правило (9) можно проиллюстрировать следующей схемой j j 

. ( �.�� . . . . . . . . . ���� J ( fЗ1 1  � �:j � fЗ:п ) ( 71 1 : 'i'ln ) 
. 

1 1 �j� . . . . . . . . . ��� 1 
. 

� : � : = 1 'i'ij 1 . . .  � 

an! ann f3пl : f3пj : f3пп 'i'n! 'Упп 

(9) 

С использованием знака сокращенного суммирования формула (9) записывается так: 
n 

(' "(, 
'i'ij = 2: a;k{Зkj k=l 

(i, j = 1 ,  . . . , n) . 

Порядок матриц-сомножителей существен. 
Следующий пример показывает, что, вообще говоря, АВ f ВА. 
Пример 1. Пусть д = ( � 6 ) . В = ( � � ) . 
• Тогда 

АВ = О � ) . ВА = ( � � ) . ... 
Аналогичные примеры можно построить для матриц А и В любого nорядка. 
Пример 2. Пусть А - матрица третьего nорядка 

• Покажем, что умножение матрицы А на матрицу 

р23 = о � r ) 
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J · а 1з  + О · а23 + О · азз ) 
О · а 1 з  + О ·  а2з + 1 · азз = 

О · а 1 з  + l · а2з + О · азз 

Аналогично можно убедиться в том, что умножение матрицы д на матрицу Р2з 
справа меняет местами 2-й и 3-й столбцы. 

Пример 3. Для любой матрицы д выполняются равенства 
\ 1  . д = д . 1 = д, 1 

где 1 - единичная матрица. 
""' Пусть, например, д - матрица третьего nорядка 

Тогда 

д = 
( ��: ��� ��� ) . 

аз1 аз2 азз д · l = (��: ��� ��� ) · ( �  � �) = 
аз1 аз2 азз О О 1 

( al ! ' l + ai2 ' 0 + a ! з · O  a l l ' O + ai2 ' l + a!з · O  a i i · O + a i2 ' 0 + a !з · l ) 
= а21 · 1 + а22 · О +  а2з · О  а21 · О +  а22 · 1 + а23 · О  а2 1 · О +  а22 · О +  а23 · 1 = 

аз1 · 1 + аз2 · О +  азз · О  аз1 · О +  аз2 · 1 + азз · О  аз1 · О +  аз2 · О +  азз · 1 

= а2 1 а22 а2з = д. 
( a l l  а 12 а 1 з ) 

аз1  аз2 азз 
Справедливость равенства 

l · д = д  
проверяется аналогично . .,. 
Доказанные формулы ( 1 0) объясняют название матрицы 1 .  
Умножение матриц обладает следующими свойствами. 

Если д, В, С, D - квадратные матрицы ( п-го порядка), то 
А. (АВ)С = А(ВС), 
Б.  д(В + С) = АВ + АС, (В + C)D = BD + CD. 

<1111 Докажем, например, первую из формул Б. 

( 1 0) 

Ветрудно видеть, что все три матрицы АВ , АС и А(В + С) имеют одинаковый 
порядок n .  Вычисляя их элементы в позиции (i, j) , получаем соответственно 

Ясно, что 

n 

L: aik'Ykj, 
k==J 

n 

2: aik<rзkj + 1kj} 
k= J 

n n n 

(i, j = l , . . . , n) . 

2:: a;k(fЗkj + 'Ykj) = L a;kfJkj + 2:: a;k'Ykj ·  
k=J k=J k=J 

Требуемое равенство доказано. 
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Похожими рассуждениями доказываются и две другие формулы . ..,. 

Замечание. Операцию умножения можно оnределить и мя nрямоугольных матриц. 

Пусть даны матрицы А = (a;k) Е �xn и В = ({Зkj) Е � xl · Тогда элементы 'Yij 
матрицы С = АВ Е lRmxr вычисляl?тся по формуле 

n 
'Yij = L a;kfЗkj (i = 1 ,  . . .  , т; j = 1 ,  . . . , Z) .  ( 1 1) k=l 

Произведение двух прямоугольныхма- G EJ в 
триц существует не всегда: для того чтобы -
матрицу А можно было умножить на ма- - 4 х 6 • _ 6 х 5 = 4 х 5 
трицу В,  необходимо, чтобы число столб-
цов матрицы А совпадало с числом строк 
матрицы В (см. формулу (J 1 )  и рис. 2). 

Для прямоугольных матриц справед- Рис. 2 
ливы формулы ( 10) , А и Б (при. условии, разумеется, что соответствующие произ
ведения имеют смысл) . 

Лример. Найти произведение матрицы 

А =
(
! о 

на матрицу 

В = ( :  � � Л · 

.,. Прежде всего, проверяем, что число столбцов матрицы А (два) совпадает с числом строк матрицы В 
(две) . Значит, умножать матрицу А на матрицу В можно. 

Вычислим это произведение. Имеем 

АВ =
(
! о .  и � � n = 

( 9 · 1 + 5 · 1  9 · 0 + 5 · 9
. 

9 · 1 + 5 · 4  9 · 2 + 5 · 2 ) ( 14 45 29 28 ) 
= 1 . 1 + 9 .  1 1 . о +  9 .  9 1 . 1 + 9 .  4 1 .  2 + 9 .  2 = 10 8 1  37 20 . � 

8 . 1 + 6 .  1 8 . о +  6 .  9 8 . 1 + 6 .  4 8 . 2 + 6 . 2 14 54 32 28 

1 .5. О порядке суммирования 
Сумму Н всех элементов прямоугольной матрицы 

А = ( ��.: . . . .  ��� . . . : .' .. . . . ��� ) 
am l ат2 . . • amn 

можно вычислить двумя способами: 
1 -й способ. Найдем суммы элементов каждого столбца 

о • • ' 

и сложим полученные числа: 

т 

L ain i=l 
т т т n ( т ) 

Н =  t1 ail + t1 а;2 + . . . + t1 ain = � t1 aij 
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2-й способ. Найдем суммы элементов каждой с1роки 
n 

2: atj . 
j=l 

и сложим полученные числа: 

Отсюда вытекает, что 

1 .6. Трансnонирование матрицы 

Матрица 

называется транспонированной по отно
шению к матрице 

А = ( ��.: . . .  ���- . . : _' .. . . .  ��� ) 
aml am2 · · . amn 

Обозначение: А т . 

Пример. Транспонировав матрицу ( 1  2 3 4 )  А = 5 6 7 8 ' 
согласно определению, nолучим дТ � ( ! !) • 

Подчеркнем, что элемент матри
цы А т , находящийся в nозиции (j, i) , 
совnадает с элементом матрицы А ,  на-

о • • � 

8 

ходящимся в позиции (i,j ) .  При транс- Рис. 3 

2 

понировании строки матрицы А переходят в столбцы матрицы А т , а столбцы - в стро
ки. Таким образом,  если у матрицы А т строк и n столбцов. то у трансnонированной 
матрицы А т n строк и т столбцов. 
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Укажем некоторые свойства операции транспонирования: 

1 , (дТ)Т = д. 

2. (А + В)Т = дТ + Вт. 

3. {>.А) т =  >.А т. 
4. (АВ)т = Втдт. 

1 .7. Элементарные преобразования матрицы 

Пусть А и А - произвольные матрицы одинакового размера т х n .  Обозначим 
последовательные строки матрицы д через 

а1 , . . . , ak , . . .  , ar, . . .  , am 

соответственно. 
Будем говорить, что матрица А получена из матрицы д 
1 .  перестановкой двух строк, если а 1 ,  • • •  , а, , . . . , ak , . . . , am - последовательные 

строки матрицы А; 
2. умножепием строки на неравноенулю число /3 ,  если а 1 ,  • • •  , f3ak , . . . , а, , . . .  , am 

последовательные строки матрицы А; 
3. прибавлением к строке матрицы А другой ее строки, умноженной на число 'У ,  если 

а1 , • • •  , ak , . . .  , а, + 'Yak , . . .  , am - последовательные строки матрицы А . 
Замечание. Во всех трех типах преобразований отмеченные многоточием строки не претерпевают 
никаких изменений. 

Преобразования указанных трех типов называются элементарными преобразова
ниями строк матрицы А. Аналогично определяются элементарные иреобразования 
столбцов матрицы. 

Пример. Матрица 

( l о 9 ) о 6 l 
о l о 

получена из матрицы 

( l о 9 ) д =  о l о 
о 6 l 

перестановкой 2-й и 3-й строк, а матрица 

(� � � ) 6 о l 

получена из матрицы д перестановкой 1-ro и 2-ro столбцов. 
Если к 1-й строке матрицы д прибавить 3-ю, умноженную на -2 , то получим матрицу 

( � -li 6 ) . .... 
о 6 l 

Замечание. Нетрудно увидеть, что если матрица А получена из матрицы д элементарным прсобра
зованием строк любого из трех типов, то и матрицу д можно лолучить из матрицы А элементарным 
преобразованием строк, причем того же типа (либо вновь меняя местами k-ю и 1 -ю строки, либо 
умножая k-ю строку на lffJ , либо прибавляя к 1-й строке k-ю строку, умноженную на -"'(). 
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Основной процесс 
Опишем метод, который позволяет при помощи элементарных преобразований строк 
приводить про из вольную матрицу к матрице более простого вида. 

Пусть А = (с:щ) Е Жmxn - ненулевая матрица. 
1 -й war. То, что матрица А - ненулевая, означает, что в ней есть хотя бы один 

элемент, не равный нулю. Так как он расположен в какой-то строке, то в матрице 
А есть иенулевые строки. Выберем ту из них, в которой первый отличный от нуля 
элемент расположен в столбце с наименьшим номером k1 � 1 .  Применив к матрице А 
преобразование 1 -го типа, переставим эту строку на место первой строки. В результате 
этого преобразования матрица А переходит в матрицу 

( � . . : :  . . . .  � . .  _:;:: . . .  : . . . . .  _;� ) 
О · · • О amk1 • • • amn 

( 12) 

( 1 ) где a1k1 -1- О .  
Покажем теперь, как добиться того, чтобы все элементы k1 -го столбца матри

цы ( 1 2) ,  кроме первого его элемента а��� , оказались равными нулю. 
· Если к i-й строке матрицы ( 1 2) (i = 2, . . .  , m) прибавить первую строку, умно

жеиную на 
aik, 

- т  al k1 
(это преобразование 3-го типа) , то в результате получим матрицу, у которой элемент 
в позиции (i, k1) будет равен нулю. Проведя эту операцию с каждой из строк, содер
жащих неиулевые элементы в k1 -м столбце, приходим к матрице вида ( �. : . . . � . 

а

�
�' 
. .  : : : . ��� ) 

О . . . О О . . . amn 

Конец 1 -ro шага. 
В дальнейших преобразованиях первая строка не участвует. 
Возможны два случая: 

( 1 3) 

1 .  Все строки матрицы ( 13) , кроме первой, нулевые. В этом случае считаем процесс 
преобразований завершенным. 

2. У матрицы ( 1 3) есть иенулевые строки, кроме первой. 
2-й war. Выберем ту из них, в которой первый иенулевой элемент располагается 

в столбце с наименьшим номером, например, k2 (вследствие специального выбора 
строки на первом шаге и выполненных выше преобразований k1 < k2) . Применив 
к матрице ( 1 3) преобразование первого типа, переставим эту строку на место второй 
строки. Имеем ( О О а��� . . . а\� ) 

� . .  : : .· . . . � . . . .  � . . . . ·. ·. : . . . .  � . . . . ��;: . . .. .. . .. . . . �;� 
О . • . О О . . . О amk2 . . . amn 

( 14) 
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где o:�r2 i= О .  Прибавляя к i-й строке (i = 3, . . .  , т) матрицы ( 14) вторую строку, 
умноженную на 

( 1 )  O:;k2 
- (2) · 

0:2k2 

далее действуем по той же схеме, ч;о и при первом шаге. 
Конец 2-ro wara. 
В общем случае может возн �кнуть необходимость 3-го и последующих шагов. 

Однако суммарнос число шагов 'не превосходит min(m, n) . Поэтому обязательно 
наступит момент, когда процесс преобразований завершится, и мы получим матрицу 
следующего ступенчатого вида -

о 
о 

о 
о 

о 

о 
о 

о 

о 
о 

о 

о 
о 

о 

о 
о 

о 

. . . ' 
о 
о 

о 

о 

о 

( 1 5) 

о 

о 

Матрица вида (1 5) называется ступенчатой. Тем самым, доказано следующее утверж
дение. 

Теорема 1. Любую матрицу можно привести к ступенчатой матрице при помощи конеч
ного числа элементарных преобразований строк ( 1 -го и 3-го типов) . 

Пример 1 .  Привести матрицу 

А " ( ! о о о о i ) о -2 3 -4 
о о о о 
1 1 1 1 

к матрице стуnенчатого вида. 

� Поменяем местами 1-ю и 4-ю строки матрицы А :  

А 9 д, " (! 1 1 1 1 i ) о -2 3 -4 
о о о о 
о о о о 

Поменяем местами 3-ю и 4-ю строки матрицы А1: 

д , 9 д, " ( !  
о о о ) 

Матрица А2 - стуnен'lатая . .,.. 
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Пример 2. Привести матрицу 

к ступенчатой . 

..,. Поменяем местами первую и третью строки 

· � ·, � о -3 -5 о -7 ) 
-3 2 3 4 
- 1  3 2 5 . 
-5 1 4 1 

1-й шаг. Вычитаем из второй, третьей и четвертой строк nервую строку, умноженную соответствен
но на числа 5 ,  3 и 7 .  Тогда 

-3 
12 
8 
16 

-5 о 
27 3 
18 2 
36 4 -7 ) 39 

26 . 
so 

2-й шаг. Дnя простоты последующих вычислений восnользуемся злементарным nреобразованием 
строк 2-го типа (хотя они и не исnопьзовались в оnисанном выше nроцессе, но их nрименение часто 
уnрощает вычисления): умножим вторую строку на � ,  третью - на � ,  четвертую - на � .  Тогда 

Az => Аз = (1ll -� �5 � ' �: ) . о 4 9 1 13  
о 8 18  2 25 

Вычитаем из третьей и четвертой строк вторую строку, умноженную на 1 и 2 соответственно. Тогда 

Полученная матрица As является стуnенчатой . .,. 

-7 ) 
1 3  
о 

- 1  

Стуnенчатую матрицу nри nомощи элементарных nреобразований ее  столбцов 
можно привести к матрице, имеющей еще более nростой вид 

о 

( 16) 

о 
(все элементы матрицы, кроме единиц, стоящих в позициях ( J ,  1 ) ,  (2, 2), . . .  , (r, r) 
равны нулю) . 

Путем перестановки в матрице ( 15) столбцов с номерами k1 , k2 , . • •  , kr на места 
первого, второго, . . .  , r -го столбцов соответственно (это nреобразования 1 -го тиnа) 
получаем траnециевидную матрицу 
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Пример 2 (nродолжение). Например, первставляя 3-й и 5-й столбцы матрицы As , nолучаем, что 
-3 -7 о 

4 

о 

о 

13 

- !  

о 

о 

о �5 ] о 
. 

о 

Прибавляя к j -му столбцу матрицы ( 1 7) nервый столбец, умноженный на 
- ClJj , j = 2, . . . , n  

Cli J 

( 17) 

(лреобразования 3-го типа), лолучим в результате всех таких nреобразований матрицу, 
первая строка которой содержит только один иенулевой элемент - а 1 1  : 

а 1 1  о . . . . . . . . . . . . . . . . .  о 
о Ci22 . . . . . . . . . . . . . . . . .  azn 

о о 

о о о о о о 

Уnрощая аналогично 2-ю, 3-ю, . . .  , r-ю строки, в итоге nолу•шм 

(18) 

К виду ( 16) матрица ( 18) nриводится эЛементарными преобразованиями 2-го типа. 
Пример 2 (nродолжение). Подвергая матрицу 

А
6 таким преобразованиям, nриходим к матрице 

и, далее, 
А7 = (� � J � �) о о о о о 

о о о 
1 о о 
о 1 о 
о о о !) 

1 .8. Матрицы элементарных преобразований 
С элементарными преобразованиями тесно связаны квадратные матрицы - матрицы 
элементарных преабразований. Так называются матрицы следующих трех типов. 
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1-й тип. Матрицы, получающиеся из единичной матрицы перестановкой любых 
двух строк. Например, матрица 

j 

о 

о j 
1 

получена из единичной матрицы 

о 

j 

о 

перестановкой i -й и j -й строк (в матрице Pij все элементы вне главной диагонали 
кроме тех, которые располагаются в позициях (i, j) и (j, i) , равны нулю) . 

2-й тип. Матрицы, nолучающиеся из единичной заменой диагонального элемента 
на Произвольное не равное нулю число. Например, матрица 

j 

j 

отличается от единичной матрицы лишь элементом f3 t= О в позиции (j, j) (в матри
це Dj все элементы вне главной диагонали равны нулю) . 

3-й тип. Матрицы, отличающиеся от единичной матрицы лишь одним внедиаго
нальным элементом. 

Например, матрица 
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j 

отличается от единичной лишь элементом 7 в позиции ( i, j) , а матрица 
j 

отличается от единичной тоже элементом 7 ,  но в позиции (j, i) (все другие внедиаго
нальные элементы матриц L;j и R;j , кроме указанных, равны нулю) . 

Сформулируем основное свойство матриц элементарных преобразований. 

Теорема 2. Элементарные преобразования произвольной матрицы равносильны умножению 
этой матрицы на матрицы элементарных преобразований: 

А. Элементарные преобразования строк матрицы д -
1 .  Умножение матрицы А на матрицу Pij слева переставляет строки с но.ме

рами i и j . 
2. Умножение матрицы А на матрицу Dj слева равносильно умножению j -й строки 

матрицы д на число {3.  
3. Прибавление к j -й строке матрицы д ее i -й строки, умноженной на число 'У, 

равносильно умножению матрицы д на матрицу Lij слева. 
Б. Элементарные преобразования столбцов матрицы д -
1 .  Умножение матрицы д на матрицу Pij справа переставляет столбt(Ы с номе

рами i и j .  
2. Умножение матрицы д ua матрицу Dj справа равносильно умuожению j -го столб

ца матрицы д на число f3.  
3. Прибавление к j -му столбцу матрицы д ее i -го столбца, умноженного на число 'У, 

равносильно умножению матрицы д на матрицу Rij справа. 

• Для простоты ограничимся случаем т = n = 3 .  Пусть д - квадратная матрица 
третьего порядка 
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1 .  В п.  1 .4 («Умножение матриц») было показано (см. пример 2) ,  что при умноже
нии матрицы А на матрицу 

слева получается матрица 

в =  ( ��: ��� 

а21 а22 
а nри умножении А на Р2з сnрава - матрица 

с = ( ��: ��� ��� ) . 
аз1 азз аз2 

Нетрудно заметить, что матрица В отличается от матрицы А порядком строк, а матри
ца С - порядком столбцов. 

Аналогично проверяется справедливость свойства 1 для матриц Р1 2 и Р1 3 .  
2. Умножим матрицу А на 

Имеем: 
а) nри умножении слева 

= ( /3�� 1 
аз ! 

б) при умножении сnрава 

AD2 = ( ��: ��� ��� ) ( � g � )  = ( ��: ���� ��� ) . 
аз1 аз2 азз О О 1 аз1 f3аз2 азз 

Аналогично проверяется справедливость свойства 2 для матриц D1 и Dз . 
Подобным же образом можно убедиться в справедливости свойства З . ..,. 

§ 2 . Определители 
Свяжем с каждой квадратной матрицей число - определитель матрицы - по следую
щему правилу. 

Будем считать, что определитель матрицы 
(а 1 1 ) 

первого порядка равен числу а1 1 • 
Определителем матрицы второго порядка 

( a l l а12 ) 
а21 а22 

называется число, равное а 1 1 а22 - а1 2а2 1 · 
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Обозначение: 

Определителем матрицы третьего порядка 

называется число, раnное 

а, , 1 а22 а2з , _ а21 1 а,2 
аз2 азз аз2 

С учетом формулы (1) получаем: 

( J )  

г� а , , а22азз + a2, a32al3 + аз , а 12а2з - а , , аз2а23 - а2 , а1 2азз - aзla22al 3 · 1 (2) 

Формулу (2) легче запомнить, если воспользоваться 
двумя правилами для построения слагаемых определи
теля, символически описанными на рисунке 4. На ле
вом рисунке показано, как выбирать сомножители пер
вых трех слагаемых определителя, а на правом - трех 
последних. 

Предположим теперь, что опрмелители матриц, по
Рис. 4  

�-__ ..Q --- --..::---
----:::-- ---:.. cr �г--о 

рядок которых меньше n, уже введены. Определителем матрицы п-го порядка 

А = ( ;�� . . .  ��� . . . :. : : . . .  �.�� ) 
an l an2 · . . ann 

(3) 

называется число, равное гl D--=-a-, ,-м-, ,---a-2-,-M-21
-+-.-.-.-+-(---1-)_n_+_l a-n,-M-n-1 ·...,1 (4) 

Здесь М;1 (i = 1 ,  . . . , n) - определитель матрицы порядка n - 1 :  

(5) 

Матрица (5) получена иЗ матрицы А путем вычеркивания первого столбца и i-й строки. 
Обозначение: 1 а1 1  . • . a 1n 1 

D = det А = IA I  = . .  . .  . . . . . . . . . . . . 
an l  · · · ann 

(6) 
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Формула (4) называется разложением определителя по первому столбцу. Нетрудно 
проверить непосредственно, что при n = 2 и n = 3 эта формула дает те же числа, что 
и формулы ( J )  и (2) соответственно. Например, nри n = 3 имеем 

D = а, , (а22азз - О'з2а23) - а2r (а, 2азз - азzО' r з) + азr (а, 2а23 - 0'220'1 3) . (7) 
Формула (4) допускает сокращенную запись 

n 

D = L(- l)i+l ai iMi l · (8) 
i=l 

Пример. Вычислим определитель треугольной матрицы 

А = 
(а� 1 . .  �J� 

.

. . ;.�
.
� 
. . .  :

. 

:
. 

: . . .  ��� J . О О О . . . ann 
..,. Имеем 

о о 

1 азз . . . азn 1 = а1 1 а22 . .

.
. . . .

.

.

.
. . . . . = . . .  = a1 1 a22 · · · ann· 

О • · · Unn 
IA I = a1 1  

а22 а2з . . . a2n 
О азз . . . азn 

Таким образом, 

определитель треуголыюй !>tатрицы (матрицы треуголыюго вида) равен произведению ее элементов, стоя
щих на главной диагонали . .,.. 

Обратимся к общей ситуации. Пусть теперь i и j - произвольные числа из на
бора 1 ,  2, . . . , n - 1 ,  n. Определитель матрицы nорядка n - l, которая nолучается 
из матрицы А вычеркиванием элементов i -й  строки и j -го столбца, называется допол
иительным минором элемента a;j и обозначается через M;j (рис. 5). Таким образом, 
М; 1 - дополнительный минор элемента а; 1 • 

j 

� �D D� 

D D  
Рис. 5 

По аналогии с формулой (8) введем числа Dj : 
n 

Dj = L) - l )i t-j a;jMij , j = 1 ,  2, . . .  , n. 
i=l 

. . . . . . . . . . . . ; . . . . . . . . . . . . . . . .

.

. . . . .  -

i 

(9) 

Покажем, что все числа D = D1 , D2 . . . .  , Dn равны между собой. 
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<1111 Для простоты ограничимся рассмотрением случая n = 3 .  Тогда из формул (9) 
при j = 2 получаем 

D2 = -а12М12 + а22М22 - аз2Мз2 · ( 10) 
Каждый минор М;2 ( i = J ,  2, 3) является определителем второго порядка -

( 1 1) 

Вычислим определители ( 1 1 )  в соответствии с правилом ( 1 )  и,  подставляя результаты 

в формулу ( 10) ,  получим, что 

D2 = -а12(а21азз - аз1 а2з) + а22(а 1 1 азз - аз1 а1з) - аз2(а 1 1а2з - а21 а1з) . ( 12) 

Сравнивая правые части соотношений (7) и ( 1 2) ,  убеждаемся в том, что D = D2 • 
Подобным же образом провернется равенство D = D3 • ..,._ 

Замечание. Равенства D = D1 = . . . = Dn в общем случае также доказываются путем сведения 
к вычислению оnределителей менъщеrо nорядка ( (n - 1 ) -ro и (n - 2) -ro). 

Таким образом, доказана формула 

n 

D = L:(- 1/+iaijMij , j = J ,  . . .  , n ,  

i=l 

коротко называемая разложением определителя по j -му столбцу. 
Придадим полученному результату несколько иной вид. Число 

( 1 3) 

( 14) 

называется алгебраическим дополнением элемента а;1 в определителе IAI .  Заметим, 
что алгебраическое дополнение A;j элемента a;j зависит только от его позиции ( i, j) 
в матрице А. При замене элемента а;1 матрицы на любое другое число алгебраичес
кое дополнение Aij не изменяется. С учетом обозначения ( 14) формулу ( 13) можно 
записать в следующем виде: 

n 
D = L: aijAij = a1jA1j + . . .  + йnjAnJ• j = 1 ,  . . .  , n .  

i= l  

Тем самым, nоказано, что 

( 15) 

определитель квадратной матрицы равен сумме попарных произведений элементов произ
вольного столбца на их алгебраические дополнения. 
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По аналогии с формулами (9) вводятся числа 

i = l ,  . . .  , n, ( 16) 

также равные между собой. Чтобы убедиться в этом, достаточно, поменяв ролями 
строки и столбцы, дословно повторить предыдущие рассуждения. 

Имеет место следующий замечательный факт. 

Теорема 3. Для любого i = 1 ,  . . .  , n 
n 

D = L:(-1 )i+icщMij· 
i= l 

Иными словами, справедливо разложение определителя по i -й строке . 

.,. Достаточно убедиться в том, что 
Dч = D. 

Вновь ограничимся случаем n = 3. Согласно правилу (16), имеем 
At  = a1 1Mt t - a 12Mt 2 + аtзМв 

и далее 

( 17) 

( 1 8) 

A t = а 1 1 (а22азз - а2заз2) - а t 2(а21 азз - а2зазt ) + сrtз(а21аз2 - crзt a22) · 
Сравнивая полученный результат с формулой (7), убеждаемся в справедливости тре
буемого равенства ( 1 8) .  � 

Замечание. В общем случае равенство д1 = D также доказывается путем сведения к вычислению 
оnределителей меньшеrо nорядка ((n - 1)-ro и (n - 2)-ro). 
С учетом обозначения ( 14) полученный результат можно записать следующим 

образом: 

n 
D = L: l:rijAij = aнAit + . . . + ainAin , i = 1 ,  . . . , n, ( 19) 

j=l 
- опреdелитель квадратной матрицы равен сумме попарных произведений элементов 
произвольной строки на их алгебраические дополнения. 

Пример. Вычислим определители матриц элементарных преобразований. 

� Раскладывая оnределитель матрицы P;j 
l 

о 

о 
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по 1-й строке и затем повторяя эту операцию достаточное число раз (n  - 2) ,  придем в результате 
к следующей формуле 

IP;i l = j � � � = - 1. 
Так как матрица Dj элементарных преобразований 2-го типа имеет диагональный вид, то 

ДЛя матрицы L;i третьего 1'Ипа получаем 

2. 1 .  Свойства определителя 
1 .  Линейность 

jDi l  = j3. 

IL;j l = 1 . ... 

Пусть в определителе D i -я строка является линейной комбинацией двух n-строк: 

Тогда 

D = ЛjЗ, + Jli'fi ЛJЗn + Jli'fn 

1 D = ЛD' + JLD11 , 1 
где определители 

D' = jЗ, fЗn D" = /I 'Yn 

отличаются от определителя D только i-ми строками . 

..,.. Чтобы убедиться в справедливости этого свойства, достаточно разложить определи
тели D, D' и D" по i-й строке. Так как алгебраические дополнения Aij элементов i -й 
строки у всех трех определителей одинаковы, то согласно формуле ( 1 9) имеем 

n 
D = L (ЛjЗj + Jl''(j)A1j , 

j= l 

n n 
D' = 2:: jЗjAij , · D" = 2:: /jAij · 

j=l j=l 
Отсюда следует, что D = ЛD' + JLD" . � 
2. Антисимметричность 
Если определитель D получен из определителя D перестановкой двух строк, то 

..,.. Предположим, что определитель D получен из определителя D перестановкой 
первых двух строк: 

D =  
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Разложим определитель D по второй строке, а оnределитель D - по nервой с;роке. 
Согласно формуле ( 1 7) nолучим соответственно 

D = -а21М21 + а22М22 + . . . + ( - l)2+na2пM2n • 
D = а2 1 М21 - а22М22 + . . . + (- l ) 1 +na2пM2n · 

Нетрудно видеть, что D = -D.  
При nерестановке любых двух строк определителЯ D доказательство проводится 

аналогично . ..,. 
З. Транспонирование определителя 
При транспонировании матрицы определитель не изменяется 

Это свойство непосредственно вытекает из доказанной выше теоремы: разложение 
оnределителя IAI по nервой строке совпадает с разложением определителя IA т 1 по пер
вому столбцу. 

Заметим, что свойства 1 и 2 справедливы и длЯ столбцов (это следует из свойства 3). 
4. Определитель произведения квадратных матриц 
Определитель произведения квадратных матриц равен nроизведению определителей 
этих матриц, т. е. еслй А и В - квадратные матрицы одного порядка, то 

I IABI = IAI . IB I . I 
Сформулируем свойства определителя, удобные при практических вычислениях. 

1 .  Оnределитель матрицы с двумя одинаковыми строками равен нулю. 

<0111 В самом деле, при перестановке двухЛюбых строк, согласно свойству 2, определитель 
должен изменить знак на противоnоложный; с другой стороны, при перестаtювке двух 
одинаковых строк определитель не меняется. Значит, D = -D, откуда вытекает, что 
D = O  . .... 

2. Умножение строки определителя на число равносильно умножению самого опре
делителя на это число. 

<0111 Это вытекает из свойства 1 при J.L = О . ..,. 

З. Определитель с нулевой строкой равен нулю. 

<0111 Достаточно разложить определитель по нулевой строке . ..,. 

4. Определитель, одна из  строк которого равна произведениюдругой его строки на чи
сло, равен нулю. 

<0111 В силу свойства 2 множитель можно вынести за знак определителя, после чего 
остается определитель с двумя равными строками . ..,. 

5. Если к строке определителя прибанить другую его строку, умноженную на любое 
число, то полученный определитель будет равен исходному. 

<0111 Полученный определитель согласно свойству l равен сумме двух определителей -
исходного и определителя, одна из строк которого равна произведению другой его 
строки на  число . ..,. 
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Итоr: определительне изменится, если к любой егостроке прибавитьлинейную комбинацию 
других строк определителя. 

То же самое справедливо и для столбцов оnределителя. 
Задача. Доказать, что сумма произведений элементов строки определителя на алгебраические допол
нения соответствующих элементов другой строки оnределителя равна нулю. 

• Заменим в определителе 

D =  
ail а;,. 

Cl'n( Cl'nn 

(i #- k) 

элементы k-й строки соответствующими эЛементами i-й строки. Получим определитель 
а11 а, .. 

а;, 
i> = 

anl Cl'nn 
с двумя одинаковыми строками - i -й и k-й. Согласно свойству 1, i> = О . 

Раскладывая оnределитель i> по k-й строке, nолучим требуемое равенство 
Cl'iiAkl  + • . .  + a;nAkn = О (i #- k) 

(наnомним, что иЗменение элементов строки оnределителя не изменяет алгебраических дополнений 
этих элементов). � 

§ 3. Вычисление определителя 
Прежде чем обратиться к описанию вычисления определителяпри помощи элементар
ных преобразований, отметим, что при преобразованиях первого типа определитель 
изменяет знак (свойство J ) ,  при nреобразованиях второго типа определитель умножа
ется на то же число (свойство 2) , а при преобразованиях третьего типа определитель 
не изменяется. 

Пркмер. Вычислить определитель матрицы А = ( � -3 

-5 -4 -10 
2 

4 3 ) 
7 4 8 3 . 

-5 3 

• Элемент а 11 i- О . Не все элементы первого столбца делятся на а ll нацело. Чтобы избежать деления 
элементов матрицы, умножим 2-ю строку на -2, 3-ю на - 1  и четвертую на 2. Получим 

2 -5 4 3 
( -2) . ( -1)  . (2)/AI = =� 180 -:._184 =� 

-6 4 - !0 6 
1-й шаг. Прибавляем ко второй, третьей и четвертой строкам первую строку, умноженную соответ

ственно на 3 , 2 и 3 .  Тогда 

4/AI = 

4 Зак. 750 

2 -5 
о -7 
о о 
о - 1 1  

4 3 
-2 l 

о 3 
2 1 5  
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2-й шаг. Чтобы избежать деления, умножим последнюю строку на -7. Тогда 

2 -5 4 3 

(-7) · 4IAI = � -� -� � . 
о 77 - 14 -105 

Прибавляя к четвертой строке вторую строку, умноженную на 1 1 ,  получим 

2 -5 4 3 

1 1 
о -7 -2 1 -28 А = О О О 3 
о о -36 -94 

3-й шаг. Первставляем третью и четвертую строки: 

2 -5 

-28IAI = (-l) � -� 
о о 

4 3 
-2 1 
-36 -94 

о 3 
Вычисляя определитель полученной треугольной матрицы, имеем 

-28IAI = (-2) . (-7) . (-36) . 3. 
Отсюда окончательно получаем, что 

IAI = 54 . ..,. 

§ 4. Обратная матрица 
Квадратная: матрица называ�тся невырожденной, если определитель этой матрицы 
не равен нулю. 

Пусть А = (с:щ) - невырожденная матрица порядка n. Построим новую квадрат
ную матрицу В поря:дка n по следующему прав илу: в i -ю строку и j -й столбец матрицы 
В - в позицию ( i, j)  - помещается число, равное алгебраическому дополне,нию Aji 
элемента CXji матрицы А:  ( а. 1 1  1 a1n ) ( А1 1 1 . .  Ап 1 ) 

А = . =? В = --- Аза ---- Щi --- J 1 CXn1 1 CXnn А1п Ann 
j 

Матрица В обладает следующим важным свойством: 

IAI о 

о IAI 
Докажем, например, равенство 

АВ = IAI · I . 

( 1 )  

� Элемент произведения АВ , находящийся в позиции ( i ,  j) , вычисляется по  формуле 
n 

'Yij = 'L.: a;k Ajk · 
k= 1  
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При i = j nолучаем разложение оnределителя матрицы А по i-й строке: 
n 

'Yii = 2: QjkAik = IAI .  
k=l 

При i :1- j согласно разобранной выtuе (в § 2) задаче 

1ij = о . .... 

Равенство 
BA = IA/ · 1  

обосновывается аналогично. 
Матрица 

А1 1  
IAI 

Anl 
IAI 

. . . . . . . . . . . . . . . . 
Aln Ann 
IAI IAI 

называется обратной к матрице А . 
Из формулы ( 1) вытекают равенства 

j Ад- 1 = 1, д- lд =  1 . 1 

) (2) 

(3) 

Это означает, что матрицу д -t можно рассматривать как решение сразу двухматричных 
уравнений 1 АХ = 1 и ХА = 1, / 
где 

х = ( �� � . . . : :  .' . . . �.�� ) 
Xn l . . • Xnn 

- не известная матрица. 

Покажем, что других общих решений у этих матричных уравнений нет. 

<1111 Предтюложим, что для некоторой матрицы С выnолняются равенства 

AC = I  и СА = 1. 
Умножим обе части каждого из равенств на матрицу А - l : левого - слева, nравого -
справа. Получим 

(4) 
Пользуясь свойствами операции умножения матриц, преобразуем правые части ра
венств (4): 

А-1 (АС) = (д- 1 д)С, (СА)д- 1  = С(дд- 1 ) .  
В соответствии с формулой (3) и формулами ( 10) § 1 каждое из  равенств (4) дает 
требуемое соотнош�ние: С =  д- 1  • .,.. 

4. 1 . Метод Жордана 
Укажем простой и эффективный способ вычисления обратной матрицы nри nомощи 
элементарных преобразований. Начнем с обоснования метода. 
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Теорема 4. Произвольную невырожденную матрицу элементарными преобразованиями 
стро� можно привести � единичной матрице . 

.с Согласно теореме 1 любую матрицу при помощи элементарных преобразований 
строк ( 1-ro и 3-ro типов) можно привести к матрице ступенчатого вида. Если исходная 
матрица является квадратной и невырожденной, то она nреобразуется к матрице, 
имеющей треугольный ilйд 

(1) a(l ) a(l )  (1) al l  1 2  13 aln 

о а(2) (2) (2) 
22 а23 a2n 

о о а(З) 
33 а(3) 

Зn 
. . . . . . . .. . .  , . . . . . . . . . . . . . . . .  

о о о 

(1) · (2) · (З) (n) где а1 1  :/= О, а22 :/= О, а33 :/= О, . . . , ann :/= О. 
Покажем это. Элементарные пре

обраэования строк матрицы равно
сильны умножению этой матрицы 
слева на соответствующие матрицы 
элементарных nреобразований (тео
рема 2). Как показано выше, ма
трицы элементарных nреобразований 
невыроЖдены. В силу свойства 4 оп
ределителя при умножении квадрат-

(n) ann 

ных матриц их оnределители nерем- Рис. б 
ножаются. Поэтому при умножении 

(5) 

невырожденной матрицы на любую из матриц элементарных nреобразований вновь 
получаем невырожденную матрицу. Если ширина хотя бы одной <<стуnеньки» у nо
лучившейся в результате стуnенчатой матрицы была бы больше одного элемента (см. 
рис. 6), то ее оnределитель равнялся бы нулю. Это nротиворечит предыдущему рассу
ждению. Тем самым, матрица (5) оказывается невырожденной, т. е . 

. . . ' 

Элементарными nреобразованиями строк 2-го тиnа полученная матрица (5) при
водится к следующему виду ( 1 а12 а1з a1n ) 

о 1 ii2з . . . a2n 

: . . .  : . . . .  ·� . . . : : .. . . .  �г (6) 

Единичная матрица получается из матрицы (6) элементарными преобразования
ми третьего типа: последовательно прибавляя к первым n - 1 строкам nоследнюю, 
умноженную соответственно на -ii1n , -a1n , . . .  , -iin-l ,n • приводим ее к матрице, 
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у которой все элементы п-го столбца, кроме последнего, равны нулю: 

1 а, 2  а1 3 al ,n-1 о 
о 1 а2з a2,n-1  о 
о о 1 аз,n- 1  о 

. . . . . . .  · · · · · · · · · · ·  · · · · · · · · · · ·  

о о о 1 о 
о о о о 1 

Аналогичным образом, прибавляя к первым r - 2 строкам nолученной матри
цы (n - 1 ) -ю строку, умноженную соответственно на -a1,n-! •  . . . , -an-2,n- 1 ,  придем 
к матрице, у которой все элементы последних двух столбцов, кроме расположенных 
на главной диагонали, равны нулю, и т. д. Наконец, прибавляя к первой строке вторую, 
умноженную на -а12 , придем к единичной матрице 

Доказанное утверждение позволяет переформулировать теорему 4 в матричной 
форме: 

Теорема 5. Для любой невырожденной матрицы А можно указать матрицы элементарных 
преобразований а , '  . . . ' ak такие, что 

Умножим обе части равенства (7) на матрицу А -t  справа. Получаем, что 

ak . . .  a, = д- ' . 
4.2. Способ построения обратной матрицы 
Пусть А - невырожденная матрица порядка n. Составим расширенную матрицу 

(А \ 1) 

(7) 

(8) 

размера n х (2n) . Если подвергнуть строки этой матрицы элементарным преобразо
ваниям, соответствующим матрицам а 1 , • • •  , ak , то на месте матрицы А получится 
единичная матрица 1, а на месте единичной матрицы 1 - матрица А -t , обратная А. 
Иными словами, элементарными преобразованиями строк матрица (8) преобразуется 
в матрицу 

(1 \ д- ' ) . 
Таким образом, чтобы построить матрицу, обратную заданной квадратной невы

рожденной матрице А = ( сщ), следует поступать так: 
1 .  Составить расширенную матрицу 

1 о . .  . о ) 
� . . � . . . 

·

.

·

.

· . . . � . 
о о . . . 1 

2. Элементарными преобразованиями строк расширенной матрицы (А \ 1) приве
сти матрицу А к треугольному виду 
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(д 1 в) = ( : . . а�� . . . . . . �:: 
(см. описание основного процесса, положенного в основу доказательства теоремы 1 ) .  

3. Элементарными преобразованиями строк матрицы (А 1 В) привести матрицу А 
к единичной ( 1 0 . .  . 0 'YI I 'У12 'Yin 

(1 1 �) == � . . � . . .. ... .. . . � ��� . . . :�� . . . . . . . . �2� 
О О · . . 1 'Ynl 'Уп2 'Упп 

(см. описание сведения матрицы (6) к единичной в теореме 4) . 

4. Полученная матрица С является обратной к матрице А: 

С = д-1 . 

Пример. Найти матрицу, обратную матрице 

· � ( ! 1 1 _: J 1 - 1  
- 1  1 - 1  . 

- 1  - 1  1 

� Составим расширенную матрицу 

в �  ( ! 1 1 1 1 о о 
1 - 1  - 1  о 1 о 

. - 1 1 - 1  о о 1 
- 1 - 1  1 о о о 

1-й шаг. Вычитаем первую строку из всех последующих строк: ( 1 1 1 1 1 о о 

в =>  ]· о -2 -2 -1 1 о 
о -2 о -2 - 1  о 1 
о -2 - 2 о - 1 о о 

о 
i )  

) 

2-й шаг. Элеt.�ент а22 = О . Меняем местами вторую и третью строки, затем вычитаем из четвертой 
строки полученную вторую: ( 1 1 1 

В => �-2 О 

о о -2 
. о о -2 

-2 
-2 

2 

о 

-1 о 

- 1  1 
о о 

о о ) 
1 о 

о о 
- 1  1 

З-й шаг. Вычитаем из четверtой строки третью и делим все строки на их диагональные элементы: 

о 1 о 1/2 о - 1/2 о 

( 1 1 1 1 1 о о о ) 
в 

=> � � :�: = :�: - 1�4 1�4 
• 

4-й шаг. Вычитаем последнюю строку из первых трех строк: 

· �  ( ;  
1 1 о з;4 1/4 1/4 

- 'l 1 о 1/4 lf4 - 1/4 - 1/4 
о 1/4 - 1/4 1/4 - 1/4 

. 

о о - 1/4 1/4 - 1/4 1f4 
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5-й шаг. Вычитаем третью строку из nервой строки: 
1 о о 1/2 1!2 о о 

1 о о 1/4 1/4 - 1f4 - 'l• ) 
1/4 - 1/4 1/4 - 1/4 

- 1/4 1/4 - 1/4 1/4 
6-й шаг. Вычитаем вторую строку из nервой строки: 

о о о 1/4 1/4 1/4 1/4 ) ·  о 1/4 1/4 - 1/4 - 1/4 
1/4 - 1/4 1/4 - 1/4 
1/4 - 1/4 - 1/4 1/4 

Отсюда следует, что 
-1 1 А = 4 А . ... 

§ 5 . Ранг матрицы 
Выберем в матрице 

д =  ( �'.' . . .  : :  : . . .  � �.� ) 
aml . . . amn 

k строк и k столбцов. Пусть 

- номера выбранных строк и 
jl < j2 < . . . < jk 

- номера выбранных столбцов. Построим матрицу k-ro порядка ( ai 1j1 ai1j2 ai,jk ) 
���

j
: . • .  ���j.2 . . ..• ·• • . • . •  ��

2
:� 

aikjl aikj2 · · · aikjk 
Определитель Mk этой матрицы 2 s 6 7 10 12 13  
называется минором k -го поряд
ка матрицы А. Ясно, что у ма
трицы размера т х n есть ми
норы, nорядок которых равен 
1 ,  2, . . . , min(m, n) . 

Пример (см. рис. 7). Выберем в ма
трице А размера 11 х 14 7 строк и 7 
столбцов: 

1 ,  З, 4, б, 6, 9, 10 - номера 
выбранных строк; 

2, 5, б, 7, Ю, 12 ,  13 - номера 
выбранных столбцов. Рис. 7 

Построим матрицу порядка 7 из элементов, располагающихся одновременно и в отобранных стро
ках и в отобранных столбцах, сохранив их взаимное расположение. Получим матрицу, схематически 
изображенную на рис. 7 справа. Определитель этой матрицы будет минором 7-ro порядка исходной 
матрицы . .,.. 
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Пусть матрица А ненулевая. Тогда найдется число r такое, что 
1) не�оторый минор r-ro nорядка матрицы А отличен от нуля; 
2) любой минор nорядка s (s > r) матрицы А (если таковой существует) равен 

нулю. 
Число r называется рангом матрицы А.  
Обозначение: rang А .  
Ранг нулевой матрицы считаем равным нулю. Таким образом, для любой матри

цы А размера т х n 

1 О ::::; rang A ::::; min(m, n)� j 
Отличный от нуля минор Mr ,  nорядок которого равен ранrу матрицы А, называ

ется базисным минором матрицы А. Строки и столбцы матрицы А, которые содержат 
элементы базисного минора, называются базисными. 

Теорема 6. 
1. Базисные строки матрицы А линейно независимы. 
2. Каждая строка матрицы А может быть представлена в .виде линейной комбинации 
базисных строк. 

Аналогичное утверждение справедливо и для базисных столбцов. 
� Предnоложимдля оnределенности, чтобазисный минорматрицы А имеетnорядок r 
и расnоложен в ее левом верхнем углу: 

Q\ 1 alr al ,r+l Q}JI 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

А = ar l arr ar,r+ l  arn 
ar+! , l  ar+l ,r ar+l ,r+l ar+l ,n ( 1) 

Тогда первые r строк а 1 , . . .  , ar будут базисными. 
1. Покажем, что строки а1 , • • •  , ar линейнонезави.симы. Будем рассуждать от nро

тивного. Пусть строки а 1 ,  • • •  , а, линейно зависимы. Тогда согласно утверждению n. 3 
§ 1 одна из строк яВJIЯется линейной комбинацией остальных. Пусть, наnример, 

ar == Л1 а 1 + . . .  + Лr- l ar- 1 · 

Это означает, что в базисном миноре Mr = . . . . . . r-я строка является 1 а11 
a!r 1 

lYr!  arr 
линейной комбинацией остальных строк Mr . Отсюда в силу свойства определителя 
вытекает равенство Mr = О , которое nротиворечит оnределению базисного минора. 
Тем самым, наше предположение о линейной зависимости строк а 1 , • • •  , ar неверно. 
Значит, они линейно независимы. 

2. Перейдем к доказательству второго утверждения теоремы. Покажем сначала, 
что для любых i и j ( 1 ::::; i ::::; т, 1 ::::; j ::::; n) выnолняется равенство 

ан a 1r  Q lj 
А = 

. . . . .  ' . . . . . . . . 
= 0. (2) arl  arr arj 

ail a;r a;j 
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В самом деле, при i � r у определителя Ll две одинаковых строки, при j � r -
два одинаковых столбца, а в остальных случаях (при i > r и j > r) А является 
минором матрицы А порядка r + 1 .  Тем самым, он оказывается равным нулю при всех 
обстоятельствах. 

Зафиксируем i ( 1 � i � т) и разложим определитель А по последнему столбцу. 
Имеем 

O'JjAI + a2jA2 + . . .  + a,jAr + O'ijMr = О. (3) 
Полученное равенство (3) выполняется для любого j ( 1 � j � n);  при этом числа 
.6. 1 , • • • , Ll, от j не зависят. Полагая 

А1 А2 >.1  = - м, ' >.2 = - м, ' . . .  ' 

перепишем равенство (3) в следующем виде 

или, подробно, 

D.r >. - _ ........., r - Mr ' 

O'in = Л 1 а 1n + · · · + ЛrO'rn• 
На основании полученных соотношений ( 4) заключаем, что 

Эi == >.1 а 1 + . . . + Лrar . 

(4) 

Тем самым, i -я строка матрицы А является линейной комбинацией базисных строк 
а 1 ,  • • • , а, . Ввиду произвол ьности выбора i ( l � i � т) отсюда заключаем, что каждая 
строка матрицы является линейной комбинацией базисных . ..,.. 

Утверждение. Элементарные преобразования матрицы не увеличивают ее ранга. 

<1111 Пусть матрица А ранга f получена из матрицы А ранга r элементарным преобразо
ванием строк 1-ro типа. Рассмотрим в матрице А произвольный минор М, порядка 8 
и выберем в матрице А минор Ms того же порядка 8 по следующему правилу. Эле
менты минора Ms расположены в матрице А в тех же строках и в столбцах с теми 
же номерами, что и элементы минора Ms в матрице А. Так как преобразоваиие 1 -ro 
типа, переставляя строки матрицы, не изменяет их, то строки миноров М, и М, �оrут 
различаться только порядком расположения в минорах. Отсюда вытекает, что либо 
Ms = +М, , либо М, = -М8 • 

По определению ранга все миноры матрицы А, порядок которых больше r ,  равны 
нулю. Поэтому из полученных равенств вытекает, что любой минор матрицы А по
рядка s > r равен нулю: Ms = О. Это означает, что ранг матрицы А не может быть 
больше ранга матрицы А: f � r .  

Похожими рассуждениями можно убедиться в справедливости неравен:ства 

ш 
и для случая, когда tvtатрица А получена из матрицы А элементарн:ыми преобразова
ниями строк 2-ro и 3-ro типов. 

Для столбцов доказательство проводится аналоmчно . ..,.. 

Теорема 7. Элементарные преобразования не изменяют ранга матрицы. 
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..,. Достаточно вспомнить, что если матрица А получена из матрицы д злементар
ным преобразованием, то и матрицу А можно получить из матрицы А злементарным 
nреобразованием (причем того же типа) . С учетом доказанного выше утверждения 
из этоrо факта можно заключить, что и 

r � r. 
Соnоставляя неравен'ства f' � r и r � r, получаем требуемое 

1 f = r. \ �Joo-
Замечание. Число ненуJrевых строк ступенчатой матрицы равно ее рангу. 

'1111 В самом деле, минор порядка r ступенчатой матрицы, элементы котороrо расположены в ее первых r 
строках и в.столбцах с номерами k 1 ,  k2, . . .  , kr , отличен от нуля, 

(t(l) 
lkl 

о 
( 1) (•) . 

== а lk1 • • • ark, -:f:. О, 
a(r) rkr 

а любой минор порядка в > r содержит нулевую строку и, значит, равен нулю . ..,. 

Тем самым, элементарные преобразования матрицы предоставляют nростой и эф
фективный способ отыскания ранга nроизвольной матрицы. 

Пример. Найти· ранг матрицы ( 2 - 1  3 -2 4 ) 
А = 4 - 2 5 l 7 . 

2 - 1  1 8 2 

'1111 1-й шаг. Вычитая из второй и третьей строк первую строку, умноженную соответственно на 2 и 1 ,  
получим, что 

rang A == rang (� -� -� _: ) . 
о о 1 -2 10 -2 

2-й шаг. Вычитаем из третьей строки вторую строку, умноженную на 2. Тогда 

n� A = m� ( :  -: � -: -: -: ) = 2 • 

§ 6. Система линейных уравнений 
6.1 .  Основные понятия 
Пусть дана матрица 

А = ( ��-� . . . : : :  . . .  ��:� . . .  ��- ) ' 
aml · · • amn fЗт 

лервые n столбцов которой ненулевые. Совокупность соотношений 

( 1 )  

(2) 
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где числа х1 , • • •  , Xn рассматриваются как величины, nодлежащие, определению (не
известные) , называется системой т линейных уравнений с n неизвестными, или, ко
ротко, - линейной системой. Числа сщ (i = 1 , . . . , т; j = l, . . . , n) дазьщаются 
коэффициентами линейной системы (2) , а числа {3; (i = 1, . . . , m), - ее свободными 
членами. 

Решением линейной системы (2) называется уnорядоченная совокупность чисел 
71 ,  • • •  , 'Yn , которая при подстановке в каждое уравнение системрr{2).вместо совоК)III
ности не известных х 1 , • • •  , Xn обращает его в тождество. Линейная система называет
ся совместной, если она имеет решение, и несовместной, если решений нет. Решения 
71 ,  • • •  , 'Yn и 'У ; , . . .  , 'У� системы (2) называются различными, ecJ;Iи нарушеJ;I,о хотя бы 
одно из равенств 

1 1 1 
'YI = 'YI ' 'У2 = )2, · · · • 'Yn = 'Yn: 

Совместная система называется определенной, если она имеетровно одно решение, 
и неопределенной, если она имеет не менее двух различных решений. 

Линейная система (2) допускает более компактную (матричную) запись: 

j дХ = Ь, j (3) 

где 

(4) 

Матрица А называется матрицей системы (2) , Ь - столбцом свободных членов, Х -
столбцом неизвестных. Исходная матрица 

A = (A i b) 
называется расширенной матрицей системы (2) . Решением матричной системы (3) 
является столбец Г, элементы которого суть 71 , • • •  , 'У� : 

г �  С} 
Теорема 8 (Кронекера-Каnелли). Линейная система совместна в том и только в том случае, 
если ранг матрицы системы и ранг расширенной матрицы равны. 

• Пустьлинейная система (2) совместна. Это означает, чт� некоторtrЙуnорЯ:ДоЧенньiй 
набор чисел 71 ,  72 ,  • • •  , 'Yn обращает каждое из уравнений этой системы в тождество: 

" '  ' '  ·� ,, 

Qml 'Yl + Qm2'Y2 + · · · + amn'Yn = fЗm· 
Полученные соотношения можно понимать так: столбец свободных членов расши
ренной матрицы А =  (A·I Ь) является линейной комбинацией ее первых n столбцов, 
т. е. столбцов матрицы А. Прибавим к последнему столбцу матрицы А первый стол
бец, умноженный на -71 , затем второй столбец, умноженный на -72, • • •  , и ,  наконец, 
n-й столбец, умноженный на -'Yn · В результате получим матрицу 

A = (A I O) .  
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Ранг матрицы А совпадает с рангом матрицы А, так как nроведеиные элементарные 
преобразомния столбцов 3-го типа не изменяют ранга матрицы (теорема 7). С другой 
сторонЪI, ясно, что ранги матриц А =  (А 1 О) и А также равны. Тем самым, 

rang А = rang А = rang А. 
Пусть теперь ранг матрицы системы равен рангУ расширенной матрицы. Так 

как А = (А 1 Ь) , то у матриц А и А есть общий базисный минор. Предnоложим 
для определенности, что порядок базисного минора равен r, и он расположен в левом 
верхнем углу обеих матриц. Этого всегда можно добиться путем перестановки урав
нений и (в случае необходимости) перенумерации неизвестных. Согласно теореме 6 
любой столбец матрицы А можно nредставить в виде линейной комбинации базис
ных столбцов. В <rастности, для столбца свободных членов (это последний столбец 
матрицы А) имеем 

или 

<:rmt"Yt + am2'Y2 + . . . + <:rmr'Yr = fЗm· 
Нетрудно видеть, что упорядоченный набор n чисел 

"YJ ' 'У2 • • • · , 'Yr, О, . . • , О 
обращает каждое из уравнений исходной линейной системы в тождество. Это означает, 
что система (2) совместна . ..,. 

6.2. Эквивалентные линейные системы 
Совокупность всех решений линейной системы будем называть множеством решений 
системы. Две линейные системы с одинаковым числом неизвестных называются 
эквивалентными (равносильными),  если множества их решений (возможно, пустые) 
совпадают. Другими словами,  всякое решение одной системы является решением 
другой и, обратно, всякое решение второй системы является решением первой, либо 
обе системы не имеют решений. 

Ясно, что линейная система однозначно задается своей расширенной матрицей. 
Возьмемдве матрицы А и А' одного размера т х ( n + 1) и рассмотрим соответствующие 
им линейные с.и.стемы 

<:rmt Xt + · · · + amnXn = fЗm; a:n ,x t + . . .  + a:nnxn = fЗ:n . 

Будем говорить, что система (*') получена из системы ( *) при помощи элементарных 
прсобразований,  если расширенная матрица А' системы (*') получается из расширен
ной матрицы А системы ( *) элементарными nреобразованиями строк. 

Теорема 9. Если линейная система ( *') получена из линейной системы ( *) элементарными 
преобразованиями, то системы ( *) и ( *') эквивалентны. 
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_. .Предположим: сначала, что система (*) совместна. Пусть 11 , • • •  , 'Yn - ее решение. 
Покажем, что этот набор при подстановке в каждое из уравнений системы ( *' ) вместо 
набора неизвестных х 1 , • • •  , Xn обращает его в тождество. Достаточно рассмотреть 
только те уравнения, которые подверrлись преобразованиям. 

Пусть система (*') nолучена из системы ( *) элементарным nреобразованием: 
J) первого типа - изменение порядка уравнений в системе не лишает набор 

71 , • • •  , 'i'n возможности обратить каждое из них в тождество; 
2) второго типа - nосле умножения k-го тождества 

akl'i'l + . . . + akn'i'n = f3k 
на Л #; О получаем соотношение 

(Лаk1 )1'1 + . . . + (Лakn)/n = Л/311. , 
означающее, что набор 7 1 , • • •  , 'Yn обращает уравнение 

(Лak l )x, + . . .  + (Лakn)Xn = Л/311. 
в тождество; 

3) третьего типа - выпишем преобразованное уравнение 

(az 1 + fШk l )xl + . . .  + (azn + p,akn)Xn = f3z + flf3k 
и тождества, полученные из k-го и l -ro уравнений системы ( * ) :  

ak l'i'l + · · · + akn'i'n = f3k, 
а111'1 + · · .  + azn'i'n = f3z . 

(5) 

Умножим первое из этих тождеств на f-L и, nрибанив ко второму, получим тождество 

(al l + p,ak1)'Y1 + . . . + (azn + p,akn)'i'n = fЗ1 + Jtf3k· 
Подстановка набора 71 , • • • , 'i'n в уравнение (5) приводит к тому же результату. Та
ким образом, в каждом из трех случаев система ( *) оказывается совместной, и набор 
11 , • • • , 'i'n является ее решением - всякое решение системы ( *) является решением 
системы ( *') .  

Так как система (*) также может быть получена из  системы ( *') nутем элементарных 
преобразований (см. Замечание п. 7 § 1 ) ,  то, повторяя приведеиные выше рассуждения 
для систем (*') и (*) , убеждаемся в том, что всякое решение системЪI (*') ямяется 
решением системы ( *) . 

В том случае, когда система ( *) несовместна, несовместна также и система ( *') .  
В этом легко убедиться, рассуждая от противного: совместность системы ( *1 ) ,  согласно 
доказанному выше, неизбежно влечет совместность системы ( * ) , которая по условию 
не имеет решений. 

Ясно, что если система ( *' ) получена из системы ( *) при помощи конечного числа 
элементарных преобразований, то эти системы эквивалентны . ..,.. 

6.3. Метод Гаусса 
Решить линейную систему - это значит: 

J )  выяснить, является ли система совместной или несовместной; 
2) если система совместна, то найти множество ее решений. 
Укажем способ решения линейной системы, состоящий в следующем: элемен

тарными nреобразованиями заданная система приводится к системе простого вида, 
для которой ответить на поставленные вопросы уже нетрудно. 



1 10 ----------------- Глава IV. Матрицы. Определители. Линейные.системы 

Так как элементарные иреобразования систе.мы напрямую связаны с элементар
ными иреобразованиями строк ее расширенной матрицы, будет удобно раG:сматривать 
их одновременно: 

а, ,х 1 + . . .  + а,пхп = ;з, , ( а а f3 ) 
. .  . .  . .  . .  . . . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  . .  (*) А �  . ;;�'; . . . . . . . . �·: ·;� . . 
ат1 Х 1 + · · · + amnXn = fЗm; , , tJ· 

Как доказано в теорем� 1 § 1 .7, элементарнымtt.преобразованиями строк матрицу 
А можно привести к С'fУf1енчатой 

А' = 

(1 ) ( 1) ( 1 )  ".(!) ;з<, t )  а, ,  а, 2 a,r '-"ln 
--"l �(2) (2) (2) /32

(2) 
� a2r a2n 

о 

(r) arr (r) arn 

Соответственно nреобразуется и система ( * ) .  
Если свободный член f3�1, отличен от нуля, то полученная (а  значит, и исходная) 

система будет несовместна. В самом деле, ( r + 1 ) -е уравнение имеет следующий вид: 

0 · Xt + . . . + 0 · Xn = f3�11 i= 0, 
и никакой набор чисел 'У1 , • • •  , 'Yn не может обратить его в тождество. 

w � Обратимся к случаю, когда !Зr+l = О .  Тогда только nервые r строк матрицы А 
будут отличными от нуля. Выпишем соответствующие уравнения. Для простоты 
заnиси будем считать, что 

о • •  ' kr = r 
(этого можно добиться, временно перенумеровав искомые неизвестные: у1 х 1 , 
У2 = Xk2 , . . • , Yr = Xk, ,  • . • ). Имеем 

(1) (!) (1) (1) (1 ) a l l  Х] + al2  Х2 + . . .  + alr Xr + . . . + a1n Xn = fЗt , 
(2) (2) (2) (2) а22 Х2 + . . . + a2r Xr + . . .  + a2n Xn = {32 ' ( *') 

(r) (r) fЗ(r) arr Xr + · · · + arn Xn = r ' 

где а��) i= О ,  а�� #- О,  . . . , а�� #- О.  Возможны два случая: 
1 .  Число неизвестных n и число уравнений r в системе (*')  равны, r = n. Тогда 

система ( *') имеет вид: 
(1 ) (1 )  (1) ( 1) ( 1) al l  X t + а12 Х2 + . . .  + al ,n- !Xn- 1 + aln Xn = fЗ1 , 

(2) (2) (2) (2) а22 Х2 + · · · + a2,n- l  Xn- l  + a2n Xn = fЗ2 ' 

(n- 1 )  (n- 1 )  _ (n- 1 )  
an-l ,n- J Xn- 1 + an- l ,nXn - fЗn-l • 

a(n) ". - fЗ(n) nn wn - n ' 
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где а1� i= О, k = 1 ,  . . . , n .  Из nоследнего уравнения однозначно оnределяется значе
ние неизвестного Xn . Подставляя его в nредыдущее ( n - 1) -е уравнение, находим зна
чение неизвестного Xn- t  и т. д. Наконец, подставляя найденные значения не известных 
а:2, . . . , Xn в первое уравнение, однозначно определяем значение неизвестного Xt . 

Таким образом, в рассматриваемом случае (при r = n) система ( *') имеет един
ственное решение. Это же верно и для системы ( *) . 

2. Число неизвестн:ых n больше числа уравнений r, n > r .  Придадим неизвест
ным Xr+ ! •  • • .  , Xn (их называют свободными) произвольвые значения 'Yr+ l •  • . •  , 'Yn и, 
перенося соответствующие слагаемые в правые части уравнений системы, получим 

( 1) (1 ) ( 1) _ A(l) (1 ) (1 ) Ci. 1 1  Х1 + Ci.!2 Х2 + · . .  + Ci.tr Xr - 1-' 1 - Ci.l ,r+J'Yr+l - • • • - Ci.ln '}'n, 
(2) щ - (2) (2) ; (2) а22 Х2 + · · · + Ci.2r Xr - fЗ2 - a2,r+I'Yr+l - • · � - Ci.2n 'Yn ,  

(r) _ A(r) (r) . (r) 
Ci.rr Xr - 1-'r - ar,r+ I'Yr+ l - · · • - Ci.rn'Yn· 

Как и выше, мы можем последовательно определить значенJ!:я главных неизвест
ных Xr ·, Xr- 1 , . . .  , а:2 , а: 1 . Поскольку значения 'Yr+ l •  . • .  , 'Yn были'выбраны произволь
но, то в рассматриваемом случае множество решений линейной системы бесконечно. 

Пример 1. Решить систему { 3х, - 5х2 + 2хз + 4х4 = 2, 
7х, - 4х2 + хз + 3х4 = 5, 
5х , + 7х2 - 4хз - 6х4 = 3. 

<111 Составим расширенную матрицу системы, 

А
= ( � 

-5 
-4 

7 

2 
1 

-4 � 1 ;  ) ' -6 3 
и приведем ее при помощи элементарных преобразований строк к ступенчатой матрице. 

1-й шаг. Чтобы получить элемент в позиции ( 1 , 1 )  равным 1 ,  вычитаем из второй строки удвоенную 
первую строку и затем меняем их местами. Тогда ( 1 6 

д :}  3 -5 
5 7 

-3 
2 

-4 

-5 , 1 ) 
4 2 . 

-6 3 
Вычитаем из второй и третьей строк первую, умноженную на 3 и 5 соответственно. Получим, что ( 1 6 

А =?  Ol -z3 о 1 -23 

-
1
31 -

1
5
9 1 - : ) . 

1 1  19 -2 
2-й шаг. Вычитаем из третьей строки вторую: 

· �  ( :  6 -3 -5 
-23 1 1  19 

о о о 

Система несовместна, так как rang д = 2 ,  а rang А = 3 .  1\11> 
Пример 2. Решить систему { 2х1 + Sx2 - 8хз = 8, 

4х1 + Зх2 - 9хз = 9, 
2х1 + 3х2 - 5хз = 7, 

х, + 8х2 - 7хз = 12. 

) - 1  
- 1  
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.,. Составим расширенную матрицу системы: 

Пр11МОЙ ход. 

- 4 
( 2 

А
= i 

5 
3 
3 
8 

-8 
-9 
-5 
-7 � ) . 12 

1-й шаг. Переставим nервую и четвертую строки. Тогда элемент в nозиции (1, 1) будет равен 1 .  
Вычитая затем из всех строк nервую строку, умноженную сооrветственно на 4 ,  2 и 2 ,  получаем 

8 
3 
3 
5 

-7 
-9 
-5 
-8 

1� ) 
� 

(]1 
-2: -179 -�� ) . 7 о - 1 3  9 - 17  8 о - 1 1  6 - 16  

2-й шаг. Во избежание громоздких вычислений вычитаем из второй строки удвоенную третью стро
ку, а из третьей четвертую. Затем у nолученной матрицы вычитаем из второй строки третью: 

д � 
(]1 

_: -; -
1
5
2 ) � 

(]1 -� =: -� ) . 
о -2 3 -1  о -2 3 - 1  
о - 1 1  6 - 16  о - 1 1  6 - 1 6  

Вычитая и з  третьей и четвертой строк вторую строку, умноженную на 2 и 1 1  соответственно, получаем, 
что (' 8 -J 

· � � -2 
о о 7 
о о 28 

1 2 ) 
-4 

7 
28 

3-й шаг. Вычитаем из четвертой строки третью, умноженную на 4 .  
третьей строки на 

1 
7 :  

8 -7 
-2 

7 
о о 

12 ) ( 1 
-4 о 

� 
7 о 
о о 

8 -7 
-2 

о о 

Затем умножаем элементы 

12 ) 
-4 

1 
. 

о 
Система совместна, так как rang д = rang А = 3 ,  и имеет единственное решение, так как ранг матрицы 
равен числу неизвестных. 

Таким образом, исходная система эквивалентна системе 

Обратнwй ход. 

! XJ + 8х2 - 7хз = 12 ,  
-х2 - 2хз = -4, 

· хз = 1 .  

Из  третьего уравнения сразу видим, что х 3  = 1 .  Подставив это значение х 3  во второе уравнение, 
получаем -х2 - 2 = -4, откуда х2 = 2. После подстановки найденных значений для х3 и х2 в первое 
уравнение получаем х1 + 1 6 - 7  == 1 2 ,  откуда х1 = 3 .  

Система имеет единственное решение: 

Пример З. Решить систему 

X J  = 3,  х2 = 2 ,  Хз = 1 . ..  

! 3xl - 2х2 + 5хз + 4х4 = 2, 
6х1 - 4х2 + 4хз + 3х4 = 3, 
9xi - 6х2 + 3хз + 2х4 = 4 . 

.,. Соотавим расширенную матрицу системы: 

д ==  ( � 
-2 
-4 
-6 

5 
4 
3 
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1-й шаг. Вычитаем из второй и третьей строк nервую строку, умноженную на 2 и 3 соответственно: 

А =?  (h. -� -� _; � -� ) . о () 1 -12  -10 -2 

2-й шаг. Вычитаем из третьей строки удвоенную вторую - ( 3 

-
2 5 4 2 ) 

А =?  О О -6 -5 - 1  . 

о о о о о 
Система совместна ( rang А = rang А == 2 ) и имеет бесконечное число решений ( rang А < 4 ) .  

Исходная система эквивалентна системе следующего вида { � - 2х2 + Sхз + 4х4 = 2, 
-бхз - Sx4 = - 1. 

Найдем общее решение системы. Придадим свободным неизвестным х2 и х4 nроизвольныв значе
ния 12 и 14 соответственно и, nеренося соответствующие слагаемые в nравы е части уравнений, nолучи�· 

Из nоследнего уравнения находим 

{ Зх1 + 5хз = 2 + 212 - 4{4 , 

. бхз = l - 5{4· 

1 
хз = 6 (l 

-
5
[
4
)
, /4 - произвольное. 

Подставляя выражение для х3 в nервое уравнение, получим, что 
1 

Xt = 18 (7 + 1212 + /4), 12 . {4 - nроизвольные. 

Общее решение системы имеет вид 
l 

Xt = 18 (7 + 12{2 + /4), Х2 = {2 , 
где 12 и /4 - nроизвольныв числа. Частное решение можно nолучить из общего, если nридать свобод
ным неизвестным конкретные значения. Наnример, nоложив 12 = 1 ,  /4 = - 1, nолучим, что X t = хз = 1 .  
Итак, частное решение системы: 

х1= 1 ,  х2= 1, x3= l, х4= - 1  . ... 

6.4. Правило Крамера 
Рассмотрим систему n линейных уравнений с n неизвестными - квадратную систему { ��.�.� �. �.·.·. · . . �.�.���.� .� .�: : 

ап1 Х 1 + . . .  + annXn = fЗn , 
(6) 

или, в матричной записи, 

! Ах = ь. l  (7) 
Если квадратная матрица А невырождена, то система ( 6) совместна и имеет единствен
ное решение, так как rang А = n .  

Умножая обе части равенства (7) слева на  матрицу А-1 , обратную к А , получаем, 
что 

х = А- 1ь. 
С учетом формулы (2) § 4 для обратной матрицы имеем 
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Проведем необходимые вычисления в правой части и получим, что 

1 
n 

Xj = 

IAI L fЗkAki • j = l ,  . . . , n ,  
k= J  

или, подробнее, 
j 

а1 1  fЗ1 aln  

an l  fЗп ann j = 1 , . . .  , n. Xj = 
а1 1 alj aln 

anl anj ann 

(8) 

В числителе располагается определитель матрицы, полученной из матрицы А линей
ной системы nутем замены j -го столбца на столбец свободных членов, а в знаменате
ле - определитель матрицы А. 

Важное замечание. Приведеиное правило (8) имеет в значительной степени теоретический интерес, 
и в практических вычислениях (за исключенкем квадратных систем с двумя или тремя неизвестными) 
не nрименяется ввиду громоздкости. 
Замечание. Необходимость вычисления n + 1 определителя n-ro порЯдка сильно увеличивает коли
чество вычислений по сравнению с методом Гаусса: при непосредственном раскрытии определителей 
решение квадратной системы с n неизвестными требует порядка n!n арифметических операций. Уже 
nри n = 30 такое число операций для современных ЭВМ недоступно. 

Общее число арифметических действий в методе Гаусса имеет порядок n3 • 
Большинство расnространенных точных методов решения линейных систем можно рассматривать 

как варианты метода Гаусса, различающиеся между собой лишь некоторыми деталями. Количество 
арифметических операций для всех таких методов примерно одно и тоже. 

Чтобы найти решение линейной системы 

АХ = Ь  
с квадратной невырожденной матрицей А, следует nостуnать так: 

1 .  Составить расширенную матрицу системы: ( al l . . . al n 
А = (А ! Ь) =  . . . . . . .  : . . . . . . . 

anl · · • ann 

2. Элементарными преобразованиями строк расширенной матрицы А привести 
матрицу системы к треугольному виду: ( 1 

(д 1 Б} = 0 

о о 
.�. ) . fЗп 

3. Элементарными преобразованиями строк матрицы (А 1 Ь) привести матрицу А 
к единичной: 

(1 1 с) =  ( � � 
. о о 

о 
о 

.�� ) . 
rn 
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4. Записать линейную систему, соответствующую лолученной ра�шире»ной ма- · 

трице (1 1 с) : 

Набор 
X J  = 'YI , Х2 :::: "f2 , 

- решение исходной системы. 

6.5. Однородные линейные системы 

= 1'1 · 
= 'У2 · 

:tn = 'Yn· 

. . . ' Xn = 'Yn 

Линейная система называется однородной, если все свободные члены системы равны 
нулю: 

� " , , , .  
' (9) 

Основные свойства однородной системы: 
1. Однородная система всегда совместна . 

.".. Набор х1  = О, . . .  , Xn = О - нулевоерешение, существующее усистемы (9)�сегд�. ""  

2. Если qисло т уравнений однородной системы меньше числа n неизвестнЬ!Х, то эта 
система имеет не нулевые решения . 

.".. Согласно сформулированному условию ранг r матрицы системы (9) удо1,Ш�'Г�Qряет 
неравенству r � т < n. Это позволяет утверждать, qто исходная система является 
неопределенной (см. n . 1 ) . "" 

3. Сумма решений однородной системы (9) также является ее решеНием. · · ' ' ,- ; ; ' , 
п 1 1 " " (9) э { .".. усть 71 , • • • , 'Yn и 71 , • • •  , 'Уп - решения системы . то ознаqает, по 

n 

2: Q;j'Yj = о и 
j=l 

n 

2: йij'YJ1 = о 
j=l 

для любого i = 1 ,  . . .  , т .  
Так как 

i = 1 ,  . . .  , т, 

то набор 
'У; + 'У;', . . .  ' 'У� + 'У� 

• 1 1 11 11 u 
(9) ...._ - сумма решении 'YI , . . . , 'Yn и 71 , • . .  , 'Yn - решение однороднон системы . ....-

4. Произведение решения однородной системы (9) на любое число также является 
решением этой системы. 
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� Пусть "11 , . . . , 'Yn - решенУ!е системы (9): 

n 
2:.: <Xij"fj = О, i = 1 ,  . . . , т; 
j= l 

JL - произвольное число. Тогда 
n n 

2:.: <Xij (JL'Yj) = JL 2.: <Xij"{j = О, i = 1 ,  . . .  , т. 
j=l j= l 

Тем самым, набор JL'YI , . . .  , JL'Yn - произведение решения 'YI , • . .  , "fn на число fL - реше
ние системы (9) . ..,.. 

Часто оказывается удобной матричная запись однородной системы 

или, короче, 
I AX = O. I  

Проведем доказательство свойств 3 и 4 в матричной записи. 

<1111 Доказательство свойства 3. 

( 10) 

Пусть столбцы Г' и Г" - решения системы { 1 0) :  АГ' == О  и АГ" = О. Тогда столбец 
Г' + Г" также явля�тся решением системы ( 1 О) , так как 

А(Г' + Г") = АГ' + АГ" = О + О = О. 

Доказательство свойства 4. 
Пусть АГ =:d О .  Вычислим A(J.LГ) , где J.L- любое число. Имеем 

A(J.LГ) = JL(AГ) = J.LO == О . ..,.. 

Свойства 3 и 4 означают, что множество решений однородной системы с есте
ственными правилами сложения решений и умножения решения на число является 
линейным пространством2> . 

Познакомимся с одним важным свойством линейного пространства решений од
нородной системы. 

Примеиив к однородной системе (9) метод Гаусса, приведем ее к следующему виду: 

X J  + /З12Х2 + · · · + f3JrXr + f3I ,r+ IXr+ I  + · · · + f3InXn = 0, 
х2 + . . . + f32rXr + f32,r.f- I Xr+I  + . . . + f32nXn = О, 

{ 1 1 )  

Xr + f3r,r+ IXr+ 1 + · · · + f3rnXn = О. 
Здесь мы считаем для простоты, что неизвестные х 1 ,  • • •  , Xr - главные (напомним, 
что этого всегда можно добиться путем временной перенумерации неизвестных) . 

2) Общее понятие линейного пространства будет рассмоТрено в § 1 главы V. 
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Пусть ранг r матрицы системы ( 1 1 )  меньше числа n неизвестных, r < n .  Построим 
n - r  решений системы ( 1 1 ) ,  придавая свободным неизвестным Xr+ 1 ,  . . .  , Xn значения 
в соответствии со следующей таблиЦей 

1 

2 

. . . 

n - r - 1 
n - r  

Xr+l 

[ 
о 

. . . 
о 

о 

Xr+2 
о 

1 

. . . 
о 

о 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . . 

. . .  

Xn- 1 

о 

о 

. . . 

1 
о 

З:n 

о 

о 

. . . 

о 
1 

( 1 2) 

Каждому набору значений свободных неизвестных соответствует решение· · сие·- . ·  
темы ( 1 1) :  

Гt = 

'Yi 1 

'Yr 1 
1 
о 

о 
о 

Г2 = 

712 

'Yr2 
о 

г,l-r- 1 = L . . . , 

о 
о 

'Y1 ,n-r-1 'Y1 ,n-r 

'Yr,n-r- 1 'Yr,n-r 
о Гn-r = о 

о о 

L о 

о 1 

Построенная совокупность решений Г1 , • . •  , Г n-r линейно независима. Покажем это. 

� Рассмотрим линейную комбинацию 

+P.n'Yr,n-r 

(13) 

P.n- 1 
P.n 

Легко заметить, что линейная комбинация ( 13) равна нулевому столбцу в том и только · , 
в том случае, когда P.r+l = P.r+:J, = . . . .  = P.n-l = P.n = О . Это означает, что нулево
му решению системы ( 1 1) равна лишь тривиальная линейная комбинация решений 
Г1 , . . .  , Гn-r · .... 

. 

В силу доказанных выше свойств 3 и 4 линейная комбинация ( 13) является реше- · 

ни ем системы ( 1 1) при любых JLr+ 1 , . . .  , P.n . 
Покажем, что любое решение 

Г =  P,r 
P.r+ l 

P.n 

( 14) 

однородной системы ( 1 1 )  можно представить в виде линейной комбинации вида (р)'. 
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� Умножая решения Г1 , . . . , Гn-r на J.lr+l • • . • , J.ln соответственно и складывая, по
лучим решение системы ( 1 1 )  в виде ( 13) .  Сравнивая формулы ( 13) и (14), нетрудно 
убедиться в том, что эти решения имеют одинаковый набор значений свободных не
известных J.lr+l •  • • •  , J.ln · А так как no заданным значениям свободных неизвестных 
главные определяются однозначно, то сами решения совпадают: 

Таким образом, построенная совокупность решений Г1 , • • •  , Г п-r однородной си
стемы (9) обладает следующими свойствами: 

1 .  она линейно независима; 
2. любое решение системы (9) можно представить в виде линейной комбинации 

решений Г1 , . . .  , Гn-r · 

Оnределение. Любая совокупность из n - r решений однородной системы (9), удовле
творяющая условиям 1 и 2, называется фундаментальной системой решений однородной 
системы (9). 

Пример. Решить систему 

<111 Применив метод Гаусса, получим 

{ Зх1 - 2х2 + 5х3 + 4х4 = О, 

6х 1 - 4х2 + 4хз + Зх4 = О, 
9xl - 6х2 + Зхз + 2х4 = О. 

{ Зх, - 2х2 + Sхз + 4х4 = О, 

-бхз - Sx4 = О  

(см. nример 3 n. 3). Свободные неизвестные - х2 и х4 . Составим таблицу 

2/з о о 

1/18 о - 5fб 
ФуР'lаментальную систему решений образуют решения 

Лю15ое решение Г заданной системы можно nредставить в следующем виде: 

г � p ( !) + vl-:1) · 
ГДе Jl и v - nроизвольныв nостоянные. .,. 

Итоr. Для того, чтобы описать множество решений однородной системы, достаточно 
11айти ее фундаментальную систему решений (ФСР), так как всевозможные линейные 
'�омбинации элементов ФСР и составляют это множество. 

Нетрудно заметить, что в таблицу ( 1 2) заключена единичная матрица порядка n-r.  
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Замечание 1 .  Требование ( 1 2) на набор свободных неизвестных не является обЯзательным для,nострсi

- ения ФСР. Можно поместить в таблицу (12) любую невьrрождеНН}'Ю матрицу (n - r),-ro порЮJ:к:а. 

Замечание 2; Любая однородная линейная система, имеЮщая неиулевые решенИя, обnа.цает-ФСР. , -, . 
Уnражнения 

1 .  Умножьте матрицу А на матриЦу В, если 

а) А = ( 6 � ) .  В = ( � � ) ; б) А = О �) , _в � (6 �}:: ' 
2. 

з. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

Умножьте матрицу ( � а О на себя. 1 
о 

Вычислите произведения АВ и ВА, если 

Д::::: ( 2 -3 OJ, в � (0 . , ., ·., J 

{ ; : 

Приведите матрицу к матрице ступенчатого вида: 
1 1 

•) ( ! ! ) ; о 2 1 б) 1 3 
2 1 

Вычислите определитель: 
о 1 2 3 1 2 

а) 1 о 1 2 б) 3 6 
2 1 о 1 ; 7 1 3  
3 2 1 о 3 1  23 

Найдите матрицу, обратную данной: 

б) ( -i 
-3 

а) ( -� -4 ) · 7 6 ' 2 

Найдите ранг матрицы: 

•) р 2 ! ) ; б) о 4 7 5 5 8 8 
10  1 1  1 2  6 9 

Решите систему: 
х 1  + х2 - х3 = 1 , 

а) { х, - х, н, � 1 , 

-х1 + х2 - х3 = 1 ; 

в) 

{ 7х, - 5х, - 2х, -4.<, � 8, 

-3х1 + 2х2 + Хз + 2х4 = -3, 

2х 1 - х2 - хз - 2х4 = 1 ,  

-х1 + хз + 2х4 = 1 ;  

3 4 
8 1 1  
20 26 
55 42 

- 1 ) 2 ; 
-4 

10 ) 
1 1  ; 
12  

б) 

г) 

2 3 i ) 4 5 
6 7 
23 55 42 

1 2 
в) 3 4 

5 6 
3 1  23 

( о 1 
- 1  о в) - 1  - 1  
- 1  - 1  

•) ( ! - 1  
1 
о 

- 1  о 

3 
5 
7 
55 

1 
1 
о 

- 1  

о 
- 1  

1 
о 

, ,· r · 

4 
6 
9 

42 

!) 
' ) о 
1 . 

' 1 ·· , ,  

х, - х2 + 2х3 = { х, + 2х, + 
2, 

хз. = -2, 
2х1 - х2 - Хз = -2; Гх, + Х2 + 1iз t::: · " О, 

5х 1 + х2 - 2хз =· 1, 
-2х1 - 2х2 + хз = -3 . 

: ;  ) , : 

, , 

: , .. 

�< 
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9. Решите систему: { З:х , + 2х2 + :хз = О, 

а) 7:х, + 6х2 + 5:хз = О, 

S:x, + 4х2 + З:хз = О; { -х, 

- х2 + Хз + 2х4 = О, 
б) 7х1 - 5х2 - 2хз - 4х4 = О, 

4х, - Зх2 - хз - 2х4 = О; 

+ хз + 2х4 = О, 

{ :х1 + 4х2 + 2хз - З:х5 = О, 

в) 2:х, + 9х2 + 5:хз + 2х4 + Xs = О, 

:х, + Зх2 + Хз - 2х4 - 9xs = О. 

Ответы 

1 .  а) ( � � ) ; б) о �) . 2. ( � 26а а
Ь + 2с ) 

2
Ь . 
1 

3. АВ = ( - 1 ) ,  ВА = о -�у �) . 
4. а) ( � l � l ) ; б) ( � -� -4� 

0 0 0 2  о о о 

-6 . 
4 ) 3� . 5. а) - 1 2 ;  б) 5; в) 80. 

б) ( f, :�: =!) ; •) ( -� ] -� =i ) 7. •) 2 ; б) 2 ; о) З . В. •) ж , � J , ж, � l , ж, � 1 ;  

б) х ,  = - 1 , Х2 = - 1 ,  хз = 1 ;  в) х ,  = - 1 - 'Уз + 2"f4 • :х2 = 
- 3 + 'Уз + 2"(4 , хз = "(з ,  Х4 = "(4 ; 

r) система несовместна. 9. а) х 1  = Хз , х2 = -2хз или ( :� ) = .>. ( -� )  ; б) х1 = х2 = Хз + 2х4 

... (Ю � л Ш + р Ш ; о) (IO � л ( -1 ) + р ( -!) 
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ЛИНЕЙНЫЕ И ЕВКЛИДОВЫ 
ПРОСТРАНСТВА 

§ 1 . Определение линейного пространства. 
Простейшие свойства 

Определение. Множество V элементов х, у, z, . . .  называется линейным пространством 
(действительным или комплексным) , если no пекоторому правилу 

1. любым двум элементам х и у из V поставлен в соответствие элемент из V ,  
обозначаемый х + у  и называемый суммой элементов х и у ;  

11. любому элементу х из  V и каждому числу а (вещественному или комплекс
ному) поставлен в соответствие элемент из V ,  обозначаемый ах и называемый про
изведением элемента х на число а, и эти правила сложения и умножения на число 
удовлетворяют следующим акt<иомам: 

1 .  (х + у) +  z = х + (у +  z) (ассоциативпость) ; 
2. х + у =  у +  х (коммутативность) ; 
3. во множестве V существует элемент е такой, что для любого элемента х из V 

выполняется равенство х + е = х;  
4. для любого элемента х из V во множестве V существует элемент ( -х) такой, 

что х + (-х) = е ; 
5. а(х + у) = ах + ау; 
6. (а + ,В)х = ах +  ,Вх; 
7. а(,Вх) = (а,В)х; 
8. lx = х. 
Элемент е называется нулевым элементом, а элемент ( -х) - противоположным 

элементу х .  

Элементы х, у, z, . . . линейного пространства часто называют векторами. Поэто-
му линейное пространство называют также векторным пространством. 

Примеры линейных пространств. 

1 .  Совокупность свободных геометрических векторов Vз в пространстве с введенными в § 2 главы 1 
операциями сложения векторов и умножения вектора на число {рис. 1 ) . 

Этим же свойством обладают: совокупность V1 векторов на прямой и совокупность V2 векторов 
на плоскости. 
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б) 

Рис. l 
2. Совокупность упорядоченных наборов ({ 1 , . . .  , {") из n действительных чисел. 

Операции - сложение и умножение на действительное число - вводятся так: 
а) сложение -

1 цl . . . . . {") + (711 
. . . . . 11"> = (е + 11 1 ·  . . . . с + 11"> ; 1 

б) умножение на число -

1 че . . . . . {") = (>.{� 
• . . . •  >.{"). ! 

(см. рис. 2, где n = 2) .  

Обозначение: IR" ( n-мерное вещественное координатное пространство). 

а) б) 
(�' + " , ' �2 + q2) 

,,,'" 
........

..... 

,/". 
... 

о о 

Рис. 2 
3. Совокупность всевозможных матриц 1Rmxn размера т х n с введенными в § 1 главы IV правилами 
сложения матриц, 

�------------------------------------------------. ·(· �·1·1· · · : : :  . . . ��-� ) + ( �1·1 · · · : : :  
.
. .  ��.". ) = ( -�� � .:.�� � . . .  : : :  . . . .  ��� .:.���- ) . 

Clml • • • Clmn fJтl • · • fJтn Clml + fJт1 • • · ltmn + fJтn 

В частности, совокупность n-строк, IR1 хп , и совокупность столбцов высоты т ,  1Rmx 1 , являются линей
ными пространствами. 

4. Множество С(-1 , 1) вещественных функций, непрерывных на интервале (-1, 1 ) ,  с естественными 
операциями сложения функций и умножения функции на число. 

Во всех приведеиных примерах требования 1-8 проверяются непосредственно. 

Простейшие свойства линейных пространств 
1 �· Нулевой элемент е определен однозначно. 
<1111 Пусть е 1 и е2 - нулевые элементы пространства V .  Рассмотрим их сумму е 1 + е2 . 
Вследствие toro, ЧТО е2 - нулевой элемент, ИЗ аксиомы 3 получаем, что е , +  е2 = е\ ' а так как эЛемент e l  - также нулевой, то е1 + е2 = е2 + eJ = е2 , т. е. eJ = е2 . ... 
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2. Для любого элемента х противоположный ему элемент (-х) определен однозначно. 

� Пусть х- и х_ - элементы, противоположные элементу х. Покажем, что они 
равны. 

Рассмотрим сумму х_ + х + х- . Пользуясь аксиомой 1 и тем, что элемент х
противоположен элементу х, получаем: 

х_ + х + х- = х_ + (х + х-) = х_ + е =  х_ , 

Аналогично убеждаемся в том, что 

Нетрудно убедится также в справедливости следующих свойств: 

3. Для любого элемента х выполняется равенство Ох = е .  

4. Для любого элемента х выполняется равенство -х = ( - 1  )х. 

5. Для любого числа а выполняется равенство а е = е. 

6. Из того, что ах = е, следует, что либо а = О ,  либо х = е .  

§ 2. Линейные подпространства 
Непустое подмножество W линейного пространства V называется линейным подпро
странством пространства V, если для любых элементов х и у из W и любоrо числа а 
выполняются следующие условия: 

1 1 . х + у  Е W и 2. ах Е W. l 
Иногда говорят: «множество W замкнуто относительно указанных операций-.. 

Примеры линейных nодnространств. 

1. Множество векторов на nлоскости V2 является линейным nодnространством линейного nростран
ства V3 • 

2. Совокуnность решений однородной системы т линейных уравнений с n неизвестными 

( �'.' . . . : : :  . . . ��.� ) ( �1 ) = ( � ) '  йmt • • • йтп Xn О 

образует линейное nодnространство линейного nространства JRnx t · 
<111 В самом деле, сумма решений однородной системы (*) является решением этой же системы и nро
изведение решения системы (*) на число также является ее решением. 11> 
3. СовокуnносТь всех вещественнозн .. ,мых срункций, неnрерывных на интервале (- 1 ,  1) и обращаю
щихся в нуль nри t = О, образует линейное nодnространство линейного nространства С(-1 .  1 ) .  
<111 Сумма j(t) + g(t) функций J(t) и g(t) , обращающихся в нуль nри t = О ,  J(O) = g(O) = О,  и nро
изведение aj(t) функции f(t) , обращающейся в нуль nри t = О, /(0) = О, на число а равны нулю 
nри t = О. 11> 
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2 .1 .  Свойства линейного подпространства 
1 .  Если х 1 ; • • •  , Xq - элемеJ:IТЫ линейного подпространства W, то любая их линейная 
комбинациЯ а 1 х 1 + . . . + aqXq также лежит в W .  
2. Линейное подпространство W само является линейным пространством . 
..,.. Достаточно убедиться лишь в том, что нулевой элемент е и элемент, противопо
ложный произволы!ому элементу из W, лежат в W. Указанные векторы получаются 
умножением лроизвольного элемента х Е W на О и на - 1 :  е = Ох , -х = (- l )x . .,.. 

2.2. Сумма и nересечение линейных подпространств 
Пусть V - линейное nространство, W1 и W2 -

его линейньiе подпространства. Суммой W1 + W2 
линейных подлространств W1 и W2 называется со
вокуnность всевозможных элементов х простран
ства V , которые можно представить в следующем 
виде 

х = х , + х2 , ( 1 )  
где х 1 лежит в W1 , а х2 - в W2 • Коротко это можно 
записать так: 
1 W, + W2 = {х = Х 1 + Х2 1 Х 1 Е W, ,  Х2 Е W2} . 1 

Сумма линейных подпространств W1 и W2 на- Рис. з 
зывается прямой, если для каждого элемента х этой 
суммы разложение ( 1 )  единственно (рис. 3). 

Обозначение: W1 ffi W2 . 
Пересечением W1 n W2 линейных подпространств W1 и W2 линейного простран

ства V называется совокупность элементов, которые принадлежат одновременно и ли
вейному подпространству W1 , и линейному подпространству W2 • 

2.3. Свойства пересечения и суммы линейных подпространств 
1 .  Сумма W1 + W2 является линейным подпространство м пространства V . 
..,.. Возьмем в W1 + W2 два произвольных элемента х и у. По определению суммы 
подпространств найдутся эЛементы х 1 , у 1 из w, и х2, У2 ,  из W2 такие, что 

Х = Х 1 + Х2 ,  У =  У1 + У2 · 
Это позволяет записать сумму х + у в следующем виде 

х + у =  (х, + х2) + (у, + У2) = (х, + у, ) +  (х2 + У2) . 
Так как х ,  + у, Е w, и Х2 + У2 Е W2 , то сумма х + у лежит в w, + w2 . 

Аналогично доказывается включение ах Е W1 + W2 • .,.. 
2. Пересечение W1 n W2 является линейным подпространство м пространства V. 
3. Если нулевой элемент является единственным общим вектором подпространств W1 
и w2 линейного пространства v '  то их сумма является прямой - w, ffi w2 о 

2.4. Линейная оболочка 
Линейной оболочкой L(X) подмножества Х линейного пространства V называется 
совокупность nсевозможных линейных комбинаций элементов из Х ,  
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L(X) = {у = t aj Xj 1 Xj Е Х, aj Е IR, q = 1 ,  2, . . . } .  
J= l 

Последнее читается так: <•линейная оболо'!Ка L(X) состоит из всевозможных элемен
тов у , предсrавимых в виде линейных комбинаций элементов множества Х».  

2.5. Основные свойства линейной оболочки 
1 .  Линейная оболочка L(X) содержит само множество Х .  

2. L(X) - линейное подпространство пространства V .  

<1111 Сумма линейных комбинаций элементов множества Х и произведение линейной 
комбинации элементов на любое число снова являются линейными комбинациями 
элементов множества Х . ..,. 
3. L(X) - наименьшее линейное nодпространство, содержащее множество Х .  

Это свойство следует понимать так: если линейное подпространство W содержит 
множество Х ,  то W содержит и ero линейную оболочку L(X) . 

<1111 Пусть W - линейное подпространство, содержащее заданное множество Х .  Тогда 
произвольпая линейная комбинация а1х 1 + . . . + а9х9 элементов множества Х 
элемент линейной оболочки L(X) - содержится и в подпространстве W . ..,. 

Пример 1. Рассмотрим в линейном nространстве JR3 две тройки х3 
Е. = ( 1 ,  1 ,  О) и Т) = ( 1 ,  О, 1) (рис. 4). Множество решений урав-
нения 

ж1 - ж2 - ж3 = О (2) 
является линейной оболочкой L( Е,, 11) троек Е, и 11 . 

• Действительно, тройки ( 1 ,  1 , 0) и ( 1 , 0, 1) образуют фундамен
тальную систему решений однородного уравнения (2), и значит, 
любое решение этого уравнения является их линейной комбина
цией . .,. 

Пример 2. Рассмотрим в линейном nространстве С(-оо, оо) веще
ственнозначных функций, неnрерывных на всей числовой оси, на
бор Х одночленов 1, ж, . . .  , ж" : 

Х = { l , ж, . . .  , ж"} .  Рис. 4 
Линейная оболочка L(X) представляет собой совокупность многочленов с вещественными коэффици
ентами, стеnени которых не nравосходят n . .,. 

Обозначение: М" = L(1 ,  ж, . . . , ж") . 

§ 3. Линейная зависимость 

Определение. Система элементов х 1 , • . .  , Xq линейного пространства V называется 
линейно зависимой, если найдутся числа а1 , • • •  , aq , не все равные нулю и такие, что 

( 1 )  

Если равенство ( 1 )  выполняется только при а1 = . . . = a q  = О, то система элементов 
х 1 ,  • • •  , Xq называется линейно независимой. 



126 --,------------------- Глава V. Линейные и евклид�ы пространства 

Справедливы следующие утверждения. 

Теорема .1 . , Сис1f1емq элементов х 1 , • • • , Xq ( q ;;:: 2) линейно зависима в том и только в том 
слуЧа�i#1и, ;<отя бы один из' ее мементов можно представить в виде линейной комбинации 
оста.л�?ftЫХ. 

' ' < '  � ' ,· • •  ' 

• ПредnоложИЬf сначала, что система элементов х 1 , . • • •  , Xq линейно зав]1С\1Ма. Будем 
<::чИтать для определеннqсти, что в равенстве (1)  отличен от нуля коэффициент aq . 
Перенося .все слаrаемые, кроме последнего, в правую часть, после деления на aq i= О 
получим, что элемент Xq является линейной комбинацией элементов х 1 , • . .  , Xq : 

О') O'q-1  
Xq  = - - Х 1 - • • • - -- Xq-1 . 

aq aq 
Обратно, если один из элементов равен линейной комбинации остальных, 

/З1 Х 1  + · · · + /Зq- I Xq- 1 = Xq , 
то, перенося его в левую часть, получим линейную комбинацию 

fЗ1Х 1  + . . . + f3q- 1 Xq- l  + ( - l)Xq = 8, 
в которой есть отличные от нуля коэффициенты ( -1 i= 0) . Значит, система элементов 
х.1 , � • • . , Xq ,11инейно зависим�. • 

Теорема 2� Пусть система элементов Х1 , . . .  , Xq линейно независима и у = а1 х 1 + 
. :· . · + CiqXq . Тогда коэффиЦиенты а1 , • • •  , O'q определяются по элементу у единственным 
образом. 

· 

• Пусть 

Тогда 

откуда 
(at - /З1 ) х1 + . . .  + (aq - f3ч)Xq = 8. 

Из линейной независимости элементов х1 , • • •  , Xq вытекает, что а1 - {31 = . . . = 
O'q - f3ч = О и, значит, а1 = fЗ1 , • • •  , aq = /Зq .  • .  

Теорема 3. Система элементов, содержащая линейно зависимую подсистему, линейно за
вИСИма. 

• Пусть первые q элементов системы х 1 ,  • • •  , Xq , 
Xq+ l • . • •  , Xm линейно зависимы. Тогда найдется 
линейная комбинация этих элементов такая, что 

O'tX I + . . .  + O'qXq = е 
и не все коэффициенты а1 , • • •  , aq равны нулю. До
бавляя элементы Xq+1 , • . .  , Xm с нулевыми множите
лями, получаем, что и в линейной комбинации 

а1 х1 + . . .  + O'qXq + Oxq+l + . . . 
равны нулю не все коэффициенты. • 

/_ Г \ 
Рис. 5 

+ Oxm = е  

Пример. Векторы из V3 линейно зависимы тогда и только тогда, когда они компланарны (рис. 5) . .,. 
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§ 4. Базис. Размерность 
Упорядоченная система элементов е1 , • • •  , en линейного пространства V называется 
базисом этого линейного пространства, если элементы е 1 ,  • • •  , е11 линейно незави� 
симы и каждый элемент из V моЖно представить в виде их линейной комбинации .  
Упорядоченность означает здесь, что каждому эле� 
менту приписан определенный (порядковый) номер. 
Из одной системы n элементов можно построить n! 
упорядоченных систем.  

Пример. Пусть а ,  Ь ,  с - тройка некомпланарных векторов 
из Уз (рис. 6). Тогда упорядоченные тройки а, Ь, с; Ь, с, а ;  
с ,  а, Ь; Ь, а, с ;  11 ,  е, Ь и с, Ь,  а - ра311ичные базисы Уз . � 
Пусть с = (е1 • • •  en) - базис пространства V.  Рис. 6 

Тогда для любого элемента х из V наЙдется набор чисел { 1 , • • •  , {" такой, что 

n 

х = { 1е1 + . . .  + {"en = L: {ie; . 
i=l 

В силу теоремы
·
2 числа { 1 , • • •  , {" - координаты элемента х в базисе с - определены · 

однозначно. . 
Посмотрим, что происходит с координатами элементов при простейшихдействиях 

с ними. n . n . . 
Пусть х = L: {'е; и у =  L: r/e; .  Тогда 

i=1 i=1 

и для любого числа а 

n n n 
х + у =  L: {ie; + L: r/e; = L({i + r/)e; 

i=l i=1 

n n 

i=l 

ах = а L {;е; = L(a{i)e;. 
i=l i=1 

Таким образом, nри сложении элементов их соответствующие координаты скла
дываются, а при умножении элемента на число все его координаты умножаются на это 
число. 

Координаты элемента часто удобно заnисывать в виде столбца. Наnример, 

n . 
- координатцый столбец элемента х = L: {'е; в базисе с. 

i=1 
Разложим nроизвольную систему элементов х 1 , • • •  , Xq по базису с, 

n n 
х 1 = L {fe;, . . .  , xq = L {�е; , 

i=l i=1 



128 -------------------- Г nава V. Линейные и е1мидовы пространсТiа 

и рассмотрим координатные столбцы элементов х1 , . . . , Xq в этом .базисе: 

Теорема 4. Система элементов х 1 , • • •  , Xq линейно зависима тогда и только тогда, когда 
линейно зависима система их координатных столбцов в каком-нибудь базисе. 

� Пусть q 
>. 1Х 1 + , . ,  + >.qXq = 2:: ).kXk = е, 

k=l 
nричем хотя бы один из коэффициентов >.k отличен от нуля. Заnишем это nодробнее 

t. >.k ( � ��ei) = � (t, >.k�L ) ei = е. ( 1 )  

Отсюда в силу единственности разложения элемента no базису вытекает, что 
q 

2:: >.�c�k = о , . . . ' 

k=l 
или, что то же, 

(2) 

Таким образом, линейная комбинация координатных столбцов элементов х1 , • • •  , 

Xq равна нулевому столбцу (с теми же коэффициентами >. 1 , • • •  , >.q) . Это и означает, 
что система координатных столбцов линейно зависима. 

Если же выполняется равенство (2) , то, nроводя рассуждения в обратном nорядке, 
nолучаем формулу ( 1 ) .  

Тем самым, обрашение в нуль нt:�которой нетривиальной (хотя бы  один из коэффи
циентов отличен от нуля) линейной комбинации элементов линейного nространства 
равносильно тому, что нетривиальная линейная комбинация их координатных столб
цов (с теми же коэффициентами) равна нулевому столбцу . ..,.. 

Теорема 5. Пусть базис с линейного пространства V состоит из n элементов. Тогда 
всякая система из т элементов, где т > n, линейно зависима. 

� В силу теоремы 3 достаточно рассмотреть случай т = n + 1 .  
Пусть х 1 ,  • • •  , Xn+ 1 - произвольные элементы пространства V .  Разложим каждый 

элемент по базису с = (е1 , . . .  , en) : 
Х1 = {ie 1 + . . .  + {�en, 
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и заnишем координаты элементов х 1 ,  • . .  , Xn+J в виде �атрицы, отводя j -й столбец 
координатам элемента Xj , j = 1 ,  . . . , n + 1 .  Получим матрицу из n строк и n + 1 
столбцов -

n+ l  

К = ( � � . . : .' . ' . . . ���.1 ) n 

{f . .  . {�+ 1 
Ввиду того, что ранг матрицы К не превосходит числа n ее строк, столбцы матри
цы К (их n + 1 )  линейно зависимы. А так как это координатные столбцы элементов 
х 1 ,  • • .  , Xn+ l •  то согласно теореме 4 система элементов х1 , • . •  , Xn+ l также линейно 
зависима . ..".. 
Следствие. Все базисы линейного пространства V состоят из одинакового числа элемен
тов . 

.- Пусть базис с состоит из n элементов, а базис с' из n' элементов. В силу только что 
доказанной теоремы из линейной независимости системы е'

1 , • • •  , е� заключаем, что · 

n' � n. Меняя базисы с и с' местами, в силу этой же теоремы nолучаем, что n � n' . 
Тем самым, n = n' . ..".. 
Размерностью линейного nространства V называется число элементов базиса этого 

nространства. 
Пример 1. Базис координатного nространства J!tn образуют эnементы 

е1 = (1 , О, . . .  , О, 0), е2 = (0, 1 ,  . . . О, 0), en = (0, 0, . . . , 0, 1)  . 

..,. Система эnементов е1 , е1, . . .  , en линейно независима: из равенства 
а, е, +  . . .  + anen = О  

получаем, что 
а1 ( 1 ,  О, . . .  , О, О) + . . .  + an (O, О, . . .  , О, 1 )  = (а1 ,  . . .  , an)  = (0, . . .  , О) 

и значит, а1 = . . .  = an = О. 
Кроме того, любой элемент Е, =  (е , . . . , С) из J!tn можно записать в виде линейной комбинации 

элементов е1 ,  . . . , en :  
Е.=  {1 ( 1 ,  о, . . .  , о, о) + . . .  + {n (o,o, . . .  , о, 1)  = (�1 , • • • •  С). 

Тем самым, размерность nространства J!tn равна n . .,.. 

Пример 2. Однородная линейная система 

UmJ X ! + · · ·  + атпХп = О, 
имеющая ненулевые решения, обладает фундаментальной системой решений (ФСР). ФСР является 
базисом линейного пространства решений однородной системы. Размерность этого линейного nро
странства равна числу элементов ФСР, т. е. n - r ,  где r - ранг матрицы коэффициентов однородной 
системы, а n - число неизвестных . .,.. · 
Пример 3. Размерность линейного nространства Mn многочленов степени не выше n равна n + J • 

..,. Так как всяк�q многочлен P(t) стеnени не выше n имеет вид 

P(t) = ао + a1 t + . . .  + antn , 
то достаточно nоказать линейную независимость элементов е1 = 1 ,  е2 = t, . . .  , en+l =; tn . 

Рассмотрим равенство 
ао · 1 + а1 · t + . . .  + ап · tn = О, 

где t nроизвольно. Полагая t = О , nолучаем, что а0 = О. 

5 Зак. 750 

(3) 
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Продифференцируем равенство (3) по t :  

а,  + 2a2t + . . . + nantn- l  = О. 

Вновь положив t = О, получим, что а1 :::: О .  
Продолжая этот процесс, nоследовательно убеждаемся в том, что ао = а , ::: . . .  = an = О .  Это 

• означает, что система элементов е1 ·= 1 ,  . . .  , en+ l = tn лине!irно неэависима. Следователi>НО, искомая 
размерность равна n + 1 . 1\11> 
Линейное пространство, размерность которого равна n ,  называется n-мерным. 
Обозначение: dim V = n . 
Соглашение. Далее в этой главе всюду считается, если не оговорено противное, что размерностьлиней
ного пространства V равна n. 
Ясно, что если W - подпространство n-мерного линейного пространства V, то 

dim W � n. 
Покажем, что в n-мерном линейном пространстве V естьлинейные подnростран

ства любой размерности k � n.  

� Пусть с ==  (е1 
оболочка 

en) - базис пространства V .  Легко убедиться в том, что линейная 

имеет размерность k . ..,.. 

По определению dim{e} = О. 

Теорема 6 (о nоnолнении базиса) .  Пусть система элементов а 1 , • • • , ak линейного простран
ства V размерности n линейно независим.а и k < n. Тогда в пространстве V найдутся 
элелtенты ak+ I •  . . .  , an такие, что система а 1 , . . . , ak , ak+ I •  . . . , an - базис V. 

� Пусть Ь - произвольный элемент линейного пространства V. Если система 
а 1 , . . . , ak, Ь линейно зависима, то 

Ь ='= а1 а 1 + . . .  + ak ak ,  (4) 
,так как в нетривиальной линейной комбинации 

>. Ia i + · · · + Лkak + Jtb = e  

коэффициент JL f. О вследствие линейной независимости системы а 1 ,  • • •  , ak . 
Если бы разложение вида (4) можно было бы. написать для любого элемента Ь 

пространства V ,  то исходная система а 1 , • • •  , ak была бы базисом согласно определе
нию. Но в силу условия k < n это невозможно. Поэтому должен существовать элемент 
ak+ I Е V такой, чтопополненная система а 1 , • • •  , ak , ,ak+I будет линейно независимой. 

Если k + 1 = n, то эта система - базис nространства V. 
Если k + 1 < п ,  то длЯ системы а 1 , • • •  , ak, ak+I следует повторить nредыдущие 

рассуждения. 
Таким способом любую заданную линейно независимую систему элементов можно 

достроИть до базиса всего пространства V . .,.. 
Пример. Дополнить сис:rему из двух векторов а1 = ( 1 ,  2, 0, 1) , а2 = (- 1 ,  1 , 1 , 0) пространства JR.4 
до базиса этого пространства. 

<011 Воэьмем в пространстве JR.4 векторы аз = ( 1 ,  О, О, О) и а4 ::: (0, 1, О, О) и покажем, что система 
векторов а 1 , а2, аз, а4 - базис JR.4 . 
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Ранг матрицы А = ( - � r !  � ) ·  о 1 о о 
строками которой являются координаты векторов а 1 ,  а2 , аз,  а4 , равен четырем. Это означает, что строки 
матрицы д, а, значит, и векторы а , ,  а2, аз, а4 линейно независимы . .,. 

Подобный подход используется и в общем случае: чтобы дополнить систему k 
линейно независимых элементов · 

al = (йt t • . . .  ' й tп) , 
до базиса пространства JRn , матрица 

. .
. ' 

( �� � . . .  : :  .. . . .  �.�� ) 
akl · · · akn 

элементарными преобразованиями строк приводится к траnециевидной форме, а за
тем дополняется n - k строками вида 

( О  О )  
так, чтобы ранг получаемой матрицы был равен n.  

Сnраведливо следующее утверждение. 

Теорема 7. Пусть W1 и W2 - линейные подпространства линейного пространства V. 
Тогда 

§ 5. Замена базиса 
Пусть е = (е1 • • • en) и е' = (е� е�) - базисы линейного nространства V .  
Разложим элементы базиса с' по базису е.  Имеем 

Эти соотношения удобно записать в матричной форме 

Матрица ( и! 
S = : иr 

называется матрицей перехода от базиса е к базису с' . 

j = l ,  . . . , n. (1 ) 

(2) 

• 



132 ------------------- Глава V. Линеllные и евкпмдовы"пространстаа 

Свойства матрицы перехода 
1 .  det S ::/; О . 
� Доказательство этого свойства проводится от противного. 

Из равенства det S = О вытекает линейная зависимость столбцов матрицы S. Эти 
столбцы являются координатными столбцами элементов е\ , . . .  , е� в базисе с. Поэто
му (и вследствие теоремы 4) элементы е'1 , • • •  , е� должны быть линейно зависимыми. 
Последнее противоречит тому, что с' 

- базис. Значит, допущение, что det S = О, 
неверно . ..,. 
2. Если � 1 , • • •  , �n и �'1 , • • •  , {'" - координаты элем�нта х в базисах с и с' соответ
ственно, то 

� Заменяя в формуле 
n . n 

""' . ""' 1 . 1 
х = L.J �1е; = L.J eej 

i=l j= l  

ej их выражениями ( 1 ) ,  получаем, что 

t �
i
e; = t �'j (t и;ei) = t (t и;��j) e; . 

i=l j= l  i=l i=l j=l 

Отсюда в силу единственности разложения элемента по базису имеем 
n 

ti = ""' ,...
J
i, t'j ' . 1 ." L.J v ." t = , . . .  , n. 

j= l  

(З) 

Переходя к матричной заnиси найденных равенств, убеждаемся в справедливости 
свойства 2 . ..,. 

3. s-
1 - матрица перехода от базиса е' к базису е .  

� Свойство 3 доказывается умножением обеих частей матричного равенства (2) на мат
рицу s-

1 справа . ... 

§ 6. Евклидавы пространства 
Вещественное линейное пространство V называется (вещественны;,1) евклидовым про
странством, если любым двум элементам х и у из V ставится в соответствие число, 
обозначаемое через (х, у) , такое, что для любых элементов х, у, z и произвольнаго 
вещественного числа а выполняются следующие условия: . 
\ .  (х, у) = (у, х) ; 
2. (х + у, z) = (х, z) + (у, z) ; 
3. (ах, у) = а(х, у) ; 
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4. (х, х) � О ; причем равенство нулю возможно в том и только в том случае, если 
х = в . 

Число (х, у) называется скалярным произведением элементов х и у .  
Примеры евклидовых пространств. 
1. В пространстве свободных векторов Vз скалярное произведение векторов а и Ь определяется так: 

1 (а, Ь) = \а \ \Ь \  cos(a, b). l 
2. Скалярное произведение nроизвольных элементов Е, =  ({1 , • • •  , {n) ,  11 = (1J, . . .  , 1Jn) из координат
ного пространства J!!.n можно определить формулой 

n (Е., ч) = Е (i1]i. 
i=l 

3. Линейное подпространство евклидова пространства само является евклидовым пространством. 

Пользуясь определением евклидона пространства, неrрудно доказать следующие 
свойства: 
1 .  (е, х) = О; 
2. (х, ау) = а(х, у); 
З. (х, у +  z) = (х, у) + (х, z) ; ( 1 т ) 1 т 
4. L а;х;, L f3iYi = L 2: 'a;{3j(X;, Yj) ·  

i=l j=l i=l j=l 

Теорема 8 (неравенство Коши-Буняковского). Для любЬIХ двух элементов х u у евклидова , 
пространства V спра_ведливо неравенство 

(х, у)2 � (х, х)(у, у) . 

� Если (х, х) = О , то х = е. и неравенство выполняется вследствие того, что (в, у) = О . 
Обратимся к случаю (х, х) ;/: О. Тогда (х, х) > О . По определению скалярного 

произведения неравенство 
(tx - у, tx - у) � О ( 1 )  

справедливо для любых элементов х и у из пространства V и любого вещественного 
числа t .  Заnишем неравенство ( l) nодробнее: 

t2 (x, х) - 2t(x, у) + (у, у) � О. 
Левую часть последнего неравенства можно рассматривать как квадратный трехчлен 
относительно t .  Из того, что знак этого квадратного трехчлена не изменяется при лю
бых t , заключаем, что его дискриминант неположителен, 

(х, у)2 - (х, х)(у, у) � О. 
Перенося выЧитаемое в правую часть, получаем требуемое неравенство . ..,. 

Замечание. Часто доказанное неравенство заnисывают в равносильной форме, 
! (х, у) \ � \х\ · \у\ .  

Следует nодчеркнуrь, что слева в этом неравенстве стоит абсолютная величина (модуль) скалярного 
лроизведения, а в правой части - нормы векторов х и у. 
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Определение. Длиной (нормой) элемента х называется число /x l ,  вычисляемое по правилу 
lx 1 == v/(X,X). 

Ясно, что J x l  ;;::: О для любого х , причем равенство lxl = О  возможно лишь в случае, 
если х = е . 

Рассмотрим цепочку равенств: 

/х + у \ 2 = (х + у, х + у) =  (х, х) + 2 (х, у) + (у, у) = /х \ 2 + 2(х, у) + /у/ 2• 
Заменяя второе слагаемое на  2\(х ,  у) \  ;;::: 2(х, у) и применяя нера
венство Коши-Буняковекого / (х ,  у) / � /x J · /y J , получаем, что 

l x + У/2 � l x / 2 + 2/x i · IYI + \у \2 == ( lx l + /у/)2• 
После извлечения квадратного корня приходим к неравенству тре-
угольника: 

l ix + Yl � lx l + Jy l j  
(рис. 7) . 

Рис. 7 

Углом между ненулевыми элементами х и у евклидова пространства называется 
число r.p ,  подчи.ненное следующим двум условиям: 

(х, у) cos r.p = N-IYi о 

Определение угла корректно, так как согласно теореме 8 имеем 

- 1  � (х, у) � 1 
"" Jx l · IYI "" 

для любых иенулевых элементов х и у. 
Элементы х и у называютсяортогональными, если (х, у) = О .  Для ор

тогональных элементов из соотношения (2) вытекает равенство 

\ !х + у / 2 = lx / 2 + Jy /2 , 1 
х 

Рис. 8 

являющееся обобщением известной теоремы Пифагора: квадрат длины суммы орто
гональных элементов равен сумме квадратов их длин (рис. 8). 

Система элементов f1 , • • • , fk называется ортогональной, если (fi, fj) = О' при i i- j ,  
и ортонормированной, если 

Определение. Символ 

( ) { 1 при i = j, fi , fi = 6;j = О . --J. • при � ..,.- J .  

если i = j, 
если i # j , 

называют символом Кронекера. 

Теорема 9. Ортанормированная система элементов линейно незавuсuма. 
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� Умножая обе части равенства 
.O:] f] + . . . + akfk = е 

скаляр но на элемент fj , j = 1 ,  . . .  , k, получаем, что 
O:j(fj , fj) :::::: о. 

И так как (fj , fj) = 1 ,  то O:j = О , j = 1 ,  . . .  , k . ..,. 

§ 7. Метод ортогонализации 
Покажем, как, пользуясь заданной системой линейно независимых элементов 
f1 , • • •  , fk евклидова пространства Е, построить в нем ортанормированную систему 
из k элементов. ' 

� Положим 81 = f1 . 
Для того, чтобы элемент 

g2 = f2 - 0: 18 1  
был ортагонален элементу 81 , необходимо выполнение следующего равенства: 

о =  (92· 9 1 )  = (f2 , g l ) - al (g l , 81 ) ,  
откуда 

Тем самым, элемент 

ортагонален элементу 81 (рис. 9 а) . 

а) б) 

Рис. 9 

Пользуясь построенными элементами 81 1  82 и заданным элементом fз ,  построим 
элемент 

8з = fз - j31g 1  - f32g2 ,  
ортогональный как элементу g 1 , так и элементу 82 • Для этого коэффициенты /31 и /32 
должны удовлетворять следующим условиям:  

О = (gз , gl) = (fз , 8 1 ) - f31 (g 1 , 8 1 ) ,  О = (gз , 92) = (fз ,  g2) - !32(82, 82) , 
откуда 
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Таким образом, элемент 

f 
(fз , g , ) (fз,  g2) 

gз = з - ---gi - ---g2 (g, , gl ) (g2 , g2) 
ортоrонален элементам gl и g2 (рис. 9 б) . 

Аналогичными рассуждениями можно л оказать, что элемент 

. 
_ f· � (f; , g i ) _ (f; , g2) _ (f;, gн ) 

g, - 1 ( ) g l  ( ) g2 . . .  - ( )
gi- 1 .  i = 3, . . . ' k, 

g1 , gl g2 , g2 gн , gi�I 

ортоrонален элементам g 1 ,  g2 , . . . , gi- I · 
Делениемкаждоrоэ.тiемента g; (i = 1 ,  . . .  , k) наегодлину \g; \ , g3 

nолучаем ортанормированную систему 

(рис. lО) . .,. 

gl g2 ei = jg"J' е2 = ·тg;т· . . .  ' 

Базис с = (е1 . . .  en) евклидона пространства называется 
ортонормированным; или ортобазисом, если 

- 1 (е;, ej) = б;j (i, j = 1 ,  . . .  , n) . / 
Суммируя вышеизложенное, получаем следующий результат. 

el 
Рис. 10 

Теорема 10. В любом евклидовом пространстве существует ортоJtормироваиный базис·. 

Пример. Методом ортоrонаnизац111и nостроить ор-тоiiОрМированный базис евклидова прос-транства Е 
по его базису 

а1 = (1 , 2, 2},  а2 = (3, О, 3}, аз = (5, 1 ,  1) . 

.,. Полагаем Ь1 = а1 и Ь2 = а2 - аЬ1 . Для того, чтобы вектор 

Ь2 = а:1 - аЬ, 
был ортогонален вектору Ь1 , необходимо выполнение неравенства 

о =  (а2 , Ь 1 ) - а(Ь , ,  Ь , ) ,  
откуда 

Тем самым, 

(а2 , Ь1 )  (а2 , а , )  9 
а = -- - -- = - = 1 

(Ь1 ,  Ь 1 )  - (а1 , а1 )  9 · 

ь2 = (3, о, з) - 1 · ( 1 ,  2, 2) = (2. -2. t). 
Для того, чтобы вектор 

был ортогонален векторам Ь1 и Ь2 , необходимо выполнение равенств 

откуда 

Тем самым, вектор 

О =  (аз ,  Ь, ) - ,д(Ь, , Ь, ) ,  О =  (аз, Ь2) - 1(Ь2, Ь2) ,  

Ьз = (5, 1 ,  1) - 1 · ( 1 ,  2 ,  2) - 1 · (2, -2, 1 )  = (2, 1 ,  -2). 
Система векторов Ь, ,  Ь2, Ьз ортогональна. Поделив каждый вектор на его длину, получим 

е, = (� . � · �) , е2 = (�. -� ,  �) , ез = (�. � · -�) 
- ортанормированный базис пространства· Е. � 
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При помощи ортанормированного базиса скалярное nроизведение элементов вы
числяется особенно просто. Пусть е = (е, . . . en) - ортанормированный базис 
пространства Е. Вычислим скалярное nроизведение элементов х и у, предварительно 
разложив их по базису с 

Имеем 

В частности, 

Откуда 

n n 
х = z=�ie; , у =  Errej. 

i=l j=l 

n 
(х, х) = E<�i)2 . 

i=l 

n 
lxl = \ t1<�i)2 . 

§ 8. Ортогональное дополнение 

Пусть W - линейное подпространство евклидона nространства V.  Совокуnность W J. 

элементов у nространства V, обладающих свойством 

(у, х) = О, 

где х - произвольный элемент из W, называется ортогональным допмнением nод
пространства W. Другими словами, ортогональное доnолнение W.L состоит из всех 
элементов у, ортогональных всем элементам nодпространства W .  

Свойства ортогонального дополнения 

1 .  W .L - линейное nодпространство nространства V. 
<0111 Пусть элементы у, , у2 лежат в W.L , т. е .  

(у1 , х) = О, (у2 , х)  = О  

для любого элемента х из W. Складывая эти равенства и полъзуясъ свойствами ска
лярного nроизведения, получаем, что 

(у, + У2, х) = О  

мя любого элем�нта х из W. Это означает, что у ,  + у2 Е W.L . 
Из того, что (у, х) = О для любого элемента х из W, вытекает равенство (ау, х) = 

а( у, х) и, значит, включение ау Е W.L . ...,. 

2. v = w Е1Э w.L . 
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Свойство 2 означает, что любой элемент х простран
ства V можно представить, причем единственным образом, 
.n виде суммы элементоn из W и W.L : 

х = y + z. 
Элемент у Е W называется ортогональной проекцией эле
мента х на линейное подnространство W, а элемент z Е 
W.L - его ортогональной составляющей (рис. 1 1 ) .  
Покажем, как по заданным элементу х и линейному nод
nространству W найти его ортогональную проекцию у и ор
тогональную составляющую z .  
<1111 Можно считать, что в линейном подпространстве W за

Рис. 1 1  
дан ортонормированный базис е1 , • • .  , ek . Запишем искомьrй элемент у в виде линей
ной комбинации 

у = а1 е1 + . . . + akek . 
Подставляя это выражение в формулу ( *) : 

х = а1 е1 + . . .  + akek + z 
i 

и умножая обе части nолученноГо равенства последовательно на элементы е1 , • • •  , ek , 
в предположении z ..L W nриходим к соотношениям 

(x, ei ) = aJ ,  . . .  , (x, ek) = ak. 
Элементы 

у =  (х, е 1 )е1 + . . . + (х, ek)ek и z = х - у 
обладают требуемыми свойствами . ..,. 

Пример. Найти ортогональную проекцию вектора х == (4, 2, 3, 5) на линейное подпространство W С JR4 , 
заданное системой уравнений { �1 + Х2 + Хз + Х4 = 0, 

, X i - Х2 - Хз + Х4 = 0. 

� Векторы а , = ( 1 , 0, 0, - 1) и а2 = (0, 1 , - 1 , 0) образуют фундаментальную систему решений и ,  
следовательно, базис подпространства W. Кроме того, векторы а 1  и а2 ортогональны. Для того, чтобы 
построить ортанормированный базис подпространства W·, достаточно разделить эти векторы на их 
длины. В результате получим 

е, = (�. о. о, -�) . е2 == (о. �. -�. о) .  
Вектор 

у ==  (х, е, )е, + (х, е2)е2 = (� - �) · (� · О, О, -�) + (-ll - 72) · (о, � · - � . о) = � (- 1 ,  - 1 ,  1 ,  1 )  

является ортогональной проекцией вектора х = ( 4, 2, 3, 5) , на  подпространство W ,  а вектор 

z = x - y = (4 � , 2 4 , 2 � , 4 �) 
- его ортогональной составляющей . .,. 

' 

§ 9 . Унитарные пространства 
Унитарным пространством называется линейное комnлексное nространство И, в ко
тором каждой упорядоченной паре элементов х и у из И ставится в соответствие 
число - скалярное произведение (х, у) так, что для любых элементов х ,  у и z из И 
и любого комnлексного числа а выполняются следующие соотношения: 
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1. (у, х) = (х, у) (черта в правой части указывает на операцию комплексного сопря
жения) ; 

2. (x + y, z) = (x, z) + (y, z) ; 

3. (ах, у) = а(х,. у) ; 

4. (х, х) ;;::: О ,  причем равенство (х, х) = О возможно лишь в случае, если х = е .  

Прнмер. В координатном пространстве ·С" , элементами которого являются всевозможные уnорядочен
ные наборы n комплексных чисел, скалярное nроизведение можно ввести так 

n 

(E.. tt) = � {j'lj . j=l 
где l. =  ({ 1 ,  . . . .  С) , 11 = ('1 1 , . . . · '1") Е Cl . .,. 

Упражнения 
1 .  Найдите линейную оболочку, порождаемую многочленами 1 + t2 , t + t2 , 1 + t + t2 • 
2. Является ли система векторов х1 ,  х2 , х3 пространства JR.З линейно зависимой, если: 
а) Х1 = ( 1 ,  2, 3) , Х2 = (4, 5, 6) , Хз = (7, 8, 9) ; 
б) х1 = ( 1 ,  4, 7, 10) , х2 = (2, 5, 8, 1 1 ) ,  х3 = (3-, 6, 9, 12)? 
3. Покажите, что система векторов х1 = (1, 1 ,  1) , х2 = (1, 1 ,  0) , х3 = (0, 1 ,  - 1 )  образует 

базис линейного пространства JR3 • 
4. Дополните системувекторов ( 1 ,, 1 ,  О, О) , (0, О, 1 ,  1) до базисалинейногопространства JR4 . 
5. Проверьте, что векторы (2, 2, - 1 ) ,  (2, - 1 ,  2) ,  (- 1 ,  2, 2) образуют базис линейного про

странства JR3 , и найдите координаты вектора х = (3, 3, 3) в этом базисе. 
6. Определите размерность и найдите какой-нибудь базис линейной оболочки, натянутой 

на систему векторов х1 = ( 1 , 2, 2, - 1 ) ,  х2 = (2, 3 , 2, 5) ,  х3 = (- 1 , 4, 3, - 1 ) ,  х4 = (2, 9, 3, 5) 
из линейного пространства JR4 • 

7. Найдите угол между векторами (2, - 1 , 3, -2) и (3, 1 ,  5, 1) евклидона пространства R4 • 
8. Примените процесс ортоrонализации к системе векторов ( 1 ,  -2, 2) , ( - 1 ,  О, - 1 ) , 

(5, -3, -7) пространства JR3 . 
9. Найдите ортогональную проекцию вектора хна подпространство L линейного простран

ства JR4 и его ортогональную составляющую, если х = (2, -5, 3, 4) , а L натянуто на векторы 
( 1 ,  3, 3, 5) , ( 1 ,  3, -5,  -3) ,  ( 1 ,  -5, 3, -3) .  

Ответы 
1 .  Совокупность М2 всехмноrочленовстепени не выше 2. 2. а) да; б) да. 4. Например, (0, 1 , О, О) , 
(0, О, 1 ,  0) . 5. 1 ,  1 ,  1 .  6. 4 ;  х 1 , х2 , Хз , Х4 . 7. � ·  8. (� , - % , О ,  ( - � .  - � .  -0 • О· -� .  -0 · 
9. у =  (0, -3, 5, 2) , z = (2, -2, -2, 2) . 
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ЛИНЕЙ НЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

§ 1 . Определение линейного отображения. 
Образ и · ядро линейного отображения 

, 

Пусть V и W - линейные nространства (либо оба вещественные, либо оба комnлекс
ные). Линейным отображением линейного nространства V в линейное nространство W 
называется nравило А, согласно которому каждому элементу х из nространства V ста
вится в соответствие (единственный) элемент у = Ах из nространства W так, что 

1 . A(xt +. х2) = Axt + Ах2 , 
. 

2. А(ах) = аАх . 
Эти два требования можно объединить n одно: 

j A(a t X t  +а2х2) = а 1 Ах, + a2Ax2. j 
Обозначение: А: V -+ W .  

Примеры линейных отображений. 

1 .  Пусть V = W = М,. , где М,. - nространство многочленов, сте
nень которых не выше n .  Правило 

j v  = � : м,. � м�. 1 
согласно которому каждому многочлену из М,. ставится в соответ
ствие его nроизводная, является линейным отображением (nроизвод
ная суммы равна сумме nроизводных, nостоянный сомножитель мож
но выносить из-nод знака nроизводной). 

2. Правило, no которому каждому элементу х из V ставится в соот
ветствие элемент Лх из V ( Л  t О и фиксировано), - nреобразование 
подобия - является линейным отображением (рис. 1 ). 
3. Пусть с = (е; ,  . . . , en) - базис nространства V. Поставим 
nроизвольнему элементу 

n tl tk t" "' ti х = � е1 + . . .  + � ek + . . .  + � е,. = L... � е; 
i=l 

в соответствие элемент 

k 
1 k "' i 

Рх = { е, + . . . + { ek = L... { е; 
i=l 

(здесь k < n фиксировано). Правило Р : V -> V является 
линейным отображением и называется отображением nроек
тирования (рис. 2). 

Рис. 1 

Рис. 2 
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4. Совокуnность Т2 тригонометрических многочленов вида 
a co�t + f3 sln t 

образует линейное nространство. Правило 
�--�--------------------� d ' 

'D == dt : а cos t + 13 sin t н -а sin t + ,б  cos t 

является линейным отображением 
'D :  т2 - т2. 

5. Пусть д Е IRmxn - фиксированная матрица, Х - nроизвольный столбец высоты n . Умножение 
столбца Х на матрицу д слева является линейным отображением nространства столбцов высоты n 
в nространство столбцов высоты т ,  

Образом линейного отображения А: V -+ W называ�тся множество im А всех 
элементов из nространства W ,  обладающих следующим свойством: .  элемент у лежит 
в im А, если в nространстве V найдется элемент х , такой, что Ах = у. 

Примеры. 

1 1 • Образом оnерации дифференцирования 'D : Мп -+ Мп является совокуnность многочленов, сте-
nень которых не выше n - 1 .  · 

2' , Образ отображения nодобия совnадает со всем nространством V .  
З' . Образ отображения nроектирования 'Р : V -+ V является nодnространством 

Wk = L(et , · · · · ek) 
nространства V .  
41 • Образ оnерации дифференцирования 'D : Т2 -+ Т2 совnадает со всем nространством Т2 . 

Теорема. Образ im А линейного отображения А: V -+ W является линейным подпро
странством пространства W. 

� Пусть у1 и у2 - элем�'НТЫ из im А. Это означает·, что в пространстве V найдутся 
элементы Xt и х2 , такие, что Axt = Yt  и Ах2 = У2 · Из формулы 

' \ 

ЛtYt  + Л2У2 = Лt Axt + Л2Ах2 = A(ЛtX t  + Л2х2) 
вытекает, что nроизвольпая линейная комбинация элементов у1 и У2 также лежит 
в im A  . ..., 

Размерность образа линейного отображения называется рангом этого линейного 
отображения. 

ОбоЗначение: rang А. � 

Определение. Линейные отображения А: V --+ W и 8: V --+ W называются равными, 
если для любого элемента х из nространства V выnолняется равенство Ах = 8х . 

Обозначение: А = 8. 

Теорема 1 (Построение линейного отображения). Пусть V и W - линейные пространства, 
с = ( е1 , • • •  , en) - базис пространства V, а f1 ,  • • •  , fn - произвольные элементы из про
странства W. Тог.да существует и притом ровно одно линейное отображение 

A: V --+  W, 

для которого 
( 1 )  
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-. А. Существование. Разложим произвольный элемент х из пространства V по базису с 
этого пространства, n 

х = ��kek , k=l 
и построим отображение А: V ---+ W по следующему правилу: 

n 

Ах =  � �kfk · k=l 
Ясно, что 

Aek == fk , k = 1 ,  . . .  , n. 
В линейности отображения А убедимся непосредственно. Пусть 

n 

У = � r/ek . k=l 
Тогда согласно правилу (2) 

n 11 11 

А(Лх + JLY) = �(Л�k + pr/)fk = Л I: �kf,� + JL � '!fkfk = ЛАх + рАу. 
k=l k=l k=l 

(2) 

Б. Единственность. Покажем,  что требованием ( 1 )  линейное отображение А опреде
ляется однозначно. 

Пусть В: V ---+ W - линейное отображение и 

Bek = fk , k = l ,  . . . , n. 
Вычисляя действия А и В на произвольный элемент х из V, убеждаемся в том, что 
в обоих случаях результат один и тот же. -

Ах = t�kfk = t �kBek = в (t �kek) = Вх. 

Значит, отображения А и В совпадают . ..,. 
Таким образом, линейное отображение можно задать его действием только на эле

менты базиса. 
Ядром линейного отображения А: V ---+ W называется м но- ker р 

жество ker А всех элементов из пространства V ,  каждый из ко-
торых отображение А переводит в нулевой элемент ew про-
странства W .  

· 

Прммеры. 

111 • Многочлены нулевой стеnени образуют ядро оnерации дифференци
рования 'D: Mn -> Мп · 

'i' . Ядро отображения nодобия состоит из нулевого элемента ev nро
странства V .  
311 • Ядром отображения nроектирования Р :  V ..... V является линейное 
nодnространство L(ek+l •  . . . , en) (рис. 3). 
411 • Ядро оnерации дифференцирования 'D: Т2 --> Т2 состоит из нуля. 
511 • Ядром отображения 

A: Rnx i -+ Rmx l  
является множество решений однородной линейной системы 

АХ == О. 

Рис. 3 
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Теорема 2. Ядро линейного отображения А: V --> W является линейным подпростран
ством пространства V. 

<1111 Из равенств Ах = ew и Ау = ew вытекает, что 

А(Лх + t-tY) = ЛАх + t-tAY = Леw + t-t8w = 8w . ..,.. 
Размерность ядра линейного отображения называется дефектом этого отображе

ния. 
Обозначение: defect А. 
Для любого линейного отображения А: V --> W справедливо равенство 

1 rang A + defect A = dim v. 1 (*) 

§ 2. Операции над линейными отображениями 
Пусть V и W - линейные пространства и А: V --> W, В: V --> W - линейные ото
бражения. Суммой линейных отображений А и В называется отображение С: V --> W ,  
определяемое п о  следующему правилу: 

1 Сх = Ах + Вх 1 
для любого элемента х из V .  Нетрудно убедиться в том, что отображение С является 
линейным. В самом деле, 

С(Лх + t-tY) = А(Лх + t-tY) + В(Лх + t-tY) = Л(Ах + Вх) + t-t(Ay + Ву) == ЛСх + t-tCy . ..,.. 
Обозначение: С = А + В. 
Произведением линейного отображения А: V --> W на число а называется отображе

ние В: V --> W ,  определяемое по правилу: 

г-1 В-х-=-аА-х--,1 
для любого элемента х из V .  Отображение В линейно: 

В(Лх + f..tY) = аА(Лх + t-tY) = Л(аАх) + t-t(aAy) = >.Вх + t-tBy . .... 
Обозначение: В = аА. 
В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением линейных операторов - линейньхх 

отображений, действующих из пространства V в это же пространство V .  Среди рас
смотренных выше примеров отображений линейными операторами являются диффе
ренцирование, подобие и проектирование; умножение столбца на квадратную матрицу 
также является линейным оператором. 

Оператор I: V --> V, задаваемый правилом Ix = х для любого элемента х из V,  
называется тождественным. 

Введем операцию умножения линейных операторов. Пусть А: V --+ V и В: V --> 

V - линейные операторы. Произведением оператора А на, оператор В называется 
отображение С: V --+ V ,  определяемое по правилу 

/ Сх = В(Ах), / 
где х - произвольныйэлемент из V .  Покажем, что С - линейный оператор: 

С(Лх + t-tY) = В (А(Лх + t-tY)) = В(>.Ах + t-tAY) = ЛВ(Ах) + t-tB(Ay) = ЛСх + t-tCy . ..,.. 
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Обозначение: С =  ВА. 
Замечание. Порядок сомножителей в nроизведении линейных оnераторов является существенным, как 
nоказывает следующий лример. 

Пример. Пусть V == IR.2 • 
Отображения 

А: ({' , {2) ,_ ({ ' , О) ;  В: ({ ' , {2) .,... ({' + {2 , {2) 
- линейные оnераторы, действующие из IR.2 в IR.2 (рис. 4). Тогда , 

ВА: ({ 1 , {2) н ({1 , 0), АВ: ({ 1
, 
е) н ({1 + {2 , О) . 

Ясно, что при е '# О 

Пусть А: V -+  V - линейный оnератор. Линейный оnератор В: V -+  V называется 
обратным оператору А, если выnолнены следующие равенства 

/ BA = AB = I, / ( 1 )  

где I: V -+ V - тождественный оператор. 

Теорема З. Для того, чтобы у Ли.Нейпого оператора А: V -+ V был обратный, необходимо 
и достаточно, чтобы образ оператора А совпадал со всем пространством, 

<1111 Предположим сначала, что об
ратный оператор В у заданного 
оператора А существует и пока
жем, что произвольно взятый эле
мент у из nространства V неnре
менно лежит в im А. Подействовав 
оnератором А на элемент х = Ву, 
согласно определению ( 1 ) ,  nолу
чим 

Ах = А(Ву) = (АВ)у = Iy :::: у. 
Значит, элемент у является обра
Зом элемента х == Ву и ,  следова
тельно, лежит в im А. Тем самым, 
im A = V .  

Пусть теперь образ оператора А 
совпадает со всем пространство м V:  

Тогда 

im A =  V. 

О (ВА)Е, 

in1A = V. 

rang А ==  dim V .  

Рис. 4 

Поэтому оператор А переводит базис пространства V снова в базис: 

А: с ==  (е, , . . . -, en) -+  f = (f, , . . .  , fn) ,  
где fk = Aek , k = 1 ,  . . .  , n .  

Построим линейный оператор В по сЛедующему правилу 

Bfk = ek , k = 1 ,  . . .  , n. 

Согласно теореме 1 ,  условием (2) оператор В определяется однозначно. 

(2) 
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Пусть х - п'роизвольный элемент пространства V. Вычислим (ВА)х и (АВ)х.  
Разложим х по базису с.  Имеем 

n 

х = L �kek . 
k=l 

Подействовав на него оператором ВА, с учетом формул (2) получаем, что 

(ВА)х = (ВА) (� {kek) = в(� {k Ае�с) = � ев(Аеk) = � {kBf�c = � {ke�c = х. 
" 

Аналогично, раскладывая элемент х по базису f , 
n 

х = L "�kf�c , 
k=l 

и действуя на него оnератором АВ, имеем 

Тем самым, 

n n n 

(АВ)х = :Е 'f/k A(Bfk) = :Е "lk Aek = :Е ТJkf�c = х. 
k=l k=l k=l 

БАх = х, АВх = х 
для любого элемента х из V и, значит, 

BA = AB = I . .... 
Замечание. В ходе доказательства этой теоремы мы установили также, что обратный к А оператор 8 
оnределен однозна•1но. 

Для оnератора, обратного к А, принято следующее обозначение: А-1 • 

Следствие. Линейный оператор А: V -> V обратим (имеет обратный) тогда и только 
тогда, когда его ядро тривиально, 

ker A = {ev} .  
Справедливость этого утверждения вытекает из теоремы 3 и формулы ( *) § 1 .  

- 1 \ 
' 

.................. __ - 1  

Прнмер. Линейный оператор 

А 

) 1 �1 

,;".,' 

---"/ А-1 

Рис. 5 

2 
3 

�2 

___ ...... .... ...... ",./' 

/ 1  �� 
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осуществляет равномерное сжатие nлоскости к оси { 1  (с коэффициентом i ); обрат�ый оnератор 

х' : (�' ,  (2) ..... ( (' , �(2) 
- равномерное растяжение (с коэффициентом � )  (рис. 5). � 

§ 3. Матрица линейного оператора 
Пусть линейный оператор А: V -+ V преобразует элементы базиса с =  (е1 , • • •  , en) 
пространства V по.-следующему правилу 

Матрица 

n ·  
Aei = l: a�ek = aiei + · · ·  + aien, i = l , . . . , n. 

k=l 

А = А( с) = ( а
··.
: а 

.

.. � )  
а? а� 

столбцами которой являются координаты образов базисных элементов, называется 
матрицей линейного оператора А в базисе е. J 

Пример 1. Матрица D(e) оператора дифференцирования 1J : М3 ..... Мз в базИсе е0 = 1 ,  е1 = t ,  
�� t) 

е2 = 2i , ез = 31 имеет вид ( о 1 о о ) о о 1 о D(e) = О О О 1 · .,.  
о о о о 

Пример 2, Матрица D( с) оператора дифференцирования 1J : Т2 _, Т2 в базисе е 1 = cos t ,  е2 = sin t 
имеет вид 

так как 

Пусть 

D(c) = ( -� Ь ) •  
1Je1 = 'Р cost = - sin t = -е2 = О ·  е, + (- J )  · е2,  
'Ре2 = 'Р sin t = cos t = е, = 1 · е 1  + О · е2 . .,.. 

у == Ах. 
Разложим элементы х и у no базису с: 

n n 

Координатные столбцы 

х = L �iei , 
i=I 

элементов х и у в базисе с связаны соотношением 

J у(с) = A(c)x(c) . J ( 1 )  
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-. Сравнивая формулы 

и 

n 
- "  k у - ц 'fJ ek 

k=! 

в силу единственности разложения элемента у по базису е получаем 

fl 
k � k j 'fJ = L..., Ctj { ' k = 1 ,  . . .  , n. 

i=l 
Записывая-nолученные n равенств в матричной форме 

получаем требуемое равенство ( 1 ) . ..,. 

Теорема 4. Ранг матрицы А( е) линейного оператора А: V ---> V не. зависит от выбора 
базиса е и равен рангу rang А оператора А. 

-. Так как 

im A = L(Aet , . . .  , Aen) ,  
то rang А равен максимальному числу линейно независимых элементов в системе 
Ае1 , • , • , Ае,. . В силу теоремы 4 главы V, последнее совпадает с максимальным числом 
линейно независимых столбцов матрИцы А( е) , т. е, с ее рангом. 

Таким образом, 

rang А( с) = rang А. ..,. 

Легко убедиться в том, что 

при сложении линейных операторов их матрицы (вычисленные в одном базисе) складыва
ются, а при умножении линейного оператора на число его матрица умножается на это 
число. 

Матрица произведения С = ВА операторов А и 8 равна произведению матриц этих 
операторов (относителыю одного и то<>со же базиса с) : 

С(е) = В(е)А(с) . (2) 
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<1111 Пусть 
n 

Bek = L: ,д�ет . 
m= l 

Тогда 

Положим 
n 

т """ f.lm k "Yi = L.J 1-'k Qi ' i, т ,;  1, . . .  , n. 
k=l 

Тем самым, 
С(с) = bl11).  

Вследствие того, что А( с) = (а�) и В( с) = (,8�) , из формул (3)  и (4) получаем 
С(с) = В(с)А(с). fll> 

Отсюда, в частности, вытекает, что 

матрица оператора А-
1
, обратного к А, является обратной к его матрице А. 

<1111 В самом деле, из соотношений 
A-1 A = I, АА-

1 = I, 

(3) 

(4) 

определяющих обратный операт0р, получаем, что его матрица В удовлетворяет равен-
ствам 

ВА = 1, АВ = 1 ,  
и , значит, является обратной к А: 

Теорема 5. Матрицы А =  А( с) и А' = А(с') линейногооператора А: V -+  V относительно 
базисов с и е' пространства V связаны равенством 

д' = S- 1 AS, (5) 
где S - матрица перехода от базиса е к базису е' . 

<1111 Пусть у = Ах. Координатные столбцы злементов х и у относительно базисов с и е' 
связаны равенствами 

у(с) = Ах( е), у(е') = д'х(с') (6) 
соответственно. Согласно свойству 2 матрицы перехода (§ 5 главы V) имеем 

х(е) = Sx(e') , у(е) = Sy(e') . (7) 
Заменяя в первом из равенств (6) столбцы х(е) и у( е) их выражениями (7), получаем 

Sy(e') = ASx(c') . 
Пользуясь вторым равенством (6) , имеем 

Sд'х(с') = ASx(c') .  
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Отсюда в силу nроизвольности стоЛбца х(с') получаем, что 
SA' = AS. 

Так как матрица перехода S невырождена и, значит, обратима, то умножая обе части 
последнего равенства на матрицу s� 1 слева приходим к требуемой формуле (5). "' 
Следствие. Определитель матрицы линейного оператора не зависит от выбора базиса. 

<111 Вычислим определитель матрицы 
д(с') = S� 1 A(c)S. 

Имеем 
det А( с') = det (S� 1 A(c)S) = det S� 1 • det д( с) · det S = det А( с) . 

Последнее равенство выnолняется в силу того, что 
det(S� 1 )  = (det S)� 1 . ... 

Таким же свойством обладает и определитель матрицы линейного оператора 
A - ti, 

где I - тождественный оператор, а t - Произвольное число. 
<111 Рассмотрим матрицы этого оператора в базисах с и с' соответственно: 

А( с) - tl, А( с') - tk ,, r 

Воспользовавшись равенством (5) 

д( с') - tl = s-1 A(c)S - tl � s- t (А( с) - ti)S 
и доказанным выше следствием, получаем, что 

det (A(c') - tl) = det(A(c) - tl) . "' 

Пусть А =  (а�) - матрица линейного оператора А в каком-нибудь базисе. Функ
ция 

x(t) = det(A - tl) 
является многочленом от t и, согласiю только что доказанному, не зависит от выбора 
базиса. Расnисав определитель матрицы А - tl подробнее, получаем, что 

al - t 
x(t) = det(A - tl) = 

а� - t 
Многочлен 

1 x(t) = (- l )ntn + "Yn- Jtn- 1 + . . .  + rJ t + 'Уо 1 
называется харакmеристическим многочлено.м линейного оператора А (матрицы А). 
Его корни называются характеристuческuмu, или собственны.мu, числами линейного 
оператора А (матрицы А). 
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§ 4 . .  Собственные значениSI и собственные элементьi 
Иенулевой элемент х Е V называется собственным элементом линейного оператора 
А: V --+ V ,  если найдется такое число Л - собственное значение линейного операто
ра А, что 

1 Ах = Лх. l 
Пример . 1 .  Всякий многочлен нулевой степени является собственным элементом оператора дифферен
цирования 

d . 
V = dt : Мп --+ Мп; 

соответствующее собственное значение равно нулю: 

Пример 2. Оператор дифференцирования 

собственных элементов не имеет. 

d dt( I ) = O = O · l . � 

d 
V = - : T2 --+ T2 

dt 

� Пусть некоторый тригонометрический многочлен а cos t + f3 sin t после дифференцирования перехо
дит в пропорциональный: 

V(a cos t + f3 sin t) = Л( а cos t + f3 sin t). 
Это означает, что 

· -а sin t + f3 cos t = Ла cos t + Л(З sin t 
ИЛИ, ЧТО ТО Же, 

(Л(З + а) sin t + (Ла - (3) cos t = О. 
Последнее равенство вБ1полняется в том и только в том случае, если 

а +  Л(З = О  и · Ла - f3 = О, 

откуда вытекает, что а =  f3 = О  и,  значит, многочлен может быть только нулевым. � 
Теорема 6. Вещественное число Л является собственным значением линейного операто
ра А в том и только в том случае, когда это число - корень его характеристического 
многочлена: х(Л) = О. 

<1111 Неоходимость. Пусть Л - собственное значение оператора А. Тогда найдется неиу
левой элемент х , для которого Ах = Лх. 

Пусть с =  (е 1 ,  • • •  , е�.�) - базис пространства. Тогда последнее равенство можно 
переписать в эквивалентном матричном виде 

А(с)х(с) = Лх(с) 
ИЛИ, ЧТО ТО Же, 

(А(с) - Лl) х(с) = О. ( 1 )  

И з  того, что х - собственный элемент, вытекает, что его координатный столбец х(с) 
ненулевой. Это означает, что линейная система ( 1) имеет иенулевое решение. По
следнее возможно лишь при условии,  что 

det (A(c) - Лl) = О  
или ,  что то же, 

х(л) = о. 
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Достаточность. Сnособ nостроения собственного элемент.а. 
Пусть Л - корень многочлена x(t) , т. е. 

х(Л) = det (�(c) - Л!) = О. 

Рассмотрим однородную линейную систему с матрицей А( с) - Лl : 

(A(e) - AI) (;:) ш 
или, подробнее, 

(о:: - Л)�1 + . . . + о:�С = о, 

о:�� �  + . . . + (о:� - Л)С = о. 

В силу условия (2) эта система имеет иенулевое решение � 1 , • • •  , �11 • 
Построим элемент х по правилу 

n 
х = L: �jej i= ev.  

i= l 
Координатный столбец х(с) этого элемента удовлетворяет условию 

(А( с) - Лl)х(с) = О  
или, что то же, 

А(с)х(с) = Лх(с) . 
Последнее эквивалентно тому, что 

Ах =.Лх. 

(2) 

(3) 

Следовательно, х - собственный элемент линейного оnератора А, а Л - соответству
ющее ему собственное значение . .,. 

Замечание. Для нахождения всех собственных элементов, отвечающих заданному собственному значе
нию Л ,  необходимо построить ФСР системы (3). 
Пример 1. Найти �обственные векторы линейного оператора z 

'Р :  vз 
_, vз , 

действующего по правилу 
'Р :  xi + yj + zk ,__, xi + yj 

(оператор проектирования) (рис. 6). 

� Рассмотрим действия линейного оператора 'Р на базисные векто
ры. Имеем 

'Р : i _, i, 'Р : j _, j, 'Р : k _, 8. 
Запишем матрицу оператора: 

построим характеристический многочлен 

� � � л 
о 

! - Л 
о 

Рх 

х 

Рис. 6 



\. 
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и найдем его корни. Имеем Л1 = О, .л2,з = 1 .  Построим однородные линейные системы с матрицами: 

Получим соответственно: 

( 1 о о) о 1 о . 
о о о , ( о � о) � о -� . 

Л = О  Л = l  

= о, { о = о, 
= О, О = О, 
= О; -z = О. 

Найдем фундаментальные системы решений для каждой из этих систем. Имеем 

0) ; 0) , 0) · 
Таким образом, собственнь1ми векторами этого оnератора nроектирования являются: вектор k 

с собственным значением О и любой вектор xi + yj (х2 
+ у2 

> О) с собственным значением 1 . .,.. 
Пример 2. Haiilти собственные элементы линейного оператора дифференцирования 'D, действующего 
в пространстве М2 · многочленов стеnени не выше двух: 

d 'D = dt : а + {Зt + "(t2 н f3 + 2"(t. 

� Матрица D заданного оnератора в базисе 1 ,  t, t2 имеет вид 

D = (� � � ) , о о о 
характеристический многочлен -Л3 имеет ровно один корень Л =  О. Решением системы 

f3 = о } 
2'У = о  

0 = 0  
является набор l ,  О, О ,  которому соответствует многочлен нулевой стеnени . .,.. 

§ 5 . Сопряженный оператор 
В евклидовом пространстве надлинейными операторами можно ввести еще одно дей
ствие - операцию сопряжения. 

Пусть V - n-мерное евклидово пространство. С каждым линейным оператором , 
A: v -- v, 

действующим н этом пространстве; естественно связан другой линейный оператор, 
сопряженный данному. 
Оnределение. Линейный оператор 

А* : V ._ V 

(читается: «а со звездой») называется сопряженным линейному оператору А: V ._ V ,  
если для любых элементов х и у из пространства V выполняется равенство 

(Ах, у) = (х, А*у) . ( 1 ) 

Линейный оператор А* , сопряженный данному оператору А, всегда существует. 
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Пусть с =  (et , . . .  , en) - ортобазис пространства V и д =  А( с) = (af) - матрица 
линейного оператора А в этом базисе, т. е. 

n 
Ае; = l: afej . i =  I ,  . . .  , n. 

j=l 
(2) 

Непосредственными вычислениями можно убедиться в том, что для: линейного 
оператора А* : V ->  V, определяемого по правилу 

где 

n 
A*e; = "2:, 13[ej, i = I , . . . , n, 

j= l 

f.l.j i . . ,..,; = aj , 2 , J = l , . . . , n, 

(3) 

равенство ( l) выполнено при любых х и у. Напомним, что согласно теореме 1 ,  для того, 
чтобы построить линейный оператор, достаточно задать его действие на базисные 
элементы. 

Пример. Введем в линейном пространстве М1 многочленов с вещественными коэффициентами степени 
не выше первой операцию скалЯрного умножения по следующему правилу. Пусть 

q>(t) = а +  Ы, ф(t) = с +  dt. 
Положим 

(q>, ф) = ас +  Ьd. 
Тем самым, М1 - двумерное евкпидово пространство. 

Пусть 'D : М1 -+ М1 - оnератор дифференцирования: 'D(a + Ы) = Ь. Построим соnряженный 
оператор 'D* : М1 -+ М1 . 

Много.члены 1 и t образуют ортабазис пространства М1 , так как согласно правилу (*) ( 1 ,  1) = 
(t, t) = 1 , ( 1 ,  t) = О . Матрица оnератора 'D в этом базисе имеет вид 

( � о '  
т. к. 'D(I) = О , 'D(t) = 1 . . Тогда 

1 и g) 
- матрица соnряженного оператора 'D* , действующего по правилу: 

'D*(l) = 1 ,  'D*(t) = о. 
Для nроиэвольного многочлена q>(t) = а +  Ы получаем 

'D : а + Ы ,..... Ь, 'D* : а + Ы ,..... at . .,. 

Свойства операции сопряжения 
1. У каждого линейного оператора существует ровно один сопряженный ему оператор . 

..,.. Пусть В и С - операторы, сопряженные заданномуоператору А. Это означает, •по 
для любых элементов х и у из пространства V выпоцняются равенства 

(Ах, у) = (х, Ву) , (Ах, у) = (х, Су) . 
Отсюда вытекает, что 

(х, Ву) = (х, Су) 
и, далее, 

(х, Ву - Су) = О. 
В силу произвольности выбора элемента х заключаем, что элемент Ву-Су ортагонален 
любому элементу пространства V. и, в частности, себе самому. Последнее возможно 
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лишь в случае, когда !Зу - Су = е и,  значит, !Зу = Су. Вследствие того, что у -
nроизвольный элемент, получаем 13 = С . 111> 
2. (аА)* = аА* , где а - произвольное вещественное число. 

Пусть А: V -+ V и 13: V -+ V - линейные операторы. Тогда 

З. (А + 13)* = А* + 13* ; 

4. (АВ)* = 13* А* ; · 

5. (А*)* = А. 

� Свойства 2-5 легко вытекают из единственности сопряженного оператора. � 
б. Пусть с - ортабазис пространства V .  Для того, чтобы операторы А: V -+ V 
и 13: V -+ V были взаимносопряженньши, т. е. выполнялись равенства 13 = А* , 
А =  13* , необходимо и достаточно, чтобы их матрицы А =  А(с) и В ::::;: В(с) получались 
одна из другой транспонированием. 

Замечание. Подчеркнем, что свойство 6 справедливо только для матриц, построенных в ортанормиро
ванном базисе. Для произвольнаго базиса оно неверно. 

7. Если линейный оператор А невырожден, то сопряженный ему оператор А* также 
невырожден и выполняется равенство 

§ 6. Симметричный оператор 

Линейный оператор А называется самосопряженным (или симметричным) , если он 
совшiдает с сопряженным ему оператором А* , т. е .  

\ А* = А. ! 
В силу свойства 6 из nредыдущего параграфа матрица са
мосопряженного оператора в ортабазисе симметрична, т. е. 
не изменяется при транспонировании. 

··
поэтому самосо

пряженный оператор называют также симметричным опе
ратором. 

Пример. Рассмотрим оператор 'Р ортогонального nроектирования 
трехмерного евклидова пространства Oxyz на координатную плос
кость Оху (рис. 7). В ортабазисе i , j ,  k матрица этого оnератора име
ет следующий вид 

( 6 � � ) о о о 
(так как 'Pi = i ,  'Pj = j ,  'Pk = 8) ,  т. е. является симметричной. Значит, 
оператор проектирования 'Р симметричен . .,. 

z 

Симметричный оператор обладает рядом замечательных свойств. 

х 

Рис. 7 
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Свойства симметричного оператора 
Первые два вытекают из его определения. 

1. Для того, чтобы линейный оператор А: V ......, V был симметричным, необходимо 
и достаточно, чтобы для любых элементов х и у из пространства V выполнялось 
равенство 

\ (Ах, у) = (х, Ay) . j  (6) 

2. Для того, чтобы линейный оnератор был симметричен, необходимо и достаточно, 
чтобы его матрица в (каком-нибудь) ортанормированном базЙсе была симметрична. 

3. Характеристический многочлен симметричного оператора (и симметричной мат
рицы) имеет только вещественные корни. 

Наnомним, что вещественный корень Л характеристического многочлена линейно
го ' оператора А является его собственным значением, т. е .  существует неиулевой 
элемент х (собственный вектор оператора А), который оператор А преобразует так: 
Ах =  Лх. 
4. Собственные элементы симметричного оператора, отвечающие различным соб
ственным значениям, ортогональны. 

� Пусть х1 и х2 - собственные элементы оператора А, 
AXJ = Л1х , , Axz = Лzxz, 

и Л 1 ::/= Л2 •  В силу симметричности оnератора имеем 

(Ах , ,  xz) = (x, , Axz) . 
С другой стороны, 

(Ах , ,  Xz) = (Л, х , , Xz) = л, (х , , Xz) , (х, , Axz) = (х , , Лzxz) = Лz(х , , Xz) , 
Из вытекающего отсюда равенства 

Л, (х , , Xz) = Лz(х , , Xz) 
получаем, что 

(Л t - Лz)(х , , xz) = О. 
Отсюда в cJtty неравенства (..\ 1  - Лz) ::/= О  имеем 

'1 (x , , xz) = o. j ... 
5. Пусть А: V ......, V - симметричный оператор. Тогда в пространстве V существует 
ортанормированный базис с = (е1 , • • •  , en) ,  состоящий из собственных элементов 
оператора А: 

Ае; = Л;е;, i = J ,  . . . , n; (e; , ej) = б;j , i, j = l , . . .  , n. 

В прИведеином выше примере таким базисом является тройка j, j, k: векторы j 
и j - собственные векторы оператора :ilроектирования Р с собственными значениями, 
равными единице, а k - его собственный вектор с нулевым собственным значением. 

б. Пусть А: V ......, V - невырожденный симметричный оператор. Тогда обратный  ему 
оператор А-:: 1 : V ......, V также является симметричным. 

Замечание. Все собственные значения невырожденного оператора отличны от нуля.  Если Л f. О -

собственное значение оператора А, то Х - собственное зна•1ение обратного оператора А-1 • 

Симметричный оператор называется положительным, если для любого иенулевого 
элемента х из пространства V выполняется неравенство (Ах, х) > О. 
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Свойства положительного оператора 
1 .  Симметричны й  оператор А: V ---+ V я вляется положительным в том и только в том 
случае, когда все его собственные значения Л 1 ,  • • •  ; Лn nоложительны. 

2. ПоложИтельный оператор невырожден (обратим). 

3. Оnератор, обратны й  положительному, также положителен. 

§ 7. Квадратичные формы 
Пусть А = (сщ) - симметричная матрица порядка n., aji = aii · Выражение 

n n 
L L aiJ�i�J i=l j=1 

( 1 )  

называется квадратичной формой переменных �1 , • • • , �n . Матрица А называется ма
трицей этой квадратичной формы. 

Примером квадратичной формы двух переменных х и у може� служить выражение ах2 + 2Ьху + су2 , 
где а ,  Ь и с - некоторые действительные числа; ее матрица 

Набор чисел � 1 , . . . , �n можно рассматривать как координаты элемента n-мерного 
евклидона пространства V в векотором фиксированном ортабазисе с =  (е1 , . . . , en) 
этого пространства, 

х = �1 е1 + . . . + Cen . 
Тогда выражение ( l )  будет предстамять собой числовую функцию аргумента х ,  задан
ную на всем пространстве V. Эту функцию принято обозначать так: .<:1(х, х) . О такой 
квадратичной форме 

n 
s1(x, х) = L Cl.ij�i �j • (2) 

i ,j= l 
говорят, что о н а  задана в п-мерном евклидовом пространстве V.  

Со всякой квадратичной формой s:f(x, х )  естественно связана симметричная били
нейная форма 

n 
.9f(x, у) = L cщ�ir/ ,  

i,j= J 

где 7]1 , • • • , 11" - координаты элемента у в ортабазисе с: 
1 n .у = 1] el + . . . + 1] en . 

(3) 

Замечание. Форма (3) называется билинейной, так как она линейна по кажцому аргументу - и по х, 
и по у :  

s1(a,x ,  + azxz, у) = a1sf(x1, y) + a.sf(xz, у), 

.<:f(x, P tY t  + fJzyz) = p, S'!(x, Y t )  + fJz,Q/(x, Yz) 
(здесь а1 , a z ,  Pt и fJz - nроизвольные числа). 
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Билинеймая форма (3) называется симметричной вследствие того, что ее значение 
не зависит от порядка аргументов, 

/ а(у, х) = L�(x, у). / 
Вычисляя знач�ния билинейной формы LW'(x, у) на базисных элементах, т. е. по

лагая х = ek , у = em , получаем, что 
(4) 

Это означает, что элементы матрицы д квадратичной формы (2) суть значения били
нейной формы на элементах базиса с.  

Прммером билинейной формы может служить скалярное произведение векторов n-мерного координат· 
ного nространства IR" · 

(E.� ТJ) = � I'7 1 + . . .  + С!7"· 

где Е, = ({1 , • • •  , {") , ТJ = (171 , . . .  , 17") Е IR" . Соответствующая квадратичная форма 
IE.I2 = (Е., Е.) = ({1 )2 + . . .  + (С)2.  

определяет квадрат длины вектора Е, . .,.. 
При переходе к другому базису координаты элемента х изменяются. Меняется 

и матрица д =  А( с) квадратичной формы. 
В приложениях часто возникает необходимость приведения квадратичной формы 

к наиболее простому виду. Таким видом является диагональный, или нормальный вид. 
Будем говорить, что квадратичная форма в базисе с имеет нормальный вид, если все 
коэффициенты при произведениях различных координат равны нулю, т. е .  сщ = О 
при i =/: j .  Тогда 

<9/(х, х) = ан (�1 )2 + а22(�2? + . . .  + O:nn (C)2 . 
Матрица квадратичщ>й формы в этом базисе имеет диагональный вид: 

0:22 

Теорема 7. Для каждой квадратичной формы, заданной в евклидавам пространстве, мож-
1/0 указать (ортонормированный) базис, в котором ее матрица имеет диагональный вид. , 

� Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, воспользуемся свойствами 
симметричl!ого оnератора. Построим линейный оператор А: V -> V так, чтобы ero 
матрица ( aj) в базисе с совпадала с матрицей ( сщ) квадратичной формы в этом же 
базисе с, т. е. положим а1 = O:ij . В силу симметричности матрицы (а1 )  оператор А 
симметричен. ' 

Вы<Iислим (Ах, х) . Замечая, что 

(Aei, ej) = а{ = O:ij 
вследствие ортонормированности базиса с,  получаем 

(Ах, х) = (A(t �iei) , t eej) 7' t t �i�j (Aei ,  ej) = .t aij�i�j = d(x, х) . t= l  J = l  t=! J=l  t,J= I 
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Тем самым, мы установили важную связь 
1 ,w(x, х) = (Ах, х) / (5) 

между квадратичной формой, заданной в евклидсвом пространстве V, и действующим 
в нем симметричным оператором. 

В силу симметричности построенного оператора А в евклидсвом пространстве V 
существует ортанормированный базис f = (f1 , • • •  , fn) , состоящий из собственных. 
элементов оператора А: 

Заметим, что 
. Afk = Лk fk , k = 1 ,  . . .  , n; 

(Afk ,  fт) = (Лkfk , fm) = Лkбkт = { ;k : 
Разложим элемент х по базису f, 

и вновь вычислим (Ах, х) . Имеем 

k = m, 
k # m. 

(Ах, х) = ( А (Ё 1Jkfk) , f1 1J
mfm) n n 

I; 1Jk1Jm(Afk , fm) = I; Лk(1Jk )2 . k,m=! k=l 
Отсюда в силу равенства (5) получаем, что 

n 
d(x, х) = 2::: Лk(1Jk)2 . 

k=l 
Тем самым, матрица A(f) исходной квадратичной формы в базисе f является диаго
нальной: ( Лt 

A(f) = 
Q 

. ·
. 

Са)\1 диагональный вид квадратичной формы можно (с точностью до порядка сла
гаемых) записать и не вычисляя элементов базиса f. Достаточно найти собственные 
значения линейного оператора А или, что тоже самое, собственные значения матрицы 
д =  (a;j) и выписать их с учетом кратности. 

Пример. Привести квадратичную форму 
cW'(x, х) = 2ху + 2yz + 2xz 

к диагональному виду . 

..,. Запишем матрицу квадратичной формы 1.,( 0 1 1 )  l о 1 l 1 о 
и построим ее характеристический многочпен: \ -л 1 1 1  1 -Л l = -Л3 + 3Л + 2. 

1 l -Л 
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Приравняв nолученное выражение к нулю, найдем его корни: Л1 = 2 ,  Л2,з = - 1 . Тем самым, 

.w(x, х) = 2х2 - i/ - z2
• 

Построение соответствующего ортобазиоа сложнее. . . 
Собственные векторы симметричного оnератора А суть собстlfенные векторы матрицы квадратич

ной формы. Найдем их. 
Пусть Л =  2. Рассмотрим однородную линейную систему с матрицей 

Все решения системы. 

nроnорциональны набору ( 1 1 ) т .  

( -7 -� : ) . 1 1 -2  

-2х + у+ z = 0, 
х - 2у + z = О, 
х +  y - 2z = O 

Пусть Л = - 1 .  Однородная линейная система с матрицей ( 1 1 1 )  1 1 1 1 1 1 
сводится к одному уравнению 

и имеет два линейно независимых решения. Выберем их так, чтобы они были ортогональны: 
( 1 -2 1 )т , ( 1 О - 1 )т . Легко убедиться в том, что векторы с найденными координатными столб
цами nопарно ортогональны. Пронормируем их: 

( 7з 7з 7з г ( � --jg 
Искомый базис nостроен: 

1 )т 
76 ( �  

- i + j + k  
1 = --rз · 

- i - 2j + k  
j =  V6 

- T- k 
k =  V2 . ... 

Замечание. В качестве пространства V можно взять любое n-мерное евклидово пространство. Однако 
в задачах наиболее •шсто встречается координатное пространство JR.n , элементами которого являются 
всевозможные упорядоченные наборы действительных чисел - Е, = ({1 , • • •  , �n) ,  стандnртный базис 
состоит из наборов ( 1 ,  О, . . .  , О, 0) , (0, 1 , . . . , О, 0), . . .  , (0, О, . . . . , 1 ,  0), (0, О, • • .  , О, 1 ) ,  а скалярное 
произведение наборов Е, = (е , . . . , �n) и 11 = (ТJ1 , • • •  , 1Jn) определяется формулой 

(Е,, ТJ) = �1 11
1 

+ . . . + �n
1Jn

. 

Опишем алгоритм, посредством которого для произвольной квадратичной формы, 
заданн� в п-мерном координатном пространстве, строится базис, в котором эта 
квадратиЧная форма имеет диагональный вид. 

n . .  
.,. Пусть .w(x, х) = L; сщ��е - заданная квадратичная форма. 

i,j=l 
1 .  Выпишем матрицу квадратичной формы ( �.�� . . .. . .. · . . . . ��� ) 

anl · · · ann 

2. Построим характеристический многочлен 1 �.� �  .�.� . . : : :  . . . . .  ��� . · 1  
anl · · · ann - t 
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и найдем его корни (в силу симметричности матрицы все корни вещественны) . Заnи
шем их с учетом кратности: 

Л1 � . . . � Лn. 

3. Пусть Л - один из этих корней, кратности k .  Однородная линейная система 
с матрицей ( �.� � .�.� .

.
.
.

.

.. .. . . . . . ��� . .  ) 
йn l . · · йnn - Л 

имеет ровно k линейно независимых решений (образующих фундаментальную си
стему решений) . Ортанормировав ее, получим k поnарно ортогональных решений 
единичной длины. 
4. Постуnая так с каждым корнем характеристи'tеского многочлена, получаем набор 
ровно n попарноортогональныхэлементов единичной длины, т. с. ортобазис f1 , • • •  , fп 
пространства !Rn 

. 

5. В nостроенном ортобаз11се f = (f1 ,  • • •  , fп) заданная квадратичная форма имеет 
диагональный вид: 

где 

Определение. Квадратичная форма 
n 

(6) 
i,j=l 

называется положительно определенной или знакоположительной, если для любого не
нулевого элемента х (или, 'Iто то же, длялюбого иенулевого набора �1 , • • •  , �n) выпол
няется неравенство 

.с1(х, х) > О. 

Примером знакоположительной квадратичной формы может служить скалярный квадрат произвольного 
вектора Е, =  (� 1 , • • •  , �n) координатного пространства: 

(Е,, Е,) = (� 1 )2 
+ . . . 

+ (�n)2 . .,... 

После nриведения знакотюложительной квадратичной формы к диагональному 
виду nолучаем 

где Л1 > О, . . .  , Лn > О . 

Критерий Сильвестра (энахоnоnожитеnьности квадратичной формы). Для того, чтобы квадратич
ная форма ( 6) была знакоположительной, необходимо и достаточно, чтобы все миноры ее 
матрицы, расположенные в левом верхнем углу, были положительны, т. е. 

а 1 1 > О, \ �:� ��� � > О, . . . , � �� � . : ·. · . . �.�� � > 0, . . . , � �1•1 • .' .' :  • •  ��� � > 0. 
йjk . . . akk й]n . . . йпn 
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Метод Лагранжа 
Сушествует еще один (простой) метод приведения квадратичной формы к диаrональ
Jюму виду, удобный, например, при получении ответа на вопрос, является ли квадра
тичная форма знакаопределенной или нет. Этот методЛагранжа, или метод выделеН И!/ 
полного квадрата, заключается в следующем. 

Пусть n 

i,j=1 
- заданная квадратичная форма и а1 1 -1 О .  Выпишем сначала все слагаемые, содер
жащие персменную �1 , и преобразуем их так: 

( 1 ) 2 1 2 .:- 1 n а1 1  � + 2а1 2� � + . . . + 2atn<" � = 
(( ' )2 а 12 1 2 = а1 1  { + 2 - { { + . . .  at t  

Полагая 
", , = { \ + а, 2 е + . . . + a]n {n, al l  al l  
k k 1f = � , k = 2 ,  . . . , n, 

получаем, что 

где 

Замечая, что выражение 
n 

.w'j (x, х) = L a;j1fi1fj 
i,j=2 

также является квадратичной формой, но уже зависящей от меньшего числа nеремен
ных, вновь выделяем полный квадрат и т. д. 

Если а1 1  = О, но отлично от нуля aii (2 � i � n) , то применяем тот же nрием, 
но уже к переменной �i . 

Если все коэффициенты при квадратах неизвестных равны нулю, а1 1  = . . . = 
ann = О ,  то тогда следует начинать с преобразования координат вида 

е = "' ' + "'2 ' 
.:-2 - 1 . .,.,2 ." - rJ  - . , ' 
е = 1fk, k = 3, . . .  ' n. 

В результате проведеиного nреобразования координат, в частности, nолучи м  
2а12� 1е = 2aJ2(rJ 1 )2 - 2a12 (rJ2)2 . 

И,  тем самым, придем к общему случаю . ..,.. 
6 Зак. 750 
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Пример. Методом Лагранжа привести к диагональному виду квадратичную форму 
sf(x, х) = 2ху + 2yz + 2zx. 

� Введем новые координаты х, fj, .i :  
x = x + fj, y = x - fj, z = .i. 

Тогда 
.9f(x, х) = 2х2 - 2fj2 + 4:fi = 2(х2 + 2x.i) - 2fj2 = 2(х + .i)2 - 2fj2 - 2!2 • 

Положим � = х + .i, f} = fj ,  2 = .i и получим 

.9f(x, х) = 2�2 - 2{/ - 222 • .,. 

Замечание. Недостаток метода Лаrранжасостоит в том, что nри указаиных иреобразованиях координат 
новые координатные оси уже не являются попарно ортогональными. 

Существуют и другие способы приведения квадратичной формы к диагональному 
виду. 

Сравнивая результаты описанных выше двух способов приведения квадратичной 
формы 2ху + 2yz + 2zx к диагональному виду (речь идет о последних двух разо
бранных примерах) , можно заметить, что в них соответственно одинаковы: число 
отрицательных коэффициентов и чИсло положительных коэффициентов. Это совпа
дение не случайно, а является важным свойством квадратичных форм, называемым 
законом инерции: 

число положительных, число отрицательных и число нулевых коэффициентов при квадра
тах неизвестных в диагональном виде квадратичной формы всегда одни и те же и не за
висят от способа приведения квадратичной формы к этому виду. 

§ 8. Классификация кривых 
и поверхностей второго порядка 

Применим описанный выше алгоритм приведения квадратичной формы к диагональ
ному виду для классификации кривых и поверхностей второго порядка. 
А. Кривые 
Рассмотрим общее уравнение кривой второго порядка 
на плоскости Оху: 
ах2 + 2Ьху + су2 + 2dx + 2ey.+ f = О, а2 + Ь2 + с2 > О. 

Построим матрицу квадратичной части ах2 + 2Ьху+ су2 : 

( � � ) . 
Найдем корни Л1 и Л2 характеристического многочле
на и соответствующие им собственные векторы 1 и J 

fJ 
у 

(единичные и взаимноортогональные) . , Возьмем эти Рис. 8 

.i' 

х 

векторы за орты новых осей Ох и Ofi (рис. 8). Переходя к новым координатам х и  fj, 
получим 

Л 1х2 + Л2у
2 + 2dx + 2еу + j = О. 

Возможны два случая: 1 ) Л 1 • Л2 :j:. О ,  2) Л1 (или Л2) равно нулю. 
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В первом случае сдвигом точки начала отсчета 

добиваемся исчезновения линейных членов (как это оnисано в n. 1 § 7 главы III) 
1 Л1Х2 + Л2У2 + f = О. 1 

Далее, как это и делалось в п 2 § 7 главы 111, рассматриваем всевозможные сочетания 
знаков у коэффициентов Л1 , Л2 и f. В результате получаем: эллипс, гиперболу, пару 
пересекающихся прямых, точку, пустое множество. 

Во втором случае (nоложим для определенности Л1 = Q, Л2 ::/= О) сдвигом начала 
отсчета 

от уравнения 

приходим к уравнению 

X = i + a, 
е 

У = у + л2 

1 Л2У2 + 2/Ix + i = o. j 
Если d ::/= О, то, полагая а = � . соответственно получим 

1 >.2У2 + 2Jx = о  1 
(парабола). 

Если же d = О, то взяв а = О, имеем 

1 Л2У
2 + i = o. j 

В зависимости от знака t получаем: пару параллельных прямых, пару совпадающих 
прямых, пустое множество. 

Замечание. Операция отыскания корней характеристического мноrо•mена квадратичной части урав
нения кривой и взаимноортогональных единичных собственных векторов, описанная здесь, заменяет 
уничтожение произведения разноименных координат путем поворота на подходящий уrол (см. § 7 
главы lll). В случае поверхностей второго порядка дело обстоит сложнее (и для того, чrобы разобраться 
с классификацией до конца, нужны и внимание » терпен»е) .  

Б. Поверхности 
Общее уравнение поверхности второго порядка имеет следующий вид 

а1 1 х2 + 2а12ХУ + 2а1зхz + а22у2 + 2а2зУZ + аззz2 + 2а14х + 2а24У + 2аз4Z + а44 = О, 
где 2 2 2 2 2 2 о а1 1 + а1 2 + а1 3 + а22 + а2з + азз > · 

Упрости� вид квадратичной части этого уравнения (подчеркнута) , пользуясь оли
санным выше алгоритмом. Построим матрицу 
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найдем корни Л 1 ,  Л2 , Лз характеристического многочлена 

a ,z  а13 1 
а22 - t а2з 

а2з азз - t 

и соответствующие им собственные векторы Т, j, k так, чтобы они образовывали 
ортанормированную тройку (это всегда возможно) . Возьмем векторы Т, J и k за орты 
новых координатных осей Ох, Ох , Oz. Производя замену координат, получим 

Возможны три случая: 
(1) Все три корня л , , Л2 , Лз отличны от нуля. 
Путем сдвига начала 

х = х + а,4 
У = _ + а24 

л, ' у л2 ' 

z = z + аз4 
Лз 

уравнение ( *) поверхности приводится к следующему виду 

а. а44 =1= о. 
а) Л 1 ,  Л2 и Л3 имеют один и тот же знак, противоположный знаку а44 . 
Полагая 

2 а44 а = -
л, ' 

получаем уравнение эллипсоида 

х2 у2 z2 

2 а44 с = -Лз ' 

- + - + - = 1 . а2 Ь2 с2 

{3) Знаки Л1 и Л2 противоположны знаку а44 , а знаки Л3 и а44 совпадают. 
Полагая 

а2 = - а44 ь2 = - а44 
л , ' л2 ' 

получаем уравнение однополостного гиперболоида 

х2 у2 z2 

2 а44 с = Лз ' 

- + - - - = 1 . а2 Ь2 с2 

"У) Знаки л, и Л2 совпадают со знаком а44 , а знаки Л3 и а44 противоположны. 
Полагая 

а2 
= 

а44 ь2 = а44 
л, ' л2 ' 

получаем уравнение двуполостного гиперболоида 

2 а44 с = --Лз ' 1 
х2 

+ 
у2 

-
z2 
= - 1 . 1 а2 Ь2 с2 
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б. (i44 = о . 
а) Если Л1 , Л2 и Л3 имеют один и тот же знак, то получаем точку (0, О, 0) . 
{3) Если одно из Лi имеет знак, противоnоложный знаку двух других, то получаем 

уравнение конуса второго порядка 
.-----------, х2 у2 z2 

� + 11 � � = 0. 

(11) Ровно один корень равен нулю (для определенности >.3 = 0) .  
Полагая 

Z = z, 
nолучим 

. j t: . Л1Х2 + >.2У2 + 2Ciз4Z + а44 = o. j 
а. Ci34 -1= О .  Тогда сдвигом точки начала отсчета 

х = Х, у = У, 
nолучаем уравнение вида 

1 л. х2 + Л2У2 + 2Ciз4z = o. j 
а) Если Л1 и Л2 - одного знака, то, nолагая 

(можно считать, что знак Ci34 противоположен знаку Л 1 и Л2 ; этого всегда можно 
добиться, поменяв в случае необходимости ориентацию оси z на противоположную) , 
nолучаем уравнение эллиптического параболоида 

х2 у2 
2z = - +  - . р q 

/3) Если Л 1  и Л2 имеют противоnоложные знаки, то, положив 

аз4 аз4 
р = -� > О, q = +� > О, 

получим уравнение гиперболического параболоида 

б. а34 = О .  Тогда уравнение nоверхности имеет следующий вид 

1 ЛtХ2 + ;2У2 + а44 = o. j 
Классификация nоверхностей с уравнениями такого тиnа приводится в таблице. 

Замечание. Отсуrствие третьей координаты (точнее, ее неяоное прнсуrствие) приводит к цилиндричес
ким поверхностям, направляющими которых являются кривые·второrо порядка, лежащие в плоскосrn 
Z = О и имеющие уравнения вида 
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л1 · л2 > о  л1 · а44 > о  

л1 · л2 > о  л1 · а44 < о  

л1 · л2 > о  а44 = о  

л1 · л2 < о  а44 i= о 

л1 · л2 < о  а44 = о 

Таблица 
х2 у2 
- + - = 1 а2 Ь2 

х2 у2 
- + - = -1  а2 Ь2 
х2 у2 
� + ьт = о 

х2 у2 
- - - = 1 а2 Ь2 
х2 у2 
- - - = 0 а2 Ь2 

эллиптический цилиндр 

0 

ось Оz 

гиnерболический цилиндр 

пара nересекающихся плоскостей 

(111) Ровно два корня равны нулю (для оnределенности Л2 = Лз = 0) .  
Преобразованием координат 

· 

х = ,;; + а,4 у - z = z-... л, ' = у, 
приходим к уравнению 

.-\ 1-11 .--л-, Х-2 _+_2_а_2_4У_+_2_а_з_4_Z_+_а_44_=_о-.,. \ 
а. а24 ,  аз4 i= О .  Покажем, что этот случай всегда можно свести к такому: 

аз4 = О .  Преобразованием координат 

а24У + аз4Z 
х = Х, fJ =  , 

. /-2 -2 у Q'24 + Q'34 
уравнение поверхности приводится к следующему виду 

1 л1х2 + 2f3fJ + а44 = о, \ 
где 

Замечание. Преобразование координат, упрощающее вид уравнения, выбирается так, 
чтобы новая 

координатная система вновь была прямоугольной декартовой. 

Сдвигом начала координат 

х = х, Z = Z  

nолучаем уравнение параболического цилиндра 

1 х2 = 2py. l  
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б. а24 = аз4 = о . Уравнение 

>.1Х2 + а44 = о 
описывает либо пару парамельных. 

плоскостей (>.1  • а44 < 0}, либо пару совпадающих 
плоскостей (а44 = 0} ,  либо пустое множество (>.1 · а44 > 0).  

Упражнения 
1 .  Проверьте, что оператор А, преобразующий векторы трехмерного евклидова простран-

ства по правилу 
Ах = (х, а)а 

(а - фиксированный вектор) , является линейным. 
2. Найдите образ и ядро линейного оПератора А, преобразующего произвольвый элемент х = (х 1 , х2 , х3) пространства JR3 по правилу 

Ах = (2х1 - х2 - х3, х1 - 2х2 + х3 , х1 + х2 - 2х\ 

Вычислите ранг и дефект этого линейного оператора. 
3. Пайлите матрицу оператора дифференцирования в двумерном линейном пространстве, 

натянутом на базисные функции <p(t) = е1 cos t , ф(t) = е
1 sin t .  

4. В базисе 1 , t ,  t2 пространства М2 оператор А задан матрицей 

( о о 1 ) о l о . 
l о о 

Найдите матрицу этого оператора в базисе, составленном .многочленами 3t2 + 2t , 5t2 + Зt + 1 ,  
7t2 + 5t + 3 .  

5 .  Вычислите собственные значения и собственные элементы операторов, заданных матри-
цами: 

( 4 - 1  
б) 2 1 

1 -- 1  

-2 ) 
-2 

1 
б. Найдите сопряженный оператор для поворота евклидавой плоскоtти на угол � . 
7. Приведите квадратичную форму 2х2 + 5у2 + 2z2 - 4ху - 2xz +4yz к диагональному виду. 8. Определите вид поверхности второго порядка, заданной уравнением 
а) 7х2 + 6у2 + Sz2 - 4ху - 4yz - бх - 24у - 18z + 30 = О; 
б) х2 + 5у2 + z2 + 2ху + 6xz + 2yz - 2х + бу + 2z = О; 
в) 5х2 - у2 + z2 + 4ху + 6xz + 2х + 4у + 6z - 8 = О. 

Ответы 
2. Базис образа у1 = (2, 1 ,  1 ) ,  у2 = (- 1 , 2, l ) ;  базис ядра z = ( 1 ,  1 , l) ; ранг равен 2; дефект 

Р""" l 3. ( _: :) 4. н -; -! ) 5. о) Л, � >., � 2 .  (:) . ( �) ; бр , � l ,  >., � 2 ,  

Л3 = 3 ,  ( l ) ,  ( i ) '. ( l ) . б .  П�ворот на уrол - � .  7 .  Х2 + 7У2 + Z2 ; х = �Х + �у +  -ТзZ;  

у =  -1бУ + tзz; z = �х - 7бУ - fэz. 8 .  а) эллипсоид �2 + �2 + � = 1 ;  б) однополоствый 
2 2 2 . f2 3 2 гиперболоид '\- + � - 4- = l ;  в) гиперболический параболоид -г - � = 2Z.  

3 6 i2 7714 V'i4 
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ЧИСЛОВЫЕ МНОЖЕСТВА. 
ЧИСЛОВЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

§ 1 . Множества 
Понятие множества принадлежит к числу первичных, неопределяемых понятий. Упо
требляя термин <<множество>> ,  будем понимать под этим любое собрание (совокуп
ность) определенных и различимых между собой элементов, мыслимое как единое 
целое. Например, мы можем говорить о множестве букв на данной странице, о мно
жестве песчинок на морском берегу, о множестве всех корней уравнения, о множестве 
всех четных чисел и т. д. 

Если А - произвольное множество элементов, то утверждение <<элемент а при
надлежит множеству А>> символически записывается так: а Е А. Запись а Е А (или 
а rl. А) означает, что элемент а не принадлежит множеству А. Если каждый элемент 
из множества А входит и в множество В ,  то мы называем А подмножеством множе
ства В и пишем А С В .  Так, множество всех четных чисел Z' является подмножеством 
множества Z всех целых чисел. Заметим, что всегда А С А.  

Если А С В и В С А,  т .  е. если каждый элемент множества А есть также 
и элемент В и наоборот, то мы говорим, что множества А и В равны и пишем А =  В .  
Тем самым множество однозначно определено своими элементами. Пользуясь этим, 
мы будем иногда обозначать множество его элементами, заключенными в фигурные 
скобки. Так 

А = {а}, А = {а, Ь}, А = {а, Ь, с} 
суть множества, соответственно состояшие из одного элемента а, двух элементов а 
и Ь ,  трех элементов а ,  Ь и с. Часто все элементы множества выписать затруднительно, 
или невозможно. В таких случаях невыписанные элементы будем заменять точками: 

А =  {а, Ь, с, . . .  } 

есть множество, состоящее из элементов а ,  Ь ,  с и, может быть, еще некоторых других. 
Какие эти другие элементы, обозначенные точками, должно быть указано, например: 

множество натуральных чисел { 1 ,  2, 3, . . .  , n,  . . .  } ; 
множество квадратов натуральных чисел { 1 ,  4, 9, . . .  , n2 , . • •  } ;  
множество простых чисел {2, 3 ,  5 ,  7 ,  . . .  } .  
Если А С В ,  но А :f= В ,  то А называют правильной частью множества В (истин

ным подмножеством множества В).  
Иногда мы не знаем заранее, содержит ли некоторое множество хотя бы один 

элемент. Поэтому целесообразно ввести понятие пустого множества, т. е. множества, 



§ 2. Действительные числа. Абсолютная величина ------------------ 169 

не содержащего ни одного элемента. Будем обозначать пустое множество символом 0 .  
Любое множество содержит пустое множество в качестве подмножества. 

Пусть А и В - два множества. Их суммой или объедине
нием С = А U В называется множество, состоящее из всех тех 
и только тех элементов, которые принадriежат хотя бы одному 
из множеств А и В (рис. 1) .  

Назовем пересечением множеств А и В множество С = 
А n В,  состоящее из всех тех и только тех элементов, которые 
принадriежат как множеству А, так и множеству В (рис. 2). 
Например, если А = { 1 , 2, 3} , В = {2, 3, 4, 5} , то А u В = 
{ 1 ,  2, 3, 4, 5} , А n в =  {2, 3} .  

Аналогично определяются объединение и пересечение 
любого числа множеств. 

Если А n В = 0 ,  то говорят, что множества А и В не пе
ресекаются. 

Множество называется конечным, если оно состоит из не
которого натурального чиёла элементов. Например, конеч
ным является множество всех жителей данного города, а также 
множество всех людей, населяющих планету Зем.i:Iя. Непустое 

Рис. 1 

Рис. 2 

множество называется бесконечным, если оно не является конечным. Так, множество 
N = { 1, 2, . . . } всех натуральных чисел является бесконечным множеством. 

Пусть А и В - некоторые множества. Говорят, что между множествами А и В 
установлено взаимнооднозначное соответствие, если каждому элементу множества А 
поставлен в соответствие один элемент множества В так, что: 1) разным элементам 
множества А поставлены в соответствие разные элементы множества В и 2) каждый 
элемент множества В поставлен в соответствие некоторому элементу множества А.  
Если между двумя конечными множествами А и В удалось установить взаимноодно
значное соответствие, то множество А и В имеют одинаковое число элементов. Мно
жества А и В, между которыми можно установить взаимнооднозначное соответствие, 
называются эквивалентными. 

Обозначение: А rv В.  
Бесконечное множество А называется счетным, если можно установить взаимно

однозначное соответствие между множеством А и множеством N натуральных чисел, 
т. е. если А "' N. Каждое бесконечное множество содержит счетное подм�ожество. 

§ 2. Действительные числа. Абсолютная величина 
Числа 1 ,  2, 3, . . .  , n, n + 1 , . . .  называются натуральными числами. Дроби вида 

rn 
±--', n 

где rn и n - натуральные числа, а также число О называются рациональными числами .  
В частности, рациональным будет каждое натуральное и каждое целое отрицательное 
число. Любое' рациональное число выражается либо конечной, либо бесконечной 
периодической десятичной дробью. 

Кроме рациональных чисел существуют еще иррациональные числа, которые 
выражаются бесконечными непериодическими десятичными дробями. Например, 
Vl = 1,41  . . .  , 11' = 3, 14 . . . . 
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Рациональные и иррациональные числа называются действительными (веще
ственными) числами. 

Можно показать, что множество всех рациональных чисел счетно. Множество 
всех действительных чисел счетным не является. 

Мы будем предполагать, что основные свойства действительных чисел и ариф
метические действия над ними известны из школьного курса математики. 

Определение. Абсолютной величиной (модулем) числа а называется само число а, если а -
положительно, и число -а, если а - отрицательно. Абсолютная величина нуля есть 
нуль. 

Абсолютная величина числа а обозначается символом /а / . Таким образом, по опре
делению 

ial = { 
а, 

-а, 
если а �  О, 

если а < О. 

Если а > О ,  то отношение lxl � а эквивалентно отношению 

-а � х � а  ( проверьте это!) . 

Для абсолютных величин верны следующие соотношения: 

1 .  i a · ЬI = Ia i · IЬ I ; 

2. � � �  = 
'
,:: (Ь :/= 0) .  

Справедливость этих соотношений вытекает И 3  правила умножения и деления дей
ствительных чисел и из определения абсолютной величины. 

3. la + Ьl � lal + /Ь/ . 

<1111 Сложив почленно очевидные неравенства 

-la l  � а � /а/ , 
- IЬI � Ь � /Ь / ,  

получим двойное неравенст)Jо 

- (/а/ + \Ь/) � а +  Ь � lal + /Ь\ , 
равносильное неравенству 

\ а + Ь\ � \a l  + \Ь \ . � 

4. i la / - IЬ/ 1 � \а - Ьl 

<1111 Так как 
/ а \  = /(а - Ь) + Ь/ � /а - Ь/ + /Ь / , 

то 
la i - I ЬI � la - Ь/ . ( 1 )  

Из неравенства 

/Ь/ = l(b - а) + al � lb - ai + lal = la - bl + lal 
получаем, что 

la l - \bl � - la - Ь/. (2) 
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Из соотношений (1) и (2) следует 

-la - Ьl � la i - IЬI � la - Ьl ,  
что равносильно неравенству 

i lai - IЬI I  � la - Ьl . � 

§ 3. Числовая ось. Простейшие множества чисел 
Действительные числа изображаются точками nрямой. Делается это так. 

На векоторой nрямой (будем счи- о и м 
тать ее расnоложенной горизонтально, 
рис. 3) выберем nоложительное напра- О а 
вление, начало отсчета О и единицу Рис. з 
масштаба и .  Для изображения nоло-
жительного числа а возьмем на нашей nрямой сnрава от начала О точку на расстоянии 
(в nринятом масштабе) , равном данному числу а ; для изображения отрицательного 
числа а возьмем точку слева от начала О на расстоянии, равном la l ;  числу а = О будет 
отвечать точка О - начало отсчета. Таким приемом мы устанавливаем взаимноод
нозначное соответствие между всеми точками nрямой и множеством действительных 
чисел: каждое действительное число будет изображено одной определенной точкой 
прямой, причем каждая точка прямой будет изображением одного оnределенного дей
ствительного числа. 

Оnределение. Прямая, для всех точек которой установлено указанное взаимооднознач
ное соответствие с множеством всех действительных чисел, называется числовой осью 
или числовой прямой. 

В дцльнейшем мы будем обозначать одним и тем же символом х действительное 
число х и точку х числовой оси. 

Числовая ось nозволяет дать наглядное nредставление о расположении действи
тельных чисел. Неравенство х1 < х2 означает, что точка х1 лежит левее точки х2 ; 
двойное неравенство х1 < х3 < х2 означает, чтоточка х3 лежитмеждуточками х1  и х2 . 

3.1 .  Простейшие множества чисел 
Дадим оnределения nростейших числовых множеств, с которыми нам особенно часто 
придется иметь дело в дальнейшем. 

Для наиболее важных множеств nриняты стандартные обозначения. Так наnри
мер, буквами N, Z ,  Q, IR обозначают соответственно множества натуральных, целых, 
рациональных и действительных чисел. 

Множество всех действительных чисел х (всех точек числовой оси) , удовлетво
ряющих условию а � х � Ь, где а < Ь, называется отрезком (сегментом) и обо
значается [а, Ь J .  Множество всех действительных чисел х ,  удовлетворяющих условию 
а < х < Ь, называется интервалом и обозначается (а, Ь) . Множество всех действитель
ных чисел х, оnределяемых н еравенетвами а � х < Ь, а < х � Ь мы будем обозначать 
соответственно [а, Ь) и (а, Ь] и употреблять в обоих случаях равносильные термины: 
полуинтервал и полуотрезок. Мы будем рассматривать также бесконечные интервалы 
и nолуинтервалы, вводя несобственные точки (числа) +оо и - оо .  Таким образом, 
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(а, +оо) - множество всех действительных чисел х > а;  
[а ,  +оо) - множество всехдействительных чисел х � а; 
( -оо, Ь) - множество всехдействительных чисел х < Ь ;  
( -оо, Ь] - множество всехдействительных чисел х � Ь ;  
(-оо, +оо) - множество IR всехдействительныхчисел (числовая прямая). 

Определение. Окрестностью точки х0 числовой оси называется любой интервал, содер
жащий точку х0 • 

Пусть б - положительное число. 

Определение. б-окрестностью точки хо 
называется интервал ( хо - б, х0 + б) , 
симметричный относительно точки х0 
(рис. 4) . Это - совокупность всех чи
сел х, удовлетворяющих неравенству 

� $ i)Jt J 
Хо Хо + с} 
Рис. 4  

lx - xo l < б или, что то же, хо - б < х < х0 + б. 

.. 

Определение. Интервал (х0 - б, хо + б} , из которого выброшена точка х0 , иногда 
называют проколотой б -окрестностью точки х0 • 

Обозначение: (х0 - б, х0) U (хо , х0 + б) . 

§ 4. Точная верхняя и точная нижняя грани множества 

Определение. Множество Е действительных чисел называется ограниченным сверху, если 
существует число а такое, что для всякого числа х Е Е выполнено неравенство 

х � ь. 

Например, множество Е = ( -оо, 1 ]  ограничено сверху. 

Определение. Множество Е называется ограниченным снизу, если существует число а 
такое, что для всякого числа х Е Е выполнено неравенство 

а � х. 

Так, множество всех натуральных чисел ограничено снизу. 

Определение. Множество Е называется ограниченным, если оно ограничено снизу 
и сверху, т. е. если существуют такие числа а и Ь, что для всякого числа х Е Е 
имеем 

а �  х � Ь. 
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Отсюда следует, что множество Е ограничено, если оно содержится в некотором 
отрезке [а, Ь] . 

Множество, не являющееся ограниченным сверху (снизу) , называется неограни
ченным сверху (снизу) . Например, множество всех натуральных чисел является неоrра
ниченным сверху (но ограниченным снизу); множество всех отрицательных чисел 
является неограниченным снизу (но ограниченным сверху) . Множество всех целых 
чисел, множество всех рациональных чисел, а также множество всех действительных 
чисел являются множествами, не ограниченными как сверху, так и снизу. 

Если мноЖество Е ограничено сверху числом Ь, то это число Ь называют верхней 
гранью множества Е. В этом случае любое число Ь' , большее Ь , тоже будет верхней 
гранью множества Е. 

Определение. Число М называется точной верхней гранью множества Е,  если 
1 )  для любого х Е Е выполняется неравенство 

х � М; 

2) для любого как угодно малого числа е > О найдется число х• Е Е такое, что 
М - е < х* � М. 

Иными словами, точная верхняя грань множества Е есть наименьшая из всех 
верхних граней множества Е. 

Точная верхняя грань множества Е обозначается 
М =  sup E или М =  sup {х} 

zEE 
(сокращение от латинского слова supremum - наивысший). Для множества Е, 
не ограниченного сверху, будем считать по определению точную верхнюю грань рав
ной +оо и писать 

sup E = +оо. 
Если множество Е ограничено снизу числом а ,  то это число а называют нижней 

гранью множества Е. Ясно, что всякое число, меньшее а ,  тоже будет нижней гранью 
множества Е. 

Определение. Число т называется точной нижней гранью множества Е, если 
1) для любого х Е Е выполняется неравенство 

х ;;о: т; 

2) для любого сколь угодно малого числа е > О найдется число х* Е Е такое, что 
т �  х* < т + е. 

Таким образом, точная нижняя грань множества Е есть наибольшая из нижних 
граней этого множества. 

Точная нижняя грань множества Е обозначается 
т =  inf Е или т =  inf{x} 

zEE 
(сокращение от латинского �.:лова шtimum - наинизший). Для множества Е, не огра
ниченного снизу, полагаем 

inf Е =  -оо. 
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При меры. 

� Если Е ==  (а, Ь] ,  то inf Е ==  а , sup Е ==  Ь . 
Если Е ==  (а, Ь) , то опять inf E == а , sup E == Ь. В первом случае inf E и sup E принадлежат 

множеству Е, во втором - нет. 
Для множества 

E == { l , � , . . .  , � , . . .  } 
имеем inf Е =  О, sup E  = 1 .  � 
Справедливо следуюшее утверждение. 

Теорема 1 .  Всякое ограниченное сверху непустое множество действительных чисел имеет 
точную верхнюю грань, а всякое ограниченное снизу - точную нижнюю грань. 

§ 5. Логические символы. Логические высказывания 
В дальнейшем изложении для сокращения записи и для упрощения построения опре
делений мы будем пользоваться некоторыми логическими символами и отношениями. 

Квантор существования 3 соответствует словам <<существуеТ>>, <<существуют», <<най
дется». Квантор общности V соответствует словам <<для всякого>>, <<для любогО>> , <<для 
КаЖДОГО>> , <<ДЛЯ ВСеХ>> . 

Будем называть высказыванием всякое повествовательное предложение, в отноше
нии которого имеет смысл утверждать, истинно оно или ложно. Например, высказыва
ниями являются предложения «Математика есть наука>>, «2 меньше 3>>, <<6 есть простое 
число>> .  Напротив, предложения «Закройте дверЬ>> , <<Сколько Вам лет?>> не являются 
высказываниями. Условимся обозначать высказывания буквами а ,  {З ,  1 и т. д. 

Импликация а => {З (читается <<если а, то {З>> или <<а влечет за собой {З>>) означает 
высказывание, которое ложно в том и только в том случае, когда а истинно, а {З 
ложно. Соотношение «если а ,  то {З>> не следует понимать как отношение основания 
и следствия. Напротив, высказывание а => {З истинно всякий раз, когда а есть ложное 
высказывание. Иными словами,  из неверного суждения следует любое суждение: если 
2 х 2 = 5 ,  то существуют ведьмы. 

Эквиваленция а <=? {З (<<а тогда и только тогда, когда {З>>) означает логическую равно
сильность высказываний а и {З .  

Конъюнкция а 1\ {З означает высказывание, составленное и з  высказываний а и {З при по
мощи союза <<И>> (читается <<а и {З>>) . Конъюнкция а 1\ {З считается истинным выска
зыванием тогда и только тогда, когда оба высказывания а и {З истинны. 

Дизъюнкция а V {З означает высказывание, образованное из высказываний а и {З при по
мощи союза <<ИЛИ>> (читается << а или {З >>) . Дизъюнкция av {З считается истинным вы с ка
зыванием тогда и только тогда, когда истинно хотя бы одно из данных высказываний. 

Отрицание. Пусть а - некоторое высказывание. Высказывание а называют отрица
нием высказывания а (читается <<а с чертой>> или <•Не а>>) . Высказывание а истинно, 
если а ложно и, наоборот, ложно, если а истинно. 

Отрицание не которого свойства, содержащего кванторы V, 3 и свойство А, получа
ется заменой каждого квантора на двойственный (т. е. квантора общности на квантор 
существования и наоборот) и заменой свойства А на его отрицание А. При этом, если 
{З => "f ,  ТО {З => "f {:} {З 1\ 'f. 
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5. 1 .  Необходимое и достаточное условия 
Пусть (J - некоторое высказывание. Всякое высказывание а, из которого следует (J ,  
называется достаточным условием для (J .  Всякое высказывание а ,  которое вытекает 
из (J ,  называется необходимым условием для (J .  

Например, пусть высказывания а и (J таковы :  
а :  <<ЧИСЛО Х раВНО НУЛЮ>>;  
(J:  <<Произведение ху равно нулю». 

Тогда а является достаточным условием для (J .  Действительно, для того, чтобы про
изведение ху равнялось нулю, достаточно, чтобы число х было равно нулю. Для того, 
чтобы х было равно нулю, необходимо, чтобы произведение ху было равно нулю. 
Однако, (J не является достаточным для а :  из того, что произведение ху равно нулю, 
не вытекает, что обязательно число х равно нулю. 

Теорему: <<если истинно высказывание а, то истщtно высказывание (J» ,  можно запи-
сать так: а '* (J и выразить любой из следующих формулировок: 

«а является достаточным условием для fJ•> ;  
«(J является необходимым условием для а». 
Если высказывания а и (J таковы, что из каждого из них вытекает другое, т .  е .  

а ::::} (J и (J '* а ,  то говорят, что каждое из высказываний а и (J является необходимым 
и достаточным условием для другого и пишут 

а <=? (J. 
Другие употребительные формулировки: 
1) для справедливости а необходимо и достаточно, чтобы имело место (J; 
2) а имеет место в том и только в том случае, если выполняется (J ;  
3) а истинно тогда и только тогда, когда истинно (J .  

5.2. Метод математической индукции 
Многочисленные примеры убеждают нас в том, что некоторое утверждение может 
быть справедливо в целом ряде частных случаев и в то же время быть несправедливым 
вообще. Вот один из таких примеров. Подставляя в выражение 991 n2 + 1 вместо n по
следовательные натуральные числа 1 ,  2, 3, . . .  , 1 01 0 , мы будем получать числа, не явля
ющиеся полными квадратами. Однако делать отсюда вывод, что все числа такого вида 
не являются кuадратами,  было бы преждевременным: существуют n ,  при которых 
число 99 1n2 + 1 есть полный квадрат. Вот наименьшее из таких значений n :  

1205573579033 1 359447442538767. 
Поэтому естественно возникает следующий вопрос. Имеется утверждение а, за

висящее от натурального параметра (числа) n и справедливое в нескольких частных 
случаях. Как узнать справедливо ли это утверждение вообще (при всех значениях 
параметра n)? 

Этот вопрос иногда удается решить методом математической индукции (полной 
индукции) . В основе этого метода лежит принцип математической индукции, заключа
ющийся в следующем. 

Принцип математической индукции. Если 
1 )  утверждение a(n) справедливо для n = 1 ;  
2) из справедливости утверждения а(п) для какого-либо натурального числа n = k 

следует его справедливость для n = k + 1 ,  
то утверждение a(n) справедливо для всякого натурального n. 
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Этот принцип принимают в качестве основного положения математического мыш
ления. 

В качестве его применения установим одно неравенство, называемоенеравенством 
Бернуллu: если h > - 1  , то 

� В самом деле, неравенство (*) верно для n = 1 .  Допустим,  что оно доказано 
для некоторого натурального n = т > 1 , т. е. 

( l + h)m � l + тh, 
и покажем, что оно справедливо при n = т + 1 .  Умножим обе части последнего 
неравенства на 1 + h > О .  Имеем 

· 

( 1  + h)m+l � ( 1  + тh)( 1  + h) = 1 + (т +  J )h + тh2• 
Отбрасывая справа неотрицательное сла�аемое тh2 , получим 

( 1  + h)m+l � 1 + (т + l )h, 
т. е .  неравенство оказывается верным и для т + 1 .  Следовательно, согласно принципу 
математической индукции,  не равенство ( * ) верно для всякого натурального числа n. 

§ б. Числовая последовательность и ее предел 
Если каждому натуральному числу n по некоторому закону поставлено в соответствие 
определенное действительное число an , то говорят, что задана числовая последователь
ность 

Числа а1 , а2 , • • •  , an ,  . . . называются членами последовательности; an называютобщим 
членом последовательности. Он содержит закон образования членов последователь
ности. 

Ради сокращения записи последовательность а1 , а2 , • • •  , an, . . . будем обозначать 
{an} l ) .  

Примеры последовательностей: 

{ �} = 1, i· � · . 0 0 ,  �· 0 0 .  ; 
{2n} = 2, 4, 8, . . . , zn, . .  о ; 
{ 1 }  = 1 ,  1 ,  1 ,  . . о , ! , 0 0 .  ; { (-�2n+l } = 1 ' -� ,  �· 

. . . 
, (-�2n+l ' . . . ; 

{cos n} = cos 1 ,  cos 2, . . .  , cos n, . . . . 

Введем важное понятие предела числовой последовательности. Число А называ
ется пределом числовой последовательности { an} , если для любого как угодно малого 

l ) Не следует nутать nоследовательность {an} с множеством {an} . Так, наnример, nоследовательность 
{5} = 5, 5, . . . , 5, . . .  , в то время как множество {5} состоит из одного элемента 5 .  
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положительного числа е существует номер N такой, что все члены последовательно
сти an с номерами n > N удовлетворяют неравенству 

ian - Ai < е. (1) 
Обозначения: 

А = lim an или an ---+ А. n-+oo n--+oo 
С помощью логических символов определение предела последовательности {an} 

выражается следующим образом: 

j (;�� an = А) {:} (ve > О  3N: Vn > N =? ian - Ai < е) . , 
Геометрический смысл nредела посnедоаательности 
Изобразим члены последовательности �·, ,-••ы• , 1 •• лq . ..  
{an} точками числовой оси (рис. 5). а2 А - t aN+2 А aN+I А + е aN al 
Неравенство ian - Al < е, равносиль
ное двойномунеравенству А-е < an < 

Рис. 5 

А +  е ,  означает, что точка an находится в е-окрестности точки А .  
Таким образом, число А есть предел последовательности { an} ,  если какова бы  

ни была е-окрестность точки А ,  найдется такой номер N, что все точки an с но
мерами n > N будут содержаться в этой окрестности точки А, т. е. в интерва
ле (А - е, А +  е) ; вне этоrо интервала может оказаться лишь конечное множество 
точек данной последовательности. 

Определение. Последовательность {an} называется сходящейся, если она имеет (конеч
ный) предел, и расходящейся, если она предела не имеет. 

Пример 1. Последовательность {ап} ,  все члены которой равны одному и тому же числу А (стационарная 
последовательность) ,  имеет предел, равный этому числу А.  � 
Пример 2. Рассмотрим последовательность 

с общим членом n + l an = --. 
n 

Очевидно, что при больших n дробь !!±.! = 1 + .!. мало отличается от единицы. Это дает основание n n . 
предполаrать, что n + l lim an = lim -- = 1 . 

n-oo n ...... oo .  n 
Докажем, что это действительно так. Воэьмем произвольнов < > О и найдем натуральное число N 

такое, что при всех значениях n > N будет верно неравенство l n + 1 1 1 
Jап - l l = -

n
- - 1 = n < е. 

Решим неравенство * < е , считая n неизвестным: 1 1 
- < e � n > - .  n е 

(2) 

Если взять s качестве N целое число, большее � , то дпя всех n > N будет выполняться соотношение 1 1 
п < н  < •. 

а следовательно, и неравенство (2). Соrласно определению, это означает, что lim an = 1 . � 
п-оо 

7 Зак. 750 
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Номер N в определении понятия предела, вообще говоря, зависит от е :  

N = N(e) . 
Так, в приведеином примере при е = О, 1 в качестве N можно взять число 1 О (или любое 
большее) , а при е =  0,0 1  в качестве N следует брать число, не меньшее, чем 100 .  

Замечание. Номер N ,  фигурирующий в определении понятия предела последовательности, определя
ется заданием числа е неоднозначно в следующем смысле: если неравенство ( 1 )  выполнено при всех 
n > N1 , то оно выnолнено и при n > N2 , где N2 > N1 • Как правило, не возникает необходимости 
искать среди этих номеров наименьший. 

Сформулируем теорему, которая дает необходимое и достаточное условие суще
ствования предела последовательности. 

Теорема 2 (критерий Коши). Для сходимости последовательности 

необходимо и достаточно, чтобы для любого числа е > О существовал номер N такой, 
что для всех n > N и всех т > N было бы верно неравенство 

\ап - ат\ < е. 

Последовательность {ап } ,  удовлетворяющая условию Коши, называется фунда
ментальной. 

Теорема 3 (единственность предела последовательности). Последовательность { an} не может 
иметь двух различных пределов. 

� Пустьпоследовательность {ап}  име
ет пределом число А. Докажем, что 
тогда никакое число В =/:. А не может 
быть пределом {ап} .  Для этой цели 

fw к 1 
А 

Рис. б 

в 
Р'Н'4! tiiJi) .. 

возьмем е-окрестности точек А и В столь малыми, чтобы они не пересекались, на-
пример, возьмем 

(рис. 6) . 

е = 
\В - А\ 

3 

Так как lim an = А,  то вне интервала (А - е, А + е) ,  в частности, в интервале (В -n-+oo 
е, В +  е) может располагаться лишь конечное число точек из последовательности { an} .  
Поэтому число В и н е  может быть пределом последовательности {ап} .  � 

Определение. Последовательность { an} называется ограниченной сверху, если существует 
число М такое, что 

Пример. Последовательность . . . - n, -(n - 1 ) ,  . . .  , -3, -2, -1 ограничена сверху: любой член этой 
nоследовательности меньше нуля . .,.. 

Определение. Последовательность {ап} называется ограниченной снизу, если существует 
число т такое, что 
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Пример. Последовательность 1 , 2, 3, . .  , ,  n, . . .  ограничена снизу: любой член этой последовательности 
не меньше единицы . .,. 

Оnределение. Последовательность {an} называется ограниченной, если она ограничена 
и сверху, и снизу, т. е. если существуют числа т и М такие, что 

т � an � М  Vn. 

Геометрически это означает, что все точки, изображающие члены последователь
ности { an} ,  лежат на отрезке [т, М] . 

Пример. Последовательность {an} с общим членом an = n�! ограничена: при всяком n имеем 

1 < an � 2 . ... 

Иногда бывает удобнее другое, равносильное определение. 

Определение. Последовательность {an} называется ограниченной, если существуют чис
ло К > О такое, что для любого n выполнено неравенство 

ian i � К. 

Сформулируем определение ограниченности последовательности с помощью ло
гических символов: 

(последовательность {an} ограничена) {:} (3К > 0: Vn ian i � К) .  

Определение неограниченной последовательности получаем из предыдущего заме
ной квантора существования на квантор общности, квантора общности на квантор 
существования и обращения неравенства: 

(последовательность {an} неограничена) {:} (vк > о 3n: ian i > к) .  

Пример. Последовательность {2n} - неограниченная . 

.,. Каково бы ни было число К > О, найдется n такое, что zn > К ,  именно n > log2 К. Тем самым, 
последовательность {2n} неограничена . .,. 

Определение. Последовательность { an} называется бесконечно большой, если для любого 
как угодно большого числа М > О существует номер N такой, Что 

ian i > М  Vn > N. 

Мы пишем в этом случае, что l im an = оо. n_,oo 
Если последовательность {an} такова, что 

VM > О 3N : Vn > N an > М (соответственно, an < -М), 
то эту последоват.ельность также называют бесконечно большой и пишут 

lim an = +оо (соответственно, lim an = -оо).  n--+oo n-нzc:)O t-t,l � �� ; 

Любая бесконечно большая последовательность является неограниченной. На
против, неограниченная последовательность { an} может и не быть бесконечно боль
шой. Такова, например, последовательность { n sin n�} . 
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Теорема 4 (об ограниченности сходящейся последовательности). Всякая сходяща.яся последова
тельность ограничена, т. е. существуют числа т и М такие,_ что 

для всех членов данной последовательности. 

� Пусть ;�� an = А . Возьмем какое 
-·-·---4�----•.!l!! .. iмti!Oн"''-"•• "'� ·""1""1_., .• 4)--•--1., ... 

угодно е > О .  Тогда найдется такой а, aN А - е aN+l А aN+l А + е а2 
номер N ,  что все члены an с номерами 
n > N будут содержаться в интервале Рис. 7 

(А-е, А+е) , а вне этогоинтерваламоrутоказатьсятолькоточки а 1 , а2 , • • •  , ан (рис. 7). 
Последних конечное множество. Поэтомусреди них есть самая левая точка а_ , и самая 
правая точка а+ . Обозначим через т меньшее из двух чисел а_ и А - е :  

т =  min{a_, А - с:}, 
а через М - большее из чисел а+ и А +  с::  

М =  max{a+ , А + е}. 
Тогда на отрезке [m, М] будут находиться точки а 1 , а2, • • •  , ан , а также интервал 
(А - е, А +  е) , содержащий все точки an с номерами n � N + 1 .  

Следовательно, отрезок [т, М] будет содержать все члены данной последователь
ности { an} ,  что и означает ее ограниченность. IJII> 

Из теоремы 4 следует, что необходимым условием сходимости последовательности 
является ее ограниченность. Однако ДТIЯ сходимости последовательности условие 
ограниченности достаточным не является . 

Пример. Ограниченная nоследовательность 

1 , 0, 1 , 0, 1 ,  . . .  (3) 
расходится . 

..,. Предположим nротивное, т. е. что nоследовательность (3) имеет предел, равный числу А .  Тогда 
для любого е >  О,  в частности, для е = k ,  должно найтись натуральное число N такое, что 

1 lan - Al < 4 't/n > N. 
Поскольку члены nоследовательности (3) равны то единице, то нулю, будут выполняться неравенства 

откуда легко вытекает, что 

1 т. е. 1 < 2 .  

1 l IO - AI = IAI < 4 и I 1 - AI < 4 'tfn > N, 

l 1 l l = 1 ( 1 - А) + Al � l l - Al + IAI < 4 + 4 = 2'  

Полученное nротиворечие свидетельствует о том, что наше допущение о сходимости последова· 
тельности (3) неверно. Значит, nоследовательность (3) предела не имеет, т. е. расходится . .,. 
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§ 7. Арифметические оnерации 
над сходящимися последовательностями 

Теорема 5 .  Если последовательнQСmи {ап} и {Ьп} сходятся, то сходится и последователь
ность {an + Ьп}, причем 

l im (an + Ьп) = lim ап + l im Ьп . n-+oo n-""OO n-+oo ( 1 )  

� Пусть l im an = А, l im Ьn = В. Тогда для любого е >  О найдется номер N1 такой, n-+oo n--+oo что для всех n > N1 будет верно неравенство 
е 

\an - А\ < 2 '  (2) 

Аналогично найдется номер N2 такой, что для всех n > N2 будем иметь 
е 

\Ьn - В\ < 2 · (3) 

Положим N = max {N1 , N2} .  Тогда для всякого n > N будут одновременно выпол
няться неравенства (2) и (3). Поэтому для всех n > N будем иметь 

Согласно определению, это означает, что последовательность { an +Ьn} сходится и име
ет место равенство ( 1 } . � 

Теорема остается справедливой для суммы любого конечного числа сходящихся 
последовательностей. 

Похожими рассуждениями доказываются следующие утверждения. 
Теорема 6. Если последовательности {an} и {Ьn} сходятся, то сходится и последователь
ность {an - Ьn},  причем 

J im (an - bn) = lim an - Jim Ьn . n-+oo n-+oo n-+oo 

Теорема 7. Если последовательности {an} и {Ьn} сходятся, то сходится и последователь
ность {an · Ьn},  причем 

lim (an · Ьn) = lim an · l im Ьn . n--+oo n-+oo R---iOO 

Теорема 8. Если последовательности {an} и {Ьn} сходятся, причем Ьn f:. О Vn и l im Ьn f:. O, 

то последо6ательность { ъ;} также сходится и 

а lim an 
l im � = � . n->oo Ьn l im Ьn n->oo 

n->oo 

· ,1 1 
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§ 8. Монотонные последовательности 

Оnределение. Последовательность { an} называется неубывающей, если 

а1 � а2 � . . .  � an � an+l � . . . .  

Последовательность {an} называется невозрастающей, если 

а1 � а2 � . . .  � an � an+l � · · . .  

Оnределение. Последовательность {an} называется монотонной, если она ямнется либо 
нсубывающей, либо невозрастающей. 

Неубывающая последовательность {an} будет ограниченной, если она ограничена 
сверху, т. е. если существует такое число М, что an � М Vn. 
� В самом деле, в этом случае все члены последовательности лежат на отрез
ке [a t , M) . .,.. 
Невозрастающая последовательность {an} будет ограниченной, если она ограничена 
снизу, т. е. если существует число т такое, что an � т Vn. 
� Все 'Шен ы  nоследовательности { an} будут лежать на отрезке [т, а1 ) . .,.. 

Теорема 9. Всякая монотонная ограниченная последовательность имеет предел. 

� Так как последовательность {an} ограничена, то множество ее элементов имеет 
точную верхнюю и точную нижнюю грани. Пусть М - точная верхняя грань множе
ства элементов nоследовательности {an} . Покажем, что если {an} - неубывающая 
nоследовательность, то lim an = М. n-+oo 

Согласно определению точной верхней грани, дЛЯ любого числа е > О можно ука
зать элемент aN такой, что aN > М - е и aN < М. Из этих двух неравенств следует 
двойное неравенство О � М - aN < е . Так как {an} - неубывающая nоследователь
Jюсть, то nри Vn � N верны неравенства 

О � М - an � М - aN .  
Отсюда вытекает, что 

О � М - an < е, 
или 

/an - М/ < е Vn > N. 
Это означает, что число М есть предел последовательности { а,1} . 

Аналогично доказывается, что если {an} - невозрастающая ограниченная после
довательность и т - точная нижняя грань множества элементов последовательности, 
то lim an = т  . ... n-+oo 

Замечание. Монотонность не является необходимым условием сходимости nоследовательности. На

nример, немонотонная последовательность { (-l)•+l } сходится: lim an == О. n n-oo 

Из теоремы 9 следует важное свойство стягивающейся системы вложенных отрез
ков. 
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Лемма (Кантор). Пусть задана последовательность отрезков 

<1n = [an , bn ) ,  n = 1 , 2 ,  . . .  , 
вложенных друг в друга, т. е. таких, что tтn+l С и,. (n  = 1 ,  2, . . .  ), с длинами, стремя
щимися к нулю: а,. = Ь,. - а,. --+ О при n --+ оо. Тогда существует и притом единственная 
точка, принадлежащая всем оп1резкам O'n . 

Эта лемма выражает замечательное свойство непрерывности множества действи
тельных чисел или свойство лолноты числовой прямой (сnлошное, без «дырок», за
полнение этой прямой действительными числами) . 

§ 9. Число е 
Рассмотрим последовательность {an} с общим членом 

Выпишем несколько ее первых членов: 

Легко видеть, что а1 < а2 < аз . 

( 1 ) з 
1 1 

аз = 1 + 3 = 2 + 3 + 27 . 

(1 ) 

Полыуясь формулой бинома Ньютона2) , можно показать, что последовательность 
( 1 n 

' 

{ 1 + п) } монотонно возрастает и ограничена, причем 

2 � ( 1 + �) n 
< 3 Vn. 

Значит, эта последовательность имеет предел, которы й  обозначают буквой е , 

е = l im (1 + _!_) 
n 

n-+oo n 

Число е иррациональное, е � 2 ,7 1 83 . . . . По некоторым соображениям число е 
удобно выбрать в качестве основания для системы логарифмов. Логарифмы по осно
ванию е называются натуральными логарифмами. Натуральный логарифм числа х > О 
обозначается символом ln х .  

2
) Формулой биномаl!ьютона называется формула 

( )n - n n n-1 n(n - 1) n-2 2 n(n - J )  • . .  (n - k + 1) n-kьk ьn а + Ь - а + Т! а Ь + --
2,
- а Ь + . . .  + 

k! 
а + · . .  + , 

где, по определению, k! = 1 · 2 · 3 · · · k .  
В частности, · 

2 2 2 2 · 1 2 2 2 (а + Ь) = а  +
Т!

аЬ +
Т!

Ь = а + 2аЬ + Ь , ' ·' ' '  

(а + Ь)3 = а3 + 2_ а2Ь +  � аЬ2 + � Ь3 = а3 + За
2
Ь +  3аЬ

2 
+ Ь3 ,  

l !  2! 3! 
т. е. nолучаем знакомые формулы квадрата суммы и куба суммы двух слагаемых. 
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Замечание. Существование предела последовательности { ( 1 + *) n} можно доказать, если воспользо

ваться неравенством Бернулли. , 

<111 В самом делс, n силу этого неравенстnа а,. = (1 + .!.)" � 1 + n · .!. = 2, т. е. последовательность {ап} . n n 
ограничена сни.зу. Рассмотрим последовательность {Ьn} ,  rде 

Ьп = (t + �) an = ( 1  + �)n+l = (n; l )n+l 
Ясно, что Ьп = (1 + *)an > 2 .Vn. Имеем 

(n+l )n+l Ьп n (n + 1)2n+3 
Ьn+! = (�)n+2 = nn+l (n + 2)"+2 = 

n+l 

(n + 1)2"+4 · n n (n + 1 )2"+4 
= 

(n + l){[(n + 1) - •1\[(n + 1 ) + 1 ]} n+2 = n + 1 [(n + 1)2 - 1 ]"+2 = 

n [ (n + 1)2 ] n+Z n [ 1 ) "+2 - -- -- 1 + ---=---
n + 1 (n + 1)2 - 1 n + 1 (n + 1)2 - 1 

Примени в опять нсравенство Бернулли к выражению 

получим 

( 1 ] n+2 
1 + (n + 1 )2 - 1 

-� >- -n- (1 + n + 2 ) =
-n- (1 + .!_) = 1 , Ьм , "" n + l  (n + 1)2 - l  n + 1 n 

т. е. Ьп � Ьп+ 1 .  . 
Таким образом, последовательность {Ьп} -невозрастающая и ограниченная снизу и потому имеет 

предел. Но тогда существуст и nредел nоследовательности {an} ,  nричем 

. . Ьn 1. Ь IJm an = IJm --1 = Jm n· � n-oo n-oo 1 + n n-oo 

§ 1 О. Комплексные числа и действия над ними 
В этом параграфе изложены основные оnределения и факты, относящиеся к лоня
тию комплексного числа, действиям с комплексными чИслами и их геометрической 
интерпретации. 

Комплексным числом называется выражение вида 
z = а: +  iy 

(алгебраическая форма записи комплексного числа), где а: и у - nроизвольные действи
тельные числа, а i - мнимая единица - удовлетворяет условию i2 = - 1. Числа х и у 
называются соответственно действительной (вещественной) и �шимой частями ком
плексного числа z = а: + iy. 

Обозначения: а: = Re z, у = Im z .  
Комплексное число вида а: + iO отождествляется с действительным числом а:. 
Комплексные числа z1 = XJ + iy1 и z2 = а:2 + iy2 называются равными, z1 = z2 , 

если Х 1  = а:2 и У1 = У2 · 
Введем алгебраические операции над комплексными числами. 
1 )  Сложение. Суммой z1 + z2 комплексных чисел ZJ = х 1 + iy1 и z2 = х2 + iy2 

называется комплексное число , .... z_=_z_1_+_z_2_=_( ::Х:-1 +-a:-2)
_
+
_

i
_
(Y_I

_
+_Y_2_) .�, ( 1 )  
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Непосредственно проверлютея основные законы сложения - переместительный: 

1 ZJ + Z2 = Z2 + ZJ , 1 
и со<Iетательный: 

1 (zi + z2) + zз = Zt + (z2 + zз) . \ 
Сложение допускает обратную операцию - вычитание: для любых двух комплекс

ных чисел z1 и z2 можно указать такое число z ,  что z 1 = z + z2 • Это комплексное 
число z называется разностью комплексных чисел z1 и z2 и обозначается через z1 - z2 : 

(2) 

2) Умножение. Произведением z1z2 комплексных чисел z1 = а:1 + iy1 и z2 = :1:2 + iy2 

называется комnлексное число 

(3) 

Эту формулу легко запомнить: достаточно при обычном перемножении (a:I + iy1 ) 

и (х2 + iy2) учесть, что i2 = - 1 . Если z1 и z2 - действительные числа, то правило (3) 
совпадает с обычным. 

Несложно проверить, что nри таком определении произведения сохраняются ос
новные законы умножения - nереместительный: 

1 Z tZ2 - Z2Z1 , 1 
сочетательный: 

1 (zt z2)zз = Zt (z2zз), / 
распределительный (относительно сложения) : 

1 (z, + Z2)zз = ZJ ZЗ + z2z3 . , 
У множсн и е допускает обратную операцию - деление: длялюбых двух комnлексных 

чисел z1 и z2 (z2 =1= О) можно найти такое комплексное число z, что 

(4). 

Комnлексное число z называется частныАt от деления z1 на z2 и обозначается через * .  
Укажем формулу для вычисления частного. Пусть · 

ZJ ::::: Xt + iy1 , Z2 = Х2 + iy2 , Z = :1: + iy. 

Тогда из формулы (4) вытекает, что 

Х] = Z2X - У2У· Yl = Х2У + ХУ2· 

Полученная система (5) при z2 "1- О всегда разрешима относительно х и у . Имеем 

. Xt X2 + YiY2 • X2Yl - X iY2 
z = х + ty = 2 2 + z 2 2 

Х2 + У2 Х2 + У2 

Комплексное число 
z = х - iy 

(5) 

(б) 
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называется сопряженным комплексному числу z = х + iy. Укажем некоторые свойства 
операции сопряжения: 

Z! + Z2 = ZJ + Z2, 
ZJZ2 = ZJ . Z2 , 

(;:) = ;> - 2 2 zz = х + у .  

(7) 

1 0. 1 .  Тригонометрическая и показательная формы записи комплексного числа 
Комплексное число z = х + iy изображается на плоскости хОу точкой М с коорди
натами (х,  у) либо вектором, начало которого находится в точке 0(0, 0) , а конец 
в точке М(х, у) (рис. 8). Такую плоскость будем называть комплексной плоскостью z ; 
ось Ох - действительной (вещественной) осью, а ось Оу - мнимой осью. 

у у 

м м 

о х х 

Рис. 8 Рис. 9 

Для определения положения точки М =F О на координатной плоскости удобно 
пользоваться полярными координатами ( r, В) , где r - длина вектора О М, а В - угол 
между вектором ОМ и осью Ох (рис. 9) .  Переходя в алгебраической форме записи 
комплексного числа z = х + iy к полярным координатам 

х = r cos В, у = r sin В, 
получим тригонометрическую форму записи комплексного числа 

1 z = r(cos В +  i sin В), z # 0. 1 (8) 
Полярный радиус r называется модулем комплексного числа z, а полярный угол О -
его аргументом. 

Обозначение: r = 1 z 1 ,  В = Arg z . 
Модуль комплексного числа определяется однозначно: 

/ lz l = vx2 + у2 = Vй � о. /  (9) 
Аргумент комплексного числа z =F О определен с точностью до слагаемого, кратно
го 211': 

1 Arg z = arg z + 2k1Г (k = 0, ± 1 , ±2, . . . ) , j  ( 10) 
где arg z - главное значение аргумента, задаваемое следующими условиЯми 

- 1Г < arg z � 1Г (или О � arg z < 211') \ ( 1 1 )  
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и 
arctg !,  х если х > О; 

у 7Г + arctg - ,  если х < Q ,  у � О; х 
у 

если х < О, у < О; arg z = -7Г + arctg - ,  х 
. 

( 12) 

7Г 
2'  если х = О ,  у > О; 

7Г 
если х = О, у < О. - 2 ,  

Аргумент комnлексного числа z = О вообще неопределен, а модуль этого числа равен 
нулю. 

Два отличных от нуля комплексных числа z 1 и z2 равны между собой в том и только 
в том случае, когда их модули равны, а их аргументы либо равны, либо отличаются 
на слагаемое, кратное 27Г :  

где n - целое число. 
Пример. Найти модуль и аргумент комnлексного числа 

• Имеем 

о 11" о 11" z = - sm 8 - z cos 8. 

1Г 11" 
а: = - sin - < О у = - cos - < О. 

8 
' 

8 
Главным значением аргумента, согласно (12)  будет 

( 13) 

( 1Г) [ (1Г 1Г)] ( 31Г
) 

3
1Г 5

1Г arg z = -7r + arctg ctg 8 = -1Г + arctg tg 2 - 8 = -7r + arctg tg s = -1Г + т = -т· 

Следовательно, 
5 Arg z = -811" + 2k7r, k = О, ±1 ,  ±2, . . .  ; 

/z/ = .jsin2 i + cos2 i = 1. � 

Отмеченное выше соответствие между 
комплексными числами и векторами на 
плоскости придает естественный геометри
ческий смысл операциям сложения и вычи
тания комплексных чисел (см. рис. l О, где 
изображена сумма и разность комплексных 
чисел z1 и z2) . 

Легко устанавливаются следующие не
равенства. 

( 14) 

у ® 

х 

Рис. 1 0  

( 1 5) 
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(полный смысл введенного обозначения будет установлен в дальнейшем) . Это n6зво
ляет записать комnлексное число (8) в показательной форме 

( 16} 
Тригонометрическая и показательная формы записи комплексного числа удобi�ы 

для выполнения операции умножения и деления комплексных чисел. Если z1 = r, е'81 

и Z2 = r2ei82 ,  то 

.,.. В самом деле 

z1 z2 = r1 ei8 1 • r2ei82 = r1 (cos 81 + i sin 81 }r2(cos 82 + i sin 82} = 
= r , r2 [(cos о, cos 02 - sin о, sin 02} + {sin о, cos (}2 + sin 02 cos о , )] = 

= rt r2 (cos(8t + 02) + i siп(O, + 82)) = r1 r2ei(Bt -1-e2> . ..,. 

( 1 7} 

Таким образом, при умножении комплексных чисел их модули перемножаются, 
а аргументы складываются: 

! Jz, z2 1 = Jz, J · Iz2 J , arg(z, z2) = arg z, + arg z2· l { 1 8) 

Так же просто выполняется оnерация деления комплексных чисел: 

{ 19) 

(при r2 =!= О) . Из формулы ( 19) видно, что 

z, 
arg - = arg z1 - arg zz. 

Z2 
(20) 

Определим операцию возведения комплексного числа z в натуральную степень n: 
n z = � · 

n раз 

В силу формулы ( 1 7) возведение комплексного числа 

z = rei8 = r(cos О + i sin О) 
в степень n можно производить по правилу 

1 zn = (reill)n = rneine = rn(cos пО + i siп n8). , 
Из последнего соотношения при r = 1 полу•!ается формула Муавра 

\ (cos 8 + i sin o)n = cos пО + i sin n8. 1 

(2 1 )  

(22) 

Обратная операция - извлечение корня - определяется следующим образом. Ком
плексное число w называется корнем п-й степени из комплексного 'fисла z ,  если 

(23) 

Обозначение: w = �. 
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По кажем, что для: любого z :f. О корень -сГz имеет n различных значений. Подста
влЯя 

в формулу (23) ,  лолучаем 

Наnомним, что из равенства комплексных чисел выте
кает равенство их модулей ,  а аргументы чисел либо со
впадают, либо различаются на слагаемое, кратное 211".  
Поэтому из соотношения (24) вытекают равенства 

или, что то же, 

pn = r, n<p = () + 2k'11" , 

(25) 

Первое из равенств (25) показывает, что модули 
всех корней n-й стеnени из z одинаковы, а второе - Рис. 1 1  

(24) 

@ 

что их аргументы различаются на слагаемое, крат-
ное 2; .  Отсюда вытекает, что точки на комnлексной плоскости , соответствующие 
различным значениям корня n-й стеnени из комплексного числа z :f. О ,  располо
жены в вершинах правильного п-угольника, вписанного в окружность радиуса \liZi 
с центром в точке w = О  (рис. 1 1) .  

Придавая в формуле (25) числу k значения О ,  1 ,  2 ,  . . . , n- 1 ,  получим n различных 
комnлексных чисел 

или 

nr: nr.:: ( 8 + 2'11"k . .  8 + 2'11"k) 
у ;G = у r COS + Z SШ , n n 

k = O, l , . . . , n - 1 ,  

nr: nr.:: i 8t2 .. k 
у._ = y re n ' k = О, 1 ,  . . .  , n - 1 .  

Пример. Найти все значения <ti . 
.,.. Запишем комплексное число z = i в показательной форме 

. к 
z = i = e' I . 

В соответствии с формулами (27) получаем 
·(к 2rk) 

wk = е' 6 + 3  , k = О, 1 ,  2. 
Отсюда 

i �  7Г • •  7Г v'3 . !  v'З + i w0 = e ь = cos 6 + t sш 6 = 2 + z 2 = -2- , 
i� 57Г • • 57Г v'3 . 1  -v'З + i w 1 = е  б = со> б + нrn б = - 2  + ' 2" = --

2
-, 

i �  ЗIГ . . ЗIГ . 
ш2 = е 2 = cos 2 + 1 sш 2 = -! 

(рис. 12) . .,. 

Рис. 1 2  

(26) 

(27) 
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1 0.2. Предел последовательности комплексных чисел 
Пусть {zn} - последовательность комплексных чисел. 

Определение. Комплексное число z называется пределом последовательности {zn} ,  ес�и 
для любого е > О найдется номер N = N(e) такой, что для всех n ?: N nыполняеtся 
неравенство 

lzn - zi < е. 

Последовательность { Zn } ,  имеющая пределом комплексное число z ,  называется схо
дящейся к числу z .  
Обозначения: z = lim Zn или Zn --+ z .  n-+oo n ....... oo 

Каждый элемент z,1 = Xn + iyn последовательности {zn} характеризуется парой 
действительных чисел Xn и Yn . Поэтому последовательности комплексных чисел {zn} 
соответствуют две последовательности вещественныхчисел {xn} и {Yn} .  составленные 
из действительных и из мнимых частей элементоn Zn последовательности { z,J . 

Теорема. Последовательность комплексных чисел {zn}  является сходящейся в том и толь
ко в том случае, когда одновременно сходятся обе последовательности действительных 
чисел {xn} и {Yn} (zn = Xn + iyn ) · 

� Пусть последовательность {zn} сходится к числу z. Это означает, что для любого 
е > О можно указать номер N, такой, что для всех n ?: N вi;.tполняется неравенство 
l zn - z i < е . Так как lxn - x l � l zn - z i  и IYn - Yl � lzn - z i < е , то отсюда следует, что 

l im Xn = х, lim Yn = у. n--+oo n-+oo 
Обратно, если lim Xn = х и lim Yn = у, то тогда для любого е > О найдется номер N1 
такой, что 

Поэтому 

Тем самым, 

n-+oo n-+oo 

lim (xn + iyn) = Х + iy . .,.. n->oo 
Доказанное утверждение позволяет переносить на последовательности комплекс

ных чисел все основные факты, установленные для сходящихся последовательностей 
действительных чисел. 

Упражнения 
1 .  Докажите, что предел последовательности { �}  равен нулю. Для каких зна'!ений n будет 

выполнено неравенство · 

1 
2 < е, n 

если: а) е >  О - любое; б) е =  0, 1 ;  в) е =  0,0 1 .  
2 .  Докажите, что предел последовательности { n:J } равен единице. 



§ 10. Комплексные числа и дейстаиw над ними ------------------- 1 91 

Найдите пределы: 

. (n + 2)2 3. ltm --2- .  
n-+oo n 

n
2

- n + 5 
5. lim 6 . 

n-oo 2n + 

7 
�n2 + 6 - n 

. \im � · ""'"'"" v'n2 + n + 1 + n + 1 

2n3 - n2 + 1 
4. lim -:---:--:--

,. .... оо n4 + 1 6n + 2 
�2n3 + n - 2 

6. lim -----,. .... "" n + 1 

8 1' � + � 
' ,.!.,� .Yn4 + 3 + .;пз+5 · 

(Указание. При отыскании предела отношения двух многочленов оnюсительно n целесообразно пред
варительно разделить числитель и знаменатель на nP , где р - наипысшая степень многочлена в знаме
нателе. Этот nрием используется и nри отыскании nредела дробей, содержащих иррациональности.) 

Найдите. пределы: 

n' 9. Iim ( ) . 
п-оо n + 1 ! - n 

1 
1 1 .  Jim 2(l + 2 + ·  . . + n). 

n-+oo n 
13. lim (v'n + 2 - v'n) . n-oo 
15. lim (Jn2 + 1 - n) . 

n-oo 

10. lim (� + � + . . · + __!_) . ""'"'"" 2 4 2" 
n cos n! 

12. lim -2-- . 
п-оо n + l 

14. lim (v',_n."-2 ---4-n_+_5 - n) . 
n-oo 

16.  Найдите модуль и главное значение аргумента комплексного числа: 
а) 4 + Зi; б) -2 + 2v'Зi; в) -7 - i; r) - cos � + i sin � ; д) 4 - Зi. 
17. Запишите комплексное число в тригонометрической и показательной форме: 
а) -2; б) 2i; в) -i ;  г) - v'2  + iv'2. 
18. Вычислите: 
а) (2 - 2i)7 ;  б) (v'З - 3i)6 ; в) с�:)8 •  
1�. Найдите все значениЯ корня: 
а) V'l; б) v'i; в) .r-i; г) �- 1 + i ;  д) }2 - 2v'зi .  

Ответы 
1 . a) n >  � ; б) n ;;:о: 4; в) n >  10. 3. 1 . 4. 0 .  5. оо .  6. �. 7. - 1 .  8. 0. 9. 0 . 10 . 1 . 1 1 .  i . 12. 0 . 

13. О. 14. -2. 15. 4 ·  16. а) r == 5 ,  8 == arctg � ; б) r = 4 , 8 == lf;  в) r = 5v'2, 8 = -?Г +  arctg � ;  
г) r = 1 ,  8 = � ; д) r = 5 ,  8 = - arctg � - 17. а) 2(соs ?Г + i sin 1r) , 2ei" ; б) 2 (cos I + i sin  I) , 
2е;� ; в) cos ( -I) + i sin ( -I) • 1 · e-i� ; г) 2 (cos � + i sin �) . 2ei� . 18. а) 210(1  + i) ;  б) 1728 ; 
в) 1 .  19. а) ± 1 ,  ±i; б) � ( l + i) ;  в) ± (cos i - i sin i) . ± (cos � + i sin �) ; r) �(l + i) ,  
V2 (- cos f2 + i sin П)  , Vl2 ( sin П - i cos П) ; д) ± ( v'3 - i) . 



Глава V/11 

ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ 
ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

§ 1 . Понятие функции. Способы задания функции 
Понятие функции является основным и лервоначальным, J<:ак и понятие множества. 

Пусть Х - некоторое множество действительных чисел х .  Если каждому х Е Х 
по некоторому закону поставлено в соответствие определенное действительное 'IИС
ло у, то говорят, что на множестве Х задана функция и пишут 

1 у =  f(x) или у =  у(х) , х Е X. l 
Введенную таким образом функцию называют числовой. При этом множество Х на
зьшают областью определения функции, а независимую персменную х - аргументом. 

Для указания функции иногда используют только символ, которым ·обозначен 
закон соответствия, т. е. вместо f(x) пишут просто f .  

Таким образом, функция задана, если указаны 
1) область определения Х ;  
2) правило f ,  которое каждому значению х Е Х ставит в соответствие определен

ное число у =  f (x) - значение функции, отвечаюшее этому значению аргумента х . 
Функции f и g называют равными, если их области определения совпадают и ра

венство f (x) = g(x) верно для любого значения аргумента х из их общей области 
определения. Так, функции у = х2 , -оо < х < +оо и у = х2 , О :::; х :::; 1 ,  не являются 
равными; они равны только на отрезке [0, 1 ] .  

Примеры функций. 
1. Последовательность {an} есть функция цело<Jисленного аргумента, определенная на множестве 
натуральных чисел, такая, что f(n) = an (n  = 1 , 2, . • .  ) . 

2. Функция у =  n! (читается •эн-факториал•). Задана на множестве натуральных чисел: каждому на
туральному числу n ставится в соответствие произведение всех натуральных чисел от 1 до n включи
тельно: 

1 n! = 1 · 2 · 3 . . .  n, 1 
причем условно полагают О! = 1 . 

3. { l ,  если х > О, 
у =  sign х = О, если х = О, 

- 1, если х < О. 
Обозначение sign происходит от латинского слова sigпum - знак. Эта функция определена на всей 
числовой прямой -оо < х < +оо; множество ее значений состоит из трех чисел - 1 ,  О, l {рис. 1 ). 
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у 

-2 - 1  
о х 

1 

Рис. 1 

у 
4 --------------------

3 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  ___._., 
2 - - - '- - - - --+ 

о 1 
- 1  

-2 

2 3 4 

Рис. 2 

х 

4. у = [х] ,  где [х) обозначает целую часть действительного числа х ,  т. е. [х] - наибольшее целое 
число, не превосходящее х :  [х) = n для n � х < n + l ,  n = О, ± 1 ,  ±2, . . . . Читается: •игрек равно 
антье икс• (фр. entier) .  Эта функция задана на всей числовой оси, а множество всех ее значений 
состоит из целых чисел (рис. 2). 

Способы задания функции 

1 . 1 .  Аналитическое задание функции 

Функция у =  f(x) называется заданной аналитически, если она определяется с помо
щью формулы, указывающей, какие действия надо произвести над каждым значени
ем х, чтобы получить соответствующее значение у. Например, функция 

задана аналити'Iески. 

х 
у = 

1 + х2 , -оо < х < +оо, 

При этом под областью определения функции (если она заранее не указана) 
понимается множество всех действительных значений аргумента х, при которых ана
литическое выражение, определяющее функцию, принимает лишь действительные 
и конечные значения. В этом смысле область определения функции  называют также 
ее областьЮ существования. 

Для функции у = v"'l=X2 областью определения является отрезок - 1  � х � 1 .  
Для функции у =  sin х область определения - вся числовая ось -оо < х < +оо. 

Заметим, что не всякая формула определяет функцию. Например, формула 

y = � + v;c4 
никакую функцИю не определяет, так как нет ни  одного действительного значения х ,  
при котором имели б ы  действительные значения оба написанных выше корня .  

Аналитическое задание функции может выглядеть достаточно сложно. В частно
сти, функция может быть задана различными формулами на различных частях своей 
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области определения. Например, функция может быть опреде- у 
лена так: 

(рис. 3) .  

{ О ,  

f(x) = 2 _ :: 
о, 

х < О; 
о � х � 1 ;  

1 < х � 2; 
х > 2 

1 .2. Графический способ задания функции 
Функция у = f(x) называется заданной графически, если за
дан ее график, т. е. множество точек (х, f(x)) на плоско
сти хОу , абсциссы которых nринадлежат области оnределе
ния функции, а ординаты равны соответствующим значени
ям функции (рис. 4). 

Не для каждой функции ее график можно изобразить 
на рисунке. Наnример, функция Дирихле 

{ 1 , 
90(х) = О, 

если х - рациональное, 
если х - иррациональное, 

не доnускает такого изображения. Функция 9Z(x) задана 

о 

у 

1 

Рис. 3 

Рис. 4 

на всей числовой оси ,  а множество ее значений состоит из двух чисел О и 1 .  

1 .3. Табличный способ задания функции 

х 

Функция называется заданной таблично, если nриведена таблица, в которой указаны 
численные значения функции для некоторых значений аргумента. При табличном 
задании функции ее область определения состоит только из значений х1 , х2 , • • .  , Xn , 
nеречисленных в таблице. 

§ 2 . Предел функции в точке 
Понятие nредела функции является центральным в математическом анализе. 

Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности П точки х0 , кроме, 
быть может, самой точки х0 . 

Определение (Коши) . Число А называется пределом функции f (х) в точке х0 ,  если для лю
бого числа е > О, которое может быть как угодно малым, существует число 6 > О ,  
такое, что длЯ всех х Е П, х f. х0 , удовлетворяющих условию 

l ix - xo l < 6, , 
верно неравенство 

1 (f(x) - А( < e . j 
Обозначение: lim f(x) = А . 

ж__".хо 
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С помощьюлогических символов это оnределение выражается следующим образом 

( lim j(x) = А) <=? (\fe > О 3 б >  0: \fx, lx - xol < б => IJ(x) - Al < е) .  z->:ro 

Примеры. 

1 .  Пользуясь определением предела функции в точке, показать, что 
lim(2x + 3) == 5. 
ж-1 

.,. Функция f(x) == 2х + 3 определена всюду, включая точку х0 = 1: /(1) == 5. Возьмем любое 
е >  О. Для того, чтобы неравенство l(2x + 3) - 51 < t имело место, необходимо выполнение следующих 
неравенств 

& 
!2х - 2 1 < & "*' 2!х - 11 < t "*' !х - 1 1 < 2 .  

Следовательно, если взять {j = � , то при lx - 1 1  < б =  � будем иметь lf(x) - 5 1  < t .  Это означает, что 
число 5 есть предел функции f(x) = 2х + 3 в точке хо = 1 . ..,. 
2. Пользуясь определением предела функции, показать, что 

.,. Функция 

х2 - 4  lim --- :::: 2 . ж-2 х2 - 2х 

х" - 4  f(x) = х2 - 2х 
не определена в точке хо = 2

. 
Рассмотрим f(x) в некоторой окрестности точки ·ха = 2, например, 

на интервале ( 1 ,  5) , не содержащем точку х = О , в которой функция f(x) также не определена. Возь
мем произвольное число t > О  и преобразуем выражение 1/(х) - 21 при х -:/;  2 следующим образом 

1 х
2 
- 4 

_ 21 = 1 х + 2 
_ 
2 1 = � -х + 2 1 = lx - 21 

= 
lx - 21 

. х2 - 2х 2 х !xl х 
Для х Е (1 ,  5) получаем неравенство 

1 х
2 - 4 1 lx - 2 1 

х2 - 2х - 2 < -�- · 

Отсюда видно, что если взять {j = t ,  то для всех х Е ( 1 ,  5) , подчиненных условию 
О <  lx - 21 < б, 

будет верно неравенство 1 х• - 4 - 21 < {j :;:; е. х2 - 2х 
Это означает, что число А =  2 является пределом данной функции в точке х0 = 2 . ..,. 
Дадим геометрическое nояснение nоня

тия предела функции в точке, обратившись 
к ее графику (рис. 5) .  При х < х0 значения 
функции J ( х) определяются ординатами то
чек кривой М1 М, при х > х0 - ординатами 
точек кривой М М2 •  Значение j ( х0) опреде
ляется ординатой точки N. График данной 
функции получается, если взять <<хорошую•> 
кривую М1М М2 и точку М(хо, А) на кривой 
заменить точкой N. 

Покажем, что в точке х0 функция j(x) 
имеет предел, равный числу А (ординате 
точки М). Возьмем любое (как угодно ма
лое) число & > О. Отметим на оси Оу точки 

у 

о 

• 

Рис. 5 

N 
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с ординатами А,  А - е ,  А +  е. Обозначим через Р и Q точки пересечения гРафика 
функции у = f ( х) с прямыми у = А - е и у = А + е. Пусть абсциссы этих точек есть 
хо - ht , х0 + h2 соответственно (h. 1 > О ,  h2 > 0). Из рисунка видно, что для любого 
х "1- Хо из интервала (хо - ht , Хо + h2 ) значение функции f(x) заключено между А - е  
и А + е ,  т. е .  для всех х i- Хо , удовлетворяющих условию 

Хо - ht < х < хо + h2 , 

верно неравенство 
А - е <  f(x) < А + е. 

Положим б = min {ht , h2} .  Тогда интервал (хо - б, хо + б) будет содержаться в ин
тервале (х0 - h 1 ,  хо + h2) и, следовательно, неравенство А - е < f(x) < А + е или, 
что то же, 

1/(х) - Al < е, 
будет выполнено для всех х ,  удовлетворяющих условию 

О < lx - xol < б. 

Это доказывает, что Jim f(x) = А. 
:t-->xo 

Таким образом, функция у =  f(x) имеетпредел А в точке х0 ,  если, какой бы узкой 
ни бьmа е-полоска между лрямыми у =  А - е и у =  А +  е, найдется такое б >  О, что 
для всех х из nроколотой б-окрестности точки х0 точки графика функции у =  f(x) 
оказываются внутри указанной е-полоски. 

Замечание 1. Величина б зависит от е: б =  б(е) . 

Замечание 2. В определении предела функции в точке хо сама точка Хо из рассмотрения исключается. 
Таким образом, значение функции в точке хо не влияет на предел функции в этой то•1ке. Более того, 
функция может быть даже не определена в точке хо .  Лозтому две функции, равные в окрестности 
точки хо , исключая ,  быть может, саму точку Хо (в ней они могут иметь разные значения, одна из !!ИХ 
или обе вместе могут быть не определены), имеют при х -+ хо один и тот же предел или обе не имеют 
предела. Отсюда, в частности, следует, чтодля отыскания в точке х0 предела дроби законно сокращать 
эту дробь на равные выражения, обращающиеся в нуль при х = хо. 

Пример 1. Найти Jim � . z-o 

<111 Функция f(x) = � для всех х f. О равна единице, а в точке х = 
О не определена. Заменив f(x) на равную ей при х f. О функцию 
g(x) = 1 ,  получаем 

Пример 2. 

(рис. 6). 

х 
lim - = lim 1 = 1 .  � 
z-+0 :с z-+0 

Найти Jim f(x) , где z-o 

{ х
2 

f(x) = ' 
1 ,  

х f. о ,  
х = О  

<111 Функция g(x) = х2 , -ос < х < +ос, совпадает с функцией f(x) 
всюду, исключая точку х = О, и имеет в точке х = О предел, равный 
нулю: lim g(x) = О  (покажите это!). Поэтому lim f(x) = О. � ж-+0 х-о 

Задача. Сформулировать с помощью неравенств (на языке Е -б), что означает 

Рис. 6 

1 )  lim f(x) = 5; 2) lim f(x) = О; 3) lim f(x) = 1 ;  4) 1im f(x) = -2. Z-+1 Z-+0 Ж-+-2 z--3 

х 
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Пусть функция f(x) определена в не которой окрестности n точки х0 , кроме, быть 
может, самой точки а:0 • 

Оnределение (Гейне). Число А называется пределом функции f ( х) в точке х0 , если для лю
бой последовательности {xn} значений аргумента х  (:l:n Е n, Xn # х0 ) , сходящейся 
к точке хо , соответствующая последовательность значений функции {! (xn)} сходится 
к числу А. 

Приведеиным определением 
удобно пользоваться, когда надо 
установить, что функция f(x) не 
имеет nредела в точке х0 • Для это
годостаточно найти какую-нибудь 
nоследовательность {J(xn) } , не 
имеющую предела, или же указать 
две последовательности {J(xn) }  И 
{J(x�)} ,  имеющие различные пре
делы. 

Покажем, например, чтофунк
ция j(x) = sin � (рис. 7) , оnреде
ленная всюду, кроме точки х == О ,  
н е  имеет nредела в точке х = О . 

у 

Рис. 7 

...,. Рассмотрим две nоследовательности { n'?Г } и { ;+'2n1Г } ,  сходяшисся к точ

ке а: = О .  Соответствующие последовательности значений функции j(x) сходятся 
к разным nределам: последовательность {sin шr} сходится к нулю, а последователь
ность {sin( 1 + 2шr) } - к  единице. Это означает, что функция f(x) = sin � в точ
ке а: = О nредела не имеет. • 

Замечание. Оба определения предела функщш в точке (определение Коши и определение Гейне) 
равносильны. 

§ 3. Теоремы о пределах 

Теорема 1 (единственность предела). Если функция f(x) имеет предел в точке хо, то этот 
предел единственный . 

...,. Пусть l im f(x) = А.  Покажем, что никакое число В #  А не может быть nределом 
Х-+Хо 

функции f(x) в точке х0 • Тот факт, что l im j(x) # В с помощьюлогическихсимволов 
ж-хо 

формулируется так: 

3е > 0 \1'6 > О  3х, х # хо, ( lx - xo l < б) л ( IJ(x) - Bi � е) .  
Воспользовавшись неравенством / lal - IЬI /  � ia - Ьi ,  получаем . 

/ f(x) -B /  = / (f(x) -A) - (B-A) / � / IJ(x) -AI - IB-A I /  = / IB -AI - 1/(x) -A I / . ( t) 
Возьмем е = Гв;АI > О .  Поскольку l im f(x) = А,  для выбранного е > О найдется 

X-+XQ · 

б > О такое, что 
\ J(x) - A j < e \ix, а: #  хо, ix - xo l < б. 



1 98 ------------- Глава Vlll. Предел 11 неnрерывность функции одной nеременной 

Из соотношения ( 1 )  мя указанн ых значений а: имеем 
IB - AI 

/ J (x) - B / ;?: 2 = е. 

Итак, нашлось е > О такое, что каким бы малым ни бьmо б > О ,  существуют х i= х0 , 
такие, что О <  l x - xo l < б и вместе с тем / J(x) - В / ;?: е . Отсюда В i= lim J(x) . ..,.. 

z-+zo 

Оnределение. Функция J(x) называется ограниченной в окрестности точки хо , если 
существуют числа М > О и б > О такие, что 

/ J(x) / � М  Vx Е (х0 - б, Хо + б) . 

Теорема 2 (ограниченность функции, имеющей предел) . Если функция f (а:) определена в окрест
ности точки х0 и имеет в точке х0 конечный предел, то она ограничена в некоторой 
окрестности этой точки. 

� Пусть 
l im f(x) = А. х-+хо 

Тогда для любого е > О ,  например, мя е = 1 ,  найдется такое б > О, что мя всех 
х 1= хо , удовлетворяющих условию lx - х0 1 < б ,  будет верно неравенство 

Замечая, что всегда 

получим 

/ J (x) - А /  < 1 .  

/ J(x) / - IA I  � / J(x) - А / , 

/ J (x) / < IA I  + 1 .  

Положим М =  max{ IAI + 1 ,  IJ(xo) l } . Тогда в каждой точке а: интервала (хо - б, 
х0 + б) будем иметь 

1/ (x) l � М. 
Это означает, согласно определению, что функция J(x) ограничена в окрестности 
точки х0 . ..,.. 

Напротив, из  ограниченности функции / (х) в окрестности точки хо не следует 
существования предела функции f(x) в точке хо . НапрИмер, функция f(x) == sin � 
ограничена в окрестности точки х == 0:  

l sin � 1 � 1 Vx, х 1= О, 

но не имеет предела в точке х == О.  
Сформулируем еще две теоремы, геометрический смысл которыхдостаточно ясен. 

Теорема 3 (переход к пределу в неравенстве) . Если J(x) � <р(х) для всех х из некоторой 
окрестности точки х0, кроме, быть может, самой точки х0, и каждая из функций J(x) 
и <р(х) в точке х0 имеет предел, то 

(рис. 8) .  

l im J (x) � lim <р(х) х-+х0 х--+х0 
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Заметим, что из строгого неравенства j(x) < <р(х) 
для функций не обязательно с.п:едует строгое неравенство 
для их пределов. Если эти пределы существуют, то мы 
можем утверждать лишь, что 

Пm f(x) � Jim <р(а:). 
ж-+жо z....,.zo 

Так, например, для функций 

j(x) = х2 и <р(х) = ' { 2х2 
l ,  

выполнено неравенство J(x) < <р(х) 'r/x , в то время как 
lim f(x) = \im <р(х) = О. х-->0 х-->0 

Теорема 4 (предел промежуточной функции). Если <р(х) � 
f(x) � ф(х) для всех х в некоторой окрестности точ
ки хо, кроме, быть может, самой точки х0 (рис. 9), 
и функции <р(х) и -ф(х) в точке хо имеют один и тот 
же предел А, то и функция J(x) в точке х0 имеет предел, 
равный этому же числу А. 

§ 4. Предел функции в бесконечности 

у 
о 

у •f(xo) 
�I(J(X) 

1 �=f(x) 
1 
1 

о х0 х 
Рис. 8 у =ф(х) М={(х) i у = lfJ(X) 1 х0 х 

Рис. 9 

Пусть функция f(x) определена либо на всей числовой оси, либо по крайней мере 
для всех х, удовлетворяющих условию !xl > К  при векотором К >  О. 
Определение. Число А называют пределом функции J(x) при х , стремящемся к бесконеч-
ности, и пишут 

lim f(x) = А, Z-->00 
если для любого е > О существует число N > О такое, что для всех х, удовлетворяющих 
условию Jx J > N, верно неравенство 

\ J(x) - А \  < е. 

Заменив в этом определении условие Ja: J  > N на х > N или на х < -N соответ
ственно, получим определения 

lrА--=-.,
-
�
-
�
-
00
-
/
-(х_) 

__ 

и_л_и 
__ 

А_=--.,
-
�
-
�00
--
/
-(х-)'. 1 

Из этих определений следует, что 
А =  lim f(x) Z-->00 

тогда и только тогда, когда одновременно А =  lim J(x) и А =  lim J(x) . х�+оо х-+-оо 
Тот факт, что А =  lim f(x) , геометрически означает следующее: какой бы узкой х->+оо 

ни была е-полоска между nрямым и у = А - е и у = А + е ,  найдется такая nрямая 
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х = N > О ,  что правее нее график функции у =  f(:z:) целиком содержится в указан
ной е-полоске (рис. 1 0) .  В этом случае говорят, что при х -+ +оо график функции 
у = J(:z:) асимптотически приближается к nрямой у =  А.  

Пример, Функция f(x) :::: *'. опреде
лена на всей числовой оси и предста
вляет собой дробь, у которой числитель 
постоянен, а знаменатель неограниченно 
возрастает при lxl -+ +ос. Естественно 
ожидать, что }i."<Ьf(x)=O. Покажем это. 

� Возьмем любое t > О, подчиненное 
условию О < t :::; 1 . Чтобы имело место 
соотношение 

1 х2 � 1 - 0 1 < t, 
должно выполняться неравенство 

1 2 1 ;г.t\ < €: ИЛИ, ЧТО ТО Же, Х + J > ё •  
откуда lxl > J � - 1 .  Таким обр"зом, 

если взять N = rr;::I. то при lxl > N 

у 

А + Е  

А 

А - Е 

о N х 

Рис. 10 

будем иметь 1 *' - о! < t. Это означает, что число А = О есть предел данной функции при х -+ ос .  

Заметим, что подкоренное выражение � - 1 � О лишь для €: :::; l .  В Cllyчae, когда €: > 1 ,  неравен

ство *' < €: выполняется автоматически для всех х Е IR .  
График четной функции у =  �1 асимптотически приближается к прямой у =  О при х --+  ±ос.  � 

" +  

задача. Сформулировать с помощью неравенств, что означает 

1) lim f(x) = -3; 2) lim /(х) = 1 ; 3) lim f(x) = О. 
ж-+оо ж-++оо z-+-oo 

§ 5 . Бесконечно малые функции 

Пусть функция a(:z:) оnределена в некоторой окрестности точки :z:0 , кроме, быть мо
жет, самой точки :z:0 • 

Определение. Функция a(:z:) называется бесконечно малой 
функцией (сокращенно б. м. ф.) nри :z: ,  стремящемся к х0 , 
если 

lim a(:z:) = О. 
Z-+ZQ 

Наnример, функция a(:z:) = х - 1 является б. м. ф. 
при ж -+  1 , таккак lim(х- 1)  = О . Графикфункцииу = х- 1 z--+1 изображен на рис. 1 1 .  

Вообще, функция a(:z:)=:z:-:z:o является nростейшим 
примерам б. м. ф. nри х-+х0 • 

у 

х 

Рис. \ !  

Принимая во внимание определение предела функции в точке, оnределение б. м. ф. 
можно сформулировать так. 
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Определение. Функция а(х) называется бесконечно малой при х ---+ х0 , если для лю
бого е > О существует такое б > О ,  что для всех х ,  удовлетворяющих условию 
О <  ix - х0 1 < б , верно неравенство · 

la(x) l < е. 

НарЯду с понятием бесконечно малой функции при х ---+ х0 вводится понятие 
бесконечно малой функции при х ---+ оо ,  х ---+ +оо и х ---+ - оо .  

Определение. Функция а(х) называется бесконечномалой при х ---+ оо ,  если 
lim а(х) = О. 
Ж--+00 

Если 
lim а(х) = О  или lim а(х) = О, z�+oo х�-оо 

то функция а(х) называется бесконечно малой соответственно при х ---+ +оо или при 
х ---+ -оо. 

Например, функция а(х) = � ,  x .=l= О ,  является бесконечно малой при х ---+ оо,  по
скольку lim � = О. Функция а(х) = е-ж естьбесконечномалаяфункцияпри х --+ +оо,  

Ж--+00 

так как lim е-ж = О .  

ж
--++оо 

В дальнейшем все понятия и теоремы, связанные с пределами функций, мы будем, 
как правило, рассматривать только применительно к случаю предела функции в точке, 
предоставляя читателю самому сформулировать соответствующие понятия и доказать 
аналогичные теоремы для случаев, когда х ---+ оо ,  х ---+ +оо или х ---+ - оо .  
Свойства бесконечно малых функций 

Теорема 5. Если а(х) и fЗ(х) - б. м. ф. при х ---+ х0, то их сумма а(х) + fЗ(х) есть также 
б. м. ф. при х ---+ Хо . 

..".. Возьмем любое е > О .  Так как а(х) - б. м .  ф. при х ---+ х0 , то найдется б1 > О такое, 
что для всех х =1= х0 , удовлетворяющих условию 

верно неравенство 
lx - xo l < бi , 

е la(x) l < 2 .  ( 1 )  
По условию fЗ(х) также б .  м .  ф .  при х ---+ х0 , поэтому найдется б2 > О ,  такое, что 
для всех х =1= х0 , удовлетворяющих условию 

lx - xo l  < б2 ,  
верно неравенство е lfЗ(x) l < 2 · (2) 
Положим б = min{бJ , б2} .  Тогда для всех х =1= х0 , удовлетворяющих условию 
lx - xo l  < б, будут одновременно верны неравенства ( 1 )  и (2). Поэтому 

е е la(x) + fЗ(х) 1 � la(x) 1 + lfЗ(x) 1 < 2 + 2 = е Vx, х =1= хо, lx - xo l  < б. 
Это означает, что сумма а(х) + fЗ(х) есть б. м. ф. при х ---+ х0 . ..,. 
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Замечание. Теорема остается справедливой для суммы любого
' 
конечного числа функций, б. м. 

при х -+ хо . 

Теорема 6 ( произведение б. м. ф. на ограниченную функцию). Если функция а(х) является б. м. ф. 
при х � Хо, а функция f(x) ограничена в окрестности tfючки х0, то произведение 
a(x)f(x) есть б. м. ф. при х � х0 . 

.,... По условию функция f(x) ограничена в окрестности точки х0 • Это означает, что 
существуют такие числа б 1 > О и М > О ,  что 

[ f(x) [  � М Vx Е (хо - б, , хо + б1 ) .  

Возьмем любое е > О .  Так как по условию а(х) - б. м. ф .  при х � х0 , то найдется 
такое б2 > О ,  что для всех х # х0 , удовлетворяющих условию lx - xo l < б2 , будет верно 
не равенство 

е [ а(х) [ < м · 

Положим б = min{б1 , б2} .  Тогда д;тя всех 
х # х0 , удовлетворяющих условию 
1 х - хо 1 < б ,  будут одновременно верны не
равенства 

[ f(x) [ � М и е [а(х) [ < м · 

Поэтому 
[ a(x)f(x) [ = [ a(x) [ · [ f(x) [ < � · М =  

= е  Vx, х # хо, lx - xol < б. 

Это означает, что nроизведение a(x)f(x) 
есть б. м. ф. при х � хо . ..,. 

у 

. 1 у = х sш у  

х 

Рис. 1 2 
Пример. Функцию у = х sin � {рис. 12)  можно рассматривать как произведение функций а(х) = х 
и f(x) = sin � .  Функция а(х) есть б. м. ф. при х -... О, а функция f(x) = sin � определена всюду, 
исключая точку х = О ,  и ограничена в любой проколотой окрестности этой точки. Поэтому, в силу 
теоремы 6, функция у =  х sin � есть б. м. ф. при х -+  О, так что 

lim x sin .!_ ::: О . .,. 
ж-о х 

Следствие. Если а(х) - б. м. ф. при х � х0, а функция f(x) в точке х0 имеет (конечный) 
предел, то произведение a(x)f(x) есть б. м. ф. при х � х0 • 

Это вытекает из того, что функция, имеющая в точке х0 nредел, ограничена в про
колотой окрестности точки Хо . 

Лемма. Если функция f(x) в точке х0 имеет предел, отличный от нуля, то функция 1/х) 
ограничена в проколотой окрестности точки х0 • 
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� Пусть lim f(x) == А f. О. Тогда для любого е >
·
о ,  в частности для е =  Jf ,  найдется 

ж ___.хо 

б > О такое, что для всех х ,  удовлетворяющих условию О < jx - х0 j < б , будет верно 
неравенство 

\А \ I A - f(x) l < т · 
Так как IA - f(x) l � \A \ - IJ(x) l ,  то 

откуда 

\А \ \A \ - I f(x) l < 2' 

\А \ l f(x) l > 2 Vx, х f:. х0 , \х - х0 \ < б. 

Значит, для указанных значений х определена функция t/x) , причем 

1 1 1 l 2 
j(x) = l f (x) l < ТА/' 

так что /(�) ограничена в проколотой окрестности точки х0 . ..,.. 

Теорема 7. Если а(х) - б. м. ф. при х -> х0, а функция f(x) имеет в точке х0 предел, 
отличный от нуля, то частное ;�:� есть б. м. ф. при :z: -> х0 • 

� Представим частное ;�:� в виде 

а(х) 1 
j(x) = а(х) · j(x) . 

В силу леммы функция tix) ограничена в проколотой окрестности точки х0 и ,  следова
тельно, а(х) · /(�) - б. м. ф. при х ->  х0 какпроизведение б. м .  ф. на ограниченную . ..,.. 

Условие lim j(x) f. О является существенным. Рассмотрим, например, функции 
x-+:ro 

а(х) = х и j(x) = х2 , являющиеся б. м. ф. при х ->  О. Частное ;��� == "!т = � ,  х f. О ,  
очевидно, не является б .  м .  ф .  при х -> О ,  так что отношение двух бесконечно малых 
функцнй n общем случае не есть бесконечно малая функция. 

Теорема В (связь функции, имеющей nредел, с ее nределом и бесконечно малой функцией). Пусть 
функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х0, кроме, может быть, самой 
точки Хо . Для того, чтобы функция f(x) в точке х0 имела пределом число А, необходимо 
и достаточно, чтобы f(x) можно было представить в виде суммы 

j(x) = А + а(х), 

где а(х) - б. м. ф. при х ->  хо . 
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<0111 Необходимость. Пусть функцин f ( х) имеет в точке х0 предел, равный числу А, 

l im f(x) = А. 
х-.жо 

Положим 
а(х) = f(x) - А ( 1 )  

и докажем, что а(х) - б .  м .  ф .  при х -+ х0 . Возьмем любое е > О . Так как по  условию 
lim f(x) = А, 

Z-+XQ 

то для выбранного е > О найдстен такое б > О, что длн всех х, х # Хо , удовлетворяю
щих условию !х - xol < б , верно неравенство 

l f (x) -:- A l  < е. 
В силу ( 1) последнее можно записать в виде 

l a(x) l < е. 
Это означает, что а(х) - б. м. ф. при х -+  х0 • 

Достаточность. Пусть функцию f(x) можно представить в виде 
f(x) = А + о:(х), (2) 

где А - постоянная, а о:(х) - б. м. ф. при х -+  х0 . Докажем, что функция f(x) 
в точке хо имеет предел, равный числу А. Возьмем любое е >  О. Так как по условию 
а(х) - б. м . ф. при х -+ х0 , то найдется такое б > О ,  что для всех х ,  х # х0 , 
удовлетворяющих условию !х - х0 1 < б , будет выполняться неравенство 

i o:(x) l < е. 
Но в силу (2) а(х) = /(х) - А. Поэтому lf(x) - А\ < е длятех же значений х. Согласно 
определению это означает, что А =  lim f(x) . ..,. X-+XQ 

§ б. Арифметические операции над пределами 
Пусть функции f(x) и <р(х) определены в некоторой окрестности точки .хо , кроме, 
быть может, самой точки х0 • .  

Теорема 9. Если функции f ( х) и <р( х) в точке хо имеют пределы, то в этой точке имеют 
пределы также их сумма f(x) + <р(х) , разность f(x) - <р(х) , произведение f(x) · <р(х) и, 
при дополнительном условии lim <р(х) # О, частное !J=l(z) , причем 

:r:-.:r:o rp :r: 

1 ) lim [f(x) ± <p(x)] = lim f(x) ± lim <р(х); 

х--+хо 

х-+

х

о z-+zo 

2) lim [f(x) · <р(х)] = l im f(x) · lim <р.(х) ; 
Х-+Хй X-tXQ Z-+-ZQ 

/( ) lim f(x) Х z-.xo (. ) 3) lim -.- = lim <р(х) f= О . 
:r:-:r:o <р(х) lim <р(х) ' :r:-:r:o 

х-+хо 
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Ограничимся доказательством утверждения 2) о пределе произведения. 
<IIC Пусть lim f(x) == А, Iim 'Р(х) = В. Тогда, согласно теореме 8, 

Х-+Хо :&-+XQ 

f(x) = А + о:(х) , 'Р(х) == В + (З(х) , 
где о:(х) и (З(х) - б. м. ф. при х --+ х0 •  Отсюда 

f(x) · 'Р(х) = [А + о:(х)] · [в + (З(х)] = А · В +  Ва(х) + А(З(х) + о:(х)(З(х) . 
Так как Во:(х) , А(З(х) , о:(х)(З(х) - б. м. ф. при х --+  х0 (как произведение б. м. ф. 
на ограниченную), то и их сумма есть б. м. ф. при х --+  х0• 

Таким образом, функция f(x)'P(x) представлена как сумма постоянной АВ 
и б. м. ф. при х --+ Хо . Отсюда на основании теоремы 8 заключаем, что функция 
f ( х) · 'Р( х) имеет предел в точке х0 , равный числу АВ : 

lim (J(x)'P(x)] = А ·  В =  lim f(x) · lim 'Р(х) . 
ж-+хо х--+хо ж--+жо 

Утверждения 1 )  и 3) доказываются подобным же образом (докажите!). � 
Замечание. Теорема о пределе суммы (произведения) обобщается на случай любого фиксированного 
числа слагаемых (сомножителей) , имеющих предел. 

Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак предела. 

Задача. Пусть фунщия /(х) имеет предел в точке х0 , а функция <р(х) не имеет предела. Будут ли 
существовать пределы 

1 )  lim [f(x) + <р(х)] ; 
Z-+ZQ 

2) lim [f(x) · <p(x)j ? 
:t:-+жо 

Задача. Пусть \im f(x) f. О, а \im <р(х) не существует. Доказать, что lim [f(x) ·<p(x)j не существует. х-+з:о z-+жо ж-+zо 

Приведем несколько примеров на вычисление пределов функций. 
• .,2_4 

Пример 1 .  Найти �':То ""Ж'-+J · 

• Будем рассматривать данную функцию как частное двух функций f(z) = z2 - 4 и <p(z) = z + J .  
Каждая из этих функций в точке х = О имеет предел: 

lim f(x) = !im(x2 - 4) = -4; ж-о ж-о 
lim <p(z) = lim (z + 1) = 1 f. О. 
ж-+0 z-+0 

Так как предел знаменателя <р(х) заданного отношения не равен нулю, то можно воспользоваться тео
ремой о пределе частного, что дает 

2_ 1  Пример 2.  Найти lim ".,_ 1  • ., ... 1 

z2 _ 4 lim(x2 - 4) 
lim -- = ., ... о = -4 .,.. ж-о х + \ lim (x + l) . 

., ... о 

• Полагая /(z) = х2 - J , <р(х) = х - 1 ,  имеем lim f(x) = О, \im <р(х) = О, т. е. , как говорят. имеет z-1 :z:-+1 
место неопределенность вида � .  Пользоваться теоремой о пределе частного нельзя. Для раскрытия 
неопределенности поступаем так. В определении предела функции в то•1ке z ::: J сама точка z = 1 
из рассмотрения исключается. Заметив это, представим данную функцию в виде 

х2 - 1 (х - l ) (z + 1 )  
х=т = х - 1 
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откуда, сокращая на х - 1 f. О, получим 

Поэтому 

х2 - 1  -- = х + 1 , х f. 1 .  х - 1  

х2 - 1  lim -- = lim(x + 1) = 2 . ..,. 
ж- 1  х - 1  ж-1 

Пример 3. Найти lim Щ::.! . 
z-o ж 

..,. Пределы числителя и знаменателя в точке х = О равны нулю, т. е. опять имеем неопределенность 
вида � .  Для ее раскрытия умножим числитель и знаменатель данной дроби на /i"+'X2 + 1 .  При х f. О 
имеем 

( Jl+X2 - 1) ( /i"+'X2 + 1) 1 + х2 - 1 1 
х2 ( /i"+'X2 + 1) 

= х2 ( /i"+'X2 + 1) 
= � + 1 · 

К полученной функции nрименима теорема о пределе частного, так что 

/i"+'X2 - 1 1 1 
lim = lim = -----,--===--"7'" - ..,. 
х-о х2 ж-о v'1 + х2 + 1 \im (/i"+'X2 + 1) - 2'  

ж-о 

Пример 4. Рассмотрим функцию f(x) = sin х2 • Она определена на всей числовой оси, четна, ограни
_чена (1 sin х2 1 :::; 1 'Vx) и обращается в нуль при х = ±ymr, где n = О, 1 ,  2, . . . . 

..,. Покажем, что эта функция - не nериодическая. Возьмем два соседних нуля функции; пусть это 
будут ymr и J ( n + 1 )7r .  Расстояние между ними равно J ( n + 1 )7r - ymr. 

Найдем J�,i, ( V(n + 1)71' - vmr) . 
Здесь имеет место неопределенность вида оо - оо .  Чтобы ее раскрь1ть, умножим и разделим 

выражение ( J(n + 1)71' - vmr) на ( j{n + 1)1t + vmr) . Будем иметь 

. ( � 
) . (J(n + 1)7r - vmr) (J(n+ l )н vmr) . 71' 

I1m y (n + 1)7r - vmr  = 11m = I1m = 0  
n->oo n->oo J(n+ 1)7r + ymr  n-oo V(n+ 1)7r + ymr  

(поскольку числитель последней дроби постоянен, а знаменатель неограниченно возрастает при n->oo ). 
Таким образом, расстояние между двумя соседними нулями функции стремится к нулю при n _, оо.  

Следовательно, функция sin х2 - не периодическая . ..,. 

§ 7. Бесконечно большие функции. 
Их связь с бесконечно малыми функциями 

Н а ряду с понятием бесконечно малых функций вводится понятие бесконечно больших 
функций (б. б. ф.) . 

Пусть функция /(J:) определена в некоторой окрестности точки J:0 , кроме, быть 
может, самой точки J:o . 
Определение. Если для любого, как угодно большого, числа М > О существует такое 
число о > О, что для всех J: -::j:. х0 , удовлетворяющих условию 

lx - xo l  < б, 
выполняется неравенство 

1/(x) l > М, 
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то функцию f(x) называют бесконечно большой функцией при х --+  х0 и пишут 

lim f(x) = оо. 
Х-+Хо 

При этом говорят также, что f(x) при х --+  хо имеет бесконечный предел. 

С помощью логических символов определение функции f(x) , бесконечно боль
шой при х --+  хо , запишется так 

(/(х) - б. б. ф. при х --+  хо) � 

� (vм > О  36 > O 'v'x, х =F хо, lx - xo l < 6 => lf (x) l > м) .  

Заменяя в приведеином определении неравенство 
l t(x) l > М на f(x) > М  или на f(x) < -М соот
ветственно, получим определение положительной 
б. б. ф. /(х) , 

lim /(х) = +оо, z-+xo 

или отрицательной б. б. ф. f(x) , 
lim j(x) = -оо. X-+XQ 

Пример. Функция f(x) = � ,  определенная для всех х i О 
(рис. 13), есть б. б. ф. при х -->  О . 

у 

y =i-

Рис. ! З  

х 

.,.. Возьмем любое М > О , как угодно большое. Неравенство lt(x) l = 1 � 1 = � > М равносильно нера

венству lxl = lx- Ol < iJ .  Поэтому, если взять /j = iJ ,  то для 'Vx, х i О , таких, что lx- Ol = lxl < iJ ,  
будет верно неравенство lt(x) l = � > М .  Согласно определению это означает, что f(x) = � -
б. б. ф. при х --+  О . .,. 

Функция f(x) = ;т ,  определенная ДJIЯ вс:ех х =F О (рис. 14), при х --+ О есп, 
положительная б. б. ф. 

Геометрическое пояснение б. б. ф. : функция f(x) является б. б. ф. при х -+  х0 , 
если ДJIЯ любой горизонтальной полосы между прямыми у = -М и у = М, сколь 
бы широкой она ни была, можно указать такие две вертикальные прямые х = х0 - 6 
и х =  х0 + 6 , что между этими прямыми часть графика функции у = f(x) , х =F х0 , 
целиком расположена вне этой горизонтальной полосы (рис. 1 5) .  

Заметим, что функция j(x) может быть неограниченной в окрестности точки х0 
и не быть бесконечно большой при х --+ х0 • Например, функция f(x) = ± sin ± 
не ограничена в окрестности точки х = О ,  но не является б. б. ф. при х --+ О (попро
буй;е сделать рисунок) . 



208 -------------- Глава Vlll. Предел и неnрерывносn. функции одной nеременной 

у 

х 

Рис. 14 Рис. 15 

Определение. Будем говорить, что j(x) есть бесконечно большая функция при х -+ оо 
и писать 

lim j(x) = оо, 
Z-+00 

если для любого числа М > О ,  хотя бы и как угодно большого, найдется число n > О 
такое, что для всех х ,  удовлетворяющих условию lx l  > N, верно неравенство 

/J (x) j > М. 

Пример. f(x) = х - б. б. ф. при х __, оо .  В самом деле, "i/M > О  3N > О, например, N = М, такое, 
что "i/x , lx l  > N ,  верно неравенство /t(x) / = lx l  > М  . .,.. 

Подобным же образом можно сформулировать определение бесконечно больших 
функций при х -+  +оо и при х -+  - оо .  

Между бесконечно большими и бесконечно малыми функциями существует зави
симость, которая выражается следующими теоремами. 
Теорема 10. Если функция f(x) - бесконечно большая при х -+ хо, то функция а(х) = Rz> - бесконечно малая пjJU х -+ хо . 

..,.. Возьмем любое, как угодно малое € > О .  Так как по условию функция j(x) -

бесконечно большая при х -+ х0 , то для любого М > О, в частности для М = � ,  
найдется такое 6 > О ,  что при всех значениях х ,  х f::. х0 , и з  условия lx - х0 1 < 6 будет 
следовать неравенство 

1 / J (x) j  > М = -. 
е 

Для таких значений х определена функция а(х) = 1/ж) ,  и для нее 
1 1 j a(x) j = / J (x) j 

< М 
= f:. 
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Итак, 
'<ie > О  3б > 0: '<ix, х # х0 , \х - хо\ < б =:> J a(x) J < е. 

Это означает, что а(х) = � - б. м. ф. при х --+  хо . ..,. 
Аналогично доказывается обратное утверждение. 

Теорема 1 1 . Если а(х) - бесконечномалая функцияпри х --+ х0 и внекоторойокрестности 
(х0 - б, х0 + б) точки Хо, кроме, быть может, самой точки хо, а(х) отлична от нуля, 
то функция f(x) = .atz, - бесконечно большая при х --+ х0 •  

Задача. Сформулировать н а  языке неравенств, что значит 
1) lim f(x) = оо; 2) lim f(x) = +оо; 3) lim f(x) = -оо; 

ж-1 ж--з ж-о 

4) lim f(x) = +оо; 
ж-++оо 

5) J!."Jo f(x) = +оо; 6) lim f(x) = -оо. 
ж--оо 

Пример. Рассмотрим дробно-рациональную функцию 

m + m-1 + 
( ) _ аох а 1х + . . .  am 

У Х - Ь n + Ь n-1 + Ь • оХ 1 Х + . . .  n 
(ао :j: О, Ьо :/: 0), 

представляющую собой отношение двух многочленов относительно х степеней т и n соответственно, 
и исследуем поведение этой функции при х ->  оо .  
• При достаточно больших jхj знаменатеnь этой дроби отличен от нуля, и рассматриваемое отношение 
имеет смысл. Разделив числитель и знаменатель дроби на х" , поnучим 

m-n m-n-1 -n 

(х) = 
аох + а 1х + . . .  + amX у Ьо + Ь 1 х- 1  + . . . + Ь,.х-n 

Ясно, что при х ...... оо знаменатель дроби имеет пределом число Ьо :/= О . Числитель дроби при т > n 
неограниченно возрастает no абсолютной величине; при т = n предел числителя равен коэффициен
ту ао ; при т < n предел числителя равен нулю. 

Таким образом, г----------------------------------, 
m > n; 

m = n; 

m < n  . .,. 

§ 8. Односторонние пределы функции в точке 
Пусть функция f(x) определена на интервале (а, х0) .  

Определение 1 .  Число А называетсяпределомфункции f(x) в точке х0 слева, еслидлялю
бого е > О существует б > О, такое, что для всех х, удовлетворяющих условию 
х0 - б < х < х0 , верно неравенство 

if(x) - AJ < е. 
В этом случае пишут 

А =  lim f(x) или А ==  f(xo - 0) . ж--+жо-0 

Пусть функция f(x) определена на интервале (х0, Ь) .  

8 Зак. 750 
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Оnределение 2. Число А называют пределом функции f(x) в точке х0 справа и пишут 

А =  lim J(x) или А = (х0 + 0), 
:�:о+О 

если для любого е > О существует такое б > О ,  что для всех х ,  удовлетворяющих 
условию хо < х < х0 + б, верно не равенство . 

\ J(x) - А (  < !. 

Пустьтеперьфункция f(x) определена вдвусторонней 
окрестности точки х0 , кроме, быть может, самой точки х0 
(рис. 16). 

Теорема 12. Для того, чтобы функция J(x) имела предел 
в точке Хо , необходимо и достаточно, чтобы существовали 
пределы функции f(x) в точке Хо слева и справа и они были 
рав11ы между собой. Тогда 

f(xo - О) = f(xo + О) = lim f(x,) .  
Z-+ZQ · 

,. Пусть l im J(x) = А. Тогда для всякого е >  О существу-
z-+zо 

у 

f<xo + О) 
f(x0 - О) 

О х0 х 

Рис. \ 6  

ет о > О такое, что для всех х из интервала (х0 - б, х0 + б) , х f. х0 , верно неравенство 

\ f(x) - А \  < е .  ( 1 )  
Так как неравенство ( 1 )  имеет место как на интервале (х0 - б ,  х0) , так и на интервале 
(хо , хо + б) ,  то согласно определению 

А =  lim f(x) и А = lim f(x). 
z-+zo-0 z-+zo+O 

Обратно, пусть А = lim f(x) и А == Jim f(x) . Тогда для любого е > О 
z...,zo-0 z-+:to+O 

существуют такие бr > О и б2 > О , что если х0 - or < х < х0 и соответственно :1:0 < 
х < Хо + бz , то \ f (x) - А \  < е .  Обозначая через б наименьшее из чисел 61 , 62 , 
получим, что \ f(x) - А\ < е  для всех х таких, что О <  lx - х01 < б . Это означает, что 
lim f(x) == А . � :с-+:со 

Примеры. 
1 .  Пусть 

Здесь 

2. Пусть 

Здесь 

3. Пусть 

(рис. 17). 

lim f(x} = lim f(x} == О ::}  li� f(x) = О. 
z-0-Q Ж-+0+0 Z-toQ 

. 1 
f(x) = 1 + е  1/х , х i О (рис. 18). 

- 1 lim f(x) = 1, lim f(x) = О =>  3 lim f(x) = - .  
:r-+0-0 .z-0+0 х-о х 

1 
f(x) == e z ,  х i О (рис. 19). 

у 

Рис. 1 7  
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Здесь 
lim f(x) = О, 

ж-о-о 

у 

Рис. 1 8  

lim f(x) = +оо :;. 3 1im f(z) = О. "' 
ж-О+О ж-о 

х 

Рис. 19 

Если функция f(x) задана на отрезке [а, Ь] или на интервале (а, Ь) , то в точке а 
она может иметь только nредел сnрава, а в точке Ь - только слева. 

§ 9. Непрерывность функции 

Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности n точки х0 . 
Определение 1 .  Функция f(x) называется непрерывной в точке х0 , если 

1 )  она имеет nредел в точке хо ; 
2) этот nредел равен f(x0) - значению функции f(x) в точке х0 , 

lim f(x) = f(xo) . 
Z-tXQ 

Так как х0 = Jim х, то равенству ( J ) можно nридать следующую форму 
Ж-+Хо 

lim f(x) = /( lim х). 
ж-+жо х-+жо 

(1)  

Следовательно, для непрерывной функции символ lim предельного перехода и сим
вол f функции можно менять местами. 

На языке е - 6 определение непрерывности выглядит так. 
Оnределение 2. Функция f(x) называется непрерывнойоточке хо, если длялюбогочисла 
е > О существует число 6 > О, такое, что для всех х 'Е n1, удовлетворяющих условию 
1 х - Хо 1 < 6, выполняется неравенство 

J t(x) - f(xo) J  < е. (2) 
При этом в общем случае величина 6 зависит как от числа е > О, так и от точки х0 : 
6 = 6(е, хо) . 

С помощью логических символов определение 2 записывается в виде 
(J(x) неnрерывна в точке хо) � 

�(Ve > 0 36 > 0: \ix Е П /х - Хо/ < 6 ::::} Jf(x) - f(xo) J  < е) . 
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Подчеркнем, что теперь (в отличие от nредыдущих параrрафов) мы не требуем, чтобы 
х :/= х0 • 

Приведем еще одну формулиров
ку nонятия непрерывности функции 
в тачке. Пустьфункция у =  f(x) опре-

( i jjj i 
Хо Хо + � 

делена в не которой окрестности n точ- Рис. 20 
х 

ки х0 (рис. 20) . Считая х0 исходной точкой, возьмем другое значение аргумента 
х = хо + дх Е n ,  отличающееся от первоначального значения х0 на некоторую ве
личину дх (все равно, положительную или отрицательную), которую будем называть 
приращением аргумента. Величину изменения функции 

1 ду = f(xo + дх) - J(xo) 1 (3) 

назовем приращением функции 1 в точке хо ,  отвечающим приращению дх аргумента х. 
Условие непрерывности функции j(ж) в точке ж0 

можно записать так 

Это равносильно тому, что 

lim /(х) = /(хо) 
z-zo 

/ 1��0 f(xo + дх) = f(xo) . , 

!
г-

ь.
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Замечая, что f(x0 + дх) - /(х0) = ду, равенство (4) можно nредставить в виде 

/ 1��0 ду = о. ,  

(4) 

Определение 3. Функция у = /(х) называется непрерывной в точке х0 Е n, если прира
щение д у функции в этой точке, отвечающее приращению дж аргумента, стремится 
к нулю nри дх --+ О . 

Пример. Покажем, что функция у =  :r:2 неnрерывна во всякой точке :r:0 числовой оси. 

• В самом деле, для любого nриращения D..:r: в точке ха имеем 

D..y = (:r:o + D..:r:)2 - х� == 2xoD..:r: + (D..x)2 = (2хо + D..x)D..x, 
откуда видно, что величина D..y -+ О nри D..x - О. .,. 

В ряде случаев удобно nользоваться следующим определением непрерывности 
функции в точке. 
Определение 4 (Гейне). Пусть функция f(x) задана на произвольнам множестве Е дей
ствительных чисел и nусть точка хо Е Е. Функция 1 ( х) называется непрерывной в точ
ке хо ,  если для любой nоследовательности точек { Xn} ,  Xn Е Е, сходящейся к точке х0 , 
соответствующая последовательность {J(xn) } значений функции сходится к f(x0) . 

Пользуясь определением 4, можно показать, что функция Дирихле 
�(х) = { 1 ,  если х - рациональное число; 

О, если х - иррациональное число, 
не является непрерывной в любой точке х0 Е JR. 
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Все четыре определения непрерывности функции равносильны, В каждом кон
кретном случае пользуются тем определением, которое оказывается более удобным. 

Следующие теоремы выражают локальные свойства функции,  непрерывной 
в точке. 

Теорема 13. Если функция f(x) непрерывна в точке хо и f(xo) > А (соответственно 
f(xo) < А), то существует такое б > О, что /(�) > А (соответственно f(x) < А) 
для всех х из интервала (хо - б, Хо + б). 

-4 Пусть для определенности f(xo) > А, так что 
/(хо) = А + h, 

где h > О .  Возьмем е = � .  В силу неnрерывности f(x) в точке хо существует такое 
6 > О, что для всех х ,  удовлетворяющих условию lx - х0 1 < 6 ,  верно неравенство 
if(x) - f(xo) l  < � или 

h h - 2  < f(x) - f(xo) < 2 '  
откуда Vx Е (х0 - 6 ,  хо + 6) имеем 

h h h f(x) > f(xo) - - = А + h - - = А + - > А . ..,. 2 2 2 

Теорема 14  (устойчивость знака неnрерывной функции) .  Если функция f(x) непрерывна в точ
ке Хо и f(xo) =1= О, то существует окрестность (х0 - б, хо + 6) точки хо, в которой 
функция f(x) не обращается в нуль и сохраняет один и тот же знак (знак числа f(x0) ) .  

-4 Чтобы убедиться в этом, достаточно в nредыдущей теореме взять А = О . ..,. 

§ 1 0. Основные элементарные функции. 
Их непрерывность 

Основными элементарными функциями называются следующие функции 1 > .  
1 . Стеnенная функция : · ·' · 

у = ха, где а - любое действительное число; область определения х > О. 
2. Показатеnьная функция 

у = а"' , а >  О ,  а =1= 1 ;  область оnределения -оо < х < +оо. 

3. Логарифмическая функция 

у = loga х ,  а > О ,  а =1= 1 ;  область определения х > О. 

l )  Подробнее с основными элементарными функциями можно познакомиться в приложении. 
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4. Тригонометрические функции 

у =  sin x; 
у =  cos х; 
у =  tg x; 
у =  ctg x; 

область определения -оо < х < +оо; 
область определения -оо < х < +оо; 
область определения х f. .;- + n7Г ,  n = О, ± 1 ,, ±2, . . . 
область определения х f. mr, n = О, ± 1 ,  ±2, . . .  

5. Обратные тригонометрические функции 

у =  arcsin x; 
у =  arccos х; 
у =  arctg х; 
у =  arcctg х; 

область определения -1 � х � 1 ;  
область определения - 1  � х � 1 ;  
область определения - оо  < х < +оо; 
область определения -оо < х < +оо. 

Функции, которые получаются из основных с помощью конечного числа ариф
метических операций, а также операций взятия функции от функции, применеиных 
конечное число раз, называются элементарными функциями. 

Можно л оказать, что все основные элементарные функции непрерывны в каждой 
точке своих областей определения. 

Пример. Покажем, наnример, неnрерывность функции у = cos х, -оо < х < +оо. 

Предварительно докажем неравенство 

\ 1  sin xl � lxl '</х. \ (1)  

Рассмотрим окружн<;>сть ради�са 1 (рис. 21 ) . Пусть угол АОВ имеет 
радиэнную величину х ,  О < х < 2 ,  и nусть LAOB = LAOC. Очевидно, 
длина отрезка ВС равна 2 sin х ;  длина дуги �в с равна 2х . Так как длина 
дуги больше длины хорды, стягивающей эту дугу, то 

2 sin х < 2х и, значит, sin < х. 

Для рассматриваемых значений х Е (О, I) это неравенство можно запи
сать в виде l sin xl < lxl . Учитывая, что l sin(-x)l = 1 - sin x l  = l sin xl Рис. 21 
и 1 - x l  = lx l ,  замечаем, что неравенство 1 sin xl < lx l верно и для х Е (-} , О) .  Так как sin О =  О ,  то 

неравенство ( 1 )  сnраведливо для всех х Е ( -} ,  I) . Если же х !f. (- I ,  I) , то lxl � I > 1 ,  тогда как 
1 sin xl � 1 "'x . Следовательно, неравенство 

1 sin xl � lxl 
верно для любых х .  

Функция у = cos х оnределена на всей числовой оси. Возьмем любую точку х Е IR .  Дадим этому 
значению х приращение Ах·. Тогда функция у = cos х получит приращение 

Отсюда 

Ay = cos (x + Ax) - cos x = -2 siJ1 х + - sin - .  ( Ах
) 

Ах 
. 2 2 

IAyl = l-2 sin (х + �
х
) sin �

х
� = 2 /sin (х + �x) / /sin �х , .  (2) 

Воспользовавшись тем, что всегда isin (х + �ж ) !  � 1 и isiл �ж 1 � \�ж\ в силу неравенства ( 1 ), из (2) 
получаем, что 

IAxl IAyl � 2 · 1 · -2- = IAxl. 
Итак о � IAyl � IAxl 
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(nри фиксирова1-1ном х t:.y есть фу1-1кция от t:.x). Отсюда, в силу тео!)'емы о nределе промежуточной 
функции, при t:.x --+ О получаем 

1��0 t:.y ::= о. 
Это означает, что функция у =  cos х неnрерывна в любой точке х числовой оси. 

�' 

§ 1 1 . Замечательные пределы 

1 1 . 1 .  Первый замечательный предел 
Если угол х выражен в радианах, то 

sin x 
lim -- = 1 .  х--+0 Х 

<1111 Предположим, что угол х заключен в границах О < х < ! . 

Рассмотрим окружность радиуса 1 и проведем некоторые nо
строения (рис. 22) . Из рисунка видно, что 

площ . .6ОАВ < площ. сектора ОАВ < площ . .60АС. 

Так как указанные площади равны соответственно 

то 

1 '2 sin х, 2х, "2 tg х,  

siп x < x < tg x, х Е  (о, �) . 
Разделив все члены этого неравенства на siп х > О, получим 

откуда 

х 1 
1 < -.. - < -- , 

Slll Х COS Х 

siп х 
1 > -- > cos x. х 

( 1) 

Рис. 22 

(2) 

Неравенство (2) доказано для х Е (о, I) ' но оно верно и для х Е. ( - r' о) ' так как 

cos( -х) = cos х, 
�t�}f!.cl,;�!); J ,  ·: 

siп( -х) siп х 
= --

-х х 
Фущщия у = cos х непрерывна в любой точке х ,  в частности, в точке х = О ,  так 

Ч'ТО 
lim cos х = cos О = 1 .  х--+0 (3) 

Таким образом, обе функции ср(х) =: cos х и ф(х) ::: 1 имеют в точке х = О предел, 
равный единице. По 'Теореме о пределе промежуточной функции из (2) и (3) получаем 

sin x 
lim -- = 1 . ..,. Х-->0 Х 
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1 1 .2. Второй замечательный предел 

Мы установили выше, что 
Iim ( 1 + .!.) n = е. n-+00 n 

Положим k = z . Легко видеть, что z принимает значения 1, 4 ,  1 . . . .  и z � О 
при n � оо .  

Будем очевидно иметь 
1 Iim( l + z)z = е. z-+0 

Можно показать, что 
1 Iim(l + x) x  = е, ж-+0 

когда х стремится к нулю произвольным образом, пробегая любую последовательность 
значений, отличных от нуля. 

§ 1 2. Операции над непрерывными функциями 

Теорема 15. Пусть функции j(x) и ср(х) определены в некоторой окрестности точки Хо . 
Если функции j(x) и ср(х) непрерывны в точке хо, то непрерывны в точке хо их сумма 
j(x) + ср(х), разность j(x) - ср(х), произведение j(x) · ср(х), а также частное � 
(при дополнительном условии ср(х0) i= 0) . 

..,.. Докажем непрерывность частного функций. 
Пусть функции j(x) и ср(х) непрерывны в точке х0 , причем <р(х0) i= О . В силутео

ремы об устойчивости знака непрерывной функции существует окрестность точки х0 , 
в которой функция ср(х) i= О . Поэтому функция F(x) = ��=� определена в некоторой 
окрестности точки х0 . Так как lim j(x) = j(x0) , lim ср(х) = ср(х0) i= О , то по теореме 
о пределе частного имеем 

x---+zo ж--+хо 
lim j(x) 

1. F( ) _ 1 .  J(x) 
_ 

ж--+жо _ 

j(xo) 
_ F( ) 1m х - 1m - ·  - - Хо . ж--+жо ж--+жо ср(х) lim ср(х) ср(хо) 

X-+XQ 

Итак lim F(x) = F(xo) ,  т. е. функция F(x0) = �(:) непрерывна в точке хо . х-+хо r 

Остальные утверждения теоремы доказываются аналогично . ..,.. 
1 2. 1 . Сложная функция. Непрерывность сложной функции 
Пусть на  некотором множестве Е точек числовой оси задана функция и = <р(х) . 
Обозначим через Е1 множество значений и, соответствующих значениям х из множе
ства Е .  Пусть далее на множестве Е1 определена функция у =  j(и) . Таким образом, 
каждому х Е Е соответствует определенное и Е Е1 , а этому и Е Е1 , в свою очередь, 
соответствует определенное значение у =  j(и) (рис. 23) . Следовательно, величина у 
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в конечном счете является функцией 
от :z:, определенной на множестве Е. 
В этом случае у мы будем называть 
сложной функцией от ж и обозначать 
так: 

у =  /[ср(ж)] . 
Наnример, если и = sin ж ,  у = е и ,  

то мы имеем сложную функцию 
у = esin :t: ,  оnределенную для всех ж .  

Теорема 16  (nереход к nределу nод знаком 
неnрерывной функции). Если функция 

х 

у = f(u) = f[tp(x)] 

у 
tl = tp(X) 

и 

Е х 
Рис. 23 

и =  ср(х) в точке жо имеет предел, равный числу А, а функция у = /(u) непрерывна 
в точке и =  А, то сложная функция у =  J (ср(ж)] в точке жо имеет предел, равный 
/(А) . 

<111 Возьмем любое е > О .  Так как функция f(u) неnрерывна в точке и = А ,  то 
для выбранного е >  О существует такое число "1 > О , что для всех u, удовлетворяющих 
условию 

\и - А\ < 'Гf, (1) 
верно неравенство 

\ J (u) - /(А) \ < е .. (2) 

По условию А =  lim ер( ж) . Поэтому, каким бы н и  было число "1 > О ,  найдется такое 
z-z0 

б > О ,  что для всех ж ,  удовлетворяющих условию 

будет верно неравенство 
О <  \ж - xol < б, (3) 

jcp(x) - А / < 11 
или, что то же самое,неравенство ( 1 ) .  А из неравенства ( 1 )  следует неравенство (2) , 
которое можно записать в виде 

/ f [cp(:z:)] - /(A) j < е. (4) 
Итак, для любого е > О существует б > О такое, что для всех х ,  удовлетворяющих 

условию 
О < \ж - xo l < б, 

верно неравенство 
l ! [ср(х)] - /(А) \ < е. 

Согласно определению это означает, что число /(А) есть предел сложной функции 
J [cp(x)] в точке Хо • ..,. 

Таким образом, при выполнении условий теоремы 

или, что то же 
lim J [ср(х)] = f(A) 

Z-+ZQ 

lim J [cp(x)] = / [ lim ср(ж)] .  
:t:-+:t:Q Z-+ZQ 

Это соотношение выражает правило перехода к пределу под знаком непрерывной фуюс
ции . ... 
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Прммер. Показать, что lim ln( lн:) = 1 .  
z ..... o ж 

..,. Заметим, что ln(�+z) = 111(\ + х) 1/z . Функция у = ln(l + х) 11ж является сложной функцией, соста

вленной из функций у =  ln и ,  11 = ( 1  + х) 11"' . Так как lim ( l  + х) 11z = е , И функция у = ln и непрерывна 
ж-.0 

в точке и =  е ,  то на основании теоремы 16 получаем 
ln( 1 + х) . 11: [ • 11: ] 

lim --- = I1m ln(l + х) ж = ln I1m(!  + х) ж = lne :::: 1 . .,.. 
ж-+0 ж ж-+0 ж-+0 

Теорема 17 (непрерыаность сложной функции}. Если функция и =  rp(x) непрерывна в точке хо, 
а функция у = f(и) .непрерывна в точке и0 = rp(x0), то сложная функция у = J [rp(x)] 
непрерывна в точке хо . 

<1111 По условию функция и =  rp(a:) в точке х0 имеет nредел, равный rp(xo) = и0 • Кроме 
того, функция у = j(и) непрерывна в точке ио . На основании теоремы 1 6 о переходе 
к nределу nод знаком непрерывной функции сложная функция у = f [rp(x )] в точке х0 
имеет nредел, равный f(ио) = f [rp(xo)] , 

lim J [rp(a:)] = J [rp(xo)] , 
z-+a:o 

что означает непрерывность сложной функции J [rp(a:)] в точке х0 . .,. 

§ 1 3 .  Точки разрыва функции. Их классификациSI 

Пусть функция f(a:) оnределена в некоторой окрестности точки х0 . Согласно оnре
делению, неnрерывность функции j(x) в точке а:0 выражается соотношением 

lim J(x) = J(xo) .  Х'-+хо ( 1 )  
Пользуясь односторонними пределами функции, равенство ( 1 )  можно заменить рав
носильным ему двойным равенством 

J im f(x) = lim f(x) = f(xo) .  Х-+Хо-0 Х->Хо+О , (2) 

Таким образом, функция J (х) неnрерывна в точке а:0 тогда и только тогда, когда в этой 
точке существуют nределы слева и сnрава, они равны между собой и равны значению 
функции /(а:) в точке х0 • 

Определение. Если в точке х0 функция j(a:) не является непрерывной, то говорят, 
что f(x) разрывна в этой точке, и точку х0 называют точкой разрыва функции J(x) 2) . 

Точки разрыва функции классифицируются в зависимости от того, как именно 
нарушено условие ее непрерывности (2) . 

Определение. Если в точке х0 функция f(x) имеет предел слева и предел с.права и они 
равны между собой, но не равны значению функции в точке х0 , 

2) Если функция f(x) не определена в точке хо , то точку хо также называют точкой разрыва функции. 
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lim /(х) = J im j(x) i= j(xo), z-zo-0 z-zo+O 
то точка хо называется точкой устранимого разрыва функции j ( х) . 

Такое название оnравдывается тем, что в этом случае до
статочно изменить значение функции только в одной точ
ке х0 , чтобы получить новую функцию, уже непрерывную 
в ТО<Jке хо . Именно, если /(х) имеет в точке хо устранимый 
разрыв, то функция 

r---------------------� { j(x) , 
F(x) = 

lim j(x) , z-жо 

неnрерывна в точке ха . Мы «устранили» разрыв, изменив 
значение функции в одной точке х0 • 

Пример. Пусть 

• Имеем 

/(:с) = { /х/ , z : О; 
1 ,  z - 0. 

lim f(x) = lim f(x) = О '# 1 = /(0) , 
z.,.0-0 z ... O+O 

так что точка х = О есть точка устранимого разрыва для функции 
f(x) (рис. 24). Если изменить значение данной функции 1 в точ
ке х = О , положив /(0) = О, то получим непрерывную в точке z = О  
функцию F(:c) = lx /  . ..,. 

Вообще, графиком функции, непрерывной на множе-

у 

у 

Рис. 24 

f(xo) 

стве (хо - бt , хо) U (хо, хо + 62) и имеющей в точке х0 Рис. 25 

у = f(x) 

устраНИМЫЙ разрыв, СдужИТ неnрерывная кривая, ИЗ КОТОрОЙ удалена ТОЧКа С абсцис
СОЙ х0 (рис. 25) . 

Подчеркнем, что в точке х0 устранимого разрыва lim j(x) существует. 
z-xo 

Если J im /(х) не существует, то точка х0 называется точкой пеустранимого paзz--+zo 
рыва. 

Определение. Если в точке х0 функция f(x) имеет конечные nределы слева и справа, 
но они разные, 

Iim f(x) i= Iim f(x) , z-->zo-0 z-->:r.o+O 
то точка хо называется точкой разрыва функции /(х) с коне'чным скачком функции. 
(При этом безразлично, совпадает или нет /(х0) с одним из односторонних пределов.) 

Такое название точки разрыва обусломено тем, что nри nереходе х через точку х0 
значения функции j(x) nретерпевают скачок, измеряемый разностью j(x0 -t О) -
f(x0 - О) предельных значений f(x) в точке х0 справа и слева. 

Пример. Пусть f(x) = �, f(O) = 1 (рис. 26). 
1+< lz 

• Для даНf!ОЙ функции точка х = О есть точка разрыва с конечным скачком функции, равным -2: 
lim /И = 2, lim /(х) = О . ..,. 

z-<0-0 z-<0+0 
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Точки устранимого разрыва и точки разрыва с ко
нечным ска•1ком функции называются точками раз
рыва первого рода. Каждая точка разрыва 1 -ro рода 
функции f(ж) характеризуется тем , что в этой точке 
функция f(ж) имеет конечный nредел как слева, так 
и сnрава. 

Все другие точки разрыва функции называются 
точками разрыва второго рода. Каждая точка разры
ва второго рода функции f(x) характеризуется тем, 
что в этой точке функция f(x) не имеет конечного 
nредела no крайней мере с одной стороны - слева 
или справа. 

Примеры. 

1. Пусть /(х) = � , :с  'f: О , /(0) = О .  

у 

2 

х 

Рис. 26 

4 Для данной функции точка z = О есть точка разрыва второго рода, так как lfm /(z) = -оо, 
., .... о-о 

IIm f(x) = +оо. IJio z-0+0 
2. Пусть /(х) = sin � ,  х 'f: О, /(0) = О  . 

..,. Эта функция в точке х = О не имеет ни конечного, ни бесконечного nредела как слева, так и сnрава 
(чтобы убедиться в этом, можно восnользоваться определением предела функции по Гейне). Поэтому 
для данной функции точка х = О является точкой разрыва второго рода. IJio 
3. Для функции Дирихле 

!F(x) = { 1 ,  если :с рациональное; 
О, если :с иррациональное�;: 

любая точка хо есть точка разрыва 2-го рода. IJio 
Будем говорить, что функция f(x) в точке х0 непрерывна справа, если 

lim f(x) = f(xo) , (!(хо + О) = f(xo)) , z-+xo+O 
и непрерывна слева, если 

lim f(x) = /(хо) ,  (J(xo - О) = f(xo)) .  х-+хо-0 

Функция f(x) называется непрерывной на интервале (а, Ь) , если она неnрерывна 
в каждой точке этого интервала. Множество всех функций, неnрерывных на интервале 
(а, Ь) обозначают С(а, Ь) . 

Функция f(x) называется непрерывной на отрезке [а, Ь] , если она непрерывна 
на интервале (а, Ь) и в точке а непрерывна сnрава, а в точке Ь - неnрерывна слева. 
Множество всех таких функций обозначают С[ а, Ь] . 

§ 1 4. Свойства функций,  непрерывных на отрезке 

Теорема 18 (Больцано-Коши) (о нуле функции). Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[а, Ь] и в концах его имеет значения, противоположные по знаку, то J(x) . обращается 
в нуль по крайней мере в одной точке интервала (а, Ь) .  
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• Пусть числа J(a) и J(Ь) противоnоложны по знаку. Точка � = � делит отрезок 
[а, Ь] поnолам. Если JШ = О ,  то теорема верна. Пусть !Щ :f:. О. Тогда один 
из отрезков [а , �] или [�. Ь] будет таким, что в его концах значения функции /(ж) 
имеют разные знаки. Обоэна•1им этот отрезок через [а 1 ,  Ь1 ] и разделим его пополам 
точкой �1 == a'i'6' . Если /({1 ) == О , то теорема верна. Пусть /({1 ) :f:. О .  Тогда один 
из отрезков fa 1 ,  {1 J или [{1 , Ь1 J  будет таким, что в его концах значения функции / (ж) 
имеют разные знаки. Обозначим этот отрезок через [а2, Ь2] и разделим его nополам. 

Продолжая этот процесс, мы либо встретим на очередном этапе рассуждений точку 
а Е (а, Ь) , для которой J (a) = О , и тогда теорема доказана . .[!ибо nолучим бесконе•r
ную nоследовательность вложенных друг в друга отрезков, длины которцtх стремятся 
к нулю, 

Ь - а  
Jim (Ьn - ап) = lim 

-2n ::::: 
О, n.....,.oo n.....,.oo 

и на концах каждого из которых функция f (ж) и меет значения разных знаков. 
В силу леммы Кантора существует единственная точка а, принадлежащая всем 

отрезкам [ ап , Ьп] . 
Докажем, что f (a) = О. Допустим противное: J (a) :f:. О. Функция !(ж) не

прерывна в точке а Е [а, Ь] и, в силу устойчивости знака неnрерывной функции ,  
найдется такой интервал (а - б, а +  б) , в котором j(ж) сохраняет знак. Так как 
а = l im а11 = lim Ь11 , то n можно взять настолько большим, что отрезок [а11 , Ьп] n�oo n-oo 
будет содержаться в интервале (а - б, а +  б) , и поэтому числа j(an) и j(Ь11) будут 
одного знака. Но по nостроению отрезков (an , Ьп] при любом n числа f(an) и f (Ьn) 
противоположны по знаку. Полученное противоречие доказывает, что наше допуще
ние j(a) i= О неверно. Следовател ьно j (a) = О, где а < а < Ь (точка а Е [а, Ь] , 
но не может совпадать н и  с точкой а, н и  с точкой Ь, так как f(a) i= О ,  /(Ь) :f:. 0) . ..,. 

Геометрически результат теоремы о•Iевиден. у В(Ь, f(b)) 
Если J(a)J(Ь) < О, тоточки А(а, /(а)) и В (Ь, f (Ь)) 
лежат в разных полуплоскостях, на которые ось О ж 
делит плоскость хОу . График непрерывной функ
ции у = f (x) , соединяющий эти точки, обязатель
но пересечет ось Ох по край ней мере в одной точке 
(рис. 27) .  

Требование непрерывности функции j(x) на 
[а, Ь] существенно: функция, имеющая разрыв хотя 
бы в одной точке, может перейти от отри цательного 
значения к положительному и не обращаясь в нуль. 
Так будет, например, с функцией 

{ - ]  
f (x) = 1 : 

(рис. 28). 

- 1  � х < О; 
O � x � l  

а 
о 

Укажем одно из применений доказанной теоремы. Рассмо
трим многочлен нечетной степени с действительными коэффи
циентами 

р ( ) 2n+ l  2n 2n+l х = аох + а,х + . . . + aln+ l ·  

Рис. 27 

- 1  

f(b) 

ь х 

у 
1+---

о 1 х 

1 

Рис. 28 
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Пуст:ь для оnределенности а0 > О. При достаточно больщих по fiбсолютной вели
чине отрицательных значениях х знак многочлена P2n+t (Ж) будет отрицательным, 
а при достаточно больших положительных значениях х _, nоложительным. Так как 
многочлен есть всюду неnрерывная функция, то найдется некоторая точка, в которой 
он необходимо обращается в нуль. Отсюда следует, что 

всякий многочлен нечетной степени с действительными коэффициентами имеет по край
ней мере один действительный корень. 

Теоремой 18 можно пользоваться и для приближенного вычисления корня. 
Пример. Найдем приближенно корень многочлена Р3(х) = х

3 
+ х - 1 .  

� Это - многочлен нечетной степени и nотому заведомо имеет no крайней мере один действительный 
корень. 

На концах отрезка (0, 1] многочлен Рз(х) принимает значения разных знаков: Рз(О) = - 1  < О , 
Р3( 1 )  = 1 > О . Следовательно, в интервале (0, 1) имеется корень этого многочлена. 

Если взять точку � = � - середину отрезка [О, 1 ] ,  то получим Рз О) = - � < О, Рз (1) > О. Значит, 

корень находится в интервале ( � , 1) . Возьмем теперь точку � 1 = � - середину отрезка [ � ,  1] . Будем 

иметь Рз О) < О ,  Р3 U) = � > О ,  так что корень содержится в интервале О, �) . Продолжая этот 
процесс, мы можем найти все более тесные границы для корня многочлена Р3(х) . .,. 

Теорема 19 (Коши) (о промежуточных значениях непрерывной функции). Пусть функция j(x) 
непрерывна на отрезке [а, Ь], причем j(a) = А, j(b) = В. Тогда каким бы ни было 
число С, заключенное между числами А и В, на отрезке [а, Ь] найдется по крайней мере 
одна точка о такая, что j(o) = С. 

Иными словами ,  непрерывная на отрезке [а, Ь] функция принимает все промежу
точные значения между ее значениями на концах отрезка. 
� Пусть, для определенности, А < В .  Рассмотрим функцию 

<р(х) = j(x) - С, 

где А < С < В .  Очевидно, функция <р(х) непрерывна на отрезке [а, Ь] , причем 
на концах этого отрезка <р(:х) принимает значения противоположного знака, 

<р(а) = /(а) - С =  А - С < О, 
<р(Ь) = /(Ь) - С ==  В - С >  О. 

По теореме 1 8  в интервале (а, Ь) найдется точка о такая, что <р( а) == f (а) - С = О, т. е. 
j(a) = С  . .,.. 

Теорема 20 (первая теорема Вейерштрасса), Если функция j(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] , 
то она ограничена на нем, т. е. существует такое число К > О, что для всех х Е [а, Ь] 
верно неравенство 

j J(x) j � К. 

Замечание. Если функция f(x) непрерывна на интервале (а, Ь) (или на полуинтервале [а, Ь) , или 

на полуинтервале (а, Ь) ) ,  то f(x) не обязательно ограничена на нем. Например. функция f(x) = � 
непрерывна на полуинтервале (0, 1 ) ,  но не ограничена на нем. 
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Пусть функция f(x) определена и огра
ничена на не котором множестве Е. Назо
вем точной верхней гранью М функции f ( х) 
на множестве Е точную верхнюю грань 
множества значений функции f ( х) на мно-
жестве Е: ' 

М =  sup f(x). 
zEE 

Аналогично определяется точная нижняя 
грань т функции f(x) на Е: 

т = inf f(x) . 
zEE 

у 

м 

т 

о а ь х 

Рис. 29 

Теорема 21 (вторая теорема Вейерwтрасса). Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] , 
то она достигает на этом отрезке своих точной нижней и верхней граней, т. е. на отрезке 
[а, Ь] найдутся такие точки � и 'Т}, что 

(рис. 29). 

!Ш = т = inf f(x) , 
zЕ[а,Ь] 

f(ТJ) = М =  sup f(x) 
zЕ[а,Ь] 

Замечание. Условие непрерывности функции /(ж) на отрезке [а, Ь] суще- у 
ственно: функция /(ж) = ж непрерывна на интервале (- 1 ,  1) и ограничена 
на нем, но ее точная верхняя грань sup ж = 1 не достигается, т. е. нет 

zE(- 1 , 1 )  
такого ж0 Е (-1 , 1) ,  значение этой функции для которого равно единице. 
Другой пример: /(ж) = ж - [ж] на [0, 1] (рис. 30). Здесь sup f(ж) = 1 , 

zE[O,l] 
но он не достигается на отрезке (0, 1]. Это связано с тем, что функция f(ж) 
разрывна на \0, 1 ] .  

Назовем точную верхнюю грань наибольшим значением, а точ- о 

ную нижнюю грань - наименьшим значением функции f ( х) на от- Рис. 30 

1 х 

резке [а, Ь] . Тогда второй: теореме Вейерштрасса можно придать следующую форму-
лировку. 

Теорема 22. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] , то она на этом отрезке 
принимает свои наименьшее и наибольшее значения. 

1 4. 1 . Равномерная непрерывность 
Пусть функция f(x) непрерывна на интервале (а, Ь) . Тогда в любой точке х0 Е (а, Ь) 
для любого е > О существует такое б > О ,  что для всех х Е (а, Ь) , удовлетворяющих 
условию \х - хо ! < б , верно неравенство \ f(x) - f(x0) \ < е . При этом величина б 
зависит как от е, так и от точки х0 : б =  б(е, х0) . Так что при одном и том же е > О  

в разных точках х Е (а, Ь) число б может оказаться разным и ниоткуда не  следует, 
что существует единое б для всех х Е (а, Ь) . Требование, чтобы такое б =  б(е) > О  

существовало, является более сильным, чем требование просто непрерывности функ
ции f(x) на интервале (а, Ь) . 
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Оnределение. Функция /(ж) называется равномерно непрерывной на интервале (а, Ь) , 
если дпя всякого е > О существует такое б = б{е) > О, чть дпя любых точек х' и х" 
из интервала (а, Ь) , удовлетворяющих условию 

lx' - x" l < б, 
верно неравенство 

/ f (x') - /(х") / < е. 

Здесь существенно, что дпя всякого е > О существует 6 > О, обесnечивающее 
выnолнение неравенства / f(x') - /(х") J < е сразу для всех х' , ж" из интервала (а, Ь) 
при единственном условии lx' - x"l < 6 .  

Пример 1 .  Функция f(x) = ж  равномерно неnрерывна н а  всей числовой оси. Здесь достаточно взять 
6 = е . � 
Ясно, что если функция f(x) равномерно непрерывна на интервале (а, Ь) , то она 

непрерывна в каждой точке х Е (а, Ь) . Обратное утвержден и е неверно. 

Пример 2. Функция f(x) = sin ; неnрерывна на интервале (О, 1 ) ,  но не является равномерно неnре
рывной на этом интервале. 

n 1 1 11 2 т � усть Xn = ;; , Xn = Гn+Т . оrда величина 

1 11 1 1 2 1 1 
lxn - Xnl = n - 2n + 1 = 11(2n + 1 )  

за  счет выбора n может быть сделана меньше любого числа 6 > О ,  в то  время как 

/t(x�) - f(x�)/ = 1 .  

Тем самым, существует е > О (наnример, е = � ) такое, что nри любом 6 > О найдутся точки х� 
и х: из (0, 1) такие, что lx� - x�l < 6, но /t(x�) - f(x�)/ > <. Следовательно, функция f(x) = sin ; 
не является равномерно непрерывной на интервале (0, 1 ) .  � 

Пример 3. Функция f(x) = � непрерывна на интервале (0, 1 ) ,  но не является равномерно непрерывной 
на этом интервале. 

� Пусть х� = ; , х� = n12, (< > О  - любое). Тогда величина 

1 11 2t: 
lxn - Xn l = n(n + 2<) 

при достаточно большом n может быть сделана меньше любого 6 > О .  Вместе с тем, /f(x�) -

f(x�)/ = 2< > е. Следовательно, функция f(x) = � не является равномерно непрерывной на ин
тервале (0, 1 ) .  � 
Тем более интересно, что если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] , то она 

на этом отрезке обладает свойством равномерной непрерывности . 

Теорема 23 (Кантор). Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] , то она равномерно 
непрерывна на этом отрезке. 
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§ 1 5. Сравнение бесконечно малых функций 
Пусть а(:с) и fЭ(:с) - б. м. ф. nри ж -+ ж0 • 

Определение 1 .  Если 
. а(:с) I1m 

fЭ( ) = О, ж--+жо Ж 
то а(:с) называется б. м. более высокого порядка, чем fЭ(:с) и пишут а(:с) = о (fЭ(:с)) , 
х -+ жо {читается «альфа равно о-малое от бета») . Символ о (fЭ(х)) , ж -+ :с0 , означает 
любую б. м. ф., имеющую в точке х0 более высокий nорядок малости, чем б. м. в этой 
точке функция fЭ(х) . 

Пример. а(х) = х2 , (J(x) = х - б. м. ф. nри х -+  О. Для них 

так что х2 = о(х) , х -+  О . .., 

Определение 2. Если 

. а(х) . х2 • I1m f.l( 
) 

= I1m - = I1m х = О , ж-+0 ,.., ж ж-о :с ж-+0 

. а(х) 
I1m -( ) = С ::/= О, ж-хо fЭ а; 

то а(:х) и fЭ(х) называют бесконечно малыми функциями одного порядка. 

Так, а(х) = 2х , fЭ(х) = х ,  х -+ О, - б. м. ф. одного nорядка, поскольку 
. а(х) . 2х Iш1 /Э( ) = I1m - = 2.  ж-о х ж-о х 

Определение 3. Говорят, что б. м. при х -+ х0 функции а(х) и (З(х) не сравнимы, если 
отношение � при х -... х0 не имеет предела, ни конечного, ни бесконечного. 

Например, б. м. при х --> О функции а(х) = х sin � и fЭ(х) = х не сравнимы, 
поскольку их отношение ;(�j = sin � не имеет конечного предела в точке х = О 
и не является б. б. ф. при х -->  О .  
Определение 4. Говорят, что б .  м.  при х --> О функция а(х) имеет порядок малости 
т Е N относительно основной б. м. при х -->  х0 функции w(x) = х ""  х0 , если 

lim 
а(:х) = f3 ::/= О. :с-жо (х - x0)m 

Например, функuия а(х) = 3 sin2 х , б. м. при х -... О, имеетпорядокмалости т =  2 
относительно б. м. при х ---> О функции w(x) = х ,  так как 

3 siп
2 х 

l im -
( 

)2 = 3 . 
:с_,О :Х 
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§ 1 6. Эквивалентные бесконечно малые функции 

Определение. Две бесконечно малые при х -t х0 функции а(х) и fЗ(х) называются 
эквивалентными, если предел их отношения в точке ха равен единице: 

lim а(х) = 1 .  
ж-+жо fЗ(х) 

Эквивалентные б. м. ф. представляют частный случай б. м. одного порядка. Экви
валентность б. м. ф. а(х) и fЗ(х) обозначается так: 

а(х) "' jЗ(х) , х -t хо . 
Про эквивалентные б. м. ф. а(х) и jЗ(х) говорят также, что они равны асимптотически 
при х -t ха. 

Замечание. Пусть а(х) ,  (З(х) "' -у(х) - б. м. ф. пр» х ..... х0 .  Нетрудно вi!Деть, что 
1 )  а(х) "' а(х) , х ..... хо ; 
2) есл» а(х) "' (З(х) , то (З(х) "' а(х) , х ..... х0 ;  

· 

3) есл» а(х) "' (З(х) , а (З(х) "' -у(х) , то а(х) "' -у(х) , х ..... хо , 
так что отношен»е экв»валентности обладает свойством рефлексивносш, сt�мметрt�чности "' транз»
тивности. 

Приведем примеры эквивалентных бесконечно малых функций. В свое время мы 
установили, что 

. sin x ltm -- = 1 ::;. sin х "' х, х -t О; :J:--+0 х 
In(1 + х) 

Jim = 1 ::::} ln( l  + х) "' х, х - О. 
ж--+0 Х 

Нетрудно показать, что 

Докажем,  что 

. tg x · 

l1m - = 1 ::::} tg x "' х, х -t О; z--+0 Х 
arcsin х lim = l ::;. arcsin х ,...., х, х __, О; z__,O Х 
arctg :z: Jim --- = l ::::} arctg х "' х, х __, О. 

ж--+0 Х 

аж - 1 lim -- = ln а (а > О, а ;f 1 ) .  
ж__,О х 

..,.. Положим аж - 1 = у . Отсюда аж = 1 + у , х = 1"��:v) . Ясно, что у __,  О nри х ---" О .  
Следовательно, 

аж - 1 у ln а lim -- = lim -- = lim -- = ln a. 
ж--+0 х у-+0 ln(l+y} у-.0 ln(l+y) 

ln а у 

Поэтому аж - 1 "'  х ln а, х __, О. � 
В частности, при а = е получаем 

еж - 1 

1 lim -- = 1 ::::} ez - 1 "' х, х -+ О. Ж--+0 Х . 
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Докажем, что 
(1 + х)Р ...:. 1 · . · .  · lim . = р (р Е  IR) . 

z-oO Х . 

� Положим ( 1  + х)Р - l = у. Тогда ( 1  + х)Р ::::: 1_ + у, откуда 
р ln( 1 + х) = l110 '+:y)'. . . 

Ясно, что у ---. О при х ---. О .  Используя равенство { 1 ),, Подучим 
. .  

( 1  + х)Р - 1  = Е_ = у · ·. p ln( 1 + i). 
х х ln{ 1 +y) . . ;z:  ·� 

Переходя к пределу при х ---. О (у ---. О),  найдем 

Итак, 

. ( 1 + х )Р - 1 . у . р 1n(1 +�) . · 

lш1 = l1m · l1m . . , . = р. ""' 
z-oO х у-оО ln{ l + у) z�O · : . � �  ' ·  · :  

/ ( l  + х)Р - 1 "' рх, х ·._-"о.] · 

( 1) 

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций (асимnтотическихрщ1ещ:т�) 

sin х "' х 
tg x rv x  
arcsin х "' х 
arctg x "' х 
ln( l + х) "' х  
ах - 1 I'V х ln а 
ех - 1 I'V х 
( 1 + х )Р - 1 "' рх 

. •· 

х ---> о. (2) . 

Определение. Если для функции f(x) можно подобрать числа а и m ,  а # О ,  т Е N, 
такие, что f(x) "' ахт , х --+ О , то говорят, что функция ахт есть главный степенной 
член функции f(x) при х ---. О .  

1 

Правые части написанных выше асимптотических равенств есть главные степен
ные члены левых частей. 

Теорема 24 (замена б. м. ф. эквивалентными). Пусть о:(х), (З(х), о: 1 (х) , (З1 (х) - бесконечно 
малые при х ---. х0 функции, причем о:(х) "' о: 1  (х) , (З(х) "' (31 (х) . Если в точке Хо отно-
шение � имеет конечный или бесконечный предел, то он не изменится при замене о:(х) 
на о: 1 (х) и (З(х) на f31 (x) .  

· 
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, �  Представим отношение ���:j в виде 

а1 (:v) а1 (:v) a(:v) fЗ(:v) 
{31 (:v) 

= 

a(:v) . fЗ(:v) . fЗt (:v) ' 
(3) 

По условию l im d(�j) = 1 ,  \ im � = 1 .  Если отношение � в точке :r.0 имеет =-=о =-=о )3j\i) lf(ii) 
предел А, то, воспользовавшись теоремой о пределе произведения� из (3) будем иметь 

J im ai (:v) = lim a, (:v) 
· lim a(:v) 

· l im fЗ(:v) = А . 
=-=о fЗt (z) z-zo a(:v) z-:r.o fЗ(:v) ж-:r.о fЗt (z) 

Если же � - бесконечно большая функция при :v --+ :vo ,  то вся правая часть равен

ства (3) и, значит, �:f:� также будет б. б. ф. nри :v --+ :vo . ..,. 
n в 1' 1 -cos z ример. ычислить .,� ln(l +z2) . 
<111 Пользуясь теоремой о замене б. м. ф. им эквивалентными и таблицей (2), получаем 

1 - cos z 2 sin2 :!:. 2 · ::_ 1 
lim = lim ::..::::..:.__1 = lim :.__j_ = - . .,. z-+0 ln(J + z2) z-+0 z2 z-+0 z2 2 

Теорема 25 (условие эквивалентности). Для того, чтобы две бесконечно малые при :v --+ :vo 
функции a(:v) и fЗ(:v) были эквивалентными, необходимо и достаточно, чтобы их разность 
при :v --+ :vo была бы б. м. ф. более высокого порядка, чем они сами. 

� Необходимость. Пусть a(:v) и {З(:v) - эквивалентные б. м. ф. при :v --+ :v0 •  Докажем, 
что их разность 

-y(:v) = a(:v) - /З(:х) 
(б. м. ф. при :х --+  :хо ) является б. м. более высокого порядка, чем {З(:х) , а, следователь
но, и а(:х) . Действительно, по условию а(:х) "" {З(:х) , :х --+  :х0 , и значит 

lim а(:х) = 1 .  z-жо fЗ(:х) 
Отсюда 

lim -у(:х) = l im а(:х) - {З(:х) = l im (a(:v) - 1) = О. 
х-хо {З(:х) :нrо {З(:х) х-+хо {З(х) 

Это означает, что при :х --+  :х0 б. м. ф. -у(:х) есть б. м. более высокого порядка, чем {З(:х) . 
Достаточность. Пусть разность 

-у(х) = а(х) - {З(:х) 
функций а(х) и fЗ(:х) , б. м. при х -+  хо , есть б. м .  ф. более высокого порядка, чем fЗ(х) 
(или а(х)) .  Докажем, что а(:х) rv fЗ(х) , :х -+  х0 . По условию 

l im -у(х) = О. 
X->XQ {З(:z:) 

Отсюда 
l im а(х) = lim fЗ(х) + -у(х) = l im ( 1 + -у(х) ) = 1 , 

х->хо fЗ(х) х-.хо {З(:х) х->хо {З(х) 
что означает эквивалентность б. м. ф. а(х) и fЗ(х) nри х --+ :х0 . • 

Прммер. Функции а(х) = х+2х3 и {З(z) = х есть б. м. ф. при z --+  О. Их разность 'J'(x) = 2х3 при х --+ О 
является б. м. более высокого порядка, чем а(х) и {З(х) . Следовательно, а(х) � {З(х), х __, О. 
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§ 1 7. Символы о и О {символы Ландау) 

Пусть функции f(x) и r,o(x) оnределены в векоторой окрестности n точки х0 , кроме, 
быть может, самой точки х0 , и nусть в векоторой окрестности По то•1ки х0 , х ::1= х0 , 

r,o(x) ::1= 
О (здесь точка х0 может быть конечной и бесконечной) . 

Говорят, что f(x) есть о-малое от <р(х) и nишут 

если 
l im 

f(x) = О. 
z�xo r,o(x) 

Соотношение f(x) = о(<р(х)) , х --+  х0 , означает таким образом, что функцин j(x) 

есть бесконечно малая по сравнению с <р(х) при х --+ х0 • В частности, соотношение 
j(x) = o( l) , х --+  хо , означает, что f(x) - бесконечно малая функция nри ж --+  хо . 

Примеры. 

1 .  х2 = о(х) , х -+  О. 

2. х = о(ж2) ,  х -+  оо, 

вообще 
х" = о(х13), х -+ +оо, а < {3, 
х0 = о(х13) ,  х _, О + О ,  а > {3.  

Говорят, что f(x) есть О -большое от <р(х) при х --+ Хо ,  х Е n ,  и пишут 

если сушествует число М > 
О и окрестность no точки х0 такие, что 

Соотношение f(x) = 0( 1 ) , ж --+ х0 , означает, что f(x) ограничена в окрестности 
точки ха . 

Примеры. 

1 .  х = О(х2) на [ 1 ,  +оо) . 

2. х2 = О(х) на (-2, 2] . 
з. sin x = 0(1 ) ,  -оо < х < +оо. 

Исnользование знака равенства в рассматриваемой ситуации является чисто услов
ным, так как некоторые свойства знака равенства не сохраняются. Например, из «ра-
венства•> 

sin х = 0(1) ,  -оо < х < + оо ,  
не следует, что 0(1) = sin х . 



230 ------------ Гnава Vlll. Предеn м непрерывность функции одной переменной 

Справедливы следующие формульr: 

1 )  o (J(x)) + o (J(x) )  = o (J(x)) , 
2) o (f(x)) · о(<р(х)) = o (J(x) · <р(х)) , 
3) o (o (f(x)) ) = o (J(x) ) ,  
4 )  o (J(x)) + O (f(x)) = 0 (/(х)) , х --+ хо . 
5) o (J(x)) · О(<р(х)) = o (f(x) · <р(х)) , 
6) 0(/(х)) · О(<р(х)) = 0 (/(х) · <р(х)) , 
7) O (o (f(x)) )  = o (f(x)) , о(О(/(х)) )  = o (f(x)) , 

Напомним, что если 

lim f(x) = 1 , z-+zo <р(х) 
то функции f(x) и <р(х) называют эквивалентными или асимптотически равными 
при х --+ х0 и пишут /(х) ,...., <р(х) , х --+ х0 • 

Пользуясь таблицей (2) эквивалентных б. м. ф. и теоремой 25, получаем асимпто
тические формулы 

sin x = x + o(x) } 
ez = 1 + х + о(х) 

х --+ 0. ln( l + x) = x + o(x) 
( 1  + х)а = 1 + ах + о(х) 

Всю группу соотношений f(x) ,..., <р(х) , f(x) = о (<р(х)) , f(x) = О (<р(х)) , х --+  Хо ,  
называют асимптотическими формулами или асимптотическими оценками. 

Упражнения 
Найдите пределы: 

х2 - 2х + 1 х2 - 1 х3 + Зх2 + 2х 
1 .  lim 

3 
• 2. l im 2 • З. lim 2 • 

z- 1 х - х z--1 х + 3х + 2 z--2 х - х - 6  
2 - v'x - 3  �1 +х2 - 1 х3 + х  

5 .  lim 2 • 6 .  lim 2 . 7 .  l im 4 2 • 
z-7 Х - 49 ж-о Х z-oo х - Зх + 1 

Пользуясь эквивалентными б. м. ф. , найдите пределы: 
sin 2х sin ах 

9. lim -- . 10. lim -. - (a, f3 = const). 
z-0 Х х-0 Stn f3x 

12 . arcsin Зх 
. 1tm . 

z-o х 
1 - х2 

15. lim -. -
ж- 1 Stn 'II"X 

cos x 
18. lim -2- . 

ж-о х 
е""' - еьж 

21 .  lim (а, Ь = const) . 
:r-o х 

13 
. arctg 2х 

. 1tm --. 
z-o sin Зх 

16 . ln(1 + х2) 
• ltm 2 • 

ж-о sin Зх 
е"'2 - 1 

19 .  lim -.-2 - . 
z-0 SJП Х 

v'1 + х2 - 1 
4. lim . 

:t-+0 х 

8 
1 + х - 2х3 , lim 2 з . ж-оо l + x  + Зх 

. tg Зх 
1 1 .  I1m -- . 

z-o sin 2х 
sin Зx 

14. lim -- . 
.,_" sin 2х 

1n x - l 
1 7. lim --. 

20 . In( 1 - x) 
. I1m . . 

z-o е"" z - 1 
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Найдите пределы: 
23 1. ( " )" 24 .JJ'm ( "+1 ) 3" . ' .,!.,� l+ж ' ' 

""""" ж-2 

1 
25. lim(cos ж) ;r .  

" ... о 

Ответы 

. 2 

26. ;�� ( '2�2:\) ж 

1 . 0. 2. -2. 3. - � .  4. 0. 5. - iь ·  6. t .  7. 0. 8. - � .  9. 2. 10. � · 1 1 .  � ·  12. 3, 13. j .  1 4. - � (положить 

11' - х  = t) . 15. � . 16. � . 17. � . 18 . - � . 19. 1 .  20. - 1 .  2 1 .  а - Ь. 22. 1 .  23. � · 24. е9 • 25. е-! . 26. 0. . . . 



Глава IX ----------------

ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ 
ФУН КЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

§ 1 .  Производная 
Пусть функция у =  f(z) определена на интервале (а, Ь) . Возьмем какое-нибудь зна
чение х из этого интервала. Затем возьмем другое новое значение аргумента х + .Q.z, 
придав первоначальному значению ;r; приращение .Q.;r;, положительное или отрица
тельное, но такое, чтобы точка ;r; + .Q.;r; содержалась в интервале (а, Ь) . Найдем прира
щение функции Ау, отвечающее приращению .Q.x аргумента: 

.Q.y = f(x + Az) - f(z) . 

Составим разностное отношение приращения функции .Q.y к соответствующему 
приращению .Q.;r; ::/= О аргумента: 

.Q.y f(x + .Q.x) - /(z) - = :......:..-_ _..:..__:......:...:... 
.Q.;r; .Q.;r; 

(.Q.;r; ::/= 0). 
При фиксированном х это отношение ямяется функцией от .Q.z: 

Ау 
= <p(.Q.z) . 

Ах 

Оnределение. Если при .Q.x � О существует предел отношения �,  то этот предел 
называется производной от функции у = f(z) в данной точке ;r; и обозначается f'(z) 
или у' (х) или у�·. 

Таким образом, по определению 

!'(z) = Iim 
.Q.y 

= lim 
f(;r; + .Q.;r;) - /(z)

. Az-o .Q.z Az-o Ах 

Примеры. 
1 .  Пусть у = х2 • Тогда в любой точке х для любого Ах имеем 

Ау = (х + Ах)2 - х2 = 2хАх + (Ах)2• 
Поэтому �= = 2х + Ах , откуда 

. Ау 
2��0 Ах = 2х. 

( 1 )  
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Но \im �У = у'(х) . Следовательно, функция у =  х2 имеет во всякой точке х производную у' = 2х ,  
Llж-o :z 

т. е. 
(х2)1 = 2х . 

2. Пусть у = е" . Тогда в любой точке х для любого Ь..х имеем 
ду = eж+.:lz - е" = e"(e.:l" - 1 ) .  

Отсюда 

Таким образом, 

Замечание. Формулу ( 1 ) ,  определяющую про из водную функции f ( х) , бывает удобно брать в следующей 
эквивалентной форме. Пусть функция f(x) определена в точке х0 и некоторой ее окрестности. Тоrда 

!'( ) 1. f(x) - f(xo) хо = 1m , :z-:z:o х - х0 
если этот предел существует. 

Определение. Будем говорить, что функция j(x) имеет проиэводную на интервале (а, Ь) , 
если производная j'(x) существует в каждой точке х Е (а, Ь) . 

Задача 1 .  Для функции 
f(x) = { x2 siп � ,  x f. O, 

о, "Х = о, 
пользуясь определением nроизводной, найти f'(O) . 

Задача 2. Исходя из оnределения nроизводной, доказать, что если периодическая с периодом Т функ
ция f(x) имеет nроизводную, то эта производная есть также Т-периодическая функция. 

Задача З. Исходя из определения производной, доказать, что производная четной функции, имеющей 
nроизводную, есть функция не'lетная, а nроиэводная не'!етной функции есть функция четная. 

1 . 1 .  Геометрический смысл производной 
Рассмотрим график функции у =  f(x) , непрерывной на интервале (а, Ь) . Фиксируем 
произвольную точку М(х, j(x)) кривой у =  f(x) . Пусть Р (х + Ь..х, f(x + Ь..х)) -
другая точка этой кривой. Проведем секущую МР (рис. 1 ) .  Касательной к кривой 
у = j ( х) в точке М назовем прямую МТ, проходящую через точку М и являющуюся 
предельным положением секущей М Р при стремлении точки Р к точке М по кривой 
(или, что то же, при Ь..х ->  0). Это предельное положение секущей определяется тем, 
что угол Т М Р стремится к нулю, когда точка Р стремится к точке М. 

Из рисунка видно, что угловой коэффициент kc секущей М Р равен 
- Ду kc = tg a = - . 

Ь..х 
Пусть ер f. I - угол, образуемый касательной МТ с осью Ох . Учитывая, что угловой 
коэффициент касательной МТ к кривой у = f(x) в точке М есть предел углового 
коэффициента секущей М Р, когда точка Р стремится по кривой к точке М (и, значит, 
Ь..х -> 0) , получим 

. . Ь..у . j(x + Ь..х) - j(x) 
tg ер = ltm tg а = ltm - = ltm 

л 
. р ..... м Ах-о Ь..х Ах-о uX 
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' у  у = {(х) 
'-----

Р(х + �х, f(x + �х)) 

�у 

. �х 

х х + �х х 

Рис, l 

Последний предед (если он суЩеепfует) есть riрои�водная j1(x) , так •по 

1 J�(a:) = tg <р. \ ' 
Таким образом, щ)оиз�оД

.
ная f1.( х j функции у = 1 ( х) есть угловой коэффициент kт 

касательной, проведеИной к крИJiой у(х) = f(x) в точке с абсциссой х .  
1 .2. Уравнение касательн!>Й ·� нормали к крИвой 

• r • � 

Пусть имеем кривую, заданную уравj{ением у = f(x) . Возьмем на этой кривой точку 
М0(хо , f(x0)) и выведем.уравi�ение .каса:r'ельной к кривой в точке Мо, предполагая, 
что существует производная f1 (х0) . • . 

· 

Уравнение прямqй с угловым Jj:ОЭффициентом k , проходящей через точку 
Мо(хо, Уо) ,  выглядит так · . 

; · 

. . , , ' · 11�- Yo :; k(:r; - xo) .  
Угловой к'оэффициенткаса'гелr.нЬй kт = f1 (х0) , поэтомууравнение касательной к кри-
вой у =  j(x) в точке М0 имеет Щ!д . 

· 
· ' ' ' 

\ У - Yo .'Ff1(xo)(x '- хо) , у� == f(x.o) . j 
Нормалью к кривой в. данной. ее точке I-iазывается прямая, nроходящая через эту 

точку перriендикулярно касатедьной к крйвой в этой точке. Из определения нор
мали следует, что ее угЛовой коэффир:Иент. kп свяЗан с угловым коэффициента� kт 
касатеЛьной соотношением · · 

1 . . · I 1 • kп = - kт ' т� е: · kn = - Jl(xq) ' 
и (хо) '1 0) . 

УравненИенормали к кривой у =  J(x) в точке Мо(хо , Уо) :  
' 1 1 У - Уо = _ __.__,(а: - а:о) , f (хо) # О. /1(хо) · 

В случае, когда j1(x0) = О , уравнение нормал)1 есть х = х.0 . 
Пример. Написать уравнение касательной и нормали к

'
крив.ой у =  х2 ,в точке Q(O, 0) . ·  
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• Имеем f(x) = х2 , /'(х) = 2х , /1(0) = О . Поэтому уравнение каса
тельной: 

у - О =  О · (х - О) или у =  О (ось Ох); 
уравнение нормали: 

х = О  (ось Оу ) 
(рис. 2) . .,.. 

1 .3. Производнан с точки зрения механики 
Пусть В =  S(t) - законпрямолинейногодвижениямате

риальной точки, выражающий путь S , пройденный точкой, 
как функцию времени. Обозначим через D.S путь, пройден-
ный точкой за промежуток времени D.t от момента t до t + D.t, т. е . 

D.S = S(t + дt) - S(t). 

х 

Рис. 2 

Отношение �; называется средней скоростью точки за время от t до t + D.t . Скорость v 
в данный момент t определим как предел средней скорости за промежуток времени 
от t до t + D.t , когда D.t -+ 0 : 

D.S 
v(t) = lim - = S'(t) . дt .... о D.t 

Таким образом, скорость v(t) есть производная от пути S = S(t) по времени t :  
v(t) = S'(t) . 

Пример. Точка движется прямолинейно по закону S = t2 (8 - метры, t - секунды). Найти ее скорость 
в момент t = 3 .  

• Скорость точки в любой момент времени t 

Отсюда v / = 6 м;сек . .,.. 
1=3 

dS 
v = dt = 2t. 

1 .4. Правая и левая производные 
Введем понятия правой и левой производной функции f(x) в точке х . 

Определение. Правой производной j'(x + О) функции у =  f(x) в данной точке х назьша-
ется величина 

и левой производной j'(x - О) - величина 
1 • ду . ду f (х - О) = l1m - = ltm -, 

t.ж--.0 Дх Az...,0-0 Дх 

t.ж<О 

если указанные пределы существуют. 

Пользуясь понятием односторонних пределов функции, получаем: для того чтобы 
в точке х существовала производная j'(x) , необходимо и достаточно, чтобы в точке х 
функция у = j(x) имела правую и левую производные и эти производные бьmи равны 
между собой: 

1 j'(x + О) = j'(x - О) = j'(x) . \  
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Следующий пример показывает, что существуют функции, которые имеют в точ
ке ж правую и левую производные, но не имеют производной в этой точке. 

Пример. Рассмотрим функцию f(x) = lxl . Для этой функции отношение 
/(0 + �х) - /(0) l�x l 

�х 
равно l ,  если �х > О, и равно - 1 , если �х < О. Поэтому функция 
f(x) = lx l в точке х = О  имеет правую производную 

/1(0 + 0) = lim l�xl = 1 
l>•-0 uX 
6:r>O 

и левую производную 
1 l�xl / (0 - 0) =  lim - = - 1 , 

t.x-o Ll.x 
�1'<0 

но они не равны, и значит, в точке х = О  функция f(x) =о lxl не имеет 

у 

Рис. З 

nроизводной. Геометрически это означает, что в точке 0(0, О) график функции у =  lxl (рис. 3) не имеет 
касательной . .,. 
Пусть функция f(x) непрерывна в точке ж0 • Будем говорить, что функция f(x) 

имеет в точке ж0 бесконечную производную, равную +оо или -оо, если в этой точке 

или соответственно 

1 !:::.у f (жо) = l im -л- = +оо 
�х-+0 uX 

1 !:::.у f (жо) = lim -л- = -оо. 
�х-+0 uX 

Геометрически это означает, что касательная к кривой у = f(x) в точке (жо , f(жо))  
перпендикулярна к оси Ох. 

Пример. Рассмотрим, например, функцию f(x) 
{Гх. Для этой функции при х = О имеем 

�у f(O + �х) - /(0) � 
�х �х 

= �х = ij(�x)2 ' 

откуда видно, что �; стремится к +оо при стремле
нии �х к нулю произвольным образом. График функ
ции у = {Гх в точке 0(0, О) имеет вертикальную ка
сательную х = О (ось О у ,  рис. 4) . .,. 
Таким образом, если функция у = f(x) 

у 

в точке ж0 имеет конечную производную Рис. 4 

!'(ж о) , то в точке М0(х0, f(жо)) график функ-
ции у = f(x) имеет касательную (рис. 5), определяемую уравнением 

1 У - f(xo) = f' (xo) (x - xo) . l 
Определение. Функция у = f(x) называется гладкой на интервале (а, Ь) , если она 
непрерывна вместе со своей производной на этом интервале . В этом случае кривую, 
задаваемую правилом у = f(x) ,  называют гладкой кривой на (а, Ь) . 



§ 2. Дифференцируемость функции. Дифференциал функции ------------- 237 

у 

о х 

Рис. 5 Рис. 6 

Если в точке :z:0 функция у =  j(:z:) непрерывна и имеет nравую и левую производ
ные /'(:z:o + О) и /'(:z:o - 0) , причем /'(:z:o + О) '# !'(:z:o - 0) , то в точке M0 (:z:o , j(:z:o)) 
график функции у =  j(:z:) касательной не имеет (кривая не гладкая) . Но существуют 
две односторонние полукасательные (рис. 6). Точку M0(:z:0, j(:z:o)) называют в этом 
случае угловой точкой криво� у =  j(:z:) . Так, точка 0(0, О) есть угловая точка графика 
функции у = /:z:/ . 

Если функция у = j(:z:) неnрерывна в точке :z:0 , а ее производнан в точке :z:0 
бесконечна, то возможны случаи: 

1 ) !'(:z:o) = +оо; 
2) !'(:z:o) = -оо; 
3 )  !'(:z:o - О)  = - со ,  !'(:z:o + О) = +оо; 
4)  !'(:r:o - О) = +оо, !'(:r:o + О) =  -оо. 

1) 
у 

о Хо 

2) 
у 

х о Хо 

3) 
у 

х о 

Рис. 7 

4) у 

х о х 

На рис. 7 представлены расположения касательной :z: = :z:o к графику функции 
у = j(:z:) в точке М0 ( :z:0, j(:z:0)) , отвечающие случаям 1 )-4) .  (В случаях 3) и 4) иногда 
говорят, что график функции у =  j(:z:) имеет две слившисся полукасательные.) 

§ 2. Дифференцируемость функции. 
Дифференциал функции 

Пусть функция у = J ( х) определена на интервале (а, Ь) .  Возьмем некоторое значение 
х Е (а, Ь) .  Дадим х приращение д:z: любое, но такое, чтобы х + дх Е (а, Ь) .  Тогда 
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. Ф�»кция у = j ( х) полу•! и т приращение 
�у =  j(x + �х) '- J(x) . 

Оnределение. Функция у = j(x) называется дифференцируемой 8 точке х Е (а, Ь) ,  если 
nриращение функции 

�У = J(x + �х) .-J(x) , 
отвечающее приращению �х аргумента, можно пр�дставитъ в виде 

�у = А�х + а(�х)дх, ( 1 ) 
· где А - некоторое число, которое не зависит от �х (но, вообще говоря, зависит от х), 
. :а а(�х) -+ О при �х --+ О .  · 

Пример. Рассмотрим функцию у = х2 •  Во всякой точке х и при любом дх имеем 

ду = (х + дх)2 - х2 = 2х дх + дх ·дх . 
.........., ' -

А ' .  " 

Отсюда, в силу определения, функция у =. х2 дифференцируема в любой точке х ,  причем А ::: 2х , 
а(дх) = дх . ..,. 

Следующая теорема выражает необходимое и достаточное условие дифференци-
руемости функции. · 

Теорема 1 .  Для того чтобы функция у =  f(x) была дифференцируемой 8 точке х, необхо
димо и достаточно, чтобы j(x) 8 этой точке имела конечную произ8одную /1(х) . 

<111 Необходимость. Пусть функция у = j(:x) дифференцируема в точке х .  Докажем, что 
в этой точке существует производная f1 (х) . Действительно, из дифференцируемости 
функции у = f(x) в точке х следует, что приращение функции �у.  отвечающее 
приращению �х аргумента, можно представить в вИде · 

откуда 
�у =  А�:х + а(�х)Дх, 

�у . 

�х = А +  а(�х), 

где величина А для данной точки х постоянна (не зависит от �х) ,  а а(�х) --+ О 
при �х -+ О .  По теореме о связи функции ,  имеющей предел, с ее пределом и беско
нечно малой функцией, отсюда следует, что 

D.y 1 А =  lim -;:- = f (х). Llx-o иХ 
Существование производной доказано. Одновременно мы установили, что А :: j1 ( х) . 

Достаточность. Пусть функция f ( х) в точке х имеет конечную про из водную j1 ( х) . 
Докажем,  что f(x) в этой точке дифференцируема. Действительно, существование 
производной f1 (х) означает, что при D.x --+  О существует предел отношения � и что 

�у ' ' 

1im - = j'(x) . 
дх�о �х 

Отсюда, в силу теоремы о связи функции , имеющей предел, с ее пределом и бесконечно 
малой функцией, вытекает, что 

�у 1 ' 

D.x 
= f (х) + a(D.x),, 
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где a(D..x) -+ О  при D..x -+  О ,  и, значит, 
D.y = f'(x)D.x + a(D.x)D.x. (2) 

Так как в правой части формулы (2) величина f'(x) не зависит от D.x, а a(D..x) -+ О 
при D..x -+ О ,  то равенство (2) доказывает, что функция у = f(x) дифференцируема 
в точке х . .,.. 

Теорема 1 устанавливает, чтодля функции f(x) дифференцируемость в данной точ
ке х и существование конечной производной в этой точке - понятия равносильные. 
Поэтому операцию нахождения производной функции называют также дифференци-
рованием этой функции. 

'" 
В дальнейшем, когда мы говорим, что функция f(x) имеет производную в данной 

точке, мы подразумеваем наличие конечной производной, если не оговорено против
ное. 
2. 1 .  Непрерывность дифференцируемой функции 

Теорема 2. Если функция у =  f(x) дифференцируема в данной точке х, то она непрерывна 
в этой точке. 

<111 Действительно, если функция у =  f(x) дифференцируема в точке х ,  то прираще:.. 
ние Ау этой функции, отвечающее приращению D.x аргумента, может быть предста-
влено в виде 

D.y = AD.x + a(D.x)Ax, (3) 
где А - постоянная для данной точки х, а a(D..x) -+ О nри D.x -+ О.  Из равенства (3) 
следует, что 

l im Ау = О, 
Az-+0 

что и означает, согласно оnределению, неnрерывность функции у = f(x) в данной 
точке х . .,.. 

Обратное заключение неверно: из непрерывности функции f(x) в пекоторой точ-
ке х не следует дифференцируемость функции в этой точке. 

Пример. Например, функция f(x) = Jxl непрерывна в точке х = О, но, как мы показали выше (с. 236), 
не имеет производной в точке х = О и потому не является дифференцируемой в этой точке . .,.. 

Приведем еще пример. 
Пример. Функция 

f(x) = { х sin ;. . х i= О; 
О, х = О, 

непрерывна на интервале (-оо, +оо) . Для всех х i= О она имеет производную, но в точке х = О  она 
не имеет ни лравой, ни левой производной, потому что величина 

t.x sin А1 1 
-...,.--="-х = sin -

t.x t.x 
не имеет предела, как при дх ...., О +  О, так и при дх ..... О - О . .,.. 

В приведеиных примерах производпая отсутствует лишь в одной точке. Так и ду
мали в XVПJ и начале XI:X в. ,  когда считали, что непрерывная функция может не иметь 
производной самое большее в конечном числе точек. Позже были построены (Больца
но, Вейерштрасс, Пеано, Ван дер Варден) примеры непрерывных на отрезке [а, Ь] 
функций, не имеющих nроизводной ни в одной точке отрезка. 
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2.2. Понятие дифференциала функции 

Пусть функция у = f ( х) дифференцируема в точке х ,  т. е. приращение д. у этой 
функции ,  отвечающее приращению дх аргумента, представимо в виде 

J ду = Ад.х + а(дх)дх, 1 (4) 

где а(дх) -+ О  при дх -+ О .  

Определение. Если функция у = f(x) дифференцируема в точке х , то часть приращения 
функции Адх при А -:j:. О назьшаетсядифференциаломфункции у = f(x) и обозначается 
символом dy или df(x) : 

dy = Ад.х. (5) 

В случае А -:j:. О дифференциал функции называют главной линейной частью nрира
щения ду функции, nоскольку при t:.x -+ О величина а(дх)дх в равенстве (4) есть 
бесконечно малая функция более высокого nорядка, чем At:.x.  

В случае, когда А = О ,  считают, что дифференциал dy равен нулю. 

В силу теоремы 1 имеем А = !' ( х) , так что формула ( 5) для dy nринимает вид 

j dy = j'(x)дx. j (6) 

Наряду с понятием дифференциала функции вводят nонятие дифференциала dx 
независимой переменной х ,  nола га� no определению 

· j  dx = дх. j  

Тогда формулу для дифференциала функци и  у =  J(x) можно заnисать в более симме
тричной форме 

\ dy = J' (x) dx. \ 

Отсюда в свою очередь и меем: f'(x) = � ·  Это еще одно обозначение nроизвод
ной (обозначение Лейбница), которую можно рассматривать как дробь - отношение 
дифференциала функции dy к дифференциалу аргумента dx . 

Введем еще одно понятие. Будем говорить, '!ТО функция у = f ( х) дифференцируема 
на интервале (а, Ь) , если она дифференцируема в каждой точке этого интервала. 

2.3. Геометрический смысл дифференциала 

Пусть имеем кривую, заданную уравнением у =  f(x) ,  где f(x) - дифференцируемая 
в точке х Е (а, Ь) . Проведем касательную к этой кривой в точке М(х , у) и отме
тим на кривой еще точку М1 с абсциссой х + dx . Как известно, j'(x) есть угловой 
коэффициент касательной, т. е .  f'(x) = tg 'Р · 
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у 

х x + dx х 

Рис. 8 

Рассмотрим треугольник М PQ (рис. 8) .  Из рисунка видно, что 
PQ = МР · tg rp = J' (�) dx = dy. 

Таким образом, дифференциал dy = J'(�) dx функЦии у = /(�) сеть nриращение 
ординаты касательной , проведеиной к кривой у =  j(x) в точке с абсциссой � .  при пе
реходе от точки касания к точке с абсциссой � + dx . 

§ 3. Дифференцирование суммы, 
произведения и частного 

Если функции и(х) и v(�) имеют производную в точке �, то в этой точке имеют произ
водную их сумма и(:z:) + v(:z:), разность и(х) - v(x) , прои.1ведение и(�) · v(�) и частиое 
� (последнее при дополнительном условии v(�) # 0}, причем 

(и(�) +  v(x)) ' = и'(х) ± v'(x) , 
( и(х) · v(�)) ' = и' (x)v(x) + u(x)v' (х), ( и(х)) ' 

= 
u'(x)v(x) - и(х)v' (х) v(x) ::/= О. v(x) v2(x) ' 

� Докажем, например, правило дифференцирования частного. Из дифференцируе
мости функции v(x) в точке � следует неnрерывность v(x) в этой точке, а из условия 
v(:z:) # О  в силуустойчивости знака непрерывной функции вытекает, чтоv(х+Ах) ::/= О  
для всех достаточно малых \Ax j .  Поэтому отношение 

и(х + Ах) и +  Аи --'----'- = ---v(x + Ax) v + Av 
оnределено для всех Ах, достаточно малых л о абсолютной величине. 

Дадим х nрирашение Ах. Тогда функция у = � лолучит приращение 

9 Зак. 750 , 
и +  А и и vАи - иАv Ау = - - = ----::-----v + Av v v2 + vAv ' 
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откуда 
D..y vдu - идv 

-
дх дх 

D..x - v2 + vt:J..v · 

( 1) 

По условиюсуществуют и'(х) = lim �: и v'(x) = Ji� �: ,  такчто D..v -+  О при D..x -+  О . Ах-о дх--+0 
Что касается величин и и v ,  то онидляданной точки х являются постоянными, причем 
v(x) i: О .  Таким образом, правая часть равенства ( 1 )  имеет предел при D..x -+ О ,  

1 1 равный � . Следовательно, существует и nредел левой части (1 ) , т. е. существует 
v 

l im � = у' ( х) . Переходя в равенстве ( 1 )  к nределу при D..x -+ О, поЛучаем дх--+0 

у' (х) = 
(и(х) ) ' 

= и'(х) · v(x) - и(х) · v'(x) 
v(x) v2(:z:) 

Пример. Найти производную функции у = � . 
, _  ( еж - 1 )

' _ (e" - I)' · (x2 + 5) - (e" - l) (x2 + 5)1 _ 
ollll у - х2 + 5 - (х2 + 5)2 -

еж(х2 + 5) - (е" - 1) · 2х (х2 - 2х + 5)е" + 2х - - ... - (х2 + 5)2 - (х2 + 5)2 . 

Следствие 1 .  Постоянный множитель можно выносить за знак; производной 

(Си(х)) ' = Си'(х). 

Следствие 2. Если функции и1 (х) , и2(х) , . . .  , иn(х) (n - конечное) имеют проf1зводную 
в точке х, то в этой точке имеют производную их сумма и произведение, причем 

( UJ (х) + и2(х) + . . .  + иn(х) ) ' = и� (х) + и�(х) + . . .  + и�(х), 
(и1 (х) · и2 (х) . . .  иn (х)) ' = и� (х)и2(х) . . .  иn(х) + 

+ иi (х)и�(х)из(х) . . .  иn (х) + . . .  + и1 (х)и2(х) . . .  иn- I (x) · и� (х) . 

Задача 1 .  Что можно сказать о дифференцируемости суммы J ( х) + IP( х) в точке х ,  если в этой точке 
функция j(x) дифференцируема, а функция tp(x) не дифференцируема? 

Задача 2. Пусть функция f(x) дифференцируема в точке хо и f(xo) f- О, а функция tp(x) не диф
ференцируема в этой точке. Доказать, что произведение j(x) · tp(i) является недифференцируемым 
в точке хо . 

Задача 3. Пусть функции j(x) и tp(x) не имеют производной в точке х0 . Следует ли отсюда, что в этой 
точке не имеют nроизводной функции: 1 )  j(x) + 'Р(х) ; 2) j(x) · tp(x); 3) ��:� ? 

(Рассмотреть nримеры: 
1 )  f(x) = Jx / , tp(x) = -Jx J ,  хо = О; 
2) f(x) = tp(x) = Jx J ,  хо = О; 
3) f(x) = \l'(x) = /х/ + J ,  хо = 0. )  
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§ 4. Производныв некоторых основных 
элементарных функций 

4. 1 .  Производнан показательной функции у =  аж (а > О, а =1= 1) 
Эта функция определена на всей числовой оси, и потому для всякого х и любого llx 
имеем 

Отсюда при llx =/= О 
lly аА" - l а" . 
Ах = Ах ' 

Итак, 

В частности, если а = е ,  то 
j (е")' =  е". / 

4.2. Производнан логарифмической функции у = ln :t ( :t > О) 
При любых х > О и Ах , таких, что х + Ах > О ,  имеем 

Отсюда 

Итак, 

Ау =  ln(x + Ах) - ln х = ( 1 + �ж) . 

Ау ln ( l  + �) 
Ах = Ах ; 

Ау ln ( l  + Аж ) Аж l lim - = lim " .  = lim 2- = -. Az-o Ах Аж--.о Ах Az-o Ах х 

! (ln x)' = ;. j 
Известно следующее равенство 

откуда 

Итак, 

loga х = loga е · 1n х, (а > О, а =/= 1 ) ,  

, 1 1oga е 1 
(loga х) = loga e(ln x) = -- = --. х x ln a  

1 l (Ioga х) = -1 - . х п а  

4.3. Производнан степенной функции у = ха (а - любое действительное число) 
Эта функция определена во всяком случае для всех х > О. Имеем 

Ay = (x + llx)11 - x11 = X11 [ ( l + �x ) a 
- 1] . 
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Отсюда 
D.y а ( 1 + �ж ( - 1 - = х. . 
D.x Ах 

Учитывая, что (1 + �z )a - 1 "" а�" nри D.x --> О ,  nолучим 

Итак, 

А ( l + A"')a  1 аАж 
lim 2 == ха l im . z -

== ха lim "' == аха-\ . 6ж ...... о Ах Ах-.о Ах Ах-.о Ах 

1 (хц)' = а:.са-\ . 1 
4.4. Проиэводные тригонометрических функций 
Рассмотрим функцию у = sin х, -оо < х < + оо .  Во всякой точке х и для любого Ах 

Отсюда 

. Ах ( Ах) Ау =  sш(х + D.x} - sin х = 2 sin Т cos х + Т . 

D.y 2 sin �"' ( Ах)· sin ty. ( Ах) 
- = cos а: +  - = -- cos х + - . .D.x Ах 2 Ах 2 т 

sin �ж А Учитывая, что lim � = 1 и что l im cos(x + т) = cos а: в силу неnрерывности Ах--+0 Т Ах-+0 
функции у = cos х во всякой точке х, nолучаем 

Итак 

lim �у = lim (si: �
"' 

· cos (х + Ах) ) = cos х. 
Аж-о �х Аж�о Т 2 

1 (sin х}' = cos x. j 
Аналогично nолучаем 

1 (cos х)' = - sin x. j 

( 1 )  

(2) 

Пользуясъ формулами ( 1 )  и (2) и nравилом дифференцирования частного, найдем 
nроизводную от функции у = tg ::с :  

Итак, 
( ) 1 

(
sin x

)
' (sin x}' cos x - sin x(cos x)' 1 2 tg ::c  = -- = == -- = sec ж.  cos ::с cos2 ж cos2 х 

(tg ::c)' = -1-2- = sec2 х, cos ж 
11' . x f:. 2 + n11', n = O, ± J , ±2, . . .  

Аналогично находим 

( 
)/ 1 2 ctg х = - -.-2 - = - cosec х, sm х x f;. n1r, n = 0, ±1 , ±2, . . . .  
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§ 5. Дифференцирование сложной функции 

Теорема 3 (о дифференцировании сложной функции). Если функция и =  cp(:z:) дифференцируема 
в точке Хо, а функция у = f(и) дифференцируема в соответствующей точке и0 = ср(х0), 
то сложная функция у =  f [с,о(х)] дифференцируема в точке х0, причем 

{! [с,о(х)] }� lx==xo= /1(ио)С,О1(Хо) .  { 1 )  

<1111 Дадим значению х = х0 приращение D.:z:. Тогда функция и = cp(:z:) получит 
приращение D.и, а это в свою очередь при D.и # О вызовет приращение D.y функции 
у = f(u) . По условию функция у = f(и) дифференцируема в точке и0 , поэтому 
приращение D.y этой функции может быть представлено в виде 

D.y = J'(uo)D.u + a(D.и)D.u, (2) 
где a(D.u) --+ О при D.u --+ О. 

Функция a(D.u) вообще не определена при D.u = О . Доопределим ее, положив 
а( О) = О. Тогда а(Аи) будет непрерывной при D.и = О. 

Разделив обе части равенства (2) на D.:z: # О, получим 

D.y 1 D.и Аи 
Ах = f (ио) D.x + а(D.и) D.x . (3) 

По условию функция и = cp(:z:) дифференцируема в точке :z:0 и ,  значит, непрерывна 
в этой точке. Поэтому при D.:z: --+ О приращение D.и --+ О, что вызывает стремление 
к нулю а(D.и) . Кроме того, из этого условия следует, что � --+ ср1(х0) при D.x --+ О .  
Следовательно, правая часть (3) имеет предел при D.:z: --+ О ,  равный /1(u0)cp1(:z:0) . 
Поэтому существует и предел левой части равенства (3) при D.x --+ О, т. е. существует 
lim � , который есть производная по х сложной функции у = f [ер( х)] в точке :z:0 • Ах-о 

Переходя в равенстве (3) к пределу nри D.:z: --+ О,  получим 

{! [с,о(х)] }� lx";xo= J'(иo)C,01(:z:o) .  (4) 
Здесь символ /1(и0) означает производную функции /(и) по ее аргументу и (а не х) ,  
вычисленную при значении u0 = ср(х0) этого аргумента. • 

Равенство (4) можно заnисать в виде 

dy dy du 1 1 1 ( ) dx = du 
. 
dx ' ИЛИ Ух = Уи . их . 5 

Пример 1 .  Найти nроизводную функции у = esin ж • 

<1111 Здесь у есть сложная функция арrумента х: у =  еи
(
ж
)
, где u(x) = sin х .  Поэтому 

у� =  (eu)� · и� = е" cos a: = e•in " cos.x . .,.. 

Пример 2. Найти nроизводную функции 
у = ln ja:j, х i= О. 

<1111 Эта функция оnределена на всей числовой оси, исключая точку х = О; четная. Если з; > О, то jз;j = х 
и ln jз;j = In з; ,  так что 

1 1 J y = (ln x) = - , з; > О. 
з; 

Если з; < О, то Jз;J = -з; и ln \xl = In(-з;) . 
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Представим функцию у =  ln(-x) как сложную функцию, nоложив 

у = Jn и, и = -х. 

По nравилу дифференцирования сложной функции 

так что и для х < О 

Таким образом, 

1 1 1 l 1 ( 1 
Уж = Уu ' 'Uж = - (- 1) = - - 1) = - , 

и -х х 

1 1 у = - . х 

(In lxl) 1 == �· х :;i: О . .,. 

Замечание. Теорема может быть обобщена на случай любой IСонечной цепочiСи функции. Так, если 
у =  /(и) , и = rp(z) , z = f/r(x) , таiС что у == f { 1? [1/'(x)j } .  при•1ем существуют nроизводные f� , i?'z , !/•� , 
то 

у� = у� · и� · z�. 

Инвариантность формы дифференциала 
Если у = / (и) - дифференцируемая функция независимой переменной и ,  то 

dy == !'(и) dи, (6) 
где дифференциал независимой переменной равен ее произвольному приращению: 

dи = Аи. 
Пусть теперь аргумент и дифференцируемой функции у == f(и) сам является 

дифференцируемой функцией и = <р(х) независимой переменной х .  В таком случае у 
можно рассматривать как сложную функцию у =  J [<p(x)] аргумента х .  Поскольку 

аргумент х является независимой переменной, то для сложной функции у =  j [<р(х)] 
дифференциал dy представляется в виде 

dy = {! [<р(х)] }� dx. 
По правилу дифференцирования сложной функции 

{J [<p(x)] }� = !'(и)<р'(х), 
поэтому формула (7) примет вид 

dy = /'(и)<Р' (х) dx. 
Замечая, что tp'(x) dx = dи , получим для dy выражение 

dy = /'(и) dи, 
совпадающее с ( 6) . 

(7) 

Таким образом, дифференциал функции выражается формулой одного и того же 
вида как в случае функции от независимой переменной, так и в случае функции 
от функции. Это свойство дифференциала называют инвариантностью формы диф
ференциала. 

Следует обратить внимание на то, что если и - независимая переменная, то в фор
муле дифференциала dy = !'(и) dи величина dи равна А и - произвольному прира
щению независимой переменной; когда же и =  <р(х) , то dи = <р1(х) dx есть линейная 
часть nриращения функции и =  <р(х) , в общем случае не равная А и. 
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§ 6. Понитие обратной функции. 
Производмаи обратной функции 

Пусть функция у =  /(х) задана на отрезке fa, Ь] и пусть множеством значений этой 
функции является отрезок [а, ,д] оси Оу. Пусть, далее, каждому у из [а, ,д] соответ
ствуеттолько одно значение х Е [а, Ь] ,  для которого f(x) = у  (рис. 9). Тогда на отрезке 
[а, ,д] можно определить функцию х = r.p(y) , ставя в со-
ответствие каждому у Е [а, ,д] то значение х Е [а, Ь] ,  
для которого j(x) = у .  Функция х = r.p(y) называется 
обратной для функции у =  f(x) . 

Если х = 'Р(У) - обратная функция для у = f (x) , 
то, очевидно, функция у = f(x) является обратной для 
функции х = <р(у) . Поэтому функции у =  f(x) и х =  
r.p(y) называют взаимно обратными. Для взаимно обрат
ных функций имеют место соотношения 

j f [r.p(y)] = у, r.p [J(x)] = x. j ( 1 )  
Укажем еше один, более конструктивный, подход 

к понятию обратной функции. Если уравнение у = f ( х) ,  

у 
р -----------------

а 

О а х 

Рис. 9 

ь х 

оnределяющее у как функцию от х ,  можно разрешить относительно х так, 'IТО каждо
му значению у соответствует одно определенное значение х ,  то получим уравнение 
х = r.p(y) , определяющее х как функцию у.  Эта функция х = <р(у) является обратной 
по отношению к функции у =  f(x) . 

Примерw. 

t .  у =  Зх на (0, ! ] ;  обратна!! функция х = �  на [0, 3] . 
2. у = х3 ,  -оо < х < +оо; обратная функция х == �. 
-оо < у <  +оо. 
3. 

У = { l :·х, 
обратная функция 

х == { J !'y, 

если х - рациональмое число, 
если х - иррациональное число; 

если у - рациональное число, 
если у - иррациональное число. 

Очевидно, уравнения у =  J(x) и х =  r.p(y) определя
ют одну и ту же кривую на плоскости хОу. 

у 

у = rp(x) ..-"" 

// У = {(х) 1 
1 

1 1 

х 

Рис. 10 

Если в обоих случаях откладывать значения аргументов на оси абсцисс, а значения 
функции на оси ординат, т. е .  вместо уравнений у =  f(x) и х  == r.p(y) рассматривать 
уравнения у == f(x) и у = r.p(x) , то график функции у = r.p(x) будет симметричен 
графику функции у = f(x) относительно биссектрисы l-ro и 3-го координатных 
углов (рис. 10). 

Определение. Функция у = f ( х) называется возрастающей на не котором отрезке [а, Ь] ,  
если для любых х 1  и х2 из отрезка [а, Ь] , удовлетворяющих условию х 1  < х2 , справед
ливо неравенство J(x 1 ) < J(x2) · 

Пример. Такова, наnример, функция f(x) = х3 на любом отрезке [а, Ь] . "" 
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Теорема 4. Если функция у = j(x) непрерывна и возрастает на отрезке [а, Ь], причем 
j(a) = о, /(Ь) = fЗ, то она имеет обратную функцию х = '{)(у) , которая определена, 
непрерывна и возрастает на отрезке [о, fЗ) . 

Ограничимся геометрическим пояснением теоремы 
(pиc. l l) . Кривая АВ является графиком функции у =  
j(x) , непрерывной и возрастающей на [а, Ь] . Из рисунка 
видно, что каждому значению у Е [�. fЗ] отвечает одно 
значение х Е [а, ЬJ , ДJIЯ которого j(x) = у .  Поэтому 
той же кривой АВ величина х выражается как функция у 
на [о, ,д] : х = 'Р(у) . Это и есть функция, обратная к у =  
j(x) . Она на отрезке [о, ,д] непрерывна (ее графиком 
является та же непрерывная кривая АВ) и возрастает, 
т. к. большему зRачению аргумента у отвечает большее 
значение функции х = 'Р(У) .  

Аналогичное утверждение справеДJiиво и ДJIЯ неnре
рывной убывающей на [а, ЬJ функции. 
6.1 . Производная обратной функции 

у в р -----------------
Y2t------,;;r 

y, t----f 

а 

Рис. ! \  

Теорема 5 .  Пусть функция у = /(х) непрерывна и возрастает (убывает) в некоторой 
окрестности точки х0 и пусть в точке хо существует производноя f'(x0) ;/= О. Тогда 
обратная функция х = 'Р(У) имеет производну/о в точке Уо = f(xo) , причем 

1 1 
'Р (Уо) = /'(хо)

. (2) 

� Рассмотрим функцию х = '{)(у) . Дадим значению у = у0 приращение tly. Тогда 
функция х = ip(y) получит некоторое приращение дх: 

tlx = 'Р(Уо + tly) - 'Р(Уо) .  
При этом в силу возрастания (убывания) обратной функции при tly ;/= О обязательно 
Ах ;/= О .  Поэтому отношение �; можно представить в виде 

tlx 1 
tly = � . 

Az 
(3) 

Если теnерь ду устремить к нулю, то и дх будет стремиться к нулю, т. к. обратная 
функция х = ip(y) также непрерывна в точке у0 • 

По условию функция у =  j(x) имеет в точке х0 производную /'(х0) ;/= О. Следова
тельно, при tly -+ О (когда и дх -+ 0) ,  предел частf1ого � существует и равен f'(�o) . 

дж 

Из равенства (3) вытекает поэтому, что при Ау -+ О существует предел отношения �= ,  
причем 

дх 1 
lim - = -- . Ау-+О ду f'(xo) 
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Но nредел отношения � при I::J.y -+ О есть производмая r.p1(y0) функции :z; = r.p(y) 
в точке у = у0 • Таким образом, 

1( ) 1 1 1 
r.p Уо = -11( ) или :z:11 = 1 . ..,. :z:o Y:z 

Геометрически результат теоремы достаточно nрозра
чен. Существование производной функции у = J(:z:) 
в точке :z:0 эквивалентно существованию касательной 
к графику этой функции в точке Mo(:ro, f(:ro)) . Поэтому, 
если существует касательная к кривой у = f(:z;) в точке 
Мо(хо, у0) ,  не лараллельная оси Ох, то она будет каса
тельной и к графику функции :r = r.p(y) (та же кривая!) 
в точке М0 (рис. 1 2) . При этом /1(:z:o) = tg а, r.p'(yo) = tg f3 
и, поскольку a+f3 = j, то tg f3 = tg( j -а) = ctg а =  18\, , 
т. е. 

'( 
1 r.p Уо) :::: /1 (:ro) · 

Формулу ( 4) заnисывают также в виде 

у 

1 l f (:z:o) = ,-( ) или 
'Р Уо 

1 
У:с = ,, Ху 

а:� 
'/= 

о. 

(4) 

Рис. 12 
(5) 

Формулы (4) и (5) можно nолучить совсем просто. Пусть у =  f(x) и а: = r.p(y) -

взаимно обратные дифференцируемые функции. Тогда 

r.p [J(x)] = х . 

._.,.-у 
Дифференцируя обе части по х и nользуясь правилом дифференцирования сложной 
функции, получим 

, - 1 /' ...t. O 1 1 } ===:} /{Jy - � '  :с т- ' /{Jy • j ж = l __._ !1 � 1 /I'J, ...t. о 
. ____,_. :с - �· r y  т- • 

6.2. Мроизводные обратных тригонометрических функций 
1 .  Функция у = arcsin :r определена на отрезке [ - 1 , 1 ]  (рис. 1 3) и является обратной 
для функции а: = sin у на отрезке - 1  � у � 1 ·  Рассмотрим. интервал -1 < а: < 1 .  

Функция х == sin у имеет для соответствующих значений у Е ( - 1 ,  � )  nоложительную 
nроизводную :z;� = cos у. В таком случае существует также производмая у� , равная, 
согласно (5), ='г :  

:Су 

1 l l 1 1 
Ух = а:� = 

cos у = J 1 - siп2 у = �' 
- J < x < l . 

Корень v"l"=? берем со знаком <<+•>, т. к. cos у > О для у Е (- j ,  �) . 
Итак, 1 (arcsin x)' = �· - 1  < х < 1 . 1 (б) 
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Мы исключаем значения :z: = ± 1 ,  поскольку м я соответствующих значений у = ± j 
производная :z:� = cos у равна нулю и правая часть ( 6) теряет числовой смысл. 

г---�fг--1 • 

: у = arcsшx 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 :  х 
1 
1 
' 
1 
1 
1 
1 
' 
' 
1 
' 
1 

_п. 
2 - - - - --- - - - - - - - - - 1 

Рис. 1 3  

у 

_11. 
2 

li. 
2 

Рис. 1 4  

2.  Функция у = arctg :z: ,  -оо < :z: < +оо (рис. 14) служит обратной для функции 
:z: = tg у, - ; < у < j . По формуле ( 5) 

Итак 

, 1 1 1 1 
Ух == xl = -� -

= 1 + tg2 у 
= 

1 + х2 . 
У cos2 у 

( , 1 arctg :z:) = --2 Vx. l + x (7) 

Чтобы найти формулы для производных arccos х и arcctg х ,  достаточно заметить, что 

откуда 

о � � arcsrn :z: + arccos х = 2,  arctg х + arcctg х = 2 ,  

1 (arccos х)' = - �· 
1 - х2 

( 1 1 arcctg х) = ---2 l + x 

- 1  < х < 1 . 1 
Vx. 

§ 7. Производные гиперболических функций 

(8) 

(9) 

По определению гиперболический синус sh х е"-2е-" , гиперболический косинус 
" _., 

ch х = е +;е . Отсюда легко находим 

1 е - е ( 
" -z ) l 

(sh x) = 2 = ch x, ( е"' + е-"') 1 
(ch x)1 = 2 = sh x. 
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По определению гиперболический тангенс th :z: = �� � , гиперболический котангенс 
cth х = ��: . Пользуясь правилом дифференцирования частного и тождеством 

ch2 :z: - sh2 :z: = 1 ,  
получаем 

)' ( sh x ) ' ch2 х - sh2 х 
(th :z:  = - = 

ch2 х 
= 

ch2 х
; ch x 

, ( ch :z:) ' sh2 х - ch2 х 
(cth x) = - = 

sh2 х 
= - sh2 х ' 

х � о. sh x 

Таблица проиэводных основных элементарных функций 

1 .  (ха)' = axa-l (а - любое действительное число, х > О) ; 

2. (Ioga х)' = z l� a (а > О, а � 1 , х > О) ; 3. (ln :z:)' = � (х > О) ; 

4. (az)' = az ln a  (а > О, а � 1 ) ;  5 .  (e
z
)' = еж ; 

6. (sin х)' = cos х; 1. (cos х)' = - sin х; 

8. (tg :z:)' = c�2z (х � � + mr, n = 0, ± 1 , ±2, . . .  ) ; 

9. (ctg х)' = - siл� ж (х � 1rn, n = О, ±1 ,  ±2, . . .  ) ; 

10. (arcsin x)' = � (- 1 < х < ! ) ;  
У l -z2 

1 1 .  (arccos x)' = - �  (- 1 < х < 1) ;  
V l-z2 

12.  (arctg х)' = ,;z2 ;  

14. (sh х)' = с\1 х; 

16. (th :z:)' = :;:y::h1 ; с z 

13.  (arcctg х)' = - ,;z2 ; 

15 .  (ch х)' = sh х; 

17 .  (cth х)' = -::;::г.:h1 (х � 0) . s z 

§ 8. Логарифмическое дифференцирование 
При отыскании производной сложной функции иногда бывает удобным следующий 
прием, называемый логарифмическим дифференцированием. Пусть требуется найти 
производную функции у =  j(x) > О  и пусть функция <р(х) = ln f(x) дифференциру
ется значительно проще. Тогда поступаем так. Беря натуральный логарифм данной 
функции, будем иметь 

ln у =  ln f(x) , 
или 

ln у =  <р(х) . 
Дифференцируя обе части ( 1 )  по х и учитывая, что у есть функция от х ,  найдем 

у' 
- = <р'(х) , у 

( 1 )  
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откуда у' = у .  so'(x) ,  или 
j у'

= /(x) (ln /(:с)) ' . / (2) 
Логарифмическое дифференцирование особенно удобно nри дифференцировании 
сложной стеnенно-показательной функции, т. е. функции вида 

у = [u(:v)] v(ж) ( u(:v) > О ,  и( :с) и v(:v) - дифференцируемые функции) . 
Имеем 

ln у = v(:v) ln u(:v) . 
Дифференцируя обе части nоследнего равенства, получаем 

откуда 

у
' u'(:v) 

- = v'(:v) ln u(:v) + v(:v) -(-) , 
у и :v 

y'(:v) = [u(:v)] v(z) (v'(:v) ln u(:v) + v(x) :(�j) . 
Пример. Найти nроизводную функции 

у = :с"', :с >  о. 
� Беря натуральные логарифмы от обеих частей равенства ( *) , nолучаем 

ln y = :c ln :c, 
откуда 

или 

у' - = ln :c + l , y' = y(ln :c + l ) 
у 

у' ::: :c"'(ln :с + l) . .,. 

§ 9. Применение дифференциалов 
в приближенных вычислениях 

Пусть функция у = f(x) дифференцируема в точке х0 , так что приращение функ
ции д у, отвечающее приращению D.x аргумента, представимо в виде 

D.y = /'(xo)D.x + a(D.x)D.x, 
где f'(xo)D.x = dy(xo) ,  a(D.x) _, О  nри D.x ---+ О. 

Если dy(x0) 1- О и,  значит, f' (x0) f= О, то 
D.y a(D.x) 
dy = \ + f'(xo) ' 

так что nри D.x -> О бесконечно малые D.y и dy эквивалентны и их разность D.y - dy 
есть бесконечно малая более высокого порядка, чем они сами. Поэтому мы можем 
брать величину dy в качестве приближенного значения D.y: 

D.y � dy. 
Таким образом, если dy(x0) i= О ,  то для приближенного вычисления значения функции 
в точке х0 + D.x можно пользоваться формулой 

1 J(xo + дж) � f(xo) + /'(xo)D.x, j ( 1 )  

причем абсолютная и относительная rюгрешности будут как угодно малы при доста
точно малом ID.x ! .  
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Пусть, например, у = х!Э , (З Е JR. Тогда 
Lly = /(хо + дх).д - xg, dy(x0) = (Зхg-1дх. 

При малых значениях JAxl полагаем 
(хо + Llx)fl � xg + dy(xo) ,  

или 

В частности, при (З = t 
1 J хо + Llx � vГхО + г,:;: Ах, Хо > О. 2vxo 

Пример. Вычислить приближенно V3,9% . 
.,.. Полагаем х0 "' 4, t.x = -0,004 , получим по формуле (2) 

v'3,996 == J4 + (-0,004) ';>!, .[4 + 1/А (-0,004) = 1 ,999 . .... 2v4 

§ 1 О. Производные высших порядков 

(2) 

Если функция f(x) имеет производную /'(х) в каждой точке х интервала (а, Ь) , то 
/1(х) есть функция от х, определенная на интервале (а, Ь) . Может оказаться, что 
и /1 ( х) в точке х Е (а, Ь) в свою очередь имеет производную, которую называют про
изводной 2-го порядка функции f(x) (или второй производной) и обозначают символом 
/11(х) или t<2> (x) . Таким образом 

/ /11(х) = (/(х)) ' . / 
Производные более высоких порядков определяются аналогично. Именно, производ
пая п-го порядка функции f(x) есть производная от производной (n - 1) -го порядка 
ЭТОЙ функции: 

1 j<n> (x) = (f(n- l ) (x)) ' . j 
Число n, указывающее порядок производной, заклю•1ают в скобки, чтобы не путать 
с показателем степени. 

Чтобы найти /(n) (x) , надо сначала найти Г(х) , затем /1(х) , взяв производную 
от / ( х) , и т. д., пока не получим производную нужного порядка. Таким образом, про
изводные высших nорядков вычисляются при помощи уже известных правил и формул 
дифференцирования. 

Примеры. 

1 .  Вычислим n-ю проиэводную функции у ==  ek" , k == coпst. Последовательно дифференцируя, будем 
иметь 

По методу математической индукции получаем 
lг(-ek-·ж-)(n_)_=_k_·n-ek-·z-. --n-=--l,-2,-.-. . 

-.'1 
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2. Вычислим n-ю nроизводную функции у = sin х . Имеем 

у' = cos х = sin (х + �) , у" = - sin х = sin (х + 1Г) = siп ( х + 2 j) , 
Методом индукции устанавливаем 

г-----------� 

(sin x)(n) :::: sin (х + n i) 'Vn Е N. 

3. Аналоги�но nолучаем формулу 
г--------------, 

(cos x)(n) == cos (х + n i) 'Vn Е N. 

Множество всех функций j(x) , определенных на интервале (а, Ь) и имеющих 
в каждой точке х Е (а, Ь) непрерывную производную п-го порядка, обозначаетсн 
cn(a, Ь) . Функцию j(x) , имеющую производную любого порндка в каждой точке 
х Е (а, Ь) ,  называют бесконечно дифференцируемой на (а, Ь) и пишут j(x) Е 'С00(а, Ь) . 
Так, функции ех , sin х ,  cos х бесконечно дифференцируемы на ( -оо, +оо). 

Заме�ание. Производные четвертого порядка и выше иногда обозначают римскими цифрами и без 
скобок, т. е. пишут 

1 0. 1 .  Механический смысл второй производной 
Пусть S = S(t) - закон прямолинейного движения материальной точки. Тогда, как 
известно, S' (t) = v(t) - мгновенная скорость движущейся точки в момент времени t .  
В таком случае вторая производная S"(t) равна v'(t) , т .  е .  ускорению a(t) движущейся 
точки в момент времени t :  

s" (t) = a(t) . 
1 0.2. Производные высших порядков суммы и произведения функций 

Если функции и(х) и v(x) имеют производные п-го порядка в точке х, то функции 
и(х) ± v(x) и и(х) · v(х) также имеют производные п-го порядка в этой точке, причем 

( и(х) ± v(x)) (n) = и<п>(х) ± v(n) (x) , ( 1 ) 
(и(х) · v(x)) (n) = и(n) · v + !!:.. и<n- l)v' + п(п - 1 ) и<п-2>v" + . . .  + . 1 !  2! 

п(п - 1 ) . . . (n - k + 1) (n-k) (k) (n) (2) + 
k! 

и v + . . . + иv . 

Формулы ( 1 ) и (2) доказываются по индукции. Для формулы ( 1 )  это делается 
без труда (проделайте самостоятельно) . Остановимся несколько подробнее на выводе 
формулы (2) . Если у =  и(х) · v(x) , то 

у' = и' · v + и  · v', 

у" = и" · v + 2и' · v' + иv" , 
у111 = и111 • v + Зи" · v' + Зи' · v" + иv111 и т. д. 

Легко nодметить закон, по которому построены все ЭТИ фоrмулы: пrавые части их 
напоминают разложение степеней бинома (и + v) 1 , (и + v) , (и + v) , лишь вместо 
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степеней и и v стоят порядки производных. Сходство становится еще более полным, 
если в полученных формулах вместо и, v писать и<о) ,  v(o) (производные нулевого 
порядка) . Формула (2) носит название формулы Лейбница. 

Пример. Пользуясь формулой Лейбница, найти у<1001) от функции у =  х2е"' . 
.., Имеем 

( 1001) ( ж 2 ) (IOOI) ( ")(1001) 2 J OOl ( "')( 1000)( 2)' 1001 · 1000 ( "')(999)( 2)" О 
у 

== .. !: ... ; �  == е · x + I! e х + 21 е х + =  
и v 

Отметим еще полезную формулу. Пусть х = 1р(у) и у = f ( х) - взаимно обратные 
функции и пусть f'(x) # О. Тогда 

, 1 Ху = 
у�

. 

Далее, 

§ 1 1 . Дифференциалы высших порSiдков 
Пусть функция у =  f(x) дифференцируема в точке х. Может оказаться,  что в то•rке х 
дифференциал dy = f'(x) dx , рассматриваемый как функциЯ х ,  есть также диффе
ренцируемая функция. Тогда существует дифференциал от дифференциала данной 
функции, который называется дифференциалом второго порядка функции у = f(x) 
и обозначается d2y. Таким образом, 

lг-d2
-
y -= 

-
d(

-
dy----,). 1 

Аналогично определяются дифференциалы более высоких nорядков: дифференциа- . 
лом n -го порядка dn у функции у = f ( х) называется дифференциал от дифференциала 
(n - 1 ) -го порядка этой функции 

1 dny = d(dn-Iy) . j 
Дифференциал dy естественно называть дифференциалом 1 -го порядка от функции 
у =  f(x) . 

Найдем формулы, выражающие дифференuиалы высших порядков. Пусть у = 
f(x) есть функция независимой переменной х ,  имеющая дифференциалы любого 
порядка. Тогда 

dy = f'(x) dx, 
где d:x: = �х есть некоторое приращение независимой переменной х ,  которое не за
висит от х .  По определению 

d2y = d(dy) = d(J'(x) dx) . 
Т. к. здесь f' ( х) dx рассматривается как функция от х ,  то множитель dx является 
постоянным и его можно вынести за знак дифференциала. Поэтому 

d2y = d(j'(x)) dx. 
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Для вычисления d (!'(а:)) nрименим формулу дифференциала nервого nорядка к функ
ции /'(а:) . Получим 

d(/'(a:)) = (!'(x)) 'dx = /"(а:) dx. 
Следовательно, дифференциал d2y второго nорядка функции у =  /(а:) в точке х, со
ответствующий тому же дифференциалу dx независимой nеременной х ,  определится 
формулой 

где dx2 обозначает (da:)2 • 
Пользуясь методом математической индукции, nолучаем формулу дифференциа

ла п-го порядка 

где dx" == (dx)" . Отсюда 

Пусть теперь у == J(и) , где и = <р(х) - функция, дифференцируемаядостаточное 
число раз. Тогда в силу инвариантности формы первого дифференциала 

dy = /'(и) dи. 
Здесь dи = <р'(х) dx в общем случае не является постоянной величиной, поэтому 

d2y = d(dy) == d(/'(и) dи) = d(/'(и))dи + /'(и)d(dи) = !"(и) dи2 + !'(и) d2и. ( 1) 
В случае, когда и - независимая леременная, d2и = О и 

d2y == J'' (и) dи2 •  (2) 
Сравнивая формулы ( l )  и (2), заключаем, что уже второй дифференциал инвариант
ностью формы не обладает. 

Заметим, чтоесли и = ср(х) естьлинейная функциях ,  т. е. и = ах+Ь (а, Ь = const), 
инвариантность формы сохраняется. 

§ 1 2. Дифференцирование функции, 
заданной параметрически 

Введем на плоскости декартову nрямоугольную систему координат хОу. Пусть функ
ции <p(t) и -ф(t) непрерывны на отрезке а � t � f3 изменения параметра. Если пара
метр t рассматривать как время, то указанные функции определяют закон движения 
точюt М с координатами 

на плоскости хОу . 

{ х = cp(t), 
у =  1/l(t) , а � t � (3,  ( 1) 

Определение. Множество {М} всех точек nлоскости, координаты (х, у) которых опре
деляются уравнениями ( 1 ) ,  называют плоской кривой. Говорят в этом случае, что кривая 
задана в параметрической форме. 
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Пример. Так, например, окружность радиуса R с центром 
в начале координат можно задать в параметрической форме 
уравнениями { х = R cos t,  

о �  t < 21Г, 
у =  R sin t, 

(2) 

где t - радиа�:�ная величина угла между осью Ох и радиус
вектором ОМ , проведенным в точку М (х, у) (рис. 15)  . .,. 
Если из системы уравнений ( 1) исключить пара-

метр t, то останется одно уравнение, содержащее х 
и у, и тогда данная кривая будет определяться урав
нениемF(х, у) = О. Так, если вуравнениях (2) возве
дем в квадрат леВЬiе и правые части и затем получен
ные уравнения почленно сложим, то параметр t бу-
дет исключен и данная окружность будет выражаться 
уже знакомым нам уравнением х2 + у2 = R2 • Одна

у 

R 
х 

Рис. 1 5  

ко исключить параметр t не всегда бывает возможно. И тем не менее, для решения 
некоторых задач, как, например, для отыскания касательной к кривой, надо уметь 
находить производную от у по х и в таких случаях, когда кривая задана в nараметри
ческой форме. 

Будем говорить, что функциональная зависимость у от х задана параметри:Чески, 
если обе переменвые х и у заданы как функции параметра t : 

х = <p(t) , у =  1/J(t) , t Е (а, {3) . 
Рассмотрим вопрос о вычислении производной от у по х в случае параметрического 
задания функции. 

Пусть функции :z: = <p(t) и у = 'Ф(t) определены и непрерывны на некотором 
интервале (а ,  {3) изменения t .  Пусть для функции :z: = ф(t) существует обратная 
функция t = g( :z:) . Тогда у есть сложная функция от :z: :  

y = 'I/J [g(x)] . (3) 

Допустим, что функции <p(t) и 'Ф(t) дифференцируемы в точке t Е (а, {3) , причем 
<p'(t) i О, а функция t = g(x) дифференцируема в соответствующей точке :z:. Тогда, 
согласно nравилу дифференцирования сложной функции, будет дифференцируемой 
в точке х и функция у =  'Ф [g(x)) , причем 

у� = у; . t� . 
Но по правилу дифференцирования обратной функции · 

, l 
tx = / •  

так что 

или 

xt 

1 1 у� Ух = Yt ' /  = / •  xt xt 

dy = 'Ф1 (t) <p1(t) i О. , dx <p1(t) '  

Формально ЭТОТ результат получается мгновенно: nроизводную * рассматриваем 
как дробь и делим числитель и знаменатель на dt, что дает 

dy !!л. 'Ф' (t) - = ;� "'l(t) . dx 'dt .,.. 
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{ х = R cos t ,  Для окружности 
R . t , у =  SШ , 

о �  t < 21r, 

dy 1ft R cos t 
- = - = = - ctg t, dx � -R sin t 

или �� = - � (пояснить результат геометрически) . 
Если функции rp(t) и ?j;(t) имеют nроизводные k-го nорядка, причем rp'(t) =/= О , то 

и функция у =  'Ф [g(x)] имеет nроизводную k-ro порядка по х .  
Производная 2-го порядка от у по х вычисляется так: 

d2y d ( dy ) d ('Ф'(t) ) dt 
dx2 = dx dx 

= 
dt rp'(t) dx 

= 

'Ф"(t)rp'(t) - 'Ф'(t)rp"(t) 1 'Ф"(t)rp'(t) - 'Ф'(t)rp"(t) 
= rp'2(t) . rp1(t) = rp13(t) 

Таким образом, 

вообще 
( (n- 1 )] 1 

(n) _ Ух t 
Ух - 1 ' xt 

где у =  f(x) - функция, заданнаяпараметрическими уравнениями ::с =  x(t) , у =  y(t) . 
d2y 

Пример. Найти azr .  если 

_. Имеем 

{ x = a(t - sin t) ,  
у = a(l - cos t) . 

dy � а sin t t - = - = = ctg - ; dx � a(I - cos t) 2 
dt 

§ 1 3.  Вектор-функция скалярного аргумента 
Пусть материальная точка М движется по некоторой траектории L .  Тогда каждо
му значению времени t соответствует определенная длина и направление радиус
вектора r этой точки, а также ее скорости v, ускорения w и т. д. 

Следовательно, каждый из этих векторов можно рассматривать как некоторую 
векторную функцию скалярного аргумента t : 

r = r·(t), v = v(t) , w = w(t) . 
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Определение. Если каждому значению скалярного аргумента t из интервала (а, {3) соот
ветствует по векоторому закону определенный вектор а ,  то говорят, что на интервале 
(а, {3) задана вектор-функция скалярного аргумента t и пишут 

а =  a(t) . ( J )  

Пусть вектор а разложен п о  координатным ортам i, j ,  k некоторой фиксированной 
системы координат 

а = xi + yj + zk. {2) 
Если а =  a(t) естькакая-либо векторнаяфункция аргумента t,  то ее координаты х ,  у ,  z 
будут также некоторыми (скалярными) функциями этого аргумента: 

х = �(t) , у =  1/(t) , z = ((t), а <  t < {3. (3) 
Обратно, если координаты х , у ,  z вектора а явлЯются функциями аргумента t, то 
функцией аргумента t будет и сам вектор а :  

а = �{t)i + 17(t)j + ((t)k. (4) 

Таким образом, задание одной вектор-функции а == a(t) равносильно заданию трех 
скалярных функций {3) и обратно. 

При изменении аргумента t вектор a(t) , вообще говоря, меняет длину и направле
ние (а в некоторых случаях и точку прилоЖения, как, например, вектор скорости) . 

Оnределение. Годографом вектор-функции a(t) называется множество точек, которое 
прочерчивает конец вектора a(t) при изменении аргумента t ,  когда начало вектора 
a(t) помещено в фиксированную точку О пространства. 

Годограф a(t) есть вообще некоторая кривая L в пространстве (рис. 16) . Годогра
фом радиуса-вектора r движущейся точки будет сама траектория L этой точки. 

Уравнение 

или 
1 •· == r(t), а < t < {3, 1 

··(t) == �(t)i + 1/(t)j + ((t)k, 
называется l(екторным уравнением кривой L. Уравнения { х = �(t) ,  

у =  1/(t), 
z = ((t) , 

а <  t < {3, 

называются параметрическими уравненuя.ми этой кривой. 
Пример. Например, уравнения { х == R cos t, 

у ==  R sint, 
z == ht, 

О ,_:;; t < 21r (R, h = const) 

являются параметрическими уравнениями одного витка винтовой линии (рис. 17) . .,.. 
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z 

у 

Рис. 1 6  Рис. 1 7  

1 3 . 1 .  Предел и непрерывность вектор-функции скалярного аргумента 
Пусть вектор-функция а = a(t) определена в некоторой окрестности точки t = t0 
кроме, быть может, самой этой точки. 

Определение. Постоянный вектор А называется пределом вектор-функции a(t) nри 
t --+ t0 , если для всякого е > О существует 6 > О такое, что для всех t ::/= t0 , удо
влетворяющих условию l t - t0 1 < 6 ,  верно неравенство 

j.a(t) - A j  < е. 
В этом случае пишут 

l im a(t) = А. 
t--+to 

Геометрически это означает, что nри 
t --+ t0 длина вектора a(t) - А стремится к ну
лю, т. е. что вектор a(t) nри t --+ to nрибли
жается no своей длине и наnравлению к век-
тору А (рис. 1 8) .  

· 

Таким образом, 

( lim a(t) = А) � ( lim la(t) - Al = о) . t--+to t"""'to 

Пусть Рис. 18  

a(t) = '(t)i + '17(t)j + ((t)k, А =  Xi + Yj + Zk. 
Тогда 

ja(t) - А ! = J (�(t) - Х)2 + ('17(t) - У)2 + (((t) - z)2• 
Отсюда, если lim a(t) = А, то t--+to 

и наоборот. 

lim �(t) = Х, l im 1J(t) = У, lim ((t) = Z t--+to t--+to t--.t0 

Пусть вектор-функция а =  a(t) оnределена на  интервале а <  t < f3 и to Е (а, [3) . 
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Определение. Вектор-функция a(t) называется непрерывной при t = t0 , если 
l im a(t) = o(to) . t-to 

1 3.2. Производнан вектор-функции по ее скалярному аргументу 
Пусть вектор-функция а =  н(t) оnределена на интервме а < t < (3 и пусть кривая L 
есть годограф tt(t) . Возьмем какое-нибудь фиксированное значение аргумента t Е 
(а, {3) . Ему отвечает точка М кривой L .  Дадим t любое приращение At, но такое, 
что t + At Е (а, (3) . Тогда получим вектор a(t + At) , который определит на кривой L 
некоторую точку М1 (рис. 1 9) .  

Рис. 1 9  

Рассмотрим приращение Аа вектор-функции a(t) , отвечающее приращению At 
аргумента: 

Аа = a(t + At) - a(t) . 
Составим отношение 

Аа a(t + At) - a(t) 
= At At 

Это новый вектор, коллинеарный вектору Аа. 
At i= О. 

Определение. Если при At -+ О разностное отношение 'i� имеет предел, то этот nре
дел называется производной вектор-функции a(t) по ее аргументу t в данной точке t 
и обозначается d��t) или а1 ( t) . 

Таким образом, 
da(t) _ lim Аа = lim a(t + At) - a(t) . 
dt At--•0 At llt-o At ( 1) 

В этом случае a(t) называется дифференцируемой в точке t . 
Выясним направление вектора !!jf .  При At -+ О точка М1 стремится по годографу 

к точке М,  и потому секущая М М1 стремится к касательной к кривой L в точке М .  
Следовательно, производная !!jf представляет собой вектор, касательный к годографу 
функции a(t) в точке М. Направлен же вектор �� в ту сторону, куда перемешается 
конец вектора a(t) по годографу при возрастании параметра t (рис. 19) .  
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Найдем выражение для производной !flf в координатах. Пусть 
a(t) = {(t)i + 17(t)j + ((t)k. 

Тогда 
Aa(t) = a(t + At) - a(t) = iA�(t) + JAТJ(t) + kA((t) . 

Деля обе части на At 1:- О, полуqим 
Aa(t) = i A�(t) j А'Г/(t) k A((t) 

At At 
+ 

At + At 
. (2) 

Если функции �(t) , rт(t) , ((t) имеют производную при выбранном значении t ,  то 
при А -+ О каждое слагаемое в правой части равенства (2) имеет предел, так что 
существует и предел левой части, т. е. существует d��t) .  Переходя в равенстве (2) 
к пределу при At -+ О, т;тучаем 

�-----------� da • d� . d1] d( 
dt· = 1 dt' + J dt + k dt' '  (3) 

Итак, если вектор a(t) отнесен к неподвижной системе координат, то его произ
водная �� выражается формулой (3) . 

Таким образом, вычисление производной вектор-функции a(t) сводится к вычи
слению производных ее координат. 

Если г = г(t) есть радиус-вектор движущейся в пространстве точки, то � 
скорость этой точки в" момент времени t :  

dr(t) = v(t) dt . 
Пример. Найти производную вектор-функции 

.,. По формуле (3) 

a(t) = iR cos t + jR sin t + kht (R, h = const) . 

dн 
dt = -iR sin t + jR cos t + klt . .,.. 

1 3.3. Правила дифференцирования 

1 .  Если с - постоянный вектор, то � = О .  
2 .  Если векторы a(t) и Ь( t )  имеют производную в точке t ,  то 

� ( a(t) ± b(t)) = da(t) ± db(t) . 
dt dt dt 

3. Постоянный числовой множитель можно выносить за знак производной 
d(aa(t)) da(t) 
......:.._:...:..:.. = а -- (а - числовая постоянная) . dt dt 

4. Производнан от скалярного произведения векторов выражается формулой 

:t (a(t), b(t)) = (�;, ь) + (а, ��) . 

Следствие. Если вектор c(t) единичный, т. е. /c(t) 1 = 1 ,  то *' J. с. 
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.,.. В самом деле, если с - единичный вектор, то 

(с, с) = 1 .  
Беря nроизводную по  t от обеих частей nоследнего равенства, получим 

( �:' с) + (с, �;) � о 

или 2 ( !fij ,  с) = О , откуда !f1j ..L с. 111> 

5. Производнан векторного произведения векторов оnределяется формулой 

� [в(t), b(t)] � (�;, ь] + (а, �:) 
(nорядок сомножителей существен). 

Уnражнения 
Найдите производвые функций: 
1 .  у = х2 - 5х + 1 .  2. у = 2../Х - � + .Уз. 

х 
х S. y = -2-J '  х + 

З. у =  (х2 - Зх + З)(х3 - 1). 
б. у =  (х3 + I) (s - :

2
) . 

8. у =  sin x - cos x. 
sin x 9' у = 1 + cos х

. 10. у ::::: sin2 х. 

1 2. у =  sin 5х. 13. у =  2 sin(Зx - 1 ) .  1 4. у =  sin ..!.. . 
х 

15.  у = sin5 2х. 
. 2 19. у =  arcsm - . 

х 
In x 2З. у =  --2 • 

I + x 
х3 + 2"' 28. у = -- . 

х 

16.  у =  sin(sin х) . 

20. у ==  arctg х2• 

24. у = Jn tg х. 

29. у =  х3 - 3х. 

11. у = х arcsin х.  

2 1 .  у =  Jn2 :с. 

1 25. у =  - . 
ln x 

30. у =  103ж+1 •  

1 8. у = х siн х arctg х. 

27. у =  хе"'. 

31 . у = ssin ж. 

32. у =  sin(З"') . 33. у =  sh3 х. 34. у = v'ёhx. sh2 ж 35. у =  th(ln х) . 36. у = 3 . 

37. у =  (sin x)cos ж .  38. у =  x•in z . 40 = (х - 2)Ч.'х+Т ' у (х - 5).3 · 

х а2 1 х 1 cos х 41.  у = - J х2 - а2 - - ln (х + J х2 - а2) • 42. у = - ln tg - - - -.- . 2 2 2 2 2 sш2 х 

43. у =  Зх3 arcsin х + (х2 + 2)�. 44. у =  x(arcsin х)2 - 2х + 2� arcsin х. 

Найдите дифференциал функции: 
45. у = � · 46. у =  tg2 х. 47. у == stn sin ж . 
48. Вычислите приближенно arctg ! ,02. 
Проведите повторное дифференцирование: 
49. у =  х3 - Зх + 5; у" == ?  50. у =  arctg х; y"(l) = ?  
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52, у = ж5 ln ж; у111 = ? 
Найдите общие выражения для производных порядка n от функций: 
53. у = же"' . 54. у =  sin2 ж. 55. у =  z(l�z) . 

Вычислите дифференциалы высших nорядков: 
� 56. y = e- J , d2y = ?  57. у = жт,  d3y = ? . 

Найдите � для функций, заданных лараметрически: { ж = 2t - 1 , { ж :d a· cos3 t,  { ж = е-1, 
58. 

3 
59. . 3 60. 21 у = t . у = Ь sш t. у = е . 

d2y { ж =  In t, 
61. Найдите d2 ,  если 3 ж у =  t .  

d2ж { ж = е1 cos t, 
62. Найдите -2 , если 1 dy у =  е sin t. 

Ответы 
1 .  у' = 2ж - 5 . 2. у' = -Jж + � . 3. у' = Sж4 - 1 2ж3 + 9ж2 - 2х + З . 4. у' = -� (1 + �) . 
5 1 1 -ж2 6 ' ( 1 )  16 7 1 2z 8 1 • 9 1 1 10 1 . 2 · У = p:;-cr+I) . •  у = . . у = - � . . у = cos x + stn x . .  у =  т:tCOSZ · . у  = stn х.  " 3(1+z2) :'! 
1 1 . у' = tg4 ж .  1 2. у' = 5 cos Sж. 1 3. у' = б.соs(Зж - 1 ) .  14. у' = - �  cos � .  15. у1 = 1 0 sin4 2x cos 2x . 
16.  у' = cos(sin ж) cos ж. 17. у' = arcsin ж + � . 18. у' = sin х · arctg х + х cos x arctg х + "'1 ""f . V 1-z1 +:r 

19 1 2 20 1 2ж 21 1 2 1 22 1 2 l z 23 1 1 tж2-2z2 1n ж . у = - � .  . у =  т=:;.f · • у = :: n x . . у =  х og3 x +  -1n з · • 
у =  (I J 'J' о �v� � � • " 4 

24 1 2 25 1 1 26 1 9., J 9 27· 1 "'( 1) 28 1 2'(ж ln 2-1)+2ж3 . у = S1ii'2% • • у = - ., 1"2 ., о • у = n . • у = е ж + о • у = .,2 • 

29. у' == 3з:2 - 3"' ln 3 0  30. у' = 3 J О3ж+1 Jn 10.  31 .  у' = 5sin ж  cos з: Jn 50 32. у' == 3"' соs(Зх) 1n 3 .  
33. y' = 3 sh2 ж ch ж . 34. у' = 2� . 35. y' = ж ch,�ln x) ' 36. y' = 3'h2 " sh 2x ln 3o 
37, у' = (sin Ж)СО< Ж ( С��2: - SiЛ Ж 1n SiЛ Х) , 38, у' = Xsin z ( CQS ln Ж + si:z ) , 39, у' = 2XInz-l • ln Х, 

40 1 2 ж-2 ж2+1 1ж+ l 41 t ..;хг:::а'i 42 1 1 43 1 9 2 о 44 t ( • )2 · У = 
З(ж-s)• з (ж+ l)2 о · У = х - а . . у =  ;.;э,; · . у = х arcsш x o  . у = arcsш x . 

45. dy = - � о 46. dy = ;о:�:dз: о 47. dy = 51nsin ж ctg х ln 5dx. 48. arctg 1 ,02 � 0,795 . 49. у" = бх. 
50. y"( l )  = - ! о  51. у111 = 27а3"' ln3 а .  52. у111 = з::2(60 Jn з: + 47) . 53. y<•J = е�(х + n) o 
54. у<•> = 2"-1 sin [2х + (n - l ) I] . 55. y<n) = ( - 1 )• · n! [z.k - ( I+;)•+' ] (Указание. Предста-

ф 1 l+ж-ж 1 1 ) 56 d2 -x2f2( 2 l )d 2 вить данную ункuию в виде у == ж(l�) == x(I�) = ;; - 1� • • у = е х - х о 
57. d3y == т( т - 1 ) (m - 2)xm-3dx3 о 58. � == � t2 • 59. � = -� tg t .  60. � = -2е31 о 61 . � = 9t3 о 
62 d2z 

== _ 2е-• ' dyr (cos t+sin t)J о 



Глава Х ________ ..;.._, _______ _ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 
О СРЕДНЕМ . ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 

§ 1 . Теоремы о среднем значении 

Теорема 1 (Ролль) . Если функция f(x) 
1) непрерывна на отрезке (а, Ь]; 
2) имеет производную хотя бы на интервале (а, Ь) ; 
3) на концах отрезка [а, Ь] принимает равные зпачения (!(а) = f (Ь)) ,  

то в интервале (а, Ь) существует п о  крайпей мере одна точка �' в которой производноя 
данной функции равна нулю: 

f'IO = O, � Е (а, Ь). 

� Так как по условию функция f(x) неnрерывна на отрезке (а, Ь] , то в силу второй 
теоремы Вейерштрасса она на этом отрезке nринимает наименьшее и наибольшее 
значения. Обозначим их соответственно т и М. Могут nредставиться два случая: 

1) М =  т. В этом случае М �  f(x) � М, т. е . у 
f(x) естьnостоянная на [а, Ь] . Поэтому !'(х) = О во 

М всем интервале (а, Ь) , так что в этом случае теорема 
верна. 

2) М f= т. Тогдафункция f (x) по крайней мере 
одно из двух сво11х значений М или т nринимает 
в точке � . содержащейся внуrри интервала (а, Ь) , 
так как f(a) = f(Ь) и потому не может быть одно
временно М значением f (x) на одном конце, а т -

на другом конце отрезка [а, Ь] . Пусть для оnреде
ленности М = JIO, а < � < Ь (рис. ! ) . 

Так как по условию f(x) имеет nроизводную 

о а 

f'(x) в каждой точке х интервала (а, Ь) , то существует и f'IO и 
Рис. l 

l im 
/(� + �х) - !Ю = liш 

/(� - �х) - !Ю = /' ({) . Az-o �Х Ах-о -�:е Ах>О Az>O 

ь х 

Но /(�) = М - наибольшемузначению функции f(x) на отрезке [а, bJ и поэтому 

/(� + �х) - !Ю � О и /(� - �х) - !Ю � О. 
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Отсюда 
/(� + .6-х) - JIO � 0 

.6-х -<: ' а /(� - .6-х) - JIO 
� О (.6-х > 0) .  

-.6-х 
Переходя в этих неравенствах к пределу при .6-х -+ О, получим два неравенства 

!'Ю � о  и !'Ю � О, 

которые должны быть верны одновременно. Следовательно, /'(�) = О, т. е. теорема 
верна и для этого случая . .,.. 

Теореме Ролля можно дать следующее 
геометрическое истолкование. Пусть име
ем кривую '-'АВ, заданную уравнением у = 
f(x) , где функция f(x) на отрезке [а, Ь] удо
влетворяет всем условиям теоремы · Ролля. 
Это означает, что 

1 )  кривая ......., АВ непрерывна на [а, Ь] ; 
2) в любой точке кривой, находящейся 

междуточками А(а, f(a)) и В(Ь, f(b)) , мож
но провести касательную к этой кривой; 

3) концы дуги '-'АВ кривой находятся 
на одном уровне по отношению к оси Ох 
(рис. 2). 

Утверждение теоремы Ролля состоит 

у 

о а ь х 

Рис. 2 

в том, что на дуге '-'АВ кривой, обладающей указанными свойствами ,  найдется 
по крайней мере одна точка С ( �, f (�)) , в которой касательная к данной кривой па
раллельна оси Ох (или хорде АВ). 

Условия теоремы Ролля являются существенны
ми и при их нарушении утверждение теоремы может 
оказаться несправедливым. 

Пример. Так, наnример, для функции f(x) = lx l ,  -1 :;:;; х :;:;; 1 ,  
(рис. 3) выnолнены все условия теоремы Ролля, кроме суще
ствования nроизводной f'(:x) в интервале ( -! , 1 ) .  Не суще
ствует f'(x) в одной только точке х = О , и утверждение тео
ремы Ролля к данной функции уже неnрименимо, так как в ин
тервале (- 1 ,  1) нет такой точки, где nроизводная f'(x) равна 
нулю: f'(x) = - 1 ,  если - 1  < х < О , f'(x) = 1 ,  если О <  х < ! ,  
а nри х =О nроизводная f'(x) не существует . .,. 

- 1  

Пример. Еще пример. Функция f(x) = х - [х] (рис. 4) на отрезке [О, 1 ]  удо
влетворяет всем условиям теоремы Ролля за исключением неnрерывности: 
она имеет разрыв nри х = 1, а nроизводная f'(x) = 1 всюду в интервале 
(0, 1) . ... 

Задача 1 .  Дана функция f(x) = l + хт(! - x)n , где m ,  n - целые положи
тельные числа. Не вычисляя nроизводной, nокаэать, что уравнение f'(x) = О  
имеет по крайней мере один корень в интервале (0, 1 )  . .  

Задача 2. Показать, что уравнение х3 + Зх - 6 = О имеет только один дей
ствительный корень. 

у 

Рис. 3 
у 

1 х 

у = х - [х] 

о х 
Рис. 4 
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Теорема 2 (Лагранж) о конечных приращениях. 
Если функция f(x) 
1) непрерывна на отрезке [а, bJ; 
2) имеет производную j'(x) на интервале (а, Ь), 

то в интервале (а, Ь) существует по крайней мере одна точка { такая, что справедлива 
формула 

j(Ь) - j(a) 
= !'(О , а < { < Ь. Ь - а  

..,. Введем вспомогательную функцию F( х) ,  определив ее на отрезке [а, Ь] равенством 

j(Ь) - f(a) 
F(x) = j(x) - f(a) - Ь _ а (х - а) . ( 1 )  

Эта функция на  отрезке [ а ,  Ь] удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля. Действи
тельно, она непрерывна на la, Ь] , поскольку на [а, Ь] непрерывно каждое слагаемое 
в правой части ( 1 ) .  На интервале (а, Ь) функция F(x) имеет производную, так как 
каждое слагаемое в выражении F(x) имеет производную на этом интервале. Нако
нец, неnосредственной проверкой убеждаемся в том, что F(a) = F(Ь) = О, т. е. F(x) 
принимает равные значения на концах отрезка {а, Ь] .  

В силу теоремы Ролля, существует хотя б ы  одна точка { Е  (а, Ь) , в которой Р'(х) 
равна нулю, у с2 

F'({) = O. 
Но 

F'(a) = j'(x) -
j(b) - j(a)

, Ь - а  
так что в точке { имеем 

откуда 

!'Ю - f(b) - J(a) = О, 
Ь - а  

!'({) = 
J(Ь) - !(а)

' { Е (а, Ь) . � 
Ь - а  

О а 

Рис. 5 

f(b) 

х 

Теорема Ролля является частным случаем теоремы Л аrранжа, когда J (а) = f (Ь) . 
Обращаясь к геометрическому истолкованию теоремы Лаrранжа, заметим, что 

отношение f(Ь�=�(а) есть угловой коэффициент хорды АВ, а !' ({) есть угловой ко
эффициент касательной к кривой у = j(x) в точке с абсциссой х = { (рис. 5). Та
ким образом, утверждение теоремы Лагранжа сводится к следующему: на дуге .._"АВ 
непрерывной кривой, к которой можно провести касательную в любой точке, лежа
щей на кривой между точками А и В ,  всегда найдется по крайней мере одна точка 
С({, !({)) , в которой касательная параллельна хорде АВ . 

Доказанная формула � = !' ({) , или 

J j(b) - j(a) = j'({)(b - а) , а < { < Ь, 1 (2) 

носит название формулы Лагранжа или формулы конечных приращений. Она, очевидно, 
сохраняет силу для случая а > Ь. 
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Число { (вообще говоря, неизвестное , промежуточное по отношению к числам а 
и Ь) иногда удобно бывает представить в виде 

{ = а +  8 · (Ь - а) , 
где 8 - некоторое действительное число, удовлетворяющее условию О < 8 < 1 .  Тогда 
формула Лагранжа (2) примет вид · 

1 f(Ь) - f(a) = !' (а + 8(Ь - а)) (Ь - а) , О <  8 < 1 . 1 
Взяв вместо а и Ь соответственно х и х +  .6.х, формулу Лагранжа запишем так: 

(3) 

1 .6.J(x) = f(x + .6.х) - f(x) = !' (х + 8.6.х).6.х, О <  8 < 1 . 1 (4) 

Это равенство дает тоqное выражение для приращения функции j(x) при любом ко
нечном приращении дх аргумента, в противоположность приближенному равенству 

.6.f(x) = /'(х).6.х, 
относительная поrрешность которого стремится к нулю лишь при дх � О. Отсюда 
и название формулы ( 4) - формула конечных приращени й. Отметим, что в ( 4) число 8 ,  
вообще говоря, неизвестно. 

Прммер. Используя теорему Лагранжа, доказать справедливость неравенства 
1 arctg х2 - arctg x 1 l  � l:г.2 - х 1 l  V'x 1 , х2 . 

.,.. Рассмотрим функции f ( х) = arctg х .  Эта функция удовлетворяет всем условиям теоремы Лагранжа 
на любом отрезке [а , Ь) . Поэтому для любых х 1 и х2 

или 
f(x2) - f(x l ) = !'Ш(х2 - X J ) , 

1 
arctg х2 - arctg x 1  = --2 (х2 - X J ) , I H 

где точка � находится между точками х 1 и х2 . Отсюда 
1 1 arctg х2 - arctg x 1 l  = --2 lx2 - x 1 l  

1 + { 
и 

1 поскольку 'j:f{! � 1 'V� . ... 
Задача. Покаэать, пользуясь теоремой Лагранжа, что 

х -- < ln(l + х) < х, х > О. 
l + x 

Теорема 3 (Коши). Если функции f(x) и {/)(х) 
1) непрерывны на отрезке [а, Ь] ; 
2) имеют производные f'(x) и {/)1(х) хотя бы на интервале (а, Ь) ; 
3) производная {/)1(х) f=. О на интервале (а, Ь) , 

то в интервале (а, Ь) существует по крайней мере одна точка { такая, что 

f(b) - /(а) 
(/)(Ь) - (/)(а) 

t'Ш 
(/)'Ю ' 

Формула ( 1 )  называется формулой Коиш. 

а < { < Ь. ( 1 )  
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.,.. Из условия теоремы следует, что разность !р(Ь) - !f'(a) не может равняться нулю. 
Действительно, если бы !р(Ь) - !р(а) = О , то функция !f'(x) удовлетворяла бы условиям 
теоремы Ролля и в таком случае IP'(x) была бы равна нулю по крайней мере в одной 
точке � интервала (а, Ь) , что противоречит условию 3) теоремы Коши. Таким обра
зом, равенство ( 1 )  имеет смысл. Покажем, что оно верно nри искотором значении � 
из интервала (а, Ь) . 

Рассмотрим вспомогательную функцию 

j(b) - j(a) 
F(x) = j(x) - j(a) - !f'(b) _ !р(а) (IP(x) - !р(а)) . (2) 

Эта функция удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля. В самом деле: 
1) F(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] , т. к. непрерывны на [а, Ь] функции j(x) 

и <р(х) ; 
2) функция F(x) имеет nроизводную F'(x) всюду в интервале (а, Ь) , поскольку 

каждое слагаемое в правой части (2) имеет лроизводную на этом интервале; 
3) F(a) = F(b) = О, в чем убеждаемся неnосредственной лроверкой. . 
Применяя теорему Ролля, делаем вывод о существовании между а и Ь такой точ

ки � .  что F'Щ = Q. В силу (2) 

так что 

F'(x) = j'(x) - j(b) - j(a) <р1(х) , !f'(b) - <р(а) 

!'Ш - f(b) - !(а) 'Ш = о. <р(Ь) - <р(а) <р 

Деля все части последнего равенства на IP' (�) i= О, получаем требуемое равенство 

!'Ю f(b) - j(a) 
IP'IO 

= !f'(b) - !f'(a) · "" 

Теорема Л агранжа является частным случаем теоремы Коши: достаточно в теореме 
Коши взять !f'(x) = х. 

Задача. Можно ли  получить формулу Коши, применив к разностям f(b) - f(a) и ср(Ь) - ср(а) теорему 
Лагранжа? 

Замечание. В теоремах Ролля, Лаrранжа и Коши речь идет о сущест&оаании не которой •средней точки• 
� Е (а, Ь) , для которой выполняется то или иное равенство. Поэтому вся эта группа теорем объединяется 
названием: теоремы о среднем дифференциального исчисления. 

§ 2. Раскрытие неопределенностей (правило Лопиталя) 
Пусть функции j(x) и <р(х) определены в искоторой окрестности точки х == а  и пусть 
j(a) и <р(а) = О. Тогда отношение � теряет смысл nри х = а . Однако предел этого 

отношения в точке х = а может существовать. Задача отыскания предела �� � 
в этом случае называется раскрытием неолределенности вида g .  

Раскрыть неоnределенность вида � значит найти nредел �� ���� при условии, что 

lim f(x) = оо и lim <р(х) = оо . ж-а z___,a 
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Раскрытие неопределенности вида оо - оо состоит в отыскании предела lim [! ( х) -х-<а 

<р(х)] при условии ,  что 
lim f(x) = оо и \im <р(х) = QO. 

ж�а 
х�а 

Аналогично трактуются эти понятия для случая, когда х ·-+ оо .  

Теорема 4 (nравило Лоnиталя). Пусть функции f(x) и <р(х) имеют производные f'(x) и <р'(х) 
в некоторой окрестности (а - б, а +  6) точки а, кроме, быть может, самой точки а, 
причем <р(х) и <р1(х) не равны нулю в указанной окрестности. Если 

lim f(x) = О, l im <р(х) = О  х
--+

а 
ж

--+
а 

и отношение �;f:\ при х -+ а имеет конечный или бесконечный предел, то существует 
и предел 

причем 

lim f(x) 
х-+а <р(х) ' 

lim /(х) = lim !'(х) . 
х-+а <р( Х) х-+а <р1 ( Х) 

� В теореме ничего не сказано о значениях J(x) и <р(х) в точке х = а. Положим 
f(a) = О , <р(а) = О . Так как теnерь lim J(x) = f(a) и l im <р(х) = <р(а) , то функции 

z--+a ж--+
а 

/(х) и <р(х) будутнеnрерывны в тачке а. Поэтомунаотрезке [а, х] (или [х , а] ) ,  где х 
какая угодно точка интервала (а - б, а + б), функции f(x) и <р(х) удовлетворяют всем 
условиям теоремы Коши. Следовательно, между а и х  найдется по крайней мере одна 
точка � = �(х) такая, что 

J(x) f(x) - f(a) !'Ю 
<р(х) = <р(х) - <р(а) = <р'Щ · (J) 

Если nри некотором значении х таких точек { будет больше одной, то фиксируем 
какую� нибудь одну из них. 

Величина { зависит от х ,  причем { -+ а, когда х -+ а. По условию nри х -+ а 
отношение �;i:� имеет конечный или бесконеtiный предел. Этот предел не зависит 
от способа стремления х к точке а. Поэтому при х -+ а, когда и { -+  а, отношение 
Gffi имеет nредел, совпадающий с пределом отношения �;�:� : 

Iim !'Ш = l im !'(х) . (2) (�::) <р1({) х
-->

а <р'(х) 
Из соотношений ( 1) и (2) следует, что 

lim 
f(x) 

= lim !'(х) . ..,. х-<а <р(х) х-<а <р'(х) (3) 

Равенство (3) выражает правило Лопиталя, в силу которого вычисление предела 
отношения функций может быть заменено (при известных условиях) вычислением 
предела отношения производных этих функций , что иногда бывает проще. 
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Пример. 
1 - cos x ( 1 - cos x)' sin x 1 lim --- = lim = lim -- = � . 111> 

ж-о х2 z-o (х2)' z-o 2х 2 

Замечание 1 .  Если условия теоремы вьшолнены только в интервале (а - б, а.) или (а, а + б) , то форму

лой (3) можно пользоваться для вы•шсления предела � соответственно при х _, а - 0  или х -+ а + О. 

Замечание 2. Может оказаться, что предел отношения производных не существует, в то время как 
предел отношения функций сушествует. 

Рассмотрим, например, функции f(x) = х2 sin � и <р(:с) = х . Их отношение в точке х = О имеет 
предел 

f(x) х2 sin .!. 1 lim -
( ) 

= lim ___ 
m = lim х si11 - = О. 

ж-о <р х ж-о х m-o х 
В то же время отношение производных G-ffi = 2х sin � - cos � в точке х = О предела не имеет. Таким 

образом, из существования lim f!'("•1 не следует существования lim f'JE .  
ж-+0 � ж-+0 11ГжJ 

Замечание 3. При вычислении lim fiE иноrда приходится применять правило Лолиталя последова
ж-+О � 

тельно несколько раз. Так, если условиям теоремы Лолиталя удовлетворяют не только функции f(x) 
и <р( х) , но и их производные f' ( х) и <р1 ( х), то для вычисления lim /'JE опять можно воспользоваться 

z-+0 � 
правилом Лолиталя и т. д. 

Пример. 
1. x - sin x 1. (x - sin x)' 1. 1 - cos x . sin x 1 1m --- = 1111 = tm --- = ltm -- = - . 111> 
•-о zЗ :нО (х3)1 m-o Зх2 ж-о бх 6 

Теорема 5 (второе правило Лопиталя). Пусть функции f(x) и ср(х) имеют производные f'(x) 
и ср'(х) в некоторой окрестности (а - б, а +  б) точки а, кроме, быть может, самой 
точки а, причем ср(х) и ср'(х) не равны нулю в указанной окрестности. Если 

lim f(x) = оо и lim ср(х) = оо 
х�а ж�а 

f' (:r.) и при х -> а отношение ?(Ж) имеет конечный или бесконечный предел, то существует 

и предел �� �;�=� , причем 

lim 
f(x) 

= lim /'(х) . 
ж->а ср(х) ж->а ср'(х) 

Здесь также можно рассматривать nределы nри х --. а - О или х -+ а + О (см. 
замечание 1 ) .  

Пример. 

lim --- = lim = lim -' - = - lim -- · -- = 1  
1n sin ах (ln sin ах )1 45��::" а ( cos ах sin Ьх ) 

z-0+0 Jnsinbx ж-0+0 (lnsinbx)' z-0+0 b cosbz ь z-0+0 cosbx sinax 
s1n bж 

(а > О, Ь > О) .  111> 

П равилаЛоnиталя могут быть исnользованы nри вычислении следующих nределов: 

1 .  lim (f(x) · ср(х)] , когда Jim f(x) = О, lim ср(х) = оо . 
х--+а х-+а х-+а 

• В этом случае достаточно заnисать выражение f ( х) ер( х) в виде 
f(x) ср(х) f(x)cp(x) = l /cp(x) или f(x)cp(x) = l/ f(x) 

и применить к nравой части правило Лопиталя. 111> 
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Пример. 

ln x lim (х ln х) = lim -1- == Iim � = О  . .,.. 
x-u tO ж-0+0 Х х-0+0 _ Ж!  

2 .  lim [f(x) - tp(x)] , коrда lim f(x) = оо и lim tp(x) = оо. 
z�a х�а х-а 

.,.. В этом случае выражение f(x) - tp(x) надо опять представить в виде частного 
1 1 !( 

) 
_ ( ) _ _  1 _ _ _ I _ _ � - 7(i'j х \0 х - 1 1 - 1 1 ' 

f(x) <р(х) J(x) · i?(:i} 
и затем воспользоваться правилом Лопиталя . ..,.. 

Пример. 

( х 1 ) х In х - х + 1 In х .!. l 
lim -- - - = lim = lim = lim � :::= - . ..  
ж ..... l х - 1 ln x х-1 (x - I) Jn x  •"" I Jп x + l - .!.  х- 1 .!. +  1 2 

ж ж ;;! 

3. 1im [f(x)] <р(х) , f(x) � О, коrда имеем один из трех случаев: 
ж-+а 

а) lim f(x) = О, lim tp(x) = О  (0° ) ;  
z.."..a z-+a 

б) lim f(x) = 1 , J im tp(x) = оо ( 100 ) ;  
z__.a ж--+а 

в) lim J(x) = +оо, J im tp(x) = О  (оо0) .  
. rt-+a х-+а 

..... Положим 

логарифмируя, nолучим 

Вычислим 
1 11 у =· tp(x) !11 J(x) . 

J im Jn у =  Jim [10(х) ln f(x)] . 
ж-+а х-+а 

Нетрудно заметить, чтодля этого в каждом из указанных трех случаев а) , б) , в) nридется 
J'iЫчислять предел такого вида, который рассмотрен в случае 1 .  

т. е . 

Пусть мы нашли, что l im ln у =  А.  Тоrда 

Пример. Найти lim х" . 
ж-040 

ж-а 

1 .  А 1m y = e , 
ж-+а 

-с Положим у :::: х" ; тогда ln у = х ln х. Отсюда 

так что 

1 .!. . . n x . ж I1m in y = I1m -1- = I1m -1 = 0, 
:.с-0+0 х-0+0 Ж а:-+0-\ О _ ;1 
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Теорема 6. Пусть 
1) функции f(x) и <р(х) определены для всех х, достаточно больших по абсолютной 

величине; 
2) lim j(x) = Jim <р(х) = О  или lim j(x) = оо и Jim <р(х) = оо ;  

х�оо :r.-юо Z"'"'""�'OO z---+oo 

3) существуют производные j'(x) и ср'(х) ::j:: О для всех х, достаточно болыиих 
по абсолютной величине; 

4) существует (конечный или бесконечный) предел отношенuя 

Тогда 

!'(х) 
ср' (х) 

при х --. оо. 

J im j(x) = l im !'(х) . 
:�:-.оо <р(х) :�:-.оо ср'(х) 

Чтобы убедиться в справедливости теоремы 6, достаточно преобразовать персмен
ную х по формуле х = f и воспользоваться результатами теорем 4 и 5. 

Пример. 
х2 2х 2 lim - - lim - = Jim - = О; 

:r-+ +оо еж :Z:-++00 e:t ж-+оо еЖ 
n-кратным применением правила Лопиталя вычисляется предел 

Xn 
71Xn- \  

n! 
ж�':J1оо ;ж = 

ж!l':J1oo --;ж- = · · · = ж.!!':J1оо еЖ = О, 

так что функция еж при х _, +оо растет быстрее любой степени х.  
Следующий пример показывает, что правило Лопиталя хотя и приманимо к вычислению ,,_!!':)100 -�-1:-ж-2 , 
но фактически бессильно. В самом деле, применяя это правило, будем иметь 

lim Vl + x2 = lim :,;f;;I = Jim __ 
х_ = lim -�- = lim Vl +

x
2 

х-++оо х ж---�о+оо 1 :х-++оо J1+X2 ж-++оо � z-++oo х V l+z2 
Элементарными приемами этот предел вычисляется без труда: 

Jl+X2 � lim --- == lim -2 + l = l . .,. ж-+-t-оо Х а:-+оо Х 

§ 3. Формула Тейлора 

и т. д. 

Эта формула является одной из основных формул математического анализа и имеет 
многочисленные приложения. 
1. Начнем с того, что выведем формулу Тейлора для многочлена степени n. Рассмо
трим многочлен п-ой степени 

Р(х) = Ьо + Ь 1 х + Ь2х2 
+ . . . + Ьnxn , Ь,1 = const ::j:: О .  ( 1 )  

Каково бы  ни было число а ,  многочлен ( 1 )  можно представить в виде суммы степеней 
разности х - а, взятых с некоторыми коэффициентами .  Действительно, положим 

х = а + t. 
10 Зак. 750 
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Тогда 
Р(х) = Р(а + t) = Ьо + Ь1 (а + t) + . . .  + Ъп(а + t)n. 

Раскрывая в правой части скобки и сгруппировав подобные 'mены, получим 

Р(а + t) = Ао + A1 t + A2t2 + Азt3 + . . .  + Antn , 
или, выразив обратно t через х, 

Р(х) = Ао + А 1 (х - а) +  А2(х - а)2 + Аз(х - а)3 + . . . + An(x - a)n , (2) 
rде Ао, А1 , • • •  , An - некоторые nостоянные. 

Взяв многочлен Р( х) в форме (2) и nродифференцировав его n раз no х, найдем 

Р'(х) = А 1 + 2А2(х - а) + 3Аз(х - а)2 + . . . + An(x - a)n- I } 
�:'.(�). � .� : .1.�� .�. �.·.��з·(·� .� .�� � .' .·. · . . �.���. � .1 !����.�. ����.

2 
• (3) 

Pn(x) = n(n - 1) . . . 2 · 1 An 

Полагая в равенствах (2) и (3) х = а,  nолучим 

Откуда 

Р(а) = А0, Р'(а) = J !A 1 , Р"(а) = 2!А2, 

Ао = Р(а) , Р' (а) AI = -1 !
- , 

Р11(а) А - --2 - 2! , 

. . .  ' 

. . . ' 

Следовательно, равенство (2) может быть записано в виде 

p(n)(a) Ап =--. 
n! 

Р'(а) Р"(а) p(n) (a) Р(х) = Р(а) + -- (х - а) + -- (х - а)2 + . . .  + -- (х - а)11 (4) 
1 !  2 !  n !  

· 

Это и есть формула Тейлора по степеням х - а  для многочлена Р(х) степени n .  Отсюда 
в частном случае при а = О получим формулу Моклорена 

Р'(О) Р11(0) p(n) (O) Р(х) = Р(О) + --х + --х2 + . . . + --х11• 1 !  2! n! 

Пример. Многочлен Р(х) = х2 - Зх + 2 разложить 
а) по степеням х;  
б)  по степеням х - 1 . 

..,. а) Имеем 
Р(х) = х2 - Зх + 2  :} Р(О) = 2, 

Р'(х) = 2х - 3 :} Р'(О) = -3, 
Р11(х) = 2 :} Р"(о) = 

По формуле (5) 
3 2 2 2 Р(х) = 2 - - х + - х = 2 - Jx + х 
1 !  2! ' 

т. е. nолучаем исходный многочлен. 

б) Имеем 
Р(х) = х2 - Зх + 2 :} P( l )  = 

2. 

о, 
Р1(х) = 2х - 3 :} P'( l )  = -1 ,  
Р"(х) = 2 :} P"(l)  = 2. 

(5) 
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По формуле (4) 
2 2 2 

P(x) = O - l (x - 1) + 2! (x - 1) = -(x - l ) + (x - 1) . � 

Заметим,  что по формуле (4) мы можем вычислить значения многочлена Р(х) 
в любой точке х, если известны значения многочлена и всех его производных в одной 
какой-нибудь точке а .  
2. Пусть теперь в окрестности точки х = а задана функция f(x) , не являющаяся 
многочленом степени n - 1 ,  но имеющая в этой окрестности производные до п-го 
порядка включительно. 

Вычислим величины f(a) , f'(a) , . . .  , t<n- l ) (a) и построим функцию 

f'(a) f(n- l ) (a) n- 1 Qп- l (x) = f(a) + -1 (х - а) + . . .  + ( _ ) ' (х - а) . 
1 .  n 1 . 

(6) 

Очевидно, Qn- l (х) есть много<rлен степени n - 1 .  Он называется многочленом Тейлора 
по степеням х - а  для функции f(x) . Если бы исходная функция f(x) сама бы была 
многочленом степени n - 1 ,  то выполнялось бы тождество f(x) = Qп- 1 (х) для всех 
значений х из рассматриваемой окрестности. В данном случае это тождество не имеет 
места, поскольку мы предположили,  что f(x) не есть многочлен степени n - 1 .  

Положим 1 f(x) = Qп-l (x) + Ru(x) , j (7) 

где Qn-1 (x) есть многочлен Тейлора степени n - 1 для функции f(x) по степе
ням х - а. Равенство (7) называется формулой Тейлора для функции f(x) в окрест
ности точки х = а ,  а Rn (х) называется остаточным членом рассматриваемой формулы 
Тейлора. 

Для остаточного члена Rn можно дать выражение через п-ю производкую от f(x) . 
Займемся этим. 

Пусть функция f(:z:) ,  не являющаяся многочленом степени n - 1 ,  на отрезке [а, Ь] 
имеет непрерывные производные до (n - 1 ) -го порядка включительно, а в интерва
ле (а, Ь) существует и производная п-го порядка. Запишем формально равенство 

f'(a) f"(a) f(n- l) (a) f(b) = f(a) + - (Ь - а) + -- (Ь - а)2 + . . . + ( 
. 

) (Ь - a)n-l + Rn . (8) 
1! 2 !  n - 1 ! 

Будем искать Rn в виде 
(9) 

где величина М подлежит определению. С этой целью введем вспомогательную функ
цию <р(х) , определив ее на отрезке [а, Ь] равенством 

[ f'(x) !"(х) 2 <р(х) = f(b) - f(x) + - (Ь - х) + -- (Ь - х) + . . .  + 
l !  2! 

f(n- I ) (x) 
+ (Ь - x)n- l + М(Ь - x)nJ . (n - 1)! 

( 10) 

Эта функция получается , если из f(Ь) вычесть правую часть (8), в которой точка а 
заменена на х .  

Функция <р(х) н а  отрезке [а, Ь ]  удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля. Дей
ствительно, 
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1 ) функция rp(a:) непрерывна на отрезке [а, Ь] , потому что на этом отрезке непре
рывна исходная функция f(a:) вместе со своими производными до (n - l) -ro порядка 
включительно; 

2) функция rp(a:) имеет на интервале (а, Ь) производную, потому что на нем имеет 
производную п-го порядка исходная функция f(a:) ; 

3) функция rp(a:) на концах отрезка [а, Ь] имеет равные значения: rp(a) = О ,  что 
следует из равенства (8) , и rр(Ь) = О, что видно из формулы ( 10) . Поэтому, согласно 
теореме Ролля, существует такая точка � Е (а, Ь) ,  что rp1(�) = О. 

Найдем производную rp1 ( х) : 

1 1 /1(Х) /"(а:) /"(а:) /(n- 1 )(:z:) n-2 rp (a:) = - [f (a:) - - + -- (b- x) - -- · 2 · (b-a:) + . . . + (Ь-х) -

т. е. 

l !  l !  2! (n - 2) ! 
/(n- 1 )(a:) /(n)(:z:) ] - · (n - 1 ) · 

(Ь - a:)n-2 + (Ь - a:)n- 1 - Мп(Ь - a:)n- 1 , (n - 1) ! (n - 1 ) ! 

(n) (  ) . 

rpl(x) = - f х (Ь - a:)n- 1  + Mn(b - x)n- 1 ' 
(n - 1) ! 

поскольку все члены сокращаются, кроме последних двух. Таким образом, 

1I0 = -(Ь - on-1 [ /(n)IO - мп] = о. rp (n - 1 ) ! 
Так как � i= Ь (точка � находится в интервале (а, Ь) ) , то отсюда следует, что 

J <n)IO 
( ) 

- М ·  n = О, 
n - 1 ! 

а потому М = t<�i0 . Таким образом, для Rn (см. формулу (9)) �олучаем выражение 

R = f(n)IO (Ь - a)n а < � < Ь. ( 1 1 ) n n! 
, 

Подставляя найденное значение Rn в равенство (8), получим 

/(Ь) = f(a) + 11

1
(�) (Ь - а) + !"�а) (Ь - а)2 + . . .  + 
. 2 . 

/(n- 1)(a) /(n) (t) + (Ь - a)n- 1 + --"' (Ь - a)n . (n - 1 ) ! n! 

( 1 2) 

Эта формула называется формулой Тейлора для функции f(x) . Последнее слагаемое 
правой части ( 12) 

R = f(n)IO (Ь - a)n n n! 
, 

где � - некоторая точка, находящаяся между а и Ь , называется остаточным членом 
формулы Тейлора в форме Лагранжа. 

При n = l из формулы Тейлора ( 1 2) получаем как частный случай формулу Ла-
rранжа 

/(Ь) = f(a) + 11{f) (Ь - а), 
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или 
/(Ь) - f(a) = !'(�)(Ь - а) . 

В равенстве ( 12) вместо а и Ь можно взять любые точки х0 и х из отрезка [а, Ь] . 
Поэтому формулу Тейлора для функции f (х) можно записать в виде 

!' (хо) !" (хо) 2 f(x) :::: f(xo) + -1 ,- (х - хо) + -2 , - (х - хо) + . . .  + 
/(n- l)(x ) + 
(n _ 1)� (х - xo)n- l  + Rn(x) ,  

где 

(точка � находится между х и х0) ,  или 

Rn(x) = 
/(n)(xo + 8(х - хо)) (х - ха)" , О < (} <  1 .  

n! 
При х0 = О  получаем формулу Маклорена 

( 13)  

f(x) = /(0) + /'(О) х + /"(О) х2 + . . . + /(n- I)(O) xn- l  + R (х) ( 14) 
1 !  2! (n - 1 ) !  n '  

где 
t<n> (вx) n Rn (x) = х , О < (} < 1 .  

n! 

Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано 
Мы предполагали, что функция f(x) имеет в окрестности точки хо производную 
/(n)(x) . Предположим теперь, что t<"> (x) непрерывна в точке хо . Тогда 

/(n) (x0 + В(х - хо)) = /") (х) + а(х), 
где а(х) ....... О при х ....... х0 ,  и остаточный член 

можно записать так: 

или 

D
( )  /(n) (xo + B(x - xo)) ( )" .. .,. х = 

, х - хо n. 

( ) f(n) (x0) ( )" а(х)(х - хо)" Rn х = 1 Х - Хо + , 
n. n! 

где а(х) --+ О. Так как а(х) --+ О, то a(x)(�;xo)n есть о ((х - x0)n) , х ....... х0 . Поэтому 
ж---�ож0 · х-+хо 

формула ( 13) примет вид 

( 1 5) 
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Формулу ( 1 5) называют формулой Тейлора разложения функции f ( х) по степеням х - Хо 
с остаточным членом в форме Пеано. Эта формула показывает, что, заменив f(x) 
в окрестности точки х0 ее много<mеном Тейлора п-ой степени, мы совершим ошибку, 
которая nри х -+ х0 является бесконечно малой более высокого порядка, чем (х- x0)n . 
Следовательно, формула ( 1 5) представляет наибольший интерес при х, достаточно 
близких к х0 . Поэтому ее называют еще локальной формулой Тейлора. 

§ 4. Разложение по формуле Маклорена 
· некоторых элементарных функций 

Представим формулой Маклорсна 

некоторые элементарные функции. 

1 .  f(x) = еж 

Имеем 
f(x) = ez , 
/'(х) = е21 , 

/(0) = 1 , 

/'(0) = J ,  
/(n�l)(x) = ех , 

j<n)(x) = ez , 

По формуле ( 1 ) будем иметь 

t�n-: 1)(0) = 1 ,  
j<n)(8x) = евж . 

х х2 xn- 1 евz 
е31 = 1 + -1 '. + - + . . . + ( - )1 + -, '  о <  е <  l .  2! n 1 . n. 

Полагая в равенстве (2) х = 1 ,  получим 

Поскольку 

сумма 

1 е8 
е = 2 + - +  . . . + (  ) 

+ -,  
2 !  n - 1 ! n! 

е8 3 
о < ' < , . 

n. n. 

о <  () < 1 .  

1 1 1 2 + 2! + 3! + · . .  + (n - 1) ! 

х < 0 < 1 

дает nриближенное значение числа е с недостатком и погрешностью, меньшей � . 

( l )  

(2) 

(3) 
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2. f(x) = sin х 
Имеем 

и вообще 

откуда 

j(x) = sin х, 
J'(x) = cos х, 
j"(x) = - sin x, 
j"'(x) = - cos x, 

/(0) ::::: о, 
/'(0) = l ,  

!"(О) =  О, 
/111 (0) = - 1 ,  

/(m) (x) = sin ( х + т · �) , 

J т (О) = sin т- = ( ) 1Г { О, если т = 2k, 
2 (- 1)k , если т =  2k + l ,  

а 
f(n) (ex) = sin (Bx + n�) . 

Следовательно, в многочлене Тейлора для sin х обращаются в нуль коэффициенты 
при четных степенях х ,  так что (2n + 1) -й многочлен и (2n + 2) -й многочлен тожде
ственны между собой. 

По формуле М аклорена ( 1 ) , беря n = 2k + 1 , получим 

где 

Очевидно, 

x2k+ l [ 
1Г ]  R2k+ 1 (x) = (2k + 1) ! sin (Jx + (2k + 1 ) l , О <  (J < l .  

3. f(x) = cos х 
Имеем 

j(x) = cos х, 
j'(x) = - sin х, 
j"(x) = - cos х, 

/(0) = 1 , 
/'(О) = О, 
/"(О) = - 1 , 

и вообще j(m)(x) = cos (х + т�) ,  так что 

/(m) (O) = COS т · - = 1Г { О, если 
2 (- l )k , если 

Поэтому в силу формулы ( l )  (если взять n = 2k + 2) 

т =  2k + 1 , 
т = 2k. 

(5) 
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rде 

Очевидно, 

:z:2k+2 [ 
1Г] R2k-t;z(:z:) = 

(2k + 2)! 
cos Ох + (2k + 2) 2 , О < О <  1 .  

:z:2k+2 
\Rzk+z(x) 1 � (2k + 2) ! . 

Формулами ( 4) и ( 5) можно nользоваться для вычисления nриближенных значений 
sin х и cos х с любой степенью точности. На рис. 6 и 7 показано приближение функций 
sin :z: и cos х в окрестности точки х = О  многочленами Тейлора этих функций . 

у у 

о 

- 1  - 1  

Рис. 6 Рис. 7 

4. f(ж) = ln(l + х) 
Эта функция определена и дифференцируема любое число раз для х > - 1 .  Имеем 

j(x) = Jn(l + х), j(O) = ln 1 = О , 

1 1 1 j (:z:) = 1 + х ' 
j (О) = J ,  

11( l 11 ) f ) j (о = - 1 , х = - ( l + :z:)2 ' 

!"'< ) 1 · 2 
t"'(o) = 21, :z: ::::: ( l  + :z:)З , 

. . . . . . . . . . . . . .. .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  о • • • • • • • • • •  

/(n- l )(x) = (- I)" (n - 2)! in- 1 ) (0) = (- l)" (n - 2)! , 
( 1  + x)n- 1 ' 

j<"J (:z:) = (- 1 )n+ f  (n - J ) !  
(1 + х)" '  

В силу формулы Маклорева ( 1 )  

rде 

х :z:2 :z:з xn-1 
Jn( J  + х) :::: - - - + - - . . . + (-1)" -- + Rn(:z:) , 

1 2 3 n - I (7) 
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5. f(x) = (1  + х)0 (а - действительное, х > - 1 )  
Имеем 

j(x) = ( l +x)a, 

j'(x) = a ( l +x)a- l ,  

/11 (x) = a(a - l ) ( l +x)a-2, 

/ (0) = 1 ,  

/'(О) = а,  

/"(О) = а(а - 1) ,  

in- l )(x) =a(a- l )  . . .  (a-n+2) ( 1  +x)a-n+ l , /(n-l ) (O) = a(a- l )  . . .  (a-n +2) ,  

f(n)(x) =a(a- 1 )  . . . (a-n+ 1 ) ( 1 +x)a-n , /(n) (fJx) = a(a - l) . . .  (a-n+ l ) ( l +Ox)"'-n . 

Поэтому 

где 

( )а _ � а(а - 1 )  2 a(a - I ) . . . (a - n + 2) n- l ( ) 1 + х - 1 + х +  х +  . . .  + 
( ) 

х + Rn x , 
1 !  2! n - 1  ! 

( ) 
о:( а - 1 )  . . .  (а - n + 1 )  

( )a-n n Rn х = 1 + Ох х , 
n! 

о <  (J < 1 .  

(8) 

Если а = т - натуральному числу, то все члены формулы ( 1) начиная с (т + 1 ) -го 
исчезают, и формула Маклорена превращается в известную формулу бинома Ньютона 

1 ( · )т т т(т - 1 )  2 т 1 l + х = 1 + l х + 
1 

х + . . .  + х Vx. 
. 1 .  2. 

' 

§ 5. Использование формулы Маклорена 
для получения асимптотических оценок 
элементарных функций и вычисления пределов 

В свое время мы установили асимптотические формулы для элементарных функций 
(глава VIII, § 1 7) .  

sin x = x + o(x) } 
ez = 1 + х + о(х) 

х � о . 
J n( l + x) = x + o(x) 
( l  + х)а = 1 + ах +  о(х) 

( 1 )  

Формулы ( 1 ) дают представление элементарных функций при малых значениях l xl . 
Мы пользавались ими при вычислении простейших пределов. Для вычисления более 
тонких пределов, когда определяющую роль играют члены высокого порядка относи
тельно х при х � О , формулы ( 1 )  оказываются недостаточными. Поэтому возникает 
необходимость получить более точные асимптотические оценки для элементарных 
функций. Такие оценки легко получаем из формулы Маклорена, если в этой формуле 
взять остаточный член в форме Пеано. Приведем эти оценки: 

. .  
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х2 х'} 
е" = l + х + - + . . .  + - + o(xn) 

2! n! 
хз xs xln+l . 

( )n ( 2n+2) sm x = x - - + - - . . .  + - 1 + о х 
3! 5! (2n + 1 ) !  
2 4 ln Х Х n Х 

( 2n+ l
)

, 
COS X = 1 - - + - - . . .  + ( - 1) -- + О Х 

2! 4! (2n) ! 

х2 х3 xn 
ln( l + x) = x - - + - - . + ( - l)n- t _ + o(xn) 

2! 3! · · n 

а а(а - 1 )  2 ( 1 + х) = 1 + ах + 
l! 

х + . . .  + 

Пример. Найти предел 

a(a - l ) . . .  (a - n + l ) n ( n) + х + о х 
n! 

х - sln х 
�� -х-з-· 

х -+ о. (2) 

-4 При помощи формул ( 1) предел этот найти невозможно, поскольку по виду знаменателя можно за
ключить, что определяющую роль играют члены 3-го порядка относительно х (х --+ О) . Поэтому вос
пользуемся оценками (2) , Получим 

( ЖJ 
4 ) . х - sin х , х - х - 1! + о(х ) . ( 1 о(х4) ) 1 ��� -х-3- "' �� х3 "' �� 3! + -;;J "' б · .. 

Упражнения 
Применяя правило Лопиталя, найдите пределы 

3х2 + 4х - 7  
1 .  lim . x-t 2х2 + Зх - 5 

ln ( l  + х) - х 
4. J im --'-�--

ж-о tg2 х 

7. lim -- - - . ( 1 1 ) х-о sin х х 

2 
х cos х - sin х 

. lim 3 . х-о х 
esin :t - е:с 

5. Jim -.---
x-o SШ х - Х 

8. \ im ( 1  + х)1" ж . x-O-t-0 

tg х - sin х 
3. J im . . х�о х - sш х 

\n x б. lim --. 
ж-0+0 l n  sin х 

g, \im (!_) sin x х-0+0 Х 

10. Разложите многочлен х3 + Зх2 - 2х + 4 по степеням двучлена х +  \ .  
1 1 .  Разложите многочлен х3 - 2х2 + Зх + 5 по степеням двучлена х - 2 .  
1 2 .  Разложите по формуле Тейлора функцию f(x) = ;;. в окрестности точки х0 = - 1 .  
13. Разложите по формуле Тейлора функцию f(:r) = хех в окрестности точки х0 О 

(формула Маклорена). 
14. Разложите по формуле Маклорсна до о(х") функцию f(x) = е т +2 • 
15 .  Тяжелая нить под действием собственного веса провисает по цепной линии у = а ch � 

(а - const) .  По кажите, что для малых lxl форма нити приближенно выражается параболой. 

Используя формулу Маклорена, найдите пределы: 

cos x - 1 - i. 
16. l im 

4 
2 х-о х 

1 
1 + х cos х - vr+2X 

8. lim - . х-о Jn( l  + х) - х 

17 . v'l+'X + .V1 + х - 2�1 - х . lш1 · х�о х 
�1 + 2х - 1 

19. lim 4� � · х-о у 1 + Х - у 1 - Х 
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Ответы 
( 

1 .  � ·  2. - � .  3. 3. 4. -� .  5. 1 . 6. 1 .  7. 0. 8. 1 .  9. 1 . 10. (x+ l )3 - 5(x + 1) +8 .  1 1 .  (х - 2)3 +4(х - 2)2 + 

7(х - 2) +  1 1 . 12. f(x) = - 1  - (х + 1) - (х +  1)2 - • • •  - (x + l)n-I + (- 1)n [-I+����:)!•+' , О < () < 1 .  

1 ( ) х2 х3 .,•-J х" ( ) Ох 14 ( ) � е2 k ( n) 3. f х = х !Т + Т! + . . .  + (n-2)! + -;;т Ох + n е , О < () < 1 . . f х = t:o пх + о х . 

16. -i4 . 17. } . 1 8. - 1 . 1 9. fs .  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

§ 1 . Признаки возрастания и убывания функции 

Определение. Функция f(x) , определенная на отрезке [а, Ь] , называется неубывающей 
на [а, Ь] , если для любых х1 ,  х2 Е [а, Ь] из условия х 1 < х2 следует неравенство 
f(x i )  � f(x,) . Если из х 1 < х2 всегда следует f(x i )  < j(x2 ) ,  то функция f(x) 
называется возрастающей на [а, Ь] . 

Если на  отрезке (а, Ь] из условия х1 < х2 следуст неравенство f(x1 )  � f(x2) , то 
функция f(x) называется невозрастающей на отрезке [а, Ь] .  Если из условия х 1 < х2 
всегда следует f(x i )  > j(x2) ,  то функция f(x) называется убывающей на [а, Ь] . 

Оnределение. Функция f(x) называется монотонной на [а ,  Ь] , если она на [а, Ь] только 
неубывающая (в частности, возрастающая) или только невозрастающая (в частности, 
убывающая) . Возрастающие и убывающие функции часто называют также строго 
монотонными. 

Теорема 1 .  Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь] и имеет производную f'(x) 
по крайней мере в интервале (а, Ь) . Для того, чтобы функция f(x) на отрезке [а, Ь] была 
неубывающей, необходимо и достаточно выполнение условия f'(x) � О для всех точек х 
uз интервала (а, Ь) . 

<llil Необходимость. Пусть функция f(x) на 
отрезке [а, Ь] неубывающая (рис. l) . Дока
жем, что на интервале (а, Ь) производная 
!' ( х) � О. Возьмем точки х и х + дх в интер
вале (а, Ь) . Так как по условию f(x) неубыва
ющая, то при любом дх (положительном или 
отрицательном) знаку дх и f(х+дх) - f(x) ОДИН И ТОТ Же,  И П

О
ЭТОМУ f(x + дх) - f(x) 

-'----'------'-...;... � о. дх 
Учитывая, что по условию в каждой точ
ке х интервала (а, Ь) существует производ-

у 

f(x -� Ы") 1 
1 

О а х - 6-х х х + Ы"  Ь х  

Рис. 1 
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ная !' ( х) , из последнего неравенства получJtм 
/'( ) _ 

1 .  f(x + дх) - f(x) , 0 х - lffi л 7 . L!.x-->0 L.lX 
Итак, в любой точке х Е (а, Ь) имеем /'(х) � О. 

Достаточность. Пусть f'(x) � О на интервале (а, Ь) . Докажем, что функция J(x) 
неубывающая на отрезке [а, Ь] . Действительно, пусть х1 < х2 - любые две точки 
отрезка [а, Ь] . По теореме Лагранжа 

f(x2) - /(xt ) = /'(�)(х2 - X t ), где Xt < � < х2 . 
Так как по условию !' ( х) � О в каждой точке х интервала (а, Ь) , то и !' ( �) � О . Кроме 
того, х2 > х1 • Поэтому 

f(xz) � f(xt ) .  
Итак, из  неравенства Xt < х2  следуетнеравенство f(x 1 )  � f(x2 ) ,  а это и означает, что 
на отрезке [а, Ь) функция f(x) неубывающая . .,. 

Аналогично доказывается 
Теорема 2. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [а, Ь) и имеет производную f'(x) 
по крайней мере на интервале (а, Ь) . Для того, чтобы функция f(x) на отрезке [а, Ь) 
была невозрастающей, необходимо и достаточно выполнение условия f'(x) � О для всех 
точек х из интервала (а, Ь) . 

Таким образом, интервалы знакаnостоянства nроизводной f'(x) являются интер
валами монотонности функции f(x) . Сnраведливо следующее утверждение (доста
точное условие возрастания функции) : 
если f'(x) > О  на интервале (а, Ь) , то f(x) на отрезке [а, Ь] возрастает. 

Однако если f(x) возрастает на [а, Ь] , то отсюда 
не следует, что j'(x) > О всюду на интервале (а, Ь) . 

Пример. Функция f(x) = х3 возрастает на отрезке [- 1 ,  1 ) ,  
однако ее  производная f'(x) = 3х2 обращается в нуль в точ
ке х = О. ",.. 
Принято говорить также о возрастании или убы

вании функции в точке. 
Определение. Функция f(x) называется возрастающей 
в точке х = х0 , если существует такая окрестность 

у 

(х0 - 6, х0 + 6) точки х0 , в которой для всех х < х0 Рис. 2 

имеем f(x) < j(xo) ,  а для всех х > хо верно f(x) > J(xo) (рис. 2). 
Функция f (х) называетсяубывающей в точке х = х0 , если в не которой окрестности 

точки хо для всех х < Хо имеем f(x) > f(xo) ,  а для всех х > хо имеем f(x) < f(xo) . 

Следующая теорема выражает достаточные условия возрастания и убывания функ
ции в точке. 
Теорема 3. Пусть функция f(x) в точке х = хо имеет производную f'(xo) .  Если 
f'(x0) > О, то функция f(x) в точке х0 возрастает; если f'(x0) < О, то f(x) в точке х0 
убывает. 
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,... Пусть f'(x0) > О . Это означает, что 

. f (xo + дх) - f(xo) 
11m 

л > О . .6z-o и.Х 
Но тогда существует такое 6 > О, что мя всех дх, 
удовлетворяющих условию О < lдxl < б ,  верно нера-
венство 

f(xo + дх) - f(xo) 
дх 

> о. 

Отсюда следует, что при О < Jдxj < б величины дх 
и j(x0 + дх) - j(x0) имеют один и тот же знак: если 
дх < О , то и f(xo + дх) - f(xo) < О , т. е. f(xo + Ах) < 
f(xo) ; если же Ах > О , то и f(xo + Ах) - f(xo) > О , т. е. 
j(xo + дх) > j(xo) . Согласно определению, это означает, 
что функция j(x) в точке х0 возрастает. 

Подобными рассуждениями можно доказать, что если 
/'(хо) < О , то функция f(x) в точке хо убывает. IJII. 

Замечание. Теорема дает достаточные уеловил возрастания и убывания 
функции в точке. Так, функция, график которой представлен на рис. 3, 
возрастает в точке х = О ,  но в этой точке производная функции не су
ществует. Функция f(x) = х3 (рис. 4) возрастает в то•rке х = О, но ее 

11роизводная f'(x) = 3х2 в точке х = О  обращается в нуль. 

§ 2 . Экстремум функции 
Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестно

сти точки х0 , включая и саму точку х0 • -
Определение. Точка х0 называется точкой ло- у 
кальнаго максимума функции J ( х) , если суще
ствует такое б > О , что мя всех х из интервала 
( х0 - б, х0 + б) верно неравенство 

дf == f(x) - j(xo) � О 

(рис. 5) . Если существует б > О такое, что 
мя всех х из  и нтервала (хо - 6, ха + б) верно 

у 

о 

Рис. 3 

Puc. 4 

неравенство О х0 - д х0 х0 + д 
дf = f(x) - f(xo) ;;:=: О, 

то точка ха называется точкой локального мини
мума функции j(x) (рис. 6) . 

Рис. 5 

х 

х 

Значение функции f(x) в точке максимума называется локальным максимумом, 
значение функции в точке минимума - локальным минимумом данной функции. Мак
симум и м инимум функции называются ее локальными экстремумам и. 

Эти определения означают, что j(x0) есть локальный максимум функции f(x) ,  
если существует такой интервал ( х0 - б ,  хо + lJ) , в котором f ( х0) является наибольшим 
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о х 

Рис. б Рис. 7 

значением функции  f(x) ,  и f(x0) есть локальный минимум функции  f(x) , если су
ществует интервал (хо - б, Хо + б) , в котором f(xo) является наименьшим значением 
функции f(x) на этом интервале. 

Термин локальный (относительный) экстремум обусловлен тем, что введенное по
нятие экстремума связано с окрестностью данной точки в области определения функ
ции, а не со всей этой областью. Так, для функции у = f(x) , график которой пред
ставлен на рис. 7, точка х0 есть точка локального максимума, а точка х1 - локального 
минимума, но f(x0) < f(x1 ) .  В дальнейшем слово <<локальный•> будем для краткости 
опускать. 

Мы будем расс.матривать лишь точки строгого максимума и минимума. 

Определение. Точка х0 называется точкой строгого максимума (минимума) функ
ции f(x) , если существует б >  О такое, что для всех х , удовлетворяющих условию 

О < /х - хо/ < б, 
верно строгое неравенство 

f(x) - f(xo) < О  (соответственно f(x) - f(x0) > 0). 

В приведеином определении локального экстремума мы не предполагаем непре
рывности функции f ( х) в точке хо .  

Пример. Так, функция 

f(x) == { x2, x f- 0, 
1, х = О, 

разрывна в точке х = О, но имеет в этой точке максимум. В самом деле, существует li > О (например, 
б ·== 1 )  такое, что для всех х i- О из интервала ( - 1 ,  1) верно неравенство (рис. 8) 

f(x) - f(O) == f(x) - 1 < О. � у 
Задача 1 .  Исходя из определения максимума и минимума, доказать, 
что функция 

f(x) == { e-� ,  x f- 0, 
о, х == о 

имеет в точке х == О минимум, а функция 

g(x) == { хе--dт , х i- О, 
О, х = О  

не имеет в точке х == О экстремума. Рис. 8 
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Задача 2. Исследовать на экстремум в точке ха функцию f(x) = (x-xo)ntp(x) , считая, что nроизводная 
tp1(x) не существует, но функция rp(x) неnрерывна в точке х0 и tp(x0) 1 О, n - натуральное число. 

2. 1 .  Необходимое условие экстремума 

Теорема 4. Функция f(x) может иметь экстремум только в тех точках, в которых ее 
производная !' (х) либо равна нулю, либо не существует. 

у у = f(x) _,. Пусть в точке х0 функция J(x) имеет производкую 
и j'(xo) =1= О .  Для определенности пусть j'(x0) > О .  
Тогда функция f(x) в точке Хо будет возрастающей. 
Поэтому найдется такое б > О ,  что для всех х из ин
тервала (хо - б, хо) верно неравенство f(x) < J(x0) , 
а для всех х из интервала (х0, х0 + б) верно неравен
ство f(xo) < f(x) (рис. 9) . Из этого следует, что 
не существует окрестности точки х0 , в которой ве-
личина f(xo) была бы наибольшим или наименьшим 0 Хо - д  Хо Хо + д  х 

значением функции f(x) , и поэтому точка х0 не бу-
дет ни  точкой максимума, ни  точкой минимума функ- Рис. 9 
ции f(x) . 

Аналогичными рассуждениями придем к тому же выводу при /' ( х0) < О .  
Итак, если в точке х0 существует nроизводная f'(x0) i= О,  то в точке х0 не может 

быть ни  максимума, ни  минимума функции f(x) . Следовательно, экстремум функ
ции f(x) может быть только в такой точке, в которой производная f'(x) либо равна 
нулю, либо не существует . ..,. 

Геометрическую иллюстрацию теоремы да
ет рис. 10. Функция у = f(x) ,  график которой 
представлен на этом рисунке, имеет экстрему
м ы  в точках х 1 , х2 , х3 , х4 ; при этом в точках х 1 
и х4 производная f'(x) не существует, а в точ
ках х2 и х3 она равна нулю. 

Точки, в которыхвыполняется необходимое 
условие экстремума для функции f(x) , назы
ваются критическими точками этой функции. 
Они определяются как корни уравнения 

/'(х) = О  

у 

х 

Рис. IО 

и как точки, где j'(x) не существует (в частности, где f'(x) - бесконечно большал 
функция) . Корни уравнения /'(х) = О называют стационарными точками функ
ции f(x) : скорость изменения f(x) в такой точке равна нулю. 

Теорема выражает лишь необходимое условие экстремума, и не в каждой своей 
критической точке функция f ( х) обязательно имеет максимум или минимум. 

Пример. Так, наnример, для функции j(x) "' х3 имеем /1(0) = О. Поэтому точка х "' О является 
критической для данной функции. Но функция f(x) "' х3 в точке х = О экстремума не имеет, т. к. 
f(O) = О, f(x) < О  для х < О и f(x) > О  для х > О, так что в точке х = О данная функция возрастает . .,. 
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2.2. Достаточные условия максимума и минимума 

Теорема 5. Пусть х =. хо есть критическая точка для функции f(x), т. е. либо f'(xo) = О, 
либо f'(x0) не существуеrп, но сама функция f(x) непрерывна в точке х0 •  

Пусть существует такое б > О ,  что для всех х из интервала (хо - б, х0) производная 
f'(x) > О, а для всех х изинтервала (х0 , х0 +Ь) имеем f'(х) < О, т. е. при переходе х через 
точку Хо производная Р(х) меняет знак е плюса на минус. Тогда в точке х0 функция f(x) 
имеет максимум. 

<111 Так как по условию !' ( х) > О в интервале ( х0 - б, х0) , 
то на отрезке [х0 - 6, хо] функция f(x) возрастает; так 
как f'(x) < О в интервале (хо, хо + 6) , то на отрез
ке [х0 , х0 + б] функция f(x) убывает. Следователь
но, j(xo) есть наибольшее значение функции f(x) 
в окрестности ( Хо - 6, х0 + б) точки х0 (рис. 1 1 ) ,  а это 
означает, что f(xo) есть локальный максимум функ
ции f(x) . ..,. 

Аналогично доказывается 

Теорема 6. Пусть х = х0 есть критическая точка для 
функции f(x), т. е. либо f'(xo) = О, либо f' (xo) не су

у 

О х0 - д х0 х 

Pиc. l l  

ществует, но сама f(x) в точке Хо непрерывна. Пусть существует такое 6 > О, что 
для всех х из интервала (хо - 6, ха) имеем f'(x) < О, а для всех х из интервала (хо, х0 + 6) 
J' (x) > О, т. е. производноя f'(x) при переходе х через точку хо меняет знак с минуса 
на плюс. Тогда точка х0 есть точка минимума функции f(x) . 

Если в не которой окрестности (хо- 6, ха +6) критической точки х0 и слева и справа 
от точки хо знак производной f'(x) один и тот же, то в точке х0 нет экстремума  
функции f(x) . Так, если f'(x) > О как для х Е (х0 - 6 ,  х0) ,  так и для х Е (х0 , х0 + 6) ,  
то f(x) будет возрастающей как слева, так и справа от точки х0 .  Поэтому каким бы 
малым интервал (ха -6, х0 +6) ни был, f (х0) не будет ни наибольшим ,  ни наименьшим 
значением f(x) в этом интервале, т. е. в точке х0 не будет ни максимума, ни минимума 
функции  j(x) . 

Условие непрерывности функции j(x) в самой точке х0 
является существенным. Рассмотрим функцию 

f(x) = { -х, х < О, х + 1 ,  х ;?;: О  

(рис. 1 2) . В точке х = О производная /'(х) не существует. 
При переходе х через эту точку производная /'(х) меняет 
знак, но в точке х = О функция f(x) экстремума не имеет: 
не существует окрестности точки х = О ,  в которой f(O) = l 
было бы наибольшим или наименьшим значением функ
ции f(x) . Здесь нарушено условие непрерывности функ
ции f(x) в точке х = О . 

у 

х 

Рис. 1 2 

Правило 1 (отыскания экстремумов функции) .  Чтобы найти точки максимума и минимума 
функции f(x) , надо: 
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1 )  найти производную f' (х) , приравнять ее к нулю и решить полученное уравнение 
f'(x) = О; 

2) найти точки, в которых производмая f'(x) не существует. Эти точки и корни 
уравнения f'(x) = О  будут критическими точками для функции f(x) . 

3) исследовать знак производной J'(x) слева и справа от ка?Кдой критической 
точки. Если при переходе х через критическую точку х0 производмая f'(x) меняет 
свой знак с плюса на минус, то в точке х0 функция f(x) имеет максимум; если знак 
f'(x) меняется с минуса на плюс, то в точке х0 функция f(x) имеет минимум. Если 
при переходе х через критическую точку х0 знак f'(x) не меняется, то в точке Хо 
функция f(x) не имеет ни максимума, ни минимума. 

Примеры. 

1 .  Исследовать на экстремум функцию 

.,.. 1) Находим nроизводную: 
у1 = 2хе-"' - х2е-"' = е-"'(2 - х)х. 

2) Приревнивая у' нулю, находим критические точки функции у(х) :  х = О , х = 2. 
3) Исследуем знак nроизводной слева и сnрава от каждой из критических точек: 

у
' < о у' > о у

' < о 

: о  
' +  

: 2  
+ ' -

х 

Таким образом, точка х = О есть точка минимума, точка х = 2 - точка максимума данной функции 
(рис. 1 3) . .,. 
2. Исследовать на экстремум функцию 

.,.. 1 )  Находим nроизводную: 
1 2 1 

у = 3 .rx · 
2) Производнея нигде не обращается в нуль, но не существует в точке х = О: 

у1(х) --+  ос . 

.х-о 
3) Исследуем знак r/ слева и сnрава от точки х = 0: 

у' < 0 у' > о 

: о  
' +  

х 

Таким образом, точка х = О есть точка минимума данной функции (рис. 14) . .,. 

х 

Рис. 13  Рис. 14 

х 
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3. Исследовать на экстремум функцию 

... 1 )  Находим производную: у' = Зх2. 
2) Приревнивая у' нулю, находим критические точки функции у(ж) : ж =  О .  
3 )  Исследуем знак производной у' слева и справа от точки ж =  О: 

у' > о у' > о 

: о  
+ ' +  

Производная у'(х) == Зх2 > О как слева, так и справа 
от точки х = О. Следовательно, в точке х == О экстрамума 
нет, функция возрастает в точке х == О. � 
Замечание. Если функция f(x) имеет в точке ха экстремум, 
наnример, минимум, то это еще не значит, что справа от точ
ки ха функция возрастает, а слева убывает. Это nоказывает 
следующий nример. Пусть функция f(ж) задана равенством 

f(x) == { ж2 (2 - sin ;.) , х ;f О, 
О, х = О  

(рис. 15). Нетрудно видеть, что в точке х = О данная функ
ция неnрерывна и имеет минимум. Производнан функции 

f'(x) = 2х ( 2 - siп ;. ) + cos ;, в любой окрестности точ
ки ж == О , исключая саму точку х = О, неnрерывна и меняет 
знак бесконечно много раз. А сама функция f(ж) не моно
тонна ни слева, ни сnрава от тоЧки х = О .  

2.3. Исследование функций на максимум и минимум 
при помощи второй производной 

х 

у 

Рис. 15  

х 

Следующая теорема оnять выражает достаточные условия максимума и минимума 
функции.  

Теорема 7. Пусть в точке ха функция J(x) имеет первую и вторую производные, причем 
/'(ха) = О, а /"(ха) i= О .  Тогда в точке ха данная функция f(x) имеет максимум, если 
!''(ха) < О, и минимум, если !"(ха) > О .  

� Прежде всеrо заметим, что точка х0 является критической точкой для данной функ
ции j(х) , т. к. /'(ха) =- 0. 

Пусть !"(ха) < О .  Из этоrо следует, что в точке х0 первая производпая f'(x) 
убывает, т. е .  существует такая окрестность (ха - б, хо + б) точки ха , что для всех х 
из интервала (ха - б, ха) верно нсравенство j' (x) > !' (х0) = О ,  а для всех х из  ин
тервала (ха , Хо + 6) верно f'(x) < /'(хо) = О .  Таким образом, при переходе х через 
критическую точку хо производная !' ( х) меняет свой знак с плюса на минус. Следо
вательно, функция f(x) в точке х0 имеет максимум. 

Подобными же рассуждениями доказывается, что если n критической точке х0 
вторая производная !"(ха) > О , то функция j(x) в точке х0 и меет минимум . ..,. 

Отсюда получаем второе nравило отыскания точек экстремума функции. 

Правило 2 (отыскания экстремумов функции). Чтобы найти точки максимума и минимума 
функции f(x) , надо найти критические точки f(x) . Для этоrо поступаем так, как 
указано в правиле 1. Затем ищем вторую производную !"(х) . Если она в критической 
точке х0 существует и меньше нуля: /"(хо) < О ,  то в точке хо функция f(x) и меет 
ма�симум, если же j11(x0) > О, то в точке Хо функция f(x) имеет минимум. Если 
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в критической точке х0 вторая производная равна нулю или не существует, то такую 
точку х0 можно исследовать с помощью первой производной. 

Пример. Исследовать на экстремум функцию 

2 у = е-"' 

2 
...,. Имеем у' = -2хе-"' , откуда х = О - критическая точка. 

Далее находим у" = -2е-"'2 + 4х2е-"'2 • Отсюда 

у"(о) = -2 < о, 
так что точка х = О  - точка максимума функции (рис. 16) . .,. 

§ 3 .  Наибольшее и наименьшее 

у 

Рис. 1 6  

значение функции, непрерывной на отрезке 

х 

Если функция j (x) определена и непрерывна на отрезке [а, Ь] , то, согласно второй 
теореме Вейерштрасса, она на этом отрезке принимает наибольшее и наименьшее 
значения. 

Если свое наибольшее значение М функция f(x) принимает во внутренней точ
ке х0 отрезка [а, Ь] , т. е. когда а <  х0 < Ь, то М =  f(x0) будет локальныммаксимумом 
функции j (x) , т. к. в этом случае существует окрестность точки х0 такая, что значе
ния j(x) для всех точек х из этой окрестности будут не  больше j(x0) как в точках 
слева от точки х0 , так и в точках справа от точки х0 • 

Однако свое наибольшее значение М функция j ( х) может принимать и на концах 
отрезка [а, Ь] . 

Поэтому, чтобы найти наибольшее значение М непрерывной на отрезке [а, Ь] 
функции j (x) , надо найти все максимумы функции J(x) в интервале (а, Ь) и значе
ния j(x) на концах отрезка {а, Ь] , т. е. j (a) и j(b) , и выбрать среди них наибольшее 
число. Наименьшим значением т непрерывной на отрезке [а, Ь] функции j(x) будет 
наименьшее число среди всех минимумов функции j(x) в интервале (а, Ь) и значе
ний f (a) и j(b) . 

Для функции, график которой изображен на рис. 17 ,  имеем М = j(b) , т =  j(x0) . 
Пример. Из квадратного листа жести со стороной а, вырезая по углам равные квадраты и сгибая края, 
составляют прямоугольную открытую коробку. Как получить коробку наибольшей вместимости? 

...,. Объем v коробки, как функция х ,  определяется формулой (см. рис. 18): 
v(x) = :х(а - 2х)2, О � :х � i· 

х 

у 1 1 1 
1 1 

_ _ _ _  J 1 
l _ _ _ _  

f(b) 
а 

х - - - -1 г - - -
1 1 
1 1 
1 1 

Рис. 1 7  Рис. 18  
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Имеем 
dv 2 - = (а - 2х) - 4х(а - 2х) = (а - 2х)(а - бх). 
dx 

Отсюда критические точки функции v(x): х1 = � ,  xz = 1 · В интервале ( 0. 1 )  .лежит критическая точка 
а 

Х! = 6 ·  
Находим вторую производную функцию v(x) :  

d2v 

dx2 
= -2(а - бх) - б( а - 2х) .  

а d2v а ( ) При х = б имеем dx! < О , так что в точке х1 = б функция v х имеет максимум: 

v (�) = Н�а) 2  = �;. 
На концах отрезка [о. I ]  имеем v(O) = v ( I )  = О. 

Таким образом, наибольшее значение функции v(x) - наибольшая вместимость коробки - будет, 
а � если выбрать х = 6 ;  при этом вместимость коробки будет равна . 27 .  � 

§ 4. Направление выпуклости и точки перегиба кривой 
Пусть дана кривая уравнением у = f(x) и пусть функция f(x) в точке Хо имеет 
конечную производную f'(x0) ,  т. е. в точке Мо (хо, f(xo)) существует касательная 
к данной кривой, не параллельная оси Оу. 

Определение. Если существует такая окрестность (х0 - 6, х0 + б) точки х0 , что все 
точки данной кривой, абсциссы которыхсодержатся в этой окрестности,  расположены 
над касательной к кривой в точке М0 , то говорят, что выпуклость данной кривой 
в точке М0 направлена вниз (рис. 1 9) .  

Если все точки кривой с абсциссами и з  некоторой окрестности точки х0 находятся 
под касательной к этой кривой в точке Мо , то говорят, что выпуклость данной кривой 
в точке М0 направлена вверх (рис. 20) . 

Определение. Будем говорить, что график функции у = f ( х) ,  дифференцируемой 
на интервале (а, Ь) , имеет на этом интервале выпуклость, направленную вверх (вниз) , 

если график этой функции в пределах интервала (а, Ь) лежит не выше (не ниже) любой 
своей касательной. 

у у 

х х х 

Рис. 19 Рис. 20 Рис. 2 1  
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Определение. Точка М0 (х0, f(x0)) называется точкой перегиба кривой у = j(x) , если 
существует окрестность (х0-6, х0+6) точки х0 такая, чтодтrя х < х0 из этой окрестно
сти выnуклость кривой направлена в одну сторону, а при х > хо - в  противоположную 
(рис. 2 1) . 

Иными словами, точка М0 - точка персгиба кри
вой, если в этой точке кривая переходит с одной стороны 
касательной на друrую, меняя наnравление выnуклости. 

Укажем аналитический способ для оnределения на
nравления выnуклости кривой и отыскания точек пе
реrиба. Обозначим через у ординату точки кривой 
у = j(x) , а через У - ординату точки касательной, 
nроведеиной к этой кривой в точке М0 ( х0, f(x0)) , отве
чающие одной и той же абсциссе х (рис. 22). Очевидно, 
что если у - У > О для всех х i= х0 в достаточно малой 
окрестности точкй х0 , то выпуклость кривой в точке М0 

у 

о 

направлена вниз, а если у - У < О для указанных зна- Рис. 22 

у 
у 

х х 

чений х, то выпуклость кривой в точке Мо направлена вверх. Таким образом, вопрос 
о направлении выпуклости кривой в точке М0 сводится к вопросу о знаке разно
сти у - У в окрестности точки х0 • 

Учитывая, что уравнение касательной к данной кривой в точке М0 ( хо , f ( х0)) есть 
У - f(xo) = J'(xo)(x - ха), 

имеем 
у - У = f(x) - [J(xo) + /'(хо)(х - хо)) . ( 1 )  

Пусть функция у = f(x) в окрестности точки х0 имеет производную второго 
nорядка, непрерывную в точке х0 .  Воспользовавшись формулой Тейлора, будем иметь 

f(x) = f(xo) + !' (ха) (х - ха) + !" [ха + () . (х - ха)] (х - хо)2 О < () < 1 . {2) 
1 !  2! ' 

Из формул ( 1 )  и (2) получаем 

у - У = 
f" [xo + e

�
(x - xo)] (х - ха)

2
• (3) 

Если !" (ха) i= О ,  то в силу устойчивости знака неnрерывной функции в достаточно 
малой окрестности точки хо знак /11 [ х0 + () · (х -:- х0) J совпадает со знаком !" (х0) . Таким образом, из равенства (3) следует, что знак 
разности у - У совnадает со знаком f"(xo) . Поэтому, ("(х0) > О => 
если j"(x0) > О ,  то у - У > О для всех точек х i= х0 , 
достаточно близких к точке х0 , и в точке М о ( Хо , f ( хо) ) 
выпуклость кривой у = f(x) направлена вниз, а если 
f"(x0) < О , то выпуклостькривой вточке М0 направлена f"(xo) < О => 
вверх (рис. 23) .  Отсюда получаем необходимое условие 
точки перегиба. Рис. 23 

v 
М(х0, f(x0)) 
М(хо, {(:хо)) 
Г\ 

Теорема 8. Точка М0(хо, f(xo)) может быть точкой перегиба кривой у =  f(x) только 
если J" (xo) = О  (или J"(xo) не существует) . 



§ 4. Направление выпумости и точки nерегиба кривой -----------------295 

Это условие не является достаточным. Так, например, 
дЛЯ функции f(x) = х

4 имеем f"(x) = 12х2 и !"(О) = О, 
но точка 0(0, О) не есть точка перегиба кривой у = х4 :  
в этой точке выпуклость кривой направлена вниз (рис. 24). 

Достаточный признак точки перегиба выражается сле
дующей теоремой 

Теорема 9. Пусть функция f(x) имеет вторую производную 
в некоторой окрестности точки хо, непрерывную в точке хо . 
Если f"(x0) = О и при переходе х через точку х0 вторая Рис. 24 

у = х4 

х 

производноя f"(x) меняет знак, то точка Мо (хо, f(xo)) есть точка перегиба кривой 
у = f(x). 

� Пустьдляфункции у =  f(x) условие f"(xo) = О выполнено и пустьсуществуеттакая 
окрестность (хо - 6, х0 + 6) точки х0 , что в этой окрестности для всех х < Хо знак 
f"(x) один, а для всех х > х0 знак f"(x) противоположный. Тогда при переходе через 
точку М0 (х0, f(x0)) наnравление выпуклости кривой меняется. Поэтому точка М0 
будет точкой переrиба данной кривой. 

Если же f"(x0) = О, но в векоторой окрестности точки х0 знак j"(x) один и тот 
же как при х < хо , так и при х > х0 , то точка М0 не будет точкой переrиба: в этой · 
точке выпуклость кривой направлена вниз, если f"(x) > О как слева, так и сnрава 
от точки х0 , и выпуклость кривой направлена вверх, если f"(x) < О как слева, так 
и справа от точки х0 . ..,. 

Задача. Доказать, что вели функция f(x) имеет в точке .r0 конечную третью производную и удо
влетворяет условиям f11(.r0) = О, f111 (x0) # О ,  то график функции у =  f(x) имеет перегиб в точке 

Мо(хо, f(xo)) . 

Можетоказаться, что вточке перегиба М0 (хо, f(x0)) кривой у = f(х) касательная 
вертикальна, и поэтому f"(x) в точке хо не сушествует. 

1 2 
Пример. Рассмотрим, наnример, функцию J(x) = х3 . Имеем f'(x) == j х- з , f"(x) = - � � ·  Оче

v х5 

видно, нет ни одной точки, в которой f"(x) = О . Но есть точка х =  О ,  в которой f"(x) не существует. 

Исследуем знак f"(x) в окрестности этой точки. Нетрудно видеть, что f"(x) > О в интервале 

( -6, О) и /11 (х) < О в интервале (0, 6) , где 6 > О. Таким образом, слева от точки 0(0, О) выnуклость 
кривой наnравлена вниз, сnрава от точки 0(0, О) - вверх. Следовательно, точка 0(0, О) есть . точка 

1 
первгиба кривой у = х 3 .  Касательная в точке О( О, О) к этой кривой перпендикулярна оси Ох. � 
Окончательно достаточный признак точки переrиба может быть сформулиро

ван так. 

Пусть кривая у = f(x) имеет в точке Мо (хо, f(x0)) касательную, хотя бы и парал
дельную оси Оу. Пусть функция f(x) в некоторой окрестности точки хо, кроме, быть 
.может, самой точки х0, имеет непрерывную вторую производную. Если !" ( х) в точке х0 
равна нулю или не существует и при переходе х через точку хо производноя !" (х) меняет 
свой знак, то точка М0 (х0, f(x0)) есть точка перегиба кривой у = J(x) . 



�96 __________________ rnaвa Xl. Иссnедовакме фукКI.\МЙ одкой nеремеккой 

§ 5. Асимптоты графика функции 

Определение. Асимптотой кривой с бесконечной у 
ветвью называется такая прямая, что расстоя-
ние б точки М кривой до этой прямой стре
мится к нулю при неоrраниченном удалении 
точки М по бесконечной ветви от начала коор
динат (рис. 25). 

Вертикат.ные асимптоты 
Прямая х = хо является вертикальной асимп
тотой графика функции у = f(x) ,  если хотя 
бы одно из предельных значений 

lim f(x) или lim f(x) х->х0-о x->zo+O 

х 

Рис. 25 

равно +оо или -оо. Действительно, при этом расстояние б = !х - х0 ! от точки 
М(х, f(x0)) графика функции у =  f(x) до прямой х = х0 стремится к нулю, а сама 
точка М неоrраниченно удаляется от начала координат. 

Так, график функции у = � имеет вертикаль- у 
ную асимптоту х = О ,  поскольку 

1 1 
lim - = -оо, lim - = + оо  

у __
_ х1 х--.О-0 Х х--+0+0 Х 

(рис. 26) . 
1 

Кривая у = е :t имеет верт]:fкальную асимпто-
ту х = О ,  так как 

1 
lim e:t = +оо. х-->0+0 

На рис. 27 представлены возможные случаи 
взаимного расположения кривой и вертикальной 
асимптоты. 

Для разыскания вертикальных асимптот кри- Рис. 26 
вой у =  f(x) поступаем так: 

1 ) находим на оси Ох точки разрыва функции f ( х) ;  

х 

2) выделяем те из них, в которых хотя бы один из пределов функции f(x) (сле
ва или справа) равен +оо или -оо. Пусть это будут точки :z: 1 ,  х2, • • • , Xm . Тогда 

у у у у 

х 

Рис. 27 
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прямые х = х1 , х = х2, . . .  , х = Xm будуТ вертикальными асимптотами графика 
функции у =  f(x) . 

Например, для кривой у = х21_ 1 верти
кальными асимптотами будут прямые х = - 1  
и х = 1 (рис. 28). 

Вертикальная прямая х = х0 может ока
заться асимптотой графика функции у = f ( х) 
и в том случае, когда точка х0 является кон
цом интервала, в котором определена функ
ция f(x) . Это будет тогда, когда хо - левый 
конец интервала и 

lim f(x) = +оо или - оо, 
Х->Хо+О 

либо когда х0 - правый конец интервала и 
lim f(x) = +оо или - оо. 

Х-->Хо-0 

Например, функция у = ln х определена 
в интервале О < х < +оо, и для нее 

lim ln х = -оо, 
Х-->0+0 

у 

у - 1 - x2 - l 

х 

Рис. 28 

так что прямая х = О  (ось Оу) является вертикальной асимптотой графика функции 
у =  ln x .  
Наклонные асимnтоты 
Пусть функция у = f(x) определена для всех х � а (или х :::; а) . И пусть прямая 
у = kx + Ь является асимптотой графика функции у = f(x) . Такую асимптоту 
называют наклонной. 

Для определенности будем рассматривать 
сколь угодно большие значения аргумента х 
положительного знака. Тот факт, что прямая 
у = kx + Ь является асимптотой кривой у = 
f(x) , означает, согласно определению асим
птоты, что расстояние {j от точки м(х, f(x)) 
кривой до этой прямой стремится к нулю при 
х --+ +оо. Обозначим через а (а :::/= j) угол, об
разованный асимптотой с осью Ох. Из рис. 29 
видно, что 6 = lM Nl cos а. Поскольку cos а:::/= О, 
стремление к нулю величины 6 при х --+ +оо 

у 

влечет за собой стремление к нулю величи- Рис. 29 

х 

ны IМNI , и наоборот. Замечая, что IMNI = lf(х)-kх-Ьj , приходимк выводу: прямая 
у = kx + Ь будет наклонной асимптотой графика функции у = f(x) при х --+ +оо 
тогда и только тогда, когда 

lim (J(x) - kx - Ь) = 0, 
Х-->+00 

т. е. когда функция f(x) представима в виде 
f(x) = kx + Ь + а(х), (1) 

где lim а(х) = О. 
:J0-.-.-1--()C) 
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Существование асимптоты у =  kx + Ь у кривой у =  f(x) при х --> +оо означает, 
что при х --> +оо функция у = f(x) ведет себя <<почти как линейная функция•>, 
т. е. отличается от линейной функции у = kx + Ь на бесконечно малую функцию 
при х --> +оо . · 

Теорема 10. Для того, чтобы график функции у = f(x) имел при х --> +оо наклонную 
асимптоту у =  kx + Ь, необходимо и достаточно, чтобы существовали оба предела 

lim 
f(x) 

= k 
Х-->+00 Х 

и Jim [/(х) - kx] = Ь. 
Х-->+00 

(2) 

� Необходимость. Пусть график функции у = f(x) при х --> +оо имеет асимптоту 
у =  kx + Ь ,  т. е .  для f(x) справедливо представление ( 1 ) : 

f(x) = kx + Ь + а(х) ,  где а(х) ---> О. 
z-r-t-oo 

Тогда 

l im 
f(x) 

= lim [k + � + а(х) ] = k, 
Х-->+00 Х Х-->+00 Х Х 

lim [f(x) - kx] = lim [Ь + а(х)] = Ь, 
х-+оо х-->+ОО 

т. е. существуют оба предела (2). 
Достаточность. Пусть существуют оба предела (2). Существование второго из этих 

пределовдает право утверждать, что разность f(x) - kx - Ь является бесконечно малой 
функцией при х --> +оо. Обозначив эту разность через а(х) ,  получим 

f(x) = kx + Ь + а(х) , где а(х) ---> О. 
z-+oo 

Это означает, что графикфункции у =  f(x) имеетнаклонную асимптоту у =  kх+Ь . ..,. 
Аналогично исследуется случай х --> - оо .  

ж2 
Пример. Рассмотрим функцию у = ;:т . 

<1111 Ее график имеет вертикальную асимптоту х = 1 . ж2 
Запишем функцию f(x) = ж-l  в виде 

х2 - 1 + 1 1 
f(x) = 1 = х + 1 + 

--1 . . х - х -

Величина ж� ! стремится к нулю при х _, оо .  Таким 
ж2 

образом, функция j(x) = ;:т допускает представле-
ние 

f(x) = х + 1 + а(х), 

где а(х) = _..!__1 __, О. Отсюда следует, что график Z- Z-H."() 
данной функции имеет наклонную асимптоту у = х + 1 
{рис. 30) . .,.. 

Полезно исследовать знак разности 

д = f(x) - kx - Ь. 

х 

Рис. 30 

Если д > О ,  то кривая расположена над асимптотой; если д <  О ,  то под асимптотой. 
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Горизонтальная асимптота (частный случай наклонной, k = О) 
Если при х .....,.. +оо (или nри х .....,.. -оо) функция j(x) имеет конечный nредел, равный 
числу Ь :  

lim f(x) = Ь (соответственно lim j(x) = Ь) ,  
х�+оо х�-оо 

то прямая у = Ь есть горизонтальная асимптота соответственно для правой или левой 
ветви графика функции у =  j(x) . 

Примеры. 

1 .  Пусть у = � · Для функции f(x) = � имеем 

. 1 
lнn - = 0, 

:l'-+00 х 

так что график функции у = .!. имеет горизонтальж 
ную асимnтоту у =  О. 

2. Пусть у = arctg х .  Для функции f ( х) = arctg х 
имеем 

1Г 1Г 

ж.Ц�\, arctg = 2 , ж��оо arctg х = -2 .  
Таким образом, nравая ветвь графика функции 
у = arctg х имеет горизонтальную асимnтоту 
у = I , а левая ветвь - асимnтоту у = - I 
(рис. 31) .  

3. Пусть у =  si:ж , у(О) = l .  Поскольку 
sin x 

lim -- = 0, 
Ж-+00 Х 

у 

_ZI. 
2 

ZJ. 
2 

Рис. 3 1  

прямая у = О является горизонтальной асимnтотой графика функции у = si: ж (рис. 32). 

1 -Зп 
Рис. 32 

х 

.. Зп х 

Последний пример показывает, что кривая у = f ( х) может перссекать свою асимn
тоту, и даже бесконечное множество раз. 

Задача. Установить условия существования асимптот у графика рациональной функции. 

§ б. Схема построения графика функции 
Одна из возможных схем исследования функции и построения ее графика разлагается 
на следующие этапы решения задачи: 

1 .  Область определения функции (О.О.Ф.) . 
2. Точки разрыва функции, их характер. Вертикальные асимптоты. 
3. Четность, нечетность, периодичность функции .  
4 .  Точки пересечения графика с осями координат. 
5. Поведение функции на бесконечности. Горизонтальные и наклонные асимп

тоты. 
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6. Интервалы монотонности функции ,  точки максимума и минимума. 
7. Наnравления выпуклости кривой. Точки перегиба. 
8. График функции .  

Пример 1 .  Построить график функции 
1 

У = 1 + х2 
{верзиера или локон Марии Аньези). 

� 1 .  О.О.Ф. - вся числовая ось. 
2. Точек разрыва нет; вертикальных асимnтот нет. 
3. Функция четная: f(-x) = f(x) , так что график ее симметричен относительно оси Оу ; неnери

одическая. Из четности функции следует, что достаточно nостроить ее график на nолуnрямой х � О ,  
а затем зеркально отразить его в оси О у .  

4 .  При х = О имеем у = J ;  у 1 О,  у > О Vx , так что график функции лежит в верхней nолуnлос
кости у >  О .  

5 .  lim f(x) = lim t:-::I1 = О ,  так 
х-±оо х-±оо +х 

что график имеет горизонтальную асимпто
ту у =  О; наклонных асимптот нет. 

6. у' = - ( 1::2)2 . Так что функция f(x) 
возрастает nри х < О  и убывает, когда х > О .  
Точка х = О - критическая. При nереходе х 
через точку х = О  производная у'(х) меня
ет знак с минуса на плюс. Следовательно, 
точка х = О - точка максимума, y(Q) = 1 . 
Результат этот достаточно очевиден: f(x) = 

у 

о 

� ::;; 1 Vx . Рис. 33 
х 

7. у11 = -2 (: ��1;3 . Вторая производная обращается в нуль в точках х = ± fз . Исследуем точку 

х = -Jз (далее соображение симметрии). При х > -Jз имеем у" > О, т. е. кривая выпукла вниз; 

при х < fз получаем у" < О (кривая выпукла вверх). Следовательно, точка х = 7J !j- - точка 
перегиба графика функции. 

Результаты исследования сведем в таблицу: 

х ( -00, - !f-) у') (-!f-, o) о (О, '7) у') ( '7, +оо) - т т 

!'(х) + + + о - - -
!"(х) + о - -2 - о + 

f(x) /' Точка перегиба /' max "' Точка перегиба "' 

В таблице стрелка « /' "  указывает на возрастание функции, стрелка • ",. • - на ее убывание. 
График функции изображен на рис. 33 . .,.. 

Пример 2. Построить график функции 
1 

у =  х2 + - {трезубец Ньютона). 
х 

� 1 .  О.О.Ф. - вся числовая ось, исключая точку х = О . 
2. Точка разрыва функции х = О . Имеем 

так что прямая х = О - вертикальная асимптота. 

. ( 2 1 ) l tm х + - = -оо, 
х-о-о х 

3. Функция не является ни четной, ни нечетной {функция общего положения); непериодическая. 
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2 J z3+J 
4. Лолагая у = О, полу'!аем х + ж == О или -.,- = О ,  отку-

да х = -1 ,  т. е. график функции пересекает ось Ох в ТО'Iке ( -1 ,  О) . 
5. IIm /(z) = lim (х + ::',.) = ±оо - наклонных и гори-z-.±оо ж z-+:!:00 z 

зонтальных асимптот нет. 
1 1 2ж3-1 1 6. у = 2х - Ж! = -;г- ,  откуда х = И - крити'lеская точка. 

Вторая производная функции у" = 2 + -!r > О в точке х = -k , так "' v2 
что х = "И - точка минимума. 

11 2(ж3+1 ) 7. Вторая производная у = ---;;- обращается в �уль в точ-

ке х = - 1  и меняет свой знак с • + • на • - • при переходе через 
эту точку. Следовательно, точка (- 1 ,  О) - точка первгиба кривой. 
Для х Е (-оо, -1) и х Е (0, +оо) имеем у" > О, т. е. выпуклость 
кривой направлена вниз; для - 1  < х < О имеем у" < О, т. е. вы
пуклость кривой направлена вверх. 

Результаты исследования сводим в таблицу: 

х (-оо, - 1 ) - 1  (-1,  О) о (о, 'И) 
!'(х) - - - Не существует -

!"(х) + о - Не существует + 

1 
и 
о 
+ 

у V.,+� 1 х 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 х 

V2 

Рис. 34 

("И · +оо) 
+ 
+ 

f(x) 
Точка первгиба Не существует. 

min f (  'И) � 1,89 '\. /(- 1 )  = о  '\. Вертикальная '\. / 
асимптота х = О 

График функции изображен на рис. 34 . .,. 

Пример 3. Построить график функции 

lп х у == х + -;- · 

..,. 1 .  О.О.Ф. - полупрямая х > О . 
2. В области определения функции точек разрыва нет. 

При х - О + О имеем 

1
. ( ln x) lПl х + - = -00, ж-0+0 Х 

так что прямая х = О, проходящая через граничную точку 
области определения функции у(х) , является вертикальной 
асимптотой графика функции. 

3. Функция общего положения, непериодическая. 

х 

Рис. 35 
l n  z 2 4. Лолагая у = О, получаем х + z- = О, или х + ln х О .  Приближенное решение этого 

уравнения можно получить графически (рис. 35). 
5. 

lim 
f(x) = lim ( 1 + ln2

x) = 1 = k. х-++оо х ж-++оо Х 

lim [f(x) - kx] = lim 
ln x = 0 = 11. z-++oo z-++oo х 

Отсюда у = х - наклонная асимптота графика. 
6. 

1 1 ln х х2 + 1 - ln х у = 1 + х2 - Х2 = х2 
Из рис. 36 видно, что х2 + 1 > ln х \tx > О и, значит у' > О \tx, т. е. функция f(x) возрастает на (0, +оо) . 
Экстрамумов нет. 
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Рис. 36 

7 .  
1 1  2 1 2 ln х 2 ln х - 3 у = - - - - + -- = хз хз хз хз 

х 

Рис. 37 

Вторая nроизводная обращается в нуль при х = е312 , и nри переходе х через эту точку у" меняет знак 
с • - •  на •+•. Следовательно, х = е312 - абсцисса точки первгиба кривой. 

Результаты исследования сводим в таблицу: 

х (О, хо) хо (хо, еЗ/2) еЗ/2 

!'(х) + + + + 

!"(х) - - - о 

f(x) /' о /' Точка перегиба. 

График функции изображен на рис. 37. � 

Пример 4. Построить график функции 

• 1 .  О.О.Ф. - вся числовая ось, исключая точку х = О . 

f(e312) � 4,82 

(еЗ/2 , +оо) 

+ 

+ 

/' 

2. Точка х = О - точка разрыва 2-го рода функции. Так как lim (х + ::!,) = +оо, то прямая 
ж-+0±0 х 

х = О  - вертикальная асимптота графика функции. 
3. Функция общего положения, неnериодическая. 
4. Полагая у =  О, имеем х3 + 1 = О , откуда х = - 1 ,  так что график функции nересекает ось Ох 

в точке (- 1 ,  0) . 
5. 

lim f(x) 
= lim (1 + �) = 1 = k, 

ж-+±оо х z-+±oo х 
1 

lim [f(x) - kxj = lim -2 = О = Ь. 
ж-+±оо z-+±oo Х 
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Следовательно, график функции имеет наклонную асимптоту у = х . 
1 2 ж3-2 1 3 3м 6. у = 1 - Ж! = zr .  Из условия у = О получаем х - 2 = О ,  т. е. х = v 2 - критическая точка. 

Вторая производная функции у" = � > О всюду в области определения, в частности, в точке х = И. ж 
Так что х = И - точка минимума функции. 

7. Поскольку у" = � > О Vx , х f. О, то всюду в области определения функции выпуклость ее ж 
графика направлена вниз. 

Результаты исследования сводим в таблицу: 

х (-оо, -1) -1  (-1,  О) о (о. И) и (И, +оо) 
!' (х) + + + Не существует 

!"(х) + + + Не существует 

Не существует. 

f(x) /' о /' х = О -
вертикальная 

асимптота 

График функции изображен на рис. 38 . ..,. 

Пример 5. Построить график функции 

..,. 1 .  О.О.Ф. - вся числовая ось. 
2. Непрерывна всюду. Вертикальных асимnтот нет. 
3. Общего положения, непериодическая. 
4. Функция обращается в нуль nри х = О и х = 3 .  
5. 

f(x) �х(х - 3)2 lim -- = lim = 1 = k, 
z-+±oo х х-±оо х 

- о + 

+ + + 

'\. min f( {/2) � 1,89 /' 

[ ] [� ] х(х - 3)2 - х3 
lim f(x) - х = lim х(х - 3)2 - х = lim = -2 = Ь. 

ж�±оо ж�±оо ж�±оо �х2(х _ 3)4 + х �х(х _ 3)2 + х2 

Таким образом, график функции имеет наклонную асимптоту у = х - 2 .  
6. 

, (х - 3)2 + 2х(х - 3) х - 1 у - --
3 [х(х - 3)2] 2/3 - х2/З(х - 3) 1/3 . 

Производная у' ( х) обращается в нуль в точке х = 1 и не существует при х = О и х = 3 .  При переходе х 
через точку х = О  (х < 1 )  производная у'(х) не меняет знак, так что в точке х = О  экстремума нет. 
При переходе точки х через точку х = 1 (О < х < 3 )  производная у'(х) меняет знак с • + • на • - • .  

Значит в точке х = 1 функция имеет максимум. При переходе х через точку х = 3 (х  > 1 )  nроизводная 
у'(х) меняет знак с • - •  на • + • .  т. е. в точке х = 3 функция имеет минимум. 

7. Находим вторую производную 

у" = 
2 

Вторая производная у11(х) не существует в точке х = О  и при переходе х через точку х = О  у11 ме
няет знак с • + • на • - • , так что точка {О, О) кривой - точка первгиба с вертикальной касательной. 
В точке х = 3 первгиба графика нет. Всюду в nолуплоскости х > О выпуклость кривой направлена 
вверх. 

Результаты исследования сводим в таблицу: 
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х ( -оо, О) о (0, 1) 1 ( 1 ,  3) 3 (3, +оо) 
!' (х) + Не существует + о - Не существует + 
!"(х) + Не существует - - - Не существует -

Точка nервгиба 

f(x) / (0, О) / max f( 1 ) � 1 ,59 '\. min f(З) == О  / с вертикальной 
касательной 

График функции nредставлен на рис. 39 . .,. 

у 
у 

Рис. 38 Рис. 39 

§ 7. Исследование функций на экстремум 
с помощью производных высшего порsщка 

Для отыскания точек максимума и минимума функций может быть исnользована 
формула Тейлора. 

Теорема 1 1 .  Пусть функция f(x) в некоторой окрестности точки хо имеет производ
ную п-го порядка, непрерывную в точке х0 •  Пусть f'(x0) = f"(x0) = . . .  = f(n- J)(x0) = 0, 
но f(n) (x0) i= О. Тогда если число n - нечетное, то функция f(x) в точке х0 не имеет 
экстремума; когда же n - четное, то в точке х0 функция f(x) имеет максимум, если 
f(n) (xo) < О, и минимум, если f(n) (xo) > О. 

� В силу определения точек максимума и минимума вопрос о том, имеет ли функ
ция f(x) в точке х0 экстремум , сводится к тому, существует ли такое 6 > О, что 
в интервале (х0 - 6, хо + о) разность f(x) - f(x0) сохраняет знак. По формуле Тейлора 
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J'(x ) !"(х ) /(n- l)x '(x) = f(xo) + --lf- (x - xo)+ Т <х - хо)2 + . . .  + (n - 1)� (х - хо)"- 1 + 

+ J(n) (xo +O(x - xo)) (х - хо)" (0 < 8 < 1) .  
n! 

Гак как по условию J'(xo) = J"(xo) = . . . = /(n- l)(xo) = О, то из ( 1) получаем 

( )  ( ) /(n) (zo + 8(x - xo)) ( )" f х - J хо = х - хо . n! 

(1)  

(2) 

1оусловию f(n) (x) неnрерывна в точке хо и f(n) (x0) =f. О. Поэтому в силуустойчивости 
•нака непрерывной функции существует такое б > О ,  что в интервале (х0 - б, х0 + б) 
:нак j<")(x) не меняется и совпадает со знаком /(n) (x0) .  

Рассмотрим возможные случаи: 
1) n - четное число и /(n) (xo) > О . Тогда 

J<nl (xo + �(х - Хо)) 
(х - хо)" � О 'rlx Е (хо - б, Хо + б), 

n. 
L nотому в силу (2) 

j(x) - J(xo) � О 'rlx Е (хо - б, хо + б) .  
:огласно оnределению это означает, что точка х0 естьточка минимума функции j(x) . 

2) n - четное и /(n! (x0) < О . Тогда будем иметь 

/(n) {xo + 8(х - zo)) n ;;......_��-,..:.._-� (х - zo) � О 'rlx Е (zo - б, хо + б) ,  
n. 

1 вместе с этим и j(x) - /(х0} � О  'rlx Е (zo - б, хо + б) .  Поэтому точка х0 будет в этом 
:лучае точкой максимума функции j(x).  

3) n - нечетное число, /(n) (z0) =f. О. Тогда при х > х0 знак 

/(n) {zo + 8(х - zo)) ( )" х - хо 
n! 

5удет совnадать со знаком J(n)(zo) , а при х < :с0 будет противоположным. Поэтому 
1ри сколь угодно малом б > О знак разности j(x) - j(x0) не будет одним и тем же 
l)lЯ всех х Е (х0 - б, х0 + б} .  Следовательно, в этом случае функция /(z) в точке zo 
�кстремума не имеет. IJI> 

Прммер. Рассмотрим функции 1) у = z4; 2) у = х3 . 
.,. Легко видеть, ч,то точка ж = О является критической точкой обеих функций. Для функции у = х4 
первая из отличных от нуля производных в точке х = О  есть производная 4-ro порядка: J<4>(o) = 24 > О. 
Таким образом, здесь n = 4 - четное и J<4>(o) > О. Следовательно, в точке z = О функция у = х4 
имеет минимум. 

Для функции у = х3 первая из отличных от нуля в точке х = О производных есть nроиэводная 
3-ro порядка. Так что в этом случае n = 3 - нечетное, и в точке х = О функция у = х3 экстремума 
не имеет . .,. 

Замечание. С nомощью формулы Тейлора можно доказать следующую теорему, выражающую доста
точные условия точки nерегиба. 

Георема 1 2. Пусть функция J(x) в некоторой окрестности точки х0 имеет прои,звод
flую п-го порядка, непрерывную в точке хо . Пусть f"(xo) = !"'(хо) = . . . = /(n- l) (xo) = 0, 
1 Зак. 750 
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но /(n)(xo) i= О .  Тогда, если n - нечетное число, то точка Мо(хо, J(xo)) есть точка 
перегиба графика функции у = J ( х) . 

Простейший nример доставляет функция f(x) = х3 • 

§ 8. Вычисление корней уравнений 
методами хорд и касательных 

Задача состоит в нахождении действительного корня уравнения 

f(x) = О. 
Предnоложи;м, что выnолнены следующие условия: 

1) фующия f(x) неnрерывна на щрезке [а, Ь] ; 
2) числа f(a) и f(b) nротивополо:хщы no знаку: f(a) · f(b) < О ; 

(1) 

3) на отрезке [а, bJ существуют ПРQизводные !'(z) и /"(х) , сохраfiяющие на этом 
отрезке nостоянный знак. 

Из условий 1) и 2) в силу теоремы .Больцано-Коши (с. 220) следует, что функ
ция f(x) обращается в нуль no крайней мере в одной точке � Е (а, Ь) , т. е. уравнение 
( 1 )  имеет л о крайней мере один действительный корень � в интервале (а, Ь) . 

Так как в силу условия 3) лроизводная f'(x) на [а, Ь} сохраняет nостоянный знак, 
то f(x) монотонна на [а, Ь} и nоэтому в интервале (а, Ь) уравнение (1) имеет только 
один действительный корень � .  

Рассмотрим метод вычисления приближенного значения этого единственного д ей
ствительного корня � Е (а, Ь) уравнения ( 1) с любой стеnенью точности. Возможны 
четыре случая (рис. 40) : 

1) !'(х) > О; J"(x) > о, 
2) !'(х) > О, J'.'(x) < О, 
3) /'(х) < О , !"(х) > О , 
4) !'(х) < О, !"(х) < О  

на отрезке [а, Ь} . 

у у 

а 

о 

А А 

у у 

в : 
1 
1 

у = {(х) 
1 
1 
1 

Ь х  

в в 
Рис. 40 

Возьмем для оnределенности случай, когда f'(x) > О ,  f"(x) > О на отрезке [а, bJ 
(рис. 41 ) .  Соединим точки А(а, /(а)) и В(Ь, J(b)) хордой АВ. Это отрезок прямой, 
проходящей через точки А и В ,  уравнение которой 

у ._  J(a) х - а 
J(b) - J(a) = Ь - а · (2) 
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Точка а1 , в которой хорда ,АВ пересе
кает ось Ох,  расположена между а и � 
и является лучшим приближением к � ,  
чем а. Полагая в (2) у =  О ,  найдем 

j(а)(Ь - а) а, = а - j(Ь) - j(a) . 
Из рис. 41 петрудно заметить, что Точ� · 

У' в 

а 
ка а1 будет всегда расположена с тojt --::0::-r-........ -,-----itl-:__-*���+-:----... 
стороны от � .  в которой знаки J(x) 
и j"(x) противоположны. . 

Проведем теперь касательную 
к кривой у = j(x) в точке В(Ь, /(Ь)) , 
т. е. в том конце дуги ........, АВ , в котором Рис. 41  

j(x) и f"(x) имеют один и тот же знак. Это существенное условие: без его соблю
дения точка пересечения касательньй с осью Ох может вовсе не давать nриближение 
к искомому корню. Точка Ь1 , в которой касательная пересекает ось Ох, расnоложена 
между � и Ь с той же стороны, что и Ь, и является лучшим приближением к {, чем Ь. 
Касательная эта оnределяется уравнением 

у -J(Ь) = j'(Ь)(х - Ь). 
Полагая в (З) у =  О , найдем Ь1 : 

Таким образом, имеем 

Ь1 = Ь - . f(b) (!' (Ь) i- 0). /'(Ь) 

а <  а1 < � < bz < Ь. 

(3) 

Пусть абсолютная логрешиость nриближения �· корня � задана заранее. За абсо
лютную логрешиость приближенных значений а1 и Ь1 корня { можно взять величину 
\Ь 1 - а1 \ .  Если эта логрешиость больше доnустимой, то, принимая отрезок [а1 , Ь1 ] 
за исходный, найдем следующие приближения корня { :  

и 

где 

j(a t ) (Ьt - а 1 )  а 2  = а1 - /(bt ) - f(a z ) 

а < tl] < а2 < � < ь2 < bt < ь. 
Продолжая этот nроцесс, получим две последовательности приближенныхзначений 

а < а, < а2 < . . . < an < . . . < � 
и 

Ь > Ь1 > Ь2 > . . .  > Ьп > . . .  > �. 
где 

n =  1 , 2, . . .  ; 
(4) 

ао = а, 
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/(Ьn- t ) Ьп = Ьn- 1 - /'(Ьn- t ) , n = l , 2, . . . ; 
(5) 

Ьо = Ь. 
ПоследоватеЛьности {an} и {Ьn} монотонные и ограниченные и, значит, имеют 

пределы. Пусть 
lim an = а, lim Ьп = {3. n-+oo n ...... oo 

Можно показать, что если выполнены сформулированные выше условия l)-3), то 
а =  {3 = { - единственному корню уравнения /(ж) = О .  

Пример. Найти корень ( уравнения z2 - 1  = О  н а  отрезке [О, 2 ]  . 
.,. Результат очевиден: ( = 1 .  Попытаемся его получить методом хорд. Функция /(z) = z2 - 1 

1 )  непрерыв�о�S на отрезке [О, 2) ;  
2) /(0) = - 1  < О , /(2) = 3 > О ,  так что /(О) · /(2) < О; 
3) /'(z) = 2z и /11(z) = 2 сохраняют знак на отрезке [0, 2] . 

Таким образом, выполнены все условия, обеСПечивающие существование единственного корня ( урав· 
нения z2 - 1 = О на отрезке [0, 2], и метод должен сработать. 8 нашем случае а = О, Ь = 2. При n = 1 
из (4) и (5) находим 

При n = 2 получаем 

(-1) · 2  1 1 at = 0 - -- = - = 1 - - , 4 2 2 
3 s 1 Ьt = 2 - - = - = l + - . 4 4 4 

1 а2 = 1 - - . ь2 = 1 + -.  14 40 
что дает приближение к точному значению корня ( с абсолютной погреwностью А((•) < О, 1 . .,. 

Упражнения 
Постройте графики функций: 

ж2 - 1  1 .  у = ж - ж3• 2. у = -- .  ж 
e2(z+l) 

S. у = же-"'. 8. у = 2(ж + I) ' 
9. у =  ijж(ж - 1)2 • 10. у =  ijж(ж - 2). 

ж2 + 1 З. у = -- . ж 
ж - 1  7. y = 2 1n -- + 1 .  ж 

ж3 - 4 4. у = -2- . ж 
-8 - ж2 

8. у =  ..; 2 
• ж - 4  

1 1 .  у =  ij(ж - J)2 - ij(ж - 2)2. 

Найдите наибольшее и наименьшее значение функций на заданных отрезках: 

12. у =  4 - ж - � на [ 1 ,  4] . 13. у =  ij2x2(ж - 6) на [ -2, 4]. 14. у = ,.��iz�2 на [ - 1 , 2] .  
Исследуйте nоведение функций в окрестностях заданных точек с nомошью производных 

высших nорядков: 

1 5. у =  sin2(ж - 1 ) - х2 + 2х, х0 = 1 .  
17. y = x2 + 2 1n(x + 2) ,  x0 = - l .  

Ответы 

16.  у = cos х + ch х, х0 = О. 

18. у =  х2 - 2е"'- 1 ,  х0 = 1 .  

1 .  Рис. 42. 2. Рис. 43. 3. Рис. 44. 4. Рис. 45. 5. Рис. 46. 6. Рис. 47. 7. Рис. 48. 8. Рис. 49. 9. Рис. 50. 
10. Рис. 5 1 .  1 1 .  Рис. 52. 12. М =  1 ,  т =  - 1 .  13. М =  О, т =  -4. 14. М =  5, т =  О. 15. Рис. 53. 
16. Рис. 54. 17. Рис. 55. 18. Рис. 56. 
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у 

х 

Рис. 42 Рис. 43 

у 

х 
(-2,-3) 

х3 - 4  

/\ 
у = 

---;;г 

Рис. 45 

� 
(- 1/2 , е) 

е2<х + t )  
у = 2(х + 1) _ 1  о 

х 

Рис. 47 

у 

1 
1 

y t?  
1 
1 6 ;.  
1 �7 
1 
1 

� 
РИс. 44 

у = хе-х 

2 х 

Рис. 46 

у 1 _) х - 1  
= 2 ln-x- + 1 

y = l 

о 

Рис. 48 

х 
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х 

Рис. 49 

у 

х 

(1 ,  - 1 )  

Рис. 51 

� v 
Рис. 53 Рис. 54 

у 
у = �х(х - 1)2 

(1/З, f.i/з) 

х 

Рис. 50 

у у = �х - ! )2 - �х - 2)2 
{2,! ) 

(1 ,- 1 ) 

Рис. 52 

-Р- � 
Рис. 55 Рис. 56 

х 



Приложенив 

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 

Рассмотрим области определения и графики основных элементарных функций. 

§ 1 .  Степеннаs. функциs. у = ха 
Здесь а - любое действительное число. В общем случае степенная функция опреде
лена при х > О ;  она монотонно возрастает, если а > О ,  и монотонно убывает, если 
а < О (рис. 1 и 2). 

у 

у 

1 1 

о 1 х о 1 х 

Рис. 1 Рис. 2 

Частные случаи 
1 .  Если а - целое положительное число, то функция у = ха оnределена на всей 
вещественной оси -оо < х < +оо. Графики сtепенной функцю-1" при а = 3 и а = 4 
изображены на рис. 3 и 4. 
2. Если а - целое отрицательное число, то функция ха ' определена при всех значени
ях х, кроме х = О  (рис. 5 и 6). 
3. Если а = � > О - рациональное число, где q - нечетное, то функция ха определена 
на всей вещественной оси, а при четном q функция ха определенадля х � О. 

§ 2 . Показательнаs. функциs. у = аж (а > О, а # 1) 
Область определения - вся числовая прямая JR. Число а называется основанием 
степени. При а > 1 лаказательная функция монотонно возрастает, а nри О < а < 1 
монотонно убывает (рис. 7). 
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- 1  

Рис. 3 
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у = ах 
(а > J )  
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Рис. 4 
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Рис. 6 
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§ 3. Логарифмическая функция 
у = loga ж (а > О, а =1= 1) 

Число а называется основанием логарифмической функции. Область определения 
бесконечный nромежуток (0, +оо) . При а > 1 логарифмическая функция монотонно 
возрастает, а при О < а < 1 монотонно убывает (рис. 8) .  

у 

о 

у = log0x 
(О < а <  1) 

х 

Рис. 8 

у 

о х 

Логарифмическая функция у = loga х является обратной функцией для показа
тельной функции у = az . Логарифмическую функцию с основанием а = е обозначают 
ln х и называют натуральным логарифмом, а логарифмическую функцию с основани
ем а = 10 обозначают lg х и называют десятичным логарифмом, т. е .  

loge х = ln :z: ,  log10 х = lg х. 

§ 4. Тригонометрические функции 
1. Функция синус у = sin х 
Функция определена для всех х ,  она периодическая с периодом Т = 211'. График 
синуса называют синусоидой (рис. 9) . 

-� 
2 

У у = sinx 

- 1  

Рис. 9 

х 



314 ---------------------� Прш�ожение; Эдементарнwвфун«цИII 

2. Функция косинус у = cos z 

Фун-кция определена для всех а: ,  ее ·период Т = 27Г , график изображен на рис. lО. 
График функции у = cos х получается из графика у = sir1 :с смещением его вдоль 
оси Ох влево на отрезок 1 ·  

3. Функция тангенс у = tg z 

у 

1 

- 1  

Рис. 10 

у = cosx 

х 

Функция определена всюду, кроме точек х = (2k + 1}1 (k = О, ±1 ,  ±2, . . .  ) . Она 
периодическая с периодом 'I' = 7Г. Ее график Изображен на рис. 1 1 . 
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4. Функция котангенс у = ctg ж , r 

Функция определена всюду, кроме точек х == k1r (k = О, ± 1 , .::Ь�1 • • • ) • . функция 
nериодическая, Т =  1Г (рис. 1 2) .  

' 

: -л 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

у 

_1!, о 2 

у = ctg x 

Рис. 1 2  

5. Функции секанс у = sec ж и косеканс у = cosec ж 
Функции секанс и косеканс определяются соответственно равенствами 

1 1 sec x == -- , cosec a: = -.- ; 
cos a: sш а: 

х 

они оnределены всюду, кроме точек, в которых знаменатели обраща_ются в нуль. 

§ 5. Обратные тригонометрические функции 
1 .  Функция арксинус у = arcsin ж 
Рассмотрим функцию у = sin х на отрезке [ -!J ,  1] . На этом отрезке функция у = sin а: 
монотонно возрастает. Значит, она имеет обратную функцию х = arcsi

.

nf , которая 
определена на отрезке [ - 1 ,  1 1 ,  а ьбласrь ее значений - отрезок [-!, j . График 
функции у = arcsin х изображен нll рис. 13.  
2. Функция арккосинус у = arccos ж 
Рассмотрим функцию у =  cos х на отрезке [0, 11'] .  На отрезке [О, 1r] функция у =  cos :с 
монотонно убывает, так что она имеет обратную функцию х = arccos у ,  которая 
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У у = sinx, У у = arcsinx 
х = arcsiny :!l - - - - -

2 

- 1  
х х 

- 1  

Рис. I З  

у у = cosx, у у = arccosx 

1 x = arccosy 

о 
х 

- 1 
- 1  о 1 х 

Рис. 14 

определена на отрезке [ - 1 ,  1 ] ,  а ее значения заполняют отрезок [О, 1Г] . График функции 
у =  arccos х изображен на рис. 1 4. 

З. Функция арктангенс у = arctg х 
Рассмотрим функцию у = tg х на интервале (- I ,  1 ) .  При этих значениях х функция 
tg х монотонно возрастающая и ее значения заполняют интервал ( -оо, +оо) . Следо
вательно, функция у = tg х имеет обратную, которая обозначается х = arctg у.  Она 
определена на всей числовой оси, а ее значения заполняют интервал (

-
1 , 1) . График 

функции у = arctg х см. на рис. 15 .  

4.  Функция арккотангенс у = arcctg х 
Рассмотрим функцию у =  ctg х на интервале (0, 1Г) .  При этих значениях х функция 
ctg x убывает, а ее значения заполняют интервал (-оо, +оо) . Поэтому она имеет 
обратную, которая обозначается так: х = arcctg у . Эта функция определена на всей 
числовой оси, а ее значения заполняют интервал (0, 1Г) .  График функции у = arcctg х 
изображен на рис. 16. · 
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у 
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у 

у = ctgx, 
х = arcctgy  

; 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
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1 
1 
1 

х 

х 

у 
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Рис. 1 5  

у 
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о х 

Рис. 1 6  



318 ------------------- Приложение. Элементарные функции 

§ 6. Гиперболические функции 

e:r: - e-:r: 
1 .  Гиперболический синус sh х = ·----

2 
Область определения: ( -оо, +оо) . 
Область значений: ( -оо, +оо) . 
Функция sh а: нечетнаst, т. к. sh( -а:) = - sh а: . 
График функции у = sh а: представлен на рис. 17 .  

e :r:  + e-:r: 
2. Гиперболический косинус ch х = �---

2 
Область оnредещ�ния: ( -оо, +оо) . 
Область значений: [ 1 ,  +оо) . 
Функция ch а: четная, свое минимальное значение принимает при х·== О. 
График функции у = ch а: представлен на рис. 1 8. 

у 

y = sh x  y = th x  

х о 

Рис. 17  Рис. 18  

sh х ez - e-z 
3. Гиперболический тангенс th х = -- = ----

ch х ez + e-:r: 
Область определения: (-оо, +оо) . 
Область значений: ( - 1 ,  1 ) ,  т. е. 1 th а:/ < l .  
Функция у =  t h  а: нечетная, ее график изображен на рис. 19. 

у 

- 1 

Рис. \9 

ch x e:r: + e-:r: 
4. Гиперболический котангенс cth х = -- = ----

sh х e:r: - e-z 
Область определения: (-оо, О) u (0, +оо) . 
Область значений: (-оо, - 1)  u ( 1 ,  +оо) , т. е. 1 cth а:/ > 1 .  
Функция у = cth а: нечетная, ее график nредставлен рис. 20. 

(1 )  

(2) 

(3) 

(4) 
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5. Соотношения между rипербопическими фун«циями 
Гиnерболические функции связаны между собой с11едующими соотноШениями: 

ch2 х - sh2 х = 1, т. е. ch x = Vsh2 х + 1 , sl1 x = ±V�h�л�·-:- 1 ;  

sh(x + у) =  sh x ch y + ch х sh у, в частности sh 2х = 2 sl1 x ch x; 
ch(x + у) =  ch х ch у +  sh х sh у, в частности ch 2х = ch2 x.+ sh2 х; 

th x + th y  · 
. 2.th x 

th(x + у) =  h , в частности th 2х = 2 • 
1 + th х t у . 1 + th х 

Все эти формулы вытекают из формул ( 1 )-(4). 
Пользуясь нечетностью функций sh х и th х, 
из формул (6)-(8) nолучаем 

sh(x - у) =  sh х ch у - ch х sh у, 
ch( х - у) = ch х ch у - sh х sh у, 

h( ) th x - th y t х - у  = . 1 - th х th y 
о х В заключение покажем,  что 

(sh x + ch x)" = sh nx + ch nx (n E N). 

� Из формул ( 1 )  и (2) следует -�.· --------�-·:..·-.. -- - ----------- ---

\1 
Рис. 20 

= sh n:z: + ch nx. "' 
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ров 22 . 
- сложения в линейном пространстве 1 2 1  
- - вектороJJ 1 6  
компоненты вектора 1 9  
конус 2-го порядка 68, 73', 1 65 
конъюнкция 1 74 
координата точки 5 
координатные четверти 6 
координаты вектора 19  
- полярные ID 
- прямоугольные декартовы в Пространстве 7 
- - на плоскости 6 . . 
- элемента линейного пространства в да!-(ном 

базисе 1 27 
корень n-11. степени из комплексного чис.ла 188 
косинусы направляющие 24 
косеканс 3 1 5  
косинус 3 1 4  
- пшерболический 3 1 8  
котангенс 3 1 5  
- гиперболический 3 1 8  
Коши критерий сходимости числовой nоследо-

вательности 178 
- определение предела функции в точке 194 
- теорема 268-269 
- - о промежуточных значениях непрерывной 

функции 222 
- формула 269 
Коши-Буняковекого неравенство 133 
коэффициенты линейной системы 107 
- направляющие прямой 4 1  
кривая плоская 48 
- - задаtшая в параметрической форме 256 
критерий Коши сходимости числовой последо-

вательности 1 78 
- Сильвестра знакоnоложительности квадра

тичной формы !60- 16 1  
Кронекера-Капелли теорема 1 07-J 08 

л 
Лагранжа· метод диагонализации квадратичной 

формн 1 1\ f - ! 62 
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- теорема о конечных приращениях 267 
- формула 267 
левая тройка векторов 28 
Лейбница формула 255 
- обозначение 240 
лемма Кантора 183 
линейная оболочка nодмножества линейного 

пространства 124 
- - , свойства 125 
линия плоская 48 
лоrарифм десятичный 313  
- натуральный 1 83, 313  
Лолиталя правило 270 
- - второе 271 

м 
Маклорсна формула для многочлена 274 
- - для функции 277 
МаКСИМум фунКЦИИ ЛОКалЬНЬ\Й 286 
- - строгий 287 
матрица единичная 76 
- квадратичной формы 156 
- квадратная невырожденная 98 
- - nорядка n 76 
- линейного оператора 146 
- - дифференцирования 146 
- линейной системы 107 
- нулевая 76 
- обратная данной 99 
- nерехода от базиса к базису 1 3 1  
- - , свойства 132 
- 1 х n ( n-мерная строка) 76, 77 
- т  х 1 (т -мерный столбец) 76 
- т  х n 75 
- расширенная 101 
- - линейной системы 107 
- стуnенчатая 85 
- '!ранспонированная 82 
- треугольная 92 
ма'!рицы равные 76 
- элементарных иреобразований 87 
- - - , основное свойство 89 
метод Гаусса решения линейной системы 

109- l l l  
- диагонализации квадратичной формы выде

лением nолного квадрата 1 6 1 -1 62 
- - Лаrранжа 1 6 1- 162 
- Жордана вычисления обратной матрицы 

99-102 
- математической индукции 175 
- ортоrонализации системы линейно незави-

симых элементов евклидова nрос'!ранства 
1 35-136 

- приведения матрицы к ступенчатому виду 
84-85 

- сечений 7 1  
- хорд и касательных nриближенного вычисле-

ния корней уравнения 306-308 
минимум функции локальный 286 
- - строгий 287 
минор k-го порядка 103 

- базисный 104 
- дополнительный 92 
- элемента определителя 13 
многочлен Тейлора 275 
- характеристический линейного оператора 

149 
- - матрицы 149 
множества экви11алентные 169 
множество бесконечное 169 
- конечное 169 
- неограннченное сверху 173 
- - снизу 1 73 
- ограниченное 172 
- - сверху 172 
- - снизу 172 
- пустое 1 68 
- решений линейной системы 108 
- счетное 169 
множитель нормирующий для уравнения плос-

кости 37 
- - - прямой 32 
модуль комплексного числа 186 
- числа 170 
- - , свойства 1 70- 1 7 1  
Муавра формула 188 

н 
направляюшая конической nоверхности 67 
- цилиндрической поверхности 66 
направляющие косинусы 24 
начало координат 6,  7 
неизвестные главные 1 1 1  
- свободные l l  1 
непрерывность вектор-функции в точке 261  
- функции в точке 2 1 1 ,  2 1 2  
- - - по Гейне 2 1 2  
- - - слева 220 
- - - справа 220 
- - на интервале 220 
- - на отрезке 220 
- - равномерпал на интервале 224 
неравенство Бернулли 176, 184 
- Коши-Буняковекого 1 3 3  
- треугольника 134 
норма элемента евклидоnа пространства 134 
нормаль к кривой в точке 234 
- - , уравнение 234 
Ньютона трезубец 300 
- формула бинома 1 83 

о 
область определения функции 1 92 
- существования функции 193 
оболочка линейная подмножества линейного 

пространства 124 
- - , свойства J 25 
обозначение Лейбница 240 
образ отображения линейного 1 4 1  
образующая конической поверхности 67 
- цилиндрической поверхности 66 



Предметнь•й указатель ---�--,-----'--�------- ------- 323 

объединение множеств 169 
окрестность точки 172 
октанты ? 
оnератор линейный 143 
- - дифференцирования 143, 146, 150, 152, 1 53 
- - обратный данному 144 
- - подобия 143 
- - проектирования 143, 151 ,  152, 1 54, 155 
- - самосоnряженный 154 
- - - , свойства 155 
- - симметричный 154 
- - - , свойства 155 
- - - nоложительный 155 
- - - - , свойства 1 56 
- - сопряженный данному 152 
- - тоЖдественный 143 
операторы линейные, nроизведение 143 
оnерация дифференцирования 141- 143 
- nроектирования 143 
- соnряжения 152 
- - , свойства 1 53-154 
- транспонирования, свойства 83 
оnределитель 2-ro nорядка 1 1  
- 3-го nорядка 1 2  
- - - , свойства 1 2, 1 3  
- матрицы 90 
- - 1 -ro nорядка 90 
- - 2-го порядка 90 
- - 3-го порядка 9 1  
- - n-го порядка 91 
- - , свойства 95-97 
- , разложение по элементам столбца 1 3  
- - - строки 1 3  
- треугольной матрицы 92 
оптическое свойство гиперболы 59 
- - nараболы 59 
- - эллипса 59 
ордината 6, 7 
ориентация прямой 5 
орт 1 8  
ортабазис 1 9, 1 36 
ортогональное дополнение данного подпрост-

ранства 1 37 
- - , свойства 1 37-138 
основание логарифмИ'Iеской функции 3 13  
- степени 3 1 1  
остаточный член формулы Тейлора в форме Ла-

rранжа 276 
- - - - - Пеано 278 
ось 5 
- абсцисс (Ох) 6, 7 
- аппликат (Oz) 7 
- координатная 5 
- на комплексной плоскости действительная 

(вещественная) 1 86 
- - - мнимая 186 
- ординат (О  у) 6, 7 
- параболы 55 
- полярная 10 
- числовая 171  
откладывание свободных векторов 1 5  
- связанных векторов 1 5  
отображение линейное 1 40 

- - , дефект НЗ 
- - , образ 1 4 1  
- - , ранг 141  
- - , ядро 142 
- проектирования 140-142 
отображения линейные равные 14 1  
- - , сумма 143 . 
отрезок масwт�бный 5 
- на числовой оси 17 1  
- направленный 14  
- - , величина 20 
оценки асимптотические 230 

n 
парабола 55, 63, 1 63 
параболоид вращения 7 1  
- гиперболический 7 1 ,  1 65 
- эллиптический 71 ,  165 
первый замечательный предел 215 · 

пересечение линейных подпространств 124 
- - - , свойства 1 24 
- множеств 169 
nлоскость комплексная 1 86 
- координатf!ая 7 
поверхность 65 
- вращения 65 
- коническая 67 
- UИЛИндРИ'IССКаl\ 66 
подмножество 168 
подпространство линейного пространства 123 
- - - , свойства 124 
позиция в матрице 75 
полуинтервал на числовой оси 1 7 1  
- - - бесконе•rный 1 7 1  
полукасательные 237 
полуотрезок на числовой оси 1 7 1  
полюс 1 0  
nоследовательность числовая 176 
- - бесконечно большая 179 
- - монотонная 1 82 
- - невозрастающая 182 
- - неоrрани•Iенная 1 79 
- - неубывающая 182 
- - оrраниченШIЯ 179 
- - - сверху 178 
- - - снизу 178 
- - расходящаяся 177 
- - стационарная 177 
- - сходящаяся 177 
- - фундаментальная 178 
правая тройка векторов 25, 27, 28 
правило замыкающего ломаную 17 
- Лолиталя 270 
- - второе 27 1 
- параллелоrрамма 16  
- перехода к пределу под знаком непрерывной 

функции 2 17 
- сокращенного суммирования 79 
- треугольника \2, 16 
правильная часть 168 
предел замечательный второй 2 16 
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- - первый 2 1 5  
- последовательности комплексных чисел 1 90 
- функции бесконечный 207 
- - в точке по Гейне 1 97 
- - - по Коши 194 
- - - слева 209 
- - - справа 2 1 0  
- числовой последовательности 1 76 
преобразование подобия 1 40 
преобразования столбцов матрицы элементар-

ные 83 
- строк матрицы элементарные 83 
принциn математической индукции 175  
приращение аргумента 2 12 
- функции 2 1 2  
nроекция вектора н а  ось 20 
- - , свойства 2 1  
nроизведение вектора на число 1 7  
- векторов векторное 25 
- - - двойное 29 
- - - , свойства 25-26 
- - скалярное 2 1  
- - - , свойства 22 
- - смешанное 27 
- комплексных чисел 1 85 
- линейного отображения на ч исло 143 
- линейных операторов 1 43 
- матриц 79 
- - , свойства 80-8 1 
- матрицы на число 77  
- скалярное элементов евклидона простран-

ства 1 3 3  
- - - - - в ортенормированном базисе 1 37 
- - - - - , свойства 1 3 3  
- - элементов унитарного пространства 1 38 
- элемента линейного nространства на число 

1 2 1  
nроизводная вектор-функции в точке 2 6 1  
- функции 2-го порядка 253 
- - п-го порядка 253 
- - в точке 232 
- - - бесконечная 236 
- - вторая 253 
- - на интервале 233 
пространство векторное 1 2 1  
- евклидоно вещественное 1 3 2  
- координатное 1 59 
- - п -мерное вещественное (JR:.n) 1 22 
- линейное п -мерное 1 30 
- - вещественнозначныхфункций, непрерыв-

ных на числовой оси (С( -оо, оо)) 1 25 
- - вещественных функций, непрерывных на 

интервале (- 1 ,  1) (С(- 1 ,  1 ) )  1 22 
- - действительное 1 2 1  
- - комплексное 1 2 1  
- - матриц (1Rтxn) 1 22 
- - многочленов степени не выше n с веще-

ственными коэффициентами (Мп) 1 25 
- - , свойства 1 22-123 
- унитарное 138  
nрямая числовая 1 7 1  

р 
радиус полярный !О 
радиус-вектор текущий плоскости 36 
- - прямой 3 1  
- точки 1 9  
разложение вектора по базису 1 9  
- оnределителя матрицы n o  первому столбцу 

92 
- - - по i -ой строке 94 
- - - по j -му столбцу 93 
- - по элементам столбца 1 3  
- - - строки 1 3  
размерность действительного п -мерного коор

динатного пространства 1 29 
- линейного пространства 1 29 
- - - многочленов степени не выше n с дей-

ствительными коэффициентами 129 
- - - решений однородной линейной систе-

мы 1 29 
разность комплексных чисел 185 
ранг матрицы 104 
- отображения линейного 1 4 1  
распределительное свойство векторного умно-

жения векторов 26 
- - скалярного умножения векторов 22 
расстояние между точками в пространстве 8 
- - - на плоскости 7 
- - - на прямой 7 
- от точки до плоскости 39 
- от точки до прямой 34 
- фокусное гиnерболы 53 
- - эллипса 49 
решение линейной системы 107 
решения линейной системы различные 1 07 
Ролля теорема 265-266 

с 
свойства гиnерболы 52-55 
- эллиnса 49-51 
свойство оптическое гиперболы 59 
- - nараболы 59 
- - эллипса 59 
сегмент на числовой оси 1 7 1  
секанс 3 1 5  
синус 3 1 3  
- гиперболический 3 1 8  
синусоида 3 1 3  
сжатие окружности равномерное 49 
Сильвестра критерий знакеположительности 

квадратичной формы 1 60- 1 6 1  
символ Ландау О 229 
- - о 229 
секанс 3 15 
синус 3 1 3  
- ГИПербоЛИ'!ССКИЙ 3 1 8  
синусоида 3 1 3  
система координат каноническая дЛЯ данного 

эллиnса 49 
- - - мя данной гиперболы 52 
- - - - параболы 55 
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- - прямоугольная декартова 7 
-.линейных уравнений (линейная система) 107 
- - - квадратная 1 1 3  
- - - несовместная 107 
- - - однородная 1 1 5  
- - - - , свойства 1 15-116 
- - - совместная 107 
- - - - неоnределенная 107 
- - - - оnределенная 107 
- решений фундаментальная (ФСР) 129 
- злементов евклидова пространства ортого-

нальная 1 34 
- - - - ортонормированная 1 34 
- - линейного пространствалинейнозависи-

мая 125  
- - - - - независимая 125  
системы линейные равносильные 108 
- - эквивалентные 108 
скалярный квадрат 23 
согласованность полярной и прямоугольной де-

картовой систем координат 1 0  
столбец матрицы 75 
- неизвестных линейной системы 1 07 
- определителя 1 1  
- свободных членов линейной системы 107 
- т-мерный (матрица размера т х !) 76 
столбцы базисные 104 
строка матрицы 75 
- оnределителя 1 1  
- n-мерная (матрица размера 1 х n )  76, 77 
строки n-мерные линейно зависимые 78 
- - - независИмые 78 
- базисные 1 04 
сумма векторов 1 6  
- комплексных чисел 1 84 
- линейных отображений 143 
- - подпространств 1 24 
- - - прямая 124 
- - - , свойства 124 
- матриц 77 
- множеств 1 69 
- злементов линейного nространства 1 2 1  
секанс 3 1 5  
синус 3 1 3  
- гиnерболический 3 1 8  
синусоида 3 1 3  

т 
тангtнс 3 1 4  
- пшерболический 3 1 8  
Тейлора многочлен 275 
- формула для многочлена 274 
- - ддя функции 275, 276 
- - - локальная 278 
теорема Больцано-Коши 220-22 1  
- Вейерштрасса вторая 223 
- - первая 222 
- Кантора 224 
- Коши 268-269 
- - о промежуточных значениях неnре-

рывной функции 222 

- Кронекера-Каnелли 107- 1 08 
- Лагранжа о коне'IНЫХ прирашениях 267 
- о единственности nредела функции в точке 

1 97- !98 
- - - числовой nоследовательности J 78 
- о замене бесконечно малых функцjjй эквива-

лентными 227-228 
- о непрерывности сложной функции 218  
- о  нуле функции 220-22 1  
- о nереходе к пределу в неравенстве 1 98 
- - - под знаком непрерывной функции 2 1 7  
- о  пополнении базиса 1 30 
- о nостроении линейноrо отображения 

1 4 1 - 142 
- о nределе промежуточной функции 199 
- о произвсдении .бесконс'\НО малой функции 

на ограниченную 202 
- о свsrзи функции, имеющей nредел, с ее пре

делом и бесконечно малой функцией 
203-204 

- об ограниченности сходящейся последова
тельности 180 

- - функции, имеющей предел в точке 198 
- об устойчи.вости знака непрерывной функ-

цюt 2 1 3 
- Пифагора, обобщение 1 34 
- Ролля 265-266 
точка кривой угловая 237 
- локального максимума функцни 286 
- -- минимума функции 286 
- НЗ'Iала OTC'ICTa 5 
- nерегиба, достаточное условие 295 
- - кривой 294 
- - , необходимое условие 294-295 
- разрыва 2 J 8 
- - 1-го рода 220 
- - 2-го рода 220 
- - всуетранимого 2 1 9  
- - с конечным скачком функции 2 1 9  
- - устранимого 2 1 9  
- строгого максимума функции 287 
- - минимума функции 287 
- функции критическая 288 
- - стационарная 288 
трезубец Ньютона 300 
тройка векторов левая 28 
- - nравая 25, 27, 28 

у 
угол между двум и плоскостям и  39 
- между невулевыми злементами евклидова 

nространства 1 34 
- между nрямой и плоскостью 42 
- между nрямым и в пространстве 44 
- полярный 1 0  
уравнение гиnерболы 6 2 ,  1 63 
- - КаНОНИ'!еСКОе 52 
- двуполостного rнперболоида 164 
- - - вращения 70 
- - - общего вида 70 
- касательной к гиперболе 57 
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- - к кривой 234 
- - к nараболе 58 
- - к эллиnсу 57 
- конической поверхности 68 
- конуса 2-ro порядка 68, 73, 1 65 
- кривоi1: 48 
- - вепорное 259 
- - 2-ro порядка 48, 63 
- линии 48 

· 

- - 2-го nорядка 48, 63 
- нормали к кривой 234 
- одноnолостного гиnерболоида 164 
- - - вращения 69 
- - - общего вида 70 
- окружности 8 
- nараболоида вращеf!ия 71 
- - гиперболического 71 ,  1 65 
- - эллиnтического 7 1 ,  165 
- nараболы 63, 1 63 
- - каноf!ическое 55 
- nары nлоскостей nараллельных 167 
- - - nересекающихся 166 
- - - совnадающих 167 
- - nрямых nараллельных 163 
- - - - действительных 63 
- - - - мнимых 63 
- - - nересекающихся 163 
- - - - действительных 62 
- - - - мнимых 62 
- - - совnадающих 63, 163 
- nлоскости 36 
- - в векторной форме f!ормальное ( нормиро-

ванное) 36 
- - в координатной форме нормальное 36 
- - в отрезках 38 
- - ве1сr0рное 38 
- - общее 37 
- nоверхf!ости 65 
- - 2-го nорядка 65 
- nрямой 3 1  
- - в векторной форме нормальное ( f!ормиро-

ванf!ое) 31 
- - в координатной форме нормальное 

3 1  
- - в отрезках 33 
- - векторное 34, 40 
- - на nлоскости общее 32 
- - · с угловым коэффициентом 33 
- цилиндра гиnерболического 73, 166 
- - nараболического 73, 166 
- - эллиnтического 73, !66 
- цилиндрической nоверхности 67 
- эллиnса 9, 62, 163 
- - каноническое 49 
- - мнимого 62 
- эллиnсоида 69, 164 
- - вращения 69 
- эллиnтического цилиндра 67 
уравнеf!ия кривой nараметрические 

259 
- nрямой канонические 41 
- - общие 4 1  
- - nараметрические 4 1  

условие достаточное 175 
- необходимое 175 
- nараллельf!ости nлоскостей 40 
- - прямой и nлоскости 43 
- - прямых на nлоскости 35 
- перлеJщикулярности nлоскостей 40 
- - nрямой к nлоскости 43 
- - прямых на плоскости 35 
- существования наклоf!ной асимптоты необ-

ходимое и достаточное 298 
- точки перегиба достаточное 295 
- - - необходимое 294-295 
- эквивалентности бесконечно малых функ-

ций необходимое и достаточное 228 
- экстремума достаточное 289, 291 
- -. необходимое 288 
условия возрастания и убывания функции в то•I

ке достаточные 285-286 

ф 
фокальный nараметр параболы 55 
фокус гиnерболы 53 
- параболы 55 
- эллипса 49 
- - левый 49 
- - лравый 49 
форма билинейпая симметричная 156, 

157 
- заnиси комnлексного числа алгебраическая 

184 
- - - - показательная 188 
- - - - тригонометрическая 186 
- квадратичная 1 56 
- - , диагональный вид 1 57 
- - , нормальный вид 1 57 
- - зиакоnоложительная 160 
- - nоложительно оnределенная !60 
формула бинома Ньютона 183 
- конечных приращений 267 
- Кощи 269 
- Лаrранжа 267 
- Лейбница 255 
- Маклореналля многочлена 274 
- - дЛЯ фуНКЦИИ 277 
- Муавра 188 
- Тейлора для многочлена 274 
- - дЛЯ функции 275, 276 
- - - локальная 278 
формулы асимnтотические 230 
фундаментальная система рещений (ФСР) 

129 
- - - однородной линейной системы 1 1 8  
функции асимптотически равные 230 
- бесконечно малые асимлтотически равные 

226 
- - - не сравнимые 225 
- - - одного nорядка 225 
- взаимно обратные 247 
- равные 192 
- тригонометрические 2 14  
- - обратные 2 14 
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- эквивалентные 230 
- элементарные 214 
- - основные 2 13-2 14 
- гиперболические 318-319 
- тригонометрические 3 13-315 
- - обратные 3 15-316 
функция 192 
- бесконечно большая отрицательная 

207 
- - - положительная 207 
- - - при х - оо 208 
- - - при х - х0 207 
- - дифференцируемая 254 
- - малаяболее высокого порядка, чемданиnя 

225 
- - - порядка малости т относительно ос-

новной 225 
- - - при х --> +оо 201 
- - - при х _, -оо 201 
- - - при х _, оо 201 
- - - при х _, :ro 200, 201 
- возрастающая 11 точке 285 
- - на отрезке 24 7, 284 
- Дирихле 194, 212, 220 
- дифференцируемая в точке 238 
- логарифмическая 2 1 3, 31 3 
- монотонная на отрезке 284 
- иевозрастаюшая на отрезке 284 
- непрерывная в точке 2 1 1 ,  2 12  
- - - по Гейне 212 
- - - слева 220 
- - - справа 220 
- - на интервале 220 
- - на отрезке 220 
- - равномерно на интервале 224 
_:_ иеубывающая на отрезке 284 
- обратная данной 247 
- общего положения 300 
- оrраниченная в окрестности точки 198 
- однородная степени q 67 
- показательная 213 ,  3 1 1  
- разрывпая в точке 2 1 8  
- сложная 2 1 7  
- степенная 2 1 3, 3 1 1  
- строго монотонная 284 
- убывающая в точке 285 
- - на отрезке 284 
- числовая 192 

ц 
цилиндр гиперболический 73, 1 66 
- параболический 73, 1 66 
- эллиптический 67, 73, 166 

ч 
частное от деления одного комплексного 'lисла 

на другое 185 . 
часть комплек�ноrо числа действителы-шя (ве-

ществеиная) 184 
- - - мнимая 184 
- приращения функции rщвиая линейная 240 
числа вещественные 170 
- действительные 1 70 
- комплексные равные 184 
- наrуральные 1 69 
- несобетвенные 1 7 1  
- рациональные 169 
- собственные линейного оператора 149 
- - матрицы 149 
- характеристические линейного оператора 

149 
- - матрицы 149 
число комплексное 1 84 
- - сопряженное данному 186 
член функции главный степеl!ной 227 
- числовой последоватедi>НОСТН общий 176 
члены линейной системы свободные 107 
- числовой последоватедьности 1 76 

э 
эквиваленuия 174 
зкстремум функции двух персменных локаль-

ный (относител.ьный) 286 
- - - - - , достаточное усло11ие 289, 291 
- - - - - , необходимое условие 288 
эксuенljJиситет гиперболы 54 
- окружности 50 
- эллиnса 50 , 
элемент .!!ИНейного пространства ну.11евой 1 2 1  
- - - противоположный данному 1 21 

· 

- матр1щы 75 · 
- определителя 1 1  
- собственный лиnейl{оrо оператора 1 50 
элементы евклидова.пространства ортогональ-

ные 134 · , 
эллипс 49, 62; 163 
- минимый 62 
- , свойства 49-5 1 .. 
эллипсоид 69, 164 
-,. враiцениil 69." 
- общего вида 69 

я 
!fдро лИнейного отображенил J 42 



специализируется на выпуске учебной и научной литературы, в том числе 
монографий, журналов, трудов ученых Российской Академии наук, научно
исследовательских институтов и учебных заведений. 

Уважаемые читатели! Уважаемые авторы! 
Основываясь на широком и плодотворном сотрудничестве с Российским 
фондом фундаментальных исследований и Российским гуманитарным научным 
фондом, мы предлагаем авторам свои услуги на выгодных экономических условиях. 
При этом мы берем на себя всю работу по nодготовке издания - от набора, 
редактирования и верстки до тиражирования и распространения. 

Среди вышедших и готовящихся к и:щанию книг мы nредлагаем Вам следующие. 

Краснов М. Л. и др. Вся высшая математика. Т. 1-6. 
Краснов М. Л., Киселев А. И., Макаренко Г. И. Сборники задач с nодробными решениями: 

Векторный анализ. 

Интегральные уравнения. 

Вариационное исчисление. 

Обыкновенные дифференциальные уравнения. 

Функции комплексного переменного. Операционное исчисление. Теория устойчивости. 

Боярчук А. К. , Гай Я. Г. , Головач Г. П. ,  Ляшко И. И. Сnравочное пособие по высшей математике 
в 5-ти томах (Антидемидович). 

Дубровин Б. А.,  Новиков С. П., Фоме н ко А. Т. Современная геометрия. Методы и прнложения. Т. 1-3. 
Сборинк задач по математике (для втузов). Ч.  1-V. Под ред. Мышкиса А. Д., Минасяна В. Б. 

Лиоис Ж-Л. Некоторые методы решения нелинейных краевых задач. 

Галеев Э. М. Оптимизация: теория, примеры, задачи. 

Самарский А. А. , Вабищевич П. Н. Аддитивные схемы для задач математической физики. 

Самарский А. А . ,  Вабищевич П. Н. Численные методы решения задач конвекции-диффузии. 

Самарский А. А. ,  Вабищевич П. Н., Самарская Е. А. Задачи и упражнения по численным методам. 

Вейль Г. Алгебраическая теория чисел. 

Оре О. Графы и их применение. 

Оре О. Приглашеине в теорию чисел. 

Понтрягин Л. С. Обобщения чисел. 

Еремин М. А. Уравнения высших степеней. 

Тарасевич Ю. Ю. Математическое и компьютерное моделирование. 

Тарасевич Ю. Ю. Перколяция: теория, прнложения, алгоритмы. 

Арнольд В. И. Математические методы классической механики. 

Вильф Ф. Ж. Логическая структура квантовой механики. 

Петратень М. И., Трифонов Е. Д. Применеине теории групп в квантовой механике. 

Галицкий В. М. , Карнаков Б. М. , Коган В. И. Задачи по квантовой механике. 

Гнеденко Б. В., Хинчин А. Я. Элементарное введение в теорию вероятностей. 

Кац М. Вероятность и смежные вопросы в физике. 

Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Петровский И. Г. Лекции по теории интегральных уравнений. 

Магарил-Ильяев Г. Г. , Тихомиров В. М. Выпуклый анализ и его приложения. 

Ратевекий П. К. Геометрическая теория уравнений с частными производиыми. 

Поппер К. Р. Объективное знание. Эволюционный подход. 

По всем вопросам Вы можете обратиться к нам: 
тел./факс (095) 135-44-23, тел. 135-42-46 
или электронной почтой urss@urss.ru. 
Полный каталог изданий представлен 
в Нптерпет-магазине: http:j /urss.ru 

Издательство УРСС 
Научная и учебная 

литература 



Издательство УРСС 

Представляет Вам свои лучшие .книги: 

Уиттекер Э. Т. , Ватсон Дж. Н. 
Курс современного анализа. 
Настоящее стереотипное издание включает в себя две части: пер
вая содержит изложение основных вопросов комплексного ана
лиза, вторая - посвящена главным образом изучению различных 
классов специальных функций. 

Основная цель книги в целом - научить читателя обращаться 
со специальными функция]\fи так же свободно, как' он обращается 
с элементарными функциямlf. Специальные функции в веществен
ном анализе обладают •JJ<есткостью•. Методами вещественного 
анализа можно, например, разложить котангенс в ряд элемен
тарных дробей. Однако решение каждой такой задачи требует 
своего искусственного nриема. Только nри комплексном подходе 
«Жесткlfе» функции вещественного анализа становятся «пластичес
кими•>. Метод комплексного перемениого nозволяет nреобразовать 
ряд в проlfзведение, nроlfзведение превратlfТЬ в ряд элементарных 

дробей, ряд элементарных дробей просуммlfровать и вновь свернуть в функцlfю и т. п. Этой 
комnлексной •nластике• и учит читателя книга Унттекера и Ватсона. 

Огромную роль в книге играют примеры и задачи (их около тысячи в обеих частях) . Изучение 
наиболее трудных из них позволит читателю свободно овладеть аналj.tтическим аппаратом 
курса. 

Рашевский П. К 
Риманова геометрия и тензорный анализ. 
В настоящей монотрафим в развернутом изложении и со все
сторонним освещением nредмета автором nредставлен материал, 
включающий самое основное и важнейшее в области тензорного 
анализа и римановой геометрии. 

Отличительной чертой книги являются выходы из области чистого 
тензорного анализа и римановой геометрии в механику и физику 
(особое внимание в этом плане уделено теории относительности). 
Рассматриваются псевдоевклидовы и псевдоримановы простран
ства, пространства афинной связности. На ряде примеров даны 
основные идеи теории геометрических объектов, в том числе те
ория сnиноров в четырехмерном nространстве. Изложение доnол
нено также рядом частных вопросов фундаментального значенlfя 
(теорlfЯ кривых и гиперповерхностей в римановом пространстве 
\{ др.) . 

Книга nредназначена спецlfалистам в областlf тензорного анализа " римановой геометрии, 
инженерам, может также служить учебником для студентов вузов. 

И3дательство 
УРСС 

(095) 135-42-46, 
(095) 135-44-23, 

urss@urss.ru 

Наwи книги можно nриобрести в маrа3инах: 
«БИ0JIИО·ГJIО0у(» (М. ЛубRИКI, у/1. MRCHMЦИIR, 6. TeJI. (095) 925·2457) 
«Московскиl АОМ книги» (М. Арбатсиан, уп. Новыи Арбат, 8. Тел. (095) 203·8242) 
«Москва» (М. Охотиыil PRA. yn. Таерскан, 8. Тел. (095) 229·7355) 
«MOJIOAIR ГВIРАИR» (М, ПOJIRKKa, уд. Б. ПOIIRKKa, 28. TeJI. (095) 238·5083, 238·1144) 
«Дом Aeлoaoil кииrи» (м. Пропетврскан, yn. Марксистскан, 9. Тел. (095) 270·5421) 
«Старыil Свет» (м. Пуwкиискан, Тверскоil О·р, 25. Тел. (095) 202·8608) 
«Гножс» (м. Университет, t rум. корпус МГУ, иоми. 141. Тел. (095) 939·4713) 
«У Кентавра» (РГГУ) (М. HOIOCJIOбOACИIII, yJI, ЧВRНО81, 15. Тел. (095) 973·4301) 
«СПб. АОМ книrм» (Невсимil пр., 28. тел. (812) 311·3954) 



Издательство УРСС 

Представляет Вам свои лучшие книги: 
Гнеденко Б. В. 
Курс: теории вероятностей. 
Дается систематическое изложение основ теории вероятностей, 
проиллюсrрированное большим числом 'подробно рассмотренных 
примеров, в том числе и прикладиого содержания. Серьезное вни
мание уделено рассмотрению воnросов методологического харак
тера. Новые теоретические результаты открывают новые возмож
ности для естественнонаучного использования метода теории веро
ятностей. Всестороннее изучение явлений природы толкает теорию 
вероятностей на разыскание новых закономерностей, порождае
МЬIХ случаем. Теория вероятностей не отмежевьпЩется от запросов 
других наук, а идет в ногу с ·  обшим развитнем естествознания. 
Следует подчеркнуть, что за последние три десятилетия теория ве
роятностей преератилась в стройную математическую дисциплину 
с собственными проблемами и методами доказателъсТII . 

. , Теория вероятностей, подобно другим разделам математики, разви-
лась из потребностей практики: в абстрактной форме она отражает закономерности, присушие 
случайным событиям массового характера. Эти закономерности играют исключительно важ
ную ,роль в физике и в других областях естествознания, военном деле, разнообразнейших 
технических дИсциплинах, экономике и т. д. 
Для студеНТОВ ·математичеСКИХ сnециалЬНОСТеЙ УJiИВСрСИТеТОВ И nедаГОГИЧеСКИХ ИНСТИтутов. 

Гнеденко Б. В. 
О математике .. 
В mстояшее издание включены две неболъшие книгл, написан
ные · классиком теории вероятностей Борцсом Владимировичем 
Гнеденко (1912-1995) в последние годы его жизни. 
Первая книга предназначена в первую очередь старшеклассникам. 
В ней на осноj�анlщ своего богатого педагогического, научного и 
человеческого · опыта Борис ·Владимирович объясняет, что . такое 
матема:тuка, в чем ее познавательная сила, говорит о математиче
ском творчестщпl математическИх способностях. 
Во второй кнИге рассм�триваются педагоrи�еские и методологиче
ские воnросы математики, говорится о профессии преподавателЯ, 
о высоких требованиях к нему. 

· 

Гамов Г. ,. Стерн М. 
ЛогиЧеские задачи. 
Данная книга nредставляет собой сборник интересных математи
ческих .и физических задач-головоломок из различных областей 
науки. Каждая задача изложена в форме короткой истории. 
Все' задачи nредставлены в такой беллетризованной форме, что 
их с удоволъсТIIием моrут (И, несомненно, будут) читать даже те, 
кто не любuт математику. Никакой назидательности - nолная 
благожела1'tЛьность по отношению к читателю, юмор и блеск 
изложения отличают всю книгу от nервой до nоследней страницы. 

Сборник интересен не только школьникам старших классов, 
но и студентам младших курсов самых различных сnециально
стей. 



Издательство УРСС 

Представляет Вам свои лучшие книги: 

Эльсгольц Л. Э. 
Дифференциалl!>ные уравнения и вариационное исчисление. 
Предлагаемая вниманию читателей книга является nереизданием 
третьего выnуска серии «Курс высшей математики и математиче
ской физики•. Книги этой серии со знаком интеграла на обложке 
очень поnулярны на физическом факультете МГУ им. М. В. Ломо
носова. Настоящая КНИfа - классический учебник по дифферен
циальным уравнениям и вариационному исчислеJ,�ию для студентов 
физических и физико-математических факультетов университетов. 
В основу книги положены лекции, которые автор в течение ряда 
лет читал на физическом факультете МГУ. 

Цель данного учебника - способствовать глубокому усвоению 
теории с nомоwью 300 nодробно решенных примеров и 250 за
дач разного уровня сложности: от nростых до самых сложных и 
нетривиальных. 

Книга будет nолезна и интересна и тем, кто только начинает знакомство с предметом, и тем, 
кто стремится углубить свои знания в этой области. 

Арнольд В. И. , Козлов В. В. , Нейштадт А. И. 
Математические аспекты классической и небесной механики. 
В книге изложены основные принципы, задачи и методы клас
сической механики. Основное внимание уделено математической 
стqроне предмета. Обсуждаются математические модели движения 
механических систем, изложены различные аспекты теории пони
жении nорядка систем с симметриями, содержится обзор наиболее 
общих и эффективных методов интегрирования уравнений движе
ния, исследованы явления качественного характера, препятству
ющие полной интегрируемости гамильтоновых систем, оnисаны 
вариационные методы нахождения периодических и асимптотичес
ких движений, nредставлена общая теория тензорных инвариантов 
уравнений динамики и, наконец, изложены наиболее результатив
ные разделы классической механики: теория возмущений и теория 
колебаний. 

Для студентов, аспирантов, преподавателей, научных работни-
ков - математиков, механиков, физиков, представителей родственных специальностей. 

Вейль Г. 
Симметрия. 
Автор этой книги Герман Вейль (1885-1955), один из крупнейших 
ученых ХХ в., оставил глубокий след во многих разделах математи
ки и математической физики. Вейлю, в частности, мы обязаны тем, 
что отдаем себе сегодня полный отчет в значении для математики 
и физики общего понятия симметрии. 

Многолетние размышления над этой темой побудили Вейля в кон
це жизни выступить перед широкой аудиторией - перед ма
тематиками и нематематиками, лицами, интересующимися есте
ственными науками, и лицами, интересующимися гуманитарными 
науками, - с широким обсуждением сущности симметрии и ее 
роли в науке и в искусстве. Так родилась замечательная книга, 
предлагаемая вниманию читателя. 
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Пригожин И. 
От существующего к возникающему: 
Время и сложность в физических науках. 
Книга посвящена анализу фундаментальных понятий современной 
статистической физики: обратимости механи•1еского движения, 
неустойчивости динамических систем, необратимости. В качестве 
основного постулата принимается сформулированный на микро
скопическом уровне второй закон термодинамики - закон возра
стания энтрОпии и тем самым несимметрия времени. Переход от 
динамическоГо обратимого по времени описания к вероятностному 
осуществляется путем специального преобразован�, нарушающе
го временную симметрию. При этом вводится ноВОе понятие -
внутреннее время, характеризующее процессы в неустойчивых ди
намических системах. На многочисленных nримерах из физики, 
химии и биологии демонстрируется конструктивная роль необра
тимых процессов. 
Для широкого круга читателей различных специальностей - фи

зиков, химиков, биологов и nредставителей других смежных профессий. 

Пригожин И., Стенгере И. 
Порядок из хаоса. 
Новый диалог человека с природой. 
Книга ИЗJ!естного бельгийского физико-химика, лауреата Нобелев
ской nремии И. Пригожина и ero соавтора И. Стенгере посвящена 
рассмотрению науки и философии XIX и ХХ вв. с nозиций науки 
второй половины нашего столетия, а также проблемам и особенно
стям современного научного мышления. Цель книги - осмыслить 
путь, пройденньiй наукой и познанием и изложить требования 
современной науки и общества восстановить союз человека с при
радой на новых основаниях, в котором будет не только единство 
природы и человека, но также науки, культуры и общества. Ав
торы дают широкое и глубокое историко-научное и философское 
рассмотрение научного знания, начиная с Ньютона и Лапласа и 
кончая его позднейшей критикой современными философами. 

Главная тема книги •Порядок из хаоса» - переоткрытие понятия 
времени и конструктивная роль, которую необратимые процессы играют в явлениях природы. 
Возрождение Проблематики времени в физике произошло после того, как термодинамика 
была распространена на необратимые nроцессы и найдена новая формулировка динамики, 
позволяющая уточнить значение необратимости на уровне фундаментальных законов физики. 

Пригожин И. , Стенгере И. 
Время. Хаос. Квант. 
К решению парадокса времени. 
Книга лауреата Нобелевской премии Ильи Приrожина и ero соавтора Изабеллы Стенгере 
посвящена широкому кругу nроблем, интенсивно изучаемых в рукаводимых И. Приюжиным 
Международных институтах физики и химии Э. Сольвэ в Брюсселе и Центре исследований по 
статистической механике и сложным системам в Остине (штат Техас) : времени, случайности 
и хаоса, индетерминизма и необратимости (•стрелы времени�) , самоорганизации и возникно
вения диссипативиых структур, а также обсуждению различных аспектов и nерспектин новой 
nарадигмы современной науки, охватывающей це только естествознание, но и общественные 
и социальные дисциплины. 
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Ляховекий В. Д.,  Балохов А. А. 
I}Jуппы симметрии и элементарные частицы. 
Пособие посвящено основным методам теории rpynп, nриме
няемым в современной теории элементарных частиц. Изложен 
теоретико-rрупповой nодход к исследованию элементарных ча
стиц, рассмотрены груnnовые основы конкретных физических мо
делей. 
За nоследние десятилетия груnnовые методы стали неотъемлемой 
частью фундамента квантовой физики. Особенно отчетливо их 
значение проявилось в теории элементарных частиц, где теоретико
групповой nодход утвердился не только как nлодотворный метод, 
но и как естественный язык, необходимый любому специалисту 
в области физики высоких энерг�<�й. 
Книга nредназначена для студентов старших курсов физических 
факультетов университетов. Может быть полезна научным работ

никам, аспирантам, специализирующимся в области физики элементарных частиц. 

Хамермеш М. 
Теория rрупп и ее применекие к физическим проблемам. 
Книга, как видно из ее названия, посвящена физическим nри
ложениям теории групп. В основе книги лежат лекции, nрочи
танные автором, американским физиком Мортоном Хамермешем, 
для сотрудников одного из круnных научных центров США -
Аргоннекой национальной лаборатории. 

Автор последовательно и ясно изложил основы теории rpynn и ее 
важнейший для приложекий раздел - теорию представлений .. По
дробно рассмотрены nрименекия теории групп к многочисленным 
физическим задачам (симметрия кристаллов и молекул, магнит
ная симметрия, атомные спектры, физика ядра и элементарных 
частиц и др.) . Вводимые nонятия и представления и nолучаемые 
результаты иллюстрируются многочисленными nримерами, даются 
интересные задачи и упражнения. 

Вигнер Э. 
Инвариантность и эакоиы сохранения. 
Этюды о симметрии. 
Книга лауреата Нобелевской премии no физике Э. Вигнера nосвя
щена различным проблемам физики, размышлениям над судьбами 
науки, восnоминаниям о крупных ученых, с которыми автору до
велось встречаться и работать. Особенно nодробно автор исследует 
роль принциnов симметрии в физике, их значение для отбора, 
классификации и предсказания новых законов nрироды. Некото
рые работы более специального характера включены в качестве 
дополнения. 
Книга nредставляет интерес лля широких кругов научных работ
ников: физиков, математиков, историков науки, философов. 



И�дательство У;рСС 

Представляет :821м cвun лучшие книги: 

Тодхантер И. 
:Ц1:тория математических теорий притяженияи фигуры Земли 

�от Ньютона до Лапласа. 
Йсаак· Тодхантер (1820-1884) - английский математик, выдаю-

. .  шийся: педагог и историк науки, член Лондонского королевского 
обшеС:тва. 

'.Настоящий двухтомный труд И. Тодхантера nредставляет собой 
аналитический обзор nрактически всех работ rщ фигуре Земли 
от Ньютона до Лапласа, в том числе обзор nервоисточников, 
в :котQРЬЩ были введены такие фундаментальные nонятия мате.ма
тИ.ческой физики, как потенциал, nолиномы Лежандра, уравнения 
Лаnласа и Пуассона. 
Простое и ясное изложение nроблемы фигуры Земли с nриме
не'!!ием общеизвестных сегодня средств математического анализа 
nРедставляет интерес для преподавателей и студентов, особен
.н.6 тех, кто :��зучает науки о Земле, а также любителей истории 

естествознаниl! и научных рабо;ников соо�ветствуюших сnециальностей. 

Сажин М; В.. 
Современ�tая космолоrия в �о'nулярном изложении. 
В книге nоnулярно изложе!iЫ основные идеи и факты космоло
гии. Приводятся ее критические t�аблюдательные тесты, дается 
характеристика каЖдой эnщщ,· которая является важной вехой в 
существованlfи нашего мира. :Особое внимание уделено наблюда
теЛьной и физической кос.мо:tit!!r.ии, а также тем из ее разделов, 
.коtо�;>ые являются привлеiщтель)'lыми· с гносеологической точки 
зрения. 
Са'времениаl! космология nредставляет из себя чрезвычайно широ
кое поле деятеJiьности, ее можно условно подразделить на наблю
дательную космологию, физическую космологию и математичес
ку�q косt.tоло�ю. Каждый из разделов nредставляет, фактически, 
особую облаеТЪ науки. 

Кинг А. Р. 
Введение в классическую звездную динамику. 
В книге излоЖены важнейшие вопросы теории орбит, теории nо
тенцИала галактик, теории сnиральной структуры галактических 
дiif:KOB и приливноrо взаимодействия звездных систем. Обсужда
.ется движение звезд и эволюция звездных скоплений в галактике, 
а .также строение и эволюция скоплений галактик. 
В основу книги положены лекции по динамике звездных систем, 

· котЪрме автор много лет читал студентам Калифорнийского уни
верситета в Беркли (США). 
Книга. предназначена для студентов и асnирантов, изучающих 
астрономию и физику. Читатель уже должен иметь общее nредста
вленИе о звездных системах и основных положениях классической 
механики и статистической физики. 
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Кононович Э. В., Мороз В. И. 
Общий курс астрономии. 
Книга написана в соответствии с программой курса общей астроно
мии, утвержденной для студентов-астрономов. Основное внимание 
уделено формированию важнейших понятий астрономии и новей
шим достижениям в этой науке. Дано представление о различных 
разделах и методах современной астрономии, объединенных общеjt 
целью всестороннего исследования nрироды Вселенной. 

Ушедшее столетие сделвло астрономию всеволновой и всецело 
эволюционной наукой. От пассивного наблюдения астрономия 
перешла к активной постановке вопросов «Что?, rде?, коrд,а?:о в са
мых крупных масштабах нашего пространства-времени. Используя 
новейшие достижения физики и математики, а также усnешно nри
меняя nоследние изобретения техники, астроноМ,Ия вносит свой 
фундаментальный вклад в прикладные науки. 
Для студентов астрономических отделений университетов и педа

гогических институтов. Может быть использована nреподавателями астрономии средних школ 
и педагогических институтов. 

Куликовский П. Г. 
Справочник любителя астрономии. 
В настоящем справочнике излагаются задачи и методы современ
ной астрономии, дается описание небесных объектов - звезд, 
nланет и др. Описываются методы астрономических наблюдений, 
доступных скромным средствам любителей. Обширный справоч
ный материал обновлен и отражает достижения nоследних лет. 

История астрономии знает немало примеров того, как nростой 
интерес к науке превращался в серьезное увлечение, а любитель, 
nриобретая необходимые знания и навыки, становился професси
оналом. Задача •Справочника• - всемерно способствовать этому 
nроцессу, а также расширять круг интересующихся астрономией. 
Для астрономов-любителей, преnодавателей астрономии в средней 
школе, участников астрономических кружков, лекторов. Полезна 
также специалистам-астрономам и сотрудникам станций наблюде
ний исз. 

Николаев О.С. 
Физика и астрономия: 
Курс практических факультативных работ JJдя средней школы. 
Настоящий курс факультативных практических работ имеет своей 
целью определение универсальных физических постоянных. 01'6ор 
практических работ произведен по nризнаку использования самых 
простых и доступных приборов. Особенностью курса является вы
явление логической связи определяемых физических постоянных. 

Курс предназначен для учащихся старших классов средних школ с 
физико-математическим уклоном ,  rимназий и лицеев с углублен
ным изучением физики и астрономии. 
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Брайан Грин 
ЭЛЕГАltТНАЯ ВСЕЛЕННАЯ 

СуJJерструны, скрытые размерности и поиски окончательной теории 

В теченИе. nocлc:liнero nолувека · физики nродолжали, основываясь на открытиях своих nред
шественников; добиваться все более полноrо понимания nринципов устройсТI!а мироздания. 
И вот теперь, -сnустя: мноrо лет nосле тоrо, как Эйнштейн обьявил о своем паходе на поиски 
единой теории, фи;эмки .считают, что они смогли, наконец, выработать теорию, связывающую 
все эти nро·зреиия в единое цедое - единую теорию, которая в nринциnс сnособна объяснить 
все. явлениЯ: �та: теория, теория суперструн, и является nредметом данной книги. 
ТеорИя суnерстt)уи забрасывает очень широкий невод в пучины мироздания. ЭтО обширная и 
rлубокац теория, охватЫВ1!ЮШая многие важнейшие концеnции, играющие центрвльную роль 

· в современно'й физике. Она . объедИняет законы макромира и микромира, законы, действие 
которых распространяется в самые дальние дали космического nространства и на мельчайшие 
частищ�1 материи; поэтому рассказать об этой теории можно nо-разному. Автор выбрал подход, 
которЫЙ баЗируете� на ЭволЮции наших представлений о nространстве и времени. 
Книi:а вызовет несомненный . интерес у широкого круга читателей, особенно тех из них, кто 
не имеет Достато�ной nодготовки в физике и математике, но также и тех, которые имеют 
оnределенную научную nс:\дrотовку. Она nоможет студентам, изучающим естественные науки, 

' · И  их · nреподавателям в понимании некоторых основополагающих концепций современной 
Физики, а также даст им · nравд'ивое и взвешенное объяснение тоrо, почему специалисты по 
теорИи струн НС)1ЫТЬIВ/IЮТ такой .энтузиазм в. отношении nporpecca в поиске окончательной 
Теории мирозданюr. 
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Роджер Пенроуз. 
НО�ЫЙ УМ КОРОЛЯ. О комnьютерах, мышлении и законах физики. 
Монщрафия известного физика и математика Роджера Пенро
уза посвящена изучению nроблемы искусственного интеллекта 
на основе всестороннего анализа достижений современных наук. 
Возможно ли моделирование разума? Чтобы найти ответ на этот 
вопрос, Пенроуз обсуждает широчайший круг явлений: алrорит

·мизацию математи•Iескоrо мышления, машины Тьюринrа, теорию 
· сложности, теорему Геделя, телеnортацию материи, nарадоксы 

I<вантовой физики, энтроnию, рождение вселенной, черные дыры, 
строение мозга и многое другое. 
Книrа вызовет несомненный интерес как у специалистов, так и у 
широkоrо круrа читателей. 

Наши .книги можно nриобрести в маrаэинах: 
«6ИбJ111о·Глобус» (М. ЛyбiiHKI, yn. MRCHNIIIIU, &. Тел. (095) 925·2457) 
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