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ОТ АВТОРОВ 

Этот том отличается от всех предыдущих тем, что только один из его разделов - «Ва­
риационное исчисление• - включает наборы задач. Все остальные разделы свободны 
от каких бы то ни бьто упражнений. Это объясняетсЯ тем, что разделы, отведенные 
под численные методы, линейное проrраммирование и сплайны, представляют собой 
необходимое теоретическое и алгоритмическое преддверие вычислительного практи­
кума, который естественно опирается на использование компьютеров, в том числе 
и персональных. Отбор заданий для такого практикума, описание соответствующего 
проrраммного обеспечения, анализ полученных результатов и наиболее часто встреча­
ющихся ошибок- задача, бесспорно важная, но заметно выходящая за рамки данного 
издания как по объему, так и по специфике. Предлагать же задачи с громоздкими вы­
числениями для счета «На руках• - вещь идеологически неправильная, особенно при 
наличии значительного числа всевозможных программных средств (пакетов). 



ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 
НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИSI 

Задача nоиска экстремумов функции одной или нескольких переменных 

f(x) = /(х , , х2, . . . , Xn) --+ extr 

является одной из важнейших. Она заключается в отыскании оптимальных значений 
аргумента Xmin и/или Xmax и соответствующих им значений функции 

/min = /(Xm;n), /max /(Xmax) таких, ЧТО /mln � f(x), /max � /(х) 

для всех доnустимых (выделенных естественными требованиями, предъявляемыми 
к области оnределения функции, или особо оговоренными условиями) значений ар­
гументах. Если множество ограничений D достаточно «массивно», то говорят о за­
даче поиска абсолютного или глобального экстрему.ма функции f ( х) на множестве D. 
Если ж е  множество D включает в себя только «ближайшие» к Xmin или Xmax точки 
(D = {х: llx- Xmaxll < б} или D = {х: llx- Xminll < б}), то говорят о задаче ПOiiCKa 
локального экстремума. 

Исследованию задач, подобных по постановке вышеизложенным, с тем отличием, 
что объектом минимизации являются не функции, а более общие отображения-функ­
ционалы, -посвящено вариационное исчисление. При этом естественными аргумен­
тами оптимизации являются аргументы функцианалов функции. Так, например, 
если ставится задача поиска ноискорейшего пути из одного города в другой, то .мини.ми­
зируемы.м функцианалом будет время, аргументом минимизации -путь, а ограниче­
ния вьщеляют доступные пуrешественнику пуrи, ведущие из одного города в другой. 
Другим примером может служить задача об облете самолетом области наибольшей пло­
щади. Здесь мак:си.мизируе.мый функционал - площадь облетаемой области, аргумент 
максимизации - траектория полета, ограничения -например, запас горючего. 

Интересно отметить, что несмотря на современный математический аппарат, ис­
пользующий последние достижения функционального анализа, топологии, теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в частных производных 
и изощренную технику, основные идеи и nринцилы решения новых, неклассичес­
ких экстремальных задач поразительна похожи на идеи и принцилы решения задач 
классических, известных со времен ферма, Эйлера и Лагранжа. В частности, осно­
вополагающий принцип множителей Лагранжа, nозволяющий СВРдить исс.дедОiщние 
экстремальной задачи с ограничениями к исследованию задачи на экстремум без огра­
ничений, оказывается эффективным в самых разнообразных ситуациях. 



Глава XLIX _, ______________ _ 

ЭКСТРЕМУМЫФУНКЦИОНАЛОВ 

Мы начнем изложение с рассмотрения вопросов, касающихся описания основных 
объектов, с которыми нам придется иметь дело в дальнейшем, и их свойств. Эти­
ми объектами являются функциональные пространства и функционалы, определенные 
на элементах этих пространств. 

§ 1. Некоторые сведения и понятия 
из функционального анализа 

1.1. Функциональные пространства 
Пусть x(t), y(t), z(t), ... , u(t), ... - функции, заданные на отрезке [а, Ь] и облада­
ющие некоторыми оговоренными заранее свойствами - непрерывностью, диффе­
ренциf)уемостью и т. д. Их сумма, разность и произведение на число определены 
на этом же отрезке и обладают теми же свойствами. В этом случае будем говорить, что 
определено функциональное пространство, элементами (точками, векторами) которого 
Являются функции. Если дополнительно для любой пары x(t), y(t) функций опреде­
лено число llx- Yll. называемое расстоянием и обладающее свойствами обычного 
расстояния, т. е. 

1. llx- Oll = llxll � О, llxll = О  � x(t) ·=О, 

2. llaxll = ial · llxll. 
3. llx + Yil � llxll + IIYII. 

то функциональное пространство называется нормированным. 
Наличие в функциональном пространстве расстояния позволяет обычным образом 

определить окрестность элементов этого пространства - е -окрестностью элемента х0 

является множество элементов х этого пространства, таких, что 

llx- xoll < е. 
Как и в обычном анализе, можно определить сходимость последовательности эле­

ментов, т. е. ввести понятие предела 

х = lim Xn � 'V е >О 3 по: 'V п > по llx- Xnil < е. R--->00 
Заметим, что на одном и том же множестве функций расстояние можно задавать 

по-разному. При этом будуr получаться различные нормированные пространства. Бли­
зость элементов в них будет пониматься по-разному и, соответственно, по-разному 
будет выглядеть предел последовательности элементов. 



6 ____________________ ,_ xux. э.с,."."., фytwjlroнAIIOIJ 
Важными являются следующие ДJЩ примера. 
Пример 1. Рассмотрим на отрезке [а, Ь] совокуnность неnрерывно дифференцируемых функций. Оnре­
делим расстояние между функциями z(t) и y(t) соотноwением 

\lz- 1111 = max \z(t)- y(t)l. (1) IE\II,Ъ} 
<111 Легко nроаерить, что свойства l-3 дnя таким образом оnределенного расстояния выnолняются. Близ­
кими в смысле расстояния (1) будут функции, модуль разности которых невеnик. К nримеру, функции 
x(t)::::: 1 +Е sin Mt и y(t) = 1 близки в указанном смысле nри достаточно малом е и nюбОм М, так как 

llz(t)- y(t)ll == 1\е sin Mtll = max 1е sin Mtl �е. 11> 
tei ... ЬJ 

Прммер 2. Определим на этом же множестве (неnрерывно дифференцируемых функций) другое рае> 
стояние 

1 1:11'- 1111 = max { lz(t) - y(t)l, lz' (t) - у' (t)l }· IЕ[4,Ь) 
(2) 

<111 Как и выше, легко nроверИть, что требования 1-3 выnолнены. Близкими в смысле расстоян111я (2) 
будут функции, которые близки на отрезке {а, Ь) вместе со своими проиаводными. Функции, рассмо­
тренные выше, nри фlllксированном значении е могут бwть сделаны сколь угодно далекими за счет 
выбора М, так как 

nри М� l. 11> 

llz(t) y(t)ll lle sinMtll = max { le sinMtl, \Ме cosMtl} = Ме IЕ\а,Ъ) 

Заметим, что расстояние (2) «сильнее� расстояния ( 1) - из близости в смысле рас­
стояния (2) следует близость в смЪJсле расстояния ( 1). Обратное, как свидетельствует 
рассмотренный nример, неверно. 

Выбор сnособа вычисления расстояния на том или ином множестве функций, как 
правило, оnределяется содержанием задачи, приводящим к рассмотрению именно 
этого класса функций. 

Множество непрерывных функций с расстоянием ( 1 )  обычно обозначается Cta,ЬJ. 
Множество гладких (непрерывно дифференцируемых) функций с расстоянием (2) 
обозначается с,�,Ь]. Символами к С[а;ЬJ и к ci�.ЬI соответственно будем обозначать 
пространства кусочно-непрерШJнш и кусочно-глад�<:их функций. В nервом из них рас­
стояние будем находить из соотношения ( 1), во втором -из (2). 

1.2. Функционапы 

Пусть В -некоторое функциональное пространство с введенным на множестве ero 
элементов расстоянием1> и пусть задано правило J, в соответствии с которым каждому 
элементу некотороrо подмножества D � В поставлено в соответствие число, 

J: D-R. 

Этот факт можно заnисывать обычным образом у = J(x) и rоворить, что задан функ­
ционал, область оnределения котороrо есть множество D � В. 

Данное определение является очевидным обобщением понятия числовой функции 
и так же, как для обычных числовых функций, для функционалов вводятся понятия 
непрерывности, дифференцируемости и т. п. 

Так, юmример, функционал у = J(x) называется непрерывньш в х0 Е D, если 
из хо = lim Xn следует, что J(xo) = lim J(xn). n-+oo n-+oo 

1) Ниже nод 8 можно понимать одно из пространств, оnисанных в п. l.l. 



§ 1. Некоторые СlеДени• и nонiТИI из фунiЩIIонuьного аНII\иэа ------------- 1 
Функционал f(ж) называетсялинейнЬI.М, если он оnределен на всем В, неnрерывен 

в каждой точке и обладает свойством аддитивности, т. е. для любых· ж и у выnолняется 
равенство f(ж + у) = /(ж) + f(y) . В функциональном анализе устанавливается, что 
линейный функционал обладает свойствами 

· 

- однородности: f(аж) = аf(ж) V а Е R, ж Е В, и 
- ограниченности: 3 С- постоянная, такая, что 1/(ж)l � С ·llжll V ж Е В. 

Свойства ограниченности и непрерывности линейного функцианала взаимозаме­
няемы - из одного из них следует другое. 

Функционал в с1�.1 1, задаваемый соотношением 

f(ж) = ж (�) + ж' (�) , 
линеен. 

Вот еще несколько примеров линейных функционалов: 

-в пространстве C[o,l) 

-в nространстве С(0,11 1 

1 
/(ж) = 1 ж(t) sin 1rt dt, 

о 
1 

/(ж) = 1 ж(t)t2 dt, 
о 

/(ж) = ж(О) + ж(l); 

/(ж) = 1 ж(t)g(t) + ж'(t)h(t) dt, здесь g(t) , h(t) непрерывны, 
о 

f(ж)с = а:ж(О) + ,бх( l), f(x) = аж' ( �) . 
Функционал в Чо.1J, задаваемый равенством f (ж) = ж' (;) , линейным не является, 

несмотря на то, что обладает свойствами аддитивности и однородности. 
В дальнейшем нам В Пространствах С(�.Ь), К С[�.Ь/ nридется иметь дело С функци­

оналами, заданными соотношениями 
ь 

/(ж) = 1 L(t, ж(t), ж'(t)) dt- классический интегральный функционал, 

f(x) = l(x(a), х(Ь)) - классический терминальный функционал, 
ь 

f(x) = 1 L(t, x(t), x'(t)) dt + l(x(a), х(Ь)) - функционал Больца, 

где L( и, v, w), l (т, s) -заданные функции. 



8 --------------------- Глава xux. Экстремумы фуи1ЩИ0н811011 

1.3. Экстремумы функционалов 

Пусть В - функциональное пространство, f ( х) функционал, определенный на не­
котором множестве D � В. Будем говорить, что элемент Xrnin Е D доставляет функ­
ционалу f(x) наименьшее на множестве D значение (.минимум) , если 

'V Х Е D /(Xmin) � f(x). (3) 

Записывать этот факт принято так 

Xmin = argmin f(x)\,.ED' 
Если в формуле (3) поставить строгий знак неравенства, то можно говорить о строгом 
минимуме. Аналоmчно оnределяются элемент Xmax• доставляющий функционалу 
.максимум, и строгий максимум функционала. Обозначение 

Xmax = argma:x f(x)lжED' 
Максимум и .минимум функцианала на D объединяют общим термином экстре.мумы 
функционала, точки называют точками экстремума, значения функцианала- экстре­
мальными значениями. Так определенные экстремумы называют еще абсолютными 
или глобальными экстремумами в D. Если множество D nредставляет собой окрест­
ность элемента Xmin, т. е. множество элементов В, близких в смысле оnределенного 
в В расстояния к элементу Xmin, то говорят, что этот элемент доставляет функционалу 

· локальный или относительный минимум. В этом случае пишут 

Xmin = arglocmin f(x) {:::::::} J(xmin) � f(x) 'V Х Е D: llx- Xmin!l < б. 
Локальный максимум определяют аналогично. 

В случае, когда элементы пространства В непрерывно дифференцируемы, раз­
личают сШ/ьный и слабый локальные экстремумы. О сильном экстремуме говорят 
тогда, когда близость функций из В оnисывается расстоянием, определенным соот-
ношением (1), о слабом в случае использования понятия близости, основанного 
на соотношении (2). 

· 

Ясно, что глобальный в D экстремум является в то же время и локалъно сильным, 
и локально слабым экстремумом. Столь же очевидно, что всякий сильный экстремум 
одновременно является и слабым. Обратные утверждения неверны. В частности, сла­
бый экстремум не обязан быть сильным (пример, иллюстрирующий эту возможность, 
приведен во введении к rл. LIV). 

Поэтому условия, из которых следует существование «СПtршего» экстремума (до­
статочные условия экстремума), обеспечивают сушествование и «младших». В то вре­
мя как условия, следующие из существования «младших» экстремумов (необходимые 
условия экстремума), необходимы и для существования старших. 

§ 2. Необходимые условия экстремума 
Исследование экстремальных задач для функцианалов мы начнем с установления 
необходимых условий слабого локального жстрему.ма. 

Пусть функционал f(x) определен в слабой окрестности элемента хо Е С�а,ЬI 
и nусть х0 - элемент слабого экстремума (для определенности - минимума) это­
го функционала. Пусть h Е С11а,ь] и величина (норма) llh!l мала. Тогда приращение 



§2. Необходимые условии зкстремума --------------------- 9 

ilhf(x) функдионала j(x) в х0, соответствующее приращению h, будет неотрицатель­
ным для любых h 

f(xo + h)- f(xo) ): О {:::::} ilhf(x) = f(xo + h)- j(xo) ): О. (1) 

Соотношение ( 1) и есть искомое необходимое условие. Отметим, что в случае 
задачи на максимум знаки неравенства ): в ( 1) нужно заменить на � . 
2.1. Вариации функционалов 

Выделим те функционалы, для которых приращение допускает специальное предста­
вление. 

Назовем функционал дифференцируемым (по Фреше) в хо, если его приращение 
представимо в виде 

(2) 

где бhf(x0) -линейный по h функционал, а функцианал-остаток r(xo, h) является 
величиной бecKOf!e'lHO малой в сравнении с главной (линейной относительно прира­
щения аргумента h) частью приращения функционала

' 

. ir(xo, h)l ltm = 0. 
llh\1-->0 llhll 

Таким образом, дифференцируемые функдионалы - это функционалы, мало отлича­
ющиеся от линейных в окрестности точки х0·• 

Главная (линейная относительно приращения аргумента h) часть прираЩения функ­
ционала бhf(x0) называется вариацией по Фреше функцианала f(x) в точке хо. 

Пусть h - некоторое приращение аргумента, а Л - число. Функцией Лагранжа 
.назовем функцию А(Л), задаваемую при фиксиров;lнных h и хо равенством 

А(Л) = f(xo + Лh). 

Если для любого приращения h существует производпая функции Лагранжа в точке 
Л = О  

А'(О) = lim f(xo + Лh)- J(xo)
, Л->0 Л 

то она называется лагранжевой вариацией функцианала f( х) в точке х0• 
Заметим, что из существования вариации по Фреше следует, что существует лагран­

жева вариация и они тождественны. 

� Заменяя в числителе дроби под знаком предела 

А'(О) = lim 
/(хо + Лh)- f(xo) 

Л-->0 Л 
приращение функцианала его выражением из (2) и учитывая, что блhf(хо) = Лбhf( х0) 
в силу линейности по h вариации Фреше, получаем 

, r(Лh, хо) r(Лh, xo)llhll А (О) = бhf(xo) + lim 
Л = бhf(xo) + lim 

ll hll 
= бhf(xo) . ..,. Л->0 л ..... о Л 

Обратное уже неверно - существование лагранжевой вариации не обеспечивает 
существование вариации по Фреше. 
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Пример 1. Действительно, рассмотрим функционал f(z), заданный соотношением 

f(z) = �z3(a) + zЗ(Ь) . 
..,. В точке z(t) = О имеем 

:). �(>.h(а))З + (>.h(Ь))З'
Л=О 

= � hЗ(а) + hЗ(Ь). 

Полученное выражение не является линейным относительно допустимых приращений h(t), позтому ва­
риации по Фреше этого функцианала в рассматриваемой точке не существует . .,. 

Рассмотрим еще несколько примеров. 
Пример 2. Пусть l(s, т) - непрерывно дифференцируемая функция двух переменных, z(t) Е с1�.ь]. 
Рассмотрим терминальный функционал а с1�.ь], задаваемый соотношением 

f(z) = l(z(a), z(Ь)) . 
..,. Для лагранженой вариации получаем 

1 d 1 81 дl А (О) = d>.l(z(a) + >.h(a), z(Ь) + >.h(Ь)) Л=О = дz(а) h(a) + дz(Ь) h(Ь). 
Для нахождвния вариации по Фреше следует рассмотреть приращение функцианала и выделить его 
линейную по h часть 

д,.l = l(z(a) + h(a), z(Ь) + h(Ь)) - l(z(a), z(Ь)). 
В силу непрерывной дифференцируемости l(s, т) ее приращение можно заменить дифференциалом 

81 81 д,.l = дz(а) h(a) + дz(Ь) h(Ь) + r(z, h). 

Легко устанавливается, что остаточный член r мал в сравнении с линейными по h слагаемыми, откуда 
и следует дифференцируемость по Фреше. Как и было замечено выше, обе вариации совпадают . .,. 

Пример 3. Пусть L(u, 11, w) - непрерывно дифференцируемая функция трех переменных, z(t) Е с11а,Ь]. 
Рассмотрим интегральный функционал в с1�.ь] , задаваемый соотношением 

' ь 
/(z) = j L(t, z(t), z'(t)) dt. 

11 
Покажем, что он дифференцируем по Фреше и найдем его вариацию . 

..,. Имеем ь 
f(z + h) - f(z) = j [L(t, z(t) + h(t), z'(t) + h'(t)) - L(t, z(t), z'(t))j dt. 

11 

(3) 

Заменяя под знаком интеграла приращение функции L(u, 11, w) дифференциалом, приходим к соотно-
шению 

• [дL дL ] ь 
д,.f(z) = j дz h(t) + дz' h1(t) dt + j R dt, 

• 11 
линейная часть которого и дает выражение для вариации интегрального функцианала (3) 

6,.f(z) = i [:� h(t)+ :� h'(t)] dt. 

Лагранжена вариация будет такой же в силу установленной дифференцируемости рассматриваемого 
функционала . .,. 

Пример 4. Пусть функции L(u, 11, w) , l(s, т) непрерывно дифференцируемы, z(t) Е с1�.ь]. Рассмотрим 

функционал Больца в с1�.ь], задаваемый соотношением 

ь 
f(z) = j L(t, z(t), z'(t)) dt + l(z(a), z(Ь)). (4) а 
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<11 Выкладки и рассуждения, nодобные nриведеиным выше, nозволяют заключить, что функционал Боль­
ца в оговоренных выше условиях дифференцируем и его вариация дается выражением 

Jь [дL дL 1 ] дl дl 6hf(ж) = дж h(t) + дж' h (t) dt + дж(а) h(a) + дж(Ь) h(Ь) . .,. 
.. 

2.2. Теорема Ферма 

Теорема Ферма (необходимое усповие д01111ыюrо 3КС1JМ!МУМ8). Пусть функционал f(ж) удовле­
творяет следующим условиям: 

- определен в точке ж0 Е D и некоторой ее окрестности, 
- дифференцируем в точке жо, 
- достиzает в точке жо экстремального значения. 

Тогда вариация функцианала в этой точке тождественно равна нулю для любого 
приращения h. 
<111 Пусть для определенности жо - точка минимума функцианала f (ж) . Тогда точка 
>. = О будет точкой минимума для функции Лагранжа А( Л). Необходимым условием 
экстремума функции Лаrранжа яВляется обращение в точке экстремума ее производ­
ной в нуль 

Л'(О) = бвf(жо) = О. 111> 
Полученное необходимое условие экстремума носит абстрактный характер и по 

форме не отличается от аналогичных условий для функций одного или нескольких 
переменных. Наша ближайшая задача состоит в конкретизации этого (и полуЧенных 
в следующем пункте) условий для интегральных функционалов. 

2.3. Старшие вариации и усповиw старших порядков 

Фактически теорема Ферма следует из возможности представить приращение функ­
ционала в окрестности возможной точки экстремума в виде 

i).ьf(ж) = /(ж + h) - /(ж) = 64/(ж) + r, 
где первое слагаемое бвf(ж) -...:главное в том смысле, что именно оно оnределяет знак 
приращения. Мы установили, что в точке экстремума это слагаемое обращается в нуль, 
и для получения дополнительной информации хотелось бы уметь уточнять, что же 
nредставляет собой остаток - функционал r(ж, h). В классическом анализе подобное 
уточнение осуществляется за счет введения старших дифференциалов. Мы поступим 
аналогичным образом, вводя аналог старших дифференциалов ..,.. старшие вариации. 

Функция f (ж, у) двух nеременных (ж, у) , являющихся элементами функциональ­
ного пространства В, называется билинейньш функционало.м, если вьmолнены следую­
щие условия: 

1 )  при каждом фиксированном значении переменной у функционал /(ж, у)= f 11(ж) 
линейный, 

2) при каждом фиксированном значении переменной ж функционал f (ж, у)= f :�:(У) -
линейный, 

3) функционал /(ж, у) неnрерывен по совокупности переменных (ж, у) . 
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Последнее свойство равносильно следующему 

3 С> О 'V х, У IJ(x, Y)l =:;; Cllxii·IIYII. 
Билинейный функционал J(x, у) называется симметричным, если дЛЯ любых значе­
ний х и у выполняется равенство J(x, у) = J(y, х). 

Функционал q(x) называется квадратичным, если найдется билинейный функци­
онал J(x, у) такой, что q(x) = J(x, х). Различные билинейные функцианалы могут 
пораждать один и тот же квадратичный. 

Отметим два важных свойства квадратичного функционала, следующих из его 
оп'ределения: 

q(Лх) = Л2q(х), 
3 С> О lq(x)l =:;; Cllxll2• 

Примерами квадратичных функционалов могут служить следующие. 

1 .  Квадратичная форма в Rn 
n 

х = (х1, х2, ... , Xn), q(x) = 2: a;jXiXj. 
i=l,j=l 

2. Квадратичный терминальный функционал в С[а,Ь] 

х = x(t), q(x) = ах2(а) + {Зх(а)х(Ь) + 1х2(Ь). 
3. КвадраТИЧНЫЙ терМИНалЬНЫЙ функционал В С[�,Ь] 

х = x(t), q(x) = а11х2(а) + а12х(а)х'(а) + а22х'2(а) + /Знх2(Ь) + !112х(Ь)х'(Ь) + 

+ ,б22х'2 (Ь) + 111х(а)х(Ь) + 'У12х(а)х' (Ь) + 121х' (а)х(Ь) + 122х' (а)х' (Ь). 
4. КвадраТИЧНЫЙ ИНТегральный функционал В С[1а,Ь] 

ь 
х = x(t), q(x) = j [P(t)x'2(t) + 2R(t)x'(t)x(t) + Q(t)x2(t)] dt. 

а 

Второй вариацией функцианала J(x) назовем вариацию функцианала 6hf(x) (первой 
вариации функцианала f ( х) ), рассматриваемого как функция переменной х, 

6�hf(x) = 6h(6hf(x)). 

Вторая вариация является квадратичным относительно h функцианалом и пред­
ставляет собой аналог второго дифференциала. Как и в обычном анализе, ее ис­
пользование позволяет уточнить представление nриращения функцианала в точке. 
Заметим, что существование второй вариации влечет за собой существование второй 
производной функции Лагранжа Л(Л) в нуле (второй лагранжевой вариации) и их 
тождественность. Поэтому для функции Лагранжа в точке х, где у нее существуют 
первая и вторая вариации, имеет место двучленная формула Тейлора 

,х2 
flлhf(x) = f(x + Xh)- J(x) = 6hf(x)Л + 6�hf(x)2 + r1(x, h) . 
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Полагая Л = 1, приходим к равенству 

. 1 
f(x + h)- f(x) = lihf(x) + li�hf(x)2 + rt (x, h), 

где остаток r1 (x, h) мал в сравнении с llhll2, если только llhll---+ О. Искомое разложе­
ние получено. 

Теорема (необходимое условие экстремума второго порядка). Пусть функционал f(x) дважды 
дифференцируем и достигает экстремума в точке х0• Тогда в этой точке вторая вари­
ация должна быть знакапостоянной - неотрицательной, если в точке хо достигается 
минимум, и неположительной, если максимум. 

<1111 В точке экстремума (для определенности, минимума) должно иметь место нера­
венство f(x + h) - f(x) � О для всех достаточно малых h, и одновременно должна 
обращаться в нуль первая вариация. Поэтому (в силу малости остатка r1 (x, h)) знак 
разности f(x + h)- f(x) определяет знак второй вариации . ..,. 

Это же разложение служит источником достаточнЫх условий экстремума функ­
ционала- ясно, что знакапостоянство второй вариации определяет знакопостоян­
ство приращения функцианала для достаточно малых (настолько малых, что остаток 
r1 (х, h) не влияет на знак приращения) llhll- Эти соображения позволяют сформули­
ровать следующую теорему. 

Теорема (достаточное условие экстремума). Пусть функционал f ( х) дважды дифференцируем 
в точке х0 и пусть в этой точке выполнены условия: 

- первая вариация обращается в нуль для всех достаточно малых приращений h, 

- вторая вариация знакапостоянна для всех достаточно малых приращений h. 

Тогда, если вторая вариация положительна, то в точке х0 функционал f(x) дости­
гает локального минимума, если отрицательна - локального максимума. 

Если вторая вариация в точке х0 для различных приращений может принимать зна­
чения разных знаков, то в этой точке экстремума нет. 

Если вторая вариация в точке х0 для некоторых ненулевых приращений может при­
нимать нулевое значение - требуется дополнительное исследование. Здесь возможно как 
наличие экстремума, так и его отсутствие. 

Везде в дальнейшем мы ограничиваемся изучением необходимых условий экстре­
мума для классических интегральных и интегро-терминальных функционалов. 

Упражнения 

1. Найдите норму2) элемента x(t) в пространствах С[а,ь] и с1�.ь] соответственно: 

а) 

б) 

x(t) = sin(n2t)
, n 

x(t) = sin(nt)
, n2 

n = 1, 2, 10, 100, 1000, 

n = 1, 2, 10, 100, 1000, 

2) Т. е. расстояние до элемента 8(t) = О. 

t Е [0, 1r); 

t Е [0, 1r]; 
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в) �(t) = co

2
s(nt) , [ ] ... n = 1, 2, 10, 100, 1000, t Е О, 2r ; n + l 

. t г) x(t) = sm -, n = 1 ,  2, 10, 100, 1000, t Е [0, 1). 
n 

2. Найдите расстояние между элементами x(t) и y(t) в пространствах с1,.,ъ] и с1�.ь]: 

а) x(t) = l n t, y(t) = t, tE(e-1,e}; 

б) x(t) = si n 2t, y(t) = sin t, t Е [о, i]. 
3. Найдите значения функцианалов f(ж) в указанных точках x(t) : 

а) f(x) = х(О), x(t) Е Сн.1J, z(t) t2, x(t) = 3t3 + 2t2- t + 5; 
б) f(z) = z(O) + х'(О)- z(O) · х'(О), z(t) Е c11_1,J]> x(t) = sin rt, z(t) = t2; 

1 
в) f(x) J x(t) dt, x(t) Е C[o.l\o z(t) t2 , ж(t) = sin rt ; 

о 
1 

г) f(z) = J (x2(t) + x'2(t)) dt, x(t) Е с1�.1]> x(t) = t2 , x(t) sin rt. 
о 

4. Покажнте, что функционал l(z) = x(t0) , z(t) Е С]а,ь], а �  t0 � Ь, линеен. 

5. Докажите уrверждение: если функционал l(ж) линеен и для любого элемента z(t) выпол-
няется 

lim l(z) 
llzll->0 !lжll 

то функционал l(ж) тождественно равен нулю. 

о, 
6 .  Исследуйте непрерывность следуЮщих функционалов: 

а) f(x) = z(O), ж(t) Е Сн.11: 
б) /(z) = lx(O)I, z(t) Е C[-I,I)i 
в) f(z) = :r(O) + z'(O) -ж(О) · х'(О), z(t) Е c,1_1•1J; 

1 
г) f(x) = J x(t) dt, z(t) Е C[o,1]i 

о 
1 

д) f(z) jlx2(t) + x'2(t)] dt, x(t) Е C]o,l]i 
о 

1 
е) f(x) = J [x2 (t) + x12(t)I dt, x(t) Е С1�.11; 

о 
1 

ж) /(z) J lx'(t) l dt, x(t) Е C{o,l}· 
о 

7. Найдите приращение функционала j(x) в точке x0(t) , отвечающее приращению аргумента 
.6.х = h(t) : 

51ft 
а) f(x) = z(O), z(t) Е Ct-1,1J, z0(t) = t2, h(t) = 0,1  sin 2; 
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б) /(ж) = ж2(0), ж(t) Е C[-l,l]• жо(t) = t, 
511't h(t) = 0,1 sin 2 ; 

1 
в) /(ж)= j ж(t) dt, ж(t) Е C(o,1J, ж0(t) = t2, 

о 

511't h(t) = 0,1 sin Т; 

1 
г) f(ж) = j(ж2(t) + ж12(t)] dt, ж(t) Е C[o,l]• жо(t) t, 

о 
8. Проверьте дифференцируемость следующих функционалов: 

а) /(ж)= ж(О), z(t) Е Сн,1J; 

б) /(z) = ж(О), z(t) Е С{-1,11; 
в) f(z) = z(O) · z'(O), z(t) Е С11-1.1); 
г) f(ж) = ж2(0), ж(t) Е С[-!,1]; 

1 
д) f(z) = j ж(t) dt, z(t) Е C[o.l]; 

о 
1 

е) /(ж)= j lж(t)l dt, ж(t) Е C[�,l)· 
о 

9. Докажите, что линейный функционал дифференцируем. 

5rt h(t) = 0,1 sin т· 

10. Докажите, что функционал /(z) = lz(O)I, z(t) Е С[о,1[ недифференцируем. 

11. Известно, что функционал /(z) -дифференцируем. Будет ли дифференцируем функцио-
нал f2(z)? 

. 

12. Известно, что функция !t'(u) дифференцируема как функция nеременной u. Будет ли 
дифференцируем функционал /(z) = !p(z(O)) в nространliтве C[-1,1J? Ав C11-1,1J? 

13. Известно, что функция двух nеременных \"(u, v) дифференцируема. Будет ли дифферен­
цируем функционал /(z) \"(z(-1), z(l}) в nространстве Сн,1J? 

14. Известно, что функция двух nеременных \"(u, v) дважды неnрерывно дифференцируема. 
Будет ли дифференцируем функционал 

1 
/(z) = j 'P(t, z(t)) dt, z(t) Е C[o,1J? 

о 
15. Докажите, ЧТО ЛИНеЙ}iЫЙ функционал не имеет экстремумов, еСЛИ ТОЛЬКО ОН Не тождествен­

НЫЙНОЛЪ. 

16. Исследуйте необходимые условия экстремума для функцианалов уnражнений 1 1-14. 
17. Докажите, что функция z(t) =О является точкой минимума функционала 

1 
f(z) j (ж2 + t2) dt, z(t) Е C[o,l)· 

о 
18. Исследуйте необходимые условия экстремума для функцианала 

.. 

f(ж) = j z2(t- z) dt, z(t) Е C[o,l]· 
о 

Докажите, что экстремалъ z(t) = О не является точкой минимума этого функционала. 
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Ответы 
1 1 l n 1 1 

1.а) n,n; Ь) nl'n; с) n2+l' +l; d) sinn'n2• 2.а) е l,e-l; Ь) 1,3. 
1 2 23 ?r2+1 

3. а) О, 5; Ь) 1r, О; с) З' к; d) sin 15, -2-. 6. (a)-(d) и (f) непрерывны, (е) 
0,04 1f2 4 41 

и (g) - нет. 7. а) О; Ь) О; с) -;-; d) sin 32 + 1251f2 + 200 ::::: 0,51667. 8. (а)-( е) 

дифференцируемы, (f)- нет. 11. Да. 12. Да. 13. Да. 14. Да. 

16. 11. J(x0) = О  U бь.!(х0) = О; 12. <р'(х(О)) = О; 13. :: (х(-1), хЩ) = Оn :: (х(-1), 
fJ<p x(l)) = О; 14. -(t, х) = О. дх 17. Очевицно следует из задачи 16.14 и тоrо обстоятельства, что 

1 . 1 1 1 (х2 +е) dt ;;;;: 1 t2 dt = 3 v ж(t). 
о о 

18. Заметим, что функция x0(t) = О является экстремалью рассматриваемого функционала, при 
этом f(ж0) = О. Однако, например, 

/(Vt) 1 - 15 < /(хо) 
и, следовательно, ж0(t) = О не доставляет. функционалу rлобалъноrо минимума. Не является 
она и точкой локальною минимума, так как для достаточно малых значений е функции x,(t), 
принимающие значение 1 -е на промежутке [0, е] и ноль на оставшейся части промежутка 
(е, 1), близки в Cto.1J к функции ж0(t) О, в то же время f(ж,(t)) < О, 

1 1 / 
1 



Глава L --------------------

ПРОСТЕЙШАЯ ЗАДАЧА 
КЛАССИЧЕСКОГО ВАРИАЦИОННОГО 

ИСЧИСЛЕНИЯ 

Простейшей задачей классического вариационного исчисления обычно называют за­
дачу отыскЭ.ния экстремума интегрального функционала 

ь 

J(x) = 1 L(t, x(t), x'(t)) dt 
а 

на множестве дифференцируемых функций, проходящих через заданные точки на 
плоскости (t, х) х(а) Ха, х(Ь) :х:ь. (1) 

Мы будем различать две задачи для интегрального функционала ( *) с граничными 
условиями (1): 
- задачу d слабом экстремуме: функции предполагаются непрерывно дифференци­

руемыми на отрезке [а, Ь }, близость функций понимается как близость в простран­
стве С(1а,Ь], 

- задачу d сильном экетремуме: функции предполагаются кусочно непрерывно диф­
ференцируемыми на отрезке [а, Ь}, блмзость функций понимается как близость 
в пространстве С(а, Ь]. 
граничные условия ( 1) называются условиями закрепления концов, а поставленные 

задачи носят название задач с закрепленными концами. 

§ 1 . Лемма Лагранжа и уравнение Эйлера 
Рассмотрим задачу 

ь 

j(x) = 1 L(t, x(t), x'(t)) dt- extr, х(а) =Ха, х(Ь) = хь, x(t) Е С[�.ЬJ· 
, а 

Пусть x0(t) -точка экстремума. Слабая окрестность этой точки состоит из глад­
ких функций x(t), мало отличающихся вместе со своими производными на про­
межутке [а, Ь] от x0(t) и ее производной соответственно, и примимающих на кон­
цах отрезка те :же значения, что и x0(t). Следовательно, допустимые приращения 
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h(t) = x(t)- x0(t) -это гладкие же функции, примимающие на концах отрезк� нуле­
вые значения. Необходимое условие экстремума в этой задаче выглядит так: при лю­
бом допустимом nриращении h(t) функция x0(t) должна удовлетворять соотношению ь 

бв/(х)= 1 [:� h(t)+ =� h'(t)] dt=O \fh(a)'=h(Ь)=O. 
а 

Проинтегрируем второе слагаемое в выражении, стоящем под знаком интеграла, по ча­
стям, предnолагая, что подынтегральная функция L(t, x(t), x'(t)) дважды дифферен­
цируема. Имеем ь ъ 

1 дL , 
дL lь 1 d дL - h (t) dt = h(t) - - --h(t) dt. дх' дх' а dt дх' 

а а 

Учитывая теnерь, что внеинтегральный член обращается в нуль (за счет граничных 
условий для h(t) ), получаем соотношение 

ь 
бпJ(х) = 1 [дL - !:._ дL] h(t) dt =О V h(a) = h(Ь) =О, дх dt дх' а 

которому должна удовлетворять функция x0(t). 

( 1) 

Для дальнейших nреобразований соотношения ( l) нам nонадобится утверждение, 
носящее название основной леммы вариационного исчисления. 

Лемма Лаrранu. Пусть функция h(t) непрерывно дифференцируема на промежутке [а, Ь] 
и обращается в нуль на концах этого промежутка, а функция H(t) -определена и не­
прерывна на [а, Ь]. Пусть, кроме того, для любой функции h(t), обладающей указанными 
свойствами, равен нулю интеграл ь 

f H(t)h(t) dt =О. 
IJ 

Тогда функция H(t) ;::: О V t Е (а, Ь}. 

<1111 Допустим, что утверждение леммы неверно и на отрезке [а, Ь] есть по крайней мере 
одна точка t0, в которой функция Н ( t) не обращается в нуль. Пусть дЛЯ оnределенно­
сти H(t0) > О. Тогда в силу своей непрерывности функция H(t) будет положительна 
во всех точках некоторой б-окрестности точки t0• Возьмем функцию h(t), заданную 
соотношением { sin2 2

1Г
А: (t- to + 6) V !t- t0! < 6, 

h(t) = (} 
О V lt- to/ > 6. 

Она удовлетворяет требованиям, nредъявляемым условием леммы к функциям h(t), 
и для нее рассматриваемый интеграл должен быть равен нулю. Однако 

Ь to+6 
J H(t)h(t) dt = J H(t)h(t) dt > О 
4 t&-8 
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в сИЛуположительностифункцийН(t)и h(t) на nромежутке (to-6, tо+б). Полученное 
·nротиворечие доказывает лемму. а. ' 

Применим эту лемму к соотношению ( 1). В силу сделанных допущений функция 

8L d 8L 
H(t) = 

дж - dt дж' 

неnрерывна и, какэтоследУетизлеммыЛаrранж:а, тождественноравна нулю, H(t) =О. 

ЭтО означает следУющее: если функция жо(t) в задаче с закрепленнЬIМи концами доставля­
ет экстрему .м интеградьно.му функционалу, то она должна удовлетворять соотношению 

8L d 8L 
а;- ;ив;; = о. (2) 

Это обыкновенное дифференциальное уравнение относительно функции х0( t). Впер­
вые оно было получено Эйлером и носит его имя. 

Суммируя вышеизложенное, отметим, что необходимое условие слабого экстре­
мума в задаче с закреnленными концами - это краевая задача для уравнения Эйлера. 
Функция x0(t) = arg}ocextr /(ж) должна быть решением этой краевой задачи. 

Уравнение Эйлера nолучено в предположении существования решения рассматри­
ваемой задачи, nоэтому если у краевой задачи для уравнения Эйлера решений нет, то 
нет решений и у экстремальной задачи. В то же время, наличие решений у указанной 
краевой задачи (у этой задачи могут сушествовать и другие решения, не являющиеся 
точками экстремума интегрального функционала) не обесnечивает разрешимости ис­
ходной экстремальной задачи, и этот воnрос требует дополнительного исследования. 

Решения краевой задачи для ура»нения Эйлера nринято называть эк.стремаля:ми ис­
ходной вариационной задачи. 

Замечание. Не следует nутать жстремалц, т. е. только «nодозреваемые• на экстремум функции, с apгy­
Aif!ltmaмц э"стремума, т. е. с функциями, доставляющими Эkстремум. 

§ 2. Интегрирование уравнения Эйлера 
Рассмотрим несколько частных ситуаций, когда уравнение Эйлера может быть разре­
шено в квадратурах. 

1. Функция L(t, ж(t), ж'(t)) = L(t, ж(t)) не зависит от ж'(t). 
Уравнение Эйлера в этом случае nринимает вид 

8L 
- = 0 
ах 

и является не дифференциальным, а обычным конечным уравнением, связывающим 
значения nеременных ж и t, т. е. неявной формой задания кривой ж(t). Если точки 
(а, х4) и (Ь, хь) лежат на этой кривой, то она- экстремаль. В противном случае 
у исходной экстремальной задачи решений нет. 

2. Функция L(t, ж(t), ж'(t)) = L(t, ж'(t)) не зависит от ж(t). 
В этом случае уравнение Эйлера принимает вид . .,. . . 

d 8L 
dt8x1 

= О 
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и легко интеrрируется 
aL ох' :::::; const. (1) 

Последнее соотношение носит название закон сохранения импульса. 

Замечание. Такое название связано со следующей простой механической аналогией: если точка мас­
сы т движется в nотенциальном nоле с nотенциалом и(t, х), то ее nотенuиальная энерmя равна 

U(t, х), а кинетическая Т= m(x')2/2. В этом случае функция Лаrранжа задается вЬ!ражением 
L Т - и, а уравнение движения точки может быть nолучено из принциnа Гамильтона - траектория 
движения x(t) такова, что достааляет стационарное значение функционаnу 

т 

S = J L(t, х, х') dt, 
о 

называемому действием. Уравнение Эйлера для этоrо фующионала - это просто закон Ньютона: 
mx/' = -f, где сила f и�. Производнан дL/дх' nри этом равна mx1, т. е. имnульсу системы. 

3. Функцця L(t, x(t), x'(t)) L(x(t), :z:'(t)) не зависит от t. 
Предположим сначала, что экстремаль x(t) монотонна на nромежутке [а, Ь}. 

В этом случае минимизируемый функционал может быть модифицирован следую­
щим образом: принимая в подынтегральном выражении nеременную t за функЦию 
t t(x)- сделаем замену 

ь хь / L(:z:, х') dtjt=t(ж) = J t'(x)L(x, t';x))dt. 
а Ха 

Ясно, что если функция x(t) доставляет экстремум интегральному функционалу, то 

. 
обратная функция t = t( х) доставляет экстремум функционалу 

· 

Этот функционал зависит лишь от t'(x) их, поэтому уравнение Эйлера может быть 
записано в виде 

d�' [
t'(x)L(:z:, tt(�))] ::::const, 

откуда, проделав обратную замену, лолучим лервый интеграл уравнения Эйлера 

1 х' � - L = const. 1 (2) 

Это важное для nриложений соотношение носит название закон сохранения энергии. 

Замечание. По nричинам, аналогичным обсужденным в nредыдущем замечании, выражение, стоящее 
в леоой части равенства (2}, 

,дТ mx12 
х &х' -Т+ U"" -2- + U(x), 

nредстааляет собой nолную энергию системы. 

Нелофедственным дифференцированием легко проверитъ, что соотношение (2) 
является первым интеrралом уравнения Эйлера и в общей ситуации. 
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4. L(t, �(t), x'(t))- функцияобщего вида. 
Посмотрим, как будет выглядеть полное уравнение Эйлера (2) § 1 после развора­

чивания производной по переменной t. По правилу дифференцирования сложной 

функции и в предnоложении существования второй производной x"(t) nолучим 

Символом Luv обозначена вторая производмая функции L: 
д

2L 
Lиv = ди дv · 

(3) 

Уравнение (3) - обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка относ.. 

сительно функции x(t), если только производМая Lx'x' не равна тождественно нулю. 

§3. Примеры 
Пример 1 (задача о кратчайшем расстО!IНии между tOЧkaMM на nnоскости). На nлоскости переменных (t, ж) 
среди всех гладких кривых. соединяющих заданные точки А( а, х.,) и В(Ь, жь), найти криеую с наимень­
шей длиной . 
..е Решение этой задачи хорошо известно - кратчайшее расстояние между двумя точками на плоскости 
реализуется на отрезке nрямой, соединяюшей эти rочки. Нам эта задача интересна с точки зрения 
иллюстрации изложенных выше методов. 

Как известно, длина дуги кривой ж = z(t) на nромежутке ]а, Ь) дается интегралом 
ь 

f(ж) ""j J l+ ж'2(t). 
а 

Подынтегралыная функция не зависит от ж(t). Из зако1-1а сохранения имnульса (1} §2 

откуда немедленно следует, что ;с' = const. Единсrвенная экстремаль рассматриваемой задачи -
nрямая линия, проходящ11я через точки А и В. .,. 
Пример 2 (пример Beiiepwтpacca). Функционал 

1 f(x) jt2x'2(t)dt, х(-1) =-1, :z:(l)=l 
-1 

не имеет экстремелей на множестве гладких на промежутке [-1, 1} функций. Убедимся в этом . 

..е Ка��: и выше, имеет меото за��:он сохранения имnульса 

t1 х' (t) = const, 
откуда nолучаем, что зкстремали рассматриваемой зад11чи оnисываются равенством 

с ;c(t) = t + С1. 

Но при С О экстремали не удовлетворяют граничным условиям, а nри С i' О не nринllдnежат рассма­
триваемому классу функций. В классе гладких функций у рассматриваемого функцианала эксtремумов 
нет. Заметим, что это не исключает наличия решений в друrих классах функций . .,. 

Пример 3. Вариационный принцип Ферма в геометрической оnтике утверждает, что свет в неоднород­
ной среде расnространяется так, что время nрохоJКдения расстояния от точки А до точки В минималЬtlо. 

Предnолагая, что скорость света В воздухе линейно эавиС11т ОТ ВЫСОТЫ, найдем траектории расnро­
странения сеета. 



<11 Пусть z(t) -rраектория расnространения сsета. Тогда время Т nрохожденИй сеетом nyrк .от точки А 
до точки В дается соотноwением 

· 

· �  T=j � dt, k:z " 
где k - коэффициент nponopi..\ИOН8IIЫIOC7, оnредемющий скорость распространении саета на высоте 
z: tlcиeta(a:) = kz. Поскольку nодынтегральная функция не заsиснт от t, MOJКI!O SОСПОIIЬЗ013ЭТЬСfl законом 
сохранения Эtfергии (2) § 2. После несложных BЬII<IIaдoк поnучим уравнение 

z.Vl + z.'2 с. 

где С - nроиЗВОIIьная nостоянная. 11o.naraя z'(t) ::::: ctg IP(t), nриходим к соотношению 
с 

a:(t) = . v• + ctgl v(t) 
или 

z(IP) == С sin IP· 
Дифференцируя посnеднее по t и учитывая, что z1(t) = ctg \P(t) , находим 

dtp 
С COS \Р dt = ctg \Р .::=:> ((<р) = С sin \Р � t(f{J) :::::: -С COS(IP) + С, .  

· Эrо соотношение вместе с nолученным выше выражением для z(<p) задает ceмeliiCПio окружностеil, 
хоторые и яВI!яютси искомыми rраекторИf!ми. Посrоянные С, С 1 мoryr бьm. определены иэ ycnoeИfl 
прохождения траектории через заданные точ1011. .. 

§ 4. Задача &оnьца. Условиi трансверсальности 
Рассмотрим задачу о слабом экстремуме функдионала нескодько более общего вида, 
чем классический функционал ( * ) . ПуС'J'Ь теnерь f(ж) - фуttкционал Больца. Задачу 

ь 
f(ж) = j L(t, ж(t), ж'(t)) dt + l(ж(а) , ж(Ь)) - extr, ж(t) Е с1�.ЬI• 

назовем задачей Больца. Пусть ж0(t) - точка экстремума. Слабая окрестностЬ этой 
точки состоит из гладких функций ж(t) , мало отличающихся вместе с nроизводной 
на промежутке [а, Ь] от ж0(t) и ее производной соответственно. Доnустимыеприраще­
ния h(t) = ж(t) - ж0(t) - rладкие функции, мало отличающиеся от ну.ля, но в отличие 
от случая задачи с закреnленными концами, уже, вообще rоворя, h(a) #= О ,  h(Ь) :Р О.  
Необходимое условие экстремума в этой задаче выrлядит так: при любом допустимом 
nриращении h(t) функция ж0(t) должна удовлетворять соотношению 

ь 

J [IJL IJL , ] IJl дl 
бhf(ж) = дж 

h(t) + дж
' h  (t) dt + дж(а) 

h(a) + дж(Ь) 
h(Ь) = О . 

а 

Как и в классической задаче, nроинтеrрируем второе слагаемое в выражении, стоящем 
под знаком интеграла, по частям, nредполагая, что функция L(t, ж(t), ж1(t)) дважды 
дифференцируема. Имеем 

ь ь f дL , · · IJL lь J d дL 
дж' h (t) dt = h(t) дж' а - dt дж

' h(t) dt. 
Q 4 
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ЗДесь внеинтегральный члем в нуль ме обращается:, и мы получаем соотношение 

ь 

J 
[
Lж - :tL:�:,] h(t)dt+h(a) [д::a) -Lж, l t=a] +h(Ь) [д::Ь) +Lж, !t=ь] = 0, (l) 

которому дол.жна удовлетворять функция :c0(t) для любых h(t) . 
В частности, равенство (1) тождественмо выполняется: для всех h(t), обращаю­

щихся в нуль на концах отрезка [а, Ь) . Как было nоказано выше, отсюда следует, что 
:c0(t) - экстремаль, т. е. :c0(t) удовлетворяет уравнению Эйлера (2) § l. При этом 
формула (1)  принимает вИд 

h(a) [8::a) - Lж' lt=a] + h(b) [8::ь) + Lz� lt=ь] = 0. 

Рассмотрим последнее тождество на всех h(t) таких, что h(a) f:. О, h(Ь) = О. Тогда 

[ дl 

] 
дl h(a) дх(а) - Lz� lt=a = О ==> дж( а) 

= Lz' lt=a· 
АнаЛогично, для всех h(t) таких, что h(a) = О, h(Ь) f:. О,  должно выnолняться [ дl ] дl h(b) дх(Ь) + Lж' 't=Ъ = О ==> 

дж(Ь) = -Lz� lt=ь· 
Таким образом, необходимое условие слабого экстрем.ума для функционала Больца имеет 
тот же характер, что и необходимое условие в классической задаче - функция, доста­
вляющая экстремум функционалу Больца, должна являться решением краевой задачи для 
уравнения Эйлера (2) § 1 .  Крае�ые уеловил задаются равенствами 

(2) 

и назъmаются условиями трансверсальности. Если терминальная часть функционала 
Больца отсуrствует (l( в, т) = О) , то условия (2) имеют совсем простой вид: 

· Lz• lt=a = Lz' \ t .. ь = О 

и во многих прикладмых задачах означают просто ортоrональностъ экстремальных 
траекторий граничным вертикалям t = а и t = Ь1> .  Если на одном из концов отрезка 
задано условие закрепления:, то в качестве краевых условий для уравнения Эйлера вы­
стуnают условие закрепления на одном конце и условие трансверсальмости на другом. 

В заключение заметим, что везде выше предnолагалась неnрерывмая дифферен­
цируемость функции l( s, т) , задающей термимальную часть функционала Больца. 

l) Очень часто интегральный функдионал, подлежаший исследованию, задается как интеграл по длине 
дyrn, что приводит к экстремальным задачам для. функционалов вюха 

8 этом случае 

t J U(t, z).jl + ж'2 dt. 
" 

х' L.,• = U(t, ж) г:-:--:2 
� V 1 + х'2 

и условия (2) эквивалентны тому, что х'(а) = х1(Ь) = О. 
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§ 5. Простейwая задача классического вариационного 
исчисления. Необходимое условие Лежандра 

Вернемся оnять к рассмотрению простейшей задачи классического вариационного 
исчисления задаче об экстремуме интегрального функиионала на множестве гЛад­
ких функций ,  удовлетворяющих условиям закрепления на концах промежутка. Как 
и выше, будем предполагать что функция L(u, v, w) дважды непрерывно дифферен­
цируема. Докажем, что при этом предположении интегральный функционал обладает 
второй вариацией. 

<41 Для определения второй вариации рассмотрим nриращение первой 
ь 

A,.(бhf(x)) j [Lx (t, х + h, х1 + h}h + Lжr(t, х + h, х' + h)h1} dt -
ь - j [La:(t, х, x')h + Lxr(t, Х, x')h'] dt. 

а 
Объединяя интегралы и заменяя nриращения производных дифференциалами ( суще­
ствование вторых производных у функции L(u, v, w) nозволяет это сделать) получим 

ь 
A,.(o,.f(x)) = J [Lжxh2 + 2Lжz'hh1 + Lx'ж'h12] dt + R, 

а 
rде R = R(x, h) функционал, образовавшийся от интегрирования остаточных чле­
нов формулы Тейлора, nолученных при замене приращений nроизводных дифферен­
циалами. Можно nоказать, что R = o(llhl 12) nри l lhl / -+ О. Отсюда заключаем, что 
у интегрального функиионала существует вторая вариация, задаваемая выражением 

ь 

б�пf(х) j [Lж��:h2 + 2Lжz'hh' + Lz'ж'h12] dt. � 
а 

Воспользуемся теnерь сnециальной формой второго слагаемого nод знаком инте­
грала и nреобразуем nодынтегральное выражение. 

Интегрируя 2Lzx'hh' = Lxx'(h2)' по частям и учитывая условие закреnления кон­
цов, из которого следует, что доnустимые nриращения удовлетворяют нулевым гра­
ничным условиям, получим 

а а а 
Итак, вторая вариация интегрального функционала может быть заnисана в виде 

ь 

б�hf(x) j [ ( Lzx - � Lzz) h2 + Lx'x'h12] dt. 
а 
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Теорема (необходимое условие Лежандра). Пусть выполнены оговоренные выше условиЯ, обес­
печивающие существование второй вариации инте'грального функционала, и nусть в точ­
ке хо фующионал достигает своего экстре,."ального зна11ения. Тогда V t Е [а, Ь} выполня­
ется неравенство 

Lx'x' (t, Xo(t), :v�(t)) � О,  

если х 0  - то11ка минимума, и неравенство 

если Хо - точка максиму:ма. 

<111 Пусть для определенности :v0 - точка минимума. Как бьmо установлено, 
вторая вариация в точке минимума должна быть неотрицательна. Допуская, что 
Lx'x'(t , :vo(t), x�(t)) < О в пекоторой точке т отрезка [а, Ь], заключаем, что в силу 
непрерывности Lx'x' это неравенство остается справедливым и в некоторой окрест­
ности точки т. Но если мы теперь в качестве h(t) возьмем функцию, равную нулю 
вне этой окрестности, маленькую по модулю внутри этой окрестности и с большой 
производной2) , то в выражении для. второй вариации основной вклад в интеграл будет 
вносить слагаемое Lx'.:'h'2 •  В силу сделанного допущения об отрицательности Lx'x' 
это приводит к отрицательности второй вариации в точке минимума, чеrо не может 
быть. "' 

Упражнения 

1. Запишите уравнение Эйлера и. найдите экстремал и функционалов в с1�.ь] : 
2 

а) /(х) J<x'2 2tx) dt, x(l) = О, х(2) == -1; 
J 

з 

б) f(x) = J (Зt :х)х dt, x(l) "" 1, х(З) 9 
2 ;  1 

2 .. 
в) f(x) = J<x'2 - ж2) dt, х(О) 1 '  х(21Г) == 1 ;  

о 

2 
r) f(x) = J<x'2 + 2xx' + x2) dt, x(l) :.= l , :х(2) = 0; 

1 
J 

д) /(х) j .jx( l  + х'2) dt, ) . V2 x(O) == x( l Т; 
о 

2) В качестве такой функции можно взяn., наnример, функuию 

nри достаточно малом б.  

{ v'6 sin2 11'• (t - t0 + б) '1 \t - tol < б, h(t) = 2v 
о '1 lt tol � б 
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е) /(:t) = ]<ж'2 + t) dt, х(О) 1, .x(l) = 2; 
о 

! 

ж) /(z) == j (ж'2 + z2) dt, z(O) = О, х(1) = 1. 
о 

2. Заnишите УРавнение Эйлера, условия трансверсальности и найдите экстремаян функциа­
налов в с1�,&) :  

1 
а) /(х) = j (z'2 + :r:2) dt; 

о 
211' 

б) f(:e) = J<:r:12 - z2) dt; 
о 1 

в) /(х) = j (tx' + х'2) dt; 
о 

1 

r) /(z) = J ж'2 dt + ж'2(0) - 2:r:2(1) ; 
о 

! 

д) /(z) j (х12 + z2) dt - 2 sh 1 · x(l); 
о 

" 
е) /(z) = j (ж12 + z2 - 4:r: sin t) dt + 2х2(0) + 2х(11') - x2(1r); 

о 3 
ж) /(:r:) = J 4х'2ж2 dt + z4(0) - 8х(3); 

о 
1 

з) /(z) = J ен1 (z'2 + 2х2) dt + 2z(1) · (z(O) + l); 
о 

! 
и) /(z) = j e"':r:'2 dt + 4е"'(о) + 32e-:o(I) ; 

о 
1t/2 

к) /(z) j(z12 - z2) dt + z2(0) - x2 (�) + 4z(�) . 
о 

3. Найдите экстремали функдионалов и nроверьте выполнение условия Лежандра: 

2 
а) J(z) = j (ж'4 + ж12) dt, z(O) = 1 , х(2) 

о 1 
5· ' 

б) /(z) J<t2x'2 + 12z2) dt, х(- 1) = -1, z(l) = l ; 
-1 

1 
в) J(x) = j (а:12 - zz'3) dt, х(О) = О, z(l) = О; 

о 



4 
г) /(ж) = j жf3 dt, z(O) = О, z(a) = Ь; 

о 
JJ 

д) /(z) = j <p(z) v'l + :112 dt, z(a) = Z0, z(jj) = zp , <p(z) > О. 
Q 

ОтвеТы 
. t ( l  - t2) 

1. а) z" + t = О, z(t) = 6 ; б) не существуt:Т; Зt - 2z = О, z(t) l,St - не удовле-

творяет граничным условиям; в) :i' + z О, x(t) = cos t + а  · sin t, V а Е JR; 

) " _ _ 0 (t) _ sb(2 - t) . ) 1 12 _ С . (t) _ 1 + (3 + 2v'2)(2x - 1)2 
r z х - , 

. 
х - sh 1 , д + z - z ,  Zt - 4(.,/2 + l )  , 

l + (3 - 2J2)(2:r: - 1)2 " " sh t z2(t) = 4(.,/2 _ l) ; е) z = О, z = t + 1 ;  ж) z - z = О, z(t) = sh 1 . 
2 .  а) z" - х О, z'(O) = О, z'( l) = О, z(t) = О; б) z" + z = О, z'(O) О,  
z'(2r) = О, ж(t) = О; в) z" -0,5, il:1(0) = О, ж'( l )  = -0,5, z(t) = -�е +а V а Е JR; 
r) х" = О; ж'(О) = ж(О), z'(l) = z(l), z(t) = О ;  д) z" - х = О, ж'(О) =0, z'(l) =sh 1 , 
ж(t) = cht ;  е) ж" - z = -2 sin t, ж'(0) = 2z{О), x1(7r) = -l - z(1r), z(t) � · e-t + sin t. 

ж) ж"ж � -ж12, 2z'(O)z2(0) = 4z3(0), z'(3)z2{3) = 1, z1 (t) Vt+l, z2(t) = f[f; 
et з) ж" + ж' - 2ж = О, z'(O)e = ж(l) ,  ж'(l)е2 = ж(0) + 1 . z(t) - -3- ; е + 1 ·

и) 2ж" = -ж12, ж'(О) = 2 ,  z'(l) = l6e-ж(J}, ж(t) = 2 Jn(l + t) ;  к) ж'' + ж =  О, 
ж'(О) = ж(О), a:' (i) = a: (i) - 2, ж(t) = sin t + cos t .  
3 .  а) z(t) = 2t+l , условие Lж�z� � О  выnолнено; б) ж(t) = t3 , условиеLж�:еt � О  не выnолнено; 

ь 
в) z(t) = О, условие Lж�ж� � О выполнено; r) z(t) = -t, условие L,u � О выnолнено; 

а 
д) уравнение Эйлера имеет вИд <р с · v' 1 + :112 , условие Lж'"'' = ( 1 + :!2)3/2 � О выnолнено. 
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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 
С ОГРАНИЧЕНИЯМИ. 
ПРИНЦИП ЛАГРАНЖА 

§ 1 . Принцип Лагранжа для задач 
с ограничениями-равенствами 

Пусть в фующианальнам пространстве В заданы функцианалы f(x) ,g1 (x), . . .  , gm(x) , 
определенные на одном и том же множестве D.  Рассмотрим задачу 

j(x) .....-. extr, х Е D, (1) 

при доnолнительном требованиц, что х удовлетворяет еще и условиям Ui(x) = О, 
i = 1, 2, . . . , т. Ясно, что соображения гл. L при исследовании этой задачи оказы­
ваются уже непригодными. Наличие доnолнительных ограничений на допустимые 
значения переменной х приводит к тому, что неравенство Аь/(х) � О будет выпол­
няться не для любых лриращсннй h, а только для тех, которые не выводят перемен­
ную х за пределы множества 

G = {x E D: 9i(x) = O, i 1, 2, . . .  , т} , (2) 

т. е. для таких h, которые для допустимого х удовлетворяют условиям g;(x + h) = О, 
i = 1, 2, . . .  , т. Отсюда вытекает, что в точке экстремума и вариация функциана­
ла f(x) будет обращаться в нуль не тождественно для любых приращений аргумента, 
а толькодля описываемых указанными соотношениями. Заметим, что если функцианалы 
g;,(x + h) = О, i = 1, 2, . . . , т, дифференцируемы, то указанное ограничение влечет 
за собой равенство нулю вариаций этих функционалов для допустимых приращений h 
(из g;(x + h) = g;(x) = О заключаем, что m(x + h) - g1·(:c) = 0). 

Оказывается, справедливо и обратное утверждение. 

Лемма (о доnуетимых nриращениtх арrумента в задаче с оrранмчениями-равенствами). Есди функ­
ционал j(x) достигает экстремума в задаче ( l ) с ограничениями (2) на Эдементе хо , то 
множество допустимых приращений аргумента в этой точке описывается соотношени­
ями 6ьg; (хо) = О, i = l ,  2, . . .  , т. 



§ 1. Пр11tщмn Лаrранжа дn11 задач с ограничениями-равенствами -------------29 
Соотношения бпд;(:хо) О ,  i = 1 ,  2, . . . , т, удовлетворяются тождественно при 

любом h, если х0 - стационарная точка функцианалов 9i ( х) . Этот случай мы в даль­
нейшем из рассмотрения исключим, предполагая, что точка экстремума функциана­
ла ! ( :х) для функцианалов 9i ( х) стационарной не является. 

Используя лемму, заключаем, что 

если Хо - точка экстремума в задаче (1)-(2) , то в этой точке обращается в ffУЛь вариа­
ция функцианала J(x) на всех приращениях h таких, что 6hg;(mo) = О, i = 1 , 2, . . . , т. 

Для дальнейшего нам понадобится еще один простой факт из функционального 
анализа. 

Теорема (о линейной зависимости линейных функционапов). Пусть f(a:), l 1  (a:) , l2(x) , . . .  , lm(a:) ­
линейные в В функцианалы, обладающие там свойством линейной независимости. Пусть 
{Эля всякого элемента а: Е В ,  на �<,отором все функцианалы lj (a:) == О ,  j = 1 ,  2, . . .  , т, 
функционал J (а:) также обращается в нуль. Тогда существуют постоянные Л 1 ,  Л2, • • .  , ,\т 
такие, что функционал J (а:) представим в виде линейной комбинации функционалов lj( а:) 
с коэффициентами AJ 

<111 В силу линейной независимости функцианалов lj (a:) ни оДин из них не является 
тождественно нулевым и ,  следовательно, существует совокупность из т векторов 
nространства В ,  такая, что оnределитель матрицы ( 1;1) = (l;( х1))  не обращается в ну т 
При этом для любого элемента а: Е В можно указать nостоянные k1 , kъ . . .  , kт , 
обладающие тем свойством, что на элементе то = а: + k1x1 + k2:x2 + . . . + kта:т все 
функцианалы lj (a:) , j = 1 ,  2, . . . , т , обращаются в нуль. Действительно, если это 
так, то имеют место соотношения 

l J (:xo) == l r (x) + k1l 1 (:x 1 )  + k2Ц:х2) + . . . + kmll (xт) = О, 

l2 (:xo) = lz(a:) + k 1 l2 (a: 1 )  + k2l2(xz) + . . .  + kmlz(a:m) = О, 

lз(а:о) = lз(а:) + k1 lз(a: 1)  + kzlз(xz) + . . .  + kmlз(a:m) = О, 

nредставляющие собой систему линейных алгебраиЧеских уравнений относительно 
nостоянных k; . flоскольку оnределитель этой системы не равен нулю, она однознач­
но разрешима и в качестве указанных значений k; могут быть взяты решения этой 
с истемы. По nравилу Крамера 

' 

где определители D.; и D. даются выражениями 

D. = 
lml lт2 • • · lт(Х) · · · lтт lmt lтz · · .  lmi . · · lmm 
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(здесь lij = li (Zj)). Раскладывая определитель Ai по столбцу с номером i, получим 
выражение для ki т !:!. · ·  т 

ki = I: _дlj(z) = I: ktjlj(z), 
i=l А i=l 

rде !:!.ii - алгебраическое дополнение к элементу lij определителя Ai . 
По условию теоремы (все функцианалы li (z) обращаются в нуль на элементе 

т 
zo = а: + Е kj:t:j ) функционал ! обращается в нуль на элементе z0 j=l т т т 

/(zo) = /(ж) + I: kt/(zi )  = /(ж) + I: L kijlj(ж)f(xi) = 
i=l i=l i=l 

= /(ж) + � lj (ж) [ 't; kij/(x;)J О. 

Из последнего соотноше:iiия заключаем, что 

т 
с ПоСТОЯННЫМИ Aj = - Е k;;/(жi) . ... 

i=l  

Оnреде.пение. Функционало.м Лагранжа, ассоциированным с экстремальной задачей ( 1)­
(2) ,  буде.м называть функционал, задаваемый соотношением 

\ F(x, At ,  Л2 , . . . , Ат) = /(ж) + "-t9t (Ж) + Л292(х) + . . . + Ат9т(х); / (3) 

постоянные л, ,  Л2, • • •  , Лm называются множителями Лагранжа. 

Теперь мы можем сформулировать необходимое условие экстремума в задаче ( 1) 
с ограничениями (2}. 

Теорема (необходимое ycJIOIИe экстремума при наличии orpaНWteНнii·pueнcтt�. Пусm1.1 х0 - точка 
экстремума в задаче 

/(z) ---+ extr, ж Е G = {ж Е D: 9i(z) = О, i = 1, 2, . . .  , m}, 
где функционалы /(х),g, (ж), . . . , gm(ж) дифференцируемы, функционалы 91 (ж), . . .  , gm(z) 
линейнонезависимы и точка жо не является стационарной ни для одного из функционалов 
9t (z), . . .  , gт(х). Тогда существуют однозначно определяемЫе постоянные At , >.2, . . . , -'т 
такие, что жо - стационарная точка функцио�tала Лаграпжа (3) . 

.re Из леммы вытекает, что если ж0 -точка экстремума 13 рассматриваемой задвче, то 
в этой точке для всех приращений h, обращающих в нуль вариации функционалов­
оrраничений g,(ж) , должна обращаться в нуль и вариация функцианала /(z). Но все 
указанные вариации - линейные по h функционалы, поэтому из теоремы о про­
порциональности линейных функn:ионалов следует, что вариация б,J(zo) является 
линейной комбинацией вариаций бь,gi(х0) с некоторыми однозначно определяемыми 
коэффициентами J!t , /!2 • . . .  , JLт: 

бь,/(жо) = J.ttбь,g,(xo) + J1.2hhD2(xo) + . . .  + Р.т0h9т(хо). 



Учитывая, что вариация обладает свойством аддитивности, nерепишем nоследнее со­
отношеJiие в виде 

б", [/(жо) + >'19t (жо) + А292(жо) + . . .  + Am9rn(:to)] = О, 
где ..\; = -Pi ·  

Последнее равенство означает, что точка х0 является стационарной точкой функ­
ционала Лаrранжа (3) с укаэаJiными значениями nостоянных. • 

Доказанная теорема замечательным образом сводит исследо'ВаНие nодозреваемых 
на экстремум точек в задаче на экстремум с ограничениями для функционала f (ж) к ис-, 
следованию безусловных стационарных точек функционала Лагранжа F(ж) , к которым 
следует nрисоедИнить и стационарные точки фуикционалов-ограничений. 

§ 2. Ограничения-равенства в задаче &опьца. 
Классическая изопериметрическая задача 

Применям развитую в § 1 теорию к nостроению необходимых условий слабого экс­
тремума в задаче Болъца с ограничениями-равенствами, задаваемыми интегральными 
и терминальными функционалами. 

Пусть f(ж) -фунхционал Больца, g;(ж) , i = 1, 2, . . .  , т, - интегральные, а rJ(ж) , 
j = l, 2, . . . , k, - терминальные функционалы, оnределенные в с1�.ьJ и удометво­
ряющие там условиям, обесnечивающим сnраведливость теоремы о множителях Ла­
гранжа. Функция Лагранжа для задачи 

имеет вид 

ь 
/(ж) = 1 L(t, ж, ж') dt + r(ж(а), х(Ь)) ---+ ex.tr, 

11 
g;(ж) = 1 Gi(t, х, ж') dt = Ci, i = 1, 2, . . .  , т, 

Q 

Тj (ж) = rj(Ж(a) , ж(Ь)) = Pi• j = 1 ,  2, . • .  , k, 

ь . т  т 
F(ж, Л, , Л2, . . .  , Лт, Pt . Р2• . • .  , р�;) = 1 [L + � Л;Gi] dt + r + .� PJTJ 

а •=l J=l 

и ямяется функцяоналом Больца 

ь 
F(ж, Лr , .\2, · . .  , Аnн P.l• J.t1., : . .  , P.k) = 1 F\nt dt + Tterm• 

а 

интегральная часть котороrо оnределяется функцией 
т . 

Fint(t, Ж, A J , ..\2, • . .  , Лm) = L{t, ж, ж') + 2.:: ..\;G;(t, ж, ж') , 
i=l 

(1) 

(2) 

(3). 
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а терминальная - функцией 
т 

Tterm (a:(a) , а:(Ь) , JJ \ ,  J.62 ,  . . .  , J.Lk) = r(a:(a) , а:(Ь)) + L J.LjTj (a:(a) , а:(Ь)) .  
j= l 

Условия стационарности функцианала Больца, полученные выше, представляют со­
бой краевую задачу для уравнения 

дFim d дFint 
да: - dt да:' = О, 

дополненную условиями трансверсальности 

дFint 1 дrterm дFint 1 дrterm 
да:' t=a = да:( а) ' да:' t=Ь = - да:(Ь) · 

Эти условия, вместе с исходными ограничениями (2)-(3) , в принципе, позволяют 
найти все фигурирующие в задаче константы и указать подозреваемые на экстремум 
функции .  

Частным случаем рассматриваемой задачи является классическая изопериметриче­
сi€/JЯ задача об экстремуме интегрального функцианала при налИчии ограничений -ра­
венств, задаваеf>(ых интегральными же функционалами. Одной из наиболее известных 
изоперимет'/Jических задач, давшей название всему классу, является задача Дндоны. 

Найти гладкую линию заданной дпины, закрепленную в двух точках nрямой 
и ограничивающую вместе с отрезком прямой наибольшую nлощадь. 

<4 Выбирая в качестве фигурирующей в условии nрямой на nлоскости nеременных 
(t, а:) ось абсцисс и расnолагая точки закреnления концов искомой кривой симме­
трично относительно начала координат, nриходим к следующей формализации задачи 
Дндоны. а 1 a:(t) dt -+ max 

- а  
при условии а 1 .j 1 + a:'2 (t) dt = l, а:( -а) а:( а) = О. 

-а 
В дальнейшем будем считать, что длина искомой кривой удовлетворяет услОВflЮ 
2а < l < 1\'а l). Интегральная часть функuионала Лагран:жа дается соотношением 

Fint = a:(t) + л.j 1 + a:'2(t) 
и не зависит от t .  Поэтому имеет место закон сохранения энергии 

l ) Левое неравенство естественно � невозможно соединить точки, расстояние �>�ежду которыми равно 2а, 
линией, длина которой меньше 2а. Правое же nозволяет избежать некоторых технических сложностей, 
вознихающих из-за тоrо, что линия длины, большей чем 1ra, может nересекатъся вертикалями (nрямыми, 
параллельными оси ординат) более чем в одной точке. 
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Элементарные выкладки приводят к уравне-
нию первого порядка 

(С + x)Jl + x'2(t) = -л, 
интегрируя которое, получаем 

dx у'Л - (С + z)2 
dt = С + х ===> 

::::;. (х + С)2 + (t + с,)2 = л. 
Граничные условия дают 

с1 � о. С = ±v'л - а2,  

t 
-а а 

Рис. l 

т. е. экстремали - дуги окружностей, центры которых лежат на оси ординат (рис. l). 
Знак ± показывает, чтосимметричная относительно осиабсциссдуrадоставляетфунк� 1 . 
ционалу то же значение. (IJo 

В заключение отметим, что оставшаяся неопределенной величина множителя Ла.­
гранжа может быть легко найдена, если использовать тот факт, что ДIIИНа искомой 
дуги известна. 

§ 3. Необходимые условия э1<стремума в задаче 
со свободно скользящими концами 

Рассмотрим интегральный функционал в пространстве гладких на отрезке [а, bJ функ � 

ций и предnоложим, что один из концов :.:(t) закреnлен, а другой скользит вдоль линии, 
заданной явным х = IP(f) или неявным '1/J(t, х) = О  образом (рис. 2). 

Поставим.задачу nоиска экстремума 
этоrо функцианала с указанным допол­
нительным оrраничением на nоведение 
искомой функции. Заметим, что тогда 
соответствующий предел интегрирова­
ния зависит от положения скользящего 
конца и поДIIежит оnределению вместе 
с функцией x(t) Е С[а,Ь) · 

Пусть, Д11Я оnределенности, подви-
жным будет nравый конец искомой тра­
ектории. Применим общие соображе- ха ­
ния § 2 ДIIЯ получения необходимых 
условий экстремума, предварительно 
заметцв, что если :c0(t) - рещение зада-

Рис. 2 

чи, то il точJСе fto - абсциссе правого коцца, определяемой решением, произвадная функции 
f(x0; ft) по параметру Р дол:ж:н(l обращатr,ся в нуль - обычцое t�ео()хо.zщмое усло�ие 
экстремума числовой фун.кциц одной переменно.й. 

2 эак. 64 
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Итак, исследованию подлежит задача, носящая название задачи с подвижным пра­
вым концом и состоящая в следующем 

{j 
f(x) = j L(t, ж, z') dt ---+ extr, z(a) = Жа, Ф(f', ж(J3)) = О. 

а 

Рассматривая краевое .условие на nравом конце как терминальное оrраничение-ра­
венство, построим функционал Лаrранжа и запишем условие стационарности этого 
функцианала 

.Fint L(t, :t, z') ,  Tterm = р.ф(J3, z({J)). 
Уравнение. Эйлера в этой задаче такое же, как и в задаче с Закрепленными концами. 
Интерес представляют условия трансверсальности на nравом конце 

Условие стационарности функцианала Лаrранжа по перемениому nравому концу р 
· приводит к равенству 

[L(t, z, z') + р ( 81/;(t�tx(t)) + x'(t) дф��(��)))] lt=P = О, 

которое вместе с предыдущим позволяет исключить множитель Лаrранжа и получить 
условие трансверсальности в задаче с подвижным правым концом 

[ L(t, ж, z') - Ж1 (t)Lz1(t, :t, z') ] lt=P = �t Lz' l . 
'f'Z h=/J 

В частном случае, когда уравнение связи на правом конце задано явно z(l') = VJ(P) , 
последнее соотношение принимает вид 

[ 
1 1 1 ] 1 

dl()(t) 1 L(t, Z, Ж ) Ж (t}Lzl(t, :t, :t ) t={j = - -;u-Lz� t=P . 

Как и выше, для функцианалов вида 
р 

f(z) = j v(t, z)V 1 + х'2 dt 
а 

условие трансверсальности означает ортогональность экстре м али условию ф(t, ж) = О 

(рис. З) . 
В качестве примера рассмотрим задачу о поиске кратчайшего расстояния от задан­

ной точки до заданной кривой на плоскости. 
<1111 Будем предполагать, чтолиния заданаявнымуравнением :е =  VJ(t) . Не оrраничивая 
общности наших рассмотрений, поместим точку в начало координат. Тqгда получим 
следующую вариационную задачу: 
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найти функцию, доставляющую минимум 
функционалу 

{З j )1 + ж'2(t) dt 
о 

и удовлетворяющую условиям 

ж(О) = О, ж(fj) tp({j). 
Уравнение Эйлера в этой задаче 

d ж' 
-Lz' = О  ==? ·· = const dt J l + ж'2(t) 

' {J  
Рис. З 

приводит к прямолинейным экстремалям ж'(t) = const = С ==> ж(t) = Ct + k. Гра­
ничное условие на левом конце дает k О ,  а условие трансверсальности превращается 
в условие 

. г.-:-;:;:; с с 1 v J + t.. • - с = - tp (fj), Vl + C2 Vl + C2 
из которого получаем 

Ctp'(t) !t=fЗ = -1 .  

Последнее означает, что экстремалъ ж(t) = Ct должна иерееекать линию ж = tp(t) nод 
nрямым углом. ..,. 

Уnражнения 

1. Постройте функционал Лагранжа, ассоциированный с рассматриваемой экстремальной 
задачей, И найдите ЭКстремали В С{а,ь) : 

.. .. 
а) /(z) = j z12 dt :::} min, j z2 dt = l, ж(О) = О, z(7r) О; 

о о 
1 1 

б) /(z) = j z12 dt '* min, j z(t) dt :::::: 3, z(O) == 1, z(l) = 6; 
о о 

1 1 
в) /(z) = j (z12 + t2) dt '* min, 

о 
j ж2(t) dt = 2, z(O) == О, 
о 

z(l) = О; 

r) f(ж) 
1 
j z12 dt '* min, 

о 
1 

д) /(ж) = j ж'2 dt :::} min, 
о 

1 
j t · ж(t) dt = О, х(О) = О, x(l) = 1 ;  
о 

1 1 
j ж(t) dt :::::: 1, j t · z(t) dt = 1 ,  z(O) = О, z(l) 
о о 

2 .  Найдите экстремали функционалов в следуЮщих задачах: 

€ 

2* 

а) f(ж) = j ж'2 dt '* extr, z(O) = О, хЮ = -� - 1; 
о 

о. 
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� 

б) f(x) = J :rP dt =* extr, х(О) = О, 
о 

2 z({) = 1 - { ; 

в) 

r) 

д) 

� 
f(x) = J V1 + х'2 dt '* extr, 

о 
� 

/(z) = J (х'2 + е) dt '* extr, 
о 
� � f(:t) = J х dt =* extr, 

о 

х(О) = О, 

z(O) = О, 

z(O) = 1 ,  

3 .  Запишите условие трансверсальности для задачи 

� 

1 хЮ = е ;  

z({) = l; 

х({) = { - 1 .  

f(x) = J <p(t, z)Vl + х12 dt =* extr, <p(t, а:) =f:. О, x(t0) = а:0, z({) = ф({), 
to 

и поясните его геометрический смысл. 

4. Запишите условие трансверсальности для задачи 

� 
f(a:) ::::: j <p(t, a:)earctg z' .J1 + z'2 dt =* extr, <p(t, ж) =f:. О, z(to) = жо, ж({) :::: ф({), 

to 
и поясните его геометрический смысл. 

5. Найдите расстояние между параболой ж = t2 и прямой t - ж = 5. 
6. Найдите расстояние от точки М0 ( 1 ,  О) до эллипса 4t2 + 9у2 = 36. 
7. Найдите расстояние от прямой t + :t ::::: 4 ДО оlфужности е + :r? = 1 .  

Ответы 

1. а) a:k(t) == ±л sin kt, k = 1 ,  2, . . . . в силу j х� dt = k2 ' примимаем k = 1 ;  
о 

б) x(t) = Зt2 + 2t + 1 ;  в) zm(t) = ±2 sin 1rmt, т =  О, 1 ,  . . . ; г) ж(t) = �е - �t ;  

. ,  

д) x(t) = 6oe-96e+36t. 2. а) { = 1 ,  ж(t) = -2t ;  б) { = 0,5, z(t) = ±4t; в) { = i16, 
x(t) = �; г) решений нет; д) { = 2, · x(t) = V2 - (t - 1)2 • 3. х'({) · Ф'Ю = - 1  -

Ф'Ш - х'Ю 
условие ортогональности экстремали к линии ф(t) . 4. 1 + Ф'({) . х'({) = - 1  - экстремалЪ 

" 
пересекает линию Ф(t) под углом � .  5. j J1 + х12 dt, х({) = е, х(17) = 17 - 5, 

� 
23 3 19\1"2 4 11 = -g· x(t) = -t + 4 , d = -8- .  6. d =  v'2 "  7. d = 2V2 - l . 
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ВЕКТОРНЫЕ ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ 
ЗАДАЧИ 

Естественным обобщением рассмотренных выше вариационных задач являются за­
дачи для функционалов, зависящих от векторных функций скалярной переменной. 
К ним приводят, например, задачи, поставленные для кривых в IR" , которые заданы 
параметрическими уравнениями. Аналоги простейшей задачи классического вариа­
ционного исчисления, задачи Больца и задачи с ограничениями-равенствами исследу­
ются буквально так же, как и в одномерном случае - принцип Лаrранжа переносится 
на многомерную ситуацию дословно, вплоть до обозначений. 

Новые задачи в многомерном случае возникают за счет расширения типа накла­
дываемых на отыскиваемые кривые ограничений - голономных (конечных) и диф­
ференциальных связей. Замечательным обстоятельством является то, что и эти задачи 
могут быть исследованы с помощью принцила Лаrранжа. В этой главе мы остано­
вимся на постановке основной векторной задачи - задачи Лаrранжа · - и технике 
исследования необходимых условий экстремума для нее. 

Начнем рассмотрение указанной задачи с краткого обзора основных результатов 
для упомянутых выше аналогов класцtческих одномерных вариационных задач. 

§ 1 . Простейшая векторная задача 
с закреnленными концами 

Пусть x(t) = (x;(t)) 1�1 - вектор-столбец, компоненты которого - непрерывно диф­
ференцируемые на отрезке (а, Ь] функции. Естественным образом (т. е. покомпо­
нентно) определенные операции сложения и умножения на число превращают сово­
купность таких функций в линейное функциональное пространство. Если определить 
теперь расстояние между двумя вектор-функциями x(t) и y(t) как 

llx - Yllc = max { max lx; (t) - y;(t)l} , l�i�n t 

то мы получим линейное нормированное пространство с сильно определенным рас­
стоянием. Слабое расстояние задается соотношением 

l lx - Yllc' = max { max {max \x;(t) - y;(t)l, max lx: (t) - y;(t) l) } .  l �i�n t t 
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Таким образом мы получаем возможность говорить об окрестностях фиксированной 
функции x0(t) - сильной и слабой, в зависимости оттого, какое определение близости 
мы используем. 

Пусть далее х' ( t) - вектор-столбец производных и 

L(t, х, х') = L (t, х1 , х2, . . . , Xn , х; , х� , . . .  , х�) , 

l(x(a), х(Ь)) = l (x1 (a), х2 (а) ,  . . .  , Хп(а), х 1 (Ь) ,  х2(Ь), . . .  , Хn (Ь)) 

- скалярные функции 2n + 1 и 2n переменных соответственно, непрерывно диффе­
ренцируемые по своим аргументам - L(t, х, х') дважды, а l(x(a), х(Ь)) - единожды. 
Функционал Болъца определим соотношением 

ь 
/(х) = j L(t, х, х') dt + l (x(a), х(Ь)) , 

а 
в котором интегральная и терминальная части, как и в одномерном случае, задаются 
функциями L(t, х, х') и l(x(a) , х(Ь)) . Задача 

ь 
/(х) = j L(t, х, х') dt -----> extr, х(а) = Ха, х(Ь) = хь 

а 

называется простейшей векторной экстремальной задачей. Здесь Ха и хь - заданные 
векторы-столбцы из т.n . 

Условия, наложенные на интегральный функционал, обеспечивают его диффе­
ренцируемостъ. Выкладки, полностью повторяющие одномерные, дают следующее 
выражение вариации интегрального функцианала 

Учитывая условия закрепления на концах отрезка, проинтегрируем слагаемые вида 
Lz'. hi по частям 

· 

1 
ь ь 
J Lz:hi dt = - J h; �t Lz; dt 
а а 

и перепишем выражение для вариации в виде 

(1)  

Необходимое условие экстремума в рассматриваемой задаче состоит в тождественном 
равенстве нулю вариации (1) в точке экстремума для всех допустимых приращений 
аргумента h(t) = (h;(t) ) ,  i = 1 ,  2, . . . , n, h;(a) = hi(Ь) = О. Возъмем функцию h(t) 
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вида 
о 
о 

о 
о 

где hi(t) - произвольмая гладкая функция, обращающаяся в нуль на концах отрезка. 

Для таких h(t) условие равенства нулю вариации ( 1 )  влечет за собой обращение в нуль 

выражения Lж; - ftLж� в точке экстремума. 1 
Таким образом, мы nриходим к заключению, что если жо(t) - векторная функцил, 

доставляющая экстрему м интегральному функционалу в задаче с закрепленными концами, 
то ж0(t) должна быть решением слеi)ующей краевой задачи 

d 
Lжl - dt Lz'l = О, 

d 
Lж2 - -Lж' = О, dt 2 

d 
Lж - -L�' = 0, .. dt ... 

Жlа• ж2(а) = Ж2а• 
Ж 1ь , ж2(Ь) = ж2ь , 

. . .  ' 

. .  � ' 

Жn(а) = Жnа. 
Жп(Ь) == ЖnЬ· 

Система полученных обыкновенных дифференциальных уравнений носит название 
системы уравнений Эйлера. 

Совершенно аналогично строим вариацию для функцианала Больца 

ь 11 11 
бь/(ж) = J 22 ( Lж;hi + Lж:h�) dt + 22 (lz;(a)�(a) + lж;(ь)hi(Ь)) .  

а i=! i=l 
Поскольку условия закреnления концов в векторной задаче Болъца 

ь 
/(ж) = 1 L(t, ж, ж') dt + l(ж(а), ж(Ь)) - extr, 

а 
вообще говоря, отсутствуют, то иmеrрирование по частям слагаемых, содержащих 

производные функций hi ( t) , nриводит к следующему выражению для вариации 

11 ь 
бьf = � [ 1 ( Lж; - �Lж:) hi dt + (zz;(a) - Lж:)hi(a) + (lz; (Ь) + Lж:) hi(Ь)] . 

- а 
Теnерь, используя, как и в простейшей векторной задаче, покомпонентно-нулевые 

векторы h{t) приращений аргумента, приходим к необходимому условию экстрему-
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ма: если x0(t) - функция, доставляющая экстремум в векторной задаче Больца, то 
x0(t) должна удовлетворять системе уравнений Эйлера и условиям трансверсальности, 
задаваемым соотношениями 

дL 1 дхj t=a = дх;(а) ' 
дl i = 1 ,  2, . . .  , n. 

Для получения необходимых условий экстремума в векторой задаче с ограничени­
ями-равенствами, задаваемыми интегральными и терминальными функционалами, 
нужно использовать лемму о пропорциональности линейных функционалов (не зав и­
сящую от размерности задачи) и сформулированные выше необхоДимые условия дЛя 
задачи Больца. Не вдаваясь в подробности, сформулируем результат: 

если x0(t) - функция, доставляющая экстремум в векторной задаче 
ь 

f(x) = 1 L(t, х, х') dt + r(x(a), х(Ь)) ---+ extr, 
а 

с ограничениями, задаваемыми равенствами 
ь 

9k(x) = 1 Gk(t, х, х') dt = О, k = 1 ,  . . .  , т, rj(x(a), х(Ь)) = О, j = 1 , . . .  , s, 
а 

то существуют постоянные .>.k ,  k = 1 , . . .  , т, JLj . j = 1 ,  . . .  , s , такие, что xo(t) явля­
ется стационарной точкой функционала Лагранжа 

ь т 8 
F(x) = 1 [!(х) + 2:: ЛkGk(t, х, х')] dt + r(x(a), х(Ь)) + 2:: JLjrj(x(a), х(Ь)). 

а k=l j=l 
Конечно, все оговорки, сделанные в одномерном случае• > ,  должны быть сделаны 
и в векторном случае. 

§ 2. Векторная задача с подвижными концами 
Задача с подвижными концами в принциле также может быть исследована анало­
гично одномерному случаю, однако тут ситуация в отношении техники исследования 
является несколько более сложной. Чтобы не загромождать изложение выкладками, 
рассмотрим случай n = 2 ,  вводя дЛЯ этого случая специальные обозначения 

x1 (t) = x(t), x2(t) = y(t). 
Пусть IPk(т, и, v) , k = 1 ,  2 - гладкие функции трех переменных. Рассмотрим задачу 
об экстремуме интегрального функдионала 

/3 1 L(t, х, у, х' ,  у') dt ---+ extr. 
а 

t) Должны выполняться предположение ото м, что xo(t) не является стационарной точкой функционалов­
оrраннчений, и предположение о независимости последних. 
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Будем считать, что левый конец искомой траектории удовлетворяет условиям закреп­
ления х(а) = Ха , у(а) = Уа ,  а правый скользит по множеству Ф Е IR3 , задаваемому 
соотношениями 

I{)I (/3, х(/3), у(/3)) = О, 1{)2(/3, х(/3), у(/3)) = О, ( 1 ) 
либо соотношением 

вид 

1{)(/3, х(/3), у(/3)) = О. (2) 
замечание. В общем случае количество ограничений может быть любым, однако оно не должно nре­
вышать количества комnонент отыскиваемой траектории, так как �то, как nравило, nриводит к выро­
ждению рассматриваемой �кстремальной задачи - либо оказывается, что условия несовместны, либо 
они жестко фиксируют nоложение nравого конца - и новой задачи мы не nолучаем. 

В случае ограничений ( 1 ) терминальная часть функцианала Лагранжа будет. иметь 

rterm = JLII{)I (/3, х(/3), у(/3)) + Jl-21{)2(/3, х(/3), у(/3)), 
что приводит к следующим условиям трансверсальности 

8L 1 0/{)I 81{)2 8L 1 0/{)I 81{)2 
ОХ1 t={j + JLI o:z:({J) + JL2 o:z:({J) = О, оу' t={j + JLI oy({J) + JL2 oy({J) = О. 

Условие стационарности функцианала Лагранжа по скользящему правому концу за­
пишется в виде 

1 � (0/{)k 0/{)k 1 0/{)k 1 ) L t=f1 + � JLk д/3 + дх(/3) 
х (/3) + ду({З) у (/3) = О. 

Рассмотрим три эти соотношения как однородную систему линейных уравнений от­
носительно переменных ( 1, р1 , р2) .  Поскольку система имеет неиулевое решение, то 
ее определитель обращается в нуль 

L /{)1{1 + /{)IжХ1 + /{)IyY1 /{)2{1 + /{)2жХ1 + /{)2уУ1 
Lж' /{);ж /{)2ж = 0. 
Ly' 1 /{)Iy /{)2у 

Это и есть искомое условие трансверсальности в задаче с подвижным концом. В случае 
одного ограничения (2) аналогичные рассуждения приводят к двум условиям транс:. 
версальности, которые могут быть записаны в виде 

1 1 1 /{){1 + /{)жХ + l{)yY = О, /{)ж 
Для задачи в пространстве п-компонентных вектор-функций наличие k ограничений 
на положение скользящего конца порождает n - k + 1 условий трансверсальности. 

В заключение отметим ,  что если векторная задача получена параметризацией ска­
лярной, то она обладает некоторыми специфическими особенностями - во-первых, 
интегральная часть зависит только от фазовых переменных х( t), во-вторых, уравнения 
Эйлера оказываются зависимыми . 
..,.. Действительно, пусть исходная вариационная задача имеет вид 

жь 
J L(x, у, у') dx --+ extr. 
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Полагая ж = ж(t) , у = y(t) , а � t � Ь, ж(а) = Ха , ж(Ь) = жь , получаем векторную 
задачу 

ь ь j L(x, у, =:) ж' dt = j L(x, х', у, у') dt ---+ extr. 
а а 

Функция L(x, х' , у, у') является однородной функцией первого nорядка по nеремен­
ным z', у': L(x, >.Ж', у, Ау') = >.L(x, z', у, у') . Дифференцируя последнее соотноше­
ние по nараметру А в точке А = 1 ,  nриходим к тождеству Эйлера 

x'L�:• (x, х', у, у') + y'L.;(z, х' , у, у') = L(x, х' , у, у'), 

откуда следует, что первые интегралы уравнений Эйлера связаны. Поэтому обшее 
решение системы необходимых условий будет содержать произвольную функцию, 
которая отвечает различным способам nараметризации исходной задачи. ..,_ 

§ 3. Задача Лагранжа: дифференциальные 
и фазовые ограничении 

Рассмотрим векторную экстремальную задачу для интегрального функдионала 

ь j L(t, х, ж') dt ---+ extr, 
а 

nредnолагая, что компоненты искомой траектории Жj(t) , j = 1 ,  2, 3, . . . , n ,  являются 
решениями системы обыкновенных дифференциальных уравнений { Ч'1 (t, z, х') = О, 

:.2.<�: �·. �;� -�-�� 
Ч'k(t, х, z ) = о. 

(1) 

Разумно считать, что количество уравнений k не иревосходит количества компонент n 
отыскиваемой траектории: если уравнений больше, то система может оказаться несо­
вместной, а если столько же, "то новой задачи не возникает - выражая из уравнений 
производные z'(t) и nодставляя их в исследуемый функционал, nриходим к вектор­
ной экстремальной задаче, уже рассмотренной в nредыдуших параrрафах. Поэтому 
в дальнейшем будем считать k < n. 

Отметим важный частный случай ограничений (1) , коrда функции IPJ(t, х, ж') 
(все или некоторые) не зависят от значений nроизводных, Ч'J(t, х, z') = '1/Jj(t, х) . 
В этом случае говорят о фаз08ых. или конечных ограничениях. В механике такие связи 
называются голономными, в отличие от дифференциальных, которые там называются 
неголономными. 

Дифференциальные и фазовые ограничения не являются альтернативными к ранее 
рассмотренным типам ограничений - дополнительно к связям ( 1) на компоненты 
искомого вектора z(t) 'моrут быть наложены ограничения всех друrих типов. Такая 
векторная экстремальная задача называется задачей Лагранжа. Она содержит в себе 
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в качестве частных случаев все рассмотренные выше экстремальные задачи -как 
одномерные, так и векторные. 

Именно при исследовании этой задачи Лагранж впервые сформулировал и ис­
пользовал принцип, называемый сегодня правилом множителей Лагранжа, который 
затем бъm распространен с вариационных задач на задачи об экстремуме функций 
нескольких переменных. Сущность этого принцила мы имели возможность просле­
дить на рассмотренных ранее задачах -он позволяет сводить исследование задачи 
на экстремум с ограничениями к исследованию безусловных стационарных значений 
специальным образом построенного функционала -функционала Лагранжа. 

В общей задаче Лагранжа этот принцип также применим, однако новые ограниче­
ния ( 1) требуют модификации понятия множитель Лагранжа и модификации правила 
построения функционала Лагранжа. 

НаводяЩими соображениями (которые могут быть аккуратно формализованы и 
превращены в строгое доказательство), приводящими к правилу множителей Лагранжа 
в общей задаче Лагранжа, могут служить следующие. 

Зафиксируем точку t на отрезке [а, Ь] и рассмотрим ограничение tp(t, х, х') = О 
в этой точке. Оно представляет собой ограничение-равенство, задаваемое терми­
нальным функцяоналом, и потому может быть включено в функционал Лагранжа 
с некоторым множителем v . Поскольку в каждой точке t отрезка возникает свое огра­
ничение-равенство, то и множитель Лагранжа v должен зависеть от точки - v = v( t) . 
Но точек на отрезке очень «много>), поэтому сумма терминальных слагаемых, которую 
мы должны были бы внести в функционал Лагранжа 

переходит в интеграл 

S(v, tp) = 2: v(t)tp(t, х, х') , 
а(t.::;ь 

ь 
S(v, tp) = l v(t)tp(t, х, х') dt, 

а 
и мы приходим к правилу множителей Лагранжа в задаче с дифференциальными и/или 
фазовыми ограничениями, которое сформулируем в виде теоремы, предварительно 
модифицировав определение функцианала Лагранжа. 

Рассмотрим задачу ь 
J(x) = 1 L(t, х, х') dt -- extr 

а 
с ограничениями 

ь 

9i(x) = 1 Gi(t, х, х') dt, i = 1 , 2, . . . , т, 

а 
tp, (t, х, х') = О, 

'Фz(t, х) = О, 
8 = 1 , 2, . . .  ' k, , 
l = 1 , 2, . . .  , k2, k, + k2 < n. 

(2) 
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Заметим, что граничные условия х(а) = Ха , х(Ь) = хь должны быть согласованы 
с фазовыми ограничениями 

l, 2, . . .  ' k2 . 

Оnредедение. Функционало.м Лагранжа, ассоциированным со сформулированной выше 
экстремальной задачей, назовем функционал F(x, >., р, v) ,  задаваемый соотноше­
нием 

ь 
F(x, >., р, v) / Fin1(t, х, х', >., р, v) dt + 'rterm(x(a) , х(Ь)), 

а 

в котором интегральная часть оnределяется функцией Fin1(t, х, х', >., р, v) 

т kl � 
Fint = L(t, х, х') + 2: >.iGi(t, х, х') + 2: P,j(t)v>j(t, х, х') + 2: v, (t)"P,(t, х), 

i= l j=l s=l 

а терминальная строится обычным образом, как было показано выше. 

Числа .\i и функции JJ;(t), v,(t) называются .множителями Лагранжа рассматри­
ваемой задачи. 
Теорема Эйдера-Лаrранжа (nрааидо множитепей Лаrранжа дт1 экстремадьной задачи с дифферен· 
циадьными и фазовыми оrраничениями). Пусть x0(t) доставляет экстремум интегральному 
функционалу в задаче Лагранжа с дифференциальными ( 1) и фаз<Юыми (2) ограничениями, 
где задающие ограничения функции непрерывно дифференцируемы и уд<Юлетворяют усло­
виям, обеспечивающим разрешимость системы неявньсхуравнений ( 1 )-(2) относительно 
некоторого набора из k компонент вектора x0(t) . Тогда существуютмножителиЛагран­
жа .\i и J.t;(t) , v,(t) , такие, что x0(t) является стационарной точкой для функцианала 
Лагранжа. 

3.1. Пример - задача Чаnлыгина 

В �честве nримера рассмотрим задачу Чаплыгина. 
Самолет, двигающийся с постоянной относительно воздуха собственной скоро­
стью lnl = и, доl!жен за заданное время Т облететь территорию максимальной 
площади. Предполагается, что скорость ветра постоянна как по величине, так 
и по наnравлению и равна v, v < и  . 

..е Выберем систему координат (х, у) так, чтобы ось абсцисс была направлена вдоль 
наnравления скорости ветра. Пусть положение самолета в момент времени t опи­
сывается координатами (x(t), y(t)) . Будем считать, что самолет вылетает из точки, 
расnоложенной на оси ординат, и возвращается в эту же точку: х(О) = х(Т) = О , 
у(О) = у(Т) = Ут · Площадь, охваченная траекторией самолета, дается выражением 

т 
S(x, у) = � j (ху' - х'у) dt. 

о 
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Из условия задачи следует, что во всех точках искомой траектории должно иметь место 
соотношение 

( 1 )2 t2 2 x + v + y = u . 
Таким образом, мы приходим к задаче об отыскании максимума функционала 

т 
S(x, у) = �  1 (ху' - х'у) dt --+ max 

о 
с ограничениями на искомую траекторию, задаваемыми соотношениями 

(х' + v)2 + у'2 = u2, х(О) = х(Т) = О, у(О) = у(Т) = Ут· 
Функционал Лагранжа 

т 
F(x) = 1 [�(xy' - x'y) + p.(t) ((x' + v)2 + y'2 - u2)] dt 

о 
порождает следующую систему уравнений Эйлера 

1 ,  d
( 

1 1 ) -у - - - -у + 2p.(t)(x + v) = О, 2 dt 2 

1 1 d ( 1 ) ') -2х - dt 2х + 2p.(t у = О. 

Интегрируя почленно по t и присоединяя к интегралам уравнений Эйлера диффе­
ренциальное ограничение, приходим к системе трех уравнений с тремя неизвестными 
функциями - x(t), y(t), p.(t) { у - 2р.(х' + v) = С1 , 

-х - 2р.у' = с2. 
(х' + v)2 + у'2 = u2. 

Сделаем замену переменных в уравнениях системы, сдвигая ось абсцисс на величину 
-С2 , а ось ординат на С1 • Эта замена - параллелъный перенос осей - приводит 
к тому, что в новых координатах произволъные постоянные обращаются в нуль. Счи­
тая, что мы с самого начала выбрали расположение осей именно так, перепишем 
систему в виде { у = 2р.(х' � v), 

- х = 2р.у ' 
( 1 )2 ,2 2 x + v + y = u . 

Разделив первое уравнение на второе почленно, исключим из системы функцию p.(t) . 
В результате придем к соотношению 

которое влечет за собой равенство 

у х' v -; = у'
+ у' ' 

1 уу' x + v = --. х 
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Вследствие полученного соотношения последнее уравнение системы примет вид 
их v v .....-::---= у' =  ===} _ = -...jx2 + у2 . ..jx2 + у2 у' их 

Учитывая, что � = �; , приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению 
первого порядка, однородному относительно х и у, которое легко интегрируется под­
становкой i = z(y) . Общий интеграл этого уравнения имеет вид 

vy + и..j х2 + у2 = С. 
Записывая последнее соотношение в полярных координатах и вводя новую произ­
вольную постоянную с=  � ' получим 

r = ---=v=---.--1 + - SШ !p и 
Это уравнение представляет собой полярное уравнение семейства линий второго по­
рядка с эксцентриситетом е = ; . По условию скорость ветра меньше скорости са­
молета, т. е. эксцентриситет меньше единицы - искомой траекторией облета макси­
мальной площади за заданное время является эллипс, большая ось которого перпен­
дикулярна направлению ветра. ..,.. 

3.2. Пример - задача о брахистохроне 

Исторически первой вариационной задачей, которая привлекла внимание математи­
ков, бъmа задача о брахистохроне, поставленная И. Бернулли. 

Среди всех кривых, соединяющих две данные точки nлоскости, найти ту, дви­
гаясь no которой nод действием силы тяжести, материальная точка nоnадет 
из начальной точки в конечную за кратчайшее время. 

Кривая, вдоль которой точка скорее всего скатывается из начальной точки в ко­
нечную называется брахистохроной. 

Мы рассмотрим эту задачу и ее модификацию - задачу о брахистохроне со сво­
бодным правым концом - предварительно обсудив возможные их формализации. 

x(t) -

Первая формализация позволяет ло-
х ставить задачу о брахистохроне как клас-

Рис. l 

t сическую вариационную задачу для инте­
грального функционала. 

Пусть x(t) - траектория скорейшего 
скатывания на плоскости (t, х) . Пред­
положим, что начальная скорость точки 
равна нулю и скатывание осуществляется 
без трения. Тогда ее скорость v на высо­
те х полностью определяется высотой 
х + h, с которой точка начала свое движе­
ние: кинетическая энергии точки долж­
на быть равна изменению потенциальной 
при спуске с высоты х + h на уровень х 

mv2 - = mgh ===} v2 = 2gh, 2 -
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где g - ускорение свободного падения. Поместим начальную точку в начало (рис. 1 )  
координат. Тогда зависимость скорости скатывания от высоты х будет иметь вид 

v2 = -2gx =:} v = �· 

Элемент дуги дs на промежутке [t, t + дtJ точка пройдет за время дТ, даваемое 
соотношением 

J 1 + x'2(t) J 1 + x'2 (t) 
дТ = ( ) 

dt = � dt. 
V t y -LgX 

Если конечная точка брахистохроны фиксирована, то мы приходим к задаче 

tкон -v� + x'2(t) 
Т(х) = 1 .;:::'IiX dt ---+ min, х(О) = О, х(tкон) = Хкон . 

- gx 
о 

которая является одномерной гладкой классической вариационной задачей с закреп­
ленными концами.  

Если же положение правого конца брахистохроны не задано, а фиксирована только 
вертикаль, которой точка должна достигнуть за кратчайшее время, то мы получаем 
задачу со свободным правым концом. 

Другая, упомянутая выше, формализация выглядит следующим образом. 
Пусть на фазовой плоскости (х, у) положение точки в момент времени t задается 

соотношениями х = x(t) , у = y(t) . При этом в точке (х, у) скорость v должна 
удовлетворять соотношению 

2 ,2 12 v = x + у = -2gy. 
В начальной точке, которую мы, как и выше, поместим в начало координат, должно 
выполняться условие х(О) = у(О) = О ,  в конечной же точке траектории, в зависимости 
от рассматриваемой модификации задачи, будут иметь место соотношения 

х(Т) = tкон . у(Т) = Хкон . 
если речь идет о задаче с закрепленными концами, и 

х(Т) = tкон . 
если речь идет о достижения точкой фиксированной вертикали. В обоих случаях Т -
подлежащее определению время скорейшего скатывания, которое и является миними­
зируемым функцианалом 

т 
Т(х, у) = 1 dt = Т ---+ min. 

о 
Эта формализация привела нас к векторной задаче Лаrранжа с дифференциальным 
ограничением х'2 + у'2 + 2gy = О. 

Необходимые условия экстремума в этой задаче, в соответствии с теоремой 
Эйлера-Лаrранжа, это условия стационарности функцианала Лаrранжа 

т 
F(x, у, Л, J.L(t)) = 1 [ 1 + J.L(t) (х'2 + у'2 + 2gy)] dt + r(x(T), у(Т), Л), 

о 
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где терминальная часть имеет вид 
r(x(T), у( Т), Л) = Лt  (ж( Т) - tкон) + Л2(у(Т) - Хкон) 

в случае задачи с закрепленными концами и 
r(x(T), Л) = Л(х(Т) - tкон) 

для задачи со свободным правым концом. Завершают этот список граничные условия 
в начальной точке 

х(О) = у(О) = О. 

Для рассматриваемой задачи получаем: 
- уравнения Эйлера 

-:t (2x'p,(t)) = О, 

- условия трансверсальности 

d 1 2p,(t)g = dt (2у p,(t) ) ,  

2р,(Т)х'(Т) = -Л, 2р,(Т)у'(Т) = О, 

- условие стационарности по Т 

1 + р,(Т) (х'2(Т} + у'\Т) + 2gy(T)) + Лх'(Т) = О . 

Вводя обозначение p,(t)y'(t) = z(t) , запишем получившуюся систему дифференциалЪ-
ных условий в виде 1 JLX1 = Ct , 1 JLY = z, 

1 z = p,g, 
,2 ,2 х + У + 2gy = о . 

(3) 

Выражая производные х' и у' из первых двух уравнений системы и подставляя в по­
следнее, приходим к соотношению 

с; + z2 + 2p,gy = о, 
продифференцировав которое почленно, получим равенство 

2z' z + 4p,p,'gy + 2p,2gy' = О. 
Перемножим второе и третье уравнения системы (3) 

p,2gy' = z'z 

и подставим в (4) 

р,у' + р,'у = о 

Далее 

р,' у' 
= JL у 

, Ct х = с2 У = Су. 

с2 p,(t) = -.  
у 

(4) 
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Последнее уравнение системы (3) можно разрешить относителыщ функции y(t) 

у' = )-2gy - С2у2 = !_ 
с 

с2 ( g )2 
g у +  С2 . 

Это уравнение первого порядка с разделяющими ел переменными легко интеrрируется 

arcsin �2 (y + �2 ) t + Сз ==> y(t) = g sin (t + Cз) - �2 • 

Используя теперь первое уравнение системы (3), получим 

:v(t) g g -с cos (t + Сз) - ct + С4. 

Изrраничныхусловий х(О) у(О) = О вначальнойточке t = О заключаем, что С3 = j ,  
с4 = о '  откуда уравнение искомой кривой имеет вид 

x(t) = � (sin t - t) , g y(t) = С2 (cos t - 1) .  (5) 

Следовательно, семейство экстремалей в задаче о брахистохроне - это семейство 
циклоид, nроходящих через начало координат (рис. 2) . 

у у 
Рнс. 2 

Произвольнан постоянная может быть определена либо из условия прохождения 
циклоиды через конечную точку, либо из условия трансверсальности на правом конце, 
которое в данном случае превращается в условие ортоrональности брахистохроны 
вертикали х = tкон . 

1. Найдите экстремаян функционалов: 

2 

Упражнения 

а) /(z, у) =  J(z12 + ·i + у'2 ) dt, ж(l) = ! , ж(2) = 2 ,  y(l) О, у(2) ::::; l ; 
1 

1t 
б) /(ж, у) ::::; /(2zу- 2ж2+ж'2 -у'2) dt, z(O) = О, ж(1r) = l , у(О) = О, y(:�r) = - 1 ;  

о 
'lf/2 

в) f(ж, у) = J (ж'2 - 2жу + у'2) dt, х(О) = О, х (�) = 1 , у(О) = О, у(�) = 1 ;  
о 
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r) J(ж, у) = J (х12 + 2ж + у'2) dt, 
о 

ж(О) = l , ж(l) 3 
2'  у(О) = О, y(l) = 1; 

1f/2 
х (3:) у(3:) = -I; д) f(x, у) = J (ж' у' - ху) dt, х(О) == О, 1, у( О) = О, 

о 
1 

е) f(:z, у) == J<x'y' + ху) dt, х(О) = О, x(t ) у( О) = О, l е, y(l) = -. е о 

2. Установите, что если лагранжиан L(t, х, х', у, у') не зависит от х, то уравнения Эйлера дL 
допускают лервый интеграл дж' С. 

3.  Установите, что если лагранжиан L(t, ж, ж', у, у'} не зависит от t , то уравнения Эйлера , дL , дL 
доJ1)'скают первый интеграл L - х дх' - у ду' = С . 

4. Запишите и исследуйте необходимое условие экстремума в задаче: 

( 
· f(ж, у) = J (х'2 + у'2 + 2ху) dt -:::;.. extr, х(О) О, у( О) = О 

о 
и точка М({, z, у) перемешается no плоскости t = t .  

5 .  Найдите экстремали функдионала 

{ 
f(z, у) = J Jt + х'2 + у'2 dt, 

о 
удовлетворяющие условиям 

х(О) у( О) = О, х({) = Ц - з, yi0 { + 1 . 
Поясните rеометрический. смысл рассматриваемой экстремальной задачи. 

6. Запишите условия трансверсальности для экстремальной задачи 

с ограничениями 

� 
f(x, у) J <p(t, z, y).jl + х'2 + у'2 dt -:::;.. extr 

to 

x(to) zo, y(to) = у0, ф({, ж({), у({)) = О 
и поясните геометрический смысл полученных условий. 

7. Найдите кратчайшее расстояние от точки М ( 1, l ,  1 )  до сферы t2 + х2 + у2 1 .  

8. Найдите кратчайшее расстояние от точки М(О, О ,  3) до nараболоида у = t 2  + :r? .  
е х2 у2 9. Найдите кратчайшее расстояние между эллипсоидом 25 + 16 + 9 = l и сферой 

t2 + z2 + у2 = 4. 
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10. Найдите экстремали функцианалов в следующих задачах с фазовыми оrраничениями: 

1 
а) f(z. у) == 1 (х12 + у'2) dt => extr, 

о 
ж2 + у2 = 1, ж(О) 1, ж(l) О, у(О) = О, y(l) = 1; 

1 

б) /(z, у) == 1 (:.�:12 + у12 + t1) dt => extr, 
о 

ж - 2у + 3t = О, ж(О) = 2, x( l) = 1, у( О) = l, y(l) = 2; 
1 

в) f(z, у) == j (х'2 + у12 + 1) dt => extr, 
о 

ж +  у - 2t2 == О, z(O) = О, z(l) = 2, у(О} = О, y(l) = О; 1</2 . 
r) f(ж, у) = j (z2 + у2 - ж'2 - у12 + cos t) dt => extr, 

о 

х у =  2 sin t, z(O) = l, ж (�) = l ,  у(О) = 1 ,  v(�) = - 1 .  

11. НайдИте эхетремали функцианалов в следующих задачах с дифференциальными оrраниче� 
ниями: 

1 
а) f(z, у) = j (ж'2 + 2у12 + у2} dt ::::;. extr, 

о 

у' = ж, ж(О} = -2, z(l) = - � . у(О) = 1, y(l) = О; е, 
1 

б) f(x, у) = 1 (х'2 + у'2) dt => extr, 
о 

х' у, ж(О) = О, ж(l) = 1 ,  у(О) = l , y(l) = О; ... 
в) f(ж, у) = j (ж'2 - у'2) dt => extr, 

о 
11" 

х' = у - cos t, ж( О) = О, ж(1r) = О, у(О) = О, y(1r) = 2; 
7</4 2 r) f(ж, у) = j (i - 2t2ж2) dt => extr, ж' = 2у - 4tж, ж(О) = О, :�{�) = l ;  
о 
1 

д) f(z, у) = j (х'2 + у'2) dt => extr, 
о 

1 ж = у - ж, 

Ответы 

э:(О) = О, z(l) = l .  { z(t) = t , 
1. а) sh(t - l) y(t) = sh l ; 

б) 11" 
{ x(t) а siri t - t cos t, 

y(t) = а  sin t + �(2 sin t - t cos t); 

) { z(t) = st.·n t, 
в y(t) = sin t; 
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r) y(t) = - sin t; д) y(t) = -Зt; е) 
4. Необходимые условия имеют вид: 
- уравнения Эйлера ж" =  у; у" ж, 

{ ж(t) ;;:: е1, 
y(t) = e-1 • 

- условия трансверсальности на правом конце х' ({) у'({) 
условие стационарности на nравом конце х({) · у({) = р., 

- граничные условия на левом конце ж(О) = у( О) = О. 
Отсюда 

о, 
1r _ { ж(t) О, 1r 

если ( � 2 +n1r, то y(t) = O; если { = 2+n1Г, то 

' 

{ ж(t) = С sin t, 
( )  C E R. у t = -С sin t , { ж(t) -t, 

5. Экстремали - y(t) = 2t, ( 1 , d = v's. Рассматриваемая задача - задача о нахо-

ждении расстояния от начала координат до прямой, заданной уравнениями ж = 2{- 3, у = { + 1 .  
6. Условия трансверсальности записываются в форме 

1/J.,L - L.,(I/J1 + ж'ф., + у'фу) l = О, ф11L - Ly(t/Jt + x'I/J., + у'ф9) / = О. t=! t={ 
Учитывая специфический вид лагранжиана, перепишем эти условия в виде 

ф.,(l + ж'2 + у'2) - x'I/Jt - ж'2ф., - ж1у1фу = О, ф11(l + х12 + у'2) - у'Фt - х'у'ф., - у12ф11 О. 
Отсюда легко получаем 

у' 
х' 

Далее, например, первое из указанных соотношений дает 

Фх( l+ж'2+у'2) - ж'Фt -Х12ф., -х'у'фу+у12фу -у12ф11 = ф., -х'фгу'(у'ф.,-х'фу) = Ф::: - x'I/Jt О. 
Объединяя полученные соотношения, приходим к условию, которому должна удовлетворять 
экстремаль рассматриваемой задачи в точках поверхности-ограничения: 

ф., t/Jy tPt 
;;- = у;- = т 

Заметим, что вектор с компонентами {ф1 , ф., , t/Jy} - это вектор нормали к поверхности, за­
данной соотношением ф(t, х, у) О, а вектор с компонентами { 1 ,  х', у'} - это касательный 
вектор к линии-экстремали. Полученное выше соотношение означает, таким образом, колли­
неарность указанных векторов экстре м аль пересекает поверхность-ограничение nод прямым 
углом. 

7. Экстремали - t = ж =  у l 
( = 

vГз
' 

d = vJ- 1 .  8. d f!f. 9. d =  l . 

{ 1Г x(t) = cos 2t, 
10. q) 1Г y(t) = sin 2t; 

{ ж(t) 2 - t, 
б} y(t) = 1 + t; 

{ x(t) е +  t, 
в) y(t) = t2 - t; 

) { x(t) = cos t + sin t, г y(t) = cos t sin t. 

{ x(t) = (t - 2)е-1, 1 1 .  а) · 

y(t) = ( l - t)e-1 ; 

{ ж(t) = sin 2t, 
г) y(t) = cos 2t + 2t sin 2t; 

{ x(t) !t sin t, 
б) решений нет; в) i y(t) = 2(sin t - t cos t); { ( )  sh Vit 

) 
x t = sь v'2 ' 

д y(t) = v'2 ch Vit + sh Vit 
sh 
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ФУНКЦИОНАЛЫ ОТ ФУНКЦИЙ 
Н ЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

В этой главе мы коротко рассмотрим, как развитая выше для функций одной пере,.. 
менной теория переносится на экстремальные задачи с функционалами, зависящими 
от функций нескольких переменных. 

§ 1 . Обозначения и допущения 
Пусть !1 - ограниченная область в Rn с кусочио-гладкой границей дf!.  Координаты 
точек в JRП будем обозначать буквой t , понимая nод этим символом вектор-столбец 
с комnонентами ti , i = 1 ,  2, . . . , n. Пусть x(t) = x(t1 , t2, . . .  , tn) функция n 
переменных, определенная и непрерывная в области f! вплоть до границы вместе 
со своими частными производными1>, которые будем обозначать так 

дх(t) 
дti ' 

Xt; ; 

для градиента функции x(t) - вектора-столбца ее частных провзводных - nримем 
обозначение grad x(t) . . 

Для n-кратноrо интеграла от функции n переменных no области f! будем исполь­
зовать обозначение J · • · J · . .  / tp(tJ , · . . , tn) dt 1 . . .  dtn = J rp(t) dt. 

n n 
Если функция tp(t) рассматривается в точках 1.1) границы liO области f!, то интеграл 
от этой функции по границе будет обозначаться следующим образом . J tp(t) � . . 

1Ю 
Скалярный вариант формулы Гаусса-Остроградского имеет вид 

j д;�) dt = j x(t) cos Bi �. 
n дn 

( 1) 

l) Под производными на границе будем понимать nредел nрои:Шодных изиугри области в соответствую­
щей точке границы 

- = lim - . 
д:r; l д:r; l дt; "'Eдfl t_, дt; !Efl 
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где (Ji - уrол, составленный внешней к 80. нормалью с nоложительным направлением 
оси ot, . 

Для дальнейшего нам понадобится формула интегрирования по частям для крат­
ных интегралов, являющаяся следствием формулы ( 1 ) .  

Лемма (формула интеrрмрованиt по часuм). Если функции u(t) и v(t) определены и непрерывны 
в области О. вместе со своими производнЬLМи, то имеет место соотношение 

j 8;t> v(t) dt - j u(t) 8;�:) dt + j u(t)v(t) cos (Ji dt. (2) 

n f! дfl 

.- Действительно, для любых гладких в области О. функций u(t) и v(t) имеет место 
тождество 

д дu(t) дv(t) 
дti (u(t)v(t)) = �v(t) + u(t) дti . 

Интегрируя ero по области 0., получим интегральное тождество 

j �. (u(t)v(t)) dt = j д�:) v(t) dt + j u(t) 8;i:) dt. 
n n о 

Исnользуя формулу Гаусса-Остроградского для вычисления левого интеграла, при-
дем к равенству 

1 �i (u(t)v(t)) dt = 1 u(t)v(t) cos oi dt, 
n оо 

nодставляя которое в интегральное тождество, nолучаем искомую формулу интегриро­
вания по частям для кратных интегралов. Jr. 

Если ф(w) функция, оnределенная во всех точках границы и неnрерывная там, 
то будем говорить, что функция ж(t) , оnределенная внутри области О., удовлетворяет 
на грающе условию закрепления, если во всех точках границы имеет место равенство 

Введем расстояние на множестве гладких в О. функций соотношениями: 

- сильное расстояние 

- слабое расстояние 

!lж(t) - y(t)l l max /:c(t) - y(t) l, tE!1 

l lж (t) - y(t)l l  max max l жt; (t) - Yti(t) l, \�i>;;;n tEfl 

(3) 

и тем самым определим сильную и слабую окрестности функции :c(t), а вместе с ними 
nридадим смысл всем nонятиям, связанным с близостью гладких функций, оnреде­
ленных в 0..  

Пусть, наконец, L(t, :с ,  grad :с) функция 2n+ 1 nеременной, дважды неnрерывно 
дифференцируемая по совокупности nеременных. Под интегралыtЬLМ функцианалом 



§ 2. Простейwа11 задача дп11·функционапов от фyttiЩIIЙ нескоnь1001 nеременнЬIХ ---'--------55 
на множестве гладких в П функций будем понимать функционал, задаваемый соотно­
шением 

j(x) = 1 
L(t, х, grad х) dt = 

1 L(t, х, Xt1 , Xt2 ' . . .  , х,,.) dt. 
n n 

Терминальным назовем функционал 

r(x) = 
1 R(t, х) d.UJ, 
00 

где функция R( t, х) предполагается непрерывно дифференцируемой по переменным 

(х, t) . 

§ 2. Простейwая задача для функцианалов 
от функций нескольких переменных 

Рассмотрим экстремальную задачу 

f(x) = 1 L(t, х, Xtp Xt2 , • • • , Xt,.) dt � extr, x(t) \te/IO = 'Ф((А}), 
n 

являющуюся аналогом простейшей задачи с закрепленными концами. Построим ва­
риацию минимизируемого функционала, которая при припятых выше допущениях, 
очевидно, существует. Выкладки, аналогичные проведеиным для одномерного случая, 
дают 

бьf(х) = 1 [L,.,(t, х, grad x)h + t L,.,1; ht;] dt. 
n •=J 

Преобразуем второе слагаемое, учитывая, что h(t) lteoo = О. Для этого рассмотрим 

J L,.,t; ht; dt = 1 Lжt; а;�:) dt. 
n n 

Применяя к интегралу ( 1 )  формулу интегрирования по частям, получим 

1 ah(t) j а 1 
L,.,1• -а- dt = - h(t)-a L,.,1. dt + h(t)L,.,1. cos 8; dt. 

• t; t; 1 1 
n n оо 

( 1 )  

Последнее слагаемое обращается в нуль за счет обращения в нуль функции h(t) н а  гра­
нице области П,  что дает 

1 ah(t) j а 
L,.,t; at; 

dt = - h(t) at; 
L,.,1; dt. 

n n 
Таким образом, для вариации интегрального функционала получаем выражение 

б,f(•) = 1 [L,(t, •· grad •) - t. �; L,,] h(t) dt. (2) 
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Метрудно доказать, что из равенства нуЛIQ вариации (2) для любых гладких h(t) , 
Qбращающихся в нуль на границе области следует, что в точке экстремума :z:0(t) вы­
полняется соотношение 

n д 
L:e(t, ж, grad ж) - L дt · Lжt; = О. 

i=l • 

Уравнение (3) называется уравнением Эйлера-Остроградского. 
Краевая задача для этого уравнения с граничным условием 

ж(t) !teoo = ф(w) 
является необходимым условием жстремума в данной задаче. 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий введенные понятия. 

(3) 

Пример (малые колебанМI ynpyroil мембраны). Рассмотрим в n�.З с координатами (х, у, z) расnределен­
ную по некоторой nоверхности систему материальных точек, эволюционирующую с течением времени t 
по закону z = z(x, у, t) . Будем считать, что nоложение равновесия системы задается равенством 

z = z(x, у, t) = О, а nотенциальная энергия участка Ах Ау nропорциональна изменению площади 
nоверхности в сравнении с nоложением равновесия 

D.и(z) k(x, y)As = k(x, у)( J1 + z� + zi - l)D.xAy. 
Такая система материальных точек {уnругая nоверхность) называется в механике мембраной. 
<011 Пусть форма мембраны в nоложении равновесия задается областью Q. Функция z = z(x, у, t} 
оnределена в этой области и оnисывает nоложение каждой точки (х, у) мембраны в каждый момент 
времени t . Если nоверхностная nлотность мембран�:>� задается функцией р(х, у) , то для потенциальной 
и кинетической энергий деформированной мембран�:>� nолучаем 

и = / k(x, y) (/1 + z1 + zi - 1) dx dy, 
n 

1 J 2 Т =  2" р(х, y)z1 dx dy. 
!) 

Если доnолнительно nредnоложить, что на мембрану действует внеwняя сила (возможно также меняю­
щаяся со временем) с nлотностью 1р(х, у, t) , то, учит�:>�вая, что ев nотенциальная энергии дается соот-
ноwением 

и-; = - j 'Р(х, у, t)z(x, у, t) dx dy, 
n 

nолучим для nотенциальной энергии мембраны следующее выражение 

и 1 [k(x, у)( J1 + z; + z� - 1) - <р(х, у, t)z(x, у, t)] dx dy. 
1"1 

Предnоложим ,  что мембрана совершает •маль1е• колебания, так что 

\gradж,y z(x, у, t) l « 1, lgradж.y z(x, у, t)\4 = o(igrad.,,y z(x, у, t)l2) ,  
и дл я  корня в выражени11 nотенциальной энергии nолучим nриближение ) 1 2 2 . 2 k(x, у) l = 2k(x, у)(zж + z11) + o(jgrad,.,11 z(x, у, t) l ) .  

Пренебреrая бесконечно малыми величинами, nорядок которых выwе второго, nолучим соотноwение 
для nотенциальной энергии •мало деформированной• мембран�:>� 

и = 1 [k(x, y)(z; + z;) - 1р(х, у, t)z(x, у, t)] dx dy. 
11 

Принциn наименьwего действия (nринциn Гамильтона) утверждает, что рассматриваемая система эво­
люционирует во времени так, что действие, т. е. величина S, задаваемая соотноwением 

t 
S(z) = j (Т U) dt, 

о 
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принимает наименьшее значение. Таким Образом задача о малых колебаниях мембраны оказывается 
задачей.об экстремуме фунщионала S(z) , зависящего от фуНкцИи трех переменных. Подынтеrрмьное 
выражение в функционале S(z) дается выражением 

t!.(T - U) = � (k(x, y)z; + k(x, y)z� ip(X, у, t)z-р(х, y)zl) . 
Отсюда уравнение Эйлера-Остроградскоrо имеет вид 

д д д� IJ'(x, у, t) + дх (kz.,) + ду (kzy) = р(:с, у) дt2 • 
ЭТо и еСть искомый закон колебаний мембраны. � 

§ 3. Условие трансверсальности дли функционалов, 
зависищих от функций нескольких переменных 

Рассмотрим теnерь аналог задачи Больца 

/(ж} 1 L(t, ж, grad ж) dt + 1 R(t, ж) dw ---+ extr. 

n on 
Из-за отсутствия доnолнительных ограничений на nоведение искомой функции на 
границе, вариация для этого функцианала будет даваться выражением 

n {) ) 1 ( n IJR) � {)ti 
Lzt; h(t) dt + � Lzt; COS (}i + дж 

h(t) dt, 
1=l on �=1 

из которого следует, что наряду с уравнением Эйлера-Остроградскоrо в точке экс­
тремума еще должно выполняться естественное условие трансверсальности 

n � Lx1, cos Oi i tEдn = 
i=l 

Упражнения 

1. Докажите, что единственной эхетремалью в задаче 

IJR 
{J:J; 

!И = fJ sin (:�) · ехр (:�) dt dт =:} extr, 
D 

D = {(t, т): О �  t, т � 1 } ,  x(t ,  О) = О, x(t, 1) 
является функция x(t, т) = т. 

2. Запишите уравнение Эйлера-Остроградскоrо для задачи 

I ·  ' 

f(x) = fJ [ ( �;) 2 - ( ::YJ dt dт =:} extr, x(t, т)/ (t,т)ЕдD <р(с.�). 
D 

3 .  Заnишите уравнение Эйлера-Остроградскоrо для задачи 

f(x) = fJ [ ( �;) 
2 

+ (::YJ dt dт =:} extr, x(t, т) / (t,т)ЕдD = <р(с.�). 
D 
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4. Заnишите уравнение Эйлера-Остроrрадскоrо д11Я задачи 

f(ж) == /J ( ( :) 2 + (:�) 
2
- 2жф(t, т)] dt dт ::::> extr, z(t, т)!(t,т)ЕдD = tp(llJ). 

D 

5. Заnишите уравнение Эйлера-Остроrрадскоrо для задачи 

/(�) = /J [a(t, т)(�;у + ,13(t, т) (:;у + ;(t, т)z2 + 2жф(t, т)] dt dт ::::> extr, 
D 

Ответы 
д2ж д2ж �ж д2ж д2ж д2ж 

2 .  дt2 - дт2 == О. З. дt2 + дт2 = О. 4. дt2 + дт2 ф(t, .:r). 

S. :t ( a(t, т):) + :т (rз(t, т)::) - -y(t, т).:r = ф(t, т) . 
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ СИЛЬНОГО 
ЭК СТРЕМУМА 

В nредыдущих главах достаточно nодробно был рассмотрен воnрос о неОбходимых 

условиях экстремума для интегральных или интегро-терминальных фунщионалов, 

оnределенных на гладких функциях, nри различныхдоnолнительных nредnоложениях 

о nоведении функций на границе области оnределения. Наnомним, что мы различаем 
слабwй, силыtwй и глобальнwйэкстремумw. Как уже отмечалось выше, если мы ограни­

чиваем область оnределения рассматриваемых функционалов гладкими функциями, 
то наличие в некоторой точке a:0(t) глобального экстремума влечет наличие в этой же 

точке и <!МЛадших» экстремумов силыюго и слабого. Аналогично, сильный экстремум 
влечет за собой наличие слабого. Поэтому необходимwе условия слабого экстремума 
на множестве гладких функций являются одновременно необходимыми условиями силь­
ного и глобального экстремумое на этом множестве. 

Однако nоскольку необходимые условия недостаточны для обеспечения сушество­
вания экстремума, они сушествования ни одною из указанных экстремумов нам не га­
рантируют. Необходимые условия выделяют nодозреваемые на экстремум функции, 

но о каком экстремуме идет речь, не говорят. Если окажется, что необходимое условие 

слабого экстремума выполняется на каких-то функциях, то вnолне может оказаться, 

что среди этих функций есть доставляющие функционалу слабwй экстремум, и нет ­

доставляющих сильный. 

Прммер. Функция жо(t) = О достаВ11Яет фунJЩI-!Оналу 

.. 
f(ж) = j ж2(t> (t - (ж1(t))2) dt. 

о 
слабый локалЬllый минимум /(хо) О. 
<111 В •слабой» 6-сжреспюсти функции xo(t) = О находятся функции, nринимающие малые значения 
вместе со своими nроизводными. Значит, можно nодобрать 8 так, что nроизаодные всех функций 
из о-окрестности будут nринимать значения, меньшие l .  Но тоrда, в силу неотрицательности nодын­
тегрального выражения, интеграn будет nринимать только неотрицательные значения. В то же время 
силЫiый экстремум в этой точке не достигается, так как легко nридумать nример фунi(Ции, маленькой 
по модулю, но с большой nроиэводной, т. е. функЦ>�и из «СИЛЫ!оЙ• окрестности, дnя которой значение 
интеграла будет меньше нуля. Наnример, в качестве такой функции можно взять 

ТОГда ПОЛУ'/11М 

". . 2 
/(z) := j sш

9 9t (l 9(cos2 9t)) dt 
о 

ж(t) = si�9t
. 

1f .. j 1 -�� 1St dt _ j 1 - cos 36t dt 
о о 
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Поэтому изучение необходимых условий «старших», например сильного, экстре­
мумов представляет самостоятельный интерес. 

§ 1 .  Условие Вейерштрасса в простейшей задаче 
Рассмотрим задачу 

ь 

/(х) = 1 L(t, х, х1) dt - extr, х Е с,�,Ь!• а:( а) = Хв, х(Ь) = хь. 

а 
Пусть x0(t) - гладкая на отрезке (а, Ь] функция, в которой достигается сильный 
экстремум (для определенности минимум) , т. е. значение интеrрального функцио­
нала в точке x0(t) сравнивается со значениями в соседних с zo (t) в сильном смысле 
точками x(t) 

l !xo(t) - x(t) l l  = max lжo(t) - x(t)j, tE(a,ЬJ 
и выполняется неравенство 

j(xo) � j(x) V х: l !xo(t) - x(t)l l  < б. 
Имеет место следующее утверждение. 

Теорема (необходимое усповие Вейерштрасса сильноrо экстремума). Пусть L(u, v, w) дважды 
неnрерывно дифференцируема и Хо( t) - функция из С(1а,Ь) , доставляющая сильный минимум 
в простейшей задаче классическоговариационного исчисления. Тогда xo(t) - экстремаль, 
т. е. Xo(t) является решением краевой задачи для уравнения Эйлера. Кроме того, в каждой 
точке кривой x0(t) при любом действительном А выполняется неравенство 

( 1) 

<111 Сразу же заметим, что экстремальность точки сильного экстремума следует из сде­
ланных выше замечаний относительно соотношения «старшего» и <�<младшего" экстре­
мумов. 

Дальнейшие рассуждения обычны для вариационного исчисления - следует рас­
смотреть приращение функционала на достаточно богатом множестве соседних с экс­
тремальной точек и использовать для этих точек условие (для оnределенности будем 
вести речь о минимуме) неотрицательности приращения. В качестве такого множества 
соседних с экстремальной точек мы рассмотрим функции, отличающиеся от экстре­
мальной локально, т. е. в малой окрестности точки t0 отрезка [а, Ь] , параметризовав 
эти функции специальным образом. 

Пусть б > О - nроизвольное, сколь угодно малое число, А Е IR., t0 - вну­
тренняя точка отрезка [а, Ь] . Выберем б > О настолько малым, чтобы промежуток 
[to - б, t0 + Л] целиком лежал внутри отрезка (а, Ь] . Рассмотрим семейство функ­

ций h6(t) t ) ,  задаваемых равенством (рис. 1 )  

_ { Лб + A(t - t0), 
h6(t) = Аб - Av'o(t - to) , 

t Е [to - 6, to] , 

t Е [to, to + Л] .  

!) Функции ii6(t) и h6(t) называются игольчатыми вариациями Вейерштрасса. 
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1 1 1 1 

1-::�------ -�---- - - -�-
la to-o to to+.JJ ьl la to-o to to+.JJ ьl 

Рис. l 

Все h0(t) определены на промежутке [а, Ь] и обращаJ<Лся в нуль на концах этого проме­
жутка для любых положительных б и произволъных Л.  Сгладим теперь угловые точки 
функций h6(t) так, чтобы они стали глад:кими на [а, Ь) . Функции h0(t) определим как 
сглаженные h0(t) . 

Рассмотрим приращение интегрального функционала, доставляемое функциями 
h0(t) в точке сильного экстремума, 

ь 
f(x0 + h6(t)) - J(xo) j [L(t, хо + h, х� + h') - L(t, хо ,  х�)] dt = 

а 
to t o +v'б 
j A11L(t, Хо, х�) dt + j AьL(t, хо, х�) dt, 

to-6 to 
где под A11L(t, х0 ,  х0) понимается приращение функции L(t, х0, х0) 

AьL(t, жо, х�) L(t, хо + h, х� + h') - L(t, жо, х�) . 
При б -+ О первый из интегралов с точностью до бесконечно малых порядка, более 
высокого чем б, может быть представлен в виде 

to t o  

J AhL(t, Хо, Хо) dt = J [ L(t, Хо + h, Хо + Л) L(t, Хо, жо)] dt = 
t0-6 t0-6 

� б [L(t, Хо, жо + Л) - L(t, Хо, Хо)] + о(б) . 
Рассмотрим теперь второй интеграл. В отличие от первого в нем можно заменить 

приращение подынтегральной функции дифференциалом 2) ,  интегрируя, как обычно, 
второе слагаемое по частям и учитывая, что x0(t) - экстремаль, получим 

tо+.Л tо+Л 

j AhL(t, xo, xo) dt= J [Lzh+Lz'h'] dt+o(б) = -h(to)Lz' + o(б) = -ЛбLz'+ o(б) .  
to to 

Объединяя результаты, заключаем, что для любого Л и сколь угодно маленького поло­
жителl!ного б приращение функцианала /( х) представимо (с точностьюдо бесконечно 
малых порядка более высокого, чем б) в виде 

/(:t + h6) - J(x) = o [L(t, Жо, Хо + А) - L(t, XQ, xh) - ЛL��;t(t, :to, Хо)) lt=to '  
откуда, учитывая произвольпасть точки t0 , получаем утвержде1:1ие теоремы. IJo. 

2} В nероом интеrрале nриращение третьеrо арrумента, т. ё. >., 1100бще rоооря, маленьким щ: я��Щ�,ется, 
в то время как во втором nриращения всех арrумеитов маленыше - h = >.6, h1 = >..Л (рис. 2). 
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а t0-d , t0 t0+ d 1 1 1 
- - - - - r- ' - - - - - - -

1 

Рис. 2 

ь 

А 
-1 

§ 2. Расширение простейшей задачи. 
Условия Вейерштрасса-Эрдмана 

2 

Рис. 3 

Уже nри изучении экстремальных задач для функций одной и нескольких переменных 
мы сталкиваемся с ситуацией, когда в исходной постановке задача решения не' имеет, 
но если прибегнуrь к расширению множества допустимых аргументов функции, то 
в этом более широком множестве таковые находятся. Аналогичная ситуация имеет 
место и в вариационных задачах. 

Рассмотрим пример, ИЛJiюстрирующий эту ситуацию. Пусть функционал J ( х) за­
дан сООТI:{ошением 

1 
J(x) = j x2(t} (l - (x'(t))2) dt. 

- 1  

Изучим задачу об эхетремуме этого функдионала в классе гладких на промежутке 
[-1 ,  1] функций, удовлетворяющих граничным условиям x(- l) = О , x(l) = l . Оче­
видно, что для любой такой кривой J(x) � О. В то же время легко указать функции, 
для которых значение рассматриваемого функционала сколь угодно близко к нулю. 
Действительно, рассмотрим функцию x0(t) , задаваемую соотношением 

о V t: -l � t < -б, 

V t: бv'2 
X6(t) = t 2 < t � 1 ,  

8б(t) V t: бv'2 -б � t � -2- ,  

где s6(t) - дуга  окружности, ценТр которой лежит на биссектрисе угла АОВ и ко­
торая касается сторон этого угла (рис. З) . Ее радиус R = б(v'2 + 1) . При любом 
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положительном о функция x6(t) принадлежитпространству С11_1 , 1 1 и 

1 6../2/2 
/(zo) 1 xi(t)( l - (z�(t))2) dt = 1 s�(t)(l (s�(t))2) dt � 

-1 -6 
б../2/2 1 2 63(2 + v'2) 

� s6(t) dt � 
4 

-+ О, 

-б 

б -t о. 

Однако гладкой (т. е. из с11_1 , 1 1) функции, на которой функционал принял бы нулевое 
значение, не существует. 

Как мы видим, в назначенном классе функций рассматриваемая экстремальная 
задача решения не имеет. Естественно посмотреть, не будет ли искомый экстремум 
достигаться в каком-нибудьдругом, более широком классе. 

В нашем примере такое расширение класса допустимых функций легко указать -
достаточно наряду с гладкими допустить к рассмотрению и кусочио-гладкие функ­

Ряс. 4 

ции. Напомним, что под кусочио-глад­
кой функцией nонимается функция непре­
рывная и непрерывно дифференцируемая 
на промежутке [а, Ь] за исключением, быть 
может, конечного числа точек, в которых 
она может иметь конечные разрывы про­
изводной и::Иомы с правыми и левыми 
касательными (рис. 4) . 

Интегральный функционал будет опре­
делен на этом классе функций и примет ну­
левое значение в точке (рис. 5) 

xo(t) 
{ о v t : -1 � t < о, 

t v t: о <  t � 1 .  

Ситуация, проиллюстрированная этим примером, 
типична в том смысле, что если сильный экстремум до­
стигается на классе кусочно�гладких функций, то он со­
впадает с точной нижней (верхней) гранью значений 
рассматриваемого функцианала на множестве гладких 
функций. 

Это утверждение составляет содержание следующей 
теоремы. 

- 1  

Рис. 5 

Теорема (о скруrяении уrдов). ТочнЬiе нижние (верхние) грани значений функционала 
ь 

f(x) = 1 L(t, x(t), x'(t)) dt 
а 

на множестве кусочно-гладких функций, удовлетворяющих граничнЬI.IН условUЯJН 

1 

х(а) = Ха, . х(Ь) = хь, ( 1 )  
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и на множестве гладких функций, удовлетворяющих тем же граничнЬIJtf условиям, совпа­
дают, если только функция L(u, v, w) непрерывна. 

-4 Обозначим через /inr(KC1 ) точную ниЖнюю грань значений функцианала f(:r:) 
на множестве кусочно-гладких функций, удовлетворяющих граничным условиям ( 1 ); 
f1nr( С1 ) определяется аналогично. В силу того, что всякая гладкая функция одновре­
менно является и кусочно-гладкой, /inr(KCt) � /inr(Ct ) .  Пусть /lnr(KC1 ) < /inf(C1 ) . 
Тогда 'V е> О наЙдется кусочно-rладк:ая функция Yt(t) такая, что /(УЕ) < /inr(C1 ) - е. 
Скрутляя возможные изломы, для любого, сколь утодно малого числа б можно по­
строить гладкую функцию :r:6 , отличающуюся от кусочио-гладкой (в смысле сильного 

Рис. 6 

расстояния) очень мало и такую, что значение функци­
онала J(:r:6) будет отличаться от J(y,) не более чем на 6. 
Но тогда /(:r:6) < /1nr(C1 ) - (е - б) ,  что невозможно при 
lбl < е , ибо противоречит определению точной нижней 
грани.  � 

Однако легко привести пример ситуации, когда рас­
ширение области определения функцианала с гладких 
на кусочио-гладкие функции к решению задачи не при-
водит. 

Вспомним пример Вейерштрасса. Рассмотренная там задача не имеет решения 
на множестве гладких функций, хотя как мы видели, функционал ограничен снизу, 
и можно показать, что точная нижняя грань его знаЧений равна нулЮ. Действительно, 
рассмотрим последовательность функций, задаваемых соотношением 

(
) arctg nt 

:lin t = , arctg n 

(рис. б). Нетрудно убедиться в том, что 
J 

/(:r:n) = J t2(:r;�(t))2 dt 

-1 

n = 1 ,  2, . . .  

1 1 1 
J dt 1 dt 1 dt 

= 
arctg2 n(l + n2t2) - arctg2 n(l + n2t2)2 � arctg2 n( l + n2t2) = 

-1 - 1 -1 
2 

= _,. О, n -+ оо. 
n arctg n 

Однако экстремум3) этого функцианала не достигается и на кусочио-гладких функци­
ях - здесь nодобного расширения области допустимых функций недостаточно. 

В случае, когда сильный экстремум достигается на кусочио-гладкой функцци, 
неравенство ( l) § 1 остается сnраведливым во всех точках непрерывности nроt�з­
водной. В точках же разрыва (r1) должно выnолняться дополнительное условие 

В рассматриваемой задаче минимум достигается на кусочно-непреры.flной функции, принимающей зна­
чение + l для положительных и -1 для отрицателЬных значений аргумента. 
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(условие Вейерштрасса-Эрд.мана}: 

Lz•(r; ,  х(т;) , х'(т;-)) = L::• (ч , х(т;), х'(т;+)), 
L::(т; , х(т;), х'(т;-)) - х'(тг)L::• (т;, х(т;), х'(т;-)) = 

= Lж(т; , х(т;), х'(т;+)) - х'(ч+)Lж'(т; , х(т;), х'(т;+)). 

При этом между точками разрыва производной функция x0(t) удовлетворяет уравне­
нию Эйлера - кусочно-гладкая функция, доставляющая сильный экстремум, являет­
ся кусочно-экстремальной, т. е. склеена 
из кусков экстремалей. 

� Пусть для простоты экстремум 
достигается на функции xo(t) с одним 
ИЗЛО1оfОМ в точке t0 (рис. 7). Рассмо­
трим задачу о сильном экстремуме на 
промежутке [а, t0] .  Если он достигает­
ся на гладкой функции х1 (t) i= x0(t) , 
t Е (а, t0) , то функция { X1 (t), t Е (а, to) ,  

y(t) = xo(t), t Е [to, Ь], 

1 
а 

1 
ь 

Рис. 7 

является кусочно�гладкой и доставляет рассматриваемому функционалу «лучшее» зна­
чение, чем x0(t) , что противоречит экстремальности nоследней. � 

Кривая, в каждой точке излома которой выполняются условия Вейерштрасса-Эрд­
мана, а каждый гладкий кусокявляется экстремалью, называетсяломаной эк.стремалью, 
а задачи с такими экстремалями называются разрывными; при этом, конечно, имеется 
в виду разрыв производной, а не функции, на которой достигается экстремум. 

Упражнения 

1. Найдите ломаные экстремали функционалов либо установите, что таковых нет: 

2 
а) f(z) = J (:с'4 - 6z'2) dt, z(O) == О, z(2) == О; 

о 

2 
б) f(x) = J х'2(х' - 1)2 dt, z(O) = О, z(2) = 1 ;  

о 

4 
в) f(z) = J (:с' - l)2(:c' + 1)2 dt, а:( О) = О, х(4) = 2; 

о 
1 

г) f(z) = J (х'2 - х2) dt, :с( О) = О, x(l) = 1 ;  
о 

3 зак. 64 
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1 

д) f(x) = j(x12 + 2tx - z2) dt, x(- 1) = - l, x(t) = O; 
-1 
1 

е) f(x) = J х2(1 - z'2) dt, :t( - 1) = О, z(l) l. 
- 1 

1. а) Точка излома т :=  1, x 1 (t) = 

Ответы { v'зt, t Е [0, 1), 
-v'з(t - 2), t Е [l, 2), { -v'зt, t Е {0, 1 ), { О, t Е [0, l), 

x2(t) r:: , б) точка излома т = l ,  x1(t) = 
v 5(t - 2), t Е [ 1 ,  2) ; 1 - t, t е ( 1 ,  2), { t, t E  [о, 1), { о, t E [O, t), 

:t2(t) ( }· в) 1 -й вариант - точка излома т =  l, x(t) = [ ] ·  1, t Е 1, 2 , t - 2, t E  1 , 4 , , { О, t Е [0, 3), 
2-й вариант - точка излома т 3, z(t) = -t + 6' t Е [З, 4l; r) ломаных экстремалей 

{ о, t e [- t , o), 
нет; д) ломаных зкстремалей нет; е) точха H:lJ!oмa т = О, x(t} = [ ] t, t Е О, 1 . 



ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

Важным частным случаем задач оптимизации являются задачи оптимизации линей­
ных функций при наличии линейных же ограничений равенств и/или неравенств. 

Ясно, что с точки зрения классических методов исследования экстремальных задач 
эта задача интереса не nредставляет: nроизводные линейной функции нигде в нуль 
не обращаются, сужение линейной функции на множество, описываемое линейными 
соотношениями, является линейной функцией. у Эти два обстоятельства nозволяют сделать за­
ключение о том, что возможный экстремум может 
расnолагаться лишь в так называемых крайнихтоqках 
множества ограничений. Поэтому nоиск экстрему­
ма линейной функции при наличии линейных огра­
ничений является по сути своей перебором крайних 

точек множества ограничений. 

Пример. 
f(x, у) z + y ...... min, 

2z - у :;;;, l ,  z - 2у ;;::: 1, Зх + 2у  � 6, у ;;::: О. 
..,. Множество оrран11чений в этой задаче nредставляет собой 
четырехугольник ABCD. изображенный на р11с. 1 .  Э�Сстремум 

х 

· Рис. l 

заданной функции (в частности минимум) может достигаться лишь в ТОЧ!(В)( А, В, С или D, явnяю­
щихся вершинами четырехугольника оrрани'lений. Сравнив значение f(z, у) в указанных ТО'Iках, легко 

оnределяем, что argmin f А ( � ,  О) . .,. 
Рассмотренный пример, конечно, тривиален. Использованная при его исследо­

вании методика nолного nеребора крайних точек м ножества ограничений является 
единственно разумной стратегией решения задачи. 

Однако она становится малоэффективной, а в nодавляющем большинстве случаев, 

к которым приводят реальные nостановки nрикладных задач, просто неприrодной, 
из-за огромного числа подлежащих проверке крайних точек. Возникает nотребность 

в новых методах, nозволяющих усовершенствовать полный nеребор крайних точек 

и сделать ero эффективным. 
Построению подобных методов и nосвящена настоящая глава. 

з· 



Глава LV-------------�--

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОГО 
П РОГРАММИРОВАНИЯ 

§ 1 .  Постановка задачи 
Пусть х Е r и f(x) , /i(X) , i = l , • . .  , т , И gА:(х) , k = 1, • . .  , l, - линейные функции 

>1 
f(x) = CJXJ + · .  · + Cn:Cn :::: 2: CiЖi, 

i=\ 
n 

/i(x) = /ii:C J  + · · · + /inXn = 2: /ijЖj, 
j=l 

n 
9А:(х) = 9k1X J  + · · · + 9A:nXn = 2: 9А:sЖв , 

i = 1 ,  . . .  ' т, 

k 1 , . . .  , l. 

Общая задача линейного программирования заключается в нахождении экстремума 
(для оnределенности - минимума) функции f(x) 

CJXt + . . .  + CnXn � min 

nри наличии ограничений-равенств 

и ограничений-неравенств 

9А:(х) = ak, k = 1 , . . .  , l, 

!t(x) � ьi . i = 1 ,  . . .  ' т. 

( l )  

(2) 

(3) 

В матрJiчных обозначениях задача ( l )-(3) может быть заnисана в следующем виде: 

где 

F = (k)�:l , . . . ,n ' J a-l .. . .. m 

{. ст х -+ min, 

Fх � ь. 
Gx = a, 

G - 11 "llj=l, . . . ,n - g., i=l, . . .  ,l ' 

(4) 

Для дальнейшего нам будет удобно ввести в рассмотрение так назьwаемуюканони� 
ческую задачу линейного nроrраммирования, в которой ограничения (2) и (3) имеют 
специалънJ>Iй вид. 
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Канониrtеская (стандартная) задаrtа линейного программироеания состоит в нахождении 
минимума функции f(x) при наличии огранИчений-равенств 

Uk(x) = ak, k = 1 , . . .  , l , 
и ограничений-неравенств, состоящих в требовании неотрицательности перемен­
ных z; .  Последнее записывается так 

х � о. (5) 

Ограничения (5) являются естественными в большинстве прикладных задач, до­
пускающих постановку в виде задачи линейного nрограммирования, и потому их це­
лесообразно вьщелить в явном виде из общих ограничений-неравенств (3). Ограниче­
ния же (3) , не совпадающие с (5), могут быть легко исключены из рассмотрения, как 
nоказывают приводимые ниже рассуждения. 

Действительно, nусть i-oe из ограничений (3) имеет вид 
(6) 

Рассмотрим дополнительные nеременные �1 , 6 . . . .  , �Р (no числу ограничений­
неравенств, не совnадающих с ограничениями вида ( 5)) такие, что 

/itZJ + fi2Z2 + · · · + finZn + hi{i = bj. 
При этом, если в (6) был знак «�» - переменмая {i вводится с коэффициентом 
hj = - 1 ' в чротивном случае hi = 1 .  в обоих случаях nеременные {i удовлетворяют 
условию неотрицательности. Далее, nоскольку может оказаться, что не все <•старые»> 
nеременные (xi ) удовлетворяют условию неотрицательности, рассмотрим еще одну 
групnу доnолнительных переменных 111 , n2• , . • , 'f/q ( q - число «старыХ» переменных, 
не удовлетворяющих условию неотрицательности) таких, что 

:&j = zt - ru, 
где zt � О и fli � О. 

При помощи двух этих nростых приемов общая задача линейного nрограммиро­
вания может быть всегда сведена к канонической задаче, но уже в nростр, riстве более 
высокой размерности. 

Это делает каноническую задачу стаНдартной формой nостановки общей задачи 
линейного nрограммирования. 

Всюду в дальнейшем мы будем рассматриватьзадачу линейного nрограммирования 
в канонической nостановке, nредполагая доnолнительно, что правые части ограни­
чений (2) неотрицательны: а; � О. Если это не так, то для того, чтобы добиться 
выnолнения указанного условия, достаточно умножить соответствующее соотноше­
ние на 1 .  

§ 2. Геометрия множества ограничений. Терминология 
Рассмотрим в nространстве IRn множество М, оnисываемое ограничениями (2) , (5) § 1 
канонической .Задачи линейного nроrраммирования 

· 

.. M = {� E IRn : Uk(x) = a�c, k = l , 2, . . .  , l , z; � O, j = l , 2, . . . , n} .  ( 1) 
Заметим, что это множество выnукло. 
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<1111 Действительно, пусть х 1 ,  х2 Е М и Л +JL = l ,  Л �  О, JL � О. Тогдадля х = Лх1 + JLx2 
имеем х � О и 

Gx = >.Gx1 + JLGx2 = >.а + JLa = а, 
т. е. х Е М . ..,.. 

Оnределение. Крайней точкой (вершиной) множества ограничений М называется точ­
ка х* ,, не представимая в виде выпуклой линейной комбинации других точек этого 
множества. 

Другими словами, точка множества М будет крайней, если не существует отрезка, 
целиком лежащего в М и такого, что х* - его внутренняя точка. 

у 

х 

Рис. l Рис. 2 Рис. 3 

Прммеры. Рассмотрим в пространстве JR2 множество М, задаваемое соотношениями 

х + у ::: l ,  х � о, у � о 

{рис. 1 ). Крайними точками этого множества будут точки A(l , О) и В(О, l) . 
Дпя множества М в JR2 , задаваемого соотношениями 

{рис. 2), крайняя точка - A(l, О). 
Дпя 

х - у ::: l , х � о, у �  о 

M E IR3, М = {(х, у, х): 2x + y + 3z = i , х � о. у � о. z � o} 

крайние точки - А(� . О, о) . В (о, О, J) и С(О, 1, О) (рис. З) . ... 

Крайние точки играют главную роль в рассматриваемой оптимизационной задаче. 
Как мы увидим, именно они представляют интерес в качестве возможных кандидатов 
на роль точек минимума. 

Следующие теоремы дают исчерпывающее описание крайних точек множества 
ограничений М .  

Теорема 1. Точка х*  Е М является крайней точкой этого множества тогда и только 
тогда, когда столбцы матрицы G, отвечающие ненулевым компонентам х* , линейно 
независимы. 
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.,.. Достаточность. Пусть х* точка, удовлетворяющая ограничениям ( 1) и пусть 
xr , х2, . . . , х� - ее иенулевые (т. е. положительные!) компоненты (без ограниче­
ния общности можно считать, что иенулевыми являются первые k комnонент х* ) .  
Запишем ограничения-равенства из  ( 1 )  в виде 

(2) 
где столбцы g1 , • • •  , &�: матрицы G ,  отвечающие не нулевым комnонентам точки х* , 
линейно независимы по условию теоремы. Если точка х* не является крайней точкой 
множества М ,  то наЙдутся точки х1 , х2 Е М, такие, что 

* 1 . 1 х :::::: 2 XJ + 2 х2 .  

В силу условий х1 � О и х2 � О заключаем, что все компоненты этих точек с номерами, 
большими k,  нулевые. Поскольку х1 Е М и х2 Е М ,  для каждой них имеет место 
соотношение (2) • 

1 k 1 k ::z: 1gt + . . .  + x 1 gk = а, ::z:2gt + . . .  + Х2&\: = а, 
что в силу линейной независимости векторов {gj} 7"' 1 , возможно только если 

х{ x{ = xj,  j = l, 2, . . . , k, 

т. е. х* - крайняя точка. 
Необходимость. Пусть х* крайняя точка множества ограничений и nусть векторы 

{gj}�=t из соотношения (2) линейно зависимы. Тогда существует вектор Л , не все. 
комnоненты которого нули, такой, что 

(3) 

Положим а > О и, умножая обе части соотношения (3) на а, построим точки х+ 
и х_ 

Отметим, что число а всегда можно выбрать так, чтобы все компоненты точек х+ и X­z! были неотрицательны. Для этого достаточно взять а < min rt;y. Далее 
( l�i�k) • 

Gx± = Gx* ± aGЛ = Gx* а 
и, следовательно, Х± Е М. Наконец, леrко видеть, что 

* 1 1 
х = 2 х+ + 2 х_. 

Но последнее соотношение противоречит тому, что точка х* - крайняя точка М .  ..,. 

TeopetJJa 2. Если функция j (х) на множествеограничений М достигает своего наименьшего 
значения, то она принимает то же значение в одной из крайних точек этого множества. 
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� Пусть хо = argminj(x) lxeм не является крайней точкой множества ограниченИй 
М, и пусть хА, . . . , х� - ее неиулевые (т. е. положительные) компоненты. Построим 
точки х� и х� 

xl = х0 ± а  .Л, 
где .Л = (Лi)�= I - вектор коэффициентов из соотношения (3), а а > О и такое, что 
точки Х± удовлетворяют ограничениям ( 1 ) .  Из того, что 

/(xl) = /(Хо) ± аj(.Л) � /(хо), 
заключаем, что /(.Л) = О и, следовательно, значение минимизируемой функции j(x) 
в построенных точках такое же, как и в точке х0 • 

Среди компонент вектора .Л всегда найдется хотя бы одна положительная. Дей­
ствительно, Хо крайней точкой не является, следовательно векторы � из соотноше­
ния (3) линейно зависимы и, значит, не все Лi нули. Если они все отрицательны ­
умножим (3) на (- 1) .  Возьмем 

. Хо а =  mШ(s: �.>О) Л, . 
При этом значении а точка х� удовлетворяет ограничениям ( 1) и имеет на одну не­
нулевую компоненту меньше, чем точка XQ. Если точка х�  оказывается крайней, 
то доказательство завершено, если же нет, повторим выписанную процедуру, взяв 
за исходную точку х� , и придем к точке х� , которая обладает всеми свойствами точ­
ки Хо, но имеет уже на две неиулевые компоненты меньше. Поскольку иенулевых 
компонент у точки х0 конечное число, процесс завершится в крайней точке мно­
жества М, где функция j(x) принимает такое же значение, как и в исходной точке 
минимума хо . IJ>. 

Заметим, что установив необходимые и достаточные условия того, что точка х Е М 

является крайней (теорема 1) ,  мы еще не умеем отвечать на вопрос, а существуют ли 
.вообще крайние точки у множества ограничений М .  

Теорема 3. Если множество ограничений М непусто, то у него существует по крайней 
мере одна крайняя точка. 

� Введем вспомогательные переменвые v1 , v2, • . .  , v1 и рассмотрим пространство !Rn+l 

размерности n + l с переменными 

w = ( � ) = 

Vj 

Сформулируем задачу линейного программирования 

r,o(w) = v1 + v2 + . . . + v1 -+ min, (4) 
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91 1X t  + • · · + 9tnXn+ Vt ::::: а1 ,  

92tXt  + · · · + 92nXn + V2 = а2 ,  

9ltX t + · · · + 91nXn + Щ = а1 , 

Xi � 0; Vj � 0. 

Отметим следующие, очевидные для задачи (4)-(5) обстоятельства: 

(5) 

1. Множество ограничений Mw , задаваемое соотношениями ( 5) , не пусто. Действи-
тельно 

Wa с:) Е М,.. 

2. Точка W11 - крайняя точка множества ограничений MU/. Действительно, если 
nереписать соотношения (5) в форме (3), то мы получим 

откуда, в силу линейной независимости единичных векторов 

о 

i = 1 ,  . . .  , n + l, 

о 
из теоремы 1 следует искомое. 

3 .  Функция 'J'(w) достигает на множестве Mw своего наименьшего значения и это 
значение равно нулю. Действительно, в силу неотрицателъности комnонент v; ,  
'P(w) � О.  По условию теоремы множество М неnусто, поэтому существует no  край-
ней мере одна точка х Е М и w = ( � ) Е М18 ; имеем 'J'(w) = О. 

По теореме 2 то же минимальное значение достигается и в одной из крайних точек 
множества Mw , наnример, в точке w* = ( �:) . В силу v* � О и rp(w*) = rp(v*) = О 

заключаем, что v* О .  При этом точка х* Е М - крайняя точка множества М. 
Действительно, если этонетак, то найдутсяточки х1 , х2 Е М такие, что х* = !х1 +�х2•  
Отсюда немедленно следует, что w* = �w, + �w2, rде Wi = ( 6 ) ,  а это вступает 
в противоречие с тем фактом, что w* - крайняя точка множества М,. . • 

Заметим для дальнейшего, что задача (4)-(5) всегда имеет решение, но не обяза­
тельно 'r'min ::::: О. Это обстоятельство может служить индикатором пустоты множества 
ограничений исходной задачи (2) § 1-( 1 ) . Если оказалось, что в задаче ( 4)-( 5) Y'min i- О,  
то это влечет за собой nустоту множества М,  описываемого ограничениями ( 1 ) . 
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Подведем некоторые итоги изложенных рассмотрений. 

Множество ограничений ( 1) является выпуклым множеством (может быть пустым, 

может быть неограниченным) . 

Если это множество не пусто, то, независимо от того, ограничено оно или нет, оно 

содержит не более чем конечное число крайних точек. В нихможет достигаться экстремум 

минимизируемой функции J (х), если он есть. И если пути ответа на вопрос о пустоте 

множества ограничений М описаны выше ,  то ответа на вопрос, есть ли решение у рас­

сматриваемой канонической задачи линейного проrраммирования, у нас пока нет. 

Из общих соображений понятно, что эта задача может и не иметь решения - в слу­
чае неограниченности множества М вполне может оказаться,  что f(x) неограничена 

снизу и принимает на М сколь угодно большие по модулю отрицательные значения. 
Однако если на М функция f(x) ограничена снизу, то экстремум достигается и, как 

уже бьmо отмеченр выше, в одной из крайних точек множества М .  

Итак, для успешного решения задачи линейного nрограммирования необходимо 

уметь 

находить крайние точки множества ограничений }А, 
- разумно сравнивать значения функции J(x) в этих точках (как уже отмечалось 

выше, крайних точек конечное, но, вполне может быть, очень большое число, 
и поэтому полный переборвсех крайнихточек не является эффективным средством 

выбора оптимальной (или оптимальных)), 

отвечать на воnрос о существовании решения задачи линейного программирова­

ния с тем, чтобы напрасно не тратить усилия на поиски несушествующего экстре­

мума. 

Решению этих nроблем мы посвятим следующие разделы. 

В заключение отметим, что исторически при исследовании и решении задач ли­
нейного программирования сложилась своя терминология, связанная с прикладной 
спецификой рассматриваемых nроблем и несколько отличаюшалея от nриялтой в те· 

ории экстремальных задач. 
Сам термин «программирование� в экстремальных задачах связан с экономичес­

кой nрирадой задач, решаемых рассматриваемыми методами и является неудачным 

переводам английского термина •фrogramming» - планирование. Отсюда и другие тер­

мины, прижившисся в русскоязычной литературе по линейному проrраммированию: 

• план - любая точка множества ограничений М ,  

• опорный план -крайняя точка множества ограничений, 

• оптимальный план - точка множества М, в которой функция / (х) достигает своего 

минимума. 

§ 3. Симплекс-метод решения 
задачи пинейноrо проrраммирования 

3.1. Процедура перебора крайних точек множества ограничений 

Рассмотрения § 2 позволили сделать вывод о конечности числа крайних точек мно­

жества М - оно не nревышает числа линейно независимых систем среди столбцов 
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матрицы оrраничений-равенств G .  Если это число не велико, то не представляет труда 
перебрать все крайние точки с целью нахождения оптимальной. Однако в реальных 
приЮiадных задачах это число становится настолько большим, что полный перебор 
не под силу даже современным быстродействующим ЭВМ. 

Возникает задача построения такого алrориТма перехода от одной крайней точки 
множества М к другой, который бы перебирал не все вершины, а только некото­
рые, при этом желательным свойством подобного перебора является свойство релак­
сации - каждая следующая точка должна быть •не хуже» предыдущей, т. е. после 
точки х1 со значением функции !1 = J(x1) алгоритм приводил бы нас в точку х2 ,  
такую, что /2 = J(x2) � J(xJ ) .  

В дальнейшем будем предполаrатъ, что r = l (линейно зависимые соотношения 
исключены из системы ограничений равенств ( 1) § 2) и r < n (задача минимизации 
содержательна в том смысле, что множество оrраничений М содержит «много» точек) . 

Крайнюю точку х множества М будем называть невырожденной, если число ее неиу­
левых компонент равно r.  

Без ограничения общности можем считать, что это первые r е е  компонент. В соотно­
шении (2) § 2 им отвечает системалинейно независимыхвекторов {�}i=t , образующих 
базис в R'" . Поскольку х Е М, имеем 

Жj > О, j = 1 , . . '. , r, Жifll + . . .  + Жrflr = а. 
В силу базиености системы {gi}i=1 всякий столбец матрицы G может быть пред­

ставлен линейными комбинациями векторов g, 
v j = r + 1 ,  . . . , n 3 Л; = (л{("1 : л{gJ + . . . + лtg,. = g1 .  

Пусть а > О - некоторое число. Вычитая и з  первого и з  приведеиных соотношений 
второе, умноженное на а ,  получим 

(жt - ал{)g, + . . .  + (жr - ал!)&- + ag; = а, j = r + l, r + 2, . . .  ' n. ( 1 )  

Лемма. Для всех j = r + 1 ,  r + 2, . . . , n, можно указать значение а такое, что точки У; 
с компонентами yf = ж; - ал! ,  i = 1, . . . , r, � = а, 1/lc = О, r < k < n, k :f. j ,  
удовлетворяют ограничения.м. задачи линейного программирования ( 1 )  § 2 .  Если при этом 
хотя бы одно из значений л! > О, то соответствующая точка Yi "/:- х - крайняя точка 
множества ограничений М. 
<1111 Если все числа лf � О ,  т о  утверждение очевидно, так как при любом а > О со­
отношение ( l )  означает, что Yi удовлетворяет ограничениям-равенствам, а условие 

yf � О выnолняется автоматически. Отметим nри этом, что ни одна из точек Yi не бу­
дет крайней точкой множества М, так как векторы g1 , g2, • • •  , g,., g; - отвечающие 
иенулевым комnонентам Yi линейно зависимы. 

Если же среди чисел л1 есть по крайней мере одно nоложительное, то выбрав 

• Жi 
а. = пun .....,. , 

л� * 
rде минимум берется по всем тем значениям индексов i, для которых л1 > О ,  и достига­
ется при не котором i = s ,  nолучим s-ю комnоненту соответствующего У; равной нулю 
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(может быть и не только s-ю). Система векторов g1 , . . . . , IJs- 1 •  1Jн1 , . • .  , g,. ,  Mi будет 
линейно независимой, ибо в противном случае мы наряду с разложением вектора IJj 
по указанной системе 

g1 = л{gl + . . .  + л!g,. 
содержащей вектор g. с иенулевым (!) коэффициентом Л� , будем иметь разложение IJi , 
'не содержащее g. , что невозможно в силу единственности разложения по базису . ..,. 

Отметим, что приве1i.енная выше лемма позволяет nри некоторых условиях (на­
личие хотя бы одного л: >  О) перейти от невырожденной крайней точки х множества 

· · М к другой (может быть, уже вырожденной!) крайней точке этого множества. Если 
исходная точка х вырождена (некоторые из х, = О, i 1 ,  2, . . .  , r) , то лемма все 
равно остается справедливой в первой своей части. Однако во второй части уже нельзя 
утверждать, trro Yi # х, и возможно так называемое зацикливание процедуры nеребора 
(способов nреодоления этой трудности существует много) . 

3.2. Пересчет значений минимизируемоi1 функции 

Пусть х - некоторая крайняя точка множества оrраничений М и /(х) - значение 
минимизируемой функции в этой точке. Пусть Yi - точка, существоВание которой 
rарантируется леммой n. 3 . 1 ,  

у = 

Очевидно, что 

где j = r + l ,  r + 2, . . . , n . 

о 
а 
о 

(2) 

Соотношение (2) показывает, как изменяется значение минимизируемой функ­
ции 1 при переходе от точки х к точке Yi. 

Сразу отметим, что если найдется хотя бы одно значение j0, для которого 
/(>.;0) - CJo > О, то значение функции f в точке Yio «ЛУЧШе», чем в исходной точ­
ке х , так как в силу а > 0 /(YJo) < /(х) . При этом возможны следующиедве ситуации 
(см. лемму): 

1. Yio -точка множества М, не являющаяся крайней. При этом все Л{0 � О и, следо­
вательно, а могут принимать неоrраниченно большие значения. Функция f в точ­
ках М в этом случае принимает сколь угодно большие по модулю отрицательные 
значения. Экстремума в рассматриваемой задаче линейного программирования нет. 

2. Yio - крайняя точка множества М. При этом а > О и /(YJo) < f(x) , и, следова­
тельно, мы перешли из крайней точки х в «лучшую» Yjo . 
Если же для всех значений j разности f(>..j) - Cj � О, то имеет место следующая 

теорема. 
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Теорема об оnтимальной крайней точке. Если V j = r + 1 ,  . . •  , n f(>..1) - с1 � О, то х = 
argmin f lм ·  
<1111 Действительно, если у Е М - nроизвольпая точка множества ограничений задачи 
линейного программирования, то 

YtfJI + . . .  + YnfJn = а. 

Так как g1 , g2, • • •  , g,. - линейно независимый набор столбцов матрицы G, отвечаю­
щих иенулевым компонентам крайней точки х, то имеют место соотношения 

(3) 

где j = r + 1, r + 2, . . . , n. 
Подставляя их в nредыдущее равенство, получим 

r n r n т 
а = L Y;IJi + L YiiJi = L Y;IJi + L У; L л:gi i=l j=r+J i=l i=l 

Сравнивая последнее соотношение с равенством (2) § 2, заключаем, что в силу 
линейной независимости векторов {�J�H=t V i = 1 ,  2, . . .  , r , имеет место равенство 

n 
Yi + 2: Уiл1 = :Cj. j=r+l 

Вычислим значение минимизируемой функции f(x) в точке х 
f(x) = t СiЖ; = t Ci (Y; + t Yiлf) = t CiYi + t Yi t СiЛ{. 'i= l  i=l j=r+l i=J i=r+l i=l 

r . 
Заметим, что /(Лj) = Е <1Лf � ci . Поэтому 

i=l 
т n n 

/(х) = L CiY; + L YJf(ЛJ) � L CiYt = f(y). i=l 
Последнее соотношение завершает доказательство. "" 

3.3. Последовательность вычислений. Симплекс-таблицы 

Суммируя изложенное в nредыдущих разделах, nриходим к следующей последователь­
ности вычислений, nриводЯщей к ответу на вопрос об оптимуме в задаче линейного 
nроrраммирования ( 1)-(2)-(5) § 1 .  
1 . Фиксируем некоторую точку х1 , являющуюся крайней точкой множества ограни­

чений (2)-(5) § 1 .  
Например, можно nрименитъ метод введения всnомогательных nеременных, опи­

санный в § 2, теорема 3. Одновременно nри этом будет установлено, не является ли 
множество ограничений пустъrм. 

2. В соответствии с соотношением ( 1 )  и леммой пункта 3 . 1  из крайней точки х1 
переходим к другой крайней точке х2 • Если хотя бы одно из чисел л{ > О  и f ( >.1) -
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Cj > О, то точка х2 оказывается <<Лучше» точки х1 и примимаем ее за исходную. 
Если же все л{ � О  и f(Лj) - Cj > О, то оптимума нет. 

3. Наконец, если оказывается, что для всех j f(Лj) - Cj � О, то, в соответствии 
с теоремой пункта 3.2, точка, в J<оторой это произошло, является искомой точкой 
минимума. Поскольку крайних точек конечное число, за конечное число шагов мы 
или найдем оптимум, или установим, что исследуемая задача решений не имеет. 
Рассмотренный выше алгоритм легко реализуем, при этом проблемы, связанные 

с зацикливанием, на практике легко могут быть обойдены. 
Сердцевиной алгоритма является процедура пункта 2 перехода от одной крайней 

точки к другой, на которой мы остановимся подробнее. Если х1 - исходная крайняя 
точка и по крайней мере одно из чисел лi > О , то полагая а = min (xi/Лi) , где мини­
мум берется по всем положительным л{ , мы получаем возможность указать другую 
крайнюю точку у ,  компоненты которой даются соотношениями 

у =  (х1 - алr, . . . ' Хр- 1 - ал;_1 , о, Хр+1 - ал;+1 ' О, . . .  ' О, а, о, . . .  ' О) 
! ! 

р-я позиция q-я позиция 

в предnоложении, что указанный выше минимум достигается при i = р и j = q . 
Базис, соответствующий точке у ,  получен из базиса, · отвечающего точке х ,  удалением 
вектора gP и включением вместо него вектора gч . Для продолжения процесса ми-
нимизации необходимо найти новые значения коэффициентов Х{ ,  т. е. разложение 
столбцов матрицы ограничений по новому базису. Заметим, что для � имеет место 
представление 

Отсюда видно, что 

� - Лjg1 - . . .  - л;_ 1gр- 1 - л;+1gр+1 - . . .  - л�g,. 
gp = 

л
ч 
р 

Заменяя теперь в разложенлях (3) вектор gP правой частью последнего соотношения, 
получим 

Аналогично пересчитывается значение целевой функции в точке у .  

Как правило, изложенная последовательность вычислений организуется как про­
цедура преобразования так называемых симплекс-таблиц, соответствующих рассма­
триваемой задаче. 

Пусть исходная матрица ограничений G такова, что первые ее r столбцов образуют 
единичную матрицу (если это не так - введем вспомогательные переменньiе или пе­
ренумеруем имеющиеся) . В этом случае в качестве исходной крайней точки, с которой 
начинается процесс минимизации, можно взять точку х1 = а , компоненты которой 
суть правые части ограничений Gx = а . 

Исходная симплекс-таблица строится следуюшим образом (см. табл. 1) :  матрица 
коэффициентов системы ограничений -равенств задачилИнейного программирования 
дополняется двумя строками - верхней и нижней - и левым столбцом, которые 
содержат соответственно: 
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Таблица 1 

с, с2 . . .  с,. Cr+! . . .  с,._ , с" а 

1 1 о . . .  о л�+' 
. . .  л г' Лf йt 

2 о l . . .  о Л?t . . . л�-� Л2 а2 

r о о . . . 1 лr+l r . . .  лn-1 r Л" r а т 
о о о о Zr+J - C,.+l z,._ , - С..-1 z,. - с" /(а) 

• верхняя строка - строку коэффициентов с;, i = ] ,  2, . . . , n, минимизируемой 
функции /(х); 

• нижняя строка - значения /(&) - с;, где ICi - i-й столбец системы оrраничений 
равенств; 

• левый столбец - номера базисных столбцов матрицы оrраничений. 
Для сокращения записи в таблице приняты следующие обозначения: 

J(gJ) = zi = л{ с, + л{с2 + . . .  + л!ет . 
/(а) = а1с1 + а2с2 + . . .  + arCr· 

Прммер 1. РассмО'fРИМ задачу 

f(x) = -Зж, + :Ъ:2 - 2zз + 2:t:4 - zs _,. min, 

- Z2 + Z3 + Z4 
Z2 + Жз + Z5 

= l, 
= 1 ,  

2, 

! Z J + z2 - Zз 

Zj :;,: 0, j = 1, 2, . . . , 5. 

<4 Ее симnлекс-таблица будет иметь следующий вид (табл. 2). 

4 

5 

о - 1  

Табмца 2 

- 1  о о 
о 

о о 2 

о -8 6 о о -3 
Отметим, что мы не стали nеренумеровывать переменныв так, чтобы первые r столбцов образовы­

вали единичную матрицу. Поэтому крайний левый столбец содержит не номера 1 ,  2, 3, как это было бы, 
если бы мы произвели перенумерецию, а номера 1, 4 и 5, отвечающие базисным столбцам матрицы 
систамы ограничений G. Нижняя строка таблицы 2 заnолняется следующим образом - вектор коэф­
фициентов е скалярно умножается на вектор, у которого в nозициях, отвечающих базисным (в нашем 
сnучае - 1, 4, 5) стоят компоненты соответствующего столбца Ма'fРицы G, а в остальных nозициях ­
нули, и из результата вычитается с; . Чисnо -8, наnример, nолучается так: 

-8 [t · (-3) + 0 · 2 + 0 ' (-2) + (-1) · 2 + 1 · (- 1)] - 2. '  

Аналогично заполнены остальные nозиции нижней строки, кроме последней. Число, стоящее в ниж­
нем nравом углу таблицы, представляет собой значение минимизируемой функции в исходной крайней 
точке: 

f(a) = 1 · (-3) + 0 · 2 + 0 · (-2) + 1 · 2 + 2 · (- 1 )  = -3. 
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Просмотр нижней строки оnределяет дальнейшие действия ло лересчету таблицы. Если все эле­
менты в этой строке нелоложительны - точка х1 является точкой минимума. В противном случае сле­
дует отыскать в таблице положительные компоненты, отвечающие положительным значениям z1 - с; . 
В рассматриваемом примере четвертый столбец (q "' 3) содержит положительную разность z3 -сз "' 6. 
Это означает, что третий столбец матрицы ограничений должен быть включен в число базисных. Стол­
бец, подлежащий исключения из базиса, должен телерь быть определен из условия z;/:Л! -+ min. 
В нашем случае имеем 

Z4 1 
- - - - 1 :л� - 1 - ' 2, 

и, следовательно, р = 4, т. е. исключению nодлежит четвертый столбец. Теперь следует nроизаести 
пересчет симnлексной таблицы. Это делается {в соответствии с формулами ( * )) так: строка симnлекс­
ной таблицы, отвечающая номеру столбца, который nодлежит исключению, заменяется строкой, все 
злементы которой nолучены делением на ключевой злемент :ЛJ . В нашем случае :лi = 1 ,  т. е. строка, 
nомеченная номером 4 в нашей таблице nереходит в новую таблицу, изменив только свой номер. Но­
вый номер этой строки будет равен q , в рассматриваемом случае З (табл. 3). Другие строки сохраняют 
свои номера и nреобразуются nутем умножения полученной строки на элемент выбранного столбца, 
отвечающего преобразуемой строке, и вычитания результата из преобразуемой строки. 

Таблица 3 

-3 2 -2 2 - 1  

l 

3 о l 1 1 о 

5 

Х2 

1 3 

5 

-3 

о - 1  

о 2 

о -6 

Таблица 4 

о - 1  

о -4 

о 

о -9 

В нашем случае первой строке отвечает множитель - 1 ,  nоследней - 1. Преобразование этих 
строк дает следующий результат 

n = 1 :  ( l  1 - l О О l} - (-1)(0 - 1  1 1 О l) = ( 1  О О 1 О 2), 
n = S :  (О l l О 1 2) - 1 · (О - 1 1 l О l)  = (О 2 О 1 1 1). 

Новая симnлексная таблица - табл. 4. 
Последняя строка получена при помощи той же последовательности вычислений, что и nри· nостро­

ении исходной симnлекс-таблицы. Поскольку все элементы nоследней строки z1 - CJ удовлетворяют 
условию нелоложительности, процедура минимизации закончена. Вектор х2 = argmin f(x)lo дается 
соотношением 

f(x2) = -9 - наименьшее значение минимизируемой функции. 11> 

Рассмотрим еще два примера, иллюстрирующих процедуру nреобраэования сим­
плекс-таблиц. 

Пример 2. 
f(x) = -6z 1 - 8z2 --+ min, 

== 20, 
12z1 + 6z2 { 2z1 + Sz2 + zз 

:CJ � О, j = l, . • . , 4. 

• Исходная симплексная таблица - табл. 5. 
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Та6пмца 5 

-6 -8 

3 2 5 
4 12 6 

6 8 

Таб.nмца 6 

-6 -8 о о Х2 

2 1 
2 5 1 

5 
о 4 

4 
48 

о 
6 1 48 -

5 

1 4  
о 

8 
о -32 -

5 

о о Х! 

1 о 20 

о 1 72 
о о о 

-6 

2 о 

1 1 

о 

,......_ 7 

-8 о () 

J 1 
1 4 - 24 

1 s 
о - з  -

48 

s 7 
о 1 -4 , - 24 

х, 

2 

s 

-46 

- (:ю :ю 72 72) 
Элементарным nодсчет s = 4 < т, 12 < 6 nоt«�ЗЫ&аеТ, что ВIСЛIОЧеНМIО в базис 110Д118ЖИТ 

столбец 2, а исключению - столбец З. Преобразованная симмекс-табпица - табл. 6. , 
Наличие в nоследней строке nоложительного элемента свидетвлlаС!'IIует о ВО3МОJtжюn;i да./111Н8й­

шеrо •улучшения• минимизируемой функции. Включению в базис nодлежит первый � ИСК1110'18-
нию - четвертый ( 4 : � = 10 > 48 : � = 5) . Таблица 7 является итоговоСI симмеко-твблицей, твк КВ1t 

выnолнен критерий оггrимальности: Zj - с; � О .  

om..."_ ,._,. - """'' х, = ( ! ) , "'- """""" - /(ж,) = -46. • 

Прммер З. 
/(!r.) = -z1 -4Z4 .....,. min, ! :�:, - 2%2 + 2жз + :1:4 + Szs = 13, 

- 2:.:, + 2z2 + 4z4 + :zs = S, 
ж, - ж2 + :1:3 - ж4 + 2жs = 5, 

:l:j � о, j == 1, • . .  , s. 
<11 На этом nримере мы nроиллюстрируем nрием, связанный с введением искусстаенных nеременнt.!х. 

Рассмотрим всnомогательную задачу линейного nроrраммирования 

f(w) = /(х, u) = u1 + '«2 + '«э -+ min, 

Та6пмца 8 

о о о 

1 о о - 1  -2 2 

2 о о -2 2 о 

з о о - 1  - 1  2 s 

о о о -2 -1 3 4 8 23 
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t12 - 2Z J + 2z2 + 4z4 + 1/:5 = 5: 
t13 + ZJ Z2 + Z3 - Ж4 + 2zs = 5, 

Жj ;;:: 0, j = 1 ,  . . .  , 5, Щ ;;:: 0, i = 1 ,  2, 3. 
Дnя этой задачи исходная симnлекс-таблица бу!JIЭТ иметь следующий вид {табл. 8). 

Элементарный nодсчет дает следующий результат - исхлючению nодлежит второй (искусственный!) 
веnор базиса, включению - седьмой (он же четвертый столбец в исходной матрица ограничений). 

Преобразоеанная симn.пекс-таблица - табл. 9. 

Табтща l 

о о о о о W2 

1 5 
2 

19 47 - 4 о -2 2 
о 4 4 

7 о 
4 

о 
l 

2 2 
1 5 

о 
4 4 

1 9 25 
3 о 

4 2 2 
о 

4 4 

- 1  о о -3 з о 7 1 8  

31JIЭСЬ ключевой элемент лi = 1j - исхлючаем nервый вектор исхусственного базиса, включаем -
восьмой (он же nятый сто.nбец исходной матрицы). 

Очередная симnлекс-таблица дана в табл. 10. 

Табпмца 10 

J J 1 о о о 1 о 0 11 WJ 
4 1 2 10 8 47 

8 о - - - -

19 
о 1 

19 19 19 19 19 

1 5 
о 

9 12  2 
о 

12 
7 - - - - - -- l -

19 19 19 19 19 19 

9 7 14 13  1 13  
3 -- l о о -

19 19 19 19 19 19 

28 12 
о 

14 13  1 
о о 

1 3  
-

19 
- - - -

19 19 19 19 19 

Ключевой элемент - л1 . На этом этаnе из базиса исхлючается nоследний остающийся в нем искус­
ственный вектор и включается nервый столбец матрицы ограничений. Симnлекс-таблица, отвечающая 
этим лреобразованиям, nриве!JIЭна ниже (табл. 1 1  ). Следует обратить внимание на то, Что nервая стро­
ка, содержащая коэффициенты минимизируемой функции, на этом этаnе изменяется - коэффициенты 
всnомогательной задачи заменяются коэффициентами исходной. 
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Таблица 1 1  

о о о - 1  о о -4 о Xt 

8 (Э) * .. • 3 3 
о 1 

1 8  
о - - - -

1 7 7 

7 (4) * .. • 1 5  1 
1 о 

1 5  
о -

14 14 14 

4 ( l) • .. • l 3  1 
о о 1 3  

1 - - -
14 14  14  

• 73 3 73 • * о - - - о о 
14 14 14 

Таблица 12 

. . .  . . .  . . .  - l  о о -4 о Х1 

3 о - l  l 
7 

о 
3 

6 

4 о 1 о 1 
l 3 
6 2 

1 1 1 о о 
1 1 
6 2 

о -5 о о 
3 l 3  

2 

Весь блок данных, отвечающих искусственным переменным, nомечен звездочками, так как в даль­
нейших вычислениях эти данные не участвуют. В крайнем левом столбце в скобках указана нумерация 
базисных векторов как столбцов исходной матрицы ограничений. Дальнейwие вычисления дают: ключе­
вой злемент - .лf , и очередную симплекс-таблицу (табл. 12). 

На ней, в соответствии с критерием оnтимальности (все элементы Zj CJ � О) вычислени11 закан-
чиваютСR 

2 
о 

argminf(x)la 
1 3  

Х2, Х2 6 f(x2) = -2' • 
3 
2 
о 



ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА 

Развитие вычислительной техники, ее доступность и кажущаяся простота примене­
ния резко расширили возможности исследователей в разрешении сложных приклад­
ных задач. Однако эффективное использование современного парка компьютеров 
невозможно без осознанного владения основами численных методов и идеологией 
их приложения к решению конкретных научных и инженерно-технических проблем.  
Вычисления сами по себе не представляют особой ценности без осмысления �х ре­
зультативности и адекватности изучаемому процессу. 

Авторы не ставили себе целью сделать читателя этой книги квалифицированным 
вычислителем алгоритмистом или программистом наша цель скромнее: мы хотим 
показать пользователю, как следует ставить задачу численного анализа, чего следует 
опасаться при реализации вычислительного процесса и как грамотно интерпретиро­
вать полученные результаты. 

Начнем изложение с обзора основных понятий,  связанных с вычислениями. 



Глава LV/ _______________ _ 

ПОГРЕШНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

§ 1 .  Погреwности 
Пусть а - некоторое число, а - другое число, в векотором смысле близкое к первому 
и заменяющее его в расчетах (типичные лримеры: а = 1r, а = 3,14, или а = v'2, 
а 1 ,4 1 и т. n.) . 
Абсолютной погрешностью 6а представления числа (/, числом а назовем модуль раз­
ности между точным (а) и приближенным (а) значениями 

6а = !а - а\. 
Предельной абсолютной погрешностью назовем положительное число 64 такое, что 

(1) 

Из определения видно, что nредельная абсолютная логрешиость указывает гра­
ницы отличия а от а: точное (но, может быть, неизвестное) значение а заключено 
в пределах от а - 6а ДО а + 6а . Этот факт обычно коротко фиксируют так 

4 ::::: а ± 6.1• 
Ясно, что погрешностъ (абсолютная поrрешностъ, nредельная абсолютная поrреш­

ностъ) не очень хороший локазателъ точности замены числа а его nриближением li: 
nредельная абсолютная логрешиость в l км при измерении расстояния от Москвы 
до Челябинска - это блестящий результат, в то время как та же величина абсолют­
ной nредеЛЪНОЙ ПОгреШНОСТИ ПрИ ИЗМереНИИ ДЛИНЫ кремлеВСКОЙ СТеНЫ ЯВЛЯетсЯ уже 
довольно низким показателем точности измерений. 

Введем в рассмотрение понятия относительной и предельной относительной ло­
rрешностей, позволяющие учесть масштаб величины при оценке точности ее замены 
приближенным значением. 

Относительной погрешностью б( а) представления числа а числом а назовем отноше-
ни е 

б(а) 
А а 
lal ' 

а # 0, 

Предельной относительной погрешностью назовем положительное число 64 такое, что 
6а 

б(а) = lf.il � ба . (2) 
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Предельная относительная поrреwность указывает относительные rраницы отли­
чия а от а: точное (но, может. быть, неизвестное) значение а заключено в nределах 
ота(l - ба) ДО a(l + ба). Этот фаКТ обЫЧНО КОротко фиксируют так 

а = а(1 ± ба) · 
Определение nредельной относительной поrреwности позволяет установить связь 

меЖдУ предельной абсолютной и nредельной относительной nоrреwностями 

Аа = \а\6а. 

Тесно связанным с поияти ем погрешности является поияти е значащей цифры числа. 
Напомним, что всякое действительное число может быть представлено десятичной 

дробью, конечной или бесконечной. Позиционная форма записи действительного 
числа предполагает, что значение каждогодесятичного знака определяется его местом: 
если число а записано в виде 

(3) 

где а;, j = О, ±1, ±2, . . .  , - цифры О, 1, . . .  , 9, то это означает, что 

4 = lOn · an + . . .  + 102 
• а2 + 101 · а, + 10° 

· ао + а-1 · 10
- 1 + . . . + 4-m • 10-

m + . . .  ; 

nри этом nредnолагается, что an 1= О. 

Пусть число 
а =  anan-1 . . .  а2а1 ао, а_1а...:2 . . .  a_m . . .  

заменено прИближением а путем отбрасывания некоторого количества десятичнЪIХ. 
знаков nосле запятой: 

а = an4n- 1 . . . а�с . . .  ао, а_,а_2 . . . 4-m • 

н/или заменой отброшенных знаков нулями 

а = anan-t . . .  а�:О . . .  0,0 . . . О . 

(4) 

Значащей цифрой числа а (4) будем называть всякую цифру а; , не равную нулю, и ци­
фру О, если она является сохраненным десятичным знаком числа а 1 ) .  
Когда в десятичной записи числа иенулевым десятичным знакам предШествуют одни 
нули (например, 0,000354) , то они значащими не считаются. 

Замечанме. Если, к примеру,. мы исnользуем дm1 вычислений вместо числа 4 = 123,45607803 число 
iit :=: 123,456078, то все цифры nоследиего - значащие, если же в качестве nриближения мы вооьмем 
число ii2 = 123,45607800 , то значащими в этом случае будуr все цифры, за исключением nоследн:его 
нyJUI (предnоследний нуль - значащая цифра!). Заметим, что с рассматриваемой точки зрения числа 
ii 1 и ii2 ра3ПИЧИЫ, и это странновато, так как они, на nервый взrляд, одинаковы. Дело в том, что нули 
в числе справа мo:ryr быть значащими цифрами, а мo:ryr nросто обозначать .место, т. е. разряд соответ­
ствующего десятичного знака. Особенно нeпpWIТWI подобная неопределенность nри работе с целыми 
числами - число 123 000 может оказаться как точиым (все цифры значащие), так и nриближенным -
результатом, наnример, отбрасывания трех nоследних знаков у числа 123 456. 

Чтобы избежать неясности при работе с такими числами, используют так называ­
емую покаэательную норм011U308анн.ую формr заnиси чисел, в которой число предста-
вляется в виде 

l a = ±M · H>", \  
l) В частности, всJIJСИЙ нуль, если он заключен ме:ж;ду значащими цифрами, является значащей цифрой. 
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где М = О,а_1 а_1 . . •  ат . . . - nоложительное чИсло иЗ промежутка (0, 1] ,  ВСе uнфры 
котороrо значащие· и 4_1 '=/= О, р - целое число (М называется мантиссой, р � 
nорядком числа а) . При такой форме записи числа а1 и ii2 легко различимы 

а, = о, 1 23456078 .  103, а2 = о, 1234560780 . 103, 

равно как и упомянуrые выше целые числа 

123 000 0,123 . 106 , 123 000 = 0,123000 . 106 

(первое --:- приближенное, второе - точное). 
Пусть а - некоторое число, порядок котороrо равен n + 1 (т. е. целая часть а 

содержит n + l знак), и а - его nриближенное значение. Если для некотороrо цедоrо 
положительною r выполняется неравенство 

.6.а = la al � lOn-r' 

то говорят, что у приближения а r верных значащих цифр. (Пример: а =  'IГ, а =  3,14, 
у а три верных знаqащих цифры.) 

Отметим, что если цифра приближения является верной значащей цифрой, .то это 
не значит, что она обязательно совпадает с соответствующим десятичным знаком 
точного числа. (Хотя в подавляющем большинстве случаев это так.) 

Пример. а 3,000, а = 2,999. Здесь Д, = 0,001 = Jо-з , и в соответствии с данным оnределением 
у nриближения а четыре верных значащих цифрьi, однако ни одна из них не совnадает с соответству· 
ющими десятичными знаками числа а. 11> 

Аналогично оnределяется количество верных значащих цифр приближения после 
запятой. 

§ 2. Эволюция поrрешностей 
в процессе вычислений 

Важное значение nри проведении nриближенных вычислений имеет правильное по­
нимание соотношения погрешностей исходных данных и результата. Задача, которую 
мы будем изучать в этом разделе, можно сформулировать следующим обраwм: 

Что можно сказать о nоrрешности результата вычислений nри известных· nо­
rрешностях чисел (оnерандов), используемых в вычислениях? 

Общий ответ на этот вопрос может быть получен с помощью следующеrо утвер­
ждения. 

Jlемма (формула конечных nриращеииil). Пусть у f(x) = f(x ! ,  ж2, . . . , xry - гладкая 
(непрерЬlвно дифференцируемая) в ограниченной и замкнутой области D С JR: функция N 
переменнЬlХ. Тогда для произвольных точеtG х, х Е � таtGих, что отрезоtG, их соединяю­
щий, целиком лежит в D ,  имеет место формула конечных приращений Лагранжа: 

- N дJЮ -
/(х) - f(x) = L -{} . (xi - Xi), . i=l х, 

где � - пекоторая точка в D, лежащая на отрезке, соединяющем точки х и х. 

( 1) 
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-4 Пусть Л - nроизвольное действительное число. Рассмотрим функцию nеремен­
ной Л,  которая nри фиксированных х и х задается соотношением 

rр(Л) = f(x + Л(х х)). 
Эта функция дифференцируема в любой точке О � Л � 1 ,  и имеет место формула 

""'(Л) =  lim tр(Л + д.Л) tр(Л) _ . . 1 � дf(х + Л(х - х)) (_· _ ·) _ ( ) r А.\->О --'---... -..\--- - ltm л \ L.....i !1 Xs Х1 - df � , 
u А.\-+0 uл i=l vXj 

где � = х + Л(х - х) . Применяя к функции tр(Л) формулу конечных приращений 
Лагранжа на отрезке Л Е [0, 1 ] ,  получим искомое соотношение ( 1 ) . .-

Теперь можно сформулировать некоторые правила, описывающие эволюцию nо­
грешностей в nроцессе вычислений. 

Погрешность алгебраической суммы (выражения вида ±а1 ± а2 ± . . .  ± aN) 

Утвер_ждение. Предельная абсолютная погрешность алгебраической суммы равна сумме 
предельных абсолютных погрешностей слагаемых. 
-4 Рассмотрим случай двух слагаемых. Пусть функция f(x1 , а:2) = ±а:1 ± а:2 и мы 
хотим вычислить значение этой функции nри а:1 = а1 , а:2 = а2 по приближенным 
значениям ai , i = 1 ,  2 .  Предельные абсолютные логрешиости слагаемых предпола­
гаем известными и равными соответственно д. а; , i = 1 ,  2. Поскольку 1 В!; 1 = 1 ,  то 
равенство (I) дает 

Отсюда, между прочим , следует, что точность в определении суммы-разности 
определяется точностью наименее точного слагаемого. А поскольку nредельная абсо­
лютная погрешность регламентирует количество верных значащих цифр числа, то при 
сложении -вычитании у слагаемых следует оставлять столько значащих цифр (знаков), 
\_,колько их у наименее точного слагаемого (nрактически оставляют на один-два зна­
ка больше) . Бессмысленно удерживать все верные значащие цифры у более точных 
слагаемых - точности результата они не повышают. 

И еще одно важное замечание, которое полезно иметь в виду. Пусть числа а1 и а2 
близки,  так что их разность мала: la1 - a2 l <: 1 .  Тогда при любой, сколь угодно ма­
лой абсолютной погрешности слагаемых, относительная погрешность результата резко 
ухудшается в сравнении с относительными погрешностями ба1 и ба2 • Соотношение 

да, + да2 
ба,-а2 = 1 - 1 а1 - а2 

nоказывает, что nри малых абсолютных и относительных погрешностях операндов 
а1 и а2 относительная логрешиость результата может оказаться значительной за счет 
малого знаменателя. 

Пример. а,  ::о 123,456; ii2 = 123,455; Аа1 = Аа2 = ш-4 • При этом, как легко установить, 8а1 � to-s . 
Оба оnеранда имеют по шесть верных значащих цифр. Разность равна 0,001 и ее абсолютная nоrреш­
ность 2 · ш-4 < ш-з , так что единственная значащая цифра результата оказывается верной. Относи-

2·1о-• 7 тельная nоrрешность результата равна в этом случае o,OOI = 0,2, что в 2·10 раз больше относительной 
nогрешиости оnерандов. \111> 
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Таким образом, nри nроведении вычислений nодобного рода следует и меть у операн-­

дов значительно больше верных значащих цифр, чем мы хотим получить в результате. 

Если такой возможности нет, то процедуру вычислений следует модифицировать с це­
лью исключения вычитания близких чисел. 

Погреwность алгебраического nроизведения 
(выражения вида а1а2 • • • aN ) 

Ь1Ь2 • • •  Ьм 
Будем в дальнейшем предполагать, что среди алгебраических сомножителей отсут­
ствуют равные нулю. 

Утверждение. Предельная относительная погрешность алгебраического произведения 
не превосходит суммы предельных относительных погрешностей множителей. 
<4 Рассмотрим функцию 

Вычисляя значение этой функции в точке х 1 == а1 , х2 = а2 по приближенным значе­
ниям ai , � 1 ,  2, будем считать известными nредельные относительные поrрешности 
операндов бар i = 1 ,  2 .  Рассмотрим 

Для оценки числителя применим к функции f(al , а2) формулу Лаrранжа (1) .  Имеем 

(2) 

Здесь (�1 , 6) - точка, лежащая на отрезке, соединяющем ( а1 ,  а2) и (ai ,  а2) . Поэтому 

l�i l � Ja1 1 + 64, . Учитывая это обстоятельство , разделим обе части неравенства (2) 
на /(iiJ , а2) al . а2 и получим 

\6\6at + I�1 IЬ.a2 61 � l _ l � б,ч + ба2 + 2ба1 баz· а1 · а2 

Учитывая, что величина произведения 2ба1 6а2 является малой более высокого порЯдка, 
чем каждый из сомножителей 

nоследним слаrаемым можно nренебречь. 

Аналогичные рассмотрения дЛя функции j(x1 , :�:2) i} приводю к соотношению 

откуда, nренебрегая отличием отношений W:f от единицы, заклюqаем, что 

1 ба,/а2 � ба, + бaz · l ._ 
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§ З. Законы больших чисел и вероятностная оценка 
суммарной поrрешности 

Полученные выше nравила учета nоrрешностей оnерандов мало nригодны для оценки 
nоrрешности результата в ситуации, когда количество операций очень велико. В этом 
случае всnомогательная задача - скрупулезный учет эволюции nоrрешностей оnеран­
дов - может превратиться в задачу не менее сложную, чем основная решаемая вычи­
слительная задача. Кроме того, в случае независимости поrрешностей операндов, они 
имеют тенденцию к самопроизвольному компенсированию - реальные суммарные 
поrрешности оказываются значительно ниже полученных выше предельных. Неко­
торые обшие соображения о nоведении суммарных поrрешностей, учитывающие ука­
занные обстоятельства, могут быть получены, если обратиться к теории вероятностей. 

Основным теоретико-вероятностным фактом, который нам понадобятся в эrом 
nункте, Является центральная предельная теорема. 

Центрат.ная nредепьна11 теорема. Пусть �1 , {2 • . . .  , �N - независимые случайные величины 
с нулевЫМ средним и среднеквадратичными отl(,Лонениями O'i , удовлетворяющими условию 
O'i � q "i/ i .  Тогда при N -+ оо имеет место соотношение 

р 

N 
L: {i 
i= l < t -+ F(t), �t. gi 

где F(t) - стандартная функция Лапласа 

F(t) 
t 

_1_ J в-t2/2 dt. Vfi 
-00 

( l)  

Пусть мы вычие11яем значение функции j(a1 ,  а1, • . .  , ан) по приближеннымдан­
ным а; � �, А( ai) = а; -а; - независимые случайные поrрешности соответствующих 
аргументов, относительно которых будем предnолагать, что в среднем они равны ну­
лю (систематическая ошибка отсутствует) и равномерно расnределены на nромежутке 
IA(ai) l � А; � А.  При этих предnоложениях условия сформулированной выше те-

. оремы выnолняются для nоследовательности случайных величин {; = Mi · А( а;), где 
М; =  sup lf,. 

Применим для оценки поrрешности А/ = /(7it , а2, . . .  ' 7iN) - !(а. , а2, . . . ' aN) 
формулу Лаrранжа и .получим, что 

N дj N . N . 
AJ = Е �(� - а,) �. 2: М1А(а;) = 2: ��; 

i=l а. i=:J i=l · 
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Поскольку ui = IMfз�i � lj!� , то из соотношения (1)  вытекает, что 

(2) 

Здесь ta - решение уравнения 

отвечающее надежности а .  

Таким образом, мы nолучили следующую оценку логрешиости результата: 

если предельная абсолютная погрешность операндов не превосходит величины t::.. , то пре­
дельная абсолютная погрешность результата в подавляющем большинстве случаев (с ве­
роятностью а - т. е. в а · 100 % случаев) удовлетворяет неравенству (2) . 

Таблица наиболее уnотребительных значений а и соответствующих им значений ta 
nриведена ниже. 

а 0,9 0,95 0,99 0,995 0,9973 0,999 

ta 1 ,65 1 ,95 2,59 2,89 3,0 3,3 

Для логрешиости результата сложения-вычитания N чисел, предельная абсолют­
ная логрешиость которых не превышает t::.. , рассмотрения nредъщущеrо пункта дают 
оценкуnорядка N · t::.. , в то время как из (2) следует, что, например, в 99 случаях из 100 
эта логрешиость не превысит 1 ,5 · ./Jii. 

§ 4. Источники погреwностей 
При рассмотрении практически любой прикладной задачи неизбежно огрубление ре­
альной ситуации - математическое оnисание, как правило, Представляет собой идеа­
лизированный взгляд на исследуемую проблему. Кроме того, возникающие в процессе 
вычислений логрешиости также искажают результаты. В связи с этим возникает во­
nрос о соответствии реальной ситуации результатов, полученных nри исследовании 
математической модели. Здесь необходимо учитывать, по крайней мере, три груnnы 
причин, могущих вызвать отличие результатов модельного исследования от истинного 
течения процесса: 

- причины, вызванные уnрощающими математическую постановку задачи пред­
положениями, в том числе неточиость задания начальных данных и nараметров 
задачи (эти причины порождают nогрешность постановки задачи); 

- причины, вызванные необходимостью завершить математическую nроцедуру, тре­
бующую для своего завершения бесконечного числа шаrов, после конечного числа 
шаrов (эти причины порождают погрешность метода); 
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- причины, вызванные поrрешностями вычислений и окруrлений (эти причины · 

порождают вычислительную погрешность). 

По nоводу последней хотелось бы отметить, что при использовании вычислитель­
ных машин вычислительной поrрешности невозможно избежать в принципе. Дело 
в том, что действительные числа, которыми оперирует математика, непредставимы 
в реальном вычислительном устройстве. Всякая вычислительная машина опериру­
ет с �Сонечным нaбoJIOJf чисел, представляюшим собой машинный аналог множества 
действительных чисел. 

Пренебрегая несущественными с рассматриваемой точки зрения подробностями, 
всякое машинное число можно nредставить в виде 

( 1 ) 
rде q - основание системы счисления, принятой для данной машины, р - порядок 
числа, О,а1а2 • . .  а, - мантисса (число называется нормализованным, если а1 =/= 0), 
t - разрядность машины. (В современных машинах q, как правило, примимается 
равным 2, 8, 10 или 16 , t - от 16 до 128.) 

Рассмотрим модельную машину с q = 10 ,  -8 � р � 8, t = 5. Как порядок, так 
и мантисса хранятся в запоминающем устройстве в виде целого числа со знаком . .  В со­
ответствии с представленнем ( 1 ) , числа вне диапазона от - 108 

• 0,99999 до 108 • 0,99999 
непредставимы в нашей машине, как и числа, по модулю меньшие 1 о-8 

• 0,0000 1 .  Кро­
ме того, множество чисел, которыми оперирует наша машина - дискретно, причем 
шаr дискретизации неравномерен; он зависит от порядка - для чисел порядка р шаr 
дискретизации равен 10-Р · 0,0000 1 . 1 

В силу указанной выше специфики, машинная арифметика отличается от обыч­
ной - не выnолняются, вообще говоря, законы ассоциативности сложения и умноже­
ния, дистрибутивности умножения относительно сложения, произведение иенулевых 
чисел может дать нуль и т. п. Уже ввод исходных данных в машину приВодит к появле­
нию поrрешностей, не говоря о поrрешностях округления результатов арифметичес­
ких операций, связанных с ко11ечной разрядностью машинных чисел. Вычислительная 
поrреwность - непременный атрибут машинных вычислений. 

Проиллюстрируем вышеиЗJiоженное несколькими nростыми примерами. 

Пр11мер 1. найтИ дпину эаатора Земли. 
,. Огрубляя peanыtytO аnуацию, будем считать Землю шаром, радиус R которого . nримем равным ' 
6 371 км. При этом эаатор - это дуга большого круга (т. е. круга, лежащий в nnоскости, nроходящей 
через центр wapa) и ее дnина дается соотношением 

Lэквm>ра = 211' R. 
Точность конечного результата будет определяться следующими обстоятельствами; 

- наско.nько форма Земi!И отлична от шара и наС�С:олько радиус этоrо шара отличен от 6 371 ;  

- ско.nыю Д8СIПИ'IНЫХ знаков числа 1t (а это, как извеетж>, бесконечная десятичная неnериодическая 
дробь) мы возьмем дnя вычислений; 

- 1C81t  будет орrаниэован nроцесс вычислений. 
Первые .ua обстоятельсrва nорождают (ЮГIJ8ШНОС1Ь постановки эадачи, последнее - вычислитель­

ную поrрешность. 
В нашей модельноj;! машине исходные данные будуr иметь вид 

2 = 101 • 0,20000, 11' = 101 
• 0,31416, R = 1 04 • 0,637 1 .  

В резульtате умножений nоnучим 
L:жватора = 211' R � 40 030 м. 
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Посt<ольку абсолютная погрешность наихудшего сомножителя (а это приближение к значению R) мо­
жет быть принята равной 101 , его относительная погрешность будет не больше чем 0,16 · 10-2 ,  отно­
сительная погрешность числа 1Г, связанная с ограниченной разрядностью нашей машины, равна 10-5 •  
Отсюда - абсолютная поrрешность результата !J.L = 102  и значащая цифра 3 результата сомнитель­
на. Окончательный результат: при принятых допущениях длина экватора может быть принята равной 
40 ООО км. � 

Пример 2. Заменяя километровый участок рельсового пути, рабочие ошиблись и положили взамен из­
ношенного рельс на 1 м длиннее. Наскопько отклонится замененный участок от прямолинейного? 

.,. Модеnь 1. Предполагая, что рельс жестко закреплен на концах километрового участка nути, будем 
считать что прогиб рельса, вызванный увеличением его дпины. может быть описан геометрией сторон 

равнобедренного треугольника (рис. 1 )  с основанием 1 км и боковыми сторонами а = Ь = � 1,001 км. 
При этом максимальное отклонение рельса от прямоли01ейного участка определяется соотношением 

h - 1 001 - - = !О-\/20 01 
( ) ) 2 ( 1 ) 2 1 

2 ' 2 2 ' . 

Для вы<Jисления значения радикала воспользуемся со­
отношением 

v'20,01 = v'20,25 - 0,24 4 sJI - 4 
• 75 ' 

применяя для нахождения последнего радикала раз­
ложение в ряд Тейлора 

�1 
1 км 

J� - 7� = 1 - i ·
4

+ . . . . 
Рис. 1. Модель 1 прqгиба удлиненного рельса 

norpвwнocr1> метода возникает здесь, когда nроцесс нахождения суммы ряда мы заменяем процеду­
рой нахождения суммы конечного числа его членов. При проведени11 вычислений е десятичных дробях 4 
образуется вычислительная поrрешность из-за замены дроби 75 = 0,05333 • • •  конечным ее отрезком. 

В нашей машине эти вычисления имеют вид: 

исходные данные 

� = 10° . 0,50000, 1 . 
4,5 = 10 . 0,45000, 

удерживая в ряду Тейлора первые два слагаемых, nолучим 

h � 0,0219. 

4 
= нг1 • о sз�зз 

75 , .) • 

дккуратllый анализ nогрешностей nоказЬiвает, ч-то последняя цифра сомни-тельна, так 'JTO следует счи­
тать h � 0,02 1±0,0 1 .  Полученный результат любопытен с содержательной точки зрения - если киломе­
тровый участок удлинить всего на 1 м, то отклонение от прямой составит 21 м. Более точные выкладки 
здесь бессмысленны из-за значитель11ой norpeшнoc-rn nостановки задачи. 

В рассматриваемой задаче возможна и другая постаноека. 

Модепь 11. Предnолагая, Ч'I'О рельс жестко закреnлен на концах километрового участка пути, будем 
считать nрогиб рельса, вызванный увеличением ero длины, дугой окружносn1 некоторого радиуса R, 
так Ч'I'О хорда длиной l км стягивает дугу дnиной 1 ,001 км.  Определению подлежит так называемая 
стрелка дуги .х(рис. 2). 

Расчетные соотношения для этой модели имеют !!ИД 

0,5 = R ·sina, R - x = R · cosa, 2a · R = I ,001 .  

Для оnределения прогиба nолучаем равенство 
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а кот<>РQМ величина а nодпежит оnределению 
. из ур�нения 

. а sm а= 
1,00 1 '  

Для решения nоследнего разложим в ряд Тей­
лора левую часть 

и, удерживая. конечное количество слагаемых 
в левой части, оnределим величину а. Наnри­
мер, оставляя слеаа слагаемые до третьего nо­
рядка включительно, nридем к уравнению 

а3 а 
а

- 3! 1,00 1 '  
имеющему очевидный корень а = О и интере­
суК>Щ\IIЙ нас е рассматриваемой ситуации nо-
ложительный корень а = а.. Заменяя, во­
обще гОВоря, бесконечную nроцедуру изелече-
ния квадратного корня конечным числом оnе-

Рис. 2. Модель П проrиба удлиненного рельса 

раций (наnример, конечным числом итераций, или, как и выше, суммированием конечного числа чле-
1108 ряда Тейлора), получим значение а � 0,0774 . Подставим ero s выражение для стрелки nроrиба. 
nолучим z Rl 19 м, что несколько точнеа результата, nолученного на nервой модели. 

Здесь поtрешность мвrада складывается из погрешносrи в реше11ии уравнения, погрешносrи из-
влечения корня и nогрешности вычисления значе11И11 функции tg. • 

· 

Завершая обзор возможных источников поrрешностей nри численном анализе, 
сделаем два замечания, важных для понимания особенностей вычислительного nро­
цесса. 

Замечание 1 . Весьма значительна роль способа организации в�>�числений в условиях конечной разрядности 
вычислительного устройства и наличия ошибок округления. Нижеследуюший nример показывает 
вычислительную абсурдность теоретически верных рассужцений. 

Пусть в нашей модельной вычислительной машине (характеризуемой, напомним, пятиразрядной 
сеткой для мантиссы и порядками представлпемых чисел в диапазоне от -8 до 8) мы хотим воспользо­
ваться для вычисления значения sin 6,284 всюду сходя:щимся рядом 

ZJ 2n-! x2n-! 
sin x=z + . . .  + (- !) (2n - l)! + . . . . 

Замечая, что рассматриваемый ряд - знакопеременный, ограничимся для проведения вычислений wи­
надцатью ero членами, используя то обстоятельство, чтоотброшенный остаток не превышает по модулю 
первого отброшенного члена и, следовательно, не оказывает значительного влияния на сумму 

х21 

1"J4 
� 

27! 
� 3,2 · 10-7• 

Процесс сложения в нашей машине будет иметь вид 

sin 6,284 Rl 0,62840 · 10 - 0,41358 · 102 + 0,81658 · 102 0,76776 · 102 + 0,42108 · 102 - 0,15 116 · 102 + 
+ 0,38264 . 10 - 0;7 1952 + 0,10446 - о, 12060 . 10-2 + 0,1 1340 . 10-3 - • • • = 0,00069. 

Полученный таким образом результат не содержит ни одной верной значашей цифры точ-
ное значение равно 0,00081469 • . .  ! Дело 'IYf в том, что потрешиости округления nри промежуточных 
вычислениях значительно лревышают сам результат, что, естественно, негативно сказывается на эф­
фективности вычислений. Для вычисления искомого значения в нашей машине избранный алгоритм 
совершенно непригоден. Этот пример показывает, что погрешность метода при неверной организации 
процесса вычислений может оказаться весьма значительной. 

Замечание 2. Не менее важной являеТся проблема устойчивости процесса вычислений. ПредЫдуЩИе 
рассмотрения дают нам пример теоретически хорошего, но nдохо (с вычислительной rочки зрения) 
примеиеииоrо алгоритма. Это исправимо и за счет некоторых дополнительных ухишрени й  (двойная 
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точность, nересчет значений функции в области малых значений арrуменrа и т. n.) мо� доб!IТЬСII 
высокой эффектusности предложенного аnrоритма. Однако sстреч.аются задачи, резульnт в которых 
не может быть лолучен с удоВ1lеТВОрительной rочностью никаким способом - эrо задачи, чувствитель­
ные к незначительному изменению исходных данных и поrрtшнос"!Ям ВЫ'IИС/Jений, тах называемые 
нetwppetanнo nocmtUIJieнныe :шда01u. 

Пусть мы хотим решить систему линейных уравнений { 100,001z + 99,999у = 1 100,009, 

99,999х + lOO,OOly = l 099,991 ,  

точное решение которой х = 10, у = l .  В нашей модельной машине yкa31Uilfall смстема (за счет 
окруrленяй, вызванных разря:диостью) nримет вяд { lOOz + 99,999у = 1 100, 

99,999z + lOOy = 1 100, 

и ее решенме, которое легко может быть получено, (нanpJP�ep, методом подстановкк ми каким-либо 
другим) есть z у =:: 5,5, что ни качественно, ни количественно не похоже на истинное решение 
исхОдной системы. Как уже было отмечено sыше, nричина столь разительною несоотsетствив -
неусrойчивость исходной задачи. 
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ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Большое количество задач численного анализа сводится к решению систем алгебра­
ических уравнений, чаще - линейных, несколько реже - нелинейных. Правильное 
nонимание особенностей этих важных задач, умение nонять (а тем более - постро­
ить) и адекватно nрименить алгоритмы эффективного их решения - необходимый 
элемент образования любого исследователя, использующего методы численного ана­
лиза в своей практике. Какуже былоотмечено выше, несмоТРя на кажущуюся простоту 
и неэамысловатостъ этих задач, уже в простейших ситуациях бездумный счет может 
обернуrься полнейшей бессмыслицей. 

§ 1 . Линейные уравнения - основные сведения 
Пусть х Е R" , 

Ь 
Е r - вектора-столбцы с действительными компонентами, 

А

= 

(а.{)::::::::: - матрица фОрмата т х n 

х =  [ fJ Ь
= [ : ] ' А =  [1 ·1 · · · 11 

Системой т липейных уравнений с n неизвестны.ми называется совокупность уравнений 
вида { а\ ж, + а�ж2 + . . .  + aVжn = Ь, , 

.���� .� . . ���� . � ::: .� .����. �.��: 
а:nж, + а;.ж2 + . . .  + а�ж,. = Ьт. 

( 1 )  

Решением системы (1) называется упорядоченный набор n действительных чисел 
-r1, • • •  , 'Уп ;которые при одновременной подстаковке в каждое из уравнений системы 
вместо иеиэвестнf>tх ж1 ,  . . . , Жn обращают эти уравнения в тоЖдества. 

Сн�ма называется определенной, если она обладает единственным решением, 
н неопрtдеденнtJ#, если решений у нее более одного. В любом из этих случаев система 

нaзwsaeтclf CtJ(fAieemнoй, в противном случае - несовместной. 
Система И�t:Jывается однородной, есл" столбец правых частей системы - нулевой. 

ЗамеТим, \fl'O одttородная сист�ма всеrда совместна - в качестве решения можно взять 
нулеВQй столбец. 
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Система (l)  может быть заnисана в виде матричного линейного уравнения 

\ А · х = Ь. \  
Она же может быть представлена линейным векторным уравнением 

\ Xta1 + х2а2 + . . . + Xnan = Ь, 1 
где Через ai , i = l ,  2, . . . , n обозначены столбцы матрицы А. 

Матрица А называется матрицей коэффициентов системы или просто матрицей 
системы. Матрица А, которая получается из матрицы системы добавлением к ней 
столбца свободных членов называетсярасширенной матрицей системы: А =  [АIЬ] . 

Две системы называются эквивалентными, если множества их решений совпадают. 
Система называется квадратной, если количество уравнений системы т равно 

количеству неизвестных n. 
Следующие теоремы дают полную информацию о совместности и определенности 

системы линейных уравнений ( l) .  

Теорема Кронекера-Капеппи. Система т линейных уравнений с n неизвестными совместна 
тогда и только тогда, когда ранг расширенной матрицы системы совпадает с рангом 
матрицы коэффициентов. При этом система определена, если этот общий ранг равен 
количеству неизвестных, и неопределена, если ранг меньше количества не известных. 

Теорема Крамера. Квадратная система однозначно разрешима тогда и только тогда, когда 
определитель матрицы системы не равен нулю. Рещение системы при этом может быть 
получено по формулам: 

. . .  ' 

которые называются формулами Крамера. Здесь через � обозначен определитель ма­
трицы системы, а через �(xi) - определитель матрицы, которая получается из матри­
цы системы заменой i-го столбца столбцом свободных членов 

а\ 
а2 

а� а� 
Сформулируем несколько очевидных следствий:  

- однородная система имеет иенулевое решение тогда и только тогда,_ когда ее ранг 
меньше числа неизвестных, 

- квадратная однородная система имеет иенулевое решение тогда и только тогда, 
когда ее определитель равен нулю, 

- если квадратная система совместна для любой правой части, то ее определитель 
отличен от нуля. 

Используемые в настоящее время методы решения линейных систем условно клас­
сифицируются следующим образом: 

4 зак. 64 
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- конечные (точные) методы методы, позволяющие за конечное число шагов или 
получить точное решение рассматриваемой системы. или установить ее нераjре"' 
шимость, , , ,  

бесконечные (итерационные) методы - методы, дающие возможность получить 
приближенное решение за конечное число шагов, количество которых, как правило, 
определяет точность приближения, 

- методы стохастического моделирования (Монте-Карло) - методы, позволяющие 
получить приближенное решение с заданной степенью надежности за конечное 
число шагов. 

§ 2. Линейные уравнения метод· исключения 
Все точные методы решения систем линейных уравнений предстацляют собой тот или 
иной вариант метода последовательного исключения неизвестных, называющегося еще 
методом Гаусса. Мы рассмотрим здесь основныеположения этого метода и некоторые 
особенности его численной реализации. 

Чтобы не загромождать изложение, проиллюстрируем основные Э.Тапы метада 
Гаусса на примере системы трех уравнений с тремя неизвестными { 1 2 3 ь а1х1 + а 1х2 + а 1хз = 1 ,  

1 2 3 ь а2х1 + а2х2 + а2хз = 2, 
1 2 3 ь а3х1 + а3х2 + а3хз = з, 

(1) 

в которой коэффициент а: будем считать не равным нулю. Идея предлагаемого метода 
состоит в следующем - с помощью элементарных преобразований, иреобразующих 
систему ( 1) в эквивалентную, приведем ее к треугольному виду { 1 2 3 ь а1х1 + а1х2 + а1хз 1 , 

-2 -3 -ь а2х2 + а2хз = 2J 
3 -

а3хз ;t:; Ьз .. 

(2) 

Эта часть преобразований носит название прямого хода метода исключения. Систе­
ма (2) теперь может быть легко решена: из последнего уравнения :находим значе­
ние х3 , подставляем во второе и определяем х2, и, наконец, подставляя найденные 
значения х3 и х2 в первое уравнение, находим х1. Эта часть преобразований носит 
название обратного хода метода. 

Преобразования прямого хода выгЛЯдЯт следующим образом - пqскольку а\ # О, 
то, умножая первое уравнение системы на а1/ а: и ajj а: соответственно и вычитая их 
из второго и третьего, nриходим к системе { 1 2 3 ь а1х1 + а1х2 + а1х3 = .• • 

2. 1 + з.1 ь l а2 х2 а2 хз = 2, 
2,1 + з,1 ь1 а3 х2. а3 хз = 3, 

в которой неизвестная х1 Исключена из Всех уравнений системы кроме первого. Те­
перь, если только а�·1 # О, процедуру можно повторИ1'Ь; ж:.ключая lперемеltЩJ6·� 
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из третьею уравнения, чем и заканчивается прямой ход метода. Если же а�·1 = О ,  
а а�·' :f:. О,  то поменяв местами второе и третье уравнения системы, исключим из  по­

следнею уравнения переменную жз . Если же а�·1 = а;·1 = О, то система будет иметь 

в м { а\жt + a�z2 + aizз = Ь, , 

а3,1 ". - J.! 2 w3 - "2> 
з,1 ь' а3 zз = З• 

и дальнейшее исследование очевидно. 
Легко вметь, что вышеи:шож.енная процедура переносится на произвольные си­

стемы ( 1) § 1, при этом расчетные соотношения прямою хода, приводящие к исключе­
нию переменной с номером q = 1, 2, . . .  , n - 1 выrлядят следующим образом -
если переменные с номерами, предшествующими q, уже исключены, то ступенчатая 
сщ;:тема, эквивалентная исходной, имеет вид 

a:z, + аrж2 + аiжз + . . . + 
a�·1z2 + . . . . . . . . . . . + a�'1 z9 + . . .  + a�' 1zn = Ьi, 

q q-l n q-1 ьq- 1 a,n Zt + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  + a,n Zn = т , 
и исключение переменной с номером q осуществляется по формулам 

q,q- 1 
• · 1 а . · 1 а�'11 = a�·q- - -'--ам-
' ' q,q-1 q 

а, 
q,q-1 ь' = ь,_, - �ь11-1 • ·1 • 1 • • 

a9,9-
t f • � = q + , · · · , т, J = q, q + , . . .  , n, 

q 

(3) 

(4) 

коrорые приводят исходную систему (мы рассматриваем здесь случай т = n) к следу­
ющему, треугольному ВИду 

1 2 q fl ь а1 z, + а1 z2 + . . . + а1 z9 + . . .  + а1 Zn 
= 1 , 

a�· 'z2 + . . . + a�·· z, + . . .  + a�· 1zn = ь�. 

a:·
n-IЖn = ь:-1 .  

ОбраТНЬiй ход метода реализуется в соответствии с соотношениями 
11 ьq-1 � •,q-1 , - LJ а9 z, 

•=q+1 Жq = ---
a
-=q,:...q-"""1:---­
q 

где q = n, n - l, . . .  , 1 ,  очевидно следующими из (5). 

(5) ' 

(6) 
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2.1 .  Трехдиаrонапьные матрицы - метод проrонки 

Системы линейных уравнений, возникающие при дискретизации краевых задач мя 
обыкновенных дифференциальных уравнений, при построении интерполяционных 
сnлайнов и т. п.,  как правило, имеют специальный вид - большое количество коэф­
фициентов матрицы системы оказывается равным нулю. В этом случае исnолъзшшние 
метода исключения в том виде, как он был описан выше, неиелесообразно - боль­
шая часть операций с элементами матрицы окажется бессмысленной переработкой 
нулей. И поэтому имеет смысл так модифицировать процедуру последовательного 
исключения, чтобы учесть специфическую структуру матрицы системы и избежать 
нерезультативноrо счета. 

Мы рассмотрим здесь модификацию метода последовательного исключения, при­
меняемую мя решения трехдиагональных систем ленточного тиnа 

(7) 

n-2 
+ 

n-1 
+ 

n 
Ь aв-JXn-2 an- tXn-1 an- JXn = n- 1 •  

. a�
-1

Xn- t + a:xn = Ьп, 
в которых не равны нулю только коэффициенты при переменных, стоящих на главной 
диагонали, а также над и под ней. 

в этом случае исключение не известных осуществляется так: из nервого уравнения 
выражаем z 1 через х2 

Ь1 ai 1 1 z, = 1 - 1zz == М + L х2 
а1 а 1  

и подставляем во второе. При этом во втором уравнении останутся только персмен­
ные z2 и z3 •  Аналогично предыдущему щаrу, выражаем из этого уравнения х2 через х3 

Ь1 - aiM' а� 2 2 
Х2 = 2 r L' 2 1 L• zэ = М + L zэ .  

a2 + az az + az 

Продолжая последовательно эту процедуру, на k-м шаrе выражаем nерсменную Xk 

через ZJc+t 

(8) 
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Когда мы таким образом доберемся до nоследнего уравнения системы, то получим 
серию соотношений nида 

Х1 = М1 + L1 x2 , 

Х2 М2 + L2хз, 

Xn-1 = мn- 1  + L�'�- 1xn .  
Xn = М11, 

(9) 

заканчиnающуюся выражением, которое определяет nеременную Х11 •  Если теперь 
nройти соотношения (9) в обратном nорядке, то мы получаем возможность оnределить 
последовательно все переменные 

Фактически, для осуществления оnисанной процедуры, необходимо уметь определять 
коэффициенты Mk и Lk для всех значений k = l ,  2, . . .  , n . А это можно быстро 
и эффективно сделать, исnользуя реккурентные соотношения (8), полученные выше 

ь k-lмk-1  k k - ak м = k k ' а + а -ILk-1 . k k 
( 10) 

Оnисанная nроцедура называется методом прогонки решения трехдиагональных 
систем. Прямой ход прогонки � расчет прогоночных коэффициентов Mk и Lk в со­
ответствии с формулами ( 10), обратный - нахождение не известных Xi в соответствии 
с расчетными формулами (9). 

Утверждение. Если система (7) является системой с доминирующей главной диагона­
лью, т. е. ja� ] > ] а�-1 ] +  ] а:+ 1 ] ,  тоонаоднозначноразрешима и знаменателипрогоночных 
коэффициентов не обращаются в нуль, так что соотношения ( 10) пригодны для проведения 
расчетов. 

§ 3. Линейные уравнения - итерационные методы 
Основная иде11. итерационных методов решения · уравнений и систем уравнений 
{не обязательно линейных) может быть описана следующим образом: пусть А(х) = Ь 
подлежащее решению уравнени;е (система уравнений) . Переnисав ero в ви;де Ф(х) = х,  
возьмем в качестве начального значения неизвестного х х0  и nостроим последова­
телЪиость х1 , х2 , • . •  , XN , • • •  по nравилу 

(1) 

Если у этой nоследовательности nри N -+ оо существует nредел, то он будет решением 
уравиения Ф(х) = х, а следовательно, и исходного уравнения А(х) = Ь. 

Сходимость итерационной nроцедуры ( l) может быть обеспечена, наnример, усло­
вием близости двух последовательных итераций - расстояние между х N _ 1 и ж N 
с ростом N должно уменьшаться достаточно быстро, например, со скоростью геоме­
трической прогреесии 



<С В этом случае, как легко проверить, выnолняется критерий Коши сходимости по- ' 

следавательности {жN }н= ц, . . .  , : 
l lжN+m - жN I I :::: l lжN+т - ЖN+m-1 + жN+т-1 - ЖN+m-i. + ЖN+т-2 - · • .  + ЖN+I - жн Н � 

N+m N+m N+l 
� ""' l lж; - Жi-J I! � с  ' "" qj � C-q- -. о; N --+  оо . ... L....i L..... ' 1 - q ' . i=N+I i=N+! 

3.1 . Метод простой итерации для линейных систем 

Рассмотрим квадратную систему линейных уравнений, заnисанную в матричной 
форме 

А · х = Ь. 
Иреобразовав ее к виду 

х = Ф · х + {З, 
nостроим ятерационный процесс 

хн = Ф · хн- 1 + fJ, (2) 
использование которого для решения исходной системы носит название метода про­
стой итерации решения системы линейных уравнений. 

Заметим, что сходимость построенных по правилу (2) итераций зависит от свойств 
матрицы Ф и начальною приближения Хо. 

Наnомним оnределение нормы матрицы, согласованной с нормой вектора. 

Нормой матрицы Ф = (�Р{) , согласованной с нормой вектора х,  называется наиболь­
ший «КОэффициент раСТЯЖеНИЯ» вектора Х nод деЙСТВИеМ ОПределяеМОГО ею nреобра-
зования 

Так, наnример, в JR" с обычной евклидавой нормой вектора, задаваемой соотношением 

l lxl l = �· норма матрицы оnределяется равенством 

I IФ I I = max Л�т·Ф' 
1 �i�n 

где Л�т.Ф - i -e собственное значение матрицы Фт · Ф. 

и 

Для дальнейшею нам понадобится еше два выражения дЛЯ нормы матрицы: 
n 

I IФ!Ic max L 1� 1 f �i�n j=l 

норма матрицы, согласованная с· нормой вектора, задаваемой соотношением 

J lxl !c = max lж; l ,  1 �i�n 
n 
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- норма, согласованная с нормой вектора, задаваемой соотношением 
n 

1\x\\s = 'Е \xi l · 
i=l 

Достаточное условие сходимости предложенного выше итерациоНЩ)ГО процесса 
теперь может быть сформулировано в терминах нормы матрицы следующим образом 

Теорема. Система уравнений 
х = Ф · х + /3  

однозначно разрешима и итерационный процесс, построенный на ее основе сходится к ре­
шению, если только I IФI\ < 1 .  

"111 Рассмотрим хн = Фхн- 1 +/3,  хн-1 = Фхн-2 +/З, откуда для разности \ \хн - хн-1 Н  
получим 

\\хн - хн-1 \ 1  = I IФxн�l + /3 - Фхн-2 - /311 � \IФхн-1 - Фхн-2ll � 
� НФ\1 · 1\хн-1 - хн-2\l = ql\xн- 1 - хн-21\. 

где q = \IФ\1 < 1 . Из неравенства l lxн - хн-• 11 � qllxн-1 - xн-2l l  ИНдУКТИВНо заключа-
ем, что 

\ lхн - хн-1 \l � qн-1 1\х, - :xoll = С · qн-1 •  
Оrсюда, в силу еделаниого выше замечания, вытекает сходимость последовательности 
итераций хн 

V хо: 3 lim хн = Х. Н-+оо 
Предельный вектор Х является решением рассматриваемой системы. Покажем, 

что оно единствецно. Допустим противное: существуют два различных решения Х 
и ·у.  Тогда доmкно выполняться равенство 

У - Х = Ф(У - Х) 
и, следовательно, 

I IY - Х\1 � \ IФI I · IIY - Xl\ < \IY - хн. 
что невозможно, так как Х '# У. • 

Заметим, что прИ выполнении условия теоремы итерации сходятся со скоростью 

геометрической проrрессии для прои38ольного начального приближения. Сформулиро­
ванное условие достаточно, но не необходимо - можно привести примеры сходящихся 
итерационн�х процессов, для которых это условие не выполнено. 

Посколькутеоремадоказана для абстрактной нормы, то она остается справедливой 
для каждой QЭ трех норм, о которьiх шла речь выше. 

nоследнее замечанQе позволяет сформулировать простое nравило построения схо­
дящегося ятерационного процесса решения системы 

А · х = Ь. (3) 

Теорема (о досrато'1Н0М JCIIOIМK сходкмости cneЦflanwюro метода nростой итерациИ), Пусть си­
стема линейных уравнений (3) является системой с доминирующей главной диагональю, 
т. е. n 

V i: 'Е \а{ \ < \аН. 
j# 
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:r;N = Ьn _ ""'  а� :r;lf-1 
n an L..; Щ: J ' n Nn 

сходится со скоростью геометри'lеской прогреесии для любого на'lального приближения. 

3.2. Метод Зейдеnя дпя пмнейных систем 
Один из вариантов метода nростой итерации, нос.вщий название метода ЗеЙделя, явля­
ется достаточно привлекательным за счет такой организации ятерационного процес­
са, nри которой i-я компонента очередной итерации вычисляется с использованием 
предшествующих ей и компонент решения, уже вычисленных на этом шаге. 

Точнее, пусть х, - s-я итерация решения 

Следующую, s + 1 -ю итерацию решения системы А · х = Ь, будем искать следующим 
образом { alж�+l + аiж� + . . . + аfж� == Ь1 ,  

1 •+ 1 2 s+ 1 n в _ Ь 
�2-�� • • •  :. ���2 • . • • :. : : :  -�-���� . • � . •  � ·. 
а\ ,..s+l + а2..,в+1 + + an".s+l - ь 

n"'l R"'2 • • · n"'n - n •  
Если матрицу А системы представить в виде суммы нижней треугольной АА и верхней 
треуrольной -А А матриц 

АА == ( .:: • . •  ; • • •  
: . . ... .. . � ) , А6 = ( .: . . . : . . . ; . . .... ... . . �� .) , а� а� а; . . .  а� О О О . . •  О 

то предлагаемая процедура может быть представлена в виде 
хн, = Ф · х, + /J, 
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где 
ф А-1 At:. = - !:. . ' 

Можно показатъ, что метод Зейделя сходится, если только матрица А системы удоме­
творяет условию усиленного доминирования главной диагонали, 

L !а{ \  � q · la� l. О < q < 1 .  
#i 

§ 4. Точность численного решения 
систем линейных уравнений 

' 

Предложенные выше методы принципиально пригодны для решения систем линей­
ных уравнений. Однако nри их реализации могут возникнуть сложности, сводЯщие 
на нет все усилия по нахождению решения с приемлемой точностью. Эти сложно­
сти связаны . с организацией вычислИтельных процедур и эволюцией поrрешностей 
в процессе вычислений, с одной стороны, и со структурой решаемой системы уравне­
ний, с другой. Здесь мы коротко остановимся: Jla nоведении поrрешностей и реакции 
системы на малые возмущения nравой части. 

4.1 .  Выбор гпавноrо эпемента 

· Какуже отмечалось выше, в методе поСледовательного исЮIЮчения неизвестныхнака­
ждом шаге осущестмяется деление на диагональный элемент матрицы. Ясно, что 
поrрешностъ результата будет тем больше, чем меньше значение этого коэффициента. 
Если, в частности nри осущестмении процедуры (3)-( 4) § 2, мы не позаботимся о том, 
чтобы отношения 

a?·q� l __.!__ 
aq.q- 1 q 

были по возможности малыми (по крайней мер�, не nревышали по модулю единицы), 
то нам не избежать катасТрофического накоnления nоrрешностей округления и,  как 
следствие, значительной потери точности решения. Но чтобы эnr отношения были 
как можно меньше, необходимо, чтобы знаменатель a:·q- 1 был как можно 66льшим. 

Оказывается, только за счет перестановки уравнений системы и/или nеренуме­
рации неизвестных на каждом шаге всегда можно добиться того, чтобы величина 

1 (lq,q- 1  
коэффициента a:·q- стала максимально возможной и все отношения a�.q-J удовле-q 
творяли оговоренному выше условию. Такая модификация метода исклЮчения 11осит 
название метода последовательного исключения неизвестных с выбором главного элемен­
та и nозволяет избежать накоnления ошибок округления в машине. 

Рассмотрим пример, иллЮстрирующий высказанные выше соображения. Пусть 
решению поДТiежит система двух уравнений с двумя неизвестными { . 1,4lx1 + 1 73,2х2 = 1 74,61 ,  

2 1 234х1 + 1 541х2 = 22 775, 

точное решение которой, как .легко проверить, :��: 1 = х2 = 1 , ·  Как и выше, будем 
предnолагать, что вычисления проводятся � машине, оnерирующей с мантиссой в пять 
десятичных знаков. 
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Проводя исключение nеременной z1 из второго уравнения, nолучим ( 21 234 ) ( 21 234 . ) ( 21 234 ) 1,41 ' 1,41 - 21 234 ZJ + 1,41 '  173,2 - 1541 Z2 = 1,41 ' 174,61 - 22 775 

или, с учетом разрядности нашей модельной машины, 

1 ·  10°z1 + 2,6069 · l06z2 = 2,6068 · 106• 

Пренебрегая первым слагаемым, которое должно было обратиться в нуль, но из-за 
наличия nогрешностей округления •уцел�о,., получим 

Z2 = 0,99996. 

Тогда из первого уравнения имеем 

1,41Zt = 174,61 - 173,19 = 1 ,42 ==> ZJ = 1 ,0071 .  

Таким образом, уже в случае всего двух уравнений точность метода исключенмя ока­

залась недостаточно высокой, и понятно почему - величина отношения 

недопустимо велика. 

а� 21 234 
6 -. = -- = 15 0  о а1 1,41 

Посмотрим, что дает nроцедура выбора главного элемента. Переставив уравнения 

системы { 21 234Zt + 1 541Z2 = i2 775, 
· 1 ,41zt + 173,2z2 = 174,61 ,  

и исключая переменную z1 и з  второго уравнения, получаем ( 1 ,41  ) ( 1,41 ) ( 1,41 ) 
21 234 • 

21 234 - 1,41 ZJ + 
2 1 234 • 

1 541 - 173,2 Z2 = 
21 234 

· 22 775 - 174,6 1  

или, с учетом разрядности нашей модельной машины 

1 ,7310 · 10
2
:�:2 = 1 ,7310 · 10

2
, 

откуда 

В этом случае отношение 

� 1А1 � 
а\ = 

21 234 
= 6,6403 . 10 

мало, и за счет его малости поrрешности округления эффективно nодавляются, что 
приводит к повышению точности получаемого решения. 

В заключение отметим, что nри исnользовании ятерационных методов накопления 

поrрешностей округления, вообще говоря, не происходит - на каждом шаге nредыду­
щее приближение может рассматриваться как начальное для ятерационного процесса 

и, следовательно, точность получаемого решения оnределяется точностью, с которой 
проводятся вычисления на этом шаге. Однако в реальных вычислительных nроцессах 
ятерационные процедуры могут nриводить к неожиданным Переполиениям порядков 
чисел за счет большого количества шагов nроцедуры. 
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4.2. Возмущения nравой части. · Обусловлен\'IОСть матрицы 

Пу(}ть при р€шrнии системы линейных уравнений 

А · х = Ь 
правые части по каким-то причинам оказались заданнымй неточно и вместо исходной 
мы фактически решаем систему 

А · х  = Ь + е:. 
Насколько решение исходной, «rочно» заданной системы, может отличаться от реше­
ния системы заданной «приближенно»? Умение отвечать на этот вопрос, т. е. умение 
оценивать влияние точности задания правых частей системы на точность решения, 
крайне важно. Ведь если малые погрешности в задании правых частей оказывают су­
щественное влияние н ан  а точность решения, то может оказаться, что уже логрешиости 
округления, связанные с представление м коэффициентов системы в вычислительной 
машине; меняют ее настолько, что используемые для нахождения решения процедуры 
становятся просто бессмыСJ1енными. 

Удобной характеристикой этоrо влияния служит так называемое число обусловлен­
ности матрицы А системы,  оценющющее относительную поrрешность решения верав­
нении с относительной поrрешностью задания правых частей. Пусть 

l lx* - xl l  
· , .  бх = l lx* l l 

- относительная логрешиость решения (здесь х - решение точно заданной системы, 
х* возмущенной) и 

1 \е:\1 бь = l lb + el l  
-:- относительная логрешиость задания правых частей системы. 

Чис.iю.м обуiловленности матрицы А системы называется число v(A) , задаваемое 
соотношением 

Поскольку 

бх v(A) = sup - .  

ё бь 

l lx* - xl l  � I IA- 1 I I · I Ie l l ,  l lb + el l  = I IA · x*l l  � I IAI I · I Ix* l l ,  
то для числа обусловленности получаем 

1..-v-(A-) =-IIA-11-· 11-A --1 1---.1 . 1 

(l) 

Из определения ( 1)  следует, что число обусловленности матрицы А системы можно 
трактовать как своеrо рода «коэффициент усиления,. матрицы. Он показывает как 
система реагирует на возмущения чем больше это число, тем сильнее искажения 
решения: 

1 бх = v(A) · бь. l 
Пример, рассмотренный во введении, показывает, что простое применение прин­

ципиально правильнЬI.Х алгоритмоs недостаточно. Предварительно следует убедиться 
в том; что матрица системы.хорошо обусловлена. В противном случае следует nред­
приняrь некО!Jорые дополнительные усилия по регуляризации рассмотренных выше 
процедур (с целью прИдания им смысла). 
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НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И СИСТЕМЫ 

Задача, к рассмотрению которой мы приступаем в этой главе, может быть в самом об­
щем виде сфОрмулирована следующим образом: пусть функции F1 ( х) , F2( х) , . . .  , Fn (х) 
определены в некоторой области пространства и в ней нужно найти точку х0 = 

{z?, х� . . . . , х�) , в которой выполняются равенства { F1 (x0) = F1 (х� . zg, . . .  , z�) = О, 

������ . . . �2.��!: ��·. : : :  � -��: . . . �· 
Fn(z0) = Fn (x?, zg, . . .  , х�) О. 

Мы видели выше, что некоторые проблемы, связанные с численной реализацией 
хорошо известных методов решения систем, возникают уже в случае линейнЬIХ функ­
ций Fj . В рассматриваемой ситуации к тому же нет универсальных решающих про­
цедур, что задачу численного анализа не облегчает. Мы рассмотрим здесь основные 
идеи решения подобных задач и возможности их численной реализации. 

§ 1 .  Нелинейные уравнения. Метод половинного деления 
Рассмотрим нелинейное уравнение 

F(z) = О. (1)  

Предполагая, что функция F(x) непрерывна и принимает на концах некоторого про­
межутка [а, Ь] значения разных знаков, заключаем, что на этом промежутке у нее 
имеется корень (может быть и не один) . 

Пусть а = а!ь - середина отрезка [а, Ь] . Мы можем уточнить положение ис­
комого корня х0 следующим образом: если F(a)F(a) < О - корень лежит в левой 
половине отрезка, если же F(a)F(b) < О - в nравой. Это рассуЖДение позволяет нам 
вдвое сократить длину промежутка, содержащего искомый корень. Применяя много­
кратно изложенное рассуЖДение, на N -м шаге nолучим nромежуток [ан,  Ьн] ,  такой, 
что z0 Е {ан, Ьн) и IЬн - ан! = 'fJ . Взяв в качестве z0 любую точку zн промежутка 

[ан, Ьн) ,  заметим, что jx0 - хн ! � 'fJ.  Это означает, что таким способом искомый 
корень может быть оnределен с любой стеnенью точности. 

Первоначальная локализация корня на отрезке [а, Ь] - это отдельная задача, ко­
торую мы здесь рассматривать не будем, однако заметим, что nеребором некоторых 
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значений функции F(x) можно найти точки, в которых она принимает значения про­
тивоположных знаков, и тем самым локализовать корень. 

Прммер. Решить уравнение F(z) = zз + 3z + 1 = О. 
• Заметмв, что F(O) = l > О, а F(-1) = -3 < О  заклЮ'Iаем ,  что искомый корень nежит на промежутке 
[ - 1 ,  О] . Последовательность вычислений по уточнению значения корня выглядит так 

а, = -0,50000, F(a,) = -0,62500 · 10°, ===? z0 Е (а1 ; 0), 
а2 = -0,25000, F(a2) = 0,23437 · 10°, ===? z0 Е (-0,5; а2], 
аз = -0,37500, F(аз) = -0, 17773 · 10°, ===? z0 Е (аз; -0,25], 
а4 = -0,31250, F(a4) = 0,31980 · 10- 1 ,  ===? z0 Е (-0,375; а4), 
as = -0,34380, F(a5) = -0,71870 · 10- 1 , ===? z0 Е (а5; -0,3125], 
аб = -0,33063, F(a6) = -0,28033 · 10- 1 , ===? z0 Е (а6; -0,31 25], 
а1 = -0,32157, F(a7) = 0,20373 · 10-2 , ===? z0 Е (-0,33063; а7], 
as = -0,32610, F(as) = -0,12980 · 10- 1 , ===? z0 Е [as; -0,32157], 
а9 = -0,32384, F(a9) = -0,54819 · 10-2, ===? z0 Е (а9; -0,32157], 
а1о = -0,32271, F(aJO) = -0,17376 · 10-2, ===? z0 Е (а1о; -0,32157], 
ан = -0,32214, F(a1 1 )  = -0,15019 · 10-з , ===? z0 Е (-0,32271 ;  ан], 

Если теnерь в качестве искомого корня взять середину nоследнего промежутка, то можно гарантиро­
вать, что мы нашли корень z0 R� -0,322 рассматриваемого уравнения с точностью не худшей, чем Ь-а 10-з !ж = 21' = . ... 
Замечание. В рассматриваемом примере он единственен, в силу F'(a:) = 3а:2 + 3 > О, что мечет 
монотонность функции F(a:) . 

Отметим несколько особенностей практической реализации этого простого и на­
дежного алгоритма. 

Первая связана с выбором момента окончания вычислений - когда можно считать, 
что точность найденного приближения уже достаточна? Естественно останавливать 
процедуру при выполнении условия 

Ь - а 
� � ez . (2) 

При этом, правда, может оказаться, что значение функции не будет близко к нулю. 
Действительно, если градиент функции в окрестности нуля велик, то точность ло­
кализации корня, не худшая ez , соответствующей малости невязки AF = F ( ан;ьн ) 
не гарантирует; nоследняя может при этом быть сколь угодно большой. Поэтому 
когда вычислителя интересуют не только значение корня, но и значения функции 
в окрестности корня, наряду с проверкой условия (2) полезно одновременно прове­
рять и условие малости невязки 

IF 
( aN ; ЬN ) 1 � EF. 

Другая особенность связана с ограниченной точностью машинных вычислений. 
При малом градиенте функции F(x) в окрестности ее нуля за счет ограниченной 
точности вычислений возможно «перепутывание знаков» - неверно будет определен 
знак функции в очередной точке и, тем самым, неверно будет произведена очередная 
локализация корня. В этой ситуации, если требуемая точность в определении кор­
ня еще не достигнута, можно воспользоваться вычислениями с двойной точностью. 
Но в любом случае катастрофической потери точности не происходит и существующих 
разрядных сеток реальных вычислительных машин обычно бывает достаточно для удо­
влетворения требований по достижению точности нахождения корня в подавляющем 
большинстве практически встречающихся задач. 
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Наконец, последняя особенность предлагаемой процедуры состоит в том, что она 
совершенно неприменима для нахождения корня четной кратности - в этом случае 
функция F(z) не меняет знака в искомой точке, что исключает возможность исnоль­
зования приведеиных выше рассуждений. 

Отметим в заключение достаточно высокую трудоемкость рассмотренной проце­
дуры - для достижения точности локализации корня, не худшей 10-3 , на промежутке 
длиной 1 нам потребовалось 1 1  шаrов. 

§ 2. Нелинейныв уравнения. Метод хорд 
Рассмотренный выше метод половинного деления можетбыть усовершенствован, если 
на каждом шаге в качестве приближения к )'lскомому корню брать не середину очеред­

Рис. l .  Метод хорд 

ного промежутка локализации, а точку 
пересечения хорды, соединяющей кон­
цы графика функции у =  F(z) на этом 
промежутке, с осью абсцисс. Другими 
словами, на каждом шаге следУет заме­
нить график функции F(z) хордой, стя­
гивающей его концы (рис. l) , и в каче­
стве приближения к корню взять точку 
пересечения этой хорды с осью абсцисс. 

Подробнее - пусть в предnоложе­
ниях § 1 F(a) = /4 , F(Ь) = /ъ . Хор­
да, стягивающая дуrу графика функ­
ции F(ж) на промежутке [а, Ь] , задается 
уравнением 

lь - 1. . ) у - /4 = --(ж - а , 
Ь - а . 

и, поскольку /4/ь < 0, точка а, пересечения этой хорды с осью абсцисс лежит внутри 
отрезка [а, Ь] и находится из условия у = 0: 

/ь - la -!а = --ь:7(а1 - а) ==> 

Теперь рассматриваем промежуток, один из концов которого а1 , адруrой - тот из кон• 
цов а и Ь, в котором знак функции противоположен знаку функции F(ж) в Точке а1 , 
и в качестве искомого корня вновь берем точку пересечения хорды, стягивающей 
концы дуги графика функции F(ж) на этом промежутке, с осью абсцисс. 

Можно надеяться, что повторяя эту процедуру достаточно долrо, мы получим 
значение искомого корня с приемлемой точностью быстрее, чем методом половинного 
деления. 

§ 3. Нелинейныв уравнения. 
Метод касательных (метод Ньютона) 

Дальнейшее усовершенствование рассмотренных выше методов решения нелинейно­
го уравнения ( 1) § 1 может быть получено за счет использоВания вместо хорд, стяги-
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вающих д.,уrу графика функц»и, касательных к этому графику. Точнее, если хн -

пр��и)l{е!р!е к корню уравщ�ция F(x) :::: О, полученное на N -м шаге, то в качестве 
следующегq. nрfiближения zн+I пред-
лагается взять точку пересечения каса­
тельнрй к rрафику функции F( х) в точ­
ке хн с осью абсцисс (рщ. 2): 

F(хн) 
XH+l = Хн - F'(хн) . (1 ) 

Этот метод привлекательнее·вышеиЗло­
женных, так как он более эффективен 
и позволяет находить в том числе и кор­
ни четной кратности. Правда, в слу­
чае плохо локализуемых корней (когда 
у уравнения имеются близкие несовпа­
дающие корни) в реализации метода 
могут возникнуть определенные труд­
ности . .  Однако они могут быть nреодо­
лены за счет �мее тщательного в·ыбора 
начальногd nриближения. 

а ь 

Рис. 2. Метод касательных 

· На практике метод Ньютонашироко исnользуетсямя вычисления радикалов �. 
Задача нахождения {/а эквивале'А:тна задаче решения уравнения 

F(x) = х"' 
- а = О, 

мя которQГо расчетные соотношения ( 1) nринимают вид 

k - 1 а 
XH+ l = -k-XH + -н· kхн 

Хорошо извест..i;!ый алrоритм извлечения квадратного корня является частным случаем 
(k = 2) этих соотношений. 

Метод Ныdтона является представителем широкой груnnы итерационных методов 
решения нелинейных уравнений, речь о которых nойдет ниже. 

§ 4. Нелинейные уравнения. Метод простой итерации 
Рассмотрим уравненце 

х = Ф(х) 
и, выбрав некоторое начальное значение х0 , nостроим последовательность точек {хн} 
так, чтобы 

хн = Ф(хн-I) . 
Если nостроенная таким сnособом последовательность сходится 

3 х0: Х0 = lim XN, 
N-юо 

ТО ее Предел х0 ЯВЛЯеТСЯ ИСКОМЫМ КОрНеМ ИСХОДНОГО уравнеНИЯ . 

( 1) 

. Процесс �Jl:ptcкaHИ$1: J<Орня, порождаемь1й соотношением (1) ,  называется методом 
простой итера:ции. Важнейший вопрос - о  сходимости ятерационного процесса (1) .  
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Теорема (достаточное усповие СХОАММОСТИ метода nростой итерации). Пусть функция Ф(х) опре­
делена на промежутке [а, Ь] , принимает значения из этого промежутка и непрерывно 
дифференцируема на нем. Пусть, кроме того, на (а, ЬJ вьтолняется неравенство 

\Ф'(х)\ � q < 1 ,  q > O. 
Тогда из любой начальной точки х0 Е [а, Ь} итерационный процесс (1 )  сходится к точ­
ке :rP Е [а, Ь] , являющейся единственным корнем рассматриваемого уравнения. 

'4 Пусть х0 Е [а, Ь] - точка, запускающая ятерационный процесс (l) .  Тогда 'i/ N 
и любого натурального р выполняется соотношение 

Но 

\ХН+р - Хн[ = [XN+p - ZN+p-1 + ZN+p-\ - :Т.:N+р-2 + · · · - ЖN+I + ЖN+I - ЖN\ � 
р 

� 2:::: \zн+i Хн+н \. 
i=l 

l:т.:N+i :Т.:N+i-1 1  \Ф(хн+i- 1 ) - Ф(:т.:N+i-t) l 
и в силу теоремы Лагранжа о конечных приращениях 

IФ(:т.:N+i-1) - Ф(хн+н)l IФ'(�)I · I:т.:N+i-1 - хн+i-21 � qlжн+i-1 - zн+i-21· 
Отсюда легко получаем, что 

IФ(a:N+i-t) Ф(a:N+i- 1 ) 1  � qH+i-1 lxl :т.:о l .  
Тем самым, 

i=1 i=l 
Учитывая, что lз:1 - :т.:0 1 � IЬ - al и q < 1 ,  окончательно получаем 

l:т.:н+р - :т.:н l  < (Ь - a) L ---+ О 'rJ р, N --+  оо. 1 - q 
В силу критерия Коши из последнего соотношения следует сходимость последоватеЛь­
ности ж N при произвольнам начальном приближении з:0 к решению рассматриваемого 
уравнения. 

Покажем теперь, что это решение единствеюю и не зависит от выбора начально-
го приближения. Пусть х0 и 1/ nределы ятерационной nоследовательности (1), 
отвечающие начальным приближениям :Т.:о и Уо соответственно, жо # у0 . Тогда 

х0 = lim хн, жн Ф(жн-1) , у0 = lim Ун,  'ун = Ф(Ун-1 )  N-oo н-оо 
и, следовательно, 

lа:н - YNI = IФ(хн-1) - Ф(УN- 1 ) 1  � qlз:N-1 - YN- 1 1  � · .  · � qн lzo - Yo l . 
Отсюда легко усмотреть, что lim XN lim Ун nри N -+ оо. ..,. 

Заметим, что выкладКИ теоремы nозволяют nолучить оценку точности прибли­
женного значения корня, полученного методом nростой итерации, в зависимости 
от количества итераций. Если :т.:0 корень исследуемого уравнения, то 

х0 = Ф(х0), · жн = Ф(жн-1 )  => jж0 - хн [ == [Ф(з:0) - Ф(хн-1 ) /  < q fx0 - хн-1 ! ·  
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Аналогично 

откуда окончательно заключаем, что 

l xo - хн l < qN l xo - xo l < qN (Ь - а) . (2) 
Количество итераций, необходимое для достижения заданной точности �ж , может 
теnерь быть оnределено из неравенства (2). Если начальное nриближение х0 выбрано 
удачно, то метод nростой итерации позволяет достигать достаточно высокой точности 
при относительно малом числе итераций. 

Для метода Ньютона из доказанной теоремы можно получить nростые достаточные 
условия сходимости. Действительно, в этом случае 

F(:t) Ф(:t) = х -
F'(x) ' 

и условие, полученное выше, nринимает вид 

IФ'(:z:) l  � q < 1 :::} �F���:�x) l < 1 .  

Поскольку F(x) близко к нулю, для выnолнения nоследнего условия достаточно, 
чтобы вторая nроизводмая функции F( :t) была ограничена, а первая была бы не очень 
маленькой. 

Прммер. Рассмотрим уравнение ж3 + 3ж + 1 == О, которое в § 1 мы решили методом nоловинного деления, 
достигнув за 11 шагов точности 10-3 . Заnишем его в виде ( 1 ), nригодном для итераций, nоложив 

ж1-_1 + 1 
ЖN = 

3 
и взяв в качестве начального nриближения z0 == -o,s. Последовательность итераций бУNJТ иметь 
следующий вид 

ж0 == -O,S ==> z 1  == -0,29167 ==> 2:2 == -0,32506 ==> 
==> Ж3 = -0,32188 ==> Ж4 = -0,32222 ==> Жs = -0,32218  :!:::::} 

Точность 10-3 достигнута уже на 4-й итерации. 
Скорость достижения корня регулируется не столько начальным nриближением, скольКо величи­

ной q , ограничивающей nроизводную. В рассматриваемом примере \Ф' (ж)\ ::::: х2 , и q ---' величина 
порядка 10-1 , а это в соответствии с (2) обесnечивает достижение требуемой точности (в д&нном слу­
чае - 10-3 ) за 3-4 итерации. Положим, например, ж0 = О. При этом 

ж 1 = -0,33333 ==> ж2 = -0,32099 ==> ж3 = -0,32231 ==> 
==> ж4 = -0,32217 ==> Xs ::::: -0,32219 ==> ж6 == -0,32218 :t:::::} 

и требуемая точность достигнута уже на третьей итерации . .., 

Если условие q < 1 не будет выполнено, то ятерационный процесс может как схо­
диться, так и не сходиться к корню. Условия теоремы носят достаточный, а не необ­
ходимый характер - можно привести nримеры сходящихся ятерационных процессов, 
для которых указанное условие не выnолняется. Эти примеры возможны в ситуации, 
когда в точках хн модуль производной IФ' ( х) 1 оказывается как болыJ.Iе, так и меньше 1 .  
Если же q > 1 во всей области, где эволюционирует ятерационный процесс, то он, 
конечно, сходиться не будет. 

Продолжение прммера. Отметим, что дnя рассмотренного уравнения мы могли бы построить и другой 
итерационный nроцесс, например, 

ж],_ 1  + 3 ' 
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который nолучается из исходного уравнения с nомощью следующих рассуждений 

х3 + 3z + 1 О => х2 + 3 + � = О => х = -
х

2 � 
3 

• 

Для него итерационный nроцесс также довольно быстро сходится к искомому корню 

Хо = 0 => Х1 = -0,33333 => z2 = -0,32143 => 

=::} Хз = -0,32224 => :r;4 = -0,3221 8  =::} Xs = -0,322 19 => . . . . � 

§ 5. Системы непинейных уравнений 
В общей ситуации, когда стоит задача решения системы нелинейных уравнений, круг 
основных идей и методов остается тем же, что и для случая одного уравнения - зто 

итерационные методы и их модификации. Однако собственно вычислительная сторо­
на реализации упомянутых процедур становится существенно сложнее в техническом 
nлане. 

Рассмотрим систему { F1 (x) == FJ (X J , Х2, . . . , Xn) О, �'.(�). � 
.
F�(�:

: 
�:·. : : : :  .�:) -� 0: 

Fn(X) == Fn(XI ,  Х2, . . , , Xn) == О. 

Переписав ее в эквивалентном виде { х, = Ф 1 (х 1 ,  х2 , . . . , Xn), 
Х2 = Ф2(х 1 ,  Х2, • • •  , Xn), 

• • •  о о • • � • •  о .. . . ..  о ,. • •  о о • • •  

Xn = Фn(XI ' х2 • . • .  ' Xn). 
nостроим итерационный nроцесс 

условия сходимости которого можно получить аналогично тому, как зто было сделано 

в случае одного уравнения. 

На основе предложенного итерационного процесса может быть построена его мо­

дификация, являющаяся аналогом метода Зейлеля для линейных систем: 

xf+l Ф 1  (xf, xf, . . .  , х� ) .  
N+l ф ( N+l N N) х2 = 2 х 1  , Х2 , • • •  , Xn , 
N+! ф ( N+l N+ !  N) Хз = 2 xl ' х2 ' . • .  ' Xn ' 
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Аналогом метода касательных в рассматриваемой ситуации будет метод Ньюто­
на, для оnисания которого нам удобно использовать следующие векторно-матричные 
обозначения: 

Символом � обозначим матрицу Я коби первых производных векторной функции F 
дFt дF1 8Ft 
дхi дх2 д :сn 

дF = ( дFi ) = 
д:с д:сj 

дF2 
д:сl 

дF2 дF2 
д:с2 д :сn 

.. . . . . . . . . . . . . .  � . . . � .. . . . .. . 

дFn дFn дFn 
дх 1  д:с2 д:сn 

В этих обозначениях для уравнения F(x) = О ятерационный метод Ньютона прини­
мает вид 

где [ �] -t - матрица, обратная к матрице Якоби. 
Можно доказать следующую теорему, обобщающую на систему условия сходимо­

сти итераций, полученных по методу Ньютона для одного уравнения 

Теорема. Пусть в некоторой окрестности решения х0 системы уравнений F(:c) = О норма 

матрицЬl [�Г1 ограничена и ограничены вторЬlе частнЬlе произеодные 8�2bxj. Тогда 

итерации, построеннЬlе пометоду Ньютона, сходятся к решению системЬl. 

В заключение отметим ,  что основные вычислительные усилия метода Ньютона 
чаще всего связаны с пересчетом матрицы, обратной к матрице Якоби вычисление 
nроизводных и обращение матрицы Якоби, как правило, оказывается более rромозд­
кой и трудоемкой процедурой, чем вычисление значений функции. На практике часто 
nоступают так - фиксируют достаточное близкое к корню nриближение :с* и строят 
итерации по nравилу 

N [дF(:с*)] -1 
( N). :с - --- · F :c  д:с ' 

тем самым несколько снижая скорость сходимости итераций,  но зато значительно 
уменьшая трудоемкость каждой итерации. 
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИЙ 

При вычислении значений функции у =  /(ж) с помощью вычислительных устройств 
часто бывает удобно пользоваться процедурой вычисления значений другой функ­
ции 1,0(ж), в некОтором смысле «похожей• на вычисляемую, но «более удобной с вы­
числительной точки зрения•. В зависимости от того, как формализуются понятия 
спохожести• и «удобства вычислений•, строится конкретная постановка задачи. 

1'1рммер 1. Пусть функция у = /(ж) задана таблицей своих значений, т. е. известны значения /(ж;) = f; 
фунiЩИи в некоторых точках жо < ж1 < . . .  < ж,. . Задача состоит в вычислении значения функции /(ж) 
8 точке ж #: ж; . Можно сказать, что в данном случае •удобство• вычислений состоит в возможности 
IIЬlЧИсления значения функции /(ж). Пусть функция l"(ж) такова, что способ вычисления ее значения 
в точке ж #:  ж; известен, И пусть, кроме того, •похожесть• l"(ж) и /(ж) регламентируется требованием 
соепадения их значений 8 тех точках, где заданы значения у = /(ж) : l"(ж;) = /(ж;) V i = О, 1, . . .  , n. 
Полагая /(ж) = l"(ж), мы получаем возможность вычисления значений искомой функции и в тех точках, 
где она не задана своими табличными значениями. Если 
жо < ж < ж,. то говорят о задаче интерполяции, в про- У 
тивном случее - о задаче экстраiЮЛRцнн (рис. 1 ) .  

Ясно, что без дополнительных ограничений на функ­
цию l"(ж) так сформулированная задача имеет беско­
нечно много решений ·- через данные n точек (ж;, /;) 
на ПJЮСКости можно провести сколько угодно различ-
ных кривых. Обычно, с целыо сужения множества воз- /,. можных решений, в рассматриваемой задаче конкре­
Тизируют класс интерполирующих (экстраполирующих) 
фунiЩИй - ограничиваются, скажем, многочленами или х0 х1 xi х,. 
тригонометрическими многочленами заданной степени 
и т. n. и таким сnособом делают задачу осмысленной Рис. 1 .  Интерполяция 
с математи'lfiСIСОЙ точки зрения. • 
Пр1818р 2. Пусть в ситуации, описанной предыдущим примером, значения функции у = /(ж) получены 
с некоторыми nогреwностями 6; , так что табличные значения имеют вид 

/(ж;) = /(ж;) + 6;, i = О, 1, . . .  , n, 
где /(ж;) - точные (но неизвестные!) значения функции /(ж). Заменяя функцию f(ж) функцией \"(Ж) ,  
уже бессмысленно требовать совпадения значений этих функций в точках ж; - удовлетворение этого 
требования приводит к необоснованно сложным выкладкам по построению l"(ж) и громоздкому выра­
жению дnА нее, и в то же время не улучшает точности представления функции /(ж) функцией l"(ж) 
из-за неточного задания табличных значений /. В этой ситуации разумнее выбирать функцию l"(ж) как 
можно более nростой, а близость /(ж) и l"(ж) понимать как близость в смысле некоторого критерия 
Ф(/, 1") -+ min, описывающего суммарное отклонение функции l"(z) от /(ж) в тех точках, где заданы 
табличные значения. В качестве критерия Ф(/, 1") близости можно взять, например, один из следующих 

" 
ФJ(/, 1") = Е  1/(ж;) - l"(ж;)l -+ min, 

i=O 

.. 
Ф2(/. 1") = Е 1/(ж;) - I"(Z;)I2 -+ min, 

i=O 
Фэ(/, 1") = max 1/(ж;) - l"(ж;)l -+ min. о�;�,. 

Ясно, что кроме указанных выwе, возможны и другие меры близости. • 
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_Так сформулированная задача называется задачей с2Лажuвания. ОrМетим, ЧТ<:)>ПО.. 
нятие «простоты» аппроксимирующей функции при постановке конкретной задачи 
сглаживания нуждается в уточнении. 

§ 1 .  Интерполяция многочленами 
Пусть на отрезке [а, Ь] определена функция J ( х) , обладающая некоторыми, оговорен­
ными ниже, свойствами гладкости и пусть в точках а = х0 < х1 < . . .  Xn = Ь заданы ее 
значения /; = J(x;) , i = О, 1 ,  . . .  , n . Построим многочлен наим�ньшей возможно� 
степени, принимаюiций в точках Xi те же значения, что и функция �(х) 

, , (t) 
Имеет место 

Теорема. Поставленная задача однозначно разреШима для любо2о ��бора значений {/;}f=1 
в классе многочленов, степень которых не превышает n; ' '  

: l  < 

� Условия ( 1) приводят к системе линейных уравнений 
· .:  ' { ао + а1 хо + а2х� + . . . + anx� ='Jo, 

��.�. ���.�. � �.2.�� � .. .. .. . �. ���� .�. �� · ' 
2 n ., ао + a1 xn + a2xn + . . . + anXn = Jn 

относительно коэффициентов { ak} k=O искомого .мноrочлена. Ее определитель 

W = . . . . . . . . .  ' . . . .. . .. . . . � . . � . .  

х" n 
- это определитель Вандермонда. Он не обращается в нуль, если только все узлы ин­
терполяции (точки х;) различны � система совместна и имеетединственное решение. 

В то же время решить поставленную задачу многочленом, стеnень которого ниже n, 
вообще говоря, нельзя. Если бы это было возможнопри лiОбых иеходныХ данj{Ы:х, то 

система n + 1 уравнения с т +  1 неизвестным, n > т, была 'бы всегда разреШима. 
Однако это не так - ранг матрицы системы в силу х; # х; ,  i # j ,  равен т + 1 ,  
но всегда можно придумать такой исходный набор /i,  что ранг расширенной матрицы 
будет больше и, следовательно, система окажется несовместной; 

Многочлены же, степень которых превышает n, из указанной системы не мoryr 
быть определены однозначно . ..,. ' 

Многочлен Pn ( х) , принимающий в заданных. n + 1 точке те же значения, что и функ­
ция J ( х) , называется ее интерполяЦионныммногочленом Лагранжа. Как по казана выше, 
интерполяционный многочлен ЛаграНжа существуе'f';Для п{Юизв0m.ньriоi:1-l'fuрпоitяци­
онных данных и определяется ими единственным образом. 
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1 . 1 .  Каноническое представление интерполяционного многочлена 

Пусть Л; (х) - многочлен степени не выше n, обладающий тем свойством, что 

Л·(х -) =  ' Z т- J , 
{ о 

. ...J_ . 
1 J 

1 ,  i = j. 
(2) 

Как сказано выше, условия (2) определяют функцию Л; (х) однозначно - это интер­
поляционный многочлен Лаrранжа, примимающий в узле с номером i значение 1 ,  
а во всех прочих узлах значение О (рис. 2) . 

у 

Л; (Х) 

ФунКции Л; ( х) образуют базис 
Лагранжа, ассоциированный с рассма­
триваемой интерполяционной задачей. 

1 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - · - - - -

Укажем явный вид многочленов 
Л;(х) . Для этого заметим, что по­
скольку Л;(х) обращается в нуль в n 

xn =Ь х узлах xk, k 1= i ,  и является многочле-

о 
Рис. 2. Базисный интерполяционный мноrочлен 

ном степени не выше n, то он пред-
ставим в виде 

Л;(х) = С(х - хо) . . .  (х - хн)(х - Xi+l)  . . . (х - Xn) .  

Постоянную С определим из условия Л;(х;) = 1 и окончательно получим 

( ) 
(х - хо) . . . (х - Xi- J ) (x - Xi+J )  . . . (х - Xn) 

Л; х = . 
(х; - хо) .. . . (х; - хн )(х; - Xi+J) . . . (х; - Xn) (3) 

Теперь заметим, что линейная комбинация многочленов Л;(х) с произвольны­
ми коэффициентами f; является многочленом, степень которого не превосходит n 
и в силу условий (2) в точке Xj принимает значение /j 

откуда, и в силу единственности, функция Ln(x) - интерполяционный многочлен 
Лаrранжа. 

Каноническим представление.м интерполяционного .многочлена Лагранжа Ln(x) назовем 
следующую форму его записи 

n 
Ln(x) = /оЛо(х) + /1А1 (х) + . . . + fnAn(x) = L: /;Л;(х) . (4) 

i=J 

Заметим в заключение, что функции Л; (х) - стандартные многочлены, определяемые 
только выбором узлов интерполяции и не зависящие от значений /i интерполируемой 
функции. 
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1 .2. Точность интерnоляции 

· Интерполяционный многочлен Лагранжа в узлах интерполяции по оnределению со­
вnадает с интерполируемой функцией. Если интерполируемая функция - многочлен,  
стеnень которого не превышает n,  то интерполяционный многочлен тождественно со­
впадает с ней во всех точках отрезка интерполяции.  

Если же интерполируемая функция не является многочленом, то при х :f: Xi уже, 
вообще говоря, Ln(x) # J(x) и возникает вопрос о качестве интерполяции, т. е. о том, 
насколько велика может быть разница между значениями интерполяционного много­
члена и интерполируемой функции. 

Имеет место следующая 

Теорема. Если функция J ( х) обладает на промежутке [а, Ь J производными до n+ 1 порядка 
включительно и IJ(n+ l)(x) j � С 'V х Е (а, ЬJ , то 

с 
ILп(x) - J(x) l � (n + l )! lwn(x) l , (5) 

где Wп(х) = (х - хо)(х - x t )  . . . (х - х11) . 

Оценка (5) позволяет управлять точностью замены функции J(x) ее интерполя­
ционным многочленом за счет выбора узлов интерполяции Xi .  Известно, что если 
в качестве узлов интерполяции взять нули многочленов Чебышева Tn+ 1 (x) на проме­
жутке [а, Ь J , то правая часть оценки ( 5) достигнет своего наименьшего значения 

(Ь - а)"+1 
max lwn(x) l = 22n+ l 

Любое другое распределение узлов интерполяции приводит к худшей оценке точности. 
Для nрактики важен случай равноотстоящих узлов 

Тогда 

Ь - а  Хо = а, Xj = Хо + jh, Xn = Ь, h = --, j l ,  2, . . . , n. 
n 

wп(х) = (х - хо) . . .  (х - Хо - nh) = (Ь - a)n+l t (t - .;;) . . . (t - 1) ,  

rдe t E  (O, l ] , t =  z�ho · 
Отметим некоторые частные соотношения, связанные с полученной общей оцен­

кой. 

1. Линейная интерполяция с равноотстоящими узлами. 
В этом случае n = 1 ,  lt(t - i) ! � 0,25 'V t Е [О, l ] .  Интерnоляционный многочлен 

имеет вид 

а оценка (5) -

Ь - х х - а Lt (x) · J(а)-
ь 

- + J(Ь)-
ь 

-, 
а - а 
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где 

2. Параболичес�Ц�Я uнтepnOIIJlцuя с равноотстоЯщими у3/lами. 

'Эдесь·п .=:= 2, lt(t ..lO,S)(t - 1)1 ·�  ij V t Е [о, 1] . 
ИilтерnQЛJIЦионНый мноГочлен имеет вид (а + Ь) L2(ж) = /(а)Ао(ж) + / 2 Аt (ж) + /(Ь)А2(ж), 

Ао(ж) = 
2 (ж - .а + Ь) (ж - Ь), (Ь - а)2 2 

4 Аt (ж) = - (Ь _ a)l (ж - а)( ж - Ь) , 

2 ( а + Ь) А2(ж) = (Ь _ а)2 (ж - а) ж - -2- . .  

Оц'енка (S): 
l;, i ,  

3.  КубическаR интерполяция с равноотстоящими у311ами. 
Эдecь n = З, It (t - i) (t - j) (t - l) l ·� ii  V t E [O, l ) .  

Lа(ж) = /(а)Ао(ж) + / (2а: Ь) Аt (ж) + / (а� 2Ь) А2(ж) + /(Ь)А:;(ж), 

rде функции А;( ж) мoryr быть найдены как и выше. 
Оценка (S): 

(Ь а)4 ILз(ж) - /(ж)l � с 1944 

§ 2. Интерполяция кусочно-попиномиапьнымм функциями 
Мноrочленная интерполяция, вкратце рассмотренная выше, �ализует следующие 
Идей: простой фyliкU,ueй, заменяющей искомую, назначается многочлен, а критери­
ем близости является совпадение интерполирующего многочлена и интерполируемой 
функции в заданных точках области определения. На практике для достижения разум­
ной точности интерполяции приходится прибегать к многочленам довольно высоких 
степеней, чtо не всегда удобно. Аппарат кусочио-полиномиальных функций является 
с этой точки: з�ния более привлекательным. 

Пусть на отрезке [а, Ь] заданы точки а = ж0 < ж1 < . . .  < Жn = Ь, разбивающие этот 
аrрезок на n частей. Функция S(ж) , определенная на этом отрезке, называется сплай­
ном r-zo порлдк.а, если на каждом элементе �i = [жi ,  Жi+ t ]  разбиения отрезка [а, Ь] 
он� .JlВJUieтcil. м}{оrочлеиом степени не выше т. В точках {Жj }j;;;;: эти мноrdчлены 
опредеnеНJJЫJ.( образом •смепваю:rся», при этом качество смейки регулируется де­
фекп:юм с�·� .мы .говорим1 что рассматриваемый сплайн и}dеет дефект q, если 
в каждой из точек сопряжения у функции S(ж) существует не менее r - q неп�рывных 
Производных. 
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2.1 . Сппайны первого nорядка дефекта 1 ' 1' ' t 

Как следует из данного выше определения, сплайн перврrо JЮрмка дефеrсrа ! ,,...- .по 
кусочио-линейная на промежуrке (а, 6] фуцкция, с изломами в y;m:�x {z,}j;: (ри�.· 3). 

Поскольку на каждом элементе разбие-
· 

ния �i = [ Xi , х1+ 1 ] линейная функция едно­
значно определяется своими значениями в 
концах, задача интерполяции функции f (х) 
по ее значениям в узлах { z;} 1=о кусачно-ли­
нейной функцией S/ (х) всегда однозначно 
разрешима. 

Введем в рассмотрение «единичные• 
интерполяционные функции 

Ai(x), i = О, 1 ,  . . . , n, 

у 

Хо Х1 Х; Х11 Х 

Рис. 3. Смаllн 1 -ro nорllдКВ дефекта 1 

определяемые условиями: А;(х) определена на [а, Ь] и линейна на каждоц �ем_енте 
разбиения, в узлах {xj}j=o функция Ai(x) удовлетворяет условиям 

· · · 

' . ' . - { о, i ::f:. j, А,(х3) - 1 . . 

' * = J.  
Легко видеть, что фуt�кции А1(х) задаются !=OOriюw�tlи�и 

X - Xi-1 
--- , х Е [Xi- 1 •  Xj], Xi - Xi- 1  

.z - Xi+l 
Zi - Zi+l 

дЛЯ всех внутренних узлов i = 1, 2; . . . , n - 1 и соотноШениями 

Ао(х) = {· :0-=-�1 , х Е [хо, Z t ] . Ап(z) 
=
{ ;,..-=.::�� � . .  � EJ�n-l! жпJ,., ·� 

О,  х � {жо , Х t } . О, z � (Жn-l . жn) 
дЛЯ крайних узлов. Iрафики функций А; (х) представле�:�ы на рис'. { ' : ·; ,. 

у у у 

Хо х1 Х X;-l Х; Хн1 Х Xn-l Х11Х 
Рис. 4. Функции A;(z) 

В соответствии с принятой нами терминологией они образ:ую'tбазис Лаrранжа, ас­
социированный с рассматриваемой ин:терполяционной задачей. Сmmйн S/(ж);. nри,. 
нимающий в точках {xi}j=o заданные значения IJ,  может быть nредставлен в виде·. ·  

1 . ' ' ' '. ' '.• ' ' : ' � 
S1 (z) = /оАо(ж) + ftAt (х) + . . .  + /пА,.(ж). 
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Точность интерполяции гладкой функции /(х) кусачно-линейной S/ (x) не хуже 
� 1 е = M-g,  где h = max lxi+J - xi l ,  М = max 1/ (x)l . Этот результат немедленно 

i [a,bj 
следует из общей оценки точности интерполяции § l .  

2.2. Сnлайны третьего порядка дефекта 2 

у 

Рис. 5. Сnлайн 3-ro nорядка дефекта 2 

х 

Функция s§(x) является сплайном Тре­
тьего порядка, если она на каждом эле­
менте разбиения совпадает с некоторым 
многочленом, степень которого не вы­
ше третьей. То обстоятельство, что де­
фект сплайна равен двум, означает, что 
в точках х i склейки двух различных мно­
ючленов у них есть общая касательная 
(рис. 5) . 

Сплайны третьего порядка дефекта 2 являются естественным аппаратом для реше­
ния задачи интерполяции функции вместе со значениями ее производной. Действи-
телъно, заметим, что выполняется следующее 

Утверждение. Если па промежутке [ х; , Xi+ 1 J задана произвольноя гладкая функция 
f (х) ,  то существует единственный многочлен, степень которого не превышает третьей, 
принимающий на концах отрезка те же значения, что и J(x) , и производпая которого 
на концах отрезка принимает те же значения, что и производпая !'(:с). 

у 

. 
Х; 

у 

. х 
X;+J 

-4 Для доказательства этого факта заметим, что функция Л�(х) , принимающая в точ­
ке х; значение l ,  в точке xi+l - значение О, и производные которой в этих точках 
равны нулю, может быть определена однозначно (рис. 6) , если известно,  что она явля­
ется многочленом степени не выше третьей. Действительно, функция 

Л?(х) = _2 ( Х Xi+ l ) З + З ( Х - Xi+l ) 2 
:Cj - Xi+l Х; - Xi+l 

удовлетворяет всем предъявленным выше требованиям. Если предположить, что су­
ществует еще одна функция, удовлетворяющая тем же требованиям, то их разность 
будет мноrочленом, степени не выше третьей, примимающим на концах отрезка ну­
левые значения месте со своей nроизводной. Несложные выкладки показывают, что 
такой многочлен является тождественным нулем. Аналогично устанавливаем, что 
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у у 
х х 

однозначно определяемая функция 

nринимает в точке ж; значение О, в точке ж;+ 1 - значение 1 ,  а nроизводные ее в этих 

точках равны нулю. Так же легко можно nостроить однозначно оnределешf'Ьiе функ­

ции л!{ж) и л]+ l (ж) (рис. 7), nримимающие на концах рассматриваемого nромежутка 

нулевые значения и nроизводные которых в соответствующих концах равны соответ­
ственно О и 1 . 

Теперь сnраведливость доказываемого утверждения очевИдна - многочлен Рз(ж) , за­

даваемый соотношением 

решает nоставленную задачу. а. 
Пусть функция f(ж) оnределена и непрерывнодифференцируема на отрезке !а, Ь] 

и задано разбиение а = жо < ж1 < . . . < Жn = Ь. Рассмотрим задачу построения 
на заданном разбиении отрезка {а, Ь] кусачно-кубической функции, интерполирующей 
значения функции f(ж) и ее производной. 

Приведеиные выше соображения nоказывюот, что эта задача всегда однозначно 

разрешима и ее решение дается сплайном 

n n 

s5 (ж) = I: f(ж;) . л?(ж) + 2: /'(жi) . л; {ж) , 
i=O i=O 

( 1 )  

где функции А? (ж) и N (ж) - «единичные» сплайны, ассоциированные соответственно 
с задачами f(жj) = О ,  j =/= i, f(ж;) = l ,  /1(жj) = О, j О, 1 ,  . . .  , n и f(жj) = О, 
j = О, 1 , . . . , n,  !'(жi) = l, !'(жj) = О, j =/= i. Легко nонять (рис. 8 и 9), что они 

являются склейкой функций Л?(ж) (Лi {ж)) на промежутках, смежных с i -м узлом 

разбиения. Особо отметим, что на каждом элементе разбиения сумма ( 1)  содержит 

не более четырех слагаемых, так как функции л? (ж) и Al (ж) отличны от нуля только 

на nромежутках, смежных с i-ым узлом разбиения. 
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. : 1 1 
: 
1 . 1 1 

Xi 

!1 

Xn Х xl 
Рис. 8. Функции А?(ж) Рис. 9. Функции AJ (ж) 

2.3. Cnnaiiнw третьего nорядка дефекта · 1  
Функция SHz) является сплайном третьего порядка дефекта l ,  сели на каждом про­
межутке разбиения она яllЛЯ�ся многочленом степени не выше третьей и в узлах 
разбиения Zi эти многочлены склеены так, что эта функция обладает непрерывными 
пройзводнымидо второго порядка включительно. 

· .  Заметим, Что Для однозначного задания сплайна третьего порядка дефекта 2, не­
обхОдимо Зада11> 'е'го значения, вообще говоря, во всех узлах {zi } ,  i l, 2, . . . , n, 
а таюке наложить еще два дополнительных условия, которые, как правило, связаны 
с nеведенйем сп.лайна в крайних тОчках отрезка. 

• Как показывает соотношение (l), кусочио-кубическая на промежутке [а, Ь] функ­
ция может быть одноЗНаЧно ·определена набором из 2n + 2 чисел - n + 1 значения 
сnлайна и n + 1 значения его nервых nроизводных в узлах. Если считать значения 
сплайна заданными, то нам не будет хватать еще n + 1 значения его nроизводных. 
Условие непрерывности втОрых провзводных в узлах - это n - 1 связь, наложенная 
на n + 1 недостающий nараметр. Следует добавить еше два условия, что, конеч­
но, не rараwmрУ�J)ЗЗрешимости (и; тем более, однозначной) поставленной задачи, 
но nозволяет надеStiься на таковую. • 

3амечlнме. Система условий 
d2 \ (  -) d2 ' <· +) J;iSз ж; = dz2 Sз ��:; . •  i = l, 2, . ,. . , n - l, 

где череЗ f(:rГ) и /(z+) обозначаются значения функции f(z) вrочке :z; слева и справа соответственно, 
прс:асrавuет собой систему n - 1 линейного уравнения с n + 1 неизвестным и добамение еще двух 
условий уравнивает количество неизвестных и количество уравнений. 
Эти дополнительные к значениям сплайна в узлах условия поро:ждаются характе­

ром решаемой задачи, имеюшейся информацией о поведении сплайна и, как nравило, 
являются условиями одного из следующего типов: 

- задаются значения nервых nроизводных в концах отрезка 

d 1 1 
dzSэ (Ь) = fп ,  

- задаются значения вторых nровзводных в концах отрезка 

d2 1 2 d2 1 
dж2Sз (a) = Ja ,  dz2 Sз(Ь) J�, 

- задаJО'I'Ся условия равенства nервых и вторых провзводных в концах отрезка 

�Sз1"(а.)· �· �Sз1 (Ь\ f/.2 st( ) d2 81 :(· ) dz .dz ., dж2 3 а = dz2 3 Ь · 
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Вышеизложенное делает естественным исnользование сплайнов в качестве интер­

nолирующих функций. Если функция f(,;) определена на отрезке (а, Ь) и заданы ее 
значения в узлах интерnоляционной сетки, то, дополнив массив этих значений лю­
бой nарой nеречисленных выше доnолнительных условий, мы получим возможность 
nостроить единствеtJный сnлайн третьего nорядка дефекта l ,  удовлетворяющий этим 
условиям и nримимающий в узлах сетки те :же значения, что и интерnолируемая функ­
ция. В заключение заметим, что мияние, оказываемое доnолнительными условиями 
на сnлайн, с удаленнем от концов nромежутка ослабевает. 

§ 3. Дробио-рациональная интерполяция 

Более гибким инструментом интерnоляции, в сравнении с многочленами и сnлайна­
ми, являются дробио-рациональные функции. Они оказываются особенно удобными 
в ситуациях, когда следует адекватно отразить свойства интерnолируемой функции, 
связанные с выпуклостью, резкими скачками на маленьких промежутках или, если 
интерnолируемая функция оказывается неоrраниченной на конечном nромежутке, 
а также в некоторых других случаях. 

Пусть ,;i , i = J ,  2, . . . , n ,  - заданные узлы интерnоляции и /(zi) - соответству� 
ющие значения интерnолируемой функции. Положим 

( ) """ ap:r!' + ap_1:r?-1 + . . .  + a1:r: + ао _ R(. ) 1 :r: ...... . - :r: '  {Зqz'l + /39-I,;H + . . . + fЗ1z + f3o 
где р + q = n - 1 ,  и найдем коэффициенты а" и /3i из условий /(zi) = R(zi) , 
i = l ,  2, . . . , n. Последние приводят к системе n линейных уравнений 

q р 
/(жJ) L: f3"ж1 - L: a,z! = О, 

в=О •=0 
IJ 11 

/(ж2) Е {З,ж� - Е a,:r:� = О, 
s=O t=O 

IJ р 
f(,;n) L fЗ,z� - Е a,:r:: = О  

•=О в-=0 

относительно (р+ l) +(q+ 1) = p+q+2 = n+ l  неизвестного коэффициента, которая 
рсегда разрешима. 

Рассмотрим функцию 

� . .1! 
F(z, у) = 11 Е {3��· - Е ����· 

�� •=О. 
В предположещщ, чtо »�еет место дpoбнo·p�flQti�JJJЩM lftr:t'�n•ЩUI� ���'Ot(, 
что F(z, у) =  О 'V z, у = R(z) . По�му оц�деJJит�• 
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у ху х2у xqy х х2 хР 

f(xt )  Xtf(xt )  xif(xt ) xrJ(xt ) Xt х� х': 
6. =  f(xz) xzf(x2) x�j(x2) x�j(xz) х2 х� � = о 

f(xn) Xnf(xn) x�j(xn) . . . x�J(xn) Xn х� . . . :z!n 
для любых х и у. Его разложение по первой строке дает нам возможность найти коэф­
фициенты многочлена F(x, у) и, тем самым, коэффициенты дробио-рациональной 
интерполяции. 

§ 4. Сглаживание и метод наименьших квадратов 
Если значения интерполируемой функции известны неточи о 

i(x;) = f(x;) + Ь;, i = О, 1 ,  . . .  , n, 
то интерполяция не очень целесообразна и усилия, потраченные на построение интер­
поляционного многочлена (или сплайна) , могут оказаться неадекватными результату. 
В этой ситуации более разумным представляется подбор некоторой функции ер( х) ,  
пусть и не  проходящей через все точки (х; , j(x;)) , но достаточно близкой к ним 
и в то же время имеющей более «Простую>> структуру, чем интерлоляционный много­
член высокой степени (удобно представима в аналитической форме, легко вычислима 
и т. л.) . 

Высказанные выше соображения могут быть формализованы по-разному. М,ы 
рассмотрим здесь следующую постановку: 

пусть ср(х, а 1 , а2, . . .  , ar) - известная функция переменной х, определенная на от­
резке [а, Ь] при любых значениях параметров aj , j = 1 ,  2, . . .  , r. Будем говорить, 
что ср(х, а1 , а2, . . .  , ar) является МИК-приближением (т. е. приближением метода 
наименьших квадратов) для f(x) , ·если существует такой. набор лараметров aj , j = 
1, 2, . . .  , r, что 

n - 2 . 
S(at .  а2, . . .  , ar) = 2: (ср(х; , а1 ,  а2, . . .  , ar) - f(з:;)) -+ min. (1) 

i=l 

Критерий (1) приводит к системе уравнений 

{ a�; S(at , a2 • · · · · ar) = 0, i = l , 2, . . .  , r, (2) 

для нахождения параметров а1 , а2, • • •  , ar . Если сглаживающая функция зависит 
от параметров лИнейно, то система (2) также линейна и может быть легко разрешена. 

Заметим, что найденная таким способом функция ср(х, а1 , а2, . . .  , dr) не обязана 
ни в каком разумном смысле (кроме оговоренного!) походить на истинную функ­
цию f ( х) .  Для тех же исходных данных можно «назначитм другую функцию, по кри­
терию ( l) построить систему (2), разрешить ее и получить другую функцию, сrлажи­
вающую те же данные. Предлагаемый метод из заданного к.ласса функций выбира­
ет наилучшую в смысле критерия ( 1 ) ,  но не дает никаких указаний по выбору этого 
класса. 

Рассмотрим несколько примеров. 
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4.1 .  Линейное сrпаживание 
Найдем линейную функцию <р(х, а1 , а2) = а1х + а2 , которая в смысле крите­
рия ( l) наилучшим образом сглаживает экспериментальные данные f( х;) = f ( х;) + oi , i = О, 1 ,  2, . . .  , n .  С целью упрощения выкладок будем считать в дальнейшем, что 
выnолнено условие 2:: :t; = о. Для этого достаточно ввести новую независимую пере­
менную 

X = x - n +  

Система (2) заnишется в виде 

откуда 

Поnробуем теnерь ответить на воnрос о том, наскQЛько хорошо нам удалось ре­
шить задачу сглаживания, имея в виду следуюшее: пусть истинная кривая задается 
соотношением у =  f(:r.:), значения f{x;}, взятые нами для nостроения сглаживающей 
функции, не являются точными и не сильно отличаются от истинных 

J(x;) = /(х;) + 6; , i = О, l ,  . . .  , n, 
здесь бi - ошибки измерения (рис. 10). 

у ' t у = al.,; + а2 

!у � t<x> ' : 
хо xi Х11 Х Хо Х; 

Рис. 10. Эксnериментальные точки и сглаживающая nрямая 

Применив метод наименьших квадратов 
к значениям /(х;) , мы nостроим прямую 
(рис. 10) у =  а1:t+а2 , МИНИМИЗИрующуюсум­
му квадратов отклонений от эксперименталь­
ных точек. Эта прямая должна представлить 
функцию у = /(z) в том смысле, что в любой 
точке отрезка [а, Ь] не известное значение этой 
функции мы будем заменять на значение най­
денной линейной (рис. 1 1}. Хотелось бы уметь 

у 

Х; 

Рис. Н. Погрешность сrлаживания 

отвечать на вопрос о том, каквелика можетбыть разница-А(х) = la1 х+а2 - f(x )1 , если 
известны параметры ошибок измерения б; . Исчерпывающий ответ на поставленный 
воnрос дает анализ .вероятностных характеристик ошибок бi . Здесь же мы получим 
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некоторые результаты, носящие качественный характер, предnолагая только, что все 
ошибки измерений равномерно ограничены - l бt 1 � е, i = О, . . . , n, - и истинная за-
висимость линейна - f(ж) = А1ж + А2 • • 

При этих допущениях модель измерений имеет вид 

f(жi) = АtЖ + А2 + Oi, i = О, l , . . .  , n. 
Из соотношений (2) получаем - 2 L: Жtfi L: Жj(АtЖ + А2 + бi) А L: Жj А L: Жj R а1 = '"' 2 = '"' 2 = J '"' 2 + 2'"' 2 + ар 

L...J ж1 L...J ж1 L...J ж . L...J ж. 
а2 = n: l 2: .h = n: 1 2:(Atж + A2 + бi) = n� 1 '2: жi + A2 + Ra2 • · 

Учитывая, что L: ж1 = О , переnишем эти соотношения в виде 

. L: Жtбi 1 at - At = � ·  а2 - А2 = -- L бt. 
L...J ж1 n + 1 

В силу неравенства Коши-Буняковекого 

1 L Жtбi l � VL жf ·  VL бf, 
nоэтому 

Заметим, что величина 

Uz = J n: 1 2: жi 
характеризует диапазон изменения независимой переменной. 

Пусть ж• - произвольная точка из оТрезка [а, Ь] . В этой точке полученные выше 
оценки дают 

4(:r:•) = \at:r:• + а2 - Аtж* - А2 ! � Ja t - A t i · J:r:* l + la2 - A2l � ec::l + t) . 
Эта оценка позволяет сделать следующие заключения: сглаживание тем качественнее, 
чем шире диапазон изменения переменной, при этом точность сглаживания выше 
в середине промежутка изменения независимой переменной и ухудшается к краям; 
уменьшение величины е ,  т. е. повышение точности исходных данных, увеличива­
ет точность сглаживания (впрочем, это ИН'!УИТИвно ясно и без всяких выкладок) . 
Еще раз отметим, что приведеиные выше рассуждения носят качественный характер 
и по необходимости грубы. Более точное исследование требует более тонких методов. 

4.2. Линеiное по параметрам сглаживание 
Совершенно аналогично вышеизложенному строятся процедуры сглаживания любы­
ми другими, не обязательно линейными по независимой переменной функциями. 
Важно только, чтобы они были линейны.ми по параметрам 

r 
<,о( ж, а1 , а2, . . .  , ar) = L Щ!f';(:r:). 

j=l 
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При D8N критерий (1) приводит к системе (2) линейных уравнений относительно 
неизвестных параметров, которая может быть эффективно разрешена. 

Следует только иметь в виду вот какое важное обстоятельство - если сглаживаю­
щие функции IР;(ж) обладают свойством ортогоналъности на интерполяционной сетке 
а = Жо < ж1 < . . .  < Жn = Ь 

r 
2: IР;(ж,) · 'Рk(ж,) = О, j # k, 
s=l 

то система (2) имеет очень простую структуру, а полученные параметры оказываются 
независимыми. В противном случае параметры зависимы, что может вызвать некото­
рые затруднения при анализе их точности. 

§ 5. Интерполяция функций двух ,перемеиных 
Пусть D - замкнутое dграниченное множество на плоскости, Р;,; = (ж; , Yj) .  
i = l ,  2 ,  . . .  , n, j = 1 ,  2 ,  . . . , m, - точки из D ,, выбранные н�крrорым специальным 
образом, и IР(Ж, у; а. , а2 , . . .  ' an) - класс функций, каждая из которых однозначно 
задается значениями параметров а; .  Рассмотрим задачу нахождения параметров aj 
так, чтобы функция !р(ж, у; а1 ,  а2, • • •  , an) (и, возможно, ее производные) принимала 
в узлах Р;,; такие же значения, как и заданная на D функция /(ж, у) . 

Ясно, что без дополнительных оговорок относительно соотношения между ко­
личеством параметров и количеством интерполЯ:ционных ограничений поставленная 
задача является неопределенной. Кроме того, в рассматриваемом случае важную роль 
играет не только количество узлов интерполяции, но и их расположение, существенно 
В11И'J1J01Цее на разрешимость поставленной задачи. Полное решение задачи в случае 
произвольных функций !р(ж, у; а1 , а2, • • •  , an) достаточно затруднительно. 

Мы :щесь рассмотрим некоторые частные случаи общей теории. В качестве D 
будут выступать множества простой геометрической структуры - треугольник, пря­
моугольник или их объединение (в конечном числе). В качестве интерполирующих 
функций будем рассматривать многочлены или функции, являющиеся склейкой мно­
гочленов. Основным требованием к избранному классу функций является требование 
однозначной разрешимости задачи интерполяции в этом классе функций. 

Пусть ff.j9 , i = 1, 2, . . .  , n, j = 1 ,  2, . . .  , т, р, q = О, 1 , . . .  , - интерполяци-
онные данные (это могут быть значения !ц = tfj0 интерполируемой функции или 
значения ff.j9 , р # О u q # О, ее производных). 

Осн()(lной интерполяционной задачей мы назовем задачу нахождения многочлена 
М(ж, у) , который в заданных узлах Р;,; принимает заданные значения tfj0 и производ­
ные которого примимают в узлах Интерполяции заданные значения fr./, р # О u q # О, 

�к и в случае одномерной i-цперполяциц, базисом Лагранжа, ассоциированным с основ­
ной интерполяццонаой :шдачей, назове1,1 совокупность многочленов Af:J(ж, у) , удовле-
5зак. 64 
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творяющих «единичным» исходным интерполяционным данным 

днr k l { 1, i = и n j = v n s = k n r = l, 
А. '. Pu v = д:с8дуr I,J( ' ) · О, i :/; и U j :f: V U 8 :/; k U '/' :f: l. 

Легко установить, что если базис Лаrранжа существует и единствен, то для про­
извольных интерполяционных данных поставленная задача однозначно разрешима 
и искомый интерполяционный многочлен может быть nредставлен в виде 

М(:с, у) = 2:::: Jf:/Af.J . 
i,j,p,q 

Перейдем к рассмотрению конкретных интерполяционных схем. 

5. 1 .  Прямоугольная интерполяция. Чеrь�рехузловая схема 
Пусть D прямоугольник на nдоскости, стороны которого параллельны осям ко­
ординат (рис. 12, слева) . Выберем в качестве узлов интерполяции вершины прямо­
угольника Ро,о = (:со, Уо) ,  Po, t  =. (.а:о. у,)., Р1 ,о =•(:с ! ,  Yo), Pr,t ;:;::: .(:ct ; YJ ). Пусть Jо,о• 
!o, t . !t,O• !t,J - произвольные числа. Тогда 

существует единственный многочлен, линейный по :с при каждом у, и линейный по у при 
к:аждом :с, прини.мающий в узлах Рц заданные значения fц . 

у у Yt -··о m Yj 

У о ---
---

: 1 ' ' 
' ' 

Хо х, х xi х 

Рис. 12. УЗ!!ЪI nрямоугольной интерnоляции 

.,.. Функции Ац(:с, у) (рис. lЗ), оnределеннЬ!е на nрямоугольнике D соотноше­
ниями 
z A;J (:c, у) = A;(:c)Aj(y), 

где As(t) - базисные функции Ла­
rранжа (являющиеся многочленами 
первой степени), ассоциированные 
с двухточечной интерполяционной 
задачей на промежутках f:c0, :c , J и 

__ __",,..r,,l [!!о, Y1l соответственно, образуют 

Рис. 13. Базисная функция Лt,l (z, у) 

базис Лаrранжа, ассоциированный 
с рассматриваемой интерполяцион-

х ной задачей. Поэтому многочлен 

1 

М1 ,1 (:с, у) , задаваемый соотноше­
нием 

м,, , (:с, у) =  2: f;JAч(:-e,y), ( l) 
i=O,j=O 
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оnределен однозначно, в узле Рц принимает значение /ц и, следовательно, является 
решением исследуемой задачи . .,. 

Пусть теnерь в вершинах прямоугольника наряду со значениями функции 
!ц = J�j 

заданы еще и значения ее частных nроиэводных 
дJ \,0 дJ 0,1 
/Jz (Pi,;) = /;J , 8у (Рц) == fц . 

Тогда 
сущест6ует единст6енный многочлен, кубический по ж при каждом :f.c• и кубический по у 
при каждом ж, который принимает 6 узлах Рц заданные значения l;,j

0, а его произ6одные 
заданные значения JF,j. 
<4 Достаточно заметить, что функции 

А�:j(ж, у) = Лi{ж)Лj(у), 
где Лi (t) -многочлены, стеnени которых не выше третьей и которые на концахотрезка 
[t0, t 1 }  удовлетворяют условиям 

0 { 1, i = j ,  dЛ� 1 Лi (t;) = О, i # j, dt(t;) = О, Лi (tj) = О, 
dЛ]

( )  
{ 1 ,  i = j, - t · -

dt 1 - о, i # j, 
образуют базис Лаrранжа, ассоциированный с рассматриваемой интерnоляционной 
задачей. Искомый интерлоляционный многочлен дается соотношением 

1 

Мз,з(ж, у) = 2: J;,j A�:J (z, у). liJo 

5.2. Прямоуrольная интерnолиция. МногоузповаR схема 
Пусть D - nрямоугольник на nлоскости, стороны которого nараллельны осям коор-
динат, 

D = {(ж, у): а �  ж �  Ь, с �  у �  d}. 
Разобъем стороны прямоугольника вдоль осей ОХ и ОУ на n и т  частей соответ­
ственно и нанесем на него прямоугольную сетку, отвечающую разбиению (рис. 12, 
сnрава). В узлах сетки P;J = (z;, У;) ,  i = О, 1 ,  . . .  , n, j = О, 1 , 2, . . .  , т, зададим чи­
сла /i,j и будем искать многочлен от двух nеременных, который в точках Рц nринимает 
значения Jц . 

Как и в nредыдущем nункте, легко убедиться в том, что nоставленная интерполя­
ционная задача однозначно разрешима для любых исходных данных /;J и ее решение 
дается многочленом Мп,т(х, у) , стеnень которого не выше n по ж при каждом значе­
нии у и не выше т �о у nри каждом значении х. 
<4 Доказательство немедленно следует из того факта, что функции 

AiJ(ж, у) = А;(ж)А;(у), i = О, 1, . . .  n, j = О, 1, . . .  , т, 
где А, О, s = О, l, . . . , r - базис Лаrранжа, ассоциированный с соответствую­
щей r-точечной интерnоляционной задачей. Поскольку AAt11) = Di,ll · 

5* 

{ 1 ,  i == k n j = l, 
Ац(ж�:, Yl) = О, i # k U_j # l, 
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и, следовательно, последние образуют базис Лаrранжа, ассоциированнt>�if .с,рассма­
триваемой интерполяционной задачей. Поэтому многочлен 

n,m 

Мп,т(х, у) = 2: /i,jAi,J (i�;, у) 
i,j=O 

решает поставленную задачу. • 
В приложениях часто используют рассмотренные интерnоляционные многочле­

ны с n  = т = 2.  В этом случае мы располагаем девятью узлами интерполяции, 
расположенными по периметру nрямоугольника, за исключением центрального. Ин­
терполяционный многочлен имеет вид 

2 2 2 2 2 2  М2,2 = ао,о + а,,ох + ao, IY + а1, 1ху + а2,ох + ао,2У + а2, 1х у +  ацху + а2.2ж у , 
и заданные в узлах значения интерполируемой функции позволяют однозначно найти 
коэффициенты ац .  

В то Же время наличие центрального узла не' всегда удобНо, и вОзниКает пОТребность 
в достаточно простом по структуре интерnол:.�щионном ·мн0rоЧЛене, 'его не' испо:льзу­
ющем. Покажем, как · можно модифицировать ·nривtдеЮ1уЮ '&Ьпi1е схем>у с · целью 
исключения центрального узла. 

Потребуем отинтерполяционноrо многочлена, чтобы, оставаясьмноrочJ\еном сте­
пени не выше второй по каждой переменной, он был бы многочленом степени не выше 
третьей по совокупности переменньа. Такой многочлен не содержит члена четвертого 
nорядка а2,2х2у2 и может быть заnисан в виде 

- 2 2 2 2 М2,2 ::: ао,о + а1 ,ох + ао, 1У + a , , lxy + а2,оХ + ао,2У + а2, 1х у +  а1 ,2ху . 
Докажем, что модифищtрованная таким образом интерnоляционная задача однознач­
но разрешима. 
� Пусть Pi,i • i, j = О, 1 ,  2 ,  - узлы интерполяции и Ац(ж, у) - базис Лагранжа, 
ассоциированный с девятиточечной интерполяционной задачей на nрямоуrольнике. 
Пусть далее числа ац выбраны так, что функции . 

Ац(ж, у) = A1,j(x, у) - ацА1,1 (ж, у) 
являются многочленами степени не выше второй по каждой nеременной, и степени 
не выше третьей по совокупности переменных. Из условия равенства нулю коэффи­
циента при ж2у2 в разности Ai,j(Ж, у) - ai,jAц (ж, у) числа ai.i могут быть найдены 
однозначно. Легко видеть, что при этом - { 1 ,  i = k Пj = l, 

Ai,j(Pk,l) = О, i ::f:. k U j ::f:. l, 

во всех узлах Pi,j ::f:. Р1 , 1  периметра и функции Ац(�. у) образуют базис Лагранжа, 
ассоциированцый с модифицированной (т. е .  оосьмиточечной) задачей. Далее убе­
ждаемся, что многочлен 

М2,2(х, у) = 'L:·IiJAi,j(x, у) 
i.jr#1 

решает поставленную задаqу. � 
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5.3. Треуrоnьная интерполяция 

В случае nрямоугольной интерполяции центральную роль сыграло то обстоятельство, 

что соответствующие функции Лагранжа оказались просто произведением функций 
одной nеременной, а это очевидное следствие того факта, что nрямоугольник - nрямое 
произведение отрезков. 

Поскольку треуrольник - двумерный аналог отрезка (в том смысле, что отрезок ­
выпуклая оболочка двух несовnадающих точек, а треугольник - выпуклая оболочка 

трех точек, не лежащих на одной прямой) , то есть смысл попробовать перенести 
интерnоляционную конструкцию Лагранжа на двумерный случай. 

Отметим ,  что многочлен двух nеременных, степень которого по совокуnности 

переменных не иревосходит n, задается соотношением 
n 

Мп(z, у) = 2: aiJZiyi 
i+j=O 

и однозначно определяется набором своих коэффициентов Q,;,J , которых всего 

Hn + l)(n + 2). Есть основания ожидать, что задавая соответструющее количество 
начальныхинтерnоляuиоиныхданных - значений интерполируемой функции - в не­
которых точкахтреуrольника, мы сможем однозначно найти коэффициенты ац и, тем 
самым, решить задачу треугольной многочленной интерnоляции. Как будет nоказано 

ниже, за счет специального выбора узлов интерполяции эта nрограмма действительно 
может быть реализована. 

А=Р300 С==Рооз 
Рис. 14. Узлы треуrольной интерполяции 

Пусть D - треугольник, вершины А, В, С которого имеют координаты (za, Уа) ,  
(ж", Уь), (же, Ус) соответственно. РаЗделив каждую и з  сторон треугольника н а  n один.а­
ковых частей, nроведем черезточки деления nрямые, параллелъные сторонам (рис. 14). 
Точки пересечения этих прямых друг с другом и со сторонами треугольниками обра­
зуют вместе с вершинами регулярную сеть из � (n + l)(n + 2) узлов. Всякий узел Pqfh 
этой сети однозначно nредставим в виде 

а р 'У Pqfh = -А +  -в + -с, 
n n n 

где (а, р, 'У) - целочисленные барицентрические координаты, т. е. такие, что 

О � а � n, О � р � n, О � 'У � n, а +  fJ + 1 = т. 
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При этом координаты узла Рар1 даются соотношениями 

а f3 'У а {J 'У 
ZafJ7 = -Жа + -жь + -Же, 1/afJ7 = -уа + -уь + -Ус· n n n n n n 

Например, вершины треугольника в этой системе записываются в виде 

А Pnoo . В = P0no. С = P00n. 

Взяв узлы Рар1 в качестве узлов интерполяции, докажем, 

что сущест(JJiет единственный многочлен, степень которого по совокупности переменных 
не nреqышает n и который принимает 6 этих уэлах заданные значения f afJ7 · 

Доказательство проведем, построив базис Лагранж.а, ассоциированный с рассма­
триваемой интерполяционной задачей. 

Лемма (о nредставлении мноrочпена, обращаiОЩеrося в нуль вдоль nрgмой). Пусть М(ж, у) -
многочлен двух переменных, степень которого не превышает n. Предположим, что на 
прямой L = {(ж, у) : N1ж + N2y + Nз = О} и сам многочлен М(ж, у) , и первые его r 
производных по нормали к прямой обращаютСя в нуль 

dsM(ж, у) 1 = О, s == 1 ,  2, . . .  ' r  . 
.Ч' (z,y)EL 

Тогда многочлен М (ж, у) представим в виде 

М(ж, у) = (N1ж + N2y + NзУ+1Q(ж, у), 
где Q(ж, у) - многочлен, степень которого не nревосходит n - r + 1 .  

у 

Рис. 1 5. КоординатнjiЯ 
система (�. q) 

х 

"4 Введем на плоскости жОу новую координатную 
систему, выбрав в качестве одной из осей наnравление 
вдоль прямой L, а в качестве второй - направление нор­
мали к L (рис. 1 5) . Новые координаты (�. 77) связаны 
со старыми (ж, у) соотношениями 

� = N1ж + N2y + Nз, 7J = -N2ж +N1Y· 
В новых координатах многочлен М(ж, у) превратится 
в многочлен Т(�, 77) , степень которого не nревышает n 

и для которого условие леммы nримет вид 

dsт<�· 77> \ 
= о . s 1 , 2 . . . .  , r  . 

.Ч' {='О 
Раскладывая Т(�, 77) по формуле Тейлора в окрестности точки { = О, получаем 

Т"(О, 77) 2 т<n)(О, 77) n Т(�. 77) = Т(О, 71) + Т(О, 77)� + 
2! 

{ + . . . + n! 
� . 

Из условия равенства нулю при � = О многочлена Т({, 7J) и первых его r nроизводных 
вытекает, что 
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Возвращаясь в nоследнем соотношении к старым координатам (z, 11), получаем утвер­
ждение леммы . ..,.. 

Чтобы не загромождать изложение, построение базиса Лаrранжа, ассоциирован­
ного с рассматриваемой интерnоляционной задачей, проведем для случая n. = 3. Для 
других значений n выкладки аналогичны. 

Пусть Aafh(z, 11) - элементуnомянутого базиса, отвечающий узлу Pafh . Функция 
AatJ7(Z, у) является многочленом степени не выше третьей по совокупности nеремен­
ных и в узлах сетки удовлетворяет условиям { l ,  а = i n f3 = j n 'У = k, 

Aa.в,(Pijk) = О, а # i U f3 # j U "'( :/= k. 
Если стороны треугольника АВС заданы уравнениями 

АВ: NfВz + NfBy + NfЛ = О, 

ВС: Nf0z + Nf0y + Nf0 = 0, 

АС: Nf0 z + Nf0y + Nf0 = О, 
то параллельные им линии описываются уравнениями, о:rличающимися от приведеи­
ных только свободными членами. Например, 

Р2о1 Ро21 : N1AВZ + NfВy + N�01Po21 = 0, 

Pto2P01 2: NfBz + Nfвy + Nf102Po12 = О. 

Функция Лзоо(z, у) отвечает узлу Рзоо = А. Следовательно, она тождественно 
обращается в нуль вдоль стороны ВС, и по лемме заключаем, что 

Лзоо(z
, у) = (Nf0z + Nfcy + NfC)Q2(x, у), 

где Q2(z, у) - некоторый многочлен, степень которого не выше 2. Вдоль стороны 
Р1о2Р120 функция Лзоо(z, у) nредставима в виде 

Лзоо(z, y) \P1o2Pt2o = CQ2(z, y) \Pto2P120 
и обращается в нуль в узлах Р1о2. Р12о. Р120·  Поэтому 

Q2(z, y) jPto2P120 = О, 
и по лемме заключаем, что 

Q2(z, у) =  (Nfcж + NfCy + Nflo2PJ2o)QI (z, у) . 
Рассматривая Лзоо(z, у) вдоль стороны Р2о1Р2 1о,  аналогично вышеизложенному за-
ключаем, что 

Q, (z, у) = (Nf0ж + Nf0y + N�11':210) • const. 
Оnределяя постоянную из условия Л3оо(А) = 1 ,  окончательно получаем 

где 

Л z - zBC (z, y)lPto2Pt20(z, y)l1':2oti':2!0(z, у) зоо( ' у) - zBC(za, Ya)lPю2P120(za. Ya)l1':2o!l':z10(za . Уа) ' 

zBC(x, у) = Nf0z + Nf0y + Nf0, 
zPщ2P120(z, у) = NfCж + NfCy + Nflo2Pt20, 
zl':2otl':z!O(z, у) = NfC ж + NfC у + N�l1':2!o . 
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Аналогичные рассуждения позволяют построить и остальные функции Лар1(х, у) . 
Так, например, функция л2Iо(х, у) дается �оотношением 

1вс (ж, y)zPюzP120 (x, y)zAC (х, у) 
Л210(Х, у) = ВС р р . АС ' l (х210 ,  Y210)l 1о2 I2o (x2JO, Y2Jo)l (х210 ,  Y2to) 

а функция Л1 1 1 (з: ,  у) соотношением 

zAB(x, y)zBC (ж, y)zAC (з: ,  у) 
Лt l l (x, у) = АВ( ВС ) АС . l X t t l .  Y I I I )l (XJ J J ,  Y l l l  l (X I J J ,  Yl l l )  

Теперь легко убедиться в том, что для произвольных интерполяционных дан­
ных J ар1 ,  заданных в узлах PafJ-r , многочлен 

М(х, у) = 2: /a{'J-,ЛafJ-r(Ж, у) 
а+.б+1=З 

решает поставленную задачу. 

5.4. Треугольна• интерполяции. ЧасТJtЫе случаи 
В приложениях редко nрибегают к треугольной интерnоляции, порядок которой выше 
трех. Причем для случая n = 3 рассмотренная выше интерnоляционная схема под­
вергается модификации с целью исключения внутреннего узла Р1 1 1  • В этом nункте мы 
построим явные выражения для функций Лар1(х, у) при n = 1 ,  2,  3 .  

Все nостроения проведем дл я  стандартного треугольника 

Duv = { (u, v) : и � О, v � O, и + v � l } ,  

заметив, что если Aap1(u, v )  базис Лаrранжа, ассоциированный с интерnоляцион­
ной задачей на треугольнике Duu , а W(x, у) - аддитивное и ,  вообще говоря, неодно­
родное nреобразование, переводящее треугольник D:�:11 в треугольник Duv 

то функции 

{ u(x, у) = U1X + U2Y + Uo, 
W(x, у): 

v{з:, у) VJX + V2Y + Vo, 

Aa{'J-,(x, у) = AafJ-r(u(x, у), v(x, у)) 

образуют базисЛаrранжа, ассоциированный с интерnоляционной задачей на треуголь­
нике Dzу ·  

Если треугольник Dxy задан своими вершинами А(ха. Уа) ,  В(хь, Уь) ,  С(хс, Ус) 
и nереводится nреобразованием W(x, у) с сохранением ориентации в треуголь­
ник D1111 (рис. 16) ,  то несложные выкладки nриводят к соотношениям 

1 
Z 

Ха у - уа 1 
( ) _ 

Хь - Ха 1/Ь - Уа U Х, у -
28 . ' 

где 8 - nлощадь треугольника Dxy , так что 

v(x, у) = 
1 

28 = 1· Хь - Ха Уь - Уа 

[ . 

Хс - Ха Ус - Уа \ 

Х - Ха У - Уа 
Хс - Ха Ус - Уа 

28 



§5. ИнтерnоЛ!IL\1111 функций двух переменных ------------------ 137 

у 

А 
в 

х 
Рис. 16. Отображение D,.11 в Dvv 

Если же треугольник Dxy задан не координатами вершин, а уравнениями сторон 

АВ: Nt8x + Nf8y + N{8 = О, 

ВС: Nfcx + NfCy + NfC = 0, 
АС: Ntcx + Nfcy + N1c = 0, 

то функции и(:z:, у) и v(x, у) представимы в виде 

и(х, у) = Ct (N�8x + NfВy + NзА,8), v(x; у) = Cz.(NfC z+ Nfc у +  Nfc) ,  
где постоянные с, легко моrут быть найдены из условий и(:z:с, Ус) 1 И v(хь, Уь) 
соответственно. 

Перейдем неnосредственно к nостроению. Для n ::::: 1 соображения предыдущего 
пункта дают 

-1 -1 - 1 А 100(и, v) = 1 - и v, А010 (и, v) = v, АО<11 (и, v) = и. 
Переход на плоскость ::сОу очевиден. 

Рис. 17. Базис Лаrраюка, ассоциированный с треуrолыtой интерnоляцией 

Функции л:р� показаны на рис. 17 .  
В случае n = 2 получим 

-2 A200(u, v) = 2(и+v - l)(и+ v -0,5), 
-2 Л1 10(и, v) = 4(J - и- v)v, 

-2 -2 Л020(u, v) 2v(v - 0,5), A002(и, v) = 2u(u- 0,5), 
-2 -z Л01 1  (и, v) =4иv, Л101 (и, v)= 4u(l - и- v) . 

Заметим, что функции А�!Уr(и, v) легко моrут быть выражены через A�p7(u, v) . Так, 
наnример, 

Для случая n = 3 (нумерация узлов приведена на рис. 1 8) все выкладки аналогичны 
рассмотренным выше и дают, например, следующее 

-з -, - , - , -з . -r -r -� Лз00(и, v) =0,5Лню(3Лrоо + 1)(3Л1оо +2), А210(и, v) = 1,5Лоlо(3А,оо+ l}(ЗА1оо+ 2), 
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Р101 Роо2 х х 
Рис. lS. Узлы иmерnОJ!Яции .мя n = 2 и n = 3 

5.5. Треугольная интерполяция - исключение среднего узла 
в деснтиузповой схеме 

Как и для прямоугольной интерполяции, в некоторых ситуациях полезно иметь тре­
угольную интерполяционную схему, отвечающую n = 3, с исключенным внутренним 
узлом. Пусть Aafh(:c, у) - базис Лаrранжа, ассоциированный с десятиточечной ин­
терполяционной задачей на треугольнике. Всякий многочлен стеnени не выше трех, 
оnределенный на этом треугольнике, однозначно nредставим в виде 

Q(::e, у) = :Е Q(PaP7)Aap; (::e, у) . 
а+/}+;=3 

Построим базис Лаrранжа, ассоциированный с девятиточечной иитерполяцион­
ной задачей, nолученной из десятиточечной исключением внутреннего узла P1 r r .  

Если 7i1:��(::e, у), i + j + k = 3 ,  i, j ,  ·k � О, ijk = 0 , - одна из искомых базисных 
функций, то, поскольку она является многочленом степени не выше трех, имеет место 
nредставление 

T;jJ:(:c, у) =  :Е Т;J�:(Рар1)Ла,в7(:с, у). 
а+/}+;=3 

А так как функции 7iJ�:(:c, у) , i + j + k = 3, i, j ,  k � О, ijk = О, образуют базис 
Лаrранжа, то 

· { l ,  а = i n J3 = j n 1 = k, 
1iJk(Pa,8;) = О, а =/: i U J3 :f:. j U 1 =/: k. 

Учитывая последнее1> обстоятельство, nерепишем nредыдущее соотношение 
В ВИде 

1iJ:��(::e, у) = 7iJ�:(Pщ)A111 (:с, у) + AiJk· 
Отсюда заключаем, что искомые функции однозначно оnределяются заданием чисел 
t;;11 = 7i;�:(P1 1 1 ) ,  являющихся их значениями во внутреннем узле . .Значение nроиз­
вольной функции f(:c, у) , оnределенной на треугольнике, интерnолируется при этом 
nо формуле 

/(PI I J )  = L f(Pijk)tijk· 
i·j·k=O 

В заключение отметим, что некоторые дополнительные соображения, связанные 
с оптимальностью интерполяции во внутреннем узле, приводят к следующим клас­
сам интерполирующих функций - многочлены, степень которых не превышает трех 
и которые не содержат либо произведения :су, либо nроизведения :с2у, либо произве­
дения :су2 • 

l ) Отметим, что это соотношение не регламентирует значений функций Т;jk (х, у) во внутреннем узле Р1 11  • 
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5.6. Заключительные замечания 

Рассмотренные выше соображения, связанные с интерполяцией функций двух пе­

ременных, допускают обобщение как на области произвольной конфигурации, так 

и на интерполяционньlе процедуры, использующие не только значения функции в от­

меченных узлах, но и значения некоторых ее производных. Остановимся коротко 

на идейной стороне этих обобщений. 

х 

Пусть D С R.2 - квадрируемая область 

на плоскости. Прямыми, параллельными осям 
координат, разобьем эту область на прямо­

угольники (рис. 19) и заменим область D на об­

ласть д:, представ.ляющую собой приближение 

к D и яв.ляющуюся объединением прямоуrоль­

ников, со сторонами, параллелъными коорди­

натным осям. При этом D С D. и для про­
извольного положительного g площади этих 

областей отличаются не оолее чем на вели-

чину е. 
Цусrь далее /(z, у) функция двух nepe-

Pиc. l9. Замена области D областью D; менных, оnределенная в D. Проинтерполи-
ровав ее на каждом из прямоугольников обла­

сти D, так, как это было описано выше, возьмем в качестве интерполяционной струк­
туры на всей области D сужение склейки интерполяционных многочленов в De на D .  

Если п о  каким-то соображениям важными пред­

став.ляются значения интерполируемой функции 
на границе дD области D, то разбиение следует 

производить так, чтобы вершины граничных пря­

моугольников попали на границу дD. 
Аналогичным образом триангуляция (рис. 20) 

области D С JR2 позволяет строить интерполяци­

онные структуры на базе треугольников каксклей­
ки интерполяционных многочленов. 

В обоих случаях узлами интерполяции служат 
узлы разбиения области D .  

Использование значений производных интер­

nолируемой функции наряду со значениями са­
мой функции тоже может быть осуществлено дву­

мя сnособами - либо прямым использованием 

Рис. 20. Одна из возможных 
триаиrуляций области D 

одномерных интерполяционных структур Эрмита по каждой из координат (в случае 

прямоуrольников) , либо построением двумерного аналога эрмитовой интерполяции 

(для треугольников) аналогично тому, как это было сделано выше для лаrранжевой 

интерnоляции. 
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ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Многие прикладвые задачи (механика, физика, химия, радиофизика и т. д.) приводят 
к необходимости вычисления интеграла 

1 = j . . .  j . . . j f(ж, ,  . . .  , ж.,) dж, . . . dж.,, 
D 

(l) 

где nредполагается, что функция f(ж) = f(ж1 , . . •  , Жn) оnределена в области D С Jll" 
и обладает там достаточно хорошими свойствами, обеспечивающими его существова­
ние, может быть, и в несобетвенном смысле. 

В простейших елучаях интеграл удается вычислить nри помощи элементарных 
иреобразований и использования формулы Ньютона-Лейбница. Однако элемен­
тарные nервообразные существуют не для любых подынтегральных функций, кроме 
того, f (ж) зачастую задается таблично, алгоритмом или каким-либо друrим сnособом, 
исключающим исnользование nервообразных. Но даже если элементарная nерво­
образная и существует, вnолне может оказаться что ее вычисление требует больших 
затрат вычислительныхресурсов или является не целесообразным no каким-лиЩ>иным 
соображениям. 

Изучение сnособов и методов nрямого (не исnользующего аnпарат первообраз­
ных и формулу Ньютона-Лейбница) вычисления интеграла (1)  является достаточно 
интересной с теоретической и важной с практической точки зрения задачей. Мы на­
чнем ее рассмотрение с исследования процедур вычисления однократных интегралов 
от функций одной nеременной. 

§ 1 . Квадратурные формулы 
Пусть функция f(ж) определена и кусочио-непрерывна на конечном отрезке [а, Ь] 
действительной прямой. При этих условиях интеграл 

ь 

1 = j f(ж) dж ( 1) 

существует в собственном смысле. 

Пусть на отрезке [а, Ь] заданы r точек а � ж1 < ж2 < . . .  < ж,. � Ь и пусть, кроме 
того, задан уnорядоченный набор r чисел "-'1 , w2, • • •  , "-'r . 
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Квадратурной формулой для вычисления интеграла ( 1) назовем выражение 

такое, что 

Величина 

r 

lr =: I: UJi/(x:i) 
i=l 

Ь r 1 J(x:) dx: � 2:: UJi/(xi) .  
а i= l 

Ь r 

Rr(f) = 1 f(:c) dx - � UJi/(xi) 
а •=1 

называется остаточньw членом квадратурной формулы, так что 

Ь r . 
/,=j /(x);,dx =: Z: UJ•f(x:i) + Rr(J). 

а i=l 

Точки Xt называются умами, а числа UJi - весами квадратурной формулы. 

(2) 

Как узлы, так и веса квадратурной формулы являются величинами, характерными для 
данной квадратурной формулы, и не зависЯт от подынтегральной функции. 

Если дriя некотороrо класса функций оказывается, что Rr(f) = О, то квадратурная 
формула (2) называется точной на этом юrассе функций. Если концы отрезка включены 
в чИслоузлов квадратурной формулы, то формула называется замкнутой, в противном 
случае - открытой. 

КВадратурная формула (2) называется простой. Пусть отрезок (а, ЬJ разбит на N 
под()Трезков 

N 
{о., Ь] = U AJ ,  Aj = {сч, ai+l l, j = 1 ,  . . . , N - 1 ,  а 1  = а, aN = Ь, 

j= l 

и пусть на каждом подотрезке Aj ДIIЯ вычисления интеграла (1) исnользуется квадра­
тура (2) 

так что 

lJ = ��
J(x:) dx: � t u;fJ(:c{) ,  

i=l 

Ь N r 

1 = 1 f(x) dx � 2:: 2:: utft(a{) .  
а j=l i=l 

В этом. случае квадратура носит название составной. Конечно, возможно использова­
ние на различных nодотрезках различных простых квадратур. 
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Наиболее распространенный способ построения квадратурных формул для иiпе­
rрала (1) состоит в замене подынтегральной функции f(x) «похожей• на нее функ­
цией �(х) ,  по каким-то соображениям более привлекательной в вычислительном от­
ношении, и такой, что 

ъ ь 

1 = 1 f(x) dx � 1 �(х) dx. 
а а 

Так может быть получено подавляющее большинство используемых в настоящее время 
квадратур. 

С учетом этих предварительных замечаний перейдем к nостроению конкретных 
формул. 

§ 2. Квадратуры Ньютона-Котеса 
Широкий класс nростых и часто используемых квадратурных формул может быть 
nолучен заменой nодынтегральной функции ее интерnоляционным многочленом. 

Зададим на отрезке [а, Ь] nроизволъным образом r различных точек а � х1 < 
х2 < . . . < Xr � Ь и nостроим интерnоляционный многочлен Лаrранжа с узлами 
интерnоляции в этих точках 

r 
Lr-J (x) = 2: f(х;)Л;(х) 

i=J 
(здесь Л; (х) - базисные интерnоляционные многочлены, задаваемые соотношениями 

Л;(х) = П х - Xj ' •4 . Х; - Xj Jт-1 

зависящие от выбора узлов интерnоляции на отрезке [а, Ь] и не зависящие от интер­
nолируемой функции). 

Подставляя в интеграл вместо функции f ( х) интерnоляционный многочлен 
Lr-1 (x) , nолучим 

Ь Ь Ь r r 
1 J(x) dx � 1 Lr-J (x) dx = 1 � J(х;)Л;(х) = � w;J(x;). (1) 

а а а •=l t=l 
Здесь через w; обозначены величины, даваемые соотношениями 

ь 

w; = 1 Л;(х) dx, i = 1 ,  2, . . . , r. 
а 

В силу неравенства (5) из § 1 гл. LIX 

с ILr-J (x) - J(x)l � llwr-J (x) l , Wr-l (x) = (х - XJ) (x - х2) . . .  (х - Xr) r. 

1 
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заключаем, что для остаточного члена R,. (!) квадратуры ( 1) имеет место оценка 

1 ь 
\ c j  . 
' IR,.(f)l � r! 

lwr- � (x) l dx. (2) 

а 

В случае равномерного разбиения отрезка Xi = а + i �:::_� формулы ( 1) называются 
квадратурными формулами Ньютона-Komeca. 

Использование указанных квадратур для вычисления интегралов приводит к вычи­
слению значений подынтегральной функции в узлах квадратурной формулы. На пер­
вый взгляд может показатъся, что чем выше степень многочлена, интерполирующего 
подынтегральную функцию, тем выше точность вычисления интеграла. Однако это 
не совсем так. Наличие вычислительных погрешностей и ошибок округления при 
вычислении значений J(x;) может привести к значительным ошибкам. 

Действительно, пусть предельная абсолютная погрешность 

Тогда в -силу тоrо, что. · · 

заключаем 

r . L: А;(х) ::: 1 V х Е (а, Ь], 
' i=l  

r r Ь Ь r 
дi = б  f; lw; l = б  f; j IA; I  dx � б  j 1 f; A; l dx = б(Ь - а) 

а а 
и, следовательно, существует неустранимая погрешность вычисления интеграла, про­
порциональная длине промежутка интегрирования и погрешности вычисления значе­
ний функции. 

Кроме того, известно, что с ростом r среди весов квадратур ( 1) будут встречать­
ся сколь угодно большие по абсолютной величине числа, что приводит к росту вы­
числительных ошибок и делает использование многоузловых квадратур совершенно 
неприемлемым в реальных расчетах. 

Поэтому на практике используется следующий прием - промежуток интегриро­
вания разбивается на подотрезки 

N 
(а, Ь] = U дj, дj = (aj , aj+ I ] ,  j = 1 ,  . . .  , N - 1 ,  а1 = а, aN = Ь, 

j=l 

на каждом из которых применяют квадратуру ( 1) с относительно малым числом узлов. 
Такие составные квадратурные формулы оказываются весьма эффективным инстру­
ментом вычисления интегралов. 

Рассмотрим некоторые частные случаи соотношений ( 1) . 
1 .  Формула прямоугольников. 
Положим в ( 1) r = 1 .  Тогда интерполяционный многочлен L0(x) = coпst = f(x1 ) ,  

и квадратура принимает вид 



t44 -------------------- 'Л811 LX. Чмспекt!ое llfi'NI"PPiiPP 

т. е. площадь криволинейной трапеции (рис. 1 )  заменяется площадью прямоуr6льника 

с основанием Ь - а и высотой f(ж 1 ) .  
Выбор узла х1 может быть осуществлен произвольным образом. Если в качестве 

узла xr берется середина отрезка [а, bJ , то получается одноузловая открытая формула 
Ньютона-Котеса (а + Ь) 

11 == (Ь - a)f -2- . 
Составная формула прямоуrольников, как правило; строится на равномерном раз­

биении отрезка [а, Ь) . Пусть h ::::::: ь;а , щ = а + jh,  j = О, 1, . . . , N. Тогда 

2. Формула трапеций. 
При r = 2 ,  х1 = а , ж2 Ь получаем 

ь 1 ж - Ь  Ь - а w, = а - Ь dx = 
-2-, а 

11 1 ж - а Ь - а ' 
w2 = -- dж = -- , Ь - а  2 

а 
и искомая квадратура запишется в виде 

Ь - а  
12 = -2- lf(a) + /(Ь)] . 

Рис. 1 .  Формулы nрямоугольников и траnеций 

Она называется простой формулой трапеций и геометрически соответствует (рис. 1) за­
мене площади криволинейной трапеции площадью траnеции, образованной nрямыми 

ж =  а, х = Ь и хордой, соединяющей концы дуги графика функции /(:с) на nроме­

жутке [а, Ь] . Составная формула трапеций имеет вид 

и nолучается nрименекием nростой формулы на каждом из nодотрезков [а;, ai+ 1 ] . 
3. Формула парабол (формула Симпсона). 
Цолаrая r == 3, х1 = а, х2 = аjь , хз = Ь, получаем, как и выше, что 

Ь - а 
w, = -6-, 

2 
W2 = 3(Ь - а),  

Ь - а  wз == -- ,  
6 



1 
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и искомая квадратура nринимает вид 

Ь - а [ (а + Ь) ] Iз = -6-· f(a) + 4/ Т + /(Ь) . 

Поскольку L2(x) - многочлен второй стеnени, то геоме­
трически содержание квадратуры Симпсона состоит в за­
мене площади криволинейной трапеции площадью фи­
гуры, ограниченной прямыми х = а, х = Ь и парабо­

а ь х 
лой, проходящей через концы дуrи графика функции f(x) Рис. 2. Формула Симпсона 

(рис. 2). 
Для получения составной формулы Симпсона разобьем отрезок (а, Ь] на 2N оди­

наковых частей узлами ai , j = О, 1 , . . . , 2N, и примен им nростую квадратуру парабол 
на каждом из nромежутков [a2j-2, a2j] .  Обозначая через h длину nромежуrка разбие­
ния, получим 

§ 3. Точность nростейwих квадратур 
Ньютона-Котеса 

Оцениванне точности nолученных выше квадратурных формул на заданных клас­
сах подынтегральных функций может быть осуществлено исnользованием соотноше­
ния (2) § 2. 

Рассмотрим nростую квадратуру ( 1) § 2, построенную no r равноотстоящим узлам 
Xi, i = 1, 2, . . . , r. В этом случае х1  = а, Жi = :1:1 + ih, ж,. = Ь, h = �� и функция 
"'r-l(x) имеет вид 

"'r-l(x) = Ц (ж - ж1 - (i - l)h] = Ц [h(r - 1 )]" [�;_ж�) - : = �] . 
Вводя новую нормированную nеременную t = �;.:1), О � t � 

1 , и учитывая, что 

h(r - 1 ) = Ь - а, получаем 

r [ • 1 ] "'r-l(ж) = (Ь - a)' )J t - ; = 1 . 

•=1 
Теnерь оценка (2) § 2 может. быть записана в форме 

1 

!Rт(l) j � 
С(Ь; а)'" J jt (t - r � 1) . . .  (t - 1) 1 dx. 

о 

Предполагается, что nодынтегральная функция r раз неnрерывно дифферен­
цируема на промежутке интегрирования и nостоянная С такова, что \ !(")(ж) \ � С 
V х Е [а, Ь] . 
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Оценки остаточных членов noJiy'Jeнныx выше простых квадратурных формул при- • 

мут вид: 

- для формулы прямоугольников на классе гладких (непрерывно дифференцируемых) 
функций 

(Ь а)2 \RI (J) \ � max \ !'(z) \ - , 
(а,Ь] 4 

- для формулы трапеций на классе дважды непрерывно дифференцируемых функций 

\R2(!) \ � max \ !"(z) \ (Ь �2
а)з , 

(а,Ь) 
- для формулы парабол на классе трижды непрерывно дифференцируемых функций 

(Ь а)4 \R3(!) \ � max \ !"'(z) \ -
(а,Ь) 192 

, .Заметим, �нто если• :клаос. nодынтеrралнных•фУJ!К'ций изменИть, то изменятся 
и оценки rrочности квадраТ)IрИЬIХ форму.Jt.• Например; 'формула hрймоуrолЬников на 
класее . дваждьl непрерьюно·дифференцируtмЫх функци'й nопускает слеДуюЩую оценку 
точности· 

\RI (J) \ � max \ !"(z) \ (Ь ;4
а)з 

(а,Ь) 
� В силу наличия второй производной для функции f ( х) noJiy'Jaeм 

( ) (а + Ь) , (а + Ь) ( а + Ь) f" (f;) ( а + Ь) 2 f x  = ! -- + /  -- z - -- + -- z - --2 2 2 .  2! 2 , 
поэтому ь t\ J f(x)·dx =! (а ; Ь) (Ь - а) + RI (/). 

а 
Здесь R1 (/) дается выражением 

' (а + Ь) Jь ( а + Ь) f"(f;) Jь ( а + Ь) 2 R1 (!) = f -2 -

х - -2- dx + ""2! х - -2- dx, 
· ·  

· а а 
где первое слагаемое равно нулю, а второе дает указанную оценку . .-. 

Аналогичным образом можно установить, что формула Симлеона на классе функ­
ций, обладающих четырьмя непрерывными производными, также допускает отличную 
от приведеиной выше оценку точности 

\Rз(!) / � max /!(4)(z) \ (Ь2�8�5 
(а,Ь) 

Полученные соотношения показывают, что квадратура тем точнее, чем меньше 
длина промежутка интегрирования. Поэтому для повышения точности квадратурных 
формул на практике используются составные квадратуры. 

1 
! 
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Легко установить, что составная формула прямоутольников на классе гладких 

функций допускает оценку 

(ь а)2 
IR�ocт(!) l � max l!'(x) l  - ' 

(а,ЬJ 4N 

а на классе дважды непрерывно дифференцируемых функций оценку 

IR�(!) I � max 1/''(:z:) l  (��;У (а,ЬJ 
Аналогичные соображения для составной формулы трапеций на классе гладких функ­

ций позволяют записать оценку точности в виде 

IR2ocт(!) l � max l!"(:z:) l  
(Ь - а)з 

(а,ЬJ 12N2 

Так же можно получить оценки точности и для других составных квадратур. 

Приведеиные соотношения формально утверждают, что точность квадратуры мо­

жет быть неоrраниченно увеличена за счетувеличения величины N - чисJiа элементов 

разбиения промежутка интегрирования. Однако в реальном вычислительном процес­

се повышение точности квадратуры с увеличением числа N подотрезков интегриро­

вания происходит до определенного предела, за которым это увеличение приводит 

к ухудшению точности используемой составной квадратуры - разбиение промежуrка 

интегрирования на малые подлромежутки позволяет повысить точность квадратурной 

формулы на каждом подотрезке, но за счет увеличения их количества растет и суммар­

ная вычислительная ошибка. 

� Проследим качественно это явление на примере составной формулы прямоутоль-

НИКОВ 
I � Iн = h[J(ai) + J(a2) + . . .  + /(ан)] , 

где буквой h обозначен шаг разбиения промежутка интегрирования h = '7Г.  Пре­

дельная абсолютная погрешность величины Iн дается соотношением 

N N 
t::чн = �h Z:::: /(а;) + h Z:::: �/(а;)· i=l . i=l 

N 
Замечая, что :Е J(a;) = 4f и обозначая через � наибольшую из погрешностей вычи­i=l 
сления значений функщш J ( х) в точках а; , получаем 

1 �Iн "' lн� + �(Ь - а) . , 
Из последнего видно, что уменьшение шага h влечет увеличение погрешности вычи­

сления интеграла . ..,. 

В заключение отметим, что r -узловая квадратура Ньютона-Котеса является точ­

ной на классе многочленов, степень которых не превышает r - 1 .  Это очевидно следует 

из того обстоятельства, что всякий многочлен степени r - 1 и ниже тождествен сво­

ему r-узловому интерполяционному многочлену Лагранжа. Легко показать, что это 
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свойство является определяющим для указанных квадратур - веса соответствующих 

квадратурных формул могут быть получены методом неопределенных коэффициентов 
при заданных узлах. 

-4 Действительно, пусть узлы х; , i = 1 ,  2, . . .  , r, искомой квадратуры 

r 
Ir (J) = L r..J;/(x;) 

i=l 

заданы1>. Тогда из условия точности квадратуры на классе многочленов, степень ко­
торых не превосходит r - 1 ,  для весов получаем систему линейных уравнений 

Ь r j 1 dx = L w; · 1 ,  

а i=l ·  

которая, таким образом, всегда однозначно разрешима, так как ее определитель -
определитель Вандермоида не равен нулю при различных узлах х; . • 

§ 4. Квадратуры Гаусса 
Рассмотрения § 3 естественно приводят к мысли попытаться улучшить качество полу­
чаемых квадратур за счет специального выбора узлов при том же их количестве. 

Возможны разные понимания того, что такое «более качественная квадратура�, 
мы ·'<е в основу последующих рассуждений положим следующее квадратура с фик­
сированным числом узлов тем качественнее, чем выше степень многочленов, для которых 
она точна. Такое понимание качества квадратуры связано с тем, что многочлен бо­
лее высокой степени, вообще говоря, лучше приближает функцию, а поэтому можно 
ожидать, что квадратуры, точные на классе многочленов более высокой степени, будут 
иметь меньшую погрешность 

Элементарный анализ показывает, что построить т-узловую квадратуру, точную 
на многочленах стеnени выше или равной 2r, невозможно. 

l) Для квадра-rур Ньютона-Котеса 

а, Xj Х 1 + (i - \)h, 
Ь а 

h = r - 1  
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<1111 Действительно, если такая квадратура существует, то для функции 

Р2,(ж) = (ж - ж1)2(ж - ж2)2 . . .  (ж - ж,)2, 
где ж; - узлы квадратуры, должно выполняться равенство 

Ь r 

1 Р2,(ж) dж = 2: w;P2r(ж;) , 
/1 i=l 

что невозможно, так как интеграл слева положителен в силу положительности по­
дынтегральной функции, а сумма справа тождественно равна нулю при любом выборе 
узлов ж; и весов w; . ...,. 

Поскольку r-узловая квадратура определяется 2r nараметрами - узлами и ве­
сами, - то разумно искать r-узловую квадратуру, точную на многочленах степени 
не выше (2r - 1) -й. Оказывается, такие квадратуры существуют. Они называются 
квадратурами Гаусса и могут быть построены для всех r .  

Для упрощения выкладок рассмотрим процедуру построения упомянутых квадра­
тур для интеграла 1 

1 = 1 J(ж) dж, - 1 
переход к которому от интеграла 

ь 1 J(ж) dж /1 
осуществляется посредством замены переменной интегрирования 

При этом 

Ь - а Ь + а  ж = --t + --
2 2 . 

lь 
Ь - а 

1
1 
(Ь - а Ь + а) /(ж) dж = -2- 1 -2-

t + -2- dt. 
/1 - 1 

Пусть искомая r-узловая квадратура имеет вид 
r 

G,(J) = L w;J(ж;). i=l 
Поскольку мы хотим, чтобы она была точной на классе многочленов степени не вы­
ше 2r - 1 ,  то для каждого из значений 8 = О, 1 ,  . . .  , 2r - 1 ,  должно иметь место 
соотношение 

G ( ') • • ' r Ж = 1&1J • Ж1 + 1&12 • Ж2 + . . . + 1&1r • ж, = 

= j ж' dж = { � 
-1 8 + 1 '  

если 8 - нечетное, 

в противном случае. 
(1) 
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Совокупность соотношений (1) образует систему 2r уравнений относительно неиз­
вестных весов w; , i = 1 ,  2, . . .  , r ,  и узлов х; , i = 1 ,  2, . . .  , r . 

Система (1) может быть эффективно решена способом скользящего су.м.миро'ilания: 
пусть 

- многочлен степени r ,  корни которого совпадают с узлами искомой квадратуры. 
Умножим первое уравнение системы (1) на ро , второе - на Р1 , третье - на Р2 и так 
вплоть до r-го уравнения системы, которое умножим на 1 .  Складывая получившиеся 
соотношения почленно, получим 

2 2 
(A.II Wr(xl ) + W2 Wr(X2) + . . .  + Wr Wr(Xr) = 2ро + -р2 + . . .  + --р, + · · · . 3 s + 1 

Поскольку по определению Wr(x;) = О '</ i = 1 ,  2, . . .  , r ,  последнее соотношение 
приводит к равенству, связывающему коэффициенты многочлена Wr(x) 1 1 

' 

2 2 2ро + -3р2 + . . .  + --р, + . . .  = О. 8 + 1 ' ' 

Продолжая процесс, у�ножим теперь второе уравнение системы (1 )  на ро , третье ­
на р1 ,  четвертое - на р2 и так вплоть до (r + 1)-го уравнения системы, которое 
умножим на 1 .  Сложив эти соотношения почленно, получим второе уравнение для 
коэффициентов р, 

. 2 2 
W1X1 Wr(XI ) + W2X2 Wr(x2) + . . .  + WrXr Wr(Xr) = -pl + . . .  + --Рв-1 + · · · = О. 3 s + l 

Последовательно сдвигая суммирование на один шаг вперед, мы таким образом по­
лучим систему из r линейных уравнений относительно коэффициентов р, характер и­
стического многочлена Wr(x) . 

r .  ,Мчжно пqказать, что для любого r эта система однозначно разрешима, причем все 
корни ·  Wr ( х) ра3Личны и лежат на промежутке [ - 1 ,  1] . 

Взяв в качестве узлов искомой квадратуры корни многочлена Wr(x) , соответству­
ющие им веса w; легко можно найти из системы (1) .  Они оказываются неотрицатель­
ными и обладающими симметрией относительно среднего узла. Последнее означает, 
что 

W; = Wr-i+l '</ i. 

Проиллюстрируем изложенное на простых примерах. 

Одноузловая квадратура Гаусса 

Одноузловая квадратура Гаусса (точная в классе линейных функций) определяется 
узлом х1 = О и весом w1 = 2 

1 j f(x) dx � 2 · /(0) 
-1 

и совпадает с формулой прямоугольников из семейства квадратур Ньютона-Котеса. 
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Двухузловая квадратура Гаусса 

При r = 2 получаем W2(z) = (z - z1 )(z - z2) = z2 + P1Z + ро. Для этоrо случая 
система уравнений ( 1) запишется в виде 

"-'1 + "-'2 = 2, 

"-'1Z1 + "-'2Z2 = 0, 
2 . 2 2 

"-'1Z1 + "-'2Z2 = 3 ,  
"-'1 z� + "-'2Z� = О. 

Скользящее суммирование приводит к системе для коэффициентов р0 и р1 { 2 · Ро + О · Р1 + � · 1 = О, 

О · Ро + � · Р1 + О · 1 = О, 

откуда получаем Ро = - � ,  Р1 = О и 

W2(z) = z2 - � = (z + �) (z - �) · 
Теперь легко определяем веса "-'1 = UJ2 = 1 и искомую двухузловую квадратуру Thycca 

Трехузловая квадратура Гаусса 

Полагая r = 3 и Wз(z) = (z - z1)(z - z2)(z - zз) = z3 + P2Z2 + P1Z + Ро . получаем 

UJI + UJ2 + UJз = 2, 

"-'1 Z1 + UJ2Z2 + WзZз = 0, 
2 2 2 2 

UJ1Z1 + UJ2Z2 + U13Z3 = 3 '  
3 3 3 о UJ1z1 + UJ2Z2 + Wзz3 = , 
4 4 4 2 

UJIZI + UJ2Z2 + UJзZз = 5' 
UJ1 zi + UJ2Z� + WзZ� = 0.  

Ро 
Р1 Ро 

Р2 Р1 Ро 

Р2 Р1 

Р2 

Скользящее суммирование приводит к системе для коэффициентов р0, р1 и Р2 
2 

2 · Ро + О · Р1 + 3 · Р2 + О • 1 = О, 
2 2 

О · Ро + 3 · Р1 + О · Р2 + 5 · 1 = О, 
2 2 3 · Ро + О · Р1 + 5 · Р2 + О · 1 = О, 
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откуда получаем Ро = Р2 = О, Р1 = -� и 

Теперь легко определяем веса w1 = w3 = � ,  w2 = � и искомую квадратуру Гаусса 

Точность квадратур Гаусса на классе 2r непрерывно дифференцируемых на про­
межутке [а, Ь] функций может быть оценена соотношением 

22r+l (r')4 
IR,. (J) I � (2r!}J (2r � 1 )  ��� I J(2r)(x) l , (2) 

откуда для полученных выше квадратур получаем 

IRJ (J) \ � ·� max \!''(х) \ , 3 [а,Ь] 
. 1 
IR2(!) \ � 1 35 max \!(4> (x) l ,  

[а,Ь] 
1 \Rз(J) \ � 1 5 750 max \ J<б> (х) \ .  

[а,Ь] 

§ 5. Квадратуры специального назначения 
Рассмотренные выше квадратурные формулы дают неплохие результаты в случае «хо­
роших» подынтегральных функций, т. е. таких, которые хорошо аппроксимируют­
rя многочленами. Если же функция плохо приближается многочленами или тако­
ва, что интеграл в собственном смысле не существует, то использование квадратур 
Ньютона-Котеса или Гаусса неэффективно или просто невозможно. 

В этой ситуации обычно поступают следующим образом: для построения квадра­
туры для вычисления интеграла 

ь 
I = 1 J(x) dx 

а 
подынтегральную функцию представляют в виде произведения 

f(x) = q(x)<p(x) 
где функция <р(х) «хорошая•> - аппроксимируется многочленами с достаточной сте­
пенью точности, а функция q(x) - «весовая», в ней собраны все особенности подын­
тегральной функции f(x) и она обладает тем свойством, что ее моменты 

ь 
qs = 1 X8q(x) dx, s = О, 1 ,  2, . . .  , 

а 
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легко вычисляются аналитически. Если теперь положить 
r 

ср(х) >-::: 2: cp;xi, 
i= l  

то ДТIЯ рассматриваемого интеграла при этом получаем 

Ь Ь r r Ь j J(x) dx >-::: j q(x) '2:::: cp;xi. dx = � 'Pt j q(x)xi. dx 
а а •=1 •=1 а 

Эти соотношения являются источником построения конкретных квадратур. При этом 
возможно построение как интерnоляционных квадратур с фиксированными узлами, 
так и аналогов квадратур Гаусса со свободными узлами. 

Рассмотрим несколько nримеров. 

Интегрирование быстроосцимирующих функций 
Довольно часто nриходится сталк14ваться с проблемой вычисления интегралов вма 

1 1 
. S(M) = j ср(х) sin (Мх) dx, . С(М) = j cp(:z:) cos (M:z:) dx, 

- 1  - 1  
rде М - большое число, так что подынтегральная функция н а  промежутке интегри­
рования является сильно колеблющейся. Для удовлетворительного интегрирования 
функций такого в14да с nомощью квадратур Ньютона-Котеса или квадратур Гаусса 
прмется использовать квадратуры с большим числом узлов. 

В то же время, заменив фунJЩию cp(:z:) ее интерполяционным многочленом Ла., 
гранжа r 

ср(х) >-::: 2: ср(х;)Л;(х) , . i=l  
и вычислив моменты тригонометрических функций 

1 
q�in = J Лi(х) sin (M:z:) dx, 

- 1  
получим т-узловые квадратуры 

1 . 
qf08 = J Лi(:z:) cos (Мх) dx, 

- 1  

r r 
S(M) >-::: 2: qjincp(x;) ,  С(М) � 2: q�0scp(x;) , 

i=J i=l 
nозволяющие вычислять указанные интегралы с относительно высокой степенью точ­
ности уже при достаточно малых значениях r .  

Например, для интегралов С(М) nри r = 2 ,  положив х, = - 1 ,  :z:2 = 1 ,  получаем 

л, (:z:) ::::::: l 2 
х ' Л2(х) х; l '  

1 
qjs J Л;(:z:) cos (M:z:) dx 

- 1  

J J l ± x sin M -2- cos (M:z:) dx = -м· 
- 1  
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и искомая двухузловая квадратура имеет вид 

1 

1 sin M 
<р(ж) cos (М ж) dж r.::J м-(<р(- 1) + cp(l)). 

-1 

Она будет точной на классе линейных функций, а в классе дважды неnрерывно диф­
ференцируемыхдопускает следующую оценку поrрешности: 

\Rt('P) \ ·� max l !"(ж) l мс 
[-1,1) 

(эта оценка груба, но при М -+ оо верна по порядку). 

Интеrрирование неоrраниченных функций. 
Квадратурные формуnw Гаусса-Эрмита (Гаусса-Чебышева) 
Пусть nодынтегральная функция неограиичена на nромежутке интегрирования, ко­
торый без ограничения общиости будем считать отрезком [О, 1 ] ,  и имеет в точке ж = О 
интегрируемую особенность типа /(ж) "'. С/жа , О < а < 1 ,  так что интеграл 

1 
1 = j f(ж) dж 

о 
сходится. Положим 

/(ж) = ср(ж)2_, Ж а 

где ер( ж) - хорошо аппроксимируемая многочленами на nромежутке [0, 1] функция. 
Тогда, положив ,. 

ср(ж) r.::J I: ср(ж.)л.(ж), 
i=1 

палучим r-узловую квадратуру для: вычисления рассматриваемого несобетвенного ин­
теграла 

где qja> - веса квадратуры, даваемые соотношениями 

1 
(а) 1 dж 

qi = Л;(ж)-. 
Жа 

о 
Рассмотрим в качестве примера интегралы вида 

1 

1 <р(ж)� , 
- 1  

(1) 
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имеющие в концах nромежуrка интегрируемые особеttн�:ЮТИ тиnа (I±�)t/2 . Предnола:.. 
гается, что функция rp(x) - «Хорошая» на [ - 1 , 1 ) .  Полагая, как, и выше, 

nолучаем (i = 1 ,  2 )  

1 - х l + x rp(z) � rp(- 1)-
2
- + rp(l)-

2
-, 

и искомая квадратура имеет вид 

Если отказаться от фиксации узлов К:вадра'I'УР�, то и;�ч,южно найти,� no:rpeбooas; 
чтобы отыскиваемая квадратура была точной на классе многочленов максимаЛьно 
возможной в рассматриваемой ситуации стеnени. Соответствующие квадратуры для 
интегралов ( l) называются квадратурными формулами Гаусса-Эрмита. 

Можно покаэать, что узлы r-узловой квадратуры Гаусса-Эрмита являются кор­
нями многочлена Чебышева2> Т,. (х) = cos (r arccos х) и задаются соотношениями 

i = 1 ,  2, . . .  , r, 
2i - 1 

Xj = COS --'!r, 
2r 

а весаравны q1 = q2 = . . . q,. 11'/r, так что r-узловая К:вадратура Гаусса-Чебышева 
kмеет вид 

Для остаточного члена в этом случае получаем 

IRr (rp) l � max I �P(2r)(x) l  (2r):2r- t . [- 1 , \ j  . 

Эти квадратуры точны на классе многочленов, степень которых не превышает 2r - 1 
и могут быть nостроены для любого r.  

В частности, при r = 2 nриходим к двухузловой квадраТуре Гаусса-Чебышева 

отличной от nолученной выше двухузловой квадратуры (2) с фиксированными узлами. 

2) В связи с этим обстоятельством разумно указанные квадраТ}'ры именовать квадраТ}'рами Гаусса­
Чебышева. 
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Иитеrрирование на неоrраииченном npoмei(JIQ 
Если промежуток интегрирования неограничен, а подынтегральная функция тако­
ва, что интеграл сходится, то последний можно вычислить, ограничив промежуток 
интегрирования и применяв на нем рассмотренные выше квадратуры: 

00 ъ , 1 J(:r:) d:r: = / J(:r:) d:r: + Rint = � Wi/(:r:i) + R,.(l) + Rint• 

а о •=1 

В силу сходимости интеграла, остаточный член Rint при Ь -+ оо стремится к нулю. 
Выбирая достаточно большое значение Ь, можно добиться малого отличия интеграла 
по промежутку [а, Ь} от интеграла по неоrраниченному промежутку; 

Другой способ построения. квадратур в этой ситуации предполагает,.что подынте­
гральная функция асимптотичесКи ведет себя как 

/(:r:) "' q(:r:)<p(:r:), ж � 00, 
где функция <p(:r:) хорошо аппроксимируется многочленами, а функция q(:r:) быстро 
стремится к нулю при :r: -+ оо .  Заменив <p(it) многочленом }f подсчитав моменты qi , 
получим квадратуру 

00 00 , / J(:r:) d:r: = 1 q(:r:)<p(:r:) d:r: � � qi<p(:r:,). 
а а •= l 

Этот способ оказывается особенно эффективным для интегралов вида 

часто встречающихся в nриложениях. 

Если, как и выше, узлы квадратур не фиксировать, а искать, требуя, чтобы отыс­
киваемая квадратура была точной на классе многочленов максимально возможной 
степени, то для указанных интегралов мы получим квадратурные формулы, точные 
для многочленов степени не превышающей 2r - 1 .  Узлы этих квадратур оказываются 
корнями многочленов Лагерра и многочленов Эрмита соответственно. 

Приведем конкретные квадратуры Гаусса-Лагерра (для r = 2) 
00 1 -

2 + J2  2 - Jl  
е z<p(:r:) d:r: � -4 -ср(2 - v'2) + -4 -ср(2 + v'2) 

о 

и Iаусса-Эрмита (r = 3) 
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§ 6. Кубатурныв формулы дпя кратных интегралов 
В слуЧае кратных интегралов основные идеи построения формул для их приближенно­
го вычисления, которые называются кубатурнЬIМи формулами, остаются теми же, что 
и выше. Однако трудоемкость описанных процедур быстро растет с ростом размерно­
сти задачи, т. е. кратности интеграла, подлежащего вычислению . 

. Чтобы не загромождать изложение выкладками, везде ниже мы будем рассматри­
вать процедуры построения кубатурных формул для двойных интегралов. Перенос 
расемотрений и выводов на случай более высоких размерностей принципиальных за­
труднений не вызывает. 
Интерполяционные формулы 
Рассмотрим интеграл 

I 
= !! /(�. у) dx l/.y (1 ) 

D 
от непрерывной ограниченной функции двух переменных /(х, у) , определенной 
в. ограниченной об.аасти D С �.2 с кусочно Г./lад:кой границей дD. 

Пусть подынтегральная функция /(�. у) заменена в области D интерполяцион-
ным соотношением r 

j(�. у) :::; 2: /(Р;)А;(�. у) 
i= l 

так, что � Е D, i = 1 ,  2, . . .  , r, узлы интерполяции, а функции А;(х, у) образуют 
базис Лагранжа для избранной интерполяционной системы в области D: { 1 ,  i = j, 

А;(Р;) = О, i # j. 

Тогдадля интеграла (1) получим 

!! /(�. у) d� dy :::; !! t /(�)А;(�. у) dx dy = t /(Р;) !! А;(�. у) dx dy. 
D D •= l •= l  D 

Последнее соотн()шение служит источником различных кубатурных формул для вы­
численикинтегралов (1) . 

Так, например, если воспользоваться трехузловой треугольной интерполяционной 
схемой для функции J.(x, у) в области D, приходим к кубатурной формуле 

!! /(�. у) d� dy :::; t /(P;)UJ; , 
D •=1 

где узлы интерполяции � -вершины триангуляционной схемы для области ицтегри­
рования, а UJ; - сумма площадей треуголъциков с общей вершиной Р; . 

Повторное интеrрироuние 
Если предположить, что область D - «правi;{Льная,.. в одщJм из tсоординатных ца.пра­
влений (всяl(:ЗЯ nрямая, nараллелъная одному из координатцых направлений, пересе­
кает границу области не более чем в двух точках или no целому отрезку), то м;цжио 
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nрибеr:нуть к расстановке nределов интегрирования по области D 
Ь Ь d(z) 

1 = !! /(ж, у) аж dy = J 1(ж) dж = J dж I /(ж, у) dy 
D • • c(z) 

и nоследующему исnользованию одномерных квадратур для nолучающеrося nовтор-
ноrо интеграла 

и окончательно 

. 
d(z) n(z) 

1(ж) = j l(ж, у) dy � � /(ж, YJ)wJ(ж), 
c(z) J=l  

Ь N 
1 = j l(ж) dж � � l(жi)щ, 

• t=l 

{{ N n(ll;) . . 

1 = JJ .  /(ж, у) dж dy � 2: Е J(ж,, У;)щw;(жi). 
D i=l i=l 

Исnользуя разпичные квадратуры для однократных интегралов, мы можем таким спо­
собом построить для дВОйного интеграла различные кубатурные формулы. 



Глава LX/ _______________ _ 

ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

§ 1 . Постановка задачи 
Пусть функция J (ж) определена, неnрерывна и неnрерывнодифференцируема на про-

. межуnсе (а, Ь] и точка ж лежит на этом промежутке, в частности, м?���т r,O.�П.�'fflЧ 
с одним из его концов. Будем предполагать, что нам известны точно вычисленные 
значенияфункции /(ж) в точках жi �l'=;..'l.l,. l ,  . . . , n, жо = a;1�n = Ь. Требуется найти 
значениепроизводнойJ'(х) в �к� '· ,  ( , .  \ \  
Соотношение 

·· , \.  

r 

!'(х) = L: Ci/(xi) + R(J), О �  s < r � n, 
i=• 

( l) 

будем называть формулой численного дифференцироt1ания. Точность формулы численно­
го дифференцирования описывается величиной R(J) , которая называется остаточ­
ным членом формулы. 

Формулу численного дифференцирования будем называть точной на заданном 
к;лассе функций, если для любой функции J этого класса R(J) = О 

r 

/'(х) L: Ci/(жi) . 
i=• 

Обозначим через h диаметр разбиения, h = max lхн1 - xi l ·  Говорят, что формула . j 
численного дифференцирования имеет порядок аппроксимации т, если 

Наnример, простейшей формулой численного дифференцирования является фор-
мула 

/'(ж) = 
J(жt+l) - f(жi) + R, Жi+l - Жi 

дающая значение nроизводной в точке Жi .� ж � Xi+ J ·  Легко видеть, что она является 
точной на классе линейных функций. Действительно, если J (х) = ах +  Р, то!' (х) = а. 
С другой стороны, J(xi+t ) - /(ж;.) = a(xi+l - ж;.) и R(аж + /3) = О. 
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Далее, раскладывая числитель по формуле Тейлора в точке ж,  получаем 

/(Жi+t )  = /(ж) + /'(ж)(жi+l - ж) + 6i+t (h) , /(жi) = /(ж) + /'(ж)(жi - ж) + 6i(h), 
и, следовательно, 

R = /'(ж) - /(жi+t) - /(жi) = O(h), 
Жi+l - Жj 

т. е. эта формула имеет первый порядок точности. 

§ 2. Метод неопредепенных коэффициентов. 
Первая производная 

Пусть фиксированы узлы ж,,  жн1 , . . .  , Жr , по значениям функции /; = /(ж;) в ко­
торых построена формула ( 1) § 1 численного дифференцирования. Эrа формула пол­
ностью определяется своими коэффициентами с; , которые можно найти, потребовав, 
чтобы искомая формула была точной на классе многочленов, сте�ень JWтopьlX не npe� 
восходит N = r - 8 (количество неизвестных коэффициентов будет равно колИчеству 
условий, и есть основания надеяться, что указанные условия позволят однозначно 
определить коэффициенты). 

· .  

Полагая последовательно /(ж) = ж" , k = О ,  1 ,  2 ,  . . .  , r - s , приходим к системе 
уравнений относительно неизвестных коэффициентов с; 

с8 1 + с,+\ 1  + . . .  + Cr 1 = О, 

С8Ж1 + СнtЖнt + . . . + CrЖr = 1 ,  
2 2 2 2 с,ж, + СнtЖнt + . . .  + CrЖr = ж, 

r-в r-• r-• 
( ) 

r-•- 1 с,ж, + СнtЖн1 + . . .  + CrЖr = r - 8 ж . 

Определитель системы - определитель Вандермоида --:- не обращается в нуль, если 
узлы Жj поnарно различны. Следовательно, при произвольмом выборе попарно раз­
личных точек Жj и точки ж эта система однозначно разрешима. 

Проиллюстрируем изложенные выше соображения. Пусть точка ж распоЛожена 
ме.хщу узлами с номерами i и i + 1 .  Различных формул дЛЯ нахождения производной 
функции f в точке ж, точных на заданном классе многочленов, можно построить 
много, выбирая различные r - 8 + 1 узлов из имеющихся в нашем распоряжении n + 1 .  
Так, формулы численного дифференцирования, точные на классе линейных функций, 
мoryr быть получены c�+l = (nil)n способами. 

Если в качестве узловых точек взять любые две соседние точки, п()лучим систему 

из которой следует 

{ Cj + Cj+ 1 = 0, 
CjЖj + Cj+JЖj+l ·= 1, 

ci+l = -с; = , 
Жj+l - Жj 

и искомая формула, уже упоминавшаяся выше простейшц формуда численного диф­
ференцирования 
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Если же в качестве узnовых взять две произвольвые точки а:, < х. , то приходим 
. к формуле 

/'(а:) = /(xr) - f(x,) + R2• Xr - Х1 

Заметим, что приведеиные формулы пригодны для любой точки х отрезка [а, Ь] . 
Исследование остаточного члена R полученных формул численного дифферен� 

цирования показывает, что лучшей будет формула, использующая два соседних узла, 
меЖдУ которыми заключена точка х . 
.,. Действительно, если дополнительно предположить, что функция f(x) дважды не­
прерывно дифференцируема на промежутке [а, Ь] , то, заменяя значения /(z.) и J(x,) 
по формуле Тейлора, для остаточного члена лолучим 

R == /'(х) - /(Xr) - /(а:,) = -2
1 [/"(�.) (z - Xr)2 - /11(�8)(z - z,)2] .  Xr Х1 

Отсюда 
IRI � M[(z - Xr)2 + (х - х,)2] .  

Правая часть достигает наименьшего значения при х ,  = Xi < Xr = Xi+ 1 . ... 
Если точка х,  в которой ищется лроизводная, совпадает с одним из узлов Xi ,  то 

мы получаем три различные формулы численного дифференцирования: 

- правая формула 

- левая формула 

- центральная формула 

/'( 
·) _ /(xi) /(хн) + R х� - . .  лев, Xi - Xi-J 

Все эти формулы моrут быть с равным успехом использованы для нахождения про­
изводных, однако предпочтение следует отдать все же центральной. Дело в том, что 
для часто встречающеrося в приложениях случая равномерного разбиения промежутка 
l а, Ь] , эта формула в сравнении с прочими обладает дополнительными привлекатель­
ными свойствами .  

Во-первых, более высокой степенью аппроксимации . 
... Если Xi+ 1 - Xi = h 'r:/ i, то центральная формула nринимает вид 

/'( ·) - /(Xi+J) - /(Xi-t ) + R Xt - 2h центр· 

Разложение функции /{х) в точках Xi+l = х; + h, zн = х; - h по формуле Тейлора 
в этом случае может бЬIТЪ представлено в следующей форме . 

f(xi ± h) = f(xi) ± !'(xi)h + /"�i) h2 + o(h2) .  

6 381(. 64 
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Для остаточного члена формулы численного дифференцирования (в предположе­
нии существования второй производной) получаем Rцентр = O(h2), в то время как 
нецентральные формулы nри тех же предположениях имеют порядок апnроксима� 
ЦИИ O(h) . ... 

Во-вторых, является точной на IC/lacce многочленов, степень которых не превышает 
двух. 
<11111 Если /(ж) аж2 + {jж + ;, то, с одной стороны, 

/(х;) = 2ах; + {3 = 2а(жо + ih) + f3, 
а с  другой 

/(x,+I} - /(хн) 
_ ( . + . ) А _  2h - а Хн! х•-1 + "' -

а(х0 + ih + h + ж0 + ih h) + {3 = 2а(жо + ih) + {3. • 
Аналогичным образом могут быть получены формулы численного дифференциро­

вания более высоких порядков аппроксимации, точные на классах многочленов более 
высоких степеней. 

§ 3. Метод неопределенных коэффициентов. 
Старшие производные 

Та же техника может быть использована и для построения формул численного диф­
ференцирования порядков выше первого. В качестве иллюстрации получим формулы 
численного нахождения вторых производных. 

Двучленных формул (т. е. формул вида /"(х) = c1 j(x,) + c2j(x, )) длЯ второй 
производной не существует, так как такая формула может быть получена из условия 
ее точности для линейных функций, что приводит к очевидному и абсолютно беспо­
лезному соотношению 

/"(ж) = О ·  f(ж,) + О · f(xr) :;;:: О. 
Пусть искомая формула исnользует значения функции в точках ж, < хр < х, и, 

следовательно, имеет вид 

/"(х) = c,j(x8) + c,J(xp) + c,J(жr) + R. 
Условие точности этой формулы на классе многочленов степени не выше второй 
приводит к системе 

решение которой 

2 
Св = ' (х8 - жр)(х, - х.) 

2 

так что JJСкомая формула дается соотношенцем 

!"(х) = 2/(х,) + 2f(xp) + 
2/(xr) + R. (х, - Хр)(х8 - Фr) (хр - ж,)(жр - Xr) (xr - Xs)(Жr - Хр) 
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Для дальнейшего анализа полученного соотношения с целью упрощения выкла­
док ограничимся случаем равномерного разбиения промежутка [а, Ь] . В этом случае 
xi = х0 + ih Д1IЯ любого номера i ,  и предыдущая формула запишется в виде 

i' (ж) _ 2. [ f(xs) + /(хр) + f(x,) ] + R - h2 (s - p)(s - r) (р - s)(p - r) (r - s)(r - р) · 

Полагая 
. !" (х) /(xi) = f(x) + /'(x)(xi - х) + -2 -(xi - х)2 + ai, 

где ai = o(h2) , после несложных выкладок получим 

! l as ар а, 
R � (s - p)(s - r) + (р - s)(p - r) 

+ 
(r - s)(r - р) · 

Можно по казать, что если точка х ,  в которой ищется вторая производная, расположена 
между узлами с номерами i и i + 1 ,  то наименьший по величине остаточный член 
отвечает расчетным узлам Xs = Xi-1 . Хр = Xi , Xr = Xi+l · Аналогичное утверждение 
справемиво и дЛЯ точек х, являющихся узлами сетки. Таким образом, наилучшая 
расчетная формула численного нахождения второй производной дЛЯ равномерного 
разбиения дается соотношением 

§ 4. Интерполяционные формулы 
численного дифференцирования 

Другим распространенным способом построения формул численного дифференциро­
вания является интерполяционный способ. Функция f(x) на промежутке [а, Ь] заме­
няется каким-нибудь интерполяционным соотношением 

k 
/(х) = 2:: /(zi)Ai(x) + R�c 

i=l 
и в качестве производной q-го порядка в точке х Е [а, Ь] принимается значение 
соответствующей производной интерполяционного выражения в этой точке 

" 
i'�)(x) = 2:: f(xi)A�'>(x) + R�> . 

i=l 
Если функция интерполируется алгебраическим многочленом, то получающиеся фор­
мулы будут точными на классе многочленов, степень которых не превышает степени 
интерполяционного многочлена. Как л�rко проверитъ, они совпадают с формулами, 
получающимися методом неоnределенных коэффициентов. Для других интерполя­
ционных соотношений получаются, вообще говоря, другие формулы. 
в· 
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В йычислительной: практике хорошо зарекомецдовали себя фQрмулы числен­
ного дифференцирования, получающиеся дифференцированием интерnоляционных 
сnлайнов. 

Чтобы проиллюстрировать возможности метода, nолучим, например, формулы 
численного дифференцирования в пекоторой точке х промежутка [а, Ь} no трем зна­
чениям функции 1 (:с) в соседних точках Xi-1 ,  Xi ,  Xi+ 1 на равномерной сетке :со = а, 
xi = хо + ih. Полаrая 

/(х) = L2(x) + R2(/) = /(хi-t )Лн (х) + /(хi)Л.(х) + /(xi+ I)Ai+t (x) + R2(!), · 

где 

Л· ( ) 
_ (х - хн)(х - xi) 

Hl Х 
- 2h2 ' 

получим расчетную формулу 

1 /(хн) f(x;) 1 (:с) � 2h2 [(х - Xi) + (:с - Хн tН - --,;::2 [(х - хн) + (х - Xi+ t )] + 

f(xi+l )  + lh2 ((х - хн) + (х х;)) .  

В частности, для левого, центрального и правого узлов отсюда получаем следующие 
соотношения 

/(Xi-1) - 4/(х;) + 3/(X;+J} 
2h 

Приведеиные формулы точны на классе многочленов, степень которых не nревы­
шает двух. 

§ 5 . Неустойчивость процедур 
численного дифференцировании 

Полученные выше формулы численного дифференцирования теоретически дают до­
статочно хорошие результаты. Однако nри машинной реализации нас, как обычно, 
nоджидаютнекоторые осложнения. Если значения функции /( х) на промежутке [а, Ь] 
получены с nоrрешностями1> ilj(z) 

](х) = /(z) + llf(z), 

l) Наличие nоrрешностей, какуже отмечалось, мож.е'!;быты:вяэано, JЮ-nервых, с.ошибками Jl()nредеденки 
значенкй функции, а JЮ-вторщ, с акруrлением и nредета1Шением значений фуцкциq в машине. 



§5. Неуст011чмвость nроцедур чмcлellfiOI'O Дl!фференцмрованlfll ____________ 165 

то для производной /'(z) получаем 
d - d d 

dx / (z) = dx / (z) + dx 6./ (х). 
Но даже если ошибка 16/(х ) 1 очень мала, может оказаться что ее nроизводмая доста­
точно велика2) , что сводит на нет все наши усилия по нахождению производной !' ( х) . 

Если nодобная высокочастотная составляющая nоrрешности отсутствует, если 
функция ведет себя «достаточно хорошо,.з) и вычислительные nогрешности не очень 
велики, то исnользование nолученных в nредыдущих nараграфах формул численного 
дифференцирования дает практически приемлемые результаты. , 

В противном случае требуются специальные вычислительные nроцеhуры nо .ней­
трализации влияния nоrрешностей на результат - регуляризующие алгоритмы. Основ­
ная идея последних состоит в фильтрации высокочастотной составляющей nоrрешно­
сти 6/ (х) , т. е. замене неточно измеренной функции f(x) некоторой другой функци­
ей g(x) , которая, с одной стороны, принимает значения, близкие к значениям функ­
ции f(x) , а с другой стороны, меняется достаточно медленно. Если такая функция 
построена, то можно положить 

/'(z) � g'(x), , 
без оnасений исnользуя для вычисления g' (х) полученные выше формулы численного 
дифференцирования. 

Одним из широко распространенных методов реrуляризации является следующий: 
функцию g(x) отыскивают из условия минимума функционала 

ь ь 

G(Л, g) = 1 [f(x) - g(x)] 2 dx + Л 1 [g'(x)] 2 dx 
е а 

при некотором значении параметра регуляризации Л > О. При этом малость первого 
слагаемого обесnечивает близость значений функций l (х) и g( х) , а малость второго ­
гладкость функции g( ж) . 

2) Наnример, положим /(:с) = z, A/(rc) = е  sin Mx. Тогда f(x) = J'(x.) + М  е sin Mx. и ясно, чтодля 
сколь угодно малоrо е можно в:1ять настолько большое значение М ,  ч rо  истинное значение nроизводной 
будет отличаться от найденного очень сильно. 

3> Наnример, хорошо приближается мноrочлеком невысокой стеnени. 
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ОБЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 

ЗАДАЧА КОШИ 

Пусть функция у(:с) удовлетворяет на промежуrке [а, Ь] обыкновенному дифферен­

циальному уравнению первого nорядка 

dy 
d:c :::::: /(:с, у) ( 1) 

и в начальной точке :с = а nринимает заданное значение Уа 
у(а) =

Уа· (2) 

Задача отыскания решения уравнения ( 1), удовлетворяющего условию (2), носит 

название задачи Коши. В исключительных случаях решение этой задачи может быть 

получено в квадратурах, т. е. может быть выражено через элементарные функции 

и/или интегралы от элементарных функций . Как правило, это классические модель­

ные ситуации, хорошо изученные в теоретическом плане. 

В рядовой же прикладной ситуации единственным средством решения указанной 

задачи является численный анализ. 

В любой nроцедуре численного решения можно выделить следующие основные 

этапы :  

- дискретизация задачи - замена всех фигурирующих в задаче функций дискретным 

набором чисел и перевод дифференциального уравнения, nодлежащего решению, 

в некоторые соотношения, связывающие эти числа, 

- разработка метода решения полученного дискретного аналога и реализация его 

в вычислительном устройстве, 

- установление соответствия найденного решения дискретной задачи искомому точ­
ному. 

Прежде чем nереходить к описанию этих этапов, напомним основные факты из те­

ории обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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§ 1 . Свойства решений задачи Коши 
1. Существование и единственность 

Известно, что если nравая часть уравнения 

dy 
dx = J(x, у) ( 1) 

удовлетворяетнекоторым условиям реrулярности в окрестности точки х = а , томажио 
гарантировать существование и единственность его решения в некоторой nодокрест­
ности этой точки. Сформулируем nростейшее легко провернемое условие подобного 
рода. 

Теорема. Если правая часть уравнения ( 1) непрерывна по совокупности переменных, диф­
ференцируема по переменной у и производноя и ограничена, то задача Коши 

dy 
dx = J(x, у), у( а) = Уа· (2) 

однозначно разрешима в некоторой окрестности начальной точки. 

·
Заметим, что непрерывность правой части обеспечивает только разрешимость за­

дачи (2), но единственности не гарантирует. Для единственности нужно чтобы вы­
полнялось условие ограниченности упомянуrой выше производной или какое.-нибудь 
другое условие подобного роДа, например, условие Липшица: 

существует постоянная С такая, что V х Е (а, а +  б) функция J(x, у) удовлетворяет 
не равенству 

2. Продолжаемость решений 

Теорема, сформулированная выше, носит локальный характер - суrnествование 
и единственность решения гарантируются только в окрестности начальной точки. Мо­
жет оказаться, что его невозможно продолжить на весь отрезок [а, Ь] , даже если nравая 
часть уравнения ( l) удовлетворяет условиям теоремы существования и единственно­
сти во всех точках этого отрезка. Условия nродолжаемости решения описываются 
следующей альтернативой. 

Теорема. Если правая часть уравнения ( l) непрерывна по совокупности переменных, диф­
ференцируема по переменной у и производпая и ограничена в любой ограниченной обла­
сти, то 

либо решение задачи Коши продолжается неограниченно вправо от начальной точки 
до оо, 
либо при пекотором конечном значении х решение задачи Коши имеет вертикальную 
асимптоту. 

Последняя возможность иллюстрируется следующим nримерам 

dy 2 
dx = у + 1 , у(О) = О. 

Решение этой задачи у = tg х nравее точки Ж = 1r /2, в которой у функции tg х 
вертикальная асимптота, не продолжается. 
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3. Зависимость от параметров 

Важным для дальнейшего является вопрос о зависимости решения рассматривае­

мой задачи от различных параметров, в том числе от начальн.ых условий, правой части 

и т. п. 

Теорема. Если правая часть уравнения 

dy 

dx 
= f(x, у, р.) 

непрерывна по совокупности переменнЬlХ а:, у, р., дифференцируема по переменной у и про­
изводная U равномерно ограничена относительно параметра р., то решение этого урав­
нения у == у( а:, р.) , удовлетворяющее начальномуусловию у( а) = Уа • непрерывно зависит 
от параметра р..  

Заметим ,  что наличие непрерывной зависимости решения о т  параметра (в том чи­

сле от начальных условий) гарантирует нам, что малые ошибки в задании параметра 

(начальных условий) вызывают малое изменение решения на всем конечном проме­

жутке [а, Ь] , на котором мы решаем задачу. Однако, если решение nродолжается 

на всю числовую прямую, то может оказаться, что малые изменения в задани и  параме­
тра (начальных условий) , не вызываюшие больших изменений решения на конечном 

nромежутке, вызывают значительные изменения при х - оо. 
Решение, которое мало меняется nри достаточно малом изменении начальнЬlХ усло­

вий для сколь угодно больших значений аргумента, называется устойчивы.м. 
Для дальнейшего важно, что устойчивость решения задачи Коши - внутреннее 

свойство задачи. 

4. Дифференцируемость решения 

Гладкость правой части рассматриваемого уравнения оnределяет гладкость реше­

ния. Сформулируем более строго. 

Теорема. Если 8 окрестности начальной точки (а, Уа) праваа часть уравненив ( J )  n 
раз непрерывно дифференцируема, то решение задачи Коши (2) обладает в некоторой 
окрестности начальной точки ( n + 1) -й непрерывной производной. 

5. Интегральное уравнение 

В заключение этого краткоrо обзора отметим еще, что задача Коши (2) эквива­

лентна задаче решения и нтегрального уравнения 

з: 
у(а:) у(а) + j f(a:, у) d:t. (3) 

а 

Теорема. Если вьтолнены условия теоремы существования и единственности,решение за­
дачи ( 2) явмется решением интегрального уравнения (3), и наоборот, решение интеграль­
ного уравнения (3) явметсярешением задочи Коши (2). Обе задачи при этом однозначно 
разрешимы. 
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§ 2. Дискретизация задачи Коши 
2. 1 . Конечно-разностные схемы 
Разобьем промежуток {а, Ь] точками а =  х0 < х1 < . . . < Xi < . . .  < хн = Ь на N 
частей.  

Полученное разбиение назовем сеткой на промежутке [а, Ь] , точки х; - узлами сетки. 
Сетку будем называть равномерной, если V i выполняется равенство Xi+ l - х; = h. 
Величину h = '7; назовем шагом сетки. Если сетка не является равномерной, то 

под шагом сетки будем nонимать величину h max lxi+ 1 - Х; j .  
Вектор uN с компонентами 'Ui , i = О, 1 ,  . . .  , N ,  назовем сеточной функцией. 
Если некоторая функция <р(х) определена на указанном nромежутке, то ее cemo'f­

HЬIM аналогом назовем упорядоченную совокупность значений этой функции в узлах 
сетки - вектор ФN , задаваемый соотношением 

Как уже отмечалось, процедура дискретизации нсходной задачи Коши состоит 
в замене всех фигурирующих в задаче функций некоторыми сеточными функциями 
и в заменедифференциального уравнения расчетными соотношениями для их комnо­
нент. 

Например, если заменить производную правой формулой численного дифферен-
цирования 

а nравую часть f(x, у) значением J(x, , у(х,)) , то исходная задача нахождения функ­
ции у(х) будет сведена к задаче отыскания сеточной функции1) u,N , компоненты 
которой удовлетворяют расчетным соотношениям 

s = О, 1 ,  2, . . . , N - 1 ,  

и начальному условию 

Uo = Уа · 

Для той же задачи можно получить другой дискретный аналог, заменив nроизвод­
ную, другой, например, центральной фор�улой численного дифференцирования 

'
( ) 

у(хнl) - y(x,_l) 
У Xs � 2h 

иjили взяв в качестве правой части полусумму значений f(хн1 , Ун!) и f(X8- t ,  Ys- J ) .  

!) Здесь важно nонпмать, что сеточная функция uN , ямяющаяся решением nриведеиной ниже сиС'tемьt 
уравJtений не двляеmС11, в!Юбще говоря, сеточн�>�М аналогом решенU.R задачи Коши, т. е. 

y(z,) f= и, .  



170 ----------- r11au LXII. Обыкновенные дмффереНЦ11811Ыtlоlе ypallнeнtlll. 3адача Коwм 

Подобные процедуры дискретизЗции исходной задачи Коши мoryr быть nредста­
влены следующим образом: 

Значение производной в точке ж, заменяется nроцедурой численною дифференциро­
вания (см. rл. LXI) 

N 
Y1(Xs) = L afy(xi), 

i=O 
а значения правой части /(ж, у) в этой же точке каким-нибудь интерnоляционным 
соотношением вида 

N 
/(ж, ,  у,) =  L {Зi/(xi , Yi) ·  

i=O 
При этом получается задача: 

найти сеточную функцию uN , определяемую условиями 

N N L аiщ = L rз: /(:t.j, Uj), s = о, l ,  2, . . .  ' N, 
i=O i=O 

Uo = Уа. 
которую и nримимают в качестве дискретною аналога исходной. 

Полученный таким образом дискретный аналог задачи Коши называется ее конеч­
но-разностным аналоюм, или конечно-разностной схемой. 

Однако это не единственно возможный путь дискретизации задачи Коши. Мно­
гие из широко использующихся в nриложениях дискретизаций мoryr быть nолучены, 
наnример, следующим образом. 

На сетке а = zo < х1 < . . . < хн = Ь (неважно - равномернойилинет) , используя 
интегральный вариант формулировки задачи Коши, запишем очевидное тоЖдество 

"'i+l 
у(хщ) = y(xi) + j f(x, у(х)) dx. 

z; 
Если у( ж) - точное решение, то nравая часть уравнения /(ж, у( ж)) = F(x) явля­

ется функцией переменной ж. Заменяя F(x) интерnоляционным многочленом Ла­
гранжа, построенным по не которой наперед заданной системе узлов, и интегрируя ею 
на промежуrке [zi, Xi+ 1 } ,  nолучим равенство, которое и служит источником процедур 
дискретизации, вообще юворя, отличающихся от приведеиных выше. 

2.2. Формулы Адамса 

Jpyпna методов, известных nод названием методов Адамса, получается, когда исполь­
зуется интерполяция: правой части f(z, y(:i:)) по q+ 1 предшествующей узлу Zi точке ­
в качестве узлов интерnоляции берутся узлы сетки Xi , Xi- 1 ,  • • • , Xi-q. 

При q = О интерnоляционный мноючлен Лагранжа задается равенством 

Lo(x) = F(zi) = const 
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и мы получаем расчетную схему метода Адамса нулевого порядка, широко известную 
еще nод названием метода Эйлера, 

'lti+J - 'Uj 
h = f(x; , tt;) . 

Известное начальное условие tto = Уа позволяет рекуррентно получить все значения 
сеточной функции, являющейся решением рассматриваемой дискретной задачи. 

При q = 1 получаем 

х - х · 1 х - х · L1 (x) = F(x;) h s- - F(xi- t )T, 
откуда следуют расчетные формулы Адамса первого порядка

· 

'lti+l - щ 3 1 
h = 2/(ж; , ui) - 2/(хн ,  ttн). 

Здесь уже для запуска вычислительного процесса недостаточно начального условия ..;..... 
требуется еще знание значения u1 , которое может быть задано, например, с использо­
ванием схемы Эйлера u 1 = tto + hf(ж0, tto) , или из какнх-нибудьдругих соображений. 

Формулы Адамса более высоких порядков для запуска вычислительной nроцедуры 
требуют задания дополнительно ровно q значений u1 , u2 , • • • , ttq. Их можно задавать, 
используя, наnример, схемы Адамса низших порядков. 

2.3. Формулы Рунге-Купа 
Другой пуrь использования интегрального соотношения для построения дискретных 
аналогов задачи Коши состоит в следующем - на промежутке [ х;, ж;+ 1 ]  по не которому 
наперед заданному набору узлов ж; = ж? < ж] < xf < . . . < xi = x;+t построим 
интерполяционный многочлен Лагранжа для правой части уравнения 

IJ 
F(x) = f(x, у(х)) = 2: f(x;, y(xi))A8(x) 

s=O 
и проинтегрируем его почленно. Это даст нам 
расчетные соотношения 

q Ui+ J - Щ · '"'"' i ( s s)) ' 

h = L....J Ws · f  X; , y(xi ' 
а=О 

в которых 
Zi+l 

w� = J л.(х). 

Простейшей формулой Рунrе-К:утrа явля­
ется уже встречавшаяся выше формула Эйлера 
(она же формула Адамса нулевого порядка) . Она 

1 
1 1 

U · ' 

·���----�----------+ : 
1 

Рис. 1 .  Метод Эйлера -

Ui+l = Ui + hf(rz:;, щ) 

соответствует значению q = О . Отметим прозрачный геометрический смысл этой 
формулы (рис. l) : если значение искомой функции известно в пекотором узле х; , то 
в качестве значения в следующем узле сетки Жi+ 1 берется то, которое получается ли­
неаризацией функции на промежутке (х; ,  х;+ 1 ]  - на указанном промежутке график 
искомой функции заменяется касательной в точке Xt . 
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При q = 1 правая часть /(�. у(�)) интерполируется линейной функцией, так чfо 

Zi+l 1 !(�, у(�)) d� � � (!(xi, Yi) + f(�i+l •  Yi+l)) 

х; 
и соответствующие расчетные соотношения записываются в виде 

h 
Ui+ t ::;:: и, + 2 (/(xi, и;) + f(хн, , иi+I ) ) .  

Однако они неудобны для расчетов, так как при известном значении иi тяжело 
поддаются решению в явном виде относительно Ui+ t ·  Поэтому обычно поступают 
следующим образом: сначала используют формулу Эйлера для nолучения nриближе­
ния к значению функции в точке хн1 , а затем производят уточнение по nриведеиной 
выше формуле, так что вся процедура строится на основе двух расчетных формул 

иJ+I = и; + hf(�; . щ), ин1 = щ + � (!(�;. щ) + !(�i+ l •  иJ+t)) ,  

которые и составляют содержание метода Рунге-Кутта первого nорядка. 
Геометрический смысл этого метода такжедостаточно прозрачен (рис. 2) . Искомая 

функции линеаризуется на промежутке [�;, Xi+ I i  - ее rрафик заменяется на указан­
ном промежутке прямой линией, тангенс угла наклона которой примимается рав­
ным среднему арифметическому тангенсов углов наклона касательных в точка (�;, и;) 
и (х;н, и]+1 )  и в качестве значения u;+1 берется значение этой линейной функции 
в точке �i+ l ·  

1 иJн= f(x; , Иj) 
1 1 1 1 1 

: иi+t 
1 

1 ,: ' , 
U;+": =----.......z-----1; tgiP f(х;,и;)�f(хн 1 , и)н ) 

1 1 ' 1 1 

Рис. 2. Метод Рувге-Куrrа 

Общая структура алгоритмов Рунге-Кутта такова - на основе q-членноrо qнтер­
nоляционного соотношения на сетке х; = х? < �J < �; < . . .  < х1 = хн1 строится 
расчетная формула 

IJ 
ин1 и; + :2: w,f', 

s=l 
для которой значения f' последовательно уточняются с помощью расчетных формул 
низших порядков: 

/1 = hf(�;, и;) , 
/2 = hf(�l . Ui + a2t/ 1 ) ,  



§ 3. Сходимость 
Осуществленное в § 2 сведение исходной дифференциальной задачи к дискретной 

относительно сеточной функции uN имеет смысл только при условии, что решение 

дискретной задачи мало отличается от точного решения дифференциальной. 

Если у(ж) - точное решение исходной задачи, У N - его сеточный аналог и uN -

решение дискретного аналога исходной задачи, то требуют, чтобы yN и uN бьmи 

близки, причем с измельчением разбиения (т. е. nри N --. оо или, что то же, при 
h --+ О) эта близость становилась бы nренебрежимо малой. 

Формализация nриведеиных соображений требует, чтобы на множестве сеточ­

ных функций была оnределена близость двух сеточных функций. Это можно сделать 
различными способами. Мы изберем следующий - будем оценивать близость двух 

сеточных функций uN и VN величиной d( UN, vN) , задаваемой соотношением 

d(UN, VN) =: max lиi - щ/ .  O�i�N 
Ясно, что чем меньше величина d(UN , vN) ,  тем ближе значения сравниваемых сеточ­

ных функций во всех узлах сетки одновременно. 

Пусть исходная дифференциальная задача однозначно разрешима на nромежутке2> 

[а, Ь] и дЛЯ каждого значения N = 1, 2, . . .  соответствующая дискретная задача также 

однозначно разрешима. 

Будем говорить, что решение uN дискретной задачи сходится к точному решению 

исходной задачи, если 

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие введенные понятия. 

Пример 1. Дпя задачи Коши 
у' = у, у(О) 

на nромежутке {0, Х] nостроим дискретный аналог, исnользуя схему Эйлера 

tl•+l - и, h = и,, s = O, I , . . .  , N, ио = l . 

Точное решение исходной задачи Коши дается функцией y(z) = еж . ДИскретный аналог рассматрива· 
емой. задачи оnисЫI!ается расчетными. соотношениями 

ио = 1 ,  и•+l = u,(l + h), s = О, 1, . . . , N, 
из которых легко nолучаем, что для любого значения N решение uN дискретной задачи существует 
и дается сеточной функцией 

2) Т. е. локально однозначно разрешима и решение nродолжается вnлоть до точки Ь .  



ДИскретный аналог то'lного решения дается сетО'Iной функцией y
N 

е" !.х 
yN ::: 

e N 

e2h .:х е н 
e
N" 

ех 
Отсюда 

m;n !и. - y(:.c,)l m1ax \(1 + h)' - e'"j == j(l + h)N - exj ....., О, N --.. оо, 
и, следовательно, для реесмотренной дискретизации имеет место СХQ�:�Имосn. решения дискретного 
аналога к точному решениD • .,.. 
Пример 2. Для той же задачи на nромежутке {О, Xj rюстроим дискреrный анаnог, заменив производную 
левым трехтО'Iечным разностным отношением (см. § 4 rл.LXI): 

4u, .:... 3u,_l - 11н1 
211 

= u,_ 1 ,  а = !, . . . , N - 1, uo = l. (l) 
Замети111. что в этом случаЕ/ дискретный аналоr имеет бесконечное множество реt!Jений - мы име­
ем N неизsестных величин u, и rолько N 1 уравнение дЛЯ их оnределения. Как правило, в nодоб­
ной ситуации дополии1"1аJJЬНО к соотношениям (1) задают значение u1 , замыкая 11ам самым сиС1"1аму (1) 
и обеспечивая ее однозначную разрешимостъ3). 

Gаметим, что в силу линейности и однородности рассматриваемой с�мы, вместе с любыми 
двумя решениями u� и u� , ее решением будет и их линейная комбинация с проиЗВОJ'Iьными коэффи­
циентами Ct и С2 

Будем исl\ать решение системы ( 1 } а виде rеометри'iеской nрогреесии и, = л•. Подставляя и, 
в (1}, дnя оnределения ). nолучаем уравнение 

Л1 - 4Л + (3 + 2h) = О, 

корни которого 
Л1 2 + v'i - 2h, Л2 = 2 - v'J - 2h. 

Решение �о�сспедуемой системы уравнений nолучаем в виде 

и, = с1л1 + с2·Ч· 
Постоянные С1 и С2 оnределим из начальных условий 

Из этих соотношений следует 

{ по == с1 + с1, 
u, = С,Л, + С2..\2. 

CJ = �. Лt - Ut 
Лt - Л2 С2 = �· 

откуде решение рассматриваемого дискретного аналога дифференциальной задач� заnишется в виде 
UJ - .:\2 •• )'1 - Ut ,s "· == ---... . + --- "2· 
Л1 - >.2 >.1 - Л2 

Для исследования сходимости полученного решения к точному решениD исходной задачи, нам 
nонадобится следующее соотноwение4> 

Из ка.ких соображ:епий с.ледует задав.ать u1 ? Если никакой дополнительной информации о решении 
у нас нет, то вnолне nриемлемым сnособом задания u1  является, например, способ, исnользующий Д!U{ 
оnределения u, разностную схему, рассмотренную выше 

u1 uo + h · f(:r:o, ио) = l + h · l , 

хотя. возможны и друrие подходы. 

4) Имеющее место в силу формулы Тейлора. 
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Исnользуя nоследнее, заК/IЮ'iаем, что nри h ...... О 
.Л1 = 3 h + o(h2), Л2 = 1 + h + o(h2), .л, .Л2 = 2 2h + o(h). 

Рассмотрим, как ведет себя решение разностной задачи nри h ....,. О, s ....,. оо. Для Лf имеем 

Л1 � (3 - h)' = 3' ( 1 - � )' ..... з•е-�•13 • 
Точно так же для .Л� nолуцаем 

).� � ( 1  + h)• -> е'"• . 
Для дальнейшего анализа нам нужно задать недостающее значение u1 • Положим, наnример, t11 = 1 +h, 
что хорошо согласуется со свойствами точного решения искодной задачи. Асимnтотические соображе­
ния, аналогичные вышеизложенным, nоказывают, что коэффициенты с, и С2 в этом случае асимnто­
тически ведут себя как const • h2 + o(h

2) и l + o(h) соответственно. 
Суммируя вышеизложенное, зaКIIIO'iaeм, что nри h -+ О, 11 - оо решение разностного аналога 

не только не сходится к точному решению исходной задачи, но и, так как nервое слагаемое неограни· 
ченно растет с ростом s 

вообще не имеет nредела. 

с ,. 1 з• -ж./3 1 • "1 � const · 2 · е ....,. оо, 11 

более тонкий анализ nоказывает, что это обстоятельство никак не сеязано с выбором значения Ut , 
как могло бы nоказаться на nереый взглм, а является внутре.нним свойством избранного метода дискре· 
тизации. Ясно, что для решения рассматриваемой задачи Коши nодобные скемы неnригодны и важно 
уметь оnределять, имеет или нет место сходимость решения дискретного аналога к точному решению 
исследуемой задачи Коши. J> 

§ 4. Аппроксимация. Устойчивость 
В примере, рассмотренном в §  3, наМ удалось обнаружить отсутствие сходимости бла­
годаря тому, что мы nостроили и nроанализировали решение дискретного аналога 
в явном виде. На nрактике это, как nравило, невозможно, и хотелось бы иметь другие 
сnособы анализа наличия или отсутствия сходимости, не исnользующие формул для 
решения. 

Ясно, что заменяя дифференциальную задачу дискретной разностной, нужно nо­
стараться сделать ее в известном смысле как можно более nохож.ей на исходную. Тогда 
есть основания надеяться, что и решение дискретной задачи тоже будет мало отли­
чаться от решения исходной дифференциальной. Посмотрим с этой точки зрения 
на разобранные в § 3 nримеры. 

Придадим, в nервую очередь, точный смысл nонятию близости дискретной и диф­
ференциальной задач. 

Пусть у(х) - точное решение задачи Коши 

У1(х) = f(x, у) ,  у(а) = Уа, 

для численного анализа которой мы хотим исnользовать некоторую разностную схе­
му. Подставим сеточный аналог точного решения yN (y(xi)) в разностную схему. 
Поскольку решение сеточной задачи, вообще говоря, не тождественно решению ис­
ходной, то в результате такой nодстаковки образуется невязка AN - разница между 
результатом nодстановки компонент yN = (у(х;)) в левую и правую части сеточ­
ных уравнений. Чем меньше неnязка, тем лучше разностная схема аппроксимирует 
исходную задачу Коши. Поскольку невязка - сеточная функция, то ее малость экви­
валентна малости величины 

d(AN , 0) = max ! бs ! , 
s 
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котопой мы и. будем оценивать качество аппроксимации задачи Коши разиостной 
схемой. 

Будем говорить, что разностная схема аппроксимирует задачу Коши, если 

d(L.\N, 0) = max (бs f -+ 0, h -+ 0. 
$ 

Пусть, например, мы решили использоватьдля решения задачи Коши разностную 
схему 

- и. 

h 
= f(x8, и,), UQ = Уа ·  

Подставляя в каждое из  уравнений компоненты у(а:1) сеточного аналога yN точного 
решения и используя тот факт, что 

: Yi+ t - ,yi = y'(a:,)h + O(h2) ,  i = 1 ,  2 ,  . . . , n - l ,  и у'(а:,) = f(xi , Yi), 
получим следующую систему соотношений 

Уо - Уа = 0, 
111 - Уо ( ( -

h
-. - - 1 жо, Уо) = О  h), 

У2 - Yt ( ( ) -h- - 1 ж,, у,) = о h ' 

YN - 1/N- 1 
h - /(XN- 1 .  YN-1 )  := O(h). 

В этом слуЧае невяэка имеет вид 

�N = [.:):;]. 
Первое уравнение (начальное условие исходной задачи Коши) иа решении удоnnетво­
ряется точно, остальные с точностью до O(h) , т. е. разница между левыми и пра­
выми частями разностных уравнений стремится к нулю при h -+ О .  · Следовательно, 
рассмотренная разностная схема аппроксимирует исходную задачу Коши. 

Если выполняется условие 

d(L.\N , 0) = max !бsl = O(hr), , 
то говорят, что имеет место аппроксимация r-го порядка. 

В рассмотренном примере порядок аппроксимации равен 1 .  
Легко убедиться в том, что и для разностной схемы ( J )  § 3 аппроксимация имеет 

место. 
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Наnомним, чтодЛя этой Задачи f/o == 1 и мы nоложили у1 = y0 +hf(ж0, 71о) = t +h; 

Полагая 
· 

у(жi) = у(жн) + у'(жн)h+ �t/'(ж;- 1)h2 + O(h3), 

( . ) ( . 
'( ) 1 " 2 3 11 Жi+1 = 11 жн) + 11 Жi-1 2h + 211 (жi-t)(2h ) + O(h ) 

и учитывая, что у' (ж н) = 1/i-l , nолучим 

1/О - 1/а = О, 1/1 - l - h = O(h2) 
и для всех в =  1 , 2, . . . , N - 1 

4th - Зун - 1/i+t 
_ . _ O(h2) 2h У•-1 - · 

Таким образом, эта разностная схема апnроксимирует задачу Коши со вторым поряд­
ком. 

Тем не менее, как мы вИдели выше, решение построенного дискретного варианта 
исходной задачи к точному не сходится. 

Причина этого неnриятноrо обстоятельства свяэана с тем, что наличие аппJКЖ­
симации не исЮtючает, nусть и малых, но отличий используемой разностной схемы . 
от разностной схемы, которой удовлетворяет точное решение исходной дифференци­
альной задачи Коши. При этом в одних случаях наличие подобных малых отличий 
вызывает малые же отличия соответствующих решений, а в других - значительные. 
Ясно, что наличие значительных ошибок в решении разностной задачи при малых ее 
возмущениях, делает схему не nриГодной для вычислений. ПодчерJq�ем, что указанное 
обстояте.nьство связано только со свойствами взятой для решения разностной схемы. 

Будем говорить, что разностная схема устойчива, если малые ее возмущения вызывают 
малые изменениЯ решения. 

Таким образом, nригоднымидля реализации вычислительного процесса моrуrсчи-
таться только устойчивые схемы. 

· 

Если надлежащим образом формализовать оnисанные выше nонятия, то может 
быть доказана следующая фундаментальная теорема. 

Теорема (аnnроксимациt + усто1чи11ос:nt = сходммосn.). Еслц разностнQJl схема annJIOI'CUNU­
pyeт исход11ую �iklчy Коши и Qблад(Jет устойчивостью. то имеет место сходимость 
решения разностной схемы " точному решениЮ задачи Коши. 

§ 5. Системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

Пусть теперь y(z) , J(z, у) = f(ж; У1 . У2 • . • • • 11п) - веtсrорные функции, задаваемые 
соотношениями [ 111(ж) ] 

у(ж) = .  .����� . • • 

Уп(ж) 

[ /1 (ж, у) ] 
J(ж, у) = . :��� .. . �� . . 

/n(Ж, у) 
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,Для задачи Коши 

у'(х) = f(x, у), у(а) = Уа 
все рассмотрения nредыдущих разделов сохраняют силу, если скалярные функции и их 
сеточные аналоги всюду nонимать как векторные. 

Например, расчетные соотношения метода Эйлера иревращаются в систему ре-
куррентных соотношений { 'Uti+ l = 'U!i + hfr (X; ,  ин,  и2i• · · · ,  'Uni) ,  

��·.�� .�.��·. � .��:���·. ��� : �2:� :::. : �i�: 
иni+ l = иni + hfn (X; ,  ин ,  и2; ,  · · · , Uni) ,  

дополненную начальными условиями 

'U\0 Yta. и2о = У2а• • · · , иnо = Yna· 
Метод Рунге-Kyrra nервого nорядка nринимает форму 

иli+t = ин + � · (f, (x;, и r ;, и2;, . . .  , 'Uni) + /1 (xi+l •  и/i+ l •  и�i+ l •  . . .  , и�i+ l )  ) , 

и2i+l = и2; + � · {12(х; ,  и , ; ,  и2;, . . .  , 'Uni) + f2(x;+ l •  и: i+ l •  и�i+l •  . .  · , и�i+t )  ) ,  

иni+l = 'Uni + � ' (fn(X; ,  ин,  и2;, · · · , Uni} + fn (xi+ l , и :i+l , и�i+ l ,  · • · , 'U�i+ l ) ) , 

где значения u}i+I , j = 1 , 2, . . . , n, подлежат оnределению из системы уравнений 
метода Эйлера, nриведеиной выше. 

Понятия, связанные с близостью сеточных вектор-функций, сходимостью, аn­
проксимацией и устойчивостью, nереформулируются на случай систем очевидным 
образом. Все основные рассуждения и результаты, будучи переформулированы над­
лежащим образом, остаются сnраведливыми. 

§ 6. Задача Коши для уравнений второго порядка 
Дифференциальные уравнения, порядок которых выше nервого, введением вспомога­
тельных переменных легко могут быть сведены к системе уравнений первого порядка 
и тем самым, по крайней мере формально; nроблема численного решения таких урав­
нений сводится к исnользованию методов и nроцедур, разработанных для систем. 

Общая структура такого nодХода следующая. Полагая v1 (х} = у , v2(x) = у,  транс­
формируем задачу Коши для уравнения второго nорядка 

У11 = J(x, у, у') , у(а) = Уа. у'(а) = у� 
в задачу Коши для системы двух уравнений 

, Vt = V2,  
v� = J(x, v, , v2) ,  

v1 (a) = Уа•  

v2(a) = у�, 
численное решение которой может быть nолучено описанными выше сnособами. 
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Однако уравнения второго порядка занимают особое место. Они широко распро­
странены в приложениях и часто обладают специфической структурой, учет которой 
при разработке методов численного решения позволяет получать алгоритмы более 
эффективные, чем общеупотребительные универсальные. 

Рассмотрим задачу 

у" = f(x, у, у') ,  у(а) = Уа. у'(а) = у�. 
Ее дискретный аналог может быть получен, например, прямой заменой производных 
разностными отношениями. Полагая 

" y(xi+J ) - 2у(х;) + y(x;- J ) у = 
h2 

приходим к расчетным соотношениям 
Ui+l - 2U; + Ui- J  ( Ui+ l - U;) 

h2 - !  х; , и; , 
h 

= О, i = 1 ,  2, . . .  , N - 1 ,  

дополняя которые начальными условиями 

ио = Уа. 
UJ - Uo J 

h 
= уа, 

получим неявную систему уравнений относительно компоненты и;+ 1 при известных 
компонентах 'lt;-t , и; . 

В общей ситуации этот подход не лучше сведения задачи Коши для уравнения 
к задаче Коши для системы. Однако если уравнение обладает специальными свой­
ствами, то их учет может дать некоторые преимущества. Так, например, для часто 
встречающегося класса уравнений второго порядка вида 

у" = f(x, у) ,  ( 1 )  

правая часть которых н е  зависит явно от первой производной, разработаны специаль­
ные методы, являющиеся более эффективными в реализации, чем упомянутые выше. 

Наиболее распространенными среди них являЮтся методы, называемые методами 
Штермера, которые могут быть получены из следующих соображений. Рассмотрим ре­
шение у(х) задачи Коши на промежутке (х; , х;+ 1 ] .  Дважды интегрируя тождество (1) , 
получим z z 

у(х) - у(х;) - у'(х;)(х - х;) = J dx j f(t, y(t)) dt. (2) 

Зафиксировав теперь q + 1 узел х; , хн , х;_2 , • • •  , X;-q , заменим функцию f(x, у(х)) 
ее интерполяционным много'Шеном Лаrранжа 

q 
f(x, у(х)) = 2:: j(x;_, , у(х;-,))Л,(х). 

s=O 
Полагая в (2) х = Xi+J , заменим у' (х;) левым разностным отношением и проинтегри­
руем интерполяционный много'Шен. Полученные расчетные соотношения называ­
ются явными формулами Штермера q-го порядка, 

q 
иi+J - 2и; + ин = L J(x;_, , y(x;-s))ц.t,. 

•=0 
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Здесь коэффициенты w, даются формулами 

Жi+l Ж Жi+l 

UJ8 = J dx J A,(t) dt = J (xi+ l - t)A,(t) dt. 
Жi ж; ж; 

Неявные формулы Штермера q-го порядка получаются из аналогичных соображений, 
за исключением того, что интерполяция nравой части осуществляется по системе 
узлов, включающих узел х;+ 1 , 

q 
·Ui+l - 2u; +·Ui- 1 = L f(xi+l-s, y(xi+l-s))w,. 

s=O 
При q = О, например, получаются следующие явное 

1Li+I - 2u; + Ui-1 = h2 f(x; , и;) , i = 1 ,  2, . . .  , N - 1 ,  

и неявное 

расчетные соотношения. 
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06ЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 

Наряду с рассмотренной в гл. LXII задачей Коши часто приходится решать и дру- ' 
гие задачи, связанные с обыJР�овенными д111фференциальными уравнениями.  Среди 
них одно из центральных мест занимают краевые, или граничные задачи, в которых 
из бесконечного множества решений обыкновенного дифференциального уравнения 
требуется выделить решения, удовлетворяющие определенным условиям на концах 
промеж:утка, на котором рассматривается уравнение. 

Мы ограничимся рассмотрением простейшей краевой задачи для уравнения вто­
рого порядка, раЗрешенного относительного старшей производной. 

§ 1 .  Краевая задача . дяя уравнения второго порядка 
Пусть у(ж) - не которая дважды неп{>ерывно дифференцируемая на промежутке [а, Ь] 
функция и J (ж, v, · w) - заданная функция трех переменных. 

Краевой задачей для уравнения 

у" = J(ж, _у, у') (1) 

назовем задачу нахоЖдения решения этого уравнения, примимающего на концах про­
межутка [а, Ь] заданные значения 

у(а) = Уа, у(Ь) = У•· (2) 

Краевая задачаназываетсялинейной, если /(ж, у, у') =  р(ж)у' +q(ж)у+r(ж) . Линейная 
краевая задача называется однородной, если r(ж) = Уа =  Уь = О, и полуоднородной, если 

Уа =  УЪ =  О. 
Не всякая краевая задача разрешима, а если и разрешима - то не всегда однознач­

но. Например, задача 

у" = -у, у(О) = О, y(1r) = а, 
рассматриваемая на промежутке [0, 1r] , не имеет решений при а # О и имеет беско­
нечное множество решений, даваемых соотношением у( ж) = С siп ж, при а = О. 

: ··· 
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:Дополнительные условия, наложенные ua правую часть уравнения, позволяют
' 

обеспечить однозиачную разрешимость рассматриваемой задачи. Мы ограничимся 
здесь формулировкой трех теорем, носящих достаточно общий характер. 

Теорема 1 (существование и единственность реwенм краевОй задачи). Пустьфункция f(ж, v,  w) 
непрерывна по совокупности переменнЬIХ и обладает ограниченными частнЬLМи производ­
ными на промежутке {а, ЬJ 

1:� 1 � Vv, �� � � Vw, 

причем постоянные v11 и Vw удовлетворяют условию 

(Ь - а)2 (Ь - а) Vv g + Vw--2- < 1 .  

Тогда краевая задача ( 1 )-(2) на [а, Ь] однозначно разрешима. 

Теорема 2 (существование и единственность реwенм линейной краевой задачи). Пусть коэффи­
циентылинейной краевой задачи q(ж) и т(ж) непрерывны на промежутке [а, Ь] , а коэф­
фициент р(ж) непрерывно дифференцируем. Если выполнено условие!) 

1 dр(ж) 8 q(ж) - 2(Ь - а) � � с >  -.11'(Ь - а)2 "J ж Е [а, Ь} ,  
то линейная краевая задача однозначно разрешима при любой r( ж) . 

В приложенних иногда оказывается полезиой следующая теорема единственности. 

Теорема 3 (единственность реwениt nинеlноi краевой задачи). Пусть коэффициенты линейной 
краевой задачи р(ж), q(ж) и r(ж) непрерывны на промежутке [а, Ь] и удовлетворяют там 
условию 

р(ж)2 q(ж) � -4- . 
Тогда линейная краевая задача имеет не более одного решения. 

Везде ниже, при обсуждении подходов к численному анализу краевых задач, . мы 
будем предполагать, что исследуемая краевая задача однозначно разрешима. 

§ 2. Метод стрельбы 
При решении краевойзадачи { 1 )-(2) § l естественно использоватьодИн из изложенных 
в гл. LXII методов дискретизации дИфференциального уравнеиня. Для: компонент Ui 
сеточной функции uN, определенной на сетке а = ж0 < ж1  < . . . < ж н = Ь, мы 
получим при этом систему уравнений вида 

инt Ф(u,_,, ui-s+ l •  . . . , и;), 

l ) Это условие может быть заменено друrим, близким к нему 

1 dp(�) ,.. q(�) 2(Ь - а) -;;;- > - (Ь - а)2 V х Е (а, Ь]. 
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дополненную двумя граничными условиями ио == Уа и ин = Уь · В отличие от ана­
логичных систем для задачи Коши, которые можно бьшо рекуррентно разрешить, 
последовательно определяя значения Ui+ 1 по уже найденным Ui-s,  Ui-н 1 , • • •  , щ в со­
ответствии с приведеиным расчетным соотношением, в рассматриваемой ситуации 
этого добиться не удается из-за наличия условия на правом конце отрезка [а, Ь] . 

Один из приемов, позволяющий получить решение исследуемой задачи, состоит 
в следующем: наряду с краевой задачей ( 1)-(2) § 1 рассматривается задача Коши 

11 ( ') у = f х, у, у ' у( а) = Уа. у'(а) = �. 
где значение параметра � задано пока произвольно. Решая эту задачу, сравнивают 
значение, которое принимает найденное решение у(х; �) на правом конце отрезка 
с заданным на этом конце граничным условием. Если окажется, что у(Ь; �) = Уь - то 
найденное решение является одновременно и решением краевой задачи. 

Такое совпадение, как правило, крайне ма­
ловероятно. Меняя значение параметра �, бу­
дем добиваться того, чтобы разница между 
у(Ь; �) и Уь уменьшалась. Отсюда и название 
метода - метод стрельбы. Оно вызвано тем, 
что изменяя значения параметра � ,  мы меня­
ем угловой коэффициент решения уравнения 
у" = f(x, у, у') , выходящего из точки (а, Уа) 
(рис. l),  тем самым изменяя «Точку попадания 
снаряда» - ординату правого конца траекто­
рии. Сравнение значения полученного реше-
ния с заданным граничным в правом конце от-

' ' 
а 

------!,y(b;�l) ' ' 
tУь : : ' 
;у(Ь;�2) ' ' 
: 
: ' 

ь 
Рис. l. Стрельба: � = �� - перелет, 

� = �2 - недолет 

резка является основанием для «корректировки» стрельбы, в зависимости от того, что 
мы наблюдаем - «недолет» (у(Ь; �) < Уь) или «Перелет�> (у(Ь; �) > Уь). 

Оnисанный выше наnравленный перебор значений параметра� может быть реали­
зован в эквивалентной (и в некоторых ситуациях более эффективной) форме решения 
уравнения 

у(Ь; �) = УЬ· 
Используя любой метод решения нелинейных уравнений (см. гл. LVIII), получим зна­
чение �0 , решающее поставленную задачу. 

Применеине метода бисекции, например, nриводит к следующей последователь­
ности вычислений: 
1) если �� и 6 - значения параметра, отвечающие недолету (у(Ь; �) - Уь < О) и пе­

релету (у(Ь; {) - Уь > О) соответственно, то искомое значение (в силу nредполага­
емого наличия неnрерывной зависимости решения от начальных условий) лежит 
на промежутке [{1 , bl ,  

2) полагаем 

6 = 
�� ;

�
2 '  

решаем задачу Кошу с начальными условиями 

у(а) = Уа. у' (а) = {з, 
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3) сравнивая у(Ь; 6) и Уь обычным образом определяем следующее приближение е4 , 
4) продолжаем nроцедуру до достижения требуемой тоqнос-rи. 

Для линейных краевых зада� 

у11 = p(z)y' + q(z)y+ r(z), у( а) = Уа. у(Ь) = Уь. 
число решаемых всnомогательных задач Коши в сравнении с общим случаем может 
быть резко сокращено. 

Действительно, nусть <р( z) решение задачи Коши для однородного уравнения 

у" p(z)y' + q(ж)у, у( а) = О, у'(а) = l .  

Отметим, что в силу nредполагаемой однозначной разрешимости краевой задачи, 
<р(Ь) f= О, так как в противном случае у однородной краевой задачи. с нулевыми гра­
ничными условиями существует нетривиальное решенИе (с <р'(а) f 0). Пусть, далее, 
ф(ж) - решение задачи Коши для неоднородного уравнения 

у11 = р(ж)у' + q(ж)у + r(ж), у( а) = Уа• у'(а) = О. 
Рассмотрим функцию Ус( ж) = С<р(ж) + -ф(ж) с некоторой, пока неопределенной 

nостоянной С. При любых значениях этой п:остоянной функция Ус( ж) является реше­
нием исходного неоднородного уравнения, удовлетворяет на левом конце промежутка 
левому граничному условию исследуемой краевой задачи 

Ус(а) = С<Р(а) + 'Ф(а) = О + Уа = Уа. 
а на nравом конце отрезка принимает значение 

Ус(Ь) = С<р(Ь) + ф(Ь). 
Если выбрать �перь значение nостоянной Д так, чтобы для функции y.,(z) выполня­
лось правое граничное условие2) 

Ус(Ь) = УЬ ==? · .. С = Уь - ф(Ь) 
<р(Ь) ' 

то nолученная фуНiщия будет решением рассматриваемой краевой задачи. 
Приведеиные рассуждения nоказываю'l', что в случае линейной краевой задачи 

nридется решить всего две вспомогательные задачи Коши. 
В заключение отметим, что - метод стрельбы хорошо ведет себя в реализации, если 

промежуток [а, Ь] не слишком велик и искомое решение не сильно осциллирует на нем. 
В противном случае он становится неустойчивым и дает неприемлемые результаты3). 
Качественно это явление можно nроследить на примере следующей линейной краевой 
задачи4> · . 

у" = иiу, у(О) = уо, y(l) = Yl· 
2) В силу lf'(Ь) f- О это всегда можно сделать. 
З) Даже если исходная краевая задача нечувствительна к вариации граничных условий. 
4> Точное решение которой дается формулой 

· 

(ж) _ sh w(l '- ж) sh "'ж 
У - Уо sh "'l + y1 sh "'l . 

Ках леn:о можно nроверить, малые варнации граничных условий вызывают малые изменения решения. 
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Решение вспомогательной задачи Коши 
1/ 2 ( ) У = UJ у, У О = Уа, 

может быть записано в виде 
у'(О) = � 

У{(х) = Уо ch UJX + { sh UJX, 
(J) 

что на правом конце промежуrка дает 

щ(Ь) = у(Ь, �) = Уо ch UJl + .f sh UJl. (J) 
Если значение �о , при котором y(l, �) = у1 , определено неточно, скажем с поrрешно� 
стью о� , такчто {0 = �о+о�, то эта поrрешность вызовет в точке х = l возмущение �у1 , 
даваемое соотношением 

t - sh UJl �Yt = у(Ь, �) - у(Ь, �) = -о�, : (J) 
которое показывает, что с ростом l и/или UJ ,возмущение решения на пра�ом конце про­
межутка неоrраниченно растет, что, кон�чно, делает использование метода стрельбы 
бессмысленным. , 

§ 3. Линейные краевые задачи .  Прогонка 
В случае линейной краевой задачи 

у" = р(х)у' + q(x)y + r(x), у( а) = Уа. у(Ь) = Уь. 
возможен и nрямой путь решения, не ИспольЗуюЩий вспомогательных задач Ко­
ши. Дело в том, что в рассматриваемой ситуации дискретизация задачи на сетке 
а = хо < х1 < . . .  < XN = Ь приводит к системе линейных уравнений относительно 
компонент сеточной функции uN , которая может быть эффективно разрешена су­
ществующими методами (см. гл. LVII). Часто матрицы получающихся систем имеют 
специфическую (в частности, ленточную) структуру, что позволяет для их решения 
использовать специально разработанные процедуры. 

Если, например, заменить производные стандартными разностными формулами 

" Yi+I - 2у; + Yi-J у = h2 
, Yi+ J - Yi- J у =  2h 

а коэффициенты р(х), q(x) и r(x) их сеточными аналогами 

pN = (р(х;)), QN = (q(x;)) , RN = (r(x;)) , 

то мы получим систему линейных уравнений с треХдиагональной матрицей 

i = l ,  2, . . . , N - l ,  

которую можно экономно и быстро решить методом прогонки. 
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§ 4. Вариационные методы решения краевых задач 
Многие задачи естествознания допускают описание исследуемых процессов и явлений 
с точки зрения вариационных принципов, каждый из которых утверждает, что из до­
пустимых течений процесса фактически реализуются лишь те, которые доставляют 
экстремальное5) значение пекоторому функционалу, имеющему обычно определен­
ный физический смысл. В качестве примеров отметим принцип Ферма в геометри­
ческой оптике, принцип паименьшего действия в динамике консервативных систем, 
принцип виртуальныхперемещений в неконсервативнойдинамике и другие. При этом 
траектория исследуемого процесса для описывающего процесс функционала удовле­
творяет необходимому условию экстремума. Поскольку прикладные вариационные 
принципы описываются, как правило, интегральными функционалами 

ь 
J(y) = J L(:c, у, у') d:c, 

а 
необходимое условие экстремума приводит к краевой задаче 

дL d дL 
ду - dx ду' = О, у(а) = Уа. у(Ь) = Уь, 

для уравнения, которое называется уравнением Эйлера. 

( 1) 

Таким образом задачу минимизации функционала можно свести к исследованию 
краевой задачи для дифференциального уравнения. А можно попробовать поступить 
наоборот - заменить краевую задачу задачей мини.мизации некоторого функцианала 
и использовать для решения последней хорошо разработанный аппарат численной мини­
мизации функционалов. Это и есть основная идея вариационных методов решения 
краевых задач. 

Рассмотрим основные этапы ее реализации. 
4.1 .  Сведение краевой задачи к вариационной 

В первую очередь нужно уметь указывать функционал, для которого исследуемая кра­
евая задача является необходимым условием экстремума. Ниже мы ограничимся рас­
смотрением линейных краевых задач 

у" = р(:с)у' + q(z)y + r(:c), у( а) = Уа. у(Ь) = УЬ· (2) 
Заметим, что любая такая задача может быть представлена в стандартной форме 

d ( dy) 
- dx P(z) dx 

= Q(x)y + R(:c) ,  у( а) = Уа• у(Ь) = УЬ· 

<1111 Положим z 

Р(х) = ехр { - j р(:с) dx } · 
а 

Замечая, что при этом dP 
d:c = -p(z) · Р(х), 

5> Более глубокий анализ показывает, что стационарное. 
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умножим обе части уравнения ( 1) на P(z) и .свернем Провзводную nромзведения 

Полагая 

( ) 11 1 d ( dy) -Р ж у - p(x)P(z)y = -dz P(z) dx 
. 

Q(z) = Р(х)q(ж), R(x) = Р(ж)r(ж), 
получим искомое. ..-

Рассмотрим теперь функционал, задаваемый соотношением 
ь 

J(y) = � J [ - Р(х)у12 + Q(z)y2 + 2R(x)y] dx. 
а 

Легко проверить, что он именно тот, который мы ищем. Действительно, 
8L 1 8 12 2 
8у 

= 2 8у [ - Р(х)у + Q(x)y + 2R(z)y] = Q(x)y + R(x), 

8L 1 8 12 2 dy 2 8у' [ - Р(х)у + Q(x)y + 2R(x)y} = -Р(х) dx ' 8yl 
d 8L d ( dy) 
dж ду' = dx - Р(х) dx · 

Необходимое условие экстремума для этого функционала дается задачей 
d ( dy) Q(x)y + R(x) - dx -Р(х) dx 

= О, у(а) = Уа. у(Ь) = Уь, 

что совпадает с исследуемой краевой задачей. 

4.2. Метод Ритца 

(3) 

Сведя краевую задачу к вариационной, будем решать последнюю. Эффективным 
прямым методом поиска экстремума функционалов является метод Ритца. Суть его 
в следующем: пусть у* - функция, доставляющая экстремум исследуемому функци­
оналу J(y) , а система функций <р1 (х), <р2(х) , . .  : , У?N(ж), . . .  такова, что функция у* 
представима в виде 

у* = У11Р1 (ж) + У21Р2(х) + . . .  + YNIPN(ж) + . . . . 
Рассмотрим конечный отрезок этого ряда6> 

Ун = YIY?J (x) + У21Р2(х) + . . .  + YNY?N(x) 
и всп()моrательную задачу поиска экстремума функции N переменных 

Ф(у, , . . .  , YN) - extr, 
задаваемой соотношением 

Ф(у1 , · · · ,  YN) = J(yjy.) = J (YI Y?I (x) + У211'2(х) + · · · + YNIPN(x)) .  
Последняя задача может быть решена стандартными методами - численными или 
аналитическими. Определив значения коэффициентов у; , за решение исследуемой 
вариационной задачи примем функцию7> yjy..  

6) При больших значениях N мало отличающийся от у• . 
, 7> При некоторых доnолнительных предnоложениях относительно коэффициентов уравнения можно 
доказать, что так nоЛученное решение сходится к точному при N -+ 'оо . При конечных значениях N Ун 
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4.3. Реапизация метода Ритца дnя линейных краевых эадач 
Как мы убедились выше, в случае линейных краевщ задач функционал (3) имеет 
специфическую СТРуктуру - он является квадратичным. В этой ситуации эффектив­
ным способом решения конечномерной экСТРемальной задачи является исследование 
системы необходимых условий эксТРемума 

dФ(!/1 , . . . , 1/N) · · = О, j = l ,  2, . . .  , N, 
dg; 

которая оказывается системой линейных УРавнений относительно неизвестных 1/j . 
При практической реализации метода важное значение имеет выбор функций 

tp;(z) . Во� первых, функции 'Pi(z) должны быть подобраны так, чтобы их линейная 
комбинация удовлетворяла граничным условиям при любых N и 1/j , во-вторых они 
должны •nравильно• ОТРажать характер поведещt:я искомого решения. 

Первое требование обычно удовлетворяется включением в систему функций tpj(Z) 
функции tpo(z) , удовлетворяющей заданным гранИчным условиям 

tpo(a) = 1/а. tpo{b) = flь, ., . 
так, чтобы все прочие удовлетворяли нулевым rращtчным условиям8>. Что касается 
второго �вания, то оно носит несколько мистический характер. Имеется в виду, 
что функции tpj(z) доткны подбираться с испОJ1ЬЗованием априорной информации 
о решении и так, чтобы приемлемая точность приближения искомого решения до­
стиrалась при относительно малом числе слагаемых. Удачный выбор этих функций 
позво.nяет получать относительно точное решение с малыми вычислительными заТРа­
тами. При неудачном выборе функций tp;(z) приходится брать большие значения N, 
чт о  Приводит к необходимости решения систем высоких порядков, а эт о  обстоятель­
ство, в свою очередь, повышает ТРУдоемкость процедуры решения. 

4.4. Система уравнений метод& Ритца 
Пусть каким-то образом выбраны функЦия �p0(z) , опис:wвающая граничные условия, 
и функции tp;(z), обраЩающиеся в нуЛЬ на концах промежутка. Полагая у0 = l ,  
запишем искомое приближение в виде 

· 

N 
у;, = I,: 1/i'Pi(:z:) = tpo(z) + 1/I'PI (ж) + 1/2'P2(z) + . . .  + 1/N'Рн(:с). 

i=O 
Подставляя в функционал (З), получим 

ъ . 

J(y;,) = .� j [- Р(а:) ( t 1/itpi{a:)) 2 + Q(ж)(t 1/i'Pi(ж)) 2 + 
4 •-0 •=0 . 

N 
+ 2R(ж) ( � 1/i'Pi(ж)) ] dж, 

и 11• будут, конечно, отличаться, но хочется 
·
наде!IТЬСЯ, что �е очень сильно. Во всяком случае, за счет 

YJICJIИЧCRKfl N схоль уrодно высокой точности всс!rда можно добиться. 
l) Часто в nриложениях в хачестве �o(:r:) беретСЯ ликейнu функДм 

ж - Ь  ж - а  
fO(Z) = y .. a - Ь  + Уъь=;• 

а в качестве �1(z) функции (2: - а)'(ж - 6)1 , s + i = j. 
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о�да искомая система уравнений 

запишется в виде 

д
д 

J(y;.) = O, j = l, 2, . . .  , N, 
Yi { УtАн + У2А12 + · . . + УнА1н = В1 , 

���·2·1 ·�· ���2. � .· :: .:.���.2� .�.�2.' . . . 
YtANJ + Y2AN2 + · · · + Ун Анн = Вн. 

КоэФФициенты Aij и правые части BJ вычисляются по формулам 
ь . . 

Aij = 1 [ - P(z)tp�(z)tpj(z) + Q(a:)lf!i(z)'J'j(z)] dx, 
а 

ь 

(4) 

. {5) 

Bj = 1 [P(z)tp�(z)'P}(z) - Q(z)tpo(z)tpj(z) - R(z)tpj(z)] dx. (6) 
а 

Пример 1 (одно'Uiеннn annpokCIIМIЦIII). Рассмотрим задачу 
1/ = у + sin ж, у(О) = О, y(1r) О, 

точное решение которой дается функцией у = - � sin х. Эта задача оnисывает 11еобходимое условие 
минимума функци011ала 

1 .. 
J(y) = 2 j (у'2 + у2 + 2у sin ж) dz,. у( О) = О, . y(1r) = о. 

о : 
..,. Поnагая 'PJ(z) = жi(т - z) , j l, 2, . . • , будем иск�19 рещеt�ие �a�J,I .MИIIJ,!M';I��LI,И.J1. в . .e,идe 

Ун(z) YtX(1f - z) + 11
2
z2(1r - z).+ . .  .' + g��N (� - z). . . . 

Заметим, что при всех ЗtlаЧВ��иях N и любых Yi ФУI!кция 1/н(z) удовлетворяет граt�ичt�ым условиям. 
Ограничиваясь первым слагаемыМ, получаем gj(z) = YtЖ(Jr z) и . 

l "' 
1J!(Yt) = 2 J ((Yt(1f 2z))2 + (1/tЖ(11' z))2 + 2yt z(11' z) sin ж] dz. 

о . . . 

Коэффициент у1 наЙдем из условия ddi/1 = О, которое приводит к уравнен�ю Yl 

Из него получаем 

"' 
Yt J ((1r 2z)2 + z2 (1r z)2] dx = j x(1r z) sin х dж. 

о о 

1f3(1r2 + 10) 
30 1/1 -4, 

что дает Зtlачение у1 = -0,194779 и выражение дпя искомого nриближения yj (z) 

1Л(х) = -0,194779z(11' - ;е). 
На рис. 2 nриведаны эскизы точного к приблl'\женного решений. Максимальная разница между 

наЙдlilнным приближенмем и точt�ым решением раана 0,0 19, что составляет о�о11о 4 % .  Таким образом, 
вnолне доnустимая дпя болы.uи11ства nраmческих целей точность достиrнута уже при N ::: 1 .  • 
Пример 2 {иеско.nько c.naraewx). 8 задаче ' 

у11 = tl+ 34 sin 4z, у(О) = о, 11 (�) О, 
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-2 4 5 х 

Рис. 2. Точиость метода Ритца для задачи у" == у + sin х ,  у( О) == у('п-) == О 

у 

Рис. 3. Точиость метода Ритца для задачи у" = у + sin 4х , у(О) == у (1r /2) = О 

очень nохож:ей на nредыдущую, одним слагаемым уже нельзя дости<�ь хорошей то<�ности аnnроксимации 
решения. 

• Положим N = 3, tp;(x) == xi (j - х) , 

YJ = У1 Х (� - Х) + У2Х
2 (� - Х) + УJХЗ (� - Х) . 

Система уравнений метода Ритца nримет вид { 1,6l ly1 + 1 ,265у2 + 1 ,18Iy3 = 0,000, 

1,265у1 + l,Sy2 + 1,723у3 = -5,000, 

1 , 181у1 + l,723y2 + 2,254у3 == -7,865, 

откуда для коэффициентов у; nолу<�им 

У1 ::::� -7,768, У2 ::::� 9,890, Уз ::::� О, 
и искомое решение заnишется в виде 

yj ::::� -7,768х (� - х) + 9,89Ох
2 (� - х) . 

в то время как то<�ное решение дается формуrlой 

у(х) ':' -2 sin 4х. 

Графики то<�ного решения и решения, nолУ'iенноrо по методу Ритца, nриведены на рис. 3. 
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Поясним. в чем тут дело. Точное решение nлохо аnnроксимируется многочленами низкой сте­
nени - для достижения nриемлемой точности требуется многочлен, стеnень которого не ниже тре­
тьей, и чтобы в рассматриваемой ситуации добиться более высокой стеnени точности, нужно взять еще 
no крайней мере пару слагаемых . .,. 

4.5. Кусочно-nинейные аппроксимации 

Удобным аппаратом построения конечномерных nриближений в рассматриваемой си­
туации оказываются кусочио-полиномиальные функции. Универсальность аппарата 
кусочио-полиномиальных аппроксимаций и специфическая структура получающихсЯ 
nри их применении систем уравнений обусловили широкое распространение именно 
такого способа выбора базисных функций9). 

Рассмотрим линейную краевую задачу 

_!:_ (Р
(
а:

) 
dy ) 

dx dx Q(a:)y + R(a:), у( а) = Уа, у(Ь) = УЬ· 

Зададим на промежутке [а, Ь] сетку а = а:0 < а:1 < . . • '  < XN = Ь и на этой сетке 
оnределим кусочио-линейный базис Лаrранжа (см. гл. LIX) соотношениями { х - а:, 

Ло = то - а:, 
О ,  

т Е [то, ж , ] ,  { Х - XN-1 
AN = XN - XN-1 ' 

О, иначе, 

X - Xj-1 
Xj - Xj-1 
Ж - Xj+l 
Xj - Xj+J 
о, иначе. 

иначе, 

Теnерь для реализации метода Ритца nоложим 

I{Jj(a:) Лj(ж) , j = l ,  2, . . . , N - l ,  

и 

IPo(m) УаЛо(m) + уьАN(х) . 
Решение задачи ищем в виде 

N 
у;.(а:) = L: YiAi(x) ,  Уо = Уа. YN = УЬ· 

i=O 
Заметим, что всякая функция оnисанного вида является кусочио-линейной функцией 
с изломами в точках ( Жi , Yi) , так что искомые коэффициенты в данном случае имеют 
прозрачный смысл - это просто значения решения в узлах сетки. 

Для построения системы (4) рассмотрим выражения (5), дающие ее коэффициен­
ты. Поскольку функции Лi локализованы на nромежутке [a:i- l •  Xi+I ] (рис . 4), nроиз­
ведения AiAj и ЛiЛj отличны от нуля только nри условии li j/ � 1 .  Поэтому в j -м 
уравнении системы не обращаются в нуль ТQЛько коэффициенты Aj-lj , Ajj и Ajj+l · 

9) Прямые методы, использующие кусочно-полиномцальные базuсы, nолучилц название методов конеч­
нЬIХ :мементое. 



112 --------- ,,... LXJII, O&llotOielllllole � ...... .......... к,_ 3}\ANI 

�(х) A1{.r) 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 

а xi Xi-1 xi xf+l Ь 
Рис. 4. Графики функций Л., AJ- 1  , А; и Ан 1 при li -il > 1 

.Система метода Ритца оказывается в этом случае трехдиагональной системой 

{ Уо =  у., 
. AJ-Ii'lli-IJ +. A;;YJJ + A;;+t'llii+t = В;, j = 1 ,  2, . . .  , N - 1 ,  

Ун = Уь. 
коэффициенты которой мoryr быть найдены из соотношений 

fllj 

AJ-!J = f [ - PAj_1Лj + QЛ;-tЛ;] dz, 
"'J-1 

ZJ+I 

А;;н = f ( - РЛ'J+1Лj + QЛ;+tЛ;]_ dz, . 
"'i 
:llj+l 

А;; = j [ - Р(Лj)2 + Q{Л;)2] dz. 
Zj-1 

В nростейшихслучаях эти коэффициенты вычисляются по указанным формулам непо­

срсщственным: интегрированием. Однако обычно для их вычисления строят квадрату,. 

ры, исходяизкусочно-линейной аппроксимации коэффициентов Р, Q и R уравнения. 
. Существующие методы решения трехдиагональных систем · (уже упоминавшаяся 

выше прогонка и другие, аналогичные) делают эrоrвариант выборабазисных функций 

весьма привлекателъным и эффективным в реализации. 
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УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
ФИЗИКИ 

Методы решения задач математической физики, оставаясь принципиально такими 
же, какдля обыкновенныхдифференциальных уравнений, претерпеваюттем не менее 
в сравнении с рассмотренными в предыдущих главах значительные идейные и техни� 
ческие изменения. 

В теоретическом плане это связано, во-первых, с резко возрастающим разнообра­
зием постановок задач в случае нескольких независимых переменных, а во-.вторых, 
со сложностью исследования однозначной разрешимости большинства важных при­
кладных задач. 

На практике ух.азаннь.е обс:rоятелъства приводят к значительно более сложным 
в смысле обоснования и существенно более громоздким в плане технической реализа­
ции процедурам дИскретизации. Немалые сложности представляет и разработка про­
цедур решения полученныхдискретных аналогов - системы уравнений, как правило, 
имеют высокий порядок и при уменьшении параметрадискретизации (RЗЛример, Цlara 
сетки) число обусловленности {см. гл. LVII) их растет, что тоже исследования не об­
легчает. А отсюда и сложности изучения сходимости дискретных аналогов решений 
к точным. 

Тем не менее, •скелеn численных методов остается прежним - дискретизация 
задачи, получение решения дискретного аналога и исследование того, насколько это 
решение похоже на искомое точное. 

Ниже будут рассмотрены основные этапы построения и реализации вычислитель­
ных процедур исследования простейших классических задач математической физики 
в случае двух независимых переменных - пространствеиных для уравнений стацио­
нарных (эллиптического типа) и временно-пространствеиных для уравнений эволю­
ционных (гиперболического и параболического типов). 

· § 1 .  Основные уравнения 
1 . 1 .  Классификация 

Многие задачи математической физики опис.ываются квазилинейными уравнениямИ · 

в частных производных второГО порядка 

7 зак. 64 

А 82%(:�:, у) + 2А 82z(ж, у) + А  82z(ж, у) - В  1 1  . дж2 12 джду 22 ду'l 
- , 
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фф б 
дz дz 

коз ициенты которых, воо ще говоря, зависят от х, у, z, i1z ,  дi .  

Уравнение1> называется гиперболическим, если 

А1 1А22 - Ai2 < О, 

параболическим, если 

и эллиптическим, если . 

Параболические и гиперболические уравнения описывают, как правило, неста­

ционарные, т. е. эволюционирующие во времени процессы - переходные процессы, 

процессы распространения возмущений и т. п.  

Для эллиптических уравнений типично описание стационарных процессов - уста­

новившиеся температурные и электростатические поля, упругие деформации и т. д. 

Для выделения из совокупности всех решений уравнения какого-то определеttного 

должна быть сформулирована задача. Другими словами, должны быть заданы нtжото­

рые дополнительные условия, выделяющие именно то решение, которое интересует 

исследователя. Для эволюционных уравнений это, как правило, начальные и граничные 
условия, либо некоторая их комбинация, для стационарных - только граничные. 

1 .2. Начапьно-rраничная задача для волнового уравнениw 

В качестве представители гиперболических уравнений ограничимся рассмотрением 

одномерного волнового уравнения2> 

( 1) 

и следующей задачи для него: 

Найти функцию z(x, t) , являющуюся решением уравнения (1) и удовлетворяющую 
начальнЬI.М ' 

и граничнЬI.М 

условиям. 

z(x, О) = <р(х), az�; О) = Ф(х), О � х � l, 

z(O, t) = J.t(t) ,  z(l , t) = v(t) ,  t � О, 

Известно, что сформулированная задача однозначно разрешима, если начальные 

и граничные условия естественным образом согласованы. При этом решение z(x, t) 
непрерывно зависит от начальных и граничных условий. 

l) Заметим, что в случае уравнени.а лннейноrо, ero тип зависиТ только от точки областИ, в
' 
случае квази­

линейноrо - еще и от рассматриваемоrо рещени.а. 
2) Чтобы подчеркнуть эволюционный харак:rер этоrо и параболического уравнений, одну из независимых 

персменных обозначаем буквой t. 
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1 .3. Начапьно-rраничная задача А1И1 уравнения теnлопроводности 

Типичным представителем параболических уравнений является уравнение теплопро­
водности 

дz(х, t) 2 8
2 z(x, t) 

( ) 
дt = с 

дх2 + f х, t . 
Для него рассмотрим задачу: 

(2) 

Найти функцию z(x, t) , являющуюся решением уравнения (2) и удовлетворяющую 
начальному 

и гроничнЬIМ 

условия.м. 

z(x, О) = !p(:t), О �  х � l, 

z(O, t) = p(t), z(l, t) = v(t), О �  t � Т, 

Так поставленная задача однозначно разрешима nри наличии естественной согла­
сованности начального и граничных условий. 

1 .4. Задача Дирихпе дnя уравненм Пуассона 

Для уравнения эллиптического типа 

!!_ ( 2( )
дz(х, у)) !_ ( 2( )

дz(х, t)) = -! ( ) 
дх р Х, У д:t + ду q Х, у ду Х, у 

тиnичной является следующая внутренНJIJl краевая задача: 

(3) 

В ограниченной области П с кусочно-глодкой границей дП найти функцию z(x, у) , 
удовлетворяющую урtlенению (3) везде внутри n ,  непрерывную вплоть до границы д!l 
и принимающую но границе заданные значения 

Решение этой задачи существует, единственно и неnрерывно зависит от граничных 
условий,' которые предnолагаются непрерывными. 

Мы будем обсуждать свойства задач эллиптического типа на nримере уравнения 
Пуассона 

§ 2. Двумерные сетки и сеточные функции 
Пусть на плоскости переменных ( х, у) задана ограниченная область О с границей д!l. 
Сеткой на n или дискретным аналогом oNM области назовем совокуnность N х М  
точек Р1 1 ,  Р12, . . . , Рнм, принадлежащих области П и/или ее границе дfl. Сеточной 
функцией на nNM назовем упорядоченный набор N х м  чисел, uNM = (1Щ). трак­
туемых в дальнейшем как значения в точках P;j некоторой функции u(x, у). Если 
функция двух цере:менных f(x, у) определена в области n,  то ее сеточным аналогом 
назовем сеточную функцию /ij = f(P;;) . 

r 
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Сетка на n может быть определена различными способами, соответственно и для 

функции /(ж, у) , определенной в этой области, по-разному можно строить сеточные 
аналоги3>. 

Мы рассмотрим здесь наиболее употребительные способы дискретизации двумер­
ной области. 

2.1 . Прямоугольные сетки 

Пусть проекции области n на координатные 
оси О ж и Оу даются промежутками [а, Ь] 
и [с, d] соответственно. Зададим на них од­
номерные сетки а =  ж0 < ж1 < . . .  < ЖQ = Ь 
и с = Уо < Yl < . . . < YR = d и положим 
Pi; = (Жj , У;) . Сетка nNM (рис. l) состоит 
из всех тех узлов Р;; , которые лежат внутри 
облgсти f1 или на ее границе дfl. Узел Pi; 
называется внутренним, если смежные с ним 
узлы Pi±lj и Pi;±1 лежат внутри n или на ее 

d 

с 
а 

/1---"' 
/ 

'\ ...... r-

1 
r-.�-... 

1 � P;j 

v 
� ...... 

Х· 

границе дfl. Все прочие узлы называются P!tc. l .  Прямоугольная сетка 
граничными4>. 

В Приложениях распространены координатно-равномерные сетки, 

d - c  YHI - У; = М = r .  

2.2. Треугольные сетки 

ь 

Пусть область n триангулирована (рис. 2), т. е. разбита некоторым образом на тре­
угольники так, что их вершины лежат внутри области и/или на границе. В качестве 

УЗЛОВ СеТКИ flN берутся УЗЛЫ триангулЯЦИИ. 
Сеточные функции и сеточные аналоги функ­
ций, заданных на n, определяются обычным 
образом. 

Распространенным вариантом триангуля­
ции является такой - на n строится прямо­
угольная сетка с последующим делением ка­
ждой прямоугольной ячейки на две треуголь­
ные. На границе с некоторым шагом UJ зада­
ются точки, соединяя которые с граничными 

P!tc. 2. Нереrулярная триангуляция узлами прямоугольной сетки, триангуляцию 
области завершают (рис. з): 

Для областей, граница которых состоит из дуг окружностей, бывает удобно ис­
пользовать дискj:)етизацию области и ее границы nрямоугольной сеткой в полярных 
координатах, что в декартовых индуцируетрадиально-nолярные сетки. Пример такой 
сетки приведен на рис. 4. 

З) Восстановление функции f(z, у) по се сеточному анаJюrу - задача теории интерполяции, см. rл. LX. 
4) При таХРм способе дискретизации области возникает, как п_&.авило, проблема аппроксимации гранич· 

HWX условий, задаiJИNХ на д{}, уСЛОВИЯМИ В граничных узлах. {}N . . 
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P.J�c. 3. · ТрианrуляЦЮI на прямоуrольиой сетке Рис. 4. Радиально-подярнаЯ сетка 

§ 3. · .  Дискретизаци1 задачи 
Для получения дискретного аналога рассматриваемых задаq нужно заменить диффе.:· 
ренциальные уравнения, начальные и rраниqные условия их разностными аналогами� 
Это можно сделать, как уже отмечалось выше, многими сnособами. 

Для сокращения залиен будем пользоваться в дальнейшем следующИМи обозначе-
ниями 

Аналогичные обозначениябудем использовать И для старших производных Zzz,ii , z1111,ij 
и Zzy,ii = z11z,ii . В Э'1'ИХ обозначениях простейшие уравнения математической физики . 
примут следУIОШИй вид 

. ' . ' 2 �t = с Zzz + 1 . - волновое, 

zt· = ··<fzzz + f :....: теnлопроводности, 

Ze� + z1111 = -1 ·- Пуассона. 

3.1 .  Дискретизация уравнениИ. 
wабпоны и расчетные соотношенИя 

Начнем с дискретизации уравнений. Существует несколько различных nyreй. Можно 
заменить производные, фиrурирующие в уравнениях, формулами численного диффе­
ренцирования, а функции - их сеточными аналогами, положив, наnример, 

Zij - Zi-I J  
Zz,ij = h ' 

· Zi+I J - 2
Zij + Zi- I J  

Zzs,ij = h2 · ; 
аналогично и для nроизводных по другим nеременным. Здесь мы исnользовали левую 
формулу численного дифференцирования для замены nервых производных, однако 
возможно использование и других соотношений, например, централ!>ноrо 

или правого 

Zi,j+l - ZiJ-I zц; = --"'-'--2-т--"'--

zt . .  � Zi,J+ l - ;щ 
,t] т 

; , 
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Аналогом исследуемого дифференциального уравнения при этом будем считать систе­
му расчетных соотношений, получающихся из исходных дифференциальных уравне­
ний заменой фигурирующих в них производных и функций их сеточными аналогами. 

Например, при таком подходе волновое уравнение заменится расчетными соотно­
шениями5) 

UiJ+I - 2щ; + U;J- 1  _ c2 Ui+I,J - 2щ; -t Ui-JJ + # . .  т2 - h2 . . J •J• 

а для уравнения теnлопроводности получим 

Щj - Ui,j- 1 2
. 

'Ui+J ,j - 2U;j + Ui-I J  # 
т = с h2 + Jii· 

Если для замены nервой производной по времени воспользоваться центральным раз­
ностным отношением, то уравнение теnлопроводности заменится уже другими рас­
четнымц соотношениями 

Ui,j+l - UiJ-1 2 Ui+IJ - 2U;j + Ui- I J  # 
2т = с h2 + J ii· 

После тоrо как дискретизация уравнения тем или иным образом осуществлена, 
следует убедиться в том, что полученные расчетные соотношения аппроксимируют 
исходное уравнение. Для этого нужно изучить поведение невязки, возникающей 
при подстановке точного решения уравнения в разностный аналог, при измельчении 
сетки - т - О, h - О (см. гл. LXIII). Предполагая, что z(z, t) достаточно гладкая, 
получаем 

1 2 3 Zi+t,j = Z;j + Z:�:,ijh + 2Z::z,ijh + O(h ) ,  

l 2 3 Zн,j = Щ - Zz,ijh + 2 Zzz,ijh + O{h ),  

1 1 3 ZiJ+t = z;; + Zt,iJT + 2Ztt.iJT + О( т ), 

1 2 3 Zi,J- 1 = Щ - Zt,;;т + 2 Ztt,iji + О(т ).  

Подставляя эти выражения, например, в полученный выше дискретный аналог вол­
нового уравнения, для невязки nолучим 

Zi,j+t - 2;�j + zц-1 _ Zi+1 J - 2�j + ZHJ - /;i = O(h) + О( т), 
т. е. исследуемая разностная схема аnnроксимирует волновое уравнение и порядок 
аппроксимации равен 1 по каждой из персменных (h, т) . 

Аналогичные выкладки для первой дискретизации уравнения теплоnроводности 
дают 

ZiJ -;iJ-1 _ d Zi+IJ - 2:�i + Zi-I J  
_ /;i = О( т) + O(h) , 

т. е. опять имеет место апnроксимация исходного уравнения разностной схемой. 

S) В расчетных сооТношенияхфиrурируетнекоrорая сеТочная функция ЩJ , вообще roвopil, не тождествен­
ная z;i , а только, может быть, nохожая ия нее (а может быть и нет - если, наnример, нет апnроксимации 
или сходимости). 
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Однако не следует думать, что наличие такой аппроксимации есть автоматическое 

следствие наличия аппроксимации производных, фигурирующих в уравнении. Как 
показывает пример Дюфора-Франкела, это, воОбще говоря, не так. 

Прнмер. Рассмотрим дискретизацию ypasнeiOIII теплопроводности, задаваемую расчетными ооотноwе-
НИ!IМИ 

Ui,j+l - Щ,j-1 _ 2 Ui+l.j - Щ.j+l - Щ,j-1 + Ui-l.j - J· •  
2т 

- с  11,2 •J · 
<111 Для Н68!1З1(И nолучаем 

4т,h(z) = с2 [;:2ztt + 0(�:) + O(h)J . 

Отсюда видно, что это дискретизация аnnроксимирует исходное ураВ��е��ие ТОЛЫ(о, если т -+ О бысrрее, 
чем h ..... О, . т I1m ;:: = 0. т.ь.-о ,. 
В nротивном случае либо аnnрсжсимации нет вообще (nри � ..... 0), либо эта расчетная схема апnрок­

симирует гиnерболическое уравнение (nри I -+ а = const) 
Ut + c2a?uu = c2u.,., + J. "' 

Назовем шаблоном расчетных соотношений совокупность узлов сетки, которые 
фигурируют в расчетных соотношениях. Так, например, для дискретного аналога 
волнового уравнения, полученного выше, шаблоном служат пять узлов с номерами 
(i - 1 ,  j), (i, j), (i, j + 1) ,  (i, j - 1 ) ,  (i + 1 ,  j) - это так называемый шаблон-крест 
(рис. S а). Для приведеиных дискретизаций уравнения теплопроводности шаб;юнами 
расчетныхсоотношений служатнаборы (i - 1 ,  j), (i, j), (i, j - 1) ,  (i+ 1 ,  j) - Т-образ­
ный шаблон (рис. 5 б) и (i, j + 1) ,  (i, j), (i, j - 1), (i + 1 , j), (i - 1, j) - крест (рис. 5 а) 
соответственно. 

(i,j+l) 

(i,j) (i,j+ 1) (i,j) • 
(i-l ,j) (i+l ,j) (i-l,j+l)  (i+l ,j+l)  (i+l ,j) (i-

·
l .j) I 

(i,j-1) (i,j-1) 

а) 

(i,j) 
б) 

Рис. 5. Шаблонw расчетнwх соотношений 

в) 

Конечно, возможно использование аналогов, связанных и с иными шаблонами. 
Так, однопараметрическое семейство схем, задаваемых соотношением 

'Ui,j+l - 1/.ij _ 2 ..\[ui+l,j+ l - 2Ui,j+l + 1/.i- IJ+ I ] + ( 1 - .Л)[Ui+ IJ - 2Щj + 'Ui-IJ) j· · 
т - с  h2 + ., . 

регулируется параметром .Л и при каждом его значении дает некоторые конкрет­
ные расчетные соотношения для уравнения теплопроводности. Шаблон этих схем 
(при >. f:. О, f:. 1 )  - шеститочечная совокупность узлов (i - 1 ,  j), (i, j), (i + 1 ,  j), 
(i - 1, j + 1) , (i, j + 1) ,  (i + 1 ,  j + 1 )  (рис. 6). 

Одним из распространенных методов построения расчетных соотношений являет­
ся метод неоnределенныхкоэффицие;нтов - сеточный аналог уравнения отыскивают, 
требуя, чтобы он на заданном шаблоне аппроксимировал исходное. 
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(i,j+l) (i,j+l) 

(i:...l ,j:l)  1 (i+:,j+l) (i-.I ,j) I (i+! ,j) 
(i-l,j) (i,j) (i+l,j) (i,j) 

а) б) 
Рис. 6. Шаблоны расчетных соотношений 

Проюшюстрируем этот метод на примере уравнения Пуассона. Выберем некото­
рыйшаблон, наnример, крест (i, j + 1), (i , j), (i, j - 1), (i +  1 ,  j), (i - 1, j) , и положим 

Zжz,ii + z11r,ii � a-toZi- !,j + aooZij + a,ozi+I,J + ao-tZi,j-1 + aotZi.J+i · 
Предnолагая теперь, что функция z( ж, у) - достаточно rладкая, для не вязки получим 

А;�ь{.i} = Zi;(L: а,,) + hz%(ato - а_ю) + � Z�z(ato +а-10) - Zz:�� + 
' 2 r 2 + rzт(aot - ао-1 ) + 2Zтт(аоl + ao-t) - Zтт + O(h ) . 

Чтобы имела месrо аДпроксимация, для коэффициентов а81 должно выполняться 
условие 

L: а81 = 0 , 
ato - а-10 = О , 

2 
а,о + а-10 = h2 , 
ащ - ao-t :::i:- О, 

отi<;уда возникает н.скомая схема 
tl.i,j+l - 2tl.ij + t/.iJ-1 + tl.i+IJ - 2Щj + tl.i-J,j _ -J· · 

т2 h2 - '1 • 

аппроксимирующая уравнение Пуассона со ВТОРJ;dМ порядком. 
3.2. ДИскретизация rраничных условий 
Как уже было отмечено выше, построение дискретною аналоrа дифференциальной 
задочи д.л.я уровненШI в частных nJN)U38oдныx нарЯду с дискретизацией собственно урав­
нения nредусматривает дискретизацию начальных и rранн.чных условий. 

Рассмотрн.м для примера начально-граничную задачу для уравнения теплопровод-
Н ОСТИ { Zt = C2Zz:ж + f, 

z(ж, О) =  q:�(ж), О �  ж �,l, 
z(O, t} = p.(t}, z(l, t) = v(t), О � t � Т. 

' ' )4 . , ·  . · .  : . ' . ·_, ' ' : ,,--. , nрямоугольная (h, r) -сетка задает естественную дискретизацию границы . (рис. 7 а)' 
на которой начальную q:�(ж) и граничные p.{t) и v(t) функции заменяют некоторыми 
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Рис. 7. Дискретизация rраничных условий 

сеточными функциями, а когда сетка естественно укладывается на границу области -
просто их сеточными аналогами. При этом в качестве диск�тного аналога рассма-
триваемой задачи получаем, например6>' задачу: 

' 

найти сеточную функцию uN и = ( Щj), удовлетворяющую ураенения.м 

'Ui,j+l - 1Щ _ 2 'lЧ+Ij - 2Щj + Ui- lj + � . .  
1" 

- С  
h2 JIJ 

во всех внутренних узлах сетки i = 1, 2, . . .  , N - 1 ,  j = 1 , 2, . . .  , М, и принимающую 
в граничных узлах значения 

'Uoj = P,j , 'UNj = llj , j = 0, 1 , . . .  , М, 

Ui,o = rp,, i = О, 1 , . . . , N. 
В случае начально-граничной задачидля волнового уравнениядискретИзация пер­

вого начального ( z(z, О) = rp(z)) и граничных условий и присоединение их к расчет­
ным соотношениям, полученным дискретизацией уравнения, осуществляются анало­
гично. Второе граничное условие (zt(z, О) = f/l(zj) может быть дискретизировано, 
например, так: принимая во внимание, что с точностью до бесконечно tоtалых более 
высокого порядка 

Zil � Zio + Zt;iO'Т, 

положим для искомой сеточной функции 

UiJ = IPi + rf/li, IPa = rp(zi) , tPi = f/l(zt). 

Присоединяя эти соотношения к расчетным, получим дискретизацJIЮ задачи . .  
Несколько более сложная ситуация складываете� с дискретизацией граничных 

условий, когда сетка не ложится на границу области (рис. 7 б) . Так будет, например, 
в случае задачи Дирихле для уравнения Пуассона в области S1 { Zжz + z1111 = -/(z, у), 

z(z, у) loo = rp(w). 

61 При другом выборе дискретизируюЩIIХ уравнение соотношений получится друrая дискретизация 
задачи. . . . . . ,, . . ' ·  . . .. ' . . . . '. 
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В каждом внутреннем узле сетки мы можем заnисать расчетные соотношения, 

nолученные дискретизацией уравнения. К ним следует присоединить еще соотно­
шения, связывающие значения искомой функции в граничных yзJiax со значениями 
во внутренних. Это можно сделать несколькими различными способами. 

Во-первых, можно просто перенести значения функции с границы an в бли­
жайшие граничные узлы, полагая, например, в граничном узле u(M) = tp(w) , где 
в качестве w может быть взята любая точка на дуге границы an между точками А и С 
(рис. 8 а). В этом случае система расчетных соотношений пополняется граничными 
условиями u(M) = им = fРм• которые ее и замыкают, делая количество неизвестных 
равным количеству уравнений. 

q 

А l\c 'f 
в м 

h ' 

7J· � 
А 
Г\ f (J. в м с 

h 
q + 1 

h 
q - 1 D D 

р - 1 р p + l  

а) б) 
Рис. 8. Дискретизация граничных условий 

Во-вторых, можно значение искомой функции в граничной точке М проинтер­
полировать. Линейная интерполяция по горизонтальным узлам (В - внутреннему 
и С - лежащему на границе) дает в точке М 

и(М) = -
'�-u(B) + -1 1 

и( С). 
l + fl + 11 

Здесь О < f'/ � l - коэффициент, характеризующий расстояние от границы до точ­
ки М: !С - М\ = qh. Аналогично, интерполяция по вертикальным узлам (D -
внутреннему и А - лежащему на границе) дает в точке М 

· 

8 1 
и( М) = 1 + 8 и( А) + 1 + 8 и(D), !А - М\ = ет. 

Возможны и дРугие интерполяционkые соотношения. При таком подходе система 
расчетных соотношений пополняется равенствамИ типа 

им = AAtp(A) + Лвup-l ,g + Лсtр(С) + ADUp,q-1 

с некоторыми коэффициентами .Л, которые ее и замыкают. 
В-третьих, можно распространить расчетные соотношения, полученныедискрети­

зацией уравнения, на граничные узлы. Правда, их nриходится несколько модифици­
ровать, учитывая что расчетный шаблон, (в рассматриваемой ситуации пятиточечный 
•крест• ), искажен границей (рис. 8 б). Для этого достаточно воспользоваться форму­
лами численного дифференцирования на неравномерной сетке. Полагая, например, 
(см. гл. LXII, § 3) в граничных узлах 

2 [Zp-l ,q Zм tp(C) ] 
z" •. IНf = h2 1 + f'/ - ""';] + q(l + q) 

' 2 [Zp;q-1 Zм tp(A) ] 
z",.n = 

т2 1 + 8 - Т + 8(1 + 8) ' 
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дополним расчетные соотношения 

'Ui,J+t � 2uц + 'UiJ-1 + 'Ui+t.i - 2щ; + 'Ui-t ,j _ -!· .  

т2 h2 - •J • 

nолученные дискретизацией уравнения Пуассона и справедливые во всех внутрен­
них узлах сетки, указанными выше, сnраведлИвыми в rраничных узлах. Тем самым, 
система расчетных соотношений замкнется. 

§ 4. Устойчивость. Сходимость. 
Решение сеточных задач 

Следующий этап - исследование полученных дискретных аналогов рассматриваемых 
дифференциальных задач и изучение степени близости решений этих задач к точным. 

Как мы уже отмечали в случае обыкновенных дифференциальных уравнений 
(гл. LXII, § 3-4), здесь важно, чтобы построенная дискретная задача была устойчи­
вой относительно возмушений правых частей и начальных условий. Дело в том, что 
решение сеточной задачи и = uц и точное рещениедиффеJ)енциальной задачи Z = Zii 
являются решениями похожих дискретных уравнений - при наличии аппрон:си.мации 
правые части этих уравнений отлиЧаются тем меньше, чем мельче сетка. Следова­
тельно, чтобы решение сеточной задачи мало отличалось от точного, нужно, чтобы 
невязка не вызывала больших возмущений решения сеточного аналога. 

Подробнее, nусть сеточный аналог исследуемой задачи записан в вИде 

Lи = F, ( 1 )  

где и = 'Uii - искомая сеточная функция, L - сеточный аналог дифференциального 
оператора, включающий tсебя начальные и граничные условия, и F - правая часть 
сеточного аналога. Если Z = Zii - сеточный аналог точного решения, то 

LZ = F + б.f,hr· 
Наличие аппроксимации означает стремление невязки к нулю (6z,hт -+  0), а сходи­
мость - стремление к нулю разности ilZ (ilZ = Z - и -+ О) при h, т -+ О . Д.ЛЯ 
рассматриваемых задач математической физики оператор L линеен и потому 

L(Z - и) = LZ - Lи = бz,м ::::::> L(ilZ) = бz,hт· (2) 
Отсюда ясно, что для сходимости решения дискретного аналога изучаемой задачи при 
измельчении сетки (h., т -+  О) к точному нужно, чтобы, во-первых, была малой не­
вязка бz,hт , т. е. имела место уже упоминавшаяся аппроксимация, а во-вторых, чтобы 
при малой невязке (являющейся правой частью рассматриваемого (l)-(2) сеточного 
уравнения) решение этого уравнения тоже было малым. Последнее - внутреннее 
свойство сеточного аналога - и есть требование устойчиеости. 

Эаммаиие. В случае обыкновенных дифферендиiiЛЬных уравнений мы видели, что одной апnрокси­
мации дли сходимости недостаточно. Оrмеmм, что одной усТОЙЧИВОСТИ тоже недостаточно. Рассмо­
тренная выше схема Дюфора-Фраикела аnпроксимирует уравнение теплоnроводности не при любых 
сооmошениях между шагами сетки (h, т), однако можно по�С��Зать, что устоЙЧивостью она обладает 
всегда. 

Отсутствие устойчивости делает расчетные соотношения неприrодными для вычи­
слений, и нужно еще на этапе построения дискретных аналогов быть уверенным в их 
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эфФективности. · В вычислительной ирактИке разработаны и широко используются 
приемы установления наЛиЧия или· отсутствия устойчивости разностных схем, важ­
нейшими из tсотОрых являются так называемые сnе1Сmрал1,1Ные признаки устойчивости . 
.Аккуратная их формулировка требует формализации использованных выше понятий 
«малости» сеточных функций и их •близости•. 

Остановимся на процедуре решения сеточных задач. В случае начально-граничной 
задачи для уравнения теnлопроводности выше был получен следующий дискретный 
аналог 

UiJ+I - 'Uij _ С2 'Ui+l ,j - 2'Щj + Ui-IJ + '· . 
., 

-
h2 J &J • 

'UOj = J.l.j, 'UNj = Vj, j = 0, 1 ,  . . .  , М, 
'Ui,O = lf/i, i = о, l ,  . . . • N. 

Можно показать, что эта схема устойчива при условии 

2 .,  1 
с h2 � 2 

' " ' t  1 .  

и, следовательно, может бьlть использована дт1 получения решения рассматриваемой 
задачи. Взятые расчетные соотношения используют четырехточечный l. -образный 
шаблон, так что три значения функции uнм на временном слое t = t; позволяют 
легко найти ее значение в центральном узле на следующем слое t = t; + 1 (рис. 6 б). 
Поскольку значения на нижнем слое и на боковых границах заданЫ, то, пр6двигаясь 
от слоя к слою, мы последовательно найдем все значения искомой сеточной функции. 

Такие схемы, допускающие рекуррентное нахождение значений ин м , называются 
яеными. 

Если :же расчетные соотношения не дают возможности рекуррентно переходиТЬ 
от слоя к слою, то они наз�J)ЗЮТСЯ неявными. Такая ситуация возникает, например, 
при использовании дт1 решения этой :же задаЧи расчетных соотношений 

'UJ,j+l - Щj 2 'Ui+Jj+I _.. 2tЦJ+1 + «i-IJ+I , = с h2 
+ 
Jij т . . . 

на четырехточечном Т-образном шаблоне. � схема безусло�но (т. е. при любом 
соотношении между параметрами (h, т)-сетки) устойчива. Полученная задача пред­
ставляет собой систему линейных уравнений, которую можно решить, к примеру, 
методом щюrонки. , 

Для этой же задачи дискРётизация, порождаемая заменой временной прои:дюдной 
• • • ' 1 

центральным разностным отношением 
'Uij+l - 'Uij-1 = c2 'Ui+IJ - 2щ; + ВнJ + k 

2т h2 *' ' 
оказывается безусловно неустойчивой и, слеДовательно, для nолучения решения не­
приrодной. 

В случае начально-краевой задачи для волиового уравнения расчеmые соотноше­
ния 

.,, '+t - 2и . .  + ., .. . 1 2 и ·  t • - 2и . .  + и· ·' . . -t,J ., -t,J- - н ,] l] . ·- ,) + 1 • .• 2 - С 
h2 JIJ > т . 

ДОПОЛНеННЫе На�алЬНЫМИ И гранИЧНЫМИ УСJ19ВИЯМИ1 · ПОрождаiОТ . СХему� УСТОЙЧИВую 
.лишь при выnолнении условия т ch � r < bl. 
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Эта схема использует шаблон-крест и является трехслойной. Схема - явная. На­
чальные и граничные условия позволяют реккурентно определить значения искомой 
сеточной функции на слое с номером j + 1 ,  используя значения на двух нижних слоях j 
и j  - 1 . 

Для этой же задачи может быть предложена безусловно устойчивая расчетная схе­
ма, nолучающаяся аппроксимациейвторой nространствеиной nроизводной линейной 
комбинацией вторых разностных отношений на слоях с номерами j - 1 ,  j и j + 1 : 

'U.zz,ij � � [ ( 'U.i+Jj-1 -2:�-1 + 'Uf-IJ- 1 ) + 2 ( 'Uf+tJ - 2�j + 'Uf-l,j) + 

('Uf+IJ+I - 2ui,j+l + 'U.i-IJ+l )] + � . 

Эти расчетные соотношения используют девятиточечный шаблон-ящик (рис. 9 а). 
Схема неявная, трехслойная. Эффективным методом решения полученной системы 
уравнений является метод прогонки - при известныхнадВух нижних слоях значениях 
искомой функции, расчетные соотношения образуют на (j + 1 )-м слое трекдиагональ­
ную систему линейных уравнений (рИс. 9 б). 

(i-l ,  j+ 1) (i, j+ l) (i+I , j+l )  

(i-l . j)rn· 
· (i. j) (i+1 . j) -13��t-+...;s�j+l 

+-1>-+-+--+-+-1>-+-+j 
+-1-+-+--+-+-1-+-+j-1 

(i-l, j-1) (i, j-l) (i+l , j-1) 
а) б) 

Рис. 9. Шаблон-ящикдля волнового уравнения 

В случае задачи Дирихле для уравнения Пуассона мы имеем в каждом внуrреннем 
узле расчетные соотношения , 

и·+l · - 2и · · + и · 1 · и· · 1 - 2" •. · + и · · 1 1 •1 IJ 1- ,J + 1,3- -.3 I,J+ _ -J· .  

h2 т2 - •J •  

к которым добавляются соотношения в граничных узлах, полученные одним из ука­
занных выше способов дискретизации граничных условий. Количество nОЛ)'Ченных 
линейных уравнений совпадает с количеством неизвестных компонент отыс10fвае­
мой сеточной функции. Однако эта неявная схема для непрямоуrольных обЛастей {1 
приводит к системе линейных уравнений, разрешить которую оказываются довольно 
трудно, особенно в случае малых h и т . Здесь с успехом могут быть использованы яте­
рационные методы решения систем. Однако более эффективным оказывается подход, 
использующий Идею установления, когда решение задачи Дирихле рассматривается 
как установившееся решение дВумерного уравнения теплопроводности. Вместо зада­
чи Дирихле решают краевую задаqу для уравнения теплопроводности до того момен­
та Т, когда его эволюция во времени становится пренебрежимо малой, и принимают 
полученное решение за решение исследуемой задачи. 

В заключение отметим, что в случае краевой задачи для уравнений эллиmического 
типа, как и в случае краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, 
возможно использование вариационных соображений, основанных на том факте, что 
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условие стационарности интегрального функционала оnисывается краевой задаЧей 
для уравнения Эйлера-Остроrрадского. 

Для рассмотренной выше задачи таким функционалом являетСя функционал, за­
даваемый соотношением 

F(z) = � jj L(x, у, z. Z:rн z,) dx dy = � jj (z; + z: - 2zj(x, у)) dx dy. 
n n 

Уравнение Эйлера-Остроrрадскоrо для него имеет вид 

Lz - (Lz.)z - (Lz1)11 = О ==> Z:�:z + z1111 = -J, 

и задача nоиска стационарных точек указанного функционала nри условии 

z(x, y)lon = !p(w) 
совnадает с задачей Дlфихле для уравнения Пуассона. 



ТЕОРИЯ СПЛАЙНОВ 

Кривые и поверхности, встречающиеся в практических задачах, часто имеют доволь­
но сложную форму, не допускающую универсального аналитического задания в целом 
при помощи элементарных функций� nоэтому их собирают из сравнительно nро­
стых гладких фрагментов - отрезков (кривых) или вырезков (поверхностей) , каждый 
из которых может быть вnолне удовлетворительно оnисан nри помощи элементарных 
функций одной или двуХ переменных. nри этом вполне естественно потребовать, что­
бы гладкие функции, которые используются д1IЯ построения частичных кривых или 
поверхностей, имели схожую природу, например, были бы многочленами одинаковой 
степени. А чтобы получающаяся в результате кривая или поверхность оказаласьдоста­
точно гладкой, необходимо быть особенно внимательным в местах стыковки соответ­
ствующих фрагментов. Степень многочленов выбирается из простых геометрических 
соображений и, как правило, невелика. Для гладкого изменения касательной вдоль 
всей составной кривой достаточно оnисывать стыкуемые кривые при помощи много­
членов третьей степени, кубических многочленов. Коэффициенты таких многочленов 
всегда можно подобрать так, чтобы кривизна соответствующей составной кривой была 
непрерывной. 

Кубические сп.лайны, возникающие при решении ОдНомерных задач, можно nри­
споеобить к nостроению фрагментов составных поверхностей. И здесь вполне есте­
ственно появляются бикубические сплайны, описываемые при помощи многочленов 
третьей степени по каждой из дВуХ переменных. Работа с такими сплайнами требует 
уже значительно большего объема вычислений. Но правильно организованный про­
цесс позволитучесть непрерывно нарастающие возможности вычислительной техники 
в максимальной степени. 
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СПЛАЙНЫ 

- § 1 .  Сnпайн-функции 

Рис. l 

Пусть на отрезке [а, Ь] задана сетка lJ) 

а = zo < Z1 < . . . < Zm-1 < Zm = Ь. ( 1) 

ТоЧки �о и Жт называются грани'tнЬlМи узлами сетки ll), а точки z1 ,  . . .  , Zm-l - ее 
внуmренними узлами (рис. 1 ) . Сетка называется равномерной, если расстояния между 
л:!Обыми двумя соседними узлами одинаковы. 

Функция S(z) , заданная на отрезке [а, Ь], назы»аетси сплайном порядка р + l (степе­
ни р), если эта функция 

l) на каждом и� отрезков 

Ai.= [Жi. Zi+J ], i = о, l, . . .  , т - 1 ,  

является многочленом заданной степени р � 2 ,  то есть может быт:ь записана в виде 

р 
S(z) = Si(z) = L: o.�>(z - Zi)", i = О, l, . . . , т - 1 ,  

k=O 
и 

2) р - 1 раз непрерывно дифференцируема на отрезке [а., Ь], то есть 

S(x) Е С11-1 [а, Ь]. 

Эамечаtiме. Индекс (i) у чисел а�) указывает на ro, что набор коэффицйенrов, которым определяется 
функция S(z), на кuщом частичном отрезке �; свой. 

На каждом изотрезков Ai , i == О, 1 ,  . . . , m - 1 ,  сплайн S(z) является многочленом 
степени р и определяется на этом отрезке р + 1 коэффициентом. Всего частичных 
отрезков - т. Значит, для того, чтобы полностью определить сплайн, необходимо 
нцйти (р + 1 )т чисел 

(i) а�: , k = О, l, . . . , р, i = О, 1 ,  . . .  , т - 1 .  
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Условие S(:z:) Е cp-l [а, Ь] означает непрерывность функции S(:z:) и ее производ­
ных S' (:z:), S"(:z: ), .· . . , sp-l ( :z:) во всех внуrренних узлах сетки t.AJ. Число таких узлов 
т - 1 .  Тем самым, для отыскания коэффициентов всех многочленов лолучается 
р(т - 1) условий (уравнений) . 

Для полного определения сnлайна недостает (р + 1 )т - р( т - 1 )  = т + р условий 
(уравнений). Выбор дополнительных условий определяется характером рассматри­
ваемой задачи, а иногда и просто - желанием 
пользователя. У 

У; Наиболее часто рассматриваются задачи ин-
терполяции и сглаживания, когда требуется по­
строить тот или иной сnлайн по заданному мас­
сивуточек на nлоскости (:z:;, у;) , i = О, 1 ,  . . . , т 
(рис. 2). 

В задачах интерполяции требуется, чтобы 
график сnлайна проходил через точ.ки ( :z:; , у;) ,  О 
i = О, 1 ,  . . . , т, что накладывает на его ко­
эффициенты т + 1 дополнительных условий 

-----------т(х;,у;) 1 • 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 

Рис. 2 

х 

(уравнений) .. Остальные р - 1 условий (уравнений) для однозначного претроения 
сnлайна чаще всего задают в виде значений младших производных сnлайна на концах 
рассматриваемого отрезка [а, Ь] - граничных (краевых) условий. Возможность выбо­
ра различных граничных условий позволяет строить сnлайны, обладающие самыми 
разными свойствами. 

В задачах сглаживания сnлайн строят так, чтобы его график проходил вблизи точек 
(:z:;, Yi) , i = О, 1 ,  . . .  , т ,  а н е  через них. Меру этой близости можно определять по­

. разному, что приводит к значительному разнообразию сглаживающих сплайнов. 
Описанные возможности выбора при построении сnлайн-функций далеко не ис­

черnывают всего их многообразия. И если первоначально рассматривались только 
кусочно полиномиальные сплайн-функции, то по мере расширения сферы их прило­
жений стали возникать сnлайны, «склеенные» и из других элементарных функций. 

1 .1 .  Интерполяционные кубические сплайны 

Постановка задачи интерполяции 
Пусть на отрезке [а, Ь] задана сетка I.IJ 

а =  Хо < :z:1 < . . .  < Xm-1 < Xm = Ь. 
Рассмотрим набор чисел 

Уо, У1 , · · · ,  Ym-1 • Ym· 
Задача. Построить гладкую на отрезке [а, Ь] функцию u(z), которая принимает в узлах сетки w задан-
ныв значения, то есть 

u(z;) = у;, i = О, 1, . . .  , т - l ,  т. 
Замечание. Сформулированная задача интерполяции состоит в восстановлении гладкой функции, 
заданной таблично (рис. 2). Ясно, что такая задача имеет множество разлИЧIIых решений. Накладывая 
на конструируемую функцию доnолнительные условия, можнодобиться необходимой однозначности. 

В приложениях часто возникает необходимость приблизить функцию, заданную 
Щiалитически, 

у = /(:z:), :z: Е [а, ь]; 
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при помощи функции с предписанными достаточно хорошими свойствами. Напри­
мер, в тех случаях, когда вычисление значений заданной функции J(a:) в точках от­
резка [а, Ь] связано со значительными трудностями и/или заданная функция J(a:) 
не обладает требуемой гладкостью, удобно воспользоваться другой функцией, которая 
достаточно хорошо приближала бы заданную функцию и была лишена отмеченных ее 
недостатков. 

Задача интерпоnяцми функции. Построить на отрезке [а, Ь) гладкую функцию u(a:), 
совпадающую в узлах сетки UJ с заданной функцией j(a:) . 

Оnредеnение интерпоnяцмонноrо кубическоrо сnnайна 

Интерполяционны.м кубическим сплайном S(x) на сетке UJ называется функция, которая 

1) на каждом из отрезков 

[а:; , Xi+J ] , i = 0, 1 ,  . . .  , т - 1 ,  

представляет собой многочлен третьей степени, 

S(a:) = S;(a:) '= a�i) + a�i)(x - а:;) +  a�i)(x - а:;)2 + a�i) (a: - а:;)3, 

2) дважды непрерывно дифференцируема на отрезке [а, Ь], то есть принадлежит 
классу С2[а, Ь] , и 

· 

3) удовлетворяет условиям 

S(a:;) = у;, i = О, 1 ,  . . .  , т. (2) 

На каждом из отрезков [а:; , Xi+J ] , i = О, 1, . . .  , т - 1 ,  сплайн S(a:) является мно­
гочленом третьей степени и определяется на этом отрезке четырьмя коэффициентами. 
Всего отрезков - т. Значит, для. того, чтобы полностью определитъ сплайн, необхо­
димо найти 4т чисел 

Условие 

(i) (i) (i) (i) а0 , а1 , а2 , а3 , i = О, 1 , . . .  , т - 1 .  

S(a:) Е С2[а, Ь) 

означает непрерывность функции S(a:) и ее производных S'(a:) и S"(a:) во всех вну­
тренних узлах сетки UJ.  Число таких узлов - т - 1 .  Тем самым, для отъlскания коэф­
фициентов всех многочленов получается еще З(т - 1) условий (уравнений). Вместе 
с условиями (2) получается 

условия (уравнения). 

Граничные (краевые) ycnoiИI 

З(т - 1) + (т +  1) = 4т - 2 

Два недостающих условия задаются в виде ограничений на значения сплайна и/или его 
производных на концах промежутка [а, Ь]. При построении интерполяционного ку­
бического сплайна наиболее часто используются краевые условия следующих четырех 
типов. 
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А. Краевые успови• 1 -ro типа. 

S'(a) = j'(a), S'(Ь) = !'(Ь) 
- на концах промежутка [а, Ь] задаЮ'Гся значения первой производной искомой функ­
ции. 

&. Краевые успови• 2-ro типа. 

S"(a) = !"(а) , S"(Ь) = !"(Ь) 
- на концах промежутка [а, Ь] задаются значения второй производной искомой функ­
ции. 

В. Краевые условия 3-ro типа. 

S'(a) = S'(Ь), S"(a) = S"(Ь) 
называются периодическими. Выполнения этих условий естественно требовать в тех 
случаях, когда интерполируемая функция является периодической с периодом 
Т = Ь - а. 

Г. Краевые усповия 4·rо типа. 

S111(y, Х1 - О) = S111 (y, Х1 + 0) , S111(y, Хт-1 - О) = S111(y, Хт-1 + О} 
требуют особого комментария. 

Коммемтармii. Во внутренних узлах сетки третья производпая функции S(z) ,  вообще говоря, раз­
рывка. Однако число разрывов третьей производной можно уменьщить при помощи условий 4-го 
типа. В этом случае построенный сплайн будет трижды непрерывно дифференцируем на промежуnсах 
[zo, z2] и [Zm- 1 •  Zm ]. 

Построение интерполяционноrо кубического сплайна 
Опишем способ вычисления коэффициентов кубического сплайна, при котором число 
величин, подлежащих определению, равно т + 1 ,  а не 4т. 

На каждом из промежутков 

[xi , хнi ] , i = О, 1 , . . . , т - 1 , 
интерполяционная сплайн-функция ищется в следующем виде 

1 S(x) = Si(x) = Yi( 1 - t}2(1 + 2t) + Yi+lt2(3 - 2t} + nihit(1 - t)2 - nit2( 1 - t). , (3} 
Здесь х - Xi t = -- , hi 
а числа ni , i = О, 1 , . . . , т, являются решение� системы линейных алгебраических 
уравнений, вид которой зависит от типа краевых условий. 

где 

Для краевых условий 1·ro и 2-ro типов эта система имеет следующий вид 

{ 2no + p�n1 = �. 
Лini-1 + 2ni + J.Lini+l = Cj, 

Л�nт-1 + 2nm = С:,., 
i = 1, 2, . . . ' т - 1 , 

. = 3 ( . Yi+ 1 - Yi 
+ Л . Yi - Ун ) 

Cj J.Ls h· 1 h· ' s s-1 
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Коэффициенты Jl.{,, 4, Л�, С:,. зависят от выбора краевых условий. 

Краевые yciiOВИtl 1-ro тиnа: 

Краевwе JСАО8М 2-ro tиna: 

* о * 2. 1 Ро = , Со =  'flo. 
л� = о, � = 2у:,.. 

* * 3 111 - Уо ho " J.Lo = 1 ,  Со = ----;;;-- - 2Уо . 

• * зУm - Ут-1 hт-1 1/ Лт = 1, Ст = h + -2-Ym· т-1 
В случае краевых усповий Э·rо tиna системадля оnределения чисел ni , i = 1 ,  2, . . .  , т, 

заnисывается так { 2n1 + p.1 n2 + Л1nт = с1 ,  
Лini-J + 2щ + Pini+l = Ci, 

Pmnl + Лтnт-1 + 2nm = Ст· 
i = 2, . . .  , т  1 ,  

Число неиэвестных в nоследней системе равно т, так как иэ условия периодично­
сти вытекает, что no = nт. 

Для краевых ycJI08IIi 4-ro tиna система для определения чисел ni , i = 1 ,  2, . . .  , т- l ,  
имеет вид 

где 
{ ( l + 'Yo)nl + 'Yon2 = cr ' 

Лini- 1  + 2ni + J.Lini+t = �· 
'Утnт-2 + (1 + 'Ym)nm-1 = Cm-t •  

i = 2, . . .  , т - 2, 

ho 'Уо = -, 
ht 
hm-1 'Ут = hm ' 

* 1 У2 - У1 Ct = Зсi + 2'Yo-h-t-, 
* 1 Ym- 1  - Ут-2 

Cm-1 = зСm-1 + 2'Ym hm-2 
По найденному решению системы числа n0 и nт можно определить при nомощи 
формул 

8111111108 замечание. Матрицы всех трех линейных алгебраических систем являются матрицами с диа­
rональным преобладанием. Такие матрицы невырождены, и потому каждая из этих систем имеет 
е.цииствениое -решение. 

Теорема. Интерполяционный кубический сплайн, удовлетворяющий ус./1овия.м (2) и краево­
му условию одного из перечисленнЬIХ четырех типов, существует и единствен. 
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Таким образом, построить интерполяционный кубический сплайн' - ЭТО· э'kачит 
найти его коэффициенты по, n1 , • • •  , nт . 

Когда коэффициенты сплайна найдены, значение сплайна S(x) в произвольной 
точке отрезка [а, Ь] можно найти rto формуле (3). Однако для практических вычисле­
ний больше подходит следующий алгоритм нахождения величины S( х) . 

Пусть х Е [х,, х,+1 ] . Сначала вычисляются величины А и В по формулам 

а затем находится величина S( х) : 

где, как обычно, 

1..--s-(x_)_=_Y_i +_(_x ___ x_i)-[n-i +-t(B
_+_tA-)--,], 1 

х - х· t = . 1 • Xi+\ - Xi 1 
Применеине этого алгоритма существенно сокращает вычислительные затраты на 
определение велячины S(x) . ' 

Советы nоnьэоеатеnю 
Выбор граничных (краевых) условий и узлов интерполяции позволяет в известной 
степени управлять свойствами интерполяционных сплайнов. 

А. ВЫбор rранмчных (краевых) усnовмй. 
Выбор граничных условий является одной из центральных проблем при интерпо­

ляции функций. Он приобретает .с;>собую важность в том случае, когда необходимо 
обеспечить высокую точность аппроксимации функции f ( х) сплайном S ( х) вблизи 
концов отрезка (а, Ь] . Граничные значения оказывают заметное влияние на поведе­
н�е сплайна S(ж) вблизи точек а и Ь, и это влияние по мере удаления от них быстро 
ослабевает. 

Выбор граничных условий часто определяется наличием дополнительных сведе­
ний о поведении аппроксимируемой функции f(x) . 

Если на концах отрезка [а, Ь] известны значения первой производной !' ( х) , :го 
естественно воспользоваться краевыми условиямИ ·1-го типа. 

· ' 

Если на концах отрезка (а, Ь] известны значения второй производной J"(x) ,  то 
естественно воспользоваться краевыми условиями 2-го типа. 

Если есть возможность выбора между краевыми условиями 1-го и 2-го типов, то 
предпочтение следует отдать условиям 1-го типа. 

Если f (х) - периодическая функция, то следует остановиться на краевых условиях 
З-го типа. 

В случае, если никакой дополнительной информации о поведении аппроксимиру­
емой функции нет, часто используюттакназываемые естественные граничные условия 

s"(a) = о, s"(Ь) = о. 
Однако следует иметь ввиду, что Qри таком выборе граничнър�,.�словий точность ап­
проксимации функции f (х) сплайном S(x) вблизи концов оwезка I а, Ь] ��о .с�и­
жается. Иногда используются краевые условия 1-го ил:и 2-го типа, но не .с точными 
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значениями соответствующих производных, а с их разностными аппроксимациями. 
Точность такого подхода невысока. 

Практический оnьп расчетов показывает, что в рассматриваемой ситуации наибо­
лее целесообразным является выбор граничных условий 4-го типа. 

Б. Выбор узпов интерnоnяции. 
Если третья производпая /111 (ж) функЦии терпит разрыв в некоторыхточках отрезка 

[а, Ь] , то для улучшения качества аппроксимации эти точки следует включить в число 
узлов интерполяции. 

Если разрывна вторая производпая !" (ж) , то для того, чтобы избежать осцилляции 
сплайна вблизи точек разрыва, необходимо принять специальные меры. Обычно узлы 
интерполяции выбирают так, чтобы точки разрыва второй производной попадали 
внутрь промежутка [ Жi , Жi+ 1 ] , такого, что 

hi = а  min{hi-1 , hi+J } , 
где а <t:: J .  Величину а можно выбрать путем численного эксперимента (часто доста­
точно положить а =0,01) . 

Существует набор рецептов по преодолению трудностей, возникающих при раз­
рывной первой производной !'(ж) . В качестве одного из самых простых можно пред­
ложить такой: разбить отрезок аппроксимации на промежутки, где производпая не­
прерывна, и на каждом из этих промежутков построить сплайн. 

Выбор интерnоnяционной фун!СЦИи (мюсы и минусы) 
Подход 1·й. Интерnотщионный мноrочпен ЛarpaiiQ 

у По заданному массиву 

Рис. З 

(жi , Yi) , i = О, 1, . . .  , т - 1 ,  т 

(рис. 3) интерполяционный многочлен Лагранжа 
определяется формулой 

т 
IPm(ж) = П (ж - жi). 

i=O 
Свойства интерполяционного многочленаЛагранжа целесообразно рассматривать 

с двух противоположных позиций, обсуждая основные достоинства отдельно от недо­
статков. 

Основные достоинства 1 -го подхода: 

1) график интерполяционного многочлена Лагранжа проходит через каждую точку 
массива, 

2) конструируемая функция легко описывается (число подлежащих определению ко­
эффициентов интерполяционного многочлена Лагранжа на сетке w равно т + 1 ) , 

3) построенная функЦия имеет непрерывные про�зводные любого порЯдка, 

4) заданным массивQМ интерполяционный многочлен определен однозначно. 
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Основные недостатки l -го подхода: 

l) стеnень интерnоляционного многочлена Лаrранжа зависит от числа узлов сетки, 
и чем больше это число, тем выше стеnень интерnоляционною мноючлена и,  
значит, тем больше требуется вычислений, 

2) изменение хотя бы одной точки в массиве требует полною nересчета коэффици­
ентов интерnоляционною мноючлена Лаrранжа, 

3) добавление новой точки в массив увеличивает стеnень интерnоляционноrо мно­
ючлена Лаrранжа на единицу·и также nриводит к nолному nересчету ею коэффи­
циентов, 

4) nри неоrраниченном измельчении сетки стеnень интерnоляционноrо многочлена 
Лаrранжа неоrраниченно возрастает. 

Поведение интерnоляционною мноючлена Лаrранжа nри неоrраниченном из­
мельчении сетки вообще требует особою внимания. 

Комментарии 
А. О прибпаении непрерывной функции мноrочnеном. 
Известно (Вейерштрасс, 1885 rод), что всякая непрерывная (а тем более гладкая) 

на отрезке функция может быть как уюдно хорошо nриближена на этом отрезке мно­
гочленом. 

Оnишем этот факт на языке формул. Пусть J(x) - функция, неnрерывная на от­
резке [а, Ь] . Тогдадля любою е > О найдется такой многочлен Р11(х) , чтодля любого х 
из nромежутка [а, Ь] будет выnолняться неравенство (рис. 4) 

I IPn(x) - J(x)l < e:. l 
Отметим, что многочленов даже одной стеnени, nриближающих функцию f(z) с ука­
занной точностью, существует бесконечно мною. 

у 

х 
о о 

Рис. 4 Рис. 5 · 

Построим на отрезке [а, Ь] сетку (1). Ясно, что ее узлы, вообще юворя, не совnадают 
с точками nересечения графиков многочлена Pn (х) и функции j(x) (рис. 5) . Поэтому 
для взятой сетки многочлен Р11(х) не является интерnо.nяционны:м. 
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� \ .. S. Об интерnоnировании непрерывной функции. 

При аппроксимации непрерывной функции интерполяционным многочленом Ла­
граюка его график не только не обязан быть близким графику функции f(x) в каждой 
точке отрезка [а, Ь], но может уклоняться от этой функции как угодно сиnьно. При­
ведем два примера. 

Прммер 1 (Рунrе, 1901 rод). При неограниченном увеличении числа узлов для функции 
1 

/(ж) = 1 + 25ж2 
на отрезке [-1, 1) выnолняется предельное равенство (рис. 6) 

lim max 1/(ж) - Lm(ж)l = оо . .,. m�oo -l�z'1 
Прмер 2 (&ернwтеiiн, 1912 rод). Последовательность интерполяционных многочленов Лагранжа 

{Lm(ж)}, 
построенных на равномерных сетках (IIm для непрерывной функции /(ж) = lжl на отрезке [-1, 1j ,  
с возрастанием числа узяов т не стремнтся к функции /(ж) (рис. 7) . .,. 

у у 

х х 

Рис. б Рис. 7 

ПодхQД 2·i. Кусочно-пинеiнаtl интерrюпtциt 
При отказе от гладкости интерnолируемой фун.IgJ.ии соотношение между числом до­
стоинств и числом недостатков можно заметно изменить в сторону первых. 

о 

у '  Построим кусочио-линейную функцию путем по-. � /' следоват�льного соединения точек (xi , Yi) nрямолиней-� V ньrми отрезками (рис. 8) .  
Основные достоинства 2-го. подхода: 

1) график кусочио-линейной функции nроходит через 

х каждую точку массива, 

Рис. 8 2) конструируемая функция легко оnисывается (число 
nодлежащих оnределению коэффициентов соответ­

ствующих линейных функций для сетки ( 1) равно 2m), 
3) заданным массивом nостроенная функция оnределена однозначно, 
4) стеnень многочленов, исnользуемых для оnисания интерnоляционной функции, 

не зависит от числа узлов сетки (равна 1) ,  
5) изменение одной точки в массиве требует вычисления четырех чисел (коэффици­

ентов двух nряъюllинейных зве»ъев, исходящих из новой точки), 
6) добавление допалнительной ТОЧ1СИ в массив требует вычисления четырех коэффи-
, циеитов. r15t . ;  .. 
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Кусочио-линейная функция достаточно хорошо ведет себя и при измель!lеНии 

сетки. 

Основной недостаток 2 -го подхода: 
аnпроксимирующая кусочио-линейная функция не является гладкой: первые про­
изводные терпят разрыв в узлах сетки (узаах интерnОАЯцuи). 

Подход 3-й. Смаiiн-мнтерпоп!IЦИI 
Предложенные подходы можно объединить так, чтобЫ число перечисленньrХ досто­
инств обоих подходов сохранилось при одновременном уменьшении числа недостат­
ков. Эrо можно сделать путем построения гладкой интерполяционной сплайн-функ­
ции степени р. 

Основные достоинства 3 -го подхода: 

1 )  график построенной функции проходит через .ка:ждую точку, массива, . 

2) конструируемая функция сравнительно легко описывается (число подлежащих 
определению коэффициентов соответствующих многочленов для сетки ( l) равно 
m(p + l)), 

3) заданным массивом nостроенная функция оnределена однозначно, 

4) стеnень многОчленов не зависит от числа узлов сетки и, следовательно, не изменя­
ется при его увеличении, 

5) построенная функция имеет неnрерывные производные до порядка р - 1 включи­
тельно, 

6) построенная функция обладает хорошими апnроксимацион:t�ыми свойствами. 

Краткая справка. Предложенное название - сплайн 
не является случайным - введенные нами гладкие Кi�' ··. У 

сочно-полиномиальные функции и черте:Jiq�ые смайны 
тесно связаны. 

Рассмотрим гибкую идеально тонкуlО линейку, про­
ходящую через расположенные на плоскости (а:, у) 
оnорные точки массива (a:i , 'Ui) ,  i = О, 1, . . .  , т .:... l, '111 
(рис. 9) . Согласно закону Бернулли-Эйлера линеари- о 
зованное уравнение изогнутой линейки имеет вид 

EIS"(ж) = -М(а:), 
Рис. 9 

где S(a:) - изгиб, М(а:) изменяющийся линейно от опоры к опоре изгибающий 
момент, EI - жесткость линейки. 

Функция S(a:), описывающая форму линейки, является многочленом третьей сте­
пени ме.жду каждыми двумя соседними точками массива (оnорами) и дважды непре­
рывно дифференцируема на всем промежутке [а, Ь]. 

Комментарий. Об интерnоnированми неnрерывной фунiЩИИ 
В отличие от интерnоляционных многочленов Лаrранж:а, после.щ)вательносtь интер­
поляционных кубических сплайнов на равномерной сетке всеrдаеходится к интерnо­
лируемой непрерывной функции, причем с улучшением дифференциальны:х•свойств 
этой функции скорость сходимости nовышается. 
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Прммер. Для функции 

1 
f(x) = 

1 +25х2 
кубический сплайн на сетке с числом узлов т = 6. дает по­
rрешность аппроксимации того же порядка, что и интерполяцион­
ный многочлен L5(x) ,  а на сетке с числом узлов т = 21 эта 
погреwность настолько мала, что в масштабе обычного книжно­
го рисунка просто не может быть показана (рис. 10) (интерполя­
ционныii\ многочлен L20(ж) дает в этом случае погреwность около 
10 000 %) . ... 

Свойства t111Терnотщиокиоrо кубмческоrо сnnайка 

А. Апnроксимациоккwе свойства кубического смайка. 

у 

х 
Рис. 10 

Аnпроксимационные свойства и'нтерполяционноrо сплайна зависят от гладкости 
функции f(z) - чем выше гладкость интерполируемой функции, тем выше порядок 
аппроксимации и при измельчении сетки тем выше скорость сходимости. 

Если интерполируемая функция f (ж) непрерывна на отрезке [а, Ь] , то есть 

то 

при 

f(z) Е С0[а, Ь] , 

1 1/(z) - S(z) llc = max 1/(z) - S(x)l ___. О zE(a,ЬJ 

h = max hi ___. О. 
O�i�N-1 

Если интерполируемая функция f (z) имеет на отрезке [а, Ь] непрерывную первую 
производную, то есть 

/(z) Е С'[а, Ь], 
а S(z) - интерполяционный сплайн, удометворяющий граничным условиям 1-го 
или 3-го типа, то При h ___. О имеем 

l l lt(z) - S(x) llc = o(h),  1 1/'(х) - S'(z)llc = o(l). l 
В этом случае не только сплайн сходится к интерполируемой функции, но и произ­
водная сплайна сходится к производной этой функции. 

В случае, если 
f(z) Е d[a, Ь] , 

сплайн S(z) аппроксимирует на отрезке [а, Ь] функцию f(z) , а его первая и вторая 
производные аппроксимируют соответственно функции !' (х) и !" ( z) , 

1/(z) - S(x) lc = o(h4) ,  

1/'(х) - S'(x)lc = o(h3), 
1/"(z) - S"(x) lc == o(h2). 

&. Экстремапькое .свойство кубического cnnaiiкa. 
Интерполяционный кубический сплайн обладает еще одним полезным свойством. 

Рассмотрим следующий nример. 



f1 . Смаiнофуиtщмм ______________________ 219 

Пример. Построить функцию f(:r:) , минимизирующую функционал 

ь 
J(!) = /<f'(z))2 dz 

а 
на классе функций из nространства С2[а, Ь] , графики которых nроходят через точки массива (:r:;, у;) ,  
i = 0, 1, . • .  , т  . 
..,. Среди всех функций, nроходящих через оnорные точки (z;, f(:r:;)) и nринадлежащих ука�нному 
nро<:транству, именно кубический сnлайн S(:r:) , удовлетворяющий краевым усnовиям 

s"(a) = s"(Ь), 

доставляет экстремум (минимум) функционалу J(f). !"" 
Замечание 1. Часто именно это экстремальное свойство беруr вскачестве определения инrерп<>.Оцион­
ноrо кубическоrо сnлайиа. 

Замечание 2. Интересно отметить, что интерполяционный кубический сnлайн обладает опиеаинкм 
выmе экстремальным свойством на очень широком классе функций, а именно, на классе Wi [а, .11]. 

1 .2. Сглаживающие кубические сплайны 

О постан081Се задачи сrпаживанм 

Пусть заданы сетка 
а =  Хо < Х1 < . . . < Xm-1 < Хт = Ь 

и набор чисел 
iJo, YJ , · · · ' Ym-1 •  Ym· 

КомментарнА к исходным данным 

На практике часто приходится иметь дело со случаем, когда значения Yi в массиве 

(х; , у;), i = О, 1 ,  . . .  , т, 

заданы с некоторой поrрешностью. Факrически это означает, что для каждого i = 

О, 1 ,  . . .  , т, указан интервал 

(с;, d;) или (у; - б; , Yi + б;) 

и любое число из этого интервала может быть взято в качестве значения у; .  Вели­
чины Yi удобно интерпретировать, например, как �зультаты изме�ний некоторой 
функции у(х) при заданных значениях пе�менной х, содер:жашие случайную по­
грешность. При �шении задачи восстановления функции по таким ее «эксперимен­
тальным» значениям врЯд ли целесообразно использовать интерполяцию, поскольку 
интерnоляционная функция будет послушно воспроизводить причудливые осцилля­
ции, обусловленные случайной компонентой в массиве {yi}.  Более естественным 
является nодход, основанный на nроцедуре сглаживания, nризванной как-то умень­
шить элемент случайности в результате измерений. Обычно в таких задачах требу­
ется найти функцию, значения которой при х = Xi , i = О, 1 ,  . . .  , т,  поnадали бы 
в соответствующие интервалы и которая обладала бы, кроме того, достаточно хоро­
шими свойствами. Наnример, имела бы неnрерывные nервые и вторые nроизводные, 
или же ее график был бы не слишком сильно искривлен, то есть не имел бы сильных 
осцилляций. 

Задача nодобного рода возникает и тогда, когда по заданному (точно) м�ссиву ' ' \ ; •;\' r , , 

(Xj, Yi) .  i = о, 1 ,  . . .  ' т, 
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требуется построить фуНкцию, которая прохоДИла бы не через заданные точки, а вбли­
зи них и к тому же изменяласьдостаточно плавно. Другими словами, искомая функция 
как бы сглаживала заданный массив, а не интерполировала его. 

Пусть заданы сетка UJ 

а = Хо < Х1 < . . .  < Хт-1 < Хт = Ь 
и два набора чисел 

и 

Уо, YI , · · · ' Ут- 1 .  Ут 

Ао > О, 61 > О, . .  . ' Am-1 > О, Am > О  . 
ЗlдаЧа. nоетроить гладкую на отрезке [а, Ь] функцию u(x), значения которой в узлах сетки ы отлича­
лйсь от чисеЛ у; на з8,/1,8нные величины �; > О 

lи(xi) - y; l < �;, i = О, l ,  . . .  , m - l ,  m. 

· · • .з.мечение. Сформулированная заМча сглаживания состоит в восстановлении гладкой функции, эа­
· · даинойтаблично; Ясно, что такая задача имеет-множество рааличных решений. Накладывая на кон­

струируемую функцию дополнитет.ные условия, можно добиться необходимой однозначности. 

Определение crn11J1Ивa10щero кубиЧfСКоrо cn.naiilнa 

Сглаживающим кубическим сплайном S(x) на сетке UJ называется функция, которая 

1 )  на каждом из отрезков 

(х; , Xi+l ] , i = О, 1 ,  . . . , т - 1 ,  

предст�вляет соб�й многочлен третьей степени, 

S(x) = S;(x) = a�i) + a�i)(x - х;) + d�i) (x - х;)2 + a�i) (x - х;)3, 
2) дважды непрерывно дифференцируема на отрезке [а, Ь], то есть принадлежит 

классу С2(а, Ь] ,  . 
3) доставляет минимум функцяопалу 

где 1/i ,и р; > О - заданные числа, 

4) удовлетворяет граничным условиям одного из трех указанных ниже типов. 

Граничиые (краевые) ус.nоаи• 

(4) 

rраничные условия задаются в виде ограничений на значения сплайна и его производ­
ных в граничных узлах сетки UJ.  

А. Граничные ус.nовиt 1-ro типа . 

. \ S'(a) = y�, S'(Ь) :±t y:n 
- на концах промежутка [а, Ь] задаются значения fi�рвой производной искомой функ­
ции. 



§ 1, Cnnailнoфyнц.lat 221 

. 6. Граничные JCIIOIIИI 2-ro �а. 

S"(a) = О, S"(Ь) = О  
- вторые nроизводные искомой функции на концах промежутка [а, Ь] равны нулю. 

В. Граничные усдови1 3-ro типа. 

S(a) = S(Ь) , S1(a) = S'(Ь), S"{a) = S11(Ь) 
называются периодическими. 

Теорема. Кубический сплайн S(ж) , .минимизирующий функционал ( 4) и удовлетворлющий 
краевым условиям одного из указанных трех типов, определен одназначно. 

Оnределение. Кубический сплайн, минимизирующий функционал J(J) и удовлетворлющий 
граничным условиям i -го типа, называется сглаживающим сплайно.м i -го типа. 

Замечание. На каждом иэ отрезков (z;, z;.н ), i ::::; О, l, . . .  , т - 1 , сплайн S(ж) является миоrоч:пеgом 
третьей стеnени и оnределяется на этом отрезке четырьмя коэффициентами. Всеrо отрезltОв .- т. 
Значит, мя тоrо, чтобы полиостью определить сплайн, необходимо найти 4т чисел 

(i) (i) (i) (•) • а0 , а1 , а2 , а3 , ' = О, l, . . •  , т - 1. 
Условие 

S(z) Е С2[а, Ь] 
означает неnрерывность функции S(z) и ее nровзводных s'(ж) и s''(ж) 11() всех внутренних у:шах 
сетки w. Число таких узлов т - 1 .  Тем самым, мя отыскания коэффициентов всех мноrочленов 
nолучается З(т - 1) условий (уравнений). 

Построение сr.nапвающеrо кубическоrо сп.nайна 

Опишем способ вычисления коэффициентов кубическою сплайна, nри котором число 
величин, nодлежащих определению, равно 2m + 2. 

На каждом "из nромежутков 

[ж, ,  Жi+l ]; i = О, 1 ,  . . . • т - 1 ,  
сглаживающая сплайн-функция ищется в следующем виде 

h? S(re) = S1(z) = z,( I - t) + Zi+ l t - -tФ - t) [(2 - t)ni + ( 1  + t)ni+IJ· 

Здесь 
Z - Zi 

t = -- , 
� 

а числа z, и n, ,  i = О, l ,  . . .  , т, являются решением системы линейных алгебраичес­
ких уравнений, вид которой зависит от типа краевых условий. 

Опишем сначала, как находятся величины щ. 
Для краевых усдовий 1·ro и 2-ro типов система линейных уравнений для определения 

величин р; заnисывается в следующем виде 

aono + Ьonl + eonz :::::; 9о. 
Ьоnо + a1n1 + Ь1n2 + с1nз = 01 , 

Ci-2ni-2 + Ьi- tni-1 + aini + Ь;ni+I + с.nн2 = 9i . i = 2, 3, . . .  , т - 2, 
Cm-зr&m-,-з + Ьт-2nт-2 + am-ln�-1 + bm-Jnm 7, Um-1 •  

Cm-2nm-2 + Ьm-lnm-1 + amnт :::::; От. 
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где 

1 1 ( 1 1 )
2 1 ai = -3 (hн +hi) + h� Pi-1 + -h· +;;:- Pi + h�Pi+l •  i = 1 , 2, . . .  ,т- 1 , 

1-l 1-l 1 1 

Ьi = �hj - _!_ [(-1-+ !..) Pi + (2.+-
1
-)Pi+l] ,  i= 1 , 2, . . .  ,т- 2, 

6 hi hн hi hi hi+l 
i= 1 , 2, . . .  ,т- З, 

(Pi � О - известные числа). 

Коэффициенты 

зависят от выбора граничных условий. 

Граничные yc110111t1 1·ro типа: 

ho 1 ао = 3 + h2 (ро + Pl) , о 
Ьо = ho - _!_ (2. + _!_)Р1 - �ро, 

6 h0 h0 h1 h0 
1 Со = hohl Pl . 

У1 - Уо 1 Оо = --,;- -Уо. 
hm-1 1 ( ) am = -3- + т Pm-1 + Pm , 

m-1 
hm-1 1 ( 1 1 ) l Ьт-1 = -- - -- -- + -- Pm-2 - -2-pm, 

6 hm-1 hm-1 hm-2 hm-1 
1 Cm-2 = Pm-1 •  hm-2hm-l 

1 Ym - Ym-1 9т = Ут - h · m-1 
Граничные усnоеи11 2-ro типа: 

ао = 1, Ьо = 1 , Со =  О, 9о = О, 
am = 1, Ьт-1 = 1 , Cm-2 = О, 9m = О. 

(5) 

В случае граничных условий 3-ro типа система для рпределения чисел ni , i = 
1 , 2, . . .  , т, записывается так: 

Ci-2ni-2 + Ьi- lni-1 + aini + Ьini+i + Cini+2 = 9i, i = 1 , 2, . . .  , т, 
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причем все коэффициенты вычисляются по формулам (5) (величины с индексами k 
и т +  k считаются равными: no = nт ' ho = hm . ао = ат и т. д.). 

где 

и 

8ажиое эамечанме. Матрицы систем невырождены и потому каждая из этих систем имеет единственное 
решение. 

Если числа щ найдены, то величины Zi легко определяются по формулам 

Zj = Yi - PiD;, i = 1 ,  2, . . . ' т, 

1 Do = -(nt - no), ho 
1 1 Di = h· (ni+t - ni) - -h· (ni - ni-t ). i = 1, 2, . . . , т - 1, 
1 1- l  

l Dm = - -h-(nm - nm-1). m-1 
В случае периодических граничных условий 

l 1 Do = Dm = -h (nt - nт) - -h- (nт - nm-J) . 
т т-\ 

Выбор 118C08WX коэффИциеtiТОII 
Выбор весовых коэффициентов Pi , входящих в функционал ( 4), позволяет в известной 
степени управлять свойствами сглаживающих сплайнов. 

Если все Pi = О, то Zi = 1/i и сглаживающий сплайн оказывается интерполяци­
онным. Это, в частности, означает, что чем точнее заданы величины Yi , тем меньше 
должны быть соответствующие весовые коэффициенты. Если же необходимо, чтобы 
сплайн прошел через точку (ж�:, Yt ), то отвечающий ему весовой множитель Pl: следует 
положить равным нулю. 

В практический вычислениях наиболее важным является выбор величин Pi . 
Пусть Ai - поrрешность измерения величины 1/i . Тогда естественно потребовать, 

чтобы сглаживающий сплайн и(ж) удовлетворял условию 

(6) 

или, что то же, 
Pi iDi l � Ai. 

В простейшем случае весовые коэффициенты Pi можно задать, например, форму­
лой 

Pi = cAi . 
где с - некоторая достаточно малая постоянная. Однако такой�ыбор весов Pi не по­
зволяет использовать «коридор•, обусловленный поrрешностями величин Yi . Более 
рациональный, но и более трудоемкий алгоритм. определения величин Pi может вы­
глядеть следующим образом. 
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Если на k-й итерации величины D�k) найдею�I, то полагают { �i 
р ID.�k) l  > Е, 

(k+1) - ID�k) 1 
п и 

Pi - 1 
1 (k) 1 . О при Di � Е, 

где Е - малое число, которое выбирается экспериментально с учетом разрядной сетки 
компьютера, значений �i и точности решения системы линейных алгебраических 
уравнений. 

Если на k-й итерации в точке Xi нарушилось условие (6), то последняя формула 
обеспечит уменьшение соответствующего весового коэффициента Pi . Если же 

lи(k) (xt) - Yt l < �i. 
то на следующей итерации p�k+ 1) > p�k) .  Увеличение Pi nриводит к более полному 
использованию «коридора .. (6) и, в конечном счете, более плавно изменяющемуся 
сплайну. 

Немноrо теории 

А. Обоснование формуя дп11 вычиспени11 коэффициентов интерпоn11ционноrо кубическоrо спnайна. 
Введем обозначения 

S'(xt) = тt, i = О, 1 ,  . . .  , т, 
где тt - неизвестные пока величины. Их число равно т+ 1 .  

Сплайн, записанный в форме 

1 S(x) = Si(x) = Yi( l - t)2( 1 + 2t) + Yi+1t2(32 - 2t)+ тthtt( 1 - t)2 - mtt2(1 - t) , 1 (7) 

где 

удовлетворяет условиям интерполяции 

S(x;) = Yt. i = О, 1, . . .  , т, 

и неnрерывен на всем промежутке [а, Ь] : nоложив в формуле (7) t = О и t = 1 ,  получим 
соответственно 

S(xt) = Yt . S(xi+1) = Yi+ 1 · 
Кроме того, он имеет на  промежутке [а, Ь] непрерывную nервую nроизводную: 

nродифференцировав соотношение (7) и nоложив t = О и t = 1 ,  получим соответ- . 
ственцо 

s'(xt) = mj, S'(xi+1 ) = тi+1 · 
Покажем, что числа mt можно выбрать так, чтобы сплайн-функция (7) имела 

на отрезке [а, Ь] непрерывную вторую производную. 

Вычислим на nромежутке [ Xt-1 , Xt ] вторую производную сплайна (7): 

/1 11 6 - 12t -4 + 6t -2 + 6t S (х) = Sн(х) = (Yt - Ун)-h2 + тt-1 h · + mi . . 
i- 1 1- 1 ha-1 
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В точке х, - О (при t = 1 )  имеем 

S"( ... ,- _ о) s'' ( ) 6 v. - 111- 1 4т,_ l 2 т, ..,- i-1 Xi = - 2 - -- - --. 
hн hн h;- 1 

Вычислим на промежутке [ Xt , Xi+ 1 ] вторую производную сплайна (7): 

11 11 6 - 12t -4 + 6t -2 + 6t 
S (х) = s, {х) = (Yi+l - У•) --;;г- + т, h; + тi+l h, 

В точке х1 + О  (при t = О) имеем 

S"(zt + О) = s:'(x,) = -61/i+l ; Yi - 4 т, - 2 тi+l
. h, h, h, 

Из условия непрерывности второй производной во внутренних узлах сетки w 

S"(xi - О) = S11(x; + 0), i = 1 , 2, . . .  , т - 1 , 
получаем т - 1 соотношение 

где 

л + 2 + з-( . Yi+t - Yi + , .  Yi - Yi
-
-1 ) 4 iтi-1 т, P,iтi+l р,, h · "'• h· , • 

1 s-1 

hн h, 
P,i = , Лi = 1 - p,• = ---h;+t + h, hi+l + h; 

1 ,  2, . . .  ' т - 1 ,  

Добавляя к этим т- 1 уравнениям еще два, вытекаютих и з  краевых условий, полу­
чаем систему из т + 1 линейного алгебраического уравнения с т+ 1 неизвестной т; , 
i = О, l, . . . , т. 

Система уравнений для вычисления величин то в случае краевых условий 1-го 
и 2-ro типов имеет вид 

где 

и 

{ 2то + Р-от1 = t:Q, 
л,т,.:.\ + 2m, +  P,iтi+l = €;, i = 2, . . .  ' т - 1 ,  

Л:Т.тт-t + 2тт = с:Т., 

Р,о = о, сО = 2у�, л;.. = о, с;,. = 2y:n 
(краевые условия I -го типа), 

#to = 1 , • зУI Уо ho 11 Со = --;;:;--- - 2 Уо , 

с:П = 3 Ym
h 

Ут-1 211� 
m- 1 

л;,. = 1 , 

(краевые условия 2 -го типа) . 
Для периодических краевых условий (краевые условия 3-го типа) сетку w удлиняют 

еще на один узел и полагают 

8 зак. 64 

Ут = 1/о, Ym+J = 1/1 , 
тт = то, тm+l = тt. hm = ho. 
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Тогда система для определеция величин т. будет иметь ВИд { 2m, + P1m2 + A1tnm = с, , 

А;mн + 2m.
.
+ Pi�i+l = С;, i = 2, . . . , т - 1 , 

Pomt + Amfnm-1 + 2fnm = Ст· 

Для того чтобы получить систему уравнений для определения чисел т; в случае 
краевых условий 4-ro типа, найдем на отрезке [Ф;, ж;+1 J третью nроизводную сnлай­
на (7) 

'"( )
' 

1/f( ) 6 ( 2!/i+l - !li ) S Ф = S; ж = hi mt+l + т; - � 
и nотребуем ее непрерывности во втором и (m - 1) -м узлах сетки. 

Имеем 

2.. (m• + то - 2�) = 2.. (m2 + m1 - 2y2 - y1 ) hб ho hi ht ' 1 ( !Im - !lm-1 ) 1 ( !lm-1 - !Im-2 ) -h2 fflm + fflm-t - 2 J. = -h2 . mm-1 + mm-2 - 2 h :. . m-1 · '"m-1 m-2 m-2 
Из последНих двух соотношений получаем недостаюшие два уравнения, о:rвечаюшие 
кpoetJЬIJJI условиям 4-го типа: 

и 

то +  (1 - 7�)m1 - 7�m2 = 2 (!1• -.1/0 - 1� 112 - !lt ) , ho h, 
2 ( 2 ) (1/m - !lm-1 2 !lm-1 - !Im-2) -'Ymmm-2 + 1 - 'Ym тт-1  + mm = 2 .· hm-J - 'Ym h.m-2 · 

Исключая из уравнений 

то +  (1 - 'Y�)m, - 'Y�m2 = z(!lt 
- Уо  - -у� !е.!!) ho h, 

( 1/2 - 1/1 !/1 - !/О ) A1mo + 2m, + Ptm2 = 3 Pt --;;;-- + А, � 
неиэвестное то. а из уравнений 

и 

2 ( 2 ) 2 (!1m - !lm-1 2 !lm-1 - !Im-2 ) -'Утmт-2 + 1 - 'У т fflm-1 + fnm = hm-l - 'Ym hm-2 

( !Im - !lm-1  !lm- 1 - !Im-2) Am-Jfflm-2 + 2fflm-t + Pm-tmm = 3 Pm-1 hm-J + Am-1 h.m-2 
не известное 1nm ,  в результате получим систему уравнений { (1 + 'Yo)m, + 1om2 =  cj , 

А;mн + 2m;
.
+ Piffli+l :=: Ci... f = 2, . . .  , т - 2, 

'Yтfflm-2 + (1 + 'Ym)mm-1 = С:П-1 · ! ' · 

Отметим, что число неизвестныхв этой системе раВно т - 1 . 
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&. 0босио1анме формуn AIII IIWЧifCJI8fflll коэффiщмеНТОI crJWDCIIIOЩtfO ку6нчес1о1'о смаiiна. 
Введем обозначения 

S(ж;) = z;, S"(ж;) = n; , i = О, l, . . . , т, 
где z; и щ - неизвестные nока величины. Их число равно 2m + 2. 

где 

Сrшайн-функция:, заnисанная в форме 
' . 

h� 
S(ж) = S;(ж) = Z.(l - t) + zi+1t - tft(1 - t)((2 - t)щ + (1 + t)nнl), (8) 

ж - ж; h; = ж;н - ж;,  t = --, h; 
неnрерывна на всем nроме:жуrке [а, Ь ]: nоложив в этой формуле t =·О и t = 1 ,  nолучим 
соответственно 

S(ж;) = z;, S(жi+t) = Zi+J ·  
Покажем, что числа z; и n; можно выбрать так, чтобы сnлайн, заnисанный в фор� 

ме (8), имел на проме:жуrке (а, Ь} неnрерывную nервую nроизводную. 
ВЫчислим nервую nровзводную сnлайна S(ж) на проме:жуrке [жн ,  ж;}: 

t . ) 1 ( ) -Zj-J. + Zj h;-1 
( . 2 · 2 ) S (ж = Sн ж = 

h,_
'
1
· - 6 (2 - 6t + 3t )nн + (1 - Зt )n; . 

В точке z, - О (nри t = 1 )  имеем 

'( ) 1 .( )
. 

-Zj- 1 + Z; h;-1 ) 8 Ж; - 0 = Si-1 Жj = 
h;-t 

+ 6("i-t + 2n; • 

Вычислим nервую nровзводную сnлайна S(z) на nроме:жуrке {ж; , Zi+l ] :  

'( '( -z; + Zi+t h; ( 2 . 2\..,. ) S ж) = S; z) = 
hi 

- 6 (2 - 6t + t )n, + (1 - Зt l'•i+t . 

В точке z; + О (nри t == О) имеем . 
� ·  . 2 , -z; + Zi+ J h · S (ж; + О) = Si(zi) = - -6

• (2n; + "iн)· hi 
Из условия неnрерывности nервой nроизводной сnлайна во внуrренних узлах 

сетки w  
S'(zi - О) = S'(жt + 0), i = 1 ,  2, . . . , т -), 

nолучаем т - 1 соотношение 

nl-1 ( ) п; < ) -:t;-t - 2z; +Zi+l = 6 nн + 2n; + 6 2ni + n;н , i = 1 ,  2, . . . , т - 1 .  

Эrу связь удобно заnисать в матричной форме 

АМ = 6Нz. 
Здесь исnользованы следующие обозначения 

8* 

( Zo )  ( no )  zt '  nt 
z = . • , М =  . .  , ' : :z�; . . ,:,. . . ' : ' 
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А = 

Н =  

где 

1 о 
о U) hJ 

hl U2 h2 

hm-з 

о о о 
vo -wo Vt 

V; 

Um-2 hm-2 
hm-2 Um-1 о 

о l 

-W; Vi+ l 

Vm-2 -Wт-2 

1 

о 

1 1 

Vm-1 
о 

и; = 2(hн + hi) , ·щ = -, h; 
W; = - + -- . 

h; hi+l 

Кроме того, сnлайн S(:r:) на nромежутке [а, Ь] имеет неnрерывную вторую nро из� 
водную: продифференцировав соотношение (8) и nоложив t = О  и t = 1 ,  nолучим 
соответственно 

Еше одно матричное соотношение nолучается из условия минимума функциона­
ла (4). Имеем 

(9) 

где R = ( f ) . y = ( I ) -
Два nоследних матричных равенства можно рассматривать как линейную систему 

2m+ 2 линейныхалгебраических уравнений относительно 2m + 2 не известных z; и n1 , 
i = О, 1 ,  . . .  , т. Заменяя в nервом равенстве столбец z его выражением, полученным 
из соотношения (9), nриходим к матричному уравнению 

(А + 6HRH7')M == 6Ну 

для оnределеQия столбца :t\1. Это уравнение имеет единственное решение вследствие 
того, что матрt�ца А+ 6ПRЦт всегда цевыроJtЩена. Найдя его, .мы легко оnределяем z.  

�· Элс�е� трщиаrоJfащ.н6lХ матриц Л и lf Щiредет�ются только парцметрам11 сетки �о� 
(ее ша�и 14) lf �te �1щсят от веJ11f'1ИИ 1J; . 



Линейное nространство кубических сnnайн•функций 
Множество кубических сплайнов, nостроенных на отрезке [а, Ь] по сетке "" с т +  1 
узлом, является линейным пространством размерности т +  3 :  

l) сумма двух кубических сллайнов, построенных по сетке "" ,  и произведение куби­
ческого сплайна, построенного по сетке "" ,  на произвольмое число также являются 
кубическими сллайнами, построенными по этой сетке, 

2) любой кубический сrтайн, построенный по сетке "" из т + 1 узла, nолностью 
определяется т + 1 значением величин Yi в этих узлах и двумя граничными усло­
виями - всеrо т + 3 параметрами. 

Выбрав в этом nространстве базис, состоящий из т + 3 линейно независимых 
сллайнов ui(ж) ,  i = l, . . . , т +  3, мы можем записать лроизвольный кубический 
сллайн и( ж) в виде их линейной комбинации 

m+З 
и(ж) = 2: aiui (ж), 

i=l 

причем единственным образом. 
Замечание. Подобное задание сплайна широко расnросТранено в вычислительной nрактике. Осо­
бенно удобным ямнется базFiс, состоншнй из так называемых кубических В -сллайнов (базовых, или 
фуНдаментальных, сnлайнов) . Применеине В -сплайнов nозволяет существенно снизить требования 
х объему ламяти комnьютера. 

B·cnnaйнw. 

В -сплайном нулевой степени, построенным на числовой nрямой по сетке "" ,  называется 
функция вида 

ж Е [ж,, Жi+J ] , 

ж �  [ж;, Жi+J ] . 

В -сплайн степени k � 1 ,  nостроенный на числовой nрямой no сетке "", определя­
ется nосредством рекуррентной формулы 

в;k) (ж) = 
ж - ц B�k- l)(ж) + . Жi+k+l - х в:�� l)

(ж)
. 

Жi+J - Ж; Xi+k+J - Жi+ l 

Графики В -сплайнов первой вГ>(ж) и второй в}2)(ж) степеней представлены 
на рис. 1 1  и 12 соответственно. 

о х о х 
Рис. Н Рис. 12 

В -сnлайн nроизволънt'lй cтeneюt:k может быть отличен от нуля только на пекото­
ром отрезке (оnределяемом k + 2 узлами) . 



,КубичеСJСИе В•сплайны удобнее нумеровать так, чтобы сплайн в:з) (ж) был отл�чен 
от нуля на отрезке [жi-2. Жi+2l ·  

Приведем формулу J1llЯ кубического· сплмtм wетьей степени для случая равно-
мерной сетки (с шагом h). Имеем · 

� (ж�ж, - 2у, ж е [ж,, жi+J) , 

�3 - _21 [(ж 
-h

ж
i ) з - (ж 

-h
ж
• ) 2] , 

! (2 -�)3 6 h ' 
о 

ж Е [zi+l •  жн2J. 

в остальных случаях. 
ТИпичный график кубического В-сnлайна представлен на рис. 13. 
Э.1'18tl•. ФуиiСUии в!3)(z): 

а) д11Q(ДЫ непрерывно дифференцируема на отрезке {а, ll ), то ecn. nриицМежит хлассу С2[а, Ь}, и 
б) OТJ'IИ'iNa OТН)'J.IJI тотоко на ЧетыреХ ПОСJiедО&атеJIЬНЫХ отрезках (z;-2, Жi-J}, (ЖI-1• 111; ) ,  (z;, l'\+1} ,  

lzi+l , Zi+2)· 

Отрезок (жi-2• Жi+2] называется носителем функции в!3)(z). 
в<з>(х) 

· · Доn�м сетку w вспомоrательны:ми узлами 

1 Ж-з 
< Ж-z :< ж-.1 < а, Ь < Жm+l <: Zm+2 < Жm+3• 

взятыми соверuiенно проиэво.льно. 
х По расширенной сетке w* 

о Ж-з < Z-2 < z_, < а <  z1 < . . .  
Рис. lЭ · · ·  < Zm < Zm+l < Zm+2 < Zm+З 

можно построить семейство яз т + 3 кубических В -сплайнов: 
Вf3)(ж), i = -- 1 ,  о, . . .  ' т, т +  1. 

Это семейство образует базис в пространстве кубических сплайнов на отрезке 
[а, Ь}. Тем самым, произвольвый кубический сплайи S(z), построенный на отрезке 
[а, Ь] по сетке w из т+ l узла, t.tожет бЪIТЬ nредставлеи на этом отрезке в вяде линейной 
комбинации m+l 

S(z) = 2: Ь;В�3)(ж). 
i==-1 

УСJiовиями задачя коэффяциенты Ь; этого разложения определяются однозначно. 
В случае; ·хоrда JlWiньr значения 1/i фymщklt'JJ\yзлax сетКи и -значеflнS:t:'1/�' и у;,_ 

первой производной фу'нкцtпt на концах сетюf(э8дача янТерполяциИ: с, rраничнЫ:ми 
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услов�и nepвoro рода), эти коэффициенты вычисляются из системы следующею 
вида ., , ;  

{ ь_,в�t(жо) + ЬоВНжо) + Ь-'1ВНжо) = э/о, 
Ьi-tBi-t (ж;) + ЬiBt(Жi) + Ьi+tBi+l(:ti) = 1/i• 

Ьm-tВ'm-t (Жm) + ЬтВ:Л(жт) + Ьm+tB:Л+t (Жm) = у:Л. 
i = о, 1, . . .  ' т, 

После исJСЛючения величин Ь_1 и Ьm+t получается линейная система с неизвест­
ными Ьо • • . .  , Ьт и трехдиаrональной матрицей. Условие 

h, l + v'з р = m!iX -;:- < -2- j:::$ 1 ,366 
li-JI=I "i 

обеспечивает диаrональное nреобладание Jl, значит, возможность nрименения метоДа 
проrонки для ее разрешения. 

Замеч1ме 1. Линейные системы аналоrичноrо вида DОЭНИкаJОТ при рассмоорении и друrих зцач ии­
терnотщии. 

Эамм...., 2. В cpalllieнИИ с алrор!fТМаыИ, описанными в ра:теле J.J, nрименеиве В-сплайио11 в зца­
чах иитерпОJIIIции noзiiOJIIIer уыенЫllиn. обьем хранимой информации, то есть·существенно сЮ13ИТЬ 
требоваиu к объему паыати компьJОТера, хот:а и nриво,цит к увепичеии� чиСJJа оnераций. 

:Выше рассматривались массивы, точки которых были занумерованы так., что их аб­
сцис.;ы образовывали строrо возрастающую последовательность. Например, случай, 
изображенный на рис. 14, когда у разных точек. масси­
ва одинаковые абсциссы, не допуск.ался. Эrо обстоя­
тельство оnределяло и выбор JСЛасса аnпрок.симирующих 
кривых (графики функций), и способ их построения. 

Однако · предложенный выше метод позволяет до­
статочно успешно строить интерnОJШционную кривую 
и в более общем случае, когда нумеJ)ацИЯ точек массива 

Р = {P,(zi , у;), i = О, l, . . .  , m} 

у 

j 
о 

2 
3 6 

5 
4 

Рис. 14 

и их расnоложение на плоскости, как. правило, не связаны (рис. 15). Более тоrо, 
ставя задачу построения интерполяционной кривой, можно сЧитать заданный массив 
неплоским, то есть 

у 

4 • 

о. 
Рис. IS 

х 

Р = {Pi(z,, у; , z;), i = О, l ,  . . .  , m}. 
Ясно, что для решения этой общей задачи необходимо 

существенно расширить JСЛасс доnустимых кривых, ВJСЛIО­
чив в неrо и замкнутые кривые, и кривые, имеющие точ­
ки самопересечения, и пространствеиные кривые. Такие 
кривые удобно описывать при помощи параметричесlGIХ 
уравнений 

z = ж(t), 11 = y(t), z = z(t), а � t � fJ, 
, ,  , 

П�б�� дqt;t9JIHЩeщ.�o. ЧТоQЫ mУНКЦJIИ z(t). ,JI(() и .,z(4). общщщщ. ДОQ11!.ТОчНой 
rЛадкостыо, например, ПРИН8д!ЩЖW�J� JСЛассу сча. fJJ 1ЩИ классу,С2fа� pJ., . 
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Для отыскания nараметрических уравнений кривой, nоследовательно проходящей 
через все точки массива, поступают следующим образом. 

1 -й шаг. На произвольно взятом отрезке [а, 13I изменения nараметра t вводится 
всnомогательная сетка 

а =  to < t r  < . . . < tm- 1  < tm = р, 
число узлов которой совnадает с числом точек в массиве Р. 

2-й шаг. По заданному массиву Р строятся три новых всnомогательных массива 
(в nлоском случае два) 

Х = {(ti , Xi) ,  i = О, l ,  . . .  , m}, 
У = {(ti, Yi) ,  i = О, 1 ,  . . .  , m}, 

Z = {(t1, z1), i = О, 1, . . . , m} 

(рис. 16 (nлоский случай)). 

х !1 

о 
а) 

t о 
б) 

t 

Рис. 16 

3-й шаг. Для каждого из массивов Х ,  У и Z нахоДятся соответствующие интерnо­
ляционные сплайн-функции z(t) , y(t) и z(t) . 

о 

· g В результате мы nолучаем nараметрические уравне-

1 

Рис. 1 7  

в нуль nроиэводных 

х 

ния 

х = x(t), у = y(t), z = z(t), а � t � р, 
кривой, проходящей через точки Pi , i = О, 1 , . . .  , т 
(см. рис. l7 для плоского случая). 

Замечанме 1. Предложе�ный nодход Щ>зволяет строить замкну­
тые иитерnоляционные кривые (nри Ро = Pm) ;  для этого nри 
nостроении координатных функций x(t), y(t) и z(t) нужно ис­
пользоооть граничные условия 3-ro тиnа. 

Замечакие 2. Полученная криооя будет гладкой, но не обязатель­
но peryцpнolt, так как возможностьодновременкоrообращеи)IЯ 

z'(t*) = О, y'(t*) = О, z'(t*) = О  

. для некотороrо t• Е (а. р) исключать нельзя. Кроме того, зта криооя может иметь точки самоnересе­
чения. 

· · 3амеч81111е 3;. Построение ·сrлаживаЮщюi сплайновых хрнеш npoiiO'JXIO'Cя 1tрактичесiк так же, как 
'И построение иитерооляцноняwх сплайновых кривых. 



§ 2. Геометрмческме cмaiiнw _____________________ _ 

§ 2. Геометрические сплайны 
Во многих задачах требование ТОГО, чтобы конструируемая кривая (или поверхность) 
однозначно проектировалась на прямую (или плоскость), является слишком жестким. 
Расширяя допустимые классы криВЪiх и поверхностей,  естественно обратиться к более 
общему сnособу описания их частичных фраrментов. В качестве нового, более обшего 
способа задания кривых и nоверхностей удобно взять nараметрический способ. 

Парамt\трическое задание кривой или nоверхности имеет известные nреимущества 
nеред другими методами, в частности, потому, что он не накладывает практически 
никаких ограничений на множество вершин в оnорном массиве. 

Вместе с тем, этот ме.тод требует и большей осторожности: для того, чтобы состав­
ная кривая (или поверхность). была достаточно регулярной, необходимо быть очень 
внимательным, особенно в местах стыковки. 

Выбор многочленов третьей степенидля описания координатных функций проек­
тируемых кривых геометрически вполне обоснован: координатные функции должны 
быть сраВнительно простыми и, одновременно, обесnечивающими разумную глад­
кость. 

При построении составных поверхностей полезно исnользовать результаты реше­
ния соответствующих одномерных задач, в частности, ограничиться би:куб:Ическим 
описанием :координатных функций. Эrо заметно упростит рассмотрение задачи со­
здания nоверхности сложной формы. 

Общую задачу можно сформулировать так: по заданному множеству вершин 

Р = {Ро, Pt ,  . . . , Pm-t , Pm} 

с учетом их нумерации построить гладкую кривую, :которая, плавно изменяясь, после­
довательно проходила бы вблизи ЭТffХ вершин и удовлетворяла некоторым Дополни­
тельным условиям. Эrи условия могут иметь различный характер. Например, MO;)I,Q{O 

потребовать, чтобы искомая кривая проходила через все заданные вершины или, про­
ходя через заданные вершины, касалась заданных направлений, являлась замкнуtой 
или имела заданную регулярность и т. п. 

При отыскании подходящего решения задачи при­
ближения важную роль играет ломаная, звенья которой 
соединяют соседние вершины заданного набора. Эту ло­
маную называют контрольной, опорной или управляющей, 
а ее вершины - контрольными, опорными или управля­
ющими (рис. 18) .  Во многих случаях она· довольно точ­
но nоказывает, как будет проходить искомая :кривая, что 
особенно полезно nрн решении задачи сглаживания. Ка­

Рис. 18 

ждая вершина заданного массива являетсялибо внутренней, либо граничной (концевой). 
В массиве Р вершины Pi , i = 1 ,  . . .  , т - 1 , - внутренние, а вершины Р0 и Pm -

граничные (концевые). 
В отлиtJИе от ситуации, рассмаТриваемой в разделе «Сплайн-фун:кции��>, здесь 

на множество вершин не накладывается никаких ограничений - они могуТ быть 
заданы как на плоскости, так . и в пространстве, их �аимное расположение . может 
быть совершенно произвольным, некоторые из вершин могут совпадать и т. д. Поэто­
му описание нужной :кривой следует искать в более общей, параметрической форме, 
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например, в следующем виде 

1 R(t) = L a;(t)Pi , 1 (1)  

где ai(t) - некоторые функционмьные коэффициенты, nодлежащие оnределению. 
Если количество вершин в заданном множестве Р достаточно велико, то найти уни­

версальные функциональные коэффициенты a;(t) , как правило, довольно затрудни­
тельно. Если же универсальные коэффициенты a;(t) все же найдены, то часто оказы­
вается, что они, яаряду с нужными свойствами, обладают и такими, которые не всегда 
удовлетворительно согласуются с ожидаемым поведением соответствующей кривой 
(например, кривая, оnисываемал уравнением ( 1 )  с этими коэффициентами, может 
осциллировать или отклоняться от заданною множества, местами очень заметно). 

Для усnешною решения nостааленной задачи приближения, весьма удобно nри­
влечь кривые, составленвые из элементарных фрагментов. В случае, если эти элемен­
тарные фрагменты строятся по единой, сравнительно nростой схеме, такие составные 
кри.вые принято называть сплайн08ы.мu кривыми. 

nараметрические уравнения каждою элементарною фрагмента ищутся в виде ( 1) 
с той лишь разницей, что всякий раз nривлекается толь�со часть заданных вершин мно:. 
жества Р, а соответствующие коэффициенты имеют одинаковую nрироду: часто ис­
пользуютсЯ' мноючлены одинаковой степени, рационмьные дроби, экспоненты и др. 

Для описанИЯ" элементарных кривых и вычисленИЯ' их геометрических характери­
стик (информация о которых необходима nри состыковке) в качестве функциональных 
коэффициентов обычно используются мноючлены невысоких степеней, второй или 
третьей, в первую очередь потому, что они сравнительно nросто вычислиются. Ко­
нечно, nривлекал мноючлены больших степеней:, можно оnисывать весьма сложные 
кривые. Однако у таких мноючленов мною коэффициентов, физический и геоме­
трический смысл которых трудно nонять. Кро�е тоrо, исnолъэование многочленов 
высокой стеnени может вызвать межелательные колебанИЯ' результирующей кривой. 

Наибольшее расnространение nолучили методы конструирования составных кри­
вых, в которых исnользуютсЯ кубические мноючлены. Выбор кубических много­
членов nри nостроении фрагментов в качестве функциональных коэффициентов по­
зволяет учесть и дифференциальные, и геометрические требования, накладываемые 
на искомую кривую. 

В этом разделе мы расскажем о кривых Беэье и В -с майновых кривых. А также 
остановимся, совсем коротко, на описании смайновых nоверхностей. 

2.1. Кривые &еэье 
11ераметр11чес1 JР81Н1Н111 1р11110А &ем 
По заданному массиву вершин 

Р = {Pi(Zi, у;, zt), i = 0, 1 ,  . . .  , m} 

(элементарная) кривая Безье степени т определяется nри nомощи вепорного уравне­
ния:, имеющего следующий вид 

т 
, ,  ·R(t) = L Bj(t)P;, '0 ·� t � 1, 

i:O 
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где 

вr(t) = ( � ) t'( l - t)т-i = . m! . t*( l - t)m.,..j 
• ·· t!(m - t)! 

- много!l.llены &рнштейна, 

где 

Матричная запись nараметрических уравнений, описывающих кривую Безье, ( a:(t) ) ( а:о . •  • 

y(t) = 1/о . . . 
z(t) zo . . .  

:: ) (_ . :.� . . . � ·. · . . . :.о::. ) '( t� ) ' 
Zт Р.тО • • • Р.тт t 
. о �  t ( 1 , 

. 
JЩ = (-l)j-i ( 7 ) ( � )  . 

В случае, если промежуrок изменения параметра произволен а � t � Ь, уравнеt�'ие 
кривой Безье имеет следующий вИд 

н(t) = t вr; (: = :) Р;. 

8DIIIoll 'IIIC'ПIWii c.nyчaii. При т = 3 имеем элементарную кубическую кривую Безье, 
определяемую четырьмя вершинами и описываемую уравнением: 1 R(t) = (((1 � t)Po + 3tP1)(1 - t) + Зt2P2) (l - t) + t3P3, О �  t � 1, 1  
или, в матричной форме 

где ( ж(t) ) R(t) = y(t) , 
z(t) . 

. о 3 
( 1 -3 

М = О О 
о о 

Матрица М называется базисной матрицей кубической кpuвoii Безн. 
Cloicтu rptiiWI Ieae 
При описании элементарных кривых Безье в качестве функциональных весовых мно­
жителей берутся многочлены Бернштейна 

вr(t) = ( � ) t• (t - t)т-i = . m! . t•( t - t)т-•. 
, · · t!(m - ф 

Свойства, которыми они облад3ют,·оказываЮт суЩеетаеиное влияние на поведение 
элементарных кривых Безье. Укажем некоторые из них. 
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Миоrочпены 6ермwтейна: 

1 + )  неотрицательны, 
2+) в сумме составляют l 

т 

2:::: вr(t) = l ,  
i=O 

з+) не зависят от вершин массива Р (универсальны} . 

Основные свойства кривых 6езье 

Элементарная кривая Безье, порожценная массивом Р: 

1 + )  является гладкой кривой, в частности, первую и вторую производные радиус­
вектора R(t} можно заnисать так 

m-1 
· d 

""' m l  R(t) = -d R(t) = т  L..,;(Pi+l - Pi)B; - (t), t . 1"'0 . 

d2 m-2 
R(t) = -2 R(t) = т(т � 1) I::<Pi+2 - 2Pi+l + P,)вr-2(t) , dt i=O 

2+) начинается в первой вершине Р0 массив� Р ,  R(O) = Р0 , касаясь отрезка Р0Р1 
опорной ломаной, 

R(O) = m(P1 - Ро), 
и заканчивается в последней его вершине Pm . R(l)  = Pm, касаясь отрезка 
Pm-I Pm опорной ломаной, 

R(l) = т(Рт - Pm-I)  
(рис. 19) , 

з+) лежит в выпуклой оболочке, порожценной массивом Р (рис. 20), 

Рис. 19 Рис. 20 

4+) симметрична ..:.С. при перемене порядка верШин массива на противоположный, 

не изменяет своей формы, 



а) б) в) 
Рис. 2 1  

s+ ) «nовторяеТ» оnорную ломаную (рис. 21 )  ( в  частности, число точек nересечения 
кривой Безье с nроизвольной nрямой не больше числа точек nересечения с этой 
nрямой оnорной ломаной). 

6+ ) в случае, если опорные вершины Р0, • • •  , Prn лежат на одной nрямой, кривая 
Безье совnадает с отрезком PoPrn . 

7+) в случае, если оnорные вершины Р0, . . •  , Рт лежат в одной nлоскости, кривая 
Безье лежит в этой же nлоскости, 

s-) стеnень функциональных коэффициентов наnрямую связана с количеством вер­
шин в массиве (на единицу больше) и растет nри его увеличении, 

9-) nри добавлении в массив хотя бы одной вершины возникает необходимость 
nолного nересчета nараметрических уравнений элементарной кривой Безье, 

1 о-) изменение хотя бы одной вершины в массиве nриводит к заметному изменению 
всей кривой Безье, 

l Г )  априорные сведения о расnоложении кривой Безъе (принадJiежность выпуклой 
оболочке заданного массива вершин) являются достаточно грубыми (на рис. 22 
nоказан вид кубических кривых Безье для массива из четырех вершин на nлос­
кости nри разном порядке их нумерации; нетрудно видеть, что, находясь в одном 
и том же выпуклом четырехугольнике и пытаясь повторить ход соответствующих 
опорных ломаных, эти кривые сильно разнятся). 

2.2. В -сnnайновые кривые 

· А__}з �Р1 
Ро "'J Р0 � 

б) Р2 в) Р2 
Рис. 22 

Параметрические уравнеимя эпемеитариоi кубической В -смайноеой кривой 
По задацному массиву 

Р0, Р1 , Р2, Р3 
(элементарная) кубическая В -сплайновая кривая определяется nри помощи векторного 
уравнения, имеющего следующий вИд 

( I  - t)3 зt3 - 6t2 + 4 -зе + зt2 + зt + 1 t3 . R(t) = 6 Ро + 6 Р1 + 6 Р2 + 6Рз, · О �  t � 1 .  
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Матричная sonucь параметрических уравнений, описывающих элементарную ку• 

бическую В -сплайновую кривую · 

где ( ж(t) ) 
R(t) = y(t) , 

z(t) 

1 B(t) = РМТ, О � t � 1 ,  1 . 

1 4 о -6 з 
( 1 -3 з - l  ) 

м = 6 1 3 3 -3 ' 
о о о 1 . 

Матрица М называется базисной матрицей В -сплайнОtЮй кривой. 

C8oiCta aneмefl'r8ptiWX qбмчеср1х в-� 11рМ1111Х 
СЦоЙСтва функцион�ьных весовых множителей 

no(t) = 
(1 - t)з

, 6 

(t) 
_ -3t3 + зt2 + зt + 1 

n2 - 6 ' 

3t3 - 6t2 + 4  
n1 (t) = 6 , 

t3 
nз(t) = 6 

оказывают существенное влияние на поведение э.цементарной кубической В ..:сплай­
новой кривой. Укажем некоторые из них. 

Фунlщмонап.....е КОЭФФИЦме1t1111 ni(t) : 

t+) неотрицательны, 

2+) в сумме составляют 1 , 

зn не зависят от точек массива Ро, Р" Р2, Рз (универсальны). 
Э.111111Т1f1U81 � B-ct'III8Aнolai iCpМIIII: 

t+ ) лежит в выпуклой оболочке, порожденной вершинами Ро, Р1 , Р2, Р3 опорной 
ломаной, и, как правило, не прохолит ни через одну из них, 

2+) касательная в начальной точке 

l 
6(Ро + 4Р, + Р2) 

параллельна отрезку РоР2 , а в концевой точке 
1 б(Р, + 4Р2· + Рэ) 

- отрезку Pt Рз (рис; 23). · 

Рис. 23 
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(Составной) кубической В -смайновой кривой, определяемой массиВОм 

Ро, . . .  1 Pm, т �  3, 
называется кривая 7, которую можно представить 11 виде объедИнения элементарных 
кубических В-сплайновых кривых 7(1), • . • 

, 7(m-2) , 

7 = 7(1) U • · · U 7(m-2); . 
( i)-я кривая 7(i) описывается параметрическим уравнением следующего вида 

n<'> (t) = ( Pi-1 Р, Pi+l Pi+2 ) МТ, 
о � t � 1 , i = 1 , . . . ' т - 2, 

· где М - базисная матрица кубической: В -сптtйновой кривой. 

Едик8t1 nар8Метриэацn. Рассматривая составную кривую 1 как целое, более есте­
ственно пользоваться едИной: параметризацией. 

Наиболее простой является параметризацИя с равноотстоящими целочисленными 
узлами. Для массива из т+ 1 опорНЬ11',РеРЩИН составная В -сплай:цовая кривая СТРО­
ится из т-2 элементарныхфраrменто�. Есди каждый из них опре,целен наедИничцом 
отрезке, то длина общего промежутка изменения параметрадолжна быть равной: т-2. 
Взп О за начальную точку, получаем отрезок (0, т - 2]. В этом Случае узлы параме­
тризации определяются по формуле 

tl  = о, ti+l = tj + 1, i = 1 , . . .  ' т - 3. 
Описанный выбор отрезка параметри�ции позволяет заnисать уравнение состав­

ной кубической В -сплай:новой: кривой 7 следующим образом 
R :::::t R(t), t, � t � tm-2. 

где 

ti � t � t•+• ·  i = 1 , . . .  ' т  .... 3, 
- параметрическое векторное уравнение ( i)-й элементарной кубической: В -сплай:но­
вой кривой 7(i) . 

Cloiima cocтlllfiOii кубwtеско1 B·cмdнOIOii lpiiiOA. 
Составная кубическая В -сплай:новая кривая, порожденная массивом Р0, • • •  , Р m• 

т � З: 
1 +) является С2 -:г.ладкоЙ кривой: в промежупсе (0, tm-2] ,  в точке стыка элементарных 

кривых 7(i) и 1(i+1) выполняются равенства (рис. 24) 

( ') ('+1) 1 
R • (t,+J)  = R 1 (ti+J )  = 6 (Pi +Pi+l + Pi+2), 

• (i) • (i+l) 1 
R (ti+l) = R (ti+t) = 2 ( -Pi+ Pi+2), 
- (i) ( ) 

м (i+ l) R ti+l  = R (ti+l )  = Pi - 2Р1+1 + Рн2. , 
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Рис. 24 

2+) как правило, не проходит ни через одну из точек заданного массива, 

з+) лежит в объединении т - 2 выпуклых оболочек, порожденных четверками вер­

шин (рис. 25) 

Рис. 25 Рис. 26 

4+) «повторяет)) контрольную ломаную (рис. 26) (в частности, число точек пере­
сечения составной кубической В -сплайновой кривой с произвольной прямой 
не больше числа точек пересечения с этой прямой контрольной ломаной) , 

s+) если опорные вершины Р0 , • • •  , Pm массива лежат на одной nрямой, то со­

ставная кубическая В-сnлайновая кривая также лежит на этой прямой (между 

вершинами Ро и Руп) , 

6+) если опорные вершины Р0, • • •  , Р т массива лежат в одной плоскости, то состав­
ная кубическая В -сплайновая кривая также лежит в этой плоскости, 

7+) изменение одной вершины в массиве nриводит к изменению только части кри­

вой: nри изменении вершины Р i нужно пересчитать nараметрические уравнения 
только четыР.ех элементарных кривых -y<i-2) , -y<i-J) , 'Y(i) , 1'(i+ l) (рис. 27), 

а) 
Рис. 27 

s+) при добавлении в массив одной вершины возникает необходимость пересчета 

nараметрических уравнений только четырех элементарных кривых, в описании 

которых эта вершина участвует. 
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Замечание. На взаимное расположение вершин в массиве не накладывается никаких ограничений: 
они мoryr и совпадать. Однако следует иметь в виду, что в подобных случаях кривая может потерять 
свою регулярность. Впрочем, если номера совпадающих вершин сильно разнятся, то никакой потери 
регулярности не происходит. 

Случай, когда совпадают две ми три первых (последних) вершины, рассматривается ниже. 

Кратные и воображаемые вершимы. 
Составная кубическая В -сллайновая кривая, как nравило, не nроходит ни через 

одну вершину оnределяющего ее массива. Однако расnоложение ее начальной и ко­
нечной точек всегда известно: начальная точка н(l>(о) составной кривой 1 лежит 
в треугольнике Р0Р1Р2 , а конечная н<т) ( 1) - в треугольнике Рт-2Рт-1 Рт . Подбо­
ром всnомогательных вершин и nостроением доnолнительных элементарных кривых 
можно добиться того, чтобы начальная точка новой составной кривой выходила на от­
резок Р0Р1 , расnолагалась ближе к вершине Ро и даже совпадала с ней. АналогиЧных 
результатов можно добиться и для конечной точки. Обычно это nроводится путем 
исnользования кратных или воображаемых вершин. 

А. Двойные вершимы. Положим Р _ 1 = Р0 и Р m+ 1 = Р;." и nостроим две новые эле­
ментарные кривые 1(О) и 'У(т- l ) , задав их лараметрическими уравнениями следующего 
вида 

н<
0
>(t) = (no(t) + n1(t))P0 + n2(t)P1 + nз(t)P2, 

н<m- l)(t) = no(t)Pт-2 + n1 (t)Рт-1 + (n2(t) + nз(t))Рт , 

где О � t � 1 .  
С учетом кривых 1(О) и 1(m- l )  новая составная кубическая В -сллайновая кривая 

1* = 1(0) U 1(1) U . . .  U 1(m-2) U 1(т-1) 

будет начинаться в точке 

касаясь отрезка Р0Р1 , 

и заканчиваться в точке 

касаясь отрезка Р m- 1 Р т , 

(О) 
5 1 

R (О) = 6 Ро + 6 Р1 , 

(т-1 ) - 1 5 
R ( 1) - 6 Р т- 1 + 6 Р т' 

R(т-
l ) (1 ) = � (Рт - Рт-1 )  2 

(рис. 28). Кроме того, кривая 1* будет иметь в двух этих точках нулевую кривизну. 

6. Тройные вершины. Положим Р _2 = Р -l = Ро и Pm+2 = Pm+l = Pm и возьмем 
в качестве двух новых элементарных кривых 1< - l ) и 1(т) nрямолинейные отрезки 

н<- 1>(t) = ( 1 - �) Ро + � Р1 ,  

R(m)(t) = 
( 1 - t)З р + ( 1 - ( 1 - t)З) р 

6 т-1 6 т• 

rде О � t � 1 (рис. 29). 
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Рис. 28 

hc. 29 
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С учетом кривых 'У(о) и 'Y(m-t) новая составпая В-сплайновая кривая 
1'** = 1<- 1) U 'У(О) U 'Y(t) U , . .  U "У(т-:2) U "У(т-1)  U "У(т) 

будет начинаться в вершине Р0 и заканчиваться в вершине Р т. 
В. Воображаемwе ирwмнw. Подбором дополнительных вершин Р -1 и Р т+l к массиву 

Ро, . . .  , Рт, т ;а: 3, 
можно добиться выполнения различных условий н' концах соста�ной кривой. 

Например, составная В -сплайновая кривая, построенная по новому массиву 

P-t . Ро, . . .  , Рт;Рпнt• 
где 

Р -1 = (Ро - Р,) + Ро, . Рт+t = (Рт - Pm-r) + Pm . 

будет начинаться в вершине Ро , касаясь Отрезка РоР1 , 
R(o) (О) = Р1 - Ро, 

и заканчиваться в вершине Р т ,  касаясь отрезка Р "...:1 Р т, 
R. (m- t)( l) -· Р · · Р• - т "'" т-1 ' 

(рис. 30). Кривизны новой кривой в точках Р0 и Р т ,  вообще говоря, отличны от нуля. 
311118'1111\Ме. ДоnолиИtелъные110Ршииы Р -l и Р m+ 1 можно выбрать так, чтобы в :концах иооой составной 
кривой первые или вrорые провзводные радиус-векторов п<0>(t) и п<ia-l}(t) кривых ,ло> и 'Y(m-1) 
совnадали с задаиными эначенмми (nри t = О и t = 1 С001'11еТСтвенfiо). 

Построение 38МJCIIy'rOI кривоi. 
Чтобы по заданному массиву 

Ро, . . .  , Рт, т � 3, 
построить С2 -rладк:ую заъtкнуrую кривую, д�!щчно �ыбрать доnолнИтельные вер-

· - _, " о _-, , ;  - ' 
шины Рт+t . 'Рm+2 • Рm+3 �о праяИЛу · . .  ' l  , . -� ! 

Pm+J = Ро, Рт+2 = Р,)1, Рт+3 ,= Р2 , • \ 
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Рз • • • 

Рис. 30 

и рассмотреть массив 

Ро, .  Pt, Р2; . . .  , Pm, Pm+t = Ро, l:»m+2 = Pt , Рm+Э = Р2 
(nри условии, что ti+t = ti + 1.' t, = 0). · 

2·.з. n� уранеи• бикубмческоА nоверхности &ем 
Элементарная бu"yбuчecкtUI nоверхность Беэье оnределяется шестнадцатью верши-
нами 

Роо, Pot .  Ро2, Роз . 
Р10, Рн , Р,2, Рtз • 

. Р20, P2t ,  Р�1. Р2з, 
Рэо, Рэt ,  Рз2, Рзз. 

Исnользуя многочлены Бернштейна, эту nоверхность можно задать так 

R(u. t1) ::: t B/(u)( t Bj(v)Pij) , 
. i=O j=O 

о �  'U, 1J � 1 ,  

Или ,  в Матричной форме. ( Роо Pot Ро2 

·1\(u, v)= (Вб(u) Bt(u) Bj(uJ
, 
�j(u)) . ::: ::: ::� 

Рзо Рзt Рз2 
ПОследнюю формулу ЧIIСТО заnмсывают и так 

rде 
1 R(t) = urмтPMV, о �  u, 1J � l , 1 ( ж(u, v) ) 

R(t., v) = y(u, t1) , 
z(u, v) ( Роо Pot Ро2 Роз ) ( 1. -3 3 1 ) 

ti o;  · · .�� ::: :: , ;i: , ' М = · � . .  � -: -� , 

Рэо Рзt Рз2 Рзз ' О · О О 1 
Матрица М наэывiется базисной .Мhтрuцей бикубической поверхности Безье. 
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СаоАства элементарных nоверхностей &еэье 
Свойства элементарных nоверхностей Безъе являются nрямЬJми следствиями свойств 
элементарных кривых Безье. 

Элементарная поверхность Безье, порожденная массивом Р: 
1 +) является гладкой поверхностью, в частности, первые производные радиус-вектора R(u, v) можно записать так 

m-1 n 
Ru(u, v) = :uR(u, v) = т  L L (Pн1 ,j - Pi,j)Bf'- 1 (u)Bj(v) , 

i=O j=O 

д т n- 1  
Rt,(u, v) = дv R(u, v )  = n L L (Рцн - Рц)В;'(u)ВГ1 (v) ; 

i=O j=O 
если векторы Ru(u, v) и Rv(u, v) неколлинеарны, то определенединичный вектор 
нормали поверхности Безье N ( 'IL· v) , 

· 

Рис. 3 1  Рис. З2 

2+) граничные кривые элементарной поверхности Безье суть эЛементарные кривые 
Безъе соответствующих степеней, их оnорные ломаные - границы оnорной мно-

. гогранной nоверхности (оnорного графа), в частности, граничная кривая, опи­
сываемая радиус-вектором R(O, v) , является элементарной кривой Безье п-й сте­
nени с опорным массивом вершин Р00, • • .  , Pon (рис. 3 1); все четыре угловые 
вершины оnорного многогранника Р00, Pan, Pmo и Pmn лежат на поверхности 
Безье, 

R(O, О) = Роо, R(l , О) = Pmo. R(O, 1) = Pon. R( l ,  1) = Pmn• 
и поверхность касается угловых граней опорного многогранника, например, для 
угловой вершины Роо (и =  v = 0),  R(O, О) = Роо, выполняются равенства 

R .. (O, О) m(Pto - Роо), Rv(O, О) = п(Рщ - Роо) 
(касательные векторы элементарной поверхности Безье в угловой вершине кол­
линеарны звеньям соответствующих граничных опорных ломаных, исходящих 
из этой вершины (рис. 32)) ,  

Ruv(O, О) = mn( (Рн - Рю) - (Pot - Роо)) 
(вектор скручивания Ruv(O, О) в угловой вершине Роо только множителем отлича­
ется от вектора скручивания билинейной поверхности, порожденной четверкой 
вершин 
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и оценивает степень отклонения опорной вершиньr Р11  от касательной плоскоСТИ 
элементарной поверхности Безье в вершине Р00), 

N(O О) '""" . (Рн) :- Роо) х (Pol - Роо) 
' - t(P10 Роо) Х (Pot - Poo)l 

(вектор нормали перпендикулярен плоскости треугольника Р00Ро1Рю)'(для ка­

ждой из трех других угловых вершин Ро1 (и = О, v = 1), Р1о ( и = l, v = 0), Р1 1 
(и = v = 1 )  выполняются аналоrиqные соотношения), 

з+ ) элементарная поверхность Безье лежит в выпуклой оболочке, порожденной мас­
сивом Р, 

4+ ) элементарная поверхность Безье «повторяет» опорную многофанную поверх­
ность, 

s+) если все вершины массива Р лежат в одной плоскости; то определяемая этим 
массивом элементарная nоверхность Безье представляет собой плоский криволи­
нейный четырехугольник, лежащий в этой плоскости, 

6,- ) изменение хотя бы одной вершины в массиве приводит к заметному изменению 
· всей nоверхност" Безье. 
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ЗoлomapetiCКQR Д. И. 1'eopiiJI &еро.IIТВостеА. Задачи с решеввями. 

Кац М. ВероJ1ТВосn. и eмeJDWe вопросы а физике. 

Понтриин Л. С. Обоб._..ц чисu. 
Вейль Г. Оlмметрн��. 
Вейль r. Лlв'е8равческu теор101 ЧИСеJI. 
Оре О. ПрJ1Q818еВИе а теорюо чиеu. 
Оре О. IРаФЫ и их JJ}IIIIIIelleввe. 
Хорори Ф. 'IIOJIIIII rpaфqa. 
Шикин Е. В. От 11fP к иrрам. 
ГDA10t1 Г., Стерн М. Эаuмате.J�W�ые эадачи. 

По веем вопроеам в .. можете обра111'11оСя к нам: 
IIW./фilrte (095) 135-44-23, lllf!.f. 135-42-46 
и.u :М_",JIOIIIIOii 110'111101 ufss@urss.ru. 
ПOJIJIWA UТ8.110r 113д811ИЙ nредста8Jiеи 
• H11111qlleiii-JIIIIгt�Э����e: bttp:/ /urss.ru 
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ЭЛЕГАНТНАЯ ВСЕЛЕННАЯ 
Суперструны, скрытые размерности н поиски окончательной теории 

В течение nоследнего nолувека физики nродолжали ,  основываясь на открытиях своих nред­
шественников, добиваться все более nолною nонимания nринцилов устройства мироздания. 
И вот теnерь, сnустя мною лет nосле того, как Эйнштейн объявил о своем лоходе на nоиски 
единой теории, физики считают, что они смогли, наконец. выработать теорию, связывающую 
все эти nрозрения в единое целое - единую теорию, которая в nринциле сnособна объяснить 
все явления. Эта теория, теория суперсmрун, и является nредметом данной книги. 
Теория суперструн забрасывает очень широкий невод в nучины мироздания. Это обширная и 
rлубокая теория, охватывающая многие важнейшие концеnции, иrрающие центральную роль 
в современной физике. Она объединяет законы макромира и микромира, законы, действие 
которых расnространяется в самые дальние дали космического пространства и на мельча·йшие 
частицы материи; nоэтому рассказать об этой теории можно nо-разному. АвТор выбрал nоДХод, 
который базируется на эволюции наших nредставлений о nространстве и времени. 

Роджер Пенроуз. 
НОВЫЙ УМ J{ОРОЛЯ. 
О компьютерах, мышлении и законах физики. 
МоноrрафиJ{ извесщого физика и математика Родж:ера Пенроуза nосвя­
щена изучению nроблемы искусственного интеллекта на основе всесто­
роннего анализа достижений современных наук. Возможно ли моделиро­
вание разума? Чтобы найти ответ на эrot воnрос, Пенроуз обсуждает ши­
рочайший круг явлений: алгоритмизацию математическою мышления, 
машины Тьюринrа, теорию сложности, теорему Геделя, телепортацию 
материи, nарадоксы квантовой физики, энтроnию, рождение вселенной, 
черные дыры, строение мозга и многое другое. 

Книга вызовет несомненный интерес как у сnециалистов, так и у широкого круга читателей. 

Краснов М. Л., Макаренко Г. И., Киселев А. И. 
Вариационное исЧисление. 

Задачи и примеры с подробными решениями. 
В настоящем учебном nособии авторы nредлагают задачи no основным 
разделам классического вариационного исчисЛения. 
В начале каждого раздела приводится сводка основных теоретических 
nоложений, оnределений и формул, а также дается подробное решение 
свыше 100 nримеров. 
В книге содержится около 230 задач дпя самостоятельною решения. Все 
они снабжены ответами или указаниями к решению. 
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