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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

Книга немецкого ученого Л:агалл:и, вьшускаеиал в русском пере
воде, допоJЛ:Iнет русские руководства по векторному исчис.Jlению :в том 
существенво:м пункте, что расширяет круг элементарных аJII'ебраических 
операций над вехторами еще одним, д:иадным, произведение:м. Это озна
чает :вцючение в векторную алгебру изучения линейной векторной 
функции от векторного аргумента,- вцючение, вполпе оправдываемое 
алгебраическим характером материала. Оно позволлет также значи
теJIЪно расширить и.руr приложекий веи.торного исчисления, и не толь:кQ 
в области механики, но и в геометрическом :материале шиги. 

В своем предисловии автор указывает на то, что книга сохранила 
следы курса лекций, из которого она возница; это отразилось и в том, 
что не все доказательства, приводимые автором, доведены до той сте
пени строгости, хоторую обычно находят в математическом руковод
стве. В наибольшей степени это относится к главам 2 и 4, в которых 
весьма часто используютел ив:финвтезим:альные соображения и физи
ческие аналогии. 

Редактор перевода не cчeJI возможным нарушить стиль книги 
ч:резиервыми разълсвениsnш. Те немногие добавления и и зиеневил 
которые сделаны, наш .. 'I:и себе место либо в примеч:анилх редакто ра. 
либо (чаще) для удобства. читателя внесены в текст, где они, :как 
nравило, отделены от текста автора зв:акои * .  

По желанию издательства .в переводе сохранены обозначения 
оригинала. 

А. Лоnшич. 

Уважаемые читатели! По техническим nричинам в настоящем издании nаrинация 
книги nриводится со страницы 5. 
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Э1'и леiЩии по векторному исчислению впачительпо отличаютсJr 
от большоства :s:aиr, посвнщевпых этому предыету, :в:е тольи.о своц 
пocтpoe.IIJieи: и содержанием, :в:о и прежде все:rо по основным: ВЗI'Jiяда.}( 
па. сущ:в:ость и цеди векrор иоrо исчисле:в:ин. Пов:ятие ве&тора. вво,цитса 
в:a.rJI.Il,ЦIIo rеои:еi'рич:есхи, по за.те}( опо mal' за. ща.гои JI'ЛfбJiв:eтea и 
ра.сширв.етм с поиощью иетодов, блиsхш: It пa.rJlJl,11;1Ioмy представлевию; 
ТВоJШ)( путеи читатель :в:е тодЬitо 8.RаJtОми:тся с мемеитами: веi'торио:rо и 
хв:адного исчвс.аеп:в:я. и теории поля, :в:о и получа.ет возможность под
хода. к теиоорио11у аиuизу, ста.вшеиу а.ttтуаJiь:в:ым б.аа.rодаря успеха.к 
теории отn(щительиости и rосподсnующеиу в иа.стоа:щее время в об· 
шириых обла.етях ма.теиати]I.И и матеиа.тичес:&ой фиsии.и. 

В помед:в:ие десятиJiети.s: векторное исчкслеиие стало иввестиыи 
и �оступпым пrиро&Им sругаи и провиs�о � фпвичеQ�е и техикqеокие 
учебп:в:u и журналы. Но при всем том оно по.пучкло хишь иебо.льшое 
распространение. Его приложепил оrра.иичиваютса в основнQм отдель· 
иыми: обдаст.s:ии:, как, вапрQер, а:в:алнт.nеСitОй и теmичес&ой меха
впой,. rндродmамв:JWй, мев:i'родив:ампоi. В теорию упругости, ва.при
:иер, оио едва npoИИRJio; правда, в совремеввых ее иs.ложеmшх часто 
идет речь о ;а:иа.це деформации и ;а:иа.де :в:аnрв:жени.s:, по оперируют 
с Э'I'ИИII хв:адз.ии ре;а:ко; в теории упругости JWОрдииатв:ое шм:ожеиие 
rосподствует все еще почти неоrраив:чеnо. Этот nример типиче:п; 
всюду, rде оttааываютса дoc'l'&'J'OЧIПi(1fИ простейшие операции ве&тор· 
иоrо исчис.&еиив:, доотиrаеиа.а втn свобод;а O'f проиsво.Dьвой систеиы 
RООрди:в:ат :приветствуетм ха.х цевв:ое приобретеиие, во оnерировать 
с диадами и теиоорами более :высокоrо порл.ц&а ивбеrают; -rа:м: же, rде 
введение поп:я:тин диады ста.в:овитс.в: неизбежиы:м:, по ме:нъшей хере 
ивбегают раоома.тривать ее xa.1t особыi объехт, велnииу, число и обо· 
sка.ча.тъ ее оообы:м: сиивоJiом. Вместо того чтобы ва.д эда.ииеи I)Jiемевта.р
иоrо векторв:оrо вочис.в:е:в:и:н на.&;строить еще один rnaж, возвра.щаютсл: 
к координатному исuслев:ию. Однако иие:нко фориuь:в:ое диа.цное ио
Ч1Iслевие есть ТОТ RJIIOЧ, lЮТОрЫЙ О :МИ:В:ИИа.JIЪВЫИ i'рjДОИ И Itpa.тqa.ЙIIIИJt: 
путем открывает доступ r.o все:и теи задачам, при исмедова:в:ии хоrо
рых иы имеем де.п:о с двуив. ве&тор:в:ыми пОJiями, свнsаииыии друr 
с другом а.ффи.ипыи :преобра.зо:ванием ип П!lейпой веа:тор-фуикцв:ей. 

Против даадвоrо иоuс.11ени.s: передко приводятся те же доводы, 
которые nриводвлиоъ :прМ'ИВ веr.торвоrо иочкс.п:еииа: два.-три деСJIТИ
.tети:н назад. Обсуждение втих доводов имшпве. 

Действительные прИ'ШВ:ы сопротив.nевил:, Оl!.ааываемоrо диа.двокr 
:исчислению, другие. Иа.11ожепие вача..а диадаого исчимевиа: а.ботра.w.т:ао; 
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:ввучевие ero требтет ва.отойчивости и уверевв:ости в тои, что затра
чеJ11Шй труд окупится. Тот, кто рассматривает векторвое и:оqис.ие:в::в:е 
.вав вспокоr&тWIЬВfЮ науку и при .введеJ:цtИ х.а.ж,��;ой новой операции 
:s:оте.в: бы .возкожио охорее уJtс.и:итъ себе .возиожвость ее прииеневил, 
испытывает чувство иедо.во.аъства. Rро:ме того. в боJJЬши:истве учебв:и
ко.в вeJ�.ropиoro исчв:с.lеви:а: д;з:адвое исчис.пеиие препоЮiоситсл .JIИШЪ 
в КОIЩе; уае вecJtO.Jiыto утомлеiriiЫЙ и в:апуrа.ишd .виеза.п:в:о вачина.ю
щейоя повой отвлеч:евиой главой, 'lита.теn в:е ожидает бо.11ее в:иqего 
�уществевв:о :важного. Позтоvу основы диадвоrо и:очиО.Jiевил я покести:.11 
уае в первой rла.ве, посв11щеи:вой злеиентам векторной алгебры: ва.а
воо'l!ь диа.дв:ого исч.ис.п:ев:и..и: до.п:жпа. быть подчеркиута. и.a.tt коапо 
ра.в:ъmе и силъв:ее. Более подробвое излоаение теории .циа.д о ее при· 
.Jiоаеви.и:ии: & rеоиетрв:и отJiоаено до одиой из последующих rла.в, 
к &оторой при:ишает особ8.11 глава о В8.ЖНейших диа.да.х :мехави:sи: 
,�;иа.ца.х иверции, .цефориации:, иапряжеиин, и о sa.Jtoиe Гука. 

Друrа.а: причива, аа.трудвsвmа.и: lf.O сих пор пров:пновеви:е .ци:адиоrо 
:И:O'!IIO.Jie:mur, лежит, ка.� :иве ка.аетсн, в вопросе об обоав:&'lевиях. , От 
обозначений простейших :векrорвых операций надо требова'IЪ, чтобы 
они ве ста.вилп вnа.в.их препнтствий да.nьиейщему развитию вектор
иого и:спслеи:и.а. НаибО.Jiее употребитеJП.Иа.и: в Гермапии система обо· 
uа.чеиий, разработав:н8.11 Комиссией по выработке едивиц в обозва
чеви:й, сколь ов:а. ив: удобна ;ц.1IJI простейших операций, ве :моает быть 
раоширева. на операции тенаорноrо исчвс.Jiеви.и: без до:во.m.ио ис&ус· 
етвеи:в:ых доба.uеиий; позтому она sа.трудияет развитие и распростра.
вение этоrо иоqислевин. В последоватеJJЬвых систе:ка.х обоsпаче.и:ий 
ве,�;остатка. пет; в :моих лещиях и по.m.sуюсъ системой, введеипой 
I'иббсом, которую я с'!Ит&:ю ес.11и и ве ванлучшей из :воз:моапых; то 
вое ае .11уч.mей из существующих систем. JI не хотел бы вхоДВ'IЪ 
гдесъ в детали по этомt ч:а.сто обсужда.вmе:кусsr .вопрооу. 

Стре:мление к иа.rл.и:дности: при :вве.цевии поватиа: вектора и при 
ПОС'l'рое.и:ии всей теории пронвл.а:етен :в том, что rео:метрич:есхие сооб
ра.аеви.и: прИВ.Jiеuютоя не тoJJЬJto х :выводу теоре:к, ио и к пр:и.поае
нип построеивой теории. Часто .ед:ва JIИ вовvожво отделить одsо от 
,�;pyroro. Впрочем:, выбор областей прилоаеиий требует огра.пичеви.и:. 
Через всю векторную тра.ктовку дв:фереицu:альв:ой rео:метрии проходит 
одна хиве:м:атич:есRаа идея; папра.mиваетс.а: :иыО.Jiь расширить есте
етвеи:в:о иа.vеча.ющуюоа: и.ииема.ти.чоои.ую обла.с'IЪ приложевил и:п, 
.11уч.mе, расс:мотревиа: на обдасть кеха.в:иRи со :вuючениеи :м:ехавmtи: 
вепрерыввой сре,цы в теории потенциuа. JI С'lитал, что этого доста
точно. Выбор примеров из са.:мых развообраsвых областей теоретич:е
ской фиsиш вз.ра:,цу с опасностью, связанной с ра.ссеиваиие:м внииав:WI, 
таит, &а.к иие каж.етеs, еще одву опасиость- .п:еrко вшватъ yn;pe�t 
в тои, чrо из иеиs:мерико обширной области выхватъmаещъ срав.и:и
те.нъио в:ем:иогие, особенно блаrопрWiтные при:меры, которые те:м са:МЬl){ 
перестают О.Jiужить дои.аsа.теJJЬство:м особой пригодвости из.паrа.е:мых 
теорий к приложе.и:иа:м:. 

Что касается, в ча.отности, геометрии, то она прива.,JJ.Jlежит к тем: 
об.JI&ет.и::м, :в которые формальвое векторное исчисление провиtает :мед· 
.tевво. Поэтоку векторному изложению диференциа.льв:ой rео:метрии: 
и yдeJIИJI бOJIЬme vестэ., чем это привлто в :ве:меЦR11I учебnихах веи.-
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торJЮго ИС"ЧИСJiеви:я, и веско.n:ь:ко отделов пос:вятвд nостроению есте
с!l'.Веввой геометрии, хоторал :в ее реау.uьтм:а.х совпадает с естес:rвеи
иой геометрией Чеваро и в то же :вреия :методхчес:ки значительно от 
нее отличается. Но гео:метрва: дает таиже в руки средство вагла:дио 
обосновать теорию преобравования :векторов и благодаря этоиу приТ'l'и 
1. уточвеввю nопатин вектора, которое в да.л:ьпейшем исnытывает еще 
O.JI:BO расширеп:ве nри исследовании векторов :в мпогоиерных и ри:м:а
повых простра.вствах. Эти последние исследования ииеют отношение 
к теории отвосител:ьвости, во дa.liel!o выходят за nределы ее потреб
ностей; вариду с uвоrообраввой пр:вложи:мостью их ревультатов на 
практюtе они :могут претендовать и на чисто :математический интерес. 
Векторы теории относительности и рииаво:вых пространст:в, с одной 
стороны, и :векторы евк.nидовой геометрии и :механики- с другоit, ва. 
первый взгляд предств.:вляются объектами разпой nриро.цы; с эти:м свя
зав nробел по существу мето.цического характера, который а стре::милсл 
преодолеть. Эта nопытl!а предста;вляет рисковаввый шаr ве только 
:всле,цствие отрицательного отношения широких :кругов к приложевию 
фориа.nьnых векторных оnераций в теории относительности. 

Даже тот, кто ав.пается сторовником nрв::мевевив саиих веиторов в 
тевsоров в::место их хоордиват, доJIЖев будет привnа.т:ь, что вов:м:ож
иостъ nо.пиоотью освободиться от систе:иы отсчета при исследованиях 
общего характера ограничена пространстваив с евмв.цово:ii иетрпой; 
исс.uе.цовВJШя в высших пространствах вадо сравнить, с тоЧRв sрениа 
метода, скорее с те::ми исследованиями в евмидо:во::м nространстве, 
в основу которых мадетсJI общая систе::ма отсчета, состоящаа иs трех 
се::мейств nараметрических кривых. Этот ведостаток хо:м:певсируется 
ра:до:м: ввачитеJIЫ1ых npeJDtyщecтв; некоторые ив ux я хоте.11 бы. отме
тить. Укаже::м nрежде всего па. вве,цеn.в.е абсолютного .циферевциро
ва.ииа: и линейвою перенесеввя; бJiа.годарн пр:в::мевеивю са::мого :вектора 
в::место его коор.циват изложение приближается к евх.пидовыи nредста.
uеиия::м более, чеи при JIЮбо:к ,цруrо::м способе обосnованиа; и прв 
переходе к евклидо:ву простравст:ву формулы nолучают вепосре.и;
ст:веиио :восприви::мае::мый с::мысл. Точ.ао тах же и тевзор кри:виаиы 
nолучает ваrJщцвый rео:м:етрический с::мысл в тесвейшей с:вавв с мерой 
кривизны Поверхности. 

Привципиалъво более rлубохое значение имеет еще и следующее 
nреи::мущество. Ввиду ивl!ариавтвого хараитера тенвора, оnреде.пев
вого ках коиплексJюе число более высохого nорядка ДJIII Jiюбой та
Jtого рода величины, ивва.риантвост:ь которой уже обнаружена, nосле
,J,ующее доказательство теввориоrо характера ее оказывается из.nиш
во; nри оперировании только о Jtоор,циватаии теввора зто доJtа
sатеJIЪот:во должно было бы JJОсJщцоват:ь то:ш.хо ив рассмотрения их 
поведения nри преобравс:вании координат. 

llастоящан книга :воsвикла ив лекций, которые я в течение ря,цв 
.11ет читал в высших техвичесJtих шко.пах Мюнхена и Древдева сту
,J,евта:м:, ивучающим инженервые науки, физику и :иатематuу. 

Содержание хuиги распадается на три стуnени. В то время кu 
:во :вводио::м курсе по :высшей ::мате::матиие речь ::может итти тол:ько о про
стейmих основных фактах вехториого исчис.uенин, :в лехциа:х по век
ториоuу исчислению ::может быть И8Jlожева теория поля и ,циа.цвое 
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:псчисJiевие. Более трудные, та:& же ха:& и более :вхо,длщпе :в по,дроб
:вости, теори.и а вsлaraJI в спецв:аJiыu.п курсах перед увк:ии :кpyrov 

cJJ.ymaтeJJeй :и :в се:и:в:нарилх. Этоvу обст<m:теJiьст:ву обнза:и с:во:и:м про
:исхож)l.евие:и: посJiе,д:ви:й, помещенвый .в :виде добавлевиа отдел о :в:ые
mвх &О1Ш.Ilемвых ЧJICJltuj мето,д:вчесu оп совершенпо :выхо.цит ив роок 
uвrи, во ero значение состоит xaR раз :в то:м, что оп :выл:вля:ет воз
хожвос'.l'Ъ nос'lроев:ил 11екторвоrо исuо.nев:иа: нз. осво:ве со:всеи друrих 
точек зревил; хроме того, при зто:м создаетсн воз:иожностъ затронуть 
:к:важераиопы. raxИJIМ:OR& и J!CJt'IO}JЫ ЧИС.JЮВОЙ ПJ!Q(\JI.QCTИ Гаусса так же, 
:ках и поJiучи:вшие :в последвее :вре:мn: значение дуалъвые :векторы и 
:моторы Мвsеса. 

IIредлагае:иое щложевие исполы�ует некоторую свободу, которую 
дредс'IRВJiлют Jiщщ:пи до сравве:пию с vетод:ичес:ки строгим nостроеввеж 
')'Чебвиха. Оно час'!о nрерываетсл: приложеввя::м:и и.11к 1щдерживаетса: 
на. в:ы:воде вспоиоrатеJJь:а:ых теорем; nри :возобвошев:вв прер:ванвой 
витк ра.ссуждеиий я: ие боилен повтсревий. Rвиrз. пред:вазв:ачева. в nер
вую очередь для nоJJыю:вавиа: пapaJiлe.llЬRO со CJlymaueи лекций. 

TaJr. хах изучевве ве:к.торвоrо исuо.nеввн, ес.ии о:ао дoJJxrn:o стмь 
ЖИВJоiИ хате:иа!Iв'!есrtих орудие:и, викоrда ве хожет быть вача.то сJIИш
кох ра.во, то пер:вые главы nредъа:влюt.т веоб:ычаJ!nо скромные требо.
:вавин :к :иатеиатическв:и nозвавилх читате.11н. О расШирением своего 
хатеха'Iичес:&оrо образования учащ:ийся :иоаtет про;цвиrа'rЬСJI и :в чтении 
1виrи; nОСJiедвпе отделы: предиаз:вачевы: почти :иеключ:в.телъnо для иате
имюtов к за:.нтересуют изучающих инженервые к естест:вен:в:ые нау&и 
.11иmь nри особой 'Iеоре'Iичесхой noдro'Io:Вx.e. 

М. Лаzа.�ел".. 

Древ.це:в, .И.J:ПJарь 1928 r. 
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ГЛАВА ПЕРВАЯ: 

ЭJJЕМЕИТЪI ВЕКТОРНОЙ A.JJrEВPЬI 

§ 1. Поиатие вектора; сум:м:а векторов 
1. По етуnатеnиое оеремещеиие. Движение простра.иоnа, при 

:wropoм все точ&и проходят paeнt.te и одwпапово каарамекные oтpesu, 
:Вмываетса мстуnательнt.t.н nepe.#leщenue.н (Тra.nslation). Указавиа 
JJIOOOГO иа эти отреs:ков достато'Шо .цu пomoro опредеJJеииа поступа
теnиого пере:м:ещев::иа. В атом с:м.ыс.пе :все отреВ11'.И, пройдевRЪiе рав
J1И1JИЫИИ точ&а.ми .проотра.исrnа, равпоцевв:ы, а .исходпаа в:х тоuа не 
сущест:веииа. EcJIИ прв:мев:итъ ДJia: обозваче!IИII поотупатеJJъnого Пере· 
хещев:ил знак v, то этот же sв:ав. будет обовв&ча.тъ и геометриче�кое 
изобра.жеиие перемещеиил - ваправ- v1 
.аеивый отрезох. u� г---------'" v1 

)Ьа с.пе,цую:щих .цруr за Jt:pyro• / u 
поотупате.а:ьRЪIХ пере:м:ещеs:иа v 1 и v11 
да.ют реsультирующее поотупатеJIЪвое / 
перехещеиве v. Геометрическп иsо- , 
бражеииеи "сJiожеииа« поотупа.теJIЪ- 1 
иых перехещений лма:етсл: с:воеобра.s- �tC:..------� 
вое "сложение" двух напр8.ВJ1ев:иых 
отрезков, проивво,;ихое та&, что отре- Ри;о. 1. 
оо& v11 строитоя :ив Rовца. о'fрепа. v 1• 
Отревох v бу.цет тогда sа:м:ыка.ющей сторовой пOJiyч:aющei'OCJt тавим 
путе:м: треуrОJIЪвиRа, в:апра.мевиой от в:ачuа. отреsха v 1 к ховцу 
отреsи.а Vg· Тахое пС.ПОжев:ие в:аправлеввых отрезхов" )i[bl будеи выра
sмъ с по:мощью аиава "плюс" равенством 

v =v1 +v��> l) 

таи. ха.к это суммирование об.аа.цв.ет, Jta.s. :м:ы это сейчас по&ажеи, xapan· 
терпы.к�t свойства.ни об'ЬЖ'Н.овекшпо су.н.мирооакия. Таи., :например, 
когда. v1 и v9 в:апраВJiевы одиваи.ово, построение ревул:ьтирующеrо 
поступате.п.n:ого иереиещевин сво.цитсл: Jt обыкв.овев:по:иу оу:и:иирова.
вию. Далее XOJWO ПОR&8ать, что :в сахо:и общем случае Dеет :иесто 
по.н.щрпативнъ'й (пере:м:ест:ительиый) sа.и.ов:: 

v1+v�=v9+v1, 

вырd.Жающий в:еsа.виси:иость реsуnтпрующей от порSДJ.& o.noaeШUI по.м
'Яокmтов, т. е. поступатедъRЪIХ первмещений v1 и v1 (пара.uлелоrра.:м 
.цви:�евий) (рис. 1 ). 
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Наконец, имеет :м:еоrо ассоциативн-ый (соч:ета.те.11ьпыli) за.коп: 

(т1 + v2) + v8 = т1 + (v11 + т8), 
-выра.ж.а.ющ1il.й одпозв:а.'Шость резу.lfЬтв:рующеll: более чек двух состав.tню
щих: (рв:с. 2). Поэтому допусти•о су:мм:у б()Jlee чек двух слагаеи.ых 
писать без скобок: 

(v1 +т11)+v8=т1 +v2+v8• 

llо;в;обпо току :&ЭJt суим:а. ,цвух поступа.тельп.ых переиещепкii изобра· 
ха.етсл диа.говмью пa.pUJie.norpa.м:a. движений, точно так. же и сукиа 

Рис. 2. 

трех :не па.рылеJJ.ЫlЬIХ одной плмкости посту
патвльньu: пере.меще:иий пре.цставлкется диаго
на..uью пара.ллелепипеда движений. Обратно_. 
всякое поступатедьное пере:мещенио :может 
быть однозначно разложено на. составл�ющие 
по трем проиввоJJ.Ьво заданным ваnравлев:ияк, 
Не napUJJeJIЬHЬfll ОДНОЙ ПJIOCJtOCTИ (рв:с. 3): 

т = т1+v2 + т8• (2) 
Оу:м::м:а n поотупа.теJJ.Ьв:ъtх перекещений 

"1 +"��+ . . . +т,.: 

тa.Rze опреде.11итси: одв:овиачно. Ее rеокетрв:чески:и изображенпек 
ав.ия:ется эtм�ы�>ающая старон,а ломаной лию�и. образующейон путек 

помедова.те.аьвого пристраивавил: n иа.
правJJениых отрез:к.ов т1, • • •  , v ,.; аа.мt.�.· 
"ающая cmopo1ta н,аправлен,а от '1-tачаль
н,ай ТОЧ'&И отрез:к.а v1 :к. ховечвой тоспtе 
отрезм т,. • Ес.11и лоиа.nа.я: тшия: ои.а:жетсв: 
запвутой, то м:ы будем говорить, ч:то 
оу:м:иа равна нулю. 

Поступатмъв:ое перемещевие, наnра.
вл.евие :к.оторого противополоzво пе'Рем:е
щевию т, во равно ему по величине, мы 
буде11: обоввачать через-т, 'Ia:& JtaJt сум
ка этих двух перемещев:ий есть нуль. 
l'еометричесхие изображениЯ nоотупатмъ
вых перем:ещевий т и -v расположены 

Рие. з. на параллельнш прлиых; вся:к.а.я: nра:м:аи: 
. ииеет nекоторое н,аправлен,ие в про

странстве, во по вей :м:ожво пере:м:ещатъся в обе стороны. Одна на 
вих по произволу :u:ожет быть выбрана за nПОJtожптельную" и часто 
иазывается помжитель'КЫ..IС иаправлен,ием. Та.кв.и образом -т есть 
11оотуnательпое перемеще:ние, обращенное в сторону, противополо:всиrю 
•ерекещевию т. Те и са.ию1 разнос т" т 1 -т 11 .цвrх постуnатсл.:.вых 
•ере:м:ещевий сводитек к сумке т1 + (-т2). 

Постуnательное перекещевие, получ:а.:ющееск в результате п-:&рат
иоrо повторения переие:щевиs: т, обозв:а.ча.етсл через n" илх т n. 
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Это обовв:а.ч:е:вие, :в:вехепое пом .J;JIН. цеJiочисJiе:в:воrо n, м:ожв:о обобщитr:. 
'fa.J., ЧТО ОНО ПОJiучает СИЬIОJ! .Цдll JIJOбol'O ПOJIOOitИ'l!eJl:ЬBOГO BJIB отрИЦ&• 
теJJъпоrо n, и тогха. все поотупатеnwе переvещеаин. одного uaпpa.:DJie· 
пя voryт быть пре;;rста.в.n.епы с поиощыо одн.о'UJ иs них v и П0.11.ожи:
те.n.:ьпоrо и.n.и: отр:ицате.вьиоrо чима n в форvе nv. 

Д..п тa.r.oro 11умножеиия" поступательного иереиещепил па. чиедо 
иvеет vесто дистрибутивпый (распреде.литммl;ый) аа�>О'Н. :в ;в;вух фopJlax: 

(m+n)Y=mv+-nv, 

n (v1 + v2) = nv1 + nv2, 

а также ассоциативный вакон: 

m(nv)=(mn) v=mnv. 

Дои.ава.теJIЬот:во rеометрич:есr.и прnсто. 
2. Rект.,ры. Введенный ;ц.u пarJlJiдиoro предожавлеии:н. посжупатеJIЬ· 

иоrо перем:ещепм направлтный отрезtж о проиавольпо выбираемой 
начальной точJ>О'й обыltповепно uазывается ве��:торо.АС. Подобное nве;и;е
пие nOШIТИJt :век.тор�t, одпэ.ко, пе совсем: удовлетворительно. 

&а�> v, мужившв.й ,цо сих пор д.ilя обоэиа.чев:ил поступатеJIЬПОI'О 
перехещепил: и ero rеом:етрич:ескоrо иsобра.жеаил-naupa:в.aeнu:oro от
резк1., отн·ыш должен служить для обоаиачеиия понятия, подлежа
щего более точ'Н.о.Аеу опредмению; это 'Н.овое поиятие долЖ'Н.о предота· 
мять собой "'{uсло" особой природъ�, особе'"'но приео&хое для о&хо· 
аначноzо О!�редмеuuя пооту пательиоzо пере.Аеещения. Это "число" 
нааъсвается ве1Щlоро.и.. 

· 
Tanoe введеиие -понятия в�ттора ааключает в себе требование, 

чтобы МОЖlЖ,Uе двух поступ�тельи-w:t мремеще�и4 выражалось 
су.н.и.ироваиие.м двух вtтторов. Таким: образом устапо:влепиые выше 
для постуnател:ьпых перемещеuий форм:уm ОТJЮсятся и к действИJI)( 
П!I.JJ, BClt'IOp!I.MИ. 

Be'mnop ecm11 арuф.Аеетичес�ая величииа, а отнюfJь не zеометриче
Сifая. Тuим образом: в:е.цоnуств.мо или по и.ра.йв:ей мере педостаточ:по 
определлтъ ве:s.тор каR иаправлеипый ompeaolf. 

Уже Грассмаnу (Grassm'tnn) было в:спо, nЧТО ДО.IIЖВ:а существовать 
область Jlатематики, и.отора.я чисто абстрактно порождает внутри себs: 
вахо:ны, по,цобпые тем:, которые в геометрии предстамя:ются свява:н:ными 
оо свойства.ии ПJЮСтрав:ст.ва.". Векторы суть особый род тех "чисел". 
Еоторые вaвьrвaJ.(iJ:CJI 2uМрt>ом1мекС'n.'Ы.АСи <fuMa.ACu, или sкстепсив
п�wи числа.и.и. 

Геом:е'l'рич:еокие или физические :nел:ич:ипы, определяем:ые заданием 
.вектора., на.�ыв'ltютол веl>mориальными, иJШ векторными, величина:АJи. 
Та:&овым:п пом:пио по,;тупательноzо пере.иещеиия и направлеиttог<J 
отрезка я:вллюrrсл все те вели<rипы, которые иоrут бытъ прв:веде:ны 
в однозна.чвое соответствие с nостуnа:rелъв:ыми переиещени.я:ип и. ,JI,JI.Э: 
еложенил мторых имеют место те же законы, что и д.uл посJiедних, 
наnример С�>Орость и yc�'>openue. И оила, как sто известно из элеме:в· 
тов статики, является: векторвой велич:ипоii; однако оnределяющий ее 
вектор хараJtтеризует 'rОлыtо ве.п:ачину и направление силы, :но ни:чеrо 
не rо.ворит о ливии ее приложе:ния, ост&.в.nя:л, та.:кии обрмом, одив: 
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существеmrый :и.ехз.иич:есRи:й эJiе:иевт неопреде.nеmrы:м:. Умовая скорость 
есть векторн:ан величина; однако это требует докаsате.;аьства, це.п.ь кото
рого - вьшсmrтъ, что состав.nев.и:е резу.;аьтnрующей ,J;вух уг.11овых ско
росте:li и:иеет тот же с:м:ыСJI, что и cocтaВJie�:v.e су:м:иы .J:ВУХ векторов; 
то же самое м ожно сRазать о .мо.меите силы оmШJсительио mo<tnu 
(Drehmoment) (13). В противоnоJiожвооо:ъ вто:му поиечи-ые вращеиия, 
ваnри:иер, ue являются вепториыми веди'Чииами, 'I&& хак, хотн кове'l
ВЬiе вращении и могут быть nриведевы в о,J;возвачное сооt:ветствие 
с ваnравJ+еmrыми отре2ка:ии, о.цвако вектор, соо1.ветст:вующий ревуn
тирующей .J:ВУХ вращений, не соответствует геометричес1tой су:м:м:е веJt
торов, сомветст:вующи.х состаМJJющи:м: вращевм:м:. 

Векторные ве.;а:ачивы часто петочво вмыва:ют ве:в.тора:ми, ваnрииер 
говорит: ве1tтор с:иещенин, вектор сиJiы В частности, БТО имеет место, 
tt!\Jt уже бы.;ао упоияв.уто виачаJiе, :в отвошеюш ваправлеmrого отрезка; 
в nоСJiедующе:и мы будем долуекать уnотребJiевие cJloвa. ":век'lор "  в ь'lОИ 

сиысле. Вообще, после того как иа�п: установлена одн:означн:ан с:шrзь 
:между век-rорои Jtax поиа'Iие:м и ero rf:оиетричес&им изображением, мы 
будем, по крайней :мере в nервой час'IИ ltВIIГИ, m:ироко nоJIЫоватьол: 
rео:м:етричеохой uтуицией, и б6.выпан ч:ам:r. теории вехторов будет 
развита в:а основе их rео:иетричесхоrо иsображеиия. 

Часто бывает полезво предста.В.11НТЬ векторные веJIИчин:ы напрапеи
ВЬIЮI отрезJtаии, исходящими пз в:е.из:ме:нн:ой в:ачалъвой точi!.И, ваnр:в:иер 
из начала системы и.оордuват. Таи.ой ва.правлеввый отрезок иагываетоа 
радиусом·вектором (Ortsvektor); он: ха.раи.териsует nоJiожев:ве его ховеч:
nой точхн. С другой стороны, часто, например в силовых nолях, каждой 
точке проотравства относят вектор. В 'lахом случае :мы будем говорить 
"о овлsа:.пвои :nев.торе" и будем изображать его s:аправлеJ:Шым отревв.о:м, 
в:сходлщ!Iи из данвой точки. Ta.Jtoit вектор вазывае'lоя вenmopo.te пмя. 

Протввоположвооть между свободн.'Ьu-� и сглэаииы.м вектора:ии, вЫ:· 
отуnа.юща.а: уже в рамичии иежду :вектором о:иещевин и веn:тором сНJШ, 
лежит в природе помтий, для описавм которых мужат векторы, и 
ие имеет отношения Jt самви llектора.и. 

3. Ока.u:ры; Rоор.цв:uа.ты :u xoJirno:ue:uт.ы. Оо:вои.упвостъ всех раз
личных по ве.nичиве, во па.ра.nлельных между собой поступатеJIЬВЫХ 
nереиещен::ий оnреде.1srетоя совокупиостью :всех nоJiожите.;аьных и отри
цатеJIЬных чисе.н. Так Jt&& эти чп:с;пен:вые sначевпл :могут быть првве
.цены в ОДl!означн:ое соответствие о точка.ии ом.nы (чп:сло:вой прямой), 
например с ковечВЬiми по.;аожевилми проиsвоnво выбраввой исход:v.ой 
точки, которЬ!.е о:на. 8ай:иет nри всех поступател:ьвых переиещевилх 
:в выбра.пво:м ваправлеиии, то они называются спаляр?�.'Ь�.ми <tислами, 
Ш1И спа.яяра.ми. 

Геометрические пли фвзв:чеокие ве.;аичивы, опре,це.;анемые звдавиеи 
чимепвоrо значевин скаJiнра, вазываю'l'Са: скаляJиы.ми вми1l.ииами; 
Т!\Jtовы кроме совои.уnиости численных вн:ачеmrй nоступате.11ьВЬiх пере· 
:иещен:ий одного и того же ва.пра:в.nенин, наприиер, сJiедующие: уго.п .. 
время, те11пература, иасса., nотенциал. 

Все вeJt'l'opъr v одн.о�о в:аnра1!лени.а :могут быть nре,11;ставлены с по
мощью одШJw из вих, ос11.ов-ноzо вектора е и спаляд;?�.оzо (noлoЖ'ItmeJU.· 
11.0�0 ши отри'ЦаmмьШJео) числа х в виде: 

т = хе. (8) 
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Itam,!Qilй векtор v :может быть, cor;na�иo (2), раз;nожев: по тре:и nро
ивво.nъво аа;а;авв::ьnt в:апр�mлеииа:м:, ве napa.lLJie.nъвы:м: одвой. n.Jtосвоств:, 
ва. &оиповев:m v1, v!l' v8 (рве. 4). В:во;а;н три, .ииеющих эти в:апра.� 
uemut, осв.ови:ш.: вeRtopa. а, Ь, � в ttачестве "бааиса", хы иожеи nре;а;
стьить вектор v, соr;аасво ра:вев.ство (2) и (8), в виде: 

v � �+�+� W 
uма. :х, у, е часто вазъшаютсл: поордипата.ми вектора. При этои nред· 
OT8.11JIJIIOТ оебе об:ы.чно вектор v nрове;а;евв::ы.и из тоuи, лмнющейм 
общu в:а.ча.J.ои веttторов а; Ь, с, т. е. к.а;а .ра,п:uус-ве:ttтор; тогда х, у, � 
сръ (вообще rо:ворл, в:осоуrолнn.:rе) коор;в,ииаты конечной точr.и Ее& 
тора. v в систе:ме 11.о0р;ки:аат, оnреде
.иsеиой 'fре:мя sада1111Ь1»И ва.праuеиия- v3 r---------.. 
»н, пр:ичеи в качестве иа.смабо:в в этп 
ва.праuеииях o.ttyza.т длин:ы. осв:оJЩЫ:х: 
ве1t<rоро:в. 

В отJJичие от :коорДJШат вехтора три 
вектора ха, уЬ, ее иазъmаюТСJI по.м-
поп.епта.ни. вектора. 1). . с 

В то:м: с.uучае, &оrда базис предпо· 
;а&rа.етса: иs:веств:ы.:м:, :веи.тор опреде· 
.uется sа.цав:иеи трех ск&J!Нров. 

Веи.тор есть вуn, :коr;а;а. ero JtOOp· 
11:ВИЗ.'lЫ отиосите.nъво Ra&oro-..uибo базиса. 
рВ.ВВЬI Bf.IIIO. 

Два B61.'I0ps. pa.:вm.t, И.Оrда. ра.вны ПО· 
пв.рво u соответсrвующие коордввмы Рис. 4. 
отвоовтеJJЬ:но одвоrо и того же базиса. 

0)1.Ио ве&торвое ура.:ввеиие зu и:ва.иевтво трех c'lta..uяp:aы» урз;в. 
вeiUUf». 

'· ЛJmейваа: ва:ввсвиоет�. Из раможииост:и вc.storo вектора по 
трек осйО1Ш:Ы:И :веи.тора.» cJteJJ:yeт, что .между л10бъutи. четырьмя век
тора.ми v1, v11, v8, V4 tt.нeem .место JJfИteйuaя аависи.мость вида (4)· 

v4 = n1v1 + п11v11 +n8v8• 
Ее же иожво аа.писать в бо.дее с:иииетричвой форхе: 

l'lvl+J?�tVII+J?sVs+P•V• = O, 
ШIИ �I.J,V� = O {v === 1 , 2, 8, 4:). 

Это соотиоmеuе »ОЖИО устав:овип. с.uедующии . обрааои: ecJJИ рав
Jiожить че'l'Ыре веи.тсра v, ("� = 1 ,  2, .6, 4.) по треи ос:в:о:вв.ыи веJtтора» 

а, Ь, с, то :аrы приде:м: а равенствам: 

('1 = 1, 2, 8, 4), (4') 
1) Очеиъ часто �tоордпваты вехтора называют �tо:мповевта:ми. Эта веуотой· 

чи:вость терJrlинолоr.в:н в ее Dрвкевеаве к д:ву:м paaJII!.ЧBЪIIII: поватиа111 иаtе
rвуты в nооJJ едующе:м иs:лоаевип. Иск.rюч:еиве сдеJJ аво в r.u. Б дJI.я некоторых 
kехав.а'lесках nонатвll (иа.прикер, .комnонент• вихра} иа ввикавпя к rосnод
ству!Uщему с.nовоуnотребл:енвю. 
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r.це :с •• У.• н. оуть ttоордииа.ты. Путем: иокJ[ючеиив: а, Ь. е :иы получик 
исJtО:иое сооmошевве: V1 Х1 У1 81 

v, :с� У9 s, 

Vs Xs Ys 8э 

"• :с, у,� s, 

:= О  1). (5) 

Еми три век'rора. v1, v9, v8 пapмJte.JJ.ЫJьt о.циоl uоокоо!и (no.ммa
ttll_p1tъ� векторы), то меж;в;у ВИ'!IИ имеет место J.IВJiellв:aJI за.висв:мость, 
ибо тогда. иожв:о рагложиrь вехтор v8 в:а хо.ипрв:евты по нanpa.ue· 
виs:м v1 и v11: v6 = n1v1 + n11v11, 
или, в сик:метрJf'П:Iой форме, 

�p,v� = O  (v = 1, 2, 3). (6) 
Ес.пи три вектора v. отнеоев:ы, ха.к выше, к nроизво.п.но:му баsиоу а, Ь, е, 
то (6) р�n�а.етса: из. три схмs:рв:ых ура.вие:в:иа: 

�р,:с, = О, �Р.У, = О, �Р•"• = О. 

На них оJiе.цует, в слусzа.е, &Ol'.(& Р. oтJlJI1П:IЫ от :вулв, fOJJoвиe оо· 
В:М8С'l'ВОСТИ 

xt Yt "t 
:С2 Yfl s� = О, (7) 
Xs Ys •в 

nредста.влиющее уо.nовие комплаварвоо'l'В векторов v1, v9, v8• 
Существова.вие Jцmейпой завиоимо3ти 11.еж.цу двуu вектора.:ми о.циого 

вanpa.ueШIJt (полли.н.еархы.ни, вентора.ми.) следует уже из ура.вневиа (З). 

§ 2. CкDJUipиoe проваведеиие 

о. IIO't;J .11ь (B&JIИ'IИIIt\) вектор11; е�иии'lвыl вектор. Чтобы npn:rи · R повят11ю nроизведения веr.т()р:>в, можв:о вооnоJIЪЗо:ва1'ьол reoжerp:и'le
ouъr изобра.жевием: ве&:rоров-вапрuлев:в:ым:и о:rреваа.хи. 

Три ска.лs:ра., опре.целлющах ва.пра.вJiевный: Ol'pesoк, :м:ожв:о :выбра.ть 
pasJiичв:r.r:м обрезом. Например, можно опредеJiить направленный отре
зов:. за.цапие:м: пря:м:оугоJiьных коор.ци:в:а:r ero JF.о:а:еч:в:ой ТО'11Ш :в сиотеме 

коор,ци:в:а.т, :а:а.ча..11о кoropolt оовп�ает с иммьвой то.Шой отрезка.; либо 
ои может быть охара:&теризоваи ва.в;а.в:иек двух углов, определяющих 
ero В:'l.npaJJJ�eвиe и отороиу, в :&оторую ов: обра.щев: (в:9onpuep, геоrрафи
чесitой делготы и - широты:), и в�а.в:иек ero (очита.емоl :всегда. ПOJlO· 
житeJlbllol) длив:ы, ero вели.чи,иы. Тахой способ OO..ЦЗJWI употребJiаетоs: 

1) Этот .опредеn:итеm•, у котороrо �Jiеиечты пеТ�вой вeprnв:a.Jiи суть ве:к· 
торы, <1Jreдyer ПОНИМ:а1'Ь ICII.IC fOJJOBIIYIO заПИСЬ Ве�tтора.. КОТIJрЫЙ ПОJ11Ч111'1.\11 
пoCJie фoчraJIЬf!OrO раэJiожеа:ия .оnредеяате.в.а• по ЭJie111:ei H&'o( n�:�pвol\ мрти· 
кали. ИctcJIIQЧI!'Bиe векторов а. Ь, с из векторных равенств (4/) nроизво· 
.ци rси, как и обы•4ВО, - ауте!l умвоzеиии равеаотв па определители третьего 
порядка, соатавп:е11иые иэ :s:оорднват ж,. у1, z1, и поо.аедующего суммироваваа. Ilpuм. ред. 
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ца опре;�.е.хе:в.и.п. :ве:&'Iора. иа.првжеltВоtти :иa1'11R'l'ROro no.:u зе:мJJ:и ero 
сuо:в:еиие:м, :в:амо:в:еRВем и :ве.uич:ииой (noo.ue)f.R.к.:ю иавываitт таgе 
"иодуJJ.ем" веRтора). 

lknmop, .модуль nomopo�o равеи едини-це, R8111i1Baeтcs: единtt'Ч.И'ЬI.Н 
oe1>mopo.u. Rаж.ц:ый ве11тор может быть пре.цста.в.uе:в: в виде nроиsведе
ния ero веАичин1il :в:а е;и.ивиqный ве&тор, коrrорый совnа;и.ает о да:в::в.ыи 
ве&тором по ваnра:в:.uеltВ:ю и обращен в ту а;е t'I.Opoиy. 

Обыuо, хотя это и не :вь�nоJiии:м:о :во всех cJ.tyчas::i, вектор обозиа
ч:wт в пеqатв.ьu: работах иаJJ.ой (иnог;и.а бо.uъшой) .uатиисм.й бу�tвой 
жирного nря:моrо шрифта, например: v, а, А, F. 

llрвна.цJJ.ежащий же вехтору е.цв11ич:вь1й ве:в.тор принато иногда обо
а:начать той же .uа'Iинск.ой бrк�:ой жирв.оrо mриq:та, причем :наверху 
ста:вито.в: вн;и.еRс О, nапри:мер: vo, ао. Моду.nь же самого :веи.торз. обоsна
чается .11ибо ч:ереа j v j, / }' j, JIИбо той же буuой, во с:вет.nоrо .uм.иисв.оrо и.ур
сивноrо шрифта: v, lt, 1), При 
этих ооозпа.qеnи.п.х и.:меем: в 

ИJIИ 
а = / а ! ао, 

а = аа0• (8) 
Это равенство (8) имеет 

более узRое значение, ч:е:м 
&Ва.JJ.ОГИЧ:В:О II06'1'pOeиnoe ра.
:В6J10'I:ВО (8), ПOOII.OJlЪit'f В R&· 

L () 

Рис. 5. 
А' 

Рпс. 6. 

чеотве оо:в:оввоrо вектора в (8) :входит е.цвпRч:в.ый вектор в в nа'Честве 
О)t;аАЯра - всеtда поло�тельиая вели чипа. 

6. Введение скаларnоN Ilроиаве:�;еииJJ. Если обозпа.чи:и ,ц.nины: 
.оух век.торов а и Ь через а в Ь и угол :иеж.цу ШIМВ - через 3 {рм. 5), 
то :выражение 

а. • Ь = аЬ cos 3 (9) 

ва.вывается скалярu'Ь�.и про-ивведепие.н этuх ве"Кmоров. 
ОвредеАеиnое таи.и:м: образом скаАярвое nрои�ведеnие двух векторов 

есть произведение дАины одвоrо из iUJ.x па проеRцию дpyroro па nanpa.� 
:влевие первого (рио. 6). Если о;и.:в.и из :мвожитеАей я:в.nлется е,JЩвюtвых 
ве�tторо:м: а0, то 

а.0 • Ь =  Ь cos D, 

т. е. в это:и CJiyчae скаJmриое произве;цевие е6ть проеJЩи.в: :второго 
ве11.тора. па. :в:аправ.левие, определле:иое едивиuым вехторо:м (рис. 6). 

Выра.жевв:е (9) :не зависит от базиса и, сJJ.е;и,ова.теJJ.ьво, инвариантно 
по отвошевию 1t перемене базиса. 2). 

CRaJUtpnoe произве;и.евие :векторов имеет свойства, а:в:моrич:в.ые 
свойотва:м: nроиs:ве;и.еивя двух с:кмлров. 

А и:иеи:но, corJJ.acиo (9), и:мее'r :место пом..кутативный вапон: 

а· Ь = Ь • а, 

1) В письме, rде жирность шрифта осущеотвлить 8атрудввтепьио, рев:о-
ке:ндуетм векторную величину в от.11ич::ие от ее мо.цуJJ.а отмечать чертой 
СВерху, ИаnрИ:Ыеr: а= aaD. 

2) Бо.пее отчетливое опредепение нв.вариа.и'tnооти yкasano в 10. Прим.. ред. 
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И &ССОЦИЗ.ТИВИЬIЙ 81\JtOJl ПО ОПОШеНИJО 1. ptПO!teHRIO J18. ОJ.Ма:р: 

(niL)• Ь = n (а• Ъ) = па• Ь; 
;a;uee :из иввестиой теоремы о прое��:цнах вытем.ет спра.веАJЦ!вость 
д.отрибутuв1W3о вакоиа: 

а·(Ь + с) = а·Ъ + а.•с. 
С другой стороИЬI, ме!tДу ваков:аии с:ка..иарв:оrо умиожев:иа: векторов 

и sа.ковами: обычного умноженил ока.пв:ров имеют место и rJJyбoxиe рав· 
п'lИа: не существует сttалнрпого про:ввве.цеuин бо.пее чем двух ве&тор
вьu: :множителей, следовательно, нет и peu об асооциа.тивном законе 
д.ав: с&алариого умножения векторов. Далее, еол:и: известно проивведе· 
и:и:е и одпв: ив оом.пожитмей, то этого еще недостаточно дл.а одв:о· 
вначв:ого. опредеJiенин другого сомножителя. Таким. образом не суще
ствует деления 1ta1t действиJt, обратиого с�>.млрuому рtножеи:и:ю. 

Дмее, если С:ttа.1!Яр.в:ое про:иsведев:ве равно :в:yJlJO, то отсюда еще 
:в:е следует необходимость обраще:в:ttя: в .в:уJiь одного :из сом11ожв.телей; 
сJtМЛрнов nро:изведевие :моzет ра.внлтьм иу.пю и оттоrо, что oos 3 = о, 
т. е. пере:множа.емые векторЪI :вsа.иино перпеИДИRу.nнрИЬI. 

Услооие nepnewunyляpiюomu двух вехторов а и Ь, модули которых 
отJIИ'ШЫ от пу.пн, еоть 

(10) 

Еслn векторы а и Ь имеют одинаковое в:апр!!.вле:в:ие и обращены 
в одну сторону, скалнрв:ое прои:введев:ие этих :векторов сnодитсв: :& про· 
:ив:ведев:пю их модулей: 

в.·Ь = аЬ. 

СJtМЛрв:ое про:ив:ведев:в:е ве�>.тора па. оаиоrо себя равно �вадрату 
eto .модуля 1): 

( 1 1) 

! а lt Уа• а. (11') 

ДJis: си.млрв:оrо произведенив: двух едив:иЧИЬtх веltторов, а. та.uе 
едипиqв:оrо :вектора на са.иого себв:, имеем: 

a0·bo = cos \}, (12) 

а0 · а0 = 1 . (13) 

Вве.в;ен�е о&аллрпого произведения может пос.nужшъ исходным. пув:в.
тои д.nв: введения .мempu>tec�ux соотпошеиий и дл.а: воsкожпости орав
вен.вв: д.пв:в оrрезков раэJ[в:ч:шх: имtра..вяе.в:ий· 11). 

1) Мы будем: иабеrа.ть ч:�сто f1IО1'ребякем:оrо обозиач:еиин &•а = &2, так как 
раапроотра.неюrе э'l'oro обо1sач:енка на б олее высокие степеиа а невозм:ожио, 
как это следует из определения. скз.Jiираоrо произве.девпя. ' 

2) Это озиач:а.ет, что форма. 'IЫIOd осrреде.�екпе ска..11арноrо прои'i>ве.цевии 
двух векторов может быть одела.sо п Rеза.висвмо от той ив:терnретацви вех· 
торов с помощью ааарав 11еввы1С отрезков, o'l' ttoтopoB мы нач:алп. 

* Для. этого следvет ввеста С lt\ 1щрвое пропэведеаве как оnерацию, отnо
сищvю двум ве:к:тораи ч:коло и noд·IкneR!fyю, сомасио опредиеиию, всем фор-
мальным: свойствам., которые бЫ!IИ указа вы 1\ !ПI.Ч·\Ле этого пункта. Если еде· 
лать добавочное доnущение, что схал.а:р вое проnзведевпе пропзвольиоrо ве:к• 
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7. Ока.11в:рв:ое пр()изве;.r.ев:хе в кехuв:ве� Как уже упоияв:уто в 2, 

сила есть ве�торнак вежичииа. · 
Ес.nи 'IОЧК& првложеииа: спы F (величины F) перекещается в иа.

прмлев:аи едив:и.чв:оrо ве &rора. s0, образующем: с иа.пра.:в.11еиие11 си.JJ.ы 
yro.u &, из. отреао& s, то выражение 

Fcos !) == F·sO 

пре.цота.ВШiет прое!Щвю си.11ы F ва. :иа.прав.uеви.е s0, и 

.А = Fв cos 1) == F·sJ (14) 

-pooomy силы на. пути s = ss0• 
8. Триэдр в ка'lестве бази�а. Выч:иОJiик :rerrepь скuнриое проиs

ведевu.е �ух векторов в тож cJtyqae, ttor.цa. а&Д':I.ИЫ их Rоордива.ты 

:в nрлмоуrо.uьиой оисrеие координат. Пусть эта св.стема. будет пра-
�ой (рис. 8): это означает, 1 
что если предста.виv: себе, что 
ПОJIОЖIIТельиое ва.пра.вJJевие 
оов: а: переходит кра.тч!!.йmии 
путе11, т. е. вращеииеv: :па. 

s 
•• 

Рио. 7. l 
Рио. 8. 

fГOJI В 90°, В ПOJIOЖRTeJIЬBOe :ИЭ.Пр&э.11СВ:Ие ОСИ у, · ТО ПOJIOЖRTeJIЫlOe 
в:Jt.uра.влев:ие оси: s .цолж:ио быть обра.щеио в ту сторопу, с ttоторой 
вра.щеnие кute'flm положитеJ!.Ыiыи, т. е. противоnоАожв:ыи �ижев.ию 
ча.со:вой стре.��&и. Вращение от осв: а: и оси у с одповрем:ен:иым 
постуnатедь:иыи продвижением: в :иа.uра.:влеиив: оси s определяют, 
врав�й вit-н.m. 

В кач:естве ооиовиьп векторов выберем тp'lt ед1Ш11ч:иы:х: вехтора 
i, j; k, иа.п:рамепил: ltОТОрых совпадают с подожитедьнымв В.аправле
в:иями осей. 

Совокупиость трех nопар:ио :вsап.иио перпещикулярв:ых едив:ичв:ых 
векторов будем называть в дальиейтеж триэuро.н (Dreibein). 
ТОТ\11 на самого себя есть число похож.ительиое, то ев.сичим вектора. (ero 
,.,д4Ина." в новом смыо4е этоrо слова) может быть определена к;;& nоложи· 
Тi\3\ЫП:iiА а�tамр yii'7a . •  YroJI" & :ые:т.цу двумя едв:Rпчныыn векторами .ао и ьо 
определяетм, соr.паово условию, соотношением: (12). Это условие Bf'erдa првводит к веществев:в:ых ;�иачев:иаи для &, ибо И!l сделанного допущекиэ: 
а .  а >  О оJiедует, как это иоа:во показать, что а • ·ь < 1, если а и Ь - ,.еди
вичвые" вектор ы *· 

(1'е�tст, отмеч:еваьtй в иа.ча.де и в в:оице аJiездочкой, - прюrяча.цне иау'i· аого редактора). 
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Дшt сu.�ирвых проиаве);е:авй :ttaaxыx · АВJХ иа е.цвиичш.u веи.торов 

11 j, k трИЭ);рВ. ueetot, COГJIIIOR() (10), (13): 

i · i =J·J � k·k = l, } 
(15) 

i •J = J · k = k ·i = O. 

Еми пре.цотв.Jоiть :ве:�tтор в вв;це: 
r = lz+JY + b, 

то uсла z, у, s суть прлvоуrоJJ.ьвые в:оор.цииа.ты его и.оие'l.вой точ&и, 
если вектор r про:ве;а:ев, ха.к рциуо-вектор, т. е. из общего :вачuа век
торов l, j, k. 01W1вриое произве.цеаие двух :веs.торов 

а =  la,. + j� + kas. 
b = ib1 +JЬ2 + kЬ8, 

прпимает по (15), cor.ua.cпo ;циотрибутивв.оиу и аоооцв:а.ти:виоиу ваио· 
иа.v, с.11е.цующий :ви.ц: 

а·Ь == а,.Ь1 + �ь�+ а8Ь8 = �ал. (16) 

Условие перпев:дикущв.ооти веиторов а в. Ь пре;цставJ�ТСН :в :ви�е: 

а1 Ь1 + �Ь2 + ааЬ8 = О. (17) 
Оаа..иярв.ое проивве.цеиие :вектора. а па самого себа, т. е. :квадрат ero 
:вeJiичJШil, будеrr: 

а ве.пичив.а вектора.: 
а =  1 а 1 = 1 У а� +  а� +  а: 1 · (18) 

Эта. фор:му.JI& со,церuт в себе теоре,м,у Пифамра. 
YroJI & меzд-,. веttтораvи а и Ь опре,це.аитм no (9) с помощью (16) 

и (18) ив фориу.nы 
oos & =  о1ЬI + оД+ сrзЬа (18') IYat11+as•+u.з.2 !  ! f'Ьt1+ Ь,(+ь; l  · 

Приvеиим теперь эти формт.nы к е.цивич:иыи веJtтора.м. Координаты 
е;а:JШич:воrо :веи.тора суть ве ч:то ивое, в.ак ero нааравляющие ко�Жнуоw. 
О.uе,цовмеnио, ес.ии 

ао = 1 cos tt1 + j cos а1 + k cos «8, 
ЬO = I cos �1 +J cos � + k cos �8, 

- .цм е.цииич:иых J!е:ктора, то 
ао .ьо = eos О = cos a1 cos �1 + cos r; cos IJ. + cos <ts cos �8 • {19) 

· 0Jtuspвoe произведение едив:ич:воrо :ве'IТора ао иа. са.моrо себя есть 

(.20) 
Это равенство выража.ет ив.вествое пре.ц.аожевие, 'lто ср:ма. к:ва..цра.то:в 
трех в.а.прав.nяющп косипусов пра:мой .иив.ии piWia е.�;и.uице. 
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Из любоrо :веttтора. а :иож11о, oorJiooвo {18), образовать е.цmt'ПШЙ 
вектор ero ваправленпя .целевиеи зтоrо вехтора ва ero :иодrль: 

1 У а12+ ав2 + аs2 / .  
9. Формулы д.Jia: вращевюr воорч;иватвой сиете)(ЬI в ее sep

RU:ЬU.f!l'O отра.mевва:. Оси двух пp�tкoyroJiыrыx си.сте:и J.оордипs:r: 
:Х, у. е с едиrичвыми векторами i, j, k в системы х', у', е' с едивиq
ВЫ)tИ вехторами 1', j', k' (обе системы имеют общее :ваqало) образуют 
друг с друrох )l;еватъ· уrлов, косинусы которых равны ска.пл:рныи 
прGИI!JЩD.евияи каждых двух единиmых векторов, :вмтьu: из рэ.sиых 
триздро:в. Пусть 

. ., 1 •1  � OOS «1, 
i ·j' == cos ��· 
i •k' == OOS il•. 

k·i' = oos O:g, 
k•j' = COS�8, 
k•k' = OOS iв· 

(На рис. 9 изобращепы только 'rри: ив З'rИХ yr.noв.) 

(21) 

Меаду этими )l;евктыс ва;правляющиии :косипуоа.:ми в:мею'r место� 
соrласп:о (19), (20), еоотв.ошевия, :которые распределяютои в "'iетыре 
группы по три уравневин :в каждой, а в:мевв.о: 

cos9 о:1 + cos9 � + cos2 о:8 = 1, 
cos2 о:1 + oos' �1 + oos2 т1 = 1 , 

cos о:1 cos �1 + cos а2 cos ��� + cos о:8 cos �8 == О, 
oos о:1 oos а� + cos �1 cos �2 + oos 11 cos lв = О. 

(22) 

Первые соотношения характеризуют i, j, k, i', j', k' хак едини"'iИЫ� 
векторы, а поме�вие выражают прямо-
уrоJiьностъ обеих систем коордип:ат. k 

Д..а: определевиs: nо.11ожеп:вя обеи1 
оистеи отп:осительио друr друга. до-
С'l8.ТО'1По треХ fГJIOB ИЗ fПOJIBIIJТЫX 
выше девяти t); медов1.теяtио, хежду 
�еватью yrJiaми долж:вы виеrь иесtо 
mест:ь уравнений . Поэтому из две
надцати уравнений (22) вез'lВВои:мымв 
.1pyr от друrа являются (сs.мое боль
шее) mест:ь, а остальвые шесть пред
стii.ВJlают еледотвин из них. 

Тах :как :коордввато.:мв едини'lноrо 
вектора лшsютсн п:апраша:ющие :коси· Рис. 9. 

п:усы, то :мы :моаем: сейчас же напи-
сать фор..иул'Ы npeoбpaso8anuя едииичп-ых 8е,.торов: 

i' = 1 cos о:1 + j cos а2 + k cos а8, i = i' cos а1 + j' cos �1 + k' cos т1, 
J' = i cos �1 + j cos ��� + k cos �8, j = i' cos а:� + j' oos ��� + k' cos 12, (28а.) 
k'= lcos 11 + j oos т2 + k cos i8, k -=  i' oos o:8 +J' cos �s+k' cos is· 

1) Подробнее об этоы в 11. Лри;,.. ред. 
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Чтобы по.uуч:ить и фор.нулы преоб'раао6аnия fGoopдtmam, заvетиv, 

"!ТО .JUОбой р а;��;иус-ве:r.тор r v:ожет быть предста.вJtеи :в �ух видах: 
ix + Jy + b = i'x' + J'y' k's'. 

У:ив:ожал о'S8.11ирно зто уравнение последова.те.пъпо ва. i, j, k, затеи ва 
i', j', k', мы получиv: сисtему ура.ввевий, noc.m_pQeнnыx в точиости 
ma�e же, па" и фор.иулы преоормова-н.ия (23а.) дц едmrичвых 
векторов: 
.х' =:с cos a1 +У cos а11+.е- oos /Ха• :с =:с' cos а1 +У' oos �1+s' cos Т н 

у' = :с cos �1+y cos �2+н cos �8, у= :с' cos а2+у' cos �2+s' cos Ti> (23Ь) 

s' = х cos т1+у cos т2+s cos у8, s = х' oos а8+у' cos �8+s' cos "fв· 
Таким образом мы пояучили все формулы иреобр азования без ПО· 
иощи известных из теории определителей cвoltC'J:В ортоtоиаль-н.о3о пре· 
обраэоеапия. Вп:ро1.1еи, uетрудво выч:имить оnределитель преобразовавюt 

cos а1 cos а2 cos а8 

D ==  �s �1 cos �2 cos � . 

oos r1 cos т9 cos Тв 
Преж,це всеrо образуеи его :квадрат по теореме .Jla.щra.ca об у:квожевив: 
определителей, испо.nьзуя затеv: формулы (22), поJiуч:им: 

1 о о 
JJ2= о 1 о 

о о 1 
OJieдo:вa.тeJiъuo, 

(24.) 
Имеют :кесто оба муqах; о�оrов:мыше преобразовапиа ра.спв.· 

д!IJОтся па. два р ода.. Д:llя: преобра.sовап:иit пер:воrо рода, D = + l, эти 
преобр!1.3овав:иа образуют tpynny. Каждое в:з вих может быть· nолучев:о 
путем в:епрерыв:в.оrо перехода. из тождествев:в:оrо преобравова.ниа: х = :с, 
у' = у, s' == s, которое также имееr определи:rель D = + 1 и, о.педо
вательно, прина.,цлежит к rрупае. Геометрически эти nреобразовав:и.в: 
nредставлв:ют вращеиия системы коорд;ив:ат. 

Длн ортогов:мьв:ых преобрэ.зований второго рода, D = - 1, пОСJiедо
вательвостъ двух из вих дает преобразова.в:ие с определитеJiем + 1;  
о.пе.цовате.uьв:о, сами по себе опи tpyrmъ� -хе обраауют, а TOJIЫto в1!:еоте 
с группой вращений. Поа:св:и:к их геом:етрическиlt см:ым ua прим:ере: 
:е' = х, у' = у, s' = - s  дает отражепие систе1!:Ы коордииа.т в ПJIO· 
смети х, у; пра.ваи система :с, у, s переходит при этом: в .певую 
�истем:у :с', у', :1. Таким: образом каждое преобразова.ние второго рода. 
путе:к изм:евев:ил ваправлев:их одной из осей системы хоординаr на 
о братвое :м:ожет быть раалоJЮено в:а вращев:ие и зеркал:ыrое отражение 
в одиой из хоордив:атв:ых щоаJtостей. 

Вспое преобра.зоваиие второго р ода. переводит правую систему 
в левую, тоrда xalt при ваяхо:м: преобразовапи и  пер:воrо рода харв.к'Iер 
систем:ы координат в:е из:м:ев:л:ется. 
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10. Иввв.риа.втвость скuарвоrо провзвед�виа:. Itaк уже было 
отмечено в 6, ска.Jlярное произведение а. · Ь двух векторов а и Ь, в силу 
ero rеоиетрическоrо определения, представляет ue зависящую от 
систе.н·ы коордииат иивариаптиую вели.."ипу. 

Кроме того, и аиа.Jlитиqеское выражение для ска.Jlярноrо произве
дения 'Iерез координаты векторов а и Ь обнаруживает cmpoenue, ue за
висящее от систе.н-ьt поордипат. Во всякои случае это имеет место, 
еми, хах и выше,_ :u:ы оrрапичимся пряиоуrолъной системой координат 
и в Jt&'Iecтвe базиса выберем ов.а:за:нный с этой системой координат 
триэдр. Ilустъ оба :вектора а и Ь отнесены к двум прямоугольным и, 
следовательно, переводимым друг в друга. путем вращепия или зер
кальиого отражеиия системам координат: 

i - + .  + k  i' ' +J' ' ?+'� k' 1 а = al Ja2 as = а1 аз � !s ' 
ь = iЬ1 + jЬ2 + kЬ8 = i'Ь� + j'ь;:Fkь; .� 

Тогда. ,цда скаляриого произведения:, ВЫ'IИСJiенного ддя обеих сиетех 
координат. м:ы полуqим: 

а·Ь  = a1h1 + a9b2 + a11h8 = а; ь; + а; ь; + а� ь; . (25) 

Ilpи вы'Iислении надо иметь в вцу, что скалярные произведения .каждых 
двух ив единИ'IПЫI векторов i', j', k' Ta.R же, как и векторов i, j, k, 
имеют значения, уRазанные в ( 15). 

О другой стороны, ипвариа.нтпостъ выражения а 1Ь1 + а2Ь2 + а8Ь8 
может быть рассматриваема также ка.к пепосредственное следствие 
ортоrоп8.Jlъного преобразования. Ес.nи положим, согласно (23Ь): 

а1 = а� cos а1 + а; cos �1 + а� cos 111 
а2 = а: cos а2 + а� cos ��� + а; cos "(2, 
а8 = а� cos аа + а� cos �8 + а; cos "fsl 

то, прииимал во :вп:имавие (23а) J:I (23Ь), увидим, что строенце выра
жения � Ь1 + а9Ь9 + а8Ь8 изменлетел при ортогональном преобра.зовании 
столь же M8.Jlo, Ra& и строение выражения ix + jy + kz, тап ?>а" 
едипичп-ьtе вепторы преобразуются по те.н же фор.му.л.а.м, пап и 
поордипатъ�. 

* Таким образом с&алнрное проиsведеппе может быть определеио 
п:еза.висиио от rеометри:ческоrо предетавдекии векторов с помощью 
формулы (16). Бытекающее из формул иреобразования прямоугольных 
&оор,пинат соотношение (25) убеждает нас в том, что вычисление с&а
дярв:оrо произведения по формуле (1 6) приводит к одному и тому жо 
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результату, в ха.Rой бы JtОорд1ПI&.тиой систеие (пря•оуrо.пьиойl) ви бьtJIИ 
ввлты RООрдиваты перемноzае:м:ых веJtторов * . 

Ив инвариантности схмарноrо проивведевин выте&ает инвариашп
нос.ть длин и умов, тu как они выраzа.ютоя 'lерев скмнрные 
проивведениа. 

11. 8йлеровы уrлы. Недостаток, состоящий в том, 'IТО среди девяти 
иа.правJJяющих хосииуоов уr.пов, образуе:мы:х ооя:ии двух прнмоуrОJlьвых 
оисте:м хоор,�;ивм, :имеется шесть .пиmвих, :может быть устравен раз
ЖИЧВЬJ.ИИ способа:м:и. О методе, пред.пожеввом Кэли (Ca.yley), который 
.-;ает возможность выразить все девять коэфициентов ортоrон�иого 
преобравовавив: с помощью ра.ционмьВЪiх функций от трех пара:м:еrров, 

еще будет ре'IЬ впереди (11)2). 
• Здесь мы пойдем по пути, r.кв.

вапво:му Эй.пером (.l!:uler), и 
r' опреде.пи:м взаимное по.поже

иие двух координатных систе:м 
с по:мощъю трех надлежаще 
вЫбранных уr.пов (рис. 10). 

Обовначи:м ваши системы 
JtОордиват, каи. и выше, через 
а:, у, е и ж', у', z', а привад-

1---J.�ц лежащие :И:М едИВИЧВЬiе BB.ItTO• 
ры - соо1:ветствевио Через 1, 
j, k и i', j', k'. Пусть плос
JtОсти ж, у и ж', у' пересека.
ютсн под уrло:м & по ".пивии 
ув.пов" К, положительному на
прав.певию которой оТИесе:и 
единиmый вектор t1 • Обоs.на-

Рис. 10. чии угол оси а: с .IIИНИей узлов 
через �. а. угол оси ув.пов о осью 

ж' - черев ф. �в.и:миое положение обеих координат!IЬIХ систе:м опре
.-;елнетвн трема эйлероеы.ми умами {), ер, ф. 

Чтобы сделать это опреде.певие . о.цвовиа.чным, нужно уточнить опре
,.;еJiенИ:е эйлеровш углов. Обе систе:иы координат буде:м: сqитать пра.
выии. Угол � буде:и сqитать положительных, ес.11и вращение, пере
водящее ось а: в .пинию ув.пов, предстамнетсн ив какой-либо точки 
положительвой 'lасти оси s происходящим в положительвом направJiе
:нии; уrол ф положителен, если вращение, переводящее линию ув.пов 
в ось ж', пре.и;стамяется ив какой-либо точки nоложитеJiъной qасти 
оси s' происходнщи:м: в положительном направлении; yrOJI 1) положи
телен, если враще:в:ие, переводящее ось s в ооь s', представ.пнетсн иа 
Jtакой-.nибо то'lки положитель:в:ой ч:асти линии умов происходящик 
в nоJiожителъиом направлении. 

За:иетии, что совмещение систеиы хоордиват ж, у, s (триэдр 1, j, k) 
с сиоте:мой ж', у', s' (триэдр 1', j', k') может быть осуществлено с по
•ощью последовательно�о вЪ'подне11,ия трех простъ'а: вращений. 

1 .  Вращение на. yroJI � вокруr оси z переводит триэдр 1, j, k 
в трвэдр t1, �. k, .rде t1, :каR у:казано выше, - единичный вектор линии 
JВ.ПОВ, t�- е

Д
ИНИ'IDЫЙ BeltTOp, .ПеЖ&ЩИЙ В ПЛОСКОСТИ а:, V И перПеИ• 
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,!UIItfJIЩ)'В'ЬIЙ S JJВliИИ 
ВИII бу p,yt: 

узлов. Соответствующие формулы преобраао:ва.

t1 = i cos fP + j sin fP, 
t11 = - i sin '? + j cos f, 
k = k. 

2. Вра.щеuе ие. угол {) :во1.руг лииии узлов перево.ци:т триахр 
t1, �. k :в триадр t1, ta, k', rде t8 - е;JJ;пич.вый :вектор, Jtежа.щий в пхо
с:кости :с', у' и перпендикул.прНЪiй & линии увJJо:в. Соотве'.Ю'УВующие 
формулы: преобра.зо:вавил: 

tJ = tl, 
t8 = t2 cos & + k sin 1>, 
k.' = - � sin & + k cos &. 

3. Вра.щев:ие ве. уrол � вов.руr оси s' nереводит триэдр �. ts. k! 
в tриадр 1', j', k'. Соот:ветс'lвующие формулы преобра.sова.юи: 

1' = t1 cos 1\1 + t8 sin ф, 
j' = - t1 sinф + t8 cos ф, 
k' = k'. 

Исв.л:юч.ив t1, �. t8 Иll формул nреобрамваш�а, кы тотча.с же nолучих 
форхулы преобразова.ния единичных веJtТОР.Ов обеих Jtоордиuатвых систем: 
i' = i  [OOSfP cos ф - sin�P cos & sin ф] + 

+J [sin '? соs ф +  cos ер cos 1) sin ф] + k sin 1) sin ф, 
j' = 1 [- cos 1Р sin Ф - sin ер cos о cos Ф] + (26) 

+ j [- sin ;; sin Ф + соs <р cos 1) cos ф] + k sin О cos <jl, 
k' == 1 sin ер sin D -j cos 'f sin & -k cos 1). 

Ив этих уравнений nутем сра.:виевия с (23а) :можно вывести фор
иуm, выражающие девять направлающих косинусов через три эйле
ровых yrJJ.a.. 

Путем тра.нсuовиции можно подучить мйч:ае же и обратные, т. е. ра.в
реше.впые относительно J, j, k формулы и ив вих а помощью (23Ь) 
апuоrичво поотроенпые формулы преобравова.иия: хоор;в;ина.т. 

Иs :всех этих форхул выпишеи для: примера тоJIЬко одну, хотора.а: 
паи впоСJiедствки понадобится: 

k = 1' sin f} sin ф + j' sin о cos ф + k' cos о. (26') 

§ 3. Векторное пронаведение 
12. Введение векториого проиаведев:ив. Под вenmopt.ы.fl про

vаведеиие.и двух векторов а и Ь понимают вектор, 1 ) модуль хотороrо 
равен шющади. nар'lллелоrрама., определя:е:коrо перемножn.емыми вехто· 
ракк, 2) s.оrорый перцен;u,и&улярен х плоскости этого nа.раллелоrра.:ка 
и 3} обращен в ту сторону, с которой вращеюrе по кратчаftmе:му пути 
от а 1. Ь пpe.�;cтaвJlJierca происходящим в положительвом направлении, 
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т. е. а, Ь в: :ве&тор-в:ро:из:ве,а:евв:е должны ооота.вл.кжь правую систе.ну. 
Еwш с - едввв:ч:вый вектор укма.в:иоrо ва.пра.в.nе:ии.я:, ro векторвое 

пропвве,а:евв:е 
с =  а Х  Ь = ab sin &с0• (27) 

Ориентироваввый na.pa.ueлorpa.и, опре,а:елв:еиы.й :ве:ктормш а и Ь, 
и88ШIВ.I6Т площадпой (Piangrбsse ), а вектор е - дополпительк-ым к вей 

вептором (Ergltnzung) (рис. 11). 

Дли вехториого проиsведевия ииеет иесто, соrла.сио (27), а.ссоцва.

т:ввИЪiй за:кон по отпошевию & ушrсщеивю па. еи.а...плр: 
(па) Х b = n (a X  Ь) = па х  Ь. 

Дыее пеет иоото дистрибутивкъ�й эа�>ок: 

а х <ь + с) = а х ь + а х  r,, (28) 

Д8ДЮ1. rеоиетрич:еское до:казате.п.с!l'Во этоrо закона. (рв:о. 1 2). Пре.ц

С!fавп себе трп вехтора а, Ь, е, исхо.цлщие ив тo'lltи О; овв: опре.це
Jiн:ют параиелепв:пе;а;. Грмъ Ь, с бу.цеи C'lii.TQ.ТЬ ero осно:вапхеи.  Ее 
диа.rов8JIЪю Ь + е, в:охо;а;ящей вв ТО'D\И О, в: вехторои а опреде.11иетсл 

.цваrо:ваnвая пломость парuJiелепипе;а;а.. 

с Переоеч:еи 'feJiepь napa.JIJie.лeпи-

Риа. 11. 

ne;a; ПJIОС&ОС':!!ЬЮ, перnевдикуларвой 

и. а. В сечении иы получ:ии na.pм

Jie.norpaи, сторо:аы :к.отороrо обозва.

чим через Ь' в с'; тоr;а;а длины сто

ров Ь' и с' и диаrо��Uи Ь' + с' про
порциоиа.JIЬВЫ пл:ощад.пи: rра.вей а, 
Ь и а, с и площади .цв:аrон.uьвоrо 
сечевил а (Ь + е). 

Ра.ссиотрии теnерь три вектор

ных проивве,цевм: а Х  Ь, а Х  с 
в. а Х  (Ь + с); предота��JШющие их 
ве&торы перпев;а;ии.уллрны и. rра.ваи 
а, Ь и а, е и диа.rоиа.львой ПJJ.ocи.ok 

ми а, (Ь + е) ; их длины пропорциова..nь:аы ШJ.оща.дни. Оде.цоватеJIЬво, 
а Х  Ь и а Х  с оnредеJIНют пара..nле.nоrрам, подобвый сечению Ь', е' 
и диагональ которого есть а Х (Ь + с). Но ;а;иаrоваJIЬ пара.JIJiелограи& 
ра:ввь. (каи. :ве.ктор) сумме :веttторов, образующих ero стороны. Теи самым 
диотрибутивиы:й заи.оп (28) до:к.азав. 

Между закощии векториого уи:иожевия векторов и обыквовевJiоrо 

уи:иожев.ил: c�UU.t�rpoв иие.ютсл: оJщцующве .  :в&жвейmв.е ра.в.шчил: 
1 .  Виеото кохиута:.rи:ввоrо вааtопа. иы им ее и альтерпативк�й ( anmu .. 

nоJСмутативп-ыА) аа"он: 
(29) 

та:к xa.r. при перестаиовке сои:иожпелей а и Ь папра.влевие ве&торе.

проивведен:ил ввиеилется: ва обратное.  
2.  ЕоJШ иввество пров:введеиие в одв:а ив соипоаителей (од:ив ив 

перпеидикудs:рвы:х :к. ве1.тору-проивведевию векторов), то ьтоrо еще ие 

,1,оотаточпо для одвовваtШоrо определения другого ооивожите.пн: ие суще
ствует делепия как действия, обратиого :векторпо:м:у умножению. 
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З. Ве&торвое проив:ведевве :может раввsи:ьса: BYJIIO без 'IOro, 'Ч'I'Обы 
равив.w:ся иу.11ю о.цин из сопожителей. Это имеет :иеото, когда. . sin fi = о, 
т. е. 11.0rда. ве&'Iоры пара.п.Jiе.п.вы (?>oЛJttиceaptt'Ьt). Услов«е ttapaЛJteль
ttocmu JQ}fX веа2'оров будет, тап:м образом, 

а Х Ь = О. 

(. Ве&торвое произведение ве&тора на са:моrо себ.��: равно пyJIIO : 

а х а = � �� 
5. Зрет:ик еще, что :возможво посJiедова'Iе.nьное :век.торное пере

:м:вожевие трех ве&торов, во в этом случае аосоциати:ввый за!tон ве 
имеет :места, т. е. 

а Х  (Ь Х е) :f (а Х Ь) Х с. 

Проще всеrо убе.цвжьса: в ьrои на првиере. Есв положим Ь = в., 
то правал: частъ веравенстве. обра:1итса: в :ау.nь, тогда. &а!. аевая ОТ.II:ИЧ:Иа. 
от нум, если: :ве&rоры с и а ве &0.11Jlи:аеарвы. 

ь 
Рис. 1211.. Рис. 12Ь. 

13. Прилоmев:u: :к иtхави:ке. а) Mo.AIO'itm сил-ы. Пусть одна И3 
«tочек О твердоrо 'Ie.lo. неподвижно ваsрешена; в точ&е · Р, ра.циус� 
вехтор &оторей оtносите.аьво точки О обоавачик через. r, nридожен& 
еи.uа F, обра.ау:ющаа: с ве&Iоро• r Yf0J1 D. Как ив:вестuо из .!tlехавв&и. 
nри вто• :воsвпает вращатеJLЬвый ко:мевт (Drehmoment), веJJич:ива. хо
тороrо будет rFsin 3, ооь - перпеп,цикуJiярва. & ПJ!ОСRостп, в которой 
лежат r и F, и ва.пра.в.певие :вращения совпадает с поJiоЖи'IеJLЬвым 
ва.пра.ВJiевнеи: yrJia. 3. Еоtесiвевво nозтоку представить .мо.ме'<m ,силы 
omнocumeль'ito то�"" ве"т'!Ро.к (рис. 13) 

m = r X F, (30) 

хоторый napaJIJieJieн оои :вращеввл и: ва.пра.ВJiеп в ту же сторону, что 
и ос;ь пра:воrо BJШ'Ia, вращаемого с помощью расс:им:ривае:м:оrо :момента. 



Э.ПВМЕНТЬl ВЕКТОРНОЙ А.ПГВВРЬ1 ( Г.П. I 

Опрu.в;е.вие11 ДJ!я т8JIOro предста:влевиа ЯВJJ:яетоs: и то, что по
строение реау.п:ьтврующеrо ио•евта ·по .JJ:BY!f .Ц!).tmьти ио•е.втаи осуще· 
отв.usетс.а: путем оу11мировавия пре.цста.в.nающих и:х: :векторов. 

д,1ш .в;оиа.вате.п:ьства. ва�е:rии, что, .в;м тоrо чтоiы ооццать )r&HIIЬ!Й 
•о•евт, можно пpoиaвoJI.bll.o выбр&.'fь тоЧJtу при.nожев:u.я. в плос11.00ти, 
перuев.циs.уларвой и ми иомепта. и проходищей через точку Q; тек 
еакw опа. бу.в;ет опре.в;е.пев:а. Мож:в.о, c.neдo:вaтeJI.bll.o, оС)зД&.ть два. 11о· 
хевта. m1 и nч около ptUmiilx осей, пра.11аrа.а соотве1отву..uщие силы F1 и F11 к одноl и той же точ�tе r примой, перпев:див.у.а.арь.ой и осам 
обоих моке:втов. Ес.uи 

m1 =r X F1• m8 = r X F8 

- иоиевты сил F 1 и F 11, то 
m = r X (1'1 +FJ 

- хоие:в.т их ре&у.Jfьтиру:ющей. По .циотрибуr:ивво:м:у 88.1!.ову (28) бу.в;ек 
'!for.в;a. ииеть: 

'Чек и .цоltа8ЬI.вается: :ве�tторВЪlй характер :м:оиевта. 
Ь) Тахzехциальная ct>opocm&. llo!IЬiтae:wcл: пре.в;ста.вить 1flЛаеую �mo

pocmь ве&торои u, пap8JU!eJiьвьt:v оси вращев.и�r, модуль которого и 

[ равен веJiичав:е угловой сrорости и ко
торый :вмес'fе с на.пра.влепи.еи :врз.щепя 
опре.цмает правы!t вuт. Тогда. хаха.н-лвбо 

< ТОЧJ.& М, ра.;цв.ус-:Ве:КТОр J.O'l'OpOЙ ОlИООВ • 
те.vъпо л.юбоlt точu 0, .uета.щей ва. оси 
:вращения, oбosвa.qav через r, И'>Iеет та:вгеu
циа..чьиу.ю cxopoon, по величине ра.вну.ю 
ttr sin (u, r). Та.вгев.цимьваа: схорос1ъ этой 
точ:хи, ра.соиатрив!l.е:мал: 11.a.s веитор. будет 
ра.виа. (рис. 14) 

(81) 

Рис. 18 Введение ве:tторэ. u будет ·ПОJiвоотью 
опра.в.в;аво, eCJtи опнть, пракеваJt .циотрибу
о.rиввый ааков (28), м.ы поRажеv, 'lTO ва.хо

ж.в;евие резуnтиру:ющей скорости .в;вух враща.тм:ьвьтх ,JJ;виzевий про:аз
во.в;итсл nyтev суиvиро.вавив: np�,ЦC'l'I.I.ВJia:.uщ:иx их вехторов. 

ВеиторiШЙ xapax:rep уr.11овой скорости хорошо уясвлетсн ва. хиве
хатич:есrоi теории .иаятниха Фylfo (рис. 15), хотора.в: :веоьиа поучи
те.u.на, ве01fотра ва. веудо:вnетворител:ьность ее с точu аревил иехавnи. 

Враща.тельиа.л: си.орооть аемли .ца.ется :вехторо:v: u, и:vеющии вапра.
ВJtеuе веивой оси SN и :веJiичиву 

21': t& = - · 24/' 
. В '!ОЧКе Р веивой поверх.вости, . rеоrрафичесмя широта которой 
рsвва <р, веи.тор u иоzет быть ра.аложев ва. два ко:v:цовев.та.: в ва.nра.
вяевии аеивоrо ра.цуса. и в вмtра.uев.ии &аеа:rеяъвой в. иерпди'l.эу; 
ве.пичииы этих и.о'fnопевтов ра.виы u sin -.р :и и cos ч>· На.ходпщиi!са в 
!!Очt.е Р ва.бJt:ю.в;�те.а:ь ве а&иеча.ет вра.щевив: твер.в;оrо тeJia, :пе:иа· 
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:��евно е:вsаа.нвоrо с эе:илей и ваходлщеrосл :вб.nиsи то'П!.и Р. Ес.11.и 
f&11 же .ва.хо,цитм ма.нтвиц, то шосхоот:ь его во.n&башdt двнжвтсл :ве 
т&li, ках те.по, веиnмевио с:внво.виое с зе:илей; напротив, ова ве вы
:вуж.цева участвовать во :вра.щевив охоло зевого радиуса. Наб.iюдате.�.�ь 
в Р sа.м:еgет поэтому (uжущеесл) вращевне oкOJio вемвоrо радиуса., 
:аа.пра,вле:впое � оторо:ву, обратную :вращению веклп, п скорость кото
роrо равна 

1 • � • U = 2t SID � = 24/о SШ � .  

Времл обращения м.аятиика Фуко равно 
т =  2r. = 24,. . 

11' sin '9 
U. При.Iо.же:u:е t.: z·еоиетрии. Пмщадl\а. У:ка.эы:ва.а: определение 

векторного проив:ве,цевВJl двух :ве&торов а и Ь, м:ы: ввели поввтие пло
щад�tt. Под nлощадкой в несколько более общем: сиысJiе буми повн-

u х 

Рис. 14. Рис. 15. 

иать часть щоскооти, ограпюrенно.ii за:иквуты:м контуром, .воторому 
nриписьmаетсн определенвое иапр8оВ.1Iение обхода. Так.ой площадке иы 
будем в аа.чеотве fJonмuume.nьnozo вектора првводитъ .в соответствие 
ве&тор, модуль которого равен площади. оrравичеввой контуром части 
W!Оскости, а. ваправлевие оовпа,цаеf с те:м папраuениеи иopм&.JUI 
к ПJIOOJtooти, к.оторое виеоте с па.пра.в.uепие:м: обхода по &Оl!Туру опре
деляет иравый вивт. (Эrим саиыи мы: устапавJiв:ваеи направление обхода 
д.пл па.раuе.поrраиа, ука.эавноrо ва рис. 1 1.) 

Мы будеи очитать равны::юr все ПJlОЩа,ц&В, которые .п:ежат в пapu
JieJiьНЪIX плосRОстнх, и:м:еют ра.вны:е площади и одв:о и то же напра
вление обхода. При изиевении в:anpa»JJe11JIJI обхода па обратное из:ме
внется и зв:ак площадки. 

Чтобы: обиаружить вепторн·ый характер площадок, с.nедует П()Rа
sатъ, что в качестве суммы двух nлощадоR f1 и f2 может б:ы:'Iь рас
сиатрива.еиа та , площадка f, допОJ!В:RТеJIЫI:Ы:Й вектор 1t RO'Юpoii есть 
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супа. .цопо.nвите.nьи:ых :векторов к f1 и f9• Ддл этого преобразуе:м шtо· 
щв.;r.вв 11 н 111 таи, '.lтоб» ови пpiШJlJIИ :вц д:вух прн:ио:уrолыm:&о.в, 
прв:иы:&ающих .цруr tt .цруrу :в.цоJIЬ л:ииии пересечевин их JLIIOcкooтeй 
по стороне, ;в;JJ.ВИа. ttОТорой р1!.1'1иа е.цивице (рио. 1 6). Д,!хиньr обеих других 
оторов прл:иоуrоJIЬRИRО:в чис.nев:в:о равны площа.цв:и прн:иоуГОJlыrиков. 
Естествевис приил.т:ь, что третья rрав:ь прл:м:ой приа:иы, опре.целае:м:ой 
вашими ;цву:ил прл:иоуrо.nьвика:ии, равна су:и:ие JLiloщaдoR f1 и f11. 
В са:ио:и деле, вектор f, допОJJ.ВИТеJIЬВ.Ы:Й & третьей rра.вв, рrо!ев суи�tе 
векторов f1 и f9, та.х U.R треуrольвn, обравовави:ый .цопоJm:ительпыив 
:ве:&тора.:ии к трем гравл:и првs:мы, :�tовrруэптев: сечению приs:мы и по.ау
ча.мм из поме.цв.еrо :вра.щевие::м па 90". 

J'eope..ua о поверхкости полиадра (:ивоrогравввка.) : три вектора а, Ь, с, 
иохо.цящне ив о.цв.ой . тоuв О, определяют, :вообще говоря, тетраэдр� 
Четыре грани ero будеи раосиа.три:ва.тъ nак JL11оща.дки и счит�ть ориев-

Рис. 16. Рве. 17. 

тиро:ва.вв.ы::ми та.:к, что иор:м:а.nи Jt вн:и, т. е. соответствующие �по.юш
теJ1ЬIIЬ1е вев.торы, обращеи:ы :н&ружу. Тог.ца сух](а трех перооешwщпо11 
в точttе О п.поща.цок (рис. 17) бт.цет р1!.1'1па 

{- са х ь + ь х с + с Х а), 
четверта.а: же ILIОЩа.дв.а равна 

1 1 
2 (а - Ь) Х (е - а) = 2 (а Х с - Ь Х с + Ь Х а) . 

Оледова.теJIЬIIО, стх:иа всех четырех п.пощадо&, т. е. орt1ентироеанная 
поеер�носпы. тетраэдра, раsка ну4ю. 

Точно таи. же равн.а K1J4'IO и . ориептированиая поверхн.оtти .всяJ>оzо 
aa.м"uymow пми�ра. Чтобы докагать эту теорему д.�я :в.ы:птuоrо по.JIИ
эдра.,. разбиваем ero ив &ав.ой�пбо :вхутреввеl точки па трехrраВВЬ1е 
пира:иидЬ1. Оум::ма. ориептировав:в:ых поверmостей всех этих пира.ищ 
р1!.1'1ва иу.nю. Ив этой сухиы ВЬ1nа.дают все не првва.дJJежащие поверх· 
пооти по.пиэ.и;ра. rра.ви, так в.а.к &8.2ЦЫ из них :встречается .В.Вa.atNi 
и пр.ито:и в обеп ориептацип. Дохазател:ьство этой теоремы A.JI.II певы· 
пyuoro nо.uэ.цра. по.пуч:итеа' JtS пре�ущеrо nутех :аеаив.чите.:а:ьm.tх 
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ив:иене:аd. ДОIМ&вва.х теоре:иа. допускает прооТQе .иехамичес."ое и.отм
"овани.е. Допустим, что по-11ивдр поrружеп :а жидкость и испытывает 
на своей по:верюiооти везде . одвваковоо удельное дllоВJ!евие. Тоr.ца. 
дапеиие па каждую rравь пре.цотавитсл ве:в.торо:и, доnо.пmrrе.пьиым: 
JS 1L1!0ЩII;Цl!.e; реву.пьтирующее .цамеиие па :всю nо:верхвооть бу.це� ра;вво, 
СJiедова.те.пьно, вулю. 

PasлoOICet�.ue площадпи t�.a кo.unot�.enm'!>'. Ео.пи ориентировать rраии 
любого тетраэдра. так, чтобы три иqр:иuи бши иаправлеиы виутрr., 
а четверта.х - наружу, то четвертал площа,цttа равна. оум::ие трех 
оотальв:ых. Тем oanat моща.д&а раз.uожепа. иа. ком:попе:в:ты по трех 
8а,д&JШЬI:И 1L1!001WCТJIJI. 

РаоомотрD тетраэдр о прв:мым трехrра.виым углом и nрикем вваDно 
перпеп.цuулв:р:в:ые ребра за оси оиотеиw: координат; тоrда rрмш, лежащие 
В :К.ООрди:в:а.ТПЫХ ПJIOCROOT.П, f 
в:вла:ютс.а: :к.омпо:в:ентахи qет
:вертой rрави. 

Каждую мощМ&у мож� 
во, таким обраэом, раз.uо
ЖJJТЬ ив. r.оmrов:ев:ты по трем 
вва.Rмио перпеидnулв:рНЬiм 
в.оор;а:ива.тиыи плоскоота:и, 
прое�tтирун ее па. эти nJioo
Roeти; при этом .цопОJIИИтель
иый х мощад&е вектор 
о,цоврехевво проектпроilа,. 
нием ив. три коордива.ткые 
осв paз.ua.I'aeroя па ооответ� 
ствующие компов:евтьr. 

Р 18 16. Объеи �ццра. . ис. • 
Если оонов!IJIИе (косоrо) цилип.цра (:uи прilзи:ы) sа.да.в:о цоща.дхой l, 
а ero о бразующа.я - векторОм s, '1'0 скылрвое проив:ве;а:евие 

f·s = У (32) 
дает "объеи. цпивдра." (ИJIИ призи.ы) (рис. 18). 

ДJrя: до&е.ва.те.пьотва. прове.цеи. ве&тор, допоЖRИТеJJ.ьиый 11. площQ.Дt.е f, 
тог� 

f·S = fs cos &, 
een f обовпа.ча.ет (поJIОжnтмьную) шоща.дь оонова.:н.иа, s - .цдину обр'!.· 
зующей, & - yro.11 ищу ве:&rоро:м, допо,mите.JtЬИ.Ыи. Jt f, и одв:ой из 
обре.вующ:r s. Пусть .ца.пее h.-:высота циJiипдра; тоrда. 

s cos 3 := ± k, 

f·s == ± fh. 

Пра.вм оторева предота.вuе:r иs:вестиое ив а.иемевта.рвой rеоиежрии 
выражепе .цu: объема ц11.1111Вдр&, притом с пол:ожите.иЬВЬIМ uи о:rри
цате.пьпык ав:ако:к, . смоrра: по току, образует .аи :ве�р. .цопоuитеJiьпый 
к f, о обра.sующей ЦИJiицра острый или тупой уго.а, оиотря: по тому, 
сле�овате.nьно, . опре.в;мает u ва.пра.в.иев:ие обхо,в;а ПJIОЩI\ЦП f о вв.пра
:в.иеииеи :ве�tтора. s nравый ИJIИ .ne:aьrl :вин7. 
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16. Тр•адр 11 качестве баа•еа. Пусть 1, j, k бy;a;J'.I! е.ц1ПlВ.ч:mе 
векторы: трD,цра., иа.пр8.В.!�ВИЫ:е тап. ze, :кы 06JI :е, у, # прооуrольв:ой 
правой оиотеиы коор.цвва.т; тоr;а;а. :вeuopme проD:tщцеИИ!I r.ащцы:х ,цвух 
иа этих eдИJIII1IJDП ве1торов будут иметь, ооrлмио · {29') и {27), 
ме;а;у:ющие аиачеиии: 

k i X i =j XJ = k X k == O; 
1 X j  == k, j Х 1 == -k, 
j X k = i ,  ' k  Х j = - i, 
k X I  = J ,  1 X k == .....;. j .  

(ЭВа) 

(33Ь) 

Фор:ку.вы: (SBb) леr&о аа.по1Ш11ть по о;а:е,цу:ю
ще:ку пра.:ви.ву: еми обоав:а.ч:и:к три топи оаруж
вости, с.11еду:ющие .цруr аа. .цруrом в по.в:ожи
те.иьв:ои 11аправ.вев:в:в: обхода, через i, j ,  k, то 
ве:&:ториое проDве,цевие двух e:цiiJDiiШiiiX векторов 
равио третье:ку со аиа&ом плюс JIJtИ :иииуо, смотра: 

Рис. 19. по то:иу, медуют JIИ соответствующие точки .цруr 
88. друt'ОМ. В __ ПОJIОЖИ:ТеJIЬВ:О:И ИJIИ ОТрИЦII.ТеJIЬВ:О:И. 

в:апр8.В.!ешtв (рис. 19). 
Ве&торв:ое произве.цев:ие двух вехторов: 

а = ia1 + Jaa + ka8, 
b = ib1 +JЬ11 + kb8, 

равно 
а Х  b = i  (t�sЬ8 - а8Ь2) +J (а8Ь1 - а,_Ь8) + k  (а1Ь11 - а2Ь1) 

JLilИ 
1 j k 

а Х Ь = а1 аа all .  
Ь1 Ьа Ьа 

3ueu.a а и Ь дву:ил е.цивич:ны:ми веи.тора.п: 
ao = i oos�1 +J cos �+kcos �., 
ьо = 1 cos �1 + J oos �. + k.:oos ���· 

ПO.IIJЧD, COl'.IMBO (27) : 
1 j k 

{84) 

ао Х Ь0 = с0 sin & = cos 111 oos ��g oos �. , {34') 
cos �� 006 ��� cos � 

оти.уда . 1 oos !Х11 cos а8 11 1 cos сж8 cos а1 111 1 oos «1 cos �Х9 11 
sш2 & = + , + . 008 ��� cos � cos �. cos �1 cos �1 cos �� 

Оу:им.у и.ва.дра.тов опре;а;е.tвтеJiей катрв:цы: обоавач:а.ют qs.cтo оо&ра� 
щевиоt кu "вадрат спой .иатрицы; о;а:е;а;о:вате.вьво, 

. 11 cos � oos ��g cos q8 11 • sш�Ц} = • cos �. oos fill 008 ��� (34") 
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Ашuоrичв:о хожпо иа.пиоа.ть, что 

(а Х Ь)11 = /1 �1 1 1 
При:пиха.я :во виихаиие, что 

. . , �  (а Х ьуа = a2bll sin2 {) = а2Ь2 - (аЬ)2 = аЬ 
a

b l Ь2 ' 

и заменяя оttа..пярные проиsведеиия векторов их коордипатвым:и выра
жепиям:и, мы придем 1t известиому тощцеству дежа.ццра (Legendre): 

11 al а. 2 аз ·\]в 
-
1 al2 + a22 + as2 a1bl а2Ь2 + авЬз l ш 

bl Ь2 bs 
- albl + а2Ь2 ааЬв bl2 Ь22 + Ьз2 . (34 ) 

17. Вве.цеиие RQBoro триз;t;ра в Rа'lестве баt�иса. Интересно про· 
о.nедитъ поведеиие вектороого произведения при :в:веде1ши повой .прям:о
уrоJiъвой системы координат. Введя !lеl)ольшое из:мепевие обозначениi!:, 
а. икевво, за:мщнrя i, j, k через i1, i2, i8, можно подожить: 

a = la1 +Ja2 +ka8 = � i11a�'- '  • р. 

Тогда 

Ь = ib1 +Jb2+k'Ъ8 = � i/J., • 
. , 

il 
(а Х Ь) = �  i,.a�'- Х � iJ»., = а1 

!-' v bl 

j2 
а2 
ь�� 

при мо:и равенства (33) за:мепнютсл сле)(ующи:ии :  

i з  
lls ' (35) 
ь!\ 

i�-' Х ifL = О ;  i�'- Х if'- + 1  = ifl-"+ 2 , (36) 

где индексы, большие трех, должны б:ыт:ь уменьшены па три е.ЦJШицы. 
Фор:муJIЪI (23а, Ь) ортоrова.аьиого преобраsова.вия та�tже м:оrут быть 

записаны в· более компактной форме. Если по.ложп (д.11я 11. = 1 ,  2, 3): 

cos а; = с 1' oos � = с 2' cos ., = с ..•• 1" 1" fL fL 1 1"  ""' 
то ми фор11улы nрим:ут вид: 

(37) 

nредст�ле� собой 

i' 1 i' 2 i' 3 
а Х Ь = ' 1 ' aJ а2 (13 • (88) 

l '  t/ . ' 
) ! � /);; 1 
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'1!. е. выра.аеви.t1 � веr.торв:оrо проиаведев:ия через 1.00рдииа.ты обва.
руаива.ют етрае-кие, не вагvсящее от teoopдv,.amкoa �.иы (в том 
пре.!ЩОJ!ОZе:в:ии, о;JtВако, что JЮОр.цив:а.wал система. пра.вал). 

Это обМ'ОJJ.'J!е.п.ство, вещюредствевио вшедеввое в:а.ми :иа в:еаа..ви
симости ве'&'.Юриоrо проиаведеииа: от выбора коорди:в:атвой оистеl(ъt, 
•оает бш.ъ в:роверево и о по:�tощью llоJП'ебраичео&их преобравоваmtй 
с.tедующии обра.ао:к. Проиавем соответствующие за.•еm в обеих ча.отлх 
ра.вевстве. (36), nOJ!yqии: 

опре· 

а' ' 1 
cl!l Cn C2s 1 а.�� а, 1 
С31 cl\2 Сев ь' 

1 ь' 
11 ь' 

11 
первый из r.оторых 

Са Оно� С1в 
D = CJil С211 cu 

с81 с82 с88 
есть onpe.�;e.tитe.m. ортоrоиа.пьвого преобразовавил (87) и, с.п:едова.
те.!ЬВо, равев: ± 1. о:котря по rо:иу, предот��оВ�Шет JIИ преобразовави:е 
:коор�ат чистое вращение 1L1Ut вращение с пооJщ��;ующим зерк.uьв:ы:и 
отобра.жевиеи. Позтоку (35) переходит :в 

1' 1 i' 1' 9 3 
1 1 1 

а Х  Ь = � i:a� Х � 1:ь: == ± 111 а2 а, ... • ь' ь' ь' 1 2 8 
С'ледователжо, правая -часто (36} ямяется t!;н.еариан.тхой толь#о 

по отношен.ию ,. чисти.и epaщextt.я..u. При зеркальных отобра.жевИI!Х 
она. :иевяет свой зиа.к.. 

Та:кв:х обрами :ttоор,�;ивм·иое выражение ве:&тор:в:оrо произве.цевиа 
в Jiевой хоор,ц.ииатв:ой сиоте:ие будет: 

i' 1' 1' 1 2 8 
а Х Ь == - а; а; а� { 38') 

ь' ь' ь' 1 2 • 
Это иепооре.цот:ве:нво с.tедует и из rеометрическ.оrо опре.цедевиа: век
rориоrо проивве.цеви.t�, ео.nи прИJiлть во :в:вимапие, что в девой 'Коор
,;ииа.тпой ов:отеке за.RО:В ум:иоае:виа: (36) .цошкев быть за.ие:нев о.nе
.IУЮЩВ:к: 

1, X t"' = 0, 1' X i' · '  
... "' "' v-+ 1 = - lp. + t '  {::19) 
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§ 4:. Проиаведеииа: более ч:еi двух векторов 

18. (Jиешаввое nроваведевие. Ооъе.м па_ра.4дедепипеда, опре
,�;е.ияе.м:оrо треия иохо,uщDи из одной точки О :векторап а, ь. е, 
:кожет быть вычис.nев ме.цующим. . образом:. Пара.пле.иоrра:и, оu:ре,це
.Jtв:ем:ы:й :вектораии а, Ь, будем: считать оово:в!IJlие:и; тогда ра:вевотьо 

f= a X b  

овре.Це.в:лет оововаиие, как nJioщa.дa:y, т. е. определяет и велачпу 
шоща.ди основавил и nоJiожевил ero в npocтplltllcтвe (рис. 20). 

Выра.жепе 

(a X b) · e = V (40) 
предота.вJiлет, ооr.11аоио (32), "ооъе.м" na
paддe.IJe.ttuneдa; 11Объеи" noJiy'laercв по
.tоzи:теJiьвыи или отрвцатеJI:ьвыи, СJ�отра 
по тожу, соота.ВJiяет .пи вектор, .цonoJI
нвтeJJыn.rJ к основанию, с третьии ре
брои е острый иJiи тупой угол, оио..rря 
по тому, о.nе.цо:ва.тельво, образуют ли 
три :вевтора а, Ь, е правую uи .tевую 
оиотеиу. 

Выра.жевие (а Х Ь) · е называет о а о•е-
mа.в:иыи проив.ве.цев:иеи трех вехторов а, а 
Ь, (': из ero rеоиетри'Iескоrо sпа.чевил Pnc. 20. 
следует, что все оиеша.ввые проиsведе· 
:пин, хакие можно образовать ив трех векторов, .цолжвы быть ра.ввы 
АРУГ .цруr.у, eCJIИ отu.еч:ыт от знuа.. 

В частности, 
(а Х Ь) ·с  = (Ь Х с) · а. =  (r, Х 3) • Ь, (41)  

тап """ *Pf' ц�кдичес�оii . пврестан.овке mpea: ве�>торов t�равая система 
tlepea:oдum в •равую, левая систе.ма - в  левую. 

Перест8.8J111в: в сре;цllем выражении сомножители скадярпоrо проиs
ве.цевия, получаем: 

(41') 
та.в.ии образок при одной и той же помедовате.nьпооти каожителей 
о&&ириое в: векторное уииожев:ил: иоrут быть за.иеиены ,11;pyr ;r,pyroи 1). 

1) Фор:иу.nа (41) дает возкожиость ва.:иеиитъ nриведеиное выше геоиетри· 
чеохое докавате.nьотво ра.опреде.nвтельностu вектораого пронаведения (11) 
медующнм: тождество 

(х Х а)·(Ь + с) = \х Х аН• + {х Х а)•е 
(выражающее распреде.nите.JJ.ьный аа:кон для: сitа.лярного проивведевая) u:ожет 
быть nереписаио, coг.JJ.acs.o (4.1), в с.п&дующеll виде: 

Х• {а х (Ь + с)} = Х•(а Х Ь) + Х•(а х с),, 

оТВ::JД& '8 CRJIJ ПрОИЗВОJ!ЫiОС.ТИ B&l\'.TOpa. :S. Mll.,!lfeT: 
а Х (Ь + с) = а ХЬ + а  Х е. 

· лри11.. pei!. 
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Оо.цержм11е обоих DТП пре.ц.uожеИD.Й обычв:о иа.аывают 1�равtмом 
перестановц. Ес.п ввести ,цдя cxema.вJloro про118ве.цевиа СJiедующее 
особое об'овиа.чеиие: 

(а Х Ь) • е  = [аЬс], 
то цля веци�УКческих nерестаиовок будем ихе�ь: 

[abr-] = - [Ьас] . ( 41") 

Оиешаииое npo118JЩIJ;eпиe трех векторов, :модули и.оrорых не равны 
вужю, обращается в иу.аь в том и тоn:ко в том случае, JtOr,цa ::�ти 
векторы по . .тмакарнъ�. 

Тра иеJtО)ШJIМ!арвых вектора а, Ь, е определяют mempn. 9дJJ, "о6ъе:и" 
JtOToporo роеп 

EcJiи обооиачик ходули веиторов а, Ь, с через а, Ь, с, их едииичв:ые 
:ве&торы через а0, Ь0, со, то П!)J.IТЧим: 

1 
Vo = в аЪс [а.ОЬ0с0] .  (42) 

Выражевие [а,ОЬ0с0] :вав.ы:вается по Штау,цту (Staudt) сt�жJсо.м 
тре:трапко�о ума; зто вав:вав:ие им:еет свое опра:вдаиие в ан:а.лоrии 
фopvyJ.tы (42) с форку.пой .ц.пя площади ш1оскоrо треуголъви�tа: 

А == t аЬ sin 'r· 
19. Координатвое выражение �в: сиеша.вноrо проиаве��;ении. 

Если 
а = 1а1 + ja11 + kqs, 
Ь = ib1 +JЬ2+kЬ8, 
с = io1 + jc11 + kc8, 

то, noJJaraя, ч.то векторы а, Ь, с образуют nравую систему, будех иметь: 

1 j k 
а · (Ь Х е) =- (la1 +j� + ka8) • Ьз ь2 Ьа , 

01 CJ Св 
и, cJJeAO�e�ьno, 

ai ag as 
[а.Ь�] = bl ь2 Ьs (48) 

01 02 Cs 
В ча.о!l.'llости, . с:мешав:вое провs:ведевие е.цииичвых :векторов правой 

систе� будет равно 
[ijk] = l . (44) 

Из своiств оnределите.1н (48) сле.цтет оnять теорем& о перестаиовке 
и уо.ао:вие д.1.11 обращенин с:мешаввого пропаве,цеШJя в вуn. 
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С помощью oмemaiШoro проив:ведевu моаш:о и тождество (5) 
vl a:l У1 81 
v2 Xg Yi. z2 = 0  
Vз ха Ув zв 
v4 х4 у, z4 

привести к ново:\lу :ваду, не зависящему от системы коордив.ат. Раа.ло
жевие по эJJементам первого столбца дает: 

v1 [v2v8v,J - v2 (v8v4v1] + 1-·8 tv�v1v2] - v� (v1v2v8] = () .  (45) 

20. Опреде�mтель Гра.ма.. Смешаввое nроnзведеiше трех nекто
ров а., Ь, с было выражено :в (43) через nрюrоуrольвые коордnваты 
этих трех :вевторов. Мы може:и освободиться от системм координат, 
nоаво)Iн обе час'Iи (48) в к:ва)Iра'l' и иреобразуя правую часn IIOJI)'· 

чепвоrо pa:neпc:ma с помощью теоремы .\an:Jta.ca об ум:иожев:ии опре· 
делителей (в следующих в:иже сум>rах индексы опущены): 

! � (t2 � аЬ � ас 
tn.be]:Э = � Ьа � Ь2 � Ьс • 

� fШ � сЬ � с2 
Элементы оnредеJiителв: су·rь скаирnъiе проив:ведепия векторов а, Ь, ��, 

с.11едователъв:о, 
tl · a  а · Ь  t1 • t•. 

[a.b�J2 = Ь · а ь . ь  b · l� (46) 
С • &  (\ •Ь  C • r,  

Этот определитель яазываетол мределите.11ем Грама дл11 векто
ров а, Ь, е. Ои остается беs иsмеиенив: при переотановке каких-либо 
.цвух из них; а.лuоrичпую, в:есхолько бо.nее общую, форvулу можно 
получить для произведений двух схеmавньtх векторных произведений . 
Еелп, cdrnacl!o ( 43), 1 1 1 ' 

al а2 аз 1 
[а'Ь'с

'
) = ь' ь' ь' i 1 2 

с� / 1 1 
ct са 

будет смешмпое проиаведепе векторов а', Ь', е', 
ЛаПJiаса об умножении опреде4ителей 

то по теореvе 

? 1 1 ·� аа' � аЬ' � ас' al а, а в al а2 а а 
[аЬ�] [а'Ь' с'] = ьl ь2 Ьs ь' 1 ь' 

2 ·ь' 8 = � Ьа' � ЬЬ' 
� Ьс' ' ' 1 

CL с\! Св 01 с2 Са � са' � оЬ' � со' 
ИJIИ 

! В.• а.' а· Ь' •· •' 1 
[аЬ�] [а'Ь'с'] = Ь · а' Ь · Ь' Ь·  с' • (46') 

е • а' С •  Ь' \, . t�' 
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Опреде.аитеАь Гра.ха встре't&етсв:, например, в ацаче о sычшмиии 
4e#fnopa r по трем аада?tкы.н fЖМЯJЖЫАJ проиавед�тия.н. ПуС?:ь 

r•& = u, r·b = v, r •t == tv, (47} 

r"Ae а, Ь, r. оуть да.в:ные некокuаиа.рвые векторы, и, fJ, w - данвые 
схuяры. Мы можек rorдa выра.эвть r .1авейво черев а, Ь, t: 

r = a:a + yb +;e. 

ДJ!а: опре)!;еле!ШЛ иеизвеотны:х па.ра.хетров �. у, z укв:оuк &то 
Jравиеиие схма:рв:о ва а, Ь, r.; получе.е:к: 

и =  ха· а + уа·Ь +  .ra • e, 
t· = х� а +  уЬ • Ь + .rb • е, 

w =  xc· a+ Y� ·b+ se •e. 
JICIJliOЧU 118 МИХ ура.вВ:еRIIЙ Х, у, z, П()Jlf'ШK: 

r а Ь е 
tt· а ·а.  а · Ь  &• С. 

f) Ь·а.  ь . ь  Ь • е  
to С • &  с·Ь С • С  

0'fсю�а.. соrл:а.оио (46), саедует: 
а ь 

1 а•а  а •Ь  
r =  [abcJii Ь · а.  Ь · Ь  

- о .  

t о 
а • е  "' 

Ь • е  f) 
е • а  С • Ь  C • t W 

(4:8} 

(4:8') 

Ta.lth' образо:к за,.цача, мгебраичес:sи оводяща.асв: :в реmеии.ю сиотеиы 
трех пнейвш: урuв:еиий, раsрешеиа в форхе, :не зuисв:щей от :воор.ци
ватиой систе:иы. Оrравич.еиие, сооrощее в том, ttтO вsторы а, Ь, е 
векоlfШiа.ва.риъ'l: :и, медо.вате.п.но, о:иешаииое проиеедеиие их oтJJJIЧ.Иo 
от :иум, oв.a.sьmae'IOJI веобхо;цю�ы:к и доотатоuык уwовиек дл:а: оущ&· 
ствова:в:вв: одв:оз:в:а.uоrо решения. 

21 .  Двойное вехторвое проив:ве,��.евве. Вехторное у:ииожеиве �о· 
пуохает образование произведений более qем ,ц:вух wоаие.лей. Рас· 
скотрим, ка.прииер, вехтор а Х  (Ь Х с); оп перпен.цику.u.в:рев R а 
и: (Ь Х с), медо:ва'Iе.аь:в.о, лежвт в плооttооти Ь, с и :иожет быть пред· 
ставлев .в виде (рис. .21 ): 

a X (b X t) = >-b + JJ.t. (49) 
А!-\ -два оМJI.а:рвых :киожитеяя, опреде.вевие :к.оторых предсТ&В.11Ле1'еs: 
веожцаввык обраsои в:есхолыrо затрудвительвы:и. 

В чаотвои СЛ:ТIJ&е, ROrдa. а = Ь, ми: квожи.'!еп •ожн:о оn-qеделиь 
с по•ощью меду.ющеrо rео:м:етричесхоrо рассуждениа:. Вехтор Ь Х (Ь Х е) 
лежит в uоохооти Ь, с, перпе:в:дикулнрев :tt Ь, и его иоду.п. ра.:вев 
Ь2о sin & (рис. 22а). Д.Uивы ero мхпов:ев.то:в no ва.nра.:в.nеииаи, парал
:а:елъвыи :вектора. и Ь и - е, равны Ьtо cos \) и Ьйо (рис. 22Ь ), медова.
:rеJiьво, 
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Точио тах ze получаем: 

е Х (Ь Х t) = (e. · e.) b - (b · e.) с. 
С помощью этих .цвух фор11:ул иожво опре.цмитъ А и 11- и в общем 

С.�уча.е. Для этого рrвожии уравнение ( 49) окалврио па Ь и ва. с. 
В первом случае получаем: 

i. (b· b) + �Jo  (Ь · с) = а Х (Ь Х е.)· Ь = 
= а•(Ь Х е.) Х Ь = [nрв.внло nepooтв.иo»Ril (41)] 
= а· \ (Ь ·Ь) с - (Ь • с) Ь}, 

с.1.1едовательио, 

А (Ь · Ь) + 11- (Ь · е.) = (а.• е) (Ь· Ь) - (а.• Ь) (Ь· с); 
точно 'I&Jt же во втором муча.е будем иметь: 

Л (b • r.) + !�- (с • е) = (а•е) (Ь • с) - (а·Ь) (е. · с); 
ив этих уравнений ва.хо}\и:м: 

Л = а· r.; .р. = - а · Ь. 
Вместе с тем nолуч:м:и теорему о разложен.ии: 

а Х  (Ь Х с) = (а · с) Ь - (а• Ь) с. (50) 
:Между разJIИЧНЬJ:}(И: двойными: векторвыхи: 

проивведепип:ии, которые :иогут быть обравова.пы a•jbxc1 ив трех векторов при равном порндRе м:иожи:� 

Ьхс 

reлefl, имеет место соотношение: 
Рис. 21. ttX(bXc) + ЬХ(сХа) + сХ(аХЬ) = о, (51) 

справе,д.11ивооть которого можно сейча.с же обнаружить с поиощыо 
reopevъr о р&ВJiожепип. 

Ь•с 

Рис 22а. Рис. 22Ь. 

Это равенство имеет следующее геометрическое в:в:ачение. Каждое 
из трех cJiaгa.e)fЫX левой части есть вектор, лежащий в одной li3 rра.ней 
трехгра.ння.ttа а, Ь, е и Jiерпендnулнрный 1t третьему ребру. Эти три 
веJtтора., хоторые иы обозначим через а', Ь', е', лежат в одной пло
сJtости Е. Представим себе теперь, что около вершины трехгра.н:в:ика., 
tta.tt центра, опиоаи шар; тогда три высоты сферичео:кого треуrольнпха, 
определнемоrо векторами а, Ь, с, лежат на трех больших :круrа.х, 
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п0.11100ы иоторш опрвхелл:ютс.s: :векторами а', Ь', е'. Эти три :высоm 
пересе:ка.ютсл в о.цв:оi точхе, а в:невво -- в подiЮе росхости Е. 

Теоре.-у о ра.вдожевии •оашо хо:ка.вать и :короче, че• :в д&JШом здесь 
rеометрв.чесм:м: выводе, отпооя вехтор а, Х (Ь Х r,) к триэдру i, j, k 
и вmис.11аа ero коордива.ты. 

22. Проеведении четырех векторов. Произ:ве,цепив: четырех век
торов моrут быть вьrtИСJlевы о помощью теоремы о переота.новке и тео
ре11Ы о равдожепи. Так, 

(а Х  b)• (r. Х d) == &.• {Ь  Х (� Х d)} = a • { (b·d) е - (Ь ·с) d} 
иu 

(52) 

* Укажем вывод фор:муJJы (б2), ne оnира.ющиilсв: ва формулу ра8-
Jtожев:иа. 

У:мв.ожал: обе части {49) па. а, пОJiуч:вм: 

)..a. ·b + }l-a• e = O, 

rде v - вемторый о:калар, хотор:ый может зависеть от ,векторов а, Ь, ,. • 
Пoдc!l'&ВJIJ:IЛ в· (4.9) ПОJIТ16В:Въtе выражеШJ:JI ДJIJI ). и р. и тм:вожаа ()00 
части на. произволъиый :м:Rтор d, nOJiyпм: 1 а•е a.d / 

(a X b) · (c X d) = Ь · е b ·d v (a, Ь, с) . 

:Мевал в этом '!ож,цестве векторы с и d места;!lи, поJiучим: 

11 (а, Ь, с) = v (а, Ь, d), 
т .  е. 

(а Х Ь) ·(� Х d) = 1 ::: ::: l vr(a, Ь) . 

:Иевла в этох тождестве местами па.ру вехторов а, Ь о парой е, d, 
получик : 

v (а, b) = v  (е, d), 

т. е. CкaJiap 11 вева:в:исим от выбора векторов а, Ь. 
Выбирм вев:торы а,. Ь, е, d тах, . чтобы · 

DOJI}ЧИJf, ЧТО 

а2 = Ь11 = 1, а ·Ь = О, 
� = а, b = d, 

v = l . 

Jleno :ви.цеть, что форму.11.у раз.nожевиs: (бО) :ножво рассматри:ва.ть :как 
сJiе,цотвие ра.ва.виой в.цесь фор•уJJы (52), сле,qет толыtо "сохра.тить" 
на пров:звОJiъвый вектор d *. 
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llровuе,цеиие (а Х Ь) Х (е Х d) кожв:о ра.сока.трива.ть :sак ,J;Dohoe 
векторное npnasвe.цeJШe иnожитеJiей а. Х Ь, е, d и :вышмить с nоиощью 
теореиы о p!WloateJШи: 

(а Х Ь) Х (е Х d) = {(а.Х b) ·d) с - {(а. Х Ь)· е} d = 
= [аЬd] с - [abr.] d .  (53а.) 

Второй опоооб :вычимепия nоАучаеи, ра.сома.тривал проиsве.цепие че
тырех вехторов :&а.к ,цвойпое :веRторвое 
произве.цеnие ипожителей а, Ь, е Х d. 
В ЭТОИ CJiyчa.e ПОJljЧ8.0И: r 

(a X b) X (c X d) =  
= [аеd]".Ь - [bed] а. (53Ь) 

llриравJШВа.а пра:вые час'I:И, по.иутmи 
тож,цество (45), с:вазыва;ющее четыре 
произво.иЬRЫХ вектора. 

23. Приложевии: в: rеоиетрви о 
праиоl и плоскости. Авал:итиче- Рио. 23. 
c.Jtyю rеоvетрию прниой и шоскооти 
иожво nостроить поJцюотъю с по-
:иощыо pa.coиoтpeiiJI.blx :выше ието.цов векторпой амебры, если tоа:нсдую 
tn(Ntf{l простраш:тва опредмять ве 
ее ,цеJШртовыив коор.циамаии, а. ее 
радиусом-еептором. 

Мы ограJШчв.м:оа: · эдесь уRа.sа.:в:иеи 
только веокоJiъв.вх возможных при.ао· 
.ж:е:ни.й: а.) ЕсАи а и Ь - радиусы-век
торы двух точеJt А. н В проотра.:в:· 
ства., то ра.,цпус-вектор r &ar.ol!-.lnбo 
точ:&и Р nрямой АВ опредеJiа:еток И3 
ус.иовив: (рис. 23) 

r - а = Л (Ь - а), 
где Л-:м:в:оzите.пь nропорционаJiьв:ости. 
С:Ле;в;оватеJ!ьво, 

r = (l ...... Л) а + >-ь 
предстамает уравпен.ие прямой АВ 
в пара.иетриtЮс1&ой фор.ие. Оно иожвт 
быть .приведево к ви.цу: 

r =pa + qb 
с ,цобавочв.:ьnr умовнем 

P + q = l ,  
или также R виду: т э. пЬ r = -т-':-�,.- ' 

о 
Рис. 24. 

n причем: т ес-ть отношение, в r.оторох точ&а. Р .и;е.в:ит отреаоr. А. В. Это 
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:вырааевие иожет быть истоJlJtОВ&Ио в :ке:mнич:есп: Р есть цен.tпр тя
�и �ух :касс т в n, :в:ахо,в;нщихол: в тоuм: .А и В. � 

Ь) Ео.п а, Ь, с - р�Цв:усы�:вехторы трех roчe:Jt .А, В, О, то piWIJc· 
В81t'Юр r М1tОЙ•.11ИОО ТОЧitИ ПJIOCltOCТИ .АВО onpeдe.lllle'roЛ )"C.llOBИeK 
(рис. 24} 

r - a ==  Л (Ь - в) + р. (с - а.), 

r;a;e >.. и !" - nе.ра.кетры. Уравнение nлоопости, nрохо;u;ащей через три 
rо-.ши А, В, О в пара.нетри�еской фор.ме бу,в;ет тоr,в;а ииетъ вц: 

l 

Рве. 25. 

r ==pa + qЪ+re 

с ;а;об&вочвыи условием 

P + !l + r = l. 

Условие тоrо, что ховвчвыв точu 
qет:ыреJ ра.циуоов-ве:&торов а, Ь, е, d 

У .лежат в о,в;иоlt пдосвост:и, бу�ет: 

ра.+ qb + rc +вd = O  

с ,;обавочвы:м: умо:виек 

J) + q +r+s= O. 

Вез помощи па.ра.кетро:в уравне;"itе tмОс�ости. nрохо.цщей через 
три топи А, В, О, может бЬ1'1Ъ иапиеа.по в вще: 

[r - a, Ь - а, е - &} = 0  

[rbe] + [rca] + [rab] = аЬс. 

с) Чтобы ПQ.Jlf'IJIТЬ ура.в:u:е:в:ие uос:кооти .в иор.налько4 форж Гесса, 
обоаиа.чи:м: через no едв:в:ичиый вектор иорма.nи к uоокооти, ваправ.!lеmп.tй 
:в "У '!аотъ простра.иотва, г.це ве дежит :в:а.ча.;u;им тоuа., а ра.сотоав:ае 
плос1t0ст:и от ва.ча.ш.вой точки - 'Iерев р. Ewzи r- ра.що-ве:sтор :кноJ
.-.:ибо точки Р плоохооти, то (рис. 25) nрое:хци:а: r па n :кu ра.в ра.впе. р, 
•· оде.цо:ва.те;пыJ.о, 

r ·n°-p == 0  

еСТЬ 'f�ВеВВ:е ПJIOCltOOТИ. ЕодВ: 1'' - ра,.цв.ус-:ВеJt'iОр 1.8.1tОЙ•.ПбО :Ве nри
JJа.;Q6Ж&ЩеЙ WlOOROCTИ 'iOЧJtИ Q, ТО ре.веВСТВО 

r' ·n -p =- d  

,.foe'l' раоотоапе 'l'ОЧКВ: Q от по�ос.ООти. 



§ 4. ]  ПРОИЗВЕДЕНИЯ БОЛЕЕ ЧЕМ ДВУХ ВЕКТОР.ОВ 4.7 
d) Плю1пtероеа фор.ма урмнепия пр�М�ой 1). Для :всех точ:ех nрн· 

хо:й, имеющей ваnра.вление вектора а, векторное nроизведение ра.циуса.
ве�tтора r на а одпо и то же (рис. 26); СJiедова.те.выrо, 

r x a = b  

есть уравпение пра\fой, eCJiи а 11 Ь - ;цва. :ве�:tтора, с:внза.ШI:ы.х ус.ловие1r 

tt•b = O  

В В ОСТ8.11Ьl!О:М совершенно про:ИЗВОJlЬП:ЫХ. Ji�ордппа.ты BeRTOpOB а И Ь 
сужъ ·nлю?�Жероеъ� поордипат-ы пря.мой; ов.11 однородны и содержат про
извоJIЬи.ьtй инож.итель пропорциональнооти. Этот ипожитель опреде.nитсн, 
eCJtи допустить, вапри:мер, ч:то а - еднпич:вый ·вектор. 

е) Нор:мальвав: фор :м а Гесса д.nл уравнения плоскости пosвoJlJieт 
усмотреть геометрически, что задача опредеJ!енин одного из соиножи• 
телей r СRЫа:рв.оrо произ:ведевин, ава.ч:еиие 
которого дано, имеет оо2 решений. Точно та.& 
же из п.nю:ккерова. ура.вненин nряиой стано
:вижсн rеокетрич:ески очевидно, что оnре.це.ление 
о�поrо И3 оо:шожителей хuоrо-.либо векторного 
npoиsвe�eRИll вовможно оо1 способами. Аме
бра.ичеСJtОй задаче ...- разрешить отпосвте�ъв:о r 
оба. ура.пе:вил: 

r Х а = Ь (а·Ь  = 0), 
r ·n·=p 

ь / 

P.sc. 26. 

-:МОЖ!IО nрца.ть rеоиетричеспй см::ыСJJ.: опре,��;елитъ тоqку пересечения 
ПрЯМОЙ С ПJ!ОСКОСТЪЮ, 

Проще всего nритти R решению втой ва.да.чи, у:мв.ожа.п nервое ура.в� 
в:ение ве:ttтор:в:о на. n: 

n Х (r Х а) = n Х Ь. 
По теореие о ра.&11ОЖенив ииее:и: 

r (n•a) - ap = n  Х Ь 
ИJIJI 

f) Ана.Jiоrич:ная задача, а.- именно опре.це.в:ение вектора ·  r ив трех 
сnuнр:в:ых проиsведений: 

r · a = t�, r ·b = t', r • c =  w, 
уже .бша решена в 20 в свнви с определителеи Граиа.. Ее rеоме
трnесuй смыСJt - определение точ::sи пересеченИЯ трех nJJ.оско
стей. Ус.nовие [а.Ьс] ф О, .&аторое, хак мы это таи нanL1Iи, яыаетсл 
веобхе,цJПfШI и доста.то'!1Шv: дmt одповв:ачвости решения, выражает, 

Ч Ср, L. 8ohrut1«l, Elemente der hбhereu :Ы:a.thematlk, 1921, стр. 496. В. lJ.Ia.шtte, Диферевциа.а:ьва.а ·rеохетр:а.а, Главпав ре.цакциs: о6щете:хвв'lе· 
окоl .111U'ературы и вохоrрафии, 1985. 



ЭЛЕ:М:ЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ !ГЛ. J 
ttтo ваправлевив: вориuей к трем: пJIОсJЮСтяи ве доJIЖIШ быть 
&OIIШIO.BВ.piПiO(И И1 CJI!.\ДOB&TeJIЬBO, СЭ.ИИ ШIOCROOT'II ие ДОJIЖIШ бЫ'IЬ 
пapUJieJIЬIШIIИ одной прииой. 

24. Вааи:пв:ые еиетеиы. Две основвые систеиы ве:кторо:в а, Ь, е 
и а*, Ь*, с* паЗLiваются вва:в:пньum:, eCJiи ребра трехграшrика, обра
зованиого вехторами одной систеиы, nepnenдИRyupвъt х гра.uик трех
rраинИRа, образованиого вехторами другой, - свойство, uк извест:в:о, 
взаимное, - и  если, ttpoмe того, ие.щцт па.праuеииями в :иеж.цу в�и
чиво.ии обеих троек векторов ииеют хесто иеRОторые опреде.nевные 
ниже зависимости. 

Условии перпев.цп.улярв:ости &аждоrо из вехторов второго базиса 
а*, Ь*, е* к соответствующей паре векторов первого базиса. а, Ь, е суть: 

n* • b  = О, Ь* ·а = О, е* • а  == О, 

а* • е  = 0, Ь*· е = О, е*• Ь  = 0. 
(54а) 

Переста;в:овха этих равенств позвоuет ааuюпп, что, JtaJt уже бwQ 
упоиmуто выше, и :ка.ж,цый :вектор первого базиса перпев.цикуuреи 
к соответствующей па.ре векторов :второго: 

а· Ь* =  О, Ь ·а* = О, С •&* = О, 

a · r.* = O, b · r.* == O, с ·Ь* = О. 
(54Ъ) 

Совершепво очевидно, что векторы ка.ждой ив втих оисте.м: пропорцио
ва..пьвы вехторвыи произведенили соответствующих пар векторов дру· 
гой сИстеиы. Д;s.н. опредеJiепия Olt8.J.U{pИъtt ивожвтелей пропорциова.uь
пооти, RОТорые :в o.nyqa�, коr.в;а. одва ив оиооrе:м: вадв.иа.,. характеризуют 
иoдy.JUI в вапраВJiев:ии ве1tторов другой (взаиивоl) оиоте:м:ы, приие:м: 
о.пе,цующи:е ооотвошев:иа: 

(55) 

Основвые Bell.l'opы второго базиса. иЬrут быть теперь, tог.иасво -(Ма.) 
и (55), выра.жевы ttepeв основвые векторы nервого базиса. СJiе,цующии 
обра.во:м:: 

* }1 Х с Ь* с Х а  * а Х Ь (бG ) а = 
[abr) ; = [а'Ьс) ; 0 = {аЬе]- ' 

а 

и соответствепв:о основвые векторы первого базиса. - через основвые 
:векторы второго: 

� х �  � х �  � x v  
а = {a•h*e*] i Ь = ·(а•Ь*�] ;. с = (а�с•} . (56Ъ) 

Ве:кторы, опредеuе:мые фор:му.пап (56а.), (56Ь), у,цов.петворяют соотпо
mев:ияи (54} и (55). Это :м:ожио тотчас .же проверить о поиощыо овойств 
оиеmа.ввоrо проиаведеиия, jииожал, ва.при:м:ер, первое ив равенств (56а.) 
си.аuрво па. а, ва.те:м: в а. Ь .  и па. с. )(u того Ч'.Юбы д.пя да.ивоrо базиса 
оущеотво:вu одвоsва.чво опреде.певвый :вааиипый о нии базис, иеобхо
,ци:ио и достаточно, ttтобы си:еmа.пое произведение освовпых :векторов 
.цв.ивого базиса. бы.по от.nичио от ву.пя, т. е. чтобы вти оово:вm.rе век
�орът бы.пи веко:м:п.па.варпы. 



ПРОИЗВЕДЕНИЯ БОЛЕЕ ЧЕМ ДВУХ BERTOPOB 

Уодовия (1>5) п:еют простое rео:иетр:ичео:кое аиа.чевие; раз·ы�:оииv: 
ero в& nрихере ра:вевоnn. е • с* - 1. EoJiи обоsиа.чик :иоду.пи векторов с1 
и <·* через с и с*, а угол :иеж,цу в:в:хв - через "f, то (рис. 27) 

CC*•OOS Т =  1 ;  

векторы с и е* образуют, СJiе,цовательпо, острый: yro.:a. Этиv, ео.пи 
считать о:исте:иу а, Ь, с за..цан:в:ой, уже впоJШе уота.в:а.влива.ется :иапра· 
вJiекв:е вектора с*; а.в:uоrичво 
устав:&ВJlll:ва.ютм в напра.вJJ.еиия 
:векторов а* и Ь*. Если обозна
чим: дaJiee черев 7� = с  cos т вы
соту пар��лелепипеда (построев:
nоrо на векторэ.х а, Ь, с), па
ра.uельв:ую вев.тору с*, то 

c*lt = 1 ;  

тех са:иым опредмены и ходуди 
векторов а*, Ь*, с*: они раввы 
обратш.nr ввачевнни па.ра.nлель
:иых их высот пара.uелепнпеда 
а, Ь, е. Аныогnчв:ые ооотвоmе-
в:ия будут подучев:ы и при ва:ме- Рис. 27. 
в:е одв;ой системы друго:R. 

Простая зависимость существ}·ет 11 ,хежду объеvмrи nараллме
nиuедов: 

V = [аЬ�] и V* = [а*Ь*с*], 

оnределне:vых обеи»и осuовны»и с:истежа.:ми. Ео.n:и преобраауе:м ра.
вепство 

[а*Ь*с*] = а*· (Ь* Х с*) 

с rrоиощъю двrх поСJiе.цшrх соотношений (56а) n (53а): 

[а*Ь*"*] _ а* · (с Х n) Х (а Х Ь) = а* ·  · '' - · [abcj2 [ 

то no (55) тотчас же nол�·qии: 

[аЬ�:�] [а*Ь*с•] = 1 (57) или 
VV* = l. (57') 

Из (57; мошио, кроме того, вывессrи немыоважное СJiедствие, что 
:взаиив:ые основные систе:мы JШбо . обе nравые, либо обе левые системы. 

Раоо11:отренные в 8 триз.цры яв.nа:ютои едииоnепны:м:и освовв:ыии 
СIIСТема.ии, uоторы.е вsап:в.ы сами о собой. 

2о. При.;rо асевие вааиии.ых систеи. Чтобы дать первое прuоже
нне вsаимных систем,.  раоскотрюr опов-а уже в:еоднокра.тно равбира.в
шуюои в:а»и задачу, а ииепно: о:rнеое:в:nе вектора r к. бааису а, Ь, е, 
'r. е. пре,цсrавдение его в виде линейнон ком:бипа.цiШ векторов а, Ь, с (4:): 

r = ха + уЬ + Z<'·. (58) 
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Чхс.па. а:, у, е коаm:о иа.йn . с.в:е.Цу.ющик обраво:и: попожв:и (58) 

о&а..nарно иа.- основные вехторы а*, Ь*, е-* 1\SIIJIIШOro базиса.; по.nучаек: 

r · a* == х; r•b* = y; r•e* == e. (59) 
lloop&uuamы вептора r отиооительио бааиоа а, Ь, е представля10m, 

тапи.u аораго.и, спмяриые проивведеиия вef>lhiOpa r ,ua осиовные веп· 
торы вааи.ииоw ошшса &*, Ь*, с*. 

Виесже с те:и :и:ы: по.в:уч:ае:и одедующее mоiЖiдество: 

r = (r•a*) а +  (r·b*) Ь + Cr• c*) t, (6Оа) 
uи, опуск.а.а сtобки, 

r =  r · a* a + r·b* b + r • c* е, 
что :ио.жио написать и в 'ia&OX виде: 

r = a a*·r + Ь b*·r + е  c*• r. 

§ о. Неопределеииое проиsведеиие 

(6ОЬ) 

26. AффJIIIИoe преобраsовавие. Общее (иевырож,ца.ющеесн) аффин
ное обраsова.в:ие простравства :иожио ооущоо�вить тап:и обра.вои, что 
uж.цо:иу опtесевио:иу х ба.вису а, Ь, с (с иа.Ча.пои О) радиусу-вектору: 

r = xa +yb + sc, (61} 

прnоднт в соответствие отиооеии:ы:й :& базису а', Ь', с' (с в:ачмои О') 
рв.диуо-:вевтор r', вме.ющиi !l.'e же хоор.цинм:ы, что и r, т. е.  :вектор 

. r' = ха' + уЬ' + zc' 1). (62) 

CorJia.cв:o (59), nрииа;ц.uежа.щв:е к. баsису а, Ь, с хоордив:м::ы х, у, t1 
вехтора r предс'rавАв.ют с:&а..nнри:ые процsведев:иа: r на :вsав.ив:ы:е осnов
в::ы:е век.торы: а*, Ь*, с*; сJtедоватеАЪно, 

x =- r · a*, y = r · b*, s == r · c*; 
поэтоку 

r' = r · a* а' +r·b* Ь' + r· с* с', 
что :можно ваписаrь и тц: 

r' = а' a*·r+ Ь' b* ·r + е' c*•r. 

(63а) 

(63Ь) 

.Мы замечаем, что, в частв:оо'1'и, ооновв:ы:и :вехтора.:и а, Ь, о соответ
ствуют оововв:ы:е векторы а', Ь', с'. Та.JtИИ обра.sои соотношев:и.в: (63а), 
(63Ь) .ца.ют ue sавиоящие от систе.щ,� отсчета формулы ДJI& тамrо 
а.фф:ивиоrо преобраsова:юиr, которое четыреи даnныи точкам, а именно 
то'lке О и трем хонца:и векторов а, Ь, с, приводит в соотвмствие 
четыре данных ТО'ШИ, а. ииевио - топу О' n :&ОВЦЫ: векторов а', Ь', с'. 

При аффиивои nреобр&Jsова.иии каждоJ Jieataщeй на м:ие'ШО:И рас
стоннии точк.е пр:tmодитсв в соответо'l'ВИе точв.а., лежаща.а на ков:ечно.и 
расстовиии, :каждой беси.оне'ШО уда..nеииой - бео:&оне'Шо уда..nеива.а. Так 

1) Сказаввое здесь :иожво рассматривать вак опредмен.иг аффинного пре· 
образовани.а:. Сведевил о геометрических преобразованв..а:х пространства 
читатель найдет в к ниге: Ф. E.ceii.u, Элемеатарвu математика с точ.в:и ареива 
Jlьtcmeй, т. 11 - Геометрии, стр. 118, ОНТИ, 1934. Il'f!ШC. peiJ. 



§ 6 )  ИЕОПРЕДЕJIЕННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ Бl 

18.1. при аффв:иво:м: дреобраво:взввв хоор;в;ива.ты TOЧJtB оста:mсн вева
»еВЕШВ, ..r. е. 'ltоордвиа.ш nреобразова.:в.вой точu (:в во:вой :s.оор�ат· 
вой сиетех е) ров:ы 10ордива.та:м: (:в старой коор;в;вва.тной . систем: е) 
nреобра.ауеиой тОЧJtи, то ураивеиве .11Юбой преобра.во:ва.ввой nо:вер:mоетв 
(в повой в.оорДJЩ&твой. систем: е) будет такое же, .  мх и уравuевие пр е· 
обраауе:м:ой поверхиооти (в старой хоордиватвой системе). В чаетвоотв, 
иоохоО'l'Ь nри аффввво:м: преобра.зоваиив пере:ща;вт :в n.uooJtOe'.IЪ, имеющую 

во :второй свсте:м:е оточета то же уравнение, что и всходвав: n.11оо10сть 
в первой. Вео:ковечво уда.uеппа.в: nJiocxocть переходвт в самое оеб.в:. 

27. Переход к коорд�иатаи. Еов оо:вместв'.IЪ соот:вететву:ю:щие 

друг другу точхв О и 0', то можно отвести :вектор r', НВ.11.В:ЮЩВЙс.в: 

иаобра.жевие:м: :ве:ктора r, х ш!рвона.ча.uьвоиу базnсу а, Ь, с. Обовиача.а 
его коор.-иваты, nрипадJiежащ:и.е этому бааисJт, через х', у', ��. :мы 
бу.це:м: и:меп.: 

r'" = ж' а + у'Ь + 11 е. 
ВычиоJiе:иве ж', у', 11 может быть nро:ведепо, ес.nп прежде :всеrо 

uвествы выражевив: ооио:ввых ВСl\![ОрО:В а' 1 Ь'' е' через :векторы ИСХОХ· 
воrо бав:иса. а, Ь, с. Пуоть 

а' ==  а11а + ан1Ь + а18с,� 
Ь' = �1a + allllb + ag8c, 
с' = а81а + �Ь + at8e. 

(65) 

Де:внть чием а," иоrут быть RIUtИKИ уrо.цио, о те:ы л:и.шъ огравичевие:м:, 
чrобы опреде.11итель бш от.1Шчев o:r ву.11Н, тах иа.& вехторы а', Ь', с' 

доJlЖИЬI быть пе:ко:имав:ариы: 

а11 а12 а1в 
D = а21 � а28 :j:. О. (66) 

as1 asg "вв 
Тоrда, ооrлаево (62), буде:м: и:иеть: 

r' == х(а,.1а + а12Ь + а18с) + У (�1а +а22Ь + а28е) + 
+z (а81а+ а82Ь + а88с) 

r' == (анх + а21У + а81н) а + <а1� + а�2У+ йs'lz) ь +  
+ Саtвх + �зУ + аазе) с. (67) 

Это ура:ввевие 0Т11ос:и:т вех;�ор r' 1\ nер:вонача.uьпому базису; сра:в-
в.и:вал: с ( 64), по.nучаеи хоордивм:ы :ве:кrора. r': 

ж' = alltt �!У + lZз18• 
у' = atstt + �<JY + aslf'Т• 
s' = аlвх + а28у + aaaz. 

(68) 

Виеоое о r.re:и :м:ы получили и фор:му.nы nреобраво:ва.виа коордвват 
ТО'ШИ при обще:м: (ве:вырож.цеввои) аффmmо:м: nреобразова1ПIИ. Ив коор-
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,�;ива.т х, у, 1 точкu: Р получа.ю'rо.а: коор){!Ш&Ты х', у', 1 ее изображе· 
во - точu. Р' о похощью об'ще2о одиt>родноtо mи•вйшпо t!рвобраэова
ния с девJJтью tооэфtЩсеенmаяv, опредмител& �оторых не равен ну.лю. 

28. JlивeJtиaJi . .веnор-фу.ик�в:. Ре.вепотва. (6За), (68Ь) приводят 
в еомве'!сnи.е р&,��;иусу-веl!.тору r, &оторый кы С'lитае:м иеза.вксккы� 
перекеu:иых, перемеu:иый ра.ди.ус-вев.тор r'. Вестор r' нa.sьzвtteroл век
тор-фунпцией вesoropa r: 

r' = f(r), 
и приток лtиwйной вtЖ�tiор-фунь-цивй, ввиду с.tедующих в:епОоре.цотвеnв:о 
оче:видиь�:�: ее свойств, вы:те&а.ющп из равеu:ст:в (63а), (68Ь): 

а) Ес.а:и вев.торы 
r' = f(r), s' == f(s) 

соответствуют вехторах r в s, то 

r'+s' = f(r + s), т. е. {(r + s) = ((l') +f(s). 

Ь) Есл:п 'k обоаnа.чает любой сuл:.а:р, то 

f(kr) = kr', '1'. е. {(kr) = k{(r). 

Эти сво.lt\\тва. вытекают и из павв:епd (68), дающих 1tоор.цппа.ты веlt
тора. r' в 1\Иде л:ипеЙШ:i[Х о;цпородпыt фув1щий от 11.оордп.иат вехтора r .  

Скамрв:ые формуm (68) эквивuеиrвы векторmм формулам (68); 
вводя произвольвый ба.вио а, Ь, �. ко:аш:о от с&ал.а:рпых формул ВОЗ'I\ра.
'rilтъся 1t вектор'I:IЬt!!, идя шв.r аа. ша.rо:м. nyтev:, обра:mыи �еоиу, который 
бш nройден пр11 nереходе от ве&торпых фор:нул 1t с&ця:риык. Та.& �tак 
одворо.цаое JIИПейвое преобравовапие опре.целлетс.lf ве более '!&М .це
ввтыо rtоофицкев:ташr, ro :веатор11Ь1:е формулы (68) пре,цставлнюl' са.м.ую 
общую линейную ваllmор-фун'IЩию 1), 

.1Iипей1IЬI:е вt>&тор-фрnщви часто встречаются и в .в;руrих формах; 
та.к, фующиа , Х r = n  :r, (i>V 
где 1t - nосТQЛппый вектор, nре.цо:rавuет, оче:вИД11о, ливеli:в:ую вектор
фуакцию от вектора. r, так кав: оп& имеет свойства а) n Ь). Переход 
и форне (63) :можво провести, вапрпер; с.tе.цующик образок. Пред
ста.вп вектор 11 :в форме векториого произведев:ил (что кошв:о оде.аать 
бесконечв:о кв:оrи11.п способами): 

1t = �-.. x ь, 
тогда 

r' == (n Х Ь) Х r 
и по форхрtе разложения (50) noJiyчaeк: 

r' = r·ab - r · ba. (70) 

Это - ливейнм вехтор-функцо:.в: вида (63а). Соответствующее ей 
аффнниое преобрааов&ние (09) нuлвтоя вupo:J!Cдt'?f,'/i'Ы.u: все:м ра;циуомr
векторак r, ведущпм: от точш О ко всеи точtа:м: nространства, nриве
деиы в соответствие лишь ра.диусы-веRторы r' тo'let IIJIOCttocти, nep-

l) Иное, непосредственное док&зо.тедьство втоrо пре�Jiожевu:л: приведецо 
па стр. 34. Прим. peiJ. 
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пендихущв:ой х вехтору u. О nодобных :вырож.,ценных а.фф:в.ввых пре
обра.зо:ваи:иsх еще будет речь :вперед.и. 

Другой очень nростой ливейпой :век•rор-функциеit .ямяетсл 

r' = pr, (71)  

где р - ска.ллрпав: постовнпап. С поиощью любых двух .взаи.мвых основ
ных систем эта вектор-функдин может быть nри:ведепа, согласно тожде
ству (60Ь), :к виду (6ВЬ): 

r' = ра a* •r  +рЬ b* • l' + JJC t* • l' .  
Соответствующее аффинное иреобразование есть nодобное раствже

ни.е с имштабоu 11. Сам. к -rож;п.ества. ( 60) соответствуют тО:ж.J!.ествен
ио:му аффввв.о:му преоб:разова.ввю 1'1 = r, nереводящему :каждую TOЧity 
в самое себн. 

Jlиве:йвал: :вектор-фующвн, 1юторую можно сделать гео:метрически 
наглядной с по:мощъю аффинного преобраsовавил, н:мее'l' sвачение ве  
тоJIЪ:ко длн аналитической трактовки этой гео:метрическ.оii задачn; мав
н.ое ее зн.ачен.ие лежит скорее в ooлacmt6 .механ.ип·п и теоре
тической фuattкt�. Связь :между дву:мл :вехторвы:ми :ВЕ'JIИЧВВами, харак
теризующими неJtоторое физическое состояние или явление в какой
либо точке пространства., очень часто :выражается линейной вектор
фрпщией; соответсТJ�ующее ей аффинное nреобравование может быть 
тогда привлечено длн того, чтобы сделать эту связь геометрически 
наглядной. В гл. Б будут рассмотрены приложевин лвв.еi!ных вектор
фующий к тмрет11че.емй Уе.ха;в.и.ке.. 

29. Приведеине �шиейиой вектор-фующии. Если а11 а2, • • .  , а"; 
bl, ь2, . . . ' ь/1 - два ряда любых векторов, то 

1·' = r · a11)1 -j- r · 112b2 -j- . . .  -j- r • lt11b,., (72а) 
или (что ?:о же самое) 

r' = b1a1 · r + b2� ·r + . . .  + t),.a11 • 1' (72Ь) 

представляет .тшнейную вектор-функцию, так как она удов.1етворяет 
усло:вив::м: а) и Ь) 28. Но таR как формуды (63а), (63Ь) дают наибо
лее общий вид лине:Иной вектор-функции, то ;�r,олжно быть вовможно 
привести п-чле:вную су:м:му слагае}[ЫХ :вида r · a1b1 или b1a.1 · r  к трех
членной сумме сла.гаемых того же вида. 

Чтобы провести это приведепие, :мы воспользуемся следующими 
простыми равенствами, еправедливость которых очевидна: 

r · ab1 + r · al)2 = I' • a  (Ь1 + Ь2), 
l' • a1b -j- r · a2\) = r · (a.1 + �) Ь. 

(7Ва) 
(7 3Ь) 

[Ддл ра�нуса-:вектора, стоящего сnрава., как это имеет :место в фор
муле (72Ь), придетсн восnользоваться соответс.твеппо ивмевенв:ы:ми 
равев:ст·ва:ми.) 

Если 11ы отнесем ·n векторов al, а..,, . . . , а. , Dlодящвх в (72а), 
к произволъно:иу базпсу а�, 1t;, а;, соеДиним . п�лучающиеся: i:!n сла
гаемых: вида l' • а;ь,, (i = 1, 2, 3; k = 1 ,  2, . . . , ·n) в три группы, содер
жащие соответственно I' · а�, r · а�, I' • а;, то те :м са:ыыи будет про из� 
ведево приведение к трехчленпой сум:.ие. 
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O�OOJJ в .юобоиу базису Ь�; ь�. ь� 9J, :вев:юров bl, Ьа, • • • ' ь,., ПО• 
.11уч!П( .цруrой способ nрв'Веде:в:nя. 

Пo�oбm.nt же обрз.sои хожв:о щюобравова.ть и .пииейпую вектор
фуmщи:ю :ви.ца. (72Ь ). 

На. �;�'Юм пути мы еще ра.в убеж,цв.еися :в том, что тpexqJie:нвu oymt& 
вида: 

r' = r·a..b1 +r · agb1 +r·asbSt (74а) 

r' = b1&1 ·r+ b2�·r+ b8a8 •r, (74.Ь) 
ВО1'реча:вmал:св: J&e в (63а.), (63Ъ) :в веов.оJIЬко иво11 обоs:на.qевив:, 
пре.цо!l'а.вялет самый общий вц .11ивей:ной :ве&'Юр-фувJщии. 

* Поuое .цо&аза.те.�ь01'Во этого преДJiо&еииа: иожпо поJ!уqить сле
ду:ющв:мв: ПIJООТЫ:М:И: СООбра&еВ:В:IIМ:И, 

Пусть r' = f(r) -- пров:з:волыrап: лпеЬ:аа :ве:&тор-фув1щия (в с:и.ыоле 
опреде.u:еиии, у&аваииоrо в 28). В.ыбра.в произво.пьпый базис а1, a.J, 8s• 
вв.пиmех тождество ( 60Ь) в виде: 

r =  �· а..а� + r· a�a.;+r·asa;, 
О1'куда в cuy свойства. а,) л:ив:ейв:ой ве�tтор-фуmщии (28) получим:: 

r' = f(r) == f(r· ala�) + f(r• &.ga�) + f(r• &sa;). 
Иопо.nзул свойство Ь), По.nу'!ИИ: 

r' = r· ... f(a7.) +r·�f(a;) +r·asf(S:), 
т. е. выражеиие типа (74а.), ме.цует тo.n.Ro ве:&торы t (а�) обовпа'ШТЬ 
через· :ве:ttоры Ь,. 

Та.вп обра.вои проиавоnв:ую .11ии:ейиую век'Юр-фуmщв::ю :м:ожв:о 
JIР.едста.в:ить :в вв;а;е: 

r' = f (r) = r· �b1 + r·aib2 +r·&зb.., 
rде .... �. а8 - три произво.Jiь:шn: :не:ком:пJiа.ва.рвых :вехтора; :веr.торы bv 
очевцв:о, о,цвоз:а:э.чио опре.целеиы:, еми за.да.ва. фув:кциа: f(r-) и вы� 
бра.в:ы: ве�>торы а,• .  · 

В :в.ехоторых Ч&Отиr.tх случа.ах: трехuепаl[ сумм:& иоже'l' быть при· 
ведев.а. :& двучuевв:оl, & ИМ:еmtО В ТОИ с.пуча.е, &Оl'Д& векторы · &1, &я, &а 
ИJШ :вевторьt Ь1, Ь2, Ь8 коипла.ва.рпы. 

Тип:иqв:.ые фориы .цлв: подоб:в.оrо рода в:ы:рождеииой .nпейиой ве,�t· 
тор-фуmщии суть: 

ШI.Jf 
r' = b1�·r + bi&t•r; 

(7ба) 

(75Ь) 

Да.пъв:ейшее прв:ве.цепе в()з:м:оuо в случае, коРда. ве:&торы �' ag, а8 
uи Ь1, Ь11, Ь8 :&OJIJIИRea.pпы; тогда в ревультате приведеиШI пее:и: 

UJI 
r' = r•ab, (76а.) 

r' = ba·r. (76Ь) 
· В то вреп па обща.и иевырождеtm:8JI лв:в:ейаа.и вехтор·фув:щп (7 4) 

осу-щесжВJIЛет ве:вырощцеJШое аффи1tiн.ое прео�овакие и всеи точв&.и 
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проотра.петва r np111I0;!1.'R'I! в сооtветств11е все TO'IItR прGстрапства r', 
вырож.цевпа.я: .лпеЬ&а: :вектор-фуmщив: (75) проиsво.11ит върожде'litМе 
aффfiiH;noe преоорааоваиив и точкам проетравст:ва. r приводит в соотм 
ветст:вие то.лыtо ТОЧRИ r' uосхооти, оuреде;алеиой вектора.vи Ь1, Ь2; 
вмоиец. поо.в:е.Цв:ее выроЖ.Цевие (76Ь) Jioeйвol ве:ктор�фуmщии ооу
щеот:вмет Rpa.lпee выр(){IЮдепив аффинного првоорааовапия и всем 
"J'Оч.&аи проотрааст:ва. t приво.Цит в соответствие тоnм точки r' той 
праиой, которал прохо.ЦИТ через па;чuо в па.пра.вжепии вектора. Ь. 

30. Дициое проивведеиие и 1QЩЦ&. Jiив:еlпа.а :веr:rор-фув::кциа, 
sадаипан: в общей форме (72&), (72Ь) ип в опециuьпых фор:иах (74а), 
(74Ь); (75&), (75Ь); (768.), (76Ь), :может быть sаписа.в:а. более кратко, 
ес:п.и въmеети общий vвожитель r схалн:р11ЫХ произведевий, входящих 
во все cJiara.eмыe, фор.малжо за смбкr: 

'I'ОЧИО так ж е  

r' = r·a1b1 + r·�b11+ . . .  + r· a,.b,. == 
= r·(a1b1 + ааь�� + . . •  + а,.Ь,.); (77а.) 

(77Ь) 
Сто.ищее в c!WбRD.X выра.жевв:е, RОТОрое иы будем для "Rра.тRости: обо· 
�ва.чать буквой Ф ии Ф:  

· 
Ф = а1Ь1 + 81)Ь11 +  . . .  + а,.Ь., (п.:�)), 
Ф =  bt81 + blla.� + . . . + bnan; 

(78а.) 
(78Ь) 

ие ии�ет по:ка ВИ1.8.кого реа.nвого существо:ва.вип, а. тоnм с:иvво.Jiи:
ческое апачевие, и: по.пуча.ет сиым .11ишь в соедпвевии с вектором r, 
sот0роиу ово по опре,цеJiевию привод:ит в ооотвежст:вие вектор r', вы
ражепе д.1111 в.оторого по:цробво :въшиоюtо в (72а), (72Ь); виеото этих 

· фориу.а DI :и0жеи, с.аедоватвJIЪВо, написать со:кра.щеипо 

r' = r•Ф (79&) 

r' = Ф:r.� (79Ь) 

В вти:х ра:веиства.х си:Нволu'Юс"ий м'Н.ОЖuтель Ф или Ф .иожпо рас
с.матривать teatr оператор, с помощью поторта производится аффti/Н.• 
�ое преоорааовапие прострапства r в пространство r', или, ве поJiь
зуясъ геометрическиии пре;в;стаВJiевин:ив, IUI.к оператор, который вектору r 
приводит в СОО'l'Вежст:вие веs.тор r', опредеuе:мый с поиощью ввейвой 
вев.тор-фув:кцв:и r' === f(r). Можно, одва.ко, с помощью подходящего опре
.ц�еRИя: .цоотпчь тоrо, чтобы вЫражение Ф ИJtИ Ф, определенвое сии
во.пичесu ка& оператор, ПOJГf'ШJIO саиостонтеJIЪВЫI сиым. Расемотрви 
WJЯ втого св:а.чма (78а.) одвочлевв:ое выражение r•ab; д.11н: его вычис
JrеВИJI в:ужв:о cв&tta.JI& Cl\8./Liq)ИO перемв:ожи.'rъ веi>.'.rор:ы r и а, а. sмем: 
вектор Ь уvвожитъ па. пОJiуч:евиыl CRa.Jlяp r.  в. 

* У:кава.вв:ьtй порядок :вы:пОJIВев:ия переvвожевий :в :выражении r • аЬ 
пpe.цeтa.ВJIJ[eTcll, с векоторой yeJioв:s:oй точки зрев:ин, в:е едпствевв:о 
воsиожвыи. Можно счит&'l'Ь, что свачма. в:ыполв:ается пекоторое "ве
определевиое • перемиожеиие аЬ векторов а и Ь и что получевв:ый 
.,реэуJiьтат" си.а.лярпо "уив:ожаетоа• па :ве:ктор r. Это неоnределениое 
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у.множехие fJвy:c вектtJ_ров и опреЭеляется своu.и свойство.и accoцua
muв?tocmu со спаляр?tы.м проиэведехие.м, т. е. ра;вевствои 

ИJIИ 
r · (ab) == (r • &) Ь (80а) 

(ab) •r  = а (b· r) = a.b· r. (80Ь) 
Неопреде.1.1евиое произведение аЬ двух :векторов часто называют (по 
числу переквожаеиых векторов) диа.ц:вы:м: проивведевие:м; определенвые 
фор:мула.ми {78а), (78Ь) операторы Ф и Ф и:меют :вид суи:мы ,циа;циых 
произведений и иазываются диадами * . 

Диадвые произведения и .циа,цы ве являются пи сха..nяра:ми, ви вех
тора.:ми; они представляют собою величипы высшего рода, которых 
веJiьзя прца.т:ь иепооредствеввое геометрическое зва>�ение. Еолп, как 
wro быJJ.о у:s.азаво :в 2 в будет 'l'очнее проведево :вnооледст:вии, расс:м:а
трвват:ь векторы ц;а эJWтевсвввые :веJJ.ичивы, то диа,цы можно иа.в:ватъ 
э:котенси:ввыхи веJШЧввам:И вm opozo порядка. 

* EcJJи вырождеввую JШJlейвую вектор-функцию 

r' = ab · r 
обозначить дла: краткости 'lepes f(r): 

r' = f(r), 
то Jlerкo повяn, что введенвое 11 этом пункте диа.цное произведение lib 
есть не что ll.в:oe, Rак cJUШoJiaчecxax .запись указмной ведтор-фувкци:и; 

f= ab. 
Скалярпае npot[,JseiJexщJ диады аЬ на 1!е:&тор r (с.права) есть не что иное, 
R&к 1!ЫПО.uвение ва.д :вев.торо:м r операции f� т. е. 

(ab) ·r = ((r) = ab·r. 
Под суммой двух (или нес:s.олъttих) диа.дпых произведевий 

а1Ь1 и a2b<J, 
которы:м соот:ветствrюr пиейвые :вектор·фуmщии 

r' = (1 (r) и r' = /9 (r), 
следует понвкатъ линейную векторнфунхцию 

r' = f (r), 
опре�еJiеввую равепст:во:м 

Та.пи обра.зо:м диада 

· f(r) = ft (r} f2 (1·). 

а1Ь1 + а2Ь11 + . . . + а.,.ь ... 
есть сикво.nическа.в: запись линейвой вектор-фув:кции Ф, опредезлеиой 
равенством 

· 
Ф (r) = &1b1 · r + �b11·r + . . .  + a,.b ,. ·r  * ·  

Д.пs: ч:итате.nей, ве расподожеввш к а.оотра.хтвым псмедовав:ил:м: и 
rсиа.трвва.ющвх цениость векториого .исчис.uепиа в его прим.еним:ости 
и: теоретической фиви1е и :мехuпе, мы особо под'lерJtнем, что введение 
диадъ� пап величин-ь� особого рода, ее ООQа'Н,ачехие особъМ� си:.tюоло.п 
tt фор.малшое onepupoea?tuc с диада.м" отвечают е первую ,очередь 
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пра10mи•tе�ой notnpeбnocmu. Одвик ив rла.в:аых преииуществ вев.торвоrо 
:исчисления .&ВJUie:rм :ВОВ){ОЖВ:ость оперирова.ть о саиип rео:иетриче
С1tИ11И и физ:ичоо!lи:ии :веuч:в.JJ.а:м.в, а. и е с 1t8ltИ:М.И·JJ.Rбo :всuо:иоrа.тельвы.м.и 
оиа.плршntи: :вмич:и.иаии, опре,цеJiнющии:и п JIИШЬ в.оо:вевно дoCJie вве
деиив проивволъвой и пото:иу :пе с:вива:п:иой с существом ,це.иа с.истеиы 
отсчета. ECJIИ в тех ииогоч.исJ.tеввых СJiуч:анх, коr,ца :между двуии вех
торвы.:ии велит.шиа:ии ииеет :место JJ.ивейвм вавв:си:мооть, :мы ие хотих 
откаваться от укаваниого выше препущества и не хотим воsвра.титьсл 
к �tоордива.тиоиу исчислению, то введение фор:ма.n:ьвого диа.цного исч.ис
Jiепия ов.авываетоя :в:еобходи:мым. Поэтому в:е о;nедует отпугивать себя 
сухостью и в.ажущейся в:еплодотворвостью диадноrо исчис.левин; ero 
цепость стапет ясной тому, кто даст себе труд его ивучитъ. 

В следр:>щи:х: 81-38 даются, главвыи образом, предварительные 
6:ведевиа о цадном исчисdевии; бол:ьша.н: часть того, что оJШ содержат. 
будет расемотрева :впос.пе.цст:вии еще ра.в с бо.11ее высо:ttой точки зрения. 

81. 3акопы if.R&;t.Иoro уипожевиu. Tat R&iв. :выражение r ·ab не 
обращается в нуль (тождествевво отиосителво r) без того, чтобы 
бы.п:и равны нr.пю а и Ь, n1o 11 дuaihtoe 11роиоведсние а • Ь равн.о 'Н.удю 
пzолыю в то.н мучае, eMt& равен, 11удю oдttu иэ е2о со.нхожитедей . 

Да..tее, так как выражение r • аЬ есть 1!ехтор, и:меющвй :вапраме
:в:ие вехтора Ь, тогда xa1t r • Ьа имеет напра:в.J.tе:в:ие вех:сора а, то в 
общем слvч:ае 

Ь ...j_ 1 . • f • l\ -r- l' • }fi j  
следовател:ьв:о, операторы аЬ и Ьа раз.анч:вы. Так:ам обравом для 
дt! адн·ых �tрощtведеннй �о..�r.муmат uв'Н.'Ый эш;оп -не 1t.меет .места: 

аЬ ф bn. (81 )  
Напротив, дисm111fбутивпъи·1 аа�шп, согласно (73а), (73Ь), 

а (Ь1 + Ь2) = a.h 1 + аЬ2; 

tt.меещ .tfecmo: 
(82а) 
(82Ь) (а1 n2) }) = а1 Ь + a!lb. 

То, ч:то было сказав:о о приведении J.ивeiiвoii вехтор-функuии, 
справедливо, согмсно (82а), (82Ь), и по отношению х диаде как опе
р атору. Всвttан 1�·ч:Jiевная диада :может быть приведена R трехч:.ленной 
диаде вида: 

Ф = а1Ь1 + а2Ь2 + а8Ь3, (83) 
с произвольво аа.цвнвы:ми неко:мп.uанар:ны:ъш левъцт .ипожителя..н·lr 

а1, �. а8, или с nроизво.nыrо зада.в:вы.:ми. некоиш1�tвар:иы:ми. ·�1рав-ы.н1t 
.шtоDЮителя.мtt Ь1, bJ!, Ь8; ес.чи эта диада бо.иее не при:водима, она 
павы:вамся полпой auatJoи. 

Еми либо .. 1е:вые :множители а1, n2, а8 (.:rибо пра:вые иножите:1и 
bl, ь2, Ьв) Rо:ип;ханарв:ы' то вов:можво nриведение к ДB)"'I:teпнoii #да• 
'Н.арн.ой диаде :вида: 

Ф = al Ь1 а2Ь2· (83') 
ecu :векторы а1, tl2 (.:шбо векторы. Ь11•2) ко;rдинеарпы, то .диа.ду :можно 
привести к од:в:ому диадвому пронаведению или .tитейной ihtaдe : 

Ф = аЬ. (83") 
"Скалярное проиаведев:ие" ,  1ыи, ка11. :мы будем :в )!,алънейше:ы короqе 

говорить, "проиэведе'Нttе paiNryca-eeк.mopa па дt�аоу" есть дii'Н�'йная 
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вептор-фуиrщи11 от этоrо ращса-вектора.. Это опра.ве.ц.n:во и в том: 
<IJI!Ч&e, в.о1'да ;па.цэ. стоп епр9.1?.� от »es'l'�>pa.. 1! '1'оr;ца., :s.oi';цa. о:аа. :на.х.о· 
.цитм: cJie:вa. от :aero: 

r' == r  • Ф; r" = Ф·r; (84) 
вообще говоря, обе &ТИ :веJtтор-фуmщик раз.!ШЧИы; в оаиом: дeJle, 
так как 

то и 

Иs равенства. 

оле�ует 

r·ab = ba •r ф ab •r, 

r·Ф :ф: Ф·r. 
r · аЬ === Ьа. • r 

(85} 
(86) 

r·(a1b1 + �Ь2 + . . .  +а,.Ь,.) =(Ь1а1 + Ь2� + . . .  + ь  .. a,.)tJ'. (86') 
Две ;циа.цы:: 

Ф = а1Ь1 + a.gb2+ . . .  +a,.lt.,, 
Ф = b13t + b2ag + . . .  + ь,.а,., 

в sоторъп: nрэ.вые и левые :ив:оаситеJХи ди:а.диых nроnве.це:ний обиев:а:
лиоь :меоrаии, в:азываютм conpR:II(J8HII�1>&яu дpfl' дpfi'f; о rсоиощьm s:mcr: 
ооо&Jtач:ев:ий мы м:ожеu nереnисать (86') в виде: 

r ·Ф = Ф •r.  (86") 
В npousвe8euuv Wl вептора к диады ложuо переставить солноiЖЖ

тели, ест' одн.овре.неН?t() sа.иенить диаду оопряженнt>й с ней диадой. 
Г&О:ИеТрИ'I8С:&И :ИОЖПО р&ООИатрJmатъ n!Мuую диаду nап оператор 

9f.l!в·ыpo:II(Jдeuuo�o а.ффuн.ноw npeMpaaoвaнuR; поо.nедв:ее ооущео"rВJШется: 
при помощи ура.вв:ев:иl: 

r' == r · Ф  = r• (&tb1 + agb2+ Ssb8) (87а.) 

r' = Ф·r ==(Ь1а1 + Ь11� + b88g)•r. (87Ь) 
Ilлauap'l{.a.Я диада есть оператор аырооюде"иоzо афф'111Н.коw преоо

рааоваtщ.я: (88а.) 
ИJIИ 

(88Ь) 
Линейная диада есть оператор прайпеzо в·ыро:II(Jдеtииf aффuНIIIOzo 

tt.реоорааова;н.ия, имеющий вид: 
r' = r·ab иц r' = ba• r. (89) 

82. Девии<�.Jiеивав: фор:ва дИа,v.. Нариду с типич:в:оl формой (83) 
иди (83'), (88") диады, в ТО)[ c.rryqa.e, коrда. ре'IЬ идет о переходе а воор
.цив:ата.и, имеет вв:ач:е:нв:е еще од:на фориа. .циады:. EcJiи равJiоzятъ все 
ве1торы, входящие в д11а.ду в 11.ачее'1'В8 ;и.евъit и nрэ.вьu. :ашож«те;и.ей, 
по ве&тораи 1, j, k вехаторого орrоrо:в:альиоrо бавиоа, то по выпол· 
в:евии диадИ'Ь1Х уипожеииlt по форм:у;и.ам (82) мы вотретииоа: о ца.д
в:ымв: проивведепиа:ми в.а.Ж.Jr.ЬIХ двух иs oc:s:oВJ:[blx ве&торов 1, j, k. 
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Диада. приmr.v.о.ет ."девяти.ч..мн.ttую фор.му": 

Ф == a11ii + a1�ij + tzз.8lk 
+ tittJi + � + a�k +  
+ ag1ki + a82.kJ + a88kk. 

(90J 

Cлaraellble a11U, a1111j, . . .  , a88kk называютек памп<mента.ми иади, 
С&в.днры аш tlз.2t • • • , а118 - ее поордината.ми. 

Для ли-кейкой вехтор-фун.к:ции и аффиккоzо преоараsова-н.ия (191\.) 

r' = r · Ф  

DOJiyч:aeм, в случа.е, коrд!!. и рз.диусы-ве&торы: r �и r '  о таесевы 
в три;}дру 1, j, k, оледующее выражение: 

$'t+y'J +s'k = (xi + yJ +sk) • (a11ii + �2ij + a18lk + 
+ t;Ji +� + �k+ 
+ ag1 kl + a811kj + a118kk). ( 91) 

Чтобы выч:иСJШть произведеиие, стоящее в правой ч:а.сти, ва.до 
преж.це вееrо . поивожить девые пожвтели диады в:а. :в;о:м:повевты :век
тора. r; иы получаем, та.в:ии образок, многочлен о 27 слаrаемыии, из 
и.оrорых GTJIИ'IВЫ от и.уu лишь те .цевитъ о;аа.гаеи:ых, :в в.оторые вxo
Jlii.T oc&.iJipньte произве.цев:ин одив:а.ко:вых: едив:и<ШЬiх векторов: 

x'i + y'j + a'k == а11 a:i + �r:j + a18xk + 
+ a2ly1 + azaYJ + lZgвYk + � 
+ as1n + asA + asszk. (92} 

Иа этоrо уРа.виев:иs: вытекают фор.мулы аффинкмо преобравования: 

а;' = апх + "ttY + asle, 
у' = a1�x + a'J!J.y + aar• 
в' = а18Х + �ВУ + /JssZj (93) 

форм:uыtо оии оовuада.ют с урв.впени.я:мк (68), и.о :вее же лuлютсл 
мев:ее общи:ик, тах lta& прк:м:енепие ортоrона,11ыюrо триэ.цра. в ка.ч:еотве 
баввоа пре.ц�авлнет добавоч:в:ое ограничение. 

От rnoro оrра.в:ич:еиик иетру.цв:о освобо.цитьоа:. Ео.пи разложим пра.
:вые uozв::ren диs.ды Ф по векторам проивволъноrо базиса а; Ь, �. 
а. Jieвr.te - пo ваа.в:мв:ом:у с и.п базису а*, Ь*, о*; то .циа..ца. Ф примет 
ОJ.Щ�}"JОЩИЙ вид: 

Ф = а11а*а + а1�*Ь + a18s.*e + 
+ att Ь*а + �Ь*Ь + �8Ь*е + 
+ {.la1 о*а + а82с*Ь + ав8с*с; (94) 

ч:иодекв:ые зв:а.ч:еии.а: Rоор.цинат а11, а12, • • •  , Gвз диады от.uиqв:ы от 
тех, которые входят в формулу (90), ибо оии за.вв:сят от выбора 
базиса а. Ь, е. 



60 ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ .АЛГЕБРЫ [ ГЛ. I 
PtWfOJR:ИИ 'l·еперь и ра..в.иrсы-вехторы r и r' по :.!lе:в.торак базиса 

а, Ь, е; их к.оор.цииаты пусть бrдут соответственно х, у, 11 и х', у', rl'. 
Тогда равенство 

r' = r·Ф 
переходит в 

х'а + у'Ь + s' е = (ха+ уЬ + не) • (а11а*а + а12&*Ь + а18а*е + 
+ а21 Ь*а + а22Ь*Ь + �Ь"'с 
+ а81 е*а + а82�*Ь + а88с*с ). 

Ив 27 с.;хагаекых квоrочJiев:а, nод:учающеrооя nри :вы.числешш про
ивве.цепив:, стоящего в nравой части, топ:ьк.о .цевят:ь окажутоя [в ощtу 
определения (54:), (55) взаиЮiъtх систеи] ОТJIИЧИъt)fИ от пу.1н, и мы 
ПOJiyqa.eм:: 

х'а + у'Ь + s' с = а11ха + a1rb + а18хс + 
+ а21уа + awvb + а28ус + 
+ aslza + asgeb + авrе. (95) 

Отсюда будут с.щцо:ват:ь с1а.nярвые равенства (68), д&IОщие паи-
6ОJiее о6щие фориуны аффинного nреобраоован:ил:. 

33. Оиииетрич:еекие АИ&ды. Дв:а..ца, пе ивхепнющаясл: nри пере
ота.по:вие левых и пра:вых множителей в диадпых проивве,11;ев:иях· и, 
следова.тельв:о, тож.цествев:в:ал: о сопряжевпой о вей диадой, в:а.вы
ваетов: си.и.неп�р1t•tеской. НаибОJiее обща.а: оим::метричео&ав диада )JОЖет 
быть тот'i&с же ваш1саиа в девятичленной форме: 

ф :: Clнll + � + asskk + 
+ а12 (ij + ji) + а18 (ik + ki) + а23 (jk + kj). (!J6} 

Впоследствии мы: nOJtUieм:, что более простан по форме ои:ы:Ьlетри
чесJtал диада. 

Ф = ali + bjj + ckk 
в деiiствител:ьпости не я:вмется :мев:ее общей :и ч:то, в:апрi>ТИВ, ПЖJIМ 
оимметр:ичесJtав .диада может быть приведев:а к этой форме путе:м 
выбора. подходящего триэ;11ра в качестве базиса. Ооущеот:вляе:мое о ее  
nомощью аффинное nреобра.вовапие: 

r' = r•(ati +ЬJJ +ckk), 
И.IIИ в ltООрдиватах: 

х' = ах, у' = Ьу, н' = се, 
представпет JJacmяжeoнttc, ооста.влвющееса: из трех t!p<1CmЪfx растя
•ени� вдоn осей Jtоор.цииат, с :ыасmтабаии а, Ь, с. 

Среди симметрических диад особепво важв:ой нВJIВетел диада 
I = 11 + jj + kk. ( 97) 

:Jдеоь :масштабы а = Ь = с =  1 . С ее nомощью ООiществ.'Iлетея тожде· 
ств�тное преобра.�ованttе: 

r' = r•(U+JJ + kk) = r. 
Поэтому ов:а. вавывается ihtaдa-"eдtsнiuцa" .  Ив тождества (60а) :можно 

:вывести, что о помощью nроивво.цьв:оrо бавиоа. а, Ь, с и взаи:мв:оrо 
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о :вии базиса. а*, Ь*. r.* диа;о;а.-"едиmща" может быть заnисана :в еле· 
дующем более общея виде: 

I = а.*а + Ь*Ь + с* с. (97') 
34. .\.втиси\IШ&тричес&)16 диа.р,ы . Диада, иеш:юща.в свой знак при 

nереставовке левых в правьu: :мвожвтеJiей, ва.8Ъ1ва.етоа: · аитиси.АМ�е
три"еспой (ип "ососи..н.ме-mри<Юспой). Можно орму ва.пиоа.ть обЩее 
:выра.жевие для автиси:м:м:етрвческой диады в дева:тиuевпоit фор:м:е: 

Ф = а111 (ij -ji) �s (jk- kj) + а111 (ki - lk). (98) 
Ниже, в 14:0, будет по&маво, что более простал no фор:ме кососи:мие
тричеокая диада 

или, нес:колъ&о общее, 
Ф = a12 (jj - ji) 

Ф = аЬ - Ьа (98') 
я::вл.s:етсв: не менее общей и 'IТО, напротив, :волка.я а.втиоикм:е:rрnеска.и 
диада при подходпщем выборе базиса кожеr быть при:ве]l;ева к этому 
виду. 

Дп&.]�;а (98'), Ra.tt )[.Вуuевв� диада, я:вляетса: 1!Аа1tаркой. С ее по
мощью фор.му.л.а раможенил (50) дл11 двойного вехториого произве
дения может быть представ.в:епа. в новой форме [ер. (70)): 

(а Х Ь) Х r = r• (ab - Ьа) = (ba - ab) · r. (9�J) 
Если рассматривать r как радиус-вектор, а. и Ь как постоливые 

векторы, то уравнение (99) снова выражает, что :все радиусы-nек
торы r пространства. nутем векторного умноженил na постолвиый век
тор u = а Х  Ь переводятел в векторы плосмст:в а, Ь.  

Таким: путем .можио вообщl' паждое вс"торн.ое 1f.Atxoжeиue на веt>· 
тор .1а.мехить у.множенлtе.м ua a1tmucи.4МU!mpttчccx:yю дttаду. Напри
мер, имеем: 

kXr = (ji - ij) · 1', 
rXk = r · (ji - ij). 

(100&) 
(IООЬ) 

В сам:ом: деле, ecJiи положюr k = iXj, 'l'O это положение с.щцует ив (99). 
При этом надо заметить, что k может означать любой' е,цивичвый 

вектор, а 1 n j - два. соо·rветствующих единичных вектора nравой 
еИ:с.те:мы. 

Отсюда лево, что три рода у:мвожевпа: ,цвух векторов, введенные 
выше, а именно: скаJiярное, векторвое и дnа.дное, ве везависикы друг 
от друга. и что, напротив, одно ИВ ипх, имев'по векторное, может быть 
заменено соедпнение:и двух других. 1i тому же :мы приходим еще к во
:ВОУУ предстаВJiеВИю площадки с помощью антисимметричесJtОЙ диады 
(98'), и:vе:юше:му преииущество nеред представ.в:евием ее о помощью 
векторного про:изведенил. 

Все же Ш>I не откажеИI.!ff совершевв:о от помедвего. 
So. Произведение двух дИад. ECJiи осуществим одпо за другим: 

два аффинных преобразованил с по:Уощью дла.д Ф и \}': 
r' = r · Ф, 
r" r' · W = (r · Ф) . \l-', 
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то 'IOT ze ревтnта'l' мы. .Jiozeк пол')'ЧИть и о помощью о.цвоrо е.цив

етвеввоrо преобрааоваmиr: 
r" == r·X. 

Д.lla опреде.11еиия .ц:иады Х, о пov.om;ьi!J мтороl оно ооущест.вuете.s:� 
пеем равuст.во: 

то 

(r· Ф) · \.F == r•X. 

Ф = �Ь1 + agb2 + a8b8 == ��ь�. ,  
.. 

\.F = c1d1 + с2� + c11d8 = � c""d�'- , 
1'-

.r •Ф == r•  � &.лЬл = � (r•&.л) ЬА , ). 
(r · Ф) ·  \.F = � (r·�) ь). • .}j с d = А IL IL IL 

= � �  (r •a1) (b1· c ) d = ). 1" IL 1'-
== r• � � &.;, (b).•C \ d , 

). 1'- IL' 1'-

(101) 

то:r.ца., co:rJiacвo (101), имеем: 

Х = � � а.;: <ь�.·с��.) d"" . .. ... 
Пра:ва.s: час'I'Ъ oo:oro раве:нст:ва. может бы'I'Ъ расс:иа.три:вае:ыа ках про· 

иаведtтt�е .ц:иад Ф и W, в:ычис.uаемое по СJiе.цр:>щим правилам: 
а) Строител npOШJвeдffitte ,ц:вух .циа.ц:иых про:вз:ведевий такии обра.

аом, что сре;uвие ивожmеJiи перепоzаютса: ска.плр:но, а Jtpalниe -
.циа,цво [ер. (80а.), (80Ь)]: 

(ab) · (ed) == ab ·cd = r (Ь • с) d. (102) 
Ь) ИcпoJJЬвye'l'Cll .цистрибути:ввый вахов в двух ero формах: 

ab• (c1d1 + с2�) =  a.b•e1d1 + аЬ ·е2dв ;  
(�Ь1 + agbg)· ed = a.1b1 • cd + agb2 ·ed; 

Х =  � а.�,Ьл·� е'"d"" = Ф·W', 
Л IL 

(lOBa) 

(108Ь) 

и ив {101) д.nа: реаультt�рующеzо аффи'н/хоzо преобравования имеем: 

r'1 = (r·Ф)· \.F = r·(Ф·  \.F). (104) 
Это равенство :мо.аrво счита'I'Ъ ы.Iраzевие:м: ассо-циаmШ!'Н.оtо мхоиа дu 

произведений ив одвоrо . :вектора. и двух два.ц; схобки :м:огут быть опущены. 
86. Век'l'орвое провввер;ецие р;иар;ы на вектор. Тот ревуJJ.Ь'Iат. 

что ршо.жеиие ве:�tторв. на аи:вовuетрв.чесвую ;циа.ду э:&ВиваJJевтно 
вехториому уквожеви:ю на ва.цлежаще в:ыбрав:ный вехтор, приводит, 
еог.uасво {102) в (103), 1f определенt�ю вenmOJ?HD20 '11JIОиsведепия д'Uадъ� 
1ta вепт<:!Р: 

(ab) X u = a (b X u); (!Об) 
оаобхи :м:оrут быть ОП}'щевы. 
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Corл&<mo (lOSb), и:иеет :иеоf'о .ЦИ(;трибу'ППIIl:ый зав.ов: 

(а,. Ь1 + а2Ь2) Х n == а,. Ь1 Х n + &:.Ь2 Х n. (1 06) 

Векторвое nро118:ве:цевие Ф Х с диа.ц:ы на вех'Iор предс'Iашt.вет ообой 
дnв..цу: при :Е:Ы'!Ис.пев:ии та1но nроивведев:и.а .11е:в:ые :м11ожители Ф 
ос'.rаютсл :в.етровут:ы:ми. Оrоюд�J. медует теоре.ма о mpecmattoв'Ne ,цла 
с:меmав:вых произве,цен:иl: 

(Ф Х e)·d = Ф ·(е Х d). (107) 
В правой Ч8(;ТВ равенства :во избежание ведораву:иепия ne с.педует 

опусхать скобок. 
* С.n.едует еще покаем:ь, 'i!IO ве:иорвое nроизведение .циад:ы 

Ф == а,. bl + �ь�� + &sbs 
в& век!Iор n ве зависит от :воо:иожвоrо nроизвола в выборе ве1торов а. 
(И.11И вехторов Ь1). . 

Дпа втоrо опре,це.11и:и Ф Х n ках тахую .11JJBeilnyю ве:ктор-функ· 
цию 'У, д.11в. хоторо:А 

'1" • r  = (r · Ф) Х n. ((105а) 

Jlи.вейвооть фувю'I,JJИ 'У :в.еnосредст:веmю с.tедует, как это легко про· 
:верв!IЬ, ив пве.ilвоств. Ф. Отсюда сJiедует, что 

'У •r == (r · a1b1 + r · a2b11 + r ·a6b8) Х n 
uи 

(Ф Х n)•r -= 'У •r  == r • (R1b1 Х n + а2Ь2 Х n + а8Ь8 Х n), 
т. е. оnределение :ве:&тор:в;оrо nровз:ведев:вк д:вмы ва :ве:в.;rор, }'III!Baннoe 
вьuп., *· 

37. Двоi:иое свu.ариое nро:иаведеиие� Tar. IЦIJ. сха.11.Rрвое nроив
ведение вехтора Ба диаду есть :вен'rор, ;ro воз:коаво еще nосJiедтк.щее 
скuарвое уvвоаевие его ва вектор, а и:иевво: 

(r· Ф) · s  = � (r•ak) (Ь). • s). 
tд � 

Такое ае :выраже:вие по.лучае;rсл дJlS1. r ·(Ф· s). С.аедоватеJJLво, nмеет 
хесто ассоциативttъи:l. вахои в форме: 

С друrой сторовы, 
(r · Ф) • S = r · (Ф · s) == r · Ф · s. (108) 

nервое у:ивожевве (в:а r) с:вв.вы:вает диа,в:у с .nе:вы:ми КI!<»КИТеJIЛ:ми Ф, 
:В'rорое (ва s) - c  пра:вы:мn; естес;r'1!евпо :ввести обоова.чевие: 

s •(r · Ф) =- sr . .
. 
Ф. (109) 

* Аnмоrичво :в:ведех обоаnа.чеnие 

(Ф · s) • r = Ф · · sr. 
По.лучае:иый при Ь'IО:М c:s.a.nap :можно расс:ммр:в:вмь хак 11pousвeae'H/Uti 
двух диад (одна из ьоторых - .11:ивей.ваа) *. 

Д.nв: втоrо двойttоzо C'XaдлJttozo nJ.:ouaвeдe'H!UЯ имеет :место, согласно 
108), ко:иыутат:в:ввый вахон: 

sr • · Ф  = Ф . . sr. (1 10) 
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Ес.lи уоловитьсл писать оокра.щешrо (по,��;обио 'L'О:ку, :sа.к мы .J;е.па.:аи: 
в 30 при вве;в;ев:ии .цив.д): 

Ф = � а  Ь ; W = � p,q, , 
"' ... 1'" у 

то :коа:ет быть определеиа. иовав: операци:в: двойного схuврио.rо проиа
ве.цеииа двух произвОJJ.ьпых .циа..ц: 

Ф· ·'l" = � '  Ь • • q· = � ( a Ь · · 'Р') = � (а •q,) (Ь · p.). (l lO') 
... .. ... .. .. ... "'' ... ... 

Jier&o провериrь, что ,ц.пв: этоrо проивве.цевв:в пееr .место RО:м:.мrrатив
иый закон: 

(1 10") 
* Здесь сJiедова.по бы еще пов.аам:ь. что ,ц:войное ока.парпое прщmве

дев:в.е .цву:s: .циад Ф и W пе ва.:висит от вов.можиоrо прои.sво.11а в выборе 
ве:u;оров а.,. (ип b(lo) и р,.. (и.1и q .. ). Однав.о соответствующее ;цоRааа.
те.пьство �удет де.ио . JПI.Же (161) * .  

38. Понитие тенвора. То оботоа:тельство, что среди аффинных 
преобравове.иий инеетел ра.стл.женве, приве.JJ.о R тоху, что осуществ.пв:ю· 
щий это растяжеиве оператор, т. е. еимм:етр:ичеСRую .циаду, ста..uп 
иа.вывать тенэоJЮМ (от ло.т.в.нскоrо мова tешшs - s.апра:.жеивый, .  растя
ИJ'fЫЙ). В :настоящее вреv:а: слово "теивор" употреб.uлетсл в гораздо 
более общем сv:ьrме; под тешаром nО'Н.и.мают од'Н.ородиую сумму .,ие
(щределенхых 9�рои.эведенtи1", состоящш�: *''� любо�о чима мхожите
мй, число хоrорш: на.вываехск ва.лехтн.остью (.вJ!и порядпо.и) !rtШЗОра. 
Таsии обра.вои диаду мо:жжо хаэвать тешоро.м второй вал�тхости, 
тоr.ца. xas вектор есть тенэор первой валсн.тхости; разумно также 
раооиа.трив!\ть маляр пап тешор иулевой ваАе'Н.тн.ос11и�. 

Нтап, m�op 1и1 валентн.ости есть одиородн.ав форма n-it cme
nenu, nocmpoтxall формt:�.��Ьхо 113 векторов, "а� aл�eopau'tecnux вхахов. 

Теmюр третьей валехтносm1t·, иа.пример, может иметь такой ви.а:: 

" =  a11•1t-.1 + n2b2"·2 + . . .  + а,.ь .. � .. ; (1 11) 

отиети:�� при этом без доказатеJIЬСТва, что тобой тешор третьей вu:е:ит
иоот.и иожеr быть приведеи :в: :виду, содержащему ие более 9 слаrа
еиы:х; при отнесении всех вхо,цящп в пеrо ве�trоров к одному трив.цру 
nолучаетои ме.цующее :вьrра.жевв:е, состоа:щее па 27 слаl'аем:ы:х: 

t = а111Ш + Rшо�Щ + a11Зiik + 
+ a121iji + a1211ijj + a128ijk + . . .  + a888kkk. ( l l l ') 

llpn это){ .ЦJJ.Я веопределеив9rо прои'Шедеиин более чем: дву.х: ино
ж:итеJiеfi ииеm место с.в.е.цующие форкuьв:ы:е аакоиьr: 

а) ассоцнющtв?tый эапон: 

а (lн·) = (о.Ь) c .- abr; (1 12) 
Ь) дистрибуппюпый .закон., хоторы:й, например, д.:ан первоrо множи

теля аа.пишетсв: тв.': 
(1 18) 
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,, 

Эти ва.коиы :м:о&а:о обоо�:�овч.тъ тatt!IИ ze oбpa.!'lo'lf, в.а.в. ,цв:отрибутив
иьtй BIIJ'OИ (82) .ЦJitr дu:ч.диьrх проu:вве:цеиu:й, и mм s& ma.roи р�про
стр'l.в:ить ич. OJIYЧ'!.I .;юбоrо ч;u:oJia •во&ителеlt, мла чы удо:воnотвуеvо.11 
теи. что б'удеи р�Wсиатривать тешюры вuептиости выше вrорой, подобв:о 
.цп!!JI:&И. &а& опер1.торы; еслu: ze р1.6с'I:'\Тр":вэ:rъ теmюры: &&tt объе1.rы 
особого рода. то .иучше всего пр1сто постулировать ооа этих ва�еона 
и ссылаться ua их и�тротиворечивость. 

Дистрибутивв:ый вч.кои в:а;щцит свое первое пр11:м:енепие при пр�Ше· 
.Ц61t1Ш теиаора. 1t его TIIПИ'ПIOI форvе 6 B01MO'IItИO М:61tЪШИИ ЧИ:CJIOII CJI8r 
raevыx и.аи при вве.цеиии базиса, на.прииер триэдр!l., в ка.ч:еотве сиотеиы 
отсчета. 

* Т11.ки:и об'J)\ЗОИ тев:�ор третьей вале11тнооти &Ьо обозначч.еr с этой 
точки вре11и11 Оi&лин.ей�ую ве tетор-фук"Кцuю 8F (х, у), т. е. фующию, 
.в:tпrеlио вв;вислщую от R'\Z.JJ;oro из двух переме111:tых веr.торов х и у, 
опре.деJiенву:ю ооотв:ошев:иеи: 

§ (х, у) = а. (Ь ·х) (е •у), 
r.оторое корот1.о :u.ожв:о ва.писа.ть и так: 

8f = a.be. 
Подобно то:u.у ха& иеоnрецеJiенное произведение а.Ь == Ф ооответотво

вuо .цву:u. ра.uиmыи линейвыи вектор-фув:tщия:и: 

аЬ • х = Ф·х и Х•аЬ = х· Ф, 
точио таr. же иеопре.в:елев:иое произве.в:евие аЬе, триа..ца, соответствует 
трек раВJiичв:ы:u. JIИВейпы:u. вектор-фующПJП[ : 

SF·x·y = abe•X•J = аЬ (е• х).у = а (Ь ·у)(с•х), 
x·SF· y_ = Х•&Ье· у  = (х•а) Ь (е· у), 
x·y·SF = x·r·abe = x·(y·a) Ье = (х·Ь) (у • а) е. 

Совершепво очевидно, чrо оу:м:ма неопредеJiев:иых произве)l;ев:иl: 

&.з,Ь1е1 + �ь2�2 + . . . + а  .. ь,.е .. , 

опреде.11ится r.a.r. веr.тор-фуmщи:я G, для которой (д.пя прим:ера) 

x· Gy =- X•&1b1e1 ·r + . . .  +х·а,.Ь,.е,. • у. 
Приии:иая: :во :внв11аиие, что y·z·  G предста.вжпеr собою вектор 

� (z•&,,) (у · Ь�) е., , вов?.tожко еще последующее cJF.\JII{'PПOe умв:оzе:в:ие ero 
« 

па ве1tтор х, которое .n;'J.eT e1t&Jltrp 

X•(y •z• G) = x·y ·z · G ==  � (z·a .. ) (y · b4) (х · е,.). 
"' 

�теотве:в:но ввести обозпачеиве 
x·r · z·  а = xyz . . .  а, 

равно каr. и обозв:ачевие 

(108&) 

(1098.) 

(109Ь) 
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По ус.�ае:мый при вrом сиа..uр хоао раес:ма!rр:вва!I.'Ь иu. про:ва
:ве;��.еиие АВР: теваоро:в 'l'pen.eй :ва.аеuтв.ооп (о�в иа хоторых .выро
z;в;а.ющаlев): 

z•(X•f• G} = П.f• • • G; (G•X•f)•<z = G· . . xyz. (I09a.) 
Jlel'lto ви�еп, Ч'JО мо mpOilнoг tmа.лярное npouaeeдtmtte ftO.AUtfi"Ш'" 

· tаuвно, ж. е. 
XfZ• . · G  == G · .  •XfZ . 

.Есп аа,и;авы )!;И жpиa.}Uil: 

G == � а.,.ь.,.е"' и Л = � P.q,r • •  
.. . 

'1'0 ио:ваа опера.ци.а: тpoJI:иoro с:ка..а.арвоrо прова:ве;цеШJл .ц:вух проиа
:во.пьвых !IеК8оров 'l'pe'l'Ъel :в&.��евтвосоrи :может быть :внражева с.uе;цую
щвх оораво:м: · 

а . . .  н = � а  ь е · · ·Н = � [а Ь е · · ·ЛJ . 
1" 1" fli р. 1" " "' "' 

Jierxo проверить, что дlJtl. вroro проивве;це.вив: и:меет кесто uх•т· тати:вВЬIЙ выов: 
G· · ·Jf...,. H· · ·G. 
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§ 1. Диферевцировавие вектора по параметру 
89. Опреде.1Iевие оперции ;D;Вфереицировавиа вектора. Если 

иоор.цuаты 11е&тора, отвес.е:ввоrо в ПOOТO.IIВROif бв.вв:су, o.tЛJDreн фрm
циа:ии пароетра u, то и са:и :вев.тор предст�Jiает 
собой ф'fiШЦIUO 

r = r (u) (1) 

втоrо па.рьетра. Геоиетричес&и:и игобра.же:вве:и 
тuoro пере:иеивоrо ве&тора. a:u.s:e'l'cл проотрu:
етвевиu :кривu, иа :которой ра.спо.Jожатса и.оJЩЫ 
1Ю1.торОВ r.(u) (д.иа: :ВСеl\ООКОZВЫХ 1\Иа�еИИЙ па.ра.·. 
хетра и), ес.11и все sти :векторы (У.I'ровтъ :ua ве
JЮТороrо общеrо иа.чма 1), 

* По ва,ца.ииой вектор..фупции r ( u) иожв:о по

;аучитъ вовj]D фупцию � путе:и операции "ди

фере:вцировавиа по па.ра:иетру•.  Эта. оnер!ЩИЯ 
определается сJiе,цуюхции обраво:и: 

..2!., == 11m r (и ± .4и) - :r <и> • tШ А� Atf (2) 

о 
Рис. 28. 

dr 
Очевидво, d.;; есть вехжор, в:иеющий вапраi!Jiепе :&аса.теJJ:ьвой :и. па.-. !J. 

шей простраиствевпой иривой, 'lа:к ка.& оп noJJ.yчae'.l:cл из 11ев:тора. _Ar 
. и 

о nо:иощыо npeдeJJ.ъиor о переход&, а Ar npe,ucт&J!Jiaeт собой хорду про
стравстие:ввой &ри:вой (р:в:о. .28). Бес-&оиечио :иа.Jiый ве:sтор dr ив.в:ы
:ва.етоа tlanpaвлettttъl.м ме.кеttтом �zu и.uи .n:ивии, а ero ко,цу.nь 1 dr 1 
хратхо - еле.ме'Хmо.м �'tи. EcJJ.и отвести :век'Iор r в: триз,цру i, j, k. 
то, lia& .nerиo повять, ero ;цвферевп.иро:ва.:вие :иоа:во пропв:вести С.Jlе
;а;ующии обр&IЮ:и: 

r = i:t:+Jy +b. 
dr ik dy tk �= 1 (Ш+J (Ш +  k (Ш .  (8) 

1) С.педует обратить :внимавие на то, что раз.пичны:м фувtщи.ам r (и) может 
соответствовать о.цаа и та lf1.tJ проqтраиствевва.а крива&. При эток, однако, 
о.цввv и тек же эnачевиа:r.r паре.:wетра u будут соответствоватъ раз:оичвые 
точ:ки ва пространствеивой :кривой. Пpulf-. ред. 
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Соответсrвекио д.1111 произвОJiьиоrо ба.виса а, Ь, е бу.в;е:м: иметь: 

r = ах + Ьу + и, 

dr d:�� + а" + th 
7u = a 'dif 

b
d� e d; .  (3') 

Нв.хоz,и;евие ве�ориых проиаво!Жъ� высших поряд�еов, а. та.�ае 
ештеzри.ровакие ве�ора по параметру проивво.цитса ав:алоrичвк11 
обра.вом: 

" " " " 
J r du = а J· х dи + Ь J у du. + е f s du. (S") 

"• "• "• "" 
ЕС.Iв: вовь11е11 в :качеоrве па.р'.l.метра и вреиа t, то про118во.цв:а.а 

* будет представмть спорость, с которой точка движетса по пpo
tJ!r 

отравотвеивой кривой, а dta - ус�еорекие атой точки. 
П р  и :и е р. Ву.цеи раос:иатривать вектор 

r = а oos·u. + Ь sin и 

ка� ра.диуо-ве�тор; тогда ero ков:ец описывает эллипс, ура.ввев&:е uтo
poro в паракетричеои.ой форме будет: 

х = а oos и, у = Ь sin и, 

rде а и· Ь - :м:оду.11и векторов а и Ь; при атом:, eOJiи ве�торы а и 1t 
вм.и:м:в:о перпеи.цикуuрв:ы, то оии предоrllоВJJкют по веJiв:чив:е и вапр\
uевию подуоси э.аяипоа., в противкок же OJiyчa.e - оопражев:аке 
по.иуоои. 

Двум точкам: адnипоа. со ввач:евиа:м:и па.раиетра. и и u...+ lr ооответ· 
ствуют радиусы-векторы: 

и проивво.цв.ые: 

r1 == a oos и +
b

sin u., 

r11 = - a sin и -f� b oos u, 

( :� ) 1 = - а  sin и + Ь cos и., 

( : ) == - а  cos и - Ь sin и.; 
!1 

из этих ра.вев:отв ОJiедует, что &'.lоО'IотеJiьиые в �оиечвьrх точках пo.tJ· 
.ци&м:етров r1 и r11 со()Тве rствев:ао пapaJIJJ.eJIЫIЫ вектор'.lок r11 и - r1; 

векторы r1 и r1 аВJiаются:, такu образок, сопраж.еввы:м:и по.tуосям:L 
EcJiи полож.ик и = o»t, rде t -вре.кя, то выражение 

dr + · Тt = Q) { - а sin Q)t Ь oos Q)t) 
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бу;а;ет пре;а;отаuать tжорость, а. 

i/:lr "7t2 = ш11•( ,._а cos •t- Ь sin шl) = - •2r 
- уtжорепи.е ,11:ВИZев:ин иовца ра.цвуса-:веJt'l'ора. Пос.педвее в:аnрав.п.ево 
:ао pa;uyey-J!eJи:opy, пропорци<.ва.п.:ыiо е•у по :ио;ц.у.п.ю и обращено 
в сторОВJ центра в.;п.п.:ипса. Э!rо ;а;:ввжевие можно раос:ма.тривать u:к 
f1npyzoe �омоапие, происхо.цащее под .цействие:м: цев.трuьвоl сu.ы, 
проnорпиов:а.иь11ой pace'.t:OJIBDю. 

40. Двферевnвро:вавве проваве}l;евв.о:. Пусть аЬ (без звака уиио
же:nн) сб·озиачает 1!11t.ое-Jвбо из :вве,(еmп.t:х на:ии :в:ыmе проиа1!еде:авй 
:веJtторо:в а и Ь, н:в.п.л:в:,щвiся: фу:вк.циа:мв. nара:метра и. 

Тоr.ца. d (аЬ) 1. а( и+ Аи) b(u + Au) - il(u) b(u) -d- ==  tm л • U Au-+0 .. u 

Прибав.11лн в ч:исJитеJiе выра:же:в:в:е а (и) Ь (и + Au) со l!В8.118)1И пuе 
и :м:ивус и nереходя & nределу, n0.11учи:и, и.u об:ычио: 

d (ab) _ da Ь+ dЬ 
du - аи ·  а rШ . (4) 

Э!l:а. фор:мула. спр�:вед.I.\DВ& ttaк )IU СUЛЛJ!В:ОГО, та& в ,ЦJJ.a: :ве11.торw 
иоrо :в. ;а;:вад:в.оrо nро:иа:ве)lев:ий; в ,11вух посJщпвв:а: с.JJуча.вх надо и:меть 
в ви;а;у, что :в слаrае:м:ы:а: nра.:вой ча.ети ра.вевс!l.ва. (4) вел1вн переота.w 
:В.1ИЬ ивоzите.пи. 

По,цобвы:м: же обра.ео:м: ;а;иферевцв.рУJJтса и проиsве,в;еииа бо.1ее чеи 
хвух век.торовt ваnри:м:ер: 

:U [аЬе] == [�:ь�]+ [а� е]+ [аь �=] . (4') 
Прt�.ложепие -w 2eo.u€mp1lи. Ура:виевие 

(б) 
ео.�и . r sа:ввсит от na.pa:м:e'l'p& ut :М:OJiBO расс:иатри:ва'lь ха.и. Jра:виеиие 
окр-ужности ра.д:в.уса. а. Ура.виевие 

dr 
r• dи = О, (5') 

nоо�учаж>щеес.а: nуте:м: ,!!Ефе:ре:вцвро:вави.а: ypuneu.a: (5), :в:ыра.жает, что 
ха<а�е.nlван 1t ОlР!2Вост:в. nерnевдикулврва 1t рэ,11:иусу, nроведевnо»} 

в точв.у в.аса.шш. Явное :выра:жеви:е ДJIS. :� со;а;ерz:в.тся хав. частЕ:ыll 

сJJуча.й :в фор:м:уАах, :выве,цеnвых ,ц.nа эJI.unca. {39). . 
Ура.:вnе:в:в.е ot>pyжnocmtt, радиуса, равпто eд-u?itщe, и:меет :sид: 

(6) 

r,в;е е - е,циви-сm:ый :ве&тор, :и:меЕщвй вanpanJie:ne . о,вв:оrо из ра.цвусо:в • 
.Ес.i:и е :в. е +  de - ;п:ва. соtедВВI е,ц:ввичь.ых вектора. (рве. 29), то de 
ире;а;ста.в.11ает ваnра.вАе:ввы:й в.nе:м:еnт n.rи о11рух.вооти еди:ввчвоrо 
радиуса, оое,ц:в:а..п::в:,щnй :вх &овц:ы. Он и•ее_т ваnр&в.l!евие е;а;ив:в.чиоrо 
вехтора е1 в.а.t&IIеJъной, nро:ве,цеn:вой :в JWвечиой '!очке :вeJt'J'Opa е. :Мод-уль 
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ве:ктора. de еотъ &Аекеи AJI'И o&pyzиooтll, JtОТорьtй мы обо1Ш8tчп: 
через dв; ов ра.вев соответотву:юще:м:у цев!ра.п.вом:у Jl'AY а.. изм:ерев
ио:м:у в .цуrовоl мере. 0Ае;а;ова.те.uьво. про118Во;а;иu е.цииJА.воrо ве&тора. 
ра.вва 

de =e1dв и de = e1d&. 
4:1. Вращепе триоа.Q&. Та.вrевциа.J�.J.Ва.я: с&орооть v тоnи r твер

.цоrо те.11а.. вра.щающеrоои о yrJioвoй скоростью u, corJJa.oпo 13 (Зl). · 

Рио. 29. 

ра.впа 
v ==u Xr; 

(7) 

Отиесек теперъ :ве&тор u & ба.виоу 1, 
J, k; который бJ;a;e:tt счита.тъ npasoa · сш:
mе.мо-4: 

Tor;a;a. �· скоростей IIOIЩOB векторов 1, j, k по.ауч:п: 
dt х . .; k Тt - u  1 = * а.., - а9 , 

Z = u X  j = - a8i * + a1k, (9) 
А Тt==u X k== a1i -aJ * •  

at c:ZJ dk Ве1.торы Тt , Тt , Тt поJJ.уч:а.ютоа из :векторов 1, j, k о пом:ощъю 
выро:JЮдеlf.каго аффtЖкого преоорааовакtfя, опре.цептеJIЪ r.oтoporo а.пи
сим:иетрич:еи и ра.веи BfJIIO (ер. 27 и 28): 

О а8 -а1 

- а8 О а1 = 0. (10) 
"в - а1 О 

Эоrо аффиlШое преобра.зовэ.ии:е коzет б:ыть осущестuев:о о поиоЩЬI) 
автиоим:иетрJА.еОJ.ой .циа.,цы (84:): 

Ф == а1 (lrj -jk) + "е  (ik -kl) + tJa (Jl -lj). (1 1) 

Уравие.вие (7) ва.м:епетсs: тоrда. оледующо: 
dr 

. fii = ... . r, (12) 

Эrой фopкyJiol :м:ы а.це.:ь, о;а;вио, цоnзо:аа.тьоа в:е бу.в;ем:; ов:а. по
.IIJЧИТ зв:а.чепе JIИШЬ rора.в,цо позже (2!3, 260). 
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ltоэфицкенrьr а1, а11, а8 иожв:о оnределiiТЬ, yl\{В:Oвt!l.ll' равенства. (9) 

скмирв:о ив. 1, j, k; та;к, например, 
dj dk al � "dt'"·k = -J · ar . (13) 

Если бы иы захотели вы�ра.ть в ка.честве ба.аиоа. левую систе.му и 
в то же вреии избеm:атъ переме!IЫ знака. право.ll: части · равенств (9), 
то :иы должны были бы изиенить зна&и :&оординат а1, а2, а8 ве&тора u 
в выра.женв:и (8). 

§ 2. Естественная: rеом:етрия: проетранственкых 
кривых] 

4:2. ФормуJIЬI Фреие. Если виео:rо произвоJIЬв:ого па.раметра. и 
ВВI},Цем дли простраттв�ной привой длину дуги s, оточитываемую 
от определенв:ой в:ачмьвой точ&в: в:а. хривой, то вектор :: будет еди· 
в:ичным векторои, та.& как эле.мен.т дуги dS есть моду.nь беокопепо 
ха1ого вектора dr. Э:rот вектор 

-r - t  
dв - {(14) 

имеет иапраВJiев:ие касательной к кри
вой и обращен в еторов:у возраотанио![ 
ND111ЬI дуrи (рис. 30). 

Представки себе, tzтo о кривой в 
каждой ее тоnе овизан триэдр, обра.
аова;в:иьrй сяедующп:и векторами: 

Рис. ЗО. Пврвы.м вепторо.м пусть будет еди
вичиый тан.zенциальный ве10тор t. 

Векторы t и t + dt, ка.оающв:еси кривой в двух соседних тоnах, 
опредеJiиют соприпасающуюся пдос�>ость кривой,· соответствующую 
э.пеиевту дуги ds. 

Вторы.м ве��:торо.н триэдра пусть будет единичный вектор n, 
им:еющий то же на.пра.вление, tzтo и ве&тор dt. Этот ве��:тор мавн.ой 
н.ор.мади n лежит . в  соприка.сающейси пJiоскости и перuендпуиреи 
вектору t. 

Третий ве10тор триэдра - единичный ве�>mор бин.ор.нади Ь = t Х n. 
Опре,целенв:ьrй этими тремя векторами, "подвижной триэдр" предста� 
в.плет, та&им образом, npaв,lf/0 систему. 

Допустим, tzтo подвижной триэдр движется вдоJlь кривой и притом 
й ds 1 так, что его вершнв:а., остающа:rси на. криво , имеет скорость Тt = . 

Кроме определяемого· таким обр�аои поступателыlоrо движении триэ,цр 
пеет и вра.щате.пьное. Обоапачи:м тав:rев:цимьпые скорости конечных 
точек векторов t; n, Ь , соответственно tzepeз :: , : , :: . Вектор (8), 
опреде.n11ющий вращательную скорозть триэдра по величипе в: в:апра
в.пев:ию, вааывается ве�>mоро.м Дароу и обозв:ачаетсл череа D: 

D � a1t + �X..An + a8b. (15) 
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Урапе:в:иа (9) привимаiJt 10r,в.а с.педу11щd вид: 

dD т, -= D X n -= - aat * + а1Ь. (18) 

dЬ 
• -= D Х Ь == a1t -a1n * • 

RоофJЩJJевты а1, а1• аа опреде.nв:��тоа JI')'те:и ооста:в.uевиа сuDр:ВШ: 
проиоедев11й та1. и.аr. �то сде.1аво :в qорму.11е (1 8). Тав. иа:в. J3el.'rop Ь 

перпев;впу.uре:в в. oonpиJaca:ю-

tn щеllсв n.nос:в.ости и. с.nедо:ва.�е.nь
:во, s двуа соседвин иa.ca'le.u.· 
ВЪIХ t И t+ dt, ТО 

1, ;1.118ДО:В&ЖС.11:ЬИО, 

а11 == 0. 

Тех са:и:ы:и вett!rop Дарбу с:во
дитсв (риq. 81) :r. 

D == a1t + tJab, 

.,11 т. е. ов: Jю:ип.nа.вареи о :ве:&жора
хи t И Ь j ПО&ЖО:Му IОИЦЫ :ВС&'IО• 

Рис. 81. 

ро:в t и Ь двиzужоа перпе:вди:в.у-
.tлрио i IIJIOCI.OOTИ ( t, Ь) И ПрИ

ТОJI :в с:в.tу опр�е.nеи:в:а: ве:в.'Iора. n Deii'Iop:ы dt и n обращевы в од:ву 
и ту а:е еторову, тоrда. ка:в. :веDОр:ы db и n :коl")'т · быть обра.ще:в:ы 
:r.ав в о;ю�у, таи. и в прот:в:вопс.nоа:в:ые оторовьт. 

С.nе.-о:ва.те.пьво, 
• dt l dt l  . с1Ь I IIЬ I  .аа == 7i . . ..... ,- ' al == - т,  . D. == =+= � . 

Геоиетрвчео:вх аоио, что. 1 dt 1 == da есть yro.n с:меа:иости, т. е. yro.n 
хеЖАf сиеа::вьтми 11.асате.аь:в:ып, и что :t: J аЬ 1 = "1 ест:ь yro.t :иеz.q
бииормuвми J1.11fX сосеДJПП точек ари:вой. 

Веп.ч1m.а : = � -= х nааы:ваетсв первой rrpttвttвкoй вu просто 
sрn:виа:вой, �..,. � == а - етор04 "JЖвшкой и.nи :в.ручеив:еи прос'Iраи
ет:вев!lой :r.ри:воl; р и 't - ее p"'JJ.JJ'YOS.JIИ аришmвы и хручеиил. При 
атом ав:е.в. spyч.e11.1t11 сЧllжаетса по.nоа:в'Iеn:вых в ток с.nуч.ае, xor,11.a 
:ве:&торы dЬ и n обращевы :в nроти:воnо.JJожв:ые сторо:вы, xor,J.a., c.ne,JI,o

:вaтe.n:вo, ;�tа:еzе:вие биворма.J.еl nри перехещевии ТОЧII.И :r.ри:вой :в :ва.
пра:в.nевии :вeJt'Iopa t пре,J.отав.11ве!' ообоl правое :враще:иие :во:в.руr 
:вектора t, ua оси. В тuох o.n}"'ae :мы пеем: 

a8== l. == •i р (17) 
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н, с.l!едо:ваrе.nио, :век!!:Ор Дарбу ра:веп 

t h D = -:t +.-р = ot + хЬ. 

Ив ра:вевсж:ва (16) no.nyt.�aeм фор.мулы Френе: 

� в � 
а; == * Р * , di = * xn *, 

(18) 

dв dl = - кt * + оЬ, (19) 
dn t 'Ь dl = - -p  * И.JIИ '\: 

dh di = * - on * · dh * - �  * • fii = '\: 

Совершенпо так же, 11.аи. :м:ы в:веJIИ :выше пер:ву:ю хри:виввr 1 = 1 = � в 
1ру'lевже (:в!rору:ю ири:виl!:ву) 1: 1  = � , :м:ы :м:ожеи о nо:м.ощь:ю yr.11111 

xeaJJ,y еоеедв:в:мв: иор:м:u.nии оnре.це;nитъ еще в третъ::ю ltpВ:ВВIIВJ 

1: 1 == � , которую :м.ожво иав:ва.ть пол'Ной прив.сmой. Оправ.ца.вие 

та:В.()](J ваа:ваиию :м.ы вахо;n;и:м: :в теоре.ме Ла'Н-кра (Lancret): 

(20) 

вытекающей из второй фор.мулы Фре11.е и в:ыража.:ющей эту третью 

11.рив:ввиу череs обе nер:в:ые. 3аме'1n:ы, 'l'Io, corJJ.acвo (18), � = 1 D 1 ра14:во 
:кoJJ,y.n::ю веtотора Дарбу. 

Ес.11:в. IЩJ1,1!Иж:вой 1риг.пр t, n, Ь бы.11 выбрав так, что предста.вллет 
левую cttcme.мy, а. ва. nо.nож:ите.uъв:ое ваnрав.1евие ЕрJчевиа nоnрежве•у 
nрвви»аеrси nрэ.:вое вращение бв.порJiа.lей :вохруr :вех!tора t, nри nере
хещеJШИ точ�tв �:в;вой :в вапра:вJJе.в:ии t, тогда :в (17) С.JI.едует замевить 

1 . а1 = -7 = - о. 

4:3. Формулы 1J..да прв:вв:ан:ы: · в вруче:нва. Чтобы :вычвс.nвть кр�

вtАжу ..!:. и кручеиве ..!:. , доnустим, чз:о рэ.циrс-вехтор ТОЧ11И лрострав-Р '!: 
етвев:вой хри:вой за..цав хах фув:sция .цуги s. То!'.ца 

еоть тавrевциа.IIЬВЫЙ :вектор :и 

r' = t  

" dt r = d& ; 

штрихи обовнач&ют а.ц.есь .nиферевциро:вавия по s. У:миоаа.u: обе части 
nервой форму.nы Фре:ие (19) смлврно каz,цую ва самое себs, поJiучаеи 
х:ва,D:рат пр�виапы: 

1 = r" · r". (21а.) 
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Зиак арв:вивиl!l оотае:юа пров:евоJiьв:ык. Itруч:епе ПO.IJЧ:&e!l!ca: из третьей 
r}ор.нуды Френе (19) oxuspиD у•в:оаекиеи в:а n: 

1 . dЬ 
-;- = - n .  d;· 

В �по• уравв:еици иуапо еще выразить векторы n и Ь через про:ивво�
иые выошп пops:Jittoв вев.тора r; из первQй фор.м:у.пы Фреие икее11: 

n = pr''; 

[ b == t X n =pr' X r", 
и, о.педова.те.JIЪИо, � == - pr'' • � (pr' Х r"). 

При. �фереJЩв:роваиии ПOНВJIII'J)Т6S: три омеша.ив:ш произведе:вшr, 
два Jl8 &оrорых ра.виы иув, и llъt иа.х:одии .ц.а:а пру"�Шия: 

; = рй [r'r"'r'"]. (2lb) 

02'воол ра.цв:уо-ве�tтор 1t веподвиавоху ба.ав:оу 1, j, k: 
r = i.x +Jy+b, 

по.вуча.е:и из (2la.) в (2lb) д.па 'привuа�ы и npy>Je�uя оJiе.а;ующв:е коорцв:
па.тш.rе выражепив:: 

� = V  ж"ll + t/''11+""�� ·  
.х' у' ., 

1 1 rr:" • .н 11" 
-;- = fll'" + y''l + ,"в :� 

ж'" у"' •"' 

(22&) 

(22Ь) 

При при:иеиеив:и форму.11 (21а), (2lb) и (22а.), (22Ь) .ЦJia и.риваsиы 
и кручеив:а прое'l'рч.иотвен:кой хри:вой ие иа.цо ва.быв'.l>'l'Ь, ч:rо в М!ИI 
фор:иу.11а.х nt�paмempo.к млягтея дли��� ду�и. В бо.пьшиио:rве O.IJ· 
ч:а.ев, встреqа.ющпов: па практив.е, та.ка11 опециатmа.цuа: па.рам:е:rра ие 
mreeт места; 

В этих oJiyчaax, чтобы и:кеn 
.. 
возм:оав:ость прииеRИТr. форм:уJJ:ы:, 

вужио .111бо о nомощью nоnо.цвщеи nо.цсrавовu :ввести .ц.umy .цуrи: 
в ка.qеотве п'1.рам:е'lра, JIИбо преобр1.аова.ть форм:уш (21), (22) так. 
чтобы в иих вхо.цu �роиаволь�ый мраметр. Ч:rобы: осущfЮтвить это 
преобразова.иае воемоаио короче, ·будем: обоаиа.чать дифереицв:роваиие 
по ДJiиие .J;yrи s шrриtом: ('), а. :цифереицирова.иие по проJ18вО.1[ЬИОМТ 
параметру и -тouol ('); тоr.ца. 

uи 
' t t r == - == -- ·  

l t \  yt:t' 
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.цыее 

:иа.коиец, 
fl' r· ·· · . r = --=----:-=+ pr + gr; )1 (t• t-)1 

коэфв:ци:еwrы р и q в nоследующем иоnО.IIЬЗо:ва.вы ие бу.цут. 

С ПОI(ОЩЬЮ ЭТИХ фор мул ПOJif'I&ell ИЗ (2 la.) .ЦJIJI "PU8U$UЫ 
1 (r·r) (t .t) - (t ·r)9 1 t х r 1� 

7 = . (t •t)S = (r • t)11 1 
И и:а (21Ь) Mt!. npyчeutJ,я: 

1 . - . р 
(23з.) 

1 [tf rJ -
-;; == 1 t Х r 1' • 

(23Ь) 

Выво.ц ооотве:rоrвующих &оор.D;иа:а.тв:ых фориу.11: оч:еш. проот, и кы 
пре.цост&алRеи ero ч:и1аж�лю. 

44. Опри�:л.я:ющ�я: пов&рхаость. Форм:у.1lы ФреRе дают воги:ожlfооть 
поотроwrь вею теорию простра-н..ствеппых прив ых. Ч:тобьt дать при· 
:иер ив. прuожеtrие эrиr фор:иул, иаltдем ур&а:в:еив:е спря..идяющей 
плоо"оо� простра.нствевиой кривой 

r = r (s), 
т. е. плос&ооти:, опре.целв:емой ка.оа.теJJьпой и бив:орwа.лью Jt Rpивo.it, и 
ис'о.ttе.цуе:к огиба.ющую uоверхв:ость семейство. тв.�их шхосв.оетей - спрЯАС· 
ляющую поверхиость. 

Ес.1J.И Х -ра.;п,иуО•В61!.ТОр Пр011SВОJ1ЪИОЙ 'l'OЧ:IOI СПрВ:1UL!IЮЩеЙ IIJIOOI!.OOTИ, 
то урв.виеиие пowщl{иe.it будет:, 

· 

(X -r) • n = O. (24&) 
Чтобы иа.йти уравиев:ие оrа:ба.ющей сеvейства. опрнилs:ющих плооsостей, 
иужв:о 1t ура.вuени:ю (24з.) првооедИв:ИТь еще ура.виеиие, полrча.ющееоа: 
и.s веrо .цифереицироваив:ем по параметру s: 

· d11 dr (X - r) • d8 - d8  • n = O. 

В cuy формул Фреие nOOJieдиee переходит �. 
(X-r> .· (- : +,�)= о. (24Ь) 

Уравв:епв:а (24'1i)• (24Ь) оаределиют ДJlJI Jta.:atдoro ав:а.чев:ии па.ра.
иатр1. s образующую огибающей поверхпо.оти - спря.мляющую np!Ufyю; 
вектор (Х: - r), прв:на..цлежа.щи1t oiipJiъtJia:ющeй прямой, согла.ско (24а.), 
(24Ь), перnещв:кудиреа к век.тора.м n и (- � +*) и, С!iедова.тельв:о, 

и:кееr иапра.ВJiевие вектора. [ер. (18)):. · · · · 

n Х ( - .!. .!!.) = .!!. .!. = D. 
р -; . р -; 

Тахu:м: обр !I.ЗО:М: :Вектор . Да.рбу nрострз.в:отвев:вой :s.pивoli оnределяет 
в R!L!!tдOЙ точке иа.nра.влеаие о5рмующп тoit ра.звертыва.ющейся 
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пoJWJPDOOти, I.O'l'Opaa оmбаетса епрп.:п.о:щип п;посиоета:ии, т. е. 
tt�pЯJfЛЯ� fiOfepzкocmм. 

С1tрЯJfлвющсu 1tоверzкость обаваиа. своп иаВ��в:веи то:ку ее с11ой· 
етвr�, 'Чtno •Р• ее paaвeptn11&eaнwa в fiЛOC*oc:tn& лежащая на tteй вро. 
етракстеекная ttр.свая ttepвжohm в •РЯМ1J'О. 

0*'l!O 

е, t 

Рво. 82а. Рис. З2Ь. 
Ч!Обы :в зтои убе,-итъса, :Вbl1JJIUП yro.11 rla иеа,11у ;пухв: сосе.-.;

:ввии :веиторои Да.рбу D и D +riD· Д..а sтoro npe;a:oo&l\DИ преа;а:е 
]!Oel'O :вехтор 

' ... D = - + -
oc р 

в вц е проJ!в:ве;а:евиа :кo.q.u: 1 D 1 ва. е;а:иiDIЧв:ыl :веr.тор е: 
D == 1 D l e -=  I D I  (t oos « +  Ь sin «), 

r;a:e 11- ')'1"0.1, обра.в}е&l 'Jiеиторо:к D с '!&Вrе:вцв.L/Jьв:ыи миторох 1 
(рис. 82& и 82Ь); соr.иасио (18) и (20), имеех: 

I D I == Y :, +�== � ;  
1 1 (25) 
'1: .. si р v СО8 « ==щ == -; ;  D « == твт == -р· 

:Щ.иВИЧJПоdt :веr.тор, ИJitl:lщиl вапра.:в;аеиие :веr.тора. D, 
бу;а:ет: 

(26) 

В:ыч:вс.�аа равиооть coee;a:ma e.ц.u'IJD1x :веа'Iоро:в е и е + d.e с по .. 
ИОЩЬJ> ( 6') 

de =- e1d•, (27) 

r;a:e da-и�о•:ыl }1'0.11, а е1 - e,-uвu:ыl :веsтор, перпев,.иаущв:ыl 
:а :вeUOPJ е, Jtoтopвl •ожво опре;а:епть с по11.ощью рис. З2Ь: 

9t == t sin « - Ь oos «. 

В:ычис.u• tеперь de и )Q)YJ'JUI путеи. Соr.11а.сио (26), пеем: 

de .... dt oos « + dЬ  sin « - (t sin «- Ь сов �X) d«. 
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CorJia.oв:o фopм:yJIU . Фрев:е (19) и (25), пее:м:: 

dt 
+

dh . D D. • 0 
d& cos Gt di sm a. = p- oos a - � sm a = , 

:и, сJJ:е,цов&теJiьио, 
de = - e1dGt. 

Сра.внев:ие эrой форхулы с (27) дает 

ds = - d(J.. (28) 

ИQI.оJШй уrол, тм�кк обра.вок, вы
числен. 

Чrобы истодкова.ть этот резу.пьта.т 
rеоиетричеоки, предота.:вии себе оnрпм:
.nа:ющую поверхность ра.ввериутой :в 
шоокооть; тоrда., если uо.ц.пежа.щ11.п АО· 
аа.за.те.пьству теорёма., что простра.в:
ствев:в:sя кривап перехо.и;кт при эrом: 
в npJU[yю, спра.ведливi\., два. со
се.цв:их тав:rеици а..пьв:ых вехтора t и 
t + dt ;D;OJiatв:ы совnадать с эrой при-
хой. Д.Жн эroro в:еобходиио и доста- Рас. 33. 

71 

D 

ttO'IИO, чтобы yro.11 Gt был в:аешв:и:м: уr.аои 
треуrо.пьв:ик11., в которо:�� противолежащие yi'JlЬI оуть 1.1 + da. и.dа {рис. 33). 

СJ1е;в;ова.тыьпо, доDно иметь место равенство 

�.& = е� + а:х +  de, 

da = - da, 

а эrо и есть Jta.tt ра.з :аа.й,цепв:ое в:а.:м:и условие (28), что и до&а.зы� 
вает теорему. 

§ 3. Естествеиная rео'lетриа: кривых 
на nоверхности 

40. Подвижной триi)Др Rривой, лежащей па поверхности 1). 
Всякой хривой О, .пежа.щей па. поверхности F, кожв:о привести 
в соответствие по.цвиж:s:о.lt триа.цр Т!!.кии обр��.Зои, ' что в и.аждой точхе 
spивo.lt первыи ве&торо'l триэдра будет едипи'!Иый ве&тор t, ииеющиl 
иа.пра.ВJiеиие R!W'I.те.пьв:ой 1t Rpи.вoii О и обра.щениый в сторону возра.
ста.ющих зв:ачепий п'l.р'l.иетра., вторым вe1tropo:�� - едив:и'IИый вектор Т, 
Jlежа.щий в в.асателЫiой плоскости и перпев:JШRулнрный вектору t, 11 
третьии вектором триэдра - едющчв:ый вектор N, паправлев:иый По 
иорм:аJiи к поверхности и притои в такую стороиу, что векторы: 
t, Т, N образуют правую с·исте.м/1, ':!:&& что N = t Х Т. 

!) В сочиаепва Т(арбv .Levons sur la tMorie generale des surfa.ces• nод
виzиоА триэдр (.triёdre mobile•) и грает ооиовв:ую роль. 
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При переходе Jt сосе.цвеl TOЧite кривой а пo;u:иno:l трив,пр покиио 
иоступа.те.l.ыlоrо переJ�еще:вин :в:иеет еще вращаmедМtое JJ.JJИ.Жев.ие, 
опре;t.е.пие:иое, cor.IJ.a.cиo (9), урSJШев:ипи ии.ц� 

dt 
т = u Х  1i =  * a8T- a.)i, 
dТ -;т;- = u X T = - a8t * + a1N, (29) 

dN 
-;т;- = u X N =  a2t- a1T *; 

еми :ввить :в ха.чее'I:ве параметра JJ:JIИHf дуги s и представить ве:а:торt 
J:а.ра.&тервзуJ)ЩИЙ :вращение, и ви.це: 

u = a1t + a2T+ a8N, (30) 

Пе.118.]( а1, а11, а8 кожио првда.ть rео:метр:ичеСRd с:иыс.п. По (29) и:м:ее:и: 
dt dt � = - dВ • Nt a8 = d8  • Т; 

� есть в.ри:виl!и& проеиции 1ривой О ив. п.посхост.ь · (t, N), a:l!JIJJJ)· 
щelcs: иорхаJJЬ:вы:и сеч:е:вие:и: по:верх:аости, прохо.плщ:в:и: 'IJepeз t, и 
вааы1!ае!rсв пор.ма.л.Мtой "pщtumoй v; :выбор з:ва.ха. ор:реде.плетса: сиобра
жевил:и:и це.�:есообраавости (бО). а8 есть &ри:в:ивиа. .npoeJЩU �tри:вой О 
ва :tасатеn:вую п.аос:r.ость (t, Т) и :ваВьtваетсн 2еодеа•чеспой пp•вua
ti.Qй 'У· В:во;t.а: :в рассхотревие еще · и rJIIU!иyю вop:llaJIЬ n ири:вой О, 
буде:и и:метьt corJiac:вo первой форхуле Фреие (19), � = � , и, медо-
:В&ТеJJЬИО, 

dN dt n·N a ... = v = -:r:- • t ==·- - ·  N = - --"' .... dв р • 
dt n·T a8 .:_ 'Y = (j8 • Т = -р -• 

(31) 

Ес.п обоа:ва.п• yroJJ сопрnасающейса: BJ[OCII.OCTИ ltрввой е е в.аоа· 
те.львой ПJJОС&ОСтью ч:ерев � (рис. 34), то 

вln сов � v = -
p
- '  'f = -

p
- ·  (З2) 

T8li:И)( сбра<:О)[ ВОрl!аJJьвал: 11 rеоде811ч:еоиан Jtрв:виавы кривой а ва. 
по:верх:аоотв · опре;.u;едлх.тсн рахиусо:11 р ее первой в.р:и:вив:вы и по.поже· 
:вие:и: оопр:вхаеающейса п.пооlнJс'Iи. llep:вoe ив соотиоmе:вий (32) дает с:мзь 
:м:ежду :ttр:и:виавой воркаn:воrо сечевив в сечевин, прохо;t.лщеrо через 
'fJ ze ка.са.теJ\ЬВfЮt по образующего с п.Jiосхостъю :вop.:иllJIЬ:вoro сечевин 
yro.u: ; - �; это соот:воmевие nавьtваетсн теоремой Мев1е (Meusnier). 

Числа а2 и а8, rео:иетрвчес:кое исrrоnов!ШИе :коrrорых даво :выше, 
опре,11.еи:ют со:в:иестио :ко:мnо:в.евт вехтора :вращения u, перпепдпу· 
жарвый в веитору t и вместе о те:и опре;t.еиющ:вй ивиевев:ие поло
жевив оа:иоrо :вектора. t. Остаеrен еще :ко:мnовепт a1t вевтора. u, 
имеющий вв.пра.uевие ве&тора. t и определ.в:ющвй :вращение тр:иэ,11.ра. 
вокруг t при перекешении ero вершивы :в.цо:аь t. Рис. 35 по:казывает 
ивкеиеив:я (dТ) вектора. Т и (dN) :веJtтора. N, обус.uо:в.певвые вти:и: 
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и.о:мпоиев�ох :ьраще:иив:, Чтобы дать ч:ио.Jiу а1 rео:метр�tчес:к.ую птерпре-
�3ци:ю, оnре.цми:и а1 J!B (29) и по.tожи:и: 

· 

a1 = -� · T =={f- · N = lN : t ] = a. (83) 

Чисжо 8 и&8'Ы:ваетс.а tеодеаиче�т-и.и кру�ение.и sривой С, .пежащей па 
поверпости F; ово представляет yroJI :вращеиил вo�tpyr вeJtтops. t, tа:в: 
оои, отвесе11И'Ый .. Е .ц.11пе дуги, puиol е.цпице. · 

N 

т 

Рис.84. Рис. Sб. 
Гео.цевичес�tое �tручевие 3 хривой, .пеж�ей иа по:верхиости, в�о

.-итса :в простой овави с обыкиовеввы:и sручевие:м ; . Ив фор:му.:� 
Фреве ихее:м:: 

1 dn 
-;- == а;- . ь. 

Приступая и. выч:ис.11.еви:ю этоrо с:sа.пв:рпоrо проиsве.цевил, sа.иетих, 
ч:то, oor.tacвo рис. 34, 

n = T cos P - N  sfn � ;  
с.11е.ц овате.пьио, 

Ь = t X n =  N oos Р + Т  sin р; 

с по:мощъ:ю (29) выч:исиеи : : 
: = (- a8t + �N) oos � - (a9t - а1Т) sin .� - (Т sin Р +N cos Р> : • 

тоr.ца. 

UИ, COl'Jl&CBO (83), 

dn dfl - · Ь = а  - -·ds 1 ds 

(34) 

есть ура.:ввевие, rеоиетричеси.иl CJfЬICJI котороrо а сев: вращеНие !1&08.· 
теnвой n.Jiocкoo�и C.JI&ra.eтc.a ив :вращевил щщрикаса:ющейс.а п.аоскос'l'В 
и :иаиеиеввв: yr.11a. хеж.цу эТВ11И ПJIOc&ocтaJfв. 
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УраuеВ1111 (29) и (80), о1tредмяющvе дв�енив ,.одви�шпо трм

едра, прпиха.ют с.ае.-ующр> о�оича.те.п.в:ую форку: 

dt 
,.- == n X  t =  * ,.Т -vN, 

dТ т == u X T == - 'ft * +3N, (35) 

(86) 

Дu двt��енvя ве-ктора. v, шиа.иен.н.о СSJСаанн.оео с трt�эдро.и 
(о постоJ�ИИЫJ�и коорАИИМ'dК отиоситеnпо бааиса. t, Т, N), oorJJaoвo 
(85), их�еи: 

Сра.:ввев:ие фориу.и (Зl) и (33) nоовоJiяет выа:ви:ть ва.м:еча.тельиое 
-раа.uичие xez,�.y трема &ривкзиа.vи кривой, .иежа.щей в:а по:ВерпюО'l!а: 

dN dt dТ v == a;- • t; т = с;; · Т; i = т · N. (87) 

Выбор поJiожитеАиого ва.прэ.uев:п N . :нopм:a.JieJt в. по:верmооти пpo
JIDВO.JJ.eп и, вообще говора, может быть произве.це:н одпозиэ.во .llltШL 
:в оrра.ииче:шп.rх учаот&ах поверDЮОти; о обра.щеuеи пмrравлев:п вор· 
:XIUJ[ прцетоа: из.иеиить в обратвое и sпра.:в.иевие :ве&тора. Т, еоп, 
zu и :выше, вехторы t, Т, N до.п&Пiil образовать .,.рмgю систе.иу. 
(').пе,JI.ОВ&Т&.�Ы�О, иор•а..��ЪИU :в.р:ивиаиз. v и reoдeвичeo!UI.Il и.ривnиа. 1 
оnреде.tе:ны .uишь :вп.поть до вв:а;r.а., rеохевичеохое же и.py'leue 8 -
одновиа.чво. 

О другой оторои:ы, r и 3 118J[eшtJ>т виа.&, еми, не ивм:еИilв: в:а.пра.
в.в:еиии N, ивхеuть ив. обратвое иа.пр!l.вJiевие вe:rtropa. Т, т. е. перейти 
от иравой онотемы х JJевой. Это rеометри'!ео:r.и а:сио JWt ве.аи'!lШЪI 1· 
aвJUWщeloa: xepo.lt отuоиеи:ив: �tpивolt, .Jiеж&Щей в nоnкости t, Т, 
от nрsиой t в в:а.пра.ВJiеииа nерпещпу.пяра. Т. А AJ!&: веп'IИИЫ 8. 
ав.J.а:.ющейои о.цаозпа.uо оnреде.11еив:ой •ерой 1.pyqeinla', nеремеиа. вв:а.u. 
s:в.паетси щщцствие• того оботоа:теJiъотва., '!ТО хаж,в;ое �tруqеиие в .иевоl 
оиотеие ииеет виа.к, противопОJ(ОВШЫ:й &ру'lеИИJ> в nра.:вой. Эта. nере
•еиа. Sllfl.l.8. может быть уО'l!ра.пеиа., ео.в:и, ха.& это и:м:еJiо место и 
в о.в:уча.е фор:м:уJI Фреве, ана1е qуч.ения в JJгsыx c�ome.мaz уота.пови:ть 
иаа.че, чем в nра.вых, а. ииевио: в ОТJ(ИЧИе от (83) nоJiожить 

dN dТ IF · T - - т · N = 8. 

В уравиеnИil (85) и (86) вхо.ца:т то.пьв:о вмиоеииы, опрвдменные 
'ео.иеmр.щ�еu, оеэ tt.pti.AfeHetШЯ !C<.I!f04-.IIUQO сuсmе.ны Отс'ч.ета, Та.&ОЙ 
сnособ иосJiедовз.ип rвометрич:ео&иt ацч.ч ооота.в.аает оущвоо'J'Ь та.:& 
1!&8Ыва.ем:о.lt естветвенной аео.иетри.и. Урч.вв:епиа (Вб), (36) nре,цота.
в.ав:ют ооиову всей rеоиетрп &ривш, лежа.щих па. поверхаооти; в отв:о· 
шепи rеоиетрии самой nовер:поотв: оии nригодны JIИШЬ д.в:в: иooJie,цo-r 
миий в о&реотв:ооти &ривой. 
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4:6. Геодевическв:е лввии. Исме,цуеи вариа-цию д.шв:ьr .цуrв кри

вой О� JJ:еж&.щей на поверпост:и, т. е. изиевеиие, вопьrтьr:ваеиое ,!(Jl]ШOJi 
.J;Jl'lf, :sorдa. тo'lltJI кривой, осТ&В8Jiоь D nо:верхвооти, сиеща.ютон D 
иебо.u.шое ра.оо'rОЛиие т�пулярпо к �tрввой 1); в:ач;а..;шсую и JtOneч;
JI:'fJO тоuи рз.ссма.т�вваекой дри sривой бу;цеи счвтать в:епо.цвижnьrп. 

Допустим, что Dправ.J�еииьrй м.емеит XJl'И d8 и.ри:вой О перехо.ци 
при этом в ds', ПOJI'f'IIIJI :вариа.цmо & ils, та.& что 
(рис. 36) 

ds' = ds + а ils. 
�ииа дуrи первопачальиой Rрквой О равна 

s = .{ 1 ds \ = j V ils • ds, 

а �ипа дуги варьироваввой хривой 
s' == jlils' l =  jV(ds+ & ils) · (ds + &ils); 

ап иптегральr, как и все последующие, берутек Рв.r. 86. 
между двуив: пев:змеiШЬtМИ точ:и.ами кривой О. 

Въmо.nиия nо.ц знаком pa.;цmt8.11a скалярное nеремпоже:rше, опуская 
ч.u.enъt второrо и :высших пораДR.ов относитеJIЬно а ds и при:мевл:.а: затеи 
фориу.nу бипома, no.nyчs.ev.: 

s' = f v ds • ds + 2ds • а ds = 

= j V ds • ds + j ;;:� � = s +  j t • а ds. 

Следовате.аыiО, оари.ация длииы дуzи s кривой О равна 

8s == f t · д ils. (38) 
Д.U ВR<mcJн�нu этоrо в:траже:аил обозначви сиещеп.ие .к.а�tой-Jiибо 

ТОЧКИ р 1tрИВОЙ 0 череЗ T3n, rде едИRИ'lНЫЙ Ве&тор Т дает в:апра.
ВJiеRИе, а 8п-вели'IИRу этоrо омещеншr, an, та.к те &n.:к. и Т, есть 
фу:и&ция s. Пере:м:ещеnие ков:ца. Q эле:м:е:ата дуги ds &ривой О, иоходя
щеrо из TO'RR Р, будет тогда. равв:о тап + d (Т3п), где 8R&R d 03Ва.

qает дифереициu, соотвеоrотвующ:иii: из:м:ене:аню s на. ds. Таки:м: образох 
меиепт дуr:и ds . переходит в ds + il (Tan); ero вариация равна. 

а ds = il (T3n) = атап + TdOn. 
Tor)l;a варв:аЦЮI ;цуrи, если пршпиъ во внииа:ане соот:аоmеиие t ·T  = о, 
будет, ооrлаоио (38), равна 

3s =.!  t .  атап = Jt · � 3n ds 

IJI.И:, сог,аа.спо (37), 

1) Ср. W . .Вlавс�kе, Different.t&Jgeometm, I,  ru21, § 37, стр. 89. Русо&!!.й ие
ревоА 1935 г, 
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Геодеэичеспая приви.та i привой на tWвepa:нoomu определяет 

вариацию длипы дуаи •.PU aaдan'IW.н nepe.нeщe'I'UU 3n точек привой 
в такой же .нерв, пап ооъJnновенпая прививпа в едучае плоспих при· 
вых. Это и иеу.цивие.п.ио, еми прииать во :виииаиие rеометричеоRое 
опре.цuепе rео.цеаИtJесхой :&ривmmы. 

Особевио :ва.жв:.r.t:м:и JI1WIIOТCII те JIИ.JIИИ, ;ц.IJI sоторы:х ва.риа.ции 
�ии:ы дуrи ра.виы И,f.JIIO ;ц.1J1 :вcuoro воа:м:ожпого пере:м:ещеии.в: Оп, и, 
с.�е.цо:ва.те.п.ио, са:м:u .цJIИИ& .цуrи ииеет �тстре.нальпое, вообще 2оворя, 
.мини.t�аль'ltое, sиачеиие · по сра1Шеии:ю со всеми соое.цmmи хри:выми. 
Эти "кратчайшие" липии в:авыва.:ютов: teoдeau-eecnu.t�и липия.ни. 
Ввиду того, что 88 равв:о ву.uю ;ц.1J1 хаждой систеиы: sиа.чев:в:й Оп, 
'У до.nшво б:ыть равно пулю. Та.& ка& из ра.:веиства. i == О, обра.тио, 
С.11.6Дf6Т равеНСТВО 3s иуm, 'IO ЭТО условие 11ВJ1116ТОВ: хара.:r.терИЫИ ДJIR 
геодевич:еоiШХ .nИ.JIИi. Геодевич,ес�>ие Лu16ии суть кривые, zеодеаи-tеская 
приви.та поторъю: раепа нулю . Оt:щ.!lасио (32), д.1III l'еоде8И'!еоких лииий 
cos � =·О и, О.!Iедо:ва.тельво, � = :t: ; . T&&Шil обраао:м: маепая '16ор.м.аль 
" геодевичеспой липии сов-nадает с нор.мал.ью " tWверхности, а потоиу и 
оnряиu:ющая шоокооть совпа.ца.ет с :r.аса.те.п.иой шоо&остью в. поверх• 
иооти. Раввер'I'ЫВ&ЮЩ3.1IСSI по:вер:mооть, образова.иnал: хаоа.теJJьв:ыии 
шо01r.0стл::м:и в ТО'Ш&! rеодевич:еои.ой JIИВ:ИИ, . есть дяющая 
'Мвера:пость, при рааверты:ва.иии в.оторой ва. s.ооть rеодеви к�а 
JJИИИII пере:Jоди в прs:м:ую. Да.п.ее, corJia.cи 82) :п (34), и:м:ее:м:: 

1 1 У =  :t: - '  s - (89) р '!; 

Нор.мальпая криви.та и геодеаичеспое пруч.ение zеодеаt•чеспой липии 
совпадают с · оо'Ь6кnовенной привиsп� и f>.РУчепие.м. 

Попытка. расширить естествеииую reo етрию в.ривы:х., .аежащ:в:х: па по
вер:шости, до еотеот:веивой rеоиетрии щiверхв:остей встре.ча.ет за.тру.ц
иеиин. Поэ'l!Оиу предста.ВJI.s:етсх цедесообразв:ыи оиач:&.�.�& ивуч:ить .цру.гой 
:м:етод ИC(JJ[eдoв!IJIИII rео:м:етр:ии повер:шостей, в которо:м: .испОJIЬВуетса 
про:ИЗ:ВО.!Iьиаа: оиоте:м:а отсч:ета., и .11иmь пос.nе этого воввра.тить1ж 
х естествемой rео:м:етрии. 

§ 4. rауесовы парам:етры ва nоверхноеm 
4:7. Введение rаrесовых цараиетров; параиетричес:кие кривые. 

Чтобы определить какую-либо тосшу .Р иа. поверхности, по.nзуютса: по 
преможе:вию Гаусса. .цву:м.в: параиетра.ми и, v и :выражают 'Iерев :вих 
простра.иствев.вые координаты точu Р (прк:моуi'О.аьв:ые ИJIИ другие), а. 
с;аедо:ва.теJIЬио, и ее ра.циус-ве:ttтор: 

х = х (и, v) 
у =  у (и, v) иu r == r (и, t•). 
s =  s (u, v) 

(40) 

Towa каждой t�-ape ана<tений параметров и, v соотаетствует точпа 
•огерхпости; при подходяще:м: оrра.пичеиии расс:м:а.три:ва.еиой области 
будеы оч:иа.ть это соответствие оцовва.ч:вы:м:. 
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С,ехейотва. кр:ц:w:ж v =- const., ., F oonst. иа.аJ,tв&ютса: r.ратво и�кри
вьnш: и . tJ-&р:и:выии поверхиости; эти гауссов-ы мрq.цетриче�тие �вш 
обра.ауют nов;ры:ва.ющую noвepuooтt. сетку -кoop,1QDJ.81fJryJ.) систе»у na. 
вовершости (рис. 87). :МЫ ие na.мepeiiЪI 'Jl'.JIYWII'.ТЬOI'. по втоиу хорошо 
uвестиоит пути в теорию поверхностей бOJtee, чек вто иеобхо.цпо .ц.u 
тоrо, чтобы раtrьа:оивть 11етод :в. ооs.цв.ть основы д.u поОJtедующвх, более 
общп исследова.иd. По11иио этоrо, мы :Выа:свим с:ва:зъ этоrо tауссова 
.А�еmода с прiпrеиевиым :в:ьипе Jееmодо.м есmсстве'Нi/1-ой teQ.нempufl, 
и которо•т иы скоро (§ о) возвра.тимса:. (Д.U этой пocJte.цв:elt це.nи 
;�&остаточно вв:а.ии.в: медующеrо пув:кта..) 

48. Осиовиаи: иетрическаи: форма. 
Вычио.uа: ·чаотиые проИЗВОдвые радиуса
вектора. r по и и v, nq.nучим векторы 
дr or · 

7J1i· и (fjj , имеющие иа.пра.в.11еива: ка.са.- и•konst 
те.u.иых R и-в.ривой и v-кри:вой, переое· 
Jta.J.)ЩЦCS: в ТO'II.e Р. 

ВесJWиечио 1t:ЫМ разиость dr р!ЦВ
уоо:в-векторов сооедвп тоqех Р и Р' :не
которой кривой ва. поверпооти есть бес
ковеч:в:о м:а.пый вектор, J:Ies&щldt в:а nо
верхности. Ов: ваsьmаетсв: -напрмлех
п·ыл эле.непто'" дyrit: (и.аи вапраuев:· 
в:ым: J1ИИейв::ы:м: эJtе:иеuтом:) . и обоsв:ача.етсл 
через ds. 

Рве. 87. 

Этот uемевт ,цуrи :в:ыраа:аетса ч:ерез раsпоотв au1 dv виа.чеивй 
парам:етро:в и и v в тo'II.ax Р и Р' с.nедуюЩИJI обр&8()м:: · or :� + or 

' 
as = dr = дu uU -;;; dv = r.,.au + r.dv. 

Jiвaдpam ме,меита дуеи · и& по:верпости бу;�;ет: 

(41)  

ds2 = dr . dr = r. · r11du2 + 2r .. • r,.rlu dv + r. • r.dv2 (42а.) 
пи, :в боаее хра.тхой аа.пИси, 

dв'й == E du' + 2Fdu dv+ G dv'J; (42Ь) 
ds' есть опредtл{иtиан положительпая дифереициальпая фор.на, ва.зы:
:вае:км первой осиовиой фор.мой, а. таи.же ocuoвuou .44еmри"'еской формой 
по:верхиости 1). Коэфцциевты оово:ввой м:етричес110й фор•:ы суть: 

(43) 
ее двmtрп1Ша:вт ра.веи 

EG- F2 === (r .. • r.,) (r, • r,) -(r,. .  r.)2 = 1 r,. Х r, l2 > О. (43') 
На.праuев:п:ый эле1t:еВ'f .цуi'И, вввт:ый :в вanpЭ.ВJJeШDI пара:иетрвчео:&ИI 
крввщ, будет: 

(44а) 

1) Основвые сведения nэ об,:�Jаот;а :в:вадратJ!чвых форм, которые nовадо• бятоа и в да.11ьвейшем: чте.вии (ra. 4:, . 6, 7),. можно . вайтв в sвare м. Во�ера 
.введение в высшуl! алгебру• (r.п. IX-XI), ГТТИ, 1933. Лptt:a. рtд. 
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ео.�и обоаи&ЧИ'l'Ь велll'ПППil, отв:оол.щиеОJt s •-:s.ривыи и tJ-spивt.tи, 
CO<mieтeDemro ивдекса.ми 1 и 2. ВeJrиЧJDU,l эле..ен.та дуэи п&ро:етри· 
11ес:ап :sривъrх paвm.t сооDето:r.вевво 

ds1 = VEdu, dai = V G dv. (4о4Ь) 

Эти ра.вевства ра.ов.рыва.ют rео)l,етрuчео:s.ий окыо.в: веJiичив Е и G 1). 
Уrол ш •еs.цу па.ра.иетричеокmm: 11ривыми опре,��;еuетоа ра.вевотвои 

'd1s·d;& F 
cos ш ;= d _,_ = ,Гiifri ' (4J>) ���-� , В(} 

В !Юif муча.е, :коr;в;а. F ДJI.II всех точех По:верхв:оств: ра.вио иуа, па.ра
иетричесsие кривые обре.зу:ют opmOWif,aджyю cucme.мy. 

Yl'OJI. & ищу ,��;вуюr иохо,��;ащmm: ив точsи Р пиейиыии э.uеие:вта.п, 
аца.ииыии ра.веиоD&ки: 

ds = r,.dи + r.dv, 
&w= r.&u + r.&v, 

опреде.uхетоа иа соотиохпевиа 

""' /} ds·'s .В dut.u+F (du�+dt! {н'') vvS = � = dв &г  '!I:U 

Та� же, �а� и лu1u;ihtuй sле.мепт �иоой, угрл .и дu дву.ия qus'ЬJ..ШI, 
11.а tiOВepx11.ocmu опрвдмяется поэфициен.та.ии перв ов11.о1& фор.и11�, 
поторые, тапи.и oopaso.,., хара�ериауют .мempu"ff н оверХ'ЖЮmи. 

11лощадь беОJtоиечво :м:uoro пapa.ue.uorpa.xa., оrрмmче:и.н11JГ0-п��.р���../ 
кетричеспп i.ривыии и, и +  du, v, v + dt•, ра.виа. 

dP = ds1 ds� sin Ф 
или, соrласио (40, (4-б), 

dP= VEG - FJ du dv. (46) 

ДJI11 п,аощ&ДИ пa.pu.leJ.torpua., построеввою иа. .цвух иcxo.IOIЩJJ.t 
ва roчu G .t�ииейиых uехе:вта.х tls и 3s, бу.це:м: Dеть выра.жеиие: 

(46а.) 

Дейотиите.uьво, ра.сс11tа.трива.я па.ра.uе.uоrрв.и сиачuа. Jta.� шоща..цху dP, 
по.11уч:п: 

dP = ds Х 8s = (r. Х r,) (tlи 3v -dv 8u), (46Ь) 
а ОТ{!ю,ца, ооr.а:а.оио (48'), cel'lac Jlte ва..хо.ции uощ&»> elP :вu ИO,II;J.U. dP. 

fiep:вax оеиовиа.а форме. .цоотз.rочиа. ,1I;JLR: uоотроеииа ио.иетрtиf. 
'1I08eJ'X11.0Cmи, ео.nи ра.оока.три:вв.ть поо.�е,11;ВЮJ> u.в. са.:м:оотохте.п.ьиоо .цву
иерв:ое обрв.ао:uавие. 

При тuох расQ)(м-реииИ поверхиости :мы совершепво OТDJie&&e•a 
от ее форР в проетра.исDе и аоа:м:оzиых иа:м:еиеииi этой фор::м:s: 
:вс.ве.цотвие t�.nuoaнv4, т. е. т&пх .цефор11.а.ций, прп которых бее&оиечио 
11.a..uoe ра.оСТОJШие 'Кеq оосе.цвики точsа.'Кв: ооТ&.етоа иеиакеивыи. 

1) Надо в:vмь в вид1 разикцу в oбoэa&'IIRИ.trx d"t а 1111• По.ц d1s ацо 
nоиим:ать дифереициu ввтора, выuодеиJША в вавраnевии кривRХ (1), 
тоr.цt. :&а:& dв1 естr> веаа'lаиа i.nем:евта .цуrк dl вдов аривых (1). 

( 
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OctiOII'Ш!Я .мепwичеспая фор.ма ds2 == ds • ds ямяется пе тмьпо tтмяр
пы.н ипвариапто.м паправлекшпо л·ит,ейшпо IMe.мe'lf.ma, or. е. в.е 'ro.n.'IIO 
в.е аа:висит от сиоте:иы: Rоор,ди:в:ат в nространстве и на nоверхности, 
по он.а оставтол нев:в:иев:в:ой и nри изгибав:ивх, ;цруrи:ии мова.ии, 
яеляется U/ЖJapuaumuoй по omuOШtmuю " иаеиоаиию. 

Иввариа.В:тв:ы:ии по отиоmению :к. изrиба.нию н:в.uяюТСJ�: и .мипи.маль
и·ые 1CJIU8t.�e nоверхности, опре;цеме:иые теи, что дм них основная 
метрnесхая форма обращается: в ну .uь : 

ds • ds = O  
uи: 

ds2 = Е du9 + 21? du dv + Gdv2 = О, .  (4,7) 
а тaute иодеаичеспие лииии, т. е. те липи: из. поверхности:, �н кото
рых �ив:в. ;цуrи :ие.жду двуиа: точк.а:ии по:верхв.ооти и:иеет зкстреиа.uьвое 
::шач:евие (ер. 4:6). 

4:9. Геодеsвчеекав: кривввиа. Геодеаичеtтая привита (g7) 
dt r == Тs'т (4.8) 

)Ю.ж� быть легко :вычис.uева. по крайней :иере ДJJ.II пара.метричеспих 
/�рив..,�х, и.огда помедние обраауют ортогоиа.пъв:ую оиоте:и-у, и, оJJедо:ва

тедьно, 
r,. ·r. = P = O. 

Обозв.а.ч:и:и rеодеsич:ескую кривизну дм и-кривых ( v = const.) ч:ерев lt 
меиевт дуги черев ds.,_, Ддв: v-и.ривы:х соответсж:веив:о ч:ерез 'r!l и ds1; 

Обозиачии еще та.иrевцпа.JlЬl[ый вехтор и-:&ривой в иапраuев:ии 
воарастав:иа: пара:метра и 'Iepea t1 и v-хривой в иаnра:в.uев:ии возраота
:в:иа: nараметра v че.рез 1;а. Тогда. 

3а:меч:ая, что 

t = � = -1- дr = 2:!!_ 1 дs1 у Е дu VE ' 
!!t = _1_.д._ 2:!!_ = r,.u _.!. r ds1 Ylff· ди }"Е Е 2 l:!P " ' 

дr 1 дr. r. t2 =  дs2 = ra -;;;; = уа · 

r,.· r. = F = O, 
соr.щwпо (48), имеем: 

r .. u · rv ( ) Yt = E VG .  _49 

Для :вычислев:иа: ска..nяриоrо пров:введепа: r ,.,, • r. иа.хо:а;ии ив пре:а;
посдеднего равевст:ва и ив равенства r,.•r,. = Е  дифере:в:цировав:иеv. 

r, ,. · r. + r  .. ·r ... = IГ .. = 0, 

l E  r,.··r,.. = 2 v • 

оледо:вательпо, 
1 r,.,, ·r. = - 2 Е  • .  
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таким: 
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"( = - ...__!_ д VE = - д lg VE . 
1 VEG ди дtz 1 

путем: получим:: 

_д _У G = _ -=-д�lgc..!V:.._G=-
дu дs1 

[ ГЛ. II 

(5О а) 

(5ОЬ) 

То что :мы при вычи еиии "( оrраничИJiись расс:м:отрение:м: пара.
метр ес:к.ш .пиииi, не .п жит в суЩестве деда, а едедано только ДдJI 
облеrче я вычнс.пеиий, от этого ограниченна :можно избавиться путем 
.преобра.в вания пара:м:е ров. Таки:м:и преобра.вования:м:и :мы ва.йме:м:ся 
:ВПООJ16ДСТВ 

-Из форму ; (50Ь) видно, что zeoдeautt.ecnaя привиан.а привой, 
лежащей н.а поверхн.ости, зависит ТОдЬ&О от коэфициентов основной 
:метрической формы: и, следоватеп.ио, является ин.варuан.тн.ой по отн.о
шен.ию n иаzибан.ию. Поэтому до.nжио быть возможно однозначное опре
деление rеодезическ9й :к.рв:визны без того, �тобы было испоJIЬВова.но 
направление нормuи; однако уотаноВJiение направлеRИJI вращениа на 
иовержиости сВJiвывается: обыкновенно с устаиоuением положительного 
напр&.ВJiеиия вормuи. Упомя:нутое выше внутреннее вычисление геоде-
8ИЧеской крв:вивны :может быть сделано на основе следуЮщего пред
положения: если ф (и, v) = const. есть уравнение семейства. кривых, 
ДАв: :к.отороrо должна быть вычислена геодезическая кривизна, то вектор Т 
в ( 48} до.nжен быть направден по нормали :к. кривой ф = const., напра.
ВJiенной в сторону воврастающих значений параметра ф. · f>O. Втораа: основна.а: форма. Чтобы определить возможные формы 
поверхности, заданной ее основвой иетричес:к.ой фориой, в:ужно решить 
(вдесь дuее не рассиатри�ае:м:ую) вр.дачу- определить те радиусы
векторы r = r (и, v), для: которых скалв:рное произведение их бесRО
иечио иадого изиевеиия на саио себв: равно заданной основной :метри
ческой фор:м:е: 

dr· dr = ds2• 
Если найдем одн.у вектор-функцию r (и, v), удовлетворяющую этоиу 

умовию, то определяе:м:ая ею форма поверхн.ости есть объепт teo.мe
mpuu простран.ства. Исходщие ив пекоторой точtи Р поверхности 
бесконечно :малые радиусы-векторы 

ds = dr = r ,.du + r,dv 
компл�mарны для всех значений du, db и определяют плм,.ость, паоа
тельн.ую 1t поверхности в точке Р. ЕдJШИЧный ве:к.тор_ 

N = r,. X r  • ...:.. r� x r, (бl) l r,. X r. l  . YEG-Ft 

определяет направление н.ор.мали в точке Р; зто определение нор· 
мал.и геоиетричесхи инвариаитно, т. е. не зависит от .выбора гауссовой 
систеиы координат. 
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Eou обра.sуек бесuпечпо кмую ра.виость dN единичнъ�х ве"торов 

нор.нали N в соседних точRаХ Р и ·р и затеи скмлрное произведение 
ar · aN, то получп uадратичную диференциа.лыrую форму, значевие 
которой пе аависn от выбора. системы :к.оордина/r. Одиа"о эта "вадратич
tt.ая форма хараптериаует тольnо данную фор.ну поверхности и не 
инвариантна по отношению " изгибанию. Припнто на.sыва.ть это 
clt8o.Jiнpпoe произведепие, валтое со аиа:к.ои иипус: 
ЧJ =  - ar·dN = - { r  ,. ·N,.du2 + (r ,. ·N. + r. ·N,.) dи av + r. ·N,dv2) ,  (52а.) 
второй основной формой n записывать более крат:к.о та:к.: 

ЧJ = - ar·dN = Ddи2 + 21Ydu av + D"dv2, (52Ь) 

ДJш вьt'Шслеп:nл: ее хоэфициентов D, D', 1У' удобпее всего предста.
вить nыра.жепие для ЧJ в другой форме. Из равенства 

dr ·N = O  
или из равепстn 

r,. ·N  = 0 ,  r, · N  = 0, {53) 

вы:те:к.ающих из (51) n выражающих перпепдикулнрпооть пормаJiи 
к каоа.тельв:ой ПJiоскости, после .циферепцкровапин киеек: 

uи 
dr·dN + d2r ·N  = 0  

r,. ·N,. + r  .. ,.· N = O, 
r,.·N, + r,.. ·N == О, 

r,·N  .. + r,., ·N  = О, 
r,·N. + r,, • N == О. 

Тоца., согласно (52а.), вторан основnал форма принимает вид: 

rp = il2r·N = r,.,. ·Ndu2 + � ... �1' du dv + r,, · Ndv2, 
и ее :sоэфiЩIJевты будут: 

D = - r,.·N,. = r.,,. ·N, 
D'. = -r,.·N. = - r, •N,. = r,.. ·N, 
D" = -- r, ·N, = r,. ·N ;  

и.в.и, согласно (51), 

{М) 

D == (r,.,.r,.r,) IY = (r,..r,.r,] _. D'' = [r,_r,.r,) (54:') 
yEG -JJ'3 ' YEG-Jf'l ' YEG - FI  

Вторм основпаи форма. имеет простое rеометричес:&ое значение. 
dN dN · dr Ta.lt :ка:к., согласно (37), v = Тв ·  t = � есть иор:м:мьна.л Itривкана. 

sривой, лежащей па. по:верхпости, то, согласно (52Ь), 
Dd'lfd + 2 D'du dv + D"dvЗ v = -- EduЗ + 2F du dv + Gdvl 

(55) 

есть нормальная прtмизна "аждо-й nptt·вoй на поверхности, проходя-
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d11 
щей чергэ точху и, v г ttanpaвлeuuu, опредсляе.ио.А� вели•tиШJй clu , 
ипи обьпшовепnа.и хрпвизво. прохо)f.лщеrо 11ереа ото паира.вJiепие пор· 
)[O.JJЬПoro сеч:спшi поверхпости. Джя шара. ра,��.в:уса, ра:виоrо еДIШвце, 
вторая осповим форма. nпАоть .цо 3П&:ва со:впа,��.ает о первой, ео.щ 
nоJiожпть N === + r. Тогда, corJiacno (55), иаждое порма.JЬПое сечевnе 
шара. еднпичпого радпум имеет пормаJJЪnр> хрпnивпу, pamryю + 1 .  

бl. ACПJJnтoти'leetme JJnnии. Если прираnnять ny.uю вторую оспо:в· 
пу:ю форму 

(56&) 
ИJIП . 

Ddtt2 + 2D' du dv + D'' dv2 = О, (56Ъ) 

то это panenCТDo определит систе:иу кривых, )f.Ваzд:ы: по:крьшающнх 
nоnерхпоеть. Эти кривые па.в:ы:nа:ю�е.и aeu.unmomu<ЧeiЖfl.МU лииия.ми по· 

\ 

P.uc. 38. 

вер:mости. Вторая оспоnна.и форма иожет быть вх о"'ределеииой, тu и 
иеопределениой. В перво:u: СJ!уч:а.е а.сииптотв:ч:есuе .nиnnn .мии.пщ, во 
nторо:м. дейетвитсльи'Ь�е. ItuoD из этих СJiуч:аев в:иеет иеото, saВIIOIIТ 
от вnака ,цискрииппапта ура.впепил (56Ь) 

DD" - D''J � O. 

В перехо,цnом: CJiyчao, Jtorдa. DU' - D'2 == О оба ое:иейства. а.еи:иптотв:
чеехпх Annnii совпадают. 

САеду:ющее rео:ыетр:в.ч�ехое свойство аеи:иптот:в.ч.ес:кш: Апnий выте
кает nв (56а). При дощж:ении tnQ14.n�� повера:иоети вдоль асимптоти
•tеской лuuttu пасательная пло�mость поворачttвается вonpyz паса· 
тель�ой n привой. Далее ив (55) следует, что ,цжа: асииптоТИ'IесltПх 
Jiвnи.ii характерно обращеппе пор:иа.п:ьиой крпnтиы в нуль. 

о2. СфорПtiосвоо nаобра.шепие поверхности. Если построить пв 
oдuoii точки О едппичпые nекторы N пориа.пей какой-ибо noвep:moeтn, 
то пх хопцы ваполiшт поnершость сферы ращоа, равпоrо едппице, 
и приведут точu ломедпей в соответствие с точка.:ии повер:mости. 
IIpn па.цJiежаще:u: оrраиичепип пехО'Iорой об.аа.сти па поверхности это 
соответствnе будет одпо-о.цповвачвым. Оно :ва.в:ыва.етсн сферичес1>и.м 
иэоб1Jа()JСеuие.м ·noвevxuocmu (uис. 38). 
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Двум сосе,цпв:и точи:аи r в r + dr nо:вср:mооти соответствуют две 

сосе;��,nих точхи N n N + dN сферы, па хотарой эта по:верхnость nао
бража.етм. Изображепием лвпеiiпого эле:мепта dr по:верхпости пв.ллется 
JIJDieйnый эле:меnт сферы едппичnого ра;цпуса. 

Ура.вnеnпе (5Ga) dr· dN = О, ROТOpO}J} -удов.nетnорпют асшштотnч:с
шше .лпппп, иожпо истоnоватъ rео:метрпчес.&n таRи:м: образом: кажfJый 
лииейиыt1 MCAicum аси.кttтоти·�сской лииии ttсрпеuдипулярС'Н. " свqсАеу 
шJОоражС'Н.ию ua сфере. 

Чтобы nычис.11итъ dN, sа:мети:м, что Jtасателъпые nJiocRocтп n соот
ветствующих точJtа.х повер:mостп п сферы, nn. п.отороit опа. паобража.етсп:, 
пapaJIJieJIЬnы. Поэтому Dce линейвые меиспты dN, соответствующие 
:всем· nсходящпи па одnой то<IRи поверхпостп JIППейпыи �:�.ле:мевта.м: dr, 
ко:иnJiапарвы эrnм пос.ле,цпи:м и между собой. СJiедова.тслъпо, мы можем 
ПОJIОЖПТЪ: 

dN =p� .. + qr., (57) 

r)J.e р и q -nеопредмеииые ( бесковечRо и��.J:U>Ie) вели<m:RЫ; в то же 
время 

dN = N,.du + N,dv. 
Чтобы nычио.uтъ р n q, у:vпожии (5f) сха.лнрnо па. r,. ц r, ; тоца, 
согласно (54) и (43), получtш: 

- Ddu -D' dv =рЕ+ q.P, 
- D' du - IY'dv = pF+ qG. 

Из атш: ура.nпеппй n из- (57) иощпо исJtJlЮч:в:ть р и q, что дает: 

dN r. r. 
- Ddu - D'dv Р = О. 
- D' du - lJ" dv Ji' G 

(58) 

Это ypa.nnenиe имеет место длл всех впачеппй du, dv и, следова
т�JIЬво, распадастм па два ypaoueuuя, пмuостью определяющие сфе
ричеспое woбparж:C'Н.ttc dN лtm.eйuozo элеме11.mа dr [уравиеиия Beйu
zapmC'Н.a ('Veingarten)}: 

1 N,. = EG-F2 

r, 
р 
G 

D 
D' 

1 N. = д;G -F2 

1'� 
р 

F G 

о 
D' 
D" 

(58') 

БЗ. Jlппип крnвпапы. TaR как mmefulыfi олемент dr и его сфе· 
рическое nвображепие dN парuлеJIЬВЫ касательной плоuкостн, то 
векторпое проиsведеnве dN Х dr есть nектор 

dN Х dr = pN, (59) 
имеющий папра.nлепие вормап · к повертости; р = [N dN dr] есть 
число, вообще говоря, ne ра.вRое RJJIIO, согласпо (58); э.ле:иеnт Jпrr;ии 
и его cфepJr<Iecitoe изобрыtеnие, вообще говоря, Re пара.лдельnы; 
иормали о cocefJutt:c т очпах r и r + dr пооеражости, ооо6ще zоооря., 
ue пересепаются. 
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Услоеш� мресе�ия соседн.х пор.иалей или умовие napa.�UeA&· 
NOCmи &uнeйnozo ме.иеюпа "Р1НО'й u eto сфер��-ч,еспоzо ttэо�ажеtШя 
ао.mппетса :в ме.цующе:к ще: 

dN Х ilr = О; (60а.) 
та.& 1.11.1., соr.воио (59)1 nа.пра.в.tевие ве&тора. ilN Х ilr уже :mmecтno, 
'Ю \)Т() умоиие эuиnuenтno о;в;в.оиу тоn&о о&а.цр:аоиу умоиию, 
а. ихепnо -обращению вeJIИ'IППII.I р в иуль: 

[N dN ilr] = О. (60Ь) 

Зто диферепциальное ураанепае второй степеии оnредеuет . се:кеJ:
етво и.ривьtХ, .цваасды по:крuва.ющп повер:шооть,- ее &unuu приви.ты. 

Зо.хм-п, ."то липии �виэпы хара1т1ериауются обращекие.и 
aeoдcau"etЖozo t.ручепия а пуль, та.в. и.в.� уо.��овие [ер. (33)] : 

8 = [N d� t ]  = О  (60о) 

9UltBIIJ18ВТВ:O (60Ь). 
М. ГeoA&ItИ"Iee•oe кр еиие. tf'l'oбы выра.апr. rеодевв:чес�:ое .жру

'lепnе а .tJDбoJ ltpliBOЙ ИЗ. овер:qtоств О ПОХО.ЩЬЮ i'O.fCCOBЬIX ПЗ.р&М:еtров, 
пре.цота.вим: ра.вепотво 3): 

в вв.це: 
r., Xr. dN X dr 

YEG -li'2 • . drl 
01'ку.ца, выпоJJпв переео п:в:е, П0.1'f'IJПI: 

' ·ilN 1 r:·ilr · 
Вычисuа ои.uарnые nроИ8:ве.цеп:в:в, по.�уu• о по•ощъю (43) и (57): 

8 _ 1 1 Eilu + Filv Fil• +. Gdv 1 ( - iJI?. YEG-F• Dilu + D'ilv D'ilи + D"dtt . . Gl) 

Это и nредставляет собой и�Жо..иое выражение для zeoдetш"ecNozo 
t>руч.епия. Гео.цеапчес:s.ое в.руч:евве в.рiвой в ТОЧJtе поверхnоотв (u, v) 

.аа.впои:т ТOJIЬJIO от ,циферепцва.п.иоrо отв:ошепu: �; 'опре.цеи.ющеrо 
:ва.прUJ�евие r.рпвой по. поверmооти в ТO'Ile ( u, v) ; ура.вве:ии:е и.рпвой в :вы:
рааеnnе ,цц 3 пе вхо.цит. Ол:е.цова.те.п.во, вое xpJDI.ЪI& па поверхпооти. 
ико.ющие в .цtumoй точи.е о,цnу и ту же JU�.Са.те.nьпу.ю, nеют :в вей и о;в;в.о 

·и 'rO ае rео.цеэи'lееи.ое &p'f'lenвe. Та;в. :&11.1 .цu rео.цеsвческПI .11иивй 
rео,цеавчес:s.ое и обы:и.вовепnое r.p'f'lemш совп&iD;а.ют, то :мы прихо.цп 1 
выводу: еео/Jеsичсское �·е криво-а па noeepxnocmu в па:ксдО'й moчtte 
раапо "P1f'Jeп!J'ю пасающейся ее в этой точке иодеэич.ескО'й линии. 

С.ие.цующа.а: ва.апu теореиа. ииеет 11.есто .цu rео.цеаи.чеои.оrо кру· 
чевПJI и.ривш, переоеи.а.юlЦ;JIХся по.ц пря•ых уr.11о:к. Отв:есем: поверх
:иоотr. :к , ортоrопа.п.nой оиотеве пара.•етрnеохпх хр:и:вш (F == О) 
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и выч:иСJ.tии геодезическое Еручепце 111 . дJiff и-кривых (v = const.) и �� 
ДJIЛ t>-хривых (и =-const.): 

1 \ Edu Ddu 1 D' 111 = 
Edili YEG 1 о D'du 

= 
VEG ' 

1 1 о D'dv 1 D' 82 = Gdv2YEG Gdv D"dv 
= -

YEG · 
Rpu.sыe, пересепающиеся под прл.иы.н угло.и, и.иеют в mov,ne пересе
чеиия 2еодеаичеспие 11:ручеиf!tя, равиые по величиие и противоположиъ'е 
по тапу: 

81 + 112 = 0. (62) 
В последующем мы будем, отбра.сыва.н и:в:деr.сы, по.I!Ь8ова.тьсн обовна
чевиеи: 

(62') 
Из умовин равенства. nyJIIO reoдeaи'lecxoro и.руqениа Jiиний кри

визны сJtедует дифереициальиое уравиеиие лииий прuвиаиы в rа.уссо
в.ых па.ра:аr:етра.х: 1 Edи + Fdv Fdu + Gdv 1 - о (63) 

Daи + D'av D'aи + D"dv - · 
66. Свойства. лв:вий кривизны. Приведеи, ради поJШости, еще 

вехоторыв теоремы, отиостциеса & теории Jtииий кривизны. 
CorJtacиo (55), ура.вие:аие 

(vE + D) dи2+ 2  (vP+lY) du av + (vG + D") dv9 = 0 (64) 
опреде.ла:ет кривизну У пор:м:а.nъв.оrо ceчeJIJIJI по да.:в:в:о:м:у иа.пра.ме:аию 
dv du пооJtеднеrо; обра.т:ао, :&э.ж;цому sa.;цamto:м:y sпа.чепию У пориальпой 
кривпавы соответствуют, вообще rоворн, .цва. па.правдеиин порм&дЪ
поrо сечения. 

У прпииает эхстреиыьное значение :а тои cJtyqae, когда одповре
:иеиио с (64) шtеют место .два друrих: урв.впепин, получающиеса из (64) 

ф. 
du dv ц ерепцирова:аше:м: по dv или du : 

(vE + D) dи + (vF+ D') dv = О, 
(vF+ IY) аи+ (vG + D'') dv = О. 

(65) 

Путем исключения v · иы иа.х:одим отсюда диферепцимъное урцне
иие {63) лииий привиаиы, пап кривых, для поторых иор.на.льиая 
npuвuaua npuuu.нaem эпстре.нальнде auaчeuue. Эти э&стреммьпые 
апачеиин иа.вываютса: rJiавными Rривизиа:м:в:; обовиачи:м: их: черев v1 и У11 • 
Они равпы Rориа:м квадратного ура:внениа:, поJiучающеrосл из (65) 

dv 
путем иси.mчепиа: 

du , 'f. е. урв.вщ�пиа: 

ип 

1 vE+ D  vF-j- D' ( - о 
vF + IY  vG + D" 

Y'/.(EG -F2) + v(ED" - 2FD' -j- GD) -j- (DD" - D'2) = 0. (66) 
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С поиощъю этого уравневив :иожв:о опре,ц-�.цить сп:метричесхие фуи&
ции гла.виых RривиВII, а. именно произведение К г.uв.ввш &рививи, 
в;mыва.еиое zауссовой t>puвusuoй поверхиоств, и арифv.етич:есr.ое сре.-;
нее их Н, иа.sывае:иое средпей t>рvвижой поверхио'оти. 

К и Н определат<ж медующпи выра.жевиями: 

DD" - D'2 K= v1v11 = EG- l/2 , 
(67а) 

1 1 ED" -2FD' + GD 
H= 2 (vi + vп) = - 2 EG - F2 • (67Ь) 

Особенно бoJIЬmoe значение для геометрии на поверхности и:иеет 
гауссова &ривизна.,. с которой иы часто буде:м: иметь дело вuоСJiедствии. 

Поr.ажем еще, на.конец, что ли>Н.иц "ривиsнъ�, которые, ка.х быJiо 
уже уnоиаиуто, дваJjtды uокрыва.ют uоверхвоетъ, обрмуют ортоооиа.яь
ную систе.му. Если будем рассматривать оба семейства лииий кри
вивИЬI хак uа.раиетрич:еские кри:вЪiе и = const., · v = const., то ,�;и
ференп,иа.льное уравнение (63) должно удовлетворяться при и=  const. 
и v = const., и, следо:вателЬllо, di� = О, dv.= о. Поэтому 

I E F \ - o  и I F  G 1 - о  
D D' D' D" 

Если исключ:итъ случай, имеющий :место олько для совершвино спе
циа.львых поверхноо�ей (сферы и плоскоо ), :когда. обе основвые формы 
друг другу проuорциоиалъны, следсват льио, &а.Ждый JIИИейный эле
:м:еит пapa.JIJieлeи своему сферичесв.оиу изображению, и сооедние вор
:м:а.л:и всегда. пересехаются, то оба э и уравв:еRИЯ удовлетвораютса 
совместно лишь тогда, когда. одновре:м:е но 

F = O  и D -о. 
Первое ив этих уСJiовий есть действ 'ельво условие ортоrон11:.11Ъ

иости; геометрическое виач«!!!ие второго ус ия :м:ы здесь рассматри
вать не будем. 

§ б. Естествепнаа: rеометри.я повер::х:иостей 

б6. Воввращение & естествеиной rеометрии. Естествеиная гео:ме
триа пространствеиной кривой (безравличво, рассматривается ли 
поеледина JtaJt свободно расположеивах в пространстве nJIИ ка.к лежа.
ща.в на. какой-JIИбо поверхности) была nостроена о помощью специа.JIЬно 
выбранного па.ра:м:етра - длины дуги. При пе.реходе· к естественной 
геометрии поверхности наuрашивв.етса :мысль попЫтаться ввести дли 
определения положения точ:ки на. поверхности две надлежащим обра
зом выбранные длины дуги в качестве естественных параметров. 

Если задана система па.ра:метрических кривых и., v, то надо раз· 
лича.ть совокупность обоих семейств кривых, соответствующих всем 
непрерывно из:меинющимся вначеиини пара.хетров и. и v,. _ от геометри
чески наглядпой се�и кривых, соответствующих дискретным: зиачевия:и 
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и и v с ра.в}[Ьl)lи рмвостями A.u и A.v, ва.пример це.uочислевв:ьnt: зна
чениям па.ра.vетров. Эта. сеть :иоает быть затеи путем последо»а.те.пъ
воrо подра.s.целеввя разностей A.u и Av :ка.& уrодно уплоiиева и все же 
в ваmеи предста.мевии она остается отличной от непрерывной сово
sупиоотИ: всех пз.раметричесв:в:х :кривых. Тз.в., иаприиер, сеть кривых 
определяет сеть ;ц.иаrона.пьRЫх :кривых, тогда как непрерывно.JI сово
:купвость :кривых ее не имеет. 

Введение новых параветров U = f (и), V = g ( v ), вависmцих :каждый 
ТOJIЬitO от одв:оrо из старых пара.иетров, не изменяет ни отдельной 
паракетричес:&ой :кривой, ни совокупности их, а тоn:ко их распределе
ние :в сеть. 

Ливейвые элементы (рйс. 39}: 

ds1 = VE"du, ds2 == VUdv, (68) 

суть длины сторов ячейки сети, определJiе)юй двумя: соседни:ии точ
:ка.ии Р и Q. Та:к и.а.:к Е и G в общем случае зависят одновремевво 

Рпс. 89. Рис. 40. 

в;. от и и от v, то ds1 и ds� не �редсmавляют интеzри.руе.м'ых дифе
ренциалов; в сети не существует параметров s1 и s2r Ивлs:ющихся 
фун:кция:ии тоnи.о от и или от v, мтор.ые можно было бы рассиа.три
вать :ка:к д.I.!ИВЬI дуг. 

Геоиетри��ес:ки это ново. Ивиерепная между двумя параиетриче
оRиии кривыми и1 и и2 па кривых v = const. мина. дуги 

2 "" 
s1 1 1 = j VE (u, v) du. 

u, 

есть фуmщия по.раиетра. v и оста.ется ею и в тои случае, когда рас
пожожение :кривых и = const. изменяется. Ео.и бы иы попытз.лись 
(рис. 40) сделать в1 и st функциями то.nько и ци v таким обравои, Ч'rо 
ввиерв.пи бы s1 и st вд�ль двух определенных па.раметричеси.их :&ри
вых, то мы вие.uи. оы, правда, два пара.иетра., опре.ЦеJtиющих точи.и Р 
поверхиооти и &О'fорые :м:ожно бШiо бы рз.ссм:а.триватъ :ка.к ДJIИНЬI lf.'fГ, 
во вти lf.fi'И ие &овча.tись бы в то11ке Р и lf.Иференцв;&JIЫ ds1 d•a не 
бьu:и бы равны lf..IIИBU , сторон вчей&и сети, опредеJiне:м:оl ТОЧIОЙ Р 
и cooe,.;иe.lt о нею тouoii Q. Вла.гопрантныl исход такоrо поатроепв: 
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:иоzио цать !IOJIЫtO в c.JJЧ&.e сети, Bllo8Jo1'В&.eмol т"апью и ооотолщеl 
ив ромбов, cropoJIЪI Jtoropьп веиаме:вв:ы. Тмвtt сети орцеотвrюr ва 
хаа;I(ОЙ поверпоств, во опре.це.iевве уr.иов меzду. с!Юров&JШ ачейu 
аатрт.цв:и.теnво (•робле..щ Чебышева). !tв&Уtра.тва.в: . tR&:IIЬ . сJЩествует 
'l'O.liЬJtO в:а. uocJtOoтв в вв. поверmоотп, рааверт:ыва.ющпоа в 
П.IОСJtОСТЬ. , Ди поотроев:м естествепой еометрии поверх:в:осtв: .1учmе всеrо 
по.tож:ить :в основу ,ц:ва. ортм ьн.ыа: се.мейстга хривьп и, v, ,цJI&: 
JЮТОрьп F = О, 'faJt . и.&.Jt уже естествевной rео:м:етрии кривой в:в. 
поверхности :в �ой точ:ке 1. ой, естественно, поа:uяе'Щ!I и перпев:· 
АПJJ.tлрное к ней ва.праuе ие. · Одиа.и.о в:арв:ду о пе�:вова.ча..u.в:ъti(И 
па.ра.иетрами и. v, которые peAJtQ . б.ыва.ют ваr.иа.цв:ы, в:о пеивбеж:и:ы 
при расо:м:отреиии rеометри ecJJU: :вeJJJtЧJШ RO.Jt фунiЩИй от ronи на. 
nоверх:в:ост:и, иы буде:м: поn оват:ьса :в: ие ин.теtрируе.мы.ми дифереп· 
циала.ми .цуги ds1, ds"' вы eJIЬD(И по формуле (68). 

В посJiедующе:м: все. ве , отвооащиес.в: Jt и-кр:в:вЬ111 (v = const.) 
и tнtривы:и ( • = oonst. ), . буд ()Т)[еча.т:ьса соответотвеци IПЦехоа.мв: 
1 :в: 2i тa.Jt, в частвооти, трИ lDil вашп ,ц:вух в:вьп бт.це:и 
обовва;ч:а.т:ь: 

07. НаправлевJIЫе вроиаводвне и уеловив ввтеrрируемоств. 
:Мы бу.це:и в:аs.ыва.т:ь па.пра.:вле:в:вой прсивво,ц:вой оJ.UВриой или ве:&rор
иой фрпщив: f= f(u, v), З&Уt&JШОй иа поверmооти, :в аапра:влев:ии 
r.аи.ой-.вибо кривой nep:иcro оекейСТВ& пa.puetpИ"lecJШX t.ривьп: 

rочво та.в. же 

1. Af 1. f(u + Au, v) -f (tl, t:) 1 дf lm 48 = lffi u+Au = ,, - -1 f . ..  r-- , Е та r Е (и, 11) du 
и 

(69) 

Поп.итие на.прав.иевной произвоАв:ой оовпа..цает с пона:ти:е:и обыRИо
:веипой проиа:ис,ц:вой в тои с.uуча.е, коrАа. dв1 мв dв1 SВJI.IIeTOII :в:вте
rрируеиык .цв:феревциuои, и, о.tедоватиъв:о, в1 иu s2 есть пара.:иетр; 
в случае ие:в:втеrрируе:иых .циферевциаJiо:в ов:о представляет обобщение 
DТOro wватив: . .  ПоDТОку не с.11едует и ожидать, что :все пра.:вила. обыr.ц&· 
венвоrо диферев:циа.J.tЬИоrо исч:иоJiевиа: бу,�;ут иметь иес�_и .цJI&: па.пра
вле:впш проивво.цных. В чаотноотв:, имеет .кеоrо о.tе.цующа.в: теореиа. 

В н.аправлен.иых проиаводи'Ьt.Х порядха выше первоео иамепеиие 
поряд�Са диферепцироваиия н.е приводит n mй.lf!J же ре;�ультату. 
Для доказательства. этого nо.tожевии JШ будек исходить из теорекы 



§ о ]  ЕСТЕСТВЕННАЯ ГЕО�ЕТРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ 95 

об иа:м:еиевии порв,ц&а .ци:фереJЩирова.вия в обыuовев:ио:м: .цифереи
цва.п.во:и исчис.11:евв:в. Обраауе:м: проиsвоNШе: 

дf = УЕ .![_ дf = VG i>f ди дг1 ' дt1 дs. ' 
��= � � = va � (vв �) .  

::W = :" : =vв а�1 (Уа �) ·  
Ввиду равенства левых частей двух последних соотпоmевий равны 
и пра.:вые их части: 

уа а�2 (У:Ш �) = УЕ а� (уа �) · 
Надо зuет:вть, что .ци:феревцирова.в:ие проиsJJедевиs: проиа:водится, м�t 
обЫ"'Ио зто с.uе.цует ив (69). Ус.uо:ви:ися по.11.уча.:ющиеСJ1 в ДаJIЪВ:ейmек 
проиаводиые :второrо пора.цr.а. писать сле.цу:ющв.:и обраао:м:: · 

д дf д2f 
д8; 081 = дs. 081 • 

так что в операторе � евачала ,!l;o.urno быть выпоаево .циферев'"2"'1 
цирова.вие по , правому ,;:м:во.титеm" апа:иенатеJIЯ. 

Тоrда. 

V EG_!![_ +у G д у:Е jf = у EG � +  y:h: д '(G .!!_ д�дв1 д� дGt. дв1 дs2 tв1 0.2 
в, СJiедоватедьно, 

_!!L _ _!:[_ = д 1� yG .![_ _ . о Ig }"Е .!!_ 
дв2 дs1 дs1 дв. дв1 дг2 дв. дг1 • (70а) 

Та& ка& правая часть этоrо равенства не равна ву.пю, то теореиа. 
)I;ОКШНа. 

Rоафициев:ты при первых проиаводвых в (70а) суть rео,цевич:еские 
:кривиsв:ы пара:иетричеспх :кри.вш:; это ПОJ[ОЖевие иожво, corJiacвo (5Оа.), 
(50Ь), считать иавеотm:и, во оно будет ниже ;цо:каааво и иеаа.виои:r.п.ш 
путеи; сле,�;овате.nьuо, 

дi( iJ!f дf ot 
дs, ов1 - дв1 дsа = i1 081 - тt ав; ·  (70Ь) 

Это равенство часто sапиоъша:ют та&, что в не:и учаотвуют тoJIЬJtO 
CВJOIO.liЫ операций 1): 

iJ2 iJ2 д д Тв;д8;- 081 ов. = i 1 081 - 11 ав1 • (700) 
Ово · постОJIИИО nри}(евяетоя, Ror.цa нужно устаповить умовив ипте
арируе.мости со(l.нестиой сиотс.ны .циферев:циа.львых уравв:ев:иJI:; иы 
бт,�;е:и это равенство называть умов�tем иптегрирtjе.ности, 

1) Ouaro-Kowalewвk1� NatUrllche Geometrie, 1901, стр. 199. 
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Ита'&, npea;a;e :всеrо по�&аеек путем, ие аави:сщиw от и:ето,Q. r&fOOO
XI:ЫX па.ра:м:етров, ЧТО 11 И "(� '>ТТЬ reo.цemn:eoxиe ltpИ:ВJIВШl KpИВlil 
обоп сеиейств. Вота.вп: в � 70Ь) вместо f ра..ц:итс-вектор r и, в:кек, 
W18,1\0:В&!l'eJIЬВ:O, 

получии: 
дt - t iJf - +  -r-·- 1' -д - '11• vB1 St 

дtt - � = y1tl -1i� . 082 081 
Упожая скuкр11о иа. t1 или �, иахо.цим, что и ва. самом де.uе 

'tt = - дtt ,i- = дit , t. 1 
двt "1. двt "2 
дtl t. дtt T!i = - -:;-- • "'�� """' - · t1 иs2 два 

nредмавиют ообой в соrла.сии о (37) rеоJiевичес:кие Rрививньт. 
Умножая, далее, (71) cltuиpв:o в:а. N, получа.еи: 

u, u+d1J 

(71) 

(72) 

Еоп вехжоры t.. �. N обр8Вуют правую 
систеи:у, и теи ов.иьnr tog, t11 N левую, ro, 
соrласво (33) и ваиеча.вию отвосите.пыiо 

p:------�:t. u. u u•du.u 
вва.u Rручеиил: при прииенении Jrевьп С'Ис· 
теи (4-2, пОСJiедиее предложение), пмее:м: 

дtg ·N = 3 ; дt1 ·N = - 3... (73) Рис. 41. дs1 1 де� " 
Отоюда и из (72) следует уже ивsестиое ооотвоmеиие (62): 

31 + &2 = 0, (73') 

в.оторое, та.Jtим обраоои, может быть получено и без теории rауссовш 
парuетров. 

о8. Геометрич:е�кое :Ц�ТО.1tКОВ8.11В8 f�JtOBИВ: иитеrр:цруеиости. 
Условие и'XmetpupyeJNQCmu можв:о нсrолко.вать ио-Ш!mричес�>и. ди 
этоГо Jiyчme всего представить его :в другой форие. Вовьиеи на. RfliiOЙ· 
либо поверхности два. оеиейства. хривых и и v и обовпачии взиеиеиие 

фув:1щии f= f (u, v) , &огда. u возрастает ва. dtt·, через d1f= :;: du, 

а в.огда. v ВС13р8.6та.ет на. dv -через d2f = -:f dv. Знач:екие фующви 
в точ.ке (u + dt�., v + dv), .Jieжaщelt против точttи (и, v) в яч'ейв.е сети 
крв:вы:х, :иOJUo вr.IЧИс.аить )О!JИЯ опособаиа. По перво:м:r способr .ца.ем 
cкa.'IS.JI& и приращение du и пмуча.ех (рис. 41): 

f(u + du., v) = f + d1(; 

м.те:u ,цаек v приращение dv и по.qчаех: 

f (и + dt�., v + lllv) = f + il1f + d9 (f + d1f) == f + d1f + d2f + dil1f. 
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Второй способ состоит в тои, '1'1'0 иы ивиепяеи евачала v, а затеи и 
и иы:о,ции: 

Еми f(и, v) __. одпо8'ндчиая фу•н,�,.ция в о:�tреот:в:ооти точ:к.и (и, v) иа. 
поверхности, то оба по.пучевиых паии ввз.чеiПШ равны, и, с.педовате.п:ьпо, 

d2d1f-d1d9f= O. (74) 
Чтобы вычисJIИТЬ .аеву:ю часть этоrо условия oдnoanattnocmu, образуем 

д дf d1i·xf= Тv ди dudv 
BJIII, OOl'JlS.CRO (69), 

d .3 f ,;-G' () ( VE"'; дf )  ds,dв, ( iJ2f дf \ а� ds au.l = v - - - = -- - '(� - "l 11· дs1 дв1 f.EG дs2 дв1 дs1 J 
Tomo 1'&R же :вычиоляе:м: d1d._/ и убеждз.е:ися в то:ы, что умовие одпо· 
.жаtШости (74) переходит в yM()fJиe интеерируе.мости (70Ь): 

(75) 

Ус.повие (71), в котором f вамепеио радвуоо;v.-векторо:и r, омвы· 
ва.ется умовие.м аа.м·ы;�аиия 'Iетыре:rуrольнив:а, образовавв:оrо двуия 
пара.:ии :кривых обоих ceиeiiom; оо
r.паово (7 4), полуqа.ем: 

dsd1r - d1d9r = о. (74') 
Это ра.веиотво может быть :вьmедепо и 
веnосре;в;ствепио вs ркс. 42. 

:Мы ваиеча.еи, что два семейства 

----------r'"' 

i 1 1 
1 f 

в:ривых :в проотра.в:отве яежат па одпой rr-----d,Jr поверхвоотв: .в:в:mь в тои случае, мrда. 
между и:х ва.uра.:влепиями в иsмевевил· 
п их иаправлеииlt uмeer иесто совер· 
mевпо опредеJiепиое липейвое соотв:о· 
mевие :вида (71), и '1'1'0 тогда чис.па 
t1 и 121 входящие в это соотпоmевие, 
суть rеодевиqеские &рИВ118ВЫ кривых 
ив. поверхности. 

Рис. 42. 
Оdщее ус.в:овв:е одв:оsпа.чпоот:в: (74) 

выражает, что одвозвв.ч:ио определеипм 
окuлраа.к ИJIR векторвм фуипция f 
на -повержиости при ooxofJe точпи вдоль аа.м,.иутозо "!.еmърехуеоль. 
nи'�>а приии.мает снова свое исходпое эnа:•м•нлtе. 

1)9. 06ио:вв.ые ф ..�риуJIЬI теории поверхвостей. Теперь легко по
отроить естествепн.ую zeo.uempuю nofJepx'Н.ocmu, при:м:евя:н формулы (85} 
и (86), хара.ктериsующве движен.ие подвижшпо триэдра кривой ва. 
поверхности, к .обоим: се:м:ействам переоеи.а.ющвхся под праиым уrлои 
па.ра.иетрич:сс&п кривых. 

ДJur кривых первоrо семейства. надо ваuе:в:ит:ь t, Т, N через t1, t9, 
1(, дла :второrо -ч:ереа \. t10 N. Ес.п:и будем ра.сома'l'рива.ть триэ)q> t1, 
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f.a, N, &а& правую сиетеку и, Q.lедова.те.llьво, f.a, t11 N ttв.:s .певую, то 
��� первого семейства 1tривш v, 1, 6 иа.до вв.меиить черев v1 , Тн 31, 
ЖJJЯ :второго- через v9, �� - 39; при это:к кожио опл:rь, ооrла.сио 
(78') и (62), ПО.DОЖИТЬ б! = - 32 = а. Ва&оиец, ив обоих векторов 
Да.рбу u11 � первый иа.до ввять, :кa.Jt в

. 
(86), а. второй - с  обра.тв:ых 

аиа.ttо:и (ер. 4:1, noCJieдв:ee предложеиве ). 
Тогда. ПО.1.1JЧИИ езщцrющие осповиъ'е фор.иулы 1): 

дt
д 1  = n1 Х t1 = * 11� - v1N, 81 дt 

. 
-д 2 - n1 X f.a = - r1t1 * + SN, 

81 
дN -д = U1 X N = v1t1 - 8t9 * ;  ,1 

ul = 8tl + v.1� + 11N. 

:� = о9 Х � = * i!.!� - Y2!f, 

д
дtl = Ug х tJ = - 12t2 * + 8N, sa 
дN -0 == n2 X N = v2� - 6t1 * ; sa 

(76а) 

(77а.) 

(76Ь) 

(77Ь) 

Скuярв:ы11 rив:ожев:ием: формул (76а.), (76Ь) па t1, �. N иожио свовв. 
прижти 1t уже в:ввеотиым: выра.жеив:а:И дu входящих в вих DeJIИ1D!.в: v1 1 
v2, 11, r21 8, ДJiя движения неввиеипо свава.ив.оrо о трвэдрох ве.�tтора ., 
пееи, COГJiaeno (7), 

iJv дv 
= n1 X v; два = � X v. (78) 

60. Формулы l'aycea. и Ко,ц�Щ»,И. Выра.женил ДJUI: ка.ж.цой пары 
проивво,цных Ra.zдoro 118 трех векторов t1, �. N, вхо,цщие в ооио�в:ые 
фориу.пы, будут совм:еотииы друг с · друr.ох um:ь в тои с.1уча.е, eCJiв 
оив удов.пе'!.'i!ор.а:ют условию ивтегрируехоати, �tоторое иа)!;о устав:овить 
.ц.nа ка.ж,цоrо ив трех векторов в отдеJiъв:ооти. 

Можно, од:в.а.Jtо, эти три усJiовиа ив:теrрируем:ооти захепить одиии 
е.цив:ствеия:ыи, пе.ющах простое геоиеrри'Iеское оо.цержаив:е. Предста
ви:и себе ва нашей nо:верхв:ости четырехуrо.!IЫШк, обраоова.ииый дву:ик 
пap&Jm. хрв:вых, прииа.,цлежащих хв.ж.цм .о.цв:оиу из двух ортоrопыь
в:ых сехеlств, :и раоокстрп, .цыее, веttтор '!1, вевs:м.еп:ио СВJ18ав:в:ый 
о подвижв:ыи триэжром о.цвой :в.s этих кривых. Этот триэ.цр иожпо пере-

1) Эти фopЫJJlЬI I!ItВИВЭJiевтвы ус.Jо611Л.и шnoдetfJ/!mocmu, которые коашо 
вайти в :книге Cesaro-Kowalewski .Nattll'liahe GeomeU'ie", 1001, стр . .  201. Ве:в:· 
торвые формуды имеются в работе Burali-Forti .• Fondamentl per Ja �ometrla 
dlfferentiale col metodo vettor1ale generale•, Rendlcontt di !:'alermo, 88, 1U12, 
стр. 1 и са. Приведеиван вдесь фор:иа и обоавачеввя и:иеютм в етаты 
Lagally .tJЪer Spannung und elastieche Deformation von unebenen Иembrane:��• ,  
.zettschr!ft fiir angewandte :Мathematik und blecha.nlk", 1. 1924, стр. 87'7 и е.а. 
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двигать вдоJIЬ четырехуi'ОJIЬИИ&а.; в :каа,цой верmиие будет при sтov 
петь место заиепа и.а.са.тuьвой к :крuой вор:��uью, и наоборот, вор· 
аuь же tt nоверхиоств: остаетсн ве:изиеииой. Вetomop v, He'US.t�e'н:Н.o 
свяэанныil с трпэдро.м, взиевяетов: nри этом вепрер:ьmио и при nepe
xo,_e через верпmnы и меле ооо:ода qеm'Ь,рео:,уаольнипа воввращаетм 
в исо:оfтую точпу с первО'itачадьны.в .модуле.м и первоначадьиы.м 
иаправление.м и :вообще явuетса: в охрествоств исходnой тоЧRи 
о<mоаначны.м. 

Вехтор v rдоuетворл:ет, СJlедователъво, ус.uовию иnтеrрируеио
сти (70о): 

uи, cor.nacиo (78), 
д д -0 (n1 Х v) - Т" (nв Х v) = т1n1 X V - T0Ug Х v. �� "'1 

,l(иферепцироваиие вехториых произве.це:иий и повторвое пр:ииевевие 
фориу.11ы (78) дают: 

(::; - :�2) Х v + u1 Х (Ug Х v) - u2 Х (n1 Х v) = (y1n1 - т11n2)X т. 

Теnерь ио:ашо, соrла.сво [21 (51)], sамеnи'J'ь разиость двойных веitтор� 
иш проиаведеиий двойиы:м: веRтор.в:ы:м: проиsведеиие:м: (u1 Х n2) Х v; 
i'&R :ках :все члеИЬI ')'РЭ.ВВеиин содержат :м:иожитеJIЬ v и уравне
иве имеет иесто .ц.nя JOOбoro sиачеиия v, то ио.жио этот ивожитель 
оnустить. Тогда получим: 

(79) 

в качестве уеловия uнmezpupye.мocmtt. Это.му условию дол:жтъ' удо
метворять приttадлежащие ооои.м семействам привых вепторы 
Дарбу, -оtтооъ� оъLЛо воа.мо:жто одноапа ч.ное движение подвижиоао 
триэдра вдоль 'Чеmъr,рео:уzольнипа, · составлв'Н.mzо при!!ы.ми сети. 

Уравнение (79) эuивале:в:тио тре:м: скалнрны'И урав:в:епиа:и. Со· 
гласно (77а), (77Ь), получаем: 

� t + � t + � N + � t ,t- � t + � N  � 1 � �  � � ��  � 1 � 

� � N 
== 8 "• "ft + т1 (ot1 + v1ft + -r1N> + -r2 (ots+ v11t1 + y2N). (80) 

О Yg "fi.! 
Ее.в:х замевить :в:аправ.пеп:ые проиаво.цпые вехторов t10 ft, N, cor.nacпo 
(76а), (76Ь), их выражеиияw через e.цИПЧJIJile вев.тор:r.t t1, �� 1'( и 
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оое.цив:ить ЧJiепьr, содержащие t1, �. N в три rруппы, то ура.внение (80) 
распадется на три уравнения 1), связывающие :иеж.J;у собой v1, v11, 
'l'tt 111• 8: 

�v2 + д
да + Cvt - v\1) 111 - 2811 = 0, (81&) u& l 82 

д
д
v1 + д

д� + <"11 -vд r1 - 28111 = 0, (81Ь) 
82 &t 

!!!.+ д
дт2 - T111- -r1111 ::: v1v11 - 811, (81с) дв1 Bt 

Самым важ.пы:v ив них является третье - гауссово уравнение; два 
первых обычно называются ура.вневилми Ко.цаццв (Codazzi). 

t 61. Гауссова. и средняя: вривианы. 

t' 1 Обозначим .циагонаJIЬ четырехугОJiьниха, обра.
вовапного .цвум:я парами ортогоныьных па
раметрическвх кривых на поверхности, исхо· 
.цлщую иs точки (и, v), через ds; пусть 
она образует со сторонами ds1 и ds11 углы а 

� --"-':"-�--+-t, '11 2 - а, так что (рис. 43} 

Рио. 43. 
ds1 ds2 • ) Т = cos а, а; = sш а. (82 

Вычислим направленную пронаводную : фушции r. ва.,цанной ва. 
поверхности. 

Изменение функции f при переходе ив точки (и, v) в противо· 
лежащий угол четырехугольника равно 

дf df = т, ds; 
с другой сторокы, 

дf дf дf дf df = -д mt + -д dv = -д dsl + -д dsll; и v � � 
сJiедовательно, согласно (82), 

![__ = _!!__ cos а + !!.. sin а. дв дв1 дв2 (83) 

Вычислим теперь н,ор.маль'Н,ую прuв'UВ'Н,У v' и zеоде8и11-еспое npyчe
?f,Ue 8' дли направления диагонали ds. ДJIJ[ этого обовн11.чии единич
ные векторы направлений ds1 и ds11 черев t1 и �; затеи в Нll.дравлени• 
ds приведем единиqиый вектор 

(84) 

и, в.ро:ие того, построим еще перпендикуллрный к нему единичный 
вехтор 

t' = - t1 sin а+ t11 cos а 
так, чтобы ве&торы t, t', N обравовыи правую систему, еми &то 
имеет место в отношении векторов t1, t11, N. 

1) Ср. Cиaro-Kowakwвki, Natiirliche Geometrie, 1901, отр. 202. 
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Нuов:ец, у:ив:ожии проиа:во.циу:ю :вектора N :в папр��J�Jiевии ds: 
oN дN дN . т - � сов а +  дS;' sm a. 

O.lt&JIВ:pПO в:а. t И t'. Тоrда, ООГ.11.8.6ВО (84), (841), ПОJif'ШИ: 
М.. дN ( дN ON ) • дN • Т • t = дв1 ·� cost a. +  us1 ·�+ дft ·t1 cos Gt SlD а. +дi;·� sш2 а., 

= • t' == (- :: · t1 + :: • t2) sin a. cos rz-t ( :� ·�oosfl а. - :: · t1 sin2 a.) 
:uи, пр:в:вииал во :в:аимавие (87), 

v' = v1 cos� а - 28 sin а. cos а + v2 sin2 а, (85а.) 

а' =  (v1 - v2) sin а cos а. + 8 (cosll а - sinll а.). (85Ь) 

Такп обрмои жаче1И!Я v и 3 для любоzо хtи1-равлехия въ�раоюе7tъ> 
vрев пх вхаче7tия для двух ваа.и.мхо перпеидttл>улярхъщ: хаправлехий. 
ОсобеЮiо простой :ви;в; примет фориуда (85а), ecJtи :в качестве пара
:кетри'!ео:&их кривых :воопоJIЬsоватьсн Juшини.н кривиа:аы; тогда 3 = о, 
][ :вы поJiуч:аеи теореиу Эйлера: 

v' v1 cos2 а. +  vn sinll «. ( 86) 

Норка.JJьпан ttри:вивnа ДJIЛ Jiюбoro на.nра.влеп.ил ливе.tl:в:о :выражаетм 
через обе rла.вJIЫХ Rор:ма.льшх кр:и:в:ивны v1 и v11• 

Составu еще, соrласво (85а), :выражев:ве в:орка.львой хри:визв:ы 

v" дл11 в:аправлев:ия t', т. е. для угла « + ; : 
v" = v1 sin2 а. 28 sin а. cos а: +  v2 cos2 а. 

Нетру.и;во убедитьм в пра.вильвости медующих двух ра.ве:вотв: 

v' v" = v1 + v2 ; 
v'v" - 8'2 = v '!I"'·':L 32 

J." • • 

(87&) 

(87Ь) 

Тех оа.:мШI иьr уб.едил:ись в оущеотво:вании двух ипва.риавтов, 8Rа
ч:еиие 1tоторш :иввеотпо уже из теории гауссовых .u:араиетров; .в;ей
С�.ШПеJIЬRО, eOJI:и :возь:меи в &ачестве одной из ортогов.алъпы:х: сиетек 
лJШИИ хривизв:ы, то увнаеи, ооrлаов.о (67а.), (67Ь), в выражепилх: 

и 
К=%=�-Р �� 

H= � �+�=f �+� �� 
aayccOtJy и сред'ltюю &рививв:ы повер.хности. 

Суще01.mев:в:ую poJIЬ иrра.ет следующее обстоятеJiьство. Гауссово 
JРI!.ВRев:ие (8lc) иожв.о тепер:ь предста.вит:ь :в :вце: 

�+ � -�-�=К �Q дв2 дs1 
Ta.s Jt&lt Jlе:ван часть за.:висв.т то.аьw от линейного ЭJiе:иента. поверх
в:ости .и, ОJiедова.теАъв:о, tиtвapuaumua по отпошехию re uэ?iцбаиию 
(ер. �), то же самое иож:в:о с:ка.зать и о правой части: zayccQtJa npu
svs'lta К есть ихвариахт по отн.ошеиию n иаzибахию. В !)ТОИ и за
LWЮча.етсл осв:овпое sв:а.чеп:ие гауссова уравнев:пл. 
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62. Трищцы ортоrоваJiьвые еветемы поверхностей. Оообевво 

ввтереоВЬIЙ объект геометрии пространства представляют системы трех 
вваииво перпецдихулнриых семейств поверхностей. 

В ка.ж.цой точхе пересечепил трех таких повер:шостей три кр:ивьп 
пересечевил &аЩЦЫХ двух повер:шостей попарно взв.ииво перпецц:оу
uриы. �иничиые векторы· ка.сатеJIЪНЬIХ в: ат:ик кривым образуют 
триэдр; обозв_а.ч:ик их через t1, tg, ts. Rщы:е два иs этих трех едИIПIЧ· 
ВЪI:t веиторов опредеJIНют в:а.сательвую. плоскость одной из наших тр�Ц 
повер:шостей; третий вектор дает тогда напра.ВJiев:ие нормали R посJiед
в:ей, а та.в:же и нв.пра.вJiеН1lе линии пересечев:ил двух других повер:шостей. 

Когда nодв_ижвой триэДр t1, �. t8 движетсн вдоль одной иs трех 
JIИИИЙ пересечения, соответствующий вектор Дв.рбу .может быть пред
ств.в.п:ен ВСЯRИЙ pas в двух раsиых видах; действ:ителъно, его коорди
наты суть RривиsИЬI линии пересечения:, которую .можно расоиатриватъ 
кав: хривую каждой из двух пересеающихса: по в:ей поверхностей. 

Сна.бди.м: :к�ивизны v 11 'У :каждую двумя ив:.це:кса.ми, первьtй из 
которых обозначает напраВJiеиие касательной :в: кривой на поверхиос'l'В, 
а второй -направление нормали к поверхности, ва. :sоторой .nежит 
:кривая; кривизну а сн&бДID'i TOJIЪRO ПООJiедиии иццексо.м:. Тогда д.IS: 
трех ве:в.торов Да.рбу u1, �. u8, соответствующих ве:в.тораи t1, t'2, ts. 
ПО.IJЧВК следующие выражения: 

U1 = ast1 + Y1st2 + 'У1вtз = - alltl -v111ta - 'У 111tg, 
Ua = al � + У91 tв + i21 tJ = - aBt\1 -\129t1 - '1'28tist 
Uв = 011tis +11s2t1 + 1s2t2 = -alts -vзltt - 'YS1t1 ' 

Ора.виива.s: :в:оэфициевт:ы при t1, t11, t8 в обеих ча.стя:х этих равенств, 
по.11учаем прежде всего 

и, с.аедоватеnв:о, 
а. = - 311, al == - аз; а2 = - о 1• 

а1 = 811 = 88 = о. (90) 
В этох и saltJJIOчaeтcл теорема Дюпен.а (Dupin): npuвt.'e пересе

чен.иЛ поверхностей тpuжih.' орттон.альн.ой систе..иы являютоя 
лин.ия..ии tоривиан.t.' паждай ив этих поверхн.остей. 

Д�W�Ы�ейшее сравнивание &оэфициептов дает 

и т. д., вообще 
yl� = - "t'll (i :f k ф l) (i, k, l = 1, 2, 8). (91) 

Нор.мальн.ая 7ривиэн.а лин.ий переоечен.ия !двух повер:сн.оотей для 
одн.ой ив этих поверхностей равн.а (с точностью до звв.ка) �еодеаи
"еепой прv.виан.е для дpy�oit поверх'Н.оети. 

Та.кв:.м: образом для векторов Да.рбу подуч:аех ОJJедующие о:в:овча.
теnиые выра.zевиs:: 

U1 = * 111stв - v12ta• 

� = -vutt * + va1ta, 

Ua = vв�tl - vBl� * • (92) 
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Отою.ца А-JЛ: в&правJlев:в:ых проивво,цв:ых от ве:в.'!оров t11 tg, t8 

М,1 
118,. = п,. Х t, (i, k = 1, 2, В) (93) 

нахоАRК, ооr.11а.оно (7), (76а) и (76Ь), ие,а:у.ющие выраженJШ: 

(94) 

Эmt�t уравиеиия опредмЯ'Юm иа.неиеиия иапраелеиий приеых пересе
-чеиия трижды ортоtОиадьuой систе.ны, а те.н са.ны.н и двш;юеиие 
под�о триэдра череа ;иесть иор.надЬU'ЫХ npuвwm -npttвыx пере
еечеиия. Эти уравв:ев:в:л: иогут быть rеоиетричесхи nросто истолков8JIЫ 
с помощью сферического отображеиин. 

Дщz трех na.p направяеии:ых nроиаводпш: :и:м:еют иеото три уо.повия 
в:в:теrр:ируеиооти; соrл!!-сно (70с) и (91) они будf! ииеть цц: 

дl д1 д д 
дs2 дst - дsl дsа = v21 дs, - v12 дst , 

нараду с двуия ав:uоrв.чвыии уравнениями. Прилага.в: их к (94), по
дучим сиетеку ив ,цевати ура11невий, которую можно вывести и непо
сре,цственв:о ив уравнений (81 )  Га.усса-Кодацци. Она состоит ив шести 
уравнений вв,ца 1): � + (Уаз -v1s) v\11" = О, 
:а трех уравнений вида: 

дytg + дvst + 1! + 9 + а,. а111 "12 v111 11ts112S = О. 

(95&) 

(9бЬ) 

Э�а система ура.внев.:ий укава.в:а Jlа.:м:э (Lame ). 
63. Jlинейиый влеиент проетраистnа. ЕсJШ ds1, ds2, ds8 -.лип ей. 

и:ые элементы JIИRRЙ пересечения трех поверхностей трижды ортого
вальвой системы, то дuueit'I{,Ъvй tме.неит простракства опре.целяетм 
ооотиошеииеи 

ш� == ds12 + ds,' + dsв9; 

при этом: ие сJtе.цует забывать, что ds1, 089, ds8 -веиитегрируеиые 
.цферевциа.JШ. 

О другой оторов::ы, ео.пи r = r (и, v, w) есть радвуо-:ве:в.тор тоШ 
в проотра.в:стве, то равенства и == oonst., v = oonst., w == oonst • .цаи 
три семейства. п9:верхностей. На ха.ж.цой поверхвооти два. nарахетра, 
остающиеся переиеRRЫив, вrраюr роль rауооовых параметров .ц.u 
опре.це.nепия тo'!ett поверхности. Каждые две поверхности, пр:ива;ц;.nе
жащие раsиыи сеиейотва.и, nepeoelt&IOТCв: по кривой, .на :которой два. 
паракетра поотоя!ШЫ и �оJtь:ко один SIВJiиeтoa перемевв:ыи. 

1) Ср. G. Darbouж, L&Qons snr les systemes orthogonaux, 1910, oorp. 192. 
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Напра.в.аевиый лпеЙШ1Й з.nе:и�нт проотра.имва. тоr.ца. будет: 

dr = r .il11 + r.dv +  r ,.dw; 

8'00 выражение дает рв.зложение JJ:виейв:оrо ме:м:евта. на. ммnовевт.ы 
в nа.правJiеnви Rр:ивш переоеч.евия. Jhmейв.ый мемеит ds простран
ства опре.цеметоя тогда. соотношевием 

ds� = dr·dr. 

Оrравичимс.а: теперь о.пучае:и, хоr.ца три оеиейотвэ. поверmоотей 
обрв.зуют ортоrова.п:ьвую систему и, с.де;в;овме.u:ьво, .JilПШ1I переоеч:еви.11 ' 
взаи:иво перnеидшу.11лрвы; тогда 

r.·r, = r. ·r,. = r  .. ·r,. = о. 
ПoJiar&a ДАЛ храткоств 

r,.· r  .. = []2, r. ·r, =  Vil, r .. ·r. = Wll, 
r;a;e и= и (и, v, w), V = V (11, v, w), W = �w (11, v, w)-фуmщии от и, v, v, 
по.11уч:им ДJIЛ лиие'йnоzо эле.t�еита простраиства вырв.zевие 

ils9 = lftil112 + V2dv2 + W11dw2, . (96) 

ИООJiедуем теперь о помощью этого, отвесевв:оrо & гауссовым пара:м:е
!l'рАМ лине.й.иоrо меиевта .цвижев:ие пo,цВJL'.IIШoro триэ.цра. При втом 
мы бу,11;ем: и:м:еть дeJto, в осво:ввом, о преобразовавием св.стем.ы уравне
ний (94), по.ау'lеввой метода:м:и естемвеив:ой rео:м:етрии. 

Прежде всеrо :м:ы :м:оже:м: вы'lис.питr. шесть вор:иа.п:ьв::ых хривизв:, 
ха.& геодеsи'lео:кие хрививв:ы (ооrласв:о {91)), ж. е. о помощью .аиией· 
воrо эJiе:м:ента r.аж.цой ив ортоговuьв::ых поверхностей; вапрпер, ва. 
nоверхности w = oonst., dw = о: 

ds2 = U4d112 + V:Jilv2, 

и, медо:ва.теJIЬВо, ооrласво (91) и (бОа): 

v12 = - itв = и� :;т. (97) 

д 1 1 д 
Д8.11ее дs1

' == U 7iii и т. ,11,.; поэто:м:у 'уравие'Н,11Я (94) для движеиия 
tnpiiOдpa :м:ы :м:ожем оейч:а.о же переписать в 2ауссовъи.с пара.метрах: 

дtl _ _  _!_ ои t _ _!_ ш_ ., .  дtt _ _!_ !!_ ., .  д� ..!. � + ·  ди - у дv 2 w дw "'SI дv - и ди "'2> дw = и ди "SI 
ot.A 1 дV + 1 дV + • дt.. _ .1_ дW + • {98) дV ==  - и  Ти "'1 - w дW "'S• i: - v о. "'S• 

Уо.Jювия витеrрируемости этой систе:м:ы урrmвевий можно ne выво· 
;цить св:ова; их можно по.луч:ить, переписывал оисте:м:у ураввев:ий {95) 
в га.усоо:вых пара:м:етрах. Притом эта система еще упрощается, пo
CltOJJьxy при введевви r::эвфицаевтов .пивейвоrо ЭJiеиеита (96} каждые 
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�а иа Jр&ввевий (95а) оовпа.,цают. Поэтоиr :иы по.11учае:м: тоо�ъ:&о три 
ураввевия вида 1 ): 

дЭU _...!_ д V  дU _ ..!._ �  дU == о  (99&) дvдw v дw дv w дv дtи t 

в три Jра:ввевив вида: 

_!_ (__!._ 0 V) + .!__ (_!._ oU) + __!... дU � - О  
(99Ь) дм и ди дv v дv W'l д1О 0111 - .  

ТрtWЮдъ� �оижальная система с эаданнъ� линейным эле..ненmо..к 
ds'l == CJ'ldu9 + J711dv9 + JV2dwl1 

111ществует тольпо в то..н случае, птда фунпции U, V, W удовле
творяют эти..н шести условиям. 

В отдеJIЪвых, встречающпсв: в приложе:в:мх, особевио простых с.пу
ча.вх, как, например, цили:в:дричес:ких, шаровых и эииптических коорди
нат, првкоуго.11ьвые коордииаты, а сJiедовательво, и коэфициевты U, 
V, W даш ка:& фушщии па.раиеrров и, v, w. Тогда roJioвм ивтегри
руекооти (99) удов.петворв:ютсв тождествев:в:о и потому из.пишви. 

§ 6. Приложепиа: к :механике 

64:. Свободное движение материальвой то'lкв. При исс.пе,цова:в:ик 
с:вооо,цвоrо .цви.же:нм :иатериа.пъ:ной точ:ки под действием си.пы вводат 
:врекв: t в качестве пара:иетра, от которого зависит радиус-вектор r 
точu тpaenтopttu этой :ii:атериаль:ной точки, т. е. по.пагают: 

r = r(t); 
тоrха скорбеть v :иа:rериа.nъвой топи, ооr.па.с:в:о 89, бу,.;ет вектор 

(100) 

а ее ускорение - вектор 
(101) 

Иы уже по:кааа.пи {2), исходи иа за:кова па.ра.в.аеJiоrра:ма. оп, 
:как опытного факта, что спа. есть векториuь:на.я ве.11ичива. Это же 
ео�е.qет и из ньютонова ocнo8'1ttno вакона дина.иипи, :который rота.ва� 
в.11ивает пропорциовальиооть :между спой и уо&орев:в:еи. Отоюда ме
,�;ует, что с.поже:ние ои.п оовершаетох по тому же зако:нr, что и мо
жевие rс:коре:ний. 

· . 
Поэrокr :мы :вправе писать основной · эапон ди1-1.а..кипи в вепторн011 

фор.А4е: 
F = та, (102) 

r.-;e т- :иа.оса :иатериа.пьиой тоuи и F - ве&тор силы, характеризrю
щвй опr по :вмичиие F и по :на.праВJiе:нию; прпой, в,цоn которой 
,.;ействтет спа., этот вехтор F ве опреде.11sет. 

1) Bianchi, Vorleaungen \1ber Dlfferentialgeometrie, 1-е RIA., стр. 486. 
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Вве.ц,в: :вектор nОJШчеотва . дstiOIOetиsя 

l = mY, (1.08) 
m :коаем пре;а;отоиn. оовоmrой ва.вов: ;а;ииаив:sи • ви;а;е: 

dl 
di'= F. (184.) 

Отсюда, иитеrрируа в проиеzут&е :м:ещцу :м:о:кевте.:м:и времев:и t1 в '-' 
:аав уааав.по в 89 (8"}, пыуч:е.е:м: теорему об fМfn-'I/.II6Ce ОtМы: 

t, /. Fdt =I (t9)-l (tx} i (104') 

по втоl теоре:м:е уве.uичев:ие аоличеспа .цвижев:ин за. про:м:ежутов. вре· ' fw 
11:еви t1- t1 равио и.мпульсу силъ� ва это время: 1 Fdt. Этот tЖme-t. 
tрал вв"тора по пара.метру в:а,цо расоvатриват. в.а.R пре.цu супы. 
Ча.ото ппу.п.сом иа.sыва.ют соое . RО.Шчеотво .цвижеивн 1; та.вой тер� 
vиво.tоrии бу;а;ем в )(bl при.церживатьс.!{ в .цuьиейmем. 

· 
По;а; эле�тарпой работой ОВJIЫ при ;а;вижевви ма.териа.n.в:ой 

топи по вапра:влеввоиу аииейиому влеиеliту ilr )(bl бу.цеи ПОВJ[)(&n. 
саШрв:ое произведение F·dr. Тоr.ца работа, проивво.цвме.а: СИ.JIОЙ при 
,uижеи:в:в: ме.териu:ьв:ой то'Пt:в: мещцу ':t'ОЧR&ми ее траев.торвв. ра,ц:в:уоы
вевторы которш r1 и r2, будет: 

ro 
А = f F · dr. (lOIS) 

r, 

Этот вриво.пввейв:ый ивжеrра.л ecn. иитеrрал oJta.Jiл:pвoro .цвфе· 
ревциа..па., хоторый, вообще rоворл:, ие IIВJlaeтoa: точв:ым ;а;иференц:в:а
.nо:м. Поэтоvу ввтеrрu аа.виовт ие тоаьао от пре.целов ивтеrрировашm, 
ио и от пути, по хотороиу оио производ.в.тон :мещцу этиvи пре.целаив:, 
и, ме.цовате.п.ио, дu ero вычимев:ии требуетоа, вообще rоворл:, 8RtmИe 
трае:&тории. В:ырааив перехеивый ращо-веатор r траватории о по
мощью иевотороrо пара.иетра, )(bl ПOJIJЧИV обшвовеивый ИD'.reJ.1PU 
фушции о.циоrо пере:мев:в:оrо. 

В частвооти. еми в:веоти в :&ачеотве параметра :вре:м:в:, то, прииев.а.а 
оов:овв:ой sа.вов дииа.мив.и (102) :и соотиошевие (100) и пpoJIIIВOAa: 
птеrрирове.вие, по.п:уч�ем aanou живъtх сил: /r• /fw а 1 /t. 

dvl А = F·dr = m dt ·vdt = т m Тtilt == r• tl . '• 

= mv8t -i- mv1D == T(t2)- T(t1), (lOS) 
1 T= т mv2 (107) 

ecn. аюttвая сила (в.nи аииети'!еокаа вверl'И.!{ двиаев::в:л) движрцейоа 
материа.аьвой тоЧJtИ, ра.ооиа.тривае:мая s.цеоь кв;в. фув:JЩИа вреvевв. Уве
IИЧевие живой oИJlЬI равно ра.боте, произве.цепвой .цейотвующей oDol. 

Уже ра.пъше (18) бш вве.цев :ве&тор - мо..штт ОtМЪ•: 

:М: = r Х F. (108) 
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T&JUD[ же образок опреде.иик теперь .но..t«тт и.t�пульса: 
L = r X I. (109) 

)!;ифереицируа (109) по вреиеви, по.лтчп: 

dL dr dl 
d"t = Тt X I + r X Тt ;  

вервое мага.еиое в правой части в да.ниок муча.е ра.вв:о в:у.11ю, так 
dr 

ка.:к вехтор 1 = mv пары.11елеи вектору Тt .  Тогда с поиощью (10�) 

11 (108) прихьдим :к уравиев:ию 

Последвее уравнение выр&жает TILR иа.выва.е:м:ый оооощенн·ый santн. 
мощад"ей (вапон .но.иентов). Его гео:м:етричес:кое ввачение станет IIСнни, 
есп, согласно (109) и (103), напишем: 

dr L = mr X Тt · 

Описанная радиусо.н-вепторо.м r за вреии dt мощадь ("сектор"), 
расси&Трива.ема.я: ках направ.ленна.я: площадка, равна 

1 dS - - r X dr· - 2 ' 

с.nедо:ва.те.иьв:о, септориальная спорость радиуса-вектора будет: 

dS 1 dr � 
dt' = т r Х dt' =  2m '  

. )l;.na септориальноео ус�>орения имеем:: 

d2S 1 dL 
dt2 = 2m ж·· 

(1 1 1) 

(11 1') 

{111") 

Обобщенный ва.:кон площадей может бьиъ, fахии обра.зои, nре,и;отв.
uеи в виде: 

diS M = 2m dt2 ' (112) 

Он представJJ.иет тем самыu нечто аныогичв:ое основному вакоку 
.цпа.ипи, тах :ка& устанавливает та.в.ое же соотиошеtrие иещцу удвоен
НЬ1)( оев.ториllоJIЬНЫИ усв.оревие:м: и :м:оиеито:м: сuы, ха.:кое уста.в:ав.ли
:ва.етсл основным вакопои ди.в:аиихи между усв.орев:ием тоЧRи и силой. 

ECJiи :м:оиев:т М: равен нулю, то мы получаем частную форму 
за.&Она ш1ощадей; согласно (110), момент импу..льоа L = О будет тог� 
постОJIJШЫ:М: вехтором; Q_ог.nасно (111�). в этом OJiyчae получается 
постоанв:а.я: по ве.личиве и положению в пространстве се"ториальная 

(1 13) 
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65. Д:ииавика сиетемы ватериа.JIЬm.п;; точек. При: И00.11е,�;ова.пшr 
.J;ВИ.Жении с:ите:иы n :иа1rери8JIЫШх точеs о р8.,11;Иуса.:ии-веJtтораи:и r � :и 
:иаоса:и:и m, (v = 1 , 2, . • .  � t�) важную po,u, иrрает цеитр тяжест-и uи 

�тр .масс оисте:иы:. Его ращс-:вектор 

:E m,r, 
ro = -.. - ,  

m = � m. 
еот.ъ су.н.иа .насс всех n :иатер:иа.пьвы:х точе&. 

Охорость и уоJЮревие центра тлжеети: 
dr0 d2r0 

Vo = dt :И 8.о = d,tD 1 

(1 14) 

иыучаютм путем диферевциро:вании равенства (114); :выраав.а эти 
веsторы через сJЮрости и ускореншt: 

dr, v, = т  и 
точек си:стеМil, подучив: 

iJl.r, 
а., = tJP • 

v0 = ; � m,v,; &0 = ;  � m:a.�. 
Ilос.щциее ура:ввение, пре.цстаuенвое в виде: 

ma.0 = � m,a.,, 
ихеет сле.и;ующее дша:мИ'IООRОе sва.чение. 

{1 15) 

(1 1 6) 

Движение от.и;е.nьвой тоuи системы по�ев.о, по осво:вв.оиу ва.Rов:у 
�3101RИ, Jpa.IOIOВRIO 

F, = m,a., , (1 17) 

I',�;e F, обоsпа.чает реву.nьт:ирующу:ю всех при.11ожеmwх 1t >�-й иа.териа.,u,
воlt ТОЧ&е CИJJ:. Rа.ж.цал: И8 CИJt F, CJI!\I'a.e'l'OS: ИS :ВНОIШШХ СИЛ, ,11;8Й• 
ет:вующих па. точв.и систе:кы иs:вв:е, и вв:утрев:них си.;в:, с :&отор:ып 
ТО1D.И системы де.йет:вуu друг на. друга.. 

Отвос:ительво ввутре:в:а:их сил пре.цпо.аа.rа.ежсв, что ов::и попарно 
ваnраВJ.Iев:ы по .nив.ия:к, соедИШI:ющии ка.ж.цые две :ма.жер.о:а.J�LВЫе точки, 
и, сог.аасв:о nр:ивципу ра:веист:ва действия и проти:во.цейст:вил, вейтра
.lиsу:ют друг .цру.га.. Повто:иу, если nолож.:и:м: 

� F. = F , 
то эта cy.AU�a всех СfМ тождествеииа с су.А�.А�ой одних тмь�� 
�Ш'Н,UХ СUЛ, 

EcJI:и теперь простипруе:к вое ура:ввевил (117) (.-.аа v - 1, 2, . . . , n), 
ТО, COГJI8.CHO (1 1 6), ПOJJ'f;IJИV : 

F = та0• (1 18) 

Это уравве:в:ие выра.жает sа:ко:в: ,э;виженп цеитра mJШCecmu: цептр 
тяжести систе.иъt .матер-иа.;wн,ъtх mo'f.en движется тап, пап если бы 
в пе.н оъии cocpeдomo'f.enъ� все .иассъt u n ие.му оъма прtможена 
ре�льтирующая всех виешиих сил. 
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Ес.пи ввести вовый -ев::rор - и.мпум,с систг.мм, ра.виый ' оу:кие 
икпуnоов тo"<tev. ои.ме:м:ы: 

1 =  � � = � т  v ,  � v  -'-1 v v  
ro аа.в.ои движеии.я: центра. тл:жеоти прив.ииа.ет, oorJiaono (1Hi), см;в;ую
IЦИЙ вп;в;: 

( 1 19) 

Введем: еще .но.нtЖm и.мпум,са систе.нъ,, т. е. вектор, pa.вm.tl _ 
су:м:ие иом:евтов ппу.иьоов всех точ:ех систе:м:ы: 

L=� Lv = �r.X I,=I.r. X m. �· . 
Диферепцируя это ра.вевотво и иопоJI:ьsуя (1 17), паходи:м:: 

dL � iJJ.r, � 
т = ""-t r. X m. ata = ""-t r  X F,, 

и.nв:, eOJiи обошач:п :м:о:м:ев:т резу.uътирующей F. череа 
M, = r, X F, ,  

ра.вевство: 
dL � llt .... ...... м • . 

Отtящая в пра.вой его части су:м::м:а :М:о:м:еитов всех cиJI едагаетон 
из оухиы иоиев:тов впешвих ои.п и оуи:м::ы иоие:в:тов в:в:утрешшх: си.J. 
ПоОJiе,ц:в:вл оу:м::м:а. ра.вва..вуJ.LЮ, Т!Ш lt!Ш ввутреmmе силы попарно ииеют 
о,цrу и ту же .ПIШИЮ при.по:жев:ив, напра.в.п�иы :в проти:вопОJiо:жи:ые ото
рои:ы и равны по велВ'lИНе. Поэто:м:у, ес.n:и ПОJIО:ЖИИ 

� М, = М, 

ro эта. оух:м:а :м:оиеитов всех си_д тождественна. с су.м.мой .мо.мен.тог 
одкfiх только вneut�X.ux сил. Та.хии образо:м: nоАуч:а.еи: 

dL = М, (120) 

мо ра.веисво выражает общий вat'on площадей .и;.п.в: систе:м:ы точеа. 
Дейотвите.в:ьио, eOJIИ введе:м: с поиощыо равенства 

dS. L - = -dt 2m, 
еев.ториа.аьm.tе скорости радиусов· векторов 0'/.Щеnи:ьu: :м:атериа.в:ышх 
tоч:ех и опредеаии равенством 

dS � dS, 
m tlt =:o  -'- т•Тt 

dS . ре1ультирующую оепториальпую спорость Тt ,  !'О из (120) ПOJI}"''D 
соотв:ошевие: 

d!S М: == 2m rдi"", (121) 
устзпi\'В.1!1rВIJОЩее свлаь хе:ж,�;у у,цооеив::ых реsуJiьntрующии oe:wro
pиUЬJlil:м: rсв.оревие:м: и резуJIЬтиру�щим: м:ои:еuтои вв:ешмх ou. 
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В O.Jtf'llle. коr.ца. кокевт И виепmих c:u равен иу.пю, пО.Jiуч:&ем "acm· 
Н.'!fЮ фор.му sакон,а площадей для cucme.м'l!• m�en. Соr.11аспо (120), мо:м:еu.:т 
ихпу.п.са. систе:м:ы есть в I.IТOK сл.уч:ае :вепичив:а ПООТО.IШН&а, L = О; 
o.te.цoвai'eJI.ЬD:o, и реэулотирующая се1>mоримьнм опорость постоян.н.а 
ко :вenlfiDШe и ПО.Jlожеиию в проотраистве: 

(122) 

IIАоохооть реву:а:ътирующеit сехториuьиой с:sорооти вuываетсв жпв
.мен.яе.мо'/2 плоскостью. 

EO.Jtи спроектировать .цви:жеиие ( ортоrова:а:ьио) па .пюбую шоохооть, 
то и pacno.Jiozeипa.a: в этой п.поси.ооти соота.:в.uюща.я сеи.ториuьвой с:sо
рооти будет поотолв:иой, во будет иметь :м:епьшую веJiич:ив:у, чек ревуn
"РТЮЩ&s: сеи.ториаJ�:ЬИU скорость в пеивиемекоJt плоо:коотв:. 

Выступавшую 'fЖ6 Пе рМ &Ш!..IIОГИЮ ИеЖ.Цf ДШIО.IПП!.ОЙ СИСтеМЫ Т0'16К 
и ,.;ииа1011.оl от.цеnвой хатери8..1ы;юй топи :ио.жио провести еще да.nьmе, 
устав:&В.IИВ&Jl аа'�>он DIOUвыz С1М li)J.Il oиcтeJUif точек. EO.Jtи обовва.п• 
элe.мetlitnapн,p работу все:х вн.ymptm"-U!J: и вжшниш сил за. эJJеиеит 
времеии dt ч:ерев 

dA=�dA,=�F. ·dr, (128) 

и опре.це.u.ик живую силу Т оисте:м:ы равев:ство:м: 

(124) 

то ;f.Jlll ра.ботьr, проивве,��;евпой между :иохепта:м:и вре:аrепп t1 и �. :uo.uy
"'ИJI, оог.паово (1 17), 

. (t,) t, d 
'• d 

А = "};.  j F,•dr, - "};.т, j ;· •v,dt = � "};. т, j -�;2 dt 
( lt) t1 t1 

(125) 

Прирост живой еиы в этом: случае ра.веп работе, про:из:ве;.;евиой 
soe.tlv o:u&Jiи; быть может, ве .IIИПШе обра.тить ВJIИ)[аиие па то, что 
ll :ввутреввие с:uы произ:во;а;а работу. 

66. Центр тиасести в качестве иач:uа оте'lета. Вви,цу особо 
:аа.авой pOJIИ, и.оторую иrра.ет центр тв:жооти в дипа.IIП.е систе:иьr точ:е11 
по.tевв:о :ввооти П&.р.!IДJ с прииеиRВmейоR ;а;о сих пор "иепо,ц:вiiЖПой 
оиоте:кой отсчета.« вторую подвижную сиетеку отечет&., иа.ча.по ttоторой 
оовпа.;а;ает е центрои т.trJКести системы. 

Есп, JtЭ.I &ТО было до сих пор, r. обовва.ча.ют исходmцв:е ив веnо· 
хвижвой ва.ча..uьиой точ:хи О ра.циусы-:ве�tторы n Jlа.тери8.1IЬВЪЦ rоч:е1 :Р. 
к r0 -ра.,циус-ве::ктор их центра тв:жеоти 8 к ec.IJI oбosиa.ЧJIJI ра.диусьr• 
векторы :иа.териа.ui:.в:ьrх точе1, исходвщае :из цеитра. тнжооти, ч:ерев r:, 
то (рис. 44) 

(126&) 
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rl;r' 
Отаосите.m;.иаа сuрость v: == ilt• ха.териuьвых ТO'IeJt О'Diооиеп.во-

це:атра. тDести бу;t;ет: 

:В cuy onpe;t;e.te:ииa центра. тDести (114) пеех: 
� m/., = 0; 

отс:ю.в;а. .Qферевцирова.виех, uи сог.11асво (115), п0.11.учаех: 

� m v' = 0, � ' .,  ... 

(126Ь) 

(1�7&) 

(127Ь) 

Bы'lиc.liJOI теnерь резу.11ьтирующий иоиент :внешшп cu и :коиент 
ппу.nьс& отиоеите.nьио ·центра. тяжести. Мо.мект :И вкешн11� Cilд 
бу.в;ет: 

И = �' r, X F. = � (r0 + r:) Х F., ., 
•.ш 

• = Ио+ :И', (128) 

r;t;e Io = r0 Х F означает :комевт ре- о 
ауnтирующей :ввешв:п ou, eOJm: пред-
оТа.вп себе по0.11едиюю приложеивой .& Рис. 4:4. 

центру тажести. отвосите.nьио иеподвиж-
ной вача.nьв.ой точ:&и О и :М' = �r: Х F., - резу.nьти:рующий :кокев'l' 
прuожеввых R матерlt8.J.I.Ьиым точ:ttам Р., сил отвосите.m;.ио цев.тра та

жести. Таr.им образом этот мохент :может быть опре;t;е.tен из равен
ства (128). 

Аимоrii'ШО .мо.мект и.мпу.t�ьса системы 

L == � r. X m,т,. 
СОГ.I&СИО (126&), (126Ь), будет: 

L = � (r0 +rJ Х m,(v0+ v:) = 
= r0 .X  mv0 + r0 X � m.v: + � m,r: Х v0+ � r: Х т,•: . 

Иs ч:етырех едаrае:кш: правой qа.ети оба · ере.цша, соrлаеио (127а), 
(127Ь), ре.ввы ну.nю, и :м:ы nо.nуч::в:м: 

L = Lo+ L', (129) 
r;t;e Lo = r0 Х mv0 обовИачает момент uпynca центра тюкест:в. отвоои
те.п.но иеподвижвой. иач8J.!:r.вой тoЧJJt О и L' = E r, Х т,': - хоме11т 
ппуnса еистехы точек отвоеите.tьво центра твжести. 

Ооr.ааево (128) и (129), общий аа"lЖ пмщадей (120) 
dL 

ёГt' = :m:  
а&пRШетев теперь в сJ:tе;qющеи вце: 

�+ � ==Mo + J\('. (lЗО) 
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Но ва.хон �ижев:их цев:тра. тяжести (1 19) выражает, '!ТО центр 
тяаеоти ,�;вижетоя no- тем же ва.хо:н&Jt, ч:то и ма.териа.ш.в:а.я тоuа.; оке
,.;овв.те.nъ:но, ДJI.S: центра. тв:жести ииеет иесто вахон пJiоща.цеl в фор:ме: 

��:: = Ио; (131) 

вместе о тем по (1 30) им:ее:и та.це: 

(132) 
Т&RИИ образом, ооr.нао:ао (132), общий вав.ов: п.ноща..цей имеет иеото 

�в: систе11.ы точ:ех и в тох cJiyчae, еоп ввести в ц.чеотве тоЧJ.И, 
отиооите.нъв:о JtQтopol берутм :иохев:ты, .цвижущийсл: центр тяжести. 

Прове,11;ев:вое выше расч.невев:ие вмова п.ноща.цей ста.во:ви.тоа: гео· 
иетрв:ч:ео:&и бoJiee ясным, оо.ни ааменить моменты импульсов cefl:mo
�ымu споростями. 

ЕсАи обоав:ачи:и, sав. и ,11;0 сих пор, ревуJIЬтирующую оев.ториuьв:у:ю 
<Яtорооть систе:иы: точеJt отвоситеJIЬВо точхи О через 

d8 L 
т = 2m ' 

,�;&�ее сехториальиую скорость цев:тра тяжести черев 

dS0 ==� 
d.t 2m 

и, иахоиец, реву.пьтирующую сеJtториа.JIЬВую 
отвооитеJ�ЬВо центра твzести через 

оJtорость оиотехы тече1t 

ilS' L' 
т = 2m . 

то, соrжао:ао (129), буде:и и:иеть: 
dS _ d80• + dS' 

Тt - ----clt Тt 
'forдa общиlt ва.Rов: uощ�ей (1 21) 

d2S :М: == 2m dtt , 
соrдасио (13 1) и (182), :иожет быть расч:.неие:а на .в;ва: 

1[0 :;= 2m 
и 

, d2S' 
И = 2m dtt ' 

(1 3� 

(184.) 

(ltlб) 
Тахи:м обрмох секториа.nьвое уси.орев.ве центра. твжести и се&ториu:ъ
вое ускорев:ве ,цвишев.вл: вoJtpyr це:в:тра. тл:sести производлтся, соот
ветот.ве:в:.в:о, иоиевтои М: результирующей, приложеШiой в. цеnтрJ' 
'l'в:жести, и результирующих иоме:в:тои cu, приложевв.ых :& иатериа.tь· 
JlЫ)( точ&II.М, Q'l'ВОСИтеJIЬВО центра тажеоти. · 

В и.а.честве пршожениа: рассиотрвм еще частную форму вапашt 
ftdОЩадсй omtiOCtJmMьнo деижущеzi)()Я цеитра ,_,.яжecmtJ, ltorдa. резу.п.-
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-тирующий момеnт И равев. вуш, :иоиеJIТ импуJJЬоа. посrоmев: L = С, 
ИJШ, соrла.сво (129), выра.жев.ие 

(136) 

постоmво. Особев.ио птересеп с.ауча.й, JtOr,�;a. равны пулю и :внешние 
оmш JtJIИ: по r.ра.йв:ей мере их ревулътирующu F, ч:то отв:ю;ць ве 
JШ.Uаетск пеобходимы:и для обращения И в в:удь. 

ДJUJ: такой свободnой системы вакоп движения центра. тяжести (llR) 
выражает, ч:то центр тяжести движетсл рв.ввомерв:о и прлм:одивейв:о, 
что, следовате.цьв:о, 

r0 = a -j- v0t 
есть радиус-вектор центра тяжести, если а есть ero ра.диус-вектор 
:в момеnт t = О, � v0 - ero постояив:ая: ск.ороотъ. Для центра тяжести 
тог;в;а ихмт :иесто ча.с'.1'1ПiLЙ в� вакона площа..цей .в фор:ие: . 

Lo = ro X mv0 = a  Х тvо

Сле.цоватеJJЬв.о, соr.:аа.сво (186), 

L' = C - a X �vo (137) 

�у.цет мо:мев.т в.:мпуJJЬса систе:мьr отвосительво центра. тяжести; оп также 
постолв:еп, во отлич:а.етса: по веJiич:ине и вапра.влению от момента 
:в:кпуJJЬса отвосите.nt.но вепо.цвижной ваqаJJЬпой rочки О. 

Еоли введем теперь в . (133) варя,Jtу с поотонmз:ой результирующей 
ое:&ториальпой скоростью (1 22) системы точ:еJt отиоситеJJЬпо точки О 

dS С 
т = :zm 

'l'ЭJtZe поото81Шую оекториа.rьвую с�tорость цев.трв. тяжести 

dS 1 1 
-af = y ro X Vо = а- а. Х т0, 

ro оttа.жется, ч:то резуJJЬтирующм секторuал.ьва.л: смрость систеnt 
'l'оч:е& отвоситеJIЪио центра. тяжести также постояив:а.: 

(138) 

(!ледоваmМ6""• " пр" 8ви:ж:ущейся cucme.ue omcv.em::J существует 
неt�а.иекяв.иая плоспость, котора.я, одвако, виеет другое положевне 
в пространстве, чем та, хоторм опре;целя.11а.с:ь при веnодвижвоlt сисrехе 
отсч:ета; ввиду ее свнви с центрои 'Iяжести еветемы точ:е:& о:ва юteei' 
б6JI:r:mee 81Iа'!ение, чем в:ев.з:м:ева:еиал: пдосхость 'д.:ал проиаволz,по вы· 
браниого nеподвижnоrо ва.чала.. 

Совершенпо аиалогичво тому, ках это бы.:ао с общим ва.коnом: п.nо
ща;цеil:, можно преобра.sовать и sancu живых сил (1 25): 

(139) 

есди пuивять :�:вижущийся де:вд•р тяжести ва. в:a.quo рциусов-вехторов 
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Ес.t:в: :В:ВеО'l'И, ООГJ!МИО (126Ь), 

т, = т. + т; 
В :ВЫр&ЖеRИе � :JICЩI)й СUАЫ Т, '1'0 ПОJij"ЧП: 

Т == � �  m.v. ·т, == � � m,Y0• 1'0+ �т. Т. • 'f0 + i-� m;f: •т:: 
В правой части сре;н;:вее cJia.:me:иoe в cuy (1 27Ь) ра.впо nyJф. Пер-

:вое маrа.ежое 
> 

1 � 1 Т = - т т0·т0 = - mv 1 о :! • 2 о 
есть живал: сила. :масс, ееJШ ЩlедпоJiожить, что опи сосре.цоточе1lъt 
в центре тяжести. ПocJie,IOiee слага.емое 

т 1 � . ' ' 1 � . ... = - m v  • V == - m v •  :а .  • • • 2 • •  

есть живал: си.11а. системы в ее nижевии отвооите.J�ьво центра. тосести; 
те.м са.иъ&.И {}ICfl8aJI сида раамzаетм :ва .цве части: 

Т = То + Т'. . (142) 

Подобвык же обрмох иожв:о ра8Jlожить и мe.мl!ff.mapnyю работу: 
dA == � F.,• -lr, = � F,·(dr0 + drJ. 

EcJiи ввести с по�tощ:но равенства. 

dA0 =  � F.·dr0 = F0. dr0 (14:8) 

работу реауJiьтирующей, приложенпой R цевтру тнжеста прв: ero .цвв:
жевив, в: .ца.11ее с по:u.ощыо равевс1ва. 

dA' == 1:F,·dr: (144) 
работу сил, прв:Jiожевв.ых R •атерааJJ.ьnыи тоq�:.а.и при их движении 
относи.те.nъв.о цев'lра. тяжести, '.1:0 nолуч:в1t рааложеиие эле.неитариw 
работы: 

d.A = dA0 + dA'. (14-5) 

Но запои :нctuJtJZ сtм tt.мeem .иесто и д.1111 деи:Ж:еиtlЯ цеитра тя
:ж�ести ,  которое в.ичем не от.nича етси от двваевiUl отде.п.ь:воА · :м:а.те
ри.а.nвой '!очки, а. и�ten:ao иы n:иеем: 

dA0 = F0.dr0 = т  �: · v0dt = ; mtlv09 == dT0, 

отсюда иптегриро:ва.nие�t по.11уч.а.е:м:: 

.А0 = 1'0 (fJ - T0 (11). (146) 

Отою)l.а. в ouy (189) o.ne,дfe<r a:J/Jioн Ж�Ю'ЫХ тм и дАя дгшж:екия 
•01tpyz цеитра тяжести: 

А' == Т' (tJ - Т' (t1). (14 7) 

Ра.осиотреав:ое выше раВJlожепие .JJ,Ви.аtе.ния свстеиы !rO'tfe& на. .цвв:
zение цеnтра. тяжес'fи и двиЖеаие вокр-уr цеира тяа;еоти и:меет ооо
Сiеввое ав.а.чеnие ДIJ.!l исо.11е,J,ова.в.и:н двв.жец.а твердо2о тма. К nOOJieд· 
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веху хожпо приттв Пf'Ie:J( пре;и;еJIЬпоrо . перехо.ца., исхода: ив систе:иы, 
отдельвые точки Jtоторой попарно находятся на. неив:иев:пом: расс'Iоян.ии 
,�;руг от .друга. и удерживаются па. этом неиsхенв:ом расстоннии вну-
тренними силами. ' 

Движение wердого тела. будет расс:иотрев:о ниже (гл. 5, § 1 ). 
67. Движение ма.териuьпой точки по простра.вствеввой кри

вой. При исследовании движения од.ной материальной точки: в 64: пред
полагадось, что свобода. ее движения в пространстве ничем не огра
ничена. Напротив, уже nри исследовании �ижениа системы точек 
,.;enycJta.nacь вов:иожность того, что среди действующих сиJI•им:еются и 
сиJIЫ реакции, которые свлвывают положении отдежьных точек в каждый 
иомент времени некоторым геометрическим усJJовием и, следовате.nьно, 
ограничивают свободу их движения. 

Воsвратимсл теперь к движению одной :иатериадьной точки и оста
во открытыми обе вовмоiiности, а именно: прииех, что описывае:иал . 
ею пространственвая кри:вал представляет либо свободный, либо выну
жденвый путь. В nоследнем случае вредписанная точке траектория 
преплтс'Iвует ей двигатьс.il: T@Jt, Jtaк она ,цвnга..nась бы под действием 
о,�;в:ой только внешней силы F; это препятствие выражается в тои, 
что при движении по nредписапво:иу пути возникает добавочная сила Р 
та:кая, что она вынуждает точку описывать И'\fенно этот путь. Можно, 
е.nе,�;овате.nьно, сделать движение свободвыи nутем nрисоединения ,цоба
вочной силы Р R силе F. Если движение по заданной траектории про
исходит без треющ, то иожно считать силу Р направленной по вормuи 
к траектории. Диферевцируя радиус-вектор точки траеи.тории r = r (t), 
поJt.учае:м: вкорость 

dr dr ils 
., = dt = d8 dt === vt; (148) 

ири этом t, как и раньше, обозначает единичный вектор касате.!!ьной; 
ds iв - элемент ;в;уг� кривой; v = 'dt" - величину скорости. Ускорение 

tPr dv + dt 
а. = dt• =dtt vdt .  

При этом, при:кеН.IIк первую формулу Френе (19), ииее:м:: 

и, ме,.;овате.n.но, 

dt dt ds :11. 
-.t = ds Тt = p- v , 

dv ·vt a. = dt" t + p- n· (149) 
Теи смm:к тскорение раsложепо па ,J;Ве составляющих - maneen

dv 
циальное ycnopeнtte ?t ,  и:кеющее направ.!!ение касатеnной, и цектро-

vа 
етре.мителькtе ускоренttе - , направленвое по r.nа:ввой нормаАп в сто-Р 
рону центра кривизны. Соста.в;nяющей ускорения в направлении бинор-
иа . .nи ne существует; вектор усв:.ореrшя а .rежnт в соnрикаоающейся 
иоскост:а. ВеJiичина усв:.оревин а оnре;r.е.nнется соотвошен:Еем: 

11 _ ( dv )2+�  
· - dt р2 ' (149') 
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ИООJI.едуем теперь выnfРЮдеиное двШJ/tfение по за..ца.:в:аой nростра.в:· 

отве:в:аой кривой nод ,цейотвв:ем виеmв.ей OВ:JI.'Iit F. Прв:сое.цнв:нн х пей 
.-обз.вочиую ouy Р, имеем по оововиому захоиу д:инаиики урв.виеnие 
.-;вижеиив:: 

Коор,цииа.ты ве:кторов F и Р по na.np&ВJienиa:м векторов t, n, Ь пусть будуr 6оответстве:в:ао F,, F ..... F11 и Pt, Р .... , Р11 • Пре.ЦПОJ1М'В,JI, no 
.цвижеиие nроисходит без трения, имеем Pt = О. 

Согласно пршщв:пу ра.:веиот:ва. дейст:виR и протшщцейотвня .цвижу
щмса: тоЧJtа. оltЬlыва.ет на траекторию реа1щию В = - Р, икеющую 
.w;ве отличНых от пуu хоор.ци:.в:аты: 

R. = - P.; R11 = - P11•  

Теперь мы можем написать oxaJIJ�pnыe ура.вн:е:нu .цвuевшr: 
dv m Тt = F,, 

� -oi m - = F - R , р • • 

O == F,_ - Rь·  

(1 50) 

Этих уравв:е:ний .цоота.то'Шо .цu того, чтобы при ва..цв.ииой с:корости ., 
иьгmслить та.в:ге1ЩИ8..11Ьв:ое ускорение �� и реа.JЩИю в Jtа.ждой ТО'!&е 
траектории. 

Из ра.вевствв. R11 = F11 оледуе':l\ '!ТО ооств.вuюща.я впеmвей ои.nы 
в папра.uевnи биворх&JIИ равна соответствующей соста.млющей ои.nы 
ремщии; в ва.пра.в.nеnии r.в.аввой иорка..пи, cor.na.oпo равенству 

mv2 R = F --, .. .... р (Hil) 
mv2 · а :виеmв.ей cue приба.:вuетоя: еще oua. , nanpaвJienиa.a: от р 

центра. первой :аtрив:взв:ы и пазы:ва.е:кал цеитрооежпой с"�Мой. 
68. Движение по поверх.иоети. Совершенно аиuоrично ра.ос:ма

три:ва.ется муч:ай выиуждеивоrо .w;вижеиия: ro'IIЩ по поверхности. n ус� 
�виженв.е происходит по пекоторой лежахцей па по:верmости простраи
отвев.ь:ой xpивoilj ,ц.nа уокореnиа иы икее:и выра.жевие: 

dv + -oi a = -t - n. at р 
Рааложим вехтор n главпой пор:иаJШ, мк и ра.иьше (i5), по пan}Ja· 

вдевию вор:маJIИ к поверхности N и перпеи.цихуля:рвоi х хривой каса· 
те.nъиой R поверхв:ости Ti ес.nи � -yroz )[ежду сопрИJtа.оа.ющейсs: 
шr:ооltоотыо к осательной п.nоскостью, то 

I'ОГ.Ц& 
n = T cos � - N sin �; 

а = �:  t+ � cos �T - � sin �N. (1 52) 
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вхесто чего, если ввести по теоре:м:е :Мепъе нop:м:a.JЫIJIO и.риви8:в:у (82} 
"' = sln � , иожно еще пвоать: р d а =  d� t +vv2 ctg ?T- vv2N, 

Е0.1и оплть, cor.11acno основnому sа.ко:в:у ,J;ИRMШJtИ, поJюжиv 

ma = F + P  

и обовна.чи:м: координаты векторов F и Р по :в:апра.вле:в:ия:м: t, Т, N 
Сiответотве:в:во иццехса.ии 1, 2, 8, то, пре,Jr;nолага.н, что движение про
исходит без трения, будеи иметь: Р1 = Р11 = о. Движущая ел точ&а. 
производит на поверхность реакцию; :в:аправле:в:вую по нор:м:али, едив
отве.п.аал от.llичнан от пула: :координата. которой R = - Р8• 

Rоордиnатные уравневил движения будут: 

dv Р т dt = Lil• 
тvllv ctg � = F2, 

- тv1!11 = F8 - R. 

(1 58) 

Этих травпевий достаточно для того, чrобы при sа.ца:в:вой скорости t' 
dv в:ычиС.Jiить в каждой точке траектории тавrенци8.JIЫ1ое -ускорение di', 

на.иJIО:В: � соприщwа.юще.йся п.поскости траектории к касате.пьпой пло
скости и :в:орм:8.11.ьnую сост&В.Jiяющую реакции R. 

ПоСJiедnяя будет рав:в:а 

R = F8 + mv'v. (154:) 

Та.:&и:м: образом в нор:м:алъ:в:о:м: направлеnии х в:в:ешпей силе приба
вJiкется цеитроое:ж:-кая сила тvllv; рмличие в в:в:аке по срав:в:епИJО 
о (151) тоJiько кажущеесн, так как по определению в случае поверх
ности с положительпой иривиl!:в:ой е.цв:в:ичиый вектор пориыи к поверх
ности па.прав.аеп от центра крививны главного сечения. 

Интересно расс:м:отреть движение точ:ки по поверхности в отс-утствие 
внешних . сил. Ив двух первых урав:непий (158) в этом: случае ииееи: 

:� = О; ctg � = О. ПоС.Jiедвее -ус.повие выражает, что соприка.сающанск 

плоскость траектории перпепдикуJIНр:на к касатеnвой плоскости, и, сле
доватеJIЪпо, трае-ктория есть �еодеаичес�>ая лииия. Соrласпо nepno:м:y 
усJiовию, точка движетсн по вей с постоян.иой с�>орост�ю. 

69. ОтиоtвтеJiъиое II,ВИmевие. Доnусти.и, что :неко'Iораи cpe;u;a, с:ви
м.впан с систе:иой :коорДинат 0' ( х' у' в'), . движется относительно другой 
среды, Rоторую бу,цеи называть веuодвихаюй и точки которой буде:м: 
относить R систе:м:е координат О (xys). В даJiьпейшеи иы буде:м: ,ц.йк 
краТitости непод:вижпую среду на.sы:вать средой S, а ;n:вижущуюси отп.о
ситеnпо нее среду - средой S'. Последнюю иожuо себе представлятъ 
связаввой с пекоторы:м: т:вердыи тело:м:. Движение :м:атериuьпой точttи 
по стпоmевию к среде S', которое иожет установить вабл:Юда.тель, :в:ахо
;к.ищийсл в среде S', :в:авы:вается: .отвосите.JJЫlЫИ движеnи.еи" .  Ha.бJIIO-
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,а;атеJJЪ, ва.хо.цщиlм в среде 8, :коает уставовить ,;абоолютвое .цвиже
вие" тоuи по отно.шеив.ю к оре.це 8. Двиzеиие среды 8'. отпооитеJJЪио 
оре.цы 8 будек считать иsвеотиыи и иааывв.ть "переиооиык дважеиием:• . 

Зим nocJie,циee, :м:ожв:о по отвосвте.пьиоиу дввжевию оnределить 
в.бсоJI.ю-rиое, в вв.оборот. При уста.воuеиии свази между этики движе
ВИIIКИ вве,цеИ11Ьiе вами ои'стеиы коордиват в е игрв.ют , существеиной 
рожи; ови введекы только· д.1111 б6nшей ва.гллднооти (рис. 45 ). 

По.пожевие точки Р определа:е:ооя радиуса,}lи�век'rора.ми r в r' в сре
�&:1 8 и 8' сооrветотвевио. Движение м:а.териа.пьвой rоч:кв:, иа.ходпщеllся 

Рис. 45. 

в даввый иомеит в точке Р, .цво
вкви образох зависит от в� 
кепи: 

1. Точка Р, ра.сохатрива.е
иа.я ка:к тоuа. среды S', обла
дает перевоевыи двв:жевием 
относитеJiьво среды 8, завися
щик от перев:осиоrо ,цвижевиа 
среды 8'. 

2. :Матерйаnва.я точка., па· 
ходнща.в:сл в данвый моиеит 
в точ:ке Р, совершает отвоси
теJiьиое движение по отвоше
ивю к среде 8'. 

Второе отвооитеJIЬИое дви
жение ваб.п.юда.тель в среде 8' 
ваблюдает как функцию вре
м:еии t', которое ои отсч:итыва.ет 
по ч:а.сам, ва.ходЯIЦи:ися в ере• 
де 8'. Напротив, ваблюда.теJIЬ 
в среде 8, польвулсь ча.са.}lп, 
по которым: · ои отсч:итывает 
вре:м:а t, :Может ваб.uюдать ка:к 
движение среды В' кrш- цела

rо, так в абсо.пютi:rое движение иатериа..uьв:ой точки. 
:Меж,в;у о,в;вовреиев:иы:м:и пока.вавияхи обоих часов, ес.пи овв ве идут 

оциа.:ково, имеет место ва.коиоиерВ:ал свлаь. Если пр-иводить показапил 
.-.виаущихсл ч:а.сов к покававияи веподвижИ.ьtх. то t' надо р9.ссиатрива.ть 
как фувJtцию t. По.uиое измеиеиие :во вреиеви какой-Jiибо связанвой 
о абсолютных ,ц:вижеииеи величивы иожво рассматривать иа.к суи:м:у 
в:вмеuевий, ва.вис11щих от отиосительвоrо движениа пь отв:ошеиию к cpe
.w;e 8' и от переноевого движения ор,еды 8': 

d д д dt' 
dt. = дt + дt' Тt ·  

Ес.пв ;цопустии аа.те:м:, ч:то часы идут сивхровво, то надо будет 
dt1 пОJiожить , dt == 1 и t' после дифереицирова.виа воевить ч:ерез t. 

CJ18,1;0:В&TIJIЬBO, 

(155) 
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Раос:м:отрии теперь с�tорооти, пеющв:е кесто при ,�;в:ижевии <rоч&и Р: 
абсмютная скорость равна. 

�н относительной скорости 

dr 
.... = Jit • 
пока получп: 

iJr' 
"· = дtl . 

(156) 

(1 57) 

Чтобы определить перев:осиую скорость топи F, рассмотрим, к&Jt 
' � 

движется среда S . EcJiи 8 -ра.циус-вектор точки О' в среде S, то дt 
бу.в;ет скорость, с которой точка. О' движется по отвошевв:ю к среде S. 

S' � Вол сре.ца имеет эту поступательную скорость Тt ·  В то же времк сре-
.ца S' имеет относительно среды S и угловуЮ скорость n, вследствие 

дr' чего точ:ка. Р среды S' пее.т та.нгеици!l.дьную скорость Тt = u Х r'. 

Переносная скорость точки Р слага.етсл из поступательной и та.и
гевциальвой скоростей: 

(158) 
� 
f :Можно еще преобра.зова.ть и относительную скорость. Так как радиуо-� 11е:&тор в среде S равен 

r = 8 + r', 

' и s не зависит от t', то Z, = :; , и отвосительиал с&орость (157) буде'! 
дr 

.... = "'д? .  (159) 

Если теперь прпени:м операцию (155) к радиусу-вектору r, то 
получик: dr дr дr 

Тt = Тt + w ·  (160) 

ИJIИ1 COГJI8.CBO (156), (1 58) И (159), 
v. = v. + т,. . (161) 

Аосмютная с'Корость равна сум.ие переноС1(.ой и от'Н.оситель11.ой 
споростей. Эту зависи.:м:ость легко было бы усмотреть и геометрически, 
в:о · этот способ J>асс'l:отре.ния длк исследов'!.нил зависимости между уско
ревилми (к которым: :мы сейчас перейде11) пе.в;остаточво про:!рачеп, :и 
ПОТО:М:f :М:Ы IOI ПOJIЬ80B!IIГЬCJI Ве будем. 

Из ускорений, юrеюЩJiх иесто при .цви:жеппи точ:ки Р, естествев.но 
рассмотреть прежде всего с.аедующие: 

абсолюm'Н.ое yoxopeuue 

от'Н.ос·итель11.ое ускоре11.ие 

aepeuocuoe успореиие 

i!lr а. == dt& ;  
iflr' iPr 

а, 
= дtf2 = дt'а ; 

дт, iPr 
а, = дi" = 7ii· 

(162) 

(163) 

(НЩ 
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Прпева.в: операцию (155) в: (160), noJIY'DIX: 

� iJ2r iJ2r (JI.r 
dt2 = (i'ti + 2 дt дf' + дt'i . 

Та,sви обfазои абсолютное ytmopeuue не равно су.м.ме переиоском 
• omnOC#meльnmo успоренttй, - поо:в.а.ае'Iсл: еще о.цв:в добавоч:Нiый otлeu: 

Рис. 46. 

ifl.r а,= 2 ot дt' ' (166) 

вав:ьmае:иый пориолttсов'ЬW уtторепие.м. Итu, 
пеек: 

БычиСJ.tим теперь более по,робво ускоре· 
ви.в: а. и а,. Перевос:вая с:к.орооть уже :игвест
:ва. по (158): 

- д11 + х '· т. - 7[ u r ,  " 
О'Iоюда. nолуча.еи: 

(167) 

n-. ifl.t+ дu. _, дr' а,= т,= дtэ 7[ Х с  +uX7[· (168) 

Первое сла.rае:иое �; есть поступатем.пое , успореиие перепоевого 

AJJИateiШ.в:, второе CJia.raeиoe · �� Х r' ва.:висит от умовто успорения 

среды S' и вааьmа.ется :вращатеnвыи rскоревиех; третье CJiaraeиoe 
предсtа.мяет чептростреАиmельное успорение, обуСJiо:влевnое уrло:вой 
скоростью u. Дейотвитеnво, 

дr' uX Тt=u X (u X r') . (169) 

При постовпой угловой схорооти u тотша. Р описывает окруж:востъ 
оио.ио вектора. u, в:u оси (рис. 46); 'Iа.вrевц:иа.аьваа: скорость 'IОТШИ Р 
ра.впа . 

ее кодуn равев: "' = up, r.-.;e и - иодуn угловой о1t0рооти u и р - радиус 
tиружиооти. 

Тоrда. u Х (u Х r') ес1'ь :вектор, в:а.прамеШшй от точu: Р r. центру 

о�ружвости; ero :коду ль ра:веи u11p в.u.и v(. Поэтому третье CJia.ra.eмoe � :1: вав:ва.во центростреиительвыи ус&ореии.еи. 

Kopuoлfl.coeo ycnopenue равно 

д ilr От дr' а,== 2  -;р (if== 2  ,; =  2u X;w= 2n Xтr. (170) 
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Ово обра.ща.етса: в ВТАЬ ТОJ.!ЪRО в -rpex о.nучмх: 1) ;цм точеи., 'Отио
ситеАъиал скорость мторых равна иyJDO; 2) еСАи перепоевое движение 
чисто nоотупате.nъв:ое; 3) д.пя точек, отв:ооwrелъвая с11.ороотъ которых 
пара..n.11еАьва. игиовеввой оси вpaiЦeRИJI перевосвоrо жвижевия. 

70. Rажущиее.а сиJiы. ДJIЯ ва.бJDО.цмеи, ва.хо.цащегоса: в среде 8', 
существоваlUlе ускоревий, ускоJJЪВающих от его ваблюдевиsr, а и�tевно -
перев.оовоrо и корио.nисовоrо ускореиий, имеет с.nе.цствие:м: поа:в.левие 
пажущихся сил. 

Ес.11и обозначим: через F cuy (з&.ц&ВНу:ю и изиереиную в непо
.�;вижной среде 8), обус.nов.швающую движение иатериа.n:ь:аой точки Р. 
то по основному закону · .цинаиши будех иметь: 

ma,. == F. (171) 

Наб.nю.цате.11ъ, иа,хо.цsrщийся в .цвнжущейся среде 8', отмеttает TOJibltO 
отиосвтел:ьв.ое ускорение: 

&r == а4 - а,- а.;  

uя него движение ха.тери8.11Ьной точки. провсходит по (171 ), соr.11асно 
уравнению 

ma.,. = F - ma,- ma • .  
Оонов:s:ой закон )l;виа:иики сохрSШiетса: .ц.ин среды 8' TOJibltO в то:аr. 

мучае, eOJJ.и расQ:иатривать 
- ma, = F, и - ma. = F, (172) 

�tа:к две добавоЧJIЪ'Iе сиы, обусловлевиые ,цвижев.ие:к среды; эти :&ажr
щи:есл: сиы носл:т иавва:в:ие пере1tосной ссмы и 11:оримuсQвой силы. 
Тог.ца. уравне1tие движг1tия в движущейся среде 8' бу;s;ет: 

uи хороче: 
ma, = F + F. + Ir.. (178) 

та,. = F,, (173') 
r,�;e исправ.п.евиал ,11;.11Я ,�;вижущейсл: среды 8' сив. F. пмучв.ется иа. 
ва..цв.в:s:ой в иеподвшшой оре,�;е сиы путех првба.в.иеJIИ.It пере11осиой 
в кориолисовой ou. 

Переиоспа.а: cua. по (168) и (1 69) рав:s:а. 

F 
д2s дu ., , , = - т  0�- m Тt X r  - mn X (n X r  ); (lU) 

важнейmа.н составвал чв.стъ ее есть Цffitnpoбe:жm.aя сим: 

F, = - mu Х (n X l"), (17�') 
которал по ВеАИtПШе и иа.пра.в.в.е:s:и:ю вnOJlRe оовnа..ца.ет с вве:в;евиой 
pmme и :s:азвав:s:ой тахи:и же обра.зо:и сиой рещви (ер. 61, 68), во 
ие совnа..ца.ет о ней по свое:иу фваичесsоху со.цержа.:s:и:ю. 

Коримисова сила равна. 

F, = - 2mu X Y, .  (175) 

71. ОткJiовевие па.до.ющеrо тeJin. от отвесиоrо ио.пр&ВJiеии.а. 
В качестве среды 8' расс»отрии вращающуюся ае.млю. EcJIИ ОТВ.11еttЪса: 
от ее поступате.nьиоrо движении, то за. ось 11 неподвижиой систе:кы 
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коор,цив:а.т кожво прив:ять ооъ вра.щеииа: и за оси :z и у - две пра::и.ые, 
свяааJШЪiе о непо.цвижв:ой оре.�;ой и .аежа.щие n шоокооти экватора.. 
Допустvv, ч:то система. :&оордииа.т х', у', z' среды S' в опре.целеииый 
ко"Wент времени совnа..ца.ет о непо.цвижной системой :&оор.цинат. Ось z' 
;�;вижущейол оиотеиы бу.в;ет тогда все вреил оовпада.тъ о осъю z. Обо
е:в.ч:им е.цив:ич:иые ве:&торы, хара.ктериsующие ив.правлеИИJI осей .и;ви
zущейоя сиотем.ы, ч:ереs i, j, k. 

При та:&ом расположении обеих координатных оиоте:м: будем пеn: 

s = O и r = r'; 
.,J;UeE 

u = ktt, 
211: 

r1,e � . 2."� - уrловал схорооiЪ вращеии seмm. 

Бведе:м: в движущей011 среде сферическую систему хоординат r, )., <р; 
"l'Or,в;a. будем и:м:еть: 

r' = r (i cos Л cos •.р + j sin Л cos ч> + k sin Ч1 ). 
Пуотъ теперь :м:атериuъна.а точка, находящакоа в шос:&ооти кери

.цив.в:а. Л = 0, .ЦВИЖеТСJI СО CltOpOCIЪIO V r ПО В:аправлев:ию Jt ЦеНтру 8еК.аи; 
�е относительная скорость будет: 

Vr = - v, (i OOS <p + k sin <р); 

ее переuооиое ускорение сводитоя Jt центроотреките.аъно:м:у уси.орен•n 

а, =  u Х (n Х r') == -'iu2r cos Ч1 ;  
�е кориоmсово ускорение равно 

а, = 2u Х тr = - 2juv;.oos Чli  
�но напраВJiеио к sапа.и;у. 

Наб.пода.те.n:ь, находJIЩИitся ив. seк.ne, в:аб.nю.в;ает относите.пьное 
:ускорение 

а,. =  а., - а, - а. ;  

<>и змrеч:ает в обус.п.овленно:м: тяготением весе падающего те.1а. изме
нение, связа.ниое о НЫИ'Iиек дейс;твующей от центра цеитроое:мтй'А 

.сuлы: 
- та, = iт�!r cos �. 

и наврамеиной " еоотох:у "ориолисовой с�мы: 

- ma, = 2jmиv, cos ,. 



ГЛАВА ТРЕТЬЯ 

ТЕОРИЯ ПОЛ.Я: 

§ 1. �ле:меит.ы теории поли 
72. ОпреАелепие пов.а:ТJIЯ: .поле •. Неограпичевва.н или ограни

ченная часть пространства, - точкам которой отнесены по пекотороv.r 
за.!t9ну чиолепные значения к11.ко.й-либо скалярной величины, ·павыва.етон 
скаляриЪt.м полем. qаотъ пространства, каждой точке которого <.тиесеп 
по векоторому закону вектор, называется векторн:ы.м полем. 

Авалогичное опре.цмепие имеет :место ,а;ля тmэорн,о�о поля второй 
и.nи более высокой валентности. 

Фувхцпн, опредмяющая это sахопоиериое Qтвесепие, иаsыв�етсв: 
фуикцией поля. Мы будем предnолагать, что в окрестиости вехоторой 
точки она, вообще говоря:, однозначна, непрерывна и диференцируема. 

Примеры схаллрпъu полей из области физики - распределение 
температуры или потевциа..nа в пространстве; примеры вехторных 
по.л_ей - сИJiовые полл и поля cxopocтe.ll:; прихеры тепзорных полей 
второй валентности - полл дефориаций и :в:апрнжевий. 

73. Ок.адя:рпое поле. Пусть в векотlроli пря:моуrоJJ.Ъвой систеие 
хоорд!рlат ска.лв:рвое поле зада.но функцией V (х, у, s). В.:е точки, в ко
торых эта. фувкцил имеет постовиное значение о, заиолилют поверхность 

V(x, у, е) = с. (1) 

Давав с разJIИ'ПIЫе зв'.tчевип, пoлytrms: се:м:ейотво поверхностей, 
называемых поверхн.остями уроеня скалярного поля. Прихеры - ЩIО· 
термические поверхности те:мпературноrо поля:, эквнnотевциалъвы& 
повер!Вости электрического полп. 

При переходе от точки поля Р (х, у, е) к сосеАНей точке Р' (х + dx, 
у +  dy, е +  dz) 'ТОЙ же поверхности уровня измепевие фующии полв: 
равно nyJIIO. Исследуем более общий случай изиеневил dV фушции 
полл V при переходе от точки полв: Р, радиус-вектор которой 

r = Ix +Ju + u, 

:к r.а.&ой-либо соседвей точке Р', рз.диус-вектор которой 

r' = r + dr = i (x + dx) +j (y + dy) + k <z+ dz). 

В 9TOJI Co.IJЧM 
д V д V д'У 

а У = д.11 а� +Ту av + d6  dz, (2) 
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вdобще rоворж, О'l'ПЧВО от ву.п. B.ыpaa:eDJie � tlY :коzво пре�
етавить в вце с11.8.11вр:в.ого проваве;цеВJUJ: 

а v = ( 1 :: + J :; + k :n . (ida: + Jdy + kdz), <э> 

вторы:�r сокноzитежех :к.оторого .в:в.nлетоя бес:к.овечио :ка.n�й веJtтор 

dr=  ida:+ jdy+kdz, 
И,!;Jщий от тоЧJtи Р :к. ТОЧJtе Р'. Первый сохиожите.пъ аа:висит ТOJIЫtO 
от положенИ11 точки Р и не зависит от выбора соседвей точки Р'; он 
вааываетс.в: �радиенто.н noJJ.в: в тоuе Р и обоз:аа.чаетси та:r. : 

1 дV+J дV+k дV = ad V· jiJJ ду de gr ' (4) 

'l'&ltП образо:к 

При :вычисжевилх цежесообразаее поnзова.и.оя .J;PJГJIX, вве,�;еВВЬiк 
Г&ми.IIЬтоио:м: (llamilton), обозва.чевие:м:: 

1 дV +J дV +k дV == "V (5) fiO: ду д/1 v . 

Ес.tи вто равевство переписать в с.11е;цующей умоввой фор:м:е: 

'\JV== (1  � +J :u +k :J J', 

10 'V (читать: ие.11а.) бу�ет си:м:воJJ.о:и Д.11И 11ыражения оператора: 

'V = i :.11 + j :у. + k :.. . (5') 

Этот оператор об.nа.;ца.ет форм11о.11Ьв:ы:ии свойсТВ!U[И вектора.. • У:иво
zевие• втоrо "ве:к.тора." ва. фушщию выпо.пв11еТJ.&: с помощью -ДИ.Фе,рев
_.ирова.иий та.:к, :r.a& это по&аза.nо в форму.nе (5). 

С помощью этого сDво.аа. мы може:и пре;цuтавить ис:r.о:м:ое вsмеиевие 
ска.Jlв:рвоrо поп: в виде: 

dV = 'VJI · dr= dr • '\JJI. (6) 

7!. Гра,цвевт. Градиект '\JV о;циоsиа.чио отвесен и.а..ж;цой тоuе 
с.м.а.в:риоrо по.пя и опре;це.nв:ет векторкое поле. Д.U.в: Jtа.Ж;цого бесJtовечво 
:кыоrо иереиещевил dr, .11ежащеrо ва. по_верmости уровня, d V равно 
вулю. Сле,цователъво, соrласво (6), гра,ц:иевт '\!V есть :ве&�ор, . вапра
:вJJ.еиие и.оторого совпадает с ва.прв.ВJJ.ев.веи иориа.nи 1t поверхности 
урови.в:. При перехеще:ави от Jt&Jtoй-JJ.ибo точ&и поверхности ypoвRII,. 
хоторой соответствует зва.чев.ие поля, p�noe V, в ИIЩра.ВJiеиии ее 
нормыв на. отрезок dr и. поверхности бuJJ.ee высокого уровня V + d V 
(и.ог;ца, сле;цова.телъно, d V > О) 'V V и dr до.пжвы быть, cor.na.cнo ( 6), 
иапраВJiевы в одну и ту же сторону. 

1'аки.н обраэо.н �радиепт каправлен по кор.нали v ttдет . от по
•ера:ности более киэ�>lпо n поверхкости более вwco10mo уровкя. 
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Oбoaнa.чtJJI е;ципичный вектор пор:мз.лв, идущей в па.прав.аепии воа
ра.ста.ющих аиа.чепий V, через n и no.naraя 

dr = ndn, 
согласно (6), бу,11;еи иметь: 

d V  = n· \J V dn =  1 'VVI dn. 
)(одуль rрадиевта равен 

\JVI = V (::У+ (:;У+(�;)'= �:. 

(7) 

(8) 

EOJiи предстllвmt: себе поле заполве:mши nо�ерхностлми уровнн, 
таJr.ими, что JIJtбым двум соседним: nовРрхnостли соответс'lвует одна. 
И та Же бес&ОВеЧВО M8·Jl8JI раЗГОСТЬ (l Jl" SВА.ЧеНВЙ ПOJIJI V, ТО :ЫОД'J.ИЬ 
rра.,диевта в каждой точке hолн будет обратно пропорциова.пев рао
стояв:ию dn между соседввив поверхвоетлив уроввн .и нвJШетсн, такии 
образои, :мерой гуототы поверхностей уроввп полн. 

Ив rео:метрическоrо с:иы.с.nа rрадиевта. вытемет веsависи:м.ость ero 
от системы координат. 

Градиtтт является U'Н.8ариапто.м; no:wno.мy и оператор (5') и.меет 
wеариаптп·ый xapa1>mep. 

Формальное докавателLство этого будет даво ниже (гл. 6, 225). 
Ортоrов:алъвые траек'Iории поверхностей уровня называютон липия.мv 

поля. Ка.сательная R линии ПOJIII в к�tждой ее точ1tе совпад'l.ет с вапра
влевие"; градиент'\ в этой точке. Определение ливий поп свнзаво 
с ивтеrрировввиеи уравневил 

dr X \JV= O, (9) 

которое можво ва.:мевить системой совхествых уравиевий: 

дV дV дV 
ах : ау : dz = дii : дУ :д3. 

7о. Направ,JJеппа.а: проивводпая: ека.п:ирвоrо пола. При пере· 
хещевии неко'Iорой точ'ltИ nоля па. dr ска.nярвое noJie У nо.пуча.ет, 
согласно (6), из:кевевие ' 

aV= dr·\JY. 
Corл!l.cno сказа.ввому о "векторе" \J, форхаnиое ска.пнриое проив

ведение ( dr • \1) :можно ра.соиатривать ха.& сииво.п векоторой ска..пнрн<Jй 
диферевциальной оnерации и пвса1� тах: 

аУ= (dr·\J)Y. (10) 

Полагал dr = dst, т. е. произведению моду.пи вектора. dr на. ero 
едиви'IШ>Iй веr.тор, будем иметь: 

Выра.zение 
aV= ds (t ·\I)Y. 

dV di=(t·\J)V= t·\JY 
называется прои1водн.ой фу1и•v,ии У по направлени10 t. 

(1 1) 
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ДJrя в:ычио.zе:пл: реву.аьта.та. :в:а.пра.в.zепоrо ,.;ифереицирова.вия в 

прлvоуrо.n.иой ои.отеме коор,11.в.в:ат положни (соr.11а.ово 8}: 

t = i oos a +J cos � + k cos "f;  
д д д t •\7 = oos �X д.IJ + cos � iJy + cos 'l' д;• 

и, сJщt;ова.те.u.во, 
dV дV дV дV dl = cos « д;" + соs � Тy + COli 'Y  дi' (12) 

Напбоnшал по ко.цу.11ю ва.пра;вJiеинаа производиа.а: по.иучз.етол, есо�и 
�иферевцирова.ть в в�Iра.вАеиии ворnали & поверхности уровня: 

�v = n · \7 JI = cos (м) д
д
V-t- oos (ny) д

дV + cos (nz) ·0д" .  .. .,. - JJ !1 Jl 

3,1\есь (nx), • • •  обоапа.чает угол иориuи о осью :е, • • •  

{13) 

ECJiи ву:жво pii&IВ'la'l'Ь провзвоАSые по раsвы:м: иа.праВJiеиилм:, то 
1103ИО реJЮкев.цовз.п. првиеиеиие си:м.волз. частвой проиsводиоi!: 

д
д
V = tl • \7 V; д

дV = �·\7V. ,1 8s 
Проивво,u:в&а: по ва.праuев:вю от.JШча.етса от обычной произво,JJ.Вой 

�и, "I!TO ds есть .JШВеlва.л диферевциа.Jiьва.л форма., во не ,JJ.Вферевп:вм (i) 
u.хой-то фув&ции от в. Тuая фу:ихциs ве сущеоо:втет, посхольку f dв, 

(1) 
рассиа.триваеиый JtaJt пре;цед сум:мы, зависит в:е только от ковеqв:ы:х 
roчeR Р1 и Р2> во и от пути, по которому и:ы переходим от Р1 к Р2• 
Встреqающие'оs :в естес'l·веввой rео�:еrрви кривых (4:2) пронаводные 
фу:в:tщви точ:ки на. кривой по диве дуги хри:Вой .вВJIЯютол еще обык:ао
:ве.вныии проиsво.цtыми; напротив, встречающв.ееа :в естествеикой �eo-
.�eempuu поверхкостей (б 7) произrод:в:ые По ;a:.amra.и .цуr двух семейств 
пара:метричесхих кривых ввдо призвать проt�sводпъм.и по каправлепию, 
ta.x R&R Эти. .цлав:ы дуr иогrr быть определены лишь к!!.ЖДа.я 'В& 
отделъвой кривой, а. ие :вообще па. поверхвоств, :cu фj1DЩ11И точеt, 
4ВJ!нющи.хся КОJЩ\:МИ отрезка. кривой. 

'2'6. ВепторИ(' е поле. Векторвое поле м:оает быть поотрое:ио о по
хощью трех окамрв:ых полей и, v, w оде.цу.ющи.м обра.sои: 

v (ж, у, .r) == iu (.х, у, z) + jv (:е, у, s) + kw (ж, у, s). (14) 
Простым прииером векторного по.па: а:в.пяетсл уже роос:м:отреввы:й 

аа.м:и градиент ска.nярвого пол� {4).: 
' 

-..t V • д V+ . дV + k д V ., = gl'мt = 1 д:�� J 7iii дi '  

Так же, как и :в поле гр'1,11;иевтов, в о  вса1.ом :вехторвои nOJie линия.ни 
tzоля ваsыва.ютса кривые, :вaupaueue которых в uж,�;ой их точи.е 
совпадает с ва.пра.в.;n:евием: вектора. пО'-!.в. Оп }".I.ОВJiетворюuт урв.в:в:енв.ю 

dr X т == O ,  {lб) 
зЮiива.аеитвоиу сио"rеие совхеств:ых ура.ввевиА: 

i:e : dy : dz = и :  " : w. (15') 
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"17. НаnравJiевваа проиаводвал векторвоrо пoJis:. Нз.мене
кие гептора f!.Мя v при переходе от точки Р, радиус-вектор которой
есть r = ix +Ju+ kz, :к сооодвей точJtе Р', радиус-вектор кото
рой есть r + dr, равно 

, h a + h h dv = дш .х Ту dy+ дZ dz. 

С nомощью бесковечво иа.1оrо :вектор& dr 11о.жво представить dy 
е.tедующии образок: 

dт = (idx +jdy + kdz){i : + j  � + k  :). 
иu 

dт = (idx + ji!.y + kdz) · ( i :3.1 т +j :U т + k  iJ т) = 

( д д д )  == dt· i �+J Тy+ k (ii т, 
т. е., ПQ.'IIЪаулсь "оиивоАпческии ве1.торох" '\J, 

dv = dr · '\1 v = (dr· \/) т. (16)' 

Иаиепеиие вектора. поJiл при переходе от одной точкв полк х �rroй: 
хы nолучии тL.& же, как· и и.виевеив.е скаллр:ноrо no.nв:, nrreи при.ме
кеиия оператора dr • \f. 

EoJiи же иы перепишем: формулу (16) в виде [ер. 80 (80)]: 

dv = dr · (\/т), (16') 

то ивиеие:ние вех:rора. поilл представится ха& проиsве,цевие изиеневил 
радиуеа-вектора. па иножите.nь, зависнщий только от положевил точки 
и ае вавислщий от ваправлеввл:,-допаАыtую си.мвмиче<УКУЮ дttаду ('J v). 

IlpQU.qвoд'Н.oй по 'Н.аnраеАе'Н.ию t от веttТорпоrо подл: v · нааыва.етол 
выражение dт 

т= t·'J v == t· ('J v) = (i·\/) v, (17) 

:аоторое получаетел иа (16), если аа:иенить dr через dst. 
78. Теизорине nou. Те:м же путем, 1\аu:м: :мы ввели папрамеиное 

;а;иферев:цировавие Cita.JJлpпoro и векторного полей, :можво получить 
и дифере:tщирование по ва.правлевшо .ц.nв: тепsорвоrо nоля схо.nь угодно 
высокого nорвдха. Роответотвевно (16) и (1-7) :иы полу•tаем: дл.в вапра
мепиоrо дифереициала и дм проивво,цной по ваnраменвю t no.nл 
�ады Ф следующие выражения: 

dФ = dr ·'J Ф; ( 18а) 
dФ 
48- = t·\f Ф. (18Ь) 

При этом nравую часть последней фориу.п.r иожво опвтъ JШбо nред
ота.влать себе nолуqищn:ейол путем прииеневив оtаллриоrо оnера
тора (t · 'J) 1t фувхци:и, :характериsуж. щей nоле, nбо расс:матрива.т}> ее 
ка:к сха.uврвое проивведевве е.цввичвоrо вектора. t иапраме:вив, по 
хоторому nро:иsводитев: диферевцвровав.:ие, ва. . .ttЖаАь'Н.ъtй meн.sop 'J Ф, 
порядок Jtoтoporo иа. е,циввцу больше порв�а теввора. Ф. 
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79. Ив:вариа.в:ты вехтор в:;> го пола: - диверrеицик и ротация:. 

'Так :кы сииво.:�ический вектор . \] так же, ке.к и действительный вектор, 
имеет иввариа.втвый характер, то в все прои:введевия, образованные 
из \] и вектора, так же, :как и прои:введе.пиа: двух деJtотвитеJIЬв:ы:х 
'.Векторов, ихе.ют омыол, не завиоа:щи:й от окотемы коордив:ат. 

Наряду о уже введенной лохальпой диадой векторного nоП v (х, у, s) 
можно путеж ооотавле11ил IIроивведевий получить и другие иввариавтьt, 
ва.жв:ейшими 118 которых лвл11ютсл дивергенция и ротация. 

Диверzен:цией ве�тора v иавывается с�мярпое проиэведепие \] 
па ce�mop поля: 

div v = \]· v = ( l д� +j :У +t -lz-) · (iи +jv + �w), (19) 

. ди + дv 
+ 

дw dlV V = ()i; д}j д;• (lD') 

Ротацией ве�>тора v называется ве�>торпое проиэведеиие \] на 
<tJenтop пмя v: 

rot v = \] Х v = ( i � + j � + k :z ) Х (iu + jv + kw) = 

= i ( дw _!!.) + " (ди - дw)+t (!!.- ди) . 
ду дz J дz дж дх оу 

(20) 

Векто,рв:ое произведение \] Х v точно та& же, &ак в векторвое 
произве.в;ев:ие двух обыкновенных векторов, :иожво nредставить в форме 
�преде.дитем: 

i 
д дж 
и 

k 
д 

(21 )  дZ .  
w 

При вычв:с.деви:и этого определителя форжалыше проивве;в;евии 
элементов второй и третьей строк надо за.мевить ооответствующи.м:в: 
частв:ы:ии производвы:ии. 

§ 2. ФорJiальПЬiе оnерации с оператором \] 1) 
80. Диферевцировапие сумм и п'роиаведевиii. По отношению 

и оnератору \7 ввцу ero линейного строевив: виеет иесто дистрибу
�иввый закон, а и:кев:но: 

\J (u + v) = \J и + \i' v, 1 
\]·(n +  v) = \]·u + 'J · v,l 

\] Х (u + т) = \]  Х u + \] Х v, 
(1) 

1) Некоторое обоснование форма.л:ьиых операциlt с оператором 'V м:ожио 
найти в книге: Фревв:ели .Я. И . • Курс векторного исчисления•, ГИЗ, 1925, § 12. 
Критику .вабла - алгорFфма• и построение исчислении, его за�Lевиrощего, см. в статье Duboow J. ""Ot>er т.шsоrео mlt nicht·s\Jalaren Kompooeoten•, § 12 
('Груды сем,Rнара по вев:то..,вому и текзоркому анализу, вып. 1, 1938 х· . .  
ГТТИ, Москва). Чтение этой статьи будет достуnно читателю лишь nосле 
усвоении основаого ыатериа.л:а 6 и 7 глав васtеащей в:виги. flpv.:и. ред. 



§ 1 ]  ФОРМАЛЬНЫЕ ОПЕРАЦИИ С ОПЕРАТОРОМ: .\1 
uи, примев:я:л обозна.ч:еиия: grad, div, rot: 

grad (u + v) = grad u + grad v, 1 
div (11 + v) = div u + div v, 
rot (u + v) = rot u + rot V •  

139 

(1') 

При.па.гая: оператор \l к произведению двух ( скuлрпых ИJIИ вкстеп
сиввых) :множителей, :мы должны, поскольку дело идет о диферепциро
Jtавии, подействовать ии ва каждый ив :множителей произведевия: 
в отдельности. Следовательно, д.uя: любого рода у.м:ножения: имеем: 

"' "' 
\l (а�) = \l ���+\} а�. 

Здесь стрелками отмеч:ев:ы множители, которые подлежат диферев:
цированию. При этом необходимо исследовать каждое из получ:ившихса 
сла.гаемых, чтобы определить, каким образом, * согласв:о правилам век
торной uгебры • ,  могут 6ьrть в ве:м: переставлены множители, чтобы 
символ операции \l окавалея рядом с тем множителем:, который под
лежит диферепцировапию. 

Ска.ля:рный множитель, стоящий между \} и дпферепцируемы:м: 
множителем:, хожет быть поставлен по другую сторону o'!i \}� 

\} и� = и  \} � .  
Оп иожет быть перемещен и па другую сторону стоящего ркдом с ним 

ав:ыа умпожевв:н; па.пример , 
ф -!.- ф 

\}·и� = \} и·� = и \}· � ·  

Длв: того чтобы по возможности огравич:ить прим:енение скобок 
и стрелок, условимся предписанное сииflолои \} диференцирова.ние 
ра.с�остраuть, вообще говоря 1), ва. все :множители, стоящие справа 
от v, даже в том случае, когДа они пе заключены в скобки. Если 
.циферев:цироваиию подлежат пе все множители, а именно те ив пих, 
которые стоят ближе всего к \}, то мы будем: их вместе с \} заклю
чать в скобки. 

Так, иапрDер, 

следовательно, 

или 

"' "' 
\l (иv) = \l uv + \l uv, 

\l uv -; (\}�и) v + и \}  v, 

grad (uv) = v grad и + и grad_ v. 

Подобвык же образом получим: 

ИJIИ 

\l·uv = (\l;u) · v + u \l • V, } 
\l X uv = ('\l u) X v + и'V X  v, 

div (uv) = v •grad и + и  div v, 
rot (uv) = grad и Х v + и rot v. } 

(11) 

(П') 

(Ill) 

(Ш') 

1) Иы будем: вnооJiедотвии иногда. отатуnать от этого правила в 'rex 
CJlf'laяx, коrда, оmибки nоnу'lитьоя не м:оа:ет. 
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При �ферециро:ва.ции проиs:ведеиu: �Ummopnw:v )(Ис»Rителей век':' 

торвый киоаитмь, вообще rоворн, в.е коает быть поставлен в:и по 
qyryю стороиу c:вnoJia. 'iJ, ив. по ,цруrу.ю сторону ввака. умвожевв.s. 
Напротив, кв.ожв.'lе.в.ь, noДJieatщd диферев:цвровави.ю, может по:ие- • 
:U'fЬСН :кеотои о Dожвтме::и, ·оста.ющосs: в.еиакев.ньr:и, eC.Jiи вrо допт-
сr;аетсs: 8&В.Ова:ии прииеняемоrо ynoЖeИIIJI. Так, . 

Ф' Ф 
'iJ (n•v) = 'iJ n· v +'iJn ·v = ('iJ u)·v+(\i' v)•u .  (IV) 

Правая Ча.с'fЬ sтoro равенства. ,цопуомет ваиечате.11ЪD.ое преобра.зо
аа.в.ие, б.nа.rода.ра &сторому :можво освободиты�s: от .noll.&nъИыx диа.д 'iJ\t 
• '\Jv. Cor.ua.oиo теоре:ке о разложении, имеет место тождество 

.... 
тоuо та.х же 

ф ф n X  (\i' X v) = \J V• U - n• \i' V  
(\i' V)• U == U•\i' V + п  Х (\7 Х V) j 
(\/·n) •v =  V · 'iJ п+ v Х (\1 Х n). 

Роеново (lV) 11ьr ио.же::и теперь пре,цо'l'МIВ'l'Ь :в :вцце: 

gralf(n• V) == U•'\Jv + v·\1 11 + п  X rot v + v Х rot n. (lV') 
Оба. пер:въtх C.Jia.meи:ы:x п • 'iJ v в. v • \1 п яв.uя:ютсн 

произво�Шоlии по ва.пра..в.uев:и.ю. 
по сущес'.fву 

Путек aвa.JiorfЧD.ьrx преобраsовав.ий находим: 
1\7•(0 Х V) = V•'iJ Х П - П•'\7 Х V j } 'iJ Х (П Х V) == V• '\J П - 11•\i' V + 11 \J•V - V '\I•U 

.... 

} div(u Х v) == v·rot n - n·rot v;  
rot (11 Х v) == V · \7 11 -n•\J v + n div v - v div 11. 

(V) 

(V') 

Аиыоrиuн.е форхуs оеют :место и дц •.PO'flaвeдeuttй более че.и 
a.ys .нно�ей. 

При:ве,�;еи еще одио раве:в:отво, :ttoтopoe по:в:а.д.обв.тса: :в:а:и впОС.Jiед
отв.п. Ео.ви в про.иsве,цев:ии четырех веRТОров 

1 а·с  a ·d  l (a X b) • (e X d) =  Ь · с b ·d  = a·cd·b - b · ed • a  

за.:кеви:и третий пожите.в.ь е оии:в0.11ои \1 и будем ,циферев.цировать 
'I'O.I.ЬKO чет.верты.lt :ииоаитеJiь, которн.й uеото d обозв:ачи:и через v, 
ТО ПOJij'IO : 

(а Х Ь) • (\1 Х v) = a · (\J v) · b - b·(\i'v)•a. (VI) 
81. Двукратное пр:в��:евевие оператора \7. При ;в:вукра.тво:и прп-

1fеиепии оператора. \1 пмучаетса: ра:,ц saxe'la.тe.uъD.ЬlX ооотвошений. 
Обра.ауеи 

div grad V= \7•\1)" = · 
= (i .!... +J' �+ k �) • (t � +J � +  k ..!.) V =  011.1 ду дz c)Q) ду д• 

( (}9  iP iJ2 )  = P + дg2 + dii V 
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'и .аа.кеча.е:к, что \]• '\] кvа:во расоиа.троать �t��ок опвоJJ векоторой 
, е�&�Лрпой операции. I1uожни 

r'. 
�· 

д'l iJ2 ifA 
'\]'9 = 'l · \] = ();2 + ду2 + д#� = 6 

и :аа.эовек :вы.ра.аепе 6 onepam(JJo.м Лапласа. Ов прwrожп как 
к cкaJispm.nr: по.111П1. так и к векториы.и и тевоориы.и; сJiедо:ва.теnно, 

'J·'VV= div grad V =  1:::. V, } (VII) 
'l ·  \]v = 1.::::. v ;  \]•  \] Ф = 6 Ф. 

�.· � 
�' Прuаrая оператор 6 к произведению двух с�t��о.аарвых t��.ножитеJJ.ей, 
1, ПOJI'f'DIJI, согласно (Il) и (IJI), 
�· 6 (иv) = и 6 v + 2'J и ·'J v + v 6 и. (VII') 
:"r,, 

Ес.аи а.на.Jiогвчш.ти обршюи соста:вии: 
grad div v = \]\]· v, 

то вы.ражеВl!е 
'J 'J = ii � + iJ д:д!l +ik ::6z + 

+ � 1  а:д.t: +JJ ; +Jk :д# + 
iJ2 д2 д2 +ki д.l д:l -1-kj д; ду + kk д;l 

(VIJI) 

иожио ра.осиатри:вать хак си.м:во.пч:ес1.ую ,ци:а,цу, и:рикеи:еиие которой 
uечет оо. собой вычиСJiеиве- вторых прои:в:водвых от следующей за. нею 
фрmци:и точки. Особепо важпыхи ЯR�иются: медующие тождества: 

rot grad V= \] X \]  V =  

div rot v = \] • \]  Х v = 

i j k д д д дllJ -iJy т 
дV дV дV д:с д!J "11 
д д д 

д;- ·д у дZ 
д д д 

дж д у -д, 
и v w 

Наконец, cor.Ja.oнo теореуе о ра&.1lо.жеиц, в:иее:к: 
\/ Х  Ci/ X  v) = \1\/ ·  v - \1·\/v ) 

uи 
rotrot v = gra.d div v - 1:::. v. 

= О, (IX) 

= о. (Х) 

(XJ) 

82. Фориулы, отиоевщвееs: к радиусу-вектору. При::ведеи рн,ц 
фор:м:у.1, по.nуча.ющихсв: в результате при.nожеиия опер&торв. \] а ра
;в;иуоу-:вехтору r, в;в;уще:ку от вачаJJъвой точв.и О 11. 1!.&1ОЙ·.11Ибо точке 



182 ТЕОРИЯ ПОJIЯ 1 гл. 111 
поu Р, * т. е. к векториому по.11ю v = r, аиачеиие soтoporo в ка.кой-либо 
точке поля Р равно вектору ОР * .  

Э-rи формулы вa.ZilЪI1 тах как ови часто вотреча.ютоя в приложе· 
виях. Применяя прямоугоnные координаты (что ве ограничивает 
общвооти ра.осуждевий ввиду ввварв&.h'rИости оператора \J), uм:еем : 

r = h' -t-jy + Ju, 
r = V х.2 + у.2 + zll ,  

Двференцируя равенство 

по х, пояучаем:: 
·дr ,. д.ю = х ;  

дr ж - == -
дх ,. 

о 
и соответствующие равенства. для у и z. 
ТоГда, согла.сно (4) и (5), будек иметь: 

Рис. 1.7. grad r = 'V r = .!. = е. 
r (22) 

Здесь е - едивичиый веr.тор, оовпад&ющвй по направлению с ра.
.циусок-векторок и иа.пра.вяенный в ту же сторону, что и вектор ОР 
(рис. 47). Авалогичво (для шобого похаза.теля k) им:ееи : 

в частности, 

Дм ее 

'V ,.k = kr'k-1 'V ,.  = k,.�c-t е ;  

� !. = - 1е = =!. v ,. ,.а ,.s 

div r = '\1 • 1' = 3 ;  

В:ыра.жев:ие 
I'Ot l· == 'V X r =  о. 

'V r  
предота.вuет собою едив:ичв:ую диаду: 

\Jr = I, 
ибо проивводвая вектора r в .пюбо:м направлеиии 
вектору этого в:апраВJiевия [ер. (17)]: 

dr � т, = t· v r = t·. 

(23) 

(23') 

(24а) 

(24Ь 

(24с) 
равна единичному 

(24d) 

На1.овец, при;аожение оператора 6, е 'V • '\/ .  дает еще одно очень 
важное равенство. Cor.nacвo (23'}, и:мееи при ,. ф 0: 

div grad ; == '\}• 'V � == - '\/ • � • 
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Oor.Jooиo (Ш), имеем: 

\./· :а == (\./ � ) ·r + :s_ 'V·r ; 
о.пе,цовате.пьио, сог.пасво (23) и (24а.), 

Тапм: обра.вои 

м r e·r + S 
v • rз = - 3 7 -;;з = О  . 

..!.. удов.петворлет уравнению r 

div grad .!. = Ь. .!. = О ,. ,. (25) 

(уравжиие Лапласа) во всех точ,.ах npocmpa?tcmвa, аа исплю�е?tие.м 
пачалжой mоч'l>и r = О. 

Ес.пи вехтор r идет х тоЧRе по.пя Р (х, у, s) не из начаJiьпой 
ТО'J.ХИ О, а. из произвольпой тоЧRи пространства Q (е, 'rj, �) (рис. 48), 
* т. е. ес.пи значение вехторного пола в точке Р равно вехтору ОР*, 
то все .циферепцимьвые фориу.пы для r переносятся на этот слу
чай иеив:иененв:ьtии; при: этом точху Q сле,цует стmтать веизмеJШой, а 
ТОЧ!tJ Р переменвой в, с.педоватеJIЬВо, дифереицировать по хоординатам: 
ТОЧRИ Р. В этом случае имеем: 

r = l (x - е) +J (Y -'rl) + k (s -t;); 

r = V(x - е>в + (y - "'j)ll + (s- �)�� ; 

с.ае,�;ова.тео�ьно, 
grad r = \./ r = � = е ; 

м 1 е 
v -,:- = - f-2  и т. д. 

(26) 

(27) Рис. 48. 
Не следует, одпахо, упуохать ив .вида, что в а:ехоторых вопросах 

приходится считать переменвой точху Q (е, "'j, �), * т. е. рассматривать 
вехторвое по.пе, виа.чевие хоторого в переменвой точке Q равно nех-
тору QP, где Р-вехоторал: веизмеиная точха *· Диферевцвруя по 
координатая тоЧRи Q, по.пучи:м: 

· or а: - � дr 
ж = - -,.-- = - д:» и т. д.; 

вое первые производвые :невяют зна.х. Во избежание путаницы сле
дует точку, по хоордина.там хоторой проиввод11тол диферевцвровав:ие, 
отмечать соответствующим ввач:ком у оператора, например 'j и.'IИ 1· 
Тогда будем иметь: 'l r = - "j r в т. д. (28) 

При диференцпрованйи по хоордвватам точ:ки поля можно опус:кать 
значок, т. е. писать 'V вместо 'V то.пь:ко в том случае, :когда всклк 

Р 
чена вовможвость педоравумения. 
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§. S. Диверrевциа 
83. Плотвость ието'lввков. Будем: тоJiковать вектор полк 

v = iu + jv + kto 

[ ГЛ. Ш 

и.а.и. с�>орость текущей жидкости веивиевиой плотвости р (иесжим:ае
:иа.в: &11,1/;КОСТЬ). 

То м:есто в потоке, в коwрои жидкость поJIВляетсл (возввкаеr), 
называется �tcmo�?tuno.м; то :место, в котором жидкость исчезает, вз.зк
ваетсл стопо.и, или отрицательным источником. Источ:иИRи :м:огrr быть 
точечными uи непрерывно распредедевиы:ми. Проиаводttтелжостью 

(uи обильностью) источ:вика назы
вается: количество жидкости, доста
вляемое ии в единицу nре:м:еви. Если 
источ:вики распределены непрерыв
но, то производителыrость, отиесев
нал к единице объема, ва.зыва.ется 
плотвостью производительвооти, uи 
плотиостью иеточиипов; эта веп
чива, отвесенвал к конечной едини
це объема, представляет лишь сред
нее значение этой плотности. Путем 
предель'!lоrо перехода :мы приходим 
К t!ЛО»lиостu uсmочиUХОб е в дан,

иой mo•tnв поля. 

z 

д и и•дх dx 

L------------.3----------x dx 
Рис. 49. 

UOJIRaл производительв:оо.rь источников, содержащихсл в векоторой 
конечной области, равна избытку ко.nвчеот:ва жидкости, вытекающеrо 
через огра.в:ич:и:вающую ее поверmость, над количествои жидкости, 
втехающви через эту поверхность. Сфор:мулируе:м а.налитвч:ески этот 
физический факт симала. длн элеиевтарнОrо объема: 

dt = dx dy dz. 
Ко:ипоиевт сitОрости v в направлении оси х доста:влнет за вреан dt 

избыток вытекающей ЖЦЦltОСТИ над втекающей (через соответствующие 
грани (рис. 49), равный 

(и + :: dx) dydzdt - u dy dz dt = :: dt di. 

Это выражение JIВJJ.яетси иерой избъtт"а обr.е.ма жид&ости, 11. если 
ПОСТОЯВИ)'Ю ПJJ.O'rJIOCТЬ ПОЛОЖИМ ра.вnой 

(' = 1, 
то и :массы жидкости. 

Избыток, достав.uеипый всем: и ttоипопевта:ми скорости, тогда б у дет : 
( ди дv + дw ) 

d' d дill 
+ Тg Тz dtdt = lV V t dt. (29) 

Этот избыто& равен RОJJичеству ЖЦЦltОсти е ilt dt, ,цост&ВJiяе•оиr 
аа. :врем:н dt источвикам:и, содержащимися в расс:иа.трива.е:иох элементе 
объема; следовательно, плотиость источииков (,ц.па р = 1) равна 

е =  div v. (30) 
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Тек омm:к :иы ва.ш;аи rи.цро.в;иаа.:иичео:в.ое тоnова.в:ие диверrеицп 

дoJUt, вехтор :в.oroporo б.ьrл :иотолао:ваи пап u.x оаороооъ несzпаехоi 
zцаооти. Но и пезв:виоимо от .  втоrо rцродипа.жичесхоrо исто.uова.вп 
CEI\jlap:в.oe пoJie, oпpe.в;eJUteJtoe равенством (30), е = div v, иа.эы.ваеtм 
t1оле.и кеточиапов, nрииа.;а:.11еа&ЩИJt ве1tториому поnю v. 

84:. Ии'rеrрмьиа.а теорема. ra.yeca.. Если 'renepъ перей.и;ем Е произ
вольно orp&вJrqeв::в.ol r.оиечво:l! · обдати, то ПO.IIHU: проивво.цитеJIЬиооть 
со.церzащихоя в пеl поточвимв ро.виа. 

J е d-r = f diY v d-:, 

причем ив:теrрирова.иие распростра.ияется: :в.а. вес.ь объем этоii об.аа.отк· 
Чтобы вычиСJ.tить &0./Iв:чество а:в:.цкооти, проте:sающее в едiПШЦf 

времеии через и.а.и.ую-Jiибо поверпость, разобьем: вту поверхность иа. 
&Jtемеиты: do и обоввз.чвм через do орие:в.тировавв:ый &Jlемепт поверх
нос'J!и, т. е. .цопоJIИ:и:теJlЬВЫI а. в:еиу :ве�:тор, мо.цу.11ь ROтoporo равен do 
и напраме:в:ие хотороrо оо:впа..ца.ет о направJJ.е:в:ием нормu:и: :к. nоверх
вести. В о.tуЧа.е за.и:к.:в:утых поверхиос'rей за каправлепие иор.иал�' 
бу,J;еи всегда. при:и::и:uать наnра.:в.ае:вие виещией вориап. · 

Объем жцкости, про'rеsа.ющей в е.цmmцу времени с:Jt'ВО3ъ некоторую 
поверхность, мы будем пааыво.ть потоко.и с:smовь му поверхность. Поток 
сквозь э.11емевт поверхв\Jст:и do ро.вен v .  do, пооrок о&вовь ков:еч:в:ую 
1.1асть поверпооти ра.вен J V •do, причем шrтеrрирова.в::в.е ра.опростра.· 
вя:етоя: па эту часть поверхности. 

ДJiя замкнутой поверхиооти J v • do равен иабыти.у вытекающей 
сквозь эту поверхность .жидкости па.,ц втекающей c:smooъ нее и, сл:едо
вательпо, равен поJiвой пров:вводитеJiьиости псточ:в:mшв, со.в;ержа.щихоя 
ваутри поверхности. 

Таким: обраво::м ииеем: 
f div v d-c = J v ·do, (3 1) 

lfJIИ, JIOJIЬ8fJICЪ CИDOJIO::М ОПерации \J, 

f 'J·vd-r =  f \' • do. (3 1') 

Это ze равенство, написаввое в коор.цuватах, имеет вв.ц: 

j ( :: + : + ��) dt = J [t� cos (nx)+ vcos (ny) + w  oos (t�)] do (�1") 

[в отвошевии обоа:в:ачений ор., вапрnер, (13)]. 
Это равенство выра.zа.ет 'lfrн.-теералькую mer;pe.иy Гаусса. Оиа дает 

8QS.ИQIJICUQCm6 t�peo*asoвamь teume3paJ& М ооъе.му 8 tmmezpaл �&Q QQQJIO<t,t>e, 
!1'. е. в :вн'rerpu, ра.опроотра.:в.еввыit по заивнутой поверхности. 

&ra. теорема. имеет мес'fо, веsа.висиио O'l пркме:иеввой при вывод• 
иитерпрета.ции векоrора. v, ;ця всавоrо в хоиеч:иой об.��:а.оти одs:ОВR&ч:· 
:иоrо, вепрерывпоrо и .цифереицируе:иоrо ве:s.тора. поля v и может б:ыть 
,дОR8ЦВа. и бев обраще:iШs: к фиsnе<ти:м пре.цста.ВJiенип::м. Вырааевие 
J v • do, веsа.виси:мо от фивичеовой и:в.терпретации :ве&тора. v, иа.вывается 
нотопо.и вептора. Ео.ли v -иапрлжепие (сила.) пои, то говорят 
о сtмово.и потопе. 
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!ииви по.пя, проходщие через вебоJ1ЬШую за.онутую хривую, 

образуют mpyony; доо.педияа: в CJI}"{a.e, хоr,ца. :вектор v естъ схоростъ 
течения .жидRООrи, в:а.зывается труб'Кой mQII:a; в дpyrm: сJiуча.нх rоворлт 
о силовой трубпе, вихревой трубке и т. ,ц. 1 

Раосиотри:ы теп�;�рь обла.стъ, оrравичеив:ую ч:астью трубхи и д:вуил ее ' 
сечевияии Q1 и Q2' 11 пре.цполо.жии, что внутри этс:lt ООJiасти источив· 
1tов нет; тогда 

f V •ao = O; 

витеrрал берется по повер:хиооти, оrра.вичвва.ющей вту об.пастъ. На. · 
боковой поверхности трубп в каждой ее топе v·do = о, так как вех
торы v и do = n do :вза.иино перпев,цикуJiнриы. 

Область :и:втеrрироваiОUI сводится поэтому к двуи оечеви.аи; иор
ха.аи к эnnr сечевини обращены вару.жу. Ео.lи у входного сечевив 
изменим в:аправ.певве нормали ва обратное, то по.пучии: 

( V•do ( V •dO. 
� . 4. 

(82) 

Ивтеrрuьим теореиа Гаусса выражает в этси с.пучае проото то, 
что потох сквозь :ка.ж.цое сечение трубки ииеет о,цио и то .же авачевие, 
ООJШ :внутри трубки пет источвюю:в. 

Частную форму ивтеrра.п.вой теоремы Гаусса (31) мы будеи ииеть 
в с.иуча.е, коrда вектор v есть rра,циевr. По.паrм :в (Зl') 

V = \J  V, 
JIOJJyчим: 

f \1·\1 Vd-c =  f\1 Y·do; 

при этом, соr.паспо (18), 

\J Y·do = n·\1 Vdo = :: do; 

с иохощыо формуJiы (VП) пОJiучаем вашвое равенство: 

J 6 V d-. J О:. do. (88) 

86. Проиs:во��:ительноеть точеч:ноrо источника. Когда. о,циосШ13-
•м &Р1Шутая поверхвость стнrвва.етса: в .лежащую внутри пее течку, 
:ва ивтегра..nьиой теоремы l'ayuca. (81) имеем: 

div v = lim 
J1т·do. 

(84) 
d"' 

Этот пре,це.п :ИОЖ11О :исnользовать в ка.честве определенна ,цивер
rевцив :ве&тора. v. Равенство (34) выражает снова., что поток через 
rравицу единичного объема. и тем саиы:и nлотиость источников ввм:е
риются д:иверrеицией ве&тора nо.11н. 

Ес.п:в в пoJie, в оста.пьво:и свободв:о:и от источниJtов, вахо,цитеа: 
точ.ечиый 1lCmO<t.UШ> с Jtовечв:ой проиаво,цителъвостью Е, то поток 
через .каждую окружающую этот всточвии. поверхв:ость, например черег 
ка.ждую шаровую nоверхность, прове.цениую вокруr источника, хав. 
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центра., сохра.нвет одво и то же значение Е. Д,l!в шаровой поверх
ности р&.циуса. � пото� равен 

f V•do = 4r�'lt / V I = Е, 

* ибо, по сообра.жеВИJiи си:миетрни, иожво считать, что веи.тор v си.о
рооти течеиив и:меет во всех точках шара одинаковую величину 1 v 1 
и на.правлен по внешвей пориали к шару * .  

Ве.11ичииа с:корости течения, таttии образом:, уиевьшаетсв с 11Вадра
то:м расстоввив от точечного источви�а. 

Дивергенция в источнике будет, согласно (34), 

d. 1' Е 1v v =  1m • •
r-+o ,.r...,. 

и, оледоваrельво, бес:конечио велика. Проиsводите.11ьность точечного 
источии:ка поэтому не иожет иаиера:тьсв дивергенцией веttтора 
скорости, а то.11ько потоко:м через замкнутую поверхность, окружающую 
ИОТОЧНИ!t. 

86. Теоремы, вытекающие ив теоремы Гаусса. 3аиенля в инте
гральной теореме Гаусса 

f '\J•Vdt = f T •dO 
вектор v через Ve, где V- сttмярнав функция точки, е - поотолииьdl 
:вектор, получим:. согласно 80 (Ш), 

J e ·'V Vdt = f Ve · do. 
Множитель е иожно в обеих частях равенства вывести за sвatt 

и::втеграла, .в та.:к :ка.:к е есть произволь:ний поотоа:ииый иножитель, то 
из равенства обоих с:ка..nярных произведений с.nе,цует ра.вев:отво вторых 
:иножите.nей : 

f \1 V dt = f V do, 

f grad Vil-r = f Vdo. 

(35) 

(35') 
Если аа:м:еви:м в иитегра.nьной теореие Гаусса вектор v через v Х е : 

f 'V·(v Х e) dt = f (v Х e) ·do, 
то, выполнил диферевцирование по (V) · и прииеннв правило переота· 
ВОВКИ, ПОЛУЧИМ:: 

f \1  Х V · e dt =  f do Х v · ct. 
Отсюда следует, :как и вщше: 

f 'V Х v dt = f do Х т, 
BJIИ 

f rot v dt = f do Х т. 
(36) 

(36') 
Простое при.nожевие фор:иу.nы (35) пОJiучии, полагая У =  1. Тогда. 

будем: ииеть : 
(37) 
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Это равенство пре.цстав.��.в:ет обобщение JQL.В: веп.1ООВИХ s&и.lt1CfТЫI 

поверхностей уже известной теоре11.Ь1 (Н..), ооотолщеl в тои, '1ТО ориев:
-rироваввак поверпооть за.п.тrутоrо попэ)фа ра.вка. ау.11ю. 

P38JI&raa (87) в:& воипов:епы, ПОАJ'IВ.И: 

(87') 

и два аиа.иоrичвъu: ра.вевства. Эти три ра.:вевства вы:ра.жа.ют, что 
проеJЩИя зам'!Шутой поверхности на uждую из l!.оор,цива.тв:ых uocxocтeii 
и те:м: сам:ы:и на велкую вообще uоехость ра.:вва. RyJIIO. Действ:итеJIЬво, 
при проектирова.вв::и получаетек двойное {дл.н некоторых частей повер:r:
.вости 2р·кратиое) поttрытие е противопо.nожвыии sнакаии. 

87. Распроетра.ве:вие теоре.IIЫ Гаусса ва. теваорвые ввтеrрмы. 
Каждое двахвое поле Ф :может быть ра.uожеио в трехч.nе:пную оум:м:r 
.циа,цша проиi!Ведев::в.й, правые :ивожитетr .которых суть за..цан:пые по
отояии'Ые векторы, в:аnри:м:ер i, j, k (ер. Sl) : 

Ф = ai + bj + ck. 

Веl!.'.ЮрЬl 8, Ь, С npe.J(CT&BJIS:IOТ В T&I.OJl CJiyч&8 Веl!.'.ЮрВ:Ые ПОU1 OJI;В:O· 
эи�чво опредеJiен:пые тевsоро:м Ф в вы:боро:и веttторов i, j, k (си. 29). 

Ивтеrра..п по обоJtочке f do • Ф :можно rorдa преобрааовать по ипте
rрыы:rой теорехе Га.усм. следующиv обраво:м: 

J dо ·Ф = f do · (ai+ bj + ek) = [J do ·a] i +  [f do ·b] j + [J do • e] k = 
== U 'V· a d�] i + [J \7·Ь  d�] J + [J\7•e  d�] k = 
= J \7•(a1+ bj + ek)d�. 

Те:м: са.:м:ы:и мы поJiуч:ае:и следующее расширевие и:птегр'-U>RОЙ 
ttеоремы Гаусса: 

(88) 

Эта фор:иу.ll& ииеет тот же ввд.. что и первова.'lа..JIЬП&В: в:птеграJIЬR&.11 
"Rеорема. Гаусса. .ЦJUI вехторов. 

Путе:и по:вторе.вии того же приеиа :иож:sо похе.за.ть, что ра.веи
ство (38) спра.ведJiи�о дли тевзоров скоJIЬ yro�o высокой ва.Аевтвости . 

. 88. (Jвo]J;KO. формул. На.йден:пые выше · вв:тегра..nьвые теореиы 
Jr:ожно оопоста.:вить сJiе,цующик обрааом : 

J dт. \7 V = f do f'; 
f d-:\7· v = f v· do; 

J.tk \7 X  v =  f do X v; 
f d-. \7·Ф = f dо · Ф. 

(89) 

Превращевие и:в:теrрала. по объему в птеграж по поверпоотв: 
кожио, тахи:м: обравох. осуществить . аа.меиой.,d-. \7 череа do. 

Подоб:по то:му кa.tt с помощью и:птегра.пьвой теоре:м:ы Ге.усоа. можно 
6шо предсtа.вить div v в виде в:екотороrо предем (Э4), вое образовав- , 
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:вые с помощью оператор& '\] пвариаllТЫ иoryr быть, ооr.11асво (39), 
раооиа.триваеиы в.а.х npe�e.nы : , J•v 

grad V == '\] V = lim -f--; 
d,; 

J do •T 
div т = \} · v = lim �i 

rotv = "' X v = Hm 
J dо Х т  · v J d-; ' 

'\]·Ф = lim 
f tlo ·Ф • f 4-t 

§ 4:. Р отациа: 

(40) 

89. М:еха.ии .. ееsаи интерпретации ротации. Если твердое тежо, 
у IIOТOporo о�а. из точек О в:епо,цвиав:а., вра.ща.еток с yrJioвoй око� 
ростыо 1) 

(4 1 )  

вов;руr оси, пр()хо.цящеit через точ:&у О, то скорость какой-либо точки Р 
те.па. рав:в:а. v == n Х r, I'де r - радиус-вектор, идущий JIB точки О 
к точке Р. 

Вычислим ротацию спорости v, * т. е. ротацию веr.тор:в:оrо noJtл v, 
звачев:ие которого в тоЧ:&е :и равно скорости: той точю1 твердого тeJta, 
которая: оовпада.ет в даввый ио:иепт с точкой Jf * ;  

i j k 1 
rot v = l·ot (u X r) = \/ X  � "'J С 1 .  

х у z 1 
Последвее выражеnие пр:в:в:им:а.ет, с.огласв:о (2 1), следующий вид: 

rot v =  

i j k 
д д д 
дх · ду liZ =2ie+2j'IJ+2k�; '"l.·ot v=2n 2). (42) 

ТjН - r.у r.w - ee  �Y - 'IJX 

Ротачия скорости v любой mo-ч.mt твердоzо тела равпа удвое'Н/Н.ой · 
умоеой c�topocmu твердого тела. Эrз. тeopevi. остается справеДJin:вой 
и в ток случае, :когда т:вер.цое тело, в отлиЧие от прШL!Iтоrо выше, не 
ТОJIЬХО вращается во:круг векоторой точки те.nа1 но кроме вращеиин 
находнтм еще в любом переиосном: движении. 

1) Во многих обдаотах математвчео�tой физихи прпиято обозначать :&оор
.цииатн уrловоl скорости черев е, "'• t. По этой приuве ш.т вдесь отв:аза.п:иоь 
О'! прв.ватоrо выше обоl!иачеииs :координат вектора Jiа.типсRи:ып букваии. 

11) Это равенство может быть по.п:у<rеио иепооредствеввых прихеве!lиех 
.второй форк:уп:ы (V'), если приввть во вним:аиве, что u - иеивкеl!вый дJШ всех 
TO'IeR твердоrо тео��а ве.ttтор, и ис.пмьэоватъ форхулы (24:а) к (24о). ЛрШt. рй. 
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Ta.:u11 обра.ао11 умQ8ая скорость равие. 
1 п=2 rot v, 

rxe т - поле скоростей точек твер.цого тела. 

( ГЛ. 1П 

(42') 

00. Криво.mвеlнiЦ ивтеrрu вевторпоrо пола: ( ер• 64:. Работа (8) 
tИJiы). Rриво.n:ивейиый ивтеrрu f v · dr вехториого по;nн v, выч:иСJiеи-

(t) 
иый :между дву:м:н точ::ка11:и Р1 и Р11 вдоль :кахой-Jiибо прохо)I.JIЩей через 
9ТИ ТОЧКИ :КрИВОЙ 0, 3&ВИСИТ, воооще ГОВОрЯ, В:е TOJIЫO ОТ пределов 
иути ивтегриро:ва.ив:н, по и от са.моrо этого пути. Для тоrо чтобы этот 
:�tриволивейпый :и.итеrрм пе аа.в:и.сел от пути ивтеrрировапии, пеобхо · 
�о, чтобы :выра.жевпе v · dr был:о по;шым: ДRфереициыо:м: d V  вехоторой 
о!Wiрпой фуmщип V тo'lRD, причем d У есть ваиепеиие фуП1ЩИИ У. 
соответствующее переиещепию от одuой точки ПOJIII :к друrой па dr. 
Итак, дJIJI :каа.цоrо иаv:епевu dr .цоJJжпо быть 

J•dr = dV=dr ·\]Y; 
uедоватеJiьпо, 

(45) 

(44) 

Необходи:иос и достаточное условие неаависи.ности "J!ивминейн�по 
(а) 

vнтеzрала J v • dr от nym'lf uumezpupQ8a'Н.uЯ состоит, сле.цова.теАЬв:о. 
(1) 

:в то:и, чтобы вептор v о'Ыд zрадиенто.м. Tor,11,a. при пеподвижпой 
иача.uьпой точке &ривОJJИвеАпый иитеrрu бу,11,ет одвоапа.чпой фуmщией 
�печной тоЧ&и пути иптегрировuи.н:, по:ка путь пптеrриро:ва.ипн иа.хо
.-ится в области, в :которой V есть одпоапачпм фуикцин ТO<Ju. Во,;в:ее 
тоrо, в та.ttой области криволинейвый nтеграл и:иеет одно и то же 
sва.чеиие V.2 - У1 дли всех путей иите�рирования, ведущих от JUОбой 
.точu поверхпооrи уровни, соответствующей впа.чеивю по:nн V1, :к любой 
точке поверхности уровня со зпачеиием по.;в:н V9• 

Ес,;в:и путь nrеrрироваиия проходитоя в обратлом паправлеви:и, то 
•ри:воливейiiЫй иптеrрм изменнет свой зпак: 

(� (1) 
f v · dr = - J V•dr. (45) 

(1) (2) . 
Это равенство имеет иесто ДJIR JUOбoro вехторв:оrо лола v, e.cJJП 

ебра.ТВЬIЙ nуть совпадает с той же кривой; eCJJи же вектор v есть гра
»tеnт cttaлa:pnoii фуmщв:и точки V, то это равенство имеет :место и д.nа 
JUOбoro ,11pyroro обрм:вого пути, ваходащеrося :внутри обJJасти, в кото
рой функция У одпозпачпа. 

Поэтому Rри:воJJИнейный интегрм rрадиевта одв:оапачпой функции 
по заюшутой кривой (mf.metpaл по "онтуру) равен пулЮ: 

f ar ·'V V= O. (46) 
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При этох. не следует у11ускать из вид11 одно ва.аtиое обстоа:теJIЬство. 

Из одв.озв:а'lпост.в: гра.диеп:rа 'V V моzпо заключить с тверенпостью об 
о.цнозначвоста: са.хой функции V лишь в случа.е одпосва:зных областей, 
во не миогосвазных, например кольцеобразных областей. Может сду
читьоа:, что функци11 V в :sаждой одно(}ва:зной qасти :sольцевой области 
будет одиозвачпой, а в самой кольцевой области пет. Тогда криволи
иейRЬIЙ интеграл по всем: за.юшутым кривым кольцевой области, кото
рые в кольцевой области :могут быть непрерывным путем первведены 
друг в друга, по ие моrут быть ста:путы в одну точку, будет им:еть 
поото.инное зп&чение Г: 

(47)  

ДJш доказательства соединим две замкнутые :sривые этого рода попе
речным сеченнем (рис. 1>0). Таким образом мы получаем односвязную об-
ласть в виде разрезанноrо кольца,по границе которого интеграл � dr • 'V У 
равен ВJЛЮ. При этом обе замкнутые кри
вые проходятел в противоположных напра
в.певил:х, а сеч:ение проходител дважды 
в обе стороны. Поэтому интеграл по Rа.ждой 
ив этих замкнутых кривых при одинаковом 
иаправлеиив: обхода имеет одво и то же 
зна'lевие Г. 

На неаамкпутом пути в кольцевой обла. 
сти интеграл 

(2) � dr·'JV= V2- V1 Рис,. 50. 
(� . 

ве л:в.пл:етсл: однозначной фуmщией, так :как саман функцил V не есть 
однозначва.а: функции точки и при каждом полном обходе изменнетсн 
ва. величипу Г. Така.а: функции на.зываетса: ципличес�еой. Ее можно 
оде.аа.ть однозначной, превращая :кольцевую область с помощью сечевил 
в од:восва:зп]ю. Тогда. знач:ев:ил: полн в каждои :месте сечевил по обе . 
стороны его разннтсн друг от друга на Г. 

91. Rоиеерва.тиввые еи.пы. llри:иеро:м иe:f!:OJШoro диференциала. (64:) 
является в общем случае tшементарна.л: работа силы F: 

dA == F·dr. (48} 

Она становитса: полвыи .цифереициа.пом Jfишь в том мучае, коrд& 
она предотавмет диференциа.п скалярной фунRции точки. Д.Jiв этоrо 
необходимо и достаточно, чтобы сила F бша пош:ервативиой, т. е. 
чтобы существовала ска.пл:рная фуНRци.а поля, с1мовая фук"ция U, 
гра,циент которой равен силе F: 

F = 'V U. 

Тогда элемев:тарна.н работа будет: 

dA = dr•'V U = dй,  

(49) 

(50) 



142 ТЕОРИЯ nоля [ ГЛ. Ш  

в. работа :м:еж.цу точ11.а.п Р1 и Р!! ра.вв:а. раавости вва.чеиий силовой 
фуВJщии в этих топах и, СJiе;а;о11ате.uьво, ие ва.висит от пути: 

А !: =  иа - U1• (БО') 
БoJiъmee ааачеп:ие, ч:еи сило:ваа: фувкциа: и. в физике имеет ttomeн· 

ц 1ьалюtая энере�&я движущейсл материальвой топи 
11 = - и. 

с помощью Э'roi ф}'НJщии V сила пре,цстав.п�rетсR 
чпала: .P = -'\]V. 

Работа ме!i,ду ;t�;ву:мя точками будет равна. 

:t l' - f7 - J.' � 1 - 1 2' 

(51) 

(51') 
Эа.иечан, с .цруrо.А стороны, что, co:r.uaoвo вакову живых си.п (fU)� 

А \� = Т2- Т1, 
)IЫ получ.ае)l аm>ок сохракек1tя э-'Н.ере(и• ;а;.пя: движения: )11\Териа.львоl 
точхв под дейсi�ие:м: &овсервшrивиоВ силы: · 

1'2 - 1\ = V1 - V2• (52) 
Су:м:ма. живой сиJiы и nотеициаJJЫiой зиерrии имеет :в каждой тоqке 

тра.еитории одно и то же значение; :и:иее:м: 

T+ V = �  �� 

rде Е еотъ uостол:внах ве.nпчива - полкал Э'Н.РJ'21Ш двИж)·щейсn :ма.те
риuьвой точки. 

СвJJ.ова.а фуввция и потеnциа.льная: эиергиа: :ио:r.rт быть о,цпозвач:
вы:ии ив циuачесхвии; nервое ииеет иесто в с.nуча.е cиJI притяжепа 
rра.витациоmшх и.пи а.�ехтри'lес&их :маос; пос.1е,цвее - :в  cJiyчae иаг
ИИ'l'ВЬlХ ои.п, вывы:вае:мьп ва.мввутыи а.�ектрич:еоr.ии то:&о:и. В ЗТОУ щ
ча.е движение иаrви.'fвоrо ПОJJюса. по Jiюбо:иу ва.:мхвrтоиу пуп вокруг про
:во,циика, по IО'[Ороиу И,J;e>r то:r., треб1_ет затраты о,цвой и той же работы. 

92. -..теrра .. <tьиа.а: теорема. Стокса.. Б.риво.п.иией:аыii интеrра..п B.J.O.'IЬ 
зах&иутой вривой О 

:кожво nреобр.азово/IЪ в ив.теrрал по поверхвооти S, ока.ймJiевноii Rри
:вою О, если вовиожво про:вестn ч:ереs .кривую О поверхвостъ 8 так, 
чтобы во всех точ:хах aтoli поверхности веитор v был :кове'ШЫ:м, о�о
sв.а.ч:l!.Ьl:и, в:еnреры:вн:Ы» в диферевцируе:».ы:и. 

ДJia: ,цои.аза.те.nьства. рааделв:м поверхность 8 ,цвуия: се)lейства.)IИ 
хривш ва вебо.пьmве п.лоща.дхи, которые, за ИСRJtiОЧевиеУ приJiеrа.
ющих х и.ри:вой О, ииеют Rид па.ра.лле.nоrра:мо:в (рис. 51 а). Тоr;и.а. пте· 
rpu по и.оитуру О иожво эа:ме:IШТЪ су:м:м:ой ивтеrра...1ов по вовтура.и 
всех этих П.11оща.дов, так :tа.к при обходе площадок все линии, с по
:кощъю коrорых nовер:шостъ S быJJ.а. раа.целева., nрохо.и;а:тоя дваж,11,ы 
в противоподожвых вв.пра:влевиях, аа едивствеввы» исключением хов:
чра о. Бу,цеи ассоциировать с RВ.Ж.ЦОЙ TOЧROli nоверхности k') в:орха.��r., 
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на.nравле:вие &отарой о6разует с иапра.вление:м обхода контура пло-
ща.д:ви, в которой 8'1'& тоqка лежит, правый вивт. 

· 
Выuсли:м теперь интеграл � v • dr по коитуру какой-JШбо пдощадки. 

Обоnна.чи:м (рис. olb) сторону четырехугольника, исходящую ив одной 
ив ero вершин в наnравлении обхода черев d1r, а сторону, исходJtЩуrо 
ив той же верmШIЫ в направлении, обратnои направлению обхода, 
через d2r. Мы будем вообще употреблять d1 и d2 как сииволы дифе
реициэ..л.ов Jt&.Roro-;ти.бo IIOJIЯ величин, 11.огда расс:м:атривае:м:м точка 
11ере:иещаетсн па d1r Ио�lИ d11r. При этом, в частности, стороны: d1r и d� 

Рис. 51�. Рис; 5lb . 

.изиеП!JЮТС.Il соответствепно на d2d1r и d1d2r·. Остальные стороны четы
рехуrо.nьниха поэтому равны 

d1r + d2d1r и d2r + d1d�; 
при этом, Jtll.lt :мы уже sна.е:м: [1>8 (7 4')], имеет иес•rо равенство 

d2d1r - d1d2r = О, (53) 
т. е. условие sa.м��tymocmt� четырехуrо.nь:виха. 

Далее, равность значений величины V •dr, соответствующих дв)·:м 
противо.nежащии сторонам четырехуrо.nьни&а, ддR одной пары сторов 
будет равна d2 (v·d1r), дм другой пары сторои d1 (v· d2r). 

Иптеrрад 110 коитуру четырехугоJlЬИи&а при у:иеиьшеиии ДJIИИ ero 
оторои приб.nижаетсл тогда к внаqевию 

� v ·dr == d1 (v ·d2r) - d2 (\· · d1r•), 

или, Jiриии:мая во вии:ма:вие (53), 

� \" • dr = d1v ·d2r· - d2v ·d1r . 
Выдолив:в: диференцироваиия по паuравлепвю, сомаоно 77 (16'). 

позучае и: 

� v · dr = d1r· (\l v) · dar - d2r · ('\/ ,·) · d1r, 
и ввиду тождества 80 (VI) 

� v · dr· = (d1r Х d2r·) ·C'v х v), 
ИJJИ 

(53') 
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Выра.жевие d1r Х �r = do есть ори:еати:роваив:а.s: п.поща..ць бео&О• 
вечво м:uoro па.ра.uе.поrра.иа и: ра.звитоя от шоща.;в;и: четырехуrоJIЬ· 
лика, имеющего вцц пара.uелограха., на. беохоиечио м:aJif:Ю треть ero 
аоридха.. При переходе к бо.пее и бoJiee мелким: де.пепи:лк поверх
:иоотп 8 и при: пос.пеху:ющек и:итегри:рова.пи:и по ее коитуру а мв. 
раввица, а тa:ute площадь при.пега:ющих и. а, не веющих вида па.рu· 
лелог)Jамо:в, ШtОЩ&Дои. стремитои Jt иуJI:ю. 

Тек самым мы нашли преобра.зовав:ие ивтеrрuа. по &онтуру а 
в интеграл по поверхности 8: 

� v · dr = J rot v · do. (64) 

Это равенство ва.зываетол иитеермьной теоремой Стопса. В 11:00р· 
АИИВirа.х она ва.пиmеtов: та.&: 

cos (nx) cos (ny) oos (nz) 

дi do. (54') д 

w 

Иатегралъна.в: теорема Сто&оа выражает, что интеграл вехтора. v 
по вамхнутой кри:вой равен потопу вектора :rot v сквозь поверхность, 
огра.в:ичепную этой :к.ривой. Эта. поверх:пость при веизмеиком &оRтуре С 
:м:ожет быть в:ыбра.в:а проиавоJIЬно, лишь бы она лежа,..1а. :в области, 
:в которой :выпоJI:пеиы уСJiо:вия коие'Шости, - непрерывности, одноsиач:· 
вооти и .11;Ифереицируемости вектора. v. 

Помоку .цля лежа.щей в этой области sа.м�тутой поверхиости 

J rot v.do = O. 

Потrж ротации нalioto-дuбo вептора 'Черев аа.мкиутую поtJерхНбсть 
равеп пулю; это и пои:лтв:о, так ка.& ов должен был бы по теореке 
Гаусса раввв:ться проиsводитеJIЪности sа.I!.JIЮч:епных внутри этой поверх
:иости источпи11.ов :веитора. rot v, а. вследствие тождества (Х) 81 

div rot v = O, 

т. е. иажДЬIЙ веи.тор-ро'rа.ЦIIЛ свободен 01: и:сточиип.ов. 
Из равенства. (58'), обооиа.чаа: е.цивичиый вектор воржали & ПJ!О• 

ща.;в;в;е do через n, коЖRо вывести ра:венотво • � т·dr 
n•rot v = l1m � ,  

авалогич:вое равенствам: (40). Оно выра.жает, что крkвоАв:в:ейвый 
в:в:теграл :ве:&тора по контуру. о:&ружающем:у IlJloщaдsy, п.пощв.дь 
которой ра:вва. единице, равен прое�ции его ротации на соответ
ствующую норкаль. 
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93. Приложевне интеrра.львой теорекы: Отокеа.. По теореме 
Ото:к.са. (54): 

J :ot v·do = � v ·dr ; 
дла: вехтора v, длsr :к.оторого в области интегрирования 

имеем: 
rot v =О, 

� v ·dr= O. 
Этооr крнво.11инейв:ый интеграл распростра.нев: по любой вв.м:кнутой 

кривой, лежащей·  в области, в которой rot v = о. Тогда, согласно 90, 
вектор v есть градиент: 

v =\JV. 
Это интегрирование уравневин rot v == О можно рассматривать кав. 

обращение тож.дестВ'а 81 (IX): 
rot grad V = О. 

* Таким образом равенство rot v = О представлsrет собой необхо
димое и достаточное условие того, что векторное поп. е консервативно * .  

94:. Теоремы, ава.логиq.вы:е теореме Отокса. Теорему Стокеа (54) 
можно записать в следующем виде: 

� v · dr=  jdo ·\J X v= J do X 9·v. 
Из этого равенства мы можем, как и при преобразовании теоремы 

Гаусса. (86, 87, 88), вывести рнд новых равенств. 
Например, если замеnить ве:к.тор v вектором постолнного напра

влев:вл: 
v= Ve, 

то постоянный ве:к.тор е можно вынести за знак интегралов; тогда, так 
:к.ак :ве:к.тор е 1Iроивволен, вторые множители равны друr другу: 

� drV= f do X \JV. (55) 

Заменял ве:к.тор v через v Х е, получим преобразование криволи

нейного интеграла � dr Х v; на:к.онец, инrеграль:ную. теорему Отокеа 
можно распространить и на случай тензорных интегралов. 

95. Сводка. формул. 

� v • dr = J do Х \J • v = J do • rot v; 
ф dr V = J do Х \J V = j do Х grad 

� dr ):< v . J (do Х \J) Х v; 
� dr·Ф= jCdo X \J)·Ф = fdo ·\J X Ф. 

(56) 

Преобра.вова.вие интеграла по :sовтуру в интеграл по поверхности 
моzв:о форкuьв:о оеущеотвить путек ва.:иеиъr ве:к.тора. dr через do Х \J. 
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§ 5. Ириложепиа: к mдродииапке 
96. Пре;uарите.п.в:ые ааие11аmш. Ра.опреде.11евие скоростей :в 

'fettyщeй UДitOCTИ оорв.sует, вообще rо:вори, пере:м:еШiое :во -времеии 
вettтopnoe поле. Jiииии nOJJ:И в да.:в11:Ьl1 :ко:кеu :вре:кеШI вв.s:ьmаютса: 
.я•кия-'lи mtma. 

Их ие иа.цо с:кеши:вать с траетпория.ми, по хотор:ы:м: дввжу'Iса 
отдельЮJе 'I&стиц:ы жидкости и с :к.отор:ы:м:и ови со:вnа..цают JIИШЬ при 
стациокарио.м .ц:вижеиии. 

Обрати:кса теперt. в. вы::во.цу вакоков .ц:ввжевиа: в.це&JIЫ[ой жи.цв.ости. 
Под идеальной жидкостью :мы бу.цеи пов::ииать жидкость, в которой 
дамеиве в каждой точке ва.:висит только от положевин втой точ.11.и, 
т. е. па. едиШiч:вую ПJIОЩа.дRУ :всех з.в:е:м:евто.:в повер:mости, какие :можно 
провести через ;цавв:ую точку ввутри жидкости, действует о.цв:о и ro 
.же уде.яьное давлен" р и nритои в вапра.вJrевив иор:м:u:и .к вwмев:иой 
пдоща.д1tе. Это умовве должво и:м:еоrь место ве тoJrыto :в соото.пиив 
ПOROII, :ВО В :В СОСТОНВИВ .Ц:ВВ:Жевва. 

:Мы от:вдев.ае:иса:, такв:и . обраво:и, от ,.срезы:вающп" сп, :воsвиw 
ва.ющих при .ц:вижевив реаJIЬвой жи.цв.ости. 

nлотвость р жидкость. :иы бу)J.ек считать Jr:ибо поетокнвой- :в sтох 
МТ'I3.е жид.�tоот:ь ва.выва.етсs: mCDJCtм�ae.мoй, .uв:бо фувJЩИей о.цвоrо 
TOJrЬRO �&DАеВИЯ р. 

97. Ураивеиве вепрер:ыввости. В мучае, хогда дввжевв:е жид
:в:оств nепрер:ывво, .цОJJ:Жво :вьшовs:тъсн прежде всего uве:иатичее&ое 
уыо:в:ве, гда.сащее, 'I'fO в расска.тривае:иый пpoкe:aty!t'olt �ремеии �д
:кость вапоJШает сПJiошь :все вавикаемое е:ю nростравство. Впрочем, зто 
умовие :и:иеет :иоото )J.Jf11 .;аеццеа.u.вщ JQ!)J.J.ooтeй точ:ио там. же, Jta.R и 
;JJ.JIS: и.цеа.nьвых. . 

Ра.оо:котрик лежащую цеJrВв.о:к :в:и:утр:и ЖИД1t()сти Jtовечву:ю ООJIЗ.СТЬ, 
в 1tоторой, допустп, существует вепрерыввое распре)J.е.Jiеиие tюто"'
к•"ов с плотностью е (88). 

Тогда. дост&ВJ�в:еиое вти:ии источ:ии.&IIJIИ в . едиmщу вре:иеии JtOJJ:И· 
чеотво а:и.цв.ости скожет мужить, о о.циой сторовы, дли noпOJIВemul 
иахо;в;нщеrооя в рз.ссматривае:иой области :коJrичества. ащц�tос'1'11, не� 
хо.цв11оrо :вмедствие увеJШчевиа: ПJIОТВОСТИ, с друrой - д.nа: no)l')lep· 
жаииs: избытка в.оJrичества жидкости, в:ытеха.ющей через оrравич:и
:ва:ющую обJiв.сть по:верхв:ость, ва.д кмвчествок жи.цв.ости, втеха:ющей 
черев вее. 

Полван пров:з:водительв:ость СО,J!:ержащи.хоа в омасти источивхов, 
отв:есев:ван :к едiП!ице врекевв, р&:вва J ed-r. Приращевие поnв:оrо холи
чеетва. ва.ходs:щейсв: :в об.пв.сти жи.цв.ости f pd't, происходащее :вследствие 
увепчеШiя ПJiоmости и отвесев:вое :к е.ц:ввице :вре:иеии, равно 

J �а�. 
По теореме Га.усса ивб:ыто.Jt :вытеха..ющеrо хмичества жидкости ва,ц 

втекающи:м, eoJI:и v, как всегда.., овначает с:tоростъ, равев по своей 
и ассе 

f pv · do = f div (pv) d-r. 
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Поэ�:иу nеет :кеото ра.ве:всжво 

J erJ-. == 1 :� d-.+ 1 div ((jv) dt ; 

око спра.ве�о не тол.ъм дла ра.ооv:отрепой первова.ч8.JIЬио п:оверх
:вооти, но и для :воюtой по:верхпооти, содержащеi!СJI :в об.пасти, :в которой 
фyn:JЩIOI р .и v одноsва'!JШ, коне'lJШ, непрерывны и диферепцируеИЬI. 
из·этоrо ураввев:ия следует: 

е ==  :� + div (pv) . (57) 

В частности, ура.:в.вевие 

:� + div(pv) = о  (57 а) 

ииеет иесто ДJШ. о6J.tа.стей,' свооодиъю; от -источ?Ш�ов; ово имываетси 
уравнев:ие:м: н.епрерывн,ост-и (:или "сПJiоmвости"). Д.U :в:ео.тиаrаеИЬII 
жЦRоотей оно сводитса: и. ypa:вneiUiю 

div v = O. (57Ъ) 
98. Субета:вциuъвое :иаиевевве фyJIICциu: то"'ки. При выч:исле

пии изиенепи.н DO вре:м:&и хаr.ой-либо величины, с:вв:за.иной с частицей 
жиДJtoorn, наприиер ПJIОТИости р или скорости v частицы, надо ииетъ 
.в :виду, что в фующи.и f (а:, у, "• t), определяющей эту вел.ичв.:ву, ко9р
дв.наты х, у, s саки .а:маютса фующил::м:и времени t. Оле.цователъпо, 

ИJIИ 

a.r iJf дf ik дf ау ur а,. 
7t =�+ дт м + дн dt + дZ 7t • 

df дf 
-=-+v · "Vf. dt дt (58) 

Те.п:м: образом tiOЛ?ioe 'UЛ"-' суосmа?iц-иальнов tим�ешние :� соста
вляется Ш! двух qа,стей: 

1) ив локальиоzо (дести,ма) иsмеиtЖ.uя :�., т. е. та&оrо ивиеиения 
полк f :в .цаниой точхе, ItOтopoe при ста.циопарИЬII течев:ип равно нулю; 

2) И8 nouвettЦUOUMZO U8.Af6?i6'Н.UЯ V • \J (; oбyCJIOВJl6I!ПOI'O ПеренОСОМ 
частицы жидкости в м:есто с дpyl'll»: sиа.qеиие\1: ве.&ичив:ы f; это изие
вевне имеет иесто и при сrа.циов:а.рв:ых теqевипх. 

О поиощъю понитин субстаицв:а.JJьвоrо иамевео.н уравнение в:епре
ры:ввооти иожет быт:ь преобра.оо:вано о.u.едующии обравоаr, Прежде всего 
на (57а), ооrласв:о ВО (Ill), ииееи: 

ИJIИ 

:� + v •'J P + P 'J·v = O. 

О.педоватеJIЬно, сощВ.Оно (58), 

:� + P \J •V = O  

div v = - d lg p  
dt (59) 
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Э1'о ур�mпев:ие, которое выра.жа.ет div v Jta.R суоота.нци8.1Ы1ое изме
нение в:еи.оrорой плотности, вырi\Ж&.е'.!! в:е что иное, 'В.аи. в:еизмев:.я:емость 
ка.ооы частицы при хви.жепи. В ммок де.1е, если в.11еиевт объема 81: 
м. .время dt изкев:.я:етса: па. d3r, о:rпоmепие � ... � дает прира.щение объема, 

отв:есепое и. единице объека.; с.в.едо:вате.пьв:о, ооr.па.св:о (30), и:меем: 

da-c = div v dt dт. 
Отсюда., corncв:o (59), получаем: 

и, следо.вате.пьво, 

а Jg а .. + а Ig р 0 dt dt = · 

р3• = const., (60) 

что и выражает в:еиз:м:ев:.я:емость массы. 
99. Эй.перо.во уравв:ев:ие движении жид-sоств:. Движепе частицы 

.zн.цкости по.цчив:.я:ется ооиовво:м:у зuов:у див:а:мии.и, и.оторый, оо· 
rла.сво 64: (108), :м:ожет быть за.пимв: в :виде: 

3деСJ, 

dl dt' == R. (61) 

есть импульо (количеот:во движев:в:.я:) частицы жидttости, R - резу.пьти
рующая: действующкх в:а чаотипу о:ил:. Она соота.мяетм из резу.пьти
рующеlt В.., действующих иа частицу сил, про:иох:однщп от :м:а.ос 
(об:ьl'Пlо прив:им:аетсл: во виимаиие толыr.о си;в:а тяжести), и в:з резу..'lь
'l'Ирр>щей Р дейоТJJующп извне в:а поверхность частицы сил да.мепия. 
Пер:вал: ра.вв:а 

В,. = /  р}\dт, 
ес.в.и обовв:ачить через F о:rв:есеп:в:ую tt едииице ма.ссъr ouy, происхо
дsrщую от ма.оо. Вrорая .же ра.вва 

Р= -fpdo , 
r;J;e р оав:ача.ет удельное давление. По теореме Гаусм (85) имеем: 

р = -f\1 рd-т:. 
Тоrда ура.внев:ие дв:ижев:ия: частицы (61) будет: 

;t jpv dт == jpF dt- j\Jpd-c. 

3а.мечм, что слева ввиду посrоя:в:ст:ва маооы (60) надо дв:ферев:ци:
ровать тоJiько v, будем и:м:еть : 

jP �� d1:= jpF dt -f\Jpdт, 

и, та.:& r.ак. это уравие:в:ие имеет мео'!о дм Jiюбой (с известными огра
пичеиилыи) поверхв:ооти , 

df 1 м 
-r:- =F - - v р. (j;& р (62) 
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dv · 
Входящая в это уравнение скорость Тt есть субстанциальное (no.a· 

вое), т. е. связанное о движущейм массой, изменение скорости; о.nедо
вате.nьио, СОГЛiiСПО (58), 

dv дv 
dt = дt + v ·\l v. 

ТакИм образом мы получаем ей.лерово урав'!-tение движе'!-tUЯ жидпости: 
дv 

+ 1 дt V •\i' V = F - p  \7р. (63) 

Этого уравнепил вместе с уравнением неnрерывности достаточно 
для опИсания движения жидкости nри задав:вых начальных и гранич
ных условиях. 

Внешняя сиJ!а F, вообще говоря, r.опсервативпа и, следовательно, 
если ввести потенциальную энергию V единицы массы, может быть 
nредота.вл.ена. в виде: 

F = - \l V. 
100. Ивтеrралы ура.виевиа Эйлера. Эй.лерово уравнение (63) до

nускает важное nреобразование. Если в тождестве 80 (IV) замепить 
оба множителя u и v вектором скорости v и обозначить его модуль 1 v 1 
ч:ерев q, то формула (IV') примет вид: 

i grad q2 = v .  \7 v + v  Х rot v. (64) 

Тогда уравнение Эйлера, если еще считать внешние си.цы коноер
вативныии, примет следующий вид: 

дv
+ 

q2 n v  l n  дt \7 Т - v Х rot v = - v - Р v р. (65) 

Вектор rot v, входJПЦ11й теперь в уравнение Эйлера, имеет следу
ющий смысл: согJJаоно (42а), 

u = � rot v (66) 

есть умовая спорость, с которой вращаеТСJI твердое тело, ес:nи v - веи.
rорное nоле скоростей. В сложном движ.ении, совершаемом частицей, 
вместе с изменением формы частицы в хаJКдый элемент времени одной 
из составляющих :изменения .1rвляетсн та11же и вращение вокруг :мгно
венной оси, при :коrоро:и частица жидкости ведет себя, как твердое 
тело. Эrо :вращате.nы1ое движение навываетсл ви:сревъме движе'!-tие.м и 
оnределяется равенством (66). · 

Теченин, происходящие без вращения частиц жwости, называются 
бевви:хревъi.Аеи. 

Они характеризуются равенством 
rot v = О. (67) 

Тогда вектор v, согласно 93, есть rра..циевт. Положим: 
v = grad �р = \7 rp (68) 

и назовем tp потею�иа.ло.м Cf'Opocmeй беввихревоrо течении, xoropoe 
называется та11же поmе'!-tциа.ль'!-t'ЬI.М me'Чe'l-tueм (обозначение греческой 
буквой rp отвечает nринятому в щцр()дина:мике ). 
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Ео.пи � веоапа.еиа., '1'0 урtин.е'�Ше жт.рерывпости (IS7b) 
бу.цет: 

div v = div gra.d tp = Д  f =о, (69е.) 

'1'. е. nотевциu оs.ороотей J;I!.ОВJJ.етворл:ет ypaett.e'Нuю Лafl,./f,aea. 
В иеста.х, :в 1tотор:ых ура:ввеnие иепрер:ывв.оотв 'В.е :в:ыпопеио, и, 

o.Jle.ЦOBS.Тe.J.II>BO, существует П.JJ.ОТВ:ОО'rЬ ИОТОЧ:ВИJ!.О:В е, ВИ8ОТО ура:виеmш 
.J[э.ПJia.ca ииеет место, оог.в:аоио (57), yp8Jiii:enвe Пуассона.: 

Ь tp = f ·  (69Ь) 

Эй.иерово уравнеиве при беави:х:ревои движеиии прииииа.ет ви.ц: 

\7�+\7 �и +\7  V+ � '\Jp -= 0; 

путем иитеrрирова.в.вя :и:ы noJIГi&e:И из иеrо ура:виев:и� об:ы'Шо в:а.а:ы
:ваеиое У,JНJвиешю.и Верн.уми: 

j ; + � + V + � = F(f). 

F ( t) еооrь проиа:во.nша.в: фуmщив:. Еоди оrра.иич:иоrьов: · етацион.арн.'ЬlАfu 
течеиия.ии ttесоюи.мае.иоа жид�tости, то ура.виевие Берву.u:и пере· 
ходит в бодее nростое: 

Р V g2 О' - +  + - = ' р 2 (70) 

rxe а- ПООТОJПШ&а. Здесь -f предота:в.па:ет живую OJLUf, v-эиер1Jiю 

пОJШ, : - эиерrию да.ВJJ.е:виа: едивицы: xa.ooьti медова.теJIЬВо, О еооrъ 
fЮ.111ШЯ жерtия един.ицы .массы. Поолед'Н.яя ne UВ..tlt1tяemcя во вре.иеttи 
u во все.м �мв coxpattяem ofm.o и то Же эиа"сн.ие. 

Со:верmеиио а.иа..поrичв:ый иитеrра..в: :ио:аmо подупоrь �а: :вcuoro 
стаци01tаршпо теч:епиа:, даже и :в то:и uуч&.е, JS.or.цe. двиаеви.е ие 
беа:вnхревое. УпоЖ�WI эi.11.ерово ура.:впевие (61>) .цла: ста.циов.а.рnоrо 
течеии:а: 

'\1 � - v Х rot v + \7 V + � \7 р = О, 

Оц.18р:В.О В.& ЭJI6"И6ИТ XJt'И dr .JUПIШI TOI.8., ПО.DJЧИИ ВВ:И,ЦJ 
dr X v = O: 

dr • \7 �· + dr • \7 V + ..!. dr • \7 .Р = О$ . р . 

ра.:ве:В.С'ЖВ8о 

(71) 

прnеи · от,це.nшые uе:в:ы суть хифереnциа.JIЫ в :в:апра.:uеиnи JIШШII 'fOJ\.8., 
В с.Rучае, &оrда. пnотпосоrь пooтoJDIJia, путеи и:в.теrриромвиа 

поJiуча.еи: 

(72) 
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Это уравв:епе форма.льв:о оовпа.;в;а.ет о {70). CJ' есть пмн.ая 

М1.fW2UЯ едtжицы .t�aCC'bl, во ат& вв:ергия в .ца.mюи случае · постоян.на 
толь:�>о вдмь динии то��:а и .11еняется при переходе от одной дuнии 
mo"a n дру�ой. Виу!ри !руб'!tи '!O:U. zид11.ость те'iет, и.ы :внутри труби.и 
о твердыми стеюtаии. 

101. Вихревое А!JИZеиие. Вихревым движенИем жи,ц&ооти имы
ва.етса (100) вра.щате.J.tЫiое движение ч:астиц жидв.ооти. Уг.11ова.а: CJtO· 
рооть· ча.етицы (66), за.цаJШа.л: :в :&аж,цой топе, в которой эта. частица 
иахо.цитоя, формуАой 

опре,�;е.11а:ет вихревое поле. Лив:п атого поли имъrва.IОтсв: вихревы.11и 
дuния.t�и. На.прз.влев:кем :вихревых nи.Rкli а:вдиетск :в ка�,цой то'!ке 
иа.прз.влев:ие оси вра.щеииа :в:а.хо,�;ащейоа в :в:ей частицы. Вихревые 
линии, проходнщке ч:ерез небольшую заиttнутую кривую, образуют вихре· 
вую трубку. За.иииа.емое е.ю проотра.иотво :в:а.зы.ваетоа вихревой нитью. 

Уравнеия:е (66) в &оор,�;ив:атах гласит: 

i ( дw дv ) + j ( ди дw ) k ( дu ди) 
U = 2 Ту- дz 2 Тz - дiii' + 2  д; - ду • 

При:в:л:то вводить сле:цjющие обоэиач:еииа (ер. прииеч:а.иие :& 89): 

е= � ( :; - ::) ; -q == i ( :'; - :; ) ; '= i с: - �). (7s) 
t, '1'1• С харытеризуют СООТВ.ВJIЛ:ЮЩИ& уr.П:ОВОЙ скорОСТИ Ч:В.ОТИЦ:Ы ОТВ:О• 
сите.JIЫIО осей :с, у, е. Ови :в:а.зываютса: и.ратко no.t�noнeнтuu вихря. 
Mt.t этот терми:в: сохра.ии:м:; хотл co:r.Jlaoвo опре.целев:иям, ,�;ани:ым в rл. 1, 
употребление OJioвa. пsом:повент" .цл.а: обозиа.чев:ил: сха.лариых велич:ив 
И8,11;0ПJСТИ:ИО. 

!lодуль угловой скорости равев:j 

co = l u i = I Y�2 + "ljii + C.i l ,  (73') 

В тесвейшей сва:зи о вихревым движением находитои поннтие цир� 
пуляции. Под этим термином понииаето.а: :взяmй по эа.иJtИутой Rривой О 
&ривоJ!ИRейиъrй иитеrра.в: 

(74) 
По иитеrра.льиой теореме Стокеа имеем: 

r = � v • ds = f rot v .  do. (74') 
Ипеrра.в: правой -ча.оти беретса по nюбой поверхности. охайм.llеШ!.ой 

ttривой О и цеJiи&ом .аежащей в обJiа.сти, в ttоторой в:ыпоmенъr уОJiовиа 
прщrенпоотв: теоремы Стов.оа.. Цирi>'!Jдяция есто .иера вихревого nomtma, 
uи, :&а.& прИИ.!lТО rозорить, вихревого .мо.t�ента (ип "напряжения") 
:ВИХреВЫХ JlИИИЙ, ПepeceJtaiOЩВ::I ПОВерХНОСТЬ, O&aJioemryю 1tрВ:ВОЙ CJ, 
т. е. о:х:ва.тыва.емых и.ривой а. 
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ДJ!я вихревой пти отОJiь иыоrо оече:в::ия о, что :ве&тор rot v во всех 
тоЧ&а.х сечеииа: иожио считать nocтoaDJiblи, :иоме:вт :вихра будет: 

Г = ±  1 rot v 1 о. 

При этом надо брать зnu шuоо uи мииуо, оиотрл по то:иr, совпа
дает .11и пор:м&.JIЬ и. сечению о по па.пра:в.Jiевию о :вехторо:м rot v и.ци 
ее иапра.:в.J�епе противоположно посJiедиемr. Ооrаспо (73'), веем:: 

Г = ± 2Ф:I, 

Отсюда :мо.жио определить уrло:вую скорость 
г 

Ф = ± 2а ,  

(75) 

ео.пи сечение вихревой пити и цири.уmщил: вдОJiь ее коптура известны. 
102. TeopeJifы ГеJIЫ11'ОJJЬЦ& о вихрах. Иs свойств циркумпви 

.Jieпo вьmести иа.ltдеШе ГеJIЬ:мrол:ьце:и вакопы вихревого движепа:. 
Циркумциа: вдо.!.IЬ ва:иоутой кривой, .1Iежа.

щей ва. вихреВой трубке, по теореме Ото.кса. и 
(7 4'} равиа. ПJ.1.1Ю, та.к как в :каждой тоЧ&е :вих
ревой трубки иa.npaвJieJШe :веи.тора rot v пер
пеидИКJ.IIнрно r. нор:мu.а:и х вихревой трубке. 

Прииепии зту теорему х отревху вихревой 
трубки, оrра.ниченвому д:ву:ма: сечепил::ми и рав
рева.нио:му по ДJIИИе трубв.и · (рис. 52). Кри:во
Jiипейвый ивтегра.л по коитуру получившейоя 
тыи:и обраво:м одпосвизвой поверхности пред
ставJlНет су:мму хри:волвиейиьu: ивтегрыов по 
обоим поперечвым сечевиа:::м, взятых в раsв:ых 
ва.пра.в.пеииих обхода, и '&ри:волииейиых ивте
!18.Jlов по nр одольио)(у равреву в обоих вапра
uеимх. Та!!. :&&R последние в супе дают пуль� 

Рлс. 62. то цирку.vщил .. вдОJiь :&оитура Еа.ждоrо попе-
речного сечепил имеет одно и то же sПа;чеиие 

при уо.повии одинакового ва.пр ав"-еви.н обхода; медовате.лиw, quхревой 
.мо.мw.т Г вихревой uити для паждоzо ее сечеиия имеет одио и то же 
81ta"teuue. Поэтому вихревые линии внутри .жидхости ве могут 1m иачи
:в:атьсл, ви кончаться; они - либо ва::ми.вутые кривые, либо ухода:т 
в бесхо:в:ечность. * Существует и третьа: воз::можиость: вихреваа: ливня 
может, не за.мыка.иоь и ие удаJiннсь в бесхонечпостъ, ваполнлть "всюду 
плотно" иев.оторый конечный участок поверхноот11 l) *. 

8ma mеоре.ма справедлива иезаВUСU.ИО от 2Uдродиuа.мuчесnой Unтep
npemaцuu вихрее'ЫХ лииий. 

Далее можно похавать, что :ио:мепт вихревой нити остается постоли
ны:и во времени. Длл этоrо иrжио nоJtавать, что цирху.uнция вдоJIЬ 
ва.мхнутой линии, движущейсл вместе с жидхость'Ю и, следо:ватеJIЬnо, 
состонщей :все :вре:иа: .. ив одних. и тех же частиц жидкости, не ив:ие
инетса: с течением :вре::мепи. 

1) Си. J. Spielrein, Lebrbuch d. Vectorrec'hnung, стр. 110, 2 и Н. Tcv.tм, 
Основы теории э.n:ектричества, т. I, ч. 2, стр. 53-56, ОНТИ, 1934. Прим. peu, 
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EoJrи: обоmа"ШИ ие.правлевm.tй эле:мевт дуrи та.Jtой жидпой лииии 
через ar, то субста.ициа.лъвое ив:мевевnе цирв:уляции будет: 

d J: А: dv ! /Ar Тt � v · or = � Тt · or + � v · т· (76) 

Во :втором елагаемои ив:иевепи.е порядка ди.фереJщиро:ва.виа fвыра
жа.ющее здесь ве что иное, ках применимость теоремы .о аамхиутости 
58 (74/) к четырехугоJtьвику, определя.е:ио:иу двуиа соседви:ми :во вре
:м:еви подожевиа::ик элемента .1ШИВИ 8r] дает: 

с.педовательио, 

!!i!: = a ar .:..__ av · .  dt � dt ' 

ПоСJiедвий ввтеграJХ равен в.уJiю, тах как сRорость есть одиоаиа'Шал 
функция ТОЧRИ. 

Чтобы по:казать, что и первое слаrае:иое :в (76) равно вyJIIO, ире
образуем его с помощью теоремы СтоRса: 

� av • бr = J rot �: • do. 

Эй.nерово урав:в:е:в.ие ,ц:в:иже:в:и.я: жид:кос'lИ под .цейст:вие:и Rовсер:ва.
тивm.tх Бвеm:в.их сил имеет :вид: 

· dv n l n  Тt = - v V-p- v P· 

Правая часть его при посто.я:и:в:о сохра.иае:ио:и nреJцrоJiожении, что 
uотиость р есть фув:кци.я: д\mдеивв: р, есть градиент и, следо:ва,теJIЫ[О, 
cor.nacвo 81 (JX), · dv 

rot Тt = О. 

Отсюда. сJJедует, что и первое магаемое равно :в:yJJIO, а потому 
циркуляции f vгr :в.цоn жидв.ой дппии от вре:иеви ве зависит. 

ИтаR, .мо.меит виа;ревой иити qm вре.меии ue sависит. Виа;ри 
в идеальпой жидпости ue .моzут ии воаиипиуть, tt.и исчеsиуть. 

Друrим: с11ойство:и :вихревого д:вижевв.в:, OR :мы сейчас пов.а.жем, а:в.u..я:· 
етса: то, qoro вихревая вить состоит :все вреШI из одивх и тех же частиц. 

Циркуuция во&руr ме:иеита nоверхности вихревой трубки ра:Виа. 
вyJJIO. Она. остается .все время рuвой :в:yJIIO, еми будем ра.сс:иатрива.ть 
ковтур этого ме:иеита поверхности :в.&& жи01>ую JJИВИю. СJlедо:ва.те.л.ьво, 
э.ле:иевт поверхности остается 11се вре:мв: элемеито:м по:верхиости :вихре
:!!ОЙ трубп; :вихревая: труб&& состоит все :вре:ия из од:вих и тех же 
жид�и:х: частиц. 

Тав кав ви.хреван линии :иожет быть рассматривае:иа. в.ав. одв.а. 
из .uипий пересечения двJХ :вихревых трубок, то и каждая вихревая 
лиtt.ия состоит все вре.мя и.а одииа; и теа; же частtщ• 
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§ 6. TeopeJIЬI теории потепциuа 
103. Фориул:ы rрииL В иитеrра.ш.в:ой теоре:ке Гаусса (31): 

f \J •  vat = f v • ilo, 
ПOJloЖJDI: 

V =  и\] V, 

1'де и и V - два. сR8.1арных пом. CorJiacвo 80 (IП), о по:кощью (Vll) 
и:кее:к: 

\J •  v = \J · (U\J V) = (\l и) • \] V + и/:::. V. 
Теоре:иа. Гаусса тогда. дает: 

f(\J и) • \] Vd:r: + 1 и /:::. Vil't =  1 и\] V·ilo = j и �: do. (77) 

Перест��.В.J.Ша в &rои рм�евстве и и V и вычв:та.а ПОJ11Чающееоа 
'.1'1\&ИИ обраsои равенства из (77), ваходии: 

J<и 1:::. V- v f:::. U) il-c = J (и 0:: - v :) ао. (78а) 

Пonra.a в равенстве (77) V = и, ПО.JIУ'!ИИ: 

j 1 \l  Uj9 a-c + j и !:::. Uilt = j ri 0::. do. (78Ь) 

Равенства. (78а), (78Ь) ВIШЫ'ВI!JОТСЛ: фор:муJiа.ми Грвв:а.. Ru и инте· 
rра.ш.ва.а теоре:ма. Гаусс&, ови и:кеют :м:есто в предпоJiожевии, Ч!l'О 
1t0р.нам иапраелеиа иаружу. ФувщиИ и и V дouau.t быть одно• 
вва.uы�и и, в:месте с их перв:Ы:мв проивводв:ы:м:и, вепрерыввы:м:и. 

Фор:муJIЫ Грива. (78а.) в (78Ь) оста.ютсв: свр.а.ведли:вЫJIИ и lf.JUt 
об.uа.отей, простирающихсл: в бес11.онеuооть, еоп фушщии U и V исче-
вают в бесао:вечиооти r.а.к ве.пичивы первого порядка., а. а первые 
проиввоДВЬ�е - lt8Jt ве.mчив:ы: второго порядка.. Дан уточиввин в:roro 
8&Ие'!&Виа раооиотрв:к сва:ча.uа в:кеото об.uмти, простира.ющейся в бес
иоиеuооть, об.иа.сть, оrраиичениу:ю сваружи повер:mоотью шара. стоJIЬ 
�о.11ьшоrо радиуса. R, что :все х-руrв.е поrравИчвые по:вер:mости, еоп 
ов:и и:кеются, .пежат внутри него. Тогда .ивтеrра.u в правой часtи 
равенств (78а.) и {78Ь) ра.спростравяетоа и па вту шаровую ПОJ!ерх· 
воеть; еми введеи ооотвеrотвующий uемеиу поверхности do те.песиый 
це:uтра.JIЬИЫЙ угм ila, т. е. положим do = Юdа и представки себе, что 
ра.,циуо R веогравичевво ВОЗ}>&Стает, то ва.йде:к, что ивтегрuы по 
поверхности шара. стремв:rоа: & иyJIIO, ес.пи V и � убыва.ют о уве.nи· 

'!евие:к R о та.кой же окорqоо;:ью, кalt � и �2 аоответствевво. 

104:. Теорема об о,ц;воsиачвоети. В ка.честве первоrо прииев:еииа 
фор:ку.1 Грnа. доRа.жем о11едующую теоре:му. 

Вехтор v о,цвоанач:в:о опреде.пится в �mteчuoй о.цвоовнавой области Т, 
ecu в ка.zдой точхе виутри &rой об.аа.сти иввествы div v = р в 
rot v = w и еО.IШ в &а.:��Цой точхе rра.mщы 8 об.Jlа.оти иввества. · вор· ' 
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ха.JD>Иая соств;впюща.я v� ве:&торв. v'; [3пв.чения па rрuич:пой помрх
пости S :мы будеи отм:еча.тq шв.nои (') {рис. 53).] 

Для дока.sа.те.п.ства. втой теореиы доnустп, что оуществу.ют два. 
pa.sJlИ'IШIX вектора v1 и v11, удовлетворяющих :аоеи укава.:нпыи выше 
уо.в.овил:и. Тогда равность их 

U = V1 - v11 

должиа у.JJ;опетворлть следующим трех равепства.х: 

div n == О (а), rot n = О (Ъ), n� = О (о). 

Мы сейчас по&&Жем, что толыtо вектор n == О удовлетворяет этим 
тре:м: равенствам. Ив (Ъ), согласно 93, следует, что u есть градиент: 

n = grad H= \1  Н. 
Тогда., согласно (а), пе�:м:: 

div grad Н== /:... Н =  О 
И, COГJIS.CHO (С), 

д Н n • \1 Н = --;;;- = 0. 

Если sаиени:м: U :в форхуле Грина (78Ъ) 
через Н и прв::м:еи :во вв:ииаnе д.ва. послед· 
них равенства, то :в девой части (78Ъ) оств.
вется толъко первое CJI&raeмoe: 

J 1 'V н 12 d.t == о. 

\1 

v .• 

PЛI.I· 53. 

Отоюда следует, что \1 Н равен нулю во всей области Т, так &м: 
ДJ1Я и.а.ждого отпчиоrо от пуля виаченил: \J' Н интеrрu бш бы бoJIЬme 
нуля. Тем самы:м: )I:O:&allaвo равен:ство вехтора u ну.11ю и тождествен
ность :векторов v1 и v2• С.11едоватеJIЬНо, в области Т если и существует, 
то :во воам:м: CJIYЧ&.e толъJtо ofJиu вехтор v, .цв:верrе:ацин 1t ротаЦИJI 
хотороrо :в каждой точке об.пасти nринима.ют вада.нные виачеиюr н 
который . удопетворает ва.цаипоиу rра.нич:поиу условию. 

ДJ1а области, �ростирающейся fJ бес-кО'Н.е'Ч'Н.ость, ,цохаватеJIЬотво 

остается сnраведливы:и, если Н исч:евает в бесв.опечв:ости, в.а�t ..!. , f' 
r.це r - иодуль радиуса-вектора точки:, у.ца.мющейсв: :в бесконечность. 
В этом: предположении теореиа Грина применииа к бесков:еч:пы:м; обJ1а.-
ста:и. Но тогда. :вектор u == \1 Н должен стремиться в B}JIIO, :в.ак ;з ; 
одного умовия (с) :в втои мучае недостаточно. Если предпо.пожии, 

что са:и вехтор v иочевает . Jl бесковечиооти, хах � , то то же са:иое 
будет И:М:еТЬ место Н ОТНОСИТ6J1ЪИО 11 И ДOR8.88.TeJIЬCDO ОДВ:О3И8.ЧИОСТИ 
ве�tтора v оста.йетса правиJIЬЛы:м:. 

100. Лаnла.со:во nоле. В CJIYЧa.e, когда вектор v в tooueчuO'й обла
сти Т НВJiнетс.а: одв:овре:м:енио с:вобо.цвыи от нсточ.mutов и беввнхревыи, 
1.огда, с.11едовате.пьно, в обла.стн Т имеют :иесто равенства: 

div V = O, (а) 
� V = �  @ 
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вектор v есть rра..циеnт cJta.пяpnoro пои: 

v = grad и== \,7fи 
и екаларвал фунJtция и удовлетворяет уРавнению Лапласа: 

t-д и= о. 
Такое скалярное поле и называется лапласов'Ы.м полем. 
Определение лапласона полн по тапи.м заданили о поведев:ии 

фув:и.ции. и на граШiце, которые делают задачу однозначной, приводит 
Jt праев'ы.м аадача.м теории поmе1-tциала. 

Рис. 54. 

Первой краево.ё: задачей называетсн задача 
определить лапласово поле и, коrда. на rранице 
области 1' заданы значения и' самой ф}'1IRЦИИ и; 
второй краевой задачей называется sа�ача 
определить лапласово поле, fiozдa па zранлще оо-

д U' 
ласти 1' заданы значения (iii• 

Одн,оапачпость второй краевой задачи для 
веь.тора v = \1 и, а не длл самой фуmщии и, 
вытекает ив общей теоремы об однозначности. 

Докаваrельство одноSJiачвостn первой краевон задачи можно провести 
таки\!: же путем 1), 

1\оrда область 1' переходит во все простирающееся в беспохечность 
пространство R и относительно функщш U предполагаетсн, что она 

1 
11счевает в бecitonewocтн, ка:& ·· , то r 

U = O 

будет единствеиным решением уравнепил Лапласа. 
106. С.11едстви.а: ив формул Грива. Ив фор:мулъi Грива: 

f (И 6, V- V ,6. и) d�= f (и �� - V ��) do, (79) 

вытекают важные следствин, если заменить U через _!_ ,  rде ,. - рас· r 
стояние переиенвой точки поля Q от постолвпой. точхи Р- полюса. 
При это:м: nа;и;о различать два случа.л, в аависи.мости от тоzо, при
хадлежит ли полюс Р n области ихте�рировахия Т или пет. 

Более прост·ы.м является второй мучай: точка Р есть виешпяя 
точка по отдоmению к облQ-сти Т (рис. 64); тоrда. ,. для всех точек Q . 

1 
области Т отлично от ву.пн, и, следовате.пьво, 1:1 7 = О; соrласно (79), 

бу;w.е:м: :и.:м:еть: д .!._ 
0 = -f; f:. Vdt + J( ; �: - V д: ) do. 

Здесь буквой S обозначен& rравица об.пасти 1. 

(80) 

1) :Методы решения :краевых вадач та:к же, :ка:к и вопрос о существовании 
pemeвпJt, принадлежат теории потенциала и вдесь рассматриваться не будут. * И8Jiожение этих вопросов с:м. в хн иге А. Вебстера и Г. Cere .Диферев
циалъвые уравнения в частных проивводиых :математической фивихи•, ч. II, 
гл. V, ГТ'ГИ, '!934. Математически строгое ивложение дано в хниге Э. Гурса 
.Курс мате:м:атичес.в:ого авалава •, т. lll, гл. XXVIII, ГТТИ, 1933 *·  
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БоJIЬmую ва.жиооТЬ" представляет первый случай: Р есть nnyтpemшs 
'ТОПа обJiwти Т (рис. 55); тоrда, ecJiи точ:n. Q совпадает с Р, r р авно 

Hf.1IIO и 1.::::. ..!. ста.в.овитм неопредмеiiНЫМ. Чтобы 
r 

вое же иметь возможность приме.пить теорему 
Гр.пиа. (79), требующую одиовва.чиости и веnре
рыввости фунхций U и V, вырежем из области Т 
иебо.nыпой шар радиуса а oxo.no точхи Р, R&R 
центра. Для оставшейся области Т' формула 
Грина имеет :место, nричем и:нтеграл по поверх
иооти надо расnространить вак па первов:ачиъ
в:ую границу S области Т, так и па поверхность 
шара К. На. посдедне.й внешняя нормаль обла· 
ств Т' папрамена R точке Р. С.nедовате.nъво, 

�[ (; 1.::::. v- v 1.::::. ; ) au = Рпо. 55. 
т 

1 
=/ ( ; �;· - V дrн: )  do - f (� �;· + V � ) do. (�1) 

к 

"* �: означает здесь nроивводпу.ю в направлении внеnшей в:ор

:М!IJIИ ша.ра *. 
Заnишем элемент поверхности ша.ра в вцце: 

do = a2da, 

где da - соотnетству.ющnй цев:траJIЬИЫй телесный }"1'0.11. Тоrда иитеrры 
по поверхности К шара будет: 

f ( 1 дV 1 ) 1 дV 1 к а Та+ V (i2 do = a  да dв + Vdв. 

Если заставим радиус а шара стре:митъс.я: к нуJiю, то первое сла
гаемое правой чwти. обратиТС.fi в нуJIЬ, а второе будет иметь пpe
;n:eJto:м. 41t V Р, где V Р -зпачепе фушщпи V :в точхе Р (если:, сверх 

тоrо. фупкция V в облаоТи Т удометnорв:ет уравпен:и.ю JlaПJia.oa, то J V ds 

в: е зависит от радиуса шара.;, равенство J V de = 41t V Р на.выва.етоя тог до. 

теоре.ной о средпе.н арuф.нети"ес10о.н). 
Интеrри по объему :в .певой части равенства (81) овод:итса: 

к j.!. 1.::::. Vd-t, ·так ка:& 1.::::. .!. во воех точках области Т' равев: в:ул.ю, 
r r 

:В::огда. радиус шара. отрептск к нy.1IIO, область Т' отрепТС.fi & перво--
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ва.ча..иьиой об.па.сжи Т· м&. R преде.иу, ·вmtorдa. ero ве доотпм, точ&а. Р 
воеrда. оста.еrоа: иоuючеввой; пес:м:отрл: па. Э!О, ' 

lim .;l. 6  Vdт = jl. 6  Vdт. 
(1-f>/J ,. 1 1'  i 

Чтобы. по&аг&ть вто, ,JWRa.zeи, что J � 6 V dт, ра.епростраие� 
по объеиу исuюче:в:иоrо ma.pa., ииеет предмои пуn, eCJiи р�ус вто 
ma.pa. стре11втсл: :& ву.аю. Введя flростравстве:в:иые по.иярвые JЮОр,цива.ты. 
бт.це11 и11ет:ь: J � 6 Vdt:, = J ; 6 Vrg dr dг ·= J 6 Vrdrda, 

а втот вптеrра.u при ROвetm:o11 6 J' сходитоя r. ву.аю, eOJIИ ра.диуо.l 
шара. а стре11И'!'ся к ву.а.ю. 

Тоr.ца. иа (81) ииее11: 

41t Vp =  -[ � 6 Va-r· + f(� дV 

Если nрвиепви вту фор.иу.а:у (82) :ко всеиу бесJWпеmоиу простр3"" 
етву R и пре,цnо.uожии, что фуmщив: V · исчезает в беов.оне1J:П 
:кu ; , то вптеrра..п. по -уходящей в беохопе1J:Пост:ь rра.пичпой поверх · 
воств 8 обращается :в вуn. Тоr.ца. дш'1 ха.:ащой точ&в Р проотраиства. 
буде:м: :вхет:ь: 

4:1t Vp =  -j � 6 Vdт. (828.) 

Ив втоrо ра.вевотва. )(Ь1 выведеи в .ц8J1blleilmeи медотвив дш'1 щ1 
чав, JIOr,цa фуuцвв: V вот:ь вьютопов потевцВ1ЫI ПRоrо..пбо ра.спре.l 
де.ае:в:ил: иа.оо. . 

107. ГраввтiЩИопmd noтeпЦJI&JI. Отвосл: uадой точке простраи� 
отва. ту потепuа.nвую эперrию, :котору:ю иveJia. бы. в втой точке иа.ссаt 
ра.вна.а едИПИце, под действиеи прит.ижевив: по в:ыотонову аа.кову тя� 
�вва pa.cпpeдeJiemrыx �ta.�tвx-uбo обравои иа.оо, :м:ы ПOJtf'ППI мтен� 
циальное поле этвх иа.оо - :их "zравитационное ,.оле" . О.цновре11еии�·

· е втп с:кuнрвыи поле:м: иы будем ра.ооиатри:ва.т:ь noJ!e соответствую 
щеrо rра..циев.та. Ta.It и.а.х В:Ь.Ю'l'ОВова. си..uа. притяжевu, пр.иложе:в:и · 

• & кассе, ра.ввой единице, .cor.uacвo (5 1), ра.вво. па..цешuо потевциu . 
то по.ие втой силы: в основном, т. е. :ВШIО'l'Ь до ва.пра.в.nе1ПШ, тожд 
етвевво с по11еи rра..цие:в.та.. 

ИССJ�е,цуе:м: ова.ча.uа. поJ!е одн.ой .натериальноа m�"u Q .нассы ml 
В точхе ПОJIЯ Р, в RОтору.ю 6 )[Ь1Сдевно по:м:еща.е11 :м:а.ооу, Р&ВВ'РI 
е.ци.вице, приноzев.а oua 

т 
F = - f fi" e. (881 

Здесь ,. обоан:ча.ет расотоJШВе QP, r - :вектор, идущий от точхи. 1 
к точке Р, в = - - едшшЧВЬ1й ]lехтор, вие:ющий это ва.пра.в.uевв 'f 
f - ковотанту закона таrотевив: (рис. 66). 
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Вычис.nим: теnерь nотенцим св.цы F. Согласно (27), :имееи: 

� _!_ = - �  р r r2 ' 
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nоэтому выражение )I;ЛJI силы F :можно, сог.пасно (83), представить 
:в вв.це: 

1 F =fm \j --;· 

Вектор F, такп образом, действите.пьно 
принимает форму падеВИJI nотепциа.па: 

F = -\j V, 

ес.пи положить 

V= - f �· ·  r '  
(84) Рис. 56. 

V ес!I.'Ь иьютоиов потеициал :массы. т, сосредоточевно.й в точке Р. 
Потенциал непрерывно распределенных масс равен 

V = - f  j а; ' 
где и:в:теrрировапие ра.сnространнется па область, запол:в:е:в:вую :массами: 
и, как мы. будем nредполагать, не простирающуюс.я в бесконечность. 
dm есть :масса, находнщанм в эJiеvенте объема dт:. EcJiи обовначик 
nлотность распределенИJI :и асс через р, то dm = pd't. Тогда 

V = - f j р�-с • (84а) 

Дшr иьютоиовой силъ& притяжеиия получаем: 

(85) 

Та.ки:м образом силовое поле :вычвQ.llено. 
Часто, оnуская и:в:ожвт�ь - {, ивучают фующв.:ю 

V= f р:-с (86) 

и и:ие:в:по ее паэы:ва:ют nьютоиов'Ы.fl потеициалом. Ньют·о:в:о:в потеюJ,Иа.JI 
ка.к nбо распреде.пе11вы.х масс, плотвость :которых _везде конечна • 
.яВJJяетсл во всем просrч>анетве одвозвачпы.и, ко:в:ечвы.:м в. виесте с ero 

первы:ми производ:в:ыии непрерыщ;ы:м:. На .цока.затеJIЬС'IВе этого поло
жев11я :мы здесь ОС'Iа:в:авnва.тъсл не будем. Во всех точ.щх, лежаПJ,Их 
вnе :масс, т. е. во всех �очках, в хо�орых плотность р = О, оп удовле
творяет уравиеиию Лапласа: 

Д V= O. 
Действительно, .цлп: й.акой-.nибо RЗ таких точек 

ДV= дJ Р:'С = j р Д � dt 
равен нулю, так как сажа тоЧitа r = О  :в:е принадлежит области инте-
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rриро:sа.в:иа: и, медователъио, соr.11асно (25), 6 -; во всей области вв-
оrеrрировав:ил, т. е. в области, ваполпев:в:ой м:ассам:и, обращавтел в пуль. 

1f Rоэфициеп р можно в:ьшести ва вна:s . 6. = 'j,"J• ибо р остает!)а: 

веив:иеRНЬDI при изvев:ев:ии положеRил ТО'ШИ Р * .  
Длл точек, лежащих внутри и асс, т. е . ·  таких, � которых р ::f О, 

ура.вв:евие Jiа.пласа. ве :и.иеет :места; .цлл вих ов:о ва:иевлется ура.вве
виеи Пуассона. 

108. 'Уравиеиие Пуа.tеоиа.. При вычио.пеиии 6 V для точе:s, лежа
щих виутри :масс, будем: исходить ив равеиства (82а): ()s 4�Vp = -f * 6. Vd�, 

т" где V пусть будет nютоиов потевциа.в: :масс� рас-
" пределев:в:ых в пространстве R: 

l V = f 1... a-.. -- Рис:_ 57. 
• r в 

Прове.в;е::11 вокруг точки Р произвольную ва.иквутую поверmость 8, 
разделающую nростра.нство R вn. две области - внутреннюю Т' и внеш
нюю Т' (рис. 57). Эта поверхность делит рассм:атривае:м:ые ваУи :массы 
иа .в;во части, потенциалы которых в '!'Очке Р обозначим: соответственво 
через v: и V". Д.пя потенциала внутреюrих :масс во венкои случае 
вмеех: 

41t v� = - .f � 6 V' d-r. 
1l 

Правую сторону хы можем: замевить nыражевиеи - J f 6. V' dt, 
Т' 

так как 6. V' в области Т" равен пулю; ов:а;иожет быть т.акже· ваие-
иева через -;..!.. 6. Vdt, тu как 6. V" в области Т' ра;веВ·· вyJUO;. • r , 
с.педов�елъио, 

4�V� = - f * 6 Vdt. 
т• 

Но 
V� =J � d-., 

ха& потев:циал ввутрен:иих масс; поэтому 1 6 v-:-41tp dt = о 

.цл.а: ка:аt,�;ой области Т', содержащей в осталыо:.r проиввольн:ую тo'IRy 1 .  
Отоюда следует, что подвпеrр8J1Ъна11 функция, должна быть тожде

ствепво равна ву.аю, и, сле.цователыо, 
6 v = -. 41tp. (87) 

Это ураввев:ие называется ура�е"uе.н П�ассоtШ. 
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В точках, в :которых р с:::: О, уравв:еmtе Пуе.ооов:а само со6<>й пере
ходит в ура.вв:ев:ие Ла.пяа.са. 

Обратв:о, ео.n:и даио уравнение Пуассона 

6. v = -47tp, (87а.) 
то ов:о ихеет решение: 

V= J Р:� 
R 

(87Ь) 

Это решеиве имеет форму вьютопова. потеиnиа..иа. и, о.n:едоnательио, 
aВJI.IIeтca во эсем nростра,в:сТ!!е R и.овеч.вьm и од:воова.чиым, вместе оо 

вопи nервыми производв:ьrми, вепреры.в:ны:м и исчевает в беси.овеч-

вости, R&.R ;. • По теореме об одвозвачиости оно nредстав.плет е.ЦВВ· 

ствеJШое решевие ураивщшл Пуассоиа., оl'i.nа..ца.ющее этими свойствами. 
В самом дме, ес.nи бы существовu :второй JШ.теграл V' с теми же 
свойствами, то те же свойства им м а. бы и раввость V- V'; во тогда. 
она во всем пространстве 4дометворнла. бы уравнению · Лап.па.оа. 
Ооrласио IОб, разиость V- V должна была бы во всем пространстве 
ра.:вилтъсн вуm. 

§ 7. Вычисление векториого nоп по ero nолю 
источнИRов и его вихревому полю 

100. Предварительное вам:ечаиие: це.11ь иееледовавии. Согласно 
теореме об о;ц:в:оsначиости (104:), ве:в.торвое поле :в ооновном опредеиетсл 
заданием его источввио:в в вихрей. Если векторное поле проотирается 
в беоJWвечиооть, то определение ЯВJiнется о;ц:в:озпачиым, если отвосп
-rеJIЪВо по:ведев:в.я: :вехтора. noJI.в: в бесховечиоотв оделitть предпОJiоже-

в:ие, что ов стремитол в. пулю, ха:к ,.; . Если же векторвое поле оrра.

в:ичево о;ц:в:ой или весхольюrми sамхвутыми поверmоотЛ11и, то � 
одиовва.чиости необходимы еще дышые о по:ведевии :веRторэ. ns. rраnице. 

Цель этого пара.rра.фа- изложение методов Вli!ЧИСJiев:ин вех'l,'ора. 
по заданным источшпtам и вихрям поля. 

110. Поле петочвИiюв, проетира.ющеееJI в бескопечвость. Начв:ем 
с вычполевил вехториого по.лн, и.оторое :во :всем: бесаовечnои про
отрапстве R являвтел беввихревым и дивергеПJJ,Ия: которого е в&.J;а.иа. 
в r.а.ж;в:ой точке no.n:я; ;в:опустим еще, что е вевде конечно и что в бес
:в.ов:ечвоотв: истоtmихов пет. Ооrласио теореме об о;а;нозиачиоств, ве&тор 
пмн v одиоsв:ачв:о опре.цеиетоя ураввеmиrии: 

div v = e, 
•ot v = O. 

Вевв:ихре'l!ой вехтор всегда. JП!JJsreтcн 
хоже:и поJJожитъ: 

Y = grad U, 

Тогда. уравнение (а) переходит в 

(«) 
СЮ 

градпевтом (98), так что мы 

div grad U- ь,. U = е. 
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Это уравиеиие пнт вв.ц ура.вв.евиа: Пуаооов.а. О.1е.цовате.1ЪJ1о, co

r.racв.o (87а), (87Ь), 

и= -1-:. v = - grad 1 ';; . {88) 

Фукщиа: и о.ц:иовиа;11в.а и в.епрерывв:а, ты u.:s с.в пре.цста:в.пв:м 
ообо1 1JЬJ()fOJIOB nотеtщвu. По�иу и ве:иор v о.ц:иоз:иа ч:ев:, в:епреры-
вев и :в бесков:еч:в:ооти исчезает, JtU � • 

По теоре:м:е об о.цв:о811ач:в:оотв :вектор v ЯВШiетол, c.Jie,J.oвa.тeJlbllo, 
1kmO� ввпторо.н мля. 

Вектор поп иво.пировЗJШоrо точечв:оrо всто'IJИИка ков.еч:в:ой проиs
:водитеJrЬвооти Е равеи Е 

v == -grad 411:r • (89) 
Это JIOJie и•еет пoтeJЩJiu 

Е Uz::::=: - -. 4:v (89а.) 

111. :Вихревое nue, nроетв:рающеем: в беевоие'l:&остъ. Bbl1JJio
.IИJ[ теперь векторвое по.пе, коrорое во вси� беtтопе'fно.н .-.poompmu:mse R 
сеободио от tiOm<Nn•�oв и ротацшt котороrо w аа.ца.ва. в nа,цой топе 
п0.11а:. Допуспм, '1Т0 вектор w в беоков:е'IJiости ра.Dеи иув. Вектор 
п0.11я т ;�;oJIZeи у.цо:в.петворать ура.ввеиия:м:: 

divv = O, 

rot v = w. 
(11) 
(�) 

Не �е.цует упуо:ке.ть D вида, что :.вeJt'l'Op w в.е 110аtет б:ыть задав 
по произ:во.пу; ооr.аа.св:о 81 (Х), ов .цо.rжеи у.цов.петворпь уо.повию: 

Поnробуем по.D.ОSИ!l'Ь 
�W = �  00 
v = rot W. (90) 

Ура.вв:ев:ие � тоr)(.а. у.цов.петвораетс.а тож.цеотвев:во. Ео.пи б»: 'f.да.1IООЪ 

оnре.це.пить :веsтор W та.и., чтобы у.в;ов.петвори.пось и второе ура.вв:еиие, 
то по теореме об о.циогиа.сm:ооти е.цив:отвеив:ое решевие sа..ца'lи бы.по бы 
в:а.Ьев.о. 'Ура.виеиие (�) дает дu опре.це.ttеиив: :вектора. W уоловие: 

rot rot W = w  
JID, соr.паопо (XI), 

grad div W - 6, W = w. {91) 

ECJIИ существует ХОТЬ О)(.В:И ве�тор W, J.ЦОВ.Петворающd ЭТОИf J�O· 
:вию, а. с.в:е.цов&т&JIЬПО, и уравпекаю (Ю. то существует и беоuс.в:е1Шое 
поzоотво веиоров, ему удов.петворяющи:х, та.и. su. вев.тор W урмше
ииех ( 90) оnредеuетоя .mmr. :вWIОТЬ до а.цдiiТJШв:ого rра..цв:еита., * т. е. 
eOJПI rot W = V, ТО И rot (W + gra.d f) = V * .  llOJ'J;01tf МОSВ:О ПО.IIьtТ&ТЬОS: 

в:а.J.tоашть в:а. вектор W еще о.цио уо.повие; пусть бу.цет: 
- 1:.1  W = w. {92) 

Отсюда., соr.па.сио (j), оле;цует: 
6. div W = O. 
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Та:в: :в:а.:& это ура.ввевие .цо.uшо быть у.цовяетвореио во :вое:м: про
отраистве, то div W во JЮеи пространстве поотоsпm:а. и притои ра.вва 
пуm, еСАИ ве1tтор W :в бесr.овечности иоч:ез&еТ. 

Условие (92), Tamnt образом, :не противоречит rсло:вию (91). Реше
иве ва.цачи сво,'I\ИТСЯ 1!'. ивтеrриро:вавию уравневил (92). 

Это уравнение по форие оовпа..ца.ет о ура.:виеииеи Пуа.осоиа. и, пере
пиоавиое в r.оор.цииатах, переходит в три уравиевиа: Пуассона. д;��я ока
щвш фуmщий. Ве1tтор, у.цометворнющий уравнению Пуа.осоиа, :назы
вается ветпор-потехциало.и. Еоли r.оордииа.ты :вектора. w у.цоВJiетво
рЮDТ -yмo»'llml, требуе:мыи .цu иитеrриро:вав:ия ура.:виеви.а Пуассона, 
Т(} :pтerpaJI уравиеви.а: Пуассона (92) будет: 

W =  J wd-c . 
(93) 

411:'1' 1 
отсюда, cor.nacвo (90)1 вехтор 

v = rotj wd-c (94) 411:'1' 
• есть tю"о.иый eenmop �оля. 

112. Вьачимевие no.JШ, проетирающеrоса: :в беевоиечиоеть, по 
ero и.,то•вива• и вихрв:11. Выч:ио.пии тепер:ь ве:кторв:ое пояе v, :кото
рое ва.потиет все простра.иство, если .циверrеицил: в и рота.циs: w 
атоrо пои sа;в;авы в 1!'.а.адой топе Q; .цопустии, сяе.цо:ватеJJЬв:о, что 

div v == e шrи \}•v = е, · (а) Q 
rot v == w  или y x v = w, (�) 

приqех :вектор w доuев: у;в;овлетвора:ть условию 
div w = O. 

Разл�п ·:вектор v па безвихревой 1!'.0ипов:еит v1 и 1!'.0иповеит т2, 
о:вобо;в;выl от истоЧI�:ВМ:в, т. е. иа.й;в;еи ве:к.:rоры v1 и vll> у.цометво
р.а:ющие умовИт�: { div v1 == в; {div v11 = О; 

rot v1 = 0; rot v2 = w. 

Тоrда, соrласпо (88) и: (94), будеи nм:ет:ь: 

d / ed't j, Wd't v1 = - gra -, - , v2 = rot -;;- . �r.'l' .r..,. 

(В) 

Jler:к.o, о�а:к.о, убе.цит:ьск, что :иs cooтвomemdt (Б), в ему л.ив:еiiвости 
операций div и rot, медует, что div (v1 + v..2) = е; rot (v1 + v2) = w; 
та:в:ви образок ис:коиый вехтор пола: :в точ::в:е 1:' пOJis: будет: 

или 

ad/ U't ! Wd't v = - gr - + rot -- ,  . �Т:'/' 4'1:1' (95) 

(95') 

Те.м са.иъмс в�'ШМIЖив �олл, ааnолня1ощ.е2о все прострапство, �о 
его tuJmo�нuna.м и еихрл.м в-ьтолнено. 
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113. Поле :коиеч:воrо вротя:жеивв:. 3ада.ииа дв:верrев:цив: е в: рота
ции w вехторвоrо пои v в oopa•н;u"ten.шiй области Т, пре,цмав.Jiяющей, 
ва.пр:пер, чаСТL проотра.нства., оrрав:иче:в:в:ую 88.'ПВ:f'.I!ОЙ п<>вер:шостъю S, 
ие�остаrочио для одно3Иа.чиоrо определено вехтора v. 3а.ца.ча. станет 
одвовпачиой лишъ тогда, mrдa. будет ss.да.н еще в:орм:алыrы:l mипо-
иепт V: :вектора v па rраиице S. 

Чтобы вычислить прежде. вееrо иеJtОЮрый вехтор v', который, пом 
еще ие удов.ает:nоряя условия:к из. грэ.вице, ииее'! за..ца.ииую дв:верrев
Ц11Ю и рота.цюо в об.в:асти Т, доота.точио ss..ца.тъ произвоJIЪИЪiи обра.· 
зои в проотра.в:стве Т', виешв:еи по отношению 11'. повер:mост:в: F, 
дивергенцию и ротацию и вычиС.!IиТЪ вектор· пом v' в прости· 
ра.ющемоа: в беохонечв:ость поле Т+ Т' по методу, в:можешю•у 
в 112. Этот вектор пола: v' в:е будет удовлетворять задав:в:ому YC.!IO· 
ВИ:Ю В:& rр�ИЦе, его В:Ор:ИЗ.JIЬВ:Ы:Й К0)[П0В:6В:Т V�, ВОООЩЗ ГОВОрЯ:, бр;ет 
от.nв:ч:ен от v"'. 

Чтобы удовлетворить и уС.!Iовию па r.ра;в:в:це, доота.тоqао прибавитъ 
к v' вектор v", который в области Т в::иеет равные нулю .цивергепцю� 
и рота.цкю и иориыьиы:it &о)(ПОИеВ't которого па rра.иице 8 равен 

Этот вектор v" в области Т предотавдRет rра;ц;и.ев.т лu.Wiacoвa nолл, 
:u: его определенп:е требует рещепил: вrорой краевой задачи те ории 
потенциала (ер. 106). 

114:. Поле одной вихревой нити. ECJJ:и вектор пол11 v во всеv 
бесmнечиом пространстве е.вободен от источнИЕов и его ротация 

rot v = w 

за.да.па в каждой rоч&е Q поля:, то ве&тор nоля: v, согла.ов:о (94), 
имеет вц: 1 wd-. v = rot 4:'1'Cr . (94) 

Ес.tи и:мее'.rм толъm одна. тоика.и вихревал трубка., то элем:епт 
объема ее равеи 

d• == do · ds, 

где do _. ориептирова.нное сечешt& трубкв: и ds - наuравле.IIНЫИ элекепт 
дуги ередней вихревой Аивии (рис. 58). Цирку лнцин 

Г =  rot�v ·do = w·doJ 

цеет в каждо:и сечепив одно и то же ав:а.чеиие. Это верно в:езав11сиu:о 
от того, буде:и Jlв: :иы rоJiи.овать вектор v ха.к скорость . течения: идеuъ
вой жидкоста JfJ1И пет. Вве;�,п в (94) do и ds, буде:и в::иеть: 

v = rot J w (do·ds) 
4тtr • 
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3ахечал, что :ве:v.тор:ы. w и ds о;цива.ко:во 

11:иесто этого выраае:в:ия ШIC&I.rъ: 
в:а:uр&'ВJlев:ы., 1fЫ иожеи 

tf ds (do-w) v = ro 4:1tr , 
ИJIИ, ВВОДЯ ЦИpRJJIJЩJIJO Г, г ·  � ds v = - rot - .  

4:n r (96) 

Та:к ка:к. в. это равенство сечевие вихревой трубки уже ne вхо,11.11т, 
то вЕ��tтор v :м:ожв:о раас:м:мривать так же, :кa:rt вектор поля одной fiЗO· 
лирова-н1кой вихревой линии мвечnоrо вапрвжев:ия. 

Соrласво пвложеиnо:иу в 111, вихревые л:ввпи до.:п:жвы быть ва:к:кв:у· 
тъnrвi о,цnахо с по:мо:щью rпотребптельноrо в теорвв: потенциuа пре
.�;е.uьиоrо перехо;ца иожво по:каsать, что ура:в· 
пение (96) ииеет иесто и ;щJia: nрпо.иипейной, 
уходящей :в обе стороны в бесконечность вихре
вой ввти в дает веitторвое поле хоиечвой :ве.л:и
чивы. 

При да.:пьвейmих преобраsоваНШiх уравие
ив. л (96) :иы: :много�атв:о :встретиисл с прв:ие· 
вевве:м оператора V х r или х фувкции от r. 
При вто:и .циферев:цирова:и:в:я должны прово- (J 
,�,итьсл ча.стью по хоорди:иатаи тоЧRи Q вихре-
вой лнliИи, частью no хоордиватаи точки Р 
noJI.tr. Повто:му :иеоб:ходиио отмечать тоЧ11.у, по 
хоординатаи которой nроизводитон диференци-
ро:вавве. При этом в:е оледует вабывать, что Рис. 58. 
переход от .цифереициро:вав:ил по тоЧRе Q и 
дферевциро:вавию по тоЧitе Р, ИJIИ обратный, :в.11ечет ва собою пере
иену знака. первой проmmодвой, corJiacвo 82 (28). 

Согласно (96), :и:мее:и: 

v = Г V Х � �s = :: � 'j + Х ds. (97) 
Выполнение диферев:циро:вав:ия дает, corJJ.мв:o (27), 

v = � � ds Х :2 • (98) 

3десъ е - е;ц:ииичвый вектор, и:иеющи.й в:а.nра;вJiевие :вектора r. 
Rаждый элемент ds :вихревой Аинии вносит :в вектор v свою .цо.пю, 

равную 1' 6 -4 ds Х -;; . 1t 1'• 

Ео.nи обозначим едив::ичвый :ве1tтор, и:иеющий :направхение :вектор· 
воrо nроизведе:иил ds Х е, через t :и yrox :м:ежду ds и r через а., то 
это :выражеJt.ие :можно предста:в:ить в виде (рис. 59): 

г d8 • t � '"f2 Sln а. j 
.а:о форме оно одинахово с sanono.u Вио-Савара в э.ле��:тродиiн.а.ие�пе. 
М:ы: :видии. что этот закон ииеет rораздо большую общ:иооть. 
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Ов опре.�;е.пяет ве:кжор uo.u, sаподвлющеrо .вое проожра.в:сtво в ве 

п:еi)Щеrо q>oxe вихревой .uввии BИJUWtX особеввостеl:. 
Вырааевве (97) ;ци v хо.жво uреобра.оова.ть с uокощыо иптеrра.u.-

воl теореJШ: Отокоа.. · 

Рис. 59. 

Пре.�;ств.ввх себе, Ч'Ю ва вихревую 
.1llШИIO иата:вута веttотораа: uоверmость. 
Tor.�;��., ооrда.ово ( б6), пееи: 

f as x '/ � = f<ao X1JX'j�· 
Дифереицирова.вие · 'j uроиа:водитоа: 

относитеnво точ.е& Q пo:вepxJtOcu:, иа. 
воторую ра.спростра.в:.в:ето.в: ивтеrрирове.
ии:е. Прпевл.в: теорему о р��оUожеии::и .uой
вого ве:кторвоrо проиаве,�;еввл, подучак: 

� as x y ; = 

= f'j('\j � ·ао )-fao ('j·'j � ) ·  (99) 

После.Ц1ШЙ ВВ'fеrрад ра.вев иуm, та.& 
JtS.l\ 

1 1 1 '\/·'\/ - = -\}.'\:/. - = - .6.- = 0 
О .Р " p f. f' r 

;I,U. .амк.�;ой тоnи Р по.u:, ве прииа..цле-жа.щеlt поверmос'fи. Тоr,ца. 
� ds X }l  � = Yf 1 � ·do, 

И, CJ18ДOBM8JlЬB01 

v = - - '\7 \7-·do r J 1 
4тt .Р Q f' • 

(100) 

Вектор v ока.аLID&етсл: .rрадиевтом: 

1',11.6 

V = gra.d�, 

"' = - -!:..J '\/ .!. . do = _ ...!:_ J 0 ; а() (1 ооа.) т 4r. � r 4тt 01� 
[ер. 'io (11 )). 

Тапи.�е обрааол поле, ооусловмтиое одиоа fШ:t::ревой .линией, v.иeem 
nome1-tцuaл во воеж то"па:с, еи ив -при1-tадле:NСащих. :Можно б:ыJ1о бы 
.цуматъ, 11то в точ:в:ах nоверхвооти, :иатн.в:утой па. вихревую mnuпo, 
потеициа.а ие существует, так sак .6. � ие обращается в иу.11ь ДJ!f. 

точ.Jtи Q, nрпиа.длежащей зтой поверхиосu:. Однако .в.ег&о поиятъ, что 
В��ра.тевие do .6. � ве :вносит и.о:иеч:вой веJШч.иnъt во :второй иитеrрu 

в (99). Это проще воеrо :выо;юв.а.ет иэ тоrо, что ра.сс:м:мрвваема.л: 
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иовершость проивво.nьиа. и, с.nедоватеJJЬио, иоает быть ивмеиеиа. 
та.uм о.бра.вои, 'IТО этой точки Q содержать ие будет. 

115. Телесвый yro.JI. Поте'Н:циал вихревой ли-кии (lOOa.) в точке 
ПOJUI Р допускает геометрическую интерпретацию, а. именно, ои вплоть 
до постоя-кноао .М'Н.ооюителя равеп телесно.му уму, под которым 
вихревая линия ви.цив. ив точки Р (рис. 60). 

Обозначим через da телесвый уго.в, под которым э.вемеит поверх
ности do == ndo в точке Q видев ив точк� Р. ECJiи спроектируем 
этот элемент иовершости иа. плоскость, иориаnиую к вектору r 
в точке Q, то величина 
проехции, с одной стороны, 

r 
равна. do . r '  а. с другой, -
ео.nи использовать телесный 
угол, r2 de. Равенством 

r2 de = do·  r 
r 

Рис. 60. 

хы JСТава.:вливаех, что телес
вый угод :иы будех считать 
положительвыи в том случае, 
когда. положительвое вапра
:влевие в:ор:ма.ли в точке Q и 
вектор, ведущий и. точке Р, 
образуют- острый угол. 

Тогда, согласно (27), привв:мая во вви:мавие (28), 

г р 

будем иметь: 

и телесвый угол е, под которым вихревая .линия в:идва :ив точки Р, 
ра.вев 

I fд..!. s = do ·� ;  = д: do. {101) 

Когда циркуляция Г =  - 41t, то потенциал в :какой-либо точке 
поля, обусловленного вихревой линией, согласно ( lOOa), равен телес
иому углу, под хоторы:м линия видна ив этой точки; в общем же 
случае потенциал связав с телесных уrло:м равенством 

г � = - - г. ' 4n 
[(102) 

При движении точки, ив которой мы ваблюдаем вихревую линию, 
по замкнутой линии, проходящей св.вовь поверхность, ватявутую иа. 
эту :вихревую линию, и идущей вокруг вее, телесвый уrол изменяется 
на ± 41t (в зависимости от направления движения). Поэтому потеп
циал вихревой ли-кии 'ЦUnличеп, т. е. при ПОJIВОИ обходе точки вокруг 
вихревой линии по проиsвольво:му пути . ов ив:мевяетоя ва постояиную 
величину :± Г, смотря по направлению обхода. . 
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116. Двойные ветопики (двпоп). Ура.виевие (100&) имеет rцро.. 

»mаиич:есuй C)[blOJI, в.оrорый BЬIJIB.JLIIeтoa, ес.в:и ввести понатие
о �йно:м: :в:сточ:нив.е (.ципОJiе ). 

Источ:нив., произво)I;J!Тельиооть которого ра.вв:а. Е, и croJt та.Jtой а& 
мощиости обравуют пару w:moчu1moв. 

Ес.пи бу.це:м: веоrра.в:в:чев.в;о прв:б.1аа.ть ио'RОЧ:В:ИJt Jt сто.&у и одво
вреиевво увеJ�Ич:ива.ть прошmодв:тедьвость так, Ч'fобы прошmедеив:е 
про:ивводв:теJJ.ыrости па. ра.остопие :м:ежду ати:м:в: то'l&а.:ии при втом: 
предел.ъвом: переходе отрем:илось :& Jtoв:euo:м:y пределу т, то получ:им: 

t двойной источи'"" {ИJIИ ,ЦИПОJIЪ)j ЧВ:СJIО т 
вавывв.етса: .мо.Аееито.АС дипом. 

d. ll' Поде дипоJiа: и:м:еет потев:циа..п, кото.. � рый :м:ож.но выqис.:а:ить оледующим образом: 

/- r ,. р. (рис. 61). Простой ИСТО'IИИJt в топе Q 
Рио. 61 . проиsво.ците.в.ъв:ости Е вовбуада.ет пOJie 

с потеицимом 

Е 
- 4m' . 

EoJiи первместим веточ:ии:к ва. ds :в точ&у Q' и покеоти:и в TO'IJte Q 
та.и.ой же кощв:ости сток, то эта. пара. иоточ:в:иJtов будет иметь потеициu , Е '1 = - ds· 'j-;;;; · 

3а:иеви:м: теперь ds ч:ерев tds, rде t- едивичвыli вектор, ва.пра.· 
цеввьШ от croJta. 1. иотО'iВ:Иitf, н ,цоцустии, что произведение dsE 
при у�tава.нво:м: выше пре,целы:�ом переходе имеет преде.1 т. Тогда 
fi.Omeuцuм поля, воабуждепиого дипо.ае..и о :м:о:м:ев:тои т, будет: 

.у !  
q> = _ .!!!. t .v ·.! = _ .!!!_ _,. (Jos) 41t Q � r 4-r; дs • 

Предота.вл.а:.а: nотенцв.а.JI (lOOa.) поля, вызвв.в:вого одной вихревой: 
;швией, в виде: 

J д.!. q> = _ ..!_ Г -r- do 
411: дп ' (i04) 

:мы :вцци:м:, что вихревая .teuuuя. .может быть sa.tfeue:н.a еово�>уnпоотью 
диполей, иепре]Мвnо раопредме:н.пъ&х по любой поверхиости, патя· 
иутой на эту вихревую лииию, при'Iеи оси этих ,ци:поJiей ииеют 
ва.пра.влев:в:е по.1ожитедьвой вор:м:а..пи 1t поверхности, а их :мо.��:евт и:м:еет 
nостол:в:в:ую повер.хв:оотн:ую ПJiо.rн:ость Г, равную циркуJIВции. 

117. Вихревые мои. Оово�tупв:ость ди:поJiей, вепрерывв:о ра.спре8 
деJiев:в:ьu: по оihwсвя.:той поверхкости о иев.а:юще.ii:са: от тоnи 1t тоqк.е 
ПJJ.отностью моиевта �-"• оси Jto:rop,ыx имеют иа.пра.вдеиие положиrел:ь
иой в:орм:а..пи х поверхв:ооти, :воsбуж,ца.ет потев:циа.л 

J д .!.  
1 r 'j = - - p. - do. 4J; Otl {105) 
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Та.хую совои.упвость диполей :иожв.о гамепить ви:r:рев'Ьf.М, СJЮе.м, 

т. е. совои.упвоотью :в:ихре:в:ы.х .JШНИЙ., .uежа.:щи.х :иа. nовер:шоот:и. 
Чтобы: это ·nо&8.8М'Ь. :на.ппmек выражение д.uя nотеициuа. :о ви,це 1): 

!р = - J d� J дд: do. (105') 

Внутренний интегрu выч.имается по сегменту поверх.иооти до 
.saJOШyroй кривой, на которой n.nотиост:ь :ио:мента 11. и:кеет nостонивое 
внач:евие. Тогда выражение 

! д..!. - dtJ- _!_ do !1,1; дп 
:иожв:о рассиатривать как nотенцна.n вихревой .11ИJШИ с ци рху .uцией 
dГ = d!!-, совnадающей с rраиице:it сегмента. Те:и сахы:х ер оха.вывв.ется, 
оог.uасно (105), потеициuо• се•ейства вихревых JIИНИЙ, оовnа.,а:а.ющих 
на nоверхности с кривы•и 11. = conвt., цирв:уляЦШI которых равна рав
ности d11. ккачевий nара•етра 11. двух соседних кривых. 

Если вихревой с.nой обра.вует .мuо2освяmую nоверхность, напри:иер 
поверхность тора, то каждую отдельную вихревую линию можно З8.)(е
иитъ слое:и диnо.11ей, иатsшутым на эту вихревую .линию. О.циа:ко поверх
ность, натяиутаа: на вихревую линию, не иожет быть выбрана так, 
чтобы: она лежала на самом �оре; она обра.вуе!r сечение, превраща.ющее 
внутреивее (или внешнее) пространство тора в одRосвн:вную область. 

§ 8. НanpaмeiiiiЬie nроиsводиые высших nорндко:в: 

118. Pau:oжeRlle ПОJIЛ: в рад Тей.n:ора. Допусти:и, что ска.nлрное
:и.nи. веu.rорное nоле задано в точке Р, рад:и:ус-:веь.-тор Jtоторой r = ix+ 
+jy+kz, фунщией F (x, у, н). Значение nолл в точке Q, ROTQpa,ж 
лежит в пекоторой окресп:нос�и точки Р n Ради1'с-вектор �tоторой 

r + s = (t:r: + jy + kz) + (ik + jk + kl) 

хожв:о вычислить с nомощью ряда Тейлора: 

F(x+h,y+k,.г+l)=F(:r:, y,s) +(h :х + k  :11+ l � )  F+ 

:1 ( д д д )(3) 
+ ш ,. дх + k  ду + l ""дZ  F+ . . .  

1 ( ( д д )(tl) . .  · + ;;!  k дх + k  ду + lдl F+ . . . (106) 

!tаждый nопном, обра.вованный ив nровзводных о;п,ноrо и 'i'Oro Же' 
:о:орндu. n s  1 ,  получается nутем п�кратноrо nри•евевия •I!Аiярного 

1) MШ!1well, Elektrici\y and :Мagnetism, § 652. 
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оператора. h ::r: + k � + l � , хоторьtй :иожет быть пре.цо!!!&В.nев в виде 

сха�рвоrо проивве.цевия 
· 

' 
8•'\l= (ih+jk+kl)· (i � +J :у + k  ;,) . 

С поиощт.ю этоrо выражения ра.вложевие в ря.ц Тей.nора иожво 
JJ&писа.ть в векторвой фор:м:е: 

F(r+s)=F(r)+(s·'\7) F+ 2\ (s •'\7)9 F+ . . ·+ 1..1 (s•'\l)n F+ . . .  (107а) 
. " ' 

По.и:а.rа.я: 
s= st ,  

-r. е .  произведению :иоду.JIЯ s на е.цивИЧВЬIЙ вехтор t, будеи петь: 
F(r+вt)= Ji'(r)+ �� (t·'V>F+ 

+ ;� (t •'\7)2 F'+ . . .  + :� (t·'\7)" F+ · · ·  (107Ь) 

и.u, ес.nи ра.соиа.трива.ть 
д t·'\7 = д8 

хах оператор диферевцировавия по ваправ.nевию едивич:иоrо вев.тора t, 

s дF s2 д3F в" д"F F(r +st) = F(r) + :тr  д8+2Г д63 + • • •  + пг  дв" + · • • (107о) 

Ра.вл:ожевие (107Ь) :м:ожво еще преобраsова.ть, ео.пи ввести иного
кратвые скмкрвые произведения 1). Принимал во :вв:u:авве, что t есть 
постояввый вектор, будем иметь: 

(to '\7)2 = tto о '\72 = t2 • • '\72, 
(t o '\7)8 = t8, , ,  '\78, 
. . . . . . . . . . . . 

(to '\7)" == t" • • •  о .  '\7", 
-n раэ 

rде t" означает неопредмеввое проивведевие из n мвожитмей to 
Р8о8.11ожевие :в ряд Teй.Jiopa прив:u:ает теперь с.nедующий вид: 

s ва F (r + вt) = F(r) + 1Г t o  '\7 F + yt2, . '\72F+ 
+ � ts o .  o'\7B F+ , . .  +�t t" · · · • ·'\7" F+ . . .  (107d) 3. n .......__ (n) 

Ив этой форму.nьt видно, что совокупность ч.пево:в ра.вл:ожевия n-ro пов" 
рлдка. (n :;? 1) предотав.nяет собою, О ТОЧНОСТЬЮ ДО ИВОЖИТ6.ПЯ nt' прОИЗ• 

1) Си. конец 88. Дшr уяснения да.пьвейmеrо :м:атерва.па читате.пь доЛ
жен обобщить ваиечаиия, сде.павные та:м: отвосите.пьво триад, da тетрады, 
оеита.цн и т . .ц. Лрнм. ред. 
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ве.а;ев:ие ;цвух те:вsоров п-й вuев:тности; 1t00р.ципаты первого тепзора. 
суть :всевоВможв::ые произве.а;ения (по n ив:�ите.nей) на.прав.ияющих 
IWcиnyooв вектора t, хорр;цввм.•ы второrо -:всевооможиые ча.отпые в:ро
в:зво.а;пые n-ro порцм фуmщин F. 

Тахп образом ревультат п-хрв.твоrо .цв:ферепцирова.пия фуn1щии Р 
в постояином пв.праuевив: t кожет быть вапиоо.в та11.: 

o•F t" �"F -r":"r = . . . . . v . Q8.. --(n) 
(108) 

119. Двференцирова.иие по развыи иаправJiеиинм. Диференци
рова.ние функции F по двух раs.n:ичиым направдевиам, t1 и t2, дает: 

дF дF -0 = t1 ·\JF; -д =ta ·\1 F. 81 � 
Производя два па.в:раВJiе:виых .цв:ферепцировапил: о.цв:о за другим, 

nо.tучим выражевил: с.педующеrо вца,: 

�F �F 
д� д81 = (t;. • \/) t1 • \1 F; 081 д� = (t1 • \/) t;, • \1 F, (1 09) 

в:ри втом, &ах _и до сих пор, пре.а;пода.rаетоя, что векторы t1 и t2-
постояиные векторы, а не ичиенлющиеся от точки & точ:sе векторы 
векоторою пола:. Поэтоку, если :иы хотим продолжить вычис.пев:ие, иaпpи-

ifJF 
:иер, -д д , мы до.пжиы приложить с:sа.nярный оператор t11• D. только 82 81 -к \j F, так как (t2 • \/) t1 =О. 

Тогда м:ы будем иметь: д=�1 =t1 ·(t2 ·\/) \1 F==t1 · (�
·
· \/� F) == t1t, . . \j2 Ji', 

и точно так же: 
д2F 

д-0 == �t1 • • \joJ F. si Sz 
Ввиду симметрии оператора \/· \j = \}2 имеем: 

и, с.педовательно, 
t1t11 • • \/2 = �t1 • • \}2, 

iJ2F iJ2F 
дв2 дs1 = двl дs2 • 

(1 10) 

(111) 

Таким: образом nорядок .цв:феревцв:роnаний по 1�осmоя1и·11Ь� иа.nра
в.llевили может быть :ив:м:енеа на обратпый. 

Длн проивво.цв:ой n-ro порнДR& по '� раs.вичпым: nостонвиы� иaпpa.
BJieвnn ТО'ШО тах же nOJiyч:ae:м:: 

iJ"F 
,---;�- = (t1t.�� . . .  t") . .  • . .  \/» F, (11 2) 

(ii) 
причем порядок, в котором прои8ВОдлтсn: дифереицирования, роди не 
играет. Оператор напраuеипоrо диферевцирова.нив: n-ro порн.цr.а. есть 
n·кратное скалярное произведение двух тенворов п-й ваАент:иости, пер· 
вый ив которых есть иеопреде.nеипое произведение единичных веЕторов 1� 
иапра.вJiеJIИЙ диферепцироваиин, а второй - п-н степень оператора. \j. 
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120. Шаровые фуи:кции. Хорошим при:меро:м ив области прwю

жевив: ваправлевпых проивводвых высшего порядка. в:вJiв:етсв: теории 
шаровых функций. 

Однородпаи функции п-й степени и,. (:r:, у, s) или и,. (r), удовлетво
ряющая: уравнению Лапласа: 

!;:, и = о, (1 13) 

:в:мываетсв: шаровой фунRцnей n-ro порндRа; при это:м n :может быть. 
как положительв.ы:м:, так и отрицатеJiьвым. 

Полагал r = re, можно привести однородную фующпю U,. (r) к ви,;у: 

и .. (r) = r"S,. (е). (114а) 

Функция S,. (е) ес'!ь однородпаи фувкцив: нуленой степени; она ва
:висит, если ее ваписа'I'Ъ в координатной форме, только от трех вапра
:влнющих косивусов вектора е и навываетсв: noвep:r:1tocm1toй шаров!Уй 
фу'н;кv,ией п-го поря8ка. 

Поверхвоетвые Ш!\>РОJJые фуmщпи отрицатеJiьноrо порядка не отли
чаются от функций положитеJiьвого порнд:и.а, а именно: 

(114Ь) 

поэто:иу при исследовании шаровых функций :можно ограничиться по
:верхвостными mаровы:м:и фрпщия:ми положитеJIЬноrо пор.я,цRа. Шаровал 
Фrвкция отрицатеJIЬноrо порядка и:меет вид: 

1 и -п - 1  <�2.= r" +1 sn (е). (1 14ос) 

Длв: вьtвода ятой фор.муд'Ы обыквовенво преобрмуют уравнение 
.Лапласа (113) к сферически:м координата:м. Чтобы ,;атъ Jtopoткиii 
вывод :иетодами векторного исчислении, напишеи уравнение Лапласа 
,;лв: и,.: 

Д U,. = !;:,r"S., = O; 
согласно 81 (VII'), мы прежде всего имее:м: 

(;6r") S,. + 2\J. r" • \1 S,. + i" 6,8,. = О. 

Но, согласно 82 (23), 

\1 r" = nrn -l \J r = nrn -2 r; 
д_,.п = \J· \1 rn = n (n - 2) ,..п - s \1  r ·r + пrn -2 \l · r  

ИJIИ, сог.nасво (24а ), (26), 

Дrn = 1� (n -t 1) r" - 2 •  

(1 15) 

Если встави:м этл выражения в уравнение (115), то средний его 
ч.�ен обратится: в пуль. В са:мои деле, поверхности уровни скалярной 
функции ПОЛЯ 811, ЗаВИСЯЩеЙ 'IОЛЪКО ОТ напра:вJiеНИН радиуса-вектора, 
суть копические поверхности. * Ибо если на. этой поверхности лежит 
точка с радиусом-вектором:, равнык r, то :в силу равенства (1 14а) на 
этой .же поверхности лежат точки, радиусы-веRторы �tоторых равны Лr 
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при цбои Л. * .  Градиент этой фу:mщии, медоватеnв:о, перлен,J�.НRуларен 
к ре..uусу-ве&тору; поэтоиу r·  \1 8,. =о. 3а.м:ечаа еще, что �8 .. ест• 
O,J;Вopo.Цll&ll фувJЩИJI степени - 2, получии поме со&ра.щеВИJI иножи
теля ,. .. -а следующее диферекциалькое уравкекие для поверхкасткой 
шаровой фун;ttции 8,.: 

n (n + l) S,. + r2�8,. = 0. (1 16) 

Это уравкеиие ue иа.шrн.яется 1tри sалеке n через - п - 1, а. эти:м: 
и :иО'Iерпыв�,tется до�tаsа.тельотво. 

Дла: последующею необх:одиио еще определить :м:а.кси:м:альное число 
проиввольных: поотолв::вых, которое :может содержать шаровая ФJНRция 
n-ro порядка и,. (r) (при поJюжителыiом n ). Целаа однородная отноои-
те.llьв:о х, у, s ф�н:�щпя п-й степени и .. содержит � (1�+ l) (n + 2) 
постоянных. Выра.жение Jlапласа � и  .. будет (n - 2)-й степени и содер-
41Шт } �� (п- 1) постояв:в:ы:х, которые ввиду того, что �� и,. равно 
:пуJОО, дают столько же соотношений между поотол:шrы:ми, входящими 
в и,.. Следовательно, :в и .. остаются проиsвольны!Iи еще 2n + 1 '�о
.отоякк·ых; это и будет иаибольшее число проиsволькьtх постояк
иых шаровой фуи�ции n-ro, а также ( - n - 1)-го порядка. 

121. Выражение для: шаровых функц:ий, данкое Максвеллом. 
Из хаждого интеграла и уравневил Лапласа, берл: проиsводную от него 
по любому направлению и умножая ее на проиsволъвую постол:JШую С, 
можно получить новый интеграл: 

С дU = Ct .м и = k дU + 'k � + l дU . дв v дх дu i},z 
Действительно, 

fl (0 °Z)= h :xflи+k � �и+ z :a �и= С д flи=o. 
Исхо.ц.л из основноrо интеграла. _!_ уравневил Лапласа и BЪIЧ'IICJIIOI '(' 

на.пр8..ВJiеJШую произволькую n-ro порлдка, по.n:уqим JШтеграл, предота
WJJIЮЩRЙ собой однородную функцию ( - n - 1)-го порлдка, следова
тельно, шаровую фJНRЦИЮ ( - n - 1)-го порядка: 

д" 1. и _ _  1 (r)= O  д д д 
= 0(t1� . . .  t,.) · · · · ·\7" . (117а.) n s,. • • .  s2 s1 __ r (111 

Оrоюда, согласно (114с), получаем повер:mостиую шаровую функ
цию n·ro пор.лД&а: 

8,. (e) = C(t1� . . .  t"):.:..:.:.:(\1" ; )  rn+1l, (117Ь) 
{11} 

и, ооrла.сно (114а), - шаровую фувJщию n-ro порядка (для noJJ:ozи
тe.aьиoro n ): 

{1170) 
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Таи мк :всsnшй е,ципц'ПIЬiй вектор оо,церJКП PJ6 ,вевавиоим.ьu: по
сто.авв:ых, то иай,цеиНЬiе фув:&ции зависят от 2п + 1 провввот.и.ьu: 
постонвных. Те.м са.мъt.м .мъ� иашли общее выражение для шаровъtх 
фун,.ций 1). 

Вся'�>ая шаровая фуп,.ция и вся'�>ая -поверхностная шаровая фун-к
ция представляют n-'l>paтnoe С'l>алярное произведение двух тепsоров n·й 
:ва.пеитвости. Первый :ив:ожитель есть (вплоть до постонииоrо произ
вот.иоrо множителя) неопре,целевное проиsве,цеВJ{е n проиs:воJiьных 
еДИIIИЧИЫХ векторов и дает n "полюсов" шаровой функции; второй кно
житель есть ,циференциадъНЬiй инвариант векторноrо подл, образован
ного радиусами-векторами, uи пучм, обравованноrо их едиJIИIШЬIМИ 
:векторами, и зависит тоnко от порндха шаровой фушщии, во ие or 
специального выбора последней. 

Путем п-кратноrо диференцироваиин по одному и тоху же напра
uению хы получ:ае:м: простые (лежацдро:вы) шаровые фувицив: 

д"_!_ 
R (r) = д : = t" · • • · • t"7" __!_, - п - 1 в .._,_... V r 

(n) 
(1 18а) 

(118Ь) 

Jlпсвелл 2) дал вывод :выражений дu ша.ровых функций путем при-
11енеии.в напра:вленноrо ;циферевцированин и истолковал их :м:ехапически. 
Шаровую функцию отрицательного порядка :иожно рассматривать как 
потенциu :м:ультиполн, в:аходнщеrосн в начале координат, в:апри:иер 
как потенциu скоростей многополюсного источника. Шаровые функции 
положитмьноrо порядка допусхают тахую же интерпретацию, ecJtи при
нять, что полюс нахо,цитс.в в бесконечности В), 

122. Построение шаровых фуввций. ДJ!н того чтобы шаг за ш-а
гом построить поверхноетвые шаровые функции (117Ь) и шаровые 
функции, вач:иван с самых вивких порядков, в основном достаточно 
лишь повторно применять оператор t ·  'J к фупкцилм радиуса-вехтора r. 
ДJI.в этого пужвы следующие формулы (ер. 82): 

\l r = l; (t • \]) r = t; 

1) Точное доказательство общаости найдеиных выnа.жений дла шаровых .' функпай дает Островехай (А. Ostrowвki, Die Maxwellsche Erzeugung der Ku- ' ;' 
gelfцnktionen, Jahresber. Deutsch. Math. Ver., Bd. оЗ, 1924. Ср. Куракт-Ги.е11берт, j 
Методы матекатической физики, т. I, стр. 423--480. � 

2) Maжwell, El"ktricity and Magnetiвm, rл. ·IX. ! 
В) Интерпретация шаровых функций, связанная с ЭJiе:ктроста.тическик по· j 

лек, указана в книге ,я, И. Френкеля .Эле:ктродина.ыика.", ОНТИ, 1934, т. J, j·· .. ".· стр. 105 и далее. Лрим. ред. · 
' ,  
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О их поко.IЦЬI> Jlbl ПO.Ij"DD[ общие :выражеиил: оле.в;ующп :ma.poВilX 

фушщий отрицатеu.иоrо пора.цх.а.: 

и .... ..!... • (119) -1 · r t 
и � 1 'tt ·r l 1 -s == (� · v1 -;:- == - -;:г = --;:;- t1 • е ==-;:а ( - t1 •e) ; 

и-з = <�·� U_2 = - ��+ 3 �·:5t,·r = � ! - t1 · f.e + Bt1 •et2 · e}; 
� 

и_. = (t8·� и_. = 
= � { 8 (\ ·�ts·e + t,•t8t1 •e + ts· t1t.}• e) - 15 t1 • e:tg•e tз · е} . 

Выра.жевва:, отовщве в фИI')'РDЬП csoбux, суть поверх'Хосm·нл;u шаро
вые r/JY'Jf-tщ.UU SJ (e),Sa (e), S8 (e). Вывед�'Хwе вдесь trыраж�uя от,дича
ются от ao��'XWX тем, ЧЩО в ИUХ Я8n0 предсmавдеп� 11nОАЮСы•. 

Выше бшо уже окааав:о, что просmе (лeJRIЩll.poвы) шаровые Фfп· 
цв:в: :м:ожво получить из общв:х (ла.пJI&Со:вьп) шаровых фrи.1щd:, бера 
:все производвые по оцо:м:у и то:м:у же ва.пра.вженв:JО. llonraa еще 
t •е  == oos &, пOJif1J:D оJiедующие повер:mоотвые шаровые фупхции: 

К0 (е) =- 1; 
К1 (e) == - (t •e) ==  -oos 6; 
K9(e) = - l .+ З (t· e)• == - 1  + B cos2 &; 
К11 (е) = 9 (t •e) - 1 5  (t•e)B == 9 oos & - Iб соsв & и "· .ц.; 

(1 20) 

обЫ1JВЫе лe:JtCa1f.дpoN tfОЛwко..иъ' P0(eos 6), Р1 (cos.6), Р11 (cos 1)), Р8 (oos &) 
оrачаютон от в:в:х .пшпь чименв:ы:м: :ив:ожвтеле:м: О, ttO'ftJpый выбираетса: 
тu, что :все по.пи:uокы при & == о припи:м:аm вв:а.чев:ве едив:в:ца.. 

Тев.вор:ы '\1 '\J . . .  '\1 ; -== '\! .. f , хо.рытеристи'Iеспе ;ца: всех шаро-
(n) • :вш фуmщвй n-ro порндu, :иоrут быть, ооr.11а.ово (1 17а), ПОJ1}'1!евы иs 

фop:М:fJI (1 19) Д.JIJl ф}"В:&ЦИЙ U_11 _ 1j ПOJIЬ8f.WCЬ :ВЫр&JRеНИR:М:И ;цн U,_'J. 
И U -З , ПOJI}'ЧИJI: 

О.в;иа:в.о ухе вычимевве теизора. '\J& l н:вллетсл: за.тру,ц:ав:теJIЬ:ныи. ,. 
123. Диферевl(ировавие в ва.пра:влепии липий векторпоl'о полJJ. 

До сих пор :кы :всегда. предпо.вага.пи, что иа.пра:влениsr, по хоторыи 
проиа:во.цитСJt дифере:нцирова.в:ие, суть веиз:кевиые, во всем: простран-
стве о.цвна.ttОвые ваправлевин. · 

Ео.uи •ы от этого uредполоаевия отка.жекоа и бу,цеи счита.ть па.nра.
влевие:м: дпферепцвро:ваии.в: в каж.цой топе пода ва,пра.влеDе t JIИВИЙ 
ве:котороrо ве.кrорвоrо пола:, то JJ:ыве.цениые :въппе фop:м:yJI);l vста.Ю'l'ОВ: 
приrод:иы:м:и диmь дла: первых проиmо.цвых, но ве ;ца проиаводвы:х: 
:высiiiП порцков. 
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Первм производим 110.1.!1 f · еnть: 

z =t·\Jf. (121) 

При: в:ычислевии второй проиввохвой :в том же ва»рамении надо иметь 
в :вп,цу, что вехтор t сам есть фун1ЩПЯ поли; поэтому 

ИJIВ: 

iJ2f дs'l = (t• \/) t• \l f= (t• \l t) • \l f+tt. • \l' f 

��·= :: ·'Vf+ tP· ·\l9 f, (122) 

Ео.аи бт.цеv .циферевцировц.ть по двум рв.sцчвыи иапраме:вии:v, 
то первые прои:sводные будут: � = tt •\1 ! ; � = 4·\lf. 
а сиеmанв:ы:е вторые проиаводхые: 

д iР(д == (t2 ·\l) tl ·'V f= д
дtt · 'V f+ tl�· · \l'Jf ,  St 81 82 

·д iJVд • = (t1 . \1) t.� . '\! f = �t,- . '\l f + tiltl • •  \P,f . 8\ � <iSL 
Онл• ие равиъ' друz друzу; ввиду симметрии оперя.тора \19 f иvеем:: 

(128) 

В одвои частnои муча.е, а. ииеино, коrда. из Аивий поля оООП векторных 
полей t1 и t2 иоrут быть обрв.sо:в�J.в:ы с емейства по:верхиоnтей и &огда., 
ttpo�te того, векторы t1 и t2 взв.им:по перпендnу.пярпы, равеnство (123) 
прющп;ат n: извесrв:ой формуле. Имеwо, тоrд11., оогл�Юно 59 (76) 

дд� _ _  м.ад • = ittt - i2t!l,  s, 111 

а оrсю.ц11. н: из (128), &lltX известно [57 (70Ъ)] , им:ее:м: 
� iPf w и 

дk. as - дs дs = (-yltt - т2ta) ·'Jf= 11дS-12"38' (124) 
·� 1 1 2 1 v 2 

n общем же c.'1fЧI1.e, хоr,.да оба. семейства JIИВИЙ поли в:е обра-
зуют змr&путых: четырехуrоm;в:кков, разность 

д
дt1 - -дд-�- можно вът-s2 Rt 

ра.�ить липейпо через три вeJtO\IПJI1Ы!a.pв.ы::s: вектора IIOJIR, в :качестве 
.в;ву1С fl8 которых: можв:о взнть t1 и t2: 

дtl д� д;; - дi; = a1t1 + a2t9 + а t8 ; 

здесь а1, ail а8 - ска.лнрвые функции точи.и. Тоrдз. 

11,1111 

д2f (Pf дs д· - д/1 дs =- (a1t1 + �� + aзt<s) .''v f 
g az 1 2 

i1tf- iflf д( дf д{ 
0'2 дst - дяl а .. , == al ,двl + а, д� + аз  дss • (125) 
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В:м:еото фориуm, выр&1К&.ющей ра.веиот:во проиа:во.циьп: при •s:кеие
иии порл.цха. об:ьnшовеины:s: х:иферев.циро:в;mий, хы поJtучнnи равен
ство ( 125}, которое пре.цста:в;пяет, та..в,ик образом, умовие интеzрtьруе

"'юсти оо:в:кеО'IПЫХ сиоте:м: диферев.ц:и&.liЬllых ура:виеи:ий пер:воrо порв:.цка. 
с иа.пр8J!Jlеииы:м:и проиs:во.циы:м:u:. 

124:. rеоимрии :векториых помей. HuteCJie;ll'.yJ>щиe IlJBitTbl 
uос:влщевы исс.Jщцоваии.ю гео:м:етрич:еси.их с:войотв саа.мриых и век
торных полей. 

Если единичный вектор .ишmй ве&ториоrо ПОJI.Н: t sа.даи как ФI'Hit· 
цил: точ:sи, то можно иреобразовать формулы Фреие [42 (19}], иие.ю· 
щие :м:есто длв: прп:вой, так, чтобы они и:м:ели :место для :&оигруэнции 
•lИПИЙ полн; длн этого нужно заменить ;циферевциро:ваиие по ,цлиие 
дуrи диферепцпровавие:м по :пацравлени.ю t.: 

t•  \7t = * xn * ; 
t •\7n = --xt*  +аЬ ;  ( 126) 

t ·\7 b =  * - an * . 
Первое ив этвх равенств :иожво иреобразовать с помощью тожде

ства, вы'tе:s.а.ющеrо па 80 (IV') : 

i- grad (t • t) = t·\7t+t X 1·ot t .  

В .это:и тождестве леван сторона равна ву.пю, т м  хак t есть ми
иичвы.й 'Вектор И1 CJ16;11'.01181leJI:bl101 CltM.Ilp1loe nро�:ВI),Ц011.116 t•t ПООТОJШВО; 
позто:м:у ииее){: t ·\7 t= - t Х rot t. 

Тогда пер:вав: фор:иу.11а. Фреве (126) 1) nримет ВИА: 

t Х l'Ot t + xn = О . 

( 1 27)  

(128) 

Эта форму.11а дает первую кривизну х и едивичвый вектор г�аввой 
:нор:м:&JIВ n :s.a.Jt функции точп; из нее С;Jfедует, 'IТО Blmmop rot t 11Jnt· 
надлежt�т спрЯJМяющей n.IIOC1/iocmu. 

OltS.JIIIpBЫ:М уи:ножевие:и па n иы почча.е:к из (1 28) выражение .ЦJIJI 
RрИВИЗНЬf: х =  b • rot t. , ( 1 29) 

кa.Jt проекции :вех тора rot t па бив:ор:м:аль. �екторы n и Ь :иогут быть 
uычиCJieiiЬI из (1 26) путе:и диферевциров&Пн.н: веитора t по напраВJiе· 
nию t. Эти:и мы зави:иатьс.н: не будеи, а огравиqосн то.1ыt0 прDеде
виеи фop1ilyJJ. дJia привианы и nру'Ч-е'Нд'l JUШИЙ noAa: 

х= / t•\7 t /, 
1 

а= l t· \7 t l2 [t t •\]t tD . . \]i tJ, 

пожуч:а.ющихс.н: с поиощъю вырааений (21а), (2lb) 43, хоторые :в свою 
очередь :выте�tали ив формул Френе. 

1) R. Rothe, Anwendungen der Vektoranalysls auf Geometrie, Jahresbericht 
d. deutsch. Mat/1. Ver., 1912, XXI, стр. 249-27i. 
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12Ь. Пол:в, допускающие ееиейетва ортоrоиа.в.ьвых поверхво· 
стей. Д;ш того чтобы Jiииви векториого поп бы.11и ортоrоВ8.11ЬИЬ1)1В: 
тра.еsторияки семейства nоверхв:остей V = с, :Веобхо..в;ижо, чтобы еди· 
вичв:ый :вектор t бы.u na.pu.neJieв: rра.диев:ту скалврв:оrо no.u V, т. е. чтобы 

'\/ v =pt, 

где р - сха..пярв:ый :ивожите.п., :который без существев:иого оrрав:ич:евu 
общности иоzво счита.ть по.пожите.пь:ныи. 

Чтобы исuючить фymщ1UD V, образуем ротацию ее градиента.: 

'\/ х '\/ v = '\/ р х t + р '\/ х t = о. 

Дди кск.аюч:евил р поnожи:м: . nocJieдв:ee равев:отво скалирво на. t, 
поме ч:еrо ПOJI'f'!ИJI: 

t •'\/ X t = O  или t •rot t = O, ( 180) 

JtaJt необходи.мое и, * что можв:о доказать ;цополнвтельвым:и рассу:цце
в:ири *, fJocmamoч'ltoe усд06Uе существова'Н.ия се.мейства 1Joвepxuocmeй, 
opmoeO'Ita.IIЖ'Ь�X n лииия.и поля. 

Из равенсrв (128) и (130} .можно теперь одпозв:а.ч:но вычислить 
вектор rot t; vы :можем · без.- :rруда убедитьм :в правиш.в:ооти cJieдrю· 
щего решенин: 

rot t =  хЬ, 

j rot t j = x . 

(1 31) 

(132) 

Ли-н-ии поля вептора rot t npuuaддeo/(Jam ортоz01tальны.м поверхн.о· 
отя.и вептора t; .модуль вептора rot t дает первую 1>ривиsну лииий 
пмп (все это, и.ов:еч:в:о, :в nредnо.иожении, что :векторное nоле t дону
св;а.ет ооиейство ортоговальв:ых поверmоотей). 

126. Оре]J;ва:а :крв::виава ортоl'ова.u.вых поверхв:остей. Еслв: для 
.IIВВИЙ полв: вехтора t существует оо:м:ейотво ортоrов:альв:ых к вии nоверх
в:оотей V = с, то в:а nocJieдux и»еетС.В: система из .ЦВJХ :вsаи:м:в:о пер· 
пев:дикуJiв:ра:ых семейств :s.рв:вых, :&aoaтeJJ.bllble :& и.оторыи ерь rJtaвm,\e 
uор:мыи и бинор:иып лиuй пма. Длв: этой системы напишем двs пер
вых равев:ства (76а.), (76Ь) о9: 

да дЬ -д = -r1b - v1t ;- -д = itU - v2t ; (1 38) 
81 8:1 

вместо t1, �. N кы ииеех цесь n, Ь, t; ds1 и ds2- п.ив:ейвые э.пе
хев:ты :в направлении главв:ой нopм&JIIl и бивориа.uи. Jler:&o nока.ва.ть, что 

дn дЬ -0 · = n·'\J n = - n X rot n; :r- == b·'\/ b = - b X rotb, � � 
есп �я преобра.зовани.а:, ка.11. и при :выводе (127), восподьsоваться 
тож;а;ество:и (IV'). Из (133) теперь и:меех: 

�1 = [t n rot n] == b • rot n, 

v2 = [t b rot Ь] = - n •rot Ь. 

ЕОJШ обоав:ач:в:х средв:юю в.ри:визвr ортогожо.льв:ой поверхности че
рез Н, то 

2Н = v1 + У9 = b · rot n - n•rot b, 
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ИJID, ооrласио 80 (V'), 
2H = div (n X b), 

2 H = div t .  (184) 
Дивергепци.я вtmmopa t ра!Жа удвоеи11.ой · средией кривuвие opmt)o 

U�иальиых повер�.�тостей t), 
3а.хетD, что выuсление raycooвofi крививНЬI. прово.а:.ииое а.иа.до· 

1'1I'ПШИ путем, не приводит х столь простому реауnтату. 
127. Экв�fАИстаитиые поверхuости. Исхода из ортоrоныъиых по

верХностей V = с, иы получаем едии'ичвыit вехтор .линий по.пя в вц е: 

grad V \] V  t == ! grad V I == I VV I  • 

Провэво,цва.а: д
о� фующви .. V в направJiепии д1ППJЙ поли дает модуль 

rр�иеита.; обоемаs ero черев q, ииее:м:: 
0: =- t·\] Y = ! \l V j = q. 

ЧиоJIО q есть :м: ера rycтom поверХностей повва: V = с; оно равно 
обра.тному Ш18.чеИ1ПО ра.оотояииа :м:ещцу двуиа: оосе,цвпи поверхиоста:ми 
уровиа:, разиость ПОТ0И.ЦИ8.110В :&Оторых равна. едииице. 

Вд0.11ъ ха.ждоlt поверхв:ооПI q = с это pa.oo'ro.IIRИe есть :величина по
етояииаа:. Повер:mооти q = с па.зыва.ютс.s: прэто:м:у gnвидистаитиы.ми 
(рав'Н.оотстоящи.ми) поверхиостя.ми. В гидродива:м:nе, еми У овначает 
потенциал cROpOO'l'H, они предотав.uют поверхиооти, вдоль :аоторых веичи-

на оRОрооти оотаетоа: поотояииой. Обравуе:м: ротацию вехтора. t == \l v . . !l Соr.11.а.оио 80 (Ш') и прииииа.и :во :вви:м:в.иие 81 (IX) будем петь: 
rot t = \] X  vgv - \lfX \l Y -=  � \} V X \] q . (185) 

С �руrой сторо:в:ы, oorJJao:вo (181), веем: 

с.педователъио, 
rot t - xb ;  

1 . 1 хЬ == -1 \} V X \} q == - t X \] q . !l !l (136) 

Это равенство :выра.жает, что линп:в пвреоече:вил эшщциота.nтиых 
поверхностей о поверхиоотпп уровня, т. е. э!fвидиста'Н.tп'Н.ъ&е кривые 
ua повер�.�тостях уровия суть тв 10ривые, касатель'Н.ы.ми ,. поторы.м 
являются бииор.иали ли11:ий поля ') (рис. 62). У'миожаа (186) ок.а.пврио 
па. Ь, получим: . 1 1 

. 

:ВJIИ 

x = 7 [ьt \J q] = -; n•\} q 

д lg q 
х = � ·  (187) 

1) Прпве.цеnиое з.цесъ .цохазатеnотво этой иавеотпой теоре:мы оnе.цует 
в ооиовво:м sо.цу :мыcJ1ell Шпs:зьрейва (J. Bpielrei,., Lehrbuoh der Vektorreohnung, 
2-е И8Д., О'!'Р· 1'79), 

11) М. !Agally, Dynamisohe und geoшetrische Eigensohatten der riLuпi.Jiohea 
Potentlalstroшung, .Zeitsohr. f. Math. u. Phys. •, 63, отр. 860-380, 1915; 
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Криnизна У. диаи:и: пола: равна прои:зводuой lg q по не.пра.влев.ию 
гда.вв:ой нормали. 

Используя введение эквидист!ЫI'.ШЬII поверmосте.lt, иож:rю ареобра
зовать и вырi!.Жеппе для сре.цнеli :&р:ив:ивпы. 

Согласно ( 1 34), :и:м:ее:м:: 
2H = div t = \7 • �v , 

следовательно, соrлsсно (Ш), 
2 H = '\J � · '\J V + ; [l V =  � ( - t· '\J q +fl V) .  ( 138) 

Эта формула в:вачnтельио )'!Iрощаетси: в м.учае Jtапласовых: полей, 
ддк .&Оторьu: 

Рис. 62. 

t,. V = O ;  
тогда 

1 . "'"' дlg q  2 Н =  - - t · v q = - -- . q дs (139) 

Таtши образом в этом случае средпал 
кривизна поверmости уровна: йыра.жа.втсн 
через прои:зводкую lg q, вsятую в пв.
пра.влепии мавпой вориали. 

Отметим еще, ради по.nноты., что про
иsво,�r,:аак lg q по :аа.прав.деиию би:аормали 
во вся:ь.ои noJie, .цопусв.mщеи ортоrо
пальвые поверхпооти, равна нулю. Это 

с..�е,цует ив опреде.в:еиия равноотстоящих Itpnвыx:. Умножая (136) о:&а.
.nлр:в:о на 'V q, получим Ь • '\Jq = о  или 

д lg q = 0. дs: (140) 
128. Лаltдмовы nоля. В Jiаплмовои поле :аз ра.вепств (1 36) и (189) 

t Х '\J lg q  = хЬ, 
t • \j 1g q = - 2 H 

( оогла.оио 23, е) вектор '\J lg q опредеJШетсл оцозв:а.ч::ао. По.ауqа.ек: 
'J lg q = - 2Ht + xn .  (141) 

Этот вектор совпадает по иаправлепию с пор..калью n &nб'Uдиотапт
�ой ?�оверхпо�ти. Ч'юбы вычислить уго;I s, n;од nотQРы..К поверхиость 
уровия t�epecenaemcя эпвидистаитиой поверхиоотью, ЛJЧШе всего pas
.J;eJJRТЬ равенство (1 36) па (139) н воспольэов1и�ьон rео.иетричео1tоii 
интерпретацией ве&торного и с&а.дл:рв:оrо проивведепиii; тоrд!\ будеи 
:в.метъ : 

1r, сле.цоватеJIЬ '101 ' ... 
tg з ==  - 2fl .  { 142) 
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Друrое витереспое соотвошеиие получи•, в&n:sсо.в условие иитеrри.-

руе:иости ура.виевий {1 37) и (139): . 
х = n· 'VJg q '  

- 2H= t·'\7 lg q. 

Диферевц:ирул: снова. по на.правлеиию t, по.nуч:ии: 

t ·'V х = (t • '\l n)·'\7 lg q + nt�-. '\72 Jgq, 

- 2n ·'V Н= (n · \7 t) ·'\71g q  +tn·  · '\72 lg q, 

отхуда., согласно 123, умовне иитеrрируе:иости запИJПется: 

t· 'V x +  2n · \7  Н= (t •'V n - n• \7 t) •'\7 lg q . (143) 

Чтобы вычвсюt.'l'Ъ nравую ч:астъ этоrо равенства., ваметим, '!ТО no 
фор:иудам Фреие (126) 

t •\7 n =  - xt + ab. 

Ава..nоrично, ив:иен:ив обоэва.чеиия, по.uучи:и иэ rретьего равен
ства (76!1;) 59: 
в, следоватеАЬно, 

t• \7n -n •  \7 t  = - xt -v1n +  (а + 3) Ь .  

О помощью зтоrо равенства (141) равеиство (143) перейдет в 

;;.,. дН Тв + 2 001 = 2хН - v1x. 
3а:кечаJI, что 2.Н == v1 + v2, иl!.itдex ис:в.омое сооrnоше:вие 1): 

ih. дН + 2 -д = 'JzX ,  (144) 8J 

va есть иорк&льиая крививва поверхности уровнн в направлении одной 
из вхви;цистаnтиых хривш. 

Дртrие свойства. .uапласовых: полей будгr рассмотрены в 182 и 133. 

§ 9. ВриволвиеЙIIЬJе коордипат:ы: в проетраиСТJJе 
129. Dведеив:е IIа.рам:етри11ееких поверхв.о�тей. Чо:rоб:ы опре.цеJiи.тъ 

точ�tу Р :па. повер:mост:в:, поJJьвуютеа (4?1) ,цвумя еехейства.:ми гаусоовых 
пармtетричесJtих Rривы:х: и = const., v = const., образующих се1Ь, по
крывающую поверхноо'Iь. 

Точка Р опредеJiа:етоя тогда ввачевиа::ми параметров t• и v тех па
раиетричесх:их кривш, которые через вее проходя'l. Это соответствие 
иежду па.рой чием и, v и точхой будеоr :в иwежаще оrра.иичеnной 
об.па.сти одво-одиовна.чвы:и. 

Этот иетод иожно обобщитr. для опре.целеnил noJiozeJШи точки 
в проотравотве. Выбирал: три семейств& параметрических повершоетей 

1) J. Врiг!rвi1•, Lebrbucb der Vektorrechnung, 2. Aun., атр. 184. 
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и. (х, g, s) = const., t� (ro, у, s) = const., to (a:, у, н) = const., мы будем 
иметь в вwежа.ще оrра.ввчевпой области ОДВ'О·одвозва.'Шое соответ
ствве uежду трой:каu чвсен ж, у, е и и, v, to. Тыих обраsои точ:ка. Р, 
а. вяесте с· тем и ее рцв.ус-:веи.тор r, oпpe,JJ;emreтc.a: ее tpuвoA'UUeйfft.e.Ни 
noopдuttama..ttи и, v, w. .JIIOOoe clUIJiл:pнoe ИJ[:И веи.торное поJ[е может 
быть задано :как фувJЩиа от :кр1IВОJ[впейвых: и.оор,J;ВПат точ:к:и nomr Р. 

Три семейсТВ8. параиетри.чесuх повершостеl пepecei&IO'fcл: no трем 
.оеиейст:ваи и.рьых. 

Вдоль щшии пересечепя поверхности v = const. с поверхностью 
w = const. изиеВJ�ется толыtо параметр и; тыую пвию будем: называть 
и-и.ривой; то'Шо также всяи.ую :к.ри:вую пересечения друrих семейств поверх
ностей будем на.sывать�по тому па.ра.иетру, который в;в;о.nь нее :иs:м:еметсв. 

130. Взаимные систеиы осиовиых векторов. В то вре:мл: как 
:в o.1yq:ae пря:м:оуrоньиых координат х, у, 11 для всего проотраист:ва. 
доот&ТО'IНО одного общего баsиса i, j, k, nри польвовании криво.u:ив:ей
J1ЬU{Н коордива.таu часто це.Тiесообразво в ка.ждой точке ПOJIJJ Р опре
.J.енRТЬ особый, зависящий от и, v, w, баsис и & нему относить ве&тор
вые в6Jlичвны, зада.ввые в давной топе noJia: Р. Вавио, иа:меВIIЮЩИЙОЯ 
от точ:t.и к roч:t.e, :можно ввести ,J;Ву:мя наибо.пее естеотвеJШЫ)(И путои. 

1. В Р'IАСТВе основных ве&торов в точке Р выбираем: три вектора, 
имеющих вапрамевве и-, v-, w-хривы:ж, проходящих через точ:ку Р, 

дr дr дl' 
т. е. векторы дU ,  Тv ,  дw , оокро.щенно обовиаqаеиые r ,., r., r,.. 

2. В качестве основных векторов выбира.еи векторы, перпен;цнху
Jiя:рные R пара.:м:етрич:есхим: nоверmоотя:м: и == const., v = oonst. ,  
w = C011st., nроходящи-и через точку Р, т. е.  вехторы grad и, grad v, 

grad w, в друrой записи: '\} и, \] v, '\} w. 
Выбраt1:nъ'е тапи.н оораао.н оисте..ны осковиых вепторов являются 

вsаимкымц (ер. 24:). Дlя ,цои.аsа.теJIЬО'l'Ва. втоrо ва.::м:ети:м: nрежде всего, 
что к.а.ж.пый И3 основвых векторов омой о:и:оТ&:и.ы перпеццихулярев 

к ,JJ;ВfМ ооответствующии ве�tтора.х другой, ва.прихер '\1 и перпеид:ику
JIЯре:в: х r. и r ,..; с.в:едоватеJJЬно, 

r,•\J и = O, _ rw• \J и = O . 
Остается еще поr.азать, что 

ru •\1 и =  1 .  
При nере:мещенви в;а;о.пъ и-кривой на элемент ;цуги dr вва.чение 

по.р&хетра и ивменится на 
dи == ilr • '\} и == r ,.ilи • '\} и • 

Отсюда. и ОJiедует равенство, noДJieata.щee :выводу. 
Ве.ztторы r .. , r., r,. и '\} и, -s;} v, \J w, lt8.l. основвые векторы взаим

ных систем:, с:еяsа.вы друr с друrох ОJJе,цующим:и соотношениями: 

\J r. X r"' \J v = r,. X r,. \Jw = r,. x r. (145&) и = [r,.r.r..,] ' [r .. r.-r,.J ' [r .. r.r.,] ' 

r = \lv X \Jw r =  \Jw X \/u ' r,. = \I U X  \jv , (145Ь) " [ yu\7v\7w) 1 • ['V'иvv\lwl [\i'u\Jv\7w] 

п ричем 
(r"r,.rJ [\J u \J v \j w] = 1 ,  (146) 
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131. Вычииеиве \7 )I;JIS: перемевиоrо баввеа. Д.Иа: вьmо.mевиа 
.JВференциаJiьвых операций в случае :&рввоJiииейных :&оор.циват и, v, w 
яеобхо;цимо :выразить \7 через эти хоордипаты и соответствующие 
ословвые :векторы. EoJiи V- oJtUa:pнoe ПОJ[е, то 

дV дV дV d V =  ди du + дv dv + OID dw. 

Правую ч:астъ этого равенства иожво пре,цставла:ть в вв;в:е c&a.la:p
гoro nроввведевия ;в:вух :векторов, кажДЬiй ив :которых отне'сев :к одной 
вв ваших :взаимных систем: 

( д1" дV I)V) 
dV = (rudи + r,dv + r,.dw)• \J u ди + \J v  rv + \J w дw • 

Первый ииожите.11ь правой части есть бес:конеч.ао налое измене• 
иве dr радиуса-вектора, которому соответствует изменение d V фуви.
цви V, с которым оно, как известно, связано равенствои (6): 

dV= dr·\1 V. 

Сра.впи:ва.я: �а пос.11едних ра.веиотва, ПОJIУЧаем: 

д д д \1 = \l и дU + \l v дt} +'V w  дw "  

При перехо;в;е :к вза1111иому базису ПОJIУчии: 

1 { д д д '  \1 =  
[r,.r,r,.J r, X r,.Тu"+ r .. X r.,дiJ+r., X r. дiii' j · 

(147) 

С помощью ПОJIУЧ:еввых выше форкул v:ожв:о вычислить rра;в;иеит 
скаирноrо полк, ,ци:верrеици:ю и ротацию векторного поля и т. д. 
в хрввоинейных :&оор,циватах, из мторш особенно вв.zвы:мв на праи
ТИJtе ав.uютоя сферич:еские и циливдричеспе координаты. 

Этих вычимевий v:ы здесь приводить ве будеи. Соответствующие 
ивва.риавТНЪiе выра.жевиа: иьr раооиотрии :впослеАотвии (226 и 25') 
о более общей точп зревиа:. 

132� Вввипотевци8Jiьвые поверхво�ти в поверхности .топа. Что
бы привести при:м:ер прииенених криволивейпых коор,�;внат в проотрав
стве, раосиотриv: по:верn:ости уровна: и (ж, у, е) = const. .иаплао6ва 
поu и объе,цинп линии по.па: ('74:) в ,цв& других се:кейства поверхно
стей: v (ж, у, е) = const. и tc (ж, у, s) = oonзt. 1). 

Эти поверхности :иы будем называть поверхвостя:ии тока, тв.R &&& 
:иьr :иоже:и представлнть себе, что и есть потевциа.п скоростей теч:евиа: 
вес.жи:каемой жидкости. 

Так как поверхности тoJta перпен;в;ихуо�ярвьr к поверхвоетам уровня, 
то и ворма..пь Jt поверхности уровва: перпевди&ула:рва. :s ПJ[ОСJЮСТИ, 

1) Дli.Sf ПQСТроеивв сеиеltства поверхвостеlt v == const. дос'J'а!'О'ПIО провести 
на векоторой поверхиооти ц = oo11st. провэво.пьвое оекейотво JJИВвй. Ливии uo.u:a, проходящие через :в:аtt)'tо-.в:вбо ливню этоrо семейства, образуют одву 
ка повер:�tRосте11: секейства. ЛJYIUII. ред. 
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про:веде:в:пой через иор:м:а..1в: к дву:м: поверхности� тока, проходящи:м: 
через IWd!.JIO•.Пибo точку по.п.п:; поэтому 

\1 tt = р \1 v х vw, (140) 

где р зависит от координат и, v, to точки поля. Согласно nредпо.поже
пию, и удов.петворл:ет ура.виели:ю Лапласа., следовательно, 

6tt = \1· \1  t� = '\1 • (Р '\J v Х '\J щ) == О . (НЮ) 
"Днфереnцируя:" nроизведение, получп, согдас:в:о 80 (111): 

'\l· (P '\1 v Х '\1 w}= '\Jp·'\J v Х '\1 t0 + Р  '\1·('\] v Х '\J ш) ; 
при этом, согласно (V) и (IX), 

'\J·('\1 v Х '\1 to) = '\J w·'\J X '\J v - '\J v•'\J X '\Ju; == 0, 
так lt&il!. рота.цва: градиента равна BJJiю. Тогда равенство (1 50) дает 
усдовие, которо)(у должно удоuетворятъ р: 

['\1 р '\J v '\1 w] = о .  
Jlевал часть 9тоrо равенства предотамлет в :&оордиnат:в:ой ва.писп 

определитеJIЪ Лкоби для фуmщий р, v, t.v. Равенство этого определи
тела пулю выражает, что р есть функцпл толыtо v и tv, а. от tt· не ва
висит. Следовательно, равенство 

'\Jtt O::::: p (v, ш) '\J t• X '\J tv 1  (151)  
есть ус.л.овие тоzо, •иnо v tt w суть два семейства повврхиостей топа 
лапласова поля о поверх·н.остя.ии уровия и. 

Это равенство иожно еще упростить путеи подходящего :выбора 
поверхностей то&а. · 

Пре;в;стави:м (151)  в виде: 

'\Jtt = '\J v X '\J  j'p (v, tv) dw; 
тогда, eCJIИ оохраии:к: се:м:ейс'РВ� поверхностей тока v, а другое сехеR

ство w воении се:м:ейотво:к j'p (t', w) dw == щ', то будем И\fетъ: 

'\Jи = '\Jv X '\J w' .  
В про.вую часть этого равенства входит только векторное проивве

деnие двух градиентов, скала:рпый .же :кножителъ уже не входит. 'fа&не 
два семейств& поверхностей тоха :мы будем навыватъ нормировавной 
систеvой. Воввра.щалсь х старым: обоаначеnив:и, мы буде.м 1�.меть &ля 
иор.миробаu<�шй систе.и-ь� поверхиостей топа. лапласова поля: 

{ 152) 

Переходя и. вваипо:м:у бмису, основные ве&торы которого совnа
дают по направ.п:ев:ию с лшшв:ии пересечсник поверхностей ��. t·, щ, 
ив (1 52), согласно (14ба) и (145Ь), получи)(: 

пи, оог.1асно (146), 

r. x r  .. = r., [\Jи'\J v '\J w] [r,.r.r"] 

r., = r. x r,. .  ( 1 53) 
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Это равепотво впо.11в:е заменнет равенство (152) :и тах же, :ка:& :и 

последнее, характерно для лап.t�асова '!!.ОЛЯ при -н.ормироваtf/Н.ОМ въ,боре 
поеерх-н.остей топа 1), 

183. Рааложев:ие пояп тока па ачейt:и. Семейства поверхностей 
и, v, w де.u:т :все поле тоz.а.. па ячейки, п:иеющие форму проой прпз:иы 
о осио:ваппем, по форме близкии к пapaJIJieлorpaмy. Обозна.чи:м: высоту 
такой призмы через ds = 1 r,. J dи, другие ребра - через ds1 = J r . 1  dv 
н ds2 = 1 r ,. /  dw; угол между последппии - qepes а, площадь основания 
Я'!ейки - через dF. 

ИJ!И 

Тогда, беря от обеих частей (153) :м:одр1ъ, будем иметь: 

ds dst dsz . dF 
du = Тv dw SШ а = dv dw 

dF dv dw 
as = dи· (154) 

Если для разделевин поц тока на ачейu выделив из непрерыв
ного поrообразвя поверхностей t�, v, w дисitретвые семейства, соот
ветствующs:е постоянны:и ра.оностл:и dи, dv, dw Sll&чеппй пара�етро:в, 
то пpaв!IJI часть (154) будет постоанна. Таttии образом во всех я•tейках 
простршн.стве'Н:н,ого ламасова поля топа отиош.е-н.ие площади осио
ваиия n висот:е од'Н.о и то же. Это положение представляет обобще
ние апuоrичноrо положепин :в случае делевил плосхого .лап.Jасова 
no.ua на. квадратные .ачейхи о по:м:ощью потенцимъных линий и .линий тока. 

Разделение на. ячейJtи и:иеет sиа.ченпе и с точRи зрениа гидродина
:иnи. Прежде всего :ио,цудъ q охорооти теч:енил дается модулеи 
I'Р8.,11.Иента и: 

тогда ив (1 54) о.nедует: 
qdF= dv dw. (155 } 

Потоп <tepes· .-все трубпи имеет одиу lt ту :ж:в бMi�-•ttиty; в этом 
и состоит :иехаппчесJtое зиа;чение пор.Аtltровшн:н:wх сиотеи поверхно
отей тока. 

:Выражение дJIJI и.инетичеомй энергии d1', содержащейсл :в ячейке 
жидкости, при ус.1овии, что п.nотнооть жидкости равна. единице, бу){ет: 

1 1 dvdw (ih' )11 dT= т dF dsq2 = т a;;-- ds'J. d8 
ИJIИ 

ilT = ; dи dv dw. (156) 
Кишти'Чеопал Э'fU!J!tUЯ тe•tenuя имеет во всех FPteйr;ax одпо tt то же 

апа-wп1м. 

1) М. Lagaily, Syвteme von Potentialflli'<:hen und Stromfllioben , Ber. d. Bayr. 
Akad. d. Wiвв., 1914, отр. 15'1-190. 



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ: 
Д II А ДЫ 

§ 1. Элеiенты диадноrо исчислении 

134: . •  'Iииейиа.и: вектор-фушщиа и аффиипое преобра.аовавие. 
Очеиъ простое и :sиесте с теи :ваашое )tJ.UI npuoжemdt :ве&торпое поле 
1riЬI получим:, от:вося: точ&е ПОJIЯ', радиус-ве11:тор .которой есть r, вектор 
ПOJI.II: 

(1) 

где Ф - диада. Ди иооJiедо:вавИJI свойств этого поu це.�еоообра.зио 
отuа.дЬU�а.ть вектор v из &а&ой-JШбо :па.чмъиой топи в хачест:ве иового 
ра.диуса-вектора r'. С равеиствои 

r' = Ф·r  (1') 
иы уже встретились в 80 и иотоJI&о:вми его таи &IЫt :выражевие 

аффипиоzо преобраsоваиия nростраиотва. r в проотра.иотво r'. Коор.ци
ва.тв:ые фориулы этого nреобра.зовавия (с11. 27) .nииейиы и одпородпы; 
ве&тор-фующиа: пола: r' от ра.дпусе.-вектора. r есть лuueilлtaя вептор
фуиtЩия, поле v - д1J/IIO'йuoe вепторн.ое поле. 

Цредстаuа:я диаду Ф :в трпчлевиой форхе: 

Ф = bia1 + b29.g + bs&.a• (2) 

хы видим, что радиус-вектор 

r' = (Ьlal + Ь:�&:� + Ьваа) • r 
;n:еда.ется ра.впым :веttтора:и Ь1, bg, Ь3, Jtorдa. 'Qе&тор r оовпа..ца.ет соот
ветс.твеВJIО С ве:ктор&ИП ajt, at, af, В38оПИИЫМИ О Delt'l'Op&ИИ &1, &.а• 
а8 (24). Те:и омrыv разрешена за.,в;а.ча. - опре,�;еJШть ту о��ив:ейпую веr.
тор-фувкцпю, хотора.я трем за.ца.впыv иеr.о:ипJ(tша.рныи вехторам про· 
отра.пства r относит три �а.ииых вехтора проотра.вот:ва r'. 

:Мы иоже:и, таким обра.зо:и, J!ВиeИJIJI обоа:н&.чеив:а, сейчас же на.nи· 
мть выраженнв д.и то1t JI)J.&Ды. 1i'02'opall при афф:и:ивои преобра.зова.ви:и: 

r' = Ф·r, 

относит трех ве&тора:и n, v, w три вехтора n', v', w' с похоЩЬI) ра.· 
:венств: 

u' == ф . u, v' = Ф ·v, w' == Ф·w; 
»ТО выражение будет: 

Ф = u'tt* + v'v* +w'w*, 

(В) 

(4) 
'!'де u*, v*, w* - :векторы, :вза.иииьrе о :вектора.ии u, v, w [ер. 26 (68а.)] . 
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Отв:ося то'Ве поля, 'Ра.д.иус-вев.тор которой есть r, ве&тор поu 

w = r-W, (5) 

получим еще одно лИнейное :ве&торное поле, хаторое nри иа,цлежа.щем 
выборе диады W может быть сделано тождественным с nолем (1), в.ав. 
это будет nо:ка.за.но ниже (137). Если nостроии вехтор w, как новый 
радиус-вектор rv., то ра.ве:нство 

r" = r ·'ll' (5') 
будет О!lЯТЬ выражением а.ффиmюrо преобра.вова.ниа:. 

lta.R уже было упо:ма::нуто выше (29), в случае nриводимых (пла
в:арных или ли:нейных) диад соотвеrотвующее аффинное преобра.зова
вие вырождается. 

131). Произвер;еиие двух р;иа.,;. Выражение д.nа: диа..цы в девяти· 
членпой фор:и:е (32): 

Ф = tt11ii + a12ij + a18ik + 
+ a21ji + agijj + a2вJk + 
+ a81ki + a82kj + a88kk, ( 6) 

бу,це:и: -писать сокра.:ще:нв:о в ви.и;е: 

Ф = �a,"' i'iv- ,  
rде, в.ах и выше (1'7), вхесrо i, j, k будем: пиоа.ть 111 12, i8 и супи· 
ровать по обои:и: ицдекса.м. 

Представим некоторую вторую диа.д.у '11' в виде: 

w = �ьp.ipi., 
и составим произве,це:ние обеих ,циа.д (31> ): 

ф. '11' = � a,,..l,l,.. � ьp.ipio .  

(6') 

(7) 

Иа 911 nолуча.ющихоя при у:иножении произведений :r.а.ж.цых двух 
;в;иад:ных произведений iл i.,. и iPi• не равны нулю лишь те, ;к;ла в.ото· 
рьu 11. == р. Следовате.nьво, 

Ф ·'ll' = � aл"'ь�".i,i •. 
Произведение :наших двух диад есть новаа диада Х; 

Ф • 'l' = Х = � c,.t, 1 • . (8) 

Определитель, составленный из ее Jtoop,циJiaт: 

� ь (8') с,. = �  a,v- .,. • •  
у. 

есть произведение определителей, составJiенвьu иs:коор.цииат a,v- диа.ды Ф 
Jl Ьро ,циа,цы '1-"; 

ан al2 a1s bll bl2 ь1в С н С12 С1з 
а21 а� 428 ь\11 ь29 ьi!В = 0111 Cst cll8 (9) 

а81 as:� 4ss Ьв1 Ьs2 bss CsJ Cs2 Свs 
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При вто:м: с�. обравротся тып обравом, что стро:ки опре.цептеJ�Я, 

oocт8JIJieнв.oro ив �· м:м:пов:ирую'.rо./1 оо сrоАбца:м:и onpeдeJШ.'l'eJis,. сос-rа

пе:ввоrо из ьр. · Ecu одна. ив iдИв.д Ф, Ч!' еС'.rЬ ,li,ИВ.Д&-"единица" J, 
то (8) дает (10) 

Ecu один из :пожите.в:ей Ф, W в (8) есть :вырож.цешrал ,JI,ИЦВ., то 
опре.це.в:итедъ, cocт��J�.п.eJШЬLII: из- ее :в.оордиват, равеи нулю (27). Но тоrда. 
р8.1!еи нyJIIO и опреде.аитеаь, равный провзведеивю, и Х будет тахже 
выроzд:ешrой .циа..цой. 

Д.nJJ уvножеим .циа.ц имеет :место ассо-циати�ъи' sanoн.: 
(Ф ·Ч') ·Х == Ф · (Ч!'·Х) = Ф ·Ч!'·Х.  (1 1 )  

Провзведеиин ОДJШ&Rовьu дна.д будем писать в виде степеней, на· 
првкер: 

Ф11 = Ф · Ф, 
ф8 = ф9, ф = ф . ф . ф  (12) 

и т. д. , д.аа: це.в:ых пол:ожителыtы:х показа.телей. 
Дла произве.це:в:ий из диад и векторов и:м:еет иесто асооциативnы:ii 

зако:в: в фориа.х: 
(Ф · W) ·r = Ф · (IV ·r) = Ф ·  Ч!' · r, 
(r· Ф) • s  = r· (Ф •s) = r · Ф · s, 

:в.оторые уже известны: (35, 37). 
(13) 

136. Частное двух диад. ДИв.дой Ф-1 , обратпой ;n;из,де Ф, павы
ваеТQн ,J;иа..ца 

(14) 
удо:вJiетворлющал умовию 

(lo) 
Выч.исдепие диа,t;ы, обратвой даввой, приводит Jt системе .в:ивей:ных 

уравнений: 
1: а а ' = · { о .цм Л ::j:: а; (16) 

11. '�'" ��... 1 д.uа д = а .  
Эту с:астеvу ура.впе:в:ий легхо разрешить. ес.nи воспмъзоватьс11 

свойствами киноров опреде.в:итем. Пусть 
ан а12 а11:1 

Л = a�!t а2а а2в 

а:н as] ass 
будет опреде.в:итец оостав.nеШiый ив хоорДJШат диз,ды Фi обозначим 
через А !М и:внор Rтoro опре,це.uитем, соответствующий эдемепту аР., . 
Тоrд&, &a.:s И3:Вестио 1 ): 

а) сукvа. проиs:ве,це:rш.ti э.uеиептов какоrо-;пибо ряде. на соответст:вую
щи:е ЮIНор:ы равна опредuите.шо; 

Ь) сумма произведений элеиептов Raкoro-JI:IIбo ряда на :ии:в:орьr эле
ментов пара.в:дельноrо ему ряда равна нулю. 

1) в. Ф. Katan., Освовавия теории о:аре,целите;в.ей, 1922, стр. \25-126. 



§ 1 1 ЭЛЕМЕНТЫ ДИАДНОГО ИCЧIICJIEHИH 

Та.пм: обра.зом имеют место раве:пства: 

:.E n А = { О  длв: Л ф <J; 
"" ,..,. �"" D ;ц.u: >. = (J, 

1811 

Эти. девв:тъ ура.впев:и.й переходит в систему па.:вве11и.й (16), eOJiк 
nолсtжиv: 

Мы види:и, ч:то каждое числ.о а;, есть приведен.'н:ый, т. е. дме:п:пый 
11а определител.ь, .мииор элемента. а"Р в определителе, сос•rа.:в.nепно:м ив 
:координат диады Ф. Решев:ие нашей системы ур8.В1Iе:вий будет :ве:воа· 
можно, если этот определите.nъ ра.:вен иуJiю, т. е. в cJiyчae вырожде:п
:пых ДИ&Д. 

Обратвак диада обладает тем 6ВОйство:м, что варяду с (15) имеет 
:мест6 н равенство: 

Если будем писать степени диады Ф-1 в :виде: 

(Ф-I )n =  ф� п ,  
то  раве:пст:во 

(17) 

(18) 

будет ниеть uесто дла: :всех це.вых, подожнте.nъ:пых ИJIИ отрв:цате.nъ:пых 
пои.мателей 1n и п, в nредпоJiожевии, что 

(19) 

Равенства (15), ( 17) определа:ют делен-ие па ди:а.;а:у дJUI ч&О'Шоrо 
с.лучак, хоrда дедююе естъ диада-"едиmща." 1. В общем cJtyчae в�ача 
амен.ия ua дttаду состоит 'В том, чтобы из равев:етва. вца. 

(20) 

определить одn:п из мпожитедей Ф иJiи W, когда ,цруrой и их проивве
.J,ев:ке Х дав:ы. Cor.лaono (17), п с ПО)!ОЩЬЮ ассоциатпв:ноr6 захо:па :м:ы 
оuреде.nни второй мв:ожитеJiъ W, J'1Шожан (20) OJJeвa в:а Ф-1 : 

Ф-1 · Ф · W = Ф-1 . х, 
(21а) 

ecJ!:a первый ивожитеJJЪ Ф есть вевыроа.це:пная д:иа.ца.; точв:о т� .же 
мы опре.це.1lИИ первый мв:ожитеn Ф, YJoШOЖ&II (20) оправа :ва. w-1: 

Ф .  w. w-1 = х .  w�t, 

Ф = X· 'If-l 

• в муча е в:евы:рож.цеnвоti диады \1!· • . ' 
(21Ь} 
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О поиощъю ;в;иа.ды. обра.тпой ,даmой, кы ][ОЖех невырож,;енвую 

.nинейную век'Iор-фующию (1") 
r' = Ф · r  

разрешить отаосителыrо незавв:оп:м:ого перехееого - радвуса-вехтораr. 
Умножан последвее равенство слева на Ф-1, поJJ.учии: 

Ф-1, r' = Ф-·1, Ф·r, 
И.JIВ 

r = Ф-1 · r' .  (22) 
Подобным: же обравом из (5') будея иметь выражение дли невави

симого перемениого - радиуса-вектора r: 
r = r'' . чr-t _ (28) 

Это решение геометрически овначает нахождение преобразованюr, 
oQ1Jamumo задавиому аффинному преобразованию. 

137. Диада., сопряжеииаи с дави ой. Переставлл:я во мех диадвых 
проивве,це.нвях _,циа.,цы: Ф :места-ми оба :множителя, по.nучи:м новую диаду, 
к.оторую будем называть диадой, сопряжеииой с диадой Ф, и обозна-
ча.ть той же буквой, но о чертой сверху, т. е. через Ф (31). 

Д11ада., сопряженная -диаде Ф, есть опять Ф. Сопряженными диа
;в;а.ии бу;в;ут, например: 

Ф = а1Ь1 + �Ь2 + а8Ь8; 

Ф = Ь1 !lo1 + b2ag + Ь8а8• 
Другой парой оопряжениых диад будет: 

Ф = � a��'-i�i�'-; 
Ф = � a�!-'it'-1� = � a�'-'-l�i�'-. 

(24) 

(24') 

Выше (31) уже было упо:м:ануто, что в CJiyчae умвожеmш диады 
на вектор ко:м:мута.тивный закон, вообще говоря, не в:мееr :места. В:место 
вего, вводл оопрнжеmrую диаду, :мы :имеем равенство: 

r ·Ф = Ф· r .  (25) 
[Это равенство обнаруживает э.�tвива.певтпость выражений (1) и (5) 
д.пл .nипейного векторного no.nв, если чr = Ф . ] 

Так:им обра.вом: ко:миутативцый за.хон имеет :меото тольхо д.nл диад, 
тождественных с сопряжеНIIЫМ:и с пими диадами, т. е. ха.рахтеризую
�хов равенством:: 

Та.&овы:ии явлаютов уже упомянутые :выше (33) си.м.метри'Ч.ееtоие 
диадъ�, остающв:еся веизмениыии при переотановхе сомножителей в диад• 
ных проиsведев:иях. 

Аитиси.м.метри'Ч.еспи.ми мы вазвали (3{) .циа.ды, :которые менлют 
aв:aJt при переотановк.е сомножителей в диадвых прои.зве.цениn, т. е. 
�a.,!Qil, иоторые харак.теризуютоа: р.шевством: 

' Ф = - Ф. 
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138. Раuошевие �&АЫ ва евиn:етрИ'Iеекую и аитиеим:иетрвче· 
скую qа.ети. Rа.ж.цаа .цив.,ца. хоает быть пре.в;став.пева. в ви.в;е оу:м:иы 
сипетричеоmй и автиоипетричее:sой ,циа.ц. Это раз.пожевие .циа.цы Ф 
.ц�етоа �ествои: 

причеv 

1 - 1 -
Ф = т � + �+ � � - �  �� 

Ф' = t <Ф + Ф> сиииетричеокаа ,J;па.,ца, (27&) 

Ф" = � (Ф - Ф) штисимие:rричесв:ц диtt.ца. (27Ь) 

Если, таким обра.вои, диада Ф ра-гла:rаетм по форu:т л е 
Ф = Ф' + Ф[' (28а.) 

па. ее оипетр:и'<tеоJ.ую и &n'l"Иси:м:метричеок.ую qll.t'fи, то соответствую· 
щее ра8Jiожеиие сопр.uжевиой с вей диа.,цы Ф бrдет: 

Ф = Ф' - Ф". 
Д.u .цеВЛТJ11lJfевиой фор:м:ы .циа,цы: 

Ф = a11ii + �s\1 + a18 ik +  
+ �Ji + �JJ + assJk + 
+ as1k1 + asgkj + � k.k, 

Ф = a1 1 1i + a�1 1j + а81 lk + 
+ aн�Ji + a.2jj + a811jk + 
+ а18 ki + �8kj + Цeskk. 

ф' в Ф" имеют :а &'l'О:М: G.IIJЧ&e G.llедующвй вид: 

Ф' == a11 Ji+�jj + a88kk+ ; (а12 + �1) Щ +ji) + 

(28Ъ) 

+ � (aw + au) (jk + kj) + � (а81 -!- а18) (ld + ik), (29а) 

Ф" = ; (а111- tltl)(ij-j\) + { (а23- a31;j) (jk- kj) + 

+ ;  (aвl - �s)(ki - ik). (29Ь) 

189. Проатейmие :виварваиты ;r.и&)J,Ьl. Дв:.а.да. есть э1Шfепоивиа.а 
B(W[1J]Ш&, :коrораа: иоает быть онре.цмева вевавновмо or систвii'Ьl ROOp· 
;в;ииа.т. Это овоlство:м: ее ПОJ!iSуютсл, :коr.ца, :&ак вто хы. уже не раз 
,11;6.n..1!1!, ОТВОС.IIТ .ЦИЩ К 8&,ЦIШН0Иf бШIИСJ 1!ЛВ Преобр8.3JЮТ ее р88.11()
аt8ВИ8 не. хи�W�Ые про:mmе;q;евив; та.и., чтобы Jlеваии мвожпе.ааив:. бши 
аа.ц81П1Ые векrоры. 

t' 3peua в трехuевио11 pa8Jioжemm диа.цы: вое .циа.цmе (веопре.цеr 
( JlеПВЬiе) про:из:ве.�;евив; :векторов 0&8.1UIJIВЬIИИ и.п вехторвыи уивоzе· 
l, вв.еи 9ТВХ ае векторов, по.n}'Ч1!И величufl.ы, поторые так оое, "а" 
t " диада, ?'е aatlucяm от систе.кы 11оординат и потоиу .ЦOJIЖШil быть 1 вas:вaJПil инвариаита.ми. Этв вива.рнавты вавыва.:южоа ооОЖDетотвевво 
� первъМ4 скаляром Ф1 в ве1еm0ро.н Фх хицы Ф. 

1 
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Для диады Ф, задаиной в трехчленной форке : 

Ф = 8.t Ь1 + � Ь9 + &.в Ь8, 

Ф1 = а1·Ь1 + а2•Ь2 + а11·Ь8 

l Гn. lV 

(30а) 

� = � х � +� х �  � х � . �� 
* Длн дока.sате.nъс'l'ва веза:вв:спости Ф1 от :выбора вехторов а. nере

пs:шеи правую че.оть (80а), аа.мевнл: векторы а1 1  Ь1 1  r-1 их раs.11ОЖ&· 
в:и.ем в векоторой nроиsвольпой Rоорди:натпой сиетеме а*1 Ь*, �·. соl'ле.о
но (60а) 25, оледующим обра.sои: 

а1 • Ь1 + а2 • Ь2+а11 • bs=(� · а*) (а· b1)t(a1 • Ь*) (Ь • Ь1)+(а1 · с*) (с· Ь1)+ 
+(�·а*) (а· Ь9)+(� ·Ь"') (Ь ·Ь2)+(�· с*) (с · Ь�+ 
+(а8• а*) (a•bs)+(a8· b*) (Ь·Ь8)+(�· е*) (e· bs). 

Срша маrаеиш, стоящю.: в nервой кОJiо:в::пе правой чоо-rи этоrо ра.
венства, равна а*· Ф · а, столщн:х: во второй и третьей коловнах соответ
ственно Ь* · Ф ·Ь, с* ·Ф · с. Таким образом: 

Ф1 = а1 · Ь1 + а2 · Ь2 + аs·Ь8 = а*· Ф · а +  Ь*· Ф ·Ь + с*·Ф · с. 

Правак часть зтоrо равевотва, очевидпо, в:е sависит от выбора ве:&ТО· 
ров I:J.• а это и требовалось пока.sать. Вместе с этя:м nока.sапо, что 

Ф1 = а* · Ф ·а + Ь* ·Ф · Ь + е*· Ф · с, (ЗОе) 
rде а. Ь, с - пров:звоJIЪнан троЬа В€ЩОИJIJiана.риых ве:кторов. 

Д;lя: доказательства вева.висикости вектора Фх от :выбора вехторов а, 

доотаточно nоRМать, исходя: иs р авенств: 

что 
а,. Х Ь,_ = а, Х а* а • Ь�., +а,. Х Ь"' Ь · Ь� + а,. Х c.* t ·b, ,  

Фх = а1 Х Ь1 + а2 Х Ь9 + а3 Х Ь11 = 
= - (а* Х Ф · а + Ь* Х Ф·� + е* Х Ф·t). 

В:м:есте с этим: будет показа.в:о, что 

- Фх = а* Х Ф ·а + Ь* Х Ф · Ь + е* Х Ф· е, (30d) 
rде а, Ь, с - про:иввоJIЪвал: тройм векомп:аав:арнш векторов * .  

�и диада Ф вадава в деватвЧJiе:нпой форме 

Ф = � а1•1, i" i"' ,  
ТО 

(3l a,) 
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В &а.честве примера. приведе:м: ии:ва.риавтьi ло&8J1ЪИ
О

Й ди&ды (77): 

Ф ==\J v, 
Ф1 = \7 • У  = div v, 

(32а.) 

Фх = \7  X v = rot v; (32Ь) 

иввариа.итиьtй харахтер этих выра.жеиий б:ыл уже установлев вьn:П:е. 

Зв:ачеиие первоrо ока.ира. .циа.,цы зависит тоJJ.ЬХО от ее сп:м:етриче

схой части, зв:а.чевие вехтора .циа.ды - TOJIЬRO от ее аитисипетрв:чесхой 

ча.оти. Д.Л.я тоrо чтобы это пoJШSBil'Ь, за.метви прежде всего, что, со

rл.ооио (
3

la.), nервый С'Nаляр антиси.м.метричеспой оиад-ь� Ф" и, со

.rла.сио (3Ib), вептор си.м.нетричесJ>ой диадъ& Ф' равиы иулю: 
Ф; = о, (33а.) 

Фх = О. 
(33Ь) 

Дu
ее и

ЬI 
за.

v:еча.еи, что первый 0Jta.J1J1P стиm двух диад 
( Ф + W) 

р
а.веи оупе первых си.а.паров .циа,.ц ф и чr, т

. 
е. что 

(Ф + Ч!')r = Ф1+ W1• (34а.) 

Точно так .асе .1еrко проверитъ, что 

(Ф + Ч!)х = Фх + чrх . (34Ь) 
Применяя зти поJiожения: х диаде, равJiоасеив:ой на ее 

оиииетр}11{е

окую и а.нтисиииетрическую части: 

Ф = Ф' + Ф", 
пол

у
чm1 окоп

ч
а.те.uьво: 

(3ба.) 

(35Ь) 

Дu иttвариаитов соt�.ряжеииой диады, :&оrорую, l.&ir. изве0Т11о, 11ожно 

представить в виде: 

получим: 

Для диады-едtтицы: 

Ф = Ф' - Ф", 

Ф1 = Ф; = Ф1; 
Фх = - Ф� = - Фх . 

I = il + jj + kk, 
первый скаляр и вехтор будут 

11 = 3; lx = O. 

(36а.) 

(36Ь) 

(37) 

140. Век'rор Фх. А.m:исииметрв.чесцн диада Ф", отнесенпая к про

изво.JJЬвоиу 
тр

иэдру 1, j, k, прв.пвиает вид: 

'I

О

Г
Д

а. 

Ф" = l (jk- kj) + т  (ki - ik) + 1J (ij -ji); (38) 

(3�) 
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Числа. l, т, •n ва.вионт от опециа.лъиоrо выбора триэ;в;ра.. llOOJie:ootl 

можно выбрать так, 'tJТОбы е�иЧRЫй веltТОр k оовпа.п по иа.прав.хевию 
с :вектором Фх.; тогда. l = О, т =  О, и, С.Jiе,в;ов!l.тельно, 

Ф" = n (lj -ji) , (40) 
Фх = 2nk. (41) 

Тем: саиыи :мы nокава.ли, что волкую антвои:и:иетричесчю ,J,И&,В;у 
можно nривести Jt пор.мальио'IJ. форме, в которую входит то.JIЪво о.в;на 
ра.звооть .цвух оопрнжеmrых д:в:адвых nроизведений (ив:ожи'l'еШIМИ ко
торых в даmrо:м C.Jiyчae явлнютса два взаимно перnевдихулнрных вех· 
тора). Benmop Фх nepnenfluny.ляpeu -�> п.лощаЭке, о11реде.ляе.най аити-
си.м.метри'tеской дtt.адой Ф" (см. 34); согласно (40), (41), :имеем:: 

Ф" · Фх = О. (42) 

EC.Jiи образуем е по"lощью пориальвой формы (40) :веttтор 

r · Ф" = nr·(ij -ji), 
то, вводя .в;войвое :векторное про:ивведевве, получmr, oorJia.cвo 34 (99): 

r · Ф" == nr Х (j Х l) = - nr Х k. 
Тогда, согласно (41), будем ииеть: 

S.Ba.J.IOГJIЧПO 
r · Ф" = _.2:_ r Х Ф · 2 х •  (43а) 

(43Ь) 

Эти раве:вотва, вооиотрн na иопользо:вап.ие при IIX :вы:во;в;е оnециа.и.ь
nого базиса, спра:веДJiивы д.па: любого r ввиду ипвариаптиости входащих 
в них велв:чин. Оии sа.жJияют вепториое у..иножепие па ве-10тор у.нпо
жепие.м па со·ответ&твующую аитиои.м.нетрическую диаду (ер. 34). В то 
же :вреиа ови покавывают, как надо выбрать зту ДИ!Iii(J, так в.ак ДИ!Iii(O. Ф", 
:ииеюща.л В!lil(ав:иый вектор Ф х, :вполне опре.в;е.пяетсп ра.веаотвои (38). 

14-1. Rивеиатв:чесаи иптерnретациа: :вектора Фх . Аит:иоииме
трическм диада Ф" отпосит с помощью .п.иneiinoli вектор-фуmщв:и: 

r' == Ф" · r, 
каждоиу радиусу-вев.тору r пространства вехтор r', лежащий в ПJIO· 
скости, перпевдnулнриой к вехтору Фх , и в то же врема перnевдв:
хущ:в:ый х радиусу-вехтору r [си. (43Ь)]. 

:М:еж.в;у векторами r и r' имеет :место тав.ое же со<У;rветотвие, как и 
между радиуоо:и�веи.торои r пекоторой точки :вращающегоса тела и векто
рои v ее тангенциальной скорости, eC.Jiи noC.Jieдnий выразить с по
мощью :вектора 11 ее yr.Jlo:ВOй скорости. Де.йствителыtо� полагал 11 (48Ь) 

.по.аучmr из равенства 

уиаз"а.ввое соотвоmев:ие 
v = • X r 

Ф"·r = У. 

(!4) 

(4i) 
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Теперь уже .ner:rю опре,J�.е.nвть а.втисииметричеоаую .-.иа.,цу Ф0, ваие� 
влющую уrло:вую ов:орооть: 

U=eJ.+ "IIJ + tk. (46) 

В оа.ио:м: деле, еОJШ папвше и равенство ( 44) в ра.вверв:уто:м: .виде: 

-+Фx=�i+тJ + :k, 
то, cor.naoиo (38) и (89), выражение 

Ф" =-е  (jk - kJ) - -r, (kt - ik) - �  (JJ -Ji) (47) 

и ;цаот ис:коиую а:нnопиетричео:sую ;циа.;цу. 

§ 2. Чистое расташевне 
142. Теиаориые пов.ерпоети второrо иорцка. Каждой .циа..це 

[тенsору второrо порв;цв:а (о:м:. 38)]: 

Ф = а11 ii + а12 ij + а18 ik + 
+ а21 ji + a�r.�JJ.+ а28 jk + 
+ а81 ki + a69kj + а88 k.k, 

можио путем дву11.ра.твоrо умиожеnа нз. ра;циус�:ве:к.тор 

r= xi + vJ +sk 

привести в соответствие оR8..11вр:аую хва.цратичв:ую фор:м:у: 

2F=r•Ф•r== a11a;ll + a12 xu+ a18 xz+ 
a111 xy + "- 1f+ a28ys+ 

+ � и +�� + �А �� 
Это соответствие, о.циако, не одво-одвозна'.Шое, тв каи. nри сое;.;и� 

веиии ч.nеиов, оо.цержа.щих проиЗведения рв.uв:оихевв:ых :s.оордиват век� 
тора r, соответствующие хоор.циваты диады входят в :sва.дратичвrю 
фориу (48) вmь в :виде суммы, :sа:в зто имеет хесто, ва.при:м.ер, в ч.11еве 

�+ � �  
. 

P&s.��araв диаду Ф на сииыетрич:есхую и а.атиси•ме:rричеохую части: 

Ф= Ф'+Ф", 
получи:и: 

Второе c.na.rae:иoe тож.цест:веино равно врw, кatt это .ви.цв:о :иs ра· 
:веиот:ва. ( 43а ): 

1 r·Ф"·r == тr·Фх Х •·= О. 
О.ие.цова.теJJъво, в:ва.;а;ра.тичва.н форма 2F бу;а;ет одва. и та ае ,цд.а 

всех ;а;иа.ц, имеющих одинаховые ои:м:иетричеокие части. Соответствие 
меа;.;у .циа.цой и хва.црати'.Шой фориой стаиовитс/1' о.цио-о.циоввачвы:м, 
ecJiи оrра.ви'IИТьсв ра.оо:мотревие:м о.циu тою.ао си)rмстричеоtп ди.а)l. 
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и, следова.теАьво, положить �"' = ap.'l. .  Эти� ограни�ием .4СЫ и будем 
ру�оводотвоваться в нижеследующем гео.мстриttеопом истолповании, 
т. е. в дuьиейшеи иможеиии ,в;иаду Ф м:ы будем счита.тъ силметри
чеспой диадой. Уравнение 

2F= r · Ф · r =  const., 
или 

а11х2 + а22 у2 + a88 s2+ 2а111 ху+ 2а25 уе+ 2a18 xs :::;r const., (49) 
предотавлает семейство подобных: и одинаково расположеиных цеитра..пь
JIЪIХ поверхностей второго порядка, тенаорн;ых поверхностей. 

Ив системы теиsориых поверхностей ч:асто выбираетс11 одна особым: 
образом: вор:м:ироваJПJа.JI поверхность, обычно - nавершость 

2F= r · Ф · r = l , (49') 
в качестве предотавитеJIЬНицы всего семейства. Тенворным:и повершо
ста:м:И :могут быть хак одно- и .цвупо.Jiые гиперболоиды, тatt и эллип
соиды; в случае планар:ных сииметрических диад тевворвые повер:х:
пости вырождаются в цидиццрические повершости. 

Если вычисАить градиент поля, певершости уровня которого суть 
тензориые поверхности: 

в положить 
21!' = const., 

r' = grad F, (50) 
то оказывается, ч:то r' есть как раз та вектор-функция, которая свя
в�иа с радиусом-вектором r равенством: 

r' = Ф·r. · (51)  
ПоJiа.гая для дока.sа.тельства. в (50) 

r' = х' i + у' j + z' k, 
получим: 

(52) 

Те же выражении длл х', у', z' :мы подуч11м и ив равенства (5 1), 
выпоmля умножение Ф ва r (up. 32 (93)]. 

Бектор r', отнесенный радиусу--11"ктору r с помощью вектор-функ
ции (51) r' = Ф · r, и.меет направле'Н,uе '1'/,ормат� n той тенsорной 
поверхпости, поторая проходит через понец вептора r. 

Его модуль для всех тоqек этой поверхности обратно пропорциова
лев рассхоннию ее o:r соседНей поверхности. 

1�3. Вааимпые тепаорпые nоверхпоети. Согласно (5 1), и:м:еет 
:место равенство: 

2F = r' . r = const. (53) 

Таки:и образом скалярное произведение радиуса-вектора r на соот
ветствующttй е.му вептор r' для всех точ.е�> те'Н,sорной поверхности 
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и.неет одио и то же аШ&чение. Из сипетрии равенства. (58) отвоои
те.пьво r и r' о.ие.цует, ч:то вехторы r', отвесениые ра.циrса.и-вехтора.и r 
кахой-JШбо повер:mости семейства., также опре.цепт поверхность второго 
пори.цха, ecJIИ их построить, каи. ра.,циусы-вехторы. ДействителЫiо, 
ис:к.nочая r ив (58) с поиощъю cJie,Jt;yющero ив (51) ра11енства: 

r =  Ф-1· r', 
получи:и: 

r' · Ф-1 · r' = const. (б4) 
Это равенство дает тевsориые поверхности обратвой диа.ды Ф -t -

вsаи.ми·ые теизо.zт.ъю поверхиости. 
Свлsь -иежду первоиаq;альныии 

и вваиивыии с ииии тевворвымн 
поверхностиии вваимнаи, т. е. тен
sориые повер:mости, вsа.ихиые с по
следв:пии, будут тождествеивы о пер
вовача.uьиыии. 

Междr тевsорвой поверхностью 
и соответствующей ей вsаиивой по
верхностью пеет :место ва.жваи 
геом:етричесхаи связь. :Каждый ив 
радиусов-вехторов r и r' перпен· 
дпулврен R касательной плос
кости, проведеивой в :конце дpyroro 
вехтор а. 

Рис. 63. 

Пусть ураввеииа тевsорной повер:mости и вsаиюrой с вею тевзор• 
пой по:вер:mооти будут: 

r · Ф · r = l и r' · Ф-1 ·r' = l; (55) 
тогда 

r · r' = 1.  (55') 
Ес;аи проведем радиусы-векторы r и r' ив одной и той же иача;аь

иой ТОЧRИ О (рис. 68), то перпеиди&улиры р п р', опущенвые ив 
точхи О иа каоательвые плоскости :к этим поверхвостии, пойдут по 
ваправ;аевиии вехторов r' и r. Обоавачаи ходули последних через r' 

и r, будем ииеть, согласно (55'): 
rp' = 1; r'p = 1 ,  (56) 

Ив этих двух соотношений видно, что точки хаж.цой ив тевsориых 
поверхностей (55) п ооио:вавии перпендикуляро.в на :касательные пло
скости другой поверхности л:в.nвются сопряженными по отношению 
1t шару единичного радиуса. Поэтоху хасате.nьиые плоскости :ка.ж,цой 
ив этих поверхностей будут по.uириыии плоекостими точех другой по
верmости; паждая ua 'Наших двух meuso.zm.ъex 1�оверхиостей :может 
быть расс:иатр:иваема как оrиба.ющаn полярных пJJ.осRОстей точек друrой 
повер:mооти и, следовательно, является подЯJ'UОй поверхиостью этой 
после&н.ей по отношению к шару е.в;ив:ичпоrо радиуса. Поверхность же, 
предота:вллющал гео.метри•tеспое .место oettoвauuй перпеидипуляров ва 
касательв:ые плосRОсти тенsор.юй поверmости, есть поверхиость, со
пvяжеииая п вза1t.миой теизориой поверх-носпш. 
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Уравв:ев:пе rеометричеоаоrо места ооиовэлий пepпeв:;t;ИRfJIRpOB )I'.JIIf 

теввориой поверхности: 

иы получии из ура:впевии вгаимпой тев:ворв:ой поверmости: 

r' · Ф-1 ·r' = 1 ,  

вво.ця с помощью осуществплющеrо ив:версИJО урав:в:евии 
' r.l r =-- или r't·J.. = 1 "i 

ра.,цпусы-вехторы r .1 осв:ова.нпй перпен.цпу.пяров: 

(57) 

r.L · Ф-1 ·rJ.. =ri_ .  (58) 

Аналогичные соотношения имеют место для тепворных повер.rпостей: 

r · Ф·r == а  и r' ·Ф-1· r' = а, 
о Jiюбыми sначев:иями nocroJПiнoit О по отношению х шару ра..циуса 

у�. . 
144. Ra�aтeJiьuaa ПJiо�.кость и пориаль R цеитрuьиой поверх

ности второrо пора:д&а., Ура:впеиие Jiюбой цевтраJiьвой по:верmости 
:второго порнд:�tа. может быть. предотав.пено в ви.це: 

r ·Ф ·r + 1 ,  

где Ф- сиииетричесRМ .JQIЗ..Цa. Переходя от топи повер:mооти, ра
дв:уо-ве.&тор хаторой есть r, х соседпей топе поверхности с p&,ЦRJco:u:
вeкropo:u: r + ar, иы будем: петь: 

dr ·Ф ·r + r·Ф·dr = 0, 
или вви;s;у сиюrетричв:ости диады Ф: 

dr · Ф · r == O. (58) 

Отсюда, sа.м:ев:яи ar &Оиечныи вехтором s - r, rде s - ра.диус
ве&тор l.altOЙ•Jl'ИбO TO'IItlil: U.С&Т6JIЬИОЙ П.IIOCKOCТD, ПOJI''f'lllИ уровев:ие 
в:оожедпеl: 

(s - r) ·Ф·r = O  
или 

(59') 

В (59) вектор Ф · r  1111еет иапра.uевие пор:мuп: к поверхности, та.11. 
Jt&Jt он перпев:дикуJiяреn ко все:м: переиещеиии.к dr в:а. поверхности, 
исход11Щии из одной и той же точки. Ов: отпч:аеrоя, оJщцова'J:мьво, 
от е.цивичиоrо вектора пор:ма.JШ N тоJIЬко множителем: пропорциоиа..n· 
иости р: 

(60) 

Для вкчистеив:л: р уипожим (60) скuярпо па r; полrч:&.ек: 

N · r == p r ·Ф ·r  
ИJIИ 

o = N•r = p. 
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Здесь р есть расстояние Itасательвой п.посJtости от центра поверх

иооти. Сnе;в;ователъво, едипич.п•ый веJ>тор пор.ма.мь равен 

(60') 

14:6. Чистое растлmеиве. Еми возыrем главвые оси тевзорвой 
поверхности за. оси системы координат, то уравнение nоверхности 
!проЩаеТСЯ И прИIПП[ает ВИД: 

2F = ax!l + Ьу2 + cz'A = const. (61) 

Соответствующая ей диада тогда. примет вид: 

Ф == all + Ьjj + ckk. (61') 

Этт форму :мы будем н&Вывать пор.мальиой фор.моu си.м.метрич.е· 
ской диадъt.. Она позво.пяет сииметрическую диа.,п:у записать в виде 
произведения трех симметрических диа.,п: более частного вида: 

Ф = (all + jj + kk) · (il + Ъjj +kk) · (ii + jj + ckk); 

в вто:м проивведевии допустимо и ив:мевевие порядка сомножителей. 
Ra.at,JU.dt ив втих киожвтелей есть диада, осуществляющал а.ффив:иое 

преобравоваиие ооверmевио специа..пыrого вида., а. и:меиво простое ра
стяжfflие в направлении одиой ив трех осей; так, преобраsовавие 

rl = Фl •r, 
ооущеотвлве:мое первой диадой: 

,.;а.етсн ра.вевотва:ми: 
Ф1 = a i·i +j ·j + k.·k, 

х1 = ах; у1 = у; s1 = z; 

хи�а. Ф1 ооущестмнет простое растлжеиие :в направлении оси х. 
Масштаб растяжевин равен а; он :может б.ыть как положительным, так 
и отрицаrrеnВЬiи; в последнем сnуч.ае растяжеиие cвas&RO с аерпаль
ны.н отражеttие..н от плоохооти у11. Олово " растяжение "  при:меuетон 
здесь, CJieдoвa.тeJiыro, в иес:&олъкс более общем с:мыСJiе, чем: обычно, 
когда пре.цпола.rа.ют, 'ITO маоштаб растнже:пин поJiожиrелеи. 

Аффиииое преобраsова.ии:е: 
r' = Ф· r, 

осущеот:вJUiе:мое общей сииметрической .циа.цой Ф (61'), состамнетсн 
ив трех проет·ых растя:ж:епий в трех вааи.мпо перпе?Wипулярпъtх 
напрамения:с, пООJiедоваrельв:остъ хоторъn:: ие вJIRIIeт иа. результат 
nреобрыовавии. В хоордива.тах вто преобраsо:вавие дается тремя соот
ноmеиинхи: 

х' = ах, у' ==  Ьу, е' = 011. 
Ta:soe оJiожвое растяжеЮiе та:& же на.зЬiвается "истЪЫ� растяже

иие..н, пк и ка.ж.цое ив простых раотнжеиий, ив хоторых оно состоит 
и которые ваs:ываютм его маены.ми растяжепщмщ .. 



Обра.тиое преобразо:ваиие: 

ИJIИ 

ДИАДЫ: 

r = Ф-1 ·r' 
z' z = c 

ОСfЕЦеСТ:вJIЯеТСК С ПOVOllQЫD ДИ�Ы 

Ф-1 =...!!_ + JJь + n .  
а с 

{ ГЛ. IV 

(62) 

Ура.:ввевие соответствуюЕЦей вsаи.мпой mtнJJopnoй поверхпости 
будет : 

' 1 �'1 У'' t12 
r' · Ф- · r' =  7 + v  + 7 = const. 

146. Маоштабвый э.uвпсовд. Ша.р еди:нв:чвоrо радиуса.: 

r·r = 1, 
перево;цитса: с поиощъю Jiипейиой :вектор�фупац:нв:: 

r' = Ф•r, r = Ф-1 ·r', 
где Ф, как и выше, - сипетричеоitаи диада., в вJJ..nипсоид: 

(Ф-1 •r')·(Ф-1 ·r') = I, 
Ul 

(62') 

r' ·Ф-2 ·r',= 1, (68в.) 

* ибо во.rедетвие с:иииетрИ'Diости диады Ф-1 , Ф-1• r' = r' . ф-1 *. 
EcJiи взять выражение ,ц.пк ДИ8.,1Qi! Ф-1 в :в:оримъ:в:ой форме (62), 

то уравнение 9тоrо 9JI.nиnooи.цa будет: 
f11J у2 J&2 

+ lif' + cг = I. 
Э.иипсоид по.nучаетоя вs шара. единичвоrо радиуса о по.мощью чи· 

omozo растяжепия, r.rаввые растижевиа: хотороrо имеют ::иаештабы 
а, Ь, с. Точ:&и, леааuцие ва э.и:и:пооце, ::иожво nо.11упть, иохо.цн из 
ero по.11уооей а, Ь, с, о поиощъю шара. е.циничвого радиуса. поотрое
:вие:м, предс'l'&ВJШющи:и пространствевв'Ое обобщеп:в:е :иsвеств:оrо по· 
строевин э.n.nипса. с помощью охружвостей, построеивых иа. осп, ка& 
на диаметре. 

Радиусы-векторы r' точен. ..э.иипсоиде., соответствующие ра.циусв.:w.
ве&тора:и точех шара е.циничвоrо радиуса, nра:rtтеризуют :в :в:е:аоторо:м: 
CJIЪIO.Ie ".масштаб-ы" преобразований .rюбых векторов r в вехторы r'. 
Поэтому э.и:ипсоид (63а) :мы бу;це:м :в:азыватъ .маоштабн-ы.м эллипсо·и
до.м растажевиа:: 

r' = Ф•r. 
Обратное растлжекие 

r = Ф-1 · r' 
пере:вОА.ВТ шар едип:в:чвого радиуса 

r' •r' = l 
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во вваи.мff�й .мaмmad'ffw эллипсоид 

r ·Ф'·r = 1 
ИJIИ 

а2 х2 + ьз у2 + с'z2 =  1. 

2.01 

(6ЗЬ) 

Взаихтай JIЗ.ОШТабИЫЙ э.11J1ИПООИ,11; (63Ь) JIOZRO р&ОС)(В.ТрИВМЪ ltaK 
теивориу:ю по:вер:шоо�ъ, соответствующую ;цице Ф', & х&сmта.бвый 
эи.ипсоид (68а) ка.s соответствующую :вза.иuиую теиворвую поверх
иос!l'Ь. Поэто»у »ежду &ТШ�и .цву:ия :иао.штабиы:ии эллипоов:.ца.:аrи и:areei' 
:место та же rео:иетр:ач:еокаа: 
о:вазь, к&lt8JI ха.раsтериа. ,ц.па 
такой пары теиворИЫI поверх· 
иоотей. 

1,'7, Ови:аь aez11.y mapoa 
еji.ИВИЧиоrо радиуса и аао· 
ШТ&ISИЬПI 9.JIJIИBOOJIAOa. ltaж· 
,цой тоuе шара е,циии'Шоrо 
ра..циуса., ра"циус-веи.rор и.ото
рой еО!lЪ r 1, соответствует и& 
:иа.оштабио:и э.uипоои,це точка., 
ра.,цвуо·вектор которой есть 

Е.цвиичиьтй ве�tтор иор:иа
JIИ :s ха.ошта.био:иу в.uипооцу 
в точке, ра.,циус-веr.тор кото
рой есть r:, соr.паоио (60'), 
будет: 

N1 = .Р1 Ф-11 • �. Рис. 64. 

r,це р1 - р&остооие l.&оате.п.иой lLIIOOJtocти 1. :к&еmте.био:иу ЭJUПШСОЩf 
:в втой тоЧRе от центра . .  

Рмо:и\}Трих еще о;J,Иу ТО"Пtу ma.pa ед1ШИчаоrо ра..циус&., ра..циус
ве�tтор хоторой r па.ра.uе.�еи иор:иuи: N1 (рис. 64): 

r = N1• 

Ра..циуо-вев.тор r' соответствующей rоч:sи: :аrаошта.бноrо ЭJW�псои.ца 
будет: 

r' =pl rl. 
Оле.цова.те.пьио, вехтор r' na.pa..ue.11eИ пер:во:иу ра..ци:усу-ве�tтору и 

ero :ио;а;у.п. роев 
(64) 

Таuи обра.аои диада Ф 'NаtJЮдо.ну еди.нiи<vн.о.му вe'Nmopy r приводит 
в ооответствие ве�тор r', .модуль nomopozo paetm расотоянt�'Ю от 
цвffmpa той пасательной плос�ооти n маоштабно.му эллtИJсоиду, 
поторая перпtтди�дярна n r. 
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§ S. Вращение 
148. Вер3ор (оnера.тор вращевил:). С покощъю Jiв:в:ейиой веитор

фупи.цп 
(55) 

r.и;е Ф -теперь JI.JOбaя пмвм, ве вепре:мепво оимметричеохал: �иа.ца, 
шар e,цmпr<moro р�иусв.: 

r ·r = 1,  
wерево,цтм :в элuпоо:и.ц; в'l'ОТ 9.1Winoo:ц бу)l;е:м: иаsьmать иооmтв.биы:�� 
t.иипсои,�;о:к &ффиииоrо преобрмо:щншя, осущеоТВJJ.ие11оrо с помощью 
,�;иа..цы Ф. Его уравнение можно представить :в ви;це: 

(Ф-1 •r') · (Ф-1 ·r') = 1 . (56) 
Jl:евы: часть этого ураввевия, ваnисаввая в координатвой форие, 

<iJ.и;ет o,J;Ropoднoll: в:ва.дра.тичвоii форкой хоордива.т вектора. r'. 
Та.в: lf.8& веи.тор-фувщиа: (65) JtВ..ЖДОl(У &Овечвоv.у ·ве11.тору r относит 

ко:в:ечвый же ве:�tтор r', то поверrвость второrо порадка., пре,�;стll;в.u:е
им уравпепиеи (66), иоает быть толь&О &.�.��ипоои;цои. 

lJ)ur преобрмо:вания ура:ввевия (66) веоб:щ]{ИИЫ: neJW'l'Opыe сообра.
аепия отвосительво дейеtп6uй о сопр!шсен/н/ьt..иu диада.мf/.. 

Есп Ф . и Ч" -две по.шы:е ,цады, то диада., оопряжепвм :п про
J18ве;в:евmо П = Ф • Ч", вычиОJiкетс.в: по фopkyJie 

ll = 'f"·Ф. 
)(ейотвите.u.во, вычвоия диа.ды: Ф о W и W о Ф (аа.писа.в npe.Jr,Вa.pи

'feJI.bll() ооив:ожите.пи JU�Jt суммы: дщны:r проИ3ве.цевий), мы убе.цихся, 
ЧТО ф • Ч" И 1f • ф OTJIИ'l8JDТOЯ' друr ОТ друга. JlВШЬ ПО р8'Д&ОИ СОПОJПТ8· 
.tei :в · .ца.дных произведениях и:, с.tе.цо:ве.тельво, зtи диа.ды .В:В.UIO'J.'(J.J[ 
•onpя&emп.t]IИ. В ЧО.О'fВОСТИ, П00'1'011J 

ф . ф -1 = 1, 

и, е.uе,�;омтеJ�.ЬНо, corJt&oBo опреде.иевию обра.твой .ца.,цы: (15), 

Ф-1 = (ФГ1 ,  (67) 
вхеото чеrо, оnустив скобх:в:, иii будем: писм.•ь Ф -t , 

Теперь иы иоzеи, пр:в:иева:а: а.осоциа.тиввый sa�toи, пре.цст&вить (66) 
:в вИде: 

r' ·X ·r' = 1 ,  

eCJIИ � Jtpa.nooти ПОJIО.ЖИТЬ Ф-1 ·Ф-1 =Х  . 

(68) 

(68&) 

.lивейв3S :вехтор-Фуmщия (65) перево;в:ит к.а.ж.цый тркэдр ввв.u:в:о 
керпеВ'.JQ{&умр:ньц полу�s.иетрQв :в триадр оопряжв:нвы:х по.11у-
.,..етров :ма.оmта.биоrо &.�.��ипоои;ца.. аnо:мuи, ч.то тркэдр со:пряаев-
11111 оuухиаиетров ха.ра.ктерnзуетоя тем, что к.а.оа.тельвм П.JIОО&Оотъ 
8 аоце aaxoro иа в:их па.ра.целъва плоохооти,. прохо.ця:щей через два. 
QJIU DNJ.ЦU&rp&. * Пусть i, j, k - нев:оторый произвольны:й трвв.цр 
_.. DtpatiЦDT.IIЯpBLI.J: подуди&метров ma.pa.. Чтобы дохМ&ть, чхо 
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векторы 'P ·i, Ф ·j, Ф ·k  образуют триэдр сопряжепвш: по.пу.циа.метров 
эuипсои,ц& (68а.), достаточно поJ.tаЗать, что нориа.пъ :& этому эuипсоцт, 
прове,ценнал: в точке Ф · i, т. е., согласно 144, :вектор Х · Ф i, перпе:цци
хулирва. в. веи.тора.м Ф·j и Ф · k. Это легко проверить: та&, напри•ер, 

ибо 
(Ф·J) · Х · Ф · i  = J · Ф ·Х · Ф ·i = j · i =  О, 

Х = Ф-1. ф-1 *• 

Это свойство сохраняется при :вспои аффинном преобраsовании. 
Оси вжлипсои.ца также соответствуют некоторым трем :взаимно пер

пенди:sуля:рным диаметрам шара. Та&и:м образом при па:ж:до.и преобра· 
зован�и с помощью линейной вептор-фунпции существуют mp� 
вsаи.мно перпенди"1Jлярн;ых направлен-ия, переходящих в mpt' mawжe 
Rза�.мио перпендикулярн;ых иаправленttя. 

Отоюда следует, что 'Каждая полная диада :может быть пре,JJ;ста.-
в.'!ена. в иор.мальной фор.ме: 

· 
Ф = aii' + Ьjj' + ckk', (88) 

I'де i, j, k и 1', j', k' -два. ортоrона.пышх тривдра. и а, Ь, с - хей
ствительпые постоюmые числа. Линейная вектор-фуmщия f 

r' = Ф·r 
относит едивИЧШiм векторам 1', j', k' вза.и:мпо перпецди1tу.nярJШе век
торы ai, Ьj, ck. * .Форив..пьв:ое дока.вате.JIJ>ст:во втоrо пpeДJioжeJI][JI моапо 
получить, eOJIИ исходить ив норма.пшой формы сииметрической диа� 
Ф · Ф, хоторую, согласно (61), можно записать в в:и.це : 

Ф · Ф  == aii + bjj + ckk, 
оти.уда. оJiедует 

Ф · Ф·i = аi, Ф · Ф ·J = Ьj, Ф · Ф·k = сk . 
.Ввода: обошачеНRif Ф·i  = 1', Ф ·J =J', Ф·k = k', перепишем ва.m:в: ра
венства в виде: 

Ф · i' = а1, Ф ·J' = Ьj, Ф · k' = ck. 

()отаетса: тo.JIJ>:кo пока.вать, что ве&тор.ы i', J', k' образуют ортоrовuъ
ВЬIЙ тривдр. Та:к, на.прп:ер: 

1' ·J'·== ( Ф · i) · (Ф·J) = i · (Ф · Ф ·j) = i ·(Ьj) = о *· 

Норма.пъвая форма. {69) :м:ожет быть раs.ложена. ва. мвожител.и �оа
щw обра.вом: 

Ф = {ail + Ьjj + ckk) • (11' + jj' + kk'), 
Ф = (ii' + jj' + kk') • ( ai'i' + Ьj'j' + ck'k'). 

(70) 

9 = ii' +JJ' + k.k' (71) 

осущестмяет ·�истое враще:н.ие. С помощью линейвой ве:ктор-фув&JI,И.И 
r' = r • (ii' + jj' + kk') триэдр i, j, k переводится в тривдр i', j', k'. 
)(руrой множитель в выражении (70) ДJIJI Ф ооуществлиет чистое ра.о
тижение, &оторое проиsводитса: до и.пи после вращения в .не.правдеип 
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тех осей, opтoro:RI!.IlЫiooт:ь хоторъп ве ва.руш&етон пооде 8ффJППЮrо 
прео<Sрмо:ва.ииа:. Те.м са.и'ЬUf афф111Н/н,ое преооравова?t!ие пре.-;ета.u.ево 
в ВВ);е 5роиаведе?t!ия �ucm�o расmяже?t!ия м "ucmozo враще?t!uя. Кut.v;u 
ж.иа.ца, ооущеотвлвющмr '!Вотое вра.ще.и.ие, ва.шваетм вера�о.м. Предота
:В.'Iеиваа: в (71} фор:иа. диа.;цы Q в:мьmаетоя ?t!ор.малтой фор.мой. вераора. 

Rаж.цы.й вергор Q ооущеотв.пs:ет два pM.liИ'IВЫI :вращевв:н о по
:м:ощъ:ю JJИВе.lвЪП вехтор-фушщв:й: 

r' = r · Q  
и 

r" = 2 ·r = r · Q .  

Исходя вз (71), .11erno про:верить, '1'!0 
Q . Q = I, 

т. е. 
(72) 

и, оде,а;оватеn:в:о, .второе .вращепве н:в.11а:етон обра.т11:ЬI:и по о�оmе:вJпо 
s первому. 

14,9. Поетроеиве вервора. Чтобы поотроить :верзор Q, пере:во
�щ.ий i'р.ИЭ.цр i, j, k :в триэ,а;р i', j', k', :в:цо :в (71) выра.зm:ъ вехторы 
1', j', k' черев i, j, k о помощью де:вати вапра.в.пающих Jtооивуоов ил:в: 
с помощью эйдеровш: уrло:в (11). 

· . 
Bo.nee важную .ц.пн придожений за,а;а.чу составмет построение вер

зора, осуществ.и.пющеrо вращение :во&руr задаввой оси :вв. за..цашшй 
yroJJ: q. Допустим: свача.па, 11то ось :вращеп:в:а: совпмает с ооъю z с:ас
темы хоор,ци:ват; тогда триэ.цр l, j, k перево;��;итса: в трв:эдр 1', j', k', 
опре;в;елаеиый фориуА&»и преобрмо:вавв:s: 

l' = 1 cos q + j sin q, 
j' = -i sin q + J сов q, 
k' = k. 

(73) 

Прв.цот&&пвл .пи.иейиую ве&тор-фуихцшо, осущеотвJlsющую это вра
щение, :в �е: 

r' == r • Q, (74) 

1')1;6 B6f!IOP Q ВХОДИТ вm�'ЬМI .М?t,ОЖителем, будем: Пе'IЬ ;в;JIJI версора . 
2 = 11 +JJ' +kk', corJiacпo (73), :выра.жепие: 

Q = (il +JJ) cos q + (ij -jl) sin q + kk. (75) 
В оо:ой фориуJiе k есть еди?t!ичпый вептор оси вращеиия, тогда 

IU!o& ве&торы 1 и J до ш:веQТИой степени проиввы:ьны. О помош;ью npo
oтoro преобразо:вiШИs :м:ожво вехторы i и j исuючить. В ооо:и .цe.Jie, 
ecJIП введем: диа.;цу-еди:иицу I в :виде: 

l = li +jj + kk 
и вам:ети:к, что (oorJiacиo 86) 

k X l k Х (ii+jj + kk) =ji - ij, 

то вервор (7б) при:кет :вид: 

ll = (I -kk) cos q - (k Х 1) sin q + klr. (76) 
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Верsор Q теперь оЖоакачно вЫJЮЖВН череэ единичный ве"тор k 

оси вращения и угм вращения q, котор:ый :может быrъ как nOJJoaи
-reJIЬИьtИ, та;к и мрица.те;п.ВЫJ[, 

Е.цивичиый вектор k, о иа.пра.влеииеи которого :мы сиа.чuа. оовие
сти.ш оо:ь z системы коорДИRа.т, есть любой еДИRичный вемор про
отр�tвотва.: в формуле (76) свиsь о координатной системой yme 
исчез.nа. 

Ра,и;иус-вектор r', поJiуЧа.ющийся в резу.п:ьтате вращеииа: из ра�иуса
вектора. r, будет равен: 

r' = r · [(I - kk) cos q - (k Х 1) sin q + kk] .  (77)  

Этому выра.жевию :можно дать rеоиетричесsую интерпретацию, 
а именно, по выпо.n:в:еиии укв:ожеиий вектор r' распадается :в:а три 
ROJ.ШOHelfla: 

r · (I - kk) cos q = (r - r · kk) cos q, 
- r · (k Х 1) sin q = - (r Х k) ·I sin q =  k Х r sin q, 

r ·kk, 
�ОГJIМВ:О (107) 36. 

Rошrо:в:евт r .  kk совпадает по :в:аправ.де:в:ию с ооью вращеииа:; его 
иоду.nь равен пр0екции вектора r :в:а ва-
пра:в.uевие вектора k (рис. 65). 

Веи.тор r - r • kk .nежит в ПJ!оскости 
�r, k) и перпеидикуцрев к вектору k. 

Вектор k Х r перпевдикулвреп к обоим: 
переииожаеvьm векторам. 

Два последних ве&тора имеют один n 
тот же :ио.цуJIЬ r sin (r, k); это - радИ}'С 
окруаmости, оnисываемой nри вращении 
концом радиуса-вектора. r. Комnоненты 
(r -r•kk) cos q и (k X r) sin g предста
мяют, тапм обравои, p8.8Jlo:ateвиe 'Ioro 
&Оипо:в:ента. веи.тора r', и.оторый .neЖJJт в 
ПJ!ООRОСТИ :в.руrа, ТОГД8: lta& RО:ИПОВеИт 
веRтора. r', вапр&ВJ!еВНЬlЙ по оси враще
ния, совпадает с ко:иповентои r ·kk век
тора r по этом:у ваnра.ВJiевию. 

Особенно важно вращение на yro.n 

Рис. 65. 

q = n (Umklappung). Диада. W, ооущеотВJiа:.ющаJI это вращение, по.JJу
чаетск :в.а& частвый случай из формулы (76): 

W = 2kk - I. (78) 

Опв. тождественна не тоJIЬко с соnрлжевво.ii о вею диадой W, во и 
с обратвой ей Д]ЩДОЙ w-1• Поэтому обе :вектор-фув:в.ции r .  w и 
W ·r тож,D;ествевиы. Вращение на уzол т: есть u'Н.волюцион.ное пре
оораэование. 
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100. Олоmевие АВ!Х .вращений на JIЧ).!I '��'· Два вращеmш па, 
yroJI. '11' о&о.по �ух переооRilJОщихм: осей, е.цшm'ШЫе :веnrrоры 11.оторых а 
и Ь, осуществдвютм: о помощью .циа.ц: 

'l'1 = 2aa - I, 'l'2 = 2bb - L  (79) 
Есл:и повернем: па. уrол '11' св:а.ча.в.в. IIO!tpyr вектора в., а затеи :во

:круr ве&тора Ь, то в реsуnтате noJiyчu:м »ра.щев:в:е IIORpyr оси, пер
•ендн:к:улs:рв.ой :& в. и 1:!· Напраuев:в.е вращении совпа.цает с нanp&.ВJit>· 
вnек вращении от в. и. Ь. YroJI вращения q вдвое бо.пьше yr.J.ta. (а, Ь J, 
Itоторый, сJiе.цова.теJiьно, ва.до обоsна.чить через � . 

JlивейпаJI :вектор-фрпщия, осущеотвJ11fюща..а: :вращение, оостаuевное 
ив .�;вух вращений: па. уrо.н 1t, бу.цет: 

(80) 

r' = r• Q, 
eCJI:И ПОJIОЖИИ 

(81) 
Два е;ци1IИЧНЬ1х ве�tтора а и Ь оnреде.па::ют оси �ух сосТ&.ВJIJI:ЮЩЕХ 

вращений па yroJ.t 11: и 'leK оа.кык одпо!Пiа.чно определяют резуJJЬти· 
рующвй верsор, eCJJи поСJJе.цова.те.nыlооть этих вращений ва.цав.а. О.цва&о, 
eon вцiШ :верзор, то ве:&торы а и Ь опре.цеJiев:ы: не о.цвозпач:в:о, тан. 
Jt8.lt :вояt.ое вращение :иожет быть пооо:роепо пв .цвух :вращений па 
yl'OJI 1t бес�tопечпо :ИВОI'lr.ИИ способа:ии. 

161. Вектор :вращеRва:. Rorдa :векторы: а и Ь ва.цан.ьr, :можв.о из 
них nостроить вехтор w, О,!I;ВО!ПI&ЧПО опре:в;ев:ющий вервор g и в.ааы
во.еКЪiй вепторо." вращеп.ия. Икееи: 

a•b = cos � ,  a. X b = k sin � ,  (82) 

ecJIII, MR :выше, k - е.цивичвый вектор оси :вращевих. Тоца 
lt X b  g 

, 
-ь- = k tg - == \V  (83) ... 2 

еоо:ь веи:rор, oimo.nt-aчno оnре,!1;&.11ающий вращение (тоr.ца 1ta1t встрети:вшийса :вwше вектор а Х  Ь = k sin � опре)l;е.nнл бы два yrJia вращевиа). 

Вептор w .МОiJЮ'Н,О въ�рааt,ть чtf-es оба ш"вариапта Q1 1( 9х :вер
зора Q. Тан.ое пре.цста.вJ�'\ПИе вumo потому, ч:то ово ,��;ает возкоzпооть 
аостроить вектор w и в том: CJJyчae, когда вервор аа.дап в ивой фор11е, 
чек посре,1,ствои двух вращений па угол 'lt'. 

Иs (81) :и:м:ееи: 
Q = 4aa.·bb - 2a.a- 2bb +I, 

ме,цова.тельно, 
Q1 = 4 (а · Ь)2 - 2 - 2 + 3 = 4  (а• Ь)2 - 1,  

:и 
ТОГ,J,& 

2х = 4 (а·Ь) а Х  Ь; 

а х ь Qx 
w = -,-:ь- = QI + 1 '  

Эту формулу .11егко nровери1Ъ, ecJ.tи верsор .ца.и в виде (75). 

(84) 
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Вве,це:и теперь вектор w :вращения, о,цвозначво опре;це.1аю.щий вер

вор !2, в выражение (76): 

&J = (l - kk) cos q - (k Х 1) si11 q + k.k. 

Дла этого положим ,ц,ла крат1t0сти: 

тоrо�;а 

и, с.ве,цоватедво, 

tgf =  w; )V = �vk; 

. 2w 1 - w!  SJD 1J = 1 + w2; COS 1J = l + w2 ' 

Q = .1�w2 [1 - kk) (l - t(}�) - 2  (k Х l) tv + kk (l + wll)] . 

После npoc·roro преобразованиа по,лучих: 

g = (1 - w · w) I + 2ww - 2w Х I . 
1 + w · w  (86) 

Тех са.кым: вераор Q въражен тольпо 'Череа ве10тор w вращения. 
1Ь2. Фориу JШ RзJiи. Ес,ли отнесем вектор w IC триз,1,ру i, j, k и 

uо,цота.:вп его выражение 
w = ai + l,j + ck 

в формулу (85), то преобразование 

1·' = r  · &J, 
ооущест.D.JJаемое :верзором Q, записаввое в :коор.циватвоi форхе, ,1.ает 
знаменитые формулы Кали (Oayley). 

Ухножая обе части (85) на знахенате,ль и по,цста.в.�а:а: вместо w ero 
координатвое выражение, no.nyчn: 

(1 + а� + Ь2 + c2) Q = ( 1 - а2 - b2 - c2) (ii +jj + kk) + 
+ 2 [aйii + blljj + cll kk + aЬ (ij + Ji) + ac (ik + ki> + Ьc (jk+kJ)J

- 2  [a (kj -jk) + Ь (ik - ki) + c <Ji -ij)J = 
= (1 + a:.! - b2 - c11) ii + 2 (aЬ + c) jj + 2 (ac - Ь) ik +  
+ 2 (aЬ - c)Ji + (l - a2 + Ь2 - c2)jj + 2 (Ьс + a)Jk + 
+ 2 (ac + Ь) ki +  2 (Ьс - а) kJ + (1 - а� - Ь2 +  c�) kk. 

Перехода к коордивм:а:u:, uо.оучим отоюда форхуды преобразо:вавиа: 
� вращения: 

(1 + a2 + 1J2 + c2) x' = (1 -1- а� - Ь2 - с2) ; + 2 (аЬ - с) у + 2.(ас + Ь) е; 
(1 + а2 + Ь2 + е2) 11' = 2 (аЬ + с) .с +  (1 -a2 + lJ2- cl!) У +  2 (bc - a) z; (86) 
(1 + а2 + Ь2 + с2) е' = 2 (ас -Ь) х -1- 2 (Ьс + а) у + <1 - а2 - Ь2 + сl) в. 

Ji.оординаты х', у', в' выражены, тaJUD[ образок, .аввейио черев 
::с, у, в, причем коэфициевты nреобразо:ва.ниа: оуть рац1�ональные фу:п
н;ви трех параметров. 
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11)3. Сл:оzевие ABJX вращений. BыпoJIJiall: nоо.пе,�;ова.те.п.во о.цио 

за. .JWYrRX .цва. вращев:u (вокруr двух, проходл:щих через о.циу и ту 
.ае тоuу осей), :кы подучаем: новое вра.щевие (вов.руr оои, прохо.цл:щей 
через ту же точку), о котором m бу;а;ем rоворпь в дuьиейmем, что 
оио JI.В.!Uferoн результатом 11CJioжe:и:u" двух :вра.щеm. . 

Еоли первое вращение осуществuетм с помощью пиейпой вектор
футщип r' = r·li!1, 
а второе - с помощью вектор-фуmщии 

!C:I 

с 

r" = r' . Q2, 
rде 91 и ·99 - верзоры, то резуnтирующее вра.
ще:в:ие бу;а;ет опреде.nптьс.а: вев.тор-фующией 

r" ==r·QI . gs· 
Вер�ор реsуnтирующеrо вращеви 

Q = Q • • Q2, (87) 
а в:м:есте с тем: и са.:м:о реsуnтирующее вращение 
зв.висл:т ож порццка., в котором: медуюж .цруr за 
друrо:м: соотв.u.а:ющие :вращеви. . 

(Ozl О помощью формул (76) вц (85), выра.жаю-

Р 66 щвх 91 в. &t9 через соответствующие векжоры ас. · вра.щеmrя, провеотв: вычиСJiепие :векrора Q ре-
аудьтирующеrо вращеииа: иеу.цобв:о, .nyчme построи:ть ка.ждое вра.щение 
иs д.вух иа.д.пежа.ще в.ыбрав:иых вращений па уrол 1f (рис. 68). 

Бшо уже охаза.по, что вca:ltOe вращение можв:о поотроить, кu сумму 
рух :вр��ощев:вй па уrо.п 1f, оси к�торьп: оостав.па:юж уrол, равв:ы:й nоло
вине угла вращеmrя, в дежат в nJiocxooти, прохода:щей ч:ереа в:а.ча.JJЬ· 
иую точку , в nерпеЦЦИJtуuриой к осв вращении; поJiожение · же втш: 
осей в самой DJIOOROO'l'И ниче11 бoJiee не оrра:в:ичено. ECJin мы хотим: 
с.аожить .цва. вращения, то оиачuа можио каждое иа вих. разJJожитъ 
ва. .цва вра.щеmrя па. уrал 1t таuм обра.чо:м, что одно &ращеиие па· !J?.M 'lt 
в . ра.мо21ени:и !Wit.ЦOJ:O из обоих вра.щевий про:иохо;а;и'f вonpyz общего 
-перпекдипуляра х обе:И.м . оеии вращении. 

Представим верворы Q1 и Q9 обоих вра.щений -в ви.в;е: 
&rt = W • •  w ... &rz = w  ...  we• (88) 

где W 11 соответствует вращению на угол 1t вохруr общего nерпеццв:&у• 
ира Ь; тем: самым определены оси а и с обоих вращений ва угол 1t 
чr .. и чr,. · Та& аэ.к 

\JI'11.'f11 =I, 
жt> вервор реsуnтирующеrо вра.щевиа: 

Q = g1 .Q2, 
.похучающиеса: П]>и пере:м:вожении верзеров 91 и Q2 будет: 

&! = 'I'a •  'l'e. 



§ 81 ВРЛЩЕRRЕ 
Вращение, вовнnающее :в реву.11Ьта.те OJIOJJ(eипя .цвух вращений, 

npeдcтaueRot 'faRИM образом, 1l&1t суииа .цвух -вра.щеиий Ч!' а и Ч!' е кв. JfO.ll 'lt, 
tM. Поетроение резу.,.ьтирующеi'О вращении. Можно у:s.а.вать 

иоотроеnва ва шаре е.ци:аичв:оrо радиуса., с nомощью :s.оторьu: иож:ао 
ваiiтп реву.11Ьщующее вра.щевые. 

В оферич:еоком треуrо.11Ьнике, onpe,!!;eJIJteиoм: конца.п :век��:оро:в а, Ь, е, 
� сторов (рве. 67) равны: 

(а, Ь) == � • 

(Ь, е) = �2 , 
(а, С)=+• 

rде q1, q91 q- yrm вра.щения, ооо•.rветотвующие :верsораи 91, 99, 9. 
EoJJ.n па ловершости шара. оnредедить кап.рамен:н,ую дuzg, &а& 

переиещение (no ;в;уrе б0.11ъmоrо &pyra.), ииеющее ва.;!\а.вв.ую веJiачииу 
и в:аnраuепие, '!О сторону (а, с) :можно расоиатрввать :s.•ы; rЕохетри
чео:s.ую, немииутативвую оуииу сторов 
(а, Ь) и (Ь, е). EOJiв. nре.п,сты»и мнечвое 
вращение вапра:в.пев:вой .дуrой, лежащей 
ва боJiъшои Rpyre, перnевдвв.у.в.ярно-и: к оси 
вращении, и щшравлевие которой обра
зует о иаnра:в.певиеи оси вращения: прв.
:вый :в.инт, а вм.ич:вв:а. равна. половине 
yr.ua. вращеп:ил, то сторо:nа. треуrоJIЪни&а 
(а, е) представ1'т вращеиие, получ,аю
щееся в реаультатв др ух с.п.едgющих . друг 
sa дplflo.u вращек•й представляе.иих 
cmopotta.u'll( (а, Ь) и {1}, е). 

Рве. 67. 

Ео.nи иви.евви нанрав.nение стороны (а, о) па обрмвое, т. е. поJiо-

ж.ии � = - � , то направленвые .ч·rи (а, Ь), (Ь, е) и (r, а) будут 
nре.цqта.в.ить вра.щеив.я:, последоватеJIЫlОе вьшолвение которых . nриво
дит всеr.в;а. & исходному поАожеиию. 

Оо�Уrветствующи.е осв вра.щеиия оnределяют треуrолъп:ва, ПOJIЛPIOi.IЙ 
по отношению к тре�то.пьвиRу (а, Ь, с). Впешпе его угды равны 

�� , � , � • 0Аедо:вате.nыrо, три следующие друг за другом: нрэ.щения, 
оси аоторых проходят через вершивы сфер.ичес.коrо треуrо.пьи:иха и пово
рачива.отщие Ra J)IВОеивы:е вnеm:вие уrлы тре}ТО.IlЬИИRа, :ВООСТЗ.В&ВJIИ· 
ва.ют nервоиача.nъпое nоложеn:ие. Вращения на двойиьсе внешние уrш 
могут быть также за.иеиевы nрnщев:иаик па. удвоеliНЪlе yrJiы самого 
тpeyro.nнn.rta в противоnоложнои ваправлевви. 

155. Вектор результирующего вращения. Согласпо 153 можение 
двух вращениii в:е sоим:ут�т:ивв.о, no:::.rroмy певоз»ожио отвести каждому 
вращению вектор тахим образом, чтобы реsу.11Ьтирующеиу вращению 
отвечал вектор, равный оум:.ме веке!'Оров, соответствующих составляющим 
вращениям. Так, в час'IНQСТИ, дJiя оnределешых в 101 вектаров враще
иия имеет м.ес'lо :менее простой sакоп сложевм, tраткв:й вывод &0'\:o
poro иы сейчас uриведеи. 
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Обози&tiП: ве&торы: вра.щеmск, соответствующие :вервора.• 91, Q8 
и 9 = 91 • 92, ч:ерев w 1, w 8, w; вви,11;у тоrо, ч:то JtЭ:�Цое из 'l'p&x враще
ний •ожет бьrrь nостроено иs · двух :вращений ва уrм 1t :ВOltpyr на,.. 
nраuевий, опредеuе:мых едив:ич:в.ьnm веххораи:и а, Ь, е, ииее11, 
COГJI8.(JВ:O (88), 

а х ь  ь х е  а Х с wl = ""'it':'JГ • w2 = -ь-с ' w = -•. с;- . 
Чтобы вdтв: соотв:ошев.ие иежду ве11.тораии wl' w, и w, p&8Jloaп 

св:а.ч.ала ве11.тор (ер. 22): 

(а Х Ь) Х (Ь Х е) = (а Ь с] Ь, 
перпев:ди&улярiШI! 1t вев.тораи w1 и w11 и, СJJедовате.u..во, совnадающий по 
:наnрамеnю с ве&тором Ь, ка Jtоъшонев:ты по нв.nра:вJiенияи вехто
ров w1, w2, w. Длп: этого представи.:м его выра.же:в.ием: с неопреде.!Iен
вым:и JIOJ.ta. хоэфициеитами р, q, r: 

(а Х Ь) Х (Ь Х с) =р (а. Х b)+ q �b Х е) + r (a. X с), 
и, ум:пожа.л пос.nе;в;овате.llЬао это ра:вевство с.&uлрв:о на а, Ь, е, oJipeдeJiп: 

р = Ь ·е, q = a•b, r = - 1; 
CJI 6ДOJI3il'e.11:ЬB(i, 

{а. Х Ь) Х (Ь Х с) = Ь · е (а Х Ь) + а·Ь (Ь Х е) - а  Х е 
& • С  w1 Х w9 = w1 ·+ w2 - w  а:я:ё .  

В.щца:щий в это ра:вепст:во 11.0эф:ициент при w :иожпо выразить 
через скuа:риое проивведеRИе векторов w1 и w11, а ииенпо: 

w •W = (а Х ЬНЬ Х с) = l - � . 1 � а·ЬЬ ·е а .ЬЬ·е 
Следовательно, 

w1 Х w11 = w1 + w2 + (w1 ·w2 - l ) w. 
Те:и са:иыv вenmop w pesyльmtrpyющew вращепия вьраоюеп чвреs 

l!eh:mopы w1 1• \V2 состамяющшс вращен,ий: 

W = W1 + W2 - Wt Х W2 • (В9) 1 - Wt •Wt 

§ 4. Инварианты диады 
1Ь6. Третий евuир. llер:выи oll.aJlиpov: дв:а;в:ы 

. ф  = � a,_IJ.· ip. 
:иы Jl!LЗB&JIИ Jiинейный отв.ооиТе.l!ЬRО хоордииа.т диа..цы .Р CRa.JJJrPИЫЙ 
в.в:ва риант: 

Ф1 = � а,Р. i� · i." = а11 +а113 + а88, 

и вос.11едова.пи ero в 139. Наряду с вии существует еще иес:ко.nuо 
других иевав:иси:мых друг от друга иива.ржаитов, отепеив ·которых 
выше nервой. 
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К инварианту третъеii е,тепеви - третьему спаляру Фш nr. при• 

ходи:и СJlедующи:м. rео:м.етр:u.чески:м. рассуждением: аффинное преобрs.
зова.ние 

r' = Ф ·r 

относит napa.1IJ.Ieлenипe.цy, ребра в.оторого суть три произво.n:ьдых :ве&
тора 11, v, w, nарал.n:елеnипе.ц, ребра которого равн:ы 

u' = Ф · u, v' = Ф · v, w' = ф . w. 
Поitажем, ч·rо отношение объем:а. V' преобразоваииого параллелепи

nе;�,а 1t объему V первоначаJIJ,ного . не зависит от выбора последнего. 
Эта теоре:иа ясна. без дыъиейших пояснений для случая простого 

растяженив и для чистого раотнженин, составлениого из простых рас
тяжений, и, кро:��е того, для чистоrо вращения, так как при вращевии 
каждый из этих объемов ост,аетон неиsме1ШЬlм. Те.к кмt всякое аффиu
ное иреобразование может быть составJiепо нз пооледовате.nъно выпол
пнеJfЪIХ чистого .  растJОJtения и :вра.щевnл, то теорема оправедпва и 
в общем cJryч.ae. 

Таsим обровом отношепие объемов V' n V зависит толыtо от при
:ме:веииого аффинnоrо преобразованиа: uи от ооуществлнющей его 
диады Ф: otto есть ttttвapuaum диад-ы Ф. 

3то отношение объемов легв.о вычиол:итъ при nодходящек выборе 
:веttторов u, v, w, если ввятъ :выражение ддн диады Ф в пормаnвой 
форvе: 

· 
. 

Ф = а i i' + Ь j j' + с  k k'. {90) 
Uо.nожи:м: 

II = i', v = j', W = k';  

тогда соответствующие nреобраsова.нвые ве�tторы будут; 

n' = Ф · u = a i; v' = Ф ·v = bj; w' = Ф·w = c k. 

Отношение объе:ио:в равно 

V1 [n' v1 w'] (ij k) 
v = (u v w] = а Ь с (i' J' k'.) ::::::: а Ь с. 

Оно пре�стаВJiяет инвариант третьей степени относительно коорди· 
ват диады Ф и называется третыме С�>аляром Фш диады Ф: 

ф _ [n' v' w'J 
ш - (n v w) · (gl) 

Д,nя .циа.,цы Ф, вадавпой в вор 11а.JIЬноJ!: форме (90), ииее:м: 

ФJir = abc. 

Если диада. Ф sа,цана. в девятичлеииоif· форме': 

Ф == а11 i i + a12 i j + a18 i k +  

+ c;t J i + ���j j  + �s J k + 
�+ a81 k i + a6 kj + а88 k k, 

(92) 



ДНАДЬl (ГЛ. lV 
И МЫ ОПS:ТЬ ПО.IОЖИV: 

'1'0 по.иучи:м: 
и ==  i, ,. = j, w == k, 

n' = Ф·н == a11 l + a18J +  a18 k; 
v' = Ф· v = � I + � J  + a88 k; 

w' = Ф · w = as1 t + ast J + ass k; 

Фш = V' = [u' v' w'J, 
f1olt. �!t V =- 1, И, CJieДOBIИ.'eJ!ЬliO, (19) 

а11 а1а аtв 
Фщ = t;t a9\J aas • 

а1н tiвэ аsв 

(93) 

С ЭТЮI определитеJtеи :мы уже пеодпо:;ратпо встречыись. В 27 мы 
амrети.пи, ttтo для :в:ырож,цепых: аффиЕв:.;rх: прео5разовft.пиfi оп равен 
иу.в:ю. Так как вырож,це:в::ная (плаварнаа или лвв:ейnа.а) .циаца отно
сит :&з.ждоч _ обье:��у V рав1Шit пут объем V', то Мраще"'ие Ф111 
а пу.л.ь хара1>mериэует в'ырожден:н,ые диады. 

Поэтому третий fЛ>а.дпр длл 8МJ>ой аптиси.мяетри"еспо� диады Ф" 
равен н.у.tJю: 

Ф;п = О  . .  
Приведем еще necitoдыto васлужива.ющих 
Третий схаляр вервора 

(94) 

впи:маппя: предложепп.lt. 

. Q = l l' + J J' + k k' 
ра.веи, соrлаопо (92), едпице: 

Qш = 1. (95) 
Это равенство выражает упо:м:ппутую выше веивиеnкемооть объема 

при вращении. 
Ес.пи обрмуе:м: произведеппе двух диад [131> (8)]: 

Ф·W' = Х, 
'1'0 равенство [131> (9)] можно будет предотавИ'l'Ь в виде: 

\ 
uи 

Фщ Ч!' ш == Хш 

(Ф ·'V)ш = Фщ 'Vш• 
* 3аме'!в:м теперь, что, согла.оно (91), 

ф = {Ф·� �·V ! • W) 
111 fn т w] ' 

rде п, v, w - три проиsвоJiъиы:х пекомii.ll.апа.рвых вектора. llоэтомr 
ф _ (Ф·If·u ф.W.у ф.\l··w] 

Ш - . (IY•U IY•V Чf. wj 

(96) 

Uр:ирав:аивая эти выражения дJiя Фш , nодучим пooJte ,JJ;елев:ия обеих 
частей равенства на скынр u v \v: 

[Ф · W · n  ф.qr . v Ф·'li"·W} _ [Ф·n Ф·v Ф·w) (IY·v. lf·v IY•W} 
[u v w} 

-
[u v wj [n v wJ 
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Этот вывод равенства (96), не опира.ющийоя n.a равенство (9) 135, ,цет 
одновременно и вывод фор:иуш (9), т. е .  форхулы умноженин опре-
делителей * .  . 

Нахонец, переотавJJна иеота:м:и первый и второй иццекоы в эже-
)!еnтах опреде.nите.nя (93), иы по.nучии третий Сltадпр Ф

ш сопряжеnnой 
диа,вы Ф; тогда. строхи отановнтса отолбцаии, и наоборот, значение же 
oпpeдeJlD.TeJia не иsиенл:етсн. CJieдo:вaтeJIЪno, 

Фш = Фш• 
(97) 

157. Второй епалпр. Чтобы притти х друrоиу иnва.рnаиту диады Ф, 
. образуем сnачма первый сха.nяр диады (14), обратной диаде Ф: 

Ф-1 = � а ' 1 i ро р • 

(иы бу.цеи предпоJiаrать, что Ф - ПОJiпал диада). 
Ках и раньше, а�. означает приведеппый :минор э.Jiеиента. а., в Фш· 

EOJJи обоsначи:м. са:м.ый минор Р..D.еиента а� через АР•' то 
' АР• а = -р• Фш • 

Тогда первый оtв.uлр ДИ!\ЦЫ Ф-1 будет: 

Ф1 1 = а�1 + а;а + а� =  ,i (.cill + Aw + As8) 
IП 

Ha.iiдe�Jnый тахии nутем :ив:вариаnт будет (- 1)-й степени; ив иеN 
путеи ум:nожеи:ил на. Фru :можно ПОJI)'ЧИТЬ и-нвариант второй cmenenu, 
называемый вторы.м спмяро.м Ф11 диады Ф: 

Ф11 = Ф111 (Ф-1)1 = А11 + А22 + Аss· (98) · Он равен оу:м.ие ииноров диа.rопа.nьных эдеиентов опреде.nитеда Фш, 
в похробной записи: 

Ф 1 aw а28 1 1 atl а1в / 1 а11 U19 1 
u = asg ass + авt ass + а21 а29 

(98') 

ИJIИ 
Фн = ан а22+ a22 ass + aн aвu - at2 a2t - a2s asg - atв авt .  (98•) 

При перестаnовtе ищехсов в эJiе:м.ентах a1t правая часть (98') s:e 
:. изиенлется; теи оаиwи иы нamJIИ и второй cxuap Фн coпpлжenno.ii ·.  ,I.ИЗ.ДЫ Ф: 

Фп = Ф11 • (99) 

158. Другой вывох второго скаляра. При выводе выражении (98)  
:.»в: Фп иы npeдno.пaraJiи, что Ф есrь по.Jiвал хпада и, оде.цоватеJiьs:о, 
;+щ не равпо nyJiю. ОднаRО выра.жеmrе Фи и для вырождеnвых .циад 
имеет оnределенное мнечпое значение, инвариантный ха.ра&тер �ото
рого :иы сейчас до:кажем. 
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. д.tа: nтoro образуех третий сJt&.Ия:р диады Ф - i.I, r.це Л - nроив· 

вольиый па.рмrетр, и ра&�Iожии 8'1'ОТ oxii..IIЯp по отепе:в:аи А: 
ан - }, alfl aJB 

(Ф - ).1)111 = а111 a22 - k а98 = Ф111->.Фн +).2ф1 - i..В, (100) 

ast as!l aas - l 

Та.& &ак яева.в: часть nтoro равенства. есть нп:ва.риапт при .11юбом 
виачепии l, то и &оофициеи.ты �tуби:чес&ой формы в пра.вой ч:аоти 
Ф1, Фп, . Фщ доJUШьr бытЬ иuвариа.итами. 

Ф1, Фп, Фш совпа.дают о обозвачеппыии та.-s.им же образом выше 
:ве.аичв:в:а:м.и (Зlа.), (98'), (93). 

11)9. Прииенеине вектора Фх длп обрааовави.lt' скаJiя:риьп: ии
вариаитоn. Talt ка& ве&тор Фх есть векторный инвариант диады Ф, 

'IO, вычислил ero :м.одуль ! Фх 1 ИJIИ, лучше, скалярвое пронвведеиие 
Фх • Фх, получим cltii..IIЯpвый ив:вариаат. 

Ооrлаов:о (31 6), им:ее:м.: 

Фх· Фх == (а12 - а11д111 + Ca113 - ast>2 + (a18 - a8.)2• (101) 

Друrие сК&Jiярные иивариаnтьr м:ы пмrrпм, умножu д.над.у Ф НJlJf 
степень Ф,. диа..цъr Ф диа.жды (сnра.ва и 0.11ева) cкua:puo ва. вектор Фх ; 

�tа.r.:иии инвариа.итам:в: . будут: · 

Фх· Ф · Фх, Фх· Фt· Фх• · • .  , Фх · Ф .. · Фх. 

Среди пвх будет JJИШЪ о.rраниченпое число, вев�виси:м.ых друг 0'1! 
,Jq>yгa (ер. 160). 

На.йденвымв тних обравох шmа.р:иа.вта.ии :м.ожво воспоJIЬSова•tьов: 
,ц.11а обрааова.в:ил второrо и третьеrо с�ов с:ипетричео:sой части Ф' 

и· антиси:м:кетричесJtой части Ф" диадъr Ф. 

EcJlи диада Ф ва.да.ва., шш выше, в .цевятичJiеввой форме, то :иs 
формул (29) l/lUl Ф' н ф'' оледуют RЫра.zеии.в: .цлs :вторых окыяро:в: 

Ф'11 == а11а112 + а22а88 + а11а88 -

- } (4tt + flti)2 - i (ass + аsв)' - ; (а1а + as1)11: 

Ф�� """' t <a1!1-a91)2+ } <a. - asg)2 + : (ala - asд'!· 

П иmnrasr :во :rшимапнв выраже.l1.1lе (98") длн Фш находим: 

Фн = Ф;I + Ф;l. 

Да.аее, eorJiacиo (101), и:иеек: 

Ф
� = f Фх· Фх

, 

�'.JieJIOвa:re.llьвo, 

(102) 

(108а) 

{lOSb) 
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Подобным же обра.вои можно получить соотношение :vежду третьим: 
сха..uярои диады Ф и треоrьn CRa.JIЯ'pOИ ее сиим.етриqесRой 'l&сти Ф'. 
Чтобы упростить в:ыqис.леви.я:, предuо.ложим, что оси систекы иоордиват 
совпадают с г.ла.ввы:м:и ос.я:ии тенворвых поверхностей диады Ф'. 

Тогда. выражение дл.я: Ф' в пориальвой форме будет: 

Ф' = a i i + Ьjj + c k k  
и выражение д.л.я: са:м:ой диады Ф будет: 

Ф == а ii + ЬJJ + с  kk + l <Jk - kj) + т (ki - ik) + n (ij -jl). (104) 

Третьи окал.я:ры тогда будут: 

Далее 

Ф;u = аЬс; 
а n - т  

ь 
т - l  с 

Мы видим, что Фш и Ф;11 оnича.ю•rся друг от друга. ив. пошmом, 
линейвый отnосите.аьво RОордива.т Ф' и второй степени по отношевиJJ 
R иоордината.и Фх· Чтобы прИ11ести этот noJiи:нoJt к ивва.риа.втво:м:т 
виду, попробуем вычислить выражение Фх· Ф' · Фх и вайде:v, что 

Фх�Ф' · Фх = 4 (l2а + т�Ь +  n'c). 
Вс.аедствие этого формула (105) перепишетс.я:: 

Фш = Ф;11 + i- Фх ·Ф' · Фх. 
В поо.ледвеи с.пагае:мо:м: :м:ожво вамввить Ф' черев Ф, тu &ан, со

rласво ( 42), 

Отсюда получаек: 
Ф" · Фх = О. 

(106а) 

Напоипии еще р3,11;и полвотъr, что третий СR8.Пвр въrрож.цеввой 
.циа.цы Ф" равен пулю, и, с.педовательно, 

Ф7rс = О. {1 06Ь) 

160. ПоJiваи си�теиа ипвариаитов. Воаьмех оп.я:ть сииметриче
скую диаду Ф' в пориальпой форме: 

Ф' = а Н +  bJJ + c k k; 
ее три ска.п.я:ра будут: 

Ф� == а+ Ь + с, 
Ф�1 = аЬ + Ьа + ас, (107) 
Ф�п = аЬс. 

EoJiи эти три охмлра за.цапы, то иа вих иожво вы'lв:СJJить три 
r.nаввых раотяаtеви.я: а, Ь; с, ка.R корпи ооответмвующего &убичеов.оrо 
уравненил; тек оа:vы:м: Ф' опредеJiепо вп.поть до вращении. * Это озна-
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ч:з.ет, что ;циа.да. Ч"', юrеюща.л тмие :те си.а..цр:цые ив:вариавты, кu 
и Ф', :может быть представлена в :виде W' = g .  Ф', где g - верsор, 
переводлlЦJIЙ осп ;циа.ды Ф' :в оси диады 'l"' * .  

Ес.nи Ф - иесим:иетрИ'lеока.л диа.;а;а. (104): 

Ф = a i i +  Ь j j + c k k+l<J k - k j) + m (k i - i k) + tt (i j  - j i), 
то три ока.nлра ее сииметрической части Ф' можно ооста.витъ no (358.), 
(1 03Ь), (106а) ив Ф1, Фп, Фш, Фх и самой диа.;а;ъr Ф: 

Ф� = Фr� 

Ф;1 = Ф11 - i Фх · Фх; (108) 

Ф;п = Фш-i Фх · Ф · Фх. 

Для вычиоленил а, Ь, с, оогласпо сказанnоУу :выше, ,а:оота.то'ШО 
звать Ф�, Ф;1, Ф;п, тогда. как l, т, n можно nолучить из Фх. 

Число пева.висимых ска.ллрных пвариа.птов .циа.в;ъr Ф, однако, еще 
ne исчерпъrвается nлтью инварианта.ми Фр Фп, Фш, Фх· Фх, Фх · Ф·Фх, 
входя:щи:ми в выраже:аил дли Ф;, Ф;J ' Ф;п. Существует еще шестой 
nнвариа.вт, в каqестве которого можно выбрать, наю:ример, Фх" Ф11 · Фх. 
Равенство. . 1 4 Фх· Фх = Jз + т�А + пз, 

t Фх · Ф · Фх = Pa + m11b + n2c, (109) 

1 4 Фх· Ф11· Фх = l2а2 + т2Ь2 + п'с2 

.а:ают, еолп. стоящие слева инварианты sадапы, значеиив: l, т, n, о.аре
де.лнющие антв:си:мметричеокую ча.с'lъ диады Ф относительно системы 
r.nавных oceit вплоть до знака. Те.м са.мы.м диада Ф опредедеиа вплоть 
до вращепия, хотя t' ue oдuo.ma'(uo 1). 

Приведеипые въ1ше шесть иивариаитов обраауют полиу·ю оисте.иу. 
Всякий дРУzой иивариаит диады Ф по исJМЮ<(.Сtt:ии а, Ь, с, l, т, 11 
.шщюет бъtть въражеи 'Ч.ерез эти шесть -иивариаитов. 

161. Двойное с&аляриое ПJЮИ3вецеиие ;I;ВJ:(. диа.�. ДАи ооотавле
пл других охалнрных инвариантных иъrражений :можно вооnользова.'nоа 
введенным в 37 ;цвойпюt скалнрнъrм nроизведением, оnределлемыv: ра.
веиствоv: 

S • (r·Ф) = s r ·  · Ф  = Ф• ·sr. 
Тм как, согласно 37, .цла этоrо умножения им:еет иеото дистрибутив
ный saкon в соединении со сложением, то и двойное окаларвое nровз
ведение двух диад Ф • • W есть одпооначно опре,��;елеiШое скалярвое 

1) Ибо .пегiСо видеть, что указаввые шесть иивариаптов диады Ф равны 
соответствующим пввариаитаы с<�nrяженной с пей дим:ы Ф. По.пиое реше· 
вне вопроса nроведево в работе G. Ra.Ьinowitsch .,Lea invariants danв la 
theorie des hom<>graphies veotorielleв•, Rend. Ciro. Mat. di Palermo, 36, 1918. 
См. таю�е Р а. б в в о 11 и ч Ю. Г., Теорил .и:aaellвыJt ве&тор • фУвiщвй, 
О.цеоса. 11111.  Прv.к. ред. 
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:выражение. Произведя оба. укпох1ения одпо за ,цруг11И, иы увидии, 
что двоlJное скалярное произведение Ф • • чr есть первый инвариа.нт 
,�;иа.цьi Ф ·Ч'; итак, 

Ф·  • чr = (Ф • Ч1')1• (110) 

Если диады Ф и чr отнесены в одноку и тому же триэдру, то 
в обравоваиип двойного скалярвоrо произведения уч:аотву.к,т лишь те 
диа.;ц:в:ые проивведенnн, которые содержат одни и те же основные век
торы, в:о только :в обратпои ·порядке; так, i j · · j i или k k • • k k отлич
ны от нулн. 

Отсюда следует, что двойное скалярное произведение сим.метрпче
схой диады Ф' на антиси11.11етрич:мкую диаду ЧJ'" равно нулю: 

Ф' • • чr" = о, (1 1 1) 

так как, если :мы отнесЕ'м диаду Ф' х триэдру, векторы которого имеют 
направления главных осей, то в Ф' войдут тольrю диадвые произве
денин, состоящие ив одипа.r.овых едиппчных вехторо:в, 1:огда :как :в ЧJ'" 
:войдут только диадвые щ:оизведения , состоящие из неодинаковых еди
ничных :векторов. 

Подобным же обравох легхо провери'lь путем выч:ислепnя, что д:вой
пое скалярвое произведение д:ву:r автисимметрических диа.ц Ф" и W'� 
имеет следующий вп.ц: 

ф" >Tm 1 ф >т• • • ';t' = - :r  x • '.i:' x· ( 1 12) 

Действительно, согласно (110), (43Ъ) и теореме о перестано:вке, ииеех: 

Ф" ·  · 'f" = (Ф"· 'F")r = - � (Фх Х 'F")1 = -i- Фх· 'Fх. 

1 62. Пример ва привецевие иввnриn.нта. Теперь :иы можем при
ступать к задаче вычисJiевин )!:Войвоrо Clia.Jiнpнox·o nроизведения )!Иады Ф 
ва самое себн, т. е . выражения его через основные инварианты диады Ф. 
P8.8Jlaraн диа)lу Ф ua. сииметрическую и аптnеиюrе'l'рическую час'lИ, 
бу,J;еи иметь: 

и 

ф .  · Ф = (Ф' + Ф") · · (Ф' + Ф") = 

= Ф' · ·Ф' + Ф' ·  ·Ф" + Ф"·  ·Ф' + Ф"· · Ф". 

CorJiacиo {110), (11 1), {1 12), отсюда следует: 

Ф· · Ф = (Ф11)1 = (Ф'2)1 - � Фх · Фх. (1 18) 

,l(Jia вычисления (Ф'2)1 возьмеи Ф' в нopиiLJlblloй форхе: 

Ф' = a i i + Ь jj + c kk; 

Ф'll = а11 i i + Ь2 j j + cll � 
(Ф12)r = all+ Ь2 + cD. 

Ив (107) теперь следует, что 

(Ф'11)1 == (Ф�)II-'"7 2Ф�. 
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Отсюда и из (1 13) им:еек: 

(Ф!1)1 = (Ф;)i- 2Ф;1 = i Ф,х•Фх. 
Вместо Ф� и Ф� :м:ожно с помощью (108) ввеоти иввариз.иты еа· 

11:ой диады Ф, и :м:и noJiyчae:м:: 

ф . . Ф = (Фih = (Ф1)'- 2ФI!. (11 5) 
Теи са.иы:м: :м:ы выра.зuи Ф ·  · Ф  или ' (Ф')1 ч:ереа осво:вшае пва.

риавты диады Ф и, иеж;q прочим:, до58.8&1.И еправе,цJiивость (,цовОJiьв:о 
'l'рnвмьпого д.11я OИJ{}(eтpи'IeбRili дИ�Ц) соотпоmевиа (114) хли :кахпх 
уrо.ц:во диа..ц. 

168. Тош!J;еетва. С помощью .:.войаоrо OXILJU[pнoro проивве;в;епия 
.иожiН) nолучиТь в.ыражеиие хля ,цивергевцп веRторов v • Ф uи Ф • v, 
rде "1 - векторное no;u:e, а Ф - пое<rолвв:ая ди�Ца.. CorJiacвo опре,цеАР· 
иию · д:войВ:ого скаларnого проазведеввя, пееи: 

8.ИАJ10ГИЧПО 
.,_ .,_ \J•(v•Ф) = \Jv· • Ф = (Vv) . .  Ф;  (116&) 

ф ф - -
\J•Ф • v = \J·(v·Ф) =(\Jv)• •Ф. (1 16Ь) 

Нескол:ыtо болев общие форку.1.1ы мы пщчии в ток C.I.IJчae, :когда 
Ф - ди�ЦВое пOJie п .J!Иференцировавие ра.спростраваетси и па. Ф; тогда. 

\J•(V·Ф) -:- (\Jv)• . ф  + <\l .ф) •V 1); (117) 

\J · (Ф · v) == ('\7 · Ф)• v + (\Jv) • . ф. 
ПредстаВJiнет интерес частный слуЧай, :sorдa v в (1 1 6Ь) есть pa

JtВ:fc-вer.тop r; тогжа 
ф ф - -

\/·Ф·r == \Jr· ·Ф == I· ·Ф·= Ф1• (1 18) 

Отuетии еше и а.ныоrичиое тож;цоотво: 

(119) 
&o'ropoe, по в.райиеli мере о поиощыо тех средств, которЬUfи :м:ы pac
noJSarыи до о:их пор, пов:идlпt:ому, ие :м:ожет бить выведено в шmа· 
риавтвой форме. ДD: докв.sатеnства его положu: 

'V·Ф Х � - � 1, а�Р • ��"iлl" Х ���х"' 

:и за.иетии, что tt&Ж,II;oe с.ваrа.емое первого :миожите.ли uияет nри жи
феревцировавии 'IOJiь:tto ва одко сла.rа.е:мое третьего ивожител.я, 
а ииеино то, .цл.я которого а ==  р, тоrжа. tt&Jt пplf OJt&.IUlpllOJf уиirожевии 
�в:о будет сввзав:о лишь с теми С.l.lаrае:мыив: второго wожитыв, ,11;J.U1 
которых Л == р. С.uе,цо:ва.тмьво, 

n.Ф х � - � а f X J  = - Фх· V ""-1 Pl" 1" f , 
1) Ск. (40) 88. Ilуим. реа. 
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164:. Выражение трех ека.11.в:ров диады вак отиошоввй ";вух 

объемов. Если с помощью аффинного преобраsоваииа 

rr = Ф · r  

трем люб:ым :векторам tt, v, w отвести три вектора: 
u' = Ф · n, v' = Ф · v, w' = Ф·w, 

то третий скаляр диады Ф можно, согласно (91), представить в виде: 

(u' v' w'] 
Фш = [ 1 • ' u v w  (120) 

Ава.по1'11ЧИЫе :выраженИя имеют :место и д.;пи первого и второго 
скалпро в: 

Ф 
_ [11' vw] + [u v' w] + fu v w'] 

1 - [u v w] ' 
[u v'w'] + [u' v w'} + (n'v' w) 

Фп = [u v w] • 
(12 la) 

(12lb) 

1\аж.цый из трех окаляров пре.цставиет, таким образом, отвошеиие 
двух объемов. 

ФормуJiу (121а.) можно :вывести с.nе,цующи:м образом: диа..ца., осуще
ствлающая указаиное :выше преобра.вовавие, может быть предста:влева, 
ооrласво 134: (4), в аиде: 

Ф = n*u' + v*v' + w*w', (122) 

r,це tt*, v*, w* - векторы, вsа.и:мвые о вехтора.хи 11, v, w, и соответ
ственно равны: 

u* _ v Х w 
v* _ w Х u 

* 
п х v 

- [u v w] '  - [u v w] '  w = [uv w] ' 
Тогда первый скаляр дио.,цы Ф будет: 

Ф1 = u' ·u* + v' · v* +  w' •W*. 

(128) 

Введи в это ра.вевство выраже!Ша: (123), получим (12la). ДJIЯ ,цок!1.8а
те.nьства. формулы (121Ь) заметим, что, соrдасно (98), 

Фп = ФIП ( Ф-
1
)х • 

(Ф-1)1 получается: из Ф1 путем за.::мевы :в (121а) n, v, w ч.ереа u', v', vr', 
и наоборот; таким образом: 

Ф- 1  __ [u v'.w'] -1- [u'v w'] + {n'v'w) . ( )х - [n'v'w'] ' 
умножм зто равев:отво ва Фш и привииа.а во виu.v.в.ви.е (120), кы: и по
лучим даввое в (121Ь) д.пя Ф11 выражение 1), 

Равенства. (121а), (12lb), (1 20) дают :ьоsхожиооть выч.исJIИТь ивва.
риа.вты диады, задаивой в форие: 

Ф = а  а а* + Ь Ь Ь* +с с е*, (124) 

1) В в ыраа:еиилх (120), (12la), ( 12lb) можво вместо векторов u', т', .", под
ставить соответственно векторы П•Ф, т·Ф, W•Ф, ибо по.11учающиеся при такоl 
uодотановке вывчины Фш; Ф1, Фu соответственно равны, как это бы.11о ука
аано выше, ве.в:ичивак Фш, Ф1, Ф11• Лр11:м. peiJ. 
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r.це а*, Ь*, с* - веи.тор:ы, :вsа;имиые с ве1tтора.п а, Ь, е. Эта диада 
относит с uоио� �ииейвой вектор-функции: 

r' = Ф·r, 
трем вектор!tМ а, Ь, е три па.рuлеJIЬn:ые им :вектора аа, ЬЬ, се. llо
этом:у, при:м:евни R Ф фор:м.у.11ы (120), (12la), (12lb), ПОJIУч:им:: 

Ф1 = а + Ь + с, 

Фп = Ьс + ас + аЬ, 
Фш = аЬс. 

(125) 

Такое предста.влепие трех окадпров важно потому, что, R'I.R будет 
от:м:ечеио нкже (си. 167), Rаждая диада (с известными оrраиичев:иями) 
ио:аtе1' быть nриведена 11. виду (124). 

16f). · ДуаJН.вая: диада. Так. 11.а.к при аффинном преобрмов!l.вии орrо
rов:uьвость двух иа.пр't.Влеs.ий, вообще roвops:, в<tрушаетоп, то ве:tтор 
v Х w, ДоuоJiпител:ьпый к п.л.ощадJtе, обраwмппо.lt ве&тора.ми v и w, 
не ПереХОДИТ В вектор V' Х W1 1 ДОD.Л.НИТеJlЬПЪIЙ !t ПJIOЩ!I.Дite, обрМО• 
вз.впой вектора.м:и v и w. Тм.ии обрмом, если .tипейиая вектор· 
фувJЩив: 

r' = Ф · r  (126) 
векторам r одного проотравства отJiосит векторы r' другого, то вта. же 
линейпал вектор-фув:кцил пе приводит в соответствие nлощадкам пер· 
воrо пространства (а't.данвым дополнительными к нии мкторч.ми) nJIО
щЗ:дки второго простр!.нства. Однако существует другая .11инейнч.н век
тср-фупкцил, устапч,uившщая это соответствие; она может быть полу
чена с.tе.цующим обрмом: · 

Иа опреде.11евия (91) третьеrо скалнра: 

сJtедует: 

(u'v'w'] Фщ = {u v w] ' 

n · (v Х w) Фш = n' · (v' Х w') == (v' Х w') · Ф · n; 
тa.Jt R&K равенство выражений, стонщах слева и справа, имеет место 
;a:JJ.н всякого :вектора n, то 

(v Х w) Фш = Ф · (v' Х w') 
и.uи 

v' Х w' = Фш •Р-1 • (v Х w). (127а.) 

Тем самым :м:ы нашли .яиuейиую вtmmop-фyu'}tЦuю, осуществляю
щую преобрааоваиие п.яощадоп, 

Это равенство можно, представ.инв: Фш :в :виде частного двух 
объемов, ваписать в форме: 

v' Х w' _ ф-1 .  u Х v (127Ь) (u'v'w'] - [u v w] • 
Введи трой&и векторов n*, v*, w* :к (u')*, (v')*, (w')*, J18а.пв:ы.е 

о веJtторахи п, v, w и u', v', w', полу1JJIИ: 

(u')* = Ф-1 ·u*. (127о) 
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Тем самым :мы нашли второе аффинное преобразова.вие, которое мы 
будем вмывать дуальны.м к заданному преобра.sованию. Двум соответ· 
ствующи:м. друг другу при зада.впом аффинном преобра.sовапип оспов11ым: 

- 1 системам векторов оно относит вsа.:п:мпые основвые системы. Диада Ф-
нмывается диадой, дуаль'Хой к диаде Ф; думьнал зависимость 
лмнется взаимной. 

Еми дело идет JIИШЬ о том, чтобы па.йтк думьпое преобрмовапие, 
определнеиое равенством (127с), то самой дуальвой диадой можно 
совсем не польвовмъсн; можво совсем освободиться от прииенепил 
сопрнжеЮJой диады Ф и представить (127с) в вJJДе: 

(1 27d) 

Мы придем к полвой левости относительно зависимостей между 
обеими дуальвыии диадами и соответствующими им преобрмова.пинм:и, 
сопоставляя равенства (126) и (127d) для двух пар соответствующих 
векторов и обратвые ии формулы (ер. 186): 

п' = Ф•n, 

(n')* = n*· Ф-1, u* = (n')* ·Ф. 

(128а.) 

(128Ь) 

Преобравовавил (128а) и (1 28Ь) вазываютсн поитраzредие'Нmи·ы.ми 
по отношению друг Jt другу; в пес:колыш Иной форме иы еще часто 
будем иметь с ними дело впомедствии (гл. 6). 

166. Уравнение R�tли-Гамильтова. Длн оnределении полной диады 
необходимо знать девять постоянных. 1Iоэто11у между самое большее 
деслтью диада-..rи всегда имеет место липе.iiпое соотношение. В частных 
случанх линейное соотношение может И\!:Сl'Ь иес·rо :между менее чем 
деслтью диа.,ца:м:и. Так, например, линейвое соотношение имеет :место 
уже между четърь.мя nоследовательными степенями одной диады; оно 
вмывается уравuе'Ние.м JС:ми-Га.мильmо'I-Lа. ДействитеJJLно, оказывается 
вовможпьпr из равенств (12la), {12 lb), (1 20), вырtыБающпх инварианты 
Ф1, Фп, Фш через векторы u, v, w и п', v', w', иск..1ючить эти век
торы с помощью диады Ф. 

Длн этого исuючи:м: из (121а), {1 2lb) один из вехторов путем, 
авалогичиы:м: тому, кnRи:м: б.ыл иcJtJIIOчeн вектор 11 ив ФJI1 nри введении 
дуалъной диады в (127а). 

Приведем прежде всего равенство ( 12 la): 

[и v w] Ф1 = l(Ф · п) v w] + [п (Ф ·v) w) + [ 11 v (Ф·w)], 
к виду: 

П• (v Х w) Ф1 = ((v Х w)· Ф  + Ф · v  Х w +  v Х Ф·wJ •П. 

Так Jtaк это равенство имеет :место при любом вехторе n, то, опускал 
:множитель п, ииее:м равенство: 

Ф1 (v Х w) - (v Х w) ·Ф  = Ф·v  Х w+ v Х Ф•w. (129а.) 
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Тшtо же обраво:м приве;�;е:м равенство (12lb): 

[u v w] Ф11 = [ u (Ф • v) (Ф ·w)] + [(Ф• n) v (Ф • w)} + ((Ф• u) (Ф · v) wJ, 

к виду: 

n·(v Х w) Фн = {(Ф · v) Х (Ф ·w) + (v Х Ф ·w)·Ф + (Ф • v  Х w)·Ф ) ·n� 
а отсю.ца, опусв.а.л u, по.11уч:ае:м: 

Фн (V Х w) - (Ф • v) Х (Ф·W) = {v Х (Ф •w)+ (Ф·v) Х w} • Ф. (129Ь) 

Права.tr часть (129а) :вхо.цвт :в первую ч:асть {129Ь) в качестве Jieвoro 
:мв:ожвтеля при Ф; иоию'Iая ее, в:ах:оди:м:: 

Фп (v Х w) -(Ф•v) Х (Ф ·w) =  Ф1 (v Х w)· Ф -(v Х w)· Ф11• (130) 

Сопоотамяя: зто равепство с (127а), ttoтopoe иожет быть записав:о 
в :ви.це: 

(Ф•v) Х (Ф•tt) = (v Х w)·Ф-1 Ф111 , 

и опусв.ая :м:в:оЖJJ.тель v Х w, получае:м: 

Фп l - Фш Ф-1 = Ф1 Ф - Ф11. 

YмiiOЖt\.II это rравкевие па Ф, Jlf.Ы приходим в. уравиеuию J(эли
Га •• иtльmi>'Ка: Ф�- Ф1 Ф2 + Фп Ф -Ф щ I = О, (131) 

предста.влтоще:му линейкое ооотв:ошев:ие между фО = I, Ф, ф2, фS, 
У:м:вожеJШе:м па Ф '' (для ПОJiожитеnи.ых и.uи отрицательпых зв:ач:е

!ШЙ n) в:аходп из (18 1) двв:ейв:ое соотв:ошев:ие :между четырьмя после
довате.Jiьп.ыми оте.пе:в.я::ми Ф. Тем самым любую степеа:ъ Ф мОJКно выра
зить линейно череп Ф2, Ф, I. Отсю.ца следует, например, что r.aJI�.tый ин
вариант диа,ц.ы Ф, имеющий :вид Фх· Ф,. · Фх, может быть выражен лввейв:о 
ч:ереs у&авав:п.ые в 160 вива.риа.пm Фх·Ф2·Ф:х, Ф:х·Ф·Фх, Фх· Фх. 

167. 1\орни урв.виеиии Кэли-rамiLJiьтоив.. Уравнепив R.эли.-:са... 
мильтоиа (131) не сJiужит ;lf,JIJI оnределения диа.цьt Ф путем решения 
втого урав:пенил в смысле обыJШовеиво.й алгебры. Зато ив рассхотреиия 
корiiей аиа.погичио построеиного скаляриого уравие:ttв.а: [ер. (100)]: 

(182) 

ио:ашо с.целать выводы отиосителъво свойств диад Ф, удовлетворяющих 
ура.внепю Кэлn (1 31). 

lt уравне!ШIU (182) ИО:ЖВО nритти, ИСХОДII ИЗ ОJiедующей Ва;&;8.'1И: 
оnределить напра.вдения, остающиесв: иеиз:u:ев:п:ып при осущестмяеио:м: 
диадой Ф аффинном преобравованив: 

r' = Ф ·r. 
Дла: этих иаправлевий имеет место равевство 

r' = Ф ·r = ).r, (188) 

г.це скалярный множитель Л дает иасштаб растткев:иа в однои из этих 
иапраме!Шй. 
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Равенство ( 1 33) эапишето.я: в :коор,цив:атах сле;��;ующо образом: 

х' = 411  х + а111 у + а18 • = Ах, 

11' = t;1 х + ап У + � • = iу, (184) 

1' == а81 х + а8'4 у + а8811 == м. 

Оrс.ю.ца, воuючав: х, у, е, ПOJiyqaeм ус.повие .ц;u:а: /,: 

ан _.. Л а111 a1s 

atl ad - л a�s = о. 
авt аа2 йsв -·· Л 

Это и есть уравв:епие (132). (Си. 1 00, 1б8.) 
ДJiи хаждоrо из трех ltОрвей #.. :>ТQго уравв:еп.s: равенства (134) 

.цают о.цно из трех 11неиз:мевнемых" (при преобрааова:вии Ф) ваnр!lв.аевий. 
Еези Ф есть оимметрич:ео:а:аа: диада, ТQ эти r.rpи вапра.в.пе:виа: совпада.юt 
с rJiавиыии ооаии теизориых поверхиосте.й. В эТQМ CJiyчae определеиие 
:nепsиеиаеиых вапра:uеиий тож.цествеиио с вадачсй определг-кuя uав· 
'Н ых OCett поеерхностей вторто поряд�а. 

В Фiучае проиавОJiьвой диады три неизмепяемых иапраuенил: ne 
11.ерпе-к&ижу.л,яр-къ� дру?. к дру�у. 

Диада Ф, переводащаа: три ве:а:тора r = а,  Ь, t- с помо:щ.ыо JJиией· 
ного преобравовавив: 

r' = Ф·r  

в три ''оди-капово с 'lttt.uu -н,аправлгикых вектора r' = а а, Ь Ь, с с, може'r 
быть Dредставлева. в в:иде (1 24): 

Ф == а а а* + Ь Ь Ь* + с с е*, (185) 

l'.Це а•, ь•, с• - Belt'ropbl, В88.И)IВЫе с :ве&тораvи а, Ь, с. Диаду ф 
хожво равJiожить па. проиаве.цевие трех ,t;u:a;ц тоrо же твпа, во вке.ю� 
щвх в:еси.оnи.о 'более npoo'rol ви.ц: 

Ф = (а а а* + Ь  Ь*+ с с*)•(а а.* + Ь Ь Ь* + е е*)·(а о.* + Ь Ь* + с е  с*). 

Осуществляемое nервых ивоаителек а о. а• + Ь Ь*+с с* аффв:ав:о& 
nреобразовапие оставляет плос:а:остъ (Ь, е) веиревпой и Переводито 
веJtтор а в вектор а а. 

Это преобрааоваиие, вообще вавьmаеиое "'осъ1м aффttntt/ьuc 1�реоб· 
равовапие.и, мы будем в.цесь вазшать простым уд.tШН{!Ние.и. IIростр&и• 
ство у.цливяетсв из плос&ости (Ь, с) в в:апро.влеиии ве&'rора а в 
иасштабе а. 

Частный мучай nростого у.ц;u:ипевил, &оr.ца. вапра.в.'lевие у.ц;u:ивеиив: а. 
nерпещи�tуларво 1t п.аоов.ооти (Ь, с), был раиьше (14:9) вшmаи 11.росты.к 
растя:ж:епие.м. 

ПроОТQе растижевие ocyщecТD.llJieтcл с по•ощь.ю специа.п:ьвой свк· 
иетричеси.ой ,циады. 

Аффиввое преобравова.иие, осуществллекое nровsво.п1,пой со:иетри
чесJtой .ци:адой, - чистое растяжепе, коже'l' быть соот .lВJieВO ив трех 
простых ра.стткев:ий по тре:м: 1JЗ8.И\IНО периецику.аврвык иапраuевив:к. 
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To'lliO так .ж е  осуществляемое произвоМJиой диадой аффипиое пре
ооразоваиие .ttaжem о·ыть состав.лен.о из трех последовательн-о в-ыпол
ияемъtх npocmьtx уд.лииен,ий по трем, вообще говоря, ке перпен.ди"у-
.лярuъцt друz " другу иаправ.леииям. ' 

Не следует уаусхатъ ив вида, что эти три нэ.правлекпл удлинения 
пе должны быть непременно все действите.льиими. В тои CJif'lA.e, 
хогда два корня уравнения Б.м:и явллютс11 коиплексно-сопр11женныии, 
,цействитедьвыи остается: только одно неиаменя:еиое направление. Пример 
такого случая представляет вращеиие вокруг оси. Направление самой 
оси является: единственным действительным пеиа1tеняемым иаиравле· 
ние:м:; масштаб удлинения (в это\f простейmем: случае .растяжения" )  
равен единице. 

Наличие двойного корня уравнения Б.эли-Гами.льтона выражает, 
вообще говоря, не совпадение двух неиsменлем:ых направлений, а тольи.о 
равенство масштабов в двух различных неиам:енлемых направлениях и 
тем самым во всей определпемой этими на.правления::яи плоскоотк 1), 

К таким преобр!1.3овани.пи принадлежит простое удлинение ив плос
кости, далее сдвиг вдоль n.лoc"oGmи; в этои nоследнем случае уравнение 
Кэли имеет тройной корень. 

То же самое имеет место в СЛ)'Чае удлинения из одной точки (nо
добие) и в случае тождественного преобразованшт. 

168. Выроаrденил уравнения: Rзли-Гамидьтона. В случае пла.нар
ных диад, характеризующихся обращением: Фш в нуль, уравнение Rзли
Гамильтона сводится х 

фВ - Ф1 ф2 + Ф11Ф = О; 
оно имеет корень, ра�пый nулю, во пе иожет быть nуте:м: делевил в:а 
диаду Ф приведепо к. уравнению второй степени, так. 11a1t длл плавар· 
ной диады 11е существует обратвой ей диады и, следовательно, деление 
на диаду Ф не может быть проиаведеио. 

В случае линейных диад инварианты Фш и Фп одновременно р авпы 
нулю, и уравнение Rэли-Гами.пътона имеет двоftной корень, равный нулю. 

Наконец, может случиться, что уравнение Кэли-Гамильтона приво
диио, т. е. диада удовлетворлет уравнению второй или пер1юй степени. 
Так, например, вращеiiие на угол 'lt' [14:9 (78)]: 

'1" = 2 k k - I = - i i - j j + k k, 
очевидно, удовлетворяет уравнению 

'1"2 - I  = 0. 
Инварианты диады Ч!' С}'ть: 

IF1 = - 1 , 'Fп = - 1 ,  'l"щ = + 1 ;  

соответствующее уравнение Rэли-Га:мильтона: 
WЗ + IJ!'2 - 'I" - 1= 0, 

раВJJагэ.етсл на множители: 

('1"2 - l) · ('l" +I) = О. 

1) Для cuммempu'l<!cкou диады нали'iие двойного корня е необходимостью 
влечет за собой равенство масштабов для раали'iиых неиа.14еилв.кых напра
в;тений. Пршr1 .. ред. 
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О,цв:а.к.о ДИ&,I;О. чr, 000ТB6'l'C'l'ВJ.IOЩВ.S: вра.ще:нию на J1'0.11 11:, 'f:ЦOВ.JieтDO· 

рлет уже JPII.ВBeИИJO, получаJОще•усв прираввевие:и JrfJIJO только пер
вого хпожителн. 

· :М:а.ош'18.бы не11змеиае1tш: . ва.пра.влевиl опре,�;еллтсsr из 'fРа.виев:u 
!rретьей O!'enellll: 

Простой в.ореиь ).. == + 1 ооответствуе!l' оси вращевия, ,J;Войвой 
&Оревь ). = - l -.11IDбoмy перпев.ци:sуирво:иу к ней иа.пра.uеИИJО • .  



l"JIAВA ПЯТАЯ 

ВАЖRЕЙШИЕ ДИАДЫ ИЕХАВИRИ 

§ 1 .  Диада инерции и движение волва 
169. Движение твердо1•о тeJia. Чтобы иооJiе,цо:вз.ть ,цвижеиие твер

;цоrо тeJia, за:меn:м ero :мыслев:во системой :материа.nьв:ых точек, рас
столВ11Н .JtОТОрвх друr от друrа бу.де:м считать иеив:мев:вы:ми. В та:в:ой 
системе точев будут иметь место вв:утрев:вие сиm, иапра.вле11ЮI &ото
рых со:впа.,цают с .uиииs:ми, соодиииюЩIIJ(И &аж.цые ;цве то'Пtв; при это:и, 
cor.ua.cиo вакоку равенства действия и проти:водействва, ;ц-.ве си:JI:ы:, 
действующие по JIВВВИ, сое.цив:.в:ющей хыие-.1ибо ,цве точки, равны 
друr .цруrу по веJiичи:ие и в:апраuеи:ы: :в прGтивопо.uощи:ы:е сторои:ы:. 
llоатс:му rео:метри:ческаа су:м:ма всех виутреиии:х сиж и rео:метричесхаи 
суи:ма. их ио:мевтов раm!Ы иуm, и, САедовательпо, те nре.цпожожев:м, 
воторые :мы делuи вЬШiе (65, 66) отиоси.тмьпо движеииа систеиы 
v:а.тервмьв:ш точек, при::мев:ииы и здесь. · 

Движение такой -н;е-ив.меняемой системъ� mo"Чen подчвв:яетса за.вову 
центра тяжести: 

И BUOПJ ПJIОЩЗ.ДеЙ: 
tlL 
Тt==•. 

(la.) 

(Ib) 

пОСJiе,цв:е:иу ка.х отиоситеJiьnо яюбой иепо.цви.жпой точки, тu и отиоои
те.uьио ;цв:ажущеrоса центра тяжести. 

В (Ia), (lb) овиача.ют: F - реауяи.•крующую виеmв:их cu, Х -ре
sуnтирующий ио:м:евт :ввeiJIВll:x cиJI, J -иипу.!IЬо (холи'!ество ;цвваеиил) 
свстеиы материа.яь.!D\о!х жочеJt, L - v:оиеит ппу.!IЬса. с:исте:мы. 

Д.в.а опвса.ввв движепин твердоzо тела, ПO.liJЧaiOЩerocя из иевsv:е
в:яеиой сиС'l'емы точек путеv: nреде.аь:поrо переход&, .цоста.точво описать 
.цвижеиие одной точп твер,цоrо тeJia и вращение твердого тела вокпr 
ЭТОЙ ТО'ШИ, 

В то:и cJJyчa.e, коrда. о.цв:а тоЧRа. твердого те.11.а sa.JtpeпJieвa вепо
.ц:вижво, nер:вм tzасть м.ца.п отпа)(аеr. Ес.uи же с:вобо,��;а. .цвижешш 
твердого тeJI& в:в;чеи не оrра.иичеиа, то воо.1едуют ;цввже:вие ero центра 
тя:жестп и вращеиие те.иа :вокруг центра тяжести. Захов ;цвuеим 
центра. тsжести noJJyчaeтcs :иитеrрироваииеи ураввев:иа (la.), JtOтopoo 
по :вве,��;ении ра.циуса-:ве&:rора r0 центра твжеС'l'И и :иа.ссы m0 твер,��;оrо 
те.11а привиv.ает вв;ц: d!ro F mo dt'� = . 

Иитегриро:ва.вве этоrо уравпев:.и:я есть ва..цача. ,��;в:в:а.ив&и 
ПОЙ TO'IRB (64:). 

:иатериа.п.-
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Остается, таiШи образо:И, еще исследовать вращение вопрfР moчtcff, 
.-Jia чего достаточно уравнения (lb), ках это бrдет бо.11ее точво поuваво 
:в 17о-И8. R втоиу выводу иы иожеи првтти уже теперь с по:иощью 
с.пе.цующего рассуж,цевиа: овобо.цио движущееса твер�ое тeJio ииееоr 
шесть степевей свободы; систе11а. ураввевий (la.), (lb) вRВивuевтва 
шести окаDрвы:и уравиевиаи и потоку достаточна ,цu описа.вия ,цвв:
аевия систеиы с шестью степевак свободы. 

Вращение твердоао тела вопруа неподви:жжой т�пи наа11&8ается 
дви:ж:ение.н вол'f"а· 

170. :М:оиевт виерцив и /U[ap;a ивер:цив. Когда твердое тeJio вра
щае�ся вокруг веподвижвой точки О, его движение в Jt&ЖД]i!Й даввый 
хо:иевт есть вращение во:круr игиовеввой оси, проходащей черев 
точку О. Уг.11ова.я скорость по веJIИчиве и ва.пра.вJiеиию дается векторои: 

u == ие ( 1 u 1 == и; 1 е 1 == 1 ). 
Точка Р твердого тeJIIII опредеJiается радиуоох�веRторои r, и.цуЩJЦI 

от точки О к точке Р (ер. рис. 14, стр. 83). 
Скорость точки: Р, происходащаа от :игвовенноrо вращевин, равна 

v = u x r. 
�иваа са�а. твердого тeJI& равна 

Т == ; Sт'lfl ( \ v 1 == v), (2) 

це 8ИaJt оуиш S укавы:ва.ет ва оух:и:в.ро:ва.иие по непрерывно pao
ape,�;e.JeJUDil:м: :иаоса:к. 

и 

Ес.пк обоавачии расотоввив точки Р от оси :вращевиа: черев р, то 

В.ыраzевие 

v ==  ир, 

(2') 

SтpR = e  (S) 
иаг:ыв&е!l'оя .ио.нентм инерции твердоzо тма о!l'воситеJIЪВо :кl'Jiо:вев
иой OOJI; О ПО:ИОЩ:ЬЮ В!I'ОЙ :ВеJIИЧИВ.Ь1 ПOJlycia8:И ; 

1 Т = т иRе. (4) 
Чтобы ва.йп ва:виспость :иоиевта. инерции от ва.пр&ВJiевиа оси 

:вращения, преобравуех сва.чuа. выражение (2) д.аа живой oИJIJil: 

T==i-Sтv•v =+Sт (u Х r) ;(u X r). 

ВычИ:оJiевие этого проиЗведения дает (22): 
т 1 . 

== тSт (u•u r·r - u •r r·u). 

Приви:м:ая во вви:иа.вие, что 
U•U = U •l•U, 
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Bm (r2J-rr) == Ф, (5) 
га.виоащую от pacпpeдeJiemпr масс, называют диадой ин.ерции тгердоzо 
mcлai о ее помощью получии ДJIII живой cu.mu: 

T = ..l. n • Ф• n = ..!.. u2 е · Ф·е, 
2 2 

а отсюда и из (4) ДJIВ: v:океатs. и.иерци.и: 

8 = е •Ф• е. 

(6) 

(7) 

Те-А� aa.A�'Ь"-ff .иt.' иашли ua�ro-A�!JIO аавиои.ность .ио.иеита инерции 
от иаправления оси вращепия, 

171. ВвеJJ,еиве коор..;виат. ПоJ1ЬВунсь ортоrо:в.а.аыtы'4: трв:э.црок в ка· 
честве баsиеа, мы получ:и.и х.пя ди.ады .и.иерцив: l5) выра.же:в.ие: 

Ф = Вт [(x2 + y2 +z')(li + JJ +kk) -(xl + yj +zk) (xl +YJ +zk)J == 

= Вт (y'J +-'2) 1 1 + Sm (x2 +н2)j j  +Sm (x2 + y'l) k k -
- Sm yz (j k + k j) -Sm .xz (l k + k i) - Sm.xy(i j +J 1) 

или, в бол:ее мроткоlt sаииои, 

Ф =  8., i i + B,jj + 8, k k -
- e.,. (j k k J) - e • .,(i k + k i) - e.,, (I J + J i). (8) 

. BeJШЧJlllЬI е.,, е" е. В:а.3ЫВ810ТС11 .ио.меита-А�и U'НВрции OT:НOCВ:'l'eJlbllO 

осей коордива.тв:ой оисте.иы; ell•' е • .,. е.,-проuэеедеиия-А�u uuepцw, 
ив:оrда. - девиационuьU�u .ио..иента..ии (Deviationsmomente ). 

Moveи'f инерции 8 отпос:о:тельио J110бой оси, в:аправ.llение которой 
опрАделяетен едииачиыи векrоро.и 

e = i cos a +J cos � +t•cos j, 

выражается, соr.11асно (7), медующик обре.зом: 

е = A., cos2 a + e, oos2 � + е. cos2 1 -
- 2е_., oos � .. oos i - 28.., cos т cos а - 28.,, oos а oos р. 

Диада инерции, согласно (5) и (8), есть Gu.И.Нетрическал диада; 
поэтому оущоотвует оеобый трRЭдр, по отношению 1t r.оторому оаа. при
ии.иа.ет вид: 

(9) 
Велиq:ины е!, е2, 8s павы:ваюrс!I М'lб"Ы.МU .во.меита..ии ttnepцuu; 

соответствующие произведения инерции равпы ву.в:ю. Напр'l.вJiениа 
векторов i, j,  k этого триодра называютел мав"ы..ии ося.ци ишрции. 

172. Зллиrиои'"( ипер�ив. Если проведем умовую с&орооrь u, �:ак 
радиус-веttтор, то равеис'lво (6): 

2Т = n · Ф•n, (10) 

определит, если дч.ватъ Т постояиные вв:ачеиия, оомеllство теиворпых 
щ>nерхностей диаJJЬI иnерции; посJiедние сvть IШ.JIИПсов:ды и павываюто.11 
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млtтсоида.ми ииерции. Один из иих, соответствующий зиачевию 2Т = 1, 
имывается э.tмипсоидо.м ииерции Коши-Пуа'Нсо: 

U •Ф •u  == 1 .  ( 10') 
Каждый полудиаметр Э'l'Oro эллипсоида определяет, ооrласио (4), :мо

Jiент вверции относительно оси, совпадающей с его напра'Влtjпием: 
1 

е == и2 • (1 1) 

Представим вектор угловой скорости по отношению к пекоторому 
триэдру, как базису, в виде: 

u == u.,l + иJ + tt,k. 

Если введем особый (см. 171) трuэдр, то уравнение эллипuоида 
.инерции Коmи-Пуавсо, согласно (9), будет: 

е1и,_9-+ 811и,11 + 8ви.9 = 1; (12а) 

его по'.пуоои будут: уе-;, �. Vё,;. Скорости, с которыми вращается 
твердое тело вокруг главных осей инерпии при живой силе, опреде
.пяемой равенством 2Т = 1, называют главвыи и угловыми скоростями 
и1, и9, и8; эти угловые скорости даются соотвопiевиями: 

1 1 
81 = -s • 811 = -2 , ut u2 

с И1' помощью уравнение э.плипсоида инерции Rоши-Пуансо можно 
написать в виде: 

u.,a + '!1._ + 11•2 -
1 (1 2Ь) U!a . иg2 u8a - • 

173. Момент иипулма и зллипсои;тr; моиеиtов иипульса. Момент 
, JПШ:ульоа твердого тела равен 

L = Sr  Х mv = Smr Х (u х r). 

По теоре:11е о разложении получаем: 

L = Sm (r9u - r r•u) = Sm (r2 1 - I' r) • tl, 

или, :вводя сиивол Ф диад-ы uxepциtt (5), 
L = Ф· n = tt•Ф.  (13) 

Мо.меит импульса есть лu'Нейиая вектор-фуи'!>ция умовой CltO· 
pocmu. Согласно 14-2, оп совпадает о паправлевие:и вориа.1и к эллии
соиду инерции, проведеиной в конце веRтора u: По велвqnне и направ
лению он рамп градиенту nоля тенsорвых поверхностей диады инерции: 

L = grad Т. (14) 
:Между угловой сRороотью и :иоментох импульса, согласно уравне

нию (10), эллиnсоидов инерции: 

U • Ф • tl = 2Т, 

и, согдасво (1 3), имеет жесто соотношение 
f, • 11 = 2Т. (15) 
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Емв: прове,11;ем: вехторs: м:охептов и•пr.п.оа L, ооответопующив ра.

,!I;ИfОD-векторак u в.uвпооц!\ ииеJщц :вах рциусьи�ехторs:, ro п 
sоицы вапоJiиат вsа.ии.аьtй тенsорп:ый oJ(JIИПOOJЦ ИJIИ э.uuaoou8 .но.мен
тов и.нп-ульса: 

(16) 

О.цив И8 таких DJIJJИ:O:OOЦOB, ООО'!В8ТОТВfiОЩИЙ ZDOЙ OИJie, onpe,!!;e· 
Jia:eиoй равеиотвом 2Т == 1, называется млипеоидо.м .мо.меитов и.н
пул&са Маlf-Вамоф (Мао Cul1a.gh): 

L·Ф-1·L = 1. (16') 

Вве,11;.11 систему sоордива.т, бу,11;ем иметь выра.zевие момеита. в
пульса. в вце: 

L = L� i +  LвJ + L.k; 
eCJJИ примеЪJ за. оси коор,11;шrат ГJ[авш.rе оси инерции, то, corJiacвo (18), 
будем иметь: 

Lc = e1uc, Lв = e2u11, L. = 88u,. (17) 
Тогда уравиеиие вJtлипсоида. Уах-Rзиоф будет: 

L,.э + L,} + L;� - 1 
(18а) е1 е, е. - .  

В o.Jiyч:ae вращевип во&руr O)I;ROЙ ив r.па.ввш осей паnравJiевве 
момента иипуJ1.1>Са. совпа.дает о осью вращевиа:. Соопетатвующие этому 
случаю внв.чен:ив момента нипу.RЬса. навы:ваим ero r.J.Ia.:вш.п.m: зиа'lе· 
ВИJD[И L1, L1, L8• С их помощью уравнеиве м.пипооида. моиев.rов им
пуJ1.1>Са мozno привести и. виду: 

L"s Lgt L12 
Lt• + �2 + La2 = 1. (18Ь) 

174:. Волчок, евобор;п� от ;а;ей�твИВ: сил:. При движении волчпа 
в отсутствие сил, т. е .  при вра.щепи твердого тела :вo�tpyr :вв
подвиzвой ТОЧRИ, JtOr,цa. на. веrо ne дейотвуи onJiьt (например, при 
вращевии весомого те.па. вoRpyr ero центра. тл::ж.ести), жнва.s: cua ero 
оств.етса: поототmой. Поэтому :sоиец веи.тора. u .движетса:, все вреюr 
оота.ваа:сь на эuипсоиде инерции (10): 

«· Ф·п = 21. 
Из зa.JtOna щющадей (16): 

dL 
dt = :М, 

д.uя едучая движе1IИ11 без действиа: cu, т. е. при М: = 6, ОJlе,цует, что 
L есть :ве&тор, постоянвый по .м:оду.лю и на.правлеиюо в проотрав:етве. 
В дв:иzущеиси теле ero sов:ец может лежать тодьхо на поверхвоi\ТИ 
шара., ра.циус и.отороrо раве:и :моду.u:ю J L J мо:мепо. импуJIЬса.. JlинКJI 
пересечении втой Diаровой поверхности 

L·L = L�� (19) 

с по:верпостью м.nипсоида. мо.м:епо:в импу.uьоа. (16) дае'l! тра.е&торИIО, 
описыва.е:мf10 &овцои веttтора. момента. DlfПYJIЬO& nри вра.щевни тед&. 
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Ра.споJiожеивв.s: в хвиzущекоа тeJie тр�sторu &овца. :вектора 

yrJioвoй скорости (полодия) .в:ежит ие только ва. в.uипооце пер
цив: (10), во и ва вва.икво:м: ка.оштабном: в.nлипооце 

u·Фt · u  = 'СЛ (20) 

в который преобра.вует{)а шар постооного ком:ента. И1Шухьоа. (19) о 
поиоiЦLю липейв:ой :nе:sтор-фувкции: 

U = Ф-1 · L. 

Неподвu:ж:1Юе в теле гео.нетрическое .несто полюсов - полоди.11 -
есть простра.иотвенив.s: &рива.я четвертого пори.ц&а., по которой эх
лнпсои.ц инерции (10) пересе&аетоа с :взаикиыи :м.аоштабвык э.t
.п:ипсоидои (20). 

Проходящий через по.uодИКI хонус, вершив:а. в.оторого но.ходитоя в 
иеподви.жиой точке и о образующими которого пооле.цовате.uьно совпа.
;а;ает в:а.Iiра.влевне вектора уrдовой ов.оростн u, еоть коничетсая по
верхность второго порядка. 

ЭлJiнnсоц ииерцв:н, т. е. геоиетричео&ое :м:есто хоицов :вев.тора. u, 
и BJIJIИncoи.ц коиентов икпулъса, т. е. rео:м:етрическое иеото и.овцов 
ве&тора L, суть В88.ИИ11Ы'е тешюриые эииnсои.цы (ер. 143). Поэто11:у 
аа.сатеJП.вв.s: плос:кооn & в.uипсоццу инерции, проведевааа: в хоице 
вектора 11, все вре:иа перпев.цикулирна. к соответству10ще:иу хокев:ту 
и:кпульса L. Та.:к ка.:к J3е&тор L имеет постояввое иаправдеиие в про
странстnе, то и хасателъиая плосJtОС'.l'Ь сохраинет веив:м:еив.ое положе
ние в пространстве. 

Но :веи.тор L имеет, хроме того, и. постоянный :м:о.цу.в:ь L. Поэтоку 
ив равенства. 

с_Jiе.цует, что рв.сстояиие в.аоателъной п.в:осхости впипоои;ца инерции 
от его цеитра постоаиио. 

СJiе.цовательно, еJiлипоои.ц инерции вое вреи в.аоаетоа одной и 
той же ПJiос:кости - 1tеиа.менн.ой мос�ости. При этом оп вращаетоа 
:вои.руr прямой, про:щв;пщей через точв.у ка.оаниа, т. е. ои &атв.тоя по 
веив:м:еииой WIO<mocти, в то время в.ав. цевтр ero остается вепо.цвижиыи. 

Тем оа:иы:и :вращение твердого тeJia :вохруr -пепо.цвижиой точв.и при 
отсутствии CИJI :кииематичес&и сведено к ка.чевию 8.1tJIИnooи,цa., центр 
и.ото-роrо sыреnдев, по неподви:жжой пло<тости (движекие Пуансо). 

176. Оr.новuое уравнение двиzев:ии воо�чка. В случае вра.ще
иия твердого тела :зо&руr непо.цвJШИой точ:ки - движенttя BOA'f,1ta -
по.ц .цейсl'Вием внешuих OИJI, момент хотор.ых равен :М, вхеет кеото 
уравнеиве (lb): 

dL 
dt = :м. (21) 

Ив (13) 

JI&XO.ЦO: 

(22) 
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Диада Ф представляет собою постояЮiую по отношению :& тeJJy диаду. 

Вехкал постоянная в теле диада может быть представлена в виде: 

Ф = � а. ь, (v = I, 2, 8), 
rде а,, Ь, - неnодвижные отпоситеJJьно тела векторы; тогда 

dФ � (da, dЬ, ) 
Тt = � -;;;г ь, + а. Тt  . 

Изменение векторов а,, Ь, в пространстве обусловлено вращениех 
тела; для каждого неподвижного в теле вектора v имеем: 

dv 
dt = u Х v = - v Х u; 

СJ!едовательно, 
dФ 
dt = � (u Х а, Ь, - а, Ь, Х u) 

JLJIИ 
dФ 
dt = U Х Ф - Ф Хu. (23) 

Отсюда., замечая, что u · u Х Ф равно пулю, будем иметь, соrласно (2 2)� 
dL dn 
dt = dt . ф - u . ф х u. 

Уравиеиие движеиия волч.па (21) примет вид: 
du 
dt · Ф - u·Ф X n = M. (24) 

Это уравнение мы будем называть осиовиъы' уравхеиие.м движеиия волч.nа. 
176. Момент цевтробеmвой силы. Члены, входящие в основное 

уравнение (24) движения волчка, допускают простое истолкование, 
если воспользоваться теорией отиот,тельио2о движехия (69, 70). На
пишем основное уравнение в виде: 

dn dt. ф = м +  u .  ф х l1. 
3десь � • Ф - производпая момента имnульса в предположении, что 

Ф '  nостонnв:о, т. е. изменение момента имnульса в дВижущейся сис
теме; М - :момент внешних сил; u • Ф Х u - .мо.меит -цеитробежиой 
силъ�, как мы это сей>mс покажем. 

Центростре1d:ителъпое ускорение точки двnжущеrося тела равно 
u Х (u Х r); результирующий момент центробежной силы, СJiедова... 
тeJiъ'fio, равен 

. . . Mz = - Sm r X [n X (u X r)] . 
.., ' '·' СогЛасно теореме о разложении получаеи: 

< н:ь другой стороны, 
M� = - Sm u·r r X  п. 

n · Ф  Х u = Bm u • (riiJ - rr) X u  = - Sm u·rr Х 11 
:uи 

11 • Ф Х 11 = Mz, 
что и завершает доказательство. 

(25) 
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Та.J!.И:М: обраво:м: :МЫ :kОЖе:М: Представить ОС'И.Ов�ое уравuекuе 8 двU• 

жущейря системе в виде: 

� - М:' дt - • (26) 
дL 

причем под дt новимается пропвводнан :момента импульса. в движу-

щейся системе, а момент :М:' сRла.дываетсв: ив момента в:в:ешвих сил и 
момента. центробежной силы. 

177. Зйлt>ровы уравиениа: дввт:ениа: волчха. Чтобы 1l8 основ
ного уравнения вывести систему спаляри·ых урав'Хе'Хuй дви:ж:тия. 
:иы можем: положить в основу либо систему координат, неподвижную 
в пространстве, либо - неизменно свнваnnую с тело :м. И то и другое 
и:аrеет свои преимущества. В са.мо:м: деде, диада. инерции Ф по отно
шению к движуще:мусв: телу есть постониnав и вадапнав: величин!!., 
тогда мк . момент М, вообще говора:, вадается в системе координат, 
неnодви:шной в пространстве. И в тои и в другом случае величиnы 
Ф и :М:, служащие в осnовном уравнении для определения u, содер
жат еще углы, определяющие положение движущейсн системы коорди
нат относительно :в:еподввжвой. 

Положим: в основу последующих рассуждений систему поорди'Хаm 
х, у, z, иеиамеиио свяааииую с телом, и соответствующий триэдр 
1, j, k. В частности, совмещал координатные оси с главными осл:м:и инер
ции, мы получим эйлеровъt урав'Хе'Хuя движения волчRа в обычной 
форме: 

d;; 81 + и.,и. (е8 - е2) = М.,, 
du11 
""Тt' е2+ и.и,. (е1 - е8) = .М.,, 

��· es + и.,и, (е2 - el) = м •. 

(27) 

Д.Жя этого надо лишь в веRторном основпои уравнении (24) положить: 

Ф = 81 ii + e2jj + �s kk, 
u = и,. i + и.,j + tt. k, 
М: = M.,i + MJ + М. k. 

В случае проиввольnой невзиеnио свяваиной с те.пои системы коорди· 
ват с началом в центре :вращения нужно вместо тольRО что указанного 
выраже:в:ия длн Ф вставить общее выражение (8), в которое кроме мо· 
кентов инерции входят еще произведения инерции. Первое ив урав
нений движения в это:и случае будет: 

�"' е.,-� e.,l/ - d:e· e ... + иllи. (e. - el/) + 

+ Cи.2 - u/(ll) e.,. - u,. и. е,., + и,и., е.,., = И,.; (27') 

второе и третье nолучаются из него с nомощью цикличес&ой пере
стаJювхи. 
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178. Введевие вй.перовых уr.пов. В эйJiеровьп ураввеиилх (27) uв: 

(27') вависииость ве.пич:и:в: М", М11, :/Jl. от иrв:ове:в::в:оrо по.nоже:в:иа: дви.
жущейсн системы координат отв:ооите.nъво вепо.цвижиой может быть 
-оха.ра:ктериsовава. с помощью трех эй.перовых yr.noв &, !р, ф (11), в:.ото
рые саки должны быть расоиатрива.ем:ы :кав. фуи:кции вреиеии:. То.пыю 
в случае движения при отсутствии: си.п, в.оr.ца, о.nе.цовате.nьв:о, 

М. = М, = М. = О, 
t)Й.Перовы уравв:еии:.а: об_рмуют оа;ки по себе ив:теrрируем:ую систем:у. 
Но и в этом: проотейшем: сл.уча.е они. достаточны .nиmь ДJJII опреде.пе

�n 
в:иа вектора u уrл.овой 
скорости :в .цввжущейса 
системе, т. е. хонуса по
.подии. Для того чтобы 
ПОJIВ:ОСТЬЮ ОПИСаТЬ ДВИ• 
жев:ие волчв:.а, в:еобхо.ци
ио вв:а.ть еще движение 
системы координат, свн-

.!111 заивой с телом:, отноои
те.пьно неподввжной; тог
да иожво определить дви
жение вектора u относи
тельно непо.цвижной сис
темы коордива.т, т. ·е. хо
вуо rерполодии. 

zo Обоввачии непо.цвиж-
Рис. 68. вую си:стеиу ttоордина•r 

через х0, у0, z0, а век
торы соответствующего триэ.цра. -черев i0, j0, .ko (рис. 68). Пусть щюс
кость ху ,цвижущейсв: систеиы пересекает плоскость х0у0 веподвиж
вой системы под уrл.ом 3 по "л.wши: узлов" р, е.цив:ичиыjt веttтор RO· 
торой есть t; пусть л.иии:н увл.ов обра.вуеr с осью х0 yгoJI IP; а. ·  оёь х 
с ли:вией узлов - угол ф. При :вращениях :вокруг осей р, z0, z, еди
ничные веttторы ttоторых будут t, k0, k, пвиев.а:ютс.а: о течением :вре-v:ени 
ТOJlЬRO yrJIЫ &, !р, ф; вна.чени.а: соответствующих уrло:в1ц схоростей 

d& arp aoJ� c будут t dt , k0 dt , k dt • uады:ван эти три уrло:вьп схорости, иы по-
.пучим общую угловую схорооть; обратно, всякая yrJioвa.a: скорость u 
:может быть разложена на компоненты по осям t, ko. k: 

а& k drv k dф  u = tdt + O at+ a:t · (28) 

С другой стороRЬI, в движущейсв: системе 

n = iи.., +Jи11 +kи,. 
Сра.вни:ва.н это :выражение о (28), :можно выразить и.,, и11, �. 

через величи:вы, определяющие :вра.щеии:е обеих систем относительно 
.цруг друга, если удастен вместо t, ko, k :ввести в (28) i, j, k, 
но (ри:о. 68) 

t = i cos ф -j sin ф. 
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Кроме тоrо, oorJU\Ouo (26') 11, при пебоиьшом омепевп обоапе.чевмl 

� - · � · · & +J � t • & +k � �  
�е)f.ОВВ.Те.JlЬВО 1 

u = (iооз t -j sfn ф) � + k  � +<t sinф sin &+J oosф sfn & + k ооз &)i . 

Отсю,J;а ,1f..U "оордuиат в�ора u в .цв:в:жущейоа: системе пеек: 

d&+ n G!jl �. = ооsф dt sin ф sfn v dt' 

(29) 

Система. ура.в:а:евий (28) :вместе о ура.:ввепиап (27) п:и (27') обра.
вует со:вмест:а:ую системт шести .цифереиц118.11ЬlПi1'.1: ура.виеии.й первого 
пора.цка. с шестью ва.ввовщuп от t пepeJf.eJШЬI)(U � .. �,. � •• &, '• ;. IЮТО
рые oпpe,J;eлaJOmll ив в:п черев иа.чuьиые виа.че:в:иs: этих пере:м:еmп.п. 
Eo.u: же ИСКJI]I)ЧИ'IЪ :капе-пбо три ив этих переиеииых, то Ост&.11ЬИые 
три опре;вuа:тса: ив зжи:х шести ура.:виеии.й через в:ачuь
иые зпа.чев:ия: переиев:вых: и 11а.ча.ю.вые вnчевиа: оооDе
тотвующих им скоростей. 

179. Поле диа.,цы ив:ерции. До сп пор .J;иа..ца. инер
ции Jta.:кoro-JJ.uбo ра.спре.це.п.евиа: :м:а.ос вычио.п.и.11ооь хота 
и дла: произвоJIЬпой, во :воеrда. одкой и той же топи. 
Eo.u: ра.оома.трива.ть диаду ишрци� для любой т��" 
пространства. "an фуиJЩию т�n, то совои.уппооть ее зва.
чеви.й, СОО'lВеТОТ:ВfЮЩJIХ :всем 'l'OЧit&M проотра.иотва, обра.-
8J8Т шме диады �рци�. 

Выражение диа.ды ив:ерции Ф ).(JUl .п.юбоl тoЧJtJt О О 
проотрав:ства. п�уча.етоа ва.иб0.11ее просто, ео.п.и ввести PJIO. 69. 

р 

хицу инерции Ф' ;о;.п.а: пеитра. та:zести а. ОбоаJI&чиv рциус-
вехтор vа.териuьной ТOЧJtJt Р оrвоситеJiьво ва.чuьвой точки О через r, 
tl. по С)'IПОШеПИЮ 1\ ва.чыьпоl ТОЧ1tе а- через r'. Рциус-ве:&тор цев
трl'lо тнжести отиооите.а:ьио иа.ча.,п,в:ой точки О пусть будет r 0; тor.J;& 
(рис. 69) 

и 
Втr' = 0. (ЗО) 

Дица. ииерции. Ф бy)f.e'l!: 
Ф = Sт (rlll-rr) = 

= 8m (r011 1 -ror0) + Вт (2r0 • r' I -r0r' - r'r0) + S� (r't I - r�r'). 

Сре.цииl ч.tев, ооrJШ.Св:о (80), ра.вев uym; тоr.ца. 

Ф = Ф0 + Ф', (81) 
r.це 

Ф' == Вт (r'' J - r'r'), 
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есть �ада инерции �я центра тяжести; 

Ф0 = т0 (r02 I - r0r0) 
- диада инерции для точки О массы т0 = Sт, которую мы представляем 
себе сосредоточенпой в центре тяжести (или также диада инерции для 
центра. тяжести С :массы т0, которую :мы предстамs:ем себе сосредо
'l'очепвой в точке 0). 

Отпоен диаду Ф к тривдру, векторы которого совпадают с гл�ныии 
осяии инерции в центре тяжести. и обовпачая :моменты инерции отпо
сителыю втих осей через е;, е�. е;, будем иметь: 

, Ф = е: н + е� j j  + e� k k +  
+ то [(у2 + z2) i i + (х2 +z2) j j  + (х2 + у�) k k- (31') 

- yz (j k + kj) - zx (i k + k i) - xy (ij  + j i)). 
::}десь х, у, z - Jtоординаты пере.ме'lt'Н,Ой точ�и О, .цлн которой :вы

числеца диада U'Н,ерчии Ф �ап фу'Н,nчия поля. 
Всеи вовможпы:м распределеnили :масс в пространстве отвечают, 

отвлекаясь от положения, только оо' полей диады инерции, так кaJt 
четыре ВеJIИЧИПЫ, то, е�, е;, е; 1 характеризующие Jtfi.KOe-либo рас
пределение масс, опредеиют соответствующее поле диады инерции. 

Момент инерции относительно любой проходящей через точку О 
оси, единичный вектор которой есть е, равный, согласно (7), 

е ·Ф ·е  = е · Ф0 · е + е ·Ф' · е  
И.JIИ 

(32) 
Тахи:м образом :момент инерции е относительно оси, проходящей 

через точч О, равен сум:ме момента инерции 8' относительно параллель
вой ей оси, проходящей через центр тяжести, и момента инерции 80 массы 
m0, которую :мы предстамне� себе сосредоточенной :в центре тяжести, 
отврсительно оси, проходящей через точку О (теоре.ма Шrneй'ttepa}. 

180. Кuмплекс rлаввых осt>й иuер�в. В каждой точ-ке О по.11я 
хвады инерции суЩествуют три главных оси инерции, которые можно 
охарактеризовать тем, что папра.вJiепие ио:мепта иипуJiъса. совпадает 
с паправJiением соответствующей оси вращения. УсJiовие дм этого будет: 

L x u = O  
uи 

u · Ф Х n = O. (33) 
Обозначая исходнщий из це:в:тра тяжести радиус-вехтор �очки О 

qерез r (вместо - r0), corJiacнo (31), имеем: 

Ф = Ф' + т0 (r2 I - r r). 
Тогда уравнение (33), определяющее мав?(,ъ� оси инерции, прини

хает сJiедующий вид: 
u· [Ф' - m0 r r] X tt = O. (33') 

. Чтобы истоJiховать это уравнение геоиетричес:ки, ра.ссиотрим семей
ство "оифо�>альиъ�х поверхиостей вmopozo поряд�>а. It посJiедпии можно 
прнтrи следующим образом. 
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Ес.пи qr и Х будут си..и.метричеопие диады, то ра.веиотво 

r · (Ч!' + ЛХ)·r = 1 

281 

есть ура.вв:ев:ие пучпа поверпоотей второго nорц&а -:в:ор•иро:ва.пв:ъп 
теиворв:ых поверхв:оотей диад W + ЛХ. Вваикные тевзорные поверхности 

r · (W + kXГ1·r = 1 

суть полsрше поверхв:ооти поверхв:оотей пучка по отв:оmевию и. m�tpy 
едив:в:чв:ого радв:уса, и они обравуют семейство поверхностей второго 
порядка. В частаооти, еСJ!и исходить ив пучи.а 

r ·(W + ЛI)·r = 1, 
содержащего шар :в:улевого радиуса, то семейство пол.ярв:ых поверх
ностей 

(34) 

наsыва.етоя: сеJiействои попфопальnъ�х поверхnостей второго поря,ц&а. 
Дейотвительпо, переходя: х хоорди:в:атаи, no.пyчa.eJI ура.в:пепие этих 
поверх:поотей в виде: 

,жS уз _ 112 

&СJ!И ПОJIОЖИТЬ 
а + }. + Ь + }.. + с + }. = 1, (34') 

qr = а i i + Ь j j + с k k. 
Уравнение (34) uи (34') можно расо:матрnать хах уравнение 

третьей стеnени, относящее &аждой точке О, р11.диуо-:вектор хоторой 
есть r, три sпачев:ия пара:метра 1.. тех поверхностей семейства, которые 
проходят через эту точку. ЕдипичllЪlЙ вехтор пориали к од:пой ив &тих 
поверхностей будет по 144 (60'): 

N =p r· (W + HГ\ (35) 

rде р - раоотоs:в:ие &асате.uь:пой п.nос&ооти от цептра. Jlлs: тоrо чтобы 
выразить е.в:ивичпые векторы пориалей х трем проходящим через одну 
точку хов:фоuJ.Iьвы:м поверхв:оотни &8·& фуmщии ра.диуоа-вектора, надо 
исuючить из (34) и (Зб) величипы р и Л. Д.uя �того в.ьuщции из вих 
два новых урав:пения: 

и 

ив них оледует: 

N ·r =p 

N·(Ч!' + Л I) =p ri 

N·(Ч!' + Л I - r  r) = О, 

и, посде вектор:пого уиножениs R8o N, иси.о"ое о:вобо,�Qiое от р и k 
урав:пе:в:ие: 

N ·(Ч!' -r r) X N = O, (36) 

()uреде.nнющее папра.в.Itение пориали в точв.е, радиус-ве&тор в.ото· 
рой есть r _ 

Сравнивая (33') и (36), м:ы :видим:, qто мавпые оси иnерции суть 
ttор.мали n се.мвflству поnфопальtt:ых поверхн.остей вmoyozo поряд�tа, 

Ф' 
в.оторые мы no.uyчu, за.м:еия.я в (34) W 11ерез - .  '"" 
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Охва 18 М'ИХ поверпостей, соответствующая вцч.еишо пара-

11етр& А. =  О: 
' ф-1 1 1'• • r == -mo 

а:' yl •' 1 
ет + еr+ ё'  == ;;;; , 1 1 11 

иpe,JJ.CTaJWJeT оообы.и ооравом Ш>рмuроsаН1fiЬ6й эллипсо� .моментtю 
w.agл•ca; поо.де,JI.Шiй опре,)(е.uет вою &овфоl!.а.пьву.ю о:иоте:м:у и Т6J( 
c&ila.tK &OMПJie&o r.иа:вв:ых ооей и:иерц:ии. 

§ 2. Весвовеч:ио м:uые искаженна 1) 

181. Иереиещеиве и иекаасевие. Раоо1Wтрии окрестиость топи Р, 
ра.�уо-:вектор :ttоторой есощ. r, и обовиа.ч.ии через Q u:r.ую-.nибо точ.ку 
В'1'0Й о11.реотвоотв и через r + tlr ее радиус-вектор; тоrда. dr будет ра.

.JI.ИfСОи-векторо:м: точu: Q от
воситеn:в:о точхи: Р(ри:с. 70). 

Допустим, ч.то точка. Р 
в резу;u.:ьта.те перемещенuя� 
хара&теривуе:моrо ве:и.тором 
v, переходит в точ:и.у Р, 11. 
тоЧ!t& Q в реауJJ:ьта.те пере· 
иещеmm v + dv- в точ:и.r 
Q'. Тоr,ца ра,цв.уо-ве:и.тор точ
u Q' OTBOOИ'l'eJJbl!O ТОЧ:И.И Р' 
будет: 

о � = · + �  
Рис. 70. О:крестиост:ь топи Р пе-

рехо,JJ.ит, та&ви обра.вом, :в 
Оltреотвость точи.и Р'. исJI'1'>1'.rЫВ&я при этом, вообще roвop.ai:, neitOТOpOe 
ио!fаоюение (Verzerrung). :Мерой втоrо ИС1!.8.Жевия ив.аиется по :ве.nи· 
чвве и в:апрамеЦИIЦ :ве&тор tlv, хоторый м:ож:ио раоом:атривать .JИбо 
:и.а1. раs:в:ооть пере:м:еще:в:ий точки Р в ttа:и.ой-.1!ибо тоnи ее О!tреотвоств:, 
вбо :и.ак взмевевие ра.,циуса.-:вектора. lta.JtOЙ·JIИбo точu: ои.реотв:ости 'lОЧ• 
ки Р отв:ооите.nъво этой поо.ае,цией. 

Есп первмещение v задано ltS.It вепрерывв:ая в О!tрествоств: ТОЧit:В 1 
веJtтор-фуmщии точu:, то исJ.ажепие dv мы найдем путе:м: в:а,nра.влеп· 
в:оrо ,цвферев:ц11ро:ва.пия веJtтора. v ('1'1): 

dv = dr·'J v. (87) 

Охреотвость тоnи Р преобравуетоа: аффв:в:в:о в оttреотв:ость точ:и.:в Р'; 
:вe�trop, соответствующий при sто:м: преобраао:вав:ии ра;циусу-веаторr dr, 
бу,1.ет: 

dt' = dr + tlr · 'J v  = tlr· (I +  'J v). (88) 
1) § _2, З, 4 ер. MarooЮngo, Тheorettsche Mechantk, II. 
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Искажение окрестности тоnи Р вполне опредеиетсв- .uoJt&JIЬнol 

,�;иадой \J v - диадой искажения. Помеднля ЯВJШется тенворвой фуn
цией точRи и опре,�;еляется веRторвы:м поле:м пере:мещения v; о,циа&о 
в ближайших пуnтах :мы будеи исследовать эту диа.,цу лишь в окрест
пости Jtа.Jtой-либо одной точки полл. 

Предыдущие рассуждения и равенства. (87) и (88) и:меют иесто 
Jtii.K в случае бесJtонечно иа.лш, та.& и хонеч:в:ых ·перемещеиий; бо.uь
mинство же помедующих формул относится: R случаю.· беско"еосно 
.малых пере.мещгн.ий, т. е. таJtих, при вычисJiеmm &оторых мы будех 
пренебреrа.ть членами высших пора:дков относительно dv. 

182. Расширение. Очень во.жны:м при анализе 
искажения: поиа:тием является: линейное расщире
tt.ие, т. е. отвесеиное к единице ,цлиИЬI иэ.менекие 
дликы радиуса-ве1fmора: dr = е 1 dr 1 ,  произвольиоrо 
на.пра.ВJiения ха.ра.и.теризуеиоrо еди:в:иЧИЬI:м вехторо:м е 
(рис. 7 1), т . .е. величина.: 

' _ j dr' l - l dr l  1• - j dr l  ' 
В случае бес.конеч:в:о :ма..uых пере:меще:в:ий длина 

веJtтора dr' отличается от длиИЬI его прое:кции на. 
ио.прав.пеиие е лишь на. величину второго порядка. 
относительно dv; преиебреrая этой величиной, цее:м:: 

1 dr' J = dr' · е =  dr· (I + \J v) · e = 
= 1 dr 1 (1 + e•\J v• e), (89) 

и, следовательно, расширекttе в на.прав.пении е будет: 

Рис. 71. 

•. = e ·\J v•e. (4:0) 
Теперь нетруА�Jо вычислить и иа.менение направления, испытыва.емое 

веJtторои при иси.а.жении; полага н dr' = е' 1 dr' 1 ,  мы можеи пре;��;сте.
вить (88) в вце: 

е' 1 dr' 1 = е  1 dr i · (I+ \j v); 
е,циmrч:в:ый вехтор преобра.вова.в:в:оrо па.правлепип определнетсн, co
r.uacнo (39) и (40), равенством: 

(1 + а,) е' = e ·(I + \J v). (4:1) 
183. Иекаzевве уrла. Пусть теперь е1 и ·е2 - е.ци:в:ич:в:ые векторы, 

· е; и е;- преобра.sова.ниые единичные векторы, определяемые из (4:1); 
� ' ' 

,�;a..uee пусть <р обозначает уrол (е1, е2), а <р - 21 бу;��;ет уrол (е1 е1). 
Тоrда. 2т дает умовое ис"ажекие (Ausweitung). Чтобы ero вычио.uвтт., 
составим, исходя из (41), сJtа.пл:рвое проиsведевие: 

и.ви 
(1 + •,) (1 + •  .. > е� ·е� = e1 · (I +  \J v)• [e,· (I +  \J v)], 

(1 + •,,) {1 + '••) OOS (<p - 2j) = 
= oos rp +'е1 • \J v· e2 + е1 �  \1 v • e1 + е1 • \1 v· (e8• \J:v). 

ОтсюАа. (с точиостью до веJIИчии выо:ппп пора:ДJtов) имеем: 

2-у sin<p + <•,, + • .. ) cos 'P  = е1 • \J v · e11 + e� · \J т·е1• (4:2) 
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Это равенство и дает исJtОиое угJJовое иохаже:в:в:е. В ч:аот:в:оот-и, )I;Jla 

11: 
кохажеиия пря.мого ума 1fJ = 2 , которое :в:авыва.етса: также ciJeиzo.к, 
поJtуч:ае:м: 

(48) 

Если :в:аправде:в:и:и е1, е2 совпа,ца.ют, то ( 42) переходит :в равен
ство (40), д&:ющее ра.сшире:в:и:е в этои в.а.пра.влев.ии. 

184:. Чистаll д,ефориаци11. Ив ра,вев.ств (40) и (42) и:ли: (43) с.в:е
:цует, что раоn:щрев.ие и yrJroвoe и:оJtа.жение ва.виоят только от си:м•е
'l'ричесJtой части диа.ды искажения, тогда. �:а.к а.:в:тисв:им:етрич:еска.а: '1\WТЬ 
при вычислении •е и 1 роли не играет. 

Диада ис:ttа.жениа: иошет быть ра.з.nожева. в.а оиииетрИ'iеохую и 
:s.впсиииетрич:ес&ую части:: 

1 ф 1 ф 
\] v = т<V'v + v 'V>+т<V' v -v \]), (44) 

ф 
причем в диаде v \], сонряжеивой о диадой \7 v, оператор \7 от:в:о
-сится Jt пр�>.цшеотвующему мв.ожителю. Обо:ша.чим � краткости 
�ипетрич:ескую чао'!Ъ диады \7 v ч:ереа е: 

1 ф 2(\7 v + v\7) = •; (45) 

жогда. равенства (37) и (88) привимают (см. 14:0) оJJ.едуюЩJiй вид: 
. fl  dv = dr·s -2dr X (\7 X v)i (46) 

dr' = dr· (I+г)- ; dr Х (\7 Х v). (47) 

Афф:в.ниое nреобраsова.nие окрест:в:ости точки Р в ORpeo'l'ROCТЬ 
тоЧJtИ Р, обусJtовлев.в.ое бесконечно :м:а..nым пере:м:ещев.ием, разлагается, 
<�оr.аасно (47), на чистое растлже:в:и:е и вращение. Соответствующее 
искажение рu.сnа.даетсн, ооrда.сно (46), на ис�t��ожев'll.е, отвеч&:ющее 
чистому ра.отяжев.ию, и искажение, обусJiоuе:в:и:ое :враще:в:и:ем. 

Расом:атр:в.ва.ть вра.щев.ие Rак час'!Ъ исRа.же:в:и:а: в.ескоJIЪко веудобв.о, -
�то nротвворечит обыч:ном:у СJiовоупотребле:в:и:ю, так 1ta1t пра вра.щев.ик 
.цли:пы. и углы остаются веи.змеввым:и. 

Чтобы доказать nоследнее анм:атичес�tи, ва.мев.им: диаду \7 v в (40) 

и (42) ее 
. 

а.втиоимметрИ'iеОRОЙ �аотью ; ('\/У- �  \7); тогда •е и '1' 
обратятся :в RyJIЬ. · 

Таким образом и ра.сширев.ие и угловое исRа.же:аие следует РМ· 
сматривать Rа.к ио�t��о'!Rение, еваванное с чв.стым ра.отв:женnе:м; та.RОе 
воRажев:ие мы будем nоэтому :называть чистой ;цефориа.цией и соответ
.ст:вующую диаду: 

l "' • =2(\i'v + v \7), (48) 
- диадой деформации. При замене в (40) и (42) \7v через ; (\7 v +

Фv\7) 
величины 'е в 1 остаются в.еиз:м:епными. С.ае.цоватеnв.о, расшире'Ние 
равво та.кже 

(49) 
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половиву испажен,ия 'У угла rp мы па.ходии из равенства 

"( sin 'Р +  � <•е, + ге.> cos � = el · s · e,, (50) 
� 

в ч.астиости, дли ер = 2 имеем:: 

"( = 61 • 1 • 62. (51)  

18�. Выражение �лs: хоЭфициеитов вскажеииs: в П'()S:lllоуголь
иых хоордвва.тах. Отнесем перемещеипе v к триэдру i, j, k: 

v = iu +Jv + kш. (52) 
Здесь и, t', w - непрерывные фу:ни.ции коордива.т х, у, z; тогда. 

диада дефор.мачи·и (48) примет вп�: 

в = i i  �+J J  � + k k � + _!_ ( . k + k ') (�+ дw ) + 
дх ду дz. 2 J J д.J ду 

+ � (k i + i k) (�: + �: ) + � (i j +J i) (:: + :: ) . (53) 

Отсюда :мы получаем выражении дл11 расширений а.,, в11, е, в на
правлеiUJ.и координатных осей и длл половив искажений 111,, 1 ,..", 1.,11 прнмых углов, обраво:ванв:ых каждыми двумл из координатных осей 1): 

е., = :: ; lr, = ; (:;  + ��) ; 
- дv . •r - (iij • 

дw 
г. = дi ;  

1 (дw д1� ) 'У • ., = "i д.Ю + -оz ; (54) 

Эти шесть величип называютел пмфицпеита.ми ис�>ажен.ия. С их 
помощью диада деформации :может быть представлена в виде: 

1 = i i е., + j j с11 + k k е, + 

+ <J k + kJ) r11, + (k i  + i k) r,., + (ij +J i) r,.11 • (55) 
1 86. Поверхности расширений. Теиsорные поверхности диады 

деформации: 
2F= dr · s · dr = const., (56) 

или в прлмоуго.nьных координатах: 
. 2F= г., dх2 + г  dy2+ г, dz2 + 

+ 21.,, dx dy + 2"(11, dy dz + 21 • ., dz dx = const., (56') 
называютол tюверхн.остя.ми расширехий (Dilatationsfl\ichen). В силу 
общих свойств тенворnых nоверхностей (142) ю1.ее:м: 

grad F = dr · e. (57) 
Вектор dr • a  представлнет, согласно (46), искажение, обусловленное 

"lисты:м растнжеnие:м, т. е. чистую дефор.мацtт. 

1) Величины, обозначенные здесь че]Н'З j, часто обозначаются. через ; , и, 

следовательно, сдвигн обозначаются не через 2r, а через у. 
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Последнл:х есть, таJШИ образом, rрциеи'l поля, nоверхности уровпs: 

и.отороrо суть поверхиости ра.сширеиий; в :ка.ж.цой тоuе Q охрестиоети 
тоu.и Р sта .цефориация: перпеци:ку.uнриа. х прохо.цлщей ч:ерез тоuу Q 
ПОверХНОСТИ расшв.реВRЙ И ее MO,JQ"JIЬ :ВО :все:; ТОЧRВ.Х ПОВерiИОСТИ 
расширений обратно пропорциопuеп расстоа:пию пооле.цпей от :ка.&ой
либо определевпой:, хота- и проиs:воJiьво :выбравпой, соседпей nоверх
ности расm.ирепий. 

dr Расш:ирепие в :ка;Jtом-либо паправдевпи е = ТТrТ будет, согласно 
(49) и (56), dro�odr 2F 

в е = ""j"drТ2 = 
1 dr i 2 • (58) 

Таким образом расширение в любом направлении обратно пропор
ционалъно ltВа,црату имеющего это направление по.uудиа:метра в.а;Jюй, 
либо одной произвольпо выбравпой поверхйости раоm.ирений. 

О.цпой :из поверхностей расmнрений яuпетса: nouyc: 
dr·s ·dr = O; 

оп будет дейотвитеJIЪпыи, ес.uи nоверхности расширений будут гипер
болоиды, и образует переход от двуПолых гиперболоидов к о.цноnолыи. 

На поверхности &опуса. F = о, по обе стороны от нее, F и:меет раз· 
ные знаки. Та.к как, согласно (58), знак г., совпадает со внакои ь�, то 
11.онус отделяет обла.сть, в :которой расширение nоложительно и, след� 
:вателыrо, все радиусы-векторы удлиннютсл, от области отрицателыrоrо 
расширения, т. е. ожат:ия, :в 11.оторой все радиусы-векторы укорачи
ва.ютс.я. По одну сторону поверхности :конуса нс&ажение dr ·a  образует 
с радnусои-ве&торо:м dr острый yro.11, по дpyryr - тупоf. 

Для ра.цнусов-веи.торо:в, лежащих на са:мой поверхности конуса. 
расширение равно в:у.11ю. 

187. Глави.ые раеширеиия:. Если отнести поверхности ра.сширений 
к rлавНЫ1f ooa:v:, то их уравнение прuет вид: 

Величины r,..,, r11., r,., в этом муча,е равны нулю, так как дла 
главных осей направление деформации совпадает с на.прамение:v: 
радиуса-веи.тора. Ве.Jiичивы в1, а2, в8 суть расШ'иревиа: в ваnра.в.nении 
главных осей - мавиие расширеиия . .  

188. Маештабвый & .• uиnсоид деформации. Шар е.цинич:пого 
радИ)' Са. 

dr ·dr =  1 
с поиоiЦью �инейной вектор-функции 

dv = dr·• 
преобразуетсв: n эллипсоuд 

dv ·i-3 · dv = 1 .  (60) 

Так как .л.иneiiRasr ве:tи:ор-фуп:кцил отвоснт, сома.сво ( 46), каждо:и:'! 
радиусу шара искажение, обусловленное чистыи ра.с!rяжеииеи, т. е. чв:сту.ю 
.цефор:мацию, то эJiлипсоид (60) есть .масштаои"й эллипсоид дефор
.мации. Ero полуджа:ыетры суть .цефор:иации радиусов единичного шара.. 
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Масштабный эллипсоид в:меет те же главвые оси, что и поверх
ности расшвревnii; ero уравнение по отношению к этим ocsr:м будет: 

dul + dv2 + dw2 = l. (6О') 
t12 t�Э '112 

189. Объе.м:иое расширение. При искажении какой-либо среды 
бf'СRовечно :малый эле:мевт объема, вообще говорл, ве остается неиз
иевпы:м. Отношение изменевин объема к первоначальноиу объему на
аывается объе.миым расшt,реиием; обозначим его через е. 

Пусть параллелепипед с ребрами d1r, dgr, d8r, испытЫвая иска
жение, переходит в па.раллелепипед с ребрами d1r', d2r', d6r'; его объем-
вое расширение равно . . · 

[d1r' d2r' d11r') - [d1r d2r d3r) 
е = [d1r d2r �r) • 

3то выражение, с точностью до величин высших порядков, равв:о, 
соrласЕо (38), 

((d1r· 'V v) d2r d3r) + [d1r (d2r· '\]v) �r) + [d1r d,.r (�r· \1 v)) е = [d1t• d2r d3r) 
Но, согласно 164 (121а), отношение, стоящее в правой части этого 

равеиtтва, есть не что иное, как первый инвариант диады 'V • v; сле
.ховательно, выражение 

"' d' дti дv дw e == ( v v)1 = 1v V = дж +  ду + Тs  (61) 

представляет об-ьемиое расширение, имеющее место nри искажении в 
не зависящее от nервовачального объема. 

При иска.а;енилх, не сопрово:ж:дающихся иа.иенением оомма, div v = О; 
тахим образом уравнение непреры:вноt:тн, справедливое в муqае нес.жи
:иае:иых жидкостей, имеет более широкое значение. 

Так как первые инварианты диады совпадают с инвариантами ее 
сиииетрической части, то объемвое расширение равно также 

е =  а1 = а.,+ а11 + �.; 
в частиосlfи, если ввести rла:вные расширенна: 

е = '1 + ��� + 1!_., 

(62) 

(62') 

190. Иска.жевие, не сопровоап;аеиое ивмевсвием объеиа. Вся
кое бесконечно малое искажение :может быть рав.11ожепо ва два века
женил, первое из них ве сопровождается из:иенение:м объема, а вто
рое представляет nодобное преобрааование. Чтобы осуществить это раа
Jiожениf', представим диаду 'V v в виде: 

'V v = �X +pi, 
г,це а обовначает диа.ду, первый с:ка.т яр которой равен вул1rt а р - неко
торый с:каллрныii множитель. 

Такое рав.Jiожение вовиох\но дJiя велкой диа,цы Ф. Если no.toжюr 

и потребуf:м• чтобы 
Ф = а;+РI 
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то получи:м:: 

тогда 
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1 
Ф1 = 3р, Р = т Ф1; 

1 сt = Ф -т Ф1I 

[ГЛ. V 

и будет ксхом:ьrм: первым с.п:аrае.м:ьrм:, Irервьrй ск\ир x01'0poro рsвеи нулю. 
При.м:еилк это рМJ.tоженае 1t диа,де исuжения \} v, поJiуЧП: 

\fv== (\fv-+div v i)+-}div vl; (63) 

первое слагаемое ( \! v -+ div v 1) осущестииет uc�a:rюettue без иsмг� 

иен.ия обr.ема, а елагазмо е  � div v 1 - преобравоваиие подобия. 
191. "Умовюt совnество'\ТИ. До сик пор :мы рч.ссм:!!.трива.лп диti.дт 

искаженил н диаду дефор)rщии только в оJtрест:аости од:аой .какой-.uибu 
точки, а не как теmюрные функции поля:. 

При иоследо:ва.нии поля диадь• деформации ОR'\Зьrв'l.етол, что не 
:вск&ан заданная: ка& фушщв:я p�пyc'I.·BeRтop"'. сDметр ичесха.я: диада 
может быть р'I.ООМ'\трива.ем:!L R!l.lt ди'tД'I. деформации. УОJiовия, ttоторьrм: 
.цолжньr удовлеrворliть шесть ItoopдllН'.tT дв.а.ды: дефор.м:а.ции, на.вы· 
:ваютол: условил.ии сов.иестпости. ' 

Для того чтобы какf!я·либ,) сии:vетри:чесхаs: дица м:orJI!L быть рас· 
сматрив�tе:м:а. мк .циада дефорхации, должно быть вов:м:оzво предста.
вить ее в виде: 

• =+ (\J т + v \}). 
Умовв:е, &отороку должно удовлетворять а, мы по.11учиu, исключая 

из этоrо равенств�t v, т. е. образуя инвч.риа.нт диады •, обраща.rощийск 
тождественно в нуль, если .ди!Ца. е может быть представлева в виде, 
укаsаmюм в правой части этого равенства. Тииv: иrmа.ри:ав:то:м: будет 
выр�евие r 

\} X • X \J =  � \} X (\J т + v \}) X \J. 

В самом де.11е, для: Jшраже:ниl!: \} Х \} v Х \! и \} Х v \! Х \! 
и:м:еет :МеСТО itССОЦИ8.ТИВНЫЙ 8!Ut0Bj В:О \] Х \] У  == 0 И V \] Х \] ="' 0 
{ер. 81 (lX)}. О.uедовмелъно, 

\} х а х  \} = 0 (64) 

есть векторхая форма условий сов.иестиости. 
Вырч.женпе \} Х 1 Х \} есть си.имет.ричес��:ая диада, шесть ttоордв:

иат которой должв:ы быть равны н улJJ. Переходя R пр�r:м:оугмьнык 
RООрдин<�.там:, :мы получим, :в ревулът'\те в:ес�.�.олько утомительных вьrчис
лени:li, две группы уравнений по три в к�дой, по одному ив которых 
приведек: · 

ifls11_ + ifle• _ 2 д'т р = О 
r'J;;2 дуг dijdz • 

ifle ifly11• ifl'( O'ly•ll 
·ду дz + дх'Г - дi�� � дх д!j == О. 

Другие ура.внеиип: получаются ив этих путем циu:ичес:&Ой переста.в:ов&и. 
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Слагаемые, на которые была разложена в 190 ,JI;RI.I·дa .вс:каженин, 

взатые :в отде.11ыюсти, не удовлетворяют уеловини совместности; по
этому они не :могут быть расс:матривае:мы как диа..цы какого-либо полл 
искажения. 

192. Перемещев:ив:, ааввеа:щве от времени. Часто, особенно 
в rпдродива:михе и мектроднна.:м:ихе, перемещев:ин v в соответствую
щие и:м: вскажеnвн dv оказываются фуВiщиsми времени. 

Рассмотрим :в об.11асти с вепрерыввыи распределением :масс топу 
P (r) n точiШ Q (r+ dr) охрестности точхи Р. Пусть v будет отве
сенпсе к е,J�;ипице :времени nере:мещеиве :материальной тоt.mи Р, т. е .  
ее скорость; v + dv - скорость точu Q ее окрестности. Тогда, со
гласно (46), вхее:м:: 

1 v + dv =  v+dr •\,7 v = v + dr•s -тiJr Х (\7 Х v). (65) 

Если расс:иатриватъ :м:аес-у, запоJJнлющую о:крестностъ то>mи Р, как 
О.J!.ИО целое, то ее движение распа.даетсн па три части: 

а) :масса движетса: поступательно, как твердое тeJIO, со скоростью v; 
Ь) овn. испытывает чистую )!;ефор:иацию, происходдщую со с:ко

роотъю 
1 .j. 

ilr· e  =2(\,7v +v \l) ·dr; 

с) ова вращается, JtaR т:вер)l.ое тело, с уr;иовой сrороотъю n = � rot v, 
•риче:м: каждан материаJIЪ:в:ан тo'flta в:м:еет танrевциал:ь:в:ую скорость 

- ; dr Х (\7 Х v) = n Х dr. 
Если в:веде:м: :Коордива.ты, то, у:м::в:ожаа: :выра...жепие (53) ,цли )I.Иа.ды 

скорости деформации па радиус-вектор dr = idx + jdy+ kdz, ПОJl'fЧ11:М: 
выражение дла: разности своростей [выnываемой чистой .цефор:ма.цией Ь)] 
точки Р и каr.ой-либо и� точек Q ее окрестности; RОордив:аты этой 
равности скоростей будут: 

du = � iJx+_!_(� + �) iJl +· .l:_ (дtc +�) dz· 
д:» <! ду да: у 2 да: . дz ' 
1 ( ди + д1' ) 

· дv + 1 ( ди дw ) dt' =т ду дх dx+ т,;dy т Т: + Ои d.e; 

dtQ = ...!_ ( дw + �) dx+_!_ (!!.+ дw ) dy д
д� dz. 2 дilJ дz . 2 д!ll ду • 

(66а) 

Точно т ах же длв: танrепциа.uыюй скорости [ соот:ветствующеi вра-
щению с)] по.11учи:v; 

· 
d" = * -r.dy + "ГjdZ, 

1')1.8 

dv =  td:e "' - edz, (66Ь) 

dш = - "'Jdx +�dy *, 

• 1 ( дw дv ) 
1 ( дu. дw ) 1 ( дv сШ ) � = т 7ii - ""Ji"  • "Гj = т * - дi  · � = :г дii - dy 

Сi-удут :координаты угловой скорости, т. е. уже не pa.s рассиатрввав- · 
шиесл :нами "и.о:м:nоневты вихрп". 
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Вырааевв.е (65) дu рааu:ости сsоростей 
. 1 dv = dr·\}v = dr ·e-2dr Х rot v 

[ ГЛ. V 

»JX ооседпв:х точек приводит в. пои.ати.ю иsмеиеИШJ св.орости :м:ате
риа..пыюit точ&иt т. е. ntmвenmttв1иno ус�ореиия, eCJiи ввести в хач:естве 
ра,диуса-вехтора. dr путь, nрой.цеШIЪIЙ са:м:ой :м:а.териа.лъиой roпoli 
в беекопеч:ио :м:а..пый про:м:ежутов. времеu dt, т.  е .  поJtожитъ dr = vdt. 
Тоrда. получ:и:м:: 

� . 1 • 1 
dt = V•\JV = т V • (\Jv + v\J) - v X rot v. (67) 

Это в.ыра.жеиие может быть nриве.це:в:о в. :в:а.й;u;е:в::в:ому уже ра.:в:ее 
выра.же:в:и.ю дu в.о:в:вев.тивиоrо ускоре:в:м [100 (65)]: 

аУ 'n 1 'n dt = V• у V = т V (V•V) -v X rot V, 

путем прпе:в:е:в:иа теоре:м:ы о р8.11.1lоже:в:ии в. выражению v Х (\} Х v) 
и о помощью тождества. (80 (IV)]: 

• 
\} (v•v) = 2 (\}v) · V =  2v· (v \J). 

§ 3. Напрmвевие 
193. Оредвее паприmевие. EcJiti в какой-либо области, cnJiomъ 

аапо.uве:в::в:ой :ма.сса:м:и, имеет место ооотояв:ие иа.прлжеииа:, то :в:а. лю
бой ваходюцийсв: :внутри этой. области эле:м:еит поверхнОQТИt ооrла.сио 
прJПЩИпу равенства. .цействив: и противо.цействил, действуют с обеих 
6'1'0ро:в: ра:ви:ые и противоположно направленные еuы:. Предста.ви:м: 
себе, ч:то маосы:, на.хо.цшциеск в и.а.и.ой-либо части этой области, у.ца.
леи:ы; тогда равновесие, и:м:евlhее :меото ра.:ньmе, будет иарушеио. Д.Па: 
ero :восота.:в:оuев:ия нужно в. ме:меитам поверхности этой ч:асти области 
ItР!I�()ЖИТЬ омы, ра.ви:ые тем еила:м:, :которые были обумовлеиы: ма.ссами, 
ее пер:воиача.JIЪИО эа.поJШJIШПII:ми. Та.Rаи сила, .цейству.ющал :на мемеит 
поверхности, :м:ысяе:в::в:о выдеJiеииый внутри тела, ваsыва.етси иапряже
utю.Н (Spannung); наnрJIЖевие, отиесеипое :к е.цпице ПJIОЩ&ди поверх
:в:ооти, :м::ы будем иашватъ средии.м uапряжеиие.м и обоmача'IЪ через р. 

194. Равновесие при валич:ии вапрлжевий. Вырежем мыоле:в::в:о 
из в:ахо.цшцейса: в состоив:ии :в:а.пряженил: среды тело произвольной 
формы:. Тоr.ца. :в:а.прнженвя будут действовать TOJIЬRO иа ero поверх
ности. В:в:утри тиа. оии взаимно уравновешиваются, согласно прп· 
ципу равенства действия и противодействия; точно та.к же должен 
раввл:тъса: ну.n:.ю и их момент. Кро:м:е папряжев:и1i :моrrт и:м:етъ место 
еще силы, действующие -на ..tfacc'bl (массовые си.n:ы), которые, отве· 
сени:ые j единице :массы, :м::ы будем. обозначать через К. ПJiотвоотъ 
тела. пуоть 6удет р. Тогда уеловил равповесил тела. будrr: 

и 
J pdo + J pKd-r = О  (ва.Rои цев.тра. тяжести) (68а) 

J r Х pdo + J pr Х Kdt = О  (заков uоща.дей). (68Ь) 
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Дели равенство (68а) ua. величипу поверхв:ос'Iи 1 do тела. и ва.ста-
ВJiаа: затеи его объем и поверхность стремиться к нулю, получим: 

1. f pilo , + 1. f p:К:d't О 
1m -- 1m --- = .  

1 do 1 do 

Второй предел тождест:вев:в:о равен нулю, так как числитеJIЬ 
является бесконечно малым более выс6коrо порядка, чем в:trа.:менатель, 
если предположить, что рК в области интегрирования конечно. Поато:м:у 

liш 1 pilo 
= 

о· 
/ do ' 

числиrель доJIЖен быть бесконечно малым более высохого пора:дка, 
чем знаменатель. Его обращение в нуль обусловлено, следовательно, 
ве только тем, что обращается :в нуль поверхность, во и тек, что 
придожен.·н;ь� ,. достато'lн.о .малому телу иаt•ряжен.ия образуют 
систему взаи.мио уравн.овешивающихся сил. 

Аналогичное заRJiючение можно сделать иа {68Ь) для :моментов 
напряжений. 

191). Равновесие напрл:жений, действующих на. тетраэдр. Чтобы 
найти условия равновесия :в окрестности какой-либо точки, рассмо
трим небольшой тетраэдр, три грани которого лежат в плоскоста:х 
uрямоугольной системы координат, а четвертая расположена. :в первон 
о&танте. Тогда напряжении, приложеиные извне к четырем граням 
тетраэдра, будут взаимно уравновешиваться. 

Другими словами, :напряжение, приложенвое к четвертой грани, 
равно р езультирующей трех сил, которые :нужно придожить для сохра
нения равновесия к трем грапнм тетраэдра по удалении находящихся 
в неи :масс: 

(69) 

Здесь do - площадь четвертой грани; do cos а, do cos �. do cos i -
11.11ОЩа.ди трех других граней, если обовиачиn. 'Через а, �. i углы, обра
JJуеиые внешвей вормалью n к четвертой грани с осн:ми координат; 
Pn - среднее иаnрнже:ние, приложенвое извне к четвертой грани те
траэ)l;ра; Pt, PJ• Pk- средние :напрн.же:ниа:, которые должны быть при
ложеиы для сохранения равновесия к тре:м другим граням тетраэдра 
в направлении пориалей к нии по удалении находящихся вву·.rри 
веrо :масс. 

Во всех четырех иапр.нжевия:х: индексы n, i, j, k указывают иаnра.
влевие нормали, обра.щев:в:ой в сторону удаляемой части тела. 

Вытека.ющее ив (69) равенство 

Pn = Pt со:; ox+PJ COS � +Pk COS j (70) 

дает, при усJiовии, чт.о объем тетраэдра. стреиится к B)'JIIO, соотноше
ние :между ' средними :напряжеииа::ми, uриложев:в:ыми R коордиив.тиыи 
плоскоста:м и к любой четвертой плоскости, проходящей через начало 
координат. Равенство {70) можно представить в виде: 

Pn = (i cos a -1-j cos � + k cos i) · (lp,+jPJ+kPk)· {71) 
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В пр�вой части этого равенства первый множитель 

i cos (Х + j cos � + k cos r = n (72) 
естъ едивичв:ый вектор пориали к произвольво выбраввой плоскости. 
Второй :множитель 

(73) 
есть диада, Rоторую :мы буде11: называть дttадой uа1tряж:еиия. Тогда 
cpeд'l'tee 'l'tanpяжe'l'tt�e, npttлoжe'l't'l'toe ,. про1tзволь'l'tо располоЖе'l'tиой 
'/МОС'КОСтU, будет: 

Pn = n• a. (74) 
Таким образом зависимость .между 'ltMoжe'l'tt�e.м -ка�ой-либо пло· 

с-кости (точнее, нормальвыи к пей единичным вектором) и npuлo
жe'l't'l'tъt.м n 'Н-ей сред-н,и.м 'l'tаnряжеиие.м осуществляется лu'l'teй'l'toй век· 
тор-ФУ'Н-7>'Цttей. , . 

100. У е.ловиа: равновесна в поде напра:жепий. Вво)l;н диаду па.
прнжепин в (68а), получим: 

J pKdt + f do · a = O, 
где о - ,циада напряжения, измевяющанся от точки х точке. Прпе
вля .ко второму интегралу теорему Гаусса, получим: 

f pKd' + f \J·adt = O· 
Так как это равенство имеет :место для объемов любой величвиы 

и формы, то 

pK+\J·o = O. (75) 
Это равеR.}ТВО представляет. условttе рав'Н-овссшt .между в'l'te'Ш'I'tu.мu 

сtlЛа.ми и в'Н-утре'Н-'Н-U.МU 'Н-апряже'l'tия.мt' в какой-либо точке поля па.
прнжепий. EcJIИ введем диаду наnрлжениii и в (68Ь), то получим: 

f pr Х Kd'+ f r Х (do · a) = О, 

J pr Х Kd•.- f do · (a Х r) = О. 
По теореме Гаусса [84 (31 ')] имеем: 

f pr >< Kdt - f \l· (a Х r) dt = О. 
Из этого равенства. СJiедует, как и выше, . 

pr Х К - \l· (а Х r) = О. (76) 

Это - условие равновесия :между :моментами внешних CИJI и вну
тренних папрлжевий. 

Во втором члене левой части этого равенства дифереПI\Ирова.вие 
относится к обоим множителям. Имеем: 

.. ф pr Х K - \J·o Х r - \J·a  Х r = O. 
Ввиду (75) это равенство сводится к 

\J·o X � = O  
или, согласно [163 (1 19)], 

( 77) 
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Но эти, coгJJacno 139, - условие того, что диада "Хаnряжен.ия есть 

си.м.метр-u'{еС?>аЯ диада. 
Второе условие равновесия сводитсн, таким обрвзои, к условu 

симметричности диады папрнжевия и вовсе пе нвлается условиеи, 
связывающим внешние силы и внутренние ваnрнжев.ин, если то.пьхо 
первое условие равновесив выnолnено. 

197. "У с.п:овиа равиовееиа в прамоуrоJiъиых :координатах. Отне
сем диаду наnряжения о :к какому-либо триэдру; тогда выражение д.пв: о 
nримет вид: 

а =  iio., + jjor + kko. + jktr• + kJ•.11 + kit,.,+ lkt.r1+ ijt. �+Jit11.,. (78) 

Согласно (77), имее:м: 

Чтобы выясвить фиаический смысл ?>оэфи'Циеtt:тов папряжеttия, 
т. е. 1tоординат диады вапрнжевив: а, напишем выражения длл сред
них в.апряжев.ий, прилоа;еьвых :к эле:мев.там поверхв.ости, лежащии 
в :координатных плоскоств:х. Согласно (73) и (78), имеем: 

р1 = l o o = io., +jt.,v + kt .. , ,  
PJ = j oo = it11,. +jo11 + kt,., 
Pk = k · o =  i•,,. + jt,11 + ko •. 

(79) 

Rаждое из &тих трех средних ваnражеви:й равлаrаетса, так:ии обра
зом, ва три составлв:ющ:их, :из которых одво в.ормал:r:юо, а два других 
тангевциалъвы 1t соответствующему �Jлементу nоБерхности. Ко�фициев.ты 
а .. , а11, а. суть средвне ttор.маль'Х'Ые "Ха11J1Яжен.ttя (ватяжев.ие или дав
ление), nриложенвые к элеиентаи nоверхнос'fи, лежащим в коорди
натных шюсхоствх. I\оэф:iщиевты t111, •.11, • .... • .... .... 11, t11,. сутъ средние 
срезъtвающие 'Xanpяжettuя (Schubspatшungen); оnи ле;�;ат :в nлоскости. 
nоложение которой укаsыБается перЕым индексом, тогда :как морой 
индекс дает их напраiJJl'ение. Впрочем, вЕнду сии:метрnчnости диады 
nапряжевин и следующего из этого paJJeRC'lJJa :каждых двух срезываю
щих в.апрнжеnий с одни:ми и теми же индекса:мn nоследовательв.остъ. 
этих индексов роли ne играет. 

Разложим теnерь среднее вапрв:жевие (7 4), соответствующее какой
либо nроиsвольно направленвой ш.юскости, 

р = 11 • 01 

ва составляющие в направлении координатных осей: 

p = ip,. + Jp, + kp •. 

Из (78) и (80) вытекают следующие формулы: 

p., = no a o i = а., cos cx + •v .. cos � +  ... ., cos 0, 
р 11 = nо а о j = т .,11 cos сх + а11 cos � + -.,11 cos 1, 
.Р. = no a o k = ... ,.. cos cx + -.11• cos � + a. cos "f. 

Эти равенства (81) вааываютсн фор.�еула.ми Боши. 

(80) 

(8 1) 



250 ВАЖНЕЙШИЕ ДИАДЫ .МЕХАНИКИ ( ГЛ. V 
Ив них сейч:ас же полуuютоа: гракичкые условия. Нь. rра.нице 

области, заuолиеииой массами, на.пра:жеиие р иа..цо замевить внешвей 
поверхвоетвой оИJiой Р. 

Условие равновесии (75) между маооовы11и оила.ии и иа.приженипи 
в и:а.хой-либо ввутренией точи.е раопа.,цаетоа: ив. следующие три ои.а.
ллрных уравнения: 

Х+ 
да,. + д-f,., + д-f,rr - О 

р д;о ду д. - , 

У +· д-f", + да" + д"•r 
-р дtll ду д• - 0, 

Z д,;". �". да, 
-р + дtll + ду + дtl - о. 

(82) 

198. Поверхвоста ио.прв:жеиай. Тепsориые 
nаприжениа: а, опреде.пне111Ые уравнением: 

поверхности диады 

2F= r ·a ·r  = oonst., {83) 

или в пpнмoyroJtьn:w: координатах: 

2F = а,.х2 + а11у2 + а,е2 + 2t,.11x у +  2-c".yz + 2-с."ех = const., 

называютон t�оверхносmя.Аiи капряжекий. Из свойств теизориьu: поверх
ностей следует, что 

grad F = r • a, 

или, обозначал единичный веи:тор ра,циуоа.-веи:тора через n, т. е. по.uа
rая r = rn: 

grad F = rn· a = rp. (84) 
Направление пориали s любой из поверхностей напряжений в и.аж

дой ее точи:е .цает напраВJiе:ние напряжевин, приложениоrо и. той рас
положепой в этой точи.е площа.дsе, в.отора.и перпен.ци:sуляриа & ооот· 
ветотвующему ей радиусу-вектору. Модуль иормuьвого и:о:кпонеита 
этого напряжения равен 

2F p · n = n•a ·n = ,2 , 

т. е. обратно пропорциовален uадрату :м:одули радиуса-вектора. 
Если в поле поверхностей напр1tжеиий выделим об.паоть, оrрави

чеиную поверхностью шара едиnи'!Rоrо ра..п;иуоа, центр в.оторого совпа
;JJ;ает о цептрои этих: поверхностей, то в то'lи:ах этого шара, согласно 
(84), имеем: 

grad F = p. 
Таи:им образом rра.циеит поли в и.акой-либо точке этого шара равен 

напряжению, приложеиному & плоскости, перпеидикумрной & радиусу· 
\Jектору в &овце ero. 

Поверхность ивотропноrо напражепиа:, какое имеет место, например, 
в идеальпых: жи.цкоотих, есть поверхность шара. , 

199. Главпые ва11ражепив:. Если отнесем поверхности наnряжеtШй 
к nx главным осям, то уравнение се:ме.йства этих поверхностен будет: 

2F = :31х2 ·+ а2у2 + �8z2 = coпst . :  
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коэфициентьr о1, а9, а8 называются: мавн'Ьt..ttи напряже'Хиями. Срезы
:ва.ющие напрнженшr, соответствующие хоординаТНЬIИ плоскостям, :в этом 
cJiyчae равны нуJiю. Таким образом существуют три особ-ых вэаи.мно 
пер1tендипуляр'Х'ЫХ положепия площад"и, напряжение на �>отарой 

. расс.матриваетоя, для �>ОmОР'ЫХ средпее наt�ряжеиие сводtиnся " чи
стому 'Хор.мально.му напряжеиию, 

200. ЭJIJIИncoид вапраzевий Ламз. Средине напрЯжения, соответ
ствующие раЗJ.IИЧИЫИ ПОJIОЖ�ВИ.IlМ ПJIOЩa,ЦRD: 

p = n•a, 
суть радиусы-вехторы масштабного эллипсоида диады напряжения:. 
�от эuипсои,ц навываетсл эuипсоцд9:и напряжений .11амэ. Ив равенств 

n = p ·o-1 

n•n = l 

следует уравнение эллипсоида .Jiамэ: 

р · а-11·Р  = 1 .  (85) 

. CorJiacнo отмеченной в 14:7 связи между шаром е.циничпоrо ра• 
· ,11;иуса и масштабным эиипсои,цо:и, едипичво:м:r вехтору n соответствует 

Рис. 72. 

ва.прижевие р, -.юд1·лъ JtOтoporo равен расстов:в.ию от центра до той 
·� аасате.nъпой плоскости к ЭJI.nипсоиду Jiмrэ, которая перпев:дихуляриа. 
1 к n; .цруrиии словами, .модуль . сред-н.еw 'Хаnряжения, приложеиного 
i tc �>а�>ой-либо площаfЖе, равеи длине перпе'Хди�>уляра, О1tУЩВ'ХНого иэ · qeнmpa на параллельиую этой ·п-лощадке ?>асательную tмос,.ость 

tc еллипсоиду Ла.кэ (рис. 72) . . · 201. НаправJiяющие поверхности. Взаимпые тензорные поверх
. иости диа.цы вапрнжевия а называются 'Ха11равл11ющ и-.ми поверхностя.м1• 
i (SpatшungsrichtfHichen). Если поJiожим: 

r · a = rp = p', (86) 

; '1'0 уравнение сеиеfiства. этих поверхностей будет: 

2F= р' · а-1 • р' = C011St. _ Ра..циуо-вектор р' имеет то же иаправлеипе, что и ва.пря:жеиие р, � во отличается от nомеднеrо, вообще rоворх, по модулю. 
f· 
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Градиент Щ)JIJI иа.прашurющвх поверпостей равеи 

gra.dF= p' · a-1 = r  

r гл. v 

:и, сле.цова.те.п.в.о, дает uuoжesиe шоща.цп, к мторо.й npJL110aeвo 
иапраевв:е. 

Направлевве вапряжевв:я, приJJ.ожеввоrо :к площ�е. na.p�UJieJJЬROЙ: 
JtЗ.KOЙ·JII!бo JJ.S Jta.C8oTCJIЬRЬIX BJ1001tOCT6Й 11. О.ЦИОЙ ИВ В&.Пр&:ВJ!JПОЩИХ ПО• 
верхностей, опредешетм радиусом-:век'Iорои. идущи:м 1t точ&е ха.оаииа:. 

202. Эллипсоид иапряжеиий Коши. Преобравуа: шар единичиоrо 
радиуса 

р' ·р' == 1 
или 

(87) 

с поиощ:ыо (86), иы nолучим: :взаииный :масштаб:в.ый eJUиncoщ диа.цы 
ваnражениа: а, ура:виевие хотороrо бу.цет: 

(88) 

Этот WI'JIJrпooи.ц в:аsы:ваетсн э.лдu1tсоидо.и папрлиюе'Хuй Яоши. Co
r.Jacвo (87), :модуль :паnряжеsил, при.nожевноrо х в.акой-либо плошадке, 
обратно пропорциова.nсв иодуJJю 'IОГО радиуса-:ве&тора э;хJШпсовда Romи, 
который перпеи.цикуллрев к этой площадке. 

� § 4. Упруrие на.пра:жепиа: 

203. Закон Гука. В сл:учае уnругой деформации элемента. объема 
vеж.цу коэфициевтаии .циа.цы деформации s и диады напрнжевик а 
Jtме.ют :место .11ивейные соотвошеnин. Такова фор:иу.11ироnка зак<та Гу�а 
в само·й общей ezo фор.мс. 

Допустим теперь, что р11ссматриваеман вами среда usomponua. 
В тa.Jtoii среде ваправлев:пя rлавnых растлжеиий соJша.дают с в:апра.n
Jtевиош глав:в.ых напряжений, и искаженпк, обуслов,JJеввые о.цинако
вы:ми no :величине сре)!.Нnии иапрлжевил:ми, одипаковм. 

Средвее главвое :папрлжеnве а., (·1 = 1 ,  2, 3) nыаывает среднее 

растяженлtе, ве.uишща &отороrо ;::. , г.це Е - не зависнщан от паправ

.llения с.овставта, вавпслщаа: свойств :материала. п нааываеиан .мо
iJум.м ynpyzocmu. Растяжение соnро:вож.цается nonepe<mw.м сжатием, 
т. е. отрица.теJiьnы:м ра.стяжепиеи, :во всех вапра:влевиах, перпевдич-. � 
Jiлрных г.лавно:му иаnрав.nевию; веJШчииа этого сжа:rпн равна -х -и , 
rде х - отношение поперечиого сжатм к раст.нжению, иааы:вае:мое 
поэф�щиеито.м Пуассо-на. 

Рассиотрв:м '!еперь в.уб, ориент:провапвый в иаnрав.л.еиии главных 
вапрнжеиий. 

Обозначим единичные векторы, имеющие иапра:влевие rла:вных ва
uр.пжеиий, через 1 1 ,  i2, j3• 
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Среднее r.в:авпое напряжение а1 выо:ыва.эт в па.пра.влев:илх 11, ig, 11 

средние раотнженwr: 
Ot ':1{ 01 
Е' -"' Е •  - "" Е •  

Ана.лоrичв:о оба. друrих растяжевил в:ыsыва.ютоя двуип друrиvи 
r.в:аввым:и иапряжеиJIЯИИ. 

В иа.пр��.ВJ�ении 11 наряду о растяжеииеи �� имеют место попереч-

11. as вые сжатия - х Е u - х .l!i • 
JI.IИ 

Супа их дает r.лаввое расширение а1 в в:аправ.пеиии 11: 

а1 а, Cls 
•1 =  Е -х. Е -х Е 
l ;- 7.  .,. 

+ ) •t = ,- al -E (ol + at os • 
Ана.логичвы:е :в:ыражеИИJI иие.ют место для а, и •з· 
С по:иощыо введенных выше единичных вехторов ПO.'IIj'la.eИ :выра.

жеиия: 
а == •111 11 + e2i11i2 + •81818 

ДJ1JI диады деформации и 
а == a111i1 + a2�i2 + o3i818 

.цм диады в:апрнже:иин. 
Первые инварианты этих диад будут: 

тоrда 

111 = •1 + 11�o� + 1s• 

� = 01 + 02 + <�s; 
1 + .,.  .,. 

a. = ,_- ol - lf ai, 

1 + .,. ,.. 
а, = -г а2 - -иа1, 

1 + -,.  7о 
1s == ---л:- as- JJJ ar, 

и, следовательно, между диадами а n а имеет место соотв:ошев:ие: 

(89) 

1 + .,.  ,.. 
• = -г а - Е a1I, (90) 

Вто равенство выражает aa�on Гука д.яя uaompom-t:ыx сред в со· 
�ласии с те.м, что о·ыло c�aaau.o в и.ач;але am.ozo пункта. 

Иs (90) медует дивейиое соотношение иеж,�;f первыми ив:вариа.в:
'.rами 11 и а1: 

,.. 8"' l - 2Y.  ai = al - E ar = ,.- ax· 
Предотавлая ра:ве:нст:во (90) в виде: 

1 + '1.  ,.. 
1 = --;;- а - Г-27: e1J, 

(91 )  
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v pa�pema.Jr ero отпооите.пЫlО ::1, по.пучим: aantm Гуr>а в фор:ме: 

ИJШ короче: 

Е --.Е 
'J = т::t="; г + 

(1 + --.) (1 - �>- 111. 

о = 2fl-a + >.e1T, 
е0.11и в:веети поотояппые �Iuэ: 

Л 'I.E = 
(1 + '1.) (1 - 2'1.) '  

! ГЛ. V 

(92) 

204:. Выражение д.1в: аакопа Гука в пр!Iм:оугольиых коорди
натах. F..с..пп отнести окрестность точJtи Р :в по::е упругих напряжений 
к проиsвольноJ пря:иоугольной си:стеие хоор.ц:иват о нt�.чалом в точке Р, 
то между коэфицие.атаии напряжения и деформации будут иметь иесто, 
по зa1>tmy I'tJ�>a, т. е. oorJiaoRo (90) ИJIИ (92), медующие соо�ношениа: 

.... '/. 
г., = о.,- Е (о.,+ о11 + о.); 

1 + --. iry -т '"'ll 
"е = 2р.в.,+ Л  (t,. + t11+ e.); 

t.,. = 2t-tr ... 

(93а) 

} и �. д. 
(93Ь) 

20о. :Ищпiожпал работа. изиепенпл: формы. Вудеи хара.Itтернsо
вать положения иатериа.п:ьв:ых точек, непрерывно расnределенных 
в пекоторой области и находящихся в состолпни равновесия, р�иусом
:векторои r. 

При переиещен.в:.в: v nа.ждой из этих точек по)!; )f;ействием внешних 
еи.а: вооппа.ет деформация, сопровождаемая поЯВJiепием 1tапряжеНJ1Й. 
Эти папряжевин и ура.вно:вешива.ют :внеmпие силы. Ву.п.ем считать эти 
ва.пряже:ниа: упругими; тоr.п.а имеет место ва.ков Гylt!l._ 

Допустим, что аа.ши иа.терпалыrые точtm испытааи еще одно воа
Уож.пое персмещение 8v, и вычпмпм соответствующую nосле)f;Пему 
р аб<Jту nпешnих сил, т. е. Jracconыx си.u рК Jr поверхвоотиых сил Р = р, 
дeitcтnyioщnx na rра:пицу обJiа.сти, занимаемой иасса:мп, е npeifltoлoжe
uuu, •!то иаnряжmшя при этом nеремещеп:ии ue t�з.•ееияются. :Эта 
работа равна 

Bтopoii интеграл, если ввести ;а:иа.цу иа.прнж.евия: о, равеп 
f р •ОУ  do = f D.•O•OT do = f do •o •OV.  

Преобр33уа иптеrра..u по по:аерхв:остп с по:м:ощыо теоремы Гаусса. 
в объемиый, получии для работы выражение: 

M = f pK · ov d• + J 'V·(o.tv) ilt, 
лп, в.ыпо.апяв: диферевцировавпя : 

М = f pK· ov d-r + f (\} ·a) · ov d• +  f \]·a ·o; d,. 
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Суииа. пер:вых ,ц:вуж иитеrрыов, cor.n.aoиo 196 (75), ра:виа иу.n.ю. 

В nоСJiедвеи иитеrрале, согласно 163 (116), ииееи: 

и, с.n.едо:ва'tеJIЬио, 

+ + + 
'\]·а-гv = 'V· (ov•o) = '\]ov• · а� 

В :место диады исхажевиа: '\Jv введем ее сии:метричесхую часть 
.циаду деформации е, тах хах двойное ехаJJ.врное произ:ведевие сии· 
иетричесмй и а.птис:в:м:метрической диад 'IождествевЕо равно ву.n.ю 
[161 (11)). Тогда для работъ� ttэ.ме-цепия фйf'.+I'Ы п_р� вos.мliOICtto.м 
nepeмeщenttu tv ПОJiучии выражение: 

дА = f te• • O at (94) 
ИJIП 

(9 5) 

rде при выполнении диференциро:вавий ,�;вa.,JJ;a а счв.таетса: псстолввой. 
206. ДействитеJiьвав: работа взмевеввв: формы в CJiyчae упру· 

rих ввпрв:жеввй. Работа ивменеЕия формы, провs:ведевнаа: :ввешвиии 
силами nри дейсrпвttтелжо.м перемещевии от.11ичва от JJоsможной ра
боты из:мевениа: формы, по'Iоиу ч'Iо ъаприжевиа: во врема: пере:мещевия 
ве оста.ютса: постоянными, а яв.па:ются фуmщия:ми :вознвкuщих исва
жевий. Поэтому nри дейст:витеJIЬных nеремещевиих .ие,цопус'Iимо в (94): 

оА = I Ое • •0 dt, 
sвait :вариа-ции 8 выносить sa sнах в.в.тегрuа., ках эtо бы.n.о бы допу
стимо при постоявпои о. 

• 

CorJiacвo sа:коиу Гуха (92), ииееи: 
дА = Joa • • ( 2�• + Ла11 }  dt. 

Чтобы преобраво:ватъ этот ивтегрu, sа:метим, что 
1 &а . .  а = 2 о (• • · •) 

оа• ·I = (ое)1 = 8г1• 
IlрШ1ИИаа: во :ввима.иие эти равевм�ц.. по.ауча.е•: 

ВА = f ( !J-o (е· • а) + ; ое19) dt 
ILIIИ 

М = а /(��-• . .  •+ � •/i) d• . 
До сих пор :мы расс:матрnми работу а.А .IIIПП> при :мыо:м исаа.же

вви. lloJlвaя работа изиевевил формы, .п�оwаве,це:вная внепшики оuа:мв 
при переходе от состолвия, свободного от папрsжещdt, & раосхатрnа.е
:мо:му состоянию ва.пра:жевиа, т. е. по.nвал ва:копJiевная 1 теле тер
�ия ttanpяжettuя, ра.:впа. 

A = J (�e . .  •+ � a1D) d\ , (96а) 
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Это it:ВQра:rв:ч.пое ОТПО():ИТеnпо а вырз.жепв:е Jfozв:o преобраао:ватт. 

с пои:ощыо зa&or.ra Гув:а. и пр:итоv .цволRU образо){. Если sa.vemnr 
'ТOJIЬRO один. из оопожителей а через а1, вnо.ця по зааQву I'pa. (92): 

а л I Р.•= 2-:f�! ' 
'1'0 ПOJiyчmr:: 

А ==  f (а;·с - � a1l · ·• +  � а/') dt 

IIJШ (заметим пояшеШiе :ашожиrем � в  противопохаuостъ (94)] 
А = ; J CJ . .  a dt. (96') . 

3аиев:.а:а: и второй сомножитель а через а, пмупи: 

А = ; f CJ • • ( l � '!. CJ - ; a1I) dt 

А =  J Ci:&Y.• CJ . . a - iFJ a12) ik (96Ь) 

Наконец, sа.иепа:к u:пва.риапты в (96а) и (96Ь), ооrла.о:а:о 162 (115), 
<OOПOBRЪIU 11RВЭ.рИЭ.ПТЗ,11:И, ПОJifЧИИ OJЩJJ,}'IOЩU:e вы.ра:аtеИИII ,1Wt ЖIIJnUU 
хапряi/Юен.ия: А =  J ( � (>. + 2?-) а19 - 2 �L•и) d-r, 

А = J 2� (a12 - 2 {1 + Y.) Gn) dt, 

207. Потенциал упруrоети. Эа:ерrил: на.прлжеииsr 
1 

п = 2 0· ··· 

(97а) 

(97Ь) 

(98) 

приходлща��:сн, соrлs.ено (96), в:а единицу объема., в:а.выва.етск мтен.
циало.м ynJiyгocmu. 

Так К'11& uри уnругих в:апрнжепилх И'lfеет место зu.оп ГУJ>а., то 'IW
те-н.циал ynnyzocmu .можнд с�итать дltoo фуu1йf1•ей одиой тмь"о 
диады. иапрп::нс;тия, либо фун.щией одиGй тмы•о диады.. дефор.мации; 
соrла.с11о (96Ь) пли: (96а), юrеех: 

l + Y.  '/\ 
П = "'2Е CJ• · �- 'J.E al�• 

). 
ll = }.I.S •  · • + 2 a(J.. 

( 99а) 

(99Ь) 

При вариации coCJTOЯ1IJIJI упругохо иапрлжепил потеици:l!.jl упругости 
нвиеииетса на величипу 

1 �П= -; (Ва· ·• + а . · Ва). 
Oшtra.eш.Ie, етоащие в правой · Ча.сти этого ра.векспа., ра.вm .цруr 

,цругу. ДеJtотвителъно, со:r.11асно закону Гука (92), 
lJa . . г = В (211-s + Лг1I) . . а =  JJ.& (е . . а) + ;  ��1�. 
Q• • QI =  (2!'-s + >.e1I) •  • �а "" р.& (а •  · •) + � aei2; 
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отою.ца 

и :иъr пoJif'I&ei СJiе;qющие :выра.жев:ия }l.J1R. иs�:ев:ев:иа: п:отев:цкыа. 
уп:руrоств:: 

tП = •· . а�. 

8П = о  . .  аs. 
(1008.) 

(lООЪ) 

Еми бу.цем: ра.осматр1111ать потеициал ynpY'tocmu пап фy-н.nцtJiiO 
диадъ' мпряжеиия, 'rO из (lOOa) с п:оиощыо mм�>�>О диферепцироеаиия 
получим ооответствующую дuаау дефорщщии. Точ:по та.R :же, еми очи
жать потеициа� упруеости ФУ'Н!tщией диады дефор,м,а:ции, 'JO с по

мощью только дифереицировапия полуqиv: т (lOOb) соответствующую 
()uafJy иапря:ж:ен,ия. 

208. Выражевпе ц.u: noteвa;u:aлa уnруrмти :в пр.а:иоуrоnв:ых 
:коорциватах. Еслв о:rвесп диа.ду ва.прл:жемв: и диаду ;и;ефорvа.цп 
s одв:оиу тризJq>у, то выра:жепил: (98) и (99а.), (99Ь) .цла: потепц:иала. 
ynpyrocт:u: приним:а.rот СJiе.цующи.й вц� 

П =  ; (а.,е.,+ о11е11+ а,а, +  2t.,11 "(.,11+ 2-r11.'1'11, + 2t11""f • .,), (101) 

П = \t � (a.,/Ч-a1111+o.JLt2•..,JLt2t1112+2•.,.11)- 2� (o.,+a.,+o,)ll, (l01a) 

ll = l" (e.,ll+a1111 +a,s +  2jz119 + 2т,,з + 21 • .,2)+ �(a .. +a.,f aJ�. (101Ь) 
Ив (lOla.), (lOlb) :ИЫ получаем:, COl'JIВ.CRO (IOOa.), {lOOb), СJiе.Цую

щие фориуm для в-ы"tЮдеиия cpeдtt:ux мпряжеиий, расширс�ий v 
сдвиzоо: 

ОП дU д.;_ =- •. и !t, д.; -.. - = 21"'11 и r . .ц., (I02a) 
- """"'11 

дП дП -.,.- = С/с В: f, д.; � = 2t 1I Т, .Ц. (102Ь) "'"' V ( O't' q 

Эти равенства. nо выполвеmr:в .цифервпцаров&Rв:Jt со:вп:а..це.юж с (93а.), (93Ь}. 



Г.ТIАВА ШЕСТАЯ 

ТЕОРИН ПРЕОБРАВОВАННЙ 

§ 1. Преобравоваиие бависа и координат вектора 
209. Цель иссJiеJ;оваиин. В предшествующих псс.IЩ!(О:ВаШIЯх в цelr.rpe 

вашего вн:ииаиия ва:щц:илсл: :аапра.в.п.еин:ый отрезок, xaat обрав, шши:ва.
леnтн:ый вехтору, :несмотря :на то, что (xSJ> мы уже по.цчеркив3JIИ 
:в начале ХШIГк) за ним стоит более глубокое пов:иман:ие вехтора, JiU 
по:илтнл, хах "чисJlа" особой приро;цы, пеом.отр.а: тахже и в а то, · что 
ра.оомотрепвые в веttторпом исчимеn::ии операции над паправлеnымн 
отрезками ЯВJ�нютсл ;шш:ь rеои.етрпчесюnm в:нтерпретацми.п операций 
uа.ц атими "числап". Это геоуетрическое представлеnив вezt'Iopa оRа
sалось достаточв:ым для решеВШI :воnроса о тои, ии.еет ;ш та или иная 
rеометричесхал И.IIИ фпзичеохан величина ве�торпый характер или пет. 

Раможеиие вelt'Iopa на ммпопенты и.ы прии.евяли, с одной стороны, 
.цлв: перехоха от фор:малыюго веRТорноrо исчисленка & схалярно:му 
исчимению в Itоор.ци:па.тах, с .цруrой - .ц.пя: ведения в от.цеJJЪных м у-. 
ча.лх .цокавателъатв теорем векторного Rсчнменив: с помощью CRa.JJHP-:
выx операций. ОпредеJJ.ение папра.вленноrо oтpeslta как rеометричес:&оrо 
объекта. и в:езависи:моот:ь его от системы Rоор.цинат приводили к JIЫOJOI 
:выбирать помедн:юю воsкож:во бо.�tее проотоit, а и.иенно: дибо nспмъ
аун отрезки и ваnравлевиа: ра.ооматри:ваеиого нами чертежа, пбо I а& 
пра:моугол.ьвую систеи.r ltоорд:ина.т с о.цинако:аыии длл :всех иоор.цiпrат
ных осей м асштабами. Несмотря :Н& то, что иы sна,;ш о :воs:м:ожвости 
отнести :каждый веитор и. проиsвольиому б8.81!оу, мьt :ttо.tt:ьвовалиоь этой 
:ВО3МОЖИОСТЬЮ ОЧ6ВЬ pe,li;KO. 

В этой главе и.ы 6удеи относить :векторы с са.моrо вачала к проиs
ВОJ!ыюиу бавису и исследовать пове,цевие их коор.цина.т при перехо.це. 
1t др)тоиу базкоу. Это :иСОJlедоваnие оказывается :в высшей етепеви 
плохотворныf(: ов:о приводит и. о�опчательио.му аш:мuтичес�>о.му в·ы
яснеиию 1�опятия вептора. Между ааоанпи.и прео!рмоваиие.н базиса 
и ооуслов.леtt'Х'Ы.U и.м преоорааование.м поор&ин,ат ве1>1пора -и.неет 
.мест о, ка�> лъt уви8и.м пи:же, свЯ:Jь, потария хара-ктеризует вептор. 

Теория nреобра.вовапин векторов открывает, сверх тоt•о, :вовиож· 
ность расширеn11Я попятил еептора и оnре.целеиин тахкх :ве.сторо:н 
которым в прострадстве n ашего опыта, в ев�>лuдово.м t�ростраистве , 
ne ооответствvет, вообще l'Оворя, 'JIИХакой rеоиетричеоRnй образ. 

В aтofi rщiве УЫ воеnолъзуе:мол этой :воа:можnоотью раоiUнрепия: цо
н.в:тия вектора JJ.ишь в довольно узких пределах; :в CJieдyющe.ii главе 
будет развито noшfTRC вектора в :векторное ио'Шоление д.пя nput�ux 
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поверхностей и ри.наnовъ�х пространств, т. е. тех вообра.жа.еvых про
странств, :которы,е имеют е:muщцову :метрику тоАьхо в охрестпости :каж
дой тоЧRи, по ве в конечных обJJ.а.стнх. 

210. Введение повоrо баsиео. Отпесе:м: вехтор r, который :можпо 
представлить себе, например, ка.к ра.диус-вектор, х ба.зису с осв:овn.ы:мп 
вектора:мн е1, о2, о8. Его координаты пустъ будут xt, х2, хв, где 1 ,  2, 
3 - индексы, которые мы uo nричипа:м, )'КМыва.емы:м виже (221), 
будем nисать вверху. Выражение д.п11 вектора r будет тогда иметь вид: 

r = х1е1 + х2е11 + xse8 = � х1е1• (1) 
' 

Введем теnерь BOJ!ы.ll базис е;, е;, е;; выражение д.п11 вектора r 
nриnи:м:ает тоi•да такой вид: 

r = х•1 е� +  х; е; + х: е; = � х·1 е;. (2) 
i 

x*t, х*2, х*В - 'Н.ОВ'Ьtе поордиnаты его пои'!{ а, которые еще дo.IWICn'Ь' 
бъtть въt•�t�мены, ес.11и считать :векторы е�, е;, е; за.дапnымп. 

Так Jtaк вехторы е�, е:, е; по предпоJ:ожепвю nexoмn.aa.na.pnы, 
то мы можем старые осно:впые вехторы о1, е2, е8 n:ыразптъ через ппх 
.шпеiiво с помощью девнти хоэфициеnтов с�, которые мы будеи Irпса.ть 
с одпи:м: нижним и одним верхпни nnдeмa:uu ( i, k = 1, 2, 3): 

е1 = cle� + cie: + с� е; ) 

е2 = с�е� + с�е; + с:о; 1 е1 = �c;·ez (i, k = 1, 2, 3). (3) 
k 

е8 = с�е� + с:е: + с:е; 
1\оэфициенты с: суть :коордиnаты ROПl\OB век·rоров е1 в повой сис

теме; :их оnредеJlителъ 
cl 1 с2 1 � 

с =  с� сэ 2 сз 2 

cl з с2 
3 � 

от.JШчеп от пулн, та.к ха-к обращение е1•о в nyJIЪ и:м:ело бы о.11едстnnеи 
JlИВeiinyю зависимость между :вектора.)[П ен е2, с8• 

EcJlи ветаnить (3) в (1), то :выражение д.пн r примет DИА: 
r = (с�х1 + с�х2 + с�х9) с� + 

+ (с�х1 + с�х2 + ф:8) е; +  
+ (с�х1 + с�х2 + с:х:1) е;, 

ОТitуда, согласно (2), ииее:u: 

::: :;::� :�::t:;:: l �·*1 = � cfx1' (i, k = l , 2, 3). (4) 
х*з = cB;el + сзхэ + сзхз J .� 

1 2 u 
Новые 1tоордnпаты получ8.1(.тся из первопачuьпых с по:uощt.ю .ли

вейпоrо преобразоnаl'!ил ( 4); помедпее павываетсд mpaиc1101ttposaнu1>1.11 
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по отношению. R преобра.оо:вiШИJD (3), та& &М в схеме его RОэфицв:евто:в 
мроJШ ва.мtшен.ы с:�олбца.ми, и нэ.оборот. 

Ta.R Jt&& . оnре.цеJJител:ь преобра.sоваНШI с не р11.11еи пуD, то ура.в· 
пения (3) и (4) р�Щрешнмы ornooитeJiъno е�, е:, е: п a;t, a;ll, а;з, 
EoJIП обозпачnтъ (ер. 136) 1р1lведеи•н;ь�it, т. е. pas.цe.neuJIЬIЙ па оnреде· 
Jiитель с, .иинор з.nемеита. С: в с через с:• так, что, пa.npmrep, 

c•t == .1_1 с� с
: 1 ;  с•2 == _ ..!_!

с� с
� 1 и т. д., 1 с сз са 1 с сз 0s з з 3 з 

'IO, согласно известПШr� теоремам теории опре.цеJШТе.nей,. mreюr место 
шхедующnе ооотпошенил: 

вообще 

с1 с;1 + c; c� + ci с? . 1; с� c�l + с� с;- +  с: с�8 = О и т. ;ц.; 

с* = с�� с;2 c�J 
c;s c;s с:в 

(5) 

тоr,1.1.а, oorJiaono теореме об уuпожепии опре)l.еJШТедеft, пв (5) пмуч:а.ем: 

1 о о се* = О 1 О = 1 .  
о о 1 

(6) 

Теперь 11Ь1 иотем роn:m.ть уравнепил {З) от:посв�J:е.льпо е�, о:, е:; 
уипошм их по nорядку па с�1, с;�"�, с�8 и сuад:ывал. паходтr: 

ci1e1 + с�»е11 + с?е8 = о� 
n anмor1J."']]Ь{e выра.жеппл для е: 11 е:. 

Решепве ураш.>епиii (З) ооущестВШ:Iетсл с ПОl4ОЩLЮ nреобразова.ви.а:. 
oбpamuoto (З): о� = c�to1 + с�2е1 + с�8о3 1 е: = с:1о1 + с:2о2 + с;8е8 е; = � c:kok (i, /;; = 1, 2, 3). (7) k е; = c:Ie1 + o:2oil + c:se8 

Точпо так же решение ypanв:enliй ( 4) осущеот:вмется о похощью 
преобрц.sоваnин, обратпоrо (4) и траисt�оииробаtнлипо по отnошеиию 
1;. (7), а. в:иеnпо: 

,x J  = 0�1а;*1 + c:1.z*S + c:1z*S 
т' .= с�х*1 + с:.!.х*з' + c;2.z*S 
.zS = с?.х*1 + c;sm•2 + с;вт*В 
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211. RorpeJJ;иeвтuыe в вовтраrредиевтвые rиeтelllbl вeJDI'Iив. 

СопоставJiв:в: пайдеввые выше фор�ш преобрааовавив:, вuееи: 

(9а) 

(9Ь) 

Преобраsоваиие (9Ь), свв:зьmа.ющее старые и новые координаты то<ШИ, 
вавыва.етсл "оитраzредиситиъ�.м по отношению к преобра.зовавпю (9а.), 
переводв:щеиу осповше вехторы старого и вового базпса друг в друга. 

Преобравовапие, хонтрагредиевтпое к дапвоч, амв:етов:, такп 
обра.вои, обратП'ЫИ к траиоnопироваnному nреобразова.nию. И самые 
систе.мъ� вели�ии- :коордипат и осповпых векторов - также на.вываютса: 
ховтрагредиентныии по отношению друг х другу. 

Всякую сиотеиу веАичпп, :которая щiеобразуетсл по тем: же форм:у
Jlа:и, что и основвые JJехторы, называют t>tпредиеит,."ой по отпошепвю 
и. поСJiедви:м; JJcнxaa: же система вепчив, :которал nреобраsуетсв, хак 
координаты, пазываетол t>tпредиеитиой по отвошеппю :к коордкпатаи 
и поитраzредиеитиой по отношению R едипичным векторам:. Itоитрагре
диептпость есть взаимное свойство; коrредиептность и коптрагредиепт
пость суть попвтип, поJiучающие смысл JlПШЬ при задаппп системы 
отсчета. 

Чтобы пе у:кавывать велкий раз спетему отсчета, :ы:ы будем назы
вать веJinчипы, :когредпеnтвые и. основным векторам:, :кратко 7'овари
а,."тиъ�и, а ве.nичипы, :контрагредиептпые к основным: векторах, 
кратко - поитравариа,."тиъ�.ми. 

При обозначении двух когредиентпых велпчпп припито проставJIВТь 
ипдекеы в одинаковых местах (т. е. Jlибо впиву, лиtо nаверху), а при 
обовпач:еmш хоптрагредиептных - в р азJlПЧпых. В ч:астпости, приплто 
осиовиъ�е векторъ� и повариаитиьtс вми�иии обозначать бу:кваип 
с иижии.мt' иидепса.ми, а поордииатъt t6 коитравариаитиъtе осли
чииъ� - бухва"ИИ с вepxuи.Asu uидекса.ми. 

Это правило иы уже при:м:епИJiп при введеппп осповпых вехторов 
01, е2, е8 и коордипат zl, х2, хз. 3аиетп:м: nстатп, что выра.жепnо ДJIЯ: 
веьтора. r в форме (1 ): 

r = � x1o1, 
i 

ВВJ!В:ется: су.м.Аеой проttвведеиий соотаетствующих эле.Аtеитов двух 
поитраzрсди.еитиъt-Х по отиошеиtею друz n д)YIJZY систем: велиtiПП. 

Что касается поJiожепив: ипдексов в велич1шах с:, то, воздержи
:валсь пока от более точиого обосnо1!аппл, за:метпи СJiсдующее: во всех 
J!Стречавшихсл . пам выше суммах перемепп:ьdi ипдеiщ по :которому" 
производится су:м:мироnапие, входит в каждом ив суммируемых члепоn 
в два :ипожителя: и nритом одип раз впnзу, а дpyroii раз :вверху. 

212. Прообра.зово.вие воо р:�,ипат ц а.ффпПIIОО прообраnоnапио. 
С4 орм:улnруеи еще pas полол:епип:, Jleжaщne в ocnone формул преобра
зо:ваиnв (9а) п (9Ь). l!рострапстJiо, в &Отороя паходлтсл тоtJ:Ки, зада
J!ае:иыо своими коор.циnатами, ЛВJIJ[етсл пеизяеnаемы:и, и даппые точ1ш 
суть пеподnпжпые то<ШИ этого прострапстJ!а. 
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Их положение пр:и: nреобра.зова.нии коордипа.1! не из:м:епие1ся: ра

диусы�вепторы мих оrоч.е& суоrь �ео.метричесnи ипвариа?l.m?l.-ые вмu'(U?l.'bl. 
Ивиепяе1сл Jtпmь спстема. координат &ак в отаоmенu uaпpa.ив'flR!t 
осей, так и в стпошепии :масштабов И'\ озях. При это:!&' :изие:ва:ются 
поордина.ты всех, вообще rоворл, точек, детащих па &онепои ,ра.оотол
пип, sa. ис:кJ.почепиеи ОQтающпси не:в:з-м:епыии: :&оордиitат па.чыа.. Ив 
фор)lул преобра.зова.п:в:я сJJедует, <rто, sа,ца.ва.н по npo]JJUIOJiy (о иввеот- · 
вым:и ограпичетrлми:) хоор.цинаты трех проивво.nьпо вы:бра.нвьu: точек 
в 111 вой снстехе хоордиnат, мо.жв:о будет найти: веJJич:в:вы С: nутем 
решевил девяти пеодв:ородных Jiивейпых ура.впев:Rй, а '!ем са.мы:м опре
делnь и новый базяс. 

Гео.метричсски tиteaptta'Нmн:ыe радиусы-еепщоры предста.вдв:ютоя 
aн.amtmuчecJ>u инвариа?l.mи"Ы.Ми выраже'Ниями: 

r = � xle, = � .х*'е7• 

т. е. выра.жещпtмв:, строение ко'l'ор:ьrх ne пзиепнетса при преобравова.
вп, тоr.ца. ЕВ.К входлщие в них величины ивиепн:ютсл вno.m:e опреде
.n:ев}lыи обрааuм, соответствующим преобравова.пию хоор.циnа.т. 

Ес.11и оrра.ппчимсл форхуJI;иrи (9Ь) ,J.JIS: преобра.а:;ва.пия &оор.цпа.т 
и по преобра.зоваппыи :коор;в;и:ва.там noarpoиv то'Dtи: в нервоначыьпоit 
системе координат, то получии аффинное преобр:)зОDа.ппе npocтpanctвa.. 
Б этом OJiyчn.e иы можем трем зада.n:п:ьrи тсч.каи оrnеоти три пpoиs
DOJl:Ьno nыбрачпые точки - их пвображевм, тогда как пача.Jtо координат 
оста.е'l'СЛ nеивuешты:)(. Геометрические соотnощепия меж,ду точка"и, не 
па.рушающиесл при аффиЮiых преобра.зовапиах, т. е .  явля:ющиеоя 
аффи-н-но-и.н,варt,а'l{m'НiiМ�и, па.хо.цят свое выра.жеппе в (скаирпых) 
ура.внеппнх., отр се:ппе · &оторых пе i.!ЗХеняетсл при преобра.sовании (9Ь) 
мордпnат. 

l\. аффв:пnоху преобразоваiШю (и прnто:и в фор:ие, веоыrа. бJ1ИЗ1tОЙ 
.& nредста.влепию с помощью .цn:а.д) nриво.в;п Ta.ltЖe форхулы npet.б· 
разоваnил (9а.) ДJlll ооuовпых веsторов, если дл.п точи.u: о RООрдива.
та.v.и .х1, z2, х3 CTJJOИ·rъ соответствующкй ell преобразоваnв:ыii · ра.циуо
вектор r• = .х2о� + .х�о; + хзс;. 

Совоs:уппооть nреобразова.пnй &оордиrат, а та.кж.е а.фф:инпых преоб
ра.зоваnий проотрапства. образует zpy�my. 

213. Группа вращений и верка.'lьиых: отражепий. В группе всех 
воз)(ожных nреобразовавий коорДIПiат подrруппа вращеиий 1' эерпа.л.ь
-н;ы.х отражен'Uй п.оорди:паtноll систехы запиv:а.ет особое nоложение; 
опа. уже исмедоnа.па. в 9 пр1' оzраиичивающе.А� t�редпо.л.о:ж:е?l.uи пря
МЩJtоль'Нm't систе.мы 1еоорд·икалn с оди?l.аковъ&v��и масштаоа.ии дли neex 
трех oceti. Б этом OJiyчae :tоор.цn.паты. проо5разуютоя по тем .же фор
му ... аи, Jtal!. n едиnич!Ше векторы, а И)(еnио по фор)(уАа.х opmozD?l.a.л.ь
uozo преобразоеания. Б прnиятых пахи в мой r.n.aвe обозпа.че'flR!tх: 

с« - с•1 
i - k 1  

jJaмuчue .между n:ozpcдuenm'l{ы.м·u и поитраzредиспт-пъмнь систе.ма.ии 
вс.л.и•tии исчезло. 

Ив формул 211 (!Эа), (9Ь) вытекают более Ч!'Lстnы:е фopxyJIЬr 9 (2За), 
23Ь) дJlк :врщеnип: п зep&&Jtыroro отражения .110ордвиатвей систежы. 
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Если па.пиmеи выражения: 

r = � х 1 = � х"' i"'*, 
р Р Р р Р Р  

дл.п: :ве:&тора., О'l'Пеоеипоrо R .!.:ВJИ тривдра.и 11, Jg, 13 и 1;, 1;, 1:, и 
обоsв:а.'Шv девать углов, обраsуеиъrх оонии: обоих триэдров друг о дpy
roYI, через «Р•' '!.О фориуJI:ы (23а.), (23Ь) 9 можно перепие.мь медую
щи:и oбpaso:r: 

i = � oos аР, 1:; р '1' 

хР = �cos GtP, x:; .. 
Между преобр8.80ВtшИеи хоордииат и соответствующпи еиу (си. пре

дыдущий nyiiкт) а.ффив:въrм преобраsовtшИеи прооча:в:с'.I!Ва. имеет место 
:в муqа.е rpyuпъr :вра.щеивй :и :�ераа.ньпъrх отражений простаи rеоиетр:и
чес&ал с:в.пзъ. В случае враще:и:иа: RООрдив:аrпой св:оrеиы ttаждал 
иеuодвижпал 'rОЧ1!.11. проотра.потва. оnределает :в ua.ждoit :ив :JtОордипат
пъr:х: сио1еи приs:м:у, ребра. которой :ииеют :коордпа,ты xl, х2, xs 
:и .-t:*\ x*J, х*8• 

Чтобы построить точку с хоордипата.ии x*l, x*ll, х*5 в первона
чаJU,ной системе координат, иы :м:ожеи привести координатную систему 
I1уТем врз.щен:и.а: в исходное положение, но притои так, чтобы в втом: 
обратпои движении при:в:ииали участие вторая nризма .n: :все простра:в:
ство. Уравиеifив: (9Ь) описывают ororдa враще'Н.ие простра'Ж!mва �а� 
оцасm'Н.еый случ,ай аффи'Н.шnо преобрааова'Н.'IИI. Ав.а.nсrич.uым путем: можно 
.n:s вер:кальноrо отра.жепв:л: мордпатной системы вывести gеркадьиое 
()mpaжeuue t<p()()mpa'Н.cmвa как чаотпъrй с .. 'lучай а.ффпв:ого преобра
sован:ия. 

Вращг'Н.ие и аерпальпое отраже'Н.ие простра'Н.сmва осуществлнютс.а: 
при при:мененn прп:иоуrол:ыrой онотемы хоординат с равными масmта.
ба:ии по oomr с помощью ортогон'lJ\Ъного преобраsования, причем: исче
за.ет рамичие ие.ж:ду Jtоrре.циентв:ыии и контраrредие:нтн:ыии системами 
:В6.UИ'11Ш. 

Этот факт nононв:ет особое положение JWЯ:Iroyro.nъв:ыx еветем хоор
дпат и nроототу выч:.иолев:ий о в:ими в .метрической zeo.мempuu. 

§ 2. Инварианты 
214. Ввведеиие вза.пииого базиса. Теория преобраsо:ваниа: век

'lОfОВ приводит :& .ва.жпыи реsулътатам, если иа,рцу о дашrыи {хова.
ри�Uiтв:'ЬlМ) баsиоом е1, е�, е8 в:вестя: еще :взмпmыii о ив.v базис е1, ell, е11• 
Обозначение вsаиипых основпш :векторов с помо:щъю верхних ипдекоо:в 
находит свое опра.в,ца:нпе :в теореие: осповnые ee�r'1nop'Ь� eзau.мixmo ба
,,uса поптртредиг'Н.mн.-ь� .,. осн.овпы.и вектора.м да'Н.nmо баз�tса; они 
образуют, следовательно, коптраварnаптную сnетему величин. Эта тео
ре1rа будет докs.за:в:а в оледующем пун:кте. 

Приведем прежде всего, :походл: из результатов 2�. :в котором мы 
изуча.ли овойства. вsаиип:ых. систем:, В!tЖнейшие формул:ы длл взаиивъrх 
основных сис'Iеи е1, е2, ез и: el, е�, ез в па.шах noш>Ix обо�mач:еНШiх . 
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У СJ!овие :вsаmm:ости будет: 

eJ· ek = O  при i ф k  {i, k = 1 , 2, З), (10а) 
e1 · ei = l  (i = l, 2, 3). (lOb) 

Основные . векторы о.цв:ой оиоте:мы :могут быть вычи:с.uе:ны ив освов
иых вехторов �уrой по фор:му.uа:м: 

и 

61 = .e..z х ев .  ei = ез Х е1 .  ell = � (1la.) 
{�1\tlз] ' [е1�8зl ' let�esl 

еэ х еs es x et  е1 Х е9 Ь) el = {e1e2e!IJ ; е2 = [elelleЗ) i es = {ele2eB} • (1 1  

:Меz:а;у смешавиы:ми nро:иsведевиа:ии зт:их .вех'lоров ииеет иесто оо
отиошевие 

[ е1 е2е8] [ eletes] = 1 . 

Ка.ж.ц:ый отвесевиый и. первоиа.ч�W�Ь:ноху базису l!е:в.тор 

r = � х161 
• 

(12) 

с :в.оитра,вариаитв:ыхи коордив:ата.:м:и :.�;1, xt, xs хожет быть отв:есе:в 
:в. вза.имно:му базису. EcJiи nринять теоре:му о :в.оитра.ва.риа.втиоств сис
те:мы :вsа.и:м:иых основвых: вехторов et, et, es ва дolta8tlJШ.ТD, то соет
ветстчющве эти:м векторам в.оординат:ы вев.тора. r ках J.о:в:траrре.циеит
в:ые в. :вsа.:и:м:ны:м: оововвы:м: вехторам образуют ксва.риа.итиую систе:му 
:ве.uичии; поэтому мы впра.:ве обовиа.чить их о по:мощью пиzв:их вще... 
хсов и :выражение дм вехтора r пре,JJ;ставить в во:вом ви,JJ;е 1): 

r :c:: � x1e'. 4 
215. Преобравовавие вsаиu:ых систеи. Преобраsуе:м: теперь обе 

:вваи:миые системы осио:вnых вeJt'Iopo:в е� и е' о помощью Ra.,JJ;.1Ieжaщe 
:в:ыбра.вны:х nреобраsова.вий :в ,JJ;Вe новые оиотекы осво:вных вехторов е� · 

· и е• , та.и.же :вsаи:м:вые ,JJ;pyr с Другом. 
BeJt'I:Op; · 

е помощью этих преобраsова.:вий :может быть пре�ота.в.nен в :вце: 

r == � х•'е: = � х:е*'. 4 ' 

(13) 

Преобраsоваиие ,JI;JUl :векторов е, опре�е.nи:м, uи. и в (9), ра:веп· 
ствами: 

{14) 

1) Часто различают хоитравариа.нтные и JtовариавтвыЕ! :ве:кторы. Это рав
.в:ичиё н эти термивы могут ввести в заблуждение. Выражение д.в:я любог�> 
вектора хожет быть по жеJанuю записано- тои:м образок, что его «оординаты 
б;удут ковтра.вариантными или :в:овариантвыми. См:. HшenЬerg, l с., стр. 007. 
(Однако это различие ста.новитса веобхо.цимы:м: в аростраиствах, в которых 
ае указана :м:етрика. Лри�. ред.) 
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<Лс:юда., · соr.;пасио (9), По.liJЧИМ обратное преобрааова.вие Jl преобра
во:Вавие ;ц.;пн коор.tвват z1• 

ФориуJiы преобрааова:ввя }rдн взаимной систе:мы е•, а:, иай;цех uе
;а;ующвк образок. У:миожая 11ехжор 

еааирио иа. е,, поJiуЧЗ.ек: 

Точно то ае ииее:м:: 

Из (15а) и (14) :ва.хо.ц:и:м:: 

r == :1: :с"е" 
t 

z1== r·� c�e: = ��r·e:; k 

(l!Sa) 

(liSb) 

отс:ю,:а., cor.nae:в:o (l!Sb), пo.�yqa.e"lf о:в.опqате,jlщю фopvy.q преобр .. 
аова.вия: � /'{ .  а:, = �с,а:.". k (16) 

Иты, хейсТJШте.пъ:во :коордиваты :с, хоrредиев:тиы к ооповНЬUI :вeJt· 
тора.:м: е,. Иа ( 16) иа:вестиыи путе:м nо.�уча.е:м: обрt>тиое преобрыо:ва.nие 
и преобразо:ва:в::ае .ц.ая осноВ1IЫх веJtторов е', хоторые, тв.п:м: обрыок, 
JtOИ'Iparpe)I.JieВ'Шьt Jt :ве:&тора.:м: е,. 
. Лмкая систе.-а фор.мул "'реоброsова'Н.ия, уже уста.в:оиев.им иа.кв 
[ск. (9)] ДJ1Я преобра.sо:вавиа: ос:вов:вой систе:и:ьт, д.u двух Dаа.и:м:вых 
ос:во:в:вых систем, (\,j!едова.те.n:ь:во, будет: 

е, . � с�е:; k 
х, = �с:а:;; k 
е'= .:'I:���e•&; 

а:• =���а:·"· а: .. = .:1: �z&: 

(17а) 

(17Ъ) 

В ЭТИХ фopИjJI&X fC08apuanmн-ыe, ';\'. е. ltOI'p6,11;И6:В'l'ВJle Jt OOBOD:ВЫJI 
вектора:м: е.. вепч:ив:ы обоава.ч:евы о по:мощъю н.ffоюн•а: -utdJencOf, а 
•онт]-авариантп�в, т. е. :ковтраrре;в;иевтвые 1t :ве:&тораи е, веJiич:в:в:ы 
о помощью вер:zниа: 'tltt.дetccoв. Te:u оа:мы:u ос:вовваа: теоре:м:а. о преобра
аова:в:ии вза:в:м:вых осиовв:ых сиС'lем .J!OI.a.aaвa поJШост:ь:ю. 

216. Переход O'f даипоrо базиса в вэа.виво11у е нии. Фор· 
)[JJIЫ (l la) ве совеем удобв:ы дJ1.II дейсnпеJI:ьвоrо :вычисJiевин оовов
в:ых ве11.торо:в взав:ивоrо ба8Иса.; Rроие тоrо, у им еще вет фор11у.и, 
,J;аi>ЩИ.Х :ВODOЖJIOCTJ> Biii'IBOJПI'lЪ JtOB8pB&RТИii18 JtOOp)I.JIRS.Tlal :ВСI!.!Ора, 
аадаввоrо с:во:пв Jtо:атрuа.риавтвы:ми 11.00рдввата.п. 

Пус'1Ъ е1, е2, ев -дтmы (иодуJiи) осио:ввых векторса е1, е11, ев в 
&111, &1а> &28- yrm, обраауе:м:ые и:uи друl' е .друrо:м:; тоrда. 0J.8"1.8рвые 
вроиsведевиа &� вехторов бу;в;ут: 

е,• е, == ef; e1 • e.t = e,•err oos &а; 
обоввач:и:м: посJiедвие дJ1.II храткости через 

e,· e11 = !Ja·= g". (i, k = 1, 2, З). (1!3q,) 
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Вепuиы: g11, g1'k в ово:ю очере.цъ опре;а;мают форху 'f}Jexrpaпu&a., 

обравов&RИоrо основв.ЬIК11 векторами. 
Тех оа.к.ых опредм:ева и форма. поприого 'fреtrра.иив:и.а.; iu :видu:к, 

f&&ИJ{ обра.зох, Ч!rО и eUJiap:иыe nроивве.ц�па :вва.ип.ьа ос:иоввых ве&
торо.в опре.цыmтса: :ве.пчиаа.хв: Utic• Обозвап:к их через 

(i, k = 1, 2, S), (18Ь) 

хы сейчас :иа,й.цех с:вяsъ хе:жду систем:а:и:и веJrич:пи Utk в {}". 
Чтобы реmи'fь ура:виеви:е 

�х1е1 = �х1е1 � ' (19) 

отиоситеnио :sоор.цва.т x'k, JIII.бo sоордиве.т zk, ухвожиv: ero с&Uарио 
ие. e'k, ибо соответствевио на. es; no.JIYчaex: 

� -�g
"

xp 

х,. = � и.,.х•. 
' 

(20а.) 

(20Ь) 

Равенство (20Ь) :м:ожво вывести в вs (20а.), разрешал пocJI:eJI,Иee 
отно�ителъво х,; ото:ю.ца. я:ов:о, что g1" оутt. приведеиные миноры опре

,целите.n:н, соотаuеввого :вв glk, и ва.оборот; Та.и.им oбpa,sov: ихе:ют место 
соотвоmеиил: (ер. 136): 

� и��и" = о  
' 

�UJt" = l. 
' 

(при k ф l), (21) 

Вежичипы g1" и g"' вахода'l'С3 :в ТIШОИ же отвоmеив:и .J@fГ х .J@yry, 
&!1>& с: и с;1 :в (5). 
. . Вотав.кля (20а.), ·(2ОЬ) в (19) ,  nо.11:учв.м и связь иеж.цу обепц оисrе· 
11:а.:ыи основвых веиторов в форхе: 

(22а) 

(22Ь) 

Эти форхуm · вамевНJ)'l' написаввые с похощы;) :веitторвш проиа:ае
;в;ев:d формуm (11) и бо.11ее у;в;обв:ы .в;дн приложев:d, чем ПОСJJ.ерие. 

· l'руппы фориу.а (20а), (20Ь) и (22&), (22Ь), nостроев:аые совершеаио 
· о,цпuово ( о;а;ви. .Ц.JJЯ: сl\Uарв:ых, ;п;руrие д.111 1Jеи.ториt.Iх. ведичии ), ;в;а.ют 
вовможиостъ осуществить в co:вepmemo общем: ви,в;е 11.ереход от "ова-. 
puanm?{ъ�:e велич.ии " "'оптравариаn.тпъ�.и и обратио, и.в:и, It!U эrо 
ttaoтo rоворат, подчеркивая хотя и иесуществев:аую, по ха.р&Хтерв:ую 
�неmв:юю оообев:ность, - noд'I-Lяmue и onyrжa:н-ue индекса [пжонrлирова· 
liнi:e�" :в.щема.:ыи, r.u. говорит об этом ВеЙJ!Ь (\Veyl)]. 
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217. О!'в:овва.к иетри'lеепаа фор•а. Введение .ве.х:nип g111 11 gи. 

павволлет вычиСJJить схмириые проивведев:ил .векторов, отвесеиных 
к проиsво.nъв:о:му базису и вsаи:мноuу с вив базису; и притои в ра8.ПИ'I• 
ных формах. 

Вычислим прежде всего скалярное произведение вектора. 

r = � x1e1 = � х1.е1 
' ' 

на самого себл. В ковтравариа.втвш хоордиватах получаек: 

r ·r = � x1e1·� xяek = 

= g11 (z1)2 + 2g19xlz2 + g22 (х2)2 + 2g18xtzS + 2g9Sz2zS + !lss (zS)2 
илп 

Тоqво так же в кова.рпавтвых координатах бу.Цех иметь: 

r · r  = � g11'x,xk. ik 

(23а.) 

(23Ь) 

НаJtовец, мы получии еще одну :важную форму представления ска· 
.плрного проиsведевик, беря один ns множителей в коитравариаитных. 
а другой в коnа.риантных коордипатах: 

n.лn 
r. r :- � х'е, • � .vkek = xlx1 + х2х2 + хВх11 ' k 

r•r == 1: x1x1• (23с) 
' 

Полученпая n�t:мn для ск8.11ирного произведения r • r = r2 пвадратич-
'ltаЯ фoJMfa называется оспов'ltой .мempttчe��>Oit фор.Аеой; она представлена 
в трех ра.з.пnчпых формах: (23а), (23Ь), (23с); величины g,k и g1k наsы
nаютм ее :коэфiЩиеатаии илп осповп·ы.Ащ .AIOmpuчec�>tt.Мtt величи?t(f.Ми. 

Вычислим теперь ска.пирное произведение векторов: 

полагак 

получим: 

Точно таи же найдем:: 

r = � x1e1 = � x1e1, 
. .. 

s = � у1е1 = �у,е1; 
• • 

(24а) 

(24Ь) 

(24о) 
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Джн r·s ПОJJ')"J&етс.в оилииейн.ая форма, шмяриая фор.ма осков-н.ой 

.иетр-uчеспой фор.м-ы, представJJ:еииаа :в трех раuичных видах (24а)� 
(24Ь), (24с). 

Обоопа'Ш:м: yro;u; :между веиторами r и s чepl}s &; тоrда. 

r·s = / r j / s l  cos &, 

(25) 

:В то вr�м:я :&a:s .дл�иа" вектора дается са:м:ой основвой Iетриче· 
с�tой фор:м:о.й, вычио.певие ума :м:еж.цу вехтора:м:и требует та.uе в:спол:ь� 
вовавиа ее по.11нрв:ой формы. . 

Все выраже:пиа, которые :м:оrут быть ооставJJ:е:В:Ы о помощью освов
ной :м:етрич:еской формы и ее пошrрпой фор:м:ы, .вв.uшотса: .метричести.ми 
-u-н.вариа-н.та.ми. 

Не сJiедует упуохать ив вида, что при обще:м: преобр1100вавв:и коор
,�;ив:ат величипы g"� иs:м:ен.в.ют свои sиа.чепив:; это совершевио ясв:о rео
:иетрич:есхи и· представляет ав:uитиqеское выражение тоrо факта, что 
сха..nа:рвое проивве;в;еuие не инварвав:тво отнооитеnпо аффинного пре
обраsовавм. Величины g11, оста.юrов: веив:м:ешrыии .пmъ при вращениях 
в sерка.львых отражениях коор.цвв:атпой оисте)[Ъl. В случае прО<Usемь
п-ы.х преобрааоеап-uй поордин.ат-н.ой сиоте.ми, испольауя од'Н.овре.жп-н.а 
обе еааи.м-н.ъ�е ос-н.ов-н.-ые систе.��ъ� и, СJiедова.теJIЬпо, при:иенла фор· 
иуш (23о) и (24о), :мы оовобождае:иов: от ве.ви'ШR g11,. 

218. Ивва.риа.втио е  выражение ;JJ.JIS: ра.боты еuы. Пpocтeltmee 
приложевне c&a.JI.нpиoro проиsведениа в :м:ехапи:sе имеет :м:еото, &а.к 
известно (7), при вычио.пении работы CИJIЪl. Вера выра.жеиие }l,u вех
тора перемещеиия; точки приJiожепвя омы: 

S =  � .z1e1, 1 
в хов:тра.вариавТПЪiх координатах, а. выражеипе дu вехтора ои.n:ы: 

F == �у1е1, 
• 

:в �варпантJIШ, по.U')"JИИ ив:ва.риаnвое выражение .ц.11н работы: 

А = F • S = »,х1у1• (26) 
1 

С rео:иетри:ч.есхой точки вреюrл прв::м:енепве взаи:м:JIШ основных 
св:сте:м: сводится: в это){ случае к рачложепию спш ва. три комnонента. 

ха.ждый нз которых (вапри:м:ер, y1el) перпе:в.цив.уuрен к .цву:и хо:ипонен 
таи пере:мещепвя (z:�e2 н zSe8) и, следовательв:о, про:изводв:т· работ 
лишь nри пере:мещении в наuрав.пении третьего ко:мпопевта. (.z1e1). 

219. Инварианты. Совмествое раоо:м:отрение преобравовавив: ;цву 
взаимных основных систем уJtа3ывает совершенпо общим обраво:м: пу• 
х поетрое-н.ию ипвариаптиъ�х еъtражепий. 

ECJiи три nе.пи'IИВЪl ri образуют хо:в:травариавтную, а. три велв
чив:ы �� ковариа.итв:у.ю систему, беараsлиqно - cita.JШpoв н.JШ векторов 
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ши .цаzе ви.степои:вю.а вепчп <foJiee :выеои.оrо рода, то � 114�1 еоть 

unвapuanm. Дейот:в'М6J1Ыlо, ооr.аа.оио форхуао nреобр�:ва:в:ик (17), 

а.' = �c:'cz*", k 
�. =c�r". 

::I а(� = � c*lc1ox•krz j 1 tJ;t k f l' 
ИJШ, :вви.цу того что cZ' суть nриве.цеiПIЬtе хипоры оnре.цепте.u:, · оо
отамеппоrо из с: [210 (IS)J, 

� �J1Ps """� �&*11'; . (27) ( ' 
Та&, иа.прв.:м:ер, сr.е.пв:р:ное nроизве.цение .цвух векторов 

r · s = � :е'у, = � :чу', (28) 

иа.в. n1 уже ви.це.п :выше, �ПW�етм иивариа.:нто:м:; и са.и вептор 

r = � :е' е, =  � :е,е', (29) 

есть no опре.це.:о:евию ие за..вимщм от оиотеm аоор.ци:нат и, о.ае.цова
'lелъио, wпвариан.тн.ая вели"ин.а. 

220. Оевовиаа: в.етра'lескаа: дица. Та.uк же nуте:м:, Mlt и ом
.JНrрв:ый :nв:еа.риа.ит (28) и вевторюd иива.риuт (29), :м:oryt бы:ть nо.lу
чевы: и .циа.,циы:е :ии:ва.риа.иты. Tu, 1IЪIJIO.Zeииe 

I = 1: е1
е1 (80) 

' 
илn та.вже 

1=� е,е4 

есть ве что иное, .ае.в. диада-едt�н.wца. 
Дейотвитеапо, выра.жеuа: (80) отяИЧ�mтса от ва.й,цеввоrо в 33 :вы:

ре.жеиив:: 
I == а*а + Ь*Ь + е*с, 

ТОJJьв.о обоsвач:еиипи. 
Отв:ом в {80) обе оиотеvы JШоаите.аей в. о.цвоvт и тоху ze базису 

с 11омощъrо форм:ул (22а.), (22Ь), noo�yq:n J.1U1 JQlii\II',Ьl l вы.ра.аеШUI: 

1 == �g'"e,ek' (Bla) и. 
I = 1:u.11e'e". 

i � (Blb) 

i; . Эоr:в: три. ви.ца. .цицы 1 »по.mе ооответооrвуют трем: :видо (28а), t (28Ь), (28о) оопо:впой кетричеокой фориы. Itоор.ци:иа.таи.и .цв:а..цы I a.вJr·. .ааютм в этих выра.аевва:х �tоэфицаенты :м:етр:в:qеоsой. фopv.r.tj &оорди
.. Ш.ТЫ: ае :&1, $\1 ВIО.ЦRЩИе В форИf.IЫ (28), B&.lfeBeВЬI ООВОВJ{ШП[ вех
. тора.м:в:. Ведедотвив f!L8.88.1Шой ов118И .циа..ца.-едИlUIЦЭ. вааы:.ва.е'l'СJI otжoono4 � .-.po�'ШJW/1 дuoQoQ. 
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221. lfепчвиы· . е вее�:ольпп ивд�щ�аип. То оботолтедство, ч:то 

Jtа.ждое BPIPR.IR8.1i1Je вида. � �Х1�1 есть :ив:.вариавт, даеr воsllожв:ооть охои-. . . . . ' i 
ч�телъно обооиоватъ nравило о положении индепеов в величинах с не
схолыr.ими и:в:дею�ами. 

До сих пор хы пр:вдерашвыись '.l:oro уставоuеввоrо в 211 правила, 
что при сосtавлеп.ии :всех Сf11И, во :всех 'l.IIeнu :которых ицце&е суж· 
иаро:ва:виs :вхо.цв:т два.z.цьт, мот индехс дощкеп па.ход:итъса: о.цин раз 
с:верху и один: раз сНШiу. Jlerxo видеть, ч:то мо правИJiо есть следст:вие 
соrлsшеиия, приnатоrо в:а.ии дла: ра.SJI:в:чениа: :коварив.в:ти.ых и ховтра
:ва.р:иа.нтных величии. 

Так, чтобы пои.а.вать это ва тиПИ'Шои nрвиере, 'IWЦIJI диада. хожет 
быть представлево. в :ВЦ.'I,е: 

Ф = � а;t�. k 
если в R&честве пра.вых пожателей :выбрать :ковариа.итиые ос:вовп.ые 
векторы ek; Jiевые пожите.nи ak в:ви;в;у иивариа.птвост:в: диады будут 
тоrда. мнтра.вариа.итпьrми. 

Itаж.nый :в:s трех вехторов а" XOЖllO, отиосs: их в :ковв.риавтиому 
базису, пре.в;ставв:ть в виде: 

а71 = � a1ke1 (k = 1 ,  2, 8). 
4 . 

В IW!tдo:м: иs этюt ве:кторов хоор�в:аты ofk вхеи поотоя:в::в:ыП 
индекс k, тогда хак по отuош!'Uию n uuдency i, по поторо.му upousвt:�· 

· iiumcя еу.м.мирован.ие, onu поптраzредиеитиы n вепт�а.м е, и, следо
вательпо, поптравариаптиь� Поэтому, если па.nише:м: :выражеп.ие д.!IК 
;ц:а..цы в виде: 

(32'1) 

то координаты au. длs индекса i, Jt8.1!. nере:иеввоrо и:иде1са, при К&.RОМ
либо nреобразовапии левщ хиож:в.тедеlt е1 nреобра.вуютсн ков'rраrре
.цв:ентио Jt зто пооле.двп; то же са)(ое :ииеет иесто JiiдS. JЩЦехса. k, Jtalt 
переИе1Шоrо :в:иде�tса, npil преобраsовании правш :ив:ож:в:'fелей ek. · 

Эти соображения иоrут быть ооответствеlШо перепесев:.ы :на дпа.ды 
.в;pyroro вида, например: 

(32Ь) 

или 
х - � а�е1е..., (32о) "' 

а также ва тевзоры вuев:тпост:в: :выше второli о хоордв:ваlrа:и:и, ихе:ю-
Щиии бoJiee чем два ив.це:коа; Координаты .цв:ады (82о) иаз.ыва..ютШ� 
с.мсша-н:н:ы.ми. 

222 . . Раs.з:и'Iпые виды аадаиил: диады. lta11. это уже было похn.ваво 
:us. частпои случае диады-единицы, диада оо с:иеша.ввып коорди· 

х = 1J 
а:е1еА (33) <k :-. 

хожет быn. по.;апоо'rъ.ю отnесе:в:а либо к хо:вариаптиоv}, либо R ко:птра· 
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вари8JШ1ому базису. В первом с.пучае :ввпду (22а.) по изиевевив обо
авачевиа ивдехсов имеем : 

Х == � a�g
"

eze�r == � a/'g
i.1

e.elr" �kl 4kl 
Do.11a.raa дл.а хра1.rхости 

и:u:ee:v: 
аи. == � a�g

'1
• 

1 

(3Эа) 

С пом:ощыо втоrо р8.Вевства ntt:жжиа индепс при а� noihtu.A�aemcя 

вверх. Коордив.аты a•1r ;в;важды: КОВ'tра.ва.риавтвы. Сра.:вшmы (33) и ( 33а)� 
мы JЩЦИИ, что И11,Це.JW i в :коор.ци:вате н в векторе изиев:в:л свое 
nоложе:в.в.е. 

. r;це 

Во :второ11: олучае соглв.с:в.о {22Ь) и��:ееи: 

atlr = � afgAz; 1 
с nомощью этоrо ра.зев:ства верхний- и'Хдепс в а� опус,.ается. 

Ес.uи ио.щцвть иs ;циады (32а): 

Ф = � atk
etelt, ik 

(33Ь) 

с ;цва.жды :контра.ва.риа:в:т:пыми коор;цивата.ми, то иож:в.о полуЧВ'tь дt•е 
ра.8.1Ш.чJiые сиеmа:п:в.ые фор:мы этой дпг.ды, смотря по то:му, отпоси11 .11и 
иы левые ивожители е1 или праиые е�< к ковтра.вариав.тво:му базису .. 
т. е. опускаем .ди :мы nервый или второй :индекс в аи.: 

(34а) 

(34Ь) 

Координаты диады :в sтих двух формах ее с.де,цует, :вообще говорн, 
оrлвчм.ь друг от )(руга; .IDIШЬ ДJIЛ: си:м:метричесв:ой диады Ф :мы ииее:к 
ра.веиство: 

ДИада будет определлт'ьсл свопп хоор.циватая:и O.ЦI108Ra;•m:o .uпm:ь 
:в том CJiyчae, ec..llи :мы уСJiовимсл: расnо.иаrать ос:ио:вЕЫе вехторы (т. е. 
ив:ожяте.IDI .циаДIIоrо проив:ве.цени.п) :в то11: nорядке, который ув:авываетсл: 
иццеRсами координат диады; :в случае смеmа.пвых в.оордииат этот поря
док будет обеспечен вiroJiнe надежно JШIIl:Ь при умо:вии оста.вJI.п�ь 
nрот:ав верхних JШДе&сов nустые :места в :вижвем ряду .JЩп,ексо:в, и 
:ваоборот, * либо, хак мы это дела.uв. :в формуJiах (84), nроотавд:НТь в этих 
иестn.х то'Ш.и * .  
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Та.&п обр1!.8011: диада (общее теl!Зор п-й :в&Jiе:итв:осm) определяется 
uou,цu поордината.ми. не вполt�.е, mozдa пап sадание.н одиородноiJ отпо
сатмьпо OCНO/JffiЬIX вепторов фор.мы диада определяется оfЖоsн.ачt�.о. 

223. Преобразовапие диады. Прове.це:м· преобра.зовав:ие диады: 
& вовому базису в:а при:мере диа.цы (32&); ми этого ааиев:и:м ос:вов:аые · 
векторы е1, &2, е3 t1 обоих ря:да.х хнажителей вехторами е�. е:, е: 
., по:мощъю формул (9}: 

Тогда. получим: 

""' k • е, = "'-' с4 е". k 

Ф =  � а4"е е = �  а'"сР е* с" е* =  � а"' еР с" е* е* ,  «k • 1с tkptt 1 р k " 4kp• f k р о 

•о�агаа ДJl.ll краткости 
ф = v а*Р• е* е" """ р tl • 

р• 
.ва.ходии фориулы преобразо:вапин дм иоордиват диады: 

а*Р" = � alk с� с� . (85) 

Если отпесем: диаду Ф к триэдру 11, i2, i8 и nерейдем: с помощью 
�ращеиия или зерпмьноzо отраженил & новому триэдру е:, е:, е:, 
'.ro по.пуч11.м: д.nи n})еобра.вова.в:ии RОордив:а.т АИ:МЫ · фориуJIЫ, &Оrорые 
хогут быть получены и из только что :выведеппых путек соответствую
щей епециuизацви; при этом: ра.3Jiичв:е иежду хо- и ховтрагредиев:т
выхи: еисrежз.ии величин исчез<tет. 

Форхулы nреобра.зовавиа единичных векторов :м:ory'l бЬ1'n> (213) 
аз.пв:саиы uеду.ющик обра.зо:м: 

iP = � cos a � i: ,  
т р . 

r;в;е �Р' - девJI'l'Ь уr.1ов, образуехы:х oeJIJШ обоих триэ,�;ров друг с .цруrо•; 
<rorдa. диа.да. 

переходит в 
ф = � а а cos а.,т cos �- l: 1:. 

,..... р . 

{86) 

• если ма l.рll.т&ооти папишем выражение уа преобразовапв:ой диа;J;Ы 
в виде: 

ф ""' * * * = � атw i, i..,, 
w форкуJIЫ преобра.sо.вs.вия хоордив:ат диады будут: 

(37) 

Некоторые авторы IIOJitsyютcл эти:ии равеиства.:ии для определе
вия ДИI!.)(. 

221. Преобра.вова.иие в�кторв >�Х вроивведений. Теорил: преобра.
аова.вий дает вовкожпостъ nолучить nолное ра.зъяснев:ие вопроса об 
ипвариа.втпо• ха.р&&тере вехторhого nроизведепиа, sа:меqа.телъиое пове-
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;n;enиe хотороr·о при зepJUWibllox отра.жеиип прямоуrо.u.аой OBC'!eJIЫ 
ЕООр)I,Ива.т :мы yze (17) обоуж.цuв. 

Пусть мы пеех трп вектора., отвесеиных 1. &О1!&рпав:тиому ба.sису: 

а ==  1: .:t1e1• Ь = � у1е1, е = � iet. 

Вехторное провзведение двух поеаеднпх ве&торов рааио 

Ь Х е == �  '!/ek X � ie, == �(1/i - y'i') ek Х е1 

BJIИ, еели ввеСТ1!. соr.1асво (11) JС.оитраrредиеит:вые оововв:ые ве&торы 

.,� е11Х е1 = 1 1.1].8t8sJ • 
\ et ell е' \  

Ь Х • = [е,е,е.] 1 :: � � 1 , 
Схешаииое проивве;n;евве :векторов а, Ь, е равно 

:x:t жV а;3 1 

[abej == [е1е2е11] у1 у' уа . 
z1 s2 ;s 

(38) 

(39) 

Такюr обра.sох опре.в;еАПТеJ!Ь, состUJlеииый 118 коор.цпа.т, ие дает, 
.вообще rоворл, объем првзмы, оnреде.11яекой вектор&JПI а, Ь, е; ои 
иu.ае'Iси vерой В'.Юl'О объеха. nри. усо�ови.п, чrо еди.ивцеl объема еауавт 
привиа, определаеиаа: осиовmхи ве&торои. В чаотвОС'l'В, �в ввести 
иовыl базис е;, ocrJiacиo (7), в.мееv: 

Le�e;e;l =::=: {е1е2е8] с*, 

•· следоватеJJ.ьио, oorJJ.acиo (89), f» 
1 1 у?. v" 1 - с• 

.r'l "а \ 
ка& �1'10 оJJедует и проо 118 (fl). 

(40) 

r»*ll i 
!1*3 j 1 

. e*ll ! 

(41) 

Чтобы a:пuorв.1JИJilн пу:rем отвеоrп :вычв0.11епое в (88) ве&rор:пое 
провзвеАе:вие Ь Х е �t осповвы.х овоrе3lа.и е', e!l, ев n о•1, e*V, е*', осо
sва;чu, ;цп 11.ра.т1t00ТИ, пворы 11.а.трвцu: 

11 у1 v' ye l: 
11 �� .... li 

q:ерез X[l)' X[!J' ..\:181 И OOO'l'DeTC'I'ВfiOЩUe обоэв:ачеВИI( BBe,:t;e:lf ,ц.IJI: OИOTeJJьt 
IО()р,цива.т, отхечепв:ых аиа.чваu:u: (*). 
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'l'orдa lJOJJyчии: 

ь х е = [е1е�е81 � е1 х, ... 1 = r�; е�" r I е·· .\111 : 

та.1tим обра.аом ве.Jiичnны te1e1e8J .\1,1 с nоиощъю ro:aa.pnaвпoro nре
обра.аов&вии nерехо,цат :в [е; е; e;J Xi11' ибо вев.'ЮрЫ е1 nоитра
:вариаnтны. Ве.;J.ич.и:аы Х111 сами по себе не ко:вариа.:вmы; :вот JIO�texy 

иs.дексы быдв: с са.моt'О ва.чuа. за.L1КJ•rеаы п· сttоб'кй. НеJJ.II.чв:вы же Хш 
� ,  D 

п • ����- ввиду ра:веист:ва (40) . n  (4 1) в.овв.рJtап'l'Въt, если J) и /У' -
опредедители, состаВJJевиые D3 &оатраво.рnавl"ПЪТХ хоордиват трех ;tюбых: 
векторов (в обеих хоордшlаl·в:ых своте:аrах). 

Чn.сто, а .:и:мев:в:о nри uри:аrе:непи.и щжм.о:·rо;tы!ых сиетех К()�рди
:на.т, :вехтор.ы, nо.nуч.а.ющвеоя прn состав.'lеJпш векториого произве.1евил 
и, С.Jiедовате.льв:о, имеющие воор,ц:ина.та:ии oпpe;rl!.1И'l16.D:П второrо поJн�иn, 
соетавлепые иа коор.циаа.т Двух веttторов, аавьrвают .акеtttМЬны.нrt" 
вехторами и отличают от первона.чuьвых ""мярн.ы...с" .векторов, тю: 
как оп ведут себя иваче np11 nереходе от пра.:вой систехы коор)J;пат 
& левой (ер. 17). ПрпЧ:и11а. атоrо теuеръ. nри при:мевевии произво.u.иого 
ба.аи:са, стала совершепо всвой. ТоJiько r:мв.ожеив.ые ва. охеmавво�· 
nрокзве,цение {e1e11es] (равв:ое д.11.а: чншдра ± 1 и иа1rев:в:ющее свой IIШiк 
при зерuальв:о.м отр�.�JКе:вJШ) onpeдe.•JJtтe.•ш, сосtа.uев.вые иа ко:в.тра
вариа:е:тв:ых хоорднва.т двух векторов, нмн:ются ховарва:нm:ып коор.в;и
иатаии ие&отороrо вектора, А �>сиальиъа1 вс"тор с matr:oto рода ,. прtl
веденн-ы.ми" поордината.,•щ �tt�rм 'Н.с отл�t�ается qm nолярноzо вr�>· 
тора, mozдa na�> aкcittiЛ�'Н.-ыz't er'Jfmop с Hl'i�lщвeдm'Н.Ы.Ut' 1.:oopдuнama.1tit 
8000ЩС НС .МQJIOCI'n uprnt( HOQ/1(J111Ь .1/tl Щtа80Н1Н' ee!f'(i!OJja С точки .9pl!H'I/ lf 
теории п.реобраsовани·й. 

· 
Трудности, сваsа.IШъtе о веиторв:ы»: про.изве..�;е:ние:и Ь Х r., oтn&.в;&JUT 

в случае а.втиеи:мметричеокой ,ц:иа.в;:ы r.b .:.- Ь .. , хотора.��, · ка.к •:ы рке 
rхаэы:во..m (84: и 140), .может быть приаrепева д.IЯ пре,цстаu'ВИJI' ПJJо
щ&;r,кк, опре.цел��:е:м:ой в�в:rора:ип Ь н <', столь же xopomo, ха:к и вех
торnсе произведепие. 

§ 3. Простейшие ;(иференциальпые иввариавm 
22о. Инвариавт!Jоrть оператора. '\j. Отвесем бесхоиечво ха.пыft 

ве&тор о коитравариав.тв:Ьrии хоор.ципа.та)IИ dxJ, d.r9, dx& к nропsвол1.
вому ба.зису о l!.Оварив.вт:вы:ми освоввюш :вeJtтopaarJt е1, е9, е3: 

. dr цlxt + e2d.r' + e.�dxG, 
Tor;:r.a хаие:неапе �xa.1s:pиor� uo.ila · V .  uрп . цере:иеще1пнt, onpe.u.eJJиe

)1'0)( вехтором dr, т. е. вмичвиа. 
:Jv- � d 1 +  o t' а 2+ utF а ·• 
и - u:ct х . iJJ!l .r � х ,  

может бытr. пре;з.ота:в.аено о по11ощью :вваиявоrо бааиса Ео1� е2, е!!, 
Jtax н в олучае nра:11оуrолън:ых и.оордИ1!ат, в 1щце ota.:tпp:вoro про:иаве
девvя (ер. 78): 

d V= ( el � + ез :� + ев� ) · (&1d�t + erP-x9+e9dxO). 



§ BJ ЛРОСТRttШИЕ ДИФФЕРЕlЩИАJIЬП:ЫП ИНВАРИАНТЫ 

Перв.ыn пожите.п.: 

,., _сп�. -1- el !!:. -+- es .2.!. - n V o.t1 • CJ.(' , clxi v • 
ecn. �11адщ•1-1.m ска.:�ярвоrо по.11а 1-'. С.11е.цо:ва.'1'е;п,во, 

д У д J·• iiV 
i"jj;l• (j"jp" . -�-

суть ero Jtовврнв.втн ые коuрцв:о.тъr; и, �JJeдOJiaTt>JЫJOi оператор 

2'75 

п 1 il -1- е д + а (} .  ""' '· d · 
(4-:la) v = е д.i=i , е (Т,;'! е д� = .;;..J е "iiГ 

• 
обJiа.цает фор.11а.tьньмt11 сво!'tства.ми lrXmopa с новаршrнтньмт .,.ttoop-
<ЖnamaJtt•" iJ д iJ 

hi • ijjjjf ' 6.1" • 
() с) " 

СаШ!О;tЫ .цифtронциро118·ИRа g, их• , dXi u:peoбpaay).;ТCJJ ио:втраrре· 

;�.иентв.о х .цифереш�иаJ.а:v: d.r1, d:x:t, dхВ. Верхлпе ви�ексы, поиumщпеся 

n sвuепате .. 1е �. л:s;rsютов, 'l'&RJD[ обра.вок, ра.виоi�е.пtrЬТJ[И о точка spe. 
arr 

Jt'IIЯ теории nреобра.ао:ва.виll в.шкиим JШ:,J�.е:в:е&» в чво.авте.11е. Ава.::10rичво� 
буАет сnраве�иво � в тои CJ!fq&e, если с С&Коrо вачал& uереотавить 
вtрtвие п :в.ижяие в:в..цt>иоы и пре.цота.ввть оператор 'V в ви,це: 

\]=ер� +е11 -�+еа�= � е, .. 0 •  (4-2Ь) """1 � ""' ... "·"'• ( 
Нреобра:�ова.в11е, ва:�ваввое вамп ковар11n.uтв:ьн1, uерево�ит: 

• d d 
• d d е, в �,. .r1 в х ., -L в --:-;г, )  ' i).r: 0;11 • 

а, Jо:sтравгриантвОt' nре011разовапее переводпт: 
t) д е1 в е•• da.·1 11. d.r.�l -· - :в - . • , .UL д:t·; 

11ри �1'I.I!X 11реобразов�mи.ях оператор \J оохравRет своИ ви,ц: 

" о ,  о + д , д  , ., r) , ., iJ  v = c� - """t- &!1 -- - ea - === e] -,. , e2 - •· """t- t"s - , д.r1 дtr2 д.rз д.r 1 0'1'2 да-:� 
М 1 r) + � i1 + 8 д �� r) + ·� 1) + ,. 1 r) 
v = е  iiXi е· o:xf: е � === е а;;:3 е д.r ...,. с · ю;-.. · . д Иа Rona.pиaвтвoc'l'JI С:ИII.во;ков , и ковтраварпавтиооти сич:вс· /)J_ rJ 

JЮв -;;; с.nедует, что прn uерехо;з;е от о;а;поrо бааиоn. к друrо:иу, с :внм 
k . . . . 

вза.пио:му, в:мЕ>ют )fecro с.11едrюm.ие фор)fулъr rтреобrавовапа этих сиf1С· 
:ВOJJOB (ер. 216 (20)1: 

iJ д 
iJ:/C == � Uk:l джJ • 

J, 
�= � ��-ь. А: 1 .,..., 

(48) 
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При npи.41effeuu" прямоуzольиых ?>оордииат и ба.аиса. с треыл 

взаnино перпендпу ларв:ыми е.цив:иЧRы:м:и вектора.ми т�.мволы дuфepeu-
1iЩiGвttfftlЯ преоораауются, "an диферен.цtеалы. 

Б атом случае ииееи: 

"' • д ..Lj д + k д i"' д +j* iJ + k* iJ v = l дii 1 ду д: == дх• ду* дz* ' 
226. Дв.верrеп.цпл: и ротации отв:осите.11ьио проиsво.п.в:оrе 

бавв:са. Преобразовn.:аие опермора \1 1t произвоJIЬпоиу бооиоу позво
лает вычислить для проивооJIЬ:в:оrо базиса. и �иферевци&JIЬ:в:ые ипва.
риа.nты вектора: 

v=�e,t•1, 
4 

и прежде noero div v в. rot , . . 
Смотра Щ) тому, вовьм:ех JIИ мы при этом оператор \1 в форме (42а} 

илn .(42Ь), иы и для дифере:в:цпальньu: и:в:варвантов получим роов:ые 
формы. Тах., 

� 1 iJ � k � мi ov1 Uи9 iJD8 
dfY v = \l• V =  ...,.е -1 • � e,.v :- � -, == -1+ -.+ -:-А •  (44&) • дrс k i дх дх iJw- iJW" 

diY v = \1·  v = �е� д: • � ekJ< = � g,�< :'t . 
' ' к -lk '  

Дли 1•ot v приведем толь&о одну форму: 

rot v = \J  Х v = � е�</  Х �ц/ = [е1е9еа} k Хк 

е1 
iJ 

(lx. 
t•l 

(44Ь) 

et 
:8 

! . а 
(45) д� д:rв ; ' v2 r:B 1 1 

При вы. nмв:ев:JШ ди:фере:в:цировап:ий предпола.rаетоа, что базис д.1rsr 
всех вехторов и во всех точ::к.ах поля один и тот ze. :М:ожпо, одиак.о, 
представить себе мучай (ер. 130, 131), коr,��;а и оа.мые основвые ве:к
торы ивиеннютсn: от точп & точи.е и, медова.теJIЬно, оброоуют поле. 
В этом с.11учае вектор поля и все оотuьВЬiе фу:в:кции поля доJLЖПЪI 
быть оmесевы в 11'.8оЖДОЙ топе uOJШ 1t базису, соответствующеку этой 
точtе подл; эта ОО8Кожвость буде'l' ра.ссм:отре:аа. ШtЖе (rл. 7). Как пере
м:ев:в:ый базис иоав:о бшо бы ра.оома.тр:а:вать р&е оиотем:у трех едив:ич
вых ве:второв в подвижном триэдре (62, 63). 

§ 4. Прил:оmеииа к механике 
227. Пре;�;uаритмьв:ое змrечв.в:ие. ТеориR беом:в:ечпо м:а.лыr иска

жений и С'ВIIзаиных с :в:и:ии упругих щшрsжепий прииадлежи'l' & тем: 
оОластни м:е:х:&Ш11tп, :в :в,оторых прииепенnе косоуr�Нiьных систем коор
.ципат часто явл:яетсsr иаиболее соответствующии xapar.тepr задачи и 
едва лп может быть избеrв.уто. 

Наприиер, коrда, ив иa.кoii-JI:u:бo дефоряируемой среды иыо.а:еnо 
выреза.етм в:епро:оуrолъвый napaJI;1e.Jieп:irпeд и uа,цетсл в основу 
Iiаких-либо nмледо:в'l.в:иJi, отиооищи:хся: к и:ока.жеКИ:JIИ ИJJ:И в:апря:жепи:ям, 
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ваuраmивае-rся :мысль прииевить .цве раз.nичв:ых системы хоор�ат 
o)!.}ly, ос.и xo1opoii совпадают о ребрами napa.nJte.ne1Dlпeдa, и друrую, 
оси xoтopoii: nерnевдикулярв:ы :к. rравлм nара.л.nелепипеда. При ваме
жащем выборе :масштабов мы тахим путем приходим х взаим:п:ым осиов
ны:м систе:ма.:м. Разные rео:метрпчеохие и :механические величины, иrраю
щие рол.ъ в теории упругих псхажеиий, раопре.целнтон совершенно 
естествепво по обеи:ы системам :координат, еми :м:ы будем: стремиться 
noJtyч.un. воsиожв:о бодее nростые выражении и избежа.тъ введении 
ооновпых :м:етричес&их величии g1k. 

Нижемедующие нсСJJ.едованин 11римыхаm к гл. 5, § 2, 3 и 4. 
228. R'оэфициеиты исr:ажеиив. Отнесем окрестиость ха.хой-либо 

точ:и.и. в .Цефор:мируе:мой среде х tрО'Itэвмьпо.му ба:тсу е1, е2, е8, основ
ные векторы Jtoтoporo удовлетворsr:ют лишь тому ус.nовию, что они суть 
P.дunи"tn·ыe ве�tторъ&. В этом уСJJ.овви нет схОJI:ыtо-нибудь зна.чите.пъноrо 
огравичеииsr; tа.ждый базис путем простого изменения масштаба :иожет 
быть nодчинен этому условию. Ве:s�ор:ы же взаю1воrо базиса е1, et, е9 
в таком с.nуча.е уже ве будут единичными. 

Отпесем бесконе'IUО ма..nый ра.диус-ве11.тор 1t ба.зиоу е1 1  е2, е3: 

dr = � d:c1 е,, 
' 

выраже:пие ДJISl диа,в;ы деформации, отвесеивоit :к взаимному базису, 
напишем в виде: 

(46) 

Тоrда. выражение для ,цеформации, отвесеивой :к вsаи:мвоку базист, 
будет: 

dv = dr · •  = � ··�dx'e"; 
1/с 

коорди:ваты ве:ктора. dv ttовариантиы; nOJiaraя dv = � dt•,.e�, будем иметь: 
k 

dv}j = �· a,,jJx1 • • 
Чтобы ра.Сitрытъ фиаичеоttий смыс.п ве.пичии а14, помножим (46) слева 

и спра.ва. ва. два. одива.&ОВЬIХ и.пи ра.в.nи'ШЬlх е)l;и:вичв:ых вектора е,, е., 
•о.пучае:м: 

s" = ej · • · e,; 
•,k == а,., = е� · • · е" (i =1= k). 

Corл�no 184: (49), sfj суть pactu.ttpenltЯ в ва.uраuевпи едиииЧИЬiх 
вехторов е,; oorJiacпo 184 (50), '•" связавы с tiСJСа:ж:епия..ни умов (е,, е.). 

229. Rо:мповеиты иn.првасеиии. Отнесем единичный вектор вор
мци n 11. базису е1, е2, е8, который nусть опить удоuетворнет ус.nовию, 
что е1 ,  е2, е8 - единичные веttторы, а диа.ду иапряженин � х вза.имному 
6азису е 1, ее, ев: 

ll = � ·n1e1, 1 
� = � oue'e". ilc (47) 
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Тоrда. еоотве:оотвующее иа.пра.влеW!JО 11 cpe)l,lfee иа.пря:жеиие бу,11;ет: 

v f k 
р == n. а .... .tf./ �::1,." е ; fk 

JЮорциаты :ве&тора. }) = �1Jke" 
р" =�а1 .. 11 i � 

коварваnтвы; раnьше {218) :м:ы уже ухаш:во.хи ва преи vущества. таиого 
способа. предста.вАеиия сВА. 

Чтобы расRрыть физический см:ым веJ.IИЧИR oik• вычиодим иа.пряже
иия, приложеиные 1 пАоскостям: трехrра.в.в.иха в.оитра.ва.риаитвоrо базиса, 
т. е. к п;хоскоотям, перпеидихruр:и:ым х оов:овиы11: (е;J;ипичвы:и) ве&то

ра:v е1 , е2, е3 хов�tриаптв.оrо базиса.: 
,., " 

l) == et • " = .tf.l alke • tj k (48) 

На.прнжепия р81, так:в:м обрааои, раа.uожев:ы в:а. ко�шовев.ты uo иа

пра.:uев:ияы основв:ыs векторов Rоuтра.вариа.вт.воrо базиса.; а,"- их иоор
дпна.ты. Из коипоиевтов a�Jr.ek вапрв:жев.иа: Р.1 дnа. (k :f i) Jiежат в пер

пещи:ку.пар:аой R вехтору е1 п.u:оокости и, медоватеm.ио, яurю:ооа: сре
зывающих• на.пряжев:ия:ии; третий же uмпоневт :�не1 не еоть иормалъ
nое папряжевие. Умножая: (48) окuярво па ем мы uолуч.п:м выражеви11 
ДJIЯ :велиqтш ::11k: 

a,k = Р., ·  ek; 

uомедв.ие яuяю•J'оя, тави.м обраsо:и, 11роекцив::ии на.rrряжеиий 1•,1 в& 
напра.:uеW!а ek &О'Вариаптного бааиса. 

Чтобы по.1у'IИть уеловис равн,овесия [196 (75)] в простой ox.ua:pв.o.ii 
фор:ме, отпесе)r CDJII .F так )1\е, ьii.It и :::�, к ко:атрава.риа.атвоиу базис у: 

}' = l:Xke\ k 
а оператор \/ - R ковариав.твои�· базису: 

\/ == � е� / ; 
i .! . 

тоrда �·мовие равв:овеоик будет: 

uи 

� [ рХ11 + :E:;1k ] ek = O: 
1 

(4!1) 

ов.о распадается на три скалярtliЫХ равенспюа, t•остроен.иых точно 
так же, 11·ап �� равr'Нсmва [197 (82)] в прв.tlоуtоль'Н:ых ��:оордипатах: 

у + � д:r/k о P•'"k ,i;,; in: =- · 
t f 

(49') 
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230. Завов Гука. В 203 (92) хы приПLiи & роевству., •ыра.ж&ll
щеку общиl аахов l'ука: 

о ==  2tu+ Ь11. 
�:C.ilв, прв.хеШiя пропsв0.11ьвьdi базис е1, е', ев,. пo.i.ir ·sи», 11.a.1t к 

в 228 (46) в 229 (47), 

1 - � g,te'e", 
"' 

:�.·о равеиотво, выражающее за&ов I'ука, распt\Дето11··иа пrеоrь сп.парвыж 
ра.вевотв: 

8амети:м: при это к, . что •r = 1: ·�.-е 1 • е" = � •нlllk. 
ik "' 

(i, !· =- 1 ' 2, 8). {50) 

НеоsОлько бмее простые равенства кы пмучак, ео.ш, поJ1Ыуаоь 
сиеша.ввы•и хоордииатuи � и � (которые ве Реют МОJIЬ простоrо 
смысла, Rax от и •11), вапишем выражение .цu .циа,ц в ви.це: 

Тоrда рi!.Вевство, 
вые ра.вевства.: 

где 

о === 1: O:eit'k' 
fk 

а = :Е <'е1е", i1l 
l = � e1e1• 

1 
выражающее за&ов l'ya.a, расuада.етсв: ва cкa.ilap-

о: =- 2!'1: + ).а1 ,  
o�==2�LSt 

а = � ake'·e = •1 + •� .�. i ,,.. � k 1 :t -

(51} 

(52) 

Ра1Jенсш1а {бl) в (52), sat�·ltoaннш· о no..ctOЩo'IU о.нешан н.ыJJ �oopдu
·lf,am диады. s, построены точн.о ma1ttr.lf JIOc oбpaJJO.If, t>a�> и соответ
ствующttе ·и.lf равсн.ства в t�ря.мо!flольноli C1tcme.lf8 поордииат. 

281. Iloreвциu. ')'It!Jfl'MTB. В 207 (98) J(Ь1 вашп выра.zевве ДJJa 
потенц118.i1& р1руrости: 

1 . II = i � ' · •· 

Ши вставвэt сю;ца. вырашеввв: ,ц;tв: диар. � и • в ховарв:автвых 
xoop)f.иnaтai [(47) в (46)]: 

� = :I au,e'e�: а = 'У. а1.,.е'е"', 
ik rm 
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п 1 � lmJ<I. 
= 2 � 0u81т U У • 

lk&m 

{ Г.:t VI 

(53а) 

бо1Jее удобmе :выражеnя :иы в:айде:м:, если вотавих . выражеиие ,J.JIЯ 
о,цв:ой из этих дпад .в хош:раварвав::rшп :в;п:и выражепвя ��� обеих 
хаа.д :в о:кеmавпых кoop)J,ИliЭlfax. Эти же выра.жевия иожв:о по.;а:rmть 
и в:епооредот:вевио ив (58а.) пуrе:и дпув.раmоrо по,цви:иавия индекса: 

(58Ь) 

uи 

(58с) 



ГJIABA СЕДЬМАЯ 

ВЕХТОРЫ В РИМАНОВОМ ПРОС'fРАНСТВЕ 

§ 1 .  Векторы в точке риманова nространства 
232. Вевторы ПС)верхвоети. Гео:м:етричеокие веJiич:ииы, оuре,целеи

иые в R&ltoit-JШбo точке пекоторой повер:mостп, :могут быть названы всп
тора.ми в n.oвcp:mtocmu, ИJIИ просто ве"тора.Анt ·noвepxuocmu в з:ом 
о.аучае, ewt ;ц.ци JJX С.llожепии и:кеют :место те же законы, :как и ��� 
с.цожении векторов в обычво:м: ( "евuидово:м") трехмерном uростраистве. 
В Jtач:естве та:&и� бесконечно ма.цых векторов повер:mосТ'И :могут с.nужить 
прежде всего направленвые Jiпнейвые эJiемеиты, которые дежат на ве
ltоторой поверхности и исходят из одной какой-либо ее точки Р и в то )Ке 
вреи ЯВJiиютсн бесконечно малыми вектора:м11 содРржащеrо эту по:верх:
:в:ость трех:м:ерноrо евплидова пространс'rва.. Сложение пнейвых: эле
»ентов, ис:rоднщнх ив о.цвой тоЧRи, про:ивводитсн по прп.вила:м с.Пожевин 
векторов. Поэтому :sаждый исходнщи.ii нз точки Р бесконечно м:адый 
вектор ds поверхности 110жно разложить ва компоневты по двуи за
;J;М!НЪПrl ваправ.'Iевиим:, лежащим в этой поверmости II uрохо;п.ящии 
через эту же точку Р: 

(1) 
Если вве.цеи на по:верmостп два се:хейот:ва гауссовых параметриче

схих кривых 1�<1> = oonst., •<s> = const., то ве�tтор ds, который хожво 
расоиатривмь как ивиеневие радиуса-вектора точки в пространотве, 
:кожно представить в Bifдe: 

d дs d l + дs d 2  Н = дiji 1� диз tt . 

В такои случае векторы 
дs дs d1s = дu! dиl, d2s = iiU2 d1t'J 

яв.uиются бес:ков:еч:в:о иалы:ии :ко:мпонев:та:ии ве&тора ds. 

(2) 

м дs d дW и 01,2 суть поиечи·ые ве-�>mоръt noвepxuocmtt, поJiучающиеся из 111 
и d.fi путеи перехода от .цифереицuаJiа к проиввод:в:ой. Если вве.це11: 

д& дs 
дiii = el и дi42 = е2 

:в JU�.чecтJJe осиовиъtх веJ>mоров ·н.спотороzо базt1сп, 
dll uри:иет вв,»;: 

то выражение Д;JSI 

(3) 
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BaJuo е1, е11 omttocumoя лишь n вс�тора.и, исходящ им из точ��:и Р. 
Во вОJШок случае в:евоsмоашо отвести все .uекторы Jtонечвой части по
:верmости :к одиому и тоыу же базису. 

qтобы иsобразитъ ковечны,ii веRтор поверпrоотп, хожно, иапрnер, 
на rео.цезаческоl ливи.и, прохода:щеli через точку Р в по.пра.вJiевии СО· 
ответствующего бес&оне'Шо м&.Jioro век.тора, от.11ожить отрезок, ДJIИИ& 
котороrо ра.в:ва. J�одужю вектора., ках зто уже окав&.Jiосъ полевJIШ( при 
раосхотревии векторов щаро.вой поверmости (154). О.циuо в:цо под
чер:квуn., что адесъ pr:•tь идет лишь о -гео.ш.'mри•мсюой иллюстрации. 
ве".·торов 1i08t'Jднocmu, а не о тапо.н npeдcmaeлettu·lf, 1и:с, nomopoe эхfИI· 
валентн.о 1�р<'дставлеtt11·Ю вею1tоров в еt11tЛ!�дово.м простраи.стве с ШJ· 
.мощъю 'Наnравлею·tых оп�ре.3н:ов ttлu посту·п.атмьн.ых 11-tре.мсщен:ий. 
В самом деле, можевие векторов поверпюоти иеJiьзи предtirявить с по
мuщъю СJIОЖевия rеодезичесиих отрезков, так как сJiожевие этп оrреэ.· 
ко:в ие хоииутативио. 

233. Преобрааов&RIIе веliторов поверхJЮетu. qтобы ввести: rю· 
вые ocвoвiJ:r.te векторы: е�, с;, расс'lотриv: новую систеит rа.уооо'ВЫХ 
па.ра»етрич:есхи.х кривых, R&праВJiевпя которых в точке Р да.;цут ва11. 
в:алраuевтr иовых оововиых векторов. Стярые па.ра11.етры u(l), и1��> бу
дут тогда. . фуmщи.пии ио:вых параметров tr.'"<11, и*<э>, и наоборот. Ииееu: 

(4&) 

Эти равенства ;�;ают преобраво:ваиие r.оордв:нат dи1, d.1t2 юtи: dц*l, 
d1t*11 вектора (8). 

Точно та.t> же пояrч.п:11: 
Qll tl8 дt!*1 1 т; 0•1*! 

dUi' = du*1 дii.l 1 au*i д!� ' 
UR д& 11"*1 дjj c}ull<' 

Oiif = .r;;;i дut + ди*2 ()i;i 
и обратные фори'fаы. 'Га.& ка.r 

с}� дs 
дiii = 1:'1, hi/2' = Сз, 

будут две пары основных nsторов, то для их преобрnзовавия ихеют 
•�ото форм�·лы: 

ilu*l ,. , . tiu*2 ." " дul + c}u1 , 
et = дiii' e• -r "dU1 e2 :  et = OU*i el dii*i ea. 

ди*1 * дt•"" ,. .,.. Dl•t дt� 
e2 = дiii' е1 + ди� е2 ;  e2 == дii*i e1 +'д'i&i2e2• 

(4Ь) 

Преобравовавик (4а) п 4Ь) коитра.rредиеиrRы:; тем caю.nr охов.ча
те.:�.ьв:о усtавов.аев вехторный хар&Ктер оnре;це4ев:в:оrо . иа поверпостv. 
веп.тора: 

(б) 
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на t�оверхност и ,  "оорди-н.аты 'fOriHtpoй vl, w;ll преобраауются, ,.а,. 
d11 1 , duR, т, с. tilmtnpaвapva�m�o, .t.ы будем �аащаm• вetimopo.м 
1�oвep:mtocm и .  

Параметры пщ, u<2J саuи преобраоуются ?t c  та", к&R их .цифереи
цва.'lы, вообще rоворв, )l,aa:e не хвиейио; вот поче11у они обозиачеиы 
с помощыо вер:mп:х ив.це:ксов, закх.ючевиых в с:кобки. 

234:. МетрИt:n. иоверхноr.тн. Окuнрвое пропвве.цевве двух за,.цав
ных в точке Р поверхности. векторов :может быть опре.це.иеио, ес.ии 
рассматривать эти векторы Rlttt бесхо:uеч:но :uuыe векторы трехмер
ного пространства. Тап, в •Iа.ствостп, сш�, .. 111рвое произведение вектора ds 
па саиого себв: 

(6) 
,)1.1\еТ ква,;�.рат Л11нейноzо мс.ч<·нта uо:верхвостп, тогда как сха.Jiярвое 
проuзве.цевие кав.кх-.ив:бо двух, всходящих из точки 1' бесхоnечво ма
лых векторов ds и d's поверJвоuти (:которые KOl'}'T и ве совпадать 
(J направлением пара.хетричесхих кривых) служит .цля опре.це.пеипя: 
}'Гла 1) 1tежду пои: 

ds·d's = ds d's cos &. (i ) 
EtJ.1И вве;r,еи д.uа: с:каJiярвых проnsведепиii освовв.ых вехторов е1, е2 

прюtеневвые выше (216) обоэиачевия: 

е1 • е1 = Uнi el · ем =  Uн.1 = Ys1; е� · е, = gw, 
ТО д,;lll liBЭ.Дptt1'8. JIИ:В:е.Й:В:ОГО l!.ii6)16:В:T& ПOJJfЧB:\1 ОСНОВНУЮ .мemp1tЧeCN,I/IO 

if}/ ']Jirl !1: ds'J = g11 (d,u1)2 + :lgн1dttld�t':l + goj'J (d·u':l)2, (8) 
а д..пл скалвриого проиэве;�.епия двух ра.зл.ич:юо�х веnторов - ее пмяр
'Н!/Ю фор.му. 

С помощью вве.цrиных выше (4:8) oбosaa'leивli Е, 1!', а для ко:-�фп
циевтов осв:ов:в:ой :ыетрitческой формы пмуч:и:и: 

as2 = Eld"1)2 + 2Pd1t1at&ll + G (att.2)'J. (s'> 
Попы1•ае:ися предстоить J:ва.драт линейкого эле:иевта. (8'), как 

и св,млtдов линейвый элехепт, в виде сук11ы хвадратов: 

d1<11 = dx� + dy'. 
Это В08)IОжно сделать в каждой точr.е J'. ДJIIt wroro иу:и:во .;IПШЬ 

вместо общn:х парахетрических кривых tt (l) = coпst., t&<�> =- const. выбрать 
две сиетекы па.ра:��етричес:ких :крпвых tt = co11st., t' == const., перпен.цn

ку лярвых друr к дР)'ГУ в TO'lJte 1'. Тогда ква.цра.т линейного эле:меита 
примет вид: 

Полагая в BTO)I рnвенотве 

clJ.• = VE d·u , dtt = VG d1·, (9) 
мы и получим )&елаемую евкJiидову форкr. 

J[empuкa люооit uoвcJxrн.ocmu в onpecm?tocmu иаждой ct' то•"'" 
является, таким образом, свклt�&овой, для всt-й же 11oвepxuocmt& в це· 
ло.м .ftemputia, вооощ� говоря, t'81Mttдoвoil не будет. В самох деде, та.к 
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ttait Е и G фув11.nпи t� и t•, то dx n dy в:е явля:ютсл ,ци.ференциа.ла:ми 
.цвух в:еза.внсимых: переи:ешrы.х х и у • .Лшщ;. .ц.u.а: ос.обых по:вер:шостей 
:возможно выбрать параметры t� и t' tt&i& фу:mщии u<t) и u-12) Iax, 
чтобы ура.:ввеиия (9) ста.uв: иитеrрирrе)[ЬIМИ. 3десь еще ве.11Ь8Я ус'l'а.
иовnь критерик воаможвооти та.&Оrо выбора., т. е. иритерии существо
:ва.вм евRхидо:вой :иетрпв.и ддл всей повер:шоотп :в цел:ом (ом. да.хьше 266). 

23i'J. :МвоrомерRЫе пространства. Пара вв:ачеиий двух вева:висим:ых 
переменных u-(1), u(2) опредеJ.t:.в:еr точку поверхвоотп. 

Точв.а. обычпого (е:вuидова) пространства определлетса тройкой з:в:а
чевий трех в:евавксимых пере�rе:в:в:ых. (прлмоуrольнъrх или !tривоnней
вых: . ..коордпдат). 

Обобщ&JI <:�тот способ выраж.ения, rоворят, ч:то система значеии:й n 
иезависи:и:ых перемев:иых u<11, 1�<21, • • •  , u<"'1 определяет "тоЧitу� n-»ep· 
ноrо nростравотва. R,.. Величипы t�<1\ и12\ • • •  , 1e<n> ив.зываютсs: коорди
иата.tт точхи. 

IIycrь P (u(l), u<2), • • •  , 1�<n>) u. Р' (u.(1J +du1, ,,<21+d1,2, • • • , u<n>+ att'')
двe соседних точ&и. в R.,; прира.щевп du.l, du� • • • .  , du" мы 
будем рассматривать JtiШ noopдt,?t,amы бескопе•tно мад<nо paдuyca-ee'Jf· 
тора в R,., идущего от тоuв: Р :& тоЧJtе Р'. В ов.ави с 9Т11М бесRо
в:ечпо маши радиусом-век1·ором мы введем пов:.в:тин, которые о:ве,цутоя 
R уже введенным нами выше пов.лтинм, если пространство в.. будет 
предс!авлятъ собою поверхность или обычное трехмервое nространство • 

. Длн этого отвеоеи радиусу-вектору, который Ш.I будем обозкачать 
через ds, экстенс:иввую величпву: 

(10) 

n велиЧИR е1 (i == 1 , 2, . . .  , n) мы будем ва&Ывать ОС'Н.ОО'Н.Ы.А�и ввкто
ра.ми в точ:&е Р проотрапотва. R", совокупиость их - баэисом, :к коrо· 
ро•у отвесен бесttОв:ечв:о ма.х:ый ра,ци.ус-ве&тор ds. EcJiи вместо пара.-

<'> ( . 2 *('> ( . 1 ) •етров и � == 1 ,  , • . •  , n) введем новые параметры и � = .. , 2, • . . . n 
&aR фуmщви и<'1, то :мы доШIШЬI потребовать, чтобы бавио, состоящий 
из векторов е1, :м:оr бы'l'.Ь за.ме:вев: в:ов:ьu.t бв.зисо:м е: ТЭ.I!.ИМ oбpaiiO:v, 
чтобы выражение (10) осталось :иавЕ!риа.:втnы:и, т. е. чтобы ииело :иестu 
равенство: 

(1 1) 

Лреобразоваиt�е &иферl''НИ,�i-адов пара.щ•тров опреде.пяетол аваJJ:о
rичво (4а) равенства:мп: 

� ·  au' � 1 � дu*i k dt� == "'-' j:j{-�<1< du* ·; dtt* = "'-' du . 
k k 

(12а.) 

Фор.иуды преобрааован,ия бaJtlca мы полуqв:и, вота.влnя, :вапрв:мер, 
0 2а) в (11)  и :Jа.теы переставлил ищекоы i и k: 
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� ды*k � iW,I/i 
е. = LJ е! ; е� = '� -- е��'. - ои' " • - ди•• k k 

(1 2Ь) 

Преоораэоваu!/А3 основн:ь�.1: вехторов (12Ъ) nО'Нmраzредиектко по 
tтrоше:ни:ю s прео6ра.аованию д#ферtЖциалов 1�ара.метров (1 2а). Пер
вые мы будем иа.вывать поеариакткы.ми, пocJJe�e - t>О'Нmрава· 
JЩlf.KmK'bl.AIU, 

Экотrис�f6'КУЮ вrли·�ttЩ! 
v = � e.tJ1 

' . 
(i = l, 2, . . . , п) ( 18) 

.Аrы оудем иа.1-ывать встnо1>о.м :в R", соли система величии v1 nmmpa. 
!!ариа-н,тжс. 

236. :М:&трика. в R,. . Опаляриое t1powвeдewue двух веttторов в R,.: 
v = .:f e,v', yv == .:f e1w1, 

JIОЖВО ввести следующим образом. Преж.це всеrо оирв.це.1lШl CQJ.Uip&e 
проивведеnия: ос:аовиых век.торов тек, wo припишем: их с:кмарв:ые 
чиолепкые аааче:аия:: 

(14:) 

затем потреб1·ем, чтобы имел место }(JIJI Jiюб'ых векторов fhlcmpuбymuв· 
1-!Ый зак01-t, откуда иедует, что 

И.1R 
\' • W  = � g1"v1ui. f.k 

(15) 

Д.Uл ::.того прощеде:вил lUI:eer место и ";o.мJJymamtюnый aattm; он 
ие.11.ует R& сnра.:ве.п;,пвооти: в.ох:иу'rа.т».IШ.Оrо sа.и.о11в. дли окыар11ЫХ nро
изведенвИ ооно:виых :векторов (14). 

Схылр:аых проиаведе:нием можво :воопоJIЬ3оваlrьсл для et1eдencuc 
.мcmpu",:u в R,.. Будех пршrиоывз.тъ nan.paмeн.11.o.tty .л.икейн.о.му эле • 
.ме·пту 

ds == � e, dut 

aлu"''y (\fодуль) ds, опредежа:е:v:ую равенствах 

ds!l = ds ·ds = � Utk du1 ilu". � (l i) 
Далее :мы бу.цем: rовори'l'Ъ, что два. липей:в.ы:х i:IJiexeнтa. образrют 

.11РУГ с друrоу уzол &, опре.целлеиый равенством 

d1s a...s cos n == d1s •dgs = �g1il1tl·1 d2u''. (17) 

Rвадратичиа.а: фориа (16) иааыва.етоа: основной. .мcmJ?u•и?c�toU фоj1· 
.МОй, бU:JIИB6ЙBIIЛ форD (17) - ее ПОJtПрИОЙ фopxoJi; Вf!J1ИЧИ:ВЫ g�k Иll.• 
аьrваютси воэфицпеитами основnоП метрnесвой фор'.lы. 
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Оов:оввм хетраческа.а фор:иа. обычно J )  пре.цпола.rается онредr:.tенно 

пwаожителькоt1, т. !:'. выра,zеиие .1;ШI d";.t., пре)!;пол&rаетеа :всеr.ца. UO.JI()o 
�ите.nышv 2), Тогда во :ВШIItОИ с.11уча.е Uиgk� > g1� д.1111 всех пар раs
:�ичиы:s: звачеииit i, k .  

* Ибо, выбиран 'IaRoe cls, .1..1111 котороrо du1 и du.k ароизво.n:вы, 
а. ОС1'8..'1ЫIЫе dt�• равны B'f.ii:IO, ПО.JI)"ЧИХ: 

ds · tlf! = 9u(dtt1)9+ Uю, t,dи1J' + 2g1hdte1duk > О, 

что :воэ:м:о:юю то.3�О при отрицатеJIЫJО11 mаченпи ,:J.Всвр:в:м:Jtв&uта этоl 
�tва.цратичвой форжы * .  

Но тогда. п 

т. е. 
� g,hd1u d1u/' � g1kd2"1 d21'k :? (�g1il1 u.1 d211.A)2 

j i.JOS 8 !  ,.;;: 1 .  
1 17') 

* Ибо, перехо,!(в к юовоиу освовно:иу базису о;, выбрtt.вво11у так, 
"!Iо6ьт 

1) В теории 0TIIOCJIT6J:IЬIIOCTИ ЭТО 118 T&R. :1) Приве.це и без докаsате.ttьотва
. 

вритерап того, •то 'КIUOJНlmllчiiOJJ фор14R 
JIМяется Qfl.peдe.te,.no no.roJIOti!Шe..t�>нou. Расокотрим к.ва.цратичвую форму: 

f - tau,rervk · (it k - 1, 2, . •  ,, п), ilc 
11 вpe.цпoJtosrtк, что она с nоtо(ощью :хви�йиоrо. !ll!еобрuоваииs: ие vоает быт.ь 
•рв:ведеиа к форхе с хевее чех 1t перехеиньаrв:. Тоrда опредеJtвтеn 

! ан а1� <lts ' • • fi'J п 
q2� f'n � . . .  а,,. 

D,. = !\11 O'J:! ":18 • • • аа" 

ие котет рав11ятьоll иу:rsю. Оосrаво теперь nоо.ttе�о:ватмьиооть оDр�де:tи· 1'6Jit'Й� 
a1t j ;  
IIJt 1 

.цо Г>". 

ПредпоJJОЖIIК, 'ITO пи одпtf nэ эrих опредезrиrе.пей не равен иу.'l.ю; а 11JIJ� 
чае ВУЖдьt ЭТОГО II.ОЖИО ДОСТИ.ЧЬ О ПО110ЩЬЮ BOIIOMOГ&'I'6J!Ъif0J'O Преобраэова• 
ИIUI • .t:.ми вое опре.цепвте.:rи 1>1• D2, . . . , D.,. поJiовате;sьиv •. то форма f иааы-
.ваетсл: о11реде.Jfеино по.•rожпте:tьаой. . 

С помощью JJИRellвoro преобравовn.иая оиа. хож'УI' быть nри ве.:tева 11 t'I'O)I 
�·"')"lae к вид)": . 

.1: у» · • .v: u;, 
f = -л + ..,::.1"... -r- D D + " '  + :zг-D ' 1 D1 D2 t . з 11-1 ,. 

11 кото!'lьtА вхо.цат толъко чnстn ttв�др11Т11чаые ч;,еаы, 11 притоv с nо;;о:�и· 
N.n.аьtки хоэфициеатахч. 
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:кы перепишем это вера.веиство в с.аедующей форме: 

g• и* (u •)2 н �� > 12 ; 

28'7 

соuоставдяа: форм}'ЛЫ (1 i) и (17'_1, пoJiyЧIOI, ч·rо * yro.a 11, таки:м обра.
sои, всеr;в.:а. действитеJiыmD. авu равенства. виеет хеото .аишь в ток 
''JI}'Ч&e, :когда. .1.1ИиеihJые ЭJJеяе:в:ты одива.ково папр8&11епы (d1t�• пропор
цио:в:а..пъ:иы d2t�1). 

Iiва�ат ли:в:е11воrо 11ле:мевта (16) в каждоИ �аввой точке может 
быть nредотЬllлен в виде: 

ds2 = � d:r1!1 ( i == l,  2, . . .  , 11). 
Но дnфере:в:циwы d.x1, :ка1t уже было ааиечево иа при:мере по

вер:rвоотJr (234,), вообще говоря, не Dтеrрируе)(ЪJ, Таким обраао:и хота: 
иростра.вство lf,. в бесконечпо иwoil окрестиости ааждой тоЧХJI иvеет 
"ев:к.пцову" метрику, в ков:еч:в:ой об.пасти хетрика, :вообще говоря, :в:е 
еввJiидова. Е0.11и евк.пидова хетрика. имеет место в коиечиоА обла(•ти, 
то пространство вмываетсп: егплидов'Ы.м, в протиР.'/!0)[ же cлytiae ово 
вавываетсн рtt.ман,овы.м 91ростражтво.м. 

· 
237. Вваимные rис·темы. !\.роме ба.sиса е1 (i == 1 ,  2, . • .  , n) опре

.J.елиv еще в_тороft, ВЗ/1.11\IПЫЙ с пим, бв.аис е1 с поJlощью равенств: 

f'1 • e'' = O ;;rJiя i ф k (i, 7.: = 1 , 2, . . .  , ,,), 

е1 ·е1 = 1 .  (1") 
.Ьв с:кА.JIЯриых проиаведеиий каких-Jiибо д:вр: ословnых веиторов 

о;�,пого и тоrо же ба.sиса введе:м: те же ,обоввачеиия, что п выше: 

е, · е" == g:" = 9ы• 
е' · е� = ik = ok'. 

};OJiи отнесем вектор v к. обеии освовеыи системах: 

'" ==  �t..'e,, 
,. == � , ... е•, 

(1 9) 

(20) 

то формуJJы 11реобро.зовапия :координат этого вt>ктора хы по.аучии, 
}11ПОЖQR (2()) С!IА.11ЯрПО COOTBE'ТCTBeimO Н& ek И e

k
: 

� ·  1 
r.k == k g,kl.' . 

(21&) 

В(Jrав.алл t � la) в (20), нолучпУ фор»rш Jtреобра.аовап•ш оl.'новлых 
векторов: 6k 

= � g
lkf'

,, i 

eh == �g,ke•. (21 Ь) 

Ив (21 а) и (21Ь) c.ai.'.Цft''J', ка.к п в обычвом трех-мернох евк.�tидо
:во:м проотра;встве (21б), что осховныr векторъ' дву.с вaatt..teнъ�.v CtiCI'I'Ie.н 
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дp!Jz ,. др!J�У поптраzредиентпы тап JIOe, пап и соответствующие 
поардипатъ� в�тора, ттда пап осповкь"� вепторы одкой cucmeJt� 
1{о�редие-нтпи по оm'Н.ошеиию n поорди'Н.аmа..н вeltrllopa во вза�r..к'Хо-4 
сt�сте..ке. 

ЕсАи: отнесем бесuовеqво :иалый ве�тор 

ds = 11 е1 dи1 

х контравариавтпо:иу вааи:ииоvу базису} 

as = � e•dttl, 
<.ro :между .ци.феревциыа:м:и du1 и d·и1 бу.цут икетт. место ооотиоше

вия, аналоrпtUIЫе соотв:ошеиияи (21 а). 3аиети:м: при wrox, qто беспо
н,еч."о лалие ховарщtпmиые поордипаты dи·н 11оабще 'tоворя, не ямя
wтся tmme�pupye..ны.мu дифер(Jн,циала..нu; Оrраии.ч:епие ИRТегрируе-
•:ыии )l.ифереициыа:ии du1, т. е. коорщmатмш :в первоиа.qu:ьио:к 
<Sам:се, не в:ВЛJJетса сrщеотвеиво необхо.цвиык; все же это orp8JIJiqene 
упроща.ет :многие выкла.цки. По этой прв.'lИПе медует предпочесть AJ14 
:м:в.огих цмей nервоиач&.Jlт,иую форку (16) выра.те:в:/UI )I',Jia: ds. 

Умв:ожu (2lb) спа.лнрв:о ооотве'Iотвенио ва е1 и e1J по.11уqии еоотао· 
шеиив:: 

11 91�· Ua = О 
' 
� u'k·и�� = 1 .  

' 

Ck Ф l), 
(22) 

Коэфициевты g•�< н.мнюrол, тапи образ'Jм, uри:ве)!;енmип YИRopa.vi 
оnре.в;митешr, оосташtевиоrо и.в g11,, и иаоборот. 

238. Ии:вариаиты в R11• Ks.x в трехмерном евRJtидовок, таs и в ри
мановом nространстве 9raJIOдor въ,paJIONt1t!1 вttда � а."�1 есть �tnвapuanm, 

�ми а1 обоавачает sоRтрава.риант:вую, �� - ко:ва.риытnую симеиу веи
чин. Доказательство Э'l'ОГО :ве отлич:аетол от nриведепиоrо в 219. 

Пока:жек тепер:r,, что с�>ал.яриоr ttpott.aвcдe?щe двух ветпаров есть 
'tmвapuaum. 

Относя вевторы v п "' It кова,риа;втво:м:у Ji :s.ов:травариантв:оvу 
6азвоу: 

JIOJI}"IИJl СJЩ!(�10ЩИ8 ЧЕ!ТЫре форИЫ CRaJIIIpHOI'O ПpOR8ReДt'HRH: 

Ье средние п:з в:и.х шrеют ха.рак•rер:ный для ив:вариа.н·rов вид, что 
п .-оказывает nрнве.цевлое nыше nодожепие. Первая и помедп.я:н 
форхи подучаютоn из t\TJII форм: путех подпитии и:ди опуока.вин одиоrа 
й::: и:в.цексов. 
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В частноств, ооно:внал: иетрв.чео:кал: форма может быть предстаиена 
в 0.11едующих :виды: 

ds'il = ds·ds = � g1"du1dи" 

= � du1du, (24) 

= � gudu,du". 
Каждый :nettrop ., - проотеimап нecxa.upnu юrва.риа.втнм 

'lmra. - может быть представ.лен в следующих видах: 
V =  � e1v1 

= � e,gиrv" 

"""" � e'g11,v� 
= � е\,,. 

:вели· 

(�5) 

Точно так же, ес.ш опреде.лвтъ :веопре,��;елевное (JW&poe) проВ��Ве
,J:евие двух :вех!'оро:в та:квм ае обра.вои, хав и :в о.пучае трехиервоrо 
е:вющцова. прос�ранст:ва, то по.nуu:м: эхстепоиввый ипвариа.нт второй 
вuевтности; ero :иожпо sапиоат:ь :в СJщцующих формах: 

l = � e1e1 
= � e�ei!J'k 

= �e'e"'g,k 

= � е1е1• 

(26) 

3аиет:им, что .цв:а.,��;а. I в рпз.повои ПРОО!'Р&:встве обла�т теи же 
о:войствок, что и диа.:ца-" е)IВ:Ввца" :в е:вхлв;а;о:вои прострапст:ве: upv 

y.иn()f){Cenuu na I па:хсдый senmop остается 'Jteua.иennw.и, в:mеНВ'l'Ься 
иоzет тoJlbliO фор:иа. <щда.ВИЛ' этоrо веитора. Так, ваприиер, 

I ·v = � е1е1• �e11v" = � e1v' = v, 

I · v -� е,е'· � e"vk= � e11"'v", = '· 
Другая форма вехтора v, которую :иъr до сиr пор пмучuи путем 

перехода к взаимному базису (для ооповВJlХ векторов ИIИ ДJIЯ коорди
нат вектора), т. е. путем подинтик шш опус&&RВн :ив:декса., может бытъ 
nо.пучепа и nутем: фориu:ь:аоrо умножеЮIJI па l. 

Свлsь основвой :ие'l'рв:ч:оохой формы с .циа"цой I ,��;ается равеп
ство:м: 

as'�� -= ds·l·ds, 
ц:ма. 1 :моает б.ып. ваввапа ОСUОDиой (метрвчесJЮ:I) деюдой. 

239. Взаимные еисте111:ьt иа поверхности. Е.цивст:веввшr (вевы· 
роа;��;еввы:м) рииа.вовым проотравст:во:м, которое Мы иоже:м: себе ва
rлл;и;п:о nредстs.nи.тъ, я:в.JШе'rМ .цnуиерпое nроотраа�ство, повер:mооть. 
Ео.пи nеде:м ns. nоверх:в:ости. в &8Ждой ее точи.е варидУ с ба.висо:и е1,  е2 
:в3&111tНЬ1Й с ним ба.з:ис, oorJJ.acвo ра;вевстваn (18), то получим дu JtИ· 
иейаоrо элеиепта выра.жепил: 

ds = e1dut + e2du2 = e1du1 + e2dur 
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Согласно (18), основные векторы попарно взапино перпепди&уJJярны 

( е1 � е' = о, е11 • е1 = О); семейства па.ра;метрических кривых, соответствую
щих RОва.риа.nтво:м:у ба.вису, образуют с каждым из семейств па.рамеrри
ческих кривых, соответствующих sовтр�mариаn:тному ба.зису. орrоrо
нuъ:в:ую систему. 

Есди первое семейство аа..ца.во ура.ввени11ми ищ = const., u<ll> = const., 
то du1 и du.2 - интегрируемые диферевшrалы; диференциа.аы же dv.1 
И au2, ВЫЧВС.lJ16М.Ые ИЗ ПОСJ16ДНIU 110 формулах (2la): 

du1 = g11du1 + 9н,�dи'; du2 = g21du1 + g11du'l, 
вообще говоря, не JIВJIЯIOТCII та.ковыии. Поэrо:му He.IIЪ811 говорить () 
nа.раиетричес&их кривых щ1) = oonst., U(21 = oonst .. ; .11Ивии второго 
С96ЙСТВ& X&p&XTepD3f.IOТCJl TOJIЫW двфереВЦИ8JIЫIЫJfИ JP&B:UeПИ.IDI'И 
du1 = О, du2 = О. 

Для .111П1ей:вого ЭJrемевта. мы по.иуча.е111 три :вwражеввл : 

dsl = g11 (dul)S+ 2g12dul dи' +9w {du2)2 = 
= df61 du1 + du2 du11 = 
=gн (duд'+ 2giiidu1 d"a + g<a (du3)2. 

(27) 

Ве.пВЧIПiы g", sax пр1щедеввые мив.оры опре)l;е.tите.иа, состав.111"111-
вего из glk' имеют аиачеиия: · 11 :- 8u . gts - - g2,_ . gll - 9tt g -U11Uzt - (gt� 1 - 911922 - (g12J2 ' - 9tt9n - (gtt)1 • (28) 

Вве,J.а объt'ШЬiе . обоана.чевиа: Е, F, G дD коэфицв:еитов основпой 
хетрвческой фор:кы, по.11учим .ЦJJЯ .IOIJie.itв:oro мехеита. выражевиа: 

ds2 = Е (dui)j + 2Fdu1 dull + G (du2)11 = 

r; (dut)1 - 2Fdut dиs + Е  (d�)2 = .l!Ш - FI  (29) 

1 240. Тепаоры. Вектор 6ЫJ1 опреде.JJ.ев :выше .sа.к. Jtивейв:м отвоси
те.и,во основных вехторов форма, иивв,риа.нтна.я по отношению к JIИ� 
пейвоху иреобразованию осиовиых ве&торов: 

,, = � v1e1 = � v*�e:. 
Преобра.зование основных векторов опредеJIЯет �&онтраrредиевтиое) 

преобразова.ние координат вектора. 
1.'e'lt3opo.м. п-й вa.лe'Н.mnor-mu на.аывае'rся однородная отвосите.tыiо 

осноВВЪiх векторов форма tt-й степени, инвариантвая по отноJJiению к 
линейиому преобразова.вию освоввых векторов. 

Тенsор второй валентности 

Ф - � a1k� е - � a*m e* e"' - � 1 k - � ' 'k 
ik i.k 

иа.аываетс11 !Шadoii. 'feиsop третьей ва..;rентвости юrеет вид (<�:м. 38): 
Х = 'У. a'k1 е1 ek е1 = � a*tkl ej е: е� . 

fi:t t/cj 
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Еоордииаты meu.topa п-й Ва..D.(!ВТПОСТИ ое:ют n 1ЩJI,ехсов: ов..и ItОВ

траrредиевтны О'.Шосите.n:ио JtЫt;a:oro из ив;а:еи.сьв по oтпomeJIИJO R 
оо08Н8.ч:енвы:м те:м же ив;а:еи.со:м оспов·н:ьt.М вектора.и. 

Это свойство t�:оордипат является nNJб:r.одилым n oocтam()tl,u� 
dля тоzо, •tтобы даи'Нд.Я форла была тенаоро.и. 

24-1. Переход от даввоrо базиса R вааипоиу t' нии. Выраже� 
вие .ЦJJ:.II . ха:ждоrо тевзора :можно nреобразовмь, за.:мешrв :вхо.цвщие 
п веrо основвые векторы (повостью и.nи частично) .цруrв.ии, вапроер. 
векторами вааи:миоrо с в:и:м:и базиса.. Каж.цый отвесеюш:ii попостью 
11.11][ частично х хо:ва.риа.птпоиу бааису тев:зор есть ивва.риа.вт вца 
�а., е,, если выделить тоnко OIOfB 1ЩJI,eJtc i. 
l 

3.цесь аi - э:tстеиеивпые ве.mчины. в которых oт.цeJlbllыe пе СО)I;ер
жащие ив.цев.са i :миожитеJJ.и иоrут сто.а:тъ и справа. от е1• Этот IIИВ&
риаnт можно представить и в :вще � а, е', причех е, :в а

• преобра
� 

sy:mc.п по следу:ющи11. фор11уJ1а.и: 

t\{ == �g.PeP: 
t J\ 

а.' = � g'Pap; а, = �g,PciP. (30) 
р р 

На.,цо ииеть JIИШЬ в виду, что при переходе 1t а, вuев:тиосп. витев
сиnИLIХ :и:в:ожитехей в а! ие :может быть изиевена.. 

Так, тевзор третьей :ва;uеитпости 

Х = �а
"'1 е1 еА е 1 ikl 

11о:жет бытъ npeдcтaвJieJI. в вще: 
х v lk .  
. = ._, а . •  1 е., ek е, , 'lkl 

4k . V iko а. · 1  = ._, g
,

l a . .  

р 
242. Проuведеивя теваоров и еверты.ва.:вве. 1 . HeonpeдeлeuЖJr 

пере.мпо:нсеиие двух теиsоров получаетел из пеопре;а:еJJ:еииоrо пере:и:ио
жев:ь :вхо�нщвх в ип векторов путем при:м:ев:евин ассоц:в:а.тmmоrо JJ 
.цистрибутmшоrо МitО:в:о:в. Неоnре;целеииое произве.цение двух теиsоров 
р-й и q-й выеитнооти есть теnзор (р + q)-й ва.вевтиости (ве&оторый 
спеЦ}IаJIЪВый С.Jlуч:а.й тa.1t0ro теизора). 

Пpt,.uep. Из теnsоров 

Ф - "' а' е eh 'V - v Ь1" е е"' е - ";t;,.J  k 1 ·' - ..:.. т 1 " 

можпо соста.вить два. веопреде.;n:еiШых пров:введепиs: 
ф\Т� V i ьln k m � = ";t;,.J а,. т е, е е1 е е,., 

'IJfФ = V qf Ь111 е е"' е е е" ";t;,.J k т 1 .. f • 
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2. Оt>а.лярпае проиаведен;ие двух тев:зоров подучается из в:еопреде

.лев::ноrо npoюшeдemtll nуте:м: ск.а..ля:р:в:ого пере:м::в:ожепин рядом стоящих 
векторов обоих ив:ожите.лей. Сха.лнрв:ое произ.веден.и:е двух тев:зоров 
v-й и q·й ва.ле:в:т:в:ости есть тев:зор (р + q - 2)-й ва.ле:в:тност:в:. 

Пример. · 
Ф. 'lf = �а� Ь�1 е1 е т е,.; ';! 
'lf .ф = � а� b��g,,. е1 е". е". 

3. Оверт11!ван1име тев:зора р-:й ва.Jiев:тnостn :в:азываетм обравовав:ие 
тев:зора (р - 2)-й ваJiе:в:тности путем: ска..ля:рв:оrо перем:в:ожев:ия двух 
о,11;ИПаково распо.поженв:ых во всех компонентах тев:sора. векторных 
ив:ожите.пей. 

Так, ив жев:зора третьей ваJiев:тв:ости W :можно путе:м: свер':I:ЫВав:ив: 
поJiучитъ три различных тев:зора. nервой ва.пентн:ости (векторы), пере
nожал ска.ллрио л:ибо первые :и вторые, либо первые и третьи, либо 
вторые и третьи :м:в:ожители: 

"' ь!n е . "' ь!п g е"'· � ь�,· el. � �  ,., � m lm ' � ff 
Уже из.веотnым: нам олучаем сверrыва.н:ик квляется образование 

первоrо скалкра (т. е. тев:зора nулевой валевтв:ооти)_диады: Ф1 = �а:. 
4. Св.алнрное п:ронэве,н;енне (36) двух �енаоров можно расоматри

ва.ть как свертываnие nеопределенв:оrо произведе:в:иа вт:wс тев:зоров. 
Такое рассмотрение приводвт к образованию скалярных проивве,JI.еnий 
,ЦliJX тензоров путем скалярного перемножеu:ия двух любых одинаково 
распQложев:иых векторiiЫХ множителей. 

Та.и., :ив тещюров Ф и W можно путем св.а..ляр:в:ого перемnожения 
вехторов с иn,цеRСа:м:и k и т образовать тенвор � а� ь:;: !/'"' е1 е1 е ... ;от же тенвор мы nодучим, умnожм cJtaляpno по перво:в:ача.лъному, 
уrtазап:nому в 2, способу теnвор Ф на те:ивор 'F' = � Ь�� е"' е1 е .. , полу· 
чающийоя из тев:зора IJf пут�м переота:в:овки дв'УХ"РЛдов векторов: 

Ф· 'F' = � а" т}» .J<m е е е � k т У  1 1 n • 

Мы раньше уже :исnользовали подобным же образом диаду, сопри· 
жепвую о ,JI.ав:ной д:иадой. 

б. Путем noбmopnozo k-хратв:ого свертывания те:в:зора p-Jt ва..леnт
:иости иы nолучаем тев:зор (р - 2k)-й :ва.леnт:иооти:. Те и оамым onpe� 
.це.пев:о и rювторпое СJ>адярпае пере.цпожеиие двух me'I(,Jopoв. 

Та.&, например, мы имеем: 
Ф· · IР' = �а� Ь� е". 

Все формы, получающиеск путем умножения или свер'l'ЫВания, сутъ 
ипвариаиты; скалярные инва.р:иа.nты (теnзоры nуле:вой вые:в:тиос'!:и) 
могут под.учитъс.а: лишь в том случае, если сумма. :вале:в:т:аосте:й пере· 
:м::в:ожаемых теизоров uервоnаqалъно бшо. четной. В с&а..:шрnые инва
рианты, ка.в. и в экстенсивные, каждый IЩЦе&с входит дважды, т. е. и как 
&.ова.риа.нтnый :и &ак &онтравариаnтnый; при зтом вовсе в:е :в:еобход:в:ио. 
чтобы vмелсп рад м:в:ожвтелей, в мторые входит только одив: из этих 
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МJ!Ожителе:й. Прпмеро:м ив:вариапта. такоrо рода sвметоа приве.цеmrый 
в 8 :настоя:щеrо nараграфа nервый cкaJiap Ф1 дв.а.цы Ф. 

Вnрочем, п ервый скаляр мо:п::но получить и oorJJ.ac:вo 5 пуrем .цвой· 
:ноrо скмярноw у:мво.жевиа: диады Ф па . .циа.цу 1: 

Ф ·  .J = � а� е, ek· • �el e1 = � а: =  Ф1. 

24:3. Вращение 1i-Эдра. п-вдром в :какой-либо точке nрострапства. 
R,. :м:ы будем :называть базис i1, 12, • • •  , Jn, совпадающий о взаи}(]!Ьl}( 
о 11и:м баsисо:м и, сАедо:вате.Jiъио, оnределяе:иый условиями (18): 

j .. . i,.. = о для л :ф: }L, 
i): i�. = 1.: 

(31) 

Та:uм образом rеометрически надо рассма.трвватъ n·вдр хак бавис, 
состовЩ:ий из n взаимно перпепдикуляриых , единичных векторов. 

Каждой точ:ке Р пространства R,. :иожпо отвести беокопе'!ВОе :мно-

жество (а имеп:в:о: ro (�)) п-э,цров. Каждый такоЯ п-эдр :может быть nо
.nуче:н 0.11едующи:м построе:в:и:е:м. Выбере:и :в точке Р по nроизволу еди
в:нчный вектор 11; тогда существует п- 1 лппей:в:о :независимы:х еди
вич:ных векторов i2, т,цо:влетворяющ:в:х условию i1 • iQ О и, оле.цова
телыrо, оnределяющих пространство Rn-l' nерпеццикуJiнрное в точке Р 
вектору i1• Выберем из едип:нч:в:ш векторов i2 хакой-либо одив; 
тогда опре.цемrен: n - 2 единичных векторов 18, у.цовлетворяющих ус
Jiовияи i1 • i3 = О, i2 • i5 == О и, 0.11едоватеJIЫЮ, определяющих простран. 
�тво R,._z, перпепдикумрное к векторам i1 и j2, и т . .ц. Последпий 
едини'lПЫй вектор i., определен одl!.озпач:но; в:еопределев:воit остаетоа 
тoлi>Jto сторона, :в хоторую он обращен. 

Переход от о.цпоrо п-эдра R друrому с той же вершивой осуще 
ств.nirетоя с по:моiЦЬю преобразовапвs:, при которо:и различие :между 
&оrред:иентm:ми и мптраrредиев.тиы:ми системами величин исчезае'l'i 
опре.целите.uъ преобрааовапия: ортоrоналеп. Это:r переход называется: 

. вращеиие.и п-эдра; в 0.11учае, хогда определитель nреобразовав:ия отри
цателен, оно соnровождается: и аерхальнъt.и отражепие.и. В векторно:и 
пучке, неив:м:еипо смза:в::в:о:м с п-эдром, все длины и углы при враще-
нии сохраняются. 

· · · 
Мы будем называть вращение tfе<Щон,ечн.о .иа.льш, в.оrда едив:ичиые 

векторы i, испытывают такие бесконечно :иа.Jtые из:ме:в:еиив: di,, при кото
рых ра.ве:нства. ( 31) остаются справе.цливы:мв: и .цлв: измененных i,. 

Иsм:еиеии.п di, опреде.uлются, таким образом, уоловия:ии: 

i; • dl,. + dil · ip. = о, 

i, ·di), = 0. 
(32) 

Ч'Iоб:ы на:йтв: из:м:енев:ва: di,, nредставни себе, что опв. pasJJ.oжen:ы 
:ма r.о:иnопепоrы в ваnра11nевии ведторов i,. Рассмотрим: груnпу беСJ.О
не'.IИО иaJJы::r :врашеиий, завислщу:ю от о,цноrо nарахетра. t. 
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В этом случае можно 11 производвые 

dl, . .  
-dl = 1·• 

выраsить линейно через i,: 
i' = � а1 i (1.. , :1 = l ,  2, . . .  , п). (33) ... А. !J. '· 

Этu: 'lt равенств :можно с помощью диа.,цы 
't' = � a,"' i1 i 

).,... 
. !J. 

записать в видt>: " . 1 = 't•1 . :• tJ. (33') 

Диада 't' опредепет и изменение каждого, пеиsмеиво cвa:sa.IIRoro 
с п-эдром, вектора. v: 

v' = t • V. 
У:ииожв.я (33) окалнрпо на i1, nОJiучим: 

�� ·i .. == akt•' 

Тек самым (32) переходит в 
а1 -1- а . = О, ·!'- • !М 

ал;. = О. 

Диада 't', ma11:u.AC обраsо.АС, будет антиси.АС.АСеmрич.еской. 

'Вращение п-здра опредепетоа:, оог.лаопо (33), О.J[едующаки 
форму лаки: 

j' = 1 .;.- а21 i2 + а31 is + + a,.1 i,. : 
i� = -- а21 11 * + as2 is + + ап2 i,.: 

i: = - asl i t  - as2 i2 + + a,.8 i,.; 

§ 2� А.бсолютНЬiii диферевциад и линейвое 
перенесение 

(33") 

244. Аб•�олютпый диферепJЩu. Чтобы задать в римановом про
странстве R., какое-либо векторвое пOJie, иЫ дошкв:ы прежде :воеrо в 
каж.цой (ер. 232) тоЧRе Р втого пространства .задать базис е�. Тоrд:\ 
выражение для веJtтора по.пп v бrдет; 

(34а) 
nричем ве только 1i, во и ek суть фуmщии от n вева.висикых перемен
пъn: - координат точки. 
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Бесконечно мuал: "разиостъ dv" значений ве1.тора noJiи v в двух 

сооодвих точках называется его абсолютн·ы..н диференциало..н и опре
дехиетси выражением: 

� = � � Ы + � �� �� 
М·ы ?tостул'Uруе.м, •tто абсолютнъtй дифереицtJ.ал dv вехтора 

,,,tакже является вектором. В такои случае дмжв:о быть вовиожв:о 
pa8JI031BТL dv на t комnоненты по ве:в.торам базиса ek. Следовм:е.пьво, 
11режде всего дола�но быть вовмоа�но'- :выразить абсмютвые дифереи
ниа.�tы de1• основных векторов линейно через nОСJJе,цв:ие 1): . 

dek = � dЬ� е,. (86а) 
• 

., 
Бес&оне'IВО ма,аые &оор.циваты db� суть, :вообще говори, линейвые 

,�.вферевциа.n:ьные формы, а не диферевциа.nы '). 
Чтобы иметь :воз:моа�ность :выс:казать что-.1Шбо отвосвте.пьно ве.u:

чин dЬ�, при.ме.и дадее, что при арсолютно.и дtА.ференцирова",ии су.и....'Ы 
1ь произведения вътолняются те же sаконы, что и при обыхновtт
'НО.М диферС1t,цuровании. 

Умножал (86а.) ска . .па:рво ва. е1, ПOJljЧJDI: 

е1• dek = � db� g11: 
' 

11 :Jto:иy равенству nрибавим другое, получающеесл из него путем uе-
реставовки ипдексов k и l; ввиду 

e ·dek+ eA. · de1=dgk1 
имеем: 

dgk1 = � db�g11 + � db� g,k. (37а) 
( 

:iто равенство имеет место ДJiя k ф l и для k = l. Оно называется 
ле.м.мой Puч"tu (Ricci). 

Ввиду симметричности осuовпой диады n2 равенств, выра.жа.ющих 
-1емиу Риччи, не все отличны друг от друга и, следовательно, недоста

точны ДJIИ определении n2 величип db�. Эти равенства. предста.в.uют 
.11ишь необа:одtJ..мъtе условия, которым эти последние ,ЦОJlЖИЫ удометворить. 

Ес.11.и orneceм: векторuое noAe v к взаим:пом:у (коптра.ва.риавrnоиу) 
оаnису E'rr: · · ·  

v =�ekvk, 

то его абсо .. 1ютв:ыii диферевциал будет: 

dv = � ekdv�; + � dekvk. 
1) Здесь и в ПО()JJедующем: ер. J. Hesвenbтeg, Vektorielle 

der D!fferentia1geometrie, Matb. Ann., 78, стр. 187 и CJI:. 
2) То-есть мы прииииаеu, что 

dЬ� = � В�1 dtl(�>, 
l 

(84-Ь) 

(35Ь) 
BegriinduDg 

1·де .d,P> - координаты Gесаоиеч.во кажоrо радиуса-вектора, соедивdщеrо 
то'lку Р1 с сооедней TO'IIrOЙ (см. 28&), в Jl11 суть эцааные фуsацви 
от �(J)_ Прuм. ред. 
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Вырави:м: а.бсолютв:ые ;в;иференциа.лы основных векторов динейв:о 

через основные ве:r.торы: 
de" = � аь: е1• 

Величины аь: :можно выразить через величины аь:. Д.uя этоrо ;в;и
ференцируеи абсоJIJОтв:о равенства: 

н получае м: 

или 

е"· е1= о ;в;шr k ::f l, 
�/' · ек =  1, 

dek · e1 + ek · de1 = О 

� db� e1 · e1 + ek ·�аь; е, = о. 
' • 1 

Выч:иыа:н сr.а.лнрв:ые про:изведе:аиз: [о:м:. (18)], ва.хо;в;ии: 
-k k аь, + аь, = О. 

Тuии обра.зои абсол:ют11ые ;в;иферtнщиа.лы dek освовllЫI :векторов r/ 
выра.жа.ются с uоиощъ:ю ра.:вепств: 

dek = - � dЬ� е1, (36Ь) 1 
линейно через основвые векторы. Лемму РJrЧ.чи иожпо ва.писа.тъ теперь 
ые.цующии обраво:м: 

dg�1 = - � db� gi1 - � db� gtk. (37Ь) ' f. 
.Абсолют��й диферв�цим dv векторного по.па: v :м:ы жоже:м: пре;в;

ст.вить теперь в с;ц:еду:ющш двух формах: 

dv = �(dv' + �dЬi vk) ер (38а.) 
• k 

dv = �(dv1- � dЬ� v") e1• (З8Ь) 
,; k 

Ta�t к.ак dv есть геометрический иива.рка.нт, то коэфнциентьr при 
векторах е1 ИЛR е1 в (38а.) и (38Ь) образуют ов:стеиу соотв:етств:е:нно 
повтра.ва.риа.нтпы.х и ковариантных вeJI'Il'IИ:В:. 

Важно отметить, что тоrо же нелъsл с.&а.sа.тъ отнооительно обыкно
венных диферев:циа.л:ов ilv · или dv1• Расс:матрива.11, нщри:мер, ра.венство 
(35а); :мы заме'lае:и, что l} е11 dv" с тоr,rи.п зрепиs: теории преобразова.ний 
:не является вектором. В самом деле, так как v'k :в (34а.) контра.rре� 
,циентны по отношению & е�с, а. хоэфициенты :преобраэова.:аиа: - фуmщии 
точки, то :в фориуJiы :преобравова.:в:ий для du11 :r.роме указаиных &оэфи
.;:. •• a.J.ts .u.реобра.sовавин входят еще их ;в;иферев:ци:а.л:ы. Если 01' !ЮОр· 
;J;JW.&T v" :мы перейде:и с JIОм:ощыо nиней.ноrо преобравова.:в:иа: 

v*' = �с� v'', 
1. коорд:и.на.та:�� v*4, отнесенны• к ново:м:у ба.sи:су et, то �а преобраво� 
мини обышовев.иьа дифере1Щ}luов.коордииат мы бу.цеи ииетъ фopJrly.пy; 

dv*l = � dc� v" + � с� d11k. 
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Величины dv\ оледоватеJJьно, не хонтравариа.нтвы, и потому не 

совсем правильпо обозпа.чатъ их с nомощью верхних индексов. Такое же 
возражение МОЖНО ВЫДВИНУТЬ И nрОТИВ обозnачеНИВ ВеЛИЧИН db:, КО• 

торые, как теnерь легко nонв'.Тh, не явлаютса смешаиными координа
тами диады. 

Равенство (35а), впрочем, доnускает геометрическое истолкование 
в случае, когда v есть вехторное поле в обычном евклидовом про·· 
странстве и базис ek есть из:менающийсл от точки к точке триэдр. 

В этом случае пмное изменение векториото поля v nри nереходе 
от точки Р к соседпей точке пола, т. е. его абсолютиый дифереициал, 
состоит из двух слагаемых, а именно: из отв:ооительноrо изменения 
� ek dv

k в системе координат, соответствующей точке Р, - отиоси
те.л.ьuого диферехциала, и обуслоыениого вращением координатной 
системы изменения � dek vk - nepeuocuozo диферехциала. 

Эти термины мы сохраним и в тех более общих случаях, мгда. 
соответствующие им попятив: непосредственно уоматриваемог9 геоме
трического смысла уже не имеют, следовате.11Ыlо, прежде всего :в ри
мано:вом пространстве, по тaRJ�te и в евмидовом, когда базис, опреде
;�ениый в какой-либо точке окрестности точки Р, не :конгруэнтен ба
зису в самой точке Р. 

24:-Б. Абсолютвый диферепциа.п диады I. Из формул (35а.), (35Ь) 
для абсолютного диференциа.ла вектора и из принатых нами правил 
абсолютного диференцирования сум:иы и произведения :могут быть вы
ведены формулы длв: абсолютного диференциала тензоров. 

Вычислим nока только абсолютный диференциал di диады J. Из 
равенства 

l = � ek e" 
следует: 

· 
di = � dek е" + � е" de" = � db� е1 ek- � db� ek е . k k ki ki 

Переставлин во второй сумме индексы i и k, мы сейчас же увидим, 
что 

dl = O. 
Предста;влла диаду I в форм:е: 

l =  � g,,1e · e1, · 
kl 

и:м:ее:м: 
dl = � dgk1eke1 - �gk1 db:e1e'- �gk1 db�e"e1• kl ikl ikl 

(39) 

Отсюда путем надлежащей перестаковки илдексов во второИ и 
третьей суммах получаем :  

di = � ( dgk1 - db�g:z- db�g1k) eke·. 
ikl 

Эта формула nоказывает, что обращеиие абсмютиоzо дифереициад.а: 
диады I 6 иуль эпвивалеитхо въ�пмии.мости ле.м.м.ы Ри<tчи (37а.), (37Ь). 

2l6. дииейпые nереиесениs:. В обычном евк.пидовом пространстм 
векторы счатаютса ра.вныии, если они путем пара.ллельноrо перемещенил 
коrтт быть совмеще-ны друг с другои. В рilиано.Вом пространстве R", 
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поият:ве пармлеJIЬноrо пере:мещевиа вам: при.цетсл еще ТOJIЬitO уста
иовиn.. Два всптора поля .• v и v', в соседи их mo•tnax Р и Р ри.ма
·н.ова npoompaucmвa .мъt буде.м сч.итать равн:ы.ми в то.м случ.ае, если 
беспопмио .малая nPaJн,ocmь" иа:, въtра:ж:ас.мая абсолют·н:ы.4е дифере'Н
I(UQЛО.М dv, равха и:цлю. В этои случае говорят, что вехтор v' есть 
результат линейного перенесепии вектора v из точки Р в соое.цв:юю 
точку JY. Условие л?J.Ht"ilнmn переиесе'Ния, тахим образом, будет: 

dv = O. (40 ) 

t. )сиоввое зиа.чеиие имеет следующая: теорема: 
При л·ипейио.м nepeuecenuu длu'lta вР-пmора ·и уzол . .между дву.мп 

вептора.ми сохра'ltяются. 
Джл дохазательства. зтой теоремы иООJiедуе:м: взмеиевие скащпоrо 

произвелеивл двух вехторов при ливейиом: перенесевии: 

d (v • w) = dv· w + v•d'\'1·. 

'fap; кaJt абсолютвые диференцимы dv и dw раввы иуJJю, то и 
11зм:еве:аие скала:рдоrо произведении ра.вио вулю. Если пре.цположиv, 
что v и w ознаtrа.ют .один и тоо: же вехтор, то первая часть теоремы 
.�;окаваиа. Если же векторы v и w р8.8J1и'1Иы, то предьтдущее равен
ство да.ет доказа.теJIЬство и иторой части теоремы, ибо v • w равно прu
изведевию длин этих векторов ва. :косинус угла между НИJIИ. 

Изменение координат v' или v1 вектора при JIJШейиои перенесепии 
оuре,це.tиется. соr.па.сио (38а), (RSb), ме.цующими форку.паии: 

dv1 = - � db�t·k, 
k 

(41&)  

Они аиа.лоrичны основным: форму.даи дли абсо.лютиоrо :uферt'нци
роваив:я вектора ( 36а), (36Ь): 

de, = k �f.lь1e, . •  
k 

..J-·· "'i:''dЬ� А· 
""' .= - �� kf' ' k 

и м:оrут быть с и.х 
из ( 1 8) находим: 

поvощъю преобразова.вы. 

iJJiедовате.льно, 

ltдИ 

,Аналогично имеем: 

de
l db'i . • 6k = - k; 
dv1 = � de1 •  e"1•k k 

Из ПОСJiе.цней фориу.лы и 

142 ) 

1,43a J 

(43Ь) 

24:7. Липейв.ые перепеееви.в: в евхJШДовои проетраветве. В6.1учае, 
&Or,JJ;a пространство е:вuи,цово, привито считать ра.впып ве:и.торы, хото
рые v:oryт бытъ совиещеиьr друг с друrо:и путеи парал.-1е.'1Ьиоrо пере-
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жещевиа:; это опреде.л.епие 1I8JCO.JJ;Итca в соответствии с oпpeдeJleJПUnrп, 
nрвмты:м.и вами ДJIЯ перевесевил вектора :в общем с.nучае рпа.пова. 
проотра:в:ства. В самом: деле, eCJrи в каждоlt точке евкJШДова. nростран
ства. оnределим баsис е1, е2, е3 посредством пара.плеnвого переиещеввл 
бааиоа е1, е21 е3, задаююrо в начале коордива.т, то в каждой точке, 
согJtасво (42), все db� = О. 'fак как при :.�тои основные :метричеСitие вели
'DШЫ g11c все постолввы, то лемма. Риччи имеет :место. 1\оордипаты ве1tтора 
nри па.ралле.пьно:м его поремещении остаются :��еиз:меШIЫ:м:и в соrласии 
С равенствами (41а), КОТОрЫе В BTO'JI с.nучае СВОДИТСЯ: К dv1 = 0. 

При парал.пеnиом: пере:мещевии пучка ве�tторов из точ1ш Р в точ&у 1", 
которал не до.пжва быть вепремевво соседней, ::�тот пучок оста.етск 
конrруэптИЬIМ :к са:мому себе. Одии из векторов пуqкm при вто:и nере
-иещается: по пря::мой, имеющей то же ваправ.цепие, что н вектор. 
Прямые· евuидова. пространства :мы будем навыватъ траептория.ми 
пара.п.пе.пьного перемещевия:. 

Обычное nарацельвое пережещенке :все же пи в коем случае не 
ав.tв:ется едивствепвым возкожвыи ливейвым перепесеннем в евuи
.цовои пространстве; :мы :можем, например, определить Jшнейное пере
несение в евклидоnой плоскости таким образом, что будеи с'DI:татъ 
ра.вны:м:и векторы поля, имеющие равные модули и образующие с ра
диусами, исходящими из одноft како.й-.пвбо точки О, равные углы. 
Траептория.ми этого ливейвоrо перенесепил 1) будут логарифмнч:еские 
спира.пи с центрои в точке О; между ними, :в частности, исходящие 
из точu О радиусы и концентрические окружности с центрои в точ11.е О. 

Оба расемотрепных выше перенесеннн в евыщцовои пространстве, 
а. именно: обычвое пара.плелъное переиещение и перенесение в п.поо
кооти, траекториями которого являются спира.n:п, U'J'f-mczp·upyc.+r;ы, т. е. 
они оnределены не толыtо д.пп бесконечно близких друг к другу пар 
точек, по л для любых пар точек, н еслn па непрерывной совокуп
nости бесконе'Diо ИIМЬU: операций перенесения в соседнюю бесконечно 
близкую точку :иы составим конечную операцию, то ее результат не будет 
зависеть от пути, вдоль которого это конечное nеренесение соверmаетсл. 
:Это свойство, как мы пока.жеи, характеризует евклидщю пространство. 

24:8. Траектории Jiвпейпоrо перенееенпп. Одномерное непре
рывное множество точек в пространстве Л"., координаты которых 
«·<1>, ,р), . . .  , .z/"' явллютсл фупкдия�и параметра t, на.зы·ваетсп '�>ривО'й. 

Вектор 

называется паправлеппы:и линейным эле111ептом · кривоD. Едивнчиыii 
:вектор 

d:i. = "' е _1•!. ds "'-1 1 ds 
мы будем называть таии:ициальи'Ьl.М веrотори.м кривоii. . 

В то:м: слуqае, когда тангепциа.пьпый вектор кpnвoii в точке Г 
nри JОШейно:м: nеренесении в соседнюю точку Р' кривой переходит 

1) То-есть л:ив:ияки, у которых таиrевциuьиый вектор в точ:хе Р при 
лииеlвок перевесев:ии в соседнюю точ:ку 1" этой же лwнии переходит в тан
rеициuьиый а:е вектоi' в точке /''. Ilpv111. рrд. 
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в тангенциа.пьвыii вектор в точке Р', Rри:ваs: называется траепторией 
дu'Н,ейиоzо переи.есепия :в р:пмаnово:и пространстве. Траектории линейного 
иере:в.есе:ния опре.целв:ютсн, так:в:и обравом, требо:ва:в.ие:м:, чтобы абсолют
ный .цифере:в.циал тавrеициалъ:ного вектора :вдоль :кривой бЫJ1 равен пулю: 

или, оогл:асво (38а), 

ils � du� d (fi = d � е1 Т = О 

� е1 [ d :• + � dЬ� d�k ] = о. 
( k 

И:ыпиmе:и nодробно .линейную ;�,:иференциалыrую фор:иу d'Ь�: 
аь: = � дь� dri; 

11 дul 

(44,) 

дЬ' . 
&оэф:ициевты ди� этой фориы в:е являются nровзводными 1). Ветав.11.11а: это 

:выражение в (44) и переходя: к произво;�,:пым: по s, иы по.11учае:и дi!,фе
реициа.ль'Х-ые ура8'НС'ХUЯ тpae?>mQ]Juй в :вцце: 

d'Pu• + � дЬ; duk dнl == 0 (i= 1 , 2, . . .  , п). (45) Ш2 � ди1 ds dG k l  
Каждому перев:есевию в римаво-во:и nрострав:ст:ве соответствует 

оеобал оnредел:.пема.а: -величинами db� система траехторий. Попробуе.м 
теперь из всех воз.можи-ых переиесеиий в-ыде.лttть тапое, -которое nptt 
переходе n евк.лидову прострапству опазамсь 6-ы об'Ь&кuове'н;н,-ы,м пара.л
.ле.льи·ы.м пере.мещепиеА,, 

В ев:к.uв:дово:м: nроотра:нстве траектории пapaJIJieJiънoro пере:иещев:иа: 
суть прнмые, т. е. геодезические JI:и:ави. О другой сторов:ы, ;�,иферев:
циаль:в:ые ура-внения rео.цезвчесьих лив:пй :в рвановом проотра.в:стве 
ииеют, ка& :мы это сей'Iас по11.а.жем, форму дифереициа.пьвш уравв:евий 
траекторий (45). 

Поэтому :наnрашивается мысль попытаться: опреде .. 1ить одио ив пере
несепий :в пространстве R,. так, чтобы траек'l'Ории: этого nереиесеиия: 
быJiи и геодеви:чес&и:ии JJ.nnюнш. 

24:9. rеоде3ическ.ие JШИИИ. Геодезическими .линил:пи в R,. мы: бу;в;е:м: 
называть кривые в R,., цина дуrи которых :между .цирш задав:ными точ
li.аии имеет эи.стре:иа.лыюе значение. В таком случае :вариации длины дуги 
этих кривых :м ежду эт:в1rи диумн точками ,I,OJIЖИa быть раэиа иудю: 

t .  
г j ds = O. 

t. 
Jlив:ейв:ый э:�еиеит кривой равен 

d 11"',, d 1 d 1< 1/""' ,, -", d' s = r "'-� gj/, и и = r "'-� g,�"' и ,, 

1) См. при кечавие редактора It Ш. 
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где �ля кратхости введено обозначение 
,, du/ 

1� =dt (i= l, 2, . . .  , n). 

EoJiи далее подожим для nратsости: 

L ::-: V� g1ku'1u'", 
то геодезические линии будут определяться условием: 

� � 
а jV�u,ku!'u'kdt = a  j' Ldt= o. 

. � 
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Методы вариационного исчисления даюi' :возможность заменить 
это уравнение ( 46) системой обыв.вовеввых дифереЕциаль:пых уравне
ний - урав'l(,е'Н,ий 8йлера-Лаzра1W1Са. 

Не входа: :в основание и в детали, поsажем хотя бы, в.ак вти дифе
ренциалъные уравнения вывода:тсл. 

Выражение L зависит от велкч:ин и1 и и'', &оторые в свою очередь 
имяютса: фу:в:в.цияии \параметра t; :мы вычислим указа:в:вую в (46) 
вариацию 1), варьируя фув:кции и' и и'1: 

t, t, 
а j L dt = j' � (!.!:.. Zu1 + дL ou'') dt. • � ди1 ди'1 

to to 
Переставлия символы диферевцирования и варьирования: 

d 1 d' 1 
йи'' = о --�=� 

dt dt ' 

и затем интегрируя по частям, получим: : 
- t, t, 

o j Ldt ::: j·� (3!:._ аи' + ��- ои' ) dt=  � дu1 ди'1 dt fo f0 
t t, 

= [� дL ои'] ' + f � (fдL - �  дL ) oи' dt. � ди'1 t � ди1 dt ди11 • t, 
Свободный от nиака интеграла члев в правой части этого равен

ства равен нулю, если равны нулю на границах t0 и t1 вариации ои'; 
nосдеднее и и:меет место, если ераввиваются друг с другом лишь 
д.чивы дуг кривых :между двумя постол'I(,'Н,'Ыми точками. Поэтому, если, 
согласно (46), должно Иметь место: 

t, 
а f Ldt= O, 

to 

1) Для читателя, ие зиа.ком:оrо с вариационным: исчисJiеииеы, аам:етиы, 'ITO 
веJiичииы и' аависят ие только от параv:етра t, определающеrо положеиве 
точки иа Itривой, но и от ие:котороrо пара.:иетра а, опреде;пающеrо выбор одиой 
из тех :кривых, :которые соединяют задаиные точхи и среди которых разысхи
ва.етс.s: :кривая экстре:иальиой длииы. Таким образо:и sвах вариации а может 
6ыть расс.матрнвае.м как sиак диферев:цироваиия по пара:иетру е. Си. тахже В. B-AIIШ�, Дифереициальl!аа rеометрпя, § 25, ОНТИ, 1985. ПJYIU'o. ргд. 
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то ивтеrраJI в правой ч:о.сти до.rжеи быть ра.вев иу.r:ю. Та� и.:к 1Ц!r 
риацив 811.1 :вевде :м:ежду JЮиепtutи то111t&:м:и проИВ'ВОJIЫ[Ьl, то ;а;опmы 
обра.ща.тъсs: :в ву.11ь фующии, стотцие под звахои ивтеrрма., а . .и:м:еmrо: 

<if, d d], -· - ·· - - -- = 0 ди1 dt du11 (i = 1, 2, . • .  , 1f.). (4.7) 

Те• саиы• иъ1 ваJшш дифереициа..u.вые ураmrеиив Эilepa-
.larpa.иza. .ЦJlst пашей з&)l;ачи - диtрере-нц•аль·н;ьи� уравне-нwя �е.оде8tf
.,еских ЛU1'Uй. 

Вста.в.11яа: в (47) в.ыражепие ,11;.na: L, пocJJe nереста.иовхи п-s;;:.ексо1: 
ПOJI)"UI)[: 

.1;uu.и'• l � · �
и'lи'а - 2 !:_ · k _ . .: = О. 

V ,1: g,ku''u'i <l'k дм dt п gDullv.'� 

Нuичие иожите.11а 2 в поо.nе,цве:и 'LI.Iene с.1е;qет иа сп•етрiiЧИости 
выражеп.ия L по отвошеии:ю х :в:в.цеiЮа:и i и Те. 

Сиетех а. уравпепий ( 48) авач:ите.nьпо упроот:в:тоя, ео.п ос�са 
.t.o сих вор про118'ВО.IЬИЬIИ па.ра:иетр t JI'Ьl аа.хепп ;ц:.nив:оl AJl'll s nте
rрuьиой хривой. · В втох с.nучае :в:иеото .1: g,."и'1и'" ицо :вста.'ВJI'fЬ 

"\" au• d!J' 
� g·,. di" т = ] .  

Д:в:феревциа.п.ИЬiе уравиевиа rео.�;еаи'!ео:sих JIИB:ИI тor;s;a бy.J;}'J': 

� iJg111 du1 du/• _ 2 � � Utt du�c === о. f 
iJul ds d& 

d.в Jc 

dr 
Ес.nи во :второх ч.;аепе в:ыпо.ших .w;:в:феревциро:в8r1111е, то пом.е пере-

с�овхи :в:в.цексов бу�ек икеть: 

� ( дg/11 - дgll< - дgу_) dtA. du" - 2 """ �� d8u,k == о-. � ды1 аи• iJuk tJs dв � и tk " 
Введя ,ЦJI.JI храт1.ости т&.R вааываек.:ые ои.неолt.� JСристоффеля (Ohri· 

stoffeJ) первого ро,1,а: [ik] = 1:. (!_U!k .. -1- дgt• _ �), l 2 д1(1 1 ди11 ди} 

nолучии ДИфереJЩимь:вьrе ура:ввеИШI Ща.: 

� d8u,lt � l'"' ] iltt-1 dv/' _ � ''" dR'J + � l ds tJs -О 
1t. Ul 

(l === 1, 2, . . . ) 1t). 

(49) 

Эти ураuеп.ия xoamo разрешить опоо:вте.nьпо :второй проDВо){.Воii 

:" • рпrожа.я их па. �.. и cyunpyв по l. ДJs,a упрощепа зап:в:св 

:вве.�;ех спво.nы :Кристоффе.1.1а :второrо рода: 

(50&) 
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иа которых сииволы rrервого рода могут быть в св

.
ою очереn JIOJIY

чeвы по форму.лам: [\:] =�и .... {::} - (5ОЬ) 

... 

Тогда по.JJучии диферен.и,ttальнмР уравхеn1�>Я zeoд�:;щ.·н�c:J>'IJ,:r ликий: 
11 l)"он.чатмьпой форме: 

d211"' + ""' { i k \ d1t1 duk = 0 
ds2 � m J d.s dl< 

"' 
�т = 1 ,  2, . . •  , n). (51) 

21)0. :rеодеаическое перевееевие. Дифереtщиuъ1Uilе уравнения 
геодезических JJиний в R,. (51): 

d2u
1 "\:" 1 'k l} d11k du1 

d,s! + � \ i d8 ·-ii.г = 0 
kl 

(i = J ,  2, . . . , n), 

имеют форму ,циферевциа.JJЬных уравнений траекторий АИНейноrо пере-
:uесев:IJк (45): . iPu1 ""' оЬi du" du1 

d$3 + � д1id;d; =O kl 
(i = 1 ,  2, • . .  , n.). 

{ 7c l} Поэтому, ес.11и ве.пчивы \ i будут удометворать ycJJ.9BВJIM, сва-
дЬ' 

зьmа.ющв:и ведиЧИIIЫ --}, то будет существовать линейвое перевеседи 
пие, тра.е&тории которого суть геодезические ли:uии. 

:Эти уедовиа: с.ведуют из .леммы Риччи (37а): 
дgkl ""' дЬi ""' tдl: 

ди"' = � -&т U11 + � дит- g,h. 
i ' 

(52) 

llоПЬIТае:мса: вычис.11ить правую часть этого равенства в с.вучае, 
дЬ1 дЬ4 

когда вместо _k_ и _k_ встаВJiевы соответствующие символы Rрв.-д11"' д11т . 
стоффела второго рода. В это1r cJJ.yчae пра.ваа часть (52) е. по11ощью 
(50Ь) запишется: 

�еiт}ии + }:eim} иu,= emJ + [�т ] .  
' . 

Выпв.сы.ваа эти символы подробно, согласно (49), находим: 

[km] + [lm] _ .!!f/kl l 7r. - дllm ' (53) 

Таким образом :мы получили левую часть равенств (52), и, следо
вательно, символы Rристоффелл второго рода удовлетворяют условио 
.1еимы Ри'IЧИ. Поэтоку в Rn существуст лин.ейн,ое пзренесение, mpae1rmo
puu nomopozo суть zeoдм�t�tec�>tM лин.1tи. Это n.r•pt�н.Pceн.ue хазъtвается 
zеодеаиче.ски.м. 

Ввиду апмоrип с пара..uеJiьвым перемещевие:м n евклкдово• про-
11Тра.встве оно в.аsываетса: та:&."Ке параллмьн·ы.м пере.мещение.м в рtu�а.
н.ово.м простран,стве. 
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261. Формуды д.11а rеодеаичесвоrо переиесеииа. Симвот Itри

стоффеля хак. первого, так и второго рода, согласно (49) и (50а), не 
изменяются при перестановхе верхних ив.,дексов: [ i :J = Г'n ; { i n = {k/} . 

Т&х как для геодезического перенесения: 

дЬ� 
= 
{ k l} 

(54) ди' i ' 
1'0 ив сим:метричности символов Itристоффе.пл с.педует: 

дЬ� дьt 
ди' = ди" • 5) 

В 2U мы нашли, что величины db�, свЯ'За.виые о хоордива.та.ми g1" 
основной диады и их диференциала.:м:и .пеммой Риччи, опредем:ютоя ими 
ае одноsна.чно. Определение этих величин станет одиовна.ЧНЬIМ, хоrда. 
мы к ра.венотва.м, выража.:ющим лемму Риччи, присоедивим условие 
сим-метричности символов R.ристоффеля (55). 

В этом можно убедиться о помощью оледующего подсчета.: 

Число симво.nов {\k} ,  вследствие симметричности символов Кри-

отоффе.пл, ха.к раз равно 'ШС.ПУ провзводных дg,,� (если принять во вни-
ди 

ма.вие симметричность коэфициентов g1k основной · метричеохой формы), 

т. е. n2 (n2+ l) ; поэтому равенства (52) &ах рав достаточны ДJIЯ опре-

Деления символов { in .  Следовательно, геодезическое перенесение есть 

единствепв:ое линейное перенесение, для &оторого имеет :место у&азав
на.к симметричность. 

Та.& :ка:к условия леммы Риччи для rеодезичесхого перенесени.а вы
полнены (21)0), то разные формы, в &оторых можно представить .пемиу, 
если ввести в нее символы Rристоффели, явлкютсs: лишь тождествами. 

Обе формы (37а.), (37Ь) леммы: 

dg�r1-� db�g11-� db: g11, = О, 
� � 

dgk1 + � db:g11 + � db� g1" = О, 
� i 

приводит к тождествам 

::�� -� e/ } g,,-� eng,"= O 4 i 
или, согласно (53), 

.и 
д.IJkl - [kp ] - [t р] = о  
диР l k 

(56) 

(56а) 

(56Ь) 
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. В этих формудах коор,J,mtат:ы: аиР шшравдепоrо дивеЬ:оrо мемевта. 
взяты коптра.ва.риа.вТВШ[И. Eou выберем кова.риа.втную форму ilup, то 
тождества будут менее nроотыми, та& как символы Rристоффец вве.�;ев:ы 
для коитравариав:тв:ых координат и для ковариа.итв:ых менее удобны. 

Основные формулы (86) и (41)  дда абсолютв:оrо диферев:цировав:иа: 
и линеЬ:оrо переиеоения переходят в случае rеодезическоrо пере:в:е· 
сеив:я в следующие форхуJIЫ: { i l} � 'k е ... ; 

k 
де1 - � { "l} k. - - - е ,  он1 i k 

(57) 

Пр:в: этом предпола.rаетоя, '!ТО координаты ilu1 :в:а.праме:в:во1·о диней· 
ноrо элемента коптравариа.нтны. 

2б2. Форвул:ы Фрев:е в R11• Примеив::м: линейное перенесение д.11а: 
обобщения фор :мул Френе на с.nуча.й ttривых в рuав:овых nрестранотва.х. 
В каждой точке кривой в R.. :можно nостроить (в nритои равны:ии 
способами) п-эдр. Чтобы nеревести п-эдр, вepiШlna :soтoporo находится 
в точке Р Itpивoii, :в n·эдр в coce.цneii оrочке Р' sрв::вой, надо осуществиоrь 
линейное перенесеив:е :в: бесконечно :малое :вращение. При д:в:вейнои 
перенесении абсолютное из:мене:в:ие каждого вектора n·эдра ра.вио ну..11ю. 
Поэто-иу оста.етоя .пишь уставовить способ построевив n·эдра. в каждой 
точке sрв::врй и опредеuтъ :вращение. 

В качестве первоrо nек.тора. t�-э.цра выберем таJ:trенциuъв:ый век· 
тор t1• Указанные перенос и :вращение переводят вектор t1 в точке Р 
в вектор t1 + ilt1 ,  тавrев.циа.лъный к кривой в точке Р', nричем 
dt1 - абсмютн.ый диферев.циu. Если в качестве па.раметра, опреде
ляющего тоЧltИ на Itривой, :выбрать длину .цуrи s, оточитываемую от 
произвольной нач8...11ЬИой точи.и, то можно написа.ть: 

ilt1 = t� ds, 
' df1 t 

rде � оt'ов:ва.чаеоr абсолютную произво.цв.ую Тв. Вев.тор:ы t1, t1 опре-

еляют в и.а.ждой точltе кривой эпе:мент "nоверiВости" ag (соответствую
щий соnрикасающейоя плоскости в е:вuидово:м пространстве). В sа.че
ст:ве второго век.тора п-эдра. выберем ве&тор t11, лежащий в поверх
ности а11 и перпе:в:.цикудврв.ый 11. t1 (главнu в.орммь). 

При переходе ив точки Р в точку Р' ве1.тор tg выходит ив eg и 
переходит в вехтор tg + il�, 1tоторый вместе о :веr.тора.ми t1, t11 опре
деляет эле:иевт "nространства." 'в· При этом: 

dt9 = t� da. 
В хачестве треnего :ве.&'Iора n·э.цра. :выберем вектор t11, нахо;цящийоя 

в а8 и перпендикулнрный к e�r Продоцu &тот прием, :мы: О.ЦВОIШ&чно 
построим в каждой 'IOЧ!ic привой иеJWторый п-э.цр, подвШJЮиой п-в.цр 
(иеопредеJiевными остаi!!тоя дишь стороны, :в :rtоторые обращены еди
ничные векторы). 
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Описмшый выше прием построевил п-э.цра. заханuваетсн после 
опредеJlения n-ro его вектора, так ках изменение п-го вектора пред
отамнет собой ' вектор, который уже .не выходит из опредеJlа:еиоrо 
п-эдро:и простра.нственноrо элемента е,.. (Этот способ построепил п-эдра 
заканчивается раньше, eCJiи кривая в це.n:ои ИJIИ в окрестности какой
либо особой точки принадлежит, в смысле ли:аейноrо перенесе:аия, 
nростра:аству менее чем n измерений; подвижной п-эдр в этом CJIY
чae, вообще говоря, одновиач:ао не опредеJiнетса:. В част:ности, nо
строение nодвижного п-эдра. ди самих траекторий перенесепия стано
вится: невовможныи uи неоnределенным уже nосле nосrроеиия rанrен
в,иыьного вектора.) 

Ив оnиса.ииого выше построения п-эдра следует, чжо в.а.ждая произ-
водная < :м:ожет быть выражена линейно через (самое бо.пъmее) первые 
v + 1 единичных вев.торов. Фор:м:уш (33") дJiл вращения п-эдра. обры
ваются nоэтому не далее, ка.и. на эJlеиеите, столщек справа от гла.вной 
диагонали. Ив антисим:м:етричвости матрицы коэфициентов этой системы 
уравнений в тав.о:м случае СJiедует, что и слева от гда.вной диагоиа.аи 
в формулах (33") может находиться не бсщее чем один элемеn. 

Поэтому формуJiы для вращения построенного по ухазанноиу :выше 
сnособу подвижного 1нщра будут: 

t� == * +k1t2, 
t; = - k1t1 * + k2t8, 
t; =  - k2� * + k8t4, 

t' = .. 

(58) 

Эrи ра.вепства представляют обобщеиие фор.мул Френ.е на СJiучай 
хривой в римаковом пространстве. Коэфициеиты k� nреобрааова;в.ия 
суть хараttтериые ДJIЯ кривой геометрические ведичивы, и мы буде:к 
их НILЗЬiва.тъ. и.ах и в oJJ:yчae трехм:ерnого э:вх.1идова проотраnств$, 
"рави.та.ми "ривой. Соrла.сно (58), имееи: 

d\ 
k, = т· t, + 1 (Л = 1, 2, . . .  , п - 1 ). (58') 

Эта воаиожноотъ n:редмавить хрививны k• в вце охалярных проив
ведений дедает очевидным их инВариантвый ха.рахтер. 

Чтобы найти выраже!IИЯ дJia: абсолют.ных диференциuов dt. в ко
ординатной форме, надо :воспо.аъзова.тьса: формулами (38), относя вев.
торы в. базису, измеиJUОщенуса: от тоuи JL точке. ПрОQтота и а:оностъ 
фор:иу.u (58) и (58') при этом исчезают 1). 

1) Ср. М. Lagally, Die Frenetschen Formeln im Riemannschen Raum, Leip• ziger Ber1chte, ?7, 1925. 
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§ s. Дифереици3JIЬиые инвариаНТЬI 1) 
2б3. Поетроение диферевциа.'lьиых иива.риа.птов. Сп:иволичесхий 

ве:ктор 

{59) 

имеет в риУавово:и простра.встве, :ка:к и в еввJJи,цовом, иввариавтпыU 
характер. 

Прилаrая этот оператор :к RаJtой-либо э:кстев:сивв:ой величпне, отне
сенной :к базису, ивмепяющеиусн от точхп к точ:ке, вужио распростра· 
вить предписавпое оператором \1 диференцироваиие и на основвые 
ве1tторы базиса. 

Имев в виду это правило, мы можем, прилаrан оператор \J к ска
лярным или экстев:сиввым фуmщ:и.я:и точ:ки, получать повые функции 
точRи, имеющие юrnариаптвый характер 

Мы будем называть эти функции дифсреициальн:ы.ми иивариаи· 
та.ми, бевра.sлично, буд1т JJИ они скалярными или эRстенсивныив 
величив:ами. 

Из с:ка..11ярной фушщии точRИ U ( u(1), и<2>, • • .  , tt<n>) :мы получаех 
в :качестве простейrпего диферевциального· инварианта ее градиент 

\JU= � е· � .  (60) � ди1 
Сха.пнрное произведение градиента ва самого себя или на lt&Rой

либо другой градиент предста.вJJиет сnаЛЯJ'Н,Ъtй диференциальный :и.нва.
РИI\JlТ (nQРвый и с.меша",иъ'й диферепциалжъtе пара.метръ' Бель· 
тра.ии (Beltrami): 

n u.п v = � '" дU д V . V V "-! 9 ди' дt�k 
(6 1) 

Пр:и.пагал оператор \J R венторвому полю v, :иы по.пучаем диаду, 
а и11епно лопалжую диаду: 

\Jv = � е• д:. � e�<v". 
Ес.яи .мъ� оzрапи."и.мся zеодсэи."еспи.ми перепесеищмщ, то, СО• 

r.пас:но (57), будем и:иетъ: 

\Jv = � е1е1 [ �:: + � { ilk} vk] . 
(62а) 

11 k 
Относя вектор v к контравариантному базису, ПОJ[учи:м: 

\Jv = � е' д!/� ek
vk ; 

\Jv = � e'el ( дv� -� { i 1 } vk] . 
i/ ди k k 

l) Си. приие'lавие редахтора х § 2 гJI. III. 

(62Ь) 
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С помощью свертывания вахо�им окаларвый диферевциаJiьный ив

вариант, дивергенцию вектора v: 

или 

� · V = � [-::;: + �{ iik } vk] (63а) 

�· v =  �g11 [ �� - f{ i: } vk] . (63Ь) 

Б частности, если вектор v есть градиент: 

V = � [� 
и, следовательно, 

t-' - д[' дL' - д;," ·  t"l = д;1 '  

то его локальная диада :может быть sаписа.н:а в форме: 

или 
(64Ь) 

Отсюда с помощью свертывания получаем: с.каJiнрный диферен
циаJiьный инвариант, паsываеиый вторим дифере1tциалыи,•м парамет
ром Вмьтрами или дифере1tциа.ль1tим параметро.м Ла.мэ: 

или 

D, = �·�U = � gil [ д2U _ � { i l  }.22:.] . (6bl>) · � ди1ди1 "-i 7с дuk 11 k 
В случае трехмерных uространств из (62Ь) можно получить и вы

ражение для ротации ве.ктора v, которое становител особеиио простым 
ввиду симметричности символов ltристоффелн [ер. 226 (45)] :  

(66) 
el eg es 
д д д 

дii1 ди2 диВ 
vl t'g Vs 

Сииволы Rристоффем в выраженпах (63а) и (65а) для �.,. и 1::::. U 
хожво устранить с помощью преобраsованин, освоваииого на тождестве: 

д tg V"Y = � { i k } (67> ди1 � k ' 

в котором g оsначае·.r определитель, составлеввый и.s координат g,_.; 
основвой ме1·ричес:кой диады (определитель Грана). 
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Чтобы вывести это тождество, представни определпте.1ь g в виде: 

g,.l el . el е2 . el 

g,.2 - et • е2 е2 · е2 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  

g,.,. е,. ·  е,. 

Двференцировапие определитела g будеи производить так, чтобы 
второй определитель диферепцировалсsr сначала по столбцам ( счита.н, 
что вторые ипожи:телп постоянны), а затеи по строкам (считая, что пер
вые :множители nостоянны); если воспол:ьзуе:мся при этом форхулой (57): 

де� = � { i l } ek, дlt k k 
то при диференцировапии множителя е1 получии су.м::ч определителей, 
:которые равны пулю, за. искл:ючепиеи одного, отличающеrося от перво-. { ' l } начального определите.ая толыtо множителем 'l . 

Таким образом и:мееи: 

откуда сейчас же оледует тождество (67). дvl 
Из (63а) и (67), заменяя еще n -1 индекс i через k, получаеи: д/1 

или 

'V·v = ,� �--.;. (Vuvk). r g k дtt 
В сзучае, когда v = \}U и, следоватезьно, vk = дд. U  , ииеех: llk 

6U= \J·\JU= ,;- � д
д k (Vu :и ) .  r g k 11. ttн 

Введя 1ювариантпые координаты грциеита \} U, получим: 

л и  1 � д � v- lk дU и = - � - g g  - .  
yg 

k дuk 
; д�tl 

(68) 

(68') 

21>4. ДиферепциаJiьвые вввариавты в трехмерном llростран
rтве. Выражения, полученные В&}{И для \}U и t::, U, допускают ваие
ча.тельвое преобравовапве, которое, хотя и выполнимо д.ая любых про
стра.пств n ивиеренвй, особенно важно для трехмерного евпидова про· 
сf}lавства при введении хриволииейпых хоор.цвиат. 
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Градиеит (60): 

(69) 

Tatt в.а.к g1" суть приведеиные миноры опрме.пите.11я g, составJiен� 
НОГО ИЗ g,k, 'l'O выр&жеВ:ие, ПОJIУЧ6Щ[Ое ДJШ \] Ut :М:О$61' быть В:&IШСа.ИО 
в виде ок!Ш:м:ленв.огi> определители, которое иы приведем, оrрав:ич:вв
Iuись случаем трех ивиереиий: 

el ев ев о 

gll Dts о и Dtв дul 
\]U= l и и (70) g 9n 992 028 Ти1 

Uвz Uвв Uва 
дU 
dull 

Уивожаа (70) us. равенство (60), иы по.пуч:в1t для первого .цифе
ренциалъв:ого параметра Бельтрап · выражение: 

v�·.vи= + 

дU дU дf.Т 
дul дu1 дtt3 

Uн · 912 ин� 

g21 g22 Uw 

Usв 

о 

дU ди1 
дU 
-дu2 дU 

1 
Это выражение для: прав.тичесв.их выволений удобнее, 

начаJIЪное выражение (61}. 
В ортоrоНВJJь:иш хоор,цинатах ::мы получии sна.чи.тельво 

стые й:Ыра.жения, раsверт:t.Iвая: опре,целитеп (70) и. (70'): 

"'С дU +. е2 дU + ев дU • 
v . = g 11 '"iГui" . 922 дu2 g;;; 'дiiS ' 

(70') 

чем перво

более про-

\]L" • \] U = :..!..... (!!!._)з + :..!..... ( дU )t + _1 (.2!!_.)2 . 
g11 дuJ YrJ ди' g811 д11• 

(iO") 

Диференциuьпьrй па.ра.иетр JI&иэ (68): 

bJl= 1_ � -д-gt" yg iШ :. 
V g � iltl' ди1 

ik 

фориа.льно · поетроев точно так же, в.ав. выражевие (69). Вкоото оонов
вы:х веиторов е" в него в:щЦят символы .циферевв;Ировав:иа д� , .в;ей-
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ствующие ив. ив.хо;в;щиеся ва. 1П0П1 ивожитеJiи. Поэтому, пре,цст&.ВJiяп, 
v.att и выше, 6 и в форме оШиJ.tеииоrо опреде.11итеJ!П: 

t:,. U - -1-
- yg 

iJ д д 
д!tt д1tэ д�tВ 

У11 gl2 918 

991 g22 998 

9sl 9зg Уаз 

о 

1 дU 
vи . d111 

1 дU 
vи t)U• 

1 iiO 
vi о11а 

(71 )  

надо петь в виду, что пре.цписавиые в первой строие .цифереициро
д :в&'81ftr -,. до.uшы быть вьmОJ!Иев:ы иа,ц •виораки, ПОЛВJIЯЮЩВ11ИСЯ при д и 

д ра.можевии опреде.в:итеJiя: в R&честве форма.в:ъвьп JШоаите.ией при дJ' • 

В CJiyчae ортоrоиuьвых хоор.циват ра8Jiо&евие oпpeдeJiитeJis дает 
въrражепе: 

6 и
= 

у g1:U22llзз l д�t1 ( � :� ) + д:а { � :)  + 

+ д;� ( vи�;�n :� )] . 
иайдеввое Лкоби при преобравова.вии .nа.пяаоиава: 

совпадающего в евк.11идовои простра.встве о диферевцва.в:ъвLIИ па
ра.Jfетром Jlаиэ. 

25о. ДпферевцваJiыrые виварпанты поверхвоетп. Есп U(tP',и<2') 
есть скаллриав: ФТВХЦИJI точки ва поверхности, то первый диферев� 
циалъвый параметр БеJiьтраии 

(i, k = 1 ,  2) 

привкмает сJЩJJ;ующи.й вид: 

Е ( !.U )2- 2F дU дU + G (.!!f..)2 
"'U "U- дu2 tJu1 tJu! aut 
v ' V  - EG - FA  ' 

Смешаввый дифереициаnвый nараметр будет: 

Е дU дV -F (  дU � +  дU H ) + G  д U  дV 
\]и•\] U = 

д1f8 O..S ди1 диЭ iJttl дifi" . V ди1 
RG- F2  

(12а) 
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С поиощыо тех же фориул подуча.ех д.u: дифереициаJIЬиоrо па.ра.
:метра. Jiамэ :выражевие: 

дU дU дU дU 
1 [ о  G дu1 - F дut о ;- F дut + E au� ] U= -· - . 72Ь /::. у EG - F' дu1 У EG - FЭ + дu' У EG - Ft ( ) 

21>6. Теизор кривDвы :вак АИфереи:u;иал:ьиый иивариавт. Вве
денная :выше JJOR&Jibllaa: диада \Jv :вектора. v (62Ь): 

\/v = � е1е1 [ ::� - f { i� } vk] , 
ие сихиетричиа. Ее а.втисиnетричеокаа: часть равна. 

.l. (\/v _ �\/) = .!. � e'ez ( дvz _ ov1 ) • 2 2 � д?tl 0?,1 il 
То.1ь�о :в тои мучае, хогда v есть rра.в;иевт, 

ИJIИ 
v = \IU 

-1-v =  U\1, 
JIО�ьвах диада будет оихкетричеохой: 

\J'lu = \1\1 U = fJтvv = � е1е1 ( иаи - � l i l }  .!!L.] . (73) 
� дu1дt,z � 1 k дt'k 
41 k 

Как� и JJO&aJIЬВM .в;иада :вектора, таюке ие будет сиххетричеокп и 
.11оиалъиый теввор (третьей :ва.дентиооти) диады: 

Ф = �au, et ek. ik 
Следует равJJича.ть тевsор 

\/Ф= �еРе�е' [ ::;· -� ({ pia } a,�+{ Pi� }ao�) ] 
pn ' 

от тевsора . 
Ф\1 == �еРе0е� [ �-� ({ �/ } a�a+ {�io } аР,) J .  

pn i 
Когда диа.ца Ф . о:имиетричеока.в, каждый вs тевsоров \/Ф и Ф\1 

симиетричеи отиосительв:о двух ив:,цексов. Коор,�;ив:а.ты первого не 
иsиевлюток при пврестав:ов&е ив:де:к.оо:в о в: t, &ООр)I;Иваты второrо -
nри переота.вовхе р и о. По оrnоmев.ию же к Иll)l;ell.oa.и р и t ни один: 
ив этих тепsоров ве обв.цает свойства:м:и симиетрич:иооти. При nере
ст&вовке этих ив,�;е&сов 11.00рдив:аты о,цв:оrо из этих тев.sоров nереходнт 

в JI.Оордив:а.ты ;r,pyroro. Поэтому разность \/Ф - Ф\1 авжиоииметрич:на 
относительно ивдекоов р и t. 
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Особев:но простой становитол эта разность в частном случае, ког,в;а 

"' "' 
Ф = \}\}U = U\1\l = \J2U = U\J2, 

и, ОJiедоватмьио, согласно (7 3), 
iJ2U �{i l } дlJ 

а., = д111дt11 - � k д11k • 
,. .. 

Из разиости \}Ф - Ф\} = \}\}\}U- U\J\l\1 выпадают не тоJJ.ы.о, 
как это вепосредствев:но ясно, третьи производвые от U, во и вторые. 
как показывает вычисление. Получае){: 

(74) 

CJiarae:мыe правой части содержат в качестве .:мвожите.Jей коорди

наты : rра.диевта.: 
м � , au 
v U== е -1 •  ди 

Поэтому правую часть :можно представить в виде произведения \} U 
на тепзор четвертой валентности: 

'\)BU- ifvs = \}\}\}U � й'V\1\l = \JU · � e1 er· е• е' я., , · (74а) 
!p&t р 

Этот тепзор четвертой валентности называется тенэоро.t� �>ривиан;ы; 
его коордвпата:ми R1 являются выражения, стоящие в пр.в::иых скоб· � ч  . r.ax в правой части формулы (74). Те,наор привrt.lн;ы есть экстен.сttвн;ьи:t 
диференциальн:ыiй и1«1ариант основнО'lt .t�emp1tчecnoй дttады. 

Теввор кривпавы имеет важное rео:метриqеское зваqевие и в бли
жайшем параграфе будет введен геометрически. 

§· 4:. rео:метриЧескаа теории тепзора кривизны 

257. Завасииость дииейноrо переиеееииа от пути. Линейвое 
перенесение вектора v было llnределево выше длл бесконечно близких 
точек. Однако мы иоже:и опреде.ли'lь nеревесевне вектора У от 
ТО'IRИ Р и к ne соседней с вею точке Q такии обраво:м, что предnишеи 
nуть. вдоль которого должно виеть :место перенесение от тоЧRН Р к 
точке Q, в разложии пос;�еднее на бесконечно :малые перекещевия 
вдоль этого пути. 

В евмидово:м пространстве резуJJЬтат пара.ллельвоrо пере:иещевия 
от пути пе зависит. 

Неsависииыи от пути является, каи иы :видели в 24:7, и .IШНе:йвое 
перенесение в эвиJJ.идовой плоеRОств с логариф:мическиvи спираляки 
в качестве траекторпй. 
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НетруАnО, о;цпако, дать пример и тз.хого перепесепия, реsуJIЬтат 

котороrо вавиоит от пути. 
Рассмотрим: геодеви.ческое переnесени.е na. шаре, т. е .  перепесеnие, 

'Тра.ектормм:и. 1teтoporo явлнютса: боJIЬmие Itpyrи. Пре.цстави.м: себе на 
шаре сферический треугольюm PQR; еми перевесем П'f'lo1t бесмиечво 
калъп векторов шара rеодезичесu от точu Р в. топе Q, от Q 1t В 
и, иа.Jtопец, от В обра.тв:о к· Р, ТG· этот пучо& ий возвратитон в исход· 
11ое положевне в :rочке Р, а. ов.ааtется повернутым na уrол, равв:ый 
<lферичеси.о:м:у иsбытRу · треуrольпка.. 

Площадь . сферического треуrолышка равна. 

F = !rJte, 

где R - радиус шара., е: - сфер:ичоокий избыток, :изкеревв:ыit в- ,цуговой 
кере. Отсюда, еми J( = �2 ошача.ет rа.уссову хривизиу шара., ме,цует 

К= ; .  (75) 
Иpueua'lta · шара 'UЗЩмmся, тапи.и образом, умом, м 1rоторый 

<ЛО6ертъюается пучою l1e7'tnopoв nlJt' zеодеэичеспо.н nepeireeeuvv вдоль 
1>0'1tmypa cфepv•tecnmo mpe?pO.IItiН.Vna, площадь поторто равпа едtтvце. 

Эта теоре:м:а. допусЕает об"щевие на мучай тбых повер:шостей. 
)Ltн докаватеJIЬст:ва. :мы восп0.11Ъзуемсн иитегрtмьиой теоре.ной Гаусса. 
ВО'1tиэ t), выражае:м:оi!: равенством 

Jка{)+ �  �; = 2r. .  

:Здесь r Као овначает иnтerpu кривизны по проИВВО.JIЪИО ограни-• ds 
чевиой час'Iи по:верхв.ости:. ! - - Rриво.пивейnый ивтеrра.п rеодевиttе-� Pg . 
cJtoii &ривизны вд0.11Ъ JWитура этой части · nовер:mости. Если поме.ЦШt:и 
представJiа:ет n·уrо.п.:ни&, ограацевв:ый rеодеаи'!ес�tип .11ВВШIО, 
'IO rеоде&ическал .Rрив:изиа · вдоJiь сторов n·yroJIЫIИв.a ра.виа. иуm; 
тоJI.ьи.о углы 11·}''l'OJIЬRИ&& ,ца.ют Jf.JIИ кривеливейиоrо иитеrрuа. сла
гаемые, равные :вв:ешиии: уrлам а�. Следовательно, 

[ Kdo + � a� = 2r. (i = l, 2, . � · ) п). 1 " ; .1. ' . . ' � ' 
аа.иеплл внешние углы �: ввутревпи:ми углами: 

, 
0:1 = r. --:, (l.i' 

I[OJlf'!ИМ:: 
fКdo ::_ � a1 -; (n --:  2) w. 

В правую ч:мть этоrо равенства. входит избЫтОк а С{МJШ уг.nов 
rео,цезическеrо ••-уrо.аьвиJtа. ва.,ц сум:м:ой yrJioв пря:м:отшеlиоrо П,llO
cltoro п-уrолъ:вива. Ilo этот избыто& JmR ра8 роев yr.ty, ва JtОторый 
поворачивается nуч:ов. вехторов nри авейпом nеревеоеR11И цо.IIЬ JtOn
тyp� reo;a;,eaич.ecttoro · n· }TOnim:u.. 

1) Ср., наnрииер, В. в .. ятке, Диферевциапьвак rеоЫетрия:, § 68, ОНТИ, 19В5. 
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Равенство 

jKdo= a 
представ.iJiет, таким образом, обобщеШiе неnосредственно выведенного 
для шара равенства (75). 

Если будем у:меньшатъ сторовы п-уrольника1 то, переходя к пре
делу, получи:м: 

К = lim .;._ ,  J do (76) 

l'ео,цеsичеохое перенесение вдо.11Ь поверхности не завпоит от пути 
лишь в тои OJiyчae, хогда в.рШiиsна. поверхности во всех ее точхах 
равна нулю, и, следовате.11Ьно, поверхностъ либо представляет (евuи
дову) плоскостъ, либо может быть развернута в последнюю. 

2б8. Линейное перенесение вдоль коитуро. бесконечно :n:мore 
четырехуrольника. На. примере геодезического перев:есе:пил пучка 
векторов вдоль ковтура сферического 
треугоJJЪника (на ша.ре) или вдоль 
ковтура rео,цезичесхоrо п-угодьника ва 
проиsвоJiьной поверхности мы виде
ли, что когда. вершива пучка. вехторов 
при этом перенесении воsвра.ща.етсл в 
исходное положение, Бтот пучок ока
зывается zrовер:путыи па :пекоторый 
)TOJI. Следовательно, координаты ха.ж
доrо вектора. по отношению R перво
вача.л.ьиому базису при этом и.змевлютсл. 

Рис. 73. 

Рассмотрим теперь общий мучай .nипеf!ного перенесепия пуч'Н:а ве'Н:
торов в ри.маново.и пространстве вдоль · контура бесконечно малого 
параллелогра:ма и определим изменение, испытываемое при этом каждым 
вектором пучка. Это иsиене:иие отразится: в изменении координат век
тора., если отнести перепесенвый :вектор R первоначальноиу бавнсу. 

Вместо того чтобы первмещать вершину пучка векторов вдоль всего 
коптура пapaJIJieлorpa:иa, целесообразно пере:иещать ее двум:л различ
вы:м:и путлмп ив исходвой точки Р в противоположный угол Р* па.рал
лелограма (рис. 73). Тогда достаточно будет исследовать разность 
относительных изменений вехтора при динейно:м: перевесении вдоJIЬ 
этих двух nутей. 

Мы убеждаемся в этом следующим образом. 
Весконечно :малая разиость значений вектора v в двух соседних 

точках Р и Р1 - его абсолютный диференциал dv - магаетел адди
ТЮIНО из его отвосите.11Ьноrо и перепоевого диференциалов. При линей
ном: перенесепии абсолютвый диференциал равен 

d\' = � (dv1 + � db� vh) е1 = О, 
1 " 

и, сле.а;ователъно, отноеительвый диференциал определяется череа 
переносвый диференциал - оп равен последнему по веJiичиве и про
тивоположен по знаку. Относительный диферепциаJI тогда равен 

(77) 
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ОтносителЫiы.й диференциал дает разность координат ДВ}'Х ве&торов 

в точ&ах Р и Рр переходящих друr в друrа при линейном перенесевии, 
вычисленную относительно базиса в точке J>. 

Все изиевенил, имеющие :место при лпвеiном перевесении вдо.пь 
стороны РР1 парал.пелоrрама РР1Р* Р2Р п вдоль противолежащей 
стороны Р2Р*, мы будем обозначать соответственно через d1 и �. а все 
изменевин при линейном перевесении вдоль сторов РР2 11: Р1Р* -
через d2 и 82• · 

Относительвое измепевпе вектора v при линейном перевесении от 
точки Р к точJtе Р1 равно 

а, у = � ej d, v1, 
' 

а при перевесении от Р1 1t Р*: 

82 (v + а, v) = д2v + 8281v. 

Относительвое изменение вектора v па пути от точки Р через Р1 
к Р*, следовательно, равно 

aзv + al!v + allalv. 

Чтобы вычислить изиевевне вектора v на. пути от точки Р через Р2 
к Р*, достаточно лишь переставить в этом выражении индексы 1 и 2. 
Равность отвосительвы.х измевевий ва обоих путях, следовательно, равна. 

81181 v- a,a2v. 

Столь же велико относительвое изменевне вектора v при ливейво:м 
перевесении вдоль контура парал.пелогра.:ма на. пути РР1Р*Р2Р. Так 
как· переносимый вехтор пocJie перевесених :мы отвосu ошtть к тому же 
базису, что и в исходвой точке, то это изменение вектора v есть полн.ое 
uз.мenetttte, исп·ытъюае.мое ве11:mоро.м v пр" ЛU'Неi'шо.м nepettecettuu вдоль 
n01tmypa 'temъtpexyzoльtttи>a, и потому са.ио 1�0 себе является вепторо.м. 

Введем для храткости обозначение : 

8281v - 81д2v = Dv, 

и будем эту разность называть альтерпироваttн;ы.м noвapuattmO.AI ве"
тора v. Для оправдавил этого. названия :мы в следующем пункте пока
.же:м, что Dv и с точки аревин теории преобраsований имеет векторвый 
характер. Сейчас же :мы вычислим Dv. длн чего напишем выражения 
,;Ая первого и второго диференциалов координат вектора v по обра:щу 
укаsа.вво:му в (77): 

dl v• = - � dl ь� v\ 
k 

� � J = -� �� � � + � � � � � �  k kl 
Переставлия индексы и вычитав, получии для координат Dv выра

жения: 

d2d1v1 - d1d2v1 = � [-d2d1Ьj + d1d2Ь� + � (d1Ьld2Ь� - d2Ь1d1Ьf)] v1• (78) 1 k 
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Иэ.м.еие'Н.ие вектора v ��pu �tереиесен.ии вдоль ?>О'Н.<тура 7tараммо

zра.м.а, отвесенвое :к старому базису в точке J>, следовательно, равно 

Dv = � [ - d1d1 ь� + dА�ь: + � ( d1 ь:а2Ь�- d1Nd1 ьт v1 е1• (79) 
и k 

2б9. Ве:кторвый характер uьтернвровавиоrо вова.риаита век
тора. Так как альтер'Н.ироваии-ый ?>овар"аит Dv ве,.тора v по своей при
роде (как разность двух векторов в одной и той же точке) есть вептор, 
то t' с mо'Чки эреиия теории -преоораэоваиий она ведет себн, ,.а,. ве?>mор, 
т. е. координаты Dv в (79) суть хонтрав!l.риантвые величины. 

Чтобы это доказать в фор:имьво, :мы должны прежде всего вспо
инить (си. 24:4:), что отвосительв:ые изиенев:ин dv1 Rоординат вектора: 

v = � e1 v', 
не образуют систему .контравариав:твых величин:. Еми uерей,це:м: :к в:о
воиу базису er в той .же точке jp и, сле.цовательно, представни век
тор v в виде: 

v = � e�· v*', 
то длн преобравованин координат .будут и:м:еть место фориуш: 

v*i = � c1 vk. (80) 

Длн преобразова.ниа: диферев:циа.пов, соответствующих лив:е.iiпо:м:r 
перенесепию вектора v из точки Р в точку J>1, :м:ы и:м:ели (24:4:) формулы: 

d1 v*i = � d1c� v" + 1: с� d1 vk, 
k k 

Дм преобравованИJI в•rорых диференцимов, соответствующих линей
ному перенесению вектора v из точки J>1 в точку J>*, и:мее:м:: 

d2 d1 v*' = � d2 d1 с� v" + � d1 c� d2v"+ � d2 c� d1 v"+ 1: с� d2 d1 v". 
k k k k 

Если составим таким .же обраsо:м выра.жение для d1d8v1 и затеи 
для разиости (�d1 - d1d2) v*1, то средние сла.rае:иые в правой части 
выпадут, и иы получим:: 

(d2d1 - d1d'J) v*1 = � [(d'Jd1 - d1d8) c1J v"+ � с� (d'Jd1 � d1d'J) v". k k 
Величипы ck суть однов.в:а.чв:ые окмярные функции точки; повтокr 

пооледоиатеJIЬность диференцировавий d1 и d9 в отношении с� может 
быть изменена на обратную; повто:му пер:ва.я суииа правой Ч8.С'l'И равна. 
нулю. Ита:к, величииъ� ( d2d1 - d1 d2) v1 преоораэуются та,. же, ?>а?> и 
?>оорди'Н.ат-ы ве�>mора v1 (80) t�, следователь'Н.О1 образуют систе.му ?>mmpf.4• 
вариаити'Ых величии: 

(d9d1 - d1d2) v*1= �cf <d2d1 -d1d'J) v�. (81) k 
260, Тенаор кривианы. Из векторв:оrо ха.рахтера. величины DY и 

из тоrо, что координаты Dv суть ховтрава.риантв:ые величины, оле
дует, что величины 

Rj = - ( d2d1 h�- d1 d2Ьр + � ( d1 Ь�d9Ь�- d'JЬ�d1 Ь� (82) 
/с 

, .  
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в (79) явлиютох схеmанныии хоордm:tатз.п тевзора второй выентвости: 

-: = � Rfe1e1• (83) 
Q 

Мы хоже:м в тахом случае представить Dv в :вще: 

ИЛИ 
Dv = � Rt1v1e1 = � Ще1е1 • � vkek 1r' (1 k 

Dv = -:•v. (84) 

Пучок :векторов v испытывает при линейпои nеренесепии :вдо.11ь 
мвтура бесконечно малого четырехугольника из:м:евевие Dv, хоторое 
можно предста.вить :в :виде произведения диады -: на :вектор v. Это 
вз:иевевие :может предстамять собою только вращен.ие, тав. ках при 
линейном перевесении длины и углы в:е nзменяютои. 

Еоли отнесем диаду .. поJIВостью R хонтра.вариа.в.тно:му базису: 

где 

-: = � R� е1е1 = � R11e1e1, •1 il 

Rн = �9iJЩ' 
то из антиси:м:метричнооти диады 't (24:3) (IJieдyeт: 

Rtz = - Rн· 
Позтому мы :м:оже:м предста.вить -: :в :виде: 

.. = � R11 ( е'е' - е1е1), ц 
(85) 

причем ср�:миро:вание ведетех по всеи :вов:можныи рiU!Jlичвы:м: парам 
индексов. . 

Если выпоmи:м: в (82) диференцировз.:вия, введя диференциа.nы d1/' 
шtрахетров, то :выражение (83) :можно будет записать в виде: 

-. = � Rf; Р" d1uPd2u"e1e1, 
tl, ро 

где величины в:. р• суть 1t0ордиваты тенвора четвертой валентности, 
ховариавтные отиоситеJIЬно индексов р, о. 

TВJt как величина Rf, oorJiao:в:o (82), иеннет знак при переста
иов&е индексов 1 и 2, то она может бъ.IТЬ представлена в виде: 

R� :::::: �в:, Р• (d1иPd2 u" - d2 uPd1u"), 
il, р• 

nричем су:м:уированnе производится по всем вовиожвыи парам JЩJI,e
&co:в р, о 'l'аи.ии образом, что встречаются комбив:ации каждых двух ив 
них. Если еще опустим индекс i ВЕИЗ и введем ковариавтные по 
отношению к ч:еmреи ивде�tса:м: коордив'1ты: 

R,l, р• = �g.jRf. Р� ' 
j . 

то :выражение дли диады -:, согJiасв:о (85), будет: 

"' = � R41, 
P•

(d1 uPd:J t�· - d2 иРа1"") (е'е1 - е1е'). (86) 

41, р• 
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Диа)l;а. 't' пре.цставлева. здесь суммой хомповеnтов, представлнющих пла· 
варвые .цка..цы, с0ставлеввые из каждых двух освов:ных вехт0ров е', е1; 
Jt&Ждому такому коипо:ненту с0ответствует компв:невт вращевиsr пучка 
векторов v, nри котором изменевин векторов v ко:мnла.:нарвы о вех
торами е•, е1• 

Во.в.е.цотвие ,цвой:ной автисииметрич:ности диады 't' будут равны nyJIЮ 
вое те координаты R11, р• , 11 которых оба индекса. первой rpynnы или 
о�а и:нде:хоа второй группы рав:ны друг другу: 

Rt' = 0, R,1 = 0; ., р• • ' рр 
между не равными вуJIЮ координатами имеют место СО9ТВОшев:ин: 

яj,, Р• 
= - Л11, р• , лn, р• = - Rn, •р . (87) · Разность d1u.P dp_u" - d2uP d1u" иожво рассматривать как ,.;вой:ное ска

лярвое проивведевnе двух nлаварвых ди.ад: 

d1uP d2u" -d2uP d11�· = ; (еРе• - e"eP) . , (d2s d1s - d1s dg�j). 
:Здесь 

d1s = � el d1иl, dzs = � е.,. d21�"' 

оmача.ют оторовы РР1 и Р Р2 бесконечно малого четырехугольника., 
вдоJIЪ ковтура которого соверша.етсн . обход. Qтот четыречголъвик по 
uоложе:нию и величине опредеJisrетсн илаварной диадой: 

1 dm = 2 (d2s d1s - d1s d2s). 

Равенство (86) мы :можем теnерь представить в виде: 

't' = -} � Rt�, ,.(е'е1 - е1е') (еРе•- е•еР) • · (d2s d1s - d1s d2э). (88) 
il, Р" 

Диада .. , определяющая иэ..неиеиие, имеющее ..несто при вращеиии 
пуч.па вепторов, равиа двойио..ну с�алярн,о..ну проиэведен,ию темора. 
четвертой вален,тиости, теиэора !>ривизн,ъ� 

х = � R (е'е1'- e1et) (ePe• - е".оР), (89) 
il, ро i!, ро 

ямяющеzося тмьпо фуипцией точпи, ua п.яан,арн,ую диаду d��>, харап
териэующую бесптеч.по малый 'Четъr.рехуzмьn1�n, вдоль timтypa nomo
pozo совершается обход. Выражепие для диады, осуществляющей 
вращен,ие пуч1tа векторов, та1tи..н образом, будет: 

"t = Х • · dш . (90) 

Изменение векторов uytшa, определаеыое алътернирутощей коварнан
той Dv, равно, следовательно, 

DV = 't'•V = (x . . dш) ·v. (91) 

Иццексы i, l тевsоро. R,1 в выражениях (86), (88) оrвосятсн, xait 
" ' ра 

уже было упомянуто, zt хо.иповевта:и осуществляющей вращение ди� "• 
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�" инде&сы р, а - к компонентам иланарной диады, опредеJIЛющей 
•rе·rырехуrо.пьни&, вдоль &онтура &отороrо совершается обход. 

Поме · отделения множителя dш это различие между ицце&са.ми 
'l'eнsopa· &ривизны о&аsывается затушеванным. 

261. Вычисление •rеизора кривюшы в едучае гео;r;евическоrо 
JJереиесеиил:. С nомощью диференциалов параметров duk мы получаем 
.цлл координат в: диады -r, осуществллющей вращение, выражения: 

� [ ( д дЪ; д дЬ} ) � ( дЬ� дЬ� дЬi дЬ� )] d р d , 
Bt = � - W д!��, - д;;Р дu" -J- � диР W - д и" дtiP 1 tt 2u • 

� k 
В случае геодезического перенесеиия, вводи символы Криотоффелл, 

nолучаем отсюда: 

Щ= �� =� [ - ( �. { z/} _ :р { �а} )+� ({ k/} { �а}-е/} { �Р})] d1uP а2и".  

Множители при dlu? d2tt0 С)'ТЬ Jtоордиваты в:.р• ' 
Тенsор кривизны о&азываетсл, таким образом, тождествевпым с тен

зоро:м: четвертой валентности, полученным в 21>6 с помощью формаль
ных операциlt. Координаты R11, р• тенsора кривизны х мы nолучим, 
опуская вnиs индекс i: 

Это суммирование несколько утомительно, хотя для его выпо.пиенм 
надо лишь восполъsоватъся соотношениями {50), свяsывающпми сим
волы Кристоfфелsr первого и второго рода.; выпоJrнив ero, поJiучп: 

R . .  =-д [ ' � ] - -д [1 �1 - � ( [p i] { l a }- [ a i] { l p } ) ·  (92Ь) '1• Р• дuР 1 дн" 1 ,.,. k k k k k 
В cJiyчae геодезического перенесения имеет место соотношение 

(93) 

Для доказательства надо лишь исполъsовать выражениsr для сих
воJiов Itристоффелл. 

262. Теизор хрививиы поверхности. В cJiyчae {двумерной) поверх
ности выражение длsr тевsора кривизны примет вид: 

х = R (е1е2 - е2е1) (ele2 - e2el) 12, 12 • 
Единственвал входлщая в неrо · :координата R12, 12 не лвляется. ивва.

риавто:��:; она зависит . от выбора бави�а. Окалярнъ�й иивариаит .линей
ного элемента поверхности (т. е. инвариант поверхности по отношению 
к изгибанию) мъ� ��мучим с помощью дву�>ратн,оzо сверm'Ыба'Хия те-н.
зора привизи'Ы х. 

Чтобы притти к не равному тождественно нулю ревультату свер· 
Jыванил тензора х, заменим: неопределевное )'Иножение пла.nа.рнш 
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.JJИад в выражении для х скмяриым: умножением: 
х, = Bt2, t2 (ete2 - e2et) • (ete2 - e2et) = 

= R12• 12 ( -g22etet + gt2 ( 6162 + е2е1) _ gt te2e2), 

Пе:rеходя к ковариантным: координатам: g1k, будем иметь, согласно (28) 

xr = -
Rl2, � )В [gнetet + 9t2 (e'ell + e'et) +  g22e2e2] 9tt922 - 12 

или, согласно {26) :  
х _ R12, 1 2  l 
1 -

- 9a9u - (Ut2)2 ' 
Таким образом результат такого свертывания тензора кривизны 

отличается от основного метрического тевзора ва скмярный м:ножи· 
тель, яв.nяJLщийся инвариантом. Еще одно свертывавие дuо бы 
удвоенвый этот же скuлрный uожитель. Иuвapua1tm: 

(94) 

есть 11е что unoe, ll'a!> еауссова ll'puвusna поверхиости, I>a.R это будет 
пока.зано ниже. 

263. Гауссова кривизна поверхиости. При перенесении пучка 
nекторов, принадлежащего поверхвоо•Jи, вдоJIЬ Бонтура бесвовечво м:а· 
.п .го четырехуrольнвка, лежащеrо ва. поверхности, этот пучок поверты· 
ваетсл ва угол de; :каждый из вехторов v этого пучка. претерпевает 
nри это:w изменение, равное 

Dv = (х • ·dm) • v. 
Согласно (88) н (91), и:мее)f: 

Dv == � R19, 12 [(etell - e2et) (etell - e·'el)· · (d9s d!s - d1s dgs)] • V. 

Величины е1е2 - е2е1 и d2s d1s - d1s d2s суть плава.рные диады, 
определенвые в одвоtl и той же точttе Р поверхности; они отличаютоя 
друг о1• дру 1·а ш:шь о:калнрвым м:вожителе:и. Порядоtt, в ttоторо:м рас· 
положены ипожи1ели, :можно, следовч.1ель1Jо, .изменить, и :мы получаем: 

Dv = + R12, 12 (е1 е2 - е2 е1) · ·(el ell - ell et) (d�s d1s - d1s d�s) •v. (95) 

Дuее, 
(el 62 _ 62 et) . · (et е2 - 62 et) = (g12)2 _ gн g22 1 

(96) (gtt)8 - Он Un 
Чтобы JicтoJiltoвaть выражение (d2s d1s - d1s d2s) •v геоиетричес&и, 

рассмотрим (ер. 34:) веttторпое nроизведение 
d1s Х d2s = N dF, 

где dF- площадь четырехуrольввttа, Jt,В:OJIЬ &овтура. ttоторого совер· 
шается переве�:евие, N - е,ципячный ве1иор соответствуJUщей nо.пожи· 
теJJьпой нормали; если nоложим: 

N Х v = v', 
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то v' буде-r вектор, имеющий тот же м:оду.u,, что и v, прина.ДJrежащий, 
и.аи. и v, касательной плоскости х поверхности в точке Р и получа.ю
щийсн из v путем вращения в положительном направлении на прнм:ой 
угол. С.11едовательно, вектор v' JtOJIJIИИeapeн с Dv, и в соотношение 

Dv = - dev', (97) 
сВJ18ъmа.ющее эти векторы, входит :угол вращения da (рис. 74). 

u •  

Рве. 74. 

Чтобы вычислить da, составим: выражение: 

(d1s Х d1s) Х v = (N Х v) dF = v'dF; 

согласно теореме о рn.зложении (см:. 34:), имеем:: 

(d2s d1s - d1s d2s) · v =  v' dF. (98) 

Вставлин (96), (97), (98) :в (95), поJI:учаек: 

d 
Rtt, t2 

а = U11 Utz- (Ua)2 dF . 

Та:к :как, corJiacнo (76), 

d& . 
d.F == К  

(99) 

есть гауссова хривизна поверхности, то те:м: сDык кы ,li;O&Ma.D прв-
ве,ll;евное :в 262 nоJiожеиие, что о"алярnъJй ипвариапт Rt2, 11 

Utt Uss - (g1z)1 
равеп гауссовой "ривиэн.е noвepz1tocmи. 

264:. Uвертьшавие теввора крввиввы в R,.. С:вертыван тензор 
:кривизны � R 4 1 Р о х = �  41, ро е е е е ,  

во индексам l и р пожучим .циа.ц:у: 
� R 

4 1 р о � R lp с о 
хх = """' 41, ро е е

.
' е е = """' 41, po D  е е . 

Из свойств (87), (93) веJШЧИII Rn, ро следует, что х1 есть оик:м:е
тричес:кан диада. в том олуча.е, Jtorдв. рассматриваемое перенесение 
геодезическое. 

Ввода: :величииы в:. ро , м:о:вwо представить х1 в ви;в;е: 
RP 4 о х1 = '· •Р е е .  (10(1) 

Этот тенsор, пол:учв.ющийсл :в реsу.u,тате сверты:ванин тенвора. и.ри
. виз:в:ы, встреча.етсл в теории отпоситель1tости. 

Второе свертывание тенвора кривизны дает скалярный инвариант 

к � R lp ,. � е. ,. -� -nPI 
о = �  il, po .D U = """' 4, op U = ."'-- д(р , (101) 

определsющий "ривиту прострапства. 
266. Обращение теааора прививвы в BJJIЬ. Обраще1tие теп

эора "ривиэпы в пуль есть 1tеоб:х:оди.мое и достаточпое условие mozo, 
чтобъt ли1tей1tое перепеоепие б·ыло иптеzрируе.мы.м, т. е. тоrо, чтобы 
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пучок вехторов при обходе вдоль бесконечно имоrо и конечного кон
тура возвратился в свое исходное положение. 

В евклидово.tl прострапстве с линейвыи элементом: 

(102) 

тетор "ривиэпъ� равеп пулю при условии, что перенесение геодези
ческое, так ttax иа постоянства координат g1" основного тенаора. выте
хает равенство нулю всех символов Кристоффеля, а следовательно, 
и равенство нулю хоординат R11 тензора. кривизны. Равенство тен-.. .  р11 
вора. хривmны нулю не перестанет Юfеть место в случае, когда :мы, 
введя новый, изменнющийсн от точки к точке, базис, представим основ
ную uетричесч.ю форму евклидова пространства в виде: 

ds2 = � Utk du1 du". 

Обратпо, us раве'Н.сmва тепвора прививпъ� пулю следует, что про
странство евплидово. Действительно, мы можем всегда в ха.ждой топе 
бесконечно малой окрестности точки Р определить одноаnачJiо некото
рый базис, перенеся произвольJiо выбранный в точке Р базис линейно 
во все TO'lRИ этой оиресrности. Так как . при линейJiо:м пepeJieceJiиB 
cкa�pJioe произведение векторов ве измеJiяется, то для ·ка.ждой пары 
основных векторов е, и е" базиса в окрестности точки Р имеем: 

d (е,· е") = dg,k = О. 

СледоватеJIЪво, при таком выборе базиса величины g,,. в бесконечно 
ка..!о:й окрестности '!Очки Р постоянны. 

Еми липейпое перепесепие иптеzрирусмо, то можпо сделать 
ве.Аичины gi" постоя'Хпъ�ми и в "опечпой 01>pecm'Xocmu точпи Р, пере
веся выбранный в точхе Р базис линейно в каждую точху этой окрест
вооти; в саиом деле, ив одиовначности линейного перенесения и не
зависимости его от пути следует, что равенство dg," = О Юfеет место 
в бесконечно малой окрестности каждой топи конечной окрестиости 
точки Р, а следовательно, и во всей конечной окрестности '!ОЧКИ Р. 

ECJIИ при этом еще выберем: в качестве ба.аиса. в точхе Р t�-в,цр, 
то .и:инейnый элемент примет тот же вид (102): 

ds2 = � ( dx1)2, 

и.а.к и введенный вами выше линейный элемент евклидова. про
странства. 

Ооращепие тетора пр1tви.тъ� в 'Хуль хараптериаует евплидово 
-.ространство. 



ГЛАВА ВОСЬМАЯ 

КОМПЛЕI\�ОНЫЕ ЧИОЛА 1 )  

§ 1. Свойства общих ко�1шtекспых чисел 

266. Ариф'tlетпqе �кое введение компдеr.:спых чпсе .. 1:. Теорию 
векторов можно обосновать арифмети:чески, рассматривая векторы как 
сис·Iеиу ко-м:плексвых чисел особого рода, как систему экстенсивных 
величин. Обычные комплеitсвые числа вводятся, Ita:& известно (по пред
ложению Гамильтона), арифметически, JЩ& пары чисел. Длл действий 
в!Щ парами чисел устанавливаются те ще форма.Jiъные зноны, кэ.к 
и для действий н�Щ обыкновенными дейстRИтельпыми числами. 

Развивая эту мысль ГаУильтона., :мы можем .ввести в качестве 
по.н·пле�>сn·ых '!исм особоzо рода совокуnиости n действительных или 
обы&повенnых &о:мпле&сных чисел и пытаться определить а.лгебраиче
ские операции вад этими величинаУи та&и:м обраво:и, чтобы по воз
можности сохранить формальные правила действий над действитеJIЬ
вы:ии чиолами. 

Суммой двух :ко:мnле&св:ых чисел одив:аtового рода (т. е. со3Тавлев:
ных из одного и того же числа элементов) (al' а2, • • • , а,.) и 
(Ьl' Ьа, • • .  ' ь .. ) :мы будем называ'JЬ &омплексное число того .же рода, 
ме:иенты &оторого суть су:м:мы одинахово расположев:в:ых элементов 
да.в:в:ых :коипле:ксвых чисел: 

(а1, а2, • • •  , а") + (Ь1, Ь2, • • •  , Ь,.) = (а1 + Ь1, а2 + Ь2, • • •  , а,. + Ь,.). 
Определеnвое тнии образом сложение ассоциатllвво, :коммутативно 

и в соединевив с умножением на обыквовеввые числа дистрибу
тивво. Оно допус&ает, ка:к обратное де.ll:ствие, однозначно определенвое 
вычитание. 

· · 
Из произволъно выбрав:ных лив:еiiво пезависимых комплексных 

чисел, составлепных из n элементов, :иожпо построить новую систему 
:комплексных чисел, каждое из котор ых предсrамнет сумму произве
дений выбранных комплексных чисел на действительные или обыкно
венные комплексные числа. Если обоавачии n выбранных комплексных 
чисел сокращенно через е1, е ., . . • , е,., то каждое из :ко:мпле:ксвых 
чисел nолученпой системы можно представить в виде: 

xlel + х_,е2 + . • . + х"е,. . 

1) Пояное наложение затрагпьаРмых в этой гла11е вопросов 'lИТ�Тt�JТЬ най-
дет в кuнге Л. Е. Диксои .лиuейные алгебры•, ДКТВ�т, 1935. При.м. ред. 
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Совокупность чисел е11 е21 • • •  , е,. назы:ва.етса: базисо.•' системы; 
веJmЧJШы х1е1, х1е2, • • •  , х,.е,. вазы:ва.ютс.я. по.мпО?tеита.кt� комплехс
воrо 'liiCJia; х 11 х2, • • • , х,. - его t>оорди-н,ата.ки. 

КомШiекспые чиСJiа, ка& и lJИCJia базиса, мы будем обовначать жир· 
пым шрифтом: 

х = х1е1 +х11е2+ . . . + х,.е,.. 

;\lежду :вслкв:м.и n + 1 ко:мп.nе:&свы:ми чис.nа:ии системы имеет :место 
щще.Анаа: зависимость. Выбор n новых линейно вевависи:мых ЧJlce.n 
:в ка.ч:естве в:овоrо базиса :мы будем вавы:в·ать ли-н,ей-н,ы.м преобраэова
'Н-ttе.м бааиса. 

267. Умвоmеиие. Среди всех систем ко:мшiемвых чисел система 
обыкновенных ко:мшхехсвых lJИCeJI лвллетсн е,��;ииствеввой :в том смысле, 
что в пей у:множевие оnределено та:&и:м обрвао:м, что сохро.нню'Iси все 
те формальные правила. действий, хоторые имеют место дJla: .цействи
тельных чисел (Be.llepmтpa.oo). 

PIUIRыe сисхе:мы хомпле:хоных чисе.n: отличаются друг от друга 
:в RОвечвом счете JIИШЬ различm.tми способами определеииа: опе
рации nроиsведевил и вытеха.ющими отсюда. разJiичвы:ми sа.ховами 
уивожевм. , /  

Свойства сисжеu:ы RОмплексвых чисел будут соверmеиио раs.nич:вы, 
смотра по тому, потребrе:и u :мы, чтобы про.иа.веде.вие двух хомп.пенс
п:ых чисел было :&о:мпле:ксиы:и ЧИСJiом 'IОЙ же системы, или откажемся 
от этого требова.виа:. Комплексвые ч:исла последиего рода ч:асто назы
ваются экстенсив-н,ы.мt�о велt,•ииt.а.ми. 

Таким обраsо:м: дла: tto:aшJieRcвыx ч:исе.п в более увхо:м: смысле про
ивведение двух чисел базиса имеет всегда вид: 

(Л = 1, 2, • . .  , ·n\ (1) 

·rorдa как дла: эхстешш:вных величвв nроизведение е, е�;, ес.11и ему ве 
соnоставлнетса: CR!lJia:pвoe число, ра.сс:ма.три:ваетсл :как экстrнtщ8'1ШJе 
вмt,•тна вторто 1ъорлдка. 

Для ко:ииле:в.спых чисе.11, ка& и .цла: вкстеисивm.rх :величии, всег.ца 
предполаrаетсн, что имеет :место дистрибутttе'Н-'ьt1'1 �аnО'Н. длл уипо· 
женил в соеди.венип со можеиие:м: 

х (у + z) = ху + х z, 
(x + yz) = xz + yz. 

Для 'h:a.иnJWкcнъtx ЧltCM в более уэпо.лс с.леысле все�да требуют, 
-чтобъь имел место "' ассоциативный аапо-н,, д.nа: экстев:сиввых же ве� 
.1ичив - не всегда. Rо.м.мутатuвuасп1ь проt&аведе-н,ия, воо6ще · zоворя, 
'lie .может u . .меть ..ttecma, если выпол-н,епы в·ыtиеу�Шэанпыс требования. 

268. Делевие. При деле-н,ии (опре.целяемо:и ка& ,цействие, обратное 
умножению), в случае, поада по.м.мутатuб'Н-ъtй эan01t т tt.меет .места, 
надо раз.лич:ать операцию опредеJiеиин первого оо:мпо:щителя от оnе
рации .определения второrо оомв:ОJКитеu. Qба. рода. деJiевия, вообще 
говоря, выполнияы о.цвозваЧllо в тахих системах RО1tШ.1fексвых чисел, . -
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которые содержат "главную единицу".  ГJiавиой едmnщей м:ы бу.цех 
навьхвать хо:мпJiексиое число е, удовлетворяющее ра.веиствам: 

ех = х, хе = х, 
;r,и всех х, следовательно, в частности, равенству: 

ее = е. 

(2) 

(2') 
Если введем rлв.вную единицу как одно вв чисе.u ба.висо. е, и обо

ввачим ее вре:м:еиво череn е11 то равенства 
ах = е1, ха = е1 

01аределят два, вообще zоворя, различных ооратк·ых акачекия чuсла а. 
Чтобы разрешить, например, первое ив этих равенств, положим: 

а =  � а, е, , х =  � х,. е,. ;  ' k 
rorдa, примеилв: закон умвожеиии {1), по.uучим ДJUI определевв:• коор
;w;иват х,. уравнение: 

�alxk cikЛ ел = е  •. lkk 
Это уравнепив распадается па 0.11е,цующтю систему n с:кuяр:в:нх 

уравнений: 
� х,. � а, с,,.1 = 1, k � ·  

� х,.� а, с, k л = О дли ). = 2, 3, . . • , н .  k ' 
Эта. система .цостаточва дла: одпозва.чвоrо опредеJiевиа чксеJI ж,., 

ecJiи ее определитель отличен от вулн, т. е. 

1 �а� сш. l  :ф: О. (3) 

Таким образом, вообще rоворл, существует едив:ствеикое (первое) 
обратное значение компJiексвого чисJiа. а, удовАетворлющее уравнению 

аа.-1 
= е1• Однако почти во всех систехах ко:мплекспых чисел вов

можно выбрать для а, такие действительные пли обыiШовенные иох
плексвые числа, что определитель (3) будет равен вyJIIO, та.к что ,Ц.JI.II 
некоторых чисел а образование обрз.тноrо ии чисJiа. будет невозможно 
или веодиозвачво. 

Длл вахожденил �acmкoza любых двух коишrексных чисел теперь 
при условии сnраведливости ассоциативвоrо ва:кова не требуется по
стулировать еще что-либо. 

Чтобы оnределить х из равенства: 
ха = Ь, 

поuожим последнее справа ва а. -l ; полу'!8.ем: 
(ха.) а-1 = х (аа-1) = ьа-1 

ИJIИ 
х = Ьа.-1 •  

В систе:м:а.х, ве имеющих главвой е.цивицы, о.цпооначиое ,цeJienиe не 
явиется возможным. 
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269. Сиr.теиы, соJJ;ершащие n9 единиц. Особепво важвы:ии и про

отыми по строению являются систекы, у хоторых базис содержит п• 
ЭJiемевто:в е1,. (i, k = 1, 2, . . .  , n), хоторые удоВJiет:воряют следующему 
закону уиво:жевия: 

e1k e1m = О (k ф l) 
elk e.tm = e,m • 

Лево, что к.в.ждая: та'ltал: систеиа имеет маекую единицу: 

е = е11 + е211 + . . .  + в,.,. , 

(4) 

(б) 
удовлетворяющую усло:вив::и (2) и (2'). Поэто:иу все тапие системы 
допу�mают, вообще zоворя, оmо:жачкое деление. 

Между самое · большее n9 + 1 числаии систе:иы, базис которой со
держит nll элементов, всегда. ииеет место JШнейвое соотношение с дей
ствите.пьными ип обыквовеивыми к.оип.nексиыии :и.оэфициентами. 

Если в такой системе хоипле:к.свых ч.исел, в которой захои уивожевва 
определен формулой (4), вовьием рнд после,в;овательиых степеней xaxoro-

' .в:ибо числа х, то, Ita.R мы это похв.жеи ниже, линейвое соотв:оmевие 
будет иметь место в е между n9 + 1, а уже между n + 1 последова.
те.пьпы:ии степе:ннии этого ЧИСJiа; зто соотношение вавываетса: :харап
теристичеспи.м уравкекие.н системы. Оно ваписывается обычно в форже 
линейного ураввеплн, связывающего первые n степеней чисда х и 
главную единицу: 

x" + a1xn - i + · · · + an _ 1 x + aпe = O. {6) 

Длн :пехоторых чисе.п х степень харахтеристичесхого ура:вненi!:а: 
иожет Оitаваться: и шшъшей n. Тогда ли:пей:пан зависимость будет иие!l'ь 
иесто уже между менее чем п + 1 поСJiедоватедьпыив степенями та
ких ч.иоед; во отоюда :ве сдедует, что повижевие степени харахтерп
стичеокоrо уравневил будет тогда ииеть место для всsmого ком:плехо
:поrо числа. 

270. Вывод хара«териtтичеевоrо уравве:нип. Itо:мплексвом:у чисJJу 

х = � a�t elk 
иожпо отвести скалярное чиСJiо, а именно опредептедъ 1 a1k 1 ,  соста

влеивый из хоордииат этого пела.. 
Обоsпачии определитель, соответствующий числу х - >..е, где 

е = � е11 - г.павван единица и Л - скалярный параиетр, через rр (Л) :  

а1 1  - Л 
fP (I..) = й21 

a,.t 

а111 

� - Л 
. . 

а,.\1 

ai,. 

� .. 

a,.,. - J.. 

Функция <р (1..) -цеJiая рациова.пьная фуВRци.н: п-й степев:и отв:оси

те.пьво А, коэфициевты Rоторой будут фувJЩ:аи координа�r а111 чисJiа ж; 
nол:ожп ДJia: Itратхости: 

· 
( - l)n fP (k) = l.." + a1>.."-

1
+ ' , ,  + an- 1  k + a,. .  
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Увеличива11 общность рассужДений, можно исходить ив ко:мПJJекс
ного числа х - Л, где Л само есть ко.мп.r&експое число, принадлежащее 
системе чnceJI из 1�2 зле:мевтов. Эту разност.ь :можно представить в виде: 

ех - Ле = е � а1% e1k - Л �  е11 , 

и, в е производя у:множен;Iя на е, построить "определитель" ,  состав.nен
пый иа ко:мплексн,ых "координат" числа ех - Ле, т. е. из козфициевтов 
nри e1k того Jtо1шлексноrо числз., которое стоит в правой части пре
дыдущего равенства. Тогда фуНJщил 

а1 1 е - Л а12 е 

ч; (1) = а21 е а22 е - Л . . •  1 
�а� � . . 1 
и" ,. е - ). ! 

будет вследствие дистрибутивного и ассоциативного законов и свойств 
мавпой едипицъ� целой функцией n-ii степев11 от ко:мплехово1·о 
числа Л. Эту функцию мы :можем nредставить в виде: . 

( - l)" о:р (Л) == Л" + а1 Л'1 -
1
+ . . . + а11 _ 1  Л -f- a.1J е. 

:Еслп за:меви:м, в частности, Л через х, то комплексвое чис.1о х - х 
или ех - хе будет тождествепво равно нулю, а вместе с тем и опре
делитель ер (х), составлеRJIЫ:й укаааввы'lt выше об})аво:м из его коиплекс
пых координат; сдедоватеJJЬно, 

n +  "_ 1 +  + + х а1х . . .  а,. _ 1 х а,1 е = О. 

Это - xapa�>mepucmuч.eclf:oe уравпепи.е, справедливость которого, 
таким образом, доttааана. Мы не будем входить в рассмотрение воз
можных случаев nониженил его степени; они св11заны с теорией зле ·  
иентарных делителей. 

§ 2. Связь с векторным: исчис�1епиел 
271. Векторы и диа.ды. Ве,.торъt запихают в теории D&стенсuввых 

величин разлиqиое место, в зависимости от того, какого рода умноже
ние :мы полоЖим: в основу. 

В случае есл!l в основу положено скаJiлрное умножение, векторы 
представляют в трехмерном или, общэе, 1�-мерно:м: проетранстве систему 
экстенсивных величин с тремя или соответственно с n едипидюш, 
в котором не имеет :места однозваqное деление. 

Если в основу nоложено векторное )':множевие, то ве&торы в трех
мерном пространстве нужно рассматривать как систему комплексных 
чисел с тре}IЛ единицами без глаnной единицы, а потому и без одно
значного делевил. 

Диадвое умножение ассоциативно; е сли его положить в основу, то 
вехторы определятся как система нкстепсиввых величип первого по
рядка, которал может бытъ расширена до системы сколь угодно высо
кого порлдttа (диады, тевзоры). 

Диады, если положить "в основу указ!tнпое д.111 них в r.'I. 4 правило 
у:иножения, nредставляют систему комплексных чисел, состав.'lенпую из 
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n9 единиц и о законом умножения, за,цапnым формулой (4); в качестве 
эJiементов e1k основного базиса :вво,цатса: диадвые nроизведевил e1ek 
двух векторов. Диады имеют гдаввую единицу и допускают (как для 
правых, так и �а девых мво.житедей), вообще говGрн, о.цвоввачвое 
деJrение (для nолных диад как делителей 1), 

272. 1\ввтервионы. КватеJЦJионы Га:мидьтона представлают собою 
систему ко:м:плекснъu: чисел, составленную ив четырех основных единиц, 
имеющих главную единицу. В качестве чисел- базиса :выберем главную 
единицу, которую обозначим через 1 ,  и три других единицы J, j, k и 
оnределим произведения любых двух таких единиц следующей схемой: 

1 i j k 

1 1 i j k 
(7) i i - 1  k -j 

.i j - k  - 1  i 

k k j - 1  - 1 

Столбец перед квадратной схемой содержит первый мно;Iштель, 
а отрока над схемой ......- второй :множитель каждого проивведевиа. Обо
значение главной единицы через 1 допустимо потому, что она. удовле
творllет тем: же соо•rвошевиям, как и окмярвое число единица, и от 
него пе отличвма, eOJiи только операции проивводл•rсл внутри системы 
хватервиопов. 

Раос:мотри:м сначала то.nьхо кватернновы 

р == а0 + а1 i + а1 j + а8 k 
о действительн:ы.мz� noopд·u?f,ama.мu аО> а1 , а2, au (действите;tьные sва
тернвовы). Каждый кватернион распадается формально па два слаrаf'
мъu:; скалярную часть а0 и экстенсивную часть a1i + a2j + a8k, хото� 
рую можно рассматривать хак хомплексное число в сиотеие без глав
пой единицы в отождествить с Jlектором. ТаRИм образо:м скмарвые 
числа, а тав.же вехторы, могут быть расо:nатрив�tемы, как кватернионы 
частного вида. 

Исхода из того, что и:меет место дистрибутиввый захон, вычис .. ти:м: 
произведение двух кватернионов: 

р == a0 +a1i + aJ + а81, , 
q = Ь0 + Ь1i +Ь2J + b8k. 

Это произведение :мы будем обо3nачать pq. Так как среди кватер
нионов имеютол векторы, то кватернионвое произведение двух веи1оров 
мы будем, таким образом, обозначать так же, хак до оих пор диадвое. 
Так как при этож беглоw раосиотревип кватернионов диа,цные произве
девив: вотречать011 не будут, то можно не оnасатъол недормуиlffiия. 

1) Выведенное в 271 харахтеристическое уравнение представляет, таким. 
образом, обобщение выведенного в 166 уравпею1я Гаиильтона-Кэли. Лри:м.. ред. 
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Дпл произведения pq полуqим, испоJIЬЗул схе:м:у (7}: 

pq = а0Ь0 + а0 (Ь1i + ЬJ + Ь6k) + 
i j k 

+ Ь0 (a1i + aJ + а8k) - (а1Ь1 + �Ь� + а8Ь6) + а1 � а8 (8) 

Ь1 . Ь11 Ь8 
У мвожеиие �а.терииопов подчИИJiетсл: ассоциативн.о.ну аа,.он.у; дов.а· 

зательства. этого nриводить не будем. 
Несправедливость по.н.нутативн.ого эапон.а СJiедует уже И8 схемы (7). 
CocтaвJI.a:JI по той же схеке uа.терниоииое произведение двух векторов: 

v = a1l + aJ + ask, 
w =  Ь1i -j- ЬJ + Ь8k, 

получим: 

WIИ 

1 j k 
vw = - (a1Ь1 + а2Ь� + а8Ь8) +  а1 ag а8 

Ь1 Ь1 Ь8 

vw = - v· w +v X w. (9) 

Сва.хяриое и векторное nроизведения двух вехторов пре;цставJШ:ют, 
таким обрмом, clt8.Jlяpиyю часть, взятую с обра.тВЬ1М sныом, и вектор· 
иую часть хватериноиного произведения этих вехторов. 

273. ДеJiеии� l!;ейетвитеJiьиых кватерииоиов. Ка.ждый uатервиои 

p = a0+ a1i + aJ + a8k 
может быть представлеи в виде: 

р = ао + v�a
-
111=-+

--=--
a
-
\l�\l

-
+
_

as..".2 а, (10) 

где а - едивii'ШЬlй вектор векторной части кватерниона. Как и обыкно
венные комп.11ексные чис.11а, uатерниоп можно представить в тригопо
метрической форме: 

р = a (cos & + а  sin &), (11) 

где a = Va02 + a12+ a1111 + a811; а называется модулеи хватерииопа,. 
Тригопо:метрическал фор:м:а особепво удобна д.11я представления 

обрат11.ого э'Н.ач.ен.ия р -
1 

кв�tтерпиов:а р: 

р-1 = ! (cos О - a sin &); а 
(12) 

в са:м:ом деле, мы бев труда обнаружим справедливость обоих равенств: 

рр-1 = 1 ; р-1 р = 1. 
С помощью координат а01 а1, а�, а6 равенство (12) перепишется: 

р-1 = � (a0 - a1i - aJ -a8k). (12') 

Вычис.l[епие обратиого зпачеииа кватерпиона достаточно ди въmо.I· 
иепия делен.ия. При эток надо раз.11ичать операцию определенна второго 
множителя произведения от операции определения первого м:ноzитеп. 
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Из равев:ств 

ПО.IJЧ8.е:И: 

СВЯЗЬ С ВЕКТОРНЫМ ИСЧИСЛЕНИЕМ 

px == q, yp = q  -1 -1 Х = р  q, y = qp • 
В более подробвой аапиои имеем: 

381 

1 
x = (ii" (a0- a1i -�j - a8k) (Ь0 + Ь1i + Ь2j + Ь8k); (18) 

ав:uоl'И'Iпое :вырмкевие DO.IJIПIИ дла: у. Тек оа.:иы:и вс�mое де.11ев:ие 
оводитса: & соста.мевию проnаведевиа:, :выпо.шп:е:иоrо по схеме (8). 

Ocoбemro. простыки оRазшаютса выра.жевиа: для ч:аств:оrо ,11;вух 
веr.торов. Обратвое зпаче1mе вектора 

v = a1i + a2j + a8k, 
ооr.пасво (12'), будет: 

-1 - 1  ( i + . + k) - 1'  v == al• + otl + аа• at О и.) as = --;у-' 

l'Ae t1 оавач:ает моду.пъ ве&тора. v.  И в  равенств 

v x = w, y v = w  
по.пуча.е:и r.ватерпиоВЬI: 

-1 Y W  -1 1f Y  
x = v  w = - -;;гi r = w v  = - -;;г 

и поме вычимевия Rва.терниоивых проивведепий: 
. 1 1 

х =  "iil (v•w - v  Х w); у =  7 (v ·w + v  Х w). (14) 

Попытttа опредеJJв:ть частное двух ве&торов и привела Га:м:иJJътопа 
к ивобретев:шо хватерв:повпого нсчполевин. 

Та& как. каж.ц:ы:й действителtиый хватерпиоп имеет определенвое 
обра.твое впаче:пие, то произведение ка.ItИХ-либо двух таких ttва.тер
ииопов ne :иожет быть равно пулю без того, чтобы был равен пуяю 
:хотн бы один ив множителей. 

В спетеже действителъп:ых кватернпопов 'Н-е существует делителей 
'Н-уля. Согласно теоре.ме Фробепиуса (Frobenius), действитеJIЬные ква.
терnиоВЬI предс�Nlвляют едипстве:нну:ю систему хомплексиых чисел, 
дм &оторой :р:меют м есто все правила действий на.д скалярными 
велич:ииаии, sa нсключенпе:и коммутативного захова. 

274. ЧиР.лова.а: плоскоtть Гаус�n. При умножении двух кватер
uовов, моду.ш в:отор:ых равн.ы: единице и которые имеют коллипеар
ВЬiе векторвые ча.сти. и:иее:м:, есJШ k означает пока проиввоJIЬВЬIЙ 
едu'Н.иtt'Н/Ый вектор: 

(oos & + k sin 8) (cos '9 + k sin т) = oos (3 + �) + k sin (& + <р). 
Рассмwrри:ва.а: весхольRо более обrций С.IJЧ&Й произведения хватер

ввовов: 
р = a (cos �t + k sin &), q = Ь (cos if  + k sin ер), 

иы получии :ttватерщоп: 

pq =а (eos O+k sin D) Ь (cos 11+k sin <p)= aЬ (cos (O+<p)+k sfn (8�)). (15) 
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Действин на.� кватерmrо:иа:ми, имеющими коллnиеариые векторвые 
части, подчии.нютса те:и же sак.ошw, 'l'io и действиа над об.ы&ио:веи
лыми Jtомпле:ковы:ми чво.JJ.а:ми. РазJIИчитъ эти оистехы: величин невоа-

k ·ось 

1 
q 

J 

:можно, пока :мы не выходим за. пре
де.JI.ы системы чисел с едmrица.:ми 1, k. 
Ь:Ватерmrовы с ltOJIJIИReapпы:ми вектор
вы:ми частнии могут быть ивображевы 
геометрически так же, как и обыхпо
вевиые в.о:мпле&оные числа, в гауссо
вой ЧИСЛОВОЙ ПJIОС&ОСТИ (рис. 75). 

Если буде:м рассматривать k кatt 
едnвичпый вектор, .и:меющий :в.апра
вление оси z векоторой системы ко
ординат, то :м:ы с:иоже:и изобразить 
:кватернион а ( cos & + k sin &) rео:иетри:
чеси.и, от�t.118.ДЫваа коор;w.ииа.ты а cos &, 
а sin 3, как коор;м:ииаты ж, у вехоторой 
точки на плоси.ости, и отпоен ква.тер-

1 · о::ь RJioпy радиус-вехrор sтой точки. Про-

Рис. 75. иsведеRие двух таких кватернионов иы 
тогда. nолучим, nеремаожал их мо.цу.11и 

и схладыван соотве'l'с'l'JSу:ющие ради:усам-ве:�tтораи углы. 
�т:ив:ожаа равенство (1 5) оправа на i, пол)'Чв:и: 

a (cos [} +  k sin О) Ь (i cos � +j sin �) = аЬ (i cos ([} + !i) +J siп ([} + ?)). 
Если векторы 1, j выбрать sa единичные коорди:sатиые :вехтор.ы 

той систе:м:ы, с nомощью которой х:ватерпиоиу а (cos 6 + k sin [}) :мы от
нооилR радиус-вектор 1, k, то кватерmrовы можно бу;м:ет рассиа.
тривать :как oneJюmopu, осуществляющt'е растя:хсе'lше 1' вращеиие 
в плоскости j ,  j .  

И в  того, что " вепторъ'" гауссовой •иесловой 1&дocкocm.lt суть спе
Ц1НМьиъtе nвameJJUttou•ы, у которых, вообще говоря:, не равна иу.пю 
c&a.nJJpпaн часть, следует певозиожиоотъ построить в�mmopuoe tMrtttcлe
щte в tpocmparu:m.вc таки:м: образов, чrобы rео:иетрич:еские операции 
JJ гауссовой qисло:вой плоо:&ости были частными случая:ми прострап
ствевRы:х поотрое:иий. 

275. Вращение вокруг неirодвижпой оси. Умножал ра,;в;иус-вектор 

r = (1 cos rp + j sin ? ) tt + kz 
па кватернион, }Iоду.nъ хоторого равед едшrице: 

oos О + k sin fi, 
мы получим:, смотря no то:uу, будет .1и Imатерипов: .. 1евы:м lVIИ прЗовыи 
уножвтеле:м, выра.жепик: 

(cos & + k siн &) [(i oos � +j sin r.p) и + k.;oJ = 
== (l cos(rr + О) +  j sin (:р + &)) tt + (k cos !} -- siп O) z 

ИJIИ 
l(J oos :р + j sin rp) n + ks] (oos 1J + k sin &) = 

= (i oos (�.Р- 0) +J  sin (:р - &)) tt + <k cos О - sin &) .e. 
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В результате этих оnераций i-хо11попепт и j-хом:понент ра..циуса-век

тора поворачиваются на углы 1\ и - О соответственно, тогда -как k-кои• 
пов:ент в обоих случаях переходит в один и тот же кватернион 
(k cos 6 - sin O) z. 

Поэтому два радиуса-вехтора r и r', переходящие .цруr в друга 
путем вращеnив во-круг оси z на. уrол 01, переводятоя в один и тот же 
кватернион, если один иа них попожить слева, а друrой ....... справа на 
одип и тот же кватернион, 

т. е. 
CD + k  • Ш oos 2 sш 2 ,  

( cos � + k si11 ; ) r = r' ( cos ; + k sin �) . 
Отсюда получаем для вращеиия па угол 01 вокруг оси z форкулу, 

ииеiсщую -ъ1есто ДJIЯ 7>аждого ве�ора r: 

r' = (cos]' + k sin ; ) r (cos � - k sin�) · (16) 

Ты ка-к действия над кватернионами о коJIJlинеарным.И векторными 
частями не отличаютел от действий над обы&Новенпыми комплексными 
числами и, в частности, умножение таких кватернионов подчиняется 
коммутативному аа-кону, 1:0 мы можем переn:еоти на пих теорию функ
ций комплексного переменноrо. Так, в частности, nеют :1о1еото оледую
щие форм:уш (в которых е оапачает основание натуральных .nогарифмов): 

и, оледователъно, 

+ k . k� OOS 01 SID 01 = е , 

(oos 01 + k si� "-)" = е""'", 

2 .. 

·cos �& + k sin а =  k" . 
С поиощъю этого соотношения равенство (16) д.пя :вращения на 

угол 01 :можно записать :&ороче: 
... 

r' = k "rk " .  (17) 

276. GJ.Iomeниe двух вращений. Если осуществим одно ва другим: 
два вращения, о rrределлешх ед11ничныии вектораwи а и Ь осей :вра
щевия в углами вращения а и �. то вехтор r перейдет сначала в 

а затеи в 

� 
r' = & �  ra 

.. 
" 

! _ 1,  
r" = b " r' b  " 



B3:i КОМП.IЕКСНЫЕ ЧИСЛ-А ( ГЛ. V11f 
Резущ:,татои ОJiрж.ев:ил этих вращев:ий будет вращев:ие, опреде.пне:. 

:иое равевс'l'Во:м:: !. � .. � 
r" = b" a" ra " Ь

- ;;. 

Согласно 104-, это вращевие иож.ет быть нейтра.п:изовав:о с помощью 
о�ого единственного вращения: 

!. -Т. 
r = c" r"c " .  

Здесь а, �. 1 озна;ча.ют удвоенВЬiе внешние уrлы сферичесхоrо 
треугольника, вершины которого опред�.плютсл вев.тора.ии а, Ь, е. 

277. Ко11шле кеные кватернионы. Между кватерниоиа.ии и cиcre
JIOЙ четырех единиц e,k (i, k = 1, 2) с вакопои у:м:иож.евu (4): 

elk е1". = О (k ф l), 
(18) 

и:м:еет :иесто sаиечательпа.н связь. 
Определяя с помощью с.педующеrо жинейпоrо преобразова.ииs ба

зиса четыре вовых единицы: 

е = e11 + ew 
et = - e�2 - e2t• 
е2 = - ен + е22, 
es = - e2t - el2' 

(19) 

воJJ.учии nроиsведевия каждых двух -новых единиц по ежедующей схе:м:е: 

е 

е е е1 е2 е8 
е1 е1 е е8 е2 
е2 е2 - е8 е - е1 
е9 е8 - е2 е1 - е 

rде е -главвал единица. 
Эта схема может быть переведева в схему (7) у:м:вожения едивиц 

в.ватерниовов с nомощью линейного nреобразованил с JtОип.пе&оныии 
координатами (i = V - 1): 

1 = е, i = ie1, j = ie21 k = - е8. (20) 

Такии образом cucme.41a четъ,рех едиииц, определяе.мая равен
ства.ми (18), окааъ,вается тождественной с систе.мой пватеркисжов, 
если допустить в обеих системах комплексные хоордиваты. 

Поэтоиу (270) дла: кватернпоnов должно иметь :м:есто хораптерщ:ти
чеспое уравнение второй степени. Чтобы вывести ero, представим &11а

тернион р в виде (10): 

тогда 
р = ао +  У al�� - �2 + as2 a; 

� = � - � - � - � + � V� + � + � �  
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Исмючая: а из последних двух равенств, получаем характеристи

ческое уравнение: 
р!! - 2а0 р  + (а011+ а19 + а1111 + а82) = О. (21) 

:Модуль комплексного кватерниона иоже:r равняться нулю; в этои 
CJiyчae уравнение (21) сводится к первых двук членам. 

:Между правuа.ми действий над комплексными к-ватернионами в 
правилами действий над действительпыми кватернионами И\lеются не
которые различил. Так, в системе комплексных кватернионов суще
ствует делитель 11.у.л.я. На.пример, если �удем исходить из произведения 

ен eal = О, 

то с помощью линейных преобрмова.ний (19) и (20) получим: 
(1 + ij) ( - k + ii) = о. 

Оба ииожителн левой части этого равенства суть делители нул11� 
К тому же они представлнют два возможных: типа делителей ну ля •. 
Внутренней причиной этого свойства кватернионов 1 + ij и - k + ii 
является то, что их :модули равны нулю, так как отсюда по (12') сле
дует иесуществование обратного значения, а вместе с тех в невоз
:м:ожность однозначного деления. 

Отсюда. вывод: те комплексные кватер:в:иоиы, длн которых харак
теристическое уравнение (21) сводится к двум первыи его членам, 
являются делителнии нyJIJI. 

278. Нопиопы. Ноиионами :в:азываются комплексные числа системы 
из девнти единиц: е,,. {i, k = 1, 2, 3), умножение которых СJiедует 
ваи.ону (4): 

е1,.е".". = e1m. 
Оисте.ма 'Н.<mи<mов тождестве'Н.'Н.а с системой диад. Единицы ен. 

суть :еассиотреиные выше единицы второго порядка. i1 ik, укножение 
КО'Iорых следует закону: 

(i,ik) . (i/i".) = о (k ф l), 

(ilik) · (i,.i".) = i.i".. 
В системе новионов существует главная единица: 

l = ен + е22 + евз· 
Умножение ассоциативно, во не ко:миутативво. Поэтому деление :мо

жет быть определено двоякии образом. Каждое деление выполнимо 
одвозначво, если делитель есть нонион Ф = � a1ke1,., имеющий опреде
ленное обратное значение. Длл этого необходимо и достаточно, чтобы 
обозначенвый выше через Фш определитель, составленный из коорди· 
нат a1k, не был равен нулю. 

ОбращО:Jиие Фщ в нуль характеризует делители нуля; последние 
тож.цествевны с веполныии, т. е. плапарны:ми и линейными диадами. 

Характеристическое уравнение, которому удовлетворяют нонионы, 
есть уравнение Кэли-Гамильтова третьей степеnи (271). Нониовы, ДJIJI 

которых характеристическое уравнение ииеет степень, меньшую чем 
три, JIBJIJIIOТCJI делителнии нуля. 
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219. Дуальпые векторы. Оясте:иу ко:��плексных чисел о n едиви

цаvи можно р'1сширить, допускаа, что координаты, коrорые до сих пор 
считаJJиеь дейстnителЫiыми ИJIИ обыкповенныvк коиnлекспыwи qисдаvи, 
сами лвляютс.и: общими хомrrлекс:ными чи:слмхп окетемы с т едивацuи. 
Получающuсл таким обра.во:11 с:псте:м:а иожет быть рмсм."трива.е:м:а. tt&s. 

система с m1� едив.1ща.ии, предста.ВJiлющиии: фориа..п:ьные проиsве.цевиа 
ка1юй-либо из единиU; одной системы на одну ив едипц другой еистеиы. 

ECJJИ предnоложить, что в ироюведении ка;кой·Jiибо ив единиц одвой 
системы на одну из единиц другой сиетемы ииожи:rели могут быть пе
реставлены, то произведение каждых: ,цпух: чисел расширенной системы 

:может быть получРво nутем последова
те.цьвоrо uере}tвожевнн двух единиц, при· CJ.' 

надлежащих каждая одной из соотавл.и:ю· 
щих систем. 

Прим:еро:м: та;�tой рR.сширевв:ой систе
иы KOMIIJICitCHЫX ЧИСеЛ ЯВ.JI.В:ЮТСЛ дуадЬU'Ые 
вm>mор·ы. Думьиъ�.Мu 'Чисда.ии павывает
с.а: введевв:а.и: Rлиффордом (Olifford) сис
тема чисе.JI с �умл единицами: 1 и е, 
причем sll = О. Рис. 76. 

Ве&тор а, координа:rаи:и хотороrо 
нвлнютсп дуа.п:ьные ч:иОJiа, :мы будем навыва.ть думыJЪIИ вектором. 

В соответствии с постулированным выше коммутати.впым законом 
этот вектор :может бытъ представлен также в виде: 

a = a+ sa', 
где а и а' - :векторы с действвтелъны:м:и коордвн11таин. 

Дли проивведеии.и: двух дуалъных векторов а и Ь мы получц ве
з<tвисимо от рода втоrо про:ивведен:ил, и потому не обоsв:ача.и: его .&ав.ии
лкбо зкак.о:и,. дуа.л.ъную велич:и.ну: 

nb = аЬ + г (а'Ь + аЬ'). 

О помощью дуальвых ве&торов можно элегантно nз.uожить теорип 
1•ря.ммииейи-ых поиzру:жций. 

Плюккерово уравнение прямой, согласно 23, имеет вид: 

r х а = а', 
rде (рис. 76) 

а· а' = 0. 
Будем сqв:тать а едивичв:ым вектором: 

8 • 8. = 1 .  
Дуальвый вектор 

a = a + sa' 
вполне определяет прв:кую. Он .я:вллеrон едЮJичным дуаJJЫIЫМ векто
ром; скаJJЛрное про1ts:ведение зтоrо nе11.тора. н& сакоrо себл равно 

a •lt = &·a + 2аа·и' = 1 .  

Представление прниш. в пространстве с помощью дуа..л:ьвых еди· 
дu•шых векторов приводит к устаRовлеппю с оотве•rств:ия иеж;а.у прн· 
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мыии в простраnстве и дуальиыми точками па шаре единичного ра
циуоа [t�U?Щim пере'Хесе'Х1tЯ Штуди (Study)) 1). 

Скалярное произведеме двух д�·алъных единичных векторов 

В • 6 = 8. •  Ь + е  (а' • Ь + В• Ь') 

иожет быть истолковано гео:иетрически. Обозначим JТОЛ между прл
иыми, определяемыми дуаJIЪиыми векторами в и Ь, через 0', кратqай
mее расстояние между ви::ии - через l. Ра.диуоы-векторы концов кратчай
шего отрезкч. �rех;ду прямым и · обозначим: через r п м. Тогда будеи 
�mетъ: 

В •  Ь = cos О +  а ([ra.b] + [asb]) = 
= cos.& + е  [(r - s) а.Ь] = 
= cos О - el sin О. 

Такиu образом CRa.Jiяpнoe произведение дает кратчайшее расстон
иве и угол :между прл:м:ыин. 

Из свойств чисел J\лиффорда следует, что 
cos О - al sin 1} = cos (!t + al), 

как иожно показатъ путем разложевил правой части в ряд. По:>то:му 
n • Ь можно рассматривать :&ак косинус "дуал:r,ного угла" 1} + al. 

280. )lоторы. Большей общностью, чем дуальные единичв:ые вех
торы (:которые достаточны для представлепил прн:мых), обJiадают вве· 
деввые Штуди и М изесои 2) .м.6тор-ы. Мотором называют образованную 
из дв�·х векторов экстенсивную величину, приспособденную длл опи
сания ви,гиповто движсюm. 

Для с.писания винтового пере:иещения нужно прежде всего задать 
ось винта о nомощью радиуса-вектора r :какой-либо из ее ТО'Iек в еди
ничного nектора а - ее направления. 

Ввиточое пере:мещение будет вполне определено, если еще будут 
известны лrобые две пересехаrощие ось под прямым углом: uрн:мые, пе
реходлщие др�·г в друга о помощью втого винтового пере:мещения. Та
кал пара прамых иожет быть задана :кратчайшим расстоянием d 
и �·глом: О между прамы:ми (рис. 77). 

Этих геометрич:еских данных достаточно для определения двух век
торов (резулытtрующr·?о вс,.тора 1t вептора .м.о.ме'Хm ов) : 

ш = n. t,g », 

ш' = J' Х ш + t: f! ш, 
которых в свою очередь достаточно длн одн,оанаотоzо опрсдме?щн в?J.'Х· 
товои ttepe.щ•u(t'-н.uя. Действительно, n. и n кожв:о онреде.штъ, если 
задан веRтор ш. Тоrда из второго равенства определится d с помощью 
соотношения: 

1 rl 
tn · m  = tg 

1.1 tn • ш .  

1 )  Study, Gecmetrie der Dynamen: .В, BvfЛUI�·e, Дпференцналънnн геометрия, 
§ 119, 120, онти, 1935. 

2) R. v. Иises, Motorrechnung, ein neues Hilfsmittel der Mechan!k, Zeltschr 
fUr angewan•ite Mnth. \1. :Месh., ,, rтр. 155 и r.тJ,, 1924-. 
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Ha.I!.O!Ieц, &оrда. d и & иsвеМ'Ньr, второе равенство можно рв.соиа.трв:

ватъ &ак nлюккерово уравнение оси випта. 

Рис. 77. 

В качестве к6тора мoJUro рвесматривать дуальпый ве&тор 

9n = m +em', . 
и.11и, общее, пользулоь произво.11ьвыи базисом е1, е2, э&етевоиввую 
ве.JIИqвву: 

Ео.'lи мы пожелаем: рассматривать .цпа.цвые uроиsве.цеиии :м:6торов 
в оnерировать с вини, ве воnра.ща.лоь :к их хоордю:rммr, то вежыJя: 
будет избежать Jiеобходимости в:ыйти аа пределы системы дуаJIЬпых 
векторов. 
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