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Предисловие 

Сначала я намеревался назвать книгу «Алгоритмической физикой». Но 

потом заменил в названии алгоритмичность на конструктивизм. Дело в том, 
что конструктивизм - течение в математике, которое содержит алгоритми
ку, но не сводится к ней. Книга посвящена анализу математического аппа
рата квантовой механики и обоснованию необходимости и желательности 
замены этого аппарата на конструктивную математику. Основные приме
ры взяты мной именно из квантовой механики, поскольку эта дисциплина 
является не только величайшим творением человеческого ума, но и един
ственной возможной отправной точкой для настоящего развития естество
знания. Поэтому в действительности речь идет о математическом аппара
те физики в целом. Фундаментальные явления коллективного типа лежат 

в той области, где начинают сказываться элементы реальности, отбрасы

ваемые при получении стандартных математических абстракций. Это сви
детельствуют о серьезных изъянах используемого в физике стандартного 
математического аппарата, основанного на математическом анализе, алгеб
ре и классической логике. Примером может служить широко известный 

квантовый компьютер, проблема масштабируемости которого не поддается 
анализу традиционными средствами. 

Проблема масштабируемости квантового компьютера является, по су
ществ� новой редакцией старого вопроса об описании декогерентности 
в квантовой теории. Это препятствие очень серьезно, так как только пре
одолев, его мы получим возможность изучать по-настоящему сложные си
стемы, составляющие предмет химии и биологии. Я убежден в том, что 
именно конструктивизация физики позволит это сделать. В этой книге опи
сан путь, следуя по которому мы можем сделать физику конструктивной. 
Необычность задачи, которую я ставил при написании текста, требует бо

лее развернутых объяснений предпринимаемых шагов, чем это принято 

в физико-математической литературе. Эта книга представляет собой только 

введение в физический конструктивизм, но не полное его описание. Ре
альное построение конструктивной физики требует большого труда, в том 
числе серьезной и увлекательной работы программистов. 

Конструктивная физика нацелена на решение главной проблемы: по
строение компьютерных моделей сложных систем, включая, в перспективе, 
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живые объекты. Для решения этой проблемы необходимо распространить 
методы квантовой механики на ансамбли, содержащие более 1015 частиц. 
Ключевым моментом здесь является описание запутанных состояний мно
гих частиц, для чего Р. Фейнман предложил построение квантового ком
пьютера. 

Конструктивизм трактует квантовый компьютер как универсальную 
модель сложной системы, в которой декогерентность, то есть отклонение 
эволюции от унитарной, представляется в виде ограниченности вычисли
тельных ресурсов классического моделирующего компьютера. Таким обра
зом, мы будем моделировать не абстрактные решения уравнения Шрединге
ра и - отдельно - измерения квантовой системы, а ее реальную эволюцию, 
в которой декогерентность есть постоянно действующий встроенный фак
тор. Именно такая постановка задачи моделирования позволяет надеяться 
на то, что нам удастся довести до конца решение задачи на компьютерах 
существующего типа, возможно, с использованием запутанных квантовых 
состояний в качестве элемента управления. 

Конструктивный формализм содержит по крайней мере один элемент, 
аналога которого нет в стандартном. Это - понятие экземпляров реаль
ных частиц и связей между ними. Если эти экземпляры представляют одну 
реальную частицу, связи обеспечивают ее квантовое поведение, если же 
они представляют разные реальные частицы, связи формируют эвереттов
ский квантовый мир. Экземпляры частиц и связи между ними являются 
абстрактными объектами, принадлежащими так называемой администра
тивной части модели. Такая трактовка компьютерных моделей реальности 
открывает перед нами совершенпо новые возможности. 

Перестройка гигантского здания современной физики на конструктив
ный лад способна открыть нам дорогу к пониманию сложных процессов 
в том смысле, который вкладывается в слово «понимание» в точных науках. 
Речь идет, по существу, о новой дисциплине - квантовой физике многоча
стичных систем, которую можно построить только на путях конструктивиз
ма. Я надеюсь, что чтение этой кииги вдохновит любознательного читателя 
на практическое участие в этом интереснейтем и важном деле. 

Я благодарю академика К. А. Валиева, который впервые в России стал 
заниматься вопросами реализации квантовых вентилей и обратил мое вни
мание на серьезность проблемы декогерентности в физике квантовых ком
пьютеров, а также оказывал неизменную поддержку моим усилиям по раз
витию физического конструктивизма. Я также хочу отметить активное уча
стие А. Ю. Чернявекого в обсуждении эвристики коллективного поведения, 
В. Кукушкина и С. Жарова в усилиях по ее компьютерной реализации, Е. Зе
ленцова, Т. Зикрина и других за обсуждение, К. С. Аракелова, К. К. Буртно-



ПРЕДИСЛОВИЕ 1 1  

го, Б. Аксенова и Д. Лашкова в прояснении деталей реализации ПКЕ, а так
же С. Н. Молоткова, И. А. Семенихина, Ю. И. Богданова и А. В. Шеверева за 
полезные замечания. Я также признателен Л. К. Гро веру, общение с кото
рым помогло мне на раннем этапе моей работы по квантовым компьюте
рам. 

Моя отдельная благодарность академику В. П. Маслову за его энтузи
азм к моим ранним работам по квантовым вычислениям. 

Ю.Ожuгов 

МГУ им. М. В. Ломоносова, 
факультет ВМК, кафедра квантовой информатики 



Введение 

1. Алrоритмы и будущее физики 

Физика, бывшая безусловным лидером в естествознании ХХ века, сей
час уступает свое видимое положение таким дисциплинам, как биология. 
Это не означает, что предмет нашей науки утратил актуальность или широ
кую общественность перестало интересовать как устроен мир. Напротив, 
именно сейчас происходят самые интересные процессы, связанные с неко
торым пересмотром основ. Такие идеи, вообще говоря, никогда не исчезали 
(по крайней мере, из разговоров), но именно сейчас они обрели ту степень 
зрелости, которая позволяет придать им форму реального поворота. Этот 
поворот пока не произошел, но его, в общих чертах, можно уже предви
деть, исходя из имеющейся ситуации. 

Современную ситуацию в физике следует рассматривать как безуслов
но кризисную, и родословная этого кризиса точно та же, что и кризиса 
в математике в первой трети ХХ века: это кризис аксиоматического метода. 
Это - проблема целостности естествознания, и она связана с трудностью 
в самой математике, которая не была вполне разрешена. Аксиоматический 
метод, о котором принято думать как об эталоне надежности, в действи
тельности таковым не является, и привлечение эксперимента для решения 
вопросов пригодности того или иного математического аппарата становит
ся не только вполне законным, но и неизбежным делом. Это было осознано 
после краха гильбертонекой программы, о чем пойдет речь ниже. Для нас 
очень важен рецепт, который был предложен для выхода из кризиса для ма
тематики, так как теоретическая физика должна будет пойти именно этим 
путем. Этот рецепт, применительно к математической логике, был сформу
лирован так: в формализм должны быть введены процедуры, и это будет 
известным урезанием его возможностей. Такое урезание стало называться 
конструктивной математикой. Сейчас мы обладаем более точным набором 
инструментов конструктивной математики, и поэтому мы сформулируем 
требование конструктивизма более определенно: формулы должны быть 
заменены алгоритмами. Это, конечно, не означает, что формулы не надо 
использовать, просто под каждой формулой в действительности должен по-
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ниматься некий алгоритм е е  применения.1 Позтому физический конструк
тивизм имеет более благоприятную почву, :и здесь его идеи, несомненно, 
получат дальнейшее развитие. 

Почему конструктивизация физики неизбежна? Потому что простые 
задачи с одной или двумя частицами (для состояний которых достаточно 
функций шмидтовского типа, то есть по существу одночастичных) уже ре
шены, а для более сложных задач методы формул не работают. Здесь надо 
пояснить, что я имею в виду под сложными задачами. Если мы рассмот
рим газ, состоящий из 1020 шарообразных частиц малого размера (размер 
их намного меньше расстояний между ними), и заданного простого зако
на соударений, то для такой системы можно ставить вопрос о том, какова 
будет средняя энергия этих частиц, приходящаяся на единицу объема за
нимаемого ими пространства, какова будет температура, давление и т. д. 
Это вопросы о статистических величинах, и их вычислением занимается 
статистическая физика. 

Для газа, состоящего из разных атомов, можно поставить задачу дру
гого типа: какова сравнительная вероятность того, что некоторые частицы 
этого газа примут вид аминокислоты или нуклеотидного звена, при усло
вии, что начальные состояния всех частиц заданы с известной погрешно
стью? Это будет задачей как раз о редких событиях, но для ее решения нам 
с очевидностью не хватит никаких разумных вычислительных ресурсов, 
так как придется перебирать совершенно неподъемное число вариантов: 
порядка экспоненты от числа 1020. 

Можно было бы объявить такого рода задачи пустым упражнением, не 
имеющим никакого отношения к реальности, но это было бы неправдой. 
Сам процесс жизни есть цепь таких событий, из которых каждое в от
дельности кажется невероятным. Но если хоть одно из этих редчайших 
событий происходит в огромном объеме вещества, сам этот факт может 
принципиально изменить путь его эволюции. Природа этих событий та
кова, что получившиеся в результате структуры сами используют вероят
ностные свойства среды для собственного усложнения, при котором ве
роятность следующих подобных событий многократно возрастает. Такие 
процессы не поддаются изучению стандартными методами точных наук. 
Статистические методы, господствующие в современном естествознании, 
не рассматривают такие события, поскольку их вероятность чрезвычайно 
мала. Позтому они исключаются из рассмотрения именно на начальном эта-

1 В среде чистых математиков конструктивизм не является общепринятым, несмотря на 
то, что он уже хорошо разработан. Для физиков он более привычен, так как необходимость 
соотношения формул с экспериментальными данными требует лекоторой априорной проце
дурности. 
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пе, когда структура, представляющая интерес, еще не очень сложна и мог
ла бы быть предметом моделирования. На более поздних стадиях, когда 
фактор малой вероятности исчезает, и структура работает подобно автома
ту, построение ее модели на основе «первых принципов» снова делается 
невозможным уже в силу ее сложности! Итак, чтобы понять функциони
рование сложных структур, мы должны подыскать методы описания, при 
которых чисто стохастические эффекты были бы за скобками рассмотре
ния. 

Сложные системы имеются не только в биологии. Вот вариант такой 
недоступно сложной задачи из космологии, решение которой прямо затра
гивает всех нас. Можем ли ·мы гарантировать, что в течение обозримого 
времени орбита Земли не претерпит существенных изменений, которые 
сделают наше существование невозможным? Задача трех тел в классиче
ской механике не имеет аналитического решения, а задача большего коли
чества тел не имеет и надежных численных методов решения - по крайней 
мере, если речь идет о достаточно больших промежутках времени. Дви
жение Земли в поле тяготения Солнца, с у четом влияния Луны, Юпитера 
и Сатурна, относится как раз к такому типу. 

Несмотря на безусловную важность задач космологии, я считаю (и это 
мнение разделяется многими), что мы имеем больше шансов достичь успе
ха в тех задачах, где человеческая практика в большей мере может прийти 
к нам на помощь. Примерам являются задачи химии и биологии. Это ни 
в коем случае не является дискриминацией космологии. Просто я считаю, 
что устройство больших тел и их эволюций может оказаться еще сложнее, 
чем устройство молекул и атомов, несмотря на то, что такая космологиче
ская эволюция является макроскопической, и потому в космологии велика 
роль наблюдений, а заниматься «детальной» теорией еще труднее, чем ре
шать задачи о редких явлениях в газе.2 

На самом деле, мы пока не можем решить даже гораздо более простые, 
но практически важные задачи. Например, задача о переходе к турбулентно
му движению в среде со скоростями и вязкостью, исчерпывающей теории 
которого до сих пор не создано и которое обычно описывается уравнением 
Навье- Стокса. 3 

2Вот пример задачи для «детальной» теории в космологии: выяснить, есть ли в данной 
галактике планеты, где человек мог бы находиться без скафандра? Решение такой задачи вы
ходит за пределы наших возможностей. Мы просто не знаем, как надо развивать космологию 
для их решения, потому что здесь человеческая практика нам ничем помочь не может. Зато 
в задачах химии такая практика играет громадную роль, и мы можем рассчитьшать на то, что 
продвижение в подобных областях поможет нам и в задачах космологии. 

3Очевидная важность такой задачи для авиапромышленности побуждает учреждать денеж
ные премии за решение этого уравнения. 
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Явный запрос практики состоит в решении задач, относящихся к сфере 
химии и биологии. Примером может служить создание обладающей пред
сказательной силой модели живой клетки. Известно, что живая клетка мо
жет резко изменить свое поведение под действием одного-единственного 
фотона определенной частоты, попавшего на ее мембрану и запустивше
го целый каскад химических реакций, приводящий к изменению движения 
клетки. Все эти реакции должны предсказываться моделью, и всюду в даль
нейшем я буду вести речь имени о о таких моделях. 4 

Химия и биология изучают так называемые системы со сложным по
ведением. Что мы понимаем под сложностью поведения? Это невозмож
ность описания динамики с помощью систем дифференциальных уравне
ний. С этих позиций механическое движение спутника в Солнечной систе
ме не является сложным (хотя решение систем уравнений может потребо
вать значительных затрат времени), а столкновение 10 разных атомов в за
мкнутом пространстве является сложным. Сложность поведения обычно 
связывают с принципиальной ролью случайного фактора. Какова его при
рода? Рассмотрим классический источник случайности: задачу о падении 
вращающегося кубика на твердую поверхность стола. Если мы можем пред
сказать, на какую сторону он упадет, анализируя его уравнение движения, 
с учетом подскоков от стола и начальных условий, то никакой случайности 
фактически нет; пусть предсказать результат трудно, но это можно сделать, 
решая уравнения. Этот случай называется псевдослучайностью. Но в на
шей задаче могут быть (и обязательно возникают) особые случаи, напри
мер, когда кубик приземляется точно на одну из граней. Тогда мы имеем 
точку неустойчивости в его конфигурационном пространстве, и уравнения 
механики ничего не могут сказать о том, куда же все-таки упадет наш ку
бик. В этом случае решающую роль играют не уравнения его движения. 
Эта роль переходит к процессам на уровне отдельных атомов, находящих
ся на грани кубика, и атомов стола в области касания, то есть становится 
предметом квантовой механики. 

Таким образом, источником любого типа случайностей являются 
кваитовые явления. Этот вывод справедлив не только для традиционных 
задач физики (фазовые переходы, возникновении турбулентности в жидко
сти, устойчивости горячей плазмы), но и- в большей мере- для совершен
но новой области, куда мы хотим распространять точные методы: модели 
жизни. Если мы хотим, чтобы модель сложных процессов хоть для чего-то 
была полезна, кроме показа красивых картинок, мы должны строить такую 
модель на основе квантовой механики. 

4 А не о простых анимациях в духе движущихся картинок, от которых никто не ожидает 
предсказательной силы. 
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М ы  вправе ожидать, что создание моделей сложных систем возмож
но на нашем современном уровне, то есть правильный учет квантового 
характера элементарных частиц, входящих в простейшую живую клетку, 
даст нам именно такую модель. Для таких моделей нужно уметь приме
нять квантовую физику к системам, состоящим из миллионов частиц. Вряд 
ли продуктивно пытаться строить модели живых существ без использо
вания всего арсенала квантовой физики. Нельзя также сводить квантовую 
природу реальности к неким поправкам к упругим силам, которые дей
ствуют в молекулах. Квантовая физика содержит принципиальную нело
кальную составляющую, смысл которой в том, что ансамбль нельзя свести 
к его составляющим. Роль квантовой теории совершенно не в так назы
ваемых квантовых эффектах, которые исчезают на больших расстояниях 
или для больших скоростей. Эта дисциплина служит отправной точкой для 
изучения сложных (потенциально - макроскопических размеров) систем 
на настоящем уровне строгости, позволяющем создавать модели поведения 
таких систем, обладающие предсказательной силой. 

Итак, главная интрига состоит в том, что физика должна применять
ся к сложным процессам, в которые вовлечены миллионы частиц. Но со
временная квантовая теория пока совершенно не готова к такой роли. Ее 
предметом исследования являются простые системы, как правило, состоя
щие из одной-двух частиц или сводящиеся к ним. Между тем, квантовая 
механика теоретически предсказала наличие так называемых запутанных 
состояний пространственпо удаленных частиц, которые затем были обна
ружены в многочисленных экспериментах не только над фотонами [6, 22], 
но и над массивными частицами (см., например, [11]). Именно эти принци
пиально многочастичные феномены лежат в основе химических реакций, 
а также того, что называется общим термином процесс жизни. Настоящее 
понимание таких процессов может быть достигнуто средствами физики, 
и я попытаюсь, насколько возможно, убедить в этом читателя. Но для этого 
физика должна приобрести конструктивную форму. 

На физический конструктивизм можно взглянуть очень приземленно. 
Сложившаяся ситуация говорит о том, что главным элементом физики бу
дут компьютеры. Их служебную роль во всех областях науки, в принципе, 
никто особенно и не оспаривает. Своеобразие состоит в том, что именно 
в физике они станут играть не служебную, а организующую роль. Подобная 
мысль может показаться странной, так как в фундаментальной физике орга
низующую роль всегда играл математический аппарат. Я попытаюсь обос
новать идею о том, что именно математический аппарат физики и должен 
измениться под влиянием компьютеризации. Такую физику можно назвать 
алгоритмической, в знак того, что алгоритмы будут играть в ней ту роль, ко-
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торую традиционно играют формулы. Однако более правильно называть ее 

конструктивной физикой, так как здесь ключевым моментом является про

должение великих традиций конструктивизма, заложенных в математике. 

Такой серьезный поворот в современной физике неизбежен. Моя уве

ренность в этом основана на существовании готового математического ап

парата: зто конструктивная математика, включающая конструктивный ма

тематический анализ и злементы алгоритмической алгебры, практически 

завершенная (не считая нескольких перешеиных задач) теория алгоритмов, 

а также развитая техника программирования и компьютеры с достаточным 

быстродействием. Я попытаюсь показать, что эта база является вполне доб

ротной и физика может быть переведена на конструктивный язык без осо

бых проблем. Конструктивизация физики опирается, таким образом, на на

дежный фундамент, разработанный в достаточной степени для начала его 

регулярного применеимя в физике. Я буду говорить о квантовой теории, но 

это, разумеется, не означает того, что зто и есть вся возможная зона при

ложеимя конструктивизма; этой зоной является вся физика и даже более 

того. 

Сложные системы, формально принадлежащие к химии и биологии, 

представляют собой целый малоисследованный континент, в дебри которо

го трудно решиться проникнуть представителю точных наук. Конструкти

визм дает нам новый инструмент невиданной эффективности, с помощью 

которого мы сможем освоить эту сферу. 

Я надеюсь, что читатель отдает себе отчет в том, что полный пере

вод физики на конструктивный (а по существу - на алгоритмический) 

язык - зто задача, посильная только многочисленному отряду исследо

вателей. В этой книге я стараюсь убедить его в том, что такой перевод 

осуществим в рамках достаточно рутинной работы, и в том, что он крайне 

желателен как для тех, кто решил связать свою жизнь с научными исследо

ваниями, так и для тех, кто ожидает от науки реальной отдачи. 

Важнейшим доводом в пользу конструктивной физики является то, что 

она дает нам визуальную картину реальности без ущерба для точности. 5 
Алгоритмизм позволяет создать наглядную картину динамики сложной си

стемы в форме видеофильма, и зто, пожалуй, является самым убедитель

ным доводом в его пользу. Книжная форма не дает автору такой возмож

ности. Моя цель здесь будет немного иной. Я приведу формальные до-

5Такие вещи не принято обсуждать в физико-математической литературе, но разная роль 
формул и алгоритмов связана с разной формой восприятия человеком этих типов математиче
ского аппарата. Если формулы представляют довольно узкую полосу восприятия и обработки 
информации, связанную с логическим мьшmением, то алгоритмы задействуют личность поль
зователя более широко, так как используют еще и его образное мышление. 
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воды в пользу алгоритмизма, показав его полную законность в структуре 
физико-математических дисциплин. Эта задача важна, поскольку конструк
тивная математика не преподается студешам физических специальностей 
и потому существуют известные опасения при использовании языка ал
горитмов в теории. Такие опасения беспочвенны: алгоритмы даже более 
надежны, чем формулы. Мы увидим, что алгоритмизация физики сохраня
ет всю привычную среду работы теоретиков практически без изменений. 
Однако алгоритмика позволяет навести порядок там, где сейчас царит из
вестная неопределенность. Такая роль свойственна именно математическо
му аппарату, а не техническому сервису. 

Возможность прямого сравнения традиционного математического фор
мализма с алгоритмикой появилась недавно, и она связана с известным 
проектом масштабируемого квантового компьютера. Этот проект фактиче
ски проверяет действие квашовой механики в области, в которой она ни
когда ранее не проверилась - в области многих частиц, то есть там, где 
должен работать именно многочастичный гильбертов формализм. Проект 
КВаlfГОвого компьютера беспрецедешен по масштабу и значению для раз
вития квантовой теории. Его результаты говорят о том, что квашовая тео
рия в области многих частиц должна быть пересмотрена. В этом и состоит 
главная задача физики квантовых компьютеров. Достаточно широкое по
нимание необходимости такой ревизии дает мне надежду, что данная книга 
будет восприниматься рационально и читатель сможет самостоятельно оце
нить значение приведеиных мной арг умешов в пользу алгоритмики. 

Современное развитие естественных наук и техники ставит нас перед 
необходимостью распространения точных методов теоретической физики 
на химию и биологию. Описательный характер наших представлений об 
устройстве и функционировании сложных систем в природе не позволя
ет нам продвинуться в их понимании в той мере, в какой это способна 
сделать наука. Предлагаемый в связи с этим синтез знаний, или междис
циплинарность, является совершенно правильной общей идеей, но для по
лучения конкретных результатов необходимо распространение точных ме
тодов физики на сложные системы. Любой другой подход, игнорирующий 
математические методы в теории, обречен на неудачу. Говоря о известном 
пересмотре основ квантовой теории, мы всегда будем иметь в виду именно 
модификацию математического аппарата, а не отказ от него. Модификация, 
которую нам предстоит осуществить, достаточно серьезна. Одна из целей 
книги - показать, что такая модификация есть единственная реальная воз
можность включить в сферу физики сложные системы. Только эта цель 
будет для нас оправданием всей работы. Естественно, здесь возникает во
прос преемственности, а именно гарантий того, что планируемая модифи-
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кация не оставит з а  бортом ничего из уже сделанного. Этот вопрос самый 
трудный и его невозможно решить как задачу с точной формулировкой, по
скольку математический аппарат невозможно построить подобно одной из 
физических теорий . 6 

Собственно, нам и выбирать не нужно, так как возможности построе
ния нового формализма уже реализованы в виде конструктивной математи
ки. Она и представляет тот самый новый математический аппарат, который 
необходимо принять. 

2. Конструктивизм и его роль в квантовой теории 

Идея внедрения в квантовую физику конструктивных методов возник
ла почти сразу после их появления. В работе [9] Дж. фонНеймаи и Г. Бирк
гофф предложили заменить в квантовой физике классическую логику кон
структивной.? Сейчас нам известно гораздо больше, чем в те времена. Воз
никли целые новые области: теория алгоритмов и основанные на понятии 
алгоритма конструктивный математический анализ и конструктивная (или 
алгоритмическая) алгебра. 

Хорошо известно, что главным видимым препятствием для распро
странения точных методов естествознания на сложные системы являются 
вычислительные сложности, которые при этом возникают. Поэтому теория 
вычислений неизбежно должна играть в этом процессе фундаментальную 
роль, и сами вычисления должны рассматриваться не как технический сер
вис, а как неотъемлемая составная часть новой физики - физики сложных 
систем. Конструктивизм дает для этого необходимое теоретическое обос
нование в том смысле, что он определяет общий вид математических ин
струментов, которыми надо заменить традиционный язык формул и класси
ческих доказательств. Но этого мало для получения надежных результатов, 
составляющих цель физики. 

В сложных системах мы не можем рассчитывать на ту надежность, ко
торая обеспечивалась численной точностью, например вида атомных спек
тров; но можно заново переформулировать, что означает точность для та
ких систем: это может быть точность воспроизведения сложных сценариев 

6Используя аналоmю из программирования, можно уподобить матаппарат операционной 
системе. 

7 Я познакомился с этими идеями на семинаре А. Г. Драгалина в МГУ в 70-х годах. Семинар 
был посвящен возможным примененням шпунционнзма в квантовой теории, и с этого момен
та я осознал, сколь определяющую роль в теорфизике играет то, что называется основаниями 
математики. Эта роль такова, что было бы правильнее говорить об общих основаниях физики 
и математики. 
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их эволюции. Если мы нашли такой метод построения правдивых динами
ческих сценариев, мы сможем получить и точные значения в старом смыс
ле слова. Надо иметь в виду, что в конструктивизме сохраняется вычис
лительная часть математического формализма, которую мы всегда можем 
nривлечь для nолучения точных численных оценок в традиционном смыс
ле. 8 Для сложных систем проблему представляет именно получение верных 
сценариев эволюции; для этой цели и нужен конструктивизм. Именно такое 
nонимание точности будет у нас для сложных систем. 

Здесь проявляется своеобразие конструктивной физики. Если в тра
диционной квантовой теории можно было получать результаты на кончике 
пера, то есть теория уже непосредственно давала предсказания эксnеримен
тальных данных, то в конструктивизме между теоретиком и эксnериментом 
есть очень серьезный посредник - комnьютер. Его роль в традиционной 
физике - техническая; там он реализует так называемые математические, 
или вычислительные, методы. Мы увидим, что для сложных систем это не 
nодходит. Конструктивизм - это не совершенствование вычислительных 
методов квантовой теории, а ее новая форма.9 Здесь создание компьютер
ных программ и работа с ними отчасти входит в саму теорию, точно так 
же, как техника решения дифференциальных уравнений - в арсенал тради
ционного физика-теоретика. 

Конструктивная математика не дает нам непосредственно компьютер
ные программы, которые можно было бы реализовать, скажем, с исполь
зованием существующих прикладных пакетов. Она даже не дает нам сами 
алгоритмы, которые еще нужно строить, исnользуя так называемые кон
структивные эвристики. Требующееся здесь программирование является, 
таким образом, концептуальным, а не техническим, так как уточняться 
должны будут сами алгоритмы. Продвижение здесь требует так называе
мой индустриальной формы программирования, которая рассчитана на ра
боту коллективов программистов над одним проектом. Необходимые для 
такой работы программные и методические средства появились сравнитель
но недавно. Именно существование таких средств дает мне уверенность 

8Бьшо бы наивно ставить задачей состязаться с эффективностью, например, аналитиче
ских методов для электрона в кулоновском поле неподвижного заряда, или тому подобных 
стандартных задач. Вся аналитическая техника входит в конструктивизм, и мы можем ею 
пользоваться, правда, с соблюдением предосторожностей, о которых пойдет речь ниже. Наша 
задача � не соревноваться с аналитикой, а обеспечить стыковку с многочастичным миром, где 
уже нет и не может быть никакой аналитики. 

9В традиционной физике существуют пакеты прикладных программ, использование кото
рых непосредственно теоретиками не требует специального участия программистов. Необхо
димость привлечения специалистов по программированию является практическим критерием, 
определяющим границу с конструктивизмом; здесь участие программистов является обяза
тельным, так как оно несет концептуальную нагрузку. 
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в том, что можно разбить задачу описания сложных систем н а  конкретные 
технические задания, без чего физический конструктивизм был бы просты
ми разговорами. 10 Мы не будем заниматься здесь вопросами, связанными 

с программированием, а вместо этого рассмотрим, как могут выглядеть кон
структивные эвристики для сложных квантовых систем. 

Мы можем говорить о традиционной форме теории только при обос
новании эвристик - при их применении к простым системам, где дей
ствует традиционная квантовая теория и где требуется полное соответ
ствие известным фактам. Для сложных систем, где традиционная теория 
неприменима, в нашем распоряжении будут только алгоритмы, получен
ные на основе эвристик, а также возможность пекоторой ревизии самих 
эвристик. 

3. Мое видение истории конструктивизма 

Исходным пунктом для написания книги явились мои собственные ра
боты в области квантовой информатики и квантовых вычислений. Именно 
они привели меня к ясному пониманию действительной природы проблем 
квантовой информатики как области многочастичных квантовых явлений, 
тех потрясающих возможностей, которые открывает перед естествознани
ем развитие компьютеров, и того, какая мизерная часть этих возможностей 

освоена существующими математическими методами. 
Непосредственная причина для обращения к конструктивизму связа

на с проблемой квантовых вычислений и квантового компьютера. Кванто
вый компьютер был предложен Р. Фейнманом [18], а также рядом других 
авторов (см., например, [7]) как необходимый инструмент моделирования 
квантовой физики многих частиц, поскольку на классическом вычислитель
ном устройстве невозможно преодолеть экспоненциальный вычислитель
ный барьер, возникающий при рассмотрении сложных систем многих ча
стиц в рамках стандартной квантовой теории. Эволюция моего понимания 
этой задачи повторяет ее цсторию: от первоначальной идеи о необход»мо
сти квантового компьютера, формализации этого понятия, эйфории 80-х, 
к более глубокому взгляду на проблему в свете трудности аппаратной реа
лизации квантового компьютера и наконец - к необходимости пересмотра 
основ квантовой теории в области многочастичных систем на основе алго
ритмического подхода. 

10Примеры таких разговоров читатель может найти в истории физики в большом количе
стве, и я не намерен их здесь обсуждать. Это надо четко отличать от тех совершенно конкрет
ных блок-схем алгоритмов, которые я в дальнейшем называю конструктивными эвристиками 
и которые служат основой для нужного нам программирования. 
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Квантовые вычисления возникли первоначально как математическая 
теория, основанная на традиционном формализме Гильберта для кванто
вых систем. Однако самым важным здесь оказывается пресловутая про
блема декогерентности, то есть отклонение эволюции реальных квантовых 
систем от идеальных унитарных операций, на которых основан не толь
ко квантовый компьютинг, но и вся аналитическая часть квантовой теории. 
Физика квантовых компьютеров оказалась гораздо более фундаментальным 
предметом, чем собственно квантовые вычисления. 

Назревший серьезный поворот в развитии квантовой теории в действи
тельности касается всего естествознания и имеет глубокие корни. Он фак
тически является продолжением программы Гильберта о завоевании мате
матикой всех естественных наук, начиная с физики. Эта идея лежит в осно
ве его знаменитой программы, сформулированной в начале ХХ века. Гиль
бертовекая программа преобразования естествознания потерпела неудачу 
из-за того, что основывалась на аксиоматическом методе. Гедель показал, 
что этот метод не годится даже для обоснования самой математики, не го
воря уже о распространении ее методов на физику и химию. 

Однако значение идеи Гильберта не уменьшилось от этой неудачи. Его 
программа привела к удивительному: появлению новой математики, кото
рую принято называть конструктивной. Идея конструктивности, историче
ски возникшая немного раньше теории алгоритмов, появилась как ответ 
на неудачу гильбертонекой программы аксиоматизации естествознания. Эта 
идея завоевывала место под солнцем сначала в полемиках Гильберта с Кро
некером, 1 1  затем в появлении интуиционизма Брауэра, потом в появлении 
точного понятия конструктивной процедуры-алгоритма, авторами которого 
были Тьюринг, Пост и Марков-младший. Уже после этого возник так назы
ваемый конструктивный математический анализ и конструктивная алгебра, 
что и завершило создание удивительно стройного и мощного здания кон
структивной математики. Конструктивизм ставит во главу угла процедуры 
получения нужных объектов, а не логическое обоснование их существо
вания. Это значительно более физический подход к формальному аппарату. 
Рассмотрение многих разделов физики с позиций конструктивизма устраня
ет формальные нестыковки и нестрогости, к которым неизбежно приводит 
классическая математика. Примером может служить техника фейнманов
ских интегралов по траекториям. Сейчас можно с уверенностью сказать, 
что потенциально конструктивная математика представляет собой более со
временный и более удобный формальный аппарат физики, чем традицион
ная (классическая) математика. 

11Основоположниками интуиционизма являются Брауэр (см. [15]) и Кронекер. Спор послед
него с Гильбертом касался законности доказательств чистого существования, составляющих 
гордость аксиоматического подхода, защищаемого Гильбертом. 
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Конструктивизм имеет свою историю, начавшуюся еще до формаль
ного определения алгоритмов Тьюрингом. Эта история связана с осно
вой конструктивной математики - конструктивной математической лоm
кой. Лоmческий конструктивизм признает только те факты, которые можно 
установить формальными процедурами с точно определенными деталями. 
Например, в конструктивизме признается только такое доказательство су
ществования, из которого можно извлечь процедуру получения требуемого 
объекта. Чистых доказательств существования конструктивизм не признает. 
Конструктивная математическая логика называется интуиционизмом. 

Система образования, в силу неизбежной инерции, оставляет пока кон
структивизм в полутени, несмотря на то, что именно он предоставляет ма
тематический фундамент в виде, удобном для физиков-теоретиков: форма
лизм, свободный от «математической лирики».12 Между тем есть веские 
основания предполагать, что именно систематическое применение такого 
формализма способно дать нам точные знания о природе сложных систем, 
которые пока изучаются исключительно экспериментальными средствами. 
Мы проследим только те немногие выводы из конструктивного подхода, 
которые можно сделать «вручную»; для дальнейшего продвижения надо 
использовать программирование, и это выходит за рамки книжного фор
мата. Мы увидим, что конструктивизм дает возможность свести большую 
часть исследования к написанию технических заданий для программистов. 
Здесь можно только привести общие доводы в пользу того, что такие тех
нические задания должны привести нас к цели, и я постараюсь делать это 
всегда, где только возможно. 

Настоящий триумф конструктивизма впереди. Он связан с появлением 
новых возможностей в сфере индустриального программирования, которых 
не существовало еще десять лет назад и которые дают возможность объ
единить естественные науки. Есть целый ряд свидетельств в пользу того, 
что такое объединение естественных наук на основе техники программиро
вания должно произойти довольно скоро, и это объединение не будет иметь 
прямого аналога в прошлом. 

4. Краткий обзор содержания 

Главной особенностью физического конструктивизма является то, что 
мы предъявляем к нему требования универсальности и масштабируемости. 
Он, в идеальном случае, должен охватывать все известные масштабы и ви
ды взаимодействий, изучаемые в естествознании. Поэтому на нашу попыт-

12Слова Л. Д. Ландау. 
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ку можно смотреть как на электронную систематизацию естествознания, 
которая отличается от проекта электронного архива статей только тем, что 
может в некоторых случаях (как я надеюсь) помочь авторам их писать. Мы 
будем исходить из традиционной иерархии естествознания, согласно кото
рой в его основе лежит физика элементарных частиц, атомов и молекул, на 
которой строится химия, биохимия, и, наконец, биология. Именно с этим 
связано название книги и то, что почти весь материал относится к физике. 

Наибольшая фундаментальность физики не означает того, что две дру
гие естественные науки менее важны для нас. Обозначенная иерархия но
сит всего лишь упорядочивающий характер и связана с тем, что атомы со
стоят из ядер и электронов, молекулы - из атомов, сложные соединения -
из простых молекул, живые клетки - из полимеров и огромного количества 
более простых соединений, и т. д. Такая организация естественных наук 
связана с атомистической гипотезой, высказанной еще в античности Демо
критом, смысл которой состоит в том, что все вещества состоят из элемен
тарных объектов, называемых атомами. Физика XIX и ХХ веков полностью 
подтвердила атомистическую гипотезу, превратив ее в основную парадигму 
науки. 13 В рамках этой парадигмы фундаментальность основных микрообь
ектов не означает, вообще говоря, их физической неделимости, а трактует
ся как естественная граница применимости рассматриваемых физических 
законов. При этом подразумевается, что фундаментальные обьекты могут 
иметь составные части, но эти части подчиняются совершенно другим зако
нам. Такое понимание атомистической гипотезы является очень плодотвор
ным, как мы увидим далее, например, для понимания квантовой теории. 
Атомистическая гипотеза будет для нас ориентиром и основой для постро
ения алгоритмов, моделирующих поведение сложных систем. Основным 
понятием в нашем подходе будет понятие частицы, то есть точечного объ
екта, который помимо координат обладает еще и некоторыми дополнитель
ными характеристиками, например, массой, электрическим зарядом, спи
ном, а также набором его составных частей, например, указанием на то, 
что атом состоит из ядра и электронов и т. п. Мы увидим, что это очень 
удобно для описания физических систем независимо от того, трактуются 
они как классические или как квантовые. 

Главным средством реализации алгоритмического подхода будет со
здание компьютерной программы, служащей для построения модели дина
мики рассматриваемых систем. Без такой программы трудно рассчитывать 
на получение каких-либо существенных новых результатов. Все наши рас
смотрения будут носить только характер обоснования пригодности описы
ваемых нами алгоритмических методов. 

в например, М. В. Ломоносов в XVII веке объяснил температуру как кинетическую энергию 
движения атомов, сформулировав закон сохранения энергии с учетом этого движения. 
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Очень существенно то, что предметом моделирования мы будем счи
тать исключительно динамические сценарии эволюции рассматриваемых 
систем. Вычисление параметров стационарных состояний, например, соб
ственных энергетических уровней, энергий связи, стационарных конфигу
раций молекул и т. д., мы считаем не конечным продуктом моделирования, 
а лишь средством отладки моделей динамических сценариев, которые и бу
дут нашей главной целью. 

Это делает принципиально важной визуализацию полученных при мо
делировании сценариев. Визуализация вытекает из самой природы алгорит
мической физики. Дело в том, что не существует никакого универсального 
способа узнать итог работы произвольного алгоритма, помимо его запуска 
и наблюдения. за его пошаговой работой. Таким образом, визуализация ре
зультатов моделирования есть единственный универсальный способ опре
деления. адекватности алгоритмических моделей динамики. Однако визуа
лизация необходима не только для. проверки конечного продукта - модели. 
Она необходима и в промежуточных этапах построения модели. Например, 
визуализация. необходима для. определения. того, какие объекты следует счи
тать частицами. Визуализация является. универсальным средством взаимо
действия. программы с пользователем, и именно она обусловливает разде
ление модели на две части: пользовательскую и административную. Мы 
считаем пользовательской частью модели те динамические сценарии, кото
рые доступны для. обозрения пользователем. Административная. же часть 
содержит реализацию вычислительных алгоритмов, строящих эти сцена
рии. При таком разделении модели физический смысл можно приписывать 
только пользовательской части. 

В первой главе описываются. общие принципы моделирования дина
мических сценариев, включая. генетический метод. Во второй главе дает
ся краткое изложение основных принципов конструктивной математики. 
В третьей главе мы опишем моделирование процессов методами диффе
ренциальных уравнений в рамках классической физики. 

В четвертой главе мы опишем моделирование простых квантовых про
цессов, для чего приведем краткие сведения из квантовой механики. В пя
той главе описывается. собственно алгоритмический подход к квантовой 
теории, которым предполагается заменить гильбертов формализм кванто
вой механики в области многих частиц. Эта глава является ключевой для 
всей конструктивной физики. Здесь мы укажем путь урезания ортодок
сального (гильбертова) формализма, который позволит погрузить кванто
вую теорию в общий программный контейнер с другими частями есте
ствознания, которые формулируются на языке частиц, а не волновых функ
ций. 
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Шестая глава посвящена к вантовой нелокальности и обсуждению при
роды квантовой вероятности. В седьмой главе мы опишем структуру про
rраммного контейнера естествознания (ПКЕ) и вопросы согласования язы
ков для его различных частей. 

Приложеине посвящено более детальному изложению стандартной 
теории квантовых вычислений, чем это сделано в основном тексте. Его 
можно рассматривать как иллюстративный и справочный материал по при
менению стандартного формализма гильбертоных пространств состояний 
для многочастичных квантовых систем. 



ГЛАВА 1 

Моделирование динамических 
сценариев 

Формат, в котором задаются критерии успеха физической теории, опре
деляется используемым типом математики. В традиционной математике та
ким форматом является число. Соответственно, успешной считается та тео
рия, которая дает численное значение той или иной величины с наимень
шими затратами. Наиболее простым способом получения единственного 
числа является его нахождение с помощью формулы, именно поэтому на 
первом плане в традиционной физике стоит аналитическая техника. Рам
ки применеимя такой техники строго ограничены списком задач, которые 
считаются традиционными. Чем достовернее получаемый с помощью этой 
техники численный результат, тем более жестко действуют эти ограниче
ния. Не следует даже мечтать о том, чтобы с помощью развития аналити
ческой техники включить в физику даже такую близкую к ней область, как 
химические взаимодействия. Для такой экспансии физики необходима ее 
конструктивизация, то есть переход к конструктивной математике. За это 
придется заплатить цену, отказавшись от численных критериев. 

Вместо точности численных оценок придется принять иной критерий: 
достоверность динамических сценариев. Это не означает полный отказ от 
прежнего критерия. Численные оценки останутся, но будут играть вспомо
гательную роль в отладке динамической картины. 

Главный критерий в конструктивной физике: дает ли непосред
ственно данная теория правильный видеофильм описываемого про
цесса. 

Если мы обратимся к классической механике, мы увидим, что на ос
нове ее формул можно с применением простых технических приемов по
строить правдеподобный видеофильм движения искусственного спутника 
Земли под управлением тяги его двигателей, и на этом основан успех кос
монавтики. Но если мы попробуем, применяя такую же программную тех
нику, построить модель ассоциации двух атомов водорода в молекулу на 
основе квантовой физики, мы потерпим неудачу. Это и есть практическое 
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применение критерия динамических сценариев. Вторая задача значительно 
сложнее первой, так как для ее решения не достаточно формул.1 Эта глава 
будет посвящена общим вопросам моделирования сценариев. 

1.1.  Что означает моделирование процессов 

Моделирование столь широко применяется, что смысл этого слова 
очень размыт. Мы уточним, что будет пониматься под ним в данной книге. 
Моделированием мы будем называть построение алгоритма, который выда
ет нам объективную картину эволюции рассматриваемой системы в числен
ной или визуальной форме. При этом объективность картины понимается 
в том смысле, что наш алгоритм опирается на ограниченное число совер
шенно определенных приемов и обладает универсальностью, то есть его 
можно применять к широкому кругу систем, так что он всякий раз будет 
давать правильную карmну реальной эволюции. 

В идеальном случае областью применимости такого алгоритма долж
ны быть все системы, изучаемые в естественных науках. Наше глубокое 
убеждение в существовании такого алгоритма и возможности его практи
ческого построения вытекает из самого духа конструктивизма. Почему эта 
возможность имеет такое большое значение? Она означает, что мы можем 
полностью алгоритмизировать естествознание, тем самым фактически вы
полнив главный пункт в программе Гильберта. 2 

Алгоритмизация является единственным формальным инструментом 
для объединения естествознания, который существует в настоящее время. 
Мы последовательно опишем только начало этого процесса, относящееся 
к квантовой физике, так, как мы его видим в настоящий момент. При этом 
очень важным предварительным этапом будет фиксация точных понятий 
для каждой области, для которых и будет строиться моделирующий ал
горитм. Такая работа по формализации физики еще не вполне проделана. 
Имеющаяся формализация соответствует существующему аппарату аксио
матического построения теоретической физики на основе анализа и алгеб
ры, и она не достаточна для целей алгоритмизации. Нужная нам формализа
ция будет заключаться в некотором дополнительном урезании формальных 

1 Успех химии связан не с формулами, а с тем, что у нас есть возможность огромного числа 
повторов химических реакций и наблюдения за результатом. Если бы осуществление такой 
ассоциации молекул было так же сложно, как заnуск космического корабля, успехи были бы 
значительно скромнее. 

2Во времена самого Гильберта идея алгоритмов была в зачаточном состоянии, и он не 
имел в виду этот аnпарат, говоря о математизации естественных наук. Он ставил во главу угла 
аксиоматический метод, что и послужило причиной провала попытки такой узко понимаемой 
математизации. 
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возможностей математического аппарата, что позволяет говорить о модер
низации или о замене этого аппарата на более совершенный. 

Первым этапом здесь является представление традиционного аппара
та в так называемой кубитовой форме. Эта форма возникла в квантовой 
информатике, но ее роль универсальна. Кубитовая форма квантовой тео
рии есть вариант стандартного гильбертона формализма, приспособленный 
для нужд компьютерного моделирования. Кубитовая форма не эквивалент
на конструктивизму. Переход к кубитовому представлению есть лишь пер
вый, подготовительный этап конструктивизации кваитовой теории. 

Урезание возможностей математического аппарата, которого требует 
конструктивизм, соответствует тому, что происходит при переходе от мате
матики формул к математике компьютерных программ. Важнейшим утра
ченным попятнем будет понятие актуальной бесконечности, которое слу
жит видимой основой математического анализа. Все объекты, рассматрива
емые нами, будут конечными. В частности, будет утрачено понятие предела 
по Коши. Эта утрата, в действительности, ничтожна с точки зрения теоре
тической физики. 3 

Есть радикальный подход к трактовке математического анализа, ко
торый и можно назвать его алгоритмическим урезанием. Это так назы
ваемый конструктивный математический анализ. В нем рассматриваются 
только такие функции, которые можно получить как предел генерируемых 
алгоритмами последовательностей конечных функций (см. главу 2). В мире 
конструктивного анализа нет бесконечностей вообще и существуют только 
непрерывные функции, что радикально отличает конструктивный матема
тический анализ от обычного, и очень хорошо согласуется с физикой.4 При 
конструктивном урезании математического анализа полностью сохраняет
ся его вычислительная часть, которая только и представляет настоящую 
ценность для физики: инструментарий интегрирования и дифференцирова
ния, дифференциальных уравнений и практических методов их решения, 
включая как чисто аналитическую часть, так и численные методы. Также 
полностью сохраняются и алгебраический аппарат вычислений, в частно-

3Математический анализ можно сформулировать в форме так называемого нестандартного 
анализа, при котором бесконечно большие и бесконечно малые функции будут просто специ
альными числами, добавляемыми к обычным числам. Я не буду рассматривать этот путь, так 
как далее он не используется. Читатель может ознакомиться с ним по кинге [69]. Нестандарт
ный анализ обходит трудности введения актуальной бесконечности, но является полностью 
эквивалентным языком для описания обычного математического анализа, и потому наследует 
его основные недостатки. 

4Известно, какие трудности вызывает наличие актуальных бесконечностей для физики. 
Здесь и расходимость рядов электродинамики, и невозможность нормировки функций типа 
плоской волны, и бесконечные значения собственной энергии. 
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сти, симметрийные свойства уравнений, nозволяющие применять аnпарат 
теории груnп, и т. д. Это позволяет говорить о полной преемственности 
при переходе от стандартного анализа к алгоритмике. Привыкюне к свое
му аnпарату физики-теоретики не имеют поэтому оснований для ощущения 
каких-либо принципиальных неудобств. Все фактическое, что было создано 
их трудами, сохранится в алгоритмической физике. 

Однако алгоритмическое урезание не является пустой формально
стью. Оно устраняет из физики возможность манипулирования произволь
но большими или произвольно мальrми числами. Насколько значима такая 
возможность? Может показаться, что это суживает кругозор и отнимает 
некоторые важные пути развития. Но это иллюзия. Манипуляции с ак
туальными (достижимыми) бесконечностями бьши хороши в период ста
новления аналитических методов в конце XIX века. В настоящее время 
эти манипуляции являются пустым, но и не вполне безвредным упраж
нением. Мы покажем, что они приводят к существованию феноменов, не 
наблюдаемых в экспериментах. Это является признаком серьезного изъя
на в традиционном математическом аnпарате физики. Вторым неблагопри
ятным признаком является то, что они блокируют развитие алгоритмиче
ских методов в моделировании. Красивые на nервый взгляд возможности, 
предоставляемые аналитико-алгебраическим аппаратом, являются серьез
ной иллюзией, избавление от которой будет вполне благоприятным для 
будущего теоретической физики. Нет никаких оснований для сожаления 
о чем-то серьезном, будто бы утрачиваемом при nереходе к алгоритмике. 
Миражи, с которыми нам надо попрощаться, подобны проектам вечного 
двигателя. Не стоит также считать, что алгоритмяка уступает традицион
ному аnпарату в строгости или в эстетике. Являясь языком формальных 
текстов программных инструкций, алгоритмяка не только не менее эсте
тична, но и допускает столь же жесткую проверку, как и стандартный язык 
формул. 

В этой главе мы рассматриваем основные положения алгоритмической 
физики, начав с общих принципов моделирования динамики систем, состо
ящих из нескольких частиц. Простейшим объектом моделирования являет
ся сценарий, или простая модель динамики. Сценарием называется после
довательность S вида 

(1 .1 )  

состояний рассматриваемой системы. При этом предполагается, что состо
яние SJ соответствует моменту времени tj , так что tj = tj-l + D.t, j = 
= 1 ,  2, . . .  , t. Следуя nринимаемой нами алгоритмической трактовке, мы 
будем кодировать состояния Sj в виде nоследовательностей из нулей 
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и единиц, и под любой процедурой определения Sj понимать некоторый 
классический алгоритм, который находит код этого состояния. Интервал 
�t мы выберем достаточно малым для того, чтобы сценарий ( 1 . 1 ) давал 
после его разумной визуализации правильное представление о реальной 
эволюции данной системы, и будем считать интервал времени фиксиро
ванным. Мы скажем, что сценарий хорошо описывает реальное поведение 
системы, если состояние SJ достаточно просто найти, зная состояние Bj-l 
в предыдущий момент времени. Сценарий хорошо описывает поведение 
классической системы без особых точек, а также, если трактовать Sj как 
волновые функции моделируемой системы, и поведение нерелятивистской 
квантовой системы при ее унитарной эволюции. 

В релятивистском случае мы должны будем предполагать, что �t = 
= оо, то есть переход от Sj-l к SJ является одним из каналов процесса 
рассеяния. Поскольку каналов рассеяния, вообще говоря, может быть мно
го и каждый из них имеет свою вероятность, то в релятивистском случае 
сценарий уже не будет хорошо описывать реальную динамику. В нереляти
вистском случае при наличии декогерентности мы столкнемся с аналогич
ной трудностью, так как волновая функция состояния в следующий момент 
времени уже не будет определена с достоверностью, а только с некоторыми 
вероятностями, и нам придется рассматривать так называемые смешанные 
состояния. 

Однако и в случае классической физики сценарий не всегда хорошо 
описывает динамику. Например, в случае наличия особых точек в потен
циале силового поля существенное значение может иметь как интервал �t 

времени, так и точность определения состояния Sj , то есть длина последо
вательности нулей и единиц, кодирующей это состояние. Например, в слу
чае движения шарика в поле тяготения по кривой поверхности, имеющей 
локальные вершины, мы должны знать его скорость, вообще говоря, с бес
конечной точностью, так как в противном случае мы не сможем опреде
лить, преодолеет он вершину или скатится назад. В этих особых случаях 
роль начинают играть квантовые эффекты, даже когда речь идет о телах 
макроскопических размеров. Скорость нашего шарика в особой точке тра
ектории должна обратиться в нуль и, следовательно, его действие на пеко
тором интервале [tj , tJ- l ] будет меньше постоянной Планка, что как раз 
и предполагает в этот момент необходимость применения к шарику кван
товой механики вместо классической (см. главу 4). 

Аналогичные недостатки у простых моделей динамики есть и в случае 
систем, состоящих из очень больших тел, например, планетных систем. 
Поэтому мы немного усложним простую модель динамики, дополнив ее 
возможностью некоторого выбора сценариев. 
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Моделью динамики мы назовем последовательность сценариев 

(1 .2) 

которая строится, исходя из определенных правил. Модель динамики долж
на давать полное описание исследуемой системы. Мы проиллюстрируем 
это на следующем простейшем примере (см. рисунок). 

Рис. 1 . 1 . Определение кривизны поверхности 

Рассмотрим процедуру распознавания формы удаленного объекта с по
мощью направленных единичных частиц, способных отражаться от его по
верхности. Мы имеем возможность направлять частиць1 на исследуемый 
объект, выбирая их направление движения, и детектировать их после того, 
как они отразятся от его поверхности. Наша задача состоит в том, чтобы 

найти кривизну С = � этой поверхности, где R есть радиус кривизны. Мы 

имеем: 

R . 2 и � sш а, и = �d'---'s:::.::in:::.....::б� 
sin (б + ,8) ' R � d sin б sin 2а . 

sin (д + ,8) (1 .3) 

С этой целью мы пустим две частицы, которые достигнут Р, и, отра
зившись, вернутся к нам. Если расположить оси координат, как показано 
на рисунке, то, зная yrnы а и ,8, мы можем по последней из формул ( 1 .3) 
найти радиус искомой кривизны. При этом мы, разумеется, предполагаем, 
что а есть малый угол. 
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Теперь обратим внимание на одну существенную деталь. Если бы на
до было восстановить таким образом форму всей поверхности Р, мы могли 
бы рассмотреть плоскость 1Гу, ортогональную оси у, и разбить ее на квадра
ты со стороной d. А затем пускать частицы из каждого узла деления 1r у и, 
последовательно пользуясь формулой (1 .3), вычислять кривизну С(Х, У) 
поверхности Р, используя в качестве координат Х, У на этой поверхно
сти координаты точки испускания частицы на плоскости 1Гу· Траекторию 
отдельной частицы здесь можно назвать сценарием, а последовательность 
пусков частиц, нужную для восстановления формы Р, назвать моделью. 

Этот простой пример в действительности очень показателен, так как 
в качестве частиц можно использовать волны, распространяющиеся в упру
гой среде, фононы в твердом теле или фотоны в вакууме, наконец, просто 
атомы или молекулы. Более того, роль отдельного сценария в таком экспе
рименте может играть измерение векоторого квантового состояния в опре
деленном базисе, зависящем от начальной точки Х, У. Тогда этот процесс 
будет описывать процедуру квантовой томографии неизвестного состояния. 
Наконец, можно трактовать отдельный сценарий как химическую реакцию, 
где состояние реагентов определяется точкой Х, У. Тогда данная схема бу
дет описывать подбор необходимых состояний реагентов для получения 
желаемого результата. 

Важно подчеркнуть, что отдельные сценарии в модели динамики (М) 
расположены последовательно. Мы производим над рассматриваемой си
стемой последовательные эксперименть1 S1 , S2, . . . и на каждом шаге на
капливаем информацию об очередном эксперименте в памяти некоего ком
пьютера. При этом, вообще говоря, состояние этой памяти может влиять на 
исходные условия для очередного эксперимента. Например, если мы обна
ружим, что угол (3 стал слишком большим для применения приближенного 
равенства (1 .3), мы должны уменьшить значение шага d, для того чтобы 
иметь возможность пользоваться формулой (1 .3) для определения кривиз
ны нашей поверхности, или изменить направление движения источника. 

Из этого простейшего примера мы можем вывести такие требования 
к структуре модели. 

• Модель состоит из последовательных сценариев. 

• Результат каждого сценария сохраняется в памяти компьютера и мо
жет использоваться при определении начальных условий для нового 
сценария. 

Эти два условия мы будем называть генетическим подходом к моделирова
нию. Роль генов здесь, как видим, играют сценарии, а модель играет роль 



34 ГЛАВА 1 

эволюционного процесса. В простейшем случае, который представляется, 
например, квантовой томографией, эволюция сводится только к накопле
нию информации о заключительных состояниях рассматриваемой системы 
в наших сценариях в памяти управляющего компьютера. Так что эта инфор
мация используется для подведения итогов моделирования, но не влияет на 
очередной эксперимент. В более сложных случаях эта информация влияет 
и на постановку очередного эксперимента, то есть на выбор следующего 
сценария. 

1.2. Визуализация и роль пользователя 

Теперь рассмотрим, как может обрабатываться информация о сценари
ях. Самый общий способ представления сценария Sj - это классический 
алгоритм, который шаг за шагом генерирует состояния нашей системы, со
ответствующие этому сценарию. Согласно известному результату Тьюринга 
(см. главу 2), не существует никакого способа узнать результат работы алго
ритма, кроме его запуска и непосредственного наблюдения за его работой. 
Это означает, что в общем случае обработка очередного сценария не может 
быть реализована в виде компьютерной программы. Обработка сценари
ев в общем случае является прерогативой человека, пользователя данной 
модели. Таким образом, мы приходим к выводу о необходимости визуали
зации сценариев нашей модели для представления их в виде, доступном 
пользователю. 

Визуализация является отдельным и неотъемлемым элементом алго
ритмического подхода, и это принципиально отличает его от традицион
ной формы организации физики, которая основана на формулах. В реше
нии любой физической задачи формулы являются только частью решения. 
Принципиальную роль играет то, как именно эти формулы применять, что 
означают входящие в них знаки, почему надо пользоваться данной форму
лой, а не иными, и т. д. Все это обычно оговаривается текстом. Общепри
знано, что такие тексты-инструкции невозможно формализовать, так как 
здесь имеется то, что принято называть физической интуицией, или чем-то 
в этом роде. В конструктивной физике неформализуемая часть физических 
текстов может быть оформлена в виде экспертного решения пользователя 
алгоритмической модели, которое основано, в конечном счете, на восприя
тии визуальной картинки. Вся остальная часть физических текстов может 
быть алгоритмизирована. Точный смысл этих расплывчатых тезисов будет 
разъяснен в главе 2, где мы познакомимся с вычислениями с оракулом. 

Таким образом, неалгоритмизируемая часть работы физика может 
быть, в принципе, сведена к экспертной оценке визуального образа. Эта 
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картина является идеальной, и потому очень схематической. Однако именно 
эта идеальная ситуация отражает то, что мы понимаем под конструктивной 
физикой. Практически это означает методику теоретического исследования, 
основанную на алгоритмическом формальном аппарате. Никакого аналога 
такой методике в обычной теоретической физике не существует, поскольку 
применение аналитико-алгебраического аппарата для вычисления физиче
ских величин и интерпретация самих величин не является формализован
ной процедурой. 

Мы будем заниматься формализацией этой, пока остающейся в те
ни, процедуры. Нашей идеальной целью здесь будет построение алгоритма 
с совершенным пользовательским интерфейсом, для работы которого тре
буется только одно: экспертная оценка пользователем той картинки, кото
рую строит алгоритм. Дальнейшие шаги этого алгоритма зависят от такой 
оценки. Форма экспертной оценки определяется самим алгоримом. Опять 
таки, в идеальном случае эта оценка сводится к выбору между «да» и «нет». 
Однако использование такой формы на практике неудобно в той же степени, 
в какой неудобно строить алгоритмы в формате, скажем, машин Тьюринга. 

Для работы такой модели необходимо постоянное присутствие поль
зователя, который фактически занимается наблюдением за ее поведением. 5 
Модель можно, таким образом, разделить на две части: административную 
и пользовательскую. К первой части относятся алгоритмы, создающие ви
зуальный образ, ко второй - собственно этот образ. Формализуемая часть 
физической интуиции относится к адмнистративной части, неформализуе
мая - ко второй. 

Такое разделение, в свою очередь, требует довольно большой, по от
ношению к традиционному формализму, степени формализации исходных 
понятий, то есть сведения их к объектам, с которыми может работать ал
горитм. Такие элементарные идеальные объекты, вообще говоря, не имеют 
никакого соответствия в реальном мире. Им нельзя приписать никакого фи
зического смысла, и их роль сводится исключительно к их работе в модели
рующем алгоритме. К административной части, таким образом, нельзя при
менять то, что обычно называют физическим смыслом; она является тем, 
что называют формальным аппаратом физики. Физический же смысл мож
но приписывать исключительно тому, что видит пользователь этой моде
ли. Граница между административной и пользовательской частями модели 
есть, таким образом, граница применимости физического смысла объектов. 

5Это похоже на вариации многомировой интерпретации квантовой теории (см., напри
мер, [61)). Принципиальное 01JIИЧИе нашей ситуации в том, что мы не оперируем метафизи
ческими понятиями, связанными с проявлением «свободы воли». В алгоритмическом подходе 
есть экспертные оценки визуальных образов, и это понятие вполне конструктивно. 



36 ГЛАВА 1 

Проиллюстрируем роль пользовательской и административной частей 
модели на примере моделирования процесса детектирования пары фото
нов, находящейся в так называемом запутанном состоянии (в главе 4 мы 
изучим такие состояния подробнее). Такие пары появляются в нелииейлом 
оптическом кристалле при облучении его лазером; они испускаются одним 
и тем же электроном при его движении в кулонавеком поле ядра после 
того, как этот электрон поглотил фотон, испущеный лазером. С помощью 
зеркал можно добиться того, чтобы эти фотоны летели бы в противопо
ложные стороны, так что мы можем детектировать их двумя детекторами, 
разнесенными на расстояние D, которое составляет несколько километров, 
так что испускающий фотоны кристалл находится точно посередине меж
ду детекторами, на расстоянии D /2 от каждого из них. Каждый детектор 
может быть настроен на определенное направление поляризации фотона, 
то есть он срабатывает только тогда, когда попавший в него фотон име
ет эту поляризацию. Запутанная пара фотонов отличается от обычной тем, 
что при совпадении настроек двух детекторов, независимо от того, на ка
кую именно поляризацию они настроены, они оба либо срабатывают (при 
этом раздается щелчок), либо оба молчат. При этом конкретный исход (сра
ботают или нет детекторы) является чистой случайностью, вероятность ко
торой определяется исключительно тем, на какое направление поляриза
ции настроены детекторы. Момент испускания пары фотонов тоже является 
чистой случайностью, распределение которой определяется соотношением 
неопределенности «время-энергия» (см. главу 4). 

Теперь мы предположим, что у каждого из детекторов расположен 
независимый датчик случайных чисел, который выбирает настройку по
ляризации своего детектора за время 6-t < D /2с, где с - скорость све
та. Таким образом, до точки рождения пары фотонов не может дойти ин
формация о том, на какую поляризацию настроены детекторы, поскольку 
скорость передачи любой локально созданной информации не может пре
вышать скорость света. В этих условиях мы производим ряд независимых 
экспериментов, после чего выбираем те из них, в которых детекторы были 
ориентированы одинаково. Тогда в каждом из отобранных экспериментов 
оба детектора ведут себя строго одинаково: либо оба молчат, либо в обоих 
раздается щелчок. Если же мы посмотрим на другие эксперименты, в них 
детекторы будут вести себя совершенно случайным образом. 

Не вникая пока в математическое описание этого эксперимента с точки 
зрения квантового формализма, попробуем понять, как его можно было бы 
моделировать с помощью компьютеров. Мы хотим, чтобы наше моделиро
вание было полным, то есть включало бы не только детекторы и фотоны, 
но и окружающую среду со всеми расстояниями, то есть, например, что-
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Рис. 1 .2. Детекторы 

бы моделирование учитывало бы релятивистское ограничение на скорость 
распространения информации, упомянутое выше. Кроме того, в нашем рас
поряжении не должно быть ничего, кроме обычных компьютеров и соеди
няющих их обычных проводов, то есть мы не можем использовать самих 
запутанных состояний фотонов. 

Для простоты предположим также, что у фотонов нет никаких скрытых 
параметров, то есть щелкнет детектор или нет определяется исключительно 
самим этим детектором. 6 Если наша компьютерная модель выбирает неза
висимые направления поляризации обоих детекторов, мы должны опреде
лить, должны ли совпасть щелчки на детекторах, или нет. Но для этого 
надо сравнить их поляризации. Если наша модель полностью реалистич
на, то есть моделирующие компьютеры разнесены на расстояние D, как 
и положено, мы должны потратить время D /2с на то, чтобы сравнить ори
ентацию детекторов. Это время больше времени выбора ориентации, по
этому моделирование в режиме реального времени невозможно. Это озна
чает следующее. Любое реалистическое моделирование должно давать нам 
заранее подготовленный фильм, который просто демонстрируется пользо
вателю, так что пользователь не имеет возможности вмешаться в процесс 
показа, и что-то изменить по ходу дела. Любое изменение должно происхо
дить так: мы формулируем новые условия, затем модель готовит нам новый 
фильм, который мы затем просматриваем с самого начала и до конца. 

Так работает реалистическая модель, разделенная на пользовательскую 
и административную часть. Эта общая схема всегда будет иметься нами 
в виду при описании наших моделей. 

Визуализация представляет собой интерфейс взаимодействия с поль
зователем модели, который приобретает статус эксперта. Это требует более 

6Если предположить наличие скрытых параметров у фотонов, которые приписываются 
им в момент рождения, этот эксперимент можно моделировать в режиме реального време
ни. В главе 6 мы рассмотрим усовершенствование эксперимента, так что даже возможность 
приписывания таких параметров не позволяет обойтись без априорного знания положения 
детекторов, то есть информация о состоянии детекторов должна быть заранее известна. 
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тщательной проработки деталей визуализации по сравнению с традицион
ным подходом, где эти детали совершенно не важны. 7 

Визуализация может опираться только на атомистическое представ
ление частиц в виде точечных объектов или наборов точечных объектов. 
Именно так представляются как классические, так и квантовые частицы 
в методе коллективного поведения (см. главу 5). Гильбертов формализм 
для квантовой теории многих частиц, основанный на тензорных произве
дениях пространств состояний, в принципе не допускает визуализации, так 
как он содержит в себе такие объекты, как масштабируемый квантовый 
компьютер, который мы будем подробно обсуждать. Вступая на путь визуа
лизации физических процессов, мы берем на себя серьезное обязательство, 
состоящее в следующем. Мы должны указать такое урезание гильбертова 
формализма, которое, во-первых, позволило бы представить квантовые ан
самбли многих частиц в виде зрительных образов, во-вторых, позволило 
бы нам практически алгоритмизировать всю достоверную физику, 8 остав
ляя в неприкосновенности все ее выводы. 

1 .3. Эволюционный принцип в моделировании динамики 

Особая роль визуализации в алгоритмической физике связана с дру
гой ее важной особенностью, которую мы условно назовем эволюционным 
принципом. Он состоит в том, что модель динамики всегда состоит из по
следовательных сценариев, так что каждый сценарий является некоторым 
уточнением предыдущего сценария. Такую смену сценариев можно назвать 
эволюцией. 

Здесь имеется очень важное обстоятельство, связанное с простран
ством и временем. Дело в том, что каждый сценарий Sj , вообще говоря, 
содержит свое собственное пространство и время, которое мы будем обо
значать, как обычно: х, t. Это пространство-время одного фиксированного 
сценария имеет физический смысл только в том случае, когда пользова
тель смотрит фильм, посвященный именно данному сценарию. Если же 
этот сценарий лишь используется в эволюционном процессе для подготов
ки какого-либо другого, более совершенного сценария, то время t следу
ет считать административным и ему нельзя приписать физического смыс
ла. Пространство-время одного сценария можно назвать локальным9 в том 

7 «Мы можем понять то, что не в состоянии вообразить}}, - это высказывание Л. Д. Ландау 
выражает дух копенгагенской (стандартной) квантовой теории. 

8Под достоверной мы понимаем ту часть физики, которая надежно проверена эксперимен
тально. 

9Некоторые авторы (например, [26]) называют его внутренним временем квантовой систе
мы. 
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смысле, что точки отсчета Oj для этого nространства-времени задается ад
министративной частью модели для именно данного сценария. При этом 
состояние всех элементов реального мира, не относящихся к данному сце
нарию, учитывается только nри определении oj . 

Переход от одного сценария к следующему также nроисходит во вре
мени, но это уже иное время. Его мы будем обозначать через т. Это вре
мя является глобальным. Оно является внутренней характеристикой нашей 
модели. При рассмотрении одного сценария времени т нельзя nриписать 
никакого физического смысла. Оно оnределяет последовательность смены 
сценариев. Однако если пользователь смотрит длинный фильм, который 
получен последовательной склейкой многих сценариев, то именно время т 
является пользовательским и имеет физический смысл, тогда как время t 
является внутренним, пли административным. 

Мы оставляем за пределами нашего обсуждения вопрос о том, мож
но ли приписать административному времени физический смысл в любом 
случае.10 Вместо этого будем nридерживаться данного выше правила для 
определения того, какое время имеет физический смысл, а какое является 
административным. 

У некоторых такое соглашение может вызвать недоумение: какое мы 
имеем право оnределять, что имеет физический смысл, а что - не имеет 
(тем более, если речь идет о такой фундаментальной величине, как время)? 
В действительности же математический аппарат является неотъемлемой ча
стью физики, и оnределение того, что имеет, а что не имеет физического 
смысла, является nрерогативой этого аппарата. Если мы пользуемся усто
явшимся матаппаратом, то вся работа ведется в его рамках, которых мы 
nросто не замечаем. Если нам нужно заменить матаппарат, мы должны 
смириться с тем, что придется смотреть на вещи более абстрактно. Мы 
еще вернемся к этому вопросу в главе 2, а также в разделе, посвященном 
математической логике, которая и занимается обсуждением таких вещей. 
У читателя не должно оставаться подозрений о том, что здесь есть какие
то темные места. Все, что нужно знать для восnриятия дальнейшего, -
в разделении модели на пользовательскую и административную часть и тех 
тезисах, которые я изложил. 

Мы считаем, что последовательность сценариев, составляющая модель 
динамики, есть последовательные шаги подготовки окончательного филь
ма, который демонстрируется пользователю модели. В некоторых случаях 

10Это законный вопрос, в особенности для стыковки квантовой механики с ОТО. Сейчас 
мы оставим его без обсуждения до изучения конструктивной трактовки запрета на скрытые 
параметры, так как это касается распространения моделируемых систем до самого пользова
теля. 
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(см. главу 5) ряд последующих сценариев можно получить из нескольких 
предыдущих, если рассматривать каждый из них как повторение одного из 
предыдущих с большим пространствеино-временным разрешением. В дру
гих случаях последующие сценарии получаются из предыдущих добавле
нием новых частиц, например, учет испускания фотонов при реакциях ас
социации или диссоциации молекул. Наконец, возможно уточнение моде
ли добавлением новых возможных внутренних состояний одних и тех же 
частиц. В некоторых случаях такое уточнение модели будет совершенно 
незначительным. Например, если мы учтем спины атомных ядер при хи
мических реакциях, это внесет очень малую поправку к сценариям без их 
учета. Однако учет электронных спинов может внести гораздо более суще
ственную поправку, так как именно электронные спины определяют состо
яния многоэлектронных систем, создающие химическую связь. 

1.3.1. Задача Коши 

Стандартной формой описания эволюции физических систем во време
ни в классической и в простейшей (без КЭД) квантовой механике является 
задача Коши. Эта задача состоит в отыскании решения уравнения 

F(x(t) , t) = о (1 .4) 

при начальном и граничном условиях вида х(О) = х0 и Vt Е �. если x(t) Е 
Е дD, то g(x(t) , t) = О, где F - зависящая от времени неизвестная функция 
вида D х � ----> Н2, где D <:;;; Н1, � - отрезок оси времени, Н1 , Н2 , Н3 -
эвклидовы пространства, дD - граница области D, ха Е D, g :  дD х � ----> 
----> Нз - заданная функция. 

Задача Коши состоит в отыскании неизвестной эволюции х физиче
ской системы, если задан ее закон F, начальное состояние системы х0 
и режим на границе g (f, t). Пространство Н1 является обобщенным кон
фигурационным пространством данной системы. Его смысл в том, что оно 
образовано из всех возможных координат составных частей рассматривае
мой системы. Обобщенное конфигурационное пространство отличается от 
обычного тем, что в нем есть не только координаты объектов, но и их про из
водные, например, х� , xZt, производные по координатам от решения, и т. п. 
Закон эволюции F получается в стандартном математическом анализе пере
ходом к пределу из пекоторой схемы конечных элементов S(бr), зависящей 
от зерна пространствеиного разрешения в обобщенном конфигурационном 
пространстве бr, при бr ----> О. Поэтому F и g, вообще говоря, содержит 
частные производные функции х по всем координатам конфигурационного 
пространства и времени. 
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Принципиальным свойством квантовой физики является то, что про
странства Н1 ,  Н2 , Нз будут гильбертоными (то есть комплексными про
странствами со скалярным произведением; бесконечномерность мы не тре
буем), а функция F линейна по х. Это означает, что если некоторые Х1 и х2 
являются решениями уравнения (1 .4), то для любых (комплексных) чисел 
Л, р, Лх1 + р,х2 также является его решением. Это свойство называется 
принципом суперпозиции. Мы принимаем этот принцип как фундаменталь
ное положение, относящееся не только к квантовой теории, но и к любой 
модели, которая будет нами рассматриваться. В дальнейшем мы будем раз
бирать более общие модели (см. главу 6), но они будут строго опираться на 
квантовую теорию, и в этом смысле принцип суперпозиции будет в равной 
мере применим и к ним. 

На принципе суперпозиции основана вся алгебра квантовой физики, 
и он лежит в основе квантовых интерференционных эффектов. Мы мо
жем сказать, что эффективность использования алгебраического аппарата 
в квантовой физике основана именно на принципе суперпозиции. Это не 
противоречит использованию нелинейных уравнений, мы только утвержда
ем, что основные уравнения всегда линейны. Нелинейные уравнения воз
никают тогда, когда алгебраического языка начинает не хватать, и возника
ет потребность в использовании более общего понятия алгоритма вместо 
традиционных формул. 

1.3.2. В каких случаях нужно эволюционное моделирование 

Создание модели динамического сценария в рамках задачи Коши тре
бует не только точного знания закона эволюции F, но и начальных условий 
и граничного режима. Все эти три типа данных для сложных систем не 
могут быть точно определены. Поэтому формат задачи Коши применим 
только к ограниченному кругу простых систем. Задача Коши называется 
корректной, если малое изменение F, х0 и g приводит к малому же изме
нению решения х. 1 1  В противном случае задача будет некорректной. Если 
в понятие «малости изменения» не входит возможности хоть сколько-ни
будь менять закон F, то корректной задачей Коши будет такая задача, у ко
торой все решения устойчивы по Ляпунову. В реальности закон никогда 
не известен с абсолютной точностью, поэтому понятие корректности более 
практично. 

Закон F не может быть известен с абсолютной точностью, так как 
является результатом предельного перехода в схеме конечных элементов 
(в частности, в разностной схеме). При таком переходе актуальным стано-

11 Я не конкретизирую здесь, что понимается под малостью изменения. 
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вится механизм действия этого закона на расстояниях, на много порядков 
меньших рассматриваемого зерна пространствеиного разрешения бr. Опыт 
квантовой физики как таковой говорит нам о незаконности такого рода экс
траполяций. Точность определения граничного режима никогда .не может 
быть абсолютной в силу того, что сами границы реальной системы не явля
ются четко определенными, то есть мы не можем точно определить, какие 
частицы в нее входят, а какие - нет. Эта неопределенность еще более под
черкивается существованием так называемых запутанных квантовых состо
яний, когда состояние пары частиц не сводятся к набору состояний каждой 
частицы в отдельности. Наконец, начальное условие не может быть точ
но определено по причинам фундаментального характера. Дело в том, что 
в квантовой электродинамике административное и реальное времена явля
ются различными понятиями, и потому нельзя считать х0 начальным со
стоянием системы. 12 

Можно было бы на это возразить в том смысле, что эффекты, о кото
рых здесь шла речь, очень малы, и потому не сказываются на результате 
моделирования. Подчеркну еще раз: это возражение справедливо только 
в ограниченном числе случаев, которые мы обьединили под общим тер
мином простых систем. Такие системы могут состоять из очень большого 
числа частиц, например, идеальная кристаллическая решетка, проводящая 
колебания или тепло. Понятие малости изменения в простой системе тоже 
может иметь широкий смысл. Например, могут быть известны неустой
чивые траектории и типы неустойчивостей, границы допустимых измене
ний F (типа малого коэффициента при старшей производной), и т. п. Про
стая система характеризуется тем, что эволюция строится в один прием: 
как решение уравнения при известных краевых и начальных условиях. 

Итак, все практически важные задачи, строго говоря, относятся к не 
простым системам. Такие задачи называют некорректными. Но некоторые 
из них могут быть удовлетворительно описаны с помощью приближения 
простыми системами. Мы можем еще расширить понятие простых систем, 
включив в них такие, для которых модель эволюции можно построить с по
мощью усреднения сценариев при пекотором случайном разбросе началь
ных и граничных условий, а также закона эволюции в заранее заданных 
пределах. Такие модели, хотя и не могут быть непосредственно получены 
как решения задачи Коши, можно свести к задаче Коши с помощью про-

12Простая задача об интерференции частицы на нескольких щелях уже требует знания ее 
начального состояния, которое неоткуда взять. Поэтому квантовая физика дает первопринцип
ные предсказания только для задач, не требующих начальных состояний, например, о спектре 
и собственных состояниях простых систем; вопросы же динамики всегда должны содержать 
подгоночные параметры. 



1 .3 .  ЭВОЛЮЦИОННЫЙ ПРИНЦИП В МОДЕЛИРОВАНИИ ДИНАМИКИ 43 

стого усреднения. Развитие идеи усреднения приводит к различного вида 
методам сглаживания кривых.13 

Собственно, такие методы усреднения можно рассматривать как са
мую примитинную версию эволюционных методов. Метод усреднения мо
жет применяться лишь в том случае, когда нам известны полностью ме
ханизмы эволюции (то есть F) и задачу можно свести к решению уравне
ния (1 .4) и исследованию неустойчивых траекторий. Но для по-настоящему 
сложных систем вся трудность в том, что мы не знаем F. В силу известной 
нелокальности квантовой физики и принципиального характера релятивиз
ма в КЭД (см. ниже) мы не имеем возможности принципиально отделить 
не только закон эволюции от граничных условий, но и выделить начальные 
условия.14 

Для того чтобы продвинуться в знании F, метод усреднения совершен
но не подходит. Более того, он даже ухудшает дело. Рассмотрим простой 
пример движения двух тел, связанных гибкой веревкой. Допустим, что мы 
можем наблюдать только за одним из них, тогда как другое остается для 
нас совершенно невидимым. Мы наблюдаем некое движение единственно
го тела, похожее на хаотическое, и можем применять к этому движению 
метод усреднения, который покажет нам, как движется центр масс реаль
ной системы. Поскольку мы не знаем о втором теле, мы вынуждены будем 
списать хаотичность в движении наблюдаемого нами тела на некий случай
ный фактор или даже придать этому фактору фундаментальный характер. 
Но если мы после этого станем изучать идейно не более сложную систе
му из n тел, связанных последовательно гибкими веревками, из которых 
т доступно нашему наблюдению, мы не сможем непосредственно приме
нить изученную ранее систему, где можно наблюдать только одно тело, так 
как в случае т наблюдаемых тел нам придется изучать конкретное воз
действие видимых тел друг на друга. Для придания этому случаю большей 
наглядности предположим, что видимые тела обладают большой массой, 
а невидимые - малой. Тогда воздействие невидимых в методе усреднения 
будет истолковано как случайный шум. В любом случае, для открытия за-

13К этому типу можно отнести, например, метод регуляризации некорректных задач 
(см. [67]). Регуляризация является типом сглаживания траекторий реальной некорректной за
дачи, так же, как и нелинейные уравнения являются ответом на недостатки алгебраического 
метода теми средствами, которые есть в классической математике. Применеине этих средств 
позволяет привести некорректные задачи к пристойному, с алгебраической точки зрения, ви
ду. Но они в принциле не способны открыть нам хоть какне-то действительно новые явления. 
Методы типа регуляризации как раз направлены на отсечение этих новых явлений от рассмот
рения. 

14Я уже не говорю о практически непреодолимых трудностях определения начального усло
вия даже в нерелятивистском случае, в особенности при большом числе частиц в системе. ' 
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кона упругой силы Гука и понимания того, как ведет себя система из n тел, 
нужно, чтобы мы могли включить в нашу модель частицы, которые нельзя 
увидеть непосредственно. 

Так же обстоит дело и в квантовой механике. Наивная модель кван
товой механики, в которой частицы движутся под действием потенциала, 
создаваемого другими частицами (но не ими самими - самодействие сразу 
создает неразрешимые трудности!), совершенно не пригодна для исследо
вания сложных систем, поскольку ее нельзя вполне масштабировать. Дей
ствительно, для расчета поля, действующего на каждую из n частиц со 
стороны других, надо порядка O(n2) действий, что слишком расточитель
но для больших систем, где сложность не должна превышать O(n) . Но 
если мы начнем анализировать рассматриваемые системы более детально, 
включая в них фотоны, создающие поле, запутанные состояния и т. д., мы 
утратим возможность применять формат задачи Коши! Мы видим, что за
дача Коши не подходит для анализа сложных систем, и для таких систем 
необходимо применять метод эволюционного моделирования. 15 

Эволюционное моделирование с использованием экспертизы пользо
вателя дает нам более общий тип моделей. Эволюционные модели в боль
шей мере соответствуют тому, что мы называем конструктивной физикой, 
так как такие модели допускают фактически разные механизмы для раз
ных размеров зерна пространствеиного и временного разрешения, что со
ответствует духу конструктивного математического анализа. Мы убедимся 
в этом в следующих разделах. Пока же заметим только, что эволюционный 
принцип позволяет включать в модель новые элементы, проверяя новые 
гипотезы, и т. д., то есть варьировать жесткие рамки задачи Коши. 

1.4. Резюме моделирования динамических сценариев 

Эволюционный принцип моделирования динамических сценариев поз
воляет изучать сложные системы, для которых нельзя применять форму 
задачи Коши. Такое моделирование явно включает время в качестве адми
нистративного параметра, что позволяет браться за решение задач нахож-

15Пример обхода упомянутой трудности - метод функдионала плотности. Здесь мы счита
ем, что плотность создающей поле частицы одинакова во всех точках ее носителя, и равна 
ее плотности в точке расположения пробной частицы. Это делается для упрощения расчета, 
но ведет к большой неточиости в случае большой разницы в эле�сrронной плотности (напри
мер, в атомных задачах метод функдионала плотности работает плохо, в задачах, связанных 
с зонами проводимости - значительно лучше). Но упрощение счета - часто более весомое 
преимущество, чем точность, и потому метод функдионала плотности часто применяется в мо
дельных задачах с многими частицами для суперкомпьютеров. 
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дения эволюции таких систем, сложность которых не позволяет решить их 
удовлетворительно с помощью методов усреднения. Эволюционный метод 
предусматривает накопление информации о сценариях для их последую
щего использования в построении новых сценариев. Такой подход характе
рен для квантовой электродинамики: он более универсален, по сравнению 
с языком сценариев без эволюции. Моделирование динамических сценари
ев явно требует присутствия пользователя модели, который осуществляет 
функцию экспертизы получающихся сценариев. 



ГЛАВА 2 

Конструктивная математика 

«. . .  к (химической) формуле предъявляют чрез
мерные требования: лишь внешне она остается наглядной и вводит при 
этом в заблуждение, заставляя предполагать наличие таких знаний, ко
торых в действительности не существует.» 

В. Хюккель 

Самым сильным источником оптимизма при занятии наукой является 
ощущение ее единства. Это единство должно иметь конкретное воплоще
ние в виде приоритета точных методов перед туманными рассуждениями, 
что можно сформулировать как господство математического аппарата над 
всей областью естественных знаний. Постепенный, но неуклонный про
гресс математики к концу XIX столетия привел Давида Гильберта к его 
знаменитой программе, ядром которой был тезис о необходимости аксио
матизации естествознания и оформление его теоретической стороны в виде 
некой дедуктивной теории. Эта цель выражалась примерно так: 

«Сначала мы приведем в порядок математику (то есть докажем ее 
непротиворечивость и, тем самым, ее абсолютную надежность). Потом мы 
возьмемся за физику и оформим ее в виде математической теории. Затем 
то же самое сделаем с химией, а потом и с биологией.» 

Эта программа содержала также большое число конкретных, чисто ма
тематических задач, которые решались в разное время, но наиболее ценным 
в программе Гильберта было именно ее ядро, отражающее фактический 
план завоевания математикой естествознания. 

Программа Гильберта потерпела крах уже на первом этапе: она не 
справилась с самой математикой! В 30-х годах ХХ века Курт Гедель дока
зал, что в любой действительно непротиворечивой аксиоматической теории 
утверждение о ее непротиворечивости невозможно доказать внутри самой 
этой теории. Это означает, что мы не можем в принципе гарантировать, что 
простое развитие математики не приведет нас однажды к крушению ее ос
новных частей в форме неожиданно выявленного противоречия. Осознание 
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действительного смысла результата Геделя пришло не сразу, но повергло 
многих в шок. Казалось, что математика потеряла статус фундамента, и ни
что не сможет вернуть чувство уверенности, которое приходит с точным 
доказательством теоремы, где каждый шаг абсолютно ясен и не вызывает 
никаких сомнений. 

Для нас важнейшим выводом из крушения гильбертовского плана бу
дет глубокое осознание единства математики с экспериментом. Мы можем 
сделать из этого только один вывод: эксперимент является необходимой 
составной частью самой математики, и именно он, в конечном счете, слу
жит источником уверенности в правильиости результатов, даже в том слу
чае, когда эти результаты кажутся совершенно абстрактными! Это можно 
выразить более точно: физика и математика представляют собой единую 
дисциплину, и их разделение есть не более чем вопрос удобства органи
зации науки, по крайней мере, в докомпьютерную эру. Этот тезис будет 
очень важен для дальнейшего, и я хочу пояснить его более конкретно. Не 
существует того, что называют физическим смыслом, не зависимым от ма
тематики. Именно математический аппарат определяет, что имеет, а что 
не имеет физического смысла. Я предлагаю читателю обдумать этот тезис 
самостоятельно, в надежде, что дальнейшее изложение даст ему дополни
тельное подтверждение. 

Итак, мы видели, что реализация плана аксиоматизации естественных 
наук даже не дошла до границ настоящей физики. Как мы можем это оце
нить? Является ли вообще любой план обьединения естествознания фик
цией, не заслуживающей внимания и усилий? Главным критерием в науке, 
отличающим ее от иных форм интеллектуальной активности, была ее спо
собность предсказывать наступление того или иного события. Я предлагаю 
вам сравнить тот уровень надежности предсказаний, который существу
ет в такой хорошо математизированной области, как небесная механика 
в масштабах Солнечной системы, с предсказаниями, допустим, поведения 
живого существа, к которому математические методы если и применимы, 
то в гораздо меньшей степени. Различие будет настолько разительным, что 
связь степени применения математики и надежности предсказаний станет 
совершенно очевидной. Фактически, вся теория в естествознании строится 
вокруг того, чтобы применить математические методы наиболее эффектив
ным способом. 

Мы не имеем права отказываться от цели гильбертовской програм
мы, так как это было бы равнозначно капитуляции науки в целом. Бес
спорно также, что цель состоит именно в исследовании динамики слож
ньiХ систем, то есть процессов, формально принадлежащих химии и био
логии. Вопрос, следовательно, заключается только в том, чтобы подобрать 
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подходящие средства для реализации этой программы. Это заставляет нас 
обратить особое внимание на сам математический аппарат. Может ли ак
сиоматический метод выполнять возлагаемые на него функции? Этот во
прос является тем более актуальным, что в современной науке речь идет 
о сложных системах, где ограничения, связанные с результатами типа ге
делевских, играют принципиальную роль. В действительности, аксиомати
ческий метод дискредитировал себя уже в упомянутом кризисе оснований 
математики. Нечего даже надеяться на его реабилитацию в применении 
к реальной физике; он может играть лишь вспомогательную роль, связан
ную с систематизацией имеющихся знаний, но ни в коем случае не годится 
в качестве рабочего инструмента теории. Ощущение иенадежиости аксио
матического подхода приводит к падению энтузиазма к фундаментальному 
обоснованию наблюдаемых явлений среди широких масс исследователей 
и появлению некоторых суррогатных специализированных теорий того или 
иного эффекта. В любом случае аксиоматический метод связан с резким 
падением предсказательной силы теории при ее применении ко все более 
и более сложным системам, так что при приближении к границам биологии 
эта сила становится практически равной нулю. 

Итак, мы видим, что возможности традиционной математики в приме
нении к естествознанию близки к своему исчерпанию. Поэтому актуальной 
становится идея о модификации математического аппарата, для его приме
некия именно к сложным системам. Здесь надо ясно представлять, что речь 
идет не о замене математики на философию или тому подобные приемы, 
а о модификации самой математики, логично вытекающей из того кризиса, 
в котором она оказалась после геделевских теорем. 

Для того чтобы понять огромное преимущество, которое дает такая 
модификация, мы должны познакомиться с основными положениями ма
тематического конструктивизма, которым и предполагается заменить стан
дартный математический аппарат. Данная глава посвящена математическо
му конструктивизму. Эта форма математики, появившалея как ответ на кри
зис основ, связанный с крахом программы Гильберта. Для нас математи
ческий конструктивизм играет ключевую роль, так как именно он будет 
являться легитимной основой для переформулировки квантовой теории на 
алгоритмическом языке. 

Обзор конструктивизма 

Конструктивная математика состоит из конструктивной математиче
ской логики, теории алгоритмов, конструктивного математического анали
за и конструктивной алгебры. При изучении конструктивизма надо иметь 
в виду то обстоятельство, что физика и математика представляют собой 
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одну науку. 1 Уже упоминавшийся мной кризис гильбертовской программы 
аксиоматизации после теоремы Геделя ясно указал на конструктивизацию 
как на единственный выход из этого тупика. Конструктивизация основа
на на урезании формального аппарата теории доказательств. Это урезание 
позволяет избежать рассмотрения такого понятия, как актуальная бесконеч
ность, заменив его совершенно конкретным алгоритмом, который шаг за 
шагом выдает значения, стремящиеся к бесконечности в смысле обычно
го математического анализа. Конструктивизация означает, что мы заменяем 
абстрактные операции с бесконечностями (например, предельные значения 
функций в смысле Коши - Вейерштрасса, опять-таки совершенно конкрет
ными манипуляциями с алгоритмами, выдающими их приближения. 

Такой поворот означает, что аппарат дедукции, безраздельно господ
ствовавший в классической математике, неизбежно теряет часть своего по
ложения в пользу обращения к опыту, то есть к физическому эксперименту. 
Это проявляется в том, что поведение алгоритма, в отличие от формулы, 
нельзя предсказать. Мы можем в формуле, выражающей значения пекото
рой функции f(t), зависящей от t, подставить t = +оо и посмотреть, что 
получится. Но проделать этот трюк с алгоритмом уже не удастся. Даже 
если некоторый алгоритм А шаг за шагом выдает последовательные зна
чения этой самой функции f, мы, вообще говоря, принципиально не име
ем возможности это доказать, имея только текст формальных команд этого 
алгоритма. И, соответственно, мы не можем предсказать асимптотического 
поведения этого алгоритма. Работу алгоритма можно только наблюдать, как 
это делает экспериментатор в физике. 

Ограничение процедуры применения математики к реальности фор
мальными доказательствами ведет в тупик по очень ясной причине невоз
можности полной верификации результатов. Верификация, то есть провер
ка математического доказательства, является необходимым условием раз
вития самой математики. Она возможна в случае, когда ее сложность су
щественно меньше сложности построения самого доказательства. В совре
менной математике верхняя граница по обьему рукописных страниц для та
ких доказательств составляет, по-видимому, несколько сотен страниц.2 Но 
есть примеры работ, превосходящих две тысячи страниц. Для верификации 
(и самого построения) таких доказательств необходимо уже использовать 
компьютерные программы, что вызывает расхождение во мнениях в среде 
самих математиков. 3 

1 Эту бесспорную истину до сих пор разделяет лишь меньшинство в обоих станах, хотя 
многие периодически высказываются в ее пользу (например, В. И. Арнольд). 

2Эта оценка, конечно, очень груба, она зависит от конкретной ситуации, и я привожу некое 
среднее значение. 

3Примером может служить известная задача о четырех красках. 
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Более того, верификация имеет смысл только в том случае, если ее 
способны выполнить достаточное количество специалистов.4 Здесь, как 
и в статистической физике (да и в самой квантовой механике), чтобы гово
рить о надежности, надо быть уверенным в возможности (по крайней мере 
потенциальной) многократного воспроизведения этой процедуры. Сложные 
доказательства современной математики, по-видимому, подошли к грани
цам такой возможности. 

Но здесь есть и другое очень важное обстоятельство. Доказательство 
как таковое возникло в математике как самый веский аргумент в науч
ных дискуссиях, и его особое место до сих пор связано именно с этим. 
И здесь диктуемый практикой выбор аксиом часто бывает важнее соб
ственно логической непротиворечивости. Теория может быть противоре
чивой, но, несмотря на это, очень успешной. Все дело в том, какую длину 
(сложность) имеет доказательство противоречия. Конечно, никто не захочет 
пользоваться теорией, в которой утверждается, что 2 х 2 = 3.9999. Но если 
теория обладает несложными аксиомами, дает простое объяснение и пред
сказание результатов большого числа независимых опытов, а вывод проти
воречия в ней занимает, скажем, пять тысяч страниц журнального текста, то 
она завоюет массу последователей, для которых не интересны формальные 
тексты такой длины, но очень важны как раз данные опыты. Все успешные 
физические теории именно таковы. Но если речь идет о сложных системах 
в том смысле, какой мы договорились в это понятие вкладывать, то визуаль
ная демонстрация (по сушеству, проверка ее аксиом) имеет большую роль, 
чем формальный вывод следствий вообще. Именно поэтому в естествен
ных науках, изучающих сложные системы (химия и биология), не использу
ются формальные доказательства. Мы можем с достаточной уверенностью 
утверждать, что для таких систем визуализация компьютерных моделей их 
поведения будет играть ту роль, которую сейчас играет в физике математи
ческое доказательство. И это будет гигантским шагом вперед, по сравнению 
с описательным характером этих наук сейчас. 

Конструктивизм как раз и указывает нам путь к построению таких 
систем визуальной демонстрации - с сохранением того уровня строгости, 
который принят в математике. Это служит исчерпывающим обоснованием 
законного места конструктивизма в современной физике, а также в системе 
естественных наук. 

Конструктивная математика основана не на понятия множества, как 
обыкновенная математика, а на понятия алгоритма. Она признает закон
ными только те конструкции, которые можно хотя бы в принципе явно 

4Представьте себе ситуацию, когда доказательство понимают только двое: сам автор и его 
ближайший друг. 
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описать в виде списка определенных инструкций для некоего вычисления. 
Таким образом, в конструктивной математике нет понятия актуальной бес
конечности, а есть понятие потенциальной осуществимости, когда, напри
мер, лента машины Тьюринга считается бесконечной в том смысле, что 
мы всегда имеем возможность, в случае необходимости, добавить к этой 
(конечной) ленте дополнительные ячейки, по одной, справа. 

Алгоритмизация физики опирается на математический конструктивизм 
в целом, из которого для конструктивной интерпретации теоретической 
физики самым существенным звеном будет конструктивный математиче
ский анализ, описывемый далее. Рабочим инструментом конструктивизма 
является понятие алгоритма, введенное Тьюрингом, Постом и Марковым
младшим. Оно придало конструктивной математике законченную форму, 
практически годную для выполнения той роли, которую играет математи
ческий аппарат в физике. Математический конструктивизм в ХХ веке об
рел бесспорное право гражданства и давно стал частью математики. Мы 
же познакомимся с ним, имея в виду совершенно определенную цель -
конструктивизацию физики. В настоящее время в ней господствует класси
ческая математика, что приводит к многочисленным нестыковкам и вынуж
денному «заметанию мусора под ковер». Главное в том, что классическая 
математика не в состоянии открыть дорогу к пониманию сложных явлений. 

Математический конструктивизм не просто служит заменой стандарт
ному формальному аппарату. Он содержит в себе нечто принципиально 
новое по сравнению со стандартной математикой, и это проявляется уже 
на уровне конструктивной математической логики. Это новое - фундамен
тальная идея плюрализма, или множественности истинностных оценок, вы
текающая из интуиционистской логики. Идея логического плюрализма со
вершенно сходна с так называемой многомировой интерпретацией кванто
вой механики. Эта параллель имеет далеко идущие следствия, которые мы 
пока еще совершенно не осознали. 

Современное развитие квантовой теории вступило в особую область, 
которую можно назвать зоной конфликта с ее математическим аппаратом. 
Он заключается в неизбежности выбора: либо должно быть пересмотре
но понятие эффективного классического алгоритма, либо модифицирован 
формализм теоретической физики. Выражением этого конфликта является 
проект масштабируемого квантового компьютера. Доказанное отсутствие 
принципиального запрета на его существование [5 1]  означает, что либо та
кой квантовый компьютер должен быть создан, либо неизбежностью станет 
замена математического аппарата квантовой теории. Фундаментальность 
квантовой теории дает основания говорить о пересмотре математического 
аппарата теоретической физики в целом в том случае, если эксперимен-
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ты в области квантового компьютинга не дадут нам убедительных свиде
тельств в пользу первой гипотезы. 

С другой стороны, математический конструктивизм, включающий кон
структивные версии логики, алгебры и математического анализа, неполон. 
В нем отсутствует самое главное звено - конструктивная физика. Соответ
ствующая перестройка квантовой теории не вытекает однозначно из того 
аппарата конструктивизма, который мы собираемся изучить. Этот аппарат 
всего лишь задает самые общие понятия для требуемой перестройки (ал
горитмы, конструктивные функции, конструктивные алгебраические систе
мы), в то время как от физической теории требуются точные численные 
предсказания. Для получения физических результатов надо развить при
кладной аппарат конструктивизма, то есть построить конкретные алгорит
мы, работа которых и даст в итоге численные результаты. Как я уже упо
минал, это не может быть продемонстрировано в книге, в отличие от си
туации в стандартной физике, где читатель может проверить все выкладки 
и сверить расчеты с экспериментальными данными. Поэтому я и не став
лю здесь подобной задачи, - это дело специальных работ. Моя цель -
показать полную легитимность физического конструктивизма и реальность 
его осуществления. Именно так надо трактовать излагаемые ниже подходы 
к конструктивизации, включая так называемые эвристики конструктивной 
физики. 

2.1 . Алгоритмы и вычислимые функции 

Мы дадим краткий обзор основных понятий и результатов теории клас
сических алгоритмов, необходимых для понимания дальнейшего. 

Главным инструментом конструктивизма является понятие алгоритма. 
Его физический смысл был выражен А. А. Марковым-младшим в виде сле
дующего тезиса: 

Любая реальная эволюция физической системы во времени зада
ется некоторым алгоритмом. 

Именно в развитии этого главного тезиса заключается конструктиви
зация физики. 

Алгоритмы применялись в математике с незапамятных времен без вся
кого определения. Такое определение фактически попадобилось лишь то
гда, когда стало нужно доказывать, что некий алгоритм не существует. Од
нако формальное определение алгоритма после появления компьютеров на
полнилось новым смыслом, так как возникла необходимость иметь язык 
описания алгоритмов, наиболее удобный для их практического создания 
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и реализации. Такая работа обычно делается программистами, создающи
ми свои программы на различных языках программирования. Для нас фор
мальные описания алгоритмов будут важны и по другой причине: такое 
описание содержит очень важные детали, позволяющие придавать им чер
ты универсальности, то есть применять один и тот же алгоритм или его 
часть для моделирования различных явлений. В описании алгоритмов со
держатся фактические указания на механизмы физических законов. Эти 
механизмы, содержащиеся в административной части, не содержатся яв
но в фильме, и потому не видны пользователю модели. 5 Однако их роль 
очень важна, так как именно они определяют конкретный способ реализа
ции рассматриваемых нами общих положений и, таким образом, качество 
моделей динамики. 

Известно несколько формализаций алгоритмов, из которых мы рас
смотрим только два: машины Тьюринга и клеточные автоматы. 

Машины Тьюринга 

Машина Тьюринга состоит из входной ленты, головки и набора ко
манд. Входная лента (можно считать ее ограниченной, например, слева, но 
это не ограничивает общности) состоит из ячеек, в каждой из которых за
писана одна из букв специального входного алфавита а0,  а1 , . . .  , an, первая 
из которых считается пробелом. Лента потенциально бесконечна, то есть 
к ней можно добавлять, в случае необходимости, любое количество допол
нительных ячеек, в которых стоит знак пробела. Головка может обозре
вать ровно одну ячейку ленты и находиться в одном из состояний головки 
q0, q1 , . . .  , qk , первое из которых считается начальным, а последнее - за
ключительным. Состоянием машины Тьюринга называется все содержимое 
ее ленты, а также состояние и положение ее головки. 6 Мы будем рассмат
ривать только такие состояния, в которых вся лента, начиная с некоторого 
места, заполнена одними пробелами. Поэтому можно считать, что состоя
ние машины Тьюринга можно закодировать конечным кортежем из нулей 
и единиц. 

Если х есть слово во входном алфавите, не содержащее пробелов, то 
под начальным состоянием машины 80 ( х) мы будем понимать такое со
стояние, в котором слово х записано на ленте, начиная со второй ячейки 
(в первой стоит пробел), и за словом х идут одни пробелы, а головка обо
зревает первую ячейку ленты и находится в состоянии qo . Если выполнены 

5 Явное описание этих механизмов называется конструктивной эвристикой. 

б головок может быть несколько, лента может быть бесконечной с обоих концов и т. п. -
все эти детали не играют существенной роли. Мы уточняем их только ради определенности. 
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все эти свойства, но головка находится в состоянии Qk, мы обозначаем такое 

состояние Sfin (x) и называем его заключительным. 

Команды для машины Тьюринга - это строки вида 

(2.1) 

где j, J = О, 1 ,  2, . . . , n; i, I = О, 1, 2, . . .  , k, а последним стоит один из сим

волов R, L, 0 набора спецсимволов, означающих последовательно: сдвиг 

головки на ячейку вправо, сдвиг головки на ячейку влево и оставление 

головки на месте. Такая команда означает: написать в данной ячейке сим

вол aJ, головку перевести в состояние Qr и сдвинуть ее в соответствии со 

спецсимволом. Набор правил называется программой. Мы будем считать, 

что программа тоже входит в машину Тьюринга. Мы требуем, чтобы лю

бое сочетание номеров j, i, входящих в указанные диапазоны, встречалось 

в одной из команд машины Тьюринга. Если по j, i в программе однозначно 

находится соответствующая команда, мы назовем такую машину детерми

нированной, в противном случае - недетерминированной. 

Вычисление на машине Тьюринга есть последовательность состояний 

вида 

So , 81 , . . .  , Sт ,  
где 80 = S0(x) и Sт = Sfin(Y) для некоторых слов х, у в алфавите 

а1 , а2 , . • . , an, среди состояний головки в So, 81 , . . .  , Sт-1 нет заключитель

ного и каждый переход Sj ___. Sj+l в этой последовательности делается по 

одной из команд программы данной машины Тьюринга. Если для всех та

ких слов х, у выполняется равенство у = f(x), где f - некоторая, вообще 

говоря, не всюду определенная словарная функция, мы говорим, что данная 

машина Тьюринга вычисляет функцию f. Если через Т обозначить данную 

машину Тьюринга, то f мы обозначаем через !т. Если при этом f является 

характеристической функцией векоторого множества слов, мы скажем, что 

машина Тьюринга вычисляет данное множество. Вычислить данное мно

жество означает иметь алгоритм, который по любому слову определяет, 

принадлежит оно данному множеству или нет. 

Функции, которые вычисляет какая-нибудь машина Тьюринга, называ

ются вычислимыми. 

Мы скажем, что машина Тьюринга перечисляет некоторое словарное 

множество А, если А является образом множества всех слов при отображе

нин f. Иными словами, перечислимое множество есть множество элемен

тов последовательности вида f(WI) ,  f(W2) ,  . . .  , где W1 , W2, . . .  есть мно

жество всех слов во входном алфавите без пробела, перечисленное в лек

сикографическом порядке. 
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Понятно, что любое вычислимое множество является также и пере
числимым. Обратное неверно. Рассмотрим, например, множество пар (код 
машины Тьюринта Т, слово х), таких, что Т применяма к х, то есть 
х Е Dom fт. Это множество будет перечислимым, так как все такие пары 
можно перечислить, просто применяя Т к х по шагам. Но вычислимым это 
множество не будет. Действительно, предположим, что оно вычислимо. Бу
дем через [Т] обозначать конечный двоичный кортеж, кодирующий машину 
Тьюринга Т. Поскольку число команд в ней конечно, такой код всегда су
ществует. Тогда существует машина Т', которая по паре [Т], х определяет, 
применяма Т к х или нет. Но тогда мы можем построить такую машину 
Тьюринга Т0, что она применяма к числу [Т] тогда и только тогда, когда Т 
не применяма к [Т] . Построение такой машины То является рутинной про
цедурой, использующей наше предположение о существовании машины Т'. 
Теперь посмотрим, применяма ли Т0 к своему собственному коду [Т0]. Из 
ее определения вытекает, что любой выбор здесь ведет к противоречию. 
Таким образом, мы доказали неразрешимость проблемы применимости: не 
существует машины Тьюринта, определяющей применямость любой дру
гой машины к заданному слову. 7 

2.2. Тезис ТЪюринга-Черча-Маркова 

Машина Тьюринта является формализацией понятия алгоритма. Ес
ли немного потренироваться, можно обнаружить, что любая функция, вы
числимая в наивном понимании этого слова, то есть для которой суще
ствует некоторый точный рецепт, как из значения аргумента получать зна
чение самой функции, является вычислимой в смысле машин Тьюринга 
(см. [4, 60, 66, 70]). Однако программирование на машинах Тьюринта не яв
ляется удобным способом создания программ. Причина в том, что устрой
ство реальных компьютеров далеко от абстрактной схемы с лентой и голов
кой. Существует много других способов формализации понятия алгоритма. 
Рассмотрим два из них: нормальные алгоритмы Маркова и клеточные авто
маты. 

Нормальные алгоритмы Маркова 

Они отличаются от машин Тьюринта тем, что вместо ленты рассмат
ривается просто слово А во входном алфавите без пробелов. Головки нет, 

7Этот метод называется диагональным методом Кантора. Для доказательства несущество
вания пекоторой машины Тьюринга, равно как и для получения нижних оценок в теории слож
ности вычислений, есть два основных метода: диагональный метод Кантора и использование 
принципа Дирихле. 
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а команды имеют вид подстаново к х -+ х', где х, х' суть слова во входном 
алфавите без пробелов. На шаге работы нормального алгоритма применя
ется та из подстановок, для которой первое вхождение слова х в текущее 
слово А стоит самым первым, и подстановка применяется именно к самому 
первому слева вхождению х. Определение вычисления дается так же, как 
и для машин Тьюринга, при условии, что мы выделяем какую-то специ
альную букву во входном алфавите, играющую сигнальную роль для конца 
вычисления. Нетрудно понять, что вычислимость в смысле машин Тью
ринга будет эквивалентна вычислимости в смысле нормальных алгоритмов 
Маркова, поскольку положение головки в машине Тьюринга можно легко 
закодировать, используя специальные сигнальные буквы. Разумеется, при 
этом надо сузить (или расширить) входной алфавит, так что для работы 
со словами надо обязательно иметь некоторые специальные символы, не 
входящие в набор значащих, то есть не встречающихся в словах х и у. 

Клеточные автоматы 

Клеточные автоматы (см. [ 44]) дают другую формализацию алгорит
мов. Клеточный автомат, как и машина Тьюринга, имеет ленту, в клетках ко
торой стоят буквы входного алфавита. Головки нет. Содержимое каждой j
ой ячейки в любой момент времени t является функцией от ее содержимого 
и содержимого соседних ячеек в момент времени t - 1 :  aj (t) = F(Щ-1 (t 
- 1 ) , aj (t - 1) ,  ан1 (t - 1)) .  Так определяется эволюция клеточного авто
мата. Конец вычисления определяется так же, как и в случае нормальных 
алгоритмов, появлением сигнальной буквы. Расширяя входной алфавит, мы 
можем закодировать в состояниях клеточного автомата положение вообра
жаемой головки машины Тьюринга. Поэтому на клеточном автомате можно 
моделировать работу машины Тьюринга с сохранением времени. Обратное 
моделирование также осуществляется, но с квадратичным замедлением: го
ловка машины Тьюринга должна пройти всю длину ленты, для того чтобы 
проделать всю работу, совершаемую за один шаг клеточного автомата. 

В отличие от нормальных алгоритмов, которые моделируются маши
нами Тьюринга (и наоборот) только с линейным замедлением, клеточные 
автоматы моделируются машинами Тьюринга с квадратичным замедлени
ем: если Т - время работы клеточного автомата, то временем работы мо
делирующей его машины Тьюринга будет Т2• Клеточные автоматы мож
но аналогично определить на любом дискретном многообразии, в котором 
надлежащим образом определено понятие соседства клеток. 

В любом случае функция, вычислимая в одной из моделей алгоритмов, 
будет вычислимой также и в любой другой модели. Этот факт верен и для 
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любых других известных моделей алгоритмов: машин Поста, алгоритмов 
Колмогорова -Успенского, квантовых компьютеров, и т. д. Если сформули
ровать зто утверждение также и для всех моделей алгоритмов, которые 
могут быть построены в будущем, получится математический принцип, на
зываемый тезисом Тьюринга-Черча-Маркова: понятие алгоритма и вы
числимых функций едино и не зависит от способа формализации. 

Тем не менее, различные модели алгоритмов имеют свои особенно
сти, которые касаются сложности вычислений. Мы будем в дальнейшем на
зывать конкретную формализацию алгоритмов вычислительной машиной, 
поскольку нас, в конечном счете, будет интересовать физический аспект 
работы алгоритмов. Под этим углом зрения мы и будем рассматривать те 
аспекты алгоритмов, которые формально являются чисто математическими. 

Пусть у нас есть некоторое входное слово х и So(x) , 81 , • . .  , Sт есть 
вычисление в какой-то модели алгоритмов. Тогда Т будем называть сложно
стью работы данного алгоритма М над словом х и обозначать через sм (х) . 

Если мы рассмотрим все слова длины, не превосходящей n, то наибольшая 
сложность работы над такими словами будет считаться сложностью данной 
машины: sм (n) = maxx: lx l,;;;n sм (х) . Таким образом, сложность данного 
алгоритма является функцией натурального аргумента - длины входного 
слова. Исходя из этого, сложности могут быть линейными, квадратичными, 
полиномиальными, экспоненциальными и т. д., а также и с более тонкой 
градацией. 8 Для словарной функции ее сложность вычисления на данном 
классе вычислительных устройств есть наименьшая возможная сложность 
работы устройства из этого класса, вычисляющего данную функцию. Для 
каждой функции f натурального аргумента, достаточно быстро расrущей, 
можно подобрать такую словарную функцию, что ее сложность будет при
мерно равна f. 

Однако классификация задач по сложности их решения не является 
очень информативной. Кроме того, само определение сложности через наи
более быстрый из алгоритмов, решающий данную задачу, совершенно не 
конструктивно, поскольку требует, вообще говоря, перебора всех возмож
ных алгоритмов, и выбор из них оптимального. Только в некоторых от
дельных случаях можно точно определить сложность той или иной зада
чи (сложность вычисления множества есть сложность вычисления его ха
рактеристической функции). Например, задача сравнения двух слов имеет 
квадратичную сложность на одноголовочных машинах Тьюринга и линей
ную - на двухголовочных машинах и клеточных автоматах. Из этого сле
дует, что моделирование клеточных автоматов нельзя ускорить на машинах 

8 Для любой разумной градации можно доказать, что она точна: есть функции именно с та
кой нижней оценкой сложности [52). 
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Тьюринга по сравнению с тривиальным методом, дающим квадратичное 
замедление.9 

Можно определить отношение на классе вычислимых функций, на
зываемое сведением. Скажем, что словарное множество А полиномиально 
сводится к множеству В, если существует словарная функция f полино
миальной сложности, такая что х Е А эквивалентно f(x) Е В. Тогда если 
множество В имеет сложность F, то сложность А не превосходит nоли
нома от F. В частности, если В полиномиально вычислима, то таким же 
будет и А. 

Модель вычислений ( формализапия алгоритмов) называется детерми
нированной, если вычисление определено однозначно, при задании началь
ного состояния, и недетерминированной в противном случае. Например, 
квантовые вычисления являются ледетерминированной моделью вычисле
ний. Известно, что любая детерминированная модель вычислений nолино
миально сводится к любой другой. В частном случае, для машин Тьюринга 
и клеточных автоматов, мы этот факт установили выше. Таким образом, 
можно вьщелить естественный сложиостной класс вычислимых функnий, 
не зависящий от модели алгоритмов, а именно класс функnий, полиноми
ально вычислимых на детерминированных моделях. Он обозначается че
рез Р. 

Теперь обратимся к недетерминированным вычислениям. Недетерми
нированных вычислений, начинающихся с одного и того же состояния, мо
жет быть много. Сложностью недетерминированного вычисления называет
ся число шагов в наиболее коротком вычислении, начинающемся с данного 
состояния. Понятие вычислимости в ледетерминированных моделях будет 
тем же, что и в детерминированных: набор вычислимых функций и там 
и здесь одинаков. Но, если бы мы захотели моделировать недетерминиро
ванное вычисление на детерминированной машине, мы должны были бы 
nотратить, вообще говоря, экспоненциально большое время. Это справед
ливо как для ледетерминированных машин Тьюринга и клеточных автома
тов, так и для квантовых алгоритмов. 

Класс множеств, вычислимых на недетерминированных машинах Тью
ринга за полиномиальное время, обозначается через NP. Эквивалентным 
определением класса NP является следующее. Множество слов А принад
лежит классу NP, если существует такое множество В пар слов, nринад
лежащее классу Р, что для некоторого nолинома р верно следующее: для 

9Результат о нижней границе распознавания равенства слов на одноголовочной машине 
Тьюринга доказывается сведением к принципу Дирихле с помощью учета состояний голов
ки в момент пересечения ею границы первоначального расположения обоих слов на ленте 
(Барздинь). 



2.2. ТЕЗИС ТЪЮРИНГА - ЧЕРЧА - МАРКОВА 59 

любого слова х х Е А тогда и только тогда, когда существует слово у дли
ны, не превосходящей р( 1 х 1 ) (полинома от длины х ), так что ( х, у) Е В. До
казательство эквивалентности проводится непосредственно исходя из опре
делений. Это второе определение фактически говорит о том, что класс NP 
является классом переборных задач: для определения принадлежности сло
ва х множеству из этого класса достаточно произвести перебор всех у до
статочно малой длины. При том каждый шаг этого перебора проверяется 
очень быстро, так как В имеет полиномиальную сложность. Вхождение 

P � NP 

следует из определений. Однако проблема Р = NP(?) до сих пор не ре
шена. Единственный известный общий алгоритм решения nереборных за
дач - это прямой перебор. Это объясняет, почему переборные задачи при
равниваются к задачам поиска пароля для черного ящика: мы не можем 
использовать знание его устройства для подбора пароля. Это утверждение 
относится к метаматематике, но мы приведем далее один аргумент в его 
пользу, который не опирается на открытые проблемы. 

2.2.1 .  Вычисления с оракулом 

Нет никаких способов решить NР-полные проблемы без помощи пря
мого перебора. Переборный алгоритм, перечисляющий один за другим все 
возможные варианты, является фундаментальным алгоритмом, непосред
ственно связанным с эволюционным методом построения модели динами
ки. В основе алгоритмизации физики лежит перебор сценариев эволюции, 
на каждом шаге которого осуществляется экспертная оценка данного сцена
рия. Эта оценка производится пользователем, и она непосредственно влияет 
на дальнейшее построение сценариев. В теории алгоритмов есть удобная 
формализация процесса моделирования с участием пользователя-эксперта. 
Это понятие оракула и вычислений с оракулом. 

Рассмотрим некоторое произвольное словарное множество О, кото
рое будем называть оракулом. Переопределим введенное нами понятие вы
числимой функции, чтобы получить более общее понятие вычислимости 
относительно данного оракула. Добавим к возможным элементарным ша
гам в вычислении (это у нас были применения команд машины Тьюринга) 
еще специальное действие, называемое обращением к оракулу. Обращение 
к оракулу заключается в вопросе: принадлежит ли данное слово z к мно
жеству 0? После задания такого вопроса вычисление откладывается до 
того момента, как будет получен ответ. Как только это произойдет, ответ 
заносится в определенное место на ленте и далее вычисления происходят 
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в обычном порядке, в частности, они могуr генерировать новое слово z
'
, 

на котором будет задан очередной вопрос к оракулу, и т. д. Момент зада
ния вопроса к оракулу также генерируется в ходе вычисления. Таким об
разом, мы можем считать, что на входной ленте выделены специальные 
регистры (группы ячеек), из которых считывается слово z при вызове ора
кула, другой регистр для записи ответа, а также специальный регистр для 
определения момента этого вызова. Все ячейки в этих регистрах участву
ют в работе алгоритма на общих основаниях, в частности их содержимое 
может изменяться под действием команд. Оракул можно рассматривать как 
внешнее устройство по отношению к рассматриваемой вычислительной ма
шине. 

Сложность вычисления с оракулом есть число обращений к нему 
в процессе вычисления. Такое определение сложности получается, если 
отождествлять сложность с административным временем работы алгорит
ма, при условии, что время, потраченное на обработку каждого запроса 
к оракулу, значительно превосходит время выполнения собственных команд 
вычислительной машины. Иными словами, фактически предполагается, что 
оракул является объектом гораздо более сложным, чем сама вычислитель
ная машина. 

Таким образом, у нас появляется понятие вычислимости относительно 
данного оракула. Переход к вычислениям относительно оракула называет
ся релятивизацией вычислений. Можно рассматривать классы, аналогич
ные введенным нами классам Р, NP, но определенные для вычислений 
с некоторым оракулом О. Тогда и проблема Р = NP(?) окажется реляти
визованной относительно данного оракула. Оказывается, что существуют 
оракулы, для которых релятивизация этой проблемы будет положительно 
решаемой, и существуют другие оракулы, для которых такая релятивиза
ция даст отрицательно решаемый вопрос. То есть релятивизация может 
превратить равенство Р = NP как в верное, так и в ложное. 10 Этот факт 
имеет большое значение. Он говорит о том, что любое логическое рассуж
дение, в котором вместо вычислимости можно подставить относительную 
вычислимость без ущерба для логической строгости, не может быть ис
пользовано для решения проблемы Р = NP(?) ни в положительном, ни 
в отрицательном смысле. Все известные к настоящему времени логические 
конструкции, оперирующие с понятием вычислимости как таковым, допус
кают такую подстановку. Поэтому такие конструкции нельзя использовать 
для решения этой открытой проблемы. Есть свидетельства в пользу того, 

10Известен результат Гила и Соловея, согласно которому при выборе оракула случайным 
образом с вероятностью 1 окажется, что он дает отрицательную релятивизацию проблемы 
Р = NP(?). 
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что утверждение Р = NP вообще является независимым от аксиом ариф
метики, что, впрочем, также не доказано. 1 1  

Класс всевозможных оракулов имеет мощность континуума, в то вре
мя как класс вычислимых (без оракула) множеств является счетным, подав
ляющее большинство оракулов представляют собой невычислимые множе
ства. Поэтому и вычислимость относительно таких оракулов является более 
широким понятием, чем простая вычислимость. 

Физический аспект алгоритмов содержит явное указание на то, что 
оракул надо рассматривать как устройство столь сложное, что мы отказы
ваемся от его анализа и рассматриваем его как черный ящик. Это в точности 
соответствует нашему разделению модели на пользовательскую и админи
стративную часть. В конструктивизме под оракулом понимается пользо
ватель компьютерной модели. Пользователь принимает участие в постро
ении окончательной модели динамики вместе с вычислительной машиной. 
При этом его участие в виде экспертных оценок следует рассматривать как 
вопросы к оракулу в теории алгоритмов. 

Как эта абстрактная модель должна применяться в физике? Следуя те
зису Маркова, мы принимаем, что реальность является работой пекоторой 
абстрактной вычислительной модели. Тогда человек, производящий экспе
римент, является пользователем такой модели. Мы приходим к следующему 
выводу. 

Экспериментатор формально представляется в конструктивизме 
как оракул дли рассматриваемой им реальной системы. 

Этот тезис конструктивизма принципиально важен для дальнейШего. 
Он выражает то, что обычно называется свободой воли экспериментато
ра. Например, если исследуется поток фотонов, экспериментатор может из
брать любую возможную ориентацию фотодетектора, причем этот выбор 
никоим образом не диктуется рассматриваемой системой. 

Мы видим, что теория алгоритмов дает формальный аппарат для по
строения физической модели, роль которого (как всякого математического 
аппарата) состоит в упорядочении рассмотрения. Таким образом, при опи
сании моделирующих алгоритмов надо стремиться к формализации экс
пертных оценок, и такая формализация является универсальным инстру
ментом алгоритмики. Фактически, описываемые нами в дальнейшем прие
мы будут нацелены именно на такую формализацию. 

1 1 Мы видим трудности, к которым приводит аксиоматический метод, применяемый в тео
рии алгоритмов. Эти трудности проявляются не только в теории алгоритмов, но и во всей 
математике в целом. Более подробное обсуждение читатель может найти в монографиях, по
священных судьбе программы Гильберта в свете теорем Геделя (например, в [39]). 
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2.3. Конструктивная математическая логика и квантовая 
теория 

Мы рассмотрим так называемую конструктивную математическую ло
гику, играющую в конструктивной математике ту же роль, что и обычная 
математическая лоmка играет в стандартной математике. 

Исторической основой математического конструктивизма является об
ласть математической логики, называемая интуиционизмом. Суть интуици
онизма состоит в том, что в нем нет закона исключенного третьего, то есть 
логическая формула «А или не А» не является в интуиционизме аксиомой. 
Для доказательства такой формулы надо либо доказать А, либо доказать 
не А. Модели интуиционистских теорий известны как модели Крипке. Эти 
модели устроены как последовательности обычных моделей, только с трех
значной логикой, где наряду с обычными истиной и ложью есть еще и тре
тье лоmческое значение - неизвестность. Эта неизвестность может быть 
уточнена в дальнейших элементах данной последовательности. Мы видим 
здесь прямую аналогию с типичной ситуацией в квантовой механике, ко
гда мы не знаем результата измерения системы, находящейся в квантовом 
состоянии.12 

Мы также видим в моделях Крипке прямую аналогию с динамически
ми моделями, состоящими из сценариев, и генетическим методом построе
ния таких моделей. Я думаю, что возможно формальное определение дина
мических моделей с использованием аппарата моделей интуиционистских 
теорий, это является интересной темой, относящейся к математической ло
гике, и мы не будем на ней останавливаться.13 

2.3.1. Стандартная математическая логика 

Основой математической логики является логика высказываний. Цен
тральным понятием в ней является понятие логической формулы. Опреде
ление формулы индуктивно и выглядит так. 

Базис. Всякая булевекая переменпая из множества { а1,  а2, . . .  } явля
ется формулой. 

Шаг. Если А и В - формулы, то выражения (А&В), (А or В), not А 
также являются формулами. 

12Эта аналогия побудила фон Неймана и некоторых других исследователей заняться таким 
предметом, как квантовая логика, привлекая для этой цели аппарат интуиционизма. Спра
ведливости ради надо заметить, что аксиоматический метод, похоронивший первоначальную 
программу Гнльберта, и здесь оказался почти бесплодным, если не считать обоснования прин
ципиальной идеи плюрализма. 

13На эту тему есть несколько работ, которые интересующийся читатель может найти в [43]. 
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Истинностное значение формулы при фиксации всех входящих в нее 
переменных определяется по индукции на основе стандартных правил для 
элементарных булевских функций «Ю>, «ИЛИ» и «Не». Следующее базисное 
понятие - логический вывод, называемый исчислением высказываний. Ис
числение высказываний удобнее формулировать не на языке формул, а на 
языке так называемых секвенций. Секвенция - это строка вида 

А1 , А2, . . .  , Ап ---" Bl , B2, · · · , Bk , 
где А1 , Az, . . .  , An - последовательность формул, называемая антецеден
том, а В1 , В2, . . .  , Bk - последовательность формул, называемая сукцеден
том. Интуитивный смысл секвенции такой: если истинны все формулы ан
тецедента, то выполнена хотя бы одна формула сукцедента. То есть фор
мулы в антецеденте объединены связкой «и», а формулы в сукцеденте -
связкой «или». Аксиомами исчисления высказываний называются секвен
ции вида А � А. Правила вывода позволяют получать новые секвенции из 
уже доказанных. Они таковы: 

1 )  Перенос формулы: от секвенции . . . , А, . . . ---" . . . или . . . � 
. . .  , А, . . .  можно перейти к . . . , . . . � not А, . . . и . . . , not А . . . ---" 
соответственно, где многоточиями выделены не изменяемые наборы. 

2) Введение конъюнкции или дизъюнкции: от секвенции А1 , А2, . • .  ---" 
. . .  или . . .  --> . . .  , BI , Bz можно перейти к (A1&Az) , . . . --> . . .  или . . .  --> 
. . .  , (В1 or Bz) соответственно. От секвенций А1 , В --> С и А2, В --> С 
можно перейти к (А1 or А2) , В --> С, а от В --> С, А1 и В --> С, А2 -
к В --> С, (А1&А2) (верхней чертой обозначены наборы формул). 

3) Перемешивание: формулы внутри сукцедента (антецедента) можно 
поменять по порядку, сокращать повторяющиеся формулы, а также вводить 
двойники отдельно в сукцеденте и в антецеденте. 

4) Сечение: из fJ, А -->  В и D1 ---" А, Е можно вывести fJ, D1 --> В , Е. 
Известна теорема об устранении сечений в логике высказываний, со

гласно которой если формула выводима с использованием сечения, то она 
выводима и без использования сечений. Однако сечения иrрают существен
ную роль в исчислении предикатов, которое мы сейчас кратко рассмотрим. 

Введем в язык функциональные символы JI ,  /2, . • •  , fп и предикатные 
символы g1 , g2, . . .  , gk . Эти наборы называются сигнатурой теории. Опре
делим понятие терма (сложной функции) индукцией. 

Базис. Всякая переменпая х1 , х2 , . . .  есть терм. 
Шаг. Если t1 , t2 , . . . , tm - термы, fi есть т-местный функциональный 

символ, то fi (tl , t2 , . . .  , tm) есть терм. 
Теперь рассмотрим исчисление высказываний, в котором роль логи

ческих переменных aj играют формулы вида (t1 = t2) и g(t1 , t2 , . . . , tm) , 
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где = есть специальный знак равенства, а g есть т-местный предикатвый 
символ. 

да: 
Введем в качестве дополнительных аксиом секвенции следующего ви-

(t1 = ti ) , · . . , (tm = t�) --t (f(t 1 , t2 , . . .  , tm) = (f(ti ,  t� , . . . , t�)) ; 
(t1 = ti ) , · . . , (tm = t�) , g(tl ,  t2 ,  . . .  , tm) --t g(ti , t� , . . .  , t�) ; 
(t1 = t2) , (t2 = tз) --> (t1 = tз ) ; 
(tl = t2) --t (t2 = tl ) · 

Наконец, введем специальные значки V, ::J, называемые кванторами 
всеобщности и существования, и обобщим понятие формулы введением 
следующих возможностей в индуктивном шаге в построении формул. Ес
ли А(х) есть формула со свободной переменной х, то выражение ::Jx А(х) 
и \;fx А(х) - формулы, в которой переменпая х связана (не свободна). Пра
вила подстановки термов вместо свободных персменных в формулу опре
деляются естественным образом. Мы записываем через A(t) результат под
становки терма t вместо свободной переменной х в формулу А. 

Теперь введем дополнительные правила вывода, касающиеся кванто
ров. 

1) Если t - терм, а х - переменная, нигде ранее не встречавшаяся, то 
из fJ, A(t) --> С можно вывести fJ, 'Vx А(х) --> С, из fJ --> A(t) , С можно 
вывести fJ -->  ::Jx А(х) , С. 

2) Если переменпая х не встречается нигде в секвенции, кроме отме
ченного места, то из формулы fJ, А(х) --> ё можно вывести D, ::Jx А(х) --> 
--> С, а из lJ -->  А(х) , ё можно вывести fJ --> 'Vx А(х) , С. 

Немного подумав, можно понять, что введенные правила выво
да в точности соответствуют естественному смыслу символов 'Vx А(х) 
и ::Jx А(х), если понимать первый как конъюнкцию всех возможно-
стей: А(х1 )&А(х2)& . . . , а второй - как дизъюнкцию всех возможностей: 
А(х1 )  or А(х2) or . . .  . 

Получившалея логическая система называется исчислением предика
тов. Здесь теорема об устранении сечений не имеет места. Но справедлив 
ее аналог, состоящий в том, что любую выводимую секвенцию можно вы
вести, применяя сечения только к формулам А вида (t1 = t2) где t1 , t2 -
термы. 

Правила вывода дают возможность получать теоремы из уже доказан
ных теорем, если начать с аксиом. Мы скажем, что формула А выводима, 
если выводима секвенция --> А. 

Моделью, или алгебраической системой данной сигнатуры называется 
множество индивидов, на которых определены каким-то образом все функ-
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ции и предикаты данной сигнатуры ( п-местный предикат определяется как 
п-местная булева функция, так что мы полагаем данный предикат истин
ным в точности на тех кортежах, где она равна единице). Истинность фор
мулы логики предикатов в данной модели определяется естественным пу
тем. Формула называется тождественно истинной, если она истинна в лю
бой модели данной сигнатуры. Имеет место первая теорема Геделя (о пол
ноте), гласящая, что выводимы те и только те формулы, которые тожде
ственно истинны. Эта теорема означает полную эквивалентность понятия 
выводимости и понятия тождественной истины, что и служит подтвержде
нием того, что изложенное нами построение логических теорий с помощью 
аксиом и правил вывода является единственно возможным. 

2.3.2. Проблема непротиворечивости логических теорий 

В классической математической логике основным вопросом традици
онно считается вопрос о непротиворечивости математической теории. Тео
рия называется непротиворечивой, если существуют формулы в ее сигна
туре, не являющиеся теоремами. В противном случае теория называется 
противоречивой. Если в теории можно доказать для какой-либо формулы 
А как ее саму, так и ее отрицание not А, то такая теория будет проти
воречивой, что доказывается последовательным применением правил пе
реноса и сечения. Интерес представляют такие теории, сигнатура которых 
позволяет записывать формулы, соответствующие утверждениям арифме
тики, например, кодировать строки символов, утверждать простые факты 
о их структуре, и т. д. Это становится возможным с применением термов 
и равенства. В частности, мы будем считать, что в рассматриваемых на
ми теориях можно записывать такие утверждения: «данная строка симво
лов представляет собой текст доказательства пекоторой теоремы в данной 
теории». Построение, скажем, в самой арифметике со сложением и умно
жением такого рода формул является хотя и трудоемкой, но совершенно 
рутинной задачей, и я отсылаю читателя к любому достаточно подробно
му учебнику по математической логике, в которых это проделано детально 
(например, [39]). 

Тогда в сигнатуре данной теории можно записать утверждение такого 
вида: 

«Данная теория непротиворечива». 

Эта формула имеет такой вид: 

not 3D (proof (D)& fin(D, (2 · 2 = 5)), 
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где proof (D) - формула, утверждающая, что текст D является доказатель
ством, а fin(D, С) означает, что текст D кончается логической формулой С. 
Утверждение о непротиворечивости данной теории Т обозначается через 
Consisy. 

Теорема Геделя о доказательствах непротиворечивости утверждает, 
что если в теории Т выводима формула Consisт, то эта теория противо
речива. То есть если средствами некой логической теории может быть до
казана непротиворечивость ее самой, то в ней можно доказать вообще все 
что угодно, то есть такая теория ни на что не годится. 

Если мы хотим ввести в теорию Т утверждение о ее непротиворечи
вости Consisт, то у нас получится уже другая теория Тi ,  и для нее будет 
другое утверждение о непротиворечивости Consis'Тi , и т. д. То есть вопрос 
о непротиворечивости логических теорий не может быть решен в рамках 
этих теорий. Такой факт сразу делает аксиоматический метод ненадежным. 
Осознание этого факта привело к кризису в математике, послужившему 
толчком к появлению конструктивизма. 

Это в полной мере относится к физическим теориям, поскольку они 
опираются на математический формализм. Аксиоматический метод страда
ет неустранимым изъяном, и его нельзя применять вне связи с тем, что 
называется здравым смыслом, или интуицией. Если этот метод не под
креплен интуицией, он может завести научные исследования в тупик. Но 
именно в квантовой теории интуиция особенно слаба. Многие утверждения 
квантовой механики прямо противоречат интуиции, и поэтому роль форма
лизма здесь очень велика. В рамках классической математики невозможно 
выделить действительно необходимую часть формализма, к чему посто
янно, хоть и не всегда осознанно, стремятся физики. Понятие актуальной 
бесконечности, лежащее в основе стандартного математического анализа, 
с необходимостью требует именно аксиоматического подхода, так как это 
понятие в принципе не допускает никаких эффективных процедур. 

Только конструктивизм, основанный на эффективных процедурах, сво
боден от этого недостатка. 

2.3.3. Конструктивная математическая логика 

Стандартная математическая логика не вполне подходит для основа
ния конструктивной математики. Для этой цели существует специальная, 
конструктивная математическая логика, которую еще называют интуицио
низмом. Интуиционизм не оперирует непосредственно с алгоритмами, но 
он формулирует логические правила, по каким можно работать с логиче
скими формулами конструктивной математики. 
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Рассмотрим один из главных экспериментов, лежащих в основе кван
товой теории - интерференцию одной квантовой частицы при прохожде
нии сквозь две щели в экране. Мы хорошо знаем, что интерференционная 
картина для этого эксперимента не может быть получена простым сложени
ем картин при прохождении частицы сквозь одну и другую щели в отдель
ности. Пусть логическая формула А означает, что частица прошла через 
первую щель, а формула В означает, что она прошла через вторую щель. 
Тогда прохождение частицы через две щели можно выразить логически 
с помощью формулы (А or В). Именно в этом состоит трактовка экспе
римента по прохождению через пару щелей с точки зрения классической 

физики, которая рассматривает частицу как точечную. Иными словами, ес
ли мы детектируем частицу за экраном, мы делаем вывод, что она прошла 
через одну из щелей, то есть имеет место формула (А or В). 

В квантовой физике ситуация немного иная. Появление частицы за 
экраном не означает, что она прошла либо через первую, либо через вторую 
щель, это вообще особое событие, связанное со щелями неким специаль
ным способом. Здесь прохождение частицы (как точечной) через одну из 
щелей тоже выражается формулой (А or В), но для того чтобы убедиться 
в этом, мы должны уметь ответить на вопрос о том, через какую имен
но щель прошла частица! То есть для доказательства формуль1 (А or В) 
в квантовой физике надо детектировать частицу в момент прохождения че
рез экран, что неминуемо приведет к ее наблюдению либо в первой, либо 
во второй щели и, разумеется, испортит всю интерференционную картину. 

Так вот, в конструктивной математической логике все обстоит имен
но так, как в квантовой теории. Доказать формулу (А or В) можно только 
двумя способами: либо надо доказать А, либо надо доказать В. Никако
го другого способа доказательств дизъюнкции конструктивизм не признает. 
Из этого, в частности, следует глубокий вывод: формулу (А or not А) в кон
структивизме можно доказать, только либо доказав А, либо доказав not А. 
То есть в конструктивизме не существует закона исключенного третьего! 
На первый взгляд, это - недостаток конструктивизма. Но надо помнить, 

что уметь многое доказывать - не всегда благо. Сила вывода в квантовой 
механике прямо противоречит природе, как в случае эксперимента с дву
мя щелями, где припятне (А or В) исключает интерференционную кар
тину. Таким образом, именно конструктивная математическая логика наи
лучшим образом соответствует квантовой физике. Это было осознано еще 
фон Нейманом, который пытался построить всю квантовую теорию на ос
нове интуиционизма. Эта попытка не имела особого успеха, несмотря на 
абсолютно правильную идею, лежащую в ее основе: показать, что интуи
ционизм является истинной логикой квантовой теории. Пионерская работа 
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Дж. фон Неймана и Г. Биркгоффа [9] не имела большого продолжения из
за сложности проблемы перевода квантовой физики на рельсы конструк
тивизма, что требует также замены стандартного математического анализа 
на конструктивный. Дело не может быть решено простой заменой логики, 
поскольку параллельне должна быть изменена фактически интерпретация 
всех вычислительных приемов, практикуемых в теоретической физике. 

Сформулируем те изменения в языке исчисления высказываний, кото
рые необходимы для перехода от классического исчисления к интуицио
нистскому. Это изменение одно, и оно предельно просто. Логические се
квенции теперь будут иметь вид 

(2.2) 

То есть в сукцеденте может стоять не более одной формулы. Это простей
шее синтаксическое условие - запрет на расщепление сукцедента дает нам 
интуиционистское исчисление высказываний взамен классического. Все 
остальные правила вывода и аксиомы полностью сохраняются. В этом ис
числении уже нельзя вывести правило исключенного третьего, как в клас
сическом исчислении, именно из-за определения секвенций вида (2.2). 

Таким образом, интуиционистская логика высказываний имеет, по су
ществу, тот же арсенал правил вывода, что и классическая логика высказы
ваний, и ограничение, накладываемое интуиционизмом на логику, не долж
но затрагивать принципиальных вещей. Эта догадка полностью подтвер
ждается точными теоремами. А именно, существует так называемая интер
претация классической математической логики в терминах конструктивной, 
сохраняющая логический вывод. Это означает, что существует такой пере
вод формул вида 

Trans : А ----* [А] , 

где А - формула классической логики, [А] - соответствующая ей форму
ла конструктивной логики, называемая ее конструктивной интерпретацией, 
так что в классической логике выводима А тогда и только тогда, когда в ин
тунционистской логике выводима [А] . Этот результат (см. [24, 63]) говорит 
о том, что классическая и интуиционистская логики являются равно непро
тиворечивыми. Если в одной из них обнаружилось бы противоречие, то оно 
было бы и в другой. 

Точно так же, как и в случае классической логики, к интуиционизму 
можно добавить аксиомы арифметики или теории множеств и получить 
конструктивные версии этих логических теорий. В конструктивной логике 
можно доказать теорему, аналогичную первой теореме Геделя, но только 
для конструктивной логики определение моделей будет иным, это будут 
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модели Крипке. Модель конструктивной логики будет содержать параметр, 
который можно назвать временем t. Разделение логических формул на лож
ные и истинные будет зависеть от значения t. В каждый момент времени 
формулы будут подразделяться на истинные, ложные и не определенные. 
Если для первых двух типов истинностные значения являются установлен
ными к этому моменту времени, то для не определенных формул мы счита
ем, что их истинностные значения в момент t еще не установлены. В сле
дующие моменты t1 > t для не определенных формул могут быть установ
лены новые истинностные значения. Мы не будем здесь приводить точного 
определения интуиционистских моделей Крипке. Ограничимся только за
мечанием о том, что такие модели в большей мере соответствуют логике 
квантовой теории, чем обыкновенные. 

В конструктивной математике к истинным высказываниям предъявля
ются большие требования, чем в классической. Это связано с более жест
кими требованиями к логическому выводу, которые имеются в конструк
тивизме. Здесь нужно предъявить явные алгоритмы построения требуемых 
обьектов, а не просто доказать, что несуществование таких обьектов ве
дет к противоречию, как в классической математике.14 Ясно видно, что эта 
особенность конструктивизма полностью соответствует ситуации в кванто
вой теории. В квантовой механике многие физические величины не имеют 
определенных значений, но могут получить их в дальнейшем, в результате 
проведеиной над рассматриваемой системой наблюдения. Более того, глав
ные физические величины - заряд и масса частиц - могут иметь немного 
разные значения в зависимости от сценария, в котором они рассматривают
ся, то есть в зависимости от своего индивидуального окружения (перенор
мировка заряда и массы). Это подтверждает мысль о том, что конструкти
визм внутренне присущ квантовой теории. Поэтому оформление квантовой 
физики в конструктивную форму является глубоко обоснованным шагом. 

2.3.4. Идея плюрализма и ее значение для физики 

В конструктивной математической логике содержится нечто значитель
но более важное, чем правила для логических процедур. Это - фундамен
тальная идея логического плюрализма. Я специально остановлюсь на ней, 
поскольку она имеет большое значение для физики. 

Как известно из предыдущего параграфа, вопрос о непротиворечиво
сти логической теории не может быть решен в пределах самой этой теории. 

14Речь идет о тех самых доказательствах чистого существования, которые так раздражают 
физиков и которые составляют предмет гордости классической математики. Конструктивная 
математика свободна от этих излишеств. 
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Поэтому практическое значение приобретает вопрос об условной непроти
воречивости. Если мы верим, что некая теория непротиворечива, то из этого 
иногда можно сделать совершенно строгое заключение о непротиворечиво
сти другой теории. Посмотрим с этих позиций на классическую и интуици
онистскую логики. Поскольку интуиционистская логика является по опре
делению сужением классической, то непротиворечивость классической ло
гики сразу гарантирует непротиворечивость логики конструктивной. Верно 
ли обратное утверждение? 

Ответ, как мы знаем, утвердительный. Существует перевод текстов 
вида 

D -+  D, (2.3) 
такой, что если текст D является доказательством в классической логике, то 
текст D является доказательством в логике конструктивной. Из этого сле
дует условная непротиворечивость классической логики: она непротиворе
чива, если непротиворечив интуиционизм. Именно этот путь обоснования 
классической математики и имелся в виду Брауэром и другими сторон
никами интуиционизма. Конструктивная математическая логика обладает 
большей интуитивной убедительностью, чем классическая, отсюда и про
исходит ее название. Интуиционизм требует от доказательства конкретных 
процедур построения искомого объекта, а не просто констатации того, что 
такого объекта не может не существовать. В интуиционизме не признает
ся стандартная схема классической математики: «предположим, что такого 
объекта нет и придем к противоречию . . .  ». То есть конструктивная логи
ка обладает большей степенью надежности как раз с физической точки 
зрения, особенно в свете теоремы Геделя о доказательствах непротиворе
чивости. Так вот, упомянутая теорема означает, что эта высокая степень 
надежности конструктивизма может быть в пекотором смысле перенесена 
и на классическую логику! 15 

Но для того чтобы этот перенос осуществить реально, нужен перевод 
текстов вида (2.3), а он определен неоднозначно. Это является одним из 
проявлений множественности логических оценок, присущих конструкти
визму. Другим проявлением этой множественности является неопределен
ность истинностных значений формул до некоторого момента времени, как 
в моделях Крипке. Таким образом, конструктивизм обладает встроенным 
свойством плюрализма истинностных оценок: такие оценки в нем могут 
зависеть от времени и от способа интерпретации в нем классической логи-

15Тем не менее, в интуиционизме есть та же проблема доказательства непротиворечивости, 
что и в классической логике. Таким образом, интуиционизм, вопреки надеждам фон Неймана, 
не может служить единственной надежной основой конструктивной физики. 
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ки. Важно отметить, что этого свойства конструктивной логики невозмож
но избежать. Его надо воспринимать как неизбежную плату за удобства, 
предоставляемые конструктивизмом, а именно, эффективность всех проце
дур нахождения объектов и вытекающую из этой эффективности большую 
уверенность в надежности логических выводов, чем в классической мате
матике. 16 

Фундаментальное свойство плюрализма конструктивной математиче
ской логики имеет большое значение для физики. Плюрализм указывает 
на существование границ применимости физических теорий и, в особен
ности, на границы применимости основных физических концепций. Речь 
идет, прежде всего, о концепции неотличимости, или идентичности эле
ментарных частиц, позволяющей применять в квантовой механике методы 
матричной алгебры. Идентичность элементарных частиц существенным об
разом используется в формализме чисел заполнения, что дает возможность 
записывать физические операторы в компактной форме. Наша работа по 
конструктивизации физики, разумеется, нуждается в вычислительных при
емах такого рода. Поэтому мы и не собираемся расставаться с представле
ннем о эквивалентности элементарных частиц одного типа. Однако статус 
такого представления в конструктивной физике ограничен фундаменталь
ным свойством плюрализма, то есть он ниже, чем фундаментальный закон 
природы. Это означает, что представление об эквивалентности однотип
ных элементарных частиц не принадлежит новому формализму, а является 
просто удобным предположением для построения моделирующих алгорит
мов в известных нам случаях. Это предположение связано с удобством, 
и от него можно отказаться в том случае, когда это будет необходимо. Воз
можность отказа от представления о тождественности частиц не может 
считаться принципиальным шагом в том случае, если мы делаем выбор 
в пользу конструктивизма. Поэтому это представление о тождественности 
в конструктивизме нельзя трактовать как концепцию. 17 

Представление об идентичности однотипных частиц (например, элек
тронов) обусловлено только тем, что оно позволяет легко строить моде
лирующие динамику алгоритмы в известных нам случаях, то есть в тех 
задачах, где мы игнорируем возможность сложных запутанных состояний 

16Эта уверенность все-таки не абсолютна, из-за сохранения гелелевекой конструкции. Един
ственный формально корректный путь здесь - в разделении модели на пользовательскую 
и административную части и явное введение пользователя в качестве оракула. 

17 Связь типов элементарных частиц с неприводимыми представлениями труппы Пуанкаре 
не может служить обоснованием того, что идентичность однотипных частиц есть фундамен
тальный закон. Можно всегда предположить, что частицы внуrри одного типа имеют инди
видуальности, связанные с разным окружением. Подобное предположение в конструктивной 
физике является вопросом эффективности моделирующего алгоритма, а не аксиомой. 
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многих частиц. С этим опытом связана традиция, по которой мы сохраняем 
представление об идентичности. Для нарушения такой традиции необхо
дима ситуация, при которой вычислительную выгоду давало бы разделение 
частиц на более мелкие группы или, наоборот, их объединение в большие.18  
Возможную форму для этого предоставляет метод коллективного поведе
ния, который описан в следующей главе. Одна квантовая частица представ
ляется здесь как ансамбль, состоящий из ее экземпляров. Это дает, в прин
ципе, возможность наделять экземпляры индивидуальными свойствами, то 
есть реализовывать именно ту субструктурность, которая имеется в виду 
при возможном отказе от представления об идентичности элементарных 
частиц. Отказ от этого представления может давать очень серьезную вы
году в случае, когда речь идет о динамических сценариях для сложных 
систем, и мы еще вернемся далее к этой возможности. Пока же констати
руем, что идентичность частиц мы сохраняем ради тех видимых удобств, 
которые дают нам имеющиеся алгоритмы моделирования. 

2.4. :Конструктивный математический анализ 

Алгоритмический подход к физике обладает полной преемственностью 
по отношению к традиционному. Это связано с тем, что алгоритмы здесь 
применяются к стандартному инструментарию теорфизиков - математи
ческому анализу. Нам нужна такая алгоритмизация математического ана
лиза, которая бы сохранила в неприкосновенности его вычислительную 
часть - то, что только и существенно для физики. В стандартном мата
нализе Коши - Вейерштрасса есть еще абстрактная часть, где существуют 
такие объекты, как теоретико-множествеиные проблемы, возможность вы
бора разной аксиоматики и тому подобные вещи, в физике не применяемые. 
Этой частью можно (и даже необходимо) пожертвовать при алгоритмиза
ции матанализа. Такой инструмент уже создан, и он называется конструк
тивным математическим анализом. Данный раздел является кратким введе
нием в эту необходимую для нас область. 19 

2.4.1. Конструктивные вещественные числа 

Известно, что числа бывают (в порядке вложенности множеств): нату
ральными, целыми, рациональными, алгебраическими и трансцендентны
ми. Конструктивизм вводит между двумя последними классами еще один 
класс - конструктивные вещественные числа. 

18Примером последней ситуации является введение понятия изоспина в ядерной физике. 
19Инrересующийся читатель может подробнее познакомиться с этим предметом по кни

ге [57]. 
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Кратко говоря, конструктивное вещественное число - это такое чис
ло, которое является пределом последовательности рациональных чисел 
r1 ,  r2 ,  . . •  , которая генерируется некоторым алгоритмом. Понятно, что вся
кое алгебраическое число является конструктивным, поскольку решения 
уравнения с целыми коэффициентами можно сколь угодно точно прибли
зить рациональными числами, причем каждое последующее приближение 
получается из предыдущего совершенно определенной, конструктивной 
процедурой. Есть и примеры трансцендентных чисел, которые являются 
конструктивными, например, е, n, а также любые алгебраические комбина
ции этих чисел, константа Эйлера, о которой вообще не известно, является 
ли она рациональной, и т. д. 

Вообще, все используемые в вычислениях вещественные числа явля
ются конструктивными, что позволяет говорить о том, что этот класс чи
сел достаточен для построения конструктивного аналога матанализа. Тем 
не менее, множество конструктивных чисел счетно, так что абсолютное 
большинство вещественных чисел конструктивными не являются. То есть 
конструктивный матанализ может принципиально отличаться от обыкно
венного (и отличается от него), по крайней мере, если мы используем для 
его описания ту же логическую теорию.20 

Оказывается, что это действительно так и есть. Для «обычных» ве
щественных чисел можно использовать равенства вида х = у, не заботясь 
о том, как их фактически проверить. Что получится, если х и у - кон
структивные числа? Пусть, например, число х задано простым алгоритмом, 
выдающим его приближения только в виде О, О, . . . , что мы видим просто 
по структуре этого алгоритма. А у задается неким сложным алгоритмом. 
Можем ли мы эффективно проверить равенство х = у? Пусть Т - какой
либо алгоритм, а n - произвольмое число. Мы построим алгоритм, задаю
щий последовательные приближения у так: на каждом шаге j производим 
j шагов Т при его работе над n, и если он не закончил работу, полагаем 
очередное приближение у равным 1/ j, а если закончил впервые на шаге 
s, то полагаем все последующие приближения у равными 1/ s. Из этого 

20Известно, чrо всякая непротиворечивая теория со счетной сигнатурой имеет не более чем 
счетную модель. Сигнатура (набор элементарных символов) математического анализа - счет
на, и потому счетная модель есть и у стандартного математического анализа, в формализации, 
например, Цермело - Френкеля. Спрашивается, а что же означает тогда несчетность множе
ства вещественных чисел? Она означает просто отсутствие в данной счетной модели функции, 
устанавливающей взаимно-однозначное соответствие между тем, чrо играет в модели роль ве
щественных чисел, и натуральным рядом. В более широкой модели такая функция есть, но 
это не играет никакой роли, потому что в данной она отсутствует. Этот пример, между про
чим, демонстрирует одну особенность аксиоматического подхода, которая будет неожиданной 
с точки зрения простого физического смысла: здесь его быть не может. 
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определения вытекает, что у = О тогда и только тогда, когда Т не заканчи
вает свою работу над n. Это означает, что если бы мы могли эффективно 
(алгоритмически) определить истинность равенства х = у, мы бы решили 
вопрос о применимости произвольного алгоритма к произвольному числу, 
что невозможно. Итак, не существует эффективного способа определения, 
равны два конструктивных числа или нет. 

Такой вывод влечет очень серьезные следствия. Он означает, что лю
бую формулу, которую мы переводим в конструктивизм из обычной мате
матики, надо трактовать именно как алгоритм ее применения, а не как аб
солютное равенство. На первый взгляд, это очень странно и даже неудобно, 
так как мы лишаемен возможности делать прогнозы с абсолютной точно
стью, ведь нам неизвестна заранее точность приближения rj . Алгоритм, 
выдающий эти приближения, на любом шаге способен преподнести нам 
«сюрприз», который мы в принципе не можем предвидеть! 

Но в действительности именно конструктивный подход идеально соот
ветствует квантовой теории. Что мы делаем, чтобы найти волновую функ
цию? Мы производим последовательные эксперименты, так что на каждом 
шаге нам известно только приближение настоящего волнового вектора, но 
не он сам! Если, используя классический анализ, мы неявно предполагаем, 
что нам может быть известно точное положение частицы в виде ее коор
динаты х, это также предполагает, что нам могут быть известны исходы 
квантового измерения, содержащиеся в области элементарных исходов О, 
недоступной для пользователя модели (см. главу 6). В квантовой механике, 
основанной на стандартном анализе, мы вынуждены постулировать недо
ступность Q в виде «запрета на скрытые параметрьl)). В конструктивизме 
же нам не надо этого постулировать, ибо Q оказывается недоступным в си
лу теоремы из теории алгоритмов о невозможности распознавания равен
ства конструктивных чисел, то есть, фактически, невозможности распозна
вания применимости алгоритмов! 

2.4.2. Конструктивные функции конструктивного вещественного 
перемениого 

Ilоскольку в основу конструктивного математического анализа поло
жены алгоритмы, это должно относиться также и к числовым функциям. 

Ilоскольку рациональные числа можно представить в виде пары нату
ральных со знаком, то они могут служить областью определения функ
ции, задаваемой алгоритмом. Ilусть у нас есть функция f, задаваемая 
алгоритмом, которая отображает произвольные конечные кортежи раци
ональных чисел в рациональные числа. Для того чтобы эта функция 
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задавала отображение конструктивных вещественных чисел в конструк
тивные вещественные числа, необходимо потребовать, чтобы для лю
бой задаваемой алгоритмом сходящейся (в обычных вещественных чис
лах) последовательности х1 , х2 , . . • рациональных чисел последователь
ность f ( х1 ) , !( Х1 ,  х2 ) , !( х1 ,  х2, хз ) , . . . также бьmа сходящейся. Пусть пре
делы этих двух последовательностей есть х и у соответственно. Тогда эти 
числа являются конструктивными вещественными числами, и мы скажем, 
что алгоритм f задает конструктивную вещественную функцию, которую 
мы будем обозначать той же буквой, что и алгоритм: f(x) = у. Понятие 
конструктивной вещественной функции является аналогом функции веще
ственного аргумента в конструктивном математическом анализе. 

Таким образом, функция у = f ( х) конструктивной вещественной пере
менной х является конструктивной, если существует алгоритм Т, который 
по приближению r для х выдает приближение T(r) числа у, причем если 
r � х, то T(r) � у. 

Справедлива теорема (А. А. Марков-младший и Г. С. Цейтин, см. [27, 
42)), утверждающая, что любая конструктивная функция является 
непрерывной. Мы не будем приводить здесь ее полного доказательства, 
ограничившись всего лишь его наброском. Покажем, что функция Хеви
сайда: 

О(х) = { О, если 
1, если 

х � о, 
х > 0, 

не является конструктивной. Действительно, если бы она была конструк
тивной, то существовала бы машина Тьюринга, которая выдает последо
вательные приближения О или 1 в зависимости от того, к чему сходит
ся исходная последовательность х1 , х2, . . . : к нулю или же к какому-либо 
положительному числу. Возьмем последовательность чисел, совпадающую 
с ( -1)  n / п на шаге п, если не которая машина Тьюринга М не закончила 
свою работу на пекотором слове а на шаге п, и совпадающую с ( -l)no /по, 
если она закончила работу на шаге п0. Такая последовательность сходится 
к пекоторому конструктивному вещественному числу см,а ·  Так как функ
ция f выдает свои значения только по конечному набору Х1 , х2, . . •  , Xn, 
она должна давать приближения своего значения уже на конечном шаге, то 
в случае, если алгоритм М не закончит работу над а (а так ли это, невоз
можно определить алгоритмически), функция f будет вынуждена прибли
жать то О, то 1 , и в результате не сойдется к О, как от нее требуется. Разу
меется, это не есть строгое доказательство. 

Иными словами, в конструктивном анализе существуют только непре
рывные функции. Это можно пояснить еще и так. Конструктивная функ-
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ция вещественного аргумента должна давать приближения своих значений, 
зная только приближенные значения аргумента. Такое требование является 
очень практичным, так как, в отличие от ситуации в стандартном анализе, 
значения всех переменных, входящих в формулировку той или иной кон
кретной задачи, известны нам только с пекоторой точностью. При этом мы 
даже не знаем заранее, с какой именно точностью мы знаем нужные пара
метры, то есть величина ошибки также может быть нам не известна! И все 
равно, конструктивная функция должна выдавать нам nриближения своих 
значений (точность которых, таким образом, будет зависеть от точности ис
ходных данных). Этот путь оnределения вещественных функций является 
гораздо более физичным, чем их аксиоматическое введение в стандартном 
анализе. 

В конструктивном математическом анализе естественным образом вво
дится поиятие nредела последовательности функций. При этом такая по
следовательность, естественно, должна генерироваться некоторым алго
ритмом. Все свойства пределов из стандартного анализа будут сохране
ны. Дословно аналогично вводится поиятие производной, неопределенного 
и оnределенного интегралов Римана, при этом все вычислительные свой
ства, в частности методы решения дифференциальных уравнений, теоремы 
об устойчивости, и т. д. будут сохранены, с некоторыми вариациями, учи
тывающими теорему Маркова-Цейтина; эти вариации ни в коей мере не 
затрагивают аналитических вычислительных методов. 

Поиятие конструктивного числа и конструктивной функции естествен
ным образом обобщается и на комплексные числа и функции комплексного 
переменного. Будут сохранены дифференциальные свойства таких функ
ций, включая все теоремы теории функций комплексного переменного, от
носящиеся к вычетам (теорема Коши), техника вычисления контурных ин
тегралов, то есть останется без изменения все то, что входит в стандартную 
аналитическую технику, важную для физики. 

Проиллюстрируем важность понятия конструктивной функции на про
стых физических nримерах. 

Пример 1 .  Известно, что сингулярность кулонопекого поля точечного 
заряда доставляет много трудностей: например, из-за этого получается бес
конечной собственная энергия электрона, если считать его состоящим из 
(более элементарных) составных частей. Многообразные трудности возни
кают и при численном моделировании динамики пробного заряда (напри
мер, электрона) в поле кулоновских центров. Наnример, эта динамика ста
новится зависимой от точного начального положения заряда. При рассмот
рении отдельного поля, создающегося всеми зарядами, возникает проблема 
самодействия (см. ( 19)). Если положение любой заряженной частицы слегка 
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изменить (или, например, произвести его измерение с векоторой ошибкой, 
которая всегда имеет место), то собственное кулонавекое поле придаст ча
стице громадный импульс, который сведет на нет любые попытки постро
ить удовлетворительную картину динамики. Учтем действие ядерных сил 
между ядром и электроном. 21 В этом случае потенциал приобретет вид, по
казанный на рис. 2. 1  (относительные размеры не соблюдены). Здесь вверху 
показав кулоновский потенциал притяжения электрона к точечному прото
ну. Внизу - потенциал взаимодействия с ядром с учетом ядерных сил. На 
близком расстоянии действует отталкивающий потенциал ядерных сил. Ло
кальный максимум в центре условен - он выражает тот факт, что при очень 
точном прицелинании электрона при столкновении с протоном образуется 
нейтрон (см. рисунок). Точное прицеливание соответствует почти класси
ческому рассмотрению электрона. Это происходит, когда он приближается 
к протону на очень высокой скорости. 

v 

О r 
Рис. 2. 1 .  Потенциал электрона в атоме водорода: кулонавекий и реальный 

На этот пример можно взглянуть и по-другому. Какая сила создает 
потенциал вблизи ядра? Если это ядерные силы, то электрон должен отека-

21Это не есть настоящее решение, оно приведено здесь только для иллюстрации. В главе 5 
мы приведем более полное решение, основанное на методе коллективного поведения. 
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кивать от ядра, как мячик от стенки. 22 Это нисколько не мешает выводам, 
сделанным на основе уравнения Шредингера. Однако такие удары являют
ся следствием рассмотрения электрона как пекоторой гидродинамической 
среды, которая может создавать давление на ядро. Это может прояснить 
известный эффект большей стабильности ядра в нейтральном атоме, чем 
в положительном ионе. Если в тяжелом изотопе, стабильном в нейтраль
ном атоме, произвести ионизацию, удалив часть электронов, то начнется 
распад ядра [55]. Это говорит о наличии тесной связи электромагнетизма 
с ядерной физикой, которая не учитывается в стандартной квантовой тео
рии. Далее мы рассмотрим эту ситуацию с точки зрения конструктивизма. 

Пример 2. Рассмотрим заряженную частицу в двухъямном потенциа
ле. Ее основное состояние таково, что вероятность найти частицу в каждой 
из ям примерно одинакова. Теперь будем медленно повышать потенциаль
ный барьер между ямами. Практически это можно сделать, например, ис
пользуя молекулярный ион водорода, с двумя протонами и одним электро
ном. Повышение барьера будет равносильно увеличению расстояния меж
ду протонами, которое можно организовать, разгоняя ион в электрическом 
поле и организуя его соударения с химически нейтральными молекулами. 
Можно поступить и еще проще, рассматривая две квантовые точки и один 
электрон в них. Тогда повышение барьера делается увеличением напряже
ния на затворах. 

В конце концов мы получим две разные ямы, и пробпая частица (элек
трон) окажется в одной из них. Такой процесс в стандартной квантовой 
теории называется коллапсом волновой функции, и он происходит мгно
венно. В конструктивизме такое объяснение не проходит, так как оно не 
описывается конструктивной функцией, что означает необходимость выхо
да за пределы стандартной квантовой теории. 

Эти два примера иллюстрируют важность применении конструктив
ных функций, так как реальная картина не должна содержать сингулярно
стей. Но эти примеры отличаются друг от друга. Первый означает, что в од
ном алгоритме возможно фактическое объединение различных физических 
законов. Во втором примере требование конструктивности сразу влечет вы
ход за пределы стандартной квантовой механики. 

Важнейшее преимущество конструктивного анализа перед классиче
ским состоит в том, что конструктивный анализ явно требует строить мо
дели процессов, масштабируемые по зерну пространствеиного разрешения. 
Действительно, рассмотрим процесс, описываемый функцией веществен
ной переменной f(x). Если бы эта функция бьmа обыкновенной веществен-

22Аналоrия, конечно, не учиruвает размеры: если электрон представляется мячом, то ядро 
будет похоже на маленькую гирю, она гораздо меньше мяча, и тяжелее его. 
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ной функцией, то точность определения х никоим образом не означала бы 
точность определения J(x) - как это и происходит в разрывных функци
ях. Даже если бы f ( х) была непрерывной, но не конструктивной, мы бы 
не могли алгоритмическим образом определить нужную точность задания 
ее значения f(x) при заданном приближении х. Однако такая возможность 
давать приближения f ( х) по имеющемуся приближению х очень важна. 
Представим себе, что значения х на самом деле зернисты, то есть имеют 
вид nE при целых n и очень малом фиксированном Е, которое столь мало, 
что не доступно непосредственному наблюдению. Конструктивный анализ 
обязывает нас явно указать механизм обрыва точности при приближении 
f(x) по любому сколь угодно точному приближению х. Это означает, что, 
каким бы малым ни было значение зерна Е, наш алгоритм, задающий функ
цию f, должен работать с этим зерном. Мы будем просто обрывать процесс 
последовательных приближений f(x) тогда, когда приближение х достигло 
точности зерна Е. Преимущество здесь заключается в том, что мы избав
ляемся от необходимости рассматривать паталогические функции f, суще
ствующие в обычном анализе. Это делает совершенно строгими, например, 
расчеты по методу интегралов по траекториям Фейнмана, где при малых 
расстояниях пути заменяются прямыми. В противном случае, при использо
вании обычного анализа, приходится прибегать к построениям, лишенным 
математической строгости,23 что является ве вполне корректным, а значит, 
и рискованным приемом (если уж использовать аппарат, надо выполнять 
связавные с ним формальности). 

2.5. Конструктивная алгебра для квантовой механики 

Этот параграф посвящев алгебраическому аппарату квантовой теории. 
Сначала мы опишем его для стандартной квантовой механики, затем на
помним базовые сведения из теории алгебраических систем и, наконец, 
определим понятие конструктивизации алгебраических объектов, исполь
зуемых в квантовой теории. Мы будем использовать для таких объектов 
общий термин «алгебраические системы», припятый в математике, хотя ре
ально используются, в основном, гильбертовы и евклидовы пространства, 
а также группы операторов в них. 

2.5.1. Алгебраический аппарат квантовой теории 

Алгебраический аппарат квантовой теории можно условно разделить 
на следующие большие категории. 

23В книге [19] на это прямо указывается. 
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• Алгебраические системы конфигурационного пространства классиче
ских состояний физического ансамбля. 

• Алгебраические системы пространства квантовых состояний рассмат
риваемого ансамбля. 

В квантовой теории используется самый богатый алгебраический ап
парат; например, в теории тяготения применяют только первый тип алгеб
раических систем. Это связано с базисным принципом квантовой теории -
суперпозицией квантовых состояний. Этот принцип фактически делает ос
новной матричную технику описания эволюций, то есть вводится явное 
пространство состояний рассматриваемой системы и связанные с ним ал
гебраические системы. 

Рассмотрим первый тип алгебраических систем. Пусть К обозначает 
конфигурационное пространство рассматриваемой квантовой системы. Ес
ли она состоит из n частиц без спина, это будет R3n, если у частиц есть 
направление спина вдоль или против пекоторой выделенной оси, это бу
дет R4n, если есть еще время, общее для всех частиц, это будет R4n+ 1 ,  
если у каждой частицы свое время, это будет R5n, и т. д. Такое простран
ство всегда предполагается локальным, то есть данные координаты могут 
применяться только в малой окрестности пекоторой точки О, которая счи
тается началом отсчета. Элементы пространства К обозначаются через lj) . 
Глобально конфигурационное пространство будет представпять собой мно
гообразие М соответствующей размерности: Зп, 4n, . . . . Мы не будем здесь 
обсуждать структуру многообразия М; для одной частицы оно описывает
ся матрицей метрического тензора gi,j , удовлетворяющего уравнению ОТО 
(см. книгу [54]). Вопрос структуры М для многих частиц открыт. Это во
прос о согласовании квантовой механики и ОТО, и его нерешенность никак 
не будет сказываться на наших задачах. Преобразование перехода к другим 
координатам для каждой из частиц всегда действует только в малой окрест
ности одной точки и должно сохранять значение дифференциальной формы 

(2.4) 

где х, у, z,  t - координаты этой частицы (первые три - пространствеиные 
и четвертая - временная), с - скорость света. Такие преобразования обра
зуют группу, называемую группой Пуанкаре. Можно рассматривать произ
водные алгебраические конструкции над этой группой, например, ее пред
ставления, характеры представлений, и т. п. 

Второй тип алгебраических систем связан с пространством квантовых 
состояний 1{ рассматриваемого физического ансамбля. Пространство 1{ со-
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стоит из линейных комбинаций вида 

IФ) = L Aj ij) , (2 .5) 
jEK 

в которой различные состояния ij) считаются ортогональными друг к дру
гу и имеющими единичную норму, а >.J есть комплексные числа. При этом 
мы предполагаем, что число всех элементов К конечно. Практически это 
означает, что мы договариваемся о том, что рассматриваемая нами систе
ма может занимать не любое классическое положение из континуального 
многообразия, а только из какого-то конечного подмножества этого много
образия. Это достигается выбором зерна пространствеиного и временного 
разрешения Jx и dt, а также ограничением рассматриваемой области К. 

Главными операторами в этом пространстве являются детерминисти
ческие операторы эволюции рассматриваемой системы вида 

S :  1i ----> 1i (2.6) 

и случайные операторы измерений. 
Рассмотрим сначала детерминистический оператор (2.6). Этот опера

тор является элементарным шагом эволюции системы в реальном физи
ческом времени. Время t, фигурирующее при этом в качестве одной из 
координат конфигурационного пространства К нашей системы (или вре
мена, если для разных частиц они различны), является административным 
временем квантовой системы. 

Запись эволюции в виде оператора (2.6) содержит серьезное условие: 
мы считаем, что можно одновременно рассматривать эволюцию нескольких 
состояний рассматриваемого ансамбля, то есть потенциально все простран
ство его квантовых состояний. Как это согласуется с экспериментом, в кото
ром единовременно можно рассматривать только одно-единственное состо
яние реального ансамбля и эволюцию во времени именно этого, а не иного 
состояния? Согласование представляет собой принцип суперпозиции, кото
рый утверждает, что оператор S всегда является линейным. Это надо пони
мать так: мы всегда имеем возможность повторить эволюцию для других 
выбранных в пространстве 1i квантовых состояний нашего ансамбля и убе
диться в линейности непосредственно. Для этого надо иметь возможность 
генерировать векторы из пространства 1i произвольно, что предполагает, 
в частности, возможность генерировать одно и то же состояние сколь угод
но большое число раз. Далее, из уравнения Шредингера вытекает, что, по 
крайней мере, в обычной квантовой механике, оператор S должен иметь 
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вид ехр( iH) для эрмитова оператора Н, и потому S должен быть унитар
ным оператором в Н. Требование упитарности всех операторов эволюции 
сохраняется и для квантовой электродинамики. Таким образом, основным 
ашебраическим объектом, связанным с пространством квантовых состоя
ний, является группа унитарных операторов И(dim(H)) размерности, рав
ной размерности Н, которая представляет собой экспоненту от размерности 
конфиrурационного пространства К. 

Можно рассматривать ашебры Ли для таких групп, определив умно
жение как взятие коммутатора матриц, а сложение - обычным образом, 
тензорные произведения таких групп, которое будет соответствовать эво
люции независимых ансамблей, ограничения на подпространства, и т. д. 

Недетерминистический случайный оператор измерения является слу
чайной величиной, распределение которой зависит от данного состоя

/ 
ния IФ ) . Если Н = Е9 Hk есть разложение Н на ортогональную сумму под-

k=l 
пространств, то измерение относительно данного разложения является слу-
чайной величиной, принимающей значение, равное оператору проекции на 
подпространство Hk с вероятностью, равной квадрату длины проекции IФ) 
на это подпространство. Ниже мы покажем, что при довольно естественном 
способе конструктивизации (зерно амплитуды) случайный оператор изме
рения может быть включен в схему, единую с оператором временной эво
люции. Этот способ предполагает условие зернистости конфигурационно
го и гильбертона пространств. Зернистость означает конечность не только 
всех возможных положений системы, но и всех значений амплитуд. По
этому мы будем рассматривать только операторы типа (2.6). Фактически, 
если принять способ конструктивизации, основанный на зерне амплитуды, 
измерение сводится к расширению конфигурационного пространства. 

Группа И(dim(H)) является ашебраической системой в сигнатуре, со
стоящей из одного двуместного функционального символа · группового 
умножения, которое соответствует последовательности операторов эволю
ции, отражающей ход реального времени. Классические алгебраические си
стемы, основанные на вещественных числах, например, алгебры над полем 
R или С, подразумевают использование стандартного математического ана
лиза, По существу, алгебраические системы дают удобные алгоритмы для 
решения уравнений квантовой механики, прежде всего - уравнения Шре
дингера. В частности, матричное произведение точно выражает явление, 
называемое квантовой интерференцией. Рассмотрим матричное произведе
ние двух матриц И = (uij) и V = (Vjk) :  ИV = W = (Wik ) ·  Если И и V 
операторы последовательных шагов временной эволюции, то это матрич
ное произведение есть оператор результирующей эволюции. Что выражает 
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правило матричного произведения Wik = L:j UijVjk? Оно выражает закон 
интерференции, согласно которому для получения амплитуды перехода из 
состояния i в состояние k надо сложить вклады всех путей из i в k через 
все промежуточные состояния j, так что для любого пути амплитуды его 
последовательных частей умножаются. Этот· закон интерференции лежит 
в основе квантовой физики. Мы видим, что алгебраический язык матрич
ной алгебры является его наиболее кратким и точным выражением. Это 
и обусловливает ту важнейшую роль, которую алгебра играет в квантовой 
теории. 

2.5.2. Конструктивные алгебраические системы 

Конструктивный анализ содержит условие предельных переходов, за
даваемых алгоритмом: r --> х, T(r) --> у = f(x). Хоть это формально 
и можно свести к конструктивной алгебраической системе, это ничего не 
даст, так как в алгебраических системах главным является не сходимость, 
а алгебраические свойства. Тем не менее, если мы захотим конструктиви
зировать конечномерную алгебру над полем вещественных или комплекс
ных чисел, мы можем просто перенести все определения, вставляя вместо 
вещественных чисел конструктивные вещественные числа. Поскольку все 
используемые в алгебраических системах функции выражаются формула
ми (например, функция сложения), все они будут автоматически конструк
тивными, и мы не выйдем за пределы конструктивного математического 
анализа. 

Единственное своеобразие алгебры в том, что в ней встречаются не 
только бесконечности, обусловленные вещественными числами, но и «соб
ственные» бесконечности, входящие в алгебраические системы. Эти беско
нечности возникают при рассмотрении бесконечномерных алгебраических 
систем (например, линейных пространств или групп) или при потенциаль
но бесконечном усложнении внутренней структуры даже и конечномерных 
алгебраических систем (например, групп со сложной системой соотноше
ний). Нам, собственно, осталось указать, как конструктивизировать эти чи
сто алгебраические бесконечности. 

Назовем системой определяющих соотношений для алгебраической 
системы такую систему А равенств вида F1 (x1 , x2 , . . .  , xh) 
= F2(y1 , у2 , . . . , Yd), зависящих от элементов этой системы, из которых 
можно вывести логическим путем все верные равенства между элемента
ми в данной алгебраический системе. Если использовать аналогию с кон
структивным анализом, надо было бы потребовать существование алгорит
мически разрешимой системы определяющих соотношений для любой ис-
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пользуемой нами алгебраический системы. Это означает, что все верные 
равенства можно персчислить некоторым алгоритмом. 24 

Есть более сильный вариант конструктивности для алгебры. Он полу
чится, если мы потребуем того, чтобы множество верных равенств было бы 
алгоритмически разрешимым� Если в первом варианте мы фактически тре
бовали перечислимости множества верных равенств, то во втором варианте 
мы требуем разрешимости этого множества, что является более сильным 
требованием. 

Различия между этими двумя версиями конструктивности алгебраи
ческих систем существенны в случае алгебраически сложных обьектов 
(например, специально определенных групп). В квантовой механике, где 
используются, в основном, группы типа U(n) , SU(n), соответствующие 
алгебры Ли и их матричные представления, такие экзотические обьекты 
встречаются очень редко и только в специально построенных задачах. По
этому я не буду углубляться далее в анализ конструктивной алгебры, кото
рая превратилась в довольно обширную область. Все, что нам нужно знать 
для конструктивизации квантовой физики: весь используемый алгебраиче
ский аппарат, вслед за математическим анализом, переводится на конструк
тивные рельсы. 

2.5.3. Резюме математического конструктивизма 

Конструктивная математика полностью сохраняет вычислительную 
часть классической математики, то есть все приемы, связанные с дифферен
цированием, интегрированием, решением дифференциальных уравнений, 
алгебраическими методами, а также вопросами устойчивости, оптимизации 
и т. п. Отличие конструктивной математики от обычной в том, что в кон
структивизме ко всем процедурам предъявляется стандартное требование 
эффективности, что является более жестким требованием, по сравнению 
с логической непротиворечивостью в традиционной математике. Требова
ние эффективности не означает всеобщую алгоритмизируемость. Вычисле
ния с оракулом задают тот формат в конструктивизме, который позволяет 
работать с процессами неалгоритмической природы, например, явно указы
вает на форму взаимодействия человека с создаваемыми в рамках конструк
тивного подхода алгоритмами. Все это серьезно отличает конструктивизм 
от традиционной математики. 

24Конструкrивная алгебра возникла в 60-х годах ХХ века в работах А. И. Мальцева, 
А. А. Маркова-младшего, П. С. Новикова, С. И. Адяна и др. Ее главный вопрос: является ли 
некоторое свойство алгебраических систем алгоритмически разрешимым. В 80-х годах стал 
возникать также вопрос о сложности. 
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Конструктивная математика великолепно Приспособлена для выполне
ния роли формального аппарата физики, включая самую фундаментальную 
ее часть - квантовую теорию. Она способна навести порядок в сфере, 
лежащей вне пределов квантовой теории и часто порождающей бесплод
ные и изнуряющие дискуссии физиков, вынужденных заменять филосо
фией дефекты математического аппарата. Можно с полным основанием 
утверждать, что конструктивизм представляет собой более зрелую форму 
математики по сравнению с традиционной классической математикой. Его 
регулярное применение в теоретической физике представляется мне самой 
желательной перспективой. 



ГЛАВА 3 

Модели, основанные на классической 
физике 

Классическая физика является основой для всей физики в целом, по
скольку на ней основано все человеческое восприятие и образное представ
ление о мире. Мы должны исходить из классической физики также и по 
причине необходимости сохранения преемственности в науке. Эта преем
ственность не является просто данью традиции. Она имеет вполне точную 
форму, например, по отношению к квантовой механике. Классическая фи
зика является неотъемлемой составной частью квантовой механики, без ко
торой последняя просто не может существовать. Фундаментальное понятие 
измерения физических величин, лежащее в основе квантовой теории, пред
полагает логически наличие обыкновенной, классической физики. Излагая 
алгоритмический взгляд на классическую физику, мы должны при этом яс
но понимать, что классичность в физике не совпадает с понятием классиче
ского алгоритма. В частности, в терминах классических алгоритмов можно 
излагать и классическую, и квантовую механику. 

3.1. Частицы и элементарные взаимодействия 

Главным понятием всей физики является понятие частицы, посколь
ку именно оно позволяет применять математический аппарат к реально
сти. Классическая частица представляет собой абстрактный объект, кото
рый имеет такие характеристики, как координаты в абстрактном (конфи
гурационном) пространстве-времени, массу, заряд, спин, динамические ха
рактеристики типа импульса и энергии, а также и возможные указания на 
то, из чего эта частица состоит, и на то, как ее составные части меняют
ся во времени. Мы видим, что определение частицы получается довольно 
расплывчатым, и при желании можно подогнать под это определение лю
бой объект. Это связано с тем, что определение того, что именно считать 
частицей, является прерогативой пользователя модели. Мы будем считать, 
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что главными характеристиками классической частицы являются ее коор
динаты в пространстве-времени, закон их эволюции (скорость) и указание 
на тип этой частицы, из которого следуют все остальные атрибуты данной 
частицы. 

Важнейшим попятнем является понятие о тождественности частиц, 
выражающееся в том, что тождественными мы называем частицы, имею
щие один тип. Мы уделим этому вопросу некоторое внимание в главе 6, 
а пока отметим следующее. Реальное число частиц в природе столь вели
ко, что нет никакой возможности строить модели, в которых имелась бы 
возможность адресации к каждой частице в отдельности (например, если 
физики и разделяют электромагнитное поле на фотоны, то всегда говорят 
о том, что число фотонов бесконечно велико). Это выражается в том, что 
для физических величин используются вещественные числа даже в том слу
чае, когда в принциле возможно говорить о составных частях этих величин 
(как в случае с фотонами). 

Полевое представление системы частиц - это ее формальное ко
дирование с помощью чисел, выражающих полное число частиц или 
сумму некоторых их атрибутов. 

Например, мы можем вместо системы частиц S = {s 1 ,  s2 , . . . , sk} рас
смотреть их плотность в разных точках, которая находится по правилу 

( -) 1. N(r, dx) p r  = 1m , 
dx-+oo dx3 

где через N обозначается полное число частиц в кубе с ребром dx с цен
тром в точке f. Тогда вместо перечислении · множества S можно пользо
ваться функцией плотности p(r). Разумеется, это будет иметь смысл только 
тогда, когда число частиц достаточно велико. К тому же в любом случае нам 
придется ограничить математически точное понятие предела в этом опре
делении, так как число частиц никогда и нигде не бывает бесконечным. То 
есть нам придется применять идеологию конструктивного математического 
анализа (см. раздел «Конструктивный математический анализ»), примене
ние же стандартного анализа ограничено только возможностью рассмот
реть приближенное решение. Использование плотности, то есть общего 
числа частиц, вместо их перечисления обещает экспоненциальную выго
ду при записи, так как вместо числа k нам придется хранить нечто вроде 
log k или некоторую комбинацию таких логарифмов в пекоторой степени. 
В любом случае, выигрыш от полевого представления будет почти экспо
ненциальным. 

Но этот экспоненциальный выигрыш сохранится только тогда, когда 
мы зафиксировали размерность конфигурационного пространства. То есть 
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мы должны считать, что динамические сценарии развертываются в R3 
и только в нем! Если мы, на минуту, предположим, что частицы, образу
ющие поле, способны на некие индивидуальные взаимодействия, то есть 
взаимодействие не со всеми остальными частицами сразу, а только с неко
торыми избранными, например, способны образовывать пары с одним из 
ближайших соседей, - ситуация радикально изменится. В этом случае ди
намический сценарий будет зависеть вовсе не от плотности p(r), а от более 
тонких деталей взаимного расположения частиц. В предельном случае нам 
придется фиксировать эти положения с абсолютной точностью (например, 
указывать на поверхности кристалла точный номер атома) для каждой ча
стицы. Это означает, что если, например, всего положений N для каждой 
частицы, а число частиц m, то всего будет Nm различных конфигураций. 
Допустим, мы применяем к этой ситуации тот же прием перехода к поле
вому представлению. Тогда, в лучшем случае, нам надо будет иметь память 
порядка log Nm = O(m), если считать, что N = const, а растет только 
число частиц. То есть нам придется фактически перейти к рассмотрению 
именно индивидуальных частиц, а не поля. Все эти замечания относились 
к классическому описанию частиц. При квантовомеханическом описании 
эффект перехода от поля к отдельным частицам будет еще больше, и это 
будет рассматриваться ниже. Пока мы лишь отметим, что с увеличением 
сложности взаимодействия частиц друг с другом размерность задачи будет 
резко возрастать. 

Класс явлений, к которым применимо полевое представление, мож
но условно назвать сплошными средами. Условность этого названия в том, 
что к этому классу систем мы относим не только среды, изучаемые в гидро
и аэродинамике, но и твердые тела, электронный газ, электромагнитное по
ле и вообще любые системы, в которых можно пренебречь индивидуальны
ми особенностями взаимодействия отдельных частиц. Численный критерий 
здесь - возможность получать правдивые модели динамических сценариев 
с помощью полевого представления системы. 1 В этом разделе мы кратко 
коснемся систем, допускающих полевое рассмотрение. Его преимущества 
заключается в возможности применения аналитических методов расчета, 
связанных с решениями дифференциальных уравнений. Мы не будем вы
водить эти уравнения (их вывод можно найти, например, в книге [53]). Рас-

1 Здесь нет и не может быть никаких критериев в зависимости от числа частиц. Инди
видуальные особенности взаимодействий моrут иметь радикальные nоследствия для систем 
со сколь уrодно большим числом частиц, н это выражается в ограниченной nрименимости 
к таким системам законов тиnа гидродинамики. Наnример, динамические сценарии эволюции 
звезд являются в большей мере результатом обобщения астрономических наблюдений, чем 
результатом прямого применеимя полевых цредставлений, и зависимость таких сценариев от 
индивидуальных взаимодействий является открытым вопросом. 
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смотрим только избранные вопросы, имеющие отношение к дальнейшему 
изложению. 

Вся физика nостроена на том, что типов частиц немного, а самих ча
стиц - очень много. Координаты частицы как раз и являются атрибутами, 
выражающими положение данной частицы среди других частиц.2 Соответ
ственно, все атрибуты частицы можно разделить на абсолютные (тип этой 
частицы, а также все его производные - масса, заряд, возможные значение 
спина, и т. д.) и относительные (координаты, импульс, а также конкретное 
значение спина). Это будет также справедливо и для частиц, не являющих
ся точечными, но тогда их конфигурационное пространство имеет большую 
размерность, чем 3 .  

Разделение атрибутов частиц на абсолютные и относительные услов
но, так как мы можем, при желании, обьявить какие-либо из относительных 
атрибутов просто координатами в расширенном должным образом конфи
гурационном пространстве. В частности, можно ввести в это пространство 
так называемую спиновую координату, и она будет указывать направле
ние спина частицы в пекотором специальном (спиновом) подпространстве 
расширенного конфигурационного пространства. Так же можно поступить 
и с некоторыми абсолютными атрибутами, например, с некоторыми типами 
частиц.3 

При квантономеханическом рассмотрении частиц возможно также 
и обратное: мы можем различать частицы в зависимости от их состояний 
и даже временно включать это различие в тип, говоря, например, об элек
троне в основном состоянии и т. д. 

Вообще число типов частиц будет жестко ограничено, например, мы 
можем рассматривать ядра атомов и электроны, или молекулы. Но ино
гда может быть целесообразно расширить эти стандартные типы, добавив 
к ним еще некоторые новые: например, можно рассмотреть в качестве ча
стиц кванты колебательного движения кристалла ( фононы) или фотоны, 
можно рассматривать такие эюотические частицы, как куперовскис пары, 
а также большие системы из многих атомов, которые почему-либо ведут 
себя как одна частица. 

Если частица Р0 состоит из набора более мелких частиц PJ , P(f , . . .  , P/f, 
то заряд и масса этой частицы равна сумме соответствующих величин для 
каждой из составляющих ее частей. 

Взаимодействие между частицами описывается с помощью полей. 

2И, в основном, среди тех, которые в нашу модель не входят, а составляют так называемую 
систему отсчета. 

3Введение изотопического спина nозволяет говорить о протоне и нейтроне как о частицах 
одного типа, но имеющих разное значение изоспина. 
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В стандартном математическом формализме поле является фундаменталь
ным объектом и задается функцией вида 

S ----+ L, (3 .1) 

где S есть конфигурационное пространство рассматриваемой системы ча
стиц, L есть некоторое векторное пространство. При этом L может быть 
тензорным произведением L = L1 @ L2 @ . . .  @ Lh различных векторных 
пространств (определение см. в следующей главе), базисные элементы ко
торых имеют свой смысл для каждого Lj, например, некоторые простран
ства могут состоять из первичных элементов, скажем, обычных векторов 
или каких-либо вещественных или комплексных функций, и тогда они на
зываются контравариантными, а другие пространства из Lj могут быть 
пространствами линейных функционалов над первичными пространства
ми, и тогда они называются ковариантными. Такое линейное простран
ство L называют еще тензорным пространством, а поле тогда будет тен
зорным. Рассмотрение тензорных полей удобно, например, для описания 
гравитации. 

Самым важным для нас моментом в этом определении будет то, что 
под полем всегда подразумевают некое правило, по которому каждой точке 
конфигурационного пространства ставится в соответствие вектор из фикси
рованного векторного пространства. Иными словами, каждому положению 
(частицы) в пространстве соответствует некоторый объект, причем разные 
такие объекты можно складывать и умножать на числа с выполнением стан
дартных законов ассоциативности и дистрибутивности умножения по отно
шению к сложению. То есть понятие поля хорошо приспособлено к тому, 
чтобы рассматривать не просто отдельную траекторию частицы в последо
вательные моменты времени t, но и для рассмотрения разных возможных 
траекторий одной или разных частиц, а также для (одновременного с точки 
зрения пользователя, но не администратора) рассмотрения состояний од
ной и той же частицы в разные моменты времени. Таким образом, поле 
уже предоставляет необходимые средства как для построения квантовой 
механики, когда мы имеем дело с разными траекториями одной и той же 
частицы, так и релятивизма, где разные моменть1 времени рассматриваются 
единообразно (см. раздел 4.3). 

3.2. Дифференциальные уравнения 

Математический анализ возник из необходимости рассматривать очень 
малые (в пределе - бесконечно малые) отрезки пространства и времени 
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и проводить вычисления больших величин, исходя из процессов, происхо
дящих в этих малых областях. Техника точного решения дифференциаль
ных уравнений является единственным эффективным подходом построения 
динамических моделей без применеимя компьютеров, и мы проиллюстри
руем наши соглашения о моделях именно на этом традиционном материале. 

3.2.1. Модель теплопроводности и колебаний 

Мы будем заниматься процессами в трехмерном пространстве, и по
тому сразу будем использовать дифференциальные уравнения в частных 
производных. 

Динамические модели, в основном, описываются уравнениями второ
го порядка, которые надлежащим выбором переменных можно привести 
к параболическому и гиперболическому видам (эллиптические уравнения 
используются, в основном, для описания стационарных состояний). Мы 
именно этими типами уравнений, а именно - вкратце обсудим стандарт
ные численные методы их решения. Мы для примера рассмотрим урав
нение теплопроводности, относящееся к параболическому типу (эта схема 
может быть перенесена и на уравнения гиперболического типа). 

У нас имеется задача Коши для прямоугольника хо (; х (; Xm, to (; 
t (; tn , вида 

д2и ди а дх2 = дt '  
u(xo , t) = Ua ,  
и(хп, t) = иь, 
u(x, О) = Ux,O· 

(3.2) 

Разобьем нашу прямоугольную область на прямоугольники точками Xj , у8, 
образующими равномерную решетку с шагами Ь..х, Ь..у по обеим коорди
натам, и будем обозначать через Uj,k = u(xk , tj ) ,  j = 1 , 2 , . . . , m, k = 
= 1 , 2 ,  . . .  , n значения искомой функции в узлах этой решетки. Под сло
ем мы будем понимать совокупность узлов решетки, имеющих одинаковое 
значение времени. Идейно самым простым будет явный метод решения за
дачи (3.2). Он состоит в том, что мы находим значения Uj,k слой за слоем, 
решая очевидные уравнения вида 

Uj,k+l - 2Uj,k + Uj,k- l  1 (Uj+l.,k - Uj,k) 
(Ь..х)2 

= а Ь..t (3.3) 

относительно Uj,k+l последовательно при k = 1, 2, . . . , т для всех j = 
= 1 , 2, . . .  , n. Этот метод является простым обобщением известного метода 
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Эйлера решения обыкновенного дифференциального уравнения. В терми
нах модели этот nрямой метод означает, что мы рассматриваем только один 
сценарий эволюции системы, описываемой функцией и, а именно тот, что 
получается применением приближения значения функции с помощью опре
деления первой производной. Хорошо известно условие устойчивости пря-
мого метода: 

(3.4) 
Из этого условия вытекает, что для построения правдоподобной карти

ны эволюции нам придется потратить порядка 0(8-3) шагов для модели
рования всего процесса при условии фиксации времени tm - to, если б есть 
выбранное зерно пространствеиного разрешения. 

Более экономичным методом является так называемый обратный метод 
решения задачи Коши (3.2). Он состоит в том, что мы решаем не уравне
ния (3 .3), а составляем систему линейных уравнений относительно UJ+1 ,k 
на основе равенств 

UJ+l ,k+1 - 2щн,k + ин1,k-1 = 1 (UJ+1 ,k - Щ,k ) 
(�х)2 о: �t , (3.5) 

для j = 1 ,  2, . . . ' т, k = 1 , 2, . . . , n. Матричная форма такой системы имеет 
ВИД 

f3 1 о о о о о Uj+1 , 1  liOuj,l - Ua 
1/3 1 о о о о Uj+1,2 Пщ,2 
о 1 (3 1 о о о Uj+l,З Пщ,з 
о о о о 
о о о о 
о о о о 1 f3 1 Uj+1 ,n-1 ПUj,n- l 
о о о о о 1 f3 Uj+l,n ПUj,n - иь 

(3.6) 
где 

(�х)2 
f3 = -2 - o:�t ' п = f3 + 2 . 

Решая системы (3.6) последовательно для j = О, 1 ,  . . .  , n, мы получим 
значения Uj,k, которые и дают решение задачи Коши (3.2). Этот метод на
зывается прогонкой, и он выглядит совершенно аналогично для гиперболи
ческих уравнений, с той лишь разницей, что разностная схема для первой 
производной по времени будет тогда заменена на разностную схему для 
второй производной. 
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Метод прогонки имеет такую же вычислительную сложность, что 
и прямой метод для одного шага, поскольку решение системы (3.6) тре
бует порядка О( т) операций ввиду почти диагональной формы матри
цы системы. Однако прогонка обладает устойчивостью при выборе шагов 
д.х, !1t, обеспечивающих точность аппроксимации производных разност
ными схемами, то есть здесь для устойчивости не требуется выполнения 
условия (3.4). Это дает возможность выбирать шаг по времени достаточно 
большим, и результирующая сложность определения конечного состояния 
системы в конечный момент времени сильно упростится, став просто ли
нейной по времени tn - t0, что дает возможность говорить о возможности 
моделирования процесса в режиме реального времени. 

Теперь посмотрим на прогонку с точки зрения моделирования процес
са, описываемого задачей Коши (3.2). Решение последовательных систем 
уравнений (3.6) является способом построения динамического сценария 
для нашей задачи. Вполне естественно, что этот сценарий создается после
довательно, в соответствии с ходом реального физического времени. Од
нако прогонка принципиально отличается от прямого метода тем, что она 
использует неявную схему для уравнения (3.2). Это значит, что на каждом 
отдельно взятом шаге мы существенно используем информацию о структу
ре результата этого шага, прежде чем совершить сам шаг. Иными словами, 
на каждом конкретном шаге мы забегаем вперед, чтобы посмотреть, что 
должно получиться в результате, в то время как в случае прямого мето
да мы просто выписываем результат вычисления следующего состояния 
исходя из приближения производных разностной схемой. Таким образом, 
можно констатировать, что такое заглядывание вперед на один шаг являет
ся очень эффективным приемом построения динамических сценариев для 
классических систем, которые описываются дифференциальными уравне
ниями в частных производных, а это как раз и есть системы, в которых 
действуют законы классической физики. 

3.2.2. Об уравнении Павье-Стокеа 

Движение вязкой ньютоновской несжимаемой жидкости описывается 
уравнением Навье - Стокеа 

(3.7) 

где У' обозначает градиент, v, р, р - скорость, давление и плотность жидко
сти, J - силовое поле, а f./> - коэффициент внутреннего трения, отнесенный 
к плотности (кинематическая вязкость), которая в ньютоновской жидкости 
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предполагается не зависящей от скорости частиц. К уравнению (3.7) добав
ляется уравнение непрерывности, в случае несжимаемости имеющее про
стой вид У' · v = О, а также граничные и начальные условия, для получения 
соответствующей задачи Коши. Уравнение (3.7) включает в себя, в частно
сти, уже рассмотренные нами типы процессов. В более сложном случае, 
когда предметом моделирования является сжимаемая среда, это уравнение 
приобретает более сложный вид (см. [59, 68]). Формально уравнение чисто 
классическое, а квантовый характер носит только коэффициент вязкости f.-t, 
так как он определяется квантовыми процессами соударения атомов жид
кости.4 

Обратим внимание на интересную особенность решений уравнения 
Навье - Стокса. В области неустойчивости в ряде случаев мы наблюдаем 
неограниченный рост скорости при рассмотрении все более малых объемов 
среды. Это свойство характерно для «гидродинамического» рассмотрения 
квантовой частицы, которое мы дадим позднее. Появление больших ско
ростей при уменьшении рассматриваемых объемов имеет в квантовом слу
чае фундаментальную природу, связанную с соотношением неопределенно
сти «координата-импульс». Но динамика среды со скоростями, давлением 
и вязкостью имеет и еще более глубокую связь с квантовой механикой мно
гих частиц, что мы рассмотрим далее. Пока заметим только, что уравнение 
Навье - Стокса не может претендовать на полную адекватность описания 
данного явления, поскольку оно полностью игнорирует фундаментальный 
механизм квантовой запутанности, который не сводится только к опреде
лению f.-t, а охватывает сразу несколько атомов. Именно это определяет на
блюдаемую сложность явления, например, переход к турбулентности. 

3.3. О масштабируемости классических моделей 

Под масштабированием модели мы будем понимать способность этой 
модели к распространению на новые области применеимя по сравнению 
с исходной задачей, для которой она создавалась. При этом распростра
нении не должно происходить изменение алгоритма построения сцена
риев модели, то есть масштабирование означает возможность примене
имя данного алгоритма для работы с большим спектром разных систем. 
Прежде всего под новой областью мы понимаем новую пространствеиную 
область, и тогда говорят о пространствеином масштабировании модели. 

4Уравнение столкновений Больцмана, на основе которого получаетек уравнение (3.7), фор
мально получаетек на основе классических представлений, но стокщая за ним реальная дина
мика носит безусловно квантовый характер. 
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Важным случаем пространствеиного масштабирования является увеличе
ние или уменьшение зерна пространствеиного разрешения, то есть переход 
к более протяженным в пространстве системам или рассмотрение данной 
системы при большей детализации процессов. Фактически под простран
ствеиным масштабированием мы чаше всего будем иметь в виду именно 
это. Еще можно говорить о масштабировании модели по взаимодействиям. 
Эrо означает, что данный алгоритм моделирования годится для каких-либо 
иных взаимодействий, кроме тех, для которых он первоначально предна
значался.5 

Здесь мы, конечно, имеем в виду идеальный случай. В действитель
ности при распространении модели на новые области или включении но
вых взаимодействий всегда требуется некоторое видоизменение алгоритма. 
Важно, чтобы это изменение бьmо локальным и не приводило к пересмот
ру эвристики, то есть идеи алгоритма. Точных критериев локальности из
менения, разумеется, дать нельзя. Но это и не должно составлять особую 
проблему. При переносе любых методов с одной задачи на другую все
гда возникает проблема адаптации метода к новой задаче; это выражается, 
хотя бы, в назначении персменным в формуле новых величин, что и явля
ется примером локального изменения. Мы будем считать локальным любое 
изменение, которое можно сделать быстро, что означает неизменность ос
новных логических конструкций модели. 

Важно то, что масштабирование не является свойством одной модели, 
оно зависит от задач, к которым эта модель применяется (мы имеем в виду, 
какие взаимодействия нужно обязательно учесть, а какими можно прене
бречь). Например, в задачах по химическим реакциям никто не учитывает 
гравитационного взаимодействия реагентов. Другой пример могут дать за
дачи небесной механики. Классические модели гравитации, применяемые 
к таким задачам, допускают высокую степень масштабирования при уве
личении протяженности рассматриваемой системы до 1020 см, так как дви
жение галактик они предсказывают неплохо; происходящее на 1030 см, уже 
описывается такими моделями менее точно, так как здесь существенную 
роль начинает играть то, что можно назвать фазовыми переходами: про
цессы образования звезд, планетных систем и галактик. Это процессы ино
го рода, идущие на атомном и ядерном уровне, и их невозможно описать 
теорией гравитации в любой ее форме. Здесь надо привnекать квантовую 
физику. Просто масштабирование классической теории гравитации (впро
чем, равным образом и релятивистской, которая используется при полетах 
на дальние расстояния в космосе для определения необходимых поправок 

5 Например, модель ядерных взаимодействий Янга - Милса является результатом адаnтации 
формализма электродинамики к ядерным взаимодействиям. 
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к классической модели) на масштабы меньше 10-IO см невозможно, так 

как здесь начинают играть роль квантовые процессы, а единой теории поля 

у нас до сих пор нет. 6 
Однако было бы ошибкой считать, что классическая физика позволяет 

получать удовлетворительные модели всех явлений, связанных с гравита

цией в пространствеиных масштабах небесной механики. С ее помощью 

можно хорошо описывать орбиты спутников и траектории полета космиче

ских кораблей. Но она не может решать вопросы об устойчивости системы 

нескольких тел. Например, с ее помощью невозможно ответить на вопрос 

об устойчивости солнечной системы на протяжении даже тысячи лет. Этот 

вопрос формально упирается в вычислительные сложности, возникающие 

при его решении известными численными методами. Однако у нас нет ни

каких способов определить, что принципиально определяет эту устойчи

вость, поэтому самое благоразумное, что здесь можно сделать - это при

знать, что существующих методов для решения этого вопроса просто недо

статочно. 
Масштабирование модели является, таким образом, принципиальным 

вопросом, так как речь идет о согласовании языков разных наук или разных 

областей одной науки на границах их областей применения. Такое согласо

вание представляет значительно большую проблему, чем вопросы внутри 

областей применимости стандартных приемов. Мы поясним это на старом 

примере, приведшем к кризису классической электродинамики. 

Классическая электродинамика основана на уравнениях Максвелла для 

пары Е, В электрического и магнитного полей: 

rot В = � (в; + 47rj) , 

rot Е =  -�В�, 
grad Е = 47rp, 
grad В = О. 

(3.8) 

Эти уравнения точно описывают все электродинамические явления 

в макроскопических размерах, что включает в себя законы Кулона, Ампе

ра и Фарадея.7 Однако если мы рассмотрим задачу о движении электрона 

в кулоновском поле ядра атома в рамках этих уравнений, при естественных 

6Причина этого в принципиальной песовместимости языков: формализм теории гравита

ции локален - это теория частицы в поле, а формализм квантовой физики - нелокален, там 

нет состояний отдельных частиц, а есть совместные состояния. 

7 Два последних вытекают из первых двух уравнений Максвелла, вывод закона Кулона при

веден ниже по книге [17]. 
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предположениях мы придем к выводу о том, что он должен непрерывно 
излучать энергию, что делает невозможным наблюдаемую в природе ста
бильность атомов. Так устанавливаются границы масштабируемости клас
сических моделей. Мы в принциле не можем рассчитывать на построение, 
например, модели химических реакций на основе классической физики, 
поскольку она не может дать правильного описания даже для простейших 
объектов химии. 8 

3.3.1.  Конструктивизм и границы применимости классических 
моделей 

Сила моделей, основанных на классической физике, - в законах меха
ники и термодинамики, выраженных в уравнениях. Вычислительные при
емы типа метода прогонки, направленные на возможно более точное при
ближение к их точным решениям, имеют смысл только при условии без
условной применимости этих уравнений. Любое уравнение, которому под
чиняется реальный процесс, имеет ограничение по пространству-времени, 
то есть его нельзя применять при слишком малых и слишком больших вре
менах и расстояниях. И в этом смысле не существует чисто классических 
явлений: при уменьшении зерна пространствеиной разрешимости мы авто
матически попадаем в сферу действия квантовых законов. Однако для нас 
сейчас будет более важна роль коллективных эффектов при классическом 
моделировании. Классическая механика основана на представлении о то
чечной частице, на которую действует некое поле. Это поле, в свою очередь, 
порождается многими частицами, но индивидуальность их вкладов в поле 
полностью теряется при переходе к уравнениям. Таким образом, классиче
ские модели суть модели индивидуального поведения частиц, и их можно 
успешно применять только для описания индивидуальных поведений от
дельных частиц, пусть даже их количество будет очень велико.9 Границы 
применимости классических моделей определяются областью действия ис
ходных уравнений. 

8Можно было бы считать, что для расчета орбиты электрона в атоме вообще нужно с са
мого начала использовать электродинамику с учетом релятивизма и т. п. Этот путь никто не 
проходил до конца, поскольку он является невообразимо сложным. Вообще, современная фи
зика приняла знакомый нам nид только благодаря тому, что ее создатели nсякий раз nыбира
ли наиболее эффектиnные алгоритмы для решения любой задачи. То есть алгоритмический 
критерий nсегда лежал n основе физики, хотя его специально никто не отмечал � это стало 
актуально только теперь. 

9Например, классические модели хорошо работают в термодинамике, а также в механике 
сплошных сред, гидро- и аэродинамике. Но они становятся ненадежными, как только роль 
начинают играть фазоnые переходы, кластеризация и прочие коллективные эффекты, не сво
дящиеся к простому набору индивидуальных поведений. 
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Например, классическая модель очень точно предсказывает движение 
одного тела в гравитационном поле нескольких планет в том случае, если 

мы очень точно знаем само движение этих планет. Но классическая мо

дель сразу становится ненадежной, как только роль приобретают коллек
тивные эффекты, например, формирование самих планет. Сложность про
блемы многих тел в классической механике имеет прямой аналог в кванто
вой. Масштабирование квантовой модели основано на отказе от представ
ления о поле как о непрерывном носителе потенциала, и переходе к так на
зываемым квантам этого поля. Продвижение по этому пути в рамках стан
дартного математического аппарата приводит к квантовой электродинами
ке, основанной на представлении о носителях электромагнитного поля -
фотонах. Вместо действия абстрактного потенциала мы получаем обмен 
отдельными фотонами между движущимися заряженными частицами, что 
представляет собой фундаментальный шаг вперед по сравнению с класси
ческой электродинамикой, давая возможность, например, посчитать очень 
точно магнитный момент электрона. Однако главную проблему в квантовой 
электродинамике представляют коллективные эффекты. 

Невозможность сведения коллективного поведения к набору индиви
дуальных эволюций можно понять на простейшем примере классической 
динамики твердого тела. В теоретической механике выводится описание 
движения твердого тела в терминах мгновенной оси вращения и ее движе
ний в пространстве - прецессии и нутации. При этом используется понятие 
связей между отдельными элементами твердого тела. Такие связи не могут 
быть сведены к действию некоторого потенциала, порождаемого отдельны
ми атомами, составляющими твердое тело. Представим себе, что мы хотим 
построить модель классической механики, которая бы правильно описыва
ла формирование твердого тела через кластеризацию отдельных его атомов, 

находящихся в поле действия некоторого потенциала. Тогда такая модель 

должна будет объяснить появление жестких связей внутри твердого тела, 
которых не было в ансамбле первоначально свободных атомов. Движение 
твердого тела можно задать, взяв только три точки общего положения внут
ри него, в то время как для ансамбля отдельных атомов надо знать со
стояние каждого! Это означает наличие не которого качественного скачка 
при переходе к твердому телу, который обычно называют фазовым пере
ходом. Если в воображаемой классической модели утрачивается информа
ция об индивидуальных состояниях атомов, такая модель уже не может 

претендовать на точность описания процесса. В случае фазового перехода 
в ансамбле отдельных атомов их индивидуальные состояния переходят не 

в классическое состояние твердого тела, а в квантовое состояние ансамбля 
составляющих его частиц, а также фотонов, испущенных при ассоциации 
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атомов в твердое тело. Для того чтобы не утратить полноту информации 
при таком фазовом переходе, мы должны рассматривать именно кванто
вое состояние всех атомов и фотонов, а не просто координаты и импульсы 
трех точек в получившемся твердом теле. Это говорит об ограниченности 
моделей, основанных на классической механике.10 

Главным препятствием в применении моделей классической физики 
являются многочастичные эффекты. Такие эффекты ведут к образованию 
новых частиц или к распаду имеющихся частиц на составные части. Имен
но наличие таких процессов делает неэффективным применение моделей 
классической физики. 

10Обыкновенный фазовый переход - не единственный пример такого рода. Возможны 
и иные виды строго повторяющихся движений, приводящих к формированию ансамблей, ко
торые ведут себя как одна частица. Например, это могут быть вихревые потоки или волны 
в жидкости. Главная черта таких движений - их цикличность, позволяющая применять к ним 
понятие движения по инерции. Эвристика таких квазичастиц очень плодотворна при кванто
вом описании ансамблей с особыми свойствами типа сверхпроводимости (боголоны, ротоны). 
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Квантовые процессы 

Эта глава не является введением в квантовую физику. Здесь всего 
лишь точно описывается только ее формализм с кубитовой точки зрения, 
так что читатель, знакомый с квантовой теорией, сможет переписать лю
бую ее часть на этом языке. Обычно в литературе по физике используется 
традиционные обозначения из теории функций, например, волновую функ
цию записывают как Ф(х) , что вызывает коллизию со значением волновой 
функции в конкретной точке х, и потому для него используется интеграль-

ное представление j Ф(у)бх(У) dy. Эти традиционные обозначения удоб

ны для ручных вычислений, при которых разрешение таких коллизий не 
создает проблемы для человека. Однако для компьютерного моделирова
ния необходима большая степень формализации основных понятий. Более 
того, формализм должен быть приспособлен к тому, что мы будем работать 
только с конечными числами, даже если в используемых нами формулах 
можно подставпять бесконечные величины. Особенно это касается кванто
вой электродинамики, для которой здесь предлагается формальная система 
обозначений кубитового типа. 

4.1. Основные положения одночастичной квантовой 
механики 

Главный постулат квантовой механики состоит в том, что вся динами
ка любой системы определяется ее волновой функцией, которая является 
комплексной функцией от координат все частиц, составляющих эту систе
му: 

Ф(t, r1 ,  r2, . . .  , rп) · 
Здесь rj - координаты частицы j (имеются в виду не только простран
ствеиные координаты частиц, но и их спиновые координаты). Эта волно
вая функция должна рассматриваться как вектор в гильбертоном простран
стве состояний п-частичной системы. Значения этой функции называются 
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амплитудами, соответствующими пребыванию частицы в данный момент 
времени t в таком состоянии, при котором для каждого j = 1 ,  2, . . .  , n 
частица j имеет координаты r1 . Такая трактовка состояния в виде векто
ра сразу ведет к нетривиальному следствию: любая линейная комбинация 
состояний снова является некоторым возможным физическим состоянием 
данной системы. Таким образом, множество состояний обладает свойством 
линейности, и это означает, что любое уравнение, которому подчиняется 
вектор Ч!, должно быть линейным. Этот принцип называется принципом 
суперпозиции, и из него вытекает существование особого процесса, на
зываемого интерференцией амплитуд, который не имеет прямого аналога 
в классической физике (не считая волновую физику, где интерференция 
проявляется как коллективный эффект, к чему мы вернемся). 

Интерференцию амплитуд проще всего продемонстрировать, приме
няя матрицы. Представим себе, что мы выбрали базис в гильбертоном про
странстве состояний, и представляем всякий вектор \11 в виде некоего столб
ца координат этого вектора в данном базисе. Тогда из принципа суперпо
зиции вытекает, что состояние в следующий момент времени t + Jt можно 
найти, применив к состоянию в момент времени t некий линейный опера
тор И, называемый оператором унитарной эволюции (дальше мы увидим, 
что он должен быть не только линейным, но и унитарным). Этот факт мож
но выразить на языке матричного умножения так: (ul,l 

и2, 1  

Un,l 

U1,2 . · · Ul ,n) ('1/Jl (t)) ('1/Jl (t + бt)) 
и2,2 . . . иz,п '1/Jz (t) _ '1/Jz(t + бt) - . 
. . . . . . . . . . . .  

Un,2 . . .  Un,n '1/Jп(t) '1/Jп (t + бt) 

То есть любая амплитуда 'ljJ1 (t + Jt) может быть наЙдена по формуле 

n 
'Ф1 (t + бt) = :L: 'Фi (t)из,i · 

i=l 

(4. 1) 

(4.2) 

Формула (4.2) означает, что для нахождения амплитуды в пекоторой точ
ке в следующий момент времени надо просуммировать все амплитуды во 
всех точках в предыдущий момент, предварительно умножив их на соответ
ствующие амплитуды перехода из этих точек в исходную. Значит, движение 
квантовой частицы можно представnять себе как движение некоей среды, 
где амплитуда в любой точке складывается из вкладов, которые вносят в эту 
точку движения этой частицы из всех других точек. При этом каждый вклад 
берется с комплексным весом, соответствующим описанному переходу из 
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точки в точку. Это представление квантовой частицы в виде среды пораж

дает аналогию квантовой физики с гидродинамикой, которую мы еще будем 

рассматривать. 

А теперь рассмотрим два последовательных перехода, которые осу

ществляются с помощью того же оператора эволюции И: от момента t до 

момента t + 2дt. Тогда у нас получится: Ф'(t + 2дt) = И2Ф'(t). Выписав 

подробнее, мы получим 'ФJ (t + 28t) = L:i,k '1/Ji (t)ui,kuk,J · Это означает, что 

квантовая частица может двигаться, вообще говоря, вдоль произвольной 

траектории, а не только по прямой, и ее амплитуда в любой точке есть ре

зультат суммирования амплитуд по всем путям, ведущим из каждой точки 

в данную. При этом вклад в сумму каждого пути получается умнежением 

элементов матрицы эволюции И, соответствующих всем последовательным 

частям этого пути (мы представляем путь в виде ломаной, и части - это 

ее звенья). Таким образом, амплитуда считается как сумма по всем путям, 
а вдоль каждого пути это - произведение амiШитуд переходов по всем его 

последовательным частям. 

Это правило справедливо везде, в том числе и в квантовой электро

динамике, где процессы описываются диаграммами. Оно в точности со

ответствует формуле для полной вероятности сложного события в теории 

вероятностей, с той лишь разницей, что в теории вероятностей величи

ны вещественные и неотрицательные, а у нас здесь - комiШексные. Такая 

аналогия наводит на мысль о возможности статистической интерпретации 

квантовой теории, а также на возможность отказа от комiШексных чисел 

при ее описании, - к этим идеям мы также вернемся позже. 

Классическим величинам в квантовой теории соответствуют операто

ры. Величине координаты х соответствует оператор умножения на эту коор

динату: х :  f(x) -+ xf(x), вектору f = (х, у, z) - оператор f :  f(x, у, z) -+ 
-+ (xf(x, y, z) ,  yf(x, y, z) , zf(x, y, z) ), импульсу Рх вдоль координатной 

оси х - оператор импульса Рх = 4 д
д 

, полному импульсу р - оператор 
� х 

Р = � ( fx , :У , fz) , энергии - оператор энергии f� + V ( х) , где V -
потенциальная энергия частицы. Оператор энергии называется гамилъто

нианом. При этом мы принимаем обычные правила перехода к векторным 

величинам: например, оператор квадрата модуля координаты действует как 

jr / 2 : f (x, у, z) -+ (х2 + у2 + z2)f(x, у, z) ,  оператор квадрата импульса 

как р2 : f -+ -h2 D.f (то есть квадрат трактуется нами как скалярный 

квадрат), моменту импульса f х р - оператор момента, координаты кото

рого получаются по правилу взятия векторного произведения из координат 

его сомножителей-операторов, и т. д. 
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Преобразование Фурье от волновой функции называется импульсным 
представленнем волновой функции: 

ipx 

Ф(р) = j е - т  Ф(х)dх, 
Н 

где обратный оператор выглядит так: 

1 
J 

ipx 

Ф(х) = 
21rh е h Ф(р)dр. 

R 

(4.3) 

Полный переход к импульсному представлению и обратно в трехмерном 
пространстве имеет вид 

ip·H 
Ф(р) = J е--,;:- iJ!(R)d3 R, 

нз 
ip·H 

Ф(R) = -1-3 /е Т Ф(р)d3р. 
(2nh) 

нз 

При этом если волновая функция зависит от 3 переменных, можно 
переходить к ее импульсному представлению по каждой из координат неза
висимо от других, например, можно рассмотреть функцию вида Ф(х,ру ,  z) , 

или Ф (Рх , у, pz) ,  и т. д. Подчеркнем, что волновая функция не меняется при 
переходе к ее импульсному представлению - она представляет собой тот же 
самый вектор в гильбертовом пространстве состояний. Импульсное пред
ставление есть просто запись этого вектора в другом базисе, в котором 
базисные векторы - это не дельта-функции, как при координатном пред
ставлении, а функции вида ехр( ipR). Мы могли бы выбрать какой-либо 
иной базис, например, соответствующий собственным векторам эрмитова 
оператора суммы R + р (импульс плюс координата), и завести соответ
ствующее представление волновых функций, если это необходимо. Таким 
образом, все манипуляции, связанные с переходом к импульсному пред
ставлению, есть простая операция изменения базиса. Использование таких 
переходов есть часть стандартного формализма, и из этого следует важный 
для дальнейшего вывод: трудности с записью тех или иных взаимодействий 
в разных базисах свидетельствуют о серьезных проблемах. 
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Важнейшим правилом квантовой механики является правило Борна, 
которое гласит, что квадрат модуля волновой функции есть плотность ве
роятности обнаружения частицы в точке х: 

р(х) = IФ(x) l2 . ( 4.4) 
Это правило инвариантно относительно базиса пространства состояний 
в том смысле, что плотность вероятности обнаружить импульс частицы 
равным р есть квадрат модуля импульсного представления волновой функ
ции. 

Правило Борна является сутью квантовой теории. Оно утверждает, что 
с ее помощью мы можем предсказать только вероятности наступления то
го или иного события, но не сами эти собьrrия, как в классической фи
зике. Использование математического понятия вероятности автоматически 
предполагает существование так называемого пространства элементарных 
исходов, каждый из которых определяет уже не вероятность, а точное на
ступление события. Идеология копенгагенской квантовой теории предпола
гает, что нам принципиально недоступно пространство элементарных исхо
дов. Этот запрет на доступ к элементарным исходам обычно формулируют 
как отсутствие скрытых параметров. Этот идеологический постулат1 имеет 
смысл только в рамках классического математического аппарата, лежащего 
в основе квантовой теории. В дальнейшем мы рассмотрим конструктив
ную трактовку вероятности в квантовой теории, при которой элементарные 
исходы принадлежат административной части модели. В настоящее время 
появились эксперименты, связанные с квантовой нелокальностью, точное 
рассмотрение которых требует явных манипуляций с элементарными ис
ходами и, тем самым, выхода за пределы стандартной теории. Мы будем 
обсуждать это в главе 6. 

Динамика волновой функции в стандартном формализме зависит от 
степени изолированности рассматриваемой системы, причем не существу
ет точного определения изолированности. В случае изолированной системы 
динамика описывается уравнением Шредингера, в случае контакта с окру
жением - измерениями волновой функции. Измерение в данном базисе 
пространства волновых функций есть случайная величина, принимающая 
значения из векторов этого базиса с плотностью вероятности, задаваемой 
правилом Борна. Окружение всегда считается классической системой, под
чиняющейся законам классической физики, и измерение системы дает ве
роятностное распределение ее состояний, подчиняющееся правилу Борна. 

1 Другим пос'I)'латом того же ста'I)'са является представление о тождественности элемен· 
тарных частиц одного типа. 
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Уравнение Шредингера имеет вид 

ihдw = НФ дt ' (4.5) 

где Н есть оператор энергии частипы (или системы частиц). В простейшем 
случае частицы в потенциальном поле оператор энергии выписан выше. 
В более сложных случаях (несколько частиц, наличие векторного потенци
ала электромагнитного поля) оператор энергии получается из выражения 
для классической энергии с помощью замены всех физических величин 
на соответствующие им квантовые операторы. В частности, из уравнения 
Шредингера вытекает, что в случае постоянства потенциальной энергии во 
времени общее решение уравнения Шредингера дается выражением 

Ф(х, t) = ехр ( -tHt) Ф(х, О). (4.6) 

Экспонентц. от оператора определяется как соответствующий ряд, состав
ленный из операторов. Это же выражение можно использовать и для непо
стоянных гамильтонианов, только экспоненту надо тогда трактовать как так 
называемую хронологическую экспоненту (см. [48]). 

По существу, мы описали весь стандартный формализм квантовой тео
рии. Из этих основных положений вытекают некоторые другие (например, 
касающиеся измерений и возможностей выбора базисов), которые мы рас
смотрим в кубитовам формализме. Все выводы копенгагенской квантовой 
теории получаются из этих основных nоложений с помощью разного ро
да эвристик и аналогий с классической физикой; математический аппарат 
стандартной квантовой теории исчерпывается изложенным в этом параг
рафе. 

4.1.1. Пример эвристики: серия Бальмера для атома водорода 

В качестве примера физической эвристики мы приведем здесь принад
лежащий Н. Бору вывод выражения для энергетических уровней электрона 
в атоме водорода, установленного эмпирически И. Бальмером с помощью 
обработки данных спектроскопии. Уровни энергии Бальмера имеют вид 
En = -o:/n2 для пекоторой константы о:, n = 1 ,  2, . . . . 

Помимо представления об атоме как о системе из положительно за
ряженного протона и отрицательно заряженного электрона (Э. Резерфорд), 
нам понадобятся три основные эвристические предположения, которые ни
откуда не вытекают: 
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• электрон в атоме движется в соответствии с классикой, по круговой 
орбите, 

• его импульс р связан с длиной его волны Л соотношением р = 2lh , 
• на орбите электрона укладывается целое число длин волн. 

Второе nредположение вытекает из гипотезы де Бройля о том, что 
движущаяся с импульсом р частица имеет волновую функцию вида ф = 

= exp(ipxfh). Первое предnоложение даст нам формулу для ускорения 
электрона в виде а = v2 jr, где v - его линейная скорость, r - расстоя
ние до протона; кулонавекий закон даст выражение для силы, действую
щей на электрон (протон в силу большой массы неподвижен): am = F = 

2 
= е2 fr2 . Полная энергия электрона Е = :т - е2 fr. Согласно второму 
предположению, мы можем написать выражение для импульса электрона 

р = vm = 2lh .  Наконец, по третьему предположению, обозначая через n 
(n = 1 ,  2, . . .  ) число волн, укладывающееся на круговой орбите электрона, 
и снабжая энергию, радиус и импульс нижним индексом n, соответствую
щим уровню энергии n, мы nолучим nЛп = 2nrп, откуда следует, что rп 
проnорционально n2 , а En пропорционально -l/n2, что и дает бальмеров
скую серию. 

Н. Бор вывел этот результат, не используя не только уравнения Шре
дингера (оно было открыто позже), но и без nрямого использования поня
тия волновой функции. Этот nример говорит о необычайной эффективно
сти вычислительных эвристик, а также о том, что идея избавиться от поня
тия волновой функции не может считаться провальной. Понятие волновой 
функции (как и представление о тождественности одотипных частиц) удоб
но только для простых систем, где мы можем многократно воспроизводить 
одно и то же состояние, так что заработает правило Борна. Тогда волновая 
функция очень удобна для вычислений. Однако ей нельзя приписывать фун
даментальный статус всегда; для сложных систем, где нельзя даже надеять
ся на восnроизводство одинаковых состояний в обозримое время, волновая 
функция должна быть заменена подходящей алгоритмической эвристикой, 
в nротивном случае дальнейшее развитие квантовой теории станет невоз
можным. 

4.1.2. Кубитовый формализм 

А сейчас займемся важным моментом перехода от волновой функции 
к конечному вектору. Эта процедура называется переходом к кубитовому 
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представлению волновой функции. Собственно кубиты в данном случае 
играют декоративную роль, а сейчас важна процедура дискретизации вол
новой функции. Дискретизация волновых функций имеет глубокий смысл, 
так как она связана с наличием возможного зерна в конфигурационном 
nространстве. Если мы предnоложим, что конфигурационное пространство 
не является делимым до бесконечности, а в нем существует наименьшая 
иенулевая длина d > О, то у нас nолучится, что вместо непрерывной вол
новой функции надо рассматривать ее дискретное приближение, которое 
на самом деле будет уже не приближением, а точным выражением, то есть 
приближением надо будет считать как раз непрерывный вариант волно
вой функции. Существование такой дискретизации пространства косвенно 
вытекает из расходимости рядов в квантовой электродинамике (см. ниже), 
а также из свойств волновых функций даже одной частицы при уменьше
нии зерна nространствеиного разрешения (это мы рассмотрим в параграфе, 
посвященном фейнмановским интегралам по траекториям). Но главное, для 
чего на самом деле нужно дискретное представление, - это конструктиви
зация квантовой теории. Необходимость рассматривать и работать именно 
с приближениями координат частиц, а не с их вещественными «точными» 
значениями, ведет нас к кубитовому формализму. 

Зерно пространствеиного-временного разрешения d = ( dx , dt) может 
и не быть абсолютной величиной, а зависеть от рассматриваемого процес
са. Оно фактически определяет степень несовершенства методов класси
ческой математики, которыми мы лоневоле будем пользоваться, даже при 
построении алгоритмов. Это зерно есть граница применимост одного та
кого аналитического метода, на одном шаге конструктивного приближе
ния реального процесса (см. раздел «Конструктивный математический ана
лиз»). 

Пусть у нас имеется одна частица, координаты которой принимают 
значения из некоторого конфигурационного пространства R (для одномер
ной частицы это вещественные числа, но в данном случае структура R нам 
не очень важна). Разобьем R на конечное число сегментов D1 , D2 , . . .  , Dm 
и рассмотрим приближение функции Ф ступенчатой функцией \Ф) , которая 
принимает на сегменте Dj некоторое значение Aj Е С. Пусть jj) обозна
чает характеристическую функцию сегмента Dj . Тогда мы можем записать 
формальное равенство 

т 

\Ф) = L Лз \Л · (4.7) 
j=l 

Рассмотрим линейное пространство, порожденное функциями /j) .  Если 
ввести скалярное произведение функций по стандартному nравилу (g , f) = 
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= J f(x)g(x)dx, у нас получится, что jj) образуют ортогональный базис 

этого пространства. Если мы нормируем их (это можно сделать, зафикси
ровав Aj и подбирая нужные D1), то этот базис будет ортонормированным. 
Тогда равенство (4.7) будет являться разложением вектора JФ) по ортенор
мированному базису, состоящему из векторов jj ) .  Представление волновой 
функции в виде ( 4. 7) является корректным, в отличие от двусмысленного 
выражения Ф(х) , поскольку в последнем выражении переменпая х являет
ся свободной, и потому неясно, что выражает запись Ф(х) - функцию Ф 
или ее значение в конкретной точке х. Подобные тонкости не важны в клас
сической математике, так как при аналитических вычислениях свободную 
переменную всегда можно связать логическим квантором, но в конструк
тивной математике они важны. При построении алгоритма мы должны чет
ко различать саму функцию, включающую все свои значения, как в ( 4. 7), 
и ее конкретное значение в фиксированной точке. 

Теперь мы можем установить соответствие квантового формализма 
и линейной алгебры. Будем через ja) понимать запись вектора а в конеч
номерном гильбертсвом пространстве состояний в виде столбца его коор
динат в выбранном заранее базисе. Тогда действие линейного оператора А 
на данный вектор выразится как результат матричного умножения А 1 а) , где 
под А понимается матрица А в данном базисе. Договоримся также счи
тать, что (а/ есть вектор - строка, полученная из /а) транспонированем 
и комплексным сопряжением элементов. Эта операция - транспонирование 
и комплексное сопряжение - называется просто сопряжением, когда речь 
идет о матрицах. Будем также сливать две рядом стоящие вертикальные 
черты в обозначениях. Тогда скалярное произведение векторов а и Ь запи
шется как (ajb) . Запись (а/АJЬ) можно толковать двояко: либо как (aj (Ajb) ) , 
либо как ((a JA*) j b) .  Но если матрица А самосопряженная, то есть А = А*, 
двойственность исчезает, и мы можем использовать выписанное выраже
ние без скобок. Самосопряженные матрицы еще называют эрмитовыми. 
Матрицы вида ехр( iH), где Н - эрмитова, называются унитарными. При
ведением к диагональному виду легко доказывается, что матрица И уни
тарна тогда и только тогда, когда и-1 = И*, или, что то же самое, когда 
матрица И сохраняет все расстояния в гильбертсвом пространстве. 

Можно определить измерение состояния JФ)  в ортенормированном ба
зисе \ Ф1) , \Ф2) , . . . , IФN) как случайную величину, примимающую значения 
iФJ J с вероятностями / (ФJ /Ф) / 2. Это есть переформулировка бориовекого 
правила. Таким образом, измерение задает случайный процесс, который 
называется коллапсом волновой функции: при этом процессе происходит 
переход от состояния /Ф) к одному из состояний I ФJ ) , причем для каждого 
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j = 1 ,  2 ,  . . .  , N нам известна исключительно вероятность перехода в это 
состояние, и больше ничего. В этом и состоит суть стандартной, или ко
пенгагенской, квантовой теории. Она является полной в том смысле, что 
попытка ее изменить, например, ввести, помимо волновой функции /'1!) , 
еще и некоторые другие параметры, определяющие состояние (так называ
емые скрытые параметры), неизменно приводит к отказу от использования 
стандартного аппарата вообще, и при отсутствии альтернативного аппарата 
такая попытка превращается в ничто. 

Копенгагенская квантовая механика обладает всей гибкостью, необхо
димой для полной физической теории одной-двух частиц. Например, любой 
физической величине ставится в соответствие эрмитов оператор А, такой 
что классические значения этой величины являются собственными числами 
этого оператора. Измерение этой величины есть измерение состояния рас
сматриваемой системы в базисе собственных векторов оператора А. Если 
у двух операторов общий набор собственных функций (это то же самое, что 
их коммутатявность ), то это означает, что данные величины могут быть из
мерены одновременно (с одинаково высокой точностью). Л римером может 
служить энергия частицы и проекция оператора момента импульса на одну 
из координатных осей (чаще выбирают z) . Если же операторы не имеют 
общей системы собственных функций, то соответствующие им величины 
не могут быть измерены одновременно. Например, координата и импульс 
вдоль этой же оси не могут быть измерены одновременно. Действительно, 
петрудно проверить, что если мы выбираем сегменты D1 как последова
тельные отрезки равной длины, то с точностью до коэффициента матрица 
оператора координаты х будет иметь вид 

3 (4.8) 

в то время как матрица оператора импульса для той же координатной оси 
имеет вид ( -h2 12 /2m О . . . О ) 

DFT О -h2 22 /2m . . . О DFT-1 
О О -h2 32 /2m . .  . ' 

. . . о . .  . . . . . .  

(4.9) 

где D FT обозначает дискретное преобразование Фурье (см. пр ил ожени е -
QFT). Числа 1 ,  2, . . . взяты здесь для примера. Это просто числовые значе
ния координаты или импульса в двоичном представлении. Действительно, 
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первое утверждение вытекает из определений непосредственно, а для до
казательства второго заметим, что преобразование Фурье переводит диф
ференцирование в умножение на мнимую единицу и аргумент результата 
преобразования Фурье. Это свойство здесь и использовано для того, чтобы 
диагонализовать матрицу, соответствующую оператору импульса. Эта мат
рица будет диагональной в базисе, который получается преобразованием 
Фурье из исходного, так что у операторов координаты и импульса действи
тельно нет общих собственных векторов. Разумеется, если рассмотреть, на
пример, координату х и оператор импульса вдоль другой оси, например, Ру , 
то у таких операторов будет общая система собственных векторов, и их 
можно измерить одновременно. 

Одновременное измерение здесь трактуется как измерение обоих ве
личин с одинаковой точностью. То есть возможность сколь угодно точно 
знать одновременно значения и одной и другой величины. Если же отка
заться от требования абсолютной точности, то, конечно, измерить можно 
любые две величины. При этом, если одна из них приняла определенное 
значение (то есть наш вектор состояния совпал с собственным вектором 
соответствующего этой величине оператора), то другая, вообще говоря, бу
дет иметь некоторое вероятностное распределение значений в соответствии 
с правилом Борна. Рассмотрим, для примера, двумерное гильбертоно про
странство, в котором измеряется «координата)), а затем «импульс)) частицы. 
Я заключаю название физических величин в кавычки для того, чтобы под
черкнуть, что рассматриваются не настоящие координата или импульс, а их 
самые грубые приближения, вытекающие из того, что частица может зани
мать только два пространствеиных положения, а не континуальный набор, 
как в стандартных курсах по физике. Поскольку при измерении «координа
тъш мы попадаем в одно из двух состояний j l ) ,  j2), а преобразование Фу
рье в двумерном случае имеет матрицу Адамара (с точностью до фазового 
сдвига) 

( 1/../2 1/../2 ) 
1/../2 -1/../2 ' 

то вероятность получить каждое из возможных значений «импульса)) 1 
или 2, будет равна 1/2. «Импульс частицы)) при условии, что эта части
ца способна занимать только два пространствеиных положения, jO) или j 1 ) ,  
означает, что эта частица либо совершает прыжок из одного положения 
в другое, либо стоит на месте. Физическая интуиция дает нам верное пони
мание этого понятия в такой необычной ситуации. Как видим, можно при
писать понятию импульса частицы совершенно определенное понимание, 
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пусть и не сводящееся к одному числу, но тем не менее строгое и коррект
ное в том смысле, что с этим пониманием можно работать дальше. Мы сде
лали это, опираясь на кубитовый формализм, то есть на специальный мате
матический прием.2 Кубитовый формализм, как мы видим, более надежен, 
чем стандартный формализм волновых функций. Он обладает большими 
выразительными возможностями, так как позволяет трактовать операторы 
как конкретные эрмитовы матрицы и, таким образом, явно использовать 
алгебраические приемы. Кубитовая техника более требовательна, чем тра
диционная аналитическая, так как она явно содержит некое зерно разреше
ния конфигурационного пространства. Любой изъян формализма, который 
можно легко скрыть, используя аналитическую технику, становится явным 
при использовании техники кубитов, в чем мы убедимся далее на примере 
квантовой электродинамики. Кроме того, предположение о наличии зерна 
пространствеиного разрешения гораздо ближе к реальности, чем предполо
жение о бесконечной делимости пространства. Ввиду этого, я буду в даль
нейшем стараться применять именно кубитовую запись квантовых объек
тов, не оговаривая этого специально. Рассмотренная нами ситуация вообще 
типична в том смысле, что самым коротким путем к численному резуль
тату является простая манипуляция с математическим объектом; все то, 
что понимают под физической интуицией, обязательно должно сводиться 
к такой манипуляции. Самостоятельное существование некой физической 
интуиции, не оформленной как такая манипуляция, есть верный признак 
отсталости используемой математики. 

Итак, копенгагенская квантовая механика обладает полным арсеналом 
для рассмотрения одной или двух частиц, так как две частицы можно све
сти к одной, выбирая в качестве начала системы координат их общий центр 
масс. Однако в более сложных задачах она неприменима. Трудности на
чинаются уже в формально одночастичных задачах, но содержащих изме
рения, см. пример 2 из 2.4.2. Физически измерение означает взаимодей
ствие рассматриваемой частицы с окружением, состоящим из очень боль
шого числа частиц и потому проявляющего классические свойства. То есть 
фактически задача об измерении не является уже одночастичной задачей. 
Это проявляется в виде так называемой декогерентности, то есть распа
де квантового состояния при контакте его с окружающими частицами, не 
входящими в рассматриваемый ансамбль. 

2 Я предлагаю читателю рассмотреть возможности применения для такой задачи эвристику 
стандартного математического анализа (то есть того, что принято понимать под физической 
интуицией), когда скорость рассматривается как предел Ав/ At, и т. д. 



1 12 ГЛАВА 4 

4.1.3. Тензорные произведения 

Мы подошли к ядру гильбертона формализма квантовой механики -
описанию многочастичных систем с помощью тензорных произведений 
пространств состояний. Эта конструкция символизирует всю мощь класси
ческой математики, поскольку дает возможность предсказать явление, ко
торое уже невозможно строго оnисать с nомощью стандартного nодхода: 
существование заnутанных квантовых состояний. Мы должны тщательно 
изучить формализм тензорных произведений; с этой целью я не только по
местил ниже описание конструкции квантового компьютера, выявляющую 
значение этого формализма, но и посвятил ему приложение к этой книге. 
Важность понимания этой конструкции еще и в том, что именно ее нам 
предстоит существенно модифицировать при nереходе к конструктивной 
квантовой механике, вводя понятие связей, что будет сделано в дальней
шем. 

Ключевой элемент стандартного формализма многочастичной кван
товой механики - взятие тензорного произведения пространств состоя
ний отдельных частиц. Состояние ансамбля нескольких частиц в кванто
вой теории не сводится к набору их квантовых состояний, а принадле
жит тензорному произведению пространств состояний отдельных частиц, 
составляющих данный ансамбль. В этом состоит фундаментальное отли
чие квантовой теории от классической. Пусть 1i1 , 1i2, . . .  , Hn - простран
ства квантовых состояний частиц 1 ,  2 ,  . . .  , n соответственно. Тогда кван
товые состояния ансамбля данных частиц составляют тензорное произве
дение 1i = 1i1 @ 1{2 @ . . .  @ Hn, которое мы сейчас определим. Пусть 
Ь{ , � '  . . . , l{ есть некоторый базис nространства 1ij , j = 1 ,  2,  . . .  , n. Тогда J 
базисом пространства 1{, по определению, будет набор всех формальных 
nроизведений вида 

где знак тензорного nроизведения часто опускается. Например, если у нас 
только два пространства и оба представляют собой состояния кубитов -
первого и второго, то в их произведении базис будет таким: IO) IO) , 10) 1 1) ,  
1 1) 10) , 1 1 ) 1 1 ) . Часто в дираковских обозначениях ) 1  также опускается и пи
шут просто IOO) и т. д. Теперь мы можем отождествить волновую функ
цию вида Ф(r1 , r2 , . . .  , rп) с вектором в тензорном пространстве 1i = = 1i 1 @ 1{2 @ . . .  @ Hn где всевозможные значения r1 принадлежат ба
зису 1{1 , и т. д. Если у нас есть состояния I'Фj )  Е 1ij j = 1 , 2 , . . .  , n, то их 
тензорное произведение I'Ф1 ) @ I'Ф2) @  . . .  @ I'Фп) определяется так: надо 
разложить каждое состояние по базису и перемножить эти записи, считая, 
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что знак тензорного произведения @ обладает всеми свойствами произве
дения, кроме коммутативности, то есть дистрибутивен по отношению к сло
жению и допускает вынесение числового множителя. Такое произведение 
состояний принадлежит тензорному произведению пространств. 

Если AJ : 'Нj --. 'Нj - линейные операторы, мы определим их 
тензорное произведение А = А 1 ® А 2 ® . . . @ А n так: сначала опре
делим этот оператор естественным образом на базисных векторах 'Н, 
А(Ь}1 @ ь;2 ® . . .  @ Ьin ) = А1 (Ь}1 ) @ А2 (Ь;2 ) ® . . .  @ An(ЬiJ, а затем рас-
пространим этот оператор по линейности на все пространство 'Н. 

Не всякий вектор из 1{ имеет вид тензорного произведения векторов 
из отдельных пространств. Например, в случае двух кубитов вектор IOO) + 
+ l l l)  представить в таком виде невозможно. Такие состояние называются 
запутанными, в знак того, что их нельзя свести к комбинации (произведе
нию) отдельных состояний. Именно наличие запутанных состояний делает 
квантовую физику многих частиц принципиально более сложной, чем клас
сическая, где нет такого понятия как запутанность. С другой стороны, запу
танность не имела бы никакого особого смысла, если бы мы представляли 
частицу как точечную, то есть классически. Таким образом, запутанность 
есть удивительное, чисто квантовое явление. В главе 6 мы увидим, что оно 
приводит к макроскопическим следствиям. Таким образом, квантовую ме
ханику нельзя свести к поправкам к классической. Она одна дает нам ключ 
к пониманию наблюдаемой картины мира. 

Если мы работаем с обычной записью волновых функций Ф ( r1 , . . .  , r n) , 
тензорное произведение надо трактовать как обычное произведение 
'Ф1 (r1 )'Ф2 (r2) . . .  'Фп(rп) ·  Смысл математического определения, данного на
ми, состоит в том, что оно действует в кубитовом формализме, который 
полностью адекватен квантовой теории, поскольку включает в себя зер
но пространствеиного разрешения: мы используем это зерно для выбора 
базиса ь{,  . . .  для каждой частицы. Например, мы можем считать, что Ь� 
означает нахождение первой частицы в точке 1, Ь§ - нахождение ее в точ
ке 2, и т. д. При этом зерна для разных частиц могут, вообще говоря, иметь 
разный размер. Также и частица сама по себе может быть целым ансам
блем, состоящим из более мелких частиц, так что ее пространство тоже 
получается как тензорное про изведение, и т. д. 

4.2. Фейнмановские интегралы по путям 

Замечательным принципом квантовой физики является принцип со
ответствия, согласно которому каждой физической величине классической 
физики соответствует в квантовой теории некоторый эрмитов оператор, 
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действующий в пространстве состояний частицы, причем это соответствие 
таково, что для больших действий квантовая динамика полностью перехо
дит в динамику классическую. Без классической физики не может суще
ствовать квантовая - в самом сильном смысле этого слова. Не существует 
«чисто квантовой» теории - она по необходимости должна содержать в се
бе классическую физику, хотя бы потому, что процедура измерения невоз
можна без измерительного устройства, подчиняющегося классическим за
конам. 

Эта невозможность отделить квантовую теорию от классической имеет 
и другой смысл, относящийся к области эвристики. Эвристика в стандарт
ной квантовой теории (а также в обыкновенной физике) есть неформали
зованная система понятий и соглашений, определяющая, как именно мы 
должны применять законы и формулы, чтобы получить результаты, имею
щие физический смысл.3 Классическая эвристика стоит за всеми достиже
ниями квантовой теории, включая квантовую электродинамику. Эта эври
стика основана на понятия точечной частицы; мы уже познакомились с ней 
на примере получения бальмеровской серии для энергии электрона в атоме 
водорода. 

Самый простой вид систем - это такие, которые либо состоят из од
ной частицы, либо сводятся к одной частице в том смысле, что нас вполне 
устраивает приближение их динамики, получающееся с помощью простой 
комбинации одночастичных систем. Примером является одна частица в по
тенциале. Реальный потенциал4 является суммой вкладов от квантов этого 
потенциала - фотонов. Когда мы говорим о частице в потенциале - это 
приближение, основанное на том, что а) фотонов очень много, и б) источ
ник не меняется в результате излучения одного фотона. Второй пример до
ставляет две взаимодействующие частицы с координатами r1 и r2 . Если мы 
снова игнорируем кванты поля, можно ввести новые координаты R = (r1 + 
+r2)/2, r = r1 -r2, и тогда наша система сведется к системе двух независи
мых частиц, то есть к простой комбинации одночастичных. Для трех частиц 
такой трюк уже не пройдет, поэтому случай трех частиц является своего ро
да оселком для проверки всяких гипотез в квантовой информатике. 

В этом параграфе мы рассматриваем системы, сводимые к одночастич-

3Уместна аналогия с юридической системой, в которой наряду с законами имеются еще 
и процедуры применении этих законов. Эта ситуация не зависит от локализации. Это могут 
быть подзаконные акты, или прецеденты, или что-либо еще. Важно то, что этой «добавки» не 
избежать: без нее законы работать не будут. 

4Мьr всегда ведем речь о электромагнитном потенциале. Тем не менее, все сказанное 
о квантовании безусловно справедливо и для всех других потенциалов, включая ядерный 
и гравитационный. Для последнего вопрос лишь в том, чтобы правильно «разбиты> наблю
даемое поле на кванты. 
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ным. Для таких систем в квантовом случае справедлива классическая эври
стика, позволяющая переформулировать все выводы квантовой физики на 
языке, близком к классическому (далее мы называем такой язык квазиклас
сическим). Это позволяет нам использовать такие обороты как «траекто
рия>>, «при движении частицы по данной траектории», «вклады от разных 
траекторий», и т. п., несмотря на то, что в формализме волновых функций 
нет никаких траекторий и никаких вкладов. Эта могучая эвристика стоит за 
всеми достижениями квантовой теории, достигнутыми к настоящему вре
мени. Более того, при планируемой нами конструктивизации физики нам 
придется в любом случае заниматься этой эвристикой, поскольку никакой 
другой у нас просто нет. Первый шаг на этом пути сделал Р. Фейнман, сфор
мулировавший квантовую механику на языке так называемых интегралов 
по траекториям. 

Идея этого языка очень проста. Рассмотрим движение квантовой ча
стицы из точки 1 в точку 2. Это движение может осуществляться раз
ными способами, то есть по разным траекториям.  Допустим, у нас есть 
некий алгоритм, позволяющий для данной траектории 'У определять чис
ло А( "f), а для разных таких чисел А1 , А2 , . . .  , Ah определять их результат 
К(А1 ,  А2 , . . . , Ah), являющийся числом. Тогда чем больше модуль IKI ,  тем 
вероятнее, что квантовая частица, первоначально находившаяся в точке 1 ,  
переместител именно в точку 2, а не в какую-либо другую. Эта идея не 
содержит никаких чисел, а только оценки, но она указывает некую алго
ритмическую схему, которая позволяет дать очень грубый ответ на вопрос: 
куда попадет частица, находившаяся в точке 1 ?  Из этой схемы мы может 
сделать принципиальный вывод о том, что квантовая частица должна рас
сматриваться не как одна точка, путешествующая по пространству, а как 
набор точек, у каждой из которого имеется своя собственная траектория. 
Эти точки совершенно равноправны с точки зрения того, что каждая из 
них равным образом представляет исходную квантовую частицу, что дает 
нам право называть их экземплярами данной частицы. 

Можно было бы уподобить квантовую частицу целой галактике, звез
ды которой и являются ее экземплярами. Но проведение такой аналогии 
требует некоторых усилий при описании взаимодействий. Для метода кол
лективного поведения эта аналогия будет видна из главы 5 .  

Такая ситуация влияет на смешанное рассмотрение систем нескольких 
частиц по методу Борна-Оппенгеймера. В этом методе ядра атомов, как 
тяжелые частицы, рассматриваются в рамках классической физики, а элек
троны - как квантовые объекть1. 

Ввиду вышесказанного я буду называть такой ансамбль экземпляров 
квантовой частицы роем, для того чтобы подчеркнуть его необычный ха-
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рактер, при котором любой из экземпляров является полноправным пред
ставителем всего роя. Здесь сразу же возникает вопрос: что заставляет эк
земпляры держаться вместе и что произойдет, если какой-либо экземпляр 
удалится слишком далеко от основной части роя? Ответ на такой вопрос 
требует от нас признания экземпляров неуничтожимыми и явного механиз
ма возврата в рой слишком удалившихся экземпляров, что будет обсуждать
ся в главе 5. 

Было бы логично рассматривать каждый экземпляр как неуничтожи
мый, то есть приписывать каждому экземпляру частицы ее собственную 
историю. Мы вернемся к этому тезису позже. А пока будем считать экзем
пляры лишь вспомогательным инструментом для описания волновой функ
ции Ф и заново переопределять эти экземпляры через короткий промежу
ток времени дt, исходя из волновой функции Ф(t) . Такой рой мы называем 
волновым в знак того, что у его экземпляров будет история, только ограни
ченная длительностью времени Jt. Наша схема тогда будет выглядеть как 
итерация трех основных шагов: 

• расчет волновой функции на основе состояния всех экземпляров вол
нового роя, 

• новое определение экземпляров волнового роя, 

• свободный полет экземпляров и изменение их амплитуд. 

Чему в точности равна вероятность перехода 1 ____, 2? Этот вопрос тесно 
связан с тем, как взаимодействуют друг с другом экземпляры роя. Ответ на 
него известен: вероятность равна квадрату модуля величины К, и в даль
нейшем мы установим, почему это должно быть именно так. Поскольку 
мы не связаны здесь необходимостью рассматривать историю каждого эк
земпляра и считать экземпляры неуничтожимыми, мы будем считать, что 
каждый экземпляр является носителем некоего специального комплексного 
числа, которое связано с этим экземпляром и называется его амплитудой. 
Для уточнения деталей этой схемы надо определить, что означают выра
жения К(А1 , А2 , . . •  , Ah) и А('у). Первое выражение мы определим просто 
как сумму 

Второе определим как 

h 
K(A1 , A2 ,  . . . , Ah) = l.: Aj ·  

j=l 
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где А - некая константа, а S[l'] есть действие вдоль траектории /', опреде-
ляемое как t2 

S[l'] = j L(xt , х, t)dt, 
tl 

где лаrранжиан рассматриваемой системы есть L = Ekin - Epot, разность 
кинетической и потенциальной энергии. 

Таким образом, функция К является комплекснозначной и ее можно 
выразить следующей формулой: 

К(2 , 1) = j j ехр (*s[l']) D/', 

Т(2, 1) 
(4. 10) 

где интеrрирование по D/' означает суммирование по множеству всех тра
екторий Т(2, 1 ) , ведущих от точки 1 к точке 2. Тогда волновая функция 
в момент времени t2 может быть выражена через волновую функцию в мо
мент времени t1 по формуле 

Чi(х2 , t2) = J К(х2 , t2 ; Х1 , t1)Чi(x1 , t1)dx1 (4.11) 
Х! 

для любых t1 , t2 , x2 . Здесь точка 1 имеет координаты x1 , t1 , точка 2 - ко
ординаты х2, t2. Формула (4. 1 1 ) выражает тот факт, что волновая функция 
является той величиной, квадрат которой представляет собой вероятность 
обнаружения частицы в данной точке, и эта величина в случае, если ча
стица первоначально находилась в точке 1 ,  в точности равна величине К 
(в этом случае мы просто получаем справа действие дельта-функции на 
волновую функцию, что непосредственно дает требуемое). Формула (4. 1 0) 
формализует правило вычисления величины К, данное нами выше. 

Резюмируя все вышесказанное, мы можем определить все три пунк
та шага эволюции волнового роя. Вычисление волновой функции в данной 
точке есть суммирование амплитуд всех экземпляров роя, попавших в неко
торый куб с центром в данной точке. Переопределение экземпляров волно
вого роя сводится к тому, чтобы разбить значение волновой функции в дан
ном кубике на много одинаковых частей, то есть представить в виде па, где 
натуральное n велико, и создать n новых экземпляров, при этом приписав 
каждому из этих экземпляров случайную скорость из равномерного распре
деления в векотором большом кубе. Наконец, свободный полет экземпляров 
осуществляется по закону Галилея, причем амплитуда каждого экземпляра 
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iAS 
при этом полете умножается на е h , где д.S есть действие этого эк
земпляра вдоль прямолинейной траектории при фиксированном времени бt 
его полета. Из соображений упрощения вычислений можно считать, что а 
для всех точек одинаково, а n = n(x) пропорционально IФ (x) l в данной 
точке х. 

Убедимся, что формализм интегралов по пуrям эквивалентен стандарт
ному. Для этого, следуя [ 1 9],  найдем значение волновой функции, опреде
ленной согласно ( 4. 1 1  ), в следующий по времени момент. Нам надо как
то явно представить ядро К. Мы предположим, что для малых значений 
промежутка времени Е существует только один путь вида 1 ----> 2, так что 
интеграция в (4. 1 0) сводится только к одному слагаемому. Этот прием нуж
дается в обоснованиях с точки зрения стандартной математики, в конструк
тивной же он совершенно законен, так как если мы ограничим зерно про
странствеиного разрешения некоторым пределом, все пуrи станут ломаны
ми с конечными звеньями, являющимися отрезками прямых, и мы получим 
то, что мы хотим. Аналогично, можно считать, что действие равно произ
ведению Е на лагранжиан, взятый в некоторой промежуточной точке. Тогда 
мы имеем 

Ф(х, t + Е) = � J ехр ( � L ( х � у , х ; у) ) Ф(у, t)dy. (4.12) 
R 

Подставим сюда L = mxt /2 - V(x, t) и у = х + б, что дает 

Ф(х, t + Е) =  J � ехр ( i�:2) ехр ( -*V(x + б/2, t)) Ф(х + б, t)dб. 
R 

(4.13) 
Мы видим, что наибольший вклад получается при б порядка �- То 
есть если мы будем раскладывать Ф по степеням Е, оставляя члены только 
первого порядка, то мы должны сохранять члены второго порядка по б. 
Тогда с указанной точностью получаем 

Ф(х, t) + Е�� =  J � eimб2 12h• [ 1 - *V(x, t)] [ Ф(х, t) + б�: + б;�:;] dб, 
R 

откуда в нашем приближении, учитьтая известное равенство 

f eim82 /2h'dб = 
R 

( ) 
1/2 2�hE ' 

(4.14) 

(4.15) 



4.2. ФЕЙНМАНОБСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ ПО ПУТЯМ 

имеем 
( ) 1/2 

А =  2n�ht 

Теперь, применяя известный интеграл 

мы получаем 

J .leimб2 /2h<(j2 = iht 
А m '  

R 

откуда непосредственно вытекает уравнение Шредингера. 

1 1 9  

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

Метод интегралов по путям, таким образом, является версией стан
дартной квантовой механики. Его практическое применение предполагает 
достаточно виртуозные вычисления с интегралами и алгеброй, но он да
ет некий новый взгляд на квантовую теорию по сравнению с уравнением 
Шредингера, хотя и является совершенно эквивалентным подходом. Напри
мер, можно рассчитать ядро для частицы в различных полях (см. [ 19]); для 
свободной частицы оно будет иметь вид 

К(х, t, О, О) = ( 2�ht) 
-1/2 

eimx2 /2ht (4.19) 

из чего можно сделать вывод о движении частиц (экземпляров частипы), 
находЯщихся в точке с координатой х со скоростью v = х 1 t, что в точно
сти соответствует классической картине разлета экземпляров при «взрыве» 
первоначально находившейся в начале координат частицы. 

С помощью траекторного метода можно также получить соотношение 
неопределенности координата-импульс, если рассмотреть прохождение ча
стицы через узкую щель шириной 2Ь. Несколько громоздкие вычисления 
ядра для прошедшей через щель частицы (см. [ 19], стр. 63-64) показывают, 
что после прохождения через щель носитель волновой функции частицы 
получает уширение ht 1 mb, что означает приобретение этой частипей до
полнительной неопределенности в импульсе, численно равной hl Ь, откуда 
мы получаем соотношение неопределенности Бора-Гейзенберга: 

8р8х = 2h. (4.20) 
Итак, в формализме интегралов по путям понятие экземпляра играет 

вторичную роль, поскольку экземпляр реальной квантовой частицы сохра
няет собственную историю только в течение промежутка времени бt. Глав
ную роль здесь играет волновая функция, которая фактически и определяет, 
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сколько и каких экземпляров должно быть создано в каждом кубике про
странства. Тем не менее, именно свободное движение экземпляров является 
тем шагом эволюции, который создает унитарую квантовую динамику. Вто
рмчиость понятия экземпляра волнового роя видна из того, что плотность 
экземпляров такого роя пропорциональна модулю волновой функции, а не 
ее квадрату. То есть плотность экземпляров в волновом рое не есть плот
ность вероятности обнаружить в данной точке реальную частицу. Именно 
с этим связана кратковременность истории каждого экземпляра роя, то есть 
отсутствие у экземпляров динамических характеристик; масса экземпляра 
(в этом подходе равная массе реальной частицы) входит только в эволю
цию его амплитуды - через действие. Несмотря на эфемерность экземпля
ров волнового роя, их применевне сразу многое дает. В частности, мы мо
жем с помощью интегралов по траекториям сформулировать критерий для 
определения, какой механикой следует пользоваться для данной частицы -
квантовой или классической. 

Действительно, рассмотрим переход от точки 1 к точке 2 по двум тра
екториям: "fcl - траектории, являющейся решением уравнения классиче
ской махапики для данной частицы, и "'noncl - пекоторой другой траекто
рии. Не ограничивая общность, можно считать, что экземпляры сохраняют 
свою историю при путешествии от точки 1 к точке 2, то есть эти точки до
статочно близки друг к другу. Сравним два вклада в волновую функцию: 1)  
вклад от амплитуд экземпляров, двигавшихся по путям, близким к "fcl , и 2) 
вклад экземпляров, двигавшихся по путям, близким к "fnoncl · Обозначим их 
через Kcz и Knoncl соответственно. Пусть Bcz есть действие частицы вдоль 
классической траектории ее движения. Предположим, что 

(4.21) 
Мы можем считать, что изменение действия по порядку величины равно 
самому действию, если траектория имеет достаточно общую форму. По-

бS[г] скольку классическая траектрия "'cl является решением уравнения h = 

= О  (принцип наименьшего действия), то изменение фазы на всех траекто
риях, близких к "/cl , будет небольшим. Изменение же фазы на траекториях, 
близких к "fnoncl , будет большим, в силу неравенства ( 4.21 ), так как здесь не 

бS[г] выполняется равенство h = О. Это значит, что вклад Кс1 по абсолютной 

величине будет намного превышать вклад Knoncl , из-за того, что в первом 
вкладе складываться будут величины с примерно равными фазами, тогда 
как во втором - с разными. Мы получаем, что вся амплитуда сосредоточе-
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на вдоль классического пути частицы, то есть она ведет себя как классиче
ская частица. Если же (4.21) не выполняется, ситуация изменится, и вклад 
Knoncl сможет конкурировать с Кс1 , то есть реальная частица уже не будет 
двигаться только по классической траектории и будет проявлять кванто
вые свойства (например, интерферировать при проходе через щели и т. п.) 
Таким образом, можно считать, что неравенство ( 4.2 1) является критерием 
применимости классической механики. Отметим, что малость действия мо
жет достигаться за счет малого веса частицы, малой скорости или малого 
времени. Даже массивные частицы, двигающиеся медленно или рассмот
ренные в течение очень короткого времени, проявляют квантовые свойства. 
При практическом описании промежуток времени Jt выбирается с тем рас
четом, чтобы получилась содержательная общая картина (а не только кар
тина динамики изолированной частицы). Поэтому, например, электроны, 
как правило, задаются не в виде точечных объектов, а в виде волновой 
функции, тогда как ядра рассматриваются классически. Это описание на
зывают моделью Борна-Оппенгеймера. Оно удобно для таких задач, как 
атомная физика, где предметом является состояние многих электронов, или 
молекулярная динамика, где исследуются растяжения и вращения молекул. 
Однако это представление совершенно не приспособлено, например, к опи
санию химических реакций, где принципиальную роль играет как раз кван
товый характер движения ядер. Вообще, в течение одной и той же реакции, 
как правило, возникает необходимость как классического, так и квантово
го рассмотрения реагентов, и модель Борна-Оппенгеймера принимается, 
в основном, из-за ее простоты, основанной на большой (2 000 раз) разнице 
масс электрона и самого легкого атомного ядра-протона. 

Интегралы по путям являются важным приемом, показывающим необ
ходимость эвристики роя экземпляров мы будем использовать и развивать 
эту эвристику дальше. 

4.3. Формализм многочастичной нерелятивистской 
квантовой теории 

Целью квантовой теории является, в конечном счете, объяснение на
блюдаемой динамики сложных систем, вообще говоря, имеющих макро
скопические размеры. Путь к этому лежит через теорию атомов и молекул, 
поскольку их поведение (как нам представляется) должно иметь более про
стое объяснение. Надо прямо сказать, что мы фактически еще не имеем 
теории многочастичных систем, в которой вполне были бы учтены кванто
вые эффекты, и прежде всего - запутанность квантовых состояний многих 
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частиц, которые надежно детектируются в многочисленных экспериментах, 
как для фотонов, так и для массивных частиц типа достаточно сложных мо
лекул. Мы надеемся продвинуться в этом направлении с помощью аппарата 
конструктивной физики. 

Квантовый формализм для многих частиц основан на простом алгеб
раическом рассуждении, которое состоит в том, что если для описания од
ночастицной системы мы применяем волновую функцию от одного аргу
мента (координаты частицы и времени), то для описания системы n частиц 
мы должны применять волновую функцию от n переменных - координат 
этих частиц и (общего для всех) времени: 

(4.22) 
Общность времени является следствием нерелятивистскоrо подхода, 

при котором есть абсолютное время, что дает возможность рассматривать 
эволюцию системы, подставляя в волновую функцию последовательные 
значения параметра времени t = t0 , t1 , t2 , . . . .  

При этом подразумевается, что координата х j ,  являющаяся просто кон
кретной точкой конфигурационного пространства (например, для частицы 
в трехмерном пространстве без спина Xj Е R3), в которой находится части
ца j .  Таким образом, мы подразумеваем уже самой этой записью волновой 
функции возможность различения частиц, например, по их размещению 
в пространстве. 

Алгебраическое представление (4.22) состояния системы n частиц ком
пактно и красиво для его формальной записи. С его помощью можно очень 
просто доказывать разные хорошие и красивые свойства операторов, и вы
текающие из них свойства решений уравнений, которым удовлетворяет та
кая функция.5 

Но алгебраическое представление (4.22) также таит в себе и серьез
нейший недостаток. Этот дефект имеет разные проявления, например, он 
не позволяет вести вычисления таких функций для хоть сколько-нибудь 
значительных систем, например, из 1 О частиц. Этот сложиостной барьер 
принципиален, и мы еще вернемся к его обсуждению. Но еще более явный 
дефект алгебраического представления состояния (4.22) заключается в том, 
что оно не дает нам возможности применять в квантовой физике естествен
ную эвристику, о которой я говорил в предыдущем параграфе и без которой 
мы не сможем проникнуть в многочастичный квантовый мир. 

5Например, если функция (4.22) обладает nри t = О свойством антисимметричности или 
симметричности по координатам частиц и ямяется к тому же решением уравнения Шредин
гера, то и в любой другой момент времени t > О она также будет удометворять тем же самым 
условиям симметричности или антисимметричности. 
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Эвристика, соответствующая функции (4.22), может состоять толь
ко в том, что отдельные экземпляры роев, соответствующих частицам 
1 ,  2,  . . .  , n, объединяются в кортеж, и волновая функция как раз и опре
деляет распределение таких кортежей. Назначение эвристики состоит в на
хождении идей для построении эффективных алгоритмов моделирования. 
В данном случае ее назначение в том, чтобы достигнуть радикального ме
тода экономии вычислительных ресурсов, нужных для работы с объектами 
типа (4.22). Это означает, что мы должны каким-то образом мотивировать, 
почему тот или иной экземпляр включается в этот, а не в иной кортеж. 
Такая эвристика не может быть сведена к одночастичному случаю, изу
ченному нами выше. Эту эвристику я буду называть многочастичной. Она 
должна помочь прояснить происходящее в сложных системах, в том чис
ле и возможности существования фундаментальных феноменов, связанных 
с такими системами и пока скрытых от нас. Этой эвристики в полном объ
еме у нас пока нет, но есть ее отдельные элементы, которыми мы будем 
заниматься в следующей главе. Стандартная же квантовая теория предлага
ет нам в многочастичном случае полагаться только на стандартный форма
лизм объектов типа ( 4.22), который мы сейчас и изучим. При этом нам надо 
иметь в виду, что из-за полного отсутствия в стандартной квантовой тео
рии какой бы то ни было многочастичной эвристики вообще, стандартный 
формализм становится гораздо более шатким основанием, по сравнению 
с одночастичным случаем, разобранным нами выше. Поэтому не следует 
думать, что многочастичная квантовая теория дает ответы на возникающие 
вопросы хотя бы в первом приближении так же надежно, как это было 
в случае одной частицы. 

Квантовая теория удовлетворительно объясняет поведение одной ча
стицы или небольтого числа частиц, если внешние условия такой системы 
являются стабильными и простыми. Эти методы немногих частиц бьши 
разработаны в первой половине Х:Х века, и все многочастичные системы, 
которые рассматривались с тех пор с точки зрения квантовой теории, изу
чались исключительно с применением, по существу, одночастичных прие
мов. При этом отдельные частицы, входящие в гигантские ансамбли (на
пример, газ из отдельных атомов или кристаллическая решетка), рассмат
ривались как изолированные частицы, находящиеся под действием общего 
потенциала, создаваемого всеми другими частицами. Это, однако, являет
ся не квантовым, а полуклассическим путем. Типичным примером такого 
подхода является статистическая квантовая теория, использующая понятие 
квантовых состояний отдельных атомов при вычислении термодинамиче
ских характеристик газа. Другим примером служит квантовая теория твер
дых тел. Квантовая теория жидкостей тоже существует, но в ней несколько 
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больше открытых проблем. Еще менее детально разработанной является 
квантовая теория фазовых переходов или химических реакпий. Таким же 
образом квантовая механика работает в области молекулярного моделиро
вания. Например, при изучении конформации полипептидов она применя
ется для определения констант связи между отдельными аминокислотными 
звеньями, а дальше применяются исключительно классические методы. На
конец, для сложных систем вроде биомолекул или для динамических задач 
типа химических реакций квантовая теория вообще не применяется, если 
не считать расчета стационарных состояний и тривиальных утверждений 
о том, что в динамических процессах она работает, а как, мы пока точно не 
знаем, потому что все упирается в электродинамику, а это сразу вызывает 
большие вычислительные трудности. 

Гильбертов формализм многочастичной квантовой теории фактически 
является развернутой программой исследования многочастичных систем, 
которую мы здесь и собираемся обсудить более детально, чем это делает
ся в стандартных курсах по квантовой механике. В частности, мы обсудим 
проблему квантового компьютера, которая является, в сущности, сердце
виной этой программы. Мы также рассмотрим интерпретации эксперимен
тальных данных в этой области, фундаментальное явление декогерентности 
и его модель в стандартном формализме. В заключение мы резюмируем те 
практические рецепты, которые дает этот путь для разработки теории мно
гочастичных систем. 

4.4. Унитарная динамика и измерения 

Самой фундаментальной особенностью квантовой теории является 
двойственное описание динамики любого объекта, подразделяющейся на 
два совершенно особых типа: унитарная динамика и измерения. Эта осо
бенность настолько фундаментальна, что, по-видимому, должна быть в той 
или иной форме сохранена для любого нового подхода к квантовой тео
рии и даже для любой другой теории, которая может когда-либо в будущем 
прийти ей на смену. 6 

Рассмотрим эти два вида динамики отдельно. 
Унитарная динамика. Считается, что возможные состояния I Ф) кван

товой системы образуют некое гильбертово пространство состояний 1t, так 
что изменение любого состояния во времени при переходе от момента t0 

6Это в полной мере относится и к алгоритмике, где модель разделена на пользовательскую 
и административную части, хотя здесь нет прямого соответствия с унитарными эвотоциями 
и измерениями. 
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к моменту t1 задается унитарным оператором 

(4.23) 
Можно еще детализировать это утверждение, сказав, что этот оператор име

ет вид И =  exp(-kH(t1 - to)) ,  где Н называется гамильтонианом данной 

системы, и равен оператору ее полной энергии (зависящей от самой этой 
системы и от внешних потенциалов), что является просто переформули
ровкой того обстоятельства, что эволюция конкретного состояния 1 Ф ( t)) 
определяется уравнением Шредингера. Принципиальным в этой аксиоме 
квантовой теории является то, что если бы мы взяли вместо IФ) любое 
другое состояние 1 Ф 1 ) в пространстве Н. и поставили бы его в те же са
мые условия, что и IФ) ,  то мы бы получили результат применения того же 
самого оператора Иt0,t1 •  

Как это утверждение можно проверить? Для этого есть единственный 
путь: надо брать всевозможные состояния IФ) в качестве начальных со
стояний и подвергать их действию тех же самых потенциалов, чтобы по
смотреть на результат их эволюции. После этого надо каким-то образом 
сравнить результаты их эволюций, то есть состояния вида Иt0 ,t, IФ) ,  чтобы 
сделать вывод о том, насколько эта аксиома верна. 

Но для этого совершенно необходимо сравнивать между собой кван
товые состояния. Оказывается, этого нельзя сделать только с помощью 
унитарной эволюции. Для этого необходим совершенно другой вид эво
люции квантовых систем, называемый измерением. Таким образом, даже 
само определение упитарности эволюции ровным счетом ничего не озна
чает до тех пор, пока мы не применили к нашей системе измерение. Этот 
принципиальный факт говорит о том, что не существует чисто квантовой 
механики, которая бы не опиралась на классическую механику, опи
сывающую процесс измерения. 

Измерения. Зафиксируем не который базис НФ1) ,  . . .  , 1 'Фп) } в про
странстве Н., о котором будем считать, что он ортонормирован. Тогда изме
рением в этом базисе называется случайная величина, примимающая значе
ния I'Фj ) с вероятностями I ('Фj iФ) I 2 . Это и есть правило Борна вычисления 
квантовых вероятностей, которое в стандартном формализме примимается 
как аксиома. Нет никакого иного способа извлечь информацию о квантовом 
состоянии, кроме как подвергнуть его процедуре измерения. Единственный 
выбор при этом заключается в выборе базиса 1-фj) - он зависит от экспе
риментальной установки, на которой проводится измерение. Чаще всего 
выбирают измерение каких-либо дополнительных величин, например, ко-
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ординаты (и тогда говорят о координатном базисе в пространстве состоя
ний) либо импульса (и тогда говорят об импульсном базисе в пространстве 
состояний). Измерить же одновременно и координату, и импульс невозмож
но в том смысле, что не существует ортанормированного базиса, объеди
няющего векторы из двух различных ортанормированных базисов одного 
пространства. 

Физически измерение означает контакт изучаемой системы с некото
рым классическим объектом, состоящим из множества частиц, так что уни
тарный характер квантовой динамики при таком процессе совершенно те
ряется и от него остаются только вероятности. Поскольку измерение есть 
единственная возможность что-то узнать про состояние квантовой систе
мы, для того чтобы пользоваться квантовой теорией, абсолютно необходима 
классическая физика. 

Из этих двух постулатов квантовой теории можно сделать очень се
рьезное заключение. Утверждение об упитарности квантовой эволюции ка
сается не одной отдельно взятой эволюции, а огромного числа однотипных 
экспериментов, при которых только после статистической обработки их ре
зультатов будут видны такие свойства как линейность, сохранение норм 
векторов и т. д. При этом для обработки даже единичного эксперимента 
(одной эволюции) необходимо привnекать принципиально многочастичные 
системы, к которым мы уже не сможем применять квантовой механики, 
а будем вынуждены пользоваться механикой классической, чтобы опре
делить, какой же исход измерения в действительности произошел: l'!/111 ) 
или l'!/112 ) .  Если мы по каким-либо причинам не можем обеспечить иден
тичности условий экспериментов (включая совпадающую настройку ап
паратуры для разных экспериментов и вообще возможность пользоваться 
макроскопическими приборами для измерения), утверждения о квантовом 
характере эволюции теряют всякий смысл. 7 

Таким образом, квантовая теория для самого своего существования 
требует наличия многочастичных систем и возможности непосредственно 
вовлекать их в эксперимент. При этом мы должны одновременно иметь 
много частиц (макроскопический прибор) для измерения состояния, а так
же много частиц для выбора их в качестве измеряемой квантовой системы, 
чье состояние I Ф) мы изучаем. Сколько времени займет процедура изме
рения? Если предположить, что частицы одного типа идентичны, можно 
произвести одновременно очень много экспериментов (как это и делается 
в статистической квантовой теории). Можно напрямую проверить аксио
му об идентичности элементарных частиц, имеющих одинаковый тип. Для 

7В главе 6 мы еще коснемся этой проблемы. 
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этого надо произвести множество последовательных экспериментов над од
ной и той же частицей. Современные приборы, такие как сканирующий 
туннельный микроскоп, позволяют адресоваться непосредственно к инди
видуальным атомам, поэтому для постановки такого рода экспериментов 
нет принципиальных трудностей, кроме времени. 

4.5. Многомировая картина квантовой теории 

Гильбертов формализм является основой математического аппарата 
квантовой теории. Первым следствием этого формализма является прин
цип суперпозиции, то есть возможность совершать линейные операции над 
векторами состояний. Вторым важнейшим следствием этого формализма 
является метод рассмотрения многочастичных ансамблей, который называ
ется многомировой картиной квантовой механики Эверетта. Многомировая 
картина квантовой механики8 состоит в следующем. У всей Вселенной есть 
некоторая волновая функция 

IФglobal ) · (4.24) 
Эта функция зависит от координат всех частиц во Вселенной и в точности 
определяет ее состояние. В дальнейшем, при изучении формализма КЭД, 
мы поймем, что IФglobal ) должна также зависеть и от времен, которые, во
обще говоря, могут быть различными для всех частиц. Однако если части
ЦЬI взаимодействуют между собой, то время у них должно быть одно и то 
же. Мы покажем это ниже, а пока примем без доказательства. Тогда мы 
можем написать для волновой функции Вселенной представление вида 

(4.25) 

где через индекс обозначен так называемый «мир», то есть максималь
ный набор частиц, которые или взаимодействовали когда-либо в прошлом, 
или будут взаимодействовать когда-либо в будущем. Индекс мира принима
ет значения из некоторого множества Т. При этом у разных миров разное 
значение времени t_ , и потому миры «не пересекаются». Поэтому запись 
волновой функции Вселенной в виде (4.25) носит декоративный характер. 
В стандартном формализме, основанном на классической математике, ми
ры не могут переходить друг в друга и вообще как-либо взаимодействовать 

8Ее часто называют многомировой интерпретацией, хотя это не совсем точный термин. 
Многомировая картина является неотьемлемым свойством гильбертона формализма, и потому 
не может зависеть ни от какой интерпретации. 
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друг с другом, именно потому, что у них разное время t_ и, следователь
но, не пересекающиеся базисные состояния.9 История каждого мира - это 
результат группировки в ( 4.25) слагаемых с одинаковым значением време
ни t_ . Предположим, что мы приписываем параметру t_ физический смысл 
времени. Тогда важна структура множества Т. Если это линейно упоря
доченное множество, то мы получаем детерминистическую картину, при 
которой в каждый момент имеется волновая функция Вселенной, и следу
ющее состояние ее предопределено полностью. Такая картина лишает нас 
всякой возможности влиять на собьпия, и потому находится за предела
ми любой разумной человеческой деятельности. Таким образом, нам надо 
считать, что Т - множество с непалной упорядоченностью. Самое есте
ственное - это множество с древовидной структурой. Именно так считает
ся в стандартной квантовой теории. Тогда в некоторые моменты возможна 
«развилка» в эволюции Вселенной, так что один из «миров» эволюциони
рует по одному пути, а другой - по другому. Поскольку унитарная эво
люция детерминистична на уровне волновых функций, мы должны сделать 
вывод о том, что развилка связана только с разными возможными результа
тами измерения одного и того же состояния. Если во Вселенной несколько 
«наблюдателей», то каждый из них, конечно, не может определить, его ли 
собственное поведение (инициация измерения) было причиной данной раз
вилки, или поведение какого-либо другого «наблюдателя», и более того, он 
не может детектировать наличие других наблюдателей до того момента, как 
они обменяются информацией напрямую. То есть мы имеем возможность 
определить, что развилка имела место с большой вероятностью, собирая 
статистику многих состояний и выявив, что динамика по времени не явля
ется унитарной. На самом деле развилки происходят постоянно, составляя 
то явление, которое называется декоrерентностью. 

В результате измерения может произойти превращение вектора состоя
ния Вселенной в различные новые векторы состояния - в каждый со своей 
вероятностью. Эти новые состояния и будут различными мирами. Посколь
ку измерение системы подразумевает контакт этой системы с какой-то боль
шей системой, называемой измерительным устройством, то в канонической 
квантовой механике мы приходим к необходимости ввести в рассмотрение 
нечто большее, чем Вселенная. Например, это может быть некая невеще
ственная сущность, вроде Сознания, и т. п. Если считать эту сущность тоже 
вещественной, то нам пришлось бы расширить Вселенную, включив в нее 
эту сущность, и все повторилось бы снова. То есть надо считать, что изме-

9В дальнейшем (см. rnaвy 6) мы будем считать, что время одинаково, так что миры будут 
взаимодействовать по квантовому поведению отдельных частиц, как и полагается в нереляти
вистской квантовой теории. 
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ритель носит не вещественный характер, а это означает, что он находится 
за пределами научного познания, и мы никогда не сможем распространить 
на окружающий нас мир научное знание. Можно было бы возразить, что 
Вселенная бесконечна и мы всегда можем представить себе, что есть некая 
часть, находящаяся за пределами нашего восприятия, и т. д. Этот ход не 
ведет ни к каким формальным противоречиям, но содержит богатые воз
можности для сомнительных манипуляций.10 

Единственный разумный выход из этого положения состоит в том, что
бы условиться о главном: 

• декогерентность есть свойство самой системы, а не ее контакта с окру
жением, 

• эволюция вектора состояния в каждом мире должна описываться в точ
ных терминах, то есть без привлечения невешественных сущностей, 

• различные миры существуют только в административной части модели 
и служат исключительно целям отладки основного сценария, который 
мы и наблюдаем в эксперименте. 

Случайные факторы, наблюдаемые нами, являются следствием работы 
административной части модели и не доступны для пользователей в силу 
конструкции этой модели. В конечном счете случайности должны фактори
зовываться, так чтобы окончательный результат от них не зависел. Приняв 
эти положения, мы можем продвигаться дальше, по пути физического кон
структивизма. 

4.6. Квантовый компьютер 

В этом параграфе мы опишем фундаментальный прибор, существова
ние которого прямо вытекает из рассмотрения многочастичного гильбер
тона формализма в рамках классической математики и который, в случае 
если такое рассмотрение адекватно описывает реальные квантовые систе
мы, позволяет решать ряд вычислительных задач принципиально быстрее 
классического компьютера. Это устройство называется квантовым компью
тером. Ограниченный квантовый компьютер (на нескольких кубитах) уже 
построен на различных технологиях. 1 1  Главный вопрос, связанный с КК, 
состоит в том, насколько КК можно масштабировать по памяти. 

10Вроде парадокса самоубийцы, у которого всегда должна случиться осечка, так как он 
живет только в том мире, где она произошла, в других его просто нет, и т. д. 

1 1  Ядерно-магнитный резонанс, джозефсонавекие переходы и ионы в ловушке. 
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Вопрос о физике квантовых компьютеров неизбежно приводит нас 
к необходимости изучения многочастичных квантовых явлений и, сле
довательно, к конструктивизации квантовой теории. 

В этой главе дано краткое описание общей схемы квантового компью
тера и квантовых вычислений. Ввиду важности теории квантового компью
тера для нашей цели я даю в приложении более развернутое описание кван
товых вычислений. О физических аспектах квантовых компьютеров можно 
прочесть в (5 1] .  

4.6.1. Идея квантового компьютера 

Дадим сначала общую идею квантового компьютера. Представим се
бе, что нам нужно найти некое нензвестное натуральное число / lt) ·  Рас
смотрим гильбертоно пространство состояний квантовой системы с бази
сом /0) ,  / 1) , . . .  , jN - 1) , так что lt содержится среди чисел О, 1 ,  . . .  , N - 1 .  
Приготовим квантовое состояние вида 

N- 1 
jб) = Ги � jj) , (4.26) 

в котором все амплитуды одинаковы. Вероятность найти неизвестное чис
ло, измеряя jб), равна 1/ N что эквивалентно прямому перебору. 

Теперь допустим, что исходя из той информации, которая у нас есть 
о неизвестном числе lt, мы можем построить некоторую унитарную эво
люцию Иt квантового состояния нашей системы jФ (t)) ,  где \Ф(О)) = \0), 
так что \Ф(t)) = Иt \ Ф(О) ) .  Например, зто может быть эволюция под дей
ствием постоянного гамильтонпапа Н = const, и тогда Иt = ехр( -iHt/h), 
или гамильтонпаи будет зависеть от времени и тогда данную экспоненту 
надо понимать в смысле хронологической экспоненты. Выбор гамильтонп
апа есть вопрос управления квантовым компьютером, и он осуществляется 
классической системой, например, лазерными импульсами или напряжени
ем на электродах. Тогда эволюция квантового состояния нашей системы 
дает нам в каждый момент времени состояние 

N-1 
jФ(t)) = L Лj (t) jj) ' 

j=O 

где комплексные числа Л1 (t) зависят от времени t. Если мы подвергнем зто 
состояние измерению, мы получим искомое нами число lt с вероятностью 
/ Л!, \2 согласно правилу Борна. 
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Предположим, что мы выбрали эволюцию нашей системы таким об
разом, что функция /Лtt /2 принимает значение, близкое к 1 , за время Tqua 
(см. рис. 4.1  ). Пусть Тсlаээ есть время нахождения неизвестного числа lt 
на классическом компьютере. Если Tqua < Tcla88 , мы говорим, что име
ет место квантовое ускорение данного классического алгоритма поиска lt. 
Действительно, если мы создадим устройство, реализующее данную эво
люцию, и произведем измерение состояния нашей системы в момент вре
мени Tqua, мы получим искомый результат lt с большой вероятностью за 
время Tqua, то есть быстрее, чем если бы мы искали lt на классическом 
компьютере. 

1 

О Tout Т 
Рис. 4. 1 .  Квантовое вычисление 

Способ задания эволюции Иt называется управлением квантовым ком
пьютером. Управление осуществляется классическим устройством, которое 
действует, вообще говоря, не зависимо от квантового состояния. В конце 
эволюции, которая еще называется вычислением на квантовом компьюте
ре, происходит измерение заключительного квантового состояния, что и да
ет нам ответ с пекоторой вероятностью, которая должна быть близка к 1 .  
Очевидно, что всякий классический алгоритм может рассматриваться как 
квантовый, то есть вычислимые на классическом компьютере функции бу
дут вычислимы и на квантовом компьютере. Верно и обратное: если функ
ция вычислима на квантовом компьютере, то она будет вычислимой и на 
классическом. Действительно, мы, в принципе, можем моделировать лю
бое квантовое вычисление классически, если у нас есть закон Иt :  наличие 
такого закона означает возможность выписать унитарную матрицу, соот
ветствующую этому оператору, а значит, и восстановить все состояния ви
да / Ф ( t)) У Таким образом, запас вычислимых функций для классического 

12Такое моделирование - гипотетическое, так как необходимая классическая память будет 
расти как экспонента. Мы рассуждаем здесь с точки зрения классической математики, где на 
сложность внимания не обращают. 
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и квантового компьютера будет одним и тем же. Преимущества квантового 
компьютера состоит только в том, что он позволяет вычислять некоторые 
очень важные функции принципиально быстрее, чем любой классический, 
если только принять справедливость квантовой теории в ее стандартной 
форме в области многочастичных систем, что мы и будем делать в этой 
главе. 

Для одной и той же задачи, которая состоит в вычислении векоторого 
набора чисел lt, существует, вообще говоря, много квантовых алгоритмов 
решения, равно как и классических. Мы скажем, что данная задача допуска
ет квантовое ускорение, если существует квантовый алгоритм, решающий 
ее быстрее, чем любой классический. 

Оказывается, число задач, для которых возможно квантовое ускорение, 
очень мало (см. [30], [3 1 ]). Тем не менее, в число этих задач входят очень 
важные задачи переборного типа: прямой перебор и задача факторизации 
целых чисел. Для их рассмотрения нам нужна более детальная модель кван
тового компьютера. 

4.6.2. Абстрактная модель квантового компьютера 

Теперь мы опишем абстрактную модель квантового компьютера, кото
рая может уже использоваться для подсчета его сложности, то есть време
ни Tqua · 

Эта модель состоит из двух частей: классической и квантовой. Класси
ческая часть состоит из регистров, в которых указаны номера элементарных 
унитраНЫХ операциЙ ИЗ НеКОТОрОГО СПИСка U1 , U2 , . . .  ПрОСТЫХ 1-, 2- ИЛИ 3-
кубИТОВЫХ унитарных операторов, и указателей, то есть стрелок, которые 
указывают, к каким кубитам надлежит применить данный оператор. Кро
ме этого, классическая часть содержит два особых регистра: регистр конца 
вычисления и регистр вопроса к оракулу. 

Квантовая часть компьютера - это лента, в ячейках которой стоят 
кубиты. Потенциально лента не ограничена в том смысле, что к ней при 
необходимости можно всегда добавлять новые кубиты, инициализирован
ные состоянием IO) . Если лента содержит n кубив, то ее квантовые состоя
ния заполняют 2n-мерное гильбертоно пространство состояний. Общий вид 
состояния квантовой части компьютера таков: 

N-1 
IФ) = L Лj lj) , (4.27) 

j=O 
где N = 2n, а коэффициенты Лj - комплексные числа, называемые ам
плитудами соответствующих состояний lj) . Таким образом, мы всегда м о-
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Рис. 4.2. Абстрактная модель квантового компьютера 
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жем считать, что эволюция состояния квантовой ленты происходит в ко
нечномерном пространстве состояний, размерность которого N нам недо
ступна, хотя число кубитов n есть вполне доступная величина. Мы ви
дим, что ( 4.27) совпадает с тем, что мы назвали кубитовым представленнем 
волновой функции. Поэтому квантовый компьютер выражает стандартную 
форму многочастичного гильбертона формализма. 

Квантовый алгоритм - это классический алгоритм, задающий измене
ние во времени состояния классической части компьютера. Вычисление на 
квантовом компьютере - это последовательность унитарных преобразова
ний над состоянием квантовой части, которая задается состоянием класси
ческой части компьютера. То есть на каждом шаге j над состоянием 1 Ф J )  
выполняется преобразование вида 

и @ v @ w Q9 . . .  , (4.28) 

где данные элементарные операторы И, V, W . . .  , коды которых стоят в ре
гистрах классической части, выполняются над теми кубитами, на которые 
указывают стрелки, выходящие из соответствующего регистра. 

Таким образом, чисто классический закон изменения управляющей 
классической части квантового компьютера индуцирует квантовую унитар-
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ную эволюцию его квантовой части вида 

N-1 
IФ(t)) = L Aj (t) lj) , j=O 

то есть сводится к изменению во времени амплитуд базисных квантовых 
состояний. 

Мы дали определение вычисления без оракула, или абсолютного кван
тового вычисления. По аналогии с классическим случаем, можно ввести 
понятие квантового вычисления с оракулом. Предположим, что нам задан 
некоторый унитарный оператор и :  н1 -t н2, где н1 - т- и k-кубитовое 
гильбертово пространство состояний. Заведем на ленте определенное ме
сто - набор (регистр) из т кубитов, и специальный регистр в классиче
ской части, называемый регистром вопроса (query). Условимся, что если 
регистр вопроса содержит О, вычисления происходят в обычном порядке. 
Если же регистр вопроса содержит 1 ,  мы вместо обычного унитарного пре
образования, индуцируемого классической частью компьютера, совершаем 
обращение к оракулу, которое заключается в том, что применяется оператор 
I ® И, где И применяется к выделенному нами т-кубитовому регистру, 
а идентичное преобразование - ко всем прочим. Нетрудно понять, что это 
определение является непосредственным распространением принципа вы
числения с оракулом на квантовый случай. 

Конкретизируем понятие квантового оракула на случай обычной функ
ции вида 

Заведем на квантовой ленте т- и k-кубитовые регистры, назвав первый ре
гистром вопроса, а второй - регистром ответа. Пусть а и Ь - кортежи из 
нулей и единиц, содержащиеся в этих регистрах. Введем унитарное преоб
разование, определенное таким его действием на базисных векторах: 

Qщlа, Ь) --> ja, Ь ffi f(a)) , (4.29) 

где Е9 означает побитовое сложение по модулю 2. Такой оператор является 
просто перестановкой базисных векторов, и потому он линейно продолжа
ется до унитарного оператора во всем пространстве квантовых состояний. 
Он инволютивен, то есть Qu} = I. В приложении описано, как с помощью 
этого приема построить быстрый квантовый алгоритм перебора. 
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4.7. Роль запутанности 

Как мы знаем, запутанное состояние двух квантовых систем 81 и 82 -
это состояние, которое невозможно представить в виде 1 Ф s1 ) @ 1 Ф s2 ) . Это 
в точности соответствует, в обычной аналитической записи, невозможности 
представления волновой функции всей системы в виде произведения вол
новых функций ее частей 81 и 82 . Можно ввести меру такой запутанности 
различными путями. Например, с использованием относительной матри
цы плотности ps1 • Определим меру запутанности как квантовую энтропию 
Н = tr(ps1 ln ps1 ) , которая равна тому же выражению, взятому для 82 . 
Такая мера запутанности часто применяется в теории квантовой инфор
мации. 

Нетрудно понять, что квантовая эволюция любой системы, которая 
может быть представлена как эволюция незапутанного состояния (то есть 
тензорного произведения одночастичных состояний), может быть модели
рована на классическом компьютере в режиме реального времени, то есть 
с сложностью, равной физическому времени. Из этого вытекает, что реали
зация быстрых квантовых алгоритмов на незапутанных состояниях невоз
можна, то есть квантовый компьютер построен как раз на запутанных со
стояниях, и без них он свелся бы просто к собственной классической части. 

Но было бы ошибкой отождествить множество всех запутанных со
стояний с состояниями, имеющими максимальную энтропию запутанно
сти Н. Возможность получения многочастичных запутанных состояний да
же с максимальной степенью запутанности совсем не означает, что мы со
здали квантовый компьютер. В качестве примера рассмотрим два класса 
запутанных квантовых состояний, которые реально детектируются в экспе
риментах на ионах в ловушке Пауля. Это состояния G Н Z и W, имеющие 
вид 

GHZ : Л1 / l l  . . .  1) + Л2 /22 . . .  2) + . . .  + Лk /kk . . .  k) ,  
W :  Л1 1 100 . . . О) + Л2 jOlO . . .  О) + . . . + Лk /00 . . .  1 ) . 

(4.30) 

Мы видим, что для хранения таких состояний в памяти компьютера 
достаточно выделить порядка n ячеек памяти, где n - число кубитов. Это 
означает, что любые вычисления с такими состояниями можно воспроизво
дить на классических компьютерах и, имея только такие квантовые состоя
ния, невозможно реализовать быстрые квантовые алгоритмы (см. [3]). 

Действительно, состояния типа GHZ и W можно свести к одноча
стичным состояниям. Рассмотрим сначала состояние GHZ. Его аналогом 
для n = 2 является так называемое шмидтовское состояние двух частиц, то 
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есть состояние двух частиц вида 

L Aj 1 1/1} ) ® 11/1}) , (4.31) 
j 

где { /1/1}} и { /1/IJ} - ортонормированные базисы в пространствах состояний 
первой и второй частиц соответственно. Состояние (4.3 1 )  характеризуется 
N числами, где N есть размерность гильбертоных пространств состояний 
одной частицы. Таким образом, для хранения такого двухчастичного состо
яния необходим тот же объем памяти, что и для хранения состояния одной 
частицы. 

Состояние G Н Z есть форма шмидтовского состояния для нескольких 
частиц. Такое состояние означает следующее. У нас реально имеется толь
ко одна частица, но она состоит из нескольких частей, ведущих себя просто 
как одно целое. Рассмотрим состояние GHZ при k = 2 :  /Ф) = / 00) + / 1 1 ) .  
Будем трактовать О и 1 как положения одной частицы в двух различных 
фиксированных точках. Тогда измерение в стандартном базисе одной из 
частиц повлечет нахождение обеих частиц в одной и той же точке. Ес
ли же мы захотим измерить импульс частицы, нам придется применить 
к соответствующему кубиту квантовое преобразование Фурье, что в слу
чае одного кубита есть, с точностью до условного поворота фазы, оператор 
Адамара. Применив к обоим кубитам такой оператор, мы перейдем в базис, 
в котором значениями кубитов будут импульсы соответствующей частицы. 
Простой подсчет показывает, что результат будет тот же: /00) + / 1 1) .  Это 
означает, что и импульс у обеих частиц будет одним и тем же при изме
рении его у любой из них. Это и объясняет то, что такое состояние есть 
состояние, по существу, одной частицы. Для детектирования такого состо
яния достаточно проверить интерференционные свойства объекта, состоя
щего из нескольких частей, например, интерференцию молекулы водорода 
на двух щелях. Наличие интерференционной картины и будет означать за
путанность G Н Z -типа. Таким образом, данный тип запутанности являет
ся достаточно широко распространенным. Более интересно детектирование 
такого типа запутанности на больших расстояниях. Для ионов в ловушках 
Пауля оно составляет несколько миллиметров, для фотонов - до несколь
ких километров. 

Независимо от числа точек конфигурационного пространства (лишь 
бы оно было не меньше двух) справедливы следующие утверждения: 

1) всякое квантовое состояние двух частиц можно представить в виде 
ШМИДТОБСКОГО разложения; 

2) существуют состояния трех частиц, которые нельзя представить 
в виде шмидтовского разложения. 
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Простейший пример, для случая 3 кубитов, дает состояние 1 100) + 
+ 1 010) + 1 001) или его аналог с разными амплитудами, что и является 
простейшим примером состояния типа W (и универсальным в смысле сво
димости с применением одночастичных унитарных операторов, запутыва
ний отдельных кубитов с анциллами и измерений, так называемой LОСС
сводимости). 

Теперь обратимся к общему виду состояния W типа. Это состояние 
не может быть сведено к состоянию G Н Z никакими LОСС-операциями. 
Однако его можно трактовать как одночастичное состояние, если рассмат
ривать каждый кубит как элемент конфигурационного пространства. На
помним, что при кубитовом представлении волновой функции мы дого
варивались кодировать кубитами точки конфигурационного пространства 
в том смысле, что каждый следующий кубит был уточнением в два раза 
положения точки конфигурационного пространства. А теперь мы времен
но примем иное соглашение: каждый кубит будем отождествлять именно 
с точкой конфигурационного пространства, взятой с предельной возможной 
точностью. Это соглашение будет совершенно иным. Но тогда, скажем, ба
зисное состояние 1 100) будет означать нахождение частицы в точке 1 (а точ
ки 2 и 3 свободны), состояние 1010) означает нахождение частиць1 в точке 2 
(а точки 1 и 3 свободны), и т. д. Тогда состояние GНZ-типа вида (4.30) бу-

k 

дет соответствовать волновой функции одной частицы вида 2:::: Лз iJ ) .  
j=l 

Запутанные состояния играют центральную роль в квантовой теории 
многих частиц. Например, без них невозможно дать описание химических 
реакций, о чем пойдет речь дальше. 

4.8. Формализм квантовой электродинамики в кубитовой 
форме 

Теперь мы готовы описать формализм квантовой электродинамики 
(КЭД). Причина, по которой это описание отложено, чисто техническая. Мы 
намеренаемся описать формализм многочастичной квантовой электродина
мики, а для этой цели стандартная форма представления волновых функ
ций в виде Ф (r1 , r2 , . . .  ) мало подходит. Причина этого состоит в том, что 
в КЭД удобно представлять главный оператор - эмиссию (абсорбцию) фо
тона заряженной частицей в импульсно-энергетическом базисе простран
ства состояний, тогда как для нас будет существенен вид такого оператора 
в пространственпо-временном базисе, а переход между базисами гораздо 
удобнее представлять в кубитовой форме. Кроме того, нас будут интере-
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совать произвольвые векторы состояний многочастичных систем, которые 

могут быть, например, запутанными, так что эти состояния удобно изучать 

именно в кубитовой форме. И наконец, главный оператор КЭД удобнее все

го представлить с использованием понятия анциллы, которое пришло из 

квантового компьютинга. Поэтому кубитовая форма для КЭД - наилучшая. 

Ее достоинство и в том, что дефект стандартного математического аппара

та, применяемого в КЭД, становится совершенно очевидным. 

КЭД представляет собой результат применеимя квантовой теории 

к электродинамике, то есть к взаимодействиям заряженных частиц и элек

тромагнитного поля, описываемого в классической физике уравнениями 

Максвелла, а в квантовой - уравнением Дирака. Естественным путем для 

этого, было бы, на первый взгляд, оформление базовых состояний системы 

n частиц и k фотонов в виде lxi , X2 ,  . . .  , xn , f1 , f2 , . . . , fk) , где Xj и fi 
координаты частицы j и фотона i соответственно. Но такой путь труден 

для КЭД из-за особенностей фотонов. Это частицы, движущиеся всегда 

со скоростью света и имеющие нулевую массу. Таким образом, с фотоном 

нельзя связать никакой системы отсчета, ибо система отсчета предполагает 

наличие неиулевой массы, покоящейся относительно центра отсчета. Более 

того, фотоны проявляются только во взаимодействиях с заряженными ча

стицами и не взаимодействуют друг с другом непосредственно, то есть для 
них нельзя, вообще говоря, написать никакого аналога уравнения Шредин

гера с неким потенциалом. Потенциал сам создается фотонами. И наконец: 

фотоны появляются и исчезают не только при взаимодействии заряженных 

частиц с полем. Это может происходить также в вакууме, где фотон мо

жет породить электрон-позитровную пару. Поэтому в КЭД не применяется 

полного формализма гильбертоных пространств и нельзя говорить о ее за

конченности как физической теории, в том смысле, в каком законченной 

является обыкновенная квантовая механика. 

КЭД состоит из описания фундаментальных процессов взаимодей

ствия одной или двух заряженных частиц с фотонами и вычисления ам

плитуд этих реакций рассеяния, правил, по которым из этих амплитуд по

лучаются классические уравнения Максвелла 

Тем не менее, в этом разделе мы попытаемся описать формализм ку

битового типа для квантовой электродинамики (КЭД) в его полном виде. 

Он имеет два принципиальных отличия от рассмотренного случая обычной 

квантовой механики. Во-первых, в пространство состояний КЭД будет яв

но входить время, во-вторых, это время будет свое для каждой частицы, 

и в-третьих, число частиц в системе не будет постоянным. 

Пусть у нас имеется набор Х пространствеиных состояний х и на

бор Т моментов времени t для одной точечной частицы. Эти величины 
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будут принадлежать пользовательской части модели, то есть будут описы
вать фильм, действие которого разворачивается на данном множестве точек 
в пространстве для данного пользователя и кадры которого занумерованы 
данным набором моментов времени. 

Гильбертоно пространство состояний одной точечной частицы будет 
порождено базисными состояниями вида jx, t) , где х Е Х, t Е Т. Общий 
вид состояния будет таким: 

jw) = L Лх,t !х , t) .  (4.32) 
хЕХ, tET 

Таким образом, состояние системы не может зависеть от (пользовательско
го) времени: время входит в базис пространства состояний. Тем не менее, 
состояние системы зависит от административного времени т, то есть мы 
можем рассмотреть последовательность состояний вида 

(4.33) 

где каждый переход 1 W ( Tj )) -+ 1 W (т н 1 ) ) будет называться реакцией рас
сеяния. Пользователь, изучающий процессы КЭД, будет смотреть фильм, 
посвященный одной-единственной реакции, внутри которой его пользова
тельским временем будет t, реально меняющееся не в бесконечных пре
делах, как в обычном аналитическом формализме, а в конечных пределах, 
хотя и столь больших, как это нужно пользователю. Однако другой поль
зователь, изучающий, скажем, химию, и которому КЭД нужна только для 
обоснования происходящих ассоциаций или диссоциаций молекул, будет 
смотреть уже другой фильм, который имеет вид (4.32), и для него поль
зовательским временем будет уже т. Эти шкалы различаются порядками 
единиц. 

Рассмотрим теперь систему из нескольких частиц, занумеруем их на
туральными числами 1 ,  2, . . . , n и условимся, что атрибуты частицы с но
мером j будут иметь верхний индекс j; вместо него мы будем также ис
пользовать черту: обычную, волнистую или двойную. 

Пространство квантовых состояний системы из n частиц состоит из 
формальных линейных комбинаций с комплексными коэффициентами вида 

(4.34) 

где Ej есть вектор поляризации фотона j, состоящий из 4 компонент. Отме
тим отличие КЭД от обычной квантовой механики, проявляющееся в том, 
что в состояниях КЭД присутствуют слагаемые типа lx1 , t1 ,  х2 , t2) , то есть 
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мы можем говорить об одновременном рассмотрении разных частиц в раз
ные моменты времени. 

В сущности, состояние (4.34) можно рассматривать как сценарий, по
скольку здесь содержится информация о состояниях рассматриваемой си
стемы во всех возможных моментах времени. 13  

Напомним, что в КЭД р = (р, Е) есть обобщенный импульс заряжен
ной частицы, амrшитуда фотонов есть 4-вектор Е�, такой, что векторный 
потенциал электромагнитного поля А� = Е� ехр( -iK х ) , где К - 4-вектор 
импульса фотона вида (р, UJ ) . Скалярное произведение 4-векторов опреде
ляется как 

то есть по повторяющимся индексам происходит молчаливое суммирова
ние. Можно считать (см. [19]), что для детектируемого детектором (свобод
ного) фотона ц = О. 

Главной операцией, определяющей эволюцию состояния (4.34), явля
ется оператор элементарного рассеяния, описывающий два процесса: рож
дение заряженной частицей нового фотона и поглощение ею имевшегося 
фотона. Эти процессы задаются в КЭД следующими двумя условиями: 

1) они происходят только при сохранении энергии .Ё1 и импульсов j51 
системы, и 

2) амплитуда первого пропорциональна АfЕ1 ,в2 ,р1 ,р2 = i е (Pl + Р2) · Е, 
где Е есть вектор поляризации фотона, Pl , Р2 импульсы заряженной ча
стицы до и после реакции, а амrшитуда обратного процесса является ком
rшексно-сопряженной к амплитуде прямого. 

При этом мы считаем, что энергия и импульс сохраняются для каждого 
из рождений фотонов из частиц или их поглощений частицами, так что если 
Ё1 ,j51 - энергии и импульсы частиц до реакции, а .Ё2,j52, Ё, ij - энергии 
и импульсы частиц и фотонов, соответственно, после реакции, то .Ё1 = Ё + 
+ .Ё2, PI = ij + Р2· 

Для перевода этих условий на язык кубитового формализма мы долж
ны ввести одно соглашение о записи несуществующих фотонов: они долж
ны иметь нулевую энергию и импульс, поляризация же их может быть про
извольной. Итак, мы вводим в базисные элементы нашего пространства 
все фотоны: как реально существующие, так и еще не рожденные в ходе 
реакции, полагая, что энергия и импульс последних равны нулю. Реакция 
рассеяния должна иметь вид унитарного преобразования, матрицу которого 

13Смысл компонент с для нас не очень существенен; эти элементы служат только для полу
чения уравнений Максвелла после перехода от волновых функпий к средним значениям. О де
талях этого перехода можно узнать по литературе, посвященной КЭД (см., например, [17]). 
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мы будем, следуя традиции КЭД, обозначать через S. Поскольку рассеяние 
задается в терминах энергий и импульсов, а не координат и времен, мы пе
рейдем в базис импульсов и энергий и запишем В-матрицу в таком базисе. 
Переход от (х, [)-представления матрицы к (р, Е)-представлению задается 
прямыми иреобразованиями Фурье по каждой из координат х и обратным -
по каждому из времен l. 

Оператор S, как и всякий унитарный оператор, можно представить 
в виде S = exp(iH1D.t) для некоторого эрмитова оператора Н1 .  Мы будем 
считать, что рассеяние происходит на коротком отрезке физического вре
мени D.t: [t0 ,  to + D.t] , так что все времена tJ лежат в этом отрезке; иными 
словами, мы предполагаем, что если рассеяние произошло, то только один 
раз, поскольку при малом D.t вероятность более чем одного рассеяния бу
дет очень малой. Это означает, что мы можем использовать приближенное 
равенство 

S = exp(iH1 D.t) � 1 + iН. 

Мы опишем матрицу Н = H1 D.t. В (р, Е)-представлении матрица Н бу
дет иметь следующий вид. В столбце, который соответствует состоянию 
с заряженными частицами с импульсами Р1 и энергиями Е1 , на месте, со
ответствующем состоянию заряженных частиц, при котором они имеют им
пульсы j52 и энергии Е2, а соответствующие им фотоны имеют импульсы ij 
и энергии Е при условии Р1 = P2+ij, Е1 = Е2 +Е, стоит число Лв1 ,й:2 ,р1 ,р2 , 
элементы матрицы Н, стоящие на местах, симметричных описанным отно
сительно главной диагонали, равны результатам комплексного сопряжения 
описанным выше элементам, а на всех прочих местах стоят нули. 

Рассмотрим результат применеимя оператора Н к состоянию одной 
заряженной частицы. Пусть ее начальное состояние имеет вид (одинарной 
и двойной чертами обозначаем индексы суммирования): 

(4.35) 

Теперь перейдем к импульсно-энергетическому базису и добавим анциллу, 
инициализированную состоянием \0) : 

(4.36) 
,= 

А - нормировочный коэффициент, равный 1/ffi, где N есть число всевоз
можных точек в координатно-временном (или импульсно-энергетическом) 
конфигурационном пространстве. 
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Эта анцилла изображает еще не возникший фотон, ассоциированный 
с данной заряженной частицей; этот фотон будет эмитирован ею на следую
щем шаге. Теперь применим оператор эмиссии фотона. Это даст состояние: 

А 

- , = , - , P1+P2=v""i ,  
Е1 +Е2=Е1 

(4.37) 

теперь нам надо снова вернуться к пространствеино-временному базису: 

- , = ,  - . P l  +iJ2=P=l , 
Е1 + Е2=Е1 ,х1 , х2 ,т1 ,т2 

(4.38) 
Подставим сюда Р2 = Pl - Pl , Ё2 = Е1 - Ё1 , а затем найдем коэффициент 
при фиксированном базисном состоянии jX1 , Х2, Т1 , Т2) .  Он будет равен 

(4.39) 

Это означает, что коэффициенты при базисных состояниях, у которых 
Xl сильно отличается от xl , или xl от х2, ИЛИ fl от т2, или т2 от Tl , 
близки к нулю. Таким образом, можно сделать вывод: при эмиссии фотона 
получается состояние, у которого во всех слагаемых время фотона и заря
женной частицы одно и то же. 

Рассмотрим базисное состояние в координатно-временном базисе 
jx, t) , добавим к нему анциллу, инициализированную нулями, и применим 
к этому состоянию наш оператор Н, а затем вернемся опять к координатно
временному базису: 

jx, t) ----> А I: e-ipx+iEt jp, Е) ----> 
р,Е 

I: 
р ,Е ,  Pl + q=p, 

E1 + E q = E  

e-ivx+iEt (Pl + р) . t/pl , El , q, Eq, t) ----> 

----> А2 I: e-ipx+iEt (Pl + р) . teiplxl+iqxq-iE1t1-iEqtq jx, xq , tl , tq , E) = 
р,Е, Pl +q=p, Е1 + Eq= E , ::r: l  ,xq , t 1  ,tq = А2 I: e-ipx+iEt (Pl + р) х 

p, E ,pl +q=p, Е1 + Eq = E , x , �x l , t l , A. t  

Xteip1x1+iq(x1+�x)-iE1t1-iEq (t1+�t) jx1 , х1 + 6.х, t1 , t1 + 6.t, t) = 
= А2 I: e-ip(x-x1)+iq�x (p1 + р) х 

p , E ,pl +q= p ,  Е1 + Eq = E , x , A ::r: l , t l  , д..t 

х te-iE(t1-t)-iEq�t lx1 ,  х1 + 6.х, t1 , t1 + 6.t, t) .  
( 4.40) 
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Теперь мы убеждаемся непосредственно, что коэффициенты при таких ба
зисных состояниях, для которых выполняется одно из перавеяств х =/= Х1 , 
t =!= t1 , D.t =!= О, D.x =/= О, близки к нулю для любого вектора поляризации 
Е Е R4. Это вытекает из того, что такие коэффициенты равны линейным 

комбинациям дельта-функций Дирака бх-х1 , bt-t1 , бь..t, бь..х и их производ
ных. Близость к нулю вместо точного равенства возникает из-за дискрети
зации задачи при переходе к кубитовому представлению. 

Из этого можно сделать главный вывод: фундаментальные взаимодей
ствия КЭД носят локальный характер в том смысле, что происходят только 
в той точке пространства-времени, в которой находится исходная заряжен
ная частица. Этот вывод не является тривиальным, поскольку в стандарт
ном формализме волновых функций существуют унитарные операторы, для 

которых в конечной сумме содержались бы слагаемые с х =!= х1 или t =!= t1 , 
или одно из D.t, D.x отлично от О и тогда взаимодействие не было бы ло
кальным. Локальность взаимодействия значит, что в его результате мы име
ем только такое состояние, при котором положение исходной заряженной 
частицы не меняется по сравнению с первоначальным: х = х1 , t = t1 
и фотон «находится» в той же точке. Если бы равенства нулю были стро
гие, мы бы вообще получили, что оператор Н является тождественным. 
Здесь можно, конечно, постулировать, что фундаментальные взаимодей

ствия КЭД нужно всегда записывать только в импульсно-энергетическом 
представлении, и тогда мы сможем написать закон образования матрицы Н 

и работать с нею, оперируя реально не с ней самой, а с этим законом. Это 
соглашение будет допустимым и в рамках конструктивной физики, но толь
ко для одной заряженной частицы, взаимодействующей с созданным ею по
лем. Этот случай и рассматривается в КЭД (см. [ 1 7]). Здесь можно избежать 
расходимости рядов, вводя перенормировки зарядов и масс в зависимости 
от окружения, и тогда можно досчитывать малочастичные задачи до конца, 
получая, например, значение маmитного момента электрона или поправку 
к энергии стационарных состояний в атомах, возникающую из-за конечной 

скорости векторных фотонов. 
Однако ситуация принципиально меняется, если мы хотим развивать 

КЭД в многочастичной области. Здесь возникает необходимость работать 
с состояниями, в которых у каждой частицы свое время: 
Jx1 , х2 , . . .  ; t1 , t2 , . . .  ) . Но это является преодолимым препятствием. Настоя
щая проблема возникает из-за того, что запись оператора Н в КЭД оказыва
ется зависимой от выбранной величины пространствеино-временного раз
решения. Мы видели, что представление оператора Н в кубитовой форме 
не просто определяет его точность, как это имеет место для преобразова
ния Фурье, а фактически задает его действие при выборе пространственно-
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временного базиса в конфигурационном пространстве. Это делает вопрос 
о выборе базиса представления принципиальным для вычислений, что за
крывает нам возможность использовать кубитовое представление для КЭД, 
а вместе с ним и возможность использования компьютеров при расчетах 
квантовых электродинамических систем. Положение не спасает и гипотети
ческий масштабируемый квантовый компьютер, так как любое его приме
невне к моделированию квантовой физики начинается с выбора дискрети
зации, то есть предполагает кубитовое представление волновых функций. 14 

4.8.1. Резюме стандартного формализма КЭД 

Квантовая электродинамика является ядром всей квантовой теории. 
Именно она дает возможность приходить к численным результатам, что 
составляет критерий успеха для любой физической теории. Мы, однако, 
рассматриваем не физическую теорию целиком, а ее математический фор
мализм, на предмет тех возможностей, которые он дает. Нас интересует 
возможность применепил этого формализма к анализу динамики сложных, 
то есть многочастичных систем. Изучение таких систем в любом случае 
предполагает применевне вычислительных машин, для чего необходимо 
представление КЭД в кубитовой форме. Подчеркнем, что это совершен
но не зависит от того, какую степень масштабирования имеет квантовый 
компьютер: в любом случае необходимо кубитовое представление, то есть 
дискретизация. 

Однако формализм волновых функций в КЭД, как мы видели, не до
пускает кубитовой реализации в полном объеме, так как основной опе
ратор (эмиссия-абсорбция фотона заряженной частицей) может быть рас
смотрен независимым от шага дискретизации образом только в импульсно
энергетическом представлении. Если же перейти к пространствеино
временному базису в гильбертовам пространстве состояний, мы сразу по
лучим зависимость основного оператора от нашего кубитового представ
ления, то есть по существу - от выбранной величины пространствеино
временного разрешения. Это и является главной проблемой формализма 
кэд. 

Еще одна особенность формализма КЭД состоит в том, что амплитуды 
процессов, содержащих больше одного фотона, например, изображенного 
на диаграмме, нельзя посчитать в рамках математического анализа - там 
получается расходящийся ряд (см. [ 1 7]). Иными словами, значение этой 
амплитуды (это один из элементов матрицы основного процесса) зависит 

14Использование компьютера имеет смысл только тогда, когда с его помощью можно про
следить весь объем ручного счета. Если вопрос о выборе базиса начинает зависеть от пользо
вателя в каждый момент времени, то компьютеризация становится малореальной. 
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от величины зерна пространствеиного разрешения. Заметим, что необходи
мость досчитывать до числа ведет к изобретению частных приемов КЭД, 
вроде специально подобранных методов суммирования диаграмм в фор
ме асимптотических рядов, а также изменению заряда и массы частицы 
в зависимости от ее окружения, называемой перенормировкой. Эти прие
мы, разумеется, нельзя считать частью математического формализма КЭД, 
о котором мы ведем речь. В формализме квантовой теории эти приемы не 
имеют никакого серьезного статуса. Тем не менее, именно в методе пе
ренормировок и в принципах суммирования диаграмм Фейнмана заключе
на главная ценность КЭД, ибо эти приемы только и позволяют находить 
численные значения физических величин с поражающей воображение точ
ностью! 15 Все остальное является рутинным счетом, для которого можно 
применять стандартные компьютерные программы. 

Такое положение является признаком серьезного изъяна математиче
ского формализма КЭД и всей квантовой теории. Отсутствие цельного фор
мального аппарата для наиболее эффективной из физических теорий16 яв
ляется верным признаком пробелов в наших знаниях о микромире. Даль
ше мы увидим, что физический источник трудности - отсутствие точного 
представления запутанности в стандартном формализме. И если эту труд
ность можно, в какой-то степени, обойти для простых задач (например, 
посчитав лэмбовский сдвиг уровней энергии для атомов), то для более 
сложных задач, например, для задач описания химических реакций, она 
оказывается фатальной. 

Итак, мы можем сделать главный вьmод: 
Проблема масштабирования КЭД лежит в области ее математиче

ского аппарата, и ее решение возможно только на путях модификации 
этого аппарата. 

В дальнейшем мы увидим, что конструктивная математика предостав
ляет нам именно тот формальный аппарат, который необходим для этого. 

4.8.2. Моделирование квантовых систем 

Теперь обратимся к задаче квантового моделирования физических си
стем. Это как раз и есть та задача, которую имел в виду Р. Фейнман, вы
двигая идею квантового компьютера. 17 Состояние многочастичной систе
мы может быть описано набором чисел, выражающих значение физиче-

1 5Примером может служить нахождение магнитного момента электрона. 
16По образцу КЭД строится теория ядерных сил и делаются попытки построить квантовую 

теорию гравитации. 
17Выше мы уже видели универсальность состояний квантового компьютера в многочастич

ной области. 
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ских величин, таких как массы, координаты, скорости, время и т. д. Эти 
числа (в отличие от амплитуд) вещественные. Более того, при надлежащем 
ограничении области рассмотрения и разрешимости измеряющего прибора 

можно считать, что все они представляются в виде ;n , где n - разумной 

величины число. Тогда базисное состояние рассматриваемой многочастич
ной системы можно представить как базисный же вектор в пространстве 
состояний квантовой памяти из n кубитов. Соответственно, линейной ком
бинации базисных состояний изучаемой системы будет отвечать состояние 
квантового компьютера с точно такими же амплитудами. Кубиты нашего 
квантового компьютера для моделируемой системы носят виртуальный ха
рактер, т. е. мы не можем приписать им никакого естественного физическо
го смысла. Однако в нашем квантовом компьютере, который будет моде
лировать изучаемую систему, это реальные, «физические» кубиты. Такой 
подход к описанию физических систем можно назвать «кубитовым». Мы 
увидим, что такой подход к описанию физики прииципиально более эффек
тивен, чем традиционный «битовый» подход, используемый при численном 
моделировании многочастичных процессов на классических компьютерах. 
Для этого попробуем решить на квантовом компьютере уравнение Шредин
гера. Здесь снова ключевую роль будет играть быстрое преобразование Фу
рье, но использоваться будет немного иное его свойство, чем раньше. Это 
свойство состоит в том, что преобразование Фурье переводит операцию 
дифференцирования в операцию умножения на независимую переменную 
с мнимым коэффициентом. Таким образом, если применить его к волно
вой функции, получится, что оператор двойного дифференцирования, вхо
дящий в гамильтониан, превратится для фурье-образа волновой функции 
в оператор умножения на квадрат независимой переменной этого фурье
образа с неким коэффициентом, а эта переменпая есть не что иное, как 
импульс. Эта идея, хорошо известная физикам, вручную решающим волно
вое уравнение, великолепно работает и для квантового компьютера. Надо 
лишь убедиться, что квантовое преобразование Фурье обладает аналогич
ным свойством, связанным с операцией дифференцирования (для нашего 
квантового симулятора роль дифференцирования будет играть соответству
ющая конечная разность). Это следует из того, что QFT является прибли
жением оператора настоящего преобразования Фурье при переходе к ку
битовому представлению волновой функции. Возможность реализации на 
квантовом компьютере преобразования Фурье показана в приложении. 

Нашей целью будет получение состояния квантового компьютера, со
ответствующего состоянию изучаемой системы в некоторый момент време
ни t. Нам нужно с помощью рабочих преобразований приблизить действие 
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оператора эволюции e-iНt/h на волновую функцию 1/Jo, где Н = Нр + Нх, 
2 Нр = 2Р , Нх = V(x), р = 4 8

8 
и потенциал V(x) есть вещественная 

m � х 

функция. Для простоты возьмем время t равным единице. Реализовать на 
квантовом компьютере действие Нх просто. Поскольку матрица этого опе
ратора (а значит, и eiHx ) диагональна, для этого надо всего лишь изменить 
фазы в зависимости от вида базисных состояний, - а это делается пример
но так же, как инверсия нулевого состояния в алгоритме Гровера. Однако 

. со вторым слагаемым гамильтониана это не пройдет. Трудность заключа
ется в том, что оператор Нр не будет диагональным в выбранном нами 
«координатном» базисе. Однако мы уже знаем, как свести дело к простому 
диагональному случаю: надо перейти к импульсному базису, иными слова
ми, совершить преобразование Фурье, - а это у нас очень хорошо полу
чается. Для этого выберем маленький интервал времени !:lt и представим 
приближенно наш эволюционный оператор через формулу Троттера: 

( 4.41) 

В справедливости этой формулы легко убедиться, раскладьтая экспонен
ту в ряд. Мы выбрали «координатный» базис, так что Нх имеет диаго
нальный вид. Применяя квантовое преобразование Фурье QFT : f ---> 

+оо 
---> j e-ipx f(x) dx и его свойство переводить дифференцирование 8j8x 

-оо 
в умножение на ip, мы можем представить действие импульсной части 
оператора как e-iHp = FT-1 e-ip2At/2m FT, где средний оператор имеет 
диагональный вид. Теперь последовательные применеимя QFT и фазового 
сдвига на -р2 /2m при реализации последовательности (4.41)  дают требуе
мое приближение. 

Применеиное в данном методе преобразование Фурье осуществляет
ся по каждой из координат отдельно, и если у нас несколько частиц - то 
по каждой из координат каждой частицы отдельно. Некоторую совершенно 
техническую проблему представляет реализация на квантовом компьюте
ре унитарного оператора e-iHx , соответствующего потенциальной энергии. 
Если потенциальная энергия равна р, то реализация такого диагонального 
оператора может быть сделана, если мы просто совершаем последователь
ные повороты фазы вида IO) ---> I O) ,  l l )  ---> eiФ i l ) , в зависимости от места 
очередного кубита в регистре, содержащем значение координаты. В случае 
произвольного вида потенциальной энергии мы будем предполагать, что ее 
можно разложить в ряд Тейлора с коэффициентами, которые определяются 
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с помощью достаточно быстрого алгоритма. Например, если этот потенци
ал получается как сумма кулоновских потенциалов от n разных частиц, то 
такой алгоритм будет иметь линейную сложность в зависимости от числа 
n при условии, что координаты частиц также выдаются некоторым фик
сированным алгоритмом (который можно рассматривать как оракул). То
гда оператор e-ihHx можно представить в виде схемы квантовых вентилей 
(quantum gate апау) размера, линейно зависящего от n. 

Сложность данного метода в зависимости от времени t реальной фи
зической системы будет O(t2) . Это непосредственно вытекает из того, что 
точность формулы Троттера имеет второй порядок, поскольку она следу
ет из тейлоревекого разложения экспоненты до первого члена. Можно по
низить сложность до значения O(t1+e) для любого Е > О, если вместо 
формулы Троттера использовать тейлоравекое разложение более высоких 
порядков (см. [65]). Итак, на квантовом компьютере можно моделировать 
унитарные эволюции - решения уравнения Шредингера почти в реаль
ном времени, и с памятью, пропорциональной размеру рассматриваемой 
системы, 18 в то время как на обычном компьютере это потребовало бы экс
поненциальных ресурсов. Однако в квантовом компьютере мы получаем 
лишь квантовое состояние, являющееся кубитовым приближением реаль
ного, тогда как классическое вычисление дает нам значение амплитуд как 
таковых. 

Заметим также, совершенно аналогично можно производить модели
рование унитарной квантовой динамики системы движущихся заряженных 
частиц в нереляривистском приближении, с учетом электромагнитного поля 
с векторным потенциалом А. Для этого надо заменить оператор импульса 

р любой частицы на р - �А, где е есть ее заряд, с - скорость света. Про
следив вышеизложенные рассуждения, мы увидим, что это никак не отра
зится на конечном результате. Отметим, что это не является рассмотрением 
квантовой электродинамики, а лишь нерелятивистским приближением, для 
которого можно учесть эффекты поля, вводя указанную поправку в гимиль
тониан. То есть здесь мы считаем поле классическим, что по определению 
означает, что его можно включить в гамильтониан либо в виде потенциаль
ной энергии или добавки к ней, либо в виде указанной добавки к импульсу. 
Вообще говоря, в системе многих частиц поле также является квантовым, 
то есть распадается на фотоны, и можно было бы говорить об истории каж
дого из фотонов. Доказательство возможности рассмотрения поля многих 
частиц как классического является важнейшим достижением многочастич
ного гильбертона формализма; мы приведем его здесь по книге [17].  

18Предсказывать состояния системы в момент t з а  меньшее время t' < t можно только 
в специальных случаях, см., например, [32]. 
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Итак, предположим, что один электрон испускает фотон и этот фотон 
поглощается другим электроном (вместо электронов можно рассматривать 
атомы или атомные ионы). При испускании фотона испустивший его элек
трон испытывает отдачу (например, у него может поменяться спин). Это 
значит, что система, создающая поле (первый электрон), меняется и испус
кание следующего фотона будет уже в других условиях. Это и означает, 
что поле - квантовое, разные фотоны можно различить, так как состоя
ние первого электрона у них будет разным. Тогда мы должны складывать 
вероятности испускания первого фотона, второго, и т. д., для получения ве
роятности испускания нескольких фотонов. Суммарная вероятность будет 
равна n la: l2 , где а: есть амплитуда испускания одного фотона (пусть, для 
простоты, она будет для всех случаев одна и та же), n - число фотонов. 
Мы тогда не сможем говорить о векторном потенциале А поля. Поле бу
дет представлять собой отдельные фотоны. Их можно различить, измеряя 
состояние первого электрона, который их испустил. 

Теперь рассмотрим другую ситуацию. Пусть у нас есть не один-един
ственный электрон или атом, а целый кусок материала. Тогда при излу
чении фотона одним из атомов полученная им отдача будет перераспреде
ляться на весь этот кусок, и мы не сможем определить, какой из атомов 
изменил свое состояние! То есть в этом случае мы должны уже складывать 
не вероятности, а амплитуды, поскольку весь кусок ведет себя как единое 
целое (см. ниже, в части, посвященной сетям экземпляров). При сложении 
амплитуд их фазы будут близкими, из-за того, что мы не можем выделить 
атом, излучивший фотон (мы предполагаем, что регистрируется определен
ный фотон с заданным импульсом и поляризацией). При таком сложении 
мы получим амплитуду па и, следовательно, вероятность n2 1a: l2 , что в n 
раз превосходит вероятность испускания фотона в случае различимых не
пусканий. Если фотоны нельзя различить, это и дает основания говорить 
о векторном потенциале, который получается как результат сложения вол
новых функций отдельных фотонов - сложение именно волновых функций, 
то есть амплитуд, а не вероятностей, как в первом случае. Поле, обладаю
щее потенциалом, называется классическим полем. Мы видим, что поле 
будет классическим, если его создает множество частиц, находящихся в за
путанном состоянии (кусок материала), то есть классическое поле создает
ся испусканием фотонов большим ансамблем частиц, находящихся в запу
танном квантовом состоянии. Именно эта запутанность частиц внутри ис
точника поля и служит причиной того, что отдача от вылетевшего фотона 
перераспределяется между атомами источника. Это позволяет факторизо
вать состояние источника и состояние фотонов, когда общая волновая функ
ция системы «источник+фотоньi» будет иметь вид IФ source) Q9( 1Ф�hoton) + 
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+ IФ;hoton) + . . .  + IФ;hoton) ) . Тогда можно говорить о векторном потенциале 

поля, который равен А = JФ;hoton) + IФ;hoton) + · · · + IФ;hoton) . 
Если же у нас есть только одна отдельная заряженная частица, напри

мер, электрон, мы не можем просто говорить о создаваемом им класси
ческом векторном поле (о скалярном - можно, потому что составляющие 
его фотоны имеют нулевой импульс). Для отдельного электрона надо, вооб
ще говоря, пользоваться квантовой электродинамикой, то есть рассматри
вать испускание отдельных фотонов, запутанные состояния этих фотонов 
и электрона (или атома), и только через это рассмотрение переходить к по
лю (см. главу 5). Например, при рассмотрении электрона в квантовой точке 
этот электрон будет находиться в запутанном состоянии с частицами, обра
зующими точку, благодаря чему и возникнет то перераспределение отдачи 
от испущенного им фотона, которое обеспечивает классичность поля, со
зданного электроном. 

Поэтому при рассмотрении квантовых вычислений на отдельных ча
стицах (например, на отдельных электронах) надо обязательно заботиться 
о том, чтобы испускание фотонов удовлетворяло бы условию классично
сти поля, которое мы описали только что. Без этого нельзя считать, что 
у нас имеется векторное поле. В практическом смысле, для моделирования 
квантовых систем, это означает, что мы должны рассматривать как кван
товые все входящие в модель частицы. Расширение системы тоже должно 
происходить присоединением частиц по одной. Если же мы введем гранич
ные (внешние) условия, например, в виде некоего внешнего потенциала, 
мы должны гарантировать, что он создается огромным числом частиц, так 
что вьmолнено условие классичности поля. 

4.8.3. Ансамбли идентичных фермионов и бозонов 

Единственный случай, когда для системы многих тел возможно что
то конкретное предсказать с помощью волновой функции - это ансамбли 
идентичных частиц: фермионов или бозонов. Рассмотрим сначала случай 
двух одинаковых частиц. Тогда их совместное состояние должно описы
ваться волновой функцией от двух переменных r1 и r2, которые являются 
координатами первой и второй частиц соответственно. Поскольку эти ча
стицы идентичны и их нельзя различить, волновая функция при перемене 
r1 на r2 (и наоборот) должна проявлять симметрийные свойства. Посколь
ку для фермионов справделив принцип запрета Паули, принято считать, что 
для фермионов волновая функция должна быть антисимметричной: 
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а для бозонов, где никаких запретов нет, она должна быть симметричной: 

Предположим, что каждая из этих частиц, взятая в отдельности, может на
ходиться в одном из двух состояний 'lj;1 (r) или 'lj;2(r), так что они взаим
но ортогональны. Какие симметричные и антисимметричные комбинации 
можно составить из этих двух функций? Таких комбинаций две. Во-первых, 
можно составить детерминант и перманент матрицы, построенной на этих 
функциях и координатах обеих частиц: 

iJ! fer = 'I/J1 (r1 )ф2 (r2) - 'Ф1 (r2)'1/J2 (r1 ) ,  
iifьos = Ф1 (r1 )'Ф2(rz) + 'I/J1 (r2)'l/J2 (r1 ) .  

Во-вторых, можно рассмотреть такие комбинации: 

Фfer = 'I/J1 (r1 )ф2 (rl ) - Ф1 (r2)'Ф2(r2) ,  
Фьоs = 'Ф1 (r1 )'Ф2(r1 ) + 'Ф1 (r2)'l/J2(r2) . 

Первый способ лучше второго тем, что там мы получаем формулы, мас
штабируемые на случай многих переменных. Это можно очень просто объ
яснить с помощью кубитового представления. 

Мы представим одночастичные состояния ф1 и ф2 в кубитовой фор
ме как 'Ф1 = 2:: Лj lj) ,  'l/J2 = 2:: .\]IJ) .  Тогда детерминантное представление 

j j 
двухчастичного состояния имеет простую форму представления как l iJ!) = 
= I'Ф1 )  ® I'Ф2) - I'Ф2) ® IФ1) ;  при таком определении двухчастичной функ
ции у нас получится 1 iJ!) = 2:: ( .>.}1 Л}, - Л}1 Л}2 ) IJ]1 ) ® 1 J}2 ), ЧТО В TOЧHO-

Jl ,]2 
сти отвечает тому соответствию между функциональной и кубитовой запи-
сью квантовых состояний, которое мы определили ранее. Это рассмотрение 
полностью обобщается и на случай n идентичных фермионов, когда мы бу
дем иметь детерминант матрицы. Аналогично можно рассмотреть и случай 
бозонов, который отличается только тем, что там будут перманенты вместо 
детерминантов.  

Для второй формы образования двухчастичной волновой функции та
кого соответствия подобрать нельзя. 

Разумеется, не любую антисимметричную функцию можно предста
вить в виде детерминанта. Но ее всегда можно представить в виде ряда, со
ставленного из таких детерминантов. Детерминанты описанного вида мож
но рассматривать, таким образом, как базис векоторого гильбертона про
странства, которое называют пространством Фока чисел заполнения. По
дробнее об этом написано в приложении. 
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Могло бы показаться, что свойство антисимметрии волновой функ
ции является настоящей многочастичной запутанностью. Формально это 
так, поскольку \11 действительно является запутанным квантовым состоя
нием. Однако эта запутанность носит особый характер, и мы поясним это 
на простом рассуждении. Предположим, что базисные состояния lj) явля
ются ступенчатыми функциями с носителями, сосредоточенными на отрез
ках [xj , Xj+l ] конфигурационного пространства. Рассмотрим два состояния 
I'Ф1 ) @  I'Ф2) , I'Ф2) @  I'Ф1 ) , которые образуют детерминант. Мы можем слег
ка изменить значение комплексных функций 1/;1 ( r1 ) ,  1/;2 ( r2) так, чтобы их 
носители стали бы непересекающимися множествами. Тогда детерминант
вое представление \11 сведется просто к одному-единственному слагаемо
му и будет представnять незапутанное состояние. Таким образом, запутан
ность, обусловленная антисимметричностью волновой функции, является 
вы:рожденной. Она может быть заменена требованием о том, что носители 
волновых функций не должны пересекаться, что будет равноценным обра
зом выражать прннцип запрета Паули. 

4.8.4. Спиновые и пространствеиные координаты 

Главная особенность гильбертона формализма в области многих ча
стиц состоит в экспоненциальном росте размерности пространства состоя
ний. Это является основой проекта квантового компьютера. С другой сто
роны, такая особенность делает гильбертов формализм неудобным для ис
следования многочастичных систем. Это проявляется в том, что не удает
ся построить хорошей модели декогерентности, то есть распада сложных 
квантовых состояний. Но есть и другие особенности гильбертона форма
лизма, которые проявляются для задач с многими телами. Это особенности 
перехода от обычного представления волновых функций к их кубитовому 
представлению, и они проявляются при выборе пространства состояний 
как такового. Мы уже встречались с ними при рассмотрении запутанно
сти в пространстве чисел заполнения в предыдущем параграфе. Здесь мы 
рассмотрим другой пример того же типа. 

Этот пример относится к разделению конфигурационного простран
ства на спиновые и пространствеиные переменные. Согласно традиционно
му формализму, конфигурационное пространство одной частицы разделено 
на две непересекающиеся части: координатную и спиновую. Это означает, 
что состояние ансамбля частиц со спинами имеет вид 

( 4.42) 

где ljc) и ljs ) - координатные и спиновые базисные векторы. Допустим, 
что в начальный момент спины и координаты были не запутанными: 



4.8. ФОРМАЛИЗМ КВАНТОВОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ В КУБИТОВОЙ ФОРМЕ 1 53 

JЧ!)fuinent = J Ч!)fпi QS) JЧ!)fпi• где JЧ!)fпi• JЧ!)fпi - координатная и спино
вая волновые функпии. Тогда применение оператора, действующего только 
на координаты частиц, оставит спиновое состояние без изменения. 

Теперь рассмотрим такую практическую задачу. Пусть у нас имеется 
намагниченный кусок металла, и мы держим его в неподвижности отно
сительно пекоторой инерциальной системы отсчета. Начнем поворачивать 
его так, что он примет другое положение. Тогда направление магнитно
го поля, которое создается этим куском, изменится соответственно ново
му положению куска. Попробуем проанализировать этот простейший опыт 
с точки зрения гильбертона формализма. Будем считать, что этот форма
лизм неограниченно масштабируется, то есть что его можно применять 
для произвольного числа частиц так, что все классические пределы бу
дут сохраняться. Будем учитывать только координаты всех ядер и электро
нов, составляющих кусок, а также электронные спины (ядерных учитывать 
не будем). Тогда направление классического магнитного поля определяется 
состоянием спиновой волновой функпни всех электронов. В намагничен
ном материале в очень грубом приближении можно считать, что спиновая 
и координатная части волновой функпни не запутанны, то есть у нас есть 
квантовое состояние вида JЧ!)i�;nent, в котором спиновая волновая функпия 

J Ч!)�ni определяет направление классического магнитцого поля, создавае
мого этим куском. 

Естественно считать, что механический поворот куска затрагивает 
только пространствеиные координаты всех ядер, и потому их спин оста
ется неизменным. Таким образом, если квантовый формализм неограни
ченно масштабируется, то магнитное поле, создаваемое куском металла, 
должно сохраняться при повороте, что противоречит опыту. Итак, мы мо
жем сделать вывод о том, что такой формализм не является неограничен
но масштабируемым. Если бы мы рассматривали не кусок металла, а один 
единственный электрон, то его спин сохранялся бы при его движении внут
ри атома. Для одного электрона справедливо разделение пространствеиных 
и спиновых координат. Но для больших ансамблей это уже не так. Много
частичный гильбертов формализм не может, таким образом, масштабиро
ваться на случай больших кусков материала. 19 Далее мы рассмотрим этот 
пример с позиций конструктивизма. 

19Эта ситуация совершенно стандартная. Можно сказать, что гильбертов формализм здесь 
просто неприменим. Нас не может устроить такой ответ, так как мы заннмаемся не стан
дартной физикой, а распространением квантовой теории на сложные системы. Наш главный 
инструмент - компьютер. Программа должна правильно обрабатывать все исключения. Там, 
где применение стандартной квантовой теории с неизбежностью опирается на традицию и ин
туицию, у нас должен работать алгоритм. Поэтому мы обязаны явно указывать, как именно 
действовать для всех случаев сразу, а не только для узкого круга традиционных задач. 
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4.9. Проблема декогерентности или почему необходим 
пересмотр оснований квантовой теории 
многочастичных систем 

Вернемся к принципиальному вопросу об адекватности математиче
ского аппарата квантовой теории. Из предыдущего параграфа мы видим, 
что существует принципиальная разница между двумя типами эволюции 
квантовой системы - унитарной динамикой и измерениями. При этом про
цедура измерения не имеет описания в стандартном квантовом формализме, 
кроме постулата измерения Борна, содержащего правила подсчета вероят
ностей. 

Таким образом, мы можем относиться к измерению двояко: мы можем 
трактовать его как своего рода силу трения, которая действует на рассмат
риваемую квантовую систему со стороны окружающей среды, или, напро
тив, считать, что выполнение измерений есть свойство самой квантовой 
системы. В первом случае мы имеем возможность устранить измерения во
обще или производить их исключительно по своему усмотрению, так как 
силу трения можно, в принципе, устранить, например, помещая рассматри
ваемое устройство в глубокий вакуум. Во втором случае мы должны отка
заться от стандартного формализма квантовой теории как от неадекватного, 
поскольку он не описывает некоторого фундаментального свойства кванто
вых систем. 

Эксперименты, проводимые над квантовыми системами в надежде по
строить масiiiТабируемый квантовый компьютер, свидетельствуют о том, 
что декогерентность вряд ли можно рассматривать как силу трения. Сви
детельством этого являются запутанные квантовые состояния, полученные 
в экспериментах над ионами в ловушке Пауля. В таких экспериментах не 
удается получить масштабируемого квантового процессора, но удается ге
нерировать сильно запутанные квантовые состояния типа W и GHZ. Это 
как раз те состояния, которые имеют хорошее алгоритмическое описание 
в рамках метода коллективного поведения (см. главу 5). 

Проблема декогерентности есть проблема применимости квантовой 
теории к многочастичным системам, так как декогерентность есть фунда
ментальное свойство таких систем. В квантовой теории не существует ни
какого критерия для отличия между внешним потенциалом, входящим в га
мильтониан рассматриваемой системы, и так называемым вредным воздей
ствием на систему со стороны окружения, вызывающим декогерентность. 

Область применимости квантовой теории, таким образом, строго огра
ничена задачами, которые сводятся к одночастичным. Примером являются 
задачи квантовой химии, такие как нахождение стационарных состояний 
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электрона в поле нескольких кулоновских центров (см. [64]). Задачи, где 
многочастичное поведение существенно, как, например, химические реак
ции, лежат за пределами применимости квантовой механики.2° Надо под
черкнуть, что это ограничение принципиально и не может быть исправ
лено добавлением к квантовой теории неких новых разделов. Препятстви
ем к распространению этой теории на многочастичные задачи является не 
ее мнимая незаконченность - она в действительности закончена. Главным 
и, по существу, единственным препятствием является ее математический 
аппарат. Применеине стандартного анализа является конструктивным толь
ко в его вычислительной части, то есть когда мы пользуемся техникой инте
грирования и дифференцирования и решаем дифференциальные уравнения. 
Однако содержащаяся в стандартном анализе идеология актуальной беско
нечности, и вытекающая из этой идеи практика неограниченных экстрапо
ляций формул не адекватна реальной природе. В этом и состоит неустра
нимый дефект стандартной квантовой механики. 

Декогерентность в действительности не является чем-то вроде тре
ния. Она есть проявление неточиости описания реальных квантовых си
стем с помощью стандартного математического формализма. Так называ
емая контринтуитивность квантовой механики является следствием этой 
неадекватности формализма. То, что с помощью этого песовершеиного ма
тематического аппарата удается неплохо описывать простые системы, та
кие как состояние электрона в атоме водорода, надо считать редкой удачей. 
Несомненный успех квантовой теории в описании простых систем связан 
с мощью аналитической техники, но никоим образом не является заслугой 
идеологии стандартного анализа с его актуальными бесконечностями. Как 
только мы переходим к чуть более сложным системам, видимая простота 
квантовой теории превращается в непреодолимое препятствие к проведе
нию каких-либо вычислений для систем, хоть чуть более сложных, чем 
молекула водорода. 

Рассмотрим следующую модельную задачу, в которой численный ответ 
не может быть получен с помощью квантовой теории ни с каким приближе
нием. Это задача о диссоциации молекулярного иона водорода. Он состоит 
из двух положительно заряженных протонов и одного электрона, находяще
гося в основном состоянии в поле двух кулоновских центров. Если r есть 
расстояние между ними, основное состояние будет зависеть от r. Потенци
альная энергия системы двух протонов, если электрон считать связываю
щей их силой, имеет вид, показаивый на рис. 4. 1 .  Это значит, что основное 

20Попытки создания полуэмпирических методов типа Ландау�Зинера никак не меняют этого 
положения; критерием адекватности теории в конструктивизме является возможность постро
ения видеофильмов всех процессов, относящихся к ее области применимости. 
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состояние электрона является связывающим для любого расстояния меж
ду протонами. Теперь предположим, что мы придали протонам начальную 
скорость, достаточную для вылета системы из потенциальной ямы. Задача 
заключается в том, чтобы определить, в какой момент электрон перейдет 
из основного состояния в поле двух протонов в какое-либо стационарное 
состояние в окрестности одного из них. Разумеется, здесь есть разные ка
налы: электрон может перейти в состояние непрерывного спектра, протоны 
тоже квантовые, и т. д. Но мы можем конкретизировать эту модельную за
дачу, предположив, например, что электрон переходит только в основное 
состояние относительно одного из протонов. 

Е 

Рис. 4.3 .  Потенциальная энергия двух протонов в Н! 

Эта задача есть задача о распаде основного состояния в двух потен
циальных ямах, и она в принциле не может быть решена средствами кван
товой механики. Причина этого не в том, что реальная ситуация требует 
квантовой электродинамики (в КЭД эта трудность многократно возрастет). 
Причина в том, что здесь мы имеем дело с коллапсом волновой функции, то 
есть, процедурой измерения. Эта процедура лежит вне квантовой физики, 
и с этим ничего нельзя поделать. 

Основа копенгагенской квантовой теории - волновая функция мно
гих частиц Ф(r1 , r2 , . . .  , rп ) . Этот объект в формальном плане необычай
но жесткий. Он прямо предусматривает использование римаиовекой схемы 
интегрирования уравнения Шредингера, то есть обработки всего конфигу
рационного пространства для n частиц, что заведомо неприемлемо в тео
рии сложных систем. Связь волновой функции с реальностью дает толь
ко бориовекое правило вычисления вероятностей, которое в многочастич
ном случае не может быть проверено непосредственно, так как амплитуда 
оказывается размазанной по неимоверно огромному числу состояний. Мы 
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? 

Рис. 4.4. Диссоциация молекуЛярного иона водорода 

оказываемся перед необходимостью концентрации амплитуды на так назы
ваемых существенных состояниях, игнорируя все остальные, - только так 
получаются все немногочисленные результаты, касающиеся многих частиц 
в квантовой физике (например, рассуждение Фейнмана о классичности по
ля, создаваемого образцом материала). Но быстрые квантовые алгоритмы 
показывают невозможность обобщения такой схемы на сложные системы: 
даже ничтожно малые амплитуды, которые в стандартных экспериментах 
всегда игнорируются, в ходе конструктивной интерференции могут очень 
быстро создать наблюдаемые состояния, которых не должно было быть при 
учете только существенных состояний. В общем случае принцип концен
трации амплитуды дается исключительно квантовым компьютингом, кото
рый оказывается заложником фундаментального свойства декогерентности. 
Волновая функция копенгагенской квантовой механики оказывается обьек
том, верификация которого сомнительна. У нас нет ни одного надежного 
метода проверки существования волновой функции многих частиц, за ис
ключением быстрых квантовых алгоритмов. Действительно, иначе для это
го пришлось бы провести такое число экспериметов, каково общее число 
состояний в конфигурационном пространстве для n частиц, что уже при 
n = 10 не представляется возможным. На таком сомнительном обьекте, 
как волновая функция, нельзя строить новую квантовую физику многих ча
стиц. Волновая функция сослужила нам хорошую службу для малого числа 
частиц; с ее помощью были даже предсказаны так называемые запутан
ные состояния, которые явно вводятся в конструктивизме с помощью пред-



1 58 ГЛАВА 4 

ставления о связях, и об этом речь пойдет дальше. Но как базовый объект 
в квантовой физике сложных систем Ф -функция не годится. 

Если бы все ограничивалось трудностью в получении точных оценок, 
дело было бы не так критично. Но формализм квантовой теории таков, что 

главные сценарии, определяющие поведение сложных систем (например, 
модели химических реакций) полностью зависят как раз от точности оце
нок. Мы, таким образом, оказываемся в тупике: для описания многочастич
ных систем, включая присущую им декогерентность, необходимо строить 
масштабируемый квантовый компьютер, а его постройка, в свою очередь, 
наталкивается на декогерентность как основное препятствие. 

Это еще один довод в пользу пересмотра квантовой теории на основе 
конструктивизма. Сущность такой замены в том, что вместо стандартного 
математического анализа необходимо использовать конструктивный мате
матический анализ. Именно конструктивные функции представляют адек
ватное описание физических процессов в многочастичных системах; в от
личие от стандартного анализа здесь всегда требуется предъявить технику 
конкретных расчетов. 
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4.10. Резюме стандартной квантовой механики 

«Я готов биться об заЮ!ад, что принцип суперпозиции будет стоять 
в веках.» 

Р Фейнман 

В заключение мы должны рассмотреть вопрос о том, что будет со
хранено в квантовой теории при неизбежной ревизии ее математического 
аппарата. 

Краткий ответ заключается в том, что должны быть сохранены все ее 
результаты, подтвержденные в экспериментах. Это относится к одночастич
ным задачам, решение которых опирается, в сущности, на принцип супер
позиции, то есть на механизм интерференции амплитуд. Это не означает, 
что мы должны обязательно использовать для вычислений именно ту тех
пику решений дифференциальных уравнений или суммирования диаграмм, 
которая входит в вычислительный арсенал квантовой теории. Напротив, 
там, где эта техника вызывает недопустимый перерасход вычислительных 
ресурсов, она должна быть заменена более экономичным приемом. Приме

ром может служить описываемый в следующей главе метод коллективного 
поведения, заменяющий решение уравнения Шредингера, а также генети
ческий метод построения квантовых сценариев для задач рассеяния. 

При этом в любом случае применение новых вычислительных при
емов должно давать те же асимптотические результаты, что и примене
ние стандартных методов во всех тех случаях, когда стандартные методы 
применимы и дают конкретные результаты. Примером такой ситуации яв
ляются стационарные состояния нескольких электронов с учетом спинов 
в поле нескольких кулоновских центров. Противоположным примером, ко
гда стандартные методы не дают конкретного результата, является кванто
вый компьютинг. Конструктивная физика не обязана моделировать работу 
масштабируемого квантового компьютера без декогерентиости, так как это 
не в состоянии сделать стандартная квантовая теория. Проект квантового 
компьютера является именно проектом квантовой физики, реализуемость 
которого не подтверждена экспериментами, и потому конструктивная фи
зика не даст нам решение проблемы факторизации по алгоритму Шора. Но 
конструктивная физика должна дать ответ на вопрос о том, что будет, если 
мы все-таки попытаемел реализовать практически квантовый компьютер, 
скажем, на ионах в ловушке Пауля. При этой реализации мы явно увидим, 
как именно влияние декогерентности логубит квантовое вычисление, так 
как декогерентность является встроенным свойством моделирующих алго
ритмов, используемых в конструктивной физике. 
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Наконец, сохраненным должен быть так называемый многочастичный 
гильбертов формализм стандартной квантовой теории, 21 при котором стро
го разделяются квантовые «миры», состоящие из наборов экземпляров ре
альных квантовых частиц, составляющих рассматриваемую систему (см. 
следующую главу). Это связано с тем, что гильбертов формализм является 
полностью конструктивной методологией для рассмотрения систем многих 
частиц, применение которой совершенно не зависит от того, каким анали
зом мы пользуемся - традиционным или конструктивным. Эта методология 
неразрывно связана с применением тех вычислительных приемов типа диф
ференцирования и интегрирования, о которых говорилось выше, и которые 
просто не будут работать без гильбертона формализма. 

Таким образом, полностью сохраняется та интрига квантовой теории, 
которая связана с ее многомировой интерпретацией и возможностью вли
яния этих «миров» друг на друга. Однако эта интрига разрешается, отча
сти, описываемым ниже генетическим методом построения динамических 
сценариев и, отчасти, присутствием в наших моделях пользователя, наде
ленного правами . эксперта. Это решение, в отличие от некоторых других 
подходов, вполне конструктивно. Однако оно не противоречит влиянию на 
эксперимент волевого усилия экспериментатора; просто такого рода усилия 
всегда должны трактоваться через включение в рассматриваемую систему 
частиц, связанных с самим экспериментатором. Потенциальная осуществи
мость такого включения всегда обеспечивается фундаментальным принци
пом конструктивной физики, требующим не более чем линейного роста 
вычислительных ресурсов для моделирования. 

Сохранение гильбертона формализма опять-таки не означает использо
вания при моделировании волновой функции для n частиц вида 

Использование такой функции, как мы уже видели, вызывает неприемле
мый рост вычислительных ресурсов при моделировании. Поэтому вместо 
таких объектов должны будут использоваться более практичные методы, 
например, такие, как метод коллективного поведения многих частиц, свя
занный с их группировкой в кортежи (см. следующую главу) и использова
нием лебеговской схемы интеграции вместо римановской. 

Резюмируя стандартную квантовую физику, мы скажем, что эта ве
личайшая наука безусловно будет сохранена вся, за исключением той ее 
части, которая неотделима от абстракции потенциальной осуществимости 

21 Но мы при этом должны пожертвовать понятием волновой функции в случае многих 
частиц! 



4. 10 .  РЕЗЮМЕ СТАНДАРТНОЙ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ 16 1  

и н е  может быть конструктивизирована. Мне известно только одно такое 
построение в квантовой теории: масштабируемый квантовый компьютер. 
Этот проект не может быть перенесен в конструктивную физику и должен 
быть принесен в жертву планируемому преобразованию теории. Подчер
киваю, что речь идет именно о неограниченно масштабируемом квантовом 
компьютере в понимании копенгагенской квантовой физики. Ограничен
ные его варианты уже работают в реальности, и есть надежды на получе
ние реальной отдачи от таких квантовых процессорав при моделировании, 
прежде всего, физических процессов (на эту тему см. работы [49-5 1 ]);  мы 
вернемся к обсуждению этого вопроса в главе 6. Более того, эксперименты 
в области квантового компьютинга представляют собой необходимый экс
периментальный фундамент обновленной квантовой физики, так как они 
способны прояснить принципиальный для нас вопрос о вычислительных 
ресурсах, требуемых для моделирования сложных систем из многих ча
стиц. Мы коснемся этого вопроса в главе 5 .  



ГЛАВА 5 

Алгоритмическая модификация 
квантовой теории 

Мы видели, что конструктивная математика в большей мере апелли
рует к опыту для проверки своих аксиом, чем математика классическая. 
Потому она и в большей мере зависит от физических экспериментов. Это 
проявляется, например, в том, что математический конструктивизм содер
жит концепцию множественности, или плюрализма. Истинностные оценки 
в конструктивизме менее детерминированы, чем в классической математи
ке, - в этом мы имели возможность убедиться на примере моделей Крипке. 
Классическая математика содержит концепцию абсолютной истины; если 
мы выбираем аксиоматическую теорию и конкретную модель, то есть ал

гебраическую систему, то для любой формулы этой теории она будет либо 
истинной, либо ложной. В конструктивизме это не так. Хотя конструктив

ная математика и дает систему логического вывода, столь же надежную, как 
и классическая, но эта система содержит больше ограничений, чем систе
ма классического вывода. Ограничения конструктивизма вытекают из его 
процедурного характера, и принятие этих ограничений с необходимостью 

заставляет нас отказаться от того понимания «абсолютной истины», кото
рое существует в классической математике и которое выражается теоремой 
Геделя о полноте исчисления предикатов. Попытка построить аналог тео
ремы Геделя для конструктивной логики приводит к моделям Крипке, то 
есть к тому плюрализму истинностных оценок, которые и являются родо
вой меткой конструктивизма. 

В применении к физике это означает очень важную вещь. Конструктив
ная математика просто не может существовать без физической части. При
влечение физических экспериментов в конструктивизме необходимо для 
сохранения его целостности. Если классическая математика может суще
ствовать в так называемом «чистом» виде, то есть в виде, свободном от 

каких бы то ни было (в том числе и физических) приложений, то для кон
структивной математики это невозможно. Она создана, по существу, только 
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для одной цели: служить физике в качестве формального аппарата теории. 
Поэтому алгоритмическая версия физических теорий и, прежде всего, са
мой продвинутой из них - квантовой механики - является неотъемлемой 
составной частью конструктивизма. 

Конструктивизация квантовой теории требует совершенно конкретной 
эвристики для построения алгоритмов моделирования. В этой главе пред
лагается такая эвристика, основанная на понятии точечной частицы: эври
стика коллективного поведения. Этот подход, строго говоря, не является 
единственно возможным при конструктивизации кваитовой физики. 1 До
стоинство эвристики точечных частиц в том, что она наглядна и потому 
применяется во всех других частях естествознания. В физике микромира 
реальные частицы ведут себя не так, как вели бы себя точечные частицы 
в классической механике, и поэтому широко распространилось ошибоч
ное мнение о том, что эвристика частиц должна быть заменена волновыми 
функциями и операторами. 2 В действительности, если мы хотим двигаться 
вперед, нам совершенно необходимо иметь эвристику квантовой физики на 
языке частиц, а не волновых функций, потому что с волновыми функциями 
нельзя работать в многочастичной области. 

Ключевым моментом эвристики частиц является представление о ре
альной частице как об ансамбле точечных частиц - ее экземпляров. В этом 
состоит идея метода коллективного поведения. Мы покажем, как с по
мощью этого метода можно пытаться воспроизводить выводы, сделанные 
в стандартном квантовом формализме. Замечу, что и здесь описываемый 
ниже подход не является единственно возможным. Например, если мы со
храним комплексные числа в основе формализма, можно было бы облег
чить нашу задачу, воспользовавшись фейнмановекай техникой интегралов 
по траекториям. Этот путь фактически уже описан нами в предыдущей гла
ве. Он в точности соответствует стандартной квантовой теории. Его недо
статок в том, что у частиц там нет истории, и потому эвристика оказывается 
ослабленной: возникают трудности при ее применении к многочастичным 
системам. Наличие у точечной частицы ее истории - элемент эвристики, 
важный для масштабирования.3 Главный довод здесь в том, что конструк
тивизация квантовой теории может дать нам что-то новое, только если она 
будет радикальной. 

1 Наnример, можно представить себе, что кrо-либо будет строить моделирующие алгоритмы 
на основе, скажем, волновых функций - для отдельных частиц, а некоего квазиклассического 
описания - для больших коллекrивов. 

2Вместо бессмысленной полемики со стороюmками этой точки зрения я могу предложить 
им описать на языке волновых функций процесс репликации ДНК. 

3Это также связано с допускаемой конструкrивным формализмом возможностью суще
ствования генетической памяти у частиц, что обсуждается ниЖе. 
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Конструктивизация физики начинается с вопроса о алгоритмической 
формулировке квантовой механики. Мы принимаем без обсуждений, что 
правильное описание элементарных реакций между n частицами достаточ
но для построения аюуальных моделей процессов любой степени сложно
сти, включая описание простейших форм жизни, например, вирусов или 
бактерий; достаточно простая процедура обобщения процессов рассеяния 
многих частиц даст нам картину поведения очень сложных объектов. 

Как мы убедились в предыдущей главе, гильбертов формализм кванто
вой теории нельзя моделировать в рамках эффективных классических ал
горитмов. Тем не менее, впечатляющие успехи применения компьютеров 
в квантовой физике свидетельствует о безусловной перспективности моде
лирования реальных процессов. Это связано с явлением декогерентности, 
то есть произвольной порчи сложных квантовых состояний, что делает их 
более простыми и, тем самым, облегчает компьютерное моделирование. 

Однако декогерентность, как мы видели выше, не входит в «библию» 
стандартной квантовой теории, и рассматривается исследователями как 
своего рода «трение», то есть посторонний фактор, искажающий идеаль
ную картину. Конструктивная трактовка декогерентности принцщ:шально 
иная. 

Отклонение от упитарности квантовой эволюции с точки зрения 
алrоритмизма происходит из-за того, что классической памяти не хва
тает для размещения сложных квантовых состояний. 

Это может выглядеть непривычно, но надо понимать, что мы придаем 
алгоритмам статус элемента нового математического аппарата квантовой 
теории, а описание любого физического явления, данное аппаратом, яв
ляется исчерпывающим и не требует поиска еще более фундаментальных 
«механизмов». 

Принцип соответствия, сформулированный Бором для соотношения 
квантовой и классической механики, будет иметь свой аналог и для но
вой ситуации, для соответствия между стандартной квантовой механи
кой и алгоритмической квантовой теорией. Этот принцип соответствия, 
переформулированный для нашего случая, примет такой вид. При алго
ритмическом моделировании ресурсы вычислительной машины должны 
распределяться так, чтобы обеспечить наилучшее приближение к стан
дартному формализму гильбертоных пространств. Из этого вытекает, что 
при потенциально неограниченных вычислительных ресурсах алгоритми
ческое описание превращается в стандартный формализм гильбертовых 
пространств. 

Этот принцип соответствия для алгоритмики содержит одну особен
ность: непонятно, какое приближение к стандартному формализму является 
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наилучшим. Вопрос о качестве приближения фактически решается пользо
вателем модели с помощью экспертной оценки. Эта оценка в достаточно 
широком классе задач может быть в большой степени формализована, то 
есть сведена к выбору между ответами «да» и «нет». Это будет преимуще
ством алгоритмяки перед стандартным подходом, где декогерентность во
обще не имеет первопринципной модели, так как статус наблюдателя там 
не определен. 

5.1 .  О физическом смысле алгебраических операций 

Конструктивизация квантовой теории предусматривает переход от ма
тематического конструктивизма к практической работе по преобразованию 
квантовой теории. Мы последовательно приближаемся к этой цели, но 
должны посвятить еще некоторое внимание общим вопросам, без которых 
эффективная практическая работа невозможна. Мы уже видели порочиость 
стандартного формализма, основанного на анализе, и у нас есть альтерна
тива: конструктивный анализ, основанный на алгоритмах и приближениях. 
Но этого мало. Нужна еще эвристика построения алгоритмов, без которой 
определение машин Тьюринrа или общие теоремы будут бесполезными иг
рушками. У нас еще нет этой эвристики, и мы можем построить ее, только 
принимая во внимание уже существующую эвристику стандартной алгеб
ры. Итак, нам предстоит более внимательно проанализировать смысл алгеб
раических операций, по сравнению с припятым в стандартной физике. Тот 
эвристический анализ, который мы проведем в этом разделе, поможет нам 
позже понять метод коллективного поведения. Читатель должен быть уже 
готов к тому, что алгебраическая техника отличается от той, которая нам 
будет нужна, потому что наша задача не в том, чтобы усовершенствовать 
эту технику, а в том, чтобы ее изменить в нужную нам сторону. 

В чем состоит природа числа? Это количество однотипных объектов, 
называемых экземплярами, в пекотором множестве М. Представим себе 
человека, не знакомого с арифметикой, но которому нужно научиться опе
рировать с такими количествами. Если обьединить два множества, то у нас 
получится сумма чисел входящих в них экземпляров. Складывать количе
ства можно по-разному. Например, можно перекладывать из мешка в мешок 
экземпляры по одному. А можно просто засыпать их сразу. Пока это не иг
рает особой роли. Но вычитание встретится с определенной трудностью: 
нам может не хватить экземпляров. Здесь можно поступить так: завести 
некий запас таких экземпляров и добавлять их в то множество, где их не 
хватает, специально запоминая, куда и сколько экземпляров добавлено. 
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Но тут сразу же возникает серьезный вопрос о том, как мы будем за
писывать количества. Когда у нас не было вычитания, все было просто, мы 
хранили экземпляры (например, в мешках) и по мере необходимости их 
оттуда извлекали. Теперь мы должны кодировать количества. Самое про
стое здесь - ставить в ряд палочки: 1 обозначает один экземпляр, 1 1  - два 
экземпляра, 1 1 1  - три, и т. д. Если надо закодировать двенадцать экземпля
ров, мы должны рассматривать фигуру 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 · Тут можно догадаться, что 
это трудоемкий путь. Можно поступить проще: договориться представпять 
количество экземпляров, скажем, десять, как некий новый экземпляр, а за
тем представить это число как десять плюс два. Тогда при записи это бу
дет короче: 11 1 , где 1 обозначает этот самый новый экземпляр. Продолжая 
усовершенствования в том же духе, мы быстро придем к арифметической 
записи количеств, то есть к арабским числам. Как легко понять, выигрыш 
от такого перехода будет экспоненциальный, как по памяти, так и по време
ни. Теперь для сложения нам не надо перебирать все элементы в мешках. 
Достаточно применить правило сложения чисел в арифметической записи. 

Как нам представить операцию умножения? Можно определить ее так, 
как это делается в теории алгоритмов, то есть с помощью примитивной 
рекурсии. Сначала поясним, что это такое, на примере сложения. Базисом 
будет а +  О = а. Шаг рекурсии очень прост: а +  (х + 1) = (а +  х) + 1 . 
Элементарная операция рекурсии есть прибавление единицы. Так как а + 
+ х на данном шаге уже определено, мы можем определить а +  (х + 1)  
с помощью данной формулы. 

Аналогично, уже имея сложение, мы можем определить и умножение. 
Рекурсия для него выглядит так. Базис. аО = О. Шаг. а(х + 1) = ах+ а. Как 
видим, все очень просто! Если освоить прием умножения в столбик чисел 
в арифметической записи, умножение потребует порядка O(n2) операций 
на машине Тьюринга, где n есть длина записи чисел. Если же вспомнить, 
что количество N экземпляров связано с длиной арифметической записи 
числа как N = 10n, мы получим, что операции над количествами в ариф
метической записи дают экспоненциальный выигрыш по сравнению с ма
нипуляциями с мешками. 

Однако ничего бесплатного не бывает. За такую быстроту придется 
кое-чем заплатить. Здесь мы платим индивидуальностью экземпляров. Если 
в мешке находятся одинаковые монеты, этот способ подходит. Если там ле
жат, скажем, картофелины, которые немного различаются, арифметический 
способ также неплох, потому что мы можем считать, что все картофелины 
примерно одинаковы. Но разница становится принципиальной, например, 
если мы имеем дело с живыми существами, каждое из которых облада
ет своей индивидуальностью. Это и определяет ту границу, где алгебра-



5 . 1 .  0 ФИЗИЧЕСКОМ СМЫСЛЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИЙ 167 

ические приемы не могут быть эффективными. Тем не менее, фундамен
тальность физических законов означает, что они в равной мере относятся 
и к живому миру. Для нас это особенно актуально, поскольку наша цель -
моделирование сложных систем. Поэтому мы обязаны проследить, каким 
образом можно производить алтебраические операции с такими деликат
ными обьектами, которые не должны при этом терять своей индивидуаль
ности. Разумеется, это также потребует от нас соответствующей платы. 

Итак, мы уже видели, что сложение экземпляров в мешках не пред
ставляет особых проблем. Как быть с умножением? Можно действовать 
в соответствии с рекурсивным определением. Это означает, что мы извлека
ем по очереди каждый экземпляр из первого мешка и производим для него 
такую процедуру: по очереди извлекая экземпляры из второго мешка, заво
дим для каждого из них один новый экземпляр, который берем из резерва, 
и в результате складываем все получившиеся количества. Так мы можем 
сохранить индивидуальную память о каждом из экземпляров, передавая ее 
на каждом шаге от уже имевшихся экземпляров к новым. Однако петрудно 
понять, что строительство египетских пирамид будет более продуктивным 
путем, чем этот. Итак, рекурсивные методы, по которым в стандартной ма
тематике определяются алтебраические операции, служат исключительно 
для целей определения, но не могут применяться для практических вычис
лений. 

Мы подошли к моменту, когда нам надо чем-то жертвовать. Если рань
ше у нас было полное соответствие количеств и чисел, то теперь придется 
нарушить строгость этого соответствия. В дальнейшем этот момент будет 
иметь и другие проявления, но мы зафиксируем это именно на примере 
умножения как основной алтебраической операции, без которой невозмож
но моделирование физики. 

Как нам поступить для представления умножения? Можно условиться 
о том, что количество, которое получается при умножении двух реальных 
количеств, не является реальным, а представляет собой указание на некий 
виртуальный процесс. Пусть нам надо перемножить количества элементов 
в множествах А и В. Представим шаг этого виртуального процесса, как 
образование пар элементов вида а, Ь, где а Е А, Ь Е В. Всего таких спо
собов комбинаций будет как раз IAI IB I . Но мы не будем явно перебирать 
их все, а ограничимся только взятием одного представителя из этого мно
жества. Пока оставим в стороне способ выбора этого представителя, нам 
важно, чтобы он был только один, так как это даст нам гигантскую эко
номию по сравнению с методом египетских пирамид. Итак, зафиксируем 
некоторый способ спаривания экземпляров в двух множествах и образуем 
соответствующие пары а, Ь. Этим мы произвели умножение количеств. 
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Пойдем дальше и посмотрим, как можно было бы ввести понятие ком
плексного числа. Здесь нам придется заплатить еще больше, чем в слу
чае умножения, так как операции над комплексными числами сложнее, чем 
простое умножение. Самый простой способ здесь состоит в привлечении 
простых физических понятий. Фаза комплексного числа связана с импуль
сом частицы простым правилом: волновая функция одномерной частицы 
с импульсом р имеет вид exp(ipxjh). Таким образом, мы можем записать, 
что фаза волновой функции ф связана с импульсом соотношением 

dф р 

dx h ,"  
Таким образом, физический смысл фазы состоит в том, что скорость ее 
изменения в пекотором направлении пропорциональна проекции импуль
са частицы на данное направление. Итак, смысл имеет не абсолютная фа
за, а только относительная, и эта фаза меняется с той скоростью, с ка
кой частица движется в данном направлении. Таким образом, надо как-то 
определять пространствеиное положение экземпляров. Это можно сделать 
только с точностью до общего сдвига, то есть можно определить только от
носительное пространствеиное положение. Учитывая то, что скорость эк
земпляров пропорциональна изменению фазы, мы можем поступить так. 
Изменить фазу на противоположную, что даст изменение скорости на про
тивоположную, а затем рассмотреть столкновение экземпляров в вообра
жаемом пространстве. Если считать, что такая процедура позволит опреде
лить положение экземпляров, то их плотность надо определять как 1 f, где 
f есть комплексное число, которое сопоставлено одному экземпляру, чер
та означает комплексное сопряжение. Действительно, если мы сопоставим 
каждому экземпляру j некое число f = р eiФj с одинаковым модулем р 

и индивидуальной фазой фj, то изменение скорости можно вызвать взяти
ем комплексно-сопряженного числа. Таким образом, организация столкно
вений экземпляров вызывается изменением скорости на противоположную 
и обьединением экземпляров в пары. Эта процедура может дать нам грубое 
определение положения экземпляров. Но тогда плотность экземпляров надо 
будет определять уже не как их число, а с помощью довольно своеобразной 
операции, выражаемой произведением чисел: 1 f. 

Есть и другой способ определения скоростей экземпляров. Можно рас
смотреть ту точку воображаемого пространства, в которой экземпляр ока
жется через некий промежуток времени, и предположить, что там уже есть 
некоторый экземпляр. Тогда задание скорости означает снова фиксацию 
неких пар экземпляров а1 ,  а2 . 

Итак, мы пришли к такому выводу. Умножение количеств возникает 
в связи с наличием у экземпляров скорости. Умножение представляется как 
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образование пар экземпляров. Умножение также определяет относитель
ное пространствеиное расположение экземпляров. Эти выводы пока очень 
неопределенные, и они будут уточняться нами далее. Но именно они лежат 
в основе нужной нам эвристики коллективного поведения. 

5.2. Кванты амплитуды и правило Борна 

Многие уравнения математической физики, описывающие динамику 
классических систем (теплопроводности, колебаний, диффузии) появляют
ся в результате перехода к пределу в задачах о динамике огромного коли
чества малых тел, или квантов вещества. Соответственно, сфера примене
имя таких уравнений ограничена конечностью размеров этих малых тел. 
Сами эти уравнения являются результатом действия более фундаменталь
ных законов или механизмов взаимодействия малых тел (например, для 
уравнения колебаний это закон Гука). В КЭД такой механизм описывается 
диаграммами Фейнмана для фундаментальных процессов [17] .  Диаграммы 
фундаментальных процессов помогают алгоритмизации КЭД, но не явля
ются окончательной формой алгоритмизации, так как допускают операции 
со сколь угодно малыми или сколь угодно большими количествами. Ал
горитмизация означает полный переход на операции только с конечными 
множествами. 4 Форму алгоритмизации дает описываемый ниже метод кол
лективного поведения. Сейчас мы рассмотрим один аспект этого метода -
квантование амплитуд. 

Дадим объяснение правила Борна, исходя из концепции кванта ампли
туды (см. [29]).5 

Рассмотрение квантовой эволюции с точки зрения многочастичного 
гильбертона формализма дает состояния вида 

IIJ!) = L Лj lej ) , 
j 

(5 .1 ) 

4Заблуждение некоторых в том, что это ограничит возможности теории, широко распро
странено и имеет ry же природу, что и боязнь алгоритмов. Никто не может оперировать с бес
конечными величинами, равно как и не алгоритмизируемыми процедурами. Вопрос только 
в том, что какие-то элементы алгоритмов могут бьпь нам просто не доступны (как админи
стративная часть в квантовой модели). Что же касается внутренней красоть1, так у алгоритмов 
она не меньше, чем у их частного случая � формул. Но у алгоритмов есть одно принципи
альное достоинство � возможность визуализации. Математика, в принципе не допускающая 
визуализацию, может опираться только на дедукционный подход, а это � шаткое основание 
(из-за теоремы Геделя о неполноте). Безоглядное использование такой математики подобно 
хождению по тонкому льду. 

5Схожие рассуждения приведены в работе [47], но у нас бориовекое правило получается 
из общей алгоритмической концепции без дополнительных предположений. 
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где суммирование распространяется на бесконечное множество различных 
базисных состояний системы 1 ej) . Действуя в духе алгоритмического под
хода, мы усечем этот ряд до конечной суммы, которая получится при от
брасывании всех слагаемых с коэффициентами Aj, по модулю меньших 
некоторого заранее известного порогоного значения Е. Такая сумма должна 
содержать не более 1 /  Е2 слагаемых. Пусть N - число базисных состояний 
для одной частицы. Тогда мы можем считать, что Е = }н. Таким образом, 
состояние будет иметь вид 

N 

IФ) = L >.J ieJ ) ,  (5 .2) 
j=l 

где некоторые слагаемые могут быть нулевыми. 
Назовем редукцией уничтожение в записи состояния всех слагаемых, 

амплитуды которых по модулю меньше Е. Эту константу будем называть 
квантом амплитуды. По умолчанию, мы будем производить редукцию лю
бого состояния, которое будет получаться в нашей модели по описываемым 
ниже правилам. Будем называть такие состояния допустимыми. 

Сейчас мы продемонстрируем, как процедура редукции, заключаю
щаяся в отбрасывании малых амплитуд, приводит к бориовекому правилу 
для вычисления квантовой вероятности. Наша цель - в том, чтобы свести 
вычисление вероятности получения определенного базисного состояния А 
при измерении квантового состояния Ф к применению классического пра-
вила 

р(А) = Nsuc
, Ntot 

где Nsuc - число благоприятных исходов (то есть тех элементарных исхо
дов, при которых реализуется событие А), Ntot - общее число элементар
ных исходов. Нам нужно определить множество всех элементарных исхо
дов и установить соответствие между элементарными исходами и базисны
ми состояниями измеряемой системы. Назовем элементарными исходами 
те состояния расширенной системы (измеряемая система + измерительный 
прибор ), амплитуда которых в данном квантовом состоянии равна по мо
дулю кванту амплитуды Е. Множество элементарных исходов будет, таким 
образом, зависеть от квантового состояния расширенной системы. 

Если обозначать через 1 Ф j) базисные состояния измеряемой системы, 
а через IФ1 )  базисные состояния измерительного прибора (который может 
быть, например, глазом наблюдателя), мы получим при контакте этих двух 



5.2. КВАНТЫ АМПЛИТУДЫ И ПРАВИЛО БОРНА 

объектов состояние вида 

L Aj iWj ) QS} JФj) · 
j 

1 7 1  

(5.3) 

Теперь, поскольку измерительный прибор очень массивен по сравне
нию с измеряемым объектом, при попытке описать его квантовые состоя
ния мы вынуждены будем разбить состояния из (5.3) на сумму l1 базисных 
состояний (надо учесть, например, состояния всех входящих в измеритель
ный прибор ядер, электронов и т. д.). То есть даже если при самом контакте 
у нас и имелось состояние J Ф1 ) ,  в результате эволюции вместо него очень 

lj 
быстро возникнет состояние вида JФj)  = .Е /-Lj,k iФ1,k) ,  где со временем lj 

k=l 
будут очень быстро возрастать до тех пор, пока амплитуды по модулю не 
достигнут величины кванта амплитуды Е, после чего произойдет их обну
ление. Следовательно, все модули амплитуд /-Lj,k следует считать примерно 
одинаковыми. Если мы подставим выражение для IФj ) вместо JФз ) в выра-

Л 
жение (5.3), то амплитуды состояний Фз,k будут равны )r; в силу упитар-

ности кваитовой эволюции. 
Мы обязаны производить процедуру редукции, которая заключается 

просто в отбрасывании состояний Фз,k с малой по модулю амплитудой. По
скольку промежуток времени, в течение которого происходит описанное 
разбиение на огромное число слагаемых, - ничтожно мало, то при вычис
лениях это будет фактически означать, что мы разбиваем каждое слагае
мое в (5.3) на lз новых слагаемых так, чтобы все получившиеся амПШ!.
туды бьmи близки к кванту амплитуды и приблизительно одинаковы, так 
как именно зто делает все состояния равноправными перед проведением 
редукции и дает возможность примелить классическую урновую схему. Но 
тогда количество lз слагаемых с первым сомножителем 1 \[! j ) , что есть число 
благоприятных исходов, будет пропорционально ! Лз J2 , и если при редукции 
выживет только одно слагаемое, мы получим в точности правило Борна для 
квантовой вероятности. 

Таким образом, вероятностное пространство зависит от выбора вол
новой функции JФ) .  Мы рассматриваем фактически условные вероятности 
получить при измерении тот или иной исход при условии, что система на
ходится в состоянии /Ф) .  

Приведеиное объяснение бориовекого правила вычисления квантовой 
вероятности опирается только на наше определение редукции алгоритми
ческого описания квантового состояния как отбрасывание малых амплитуд. 
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Такая редукция выполняется и на каждом шаге моделирования унитарной 
эволюции просто потому, что без этой процедуры моделирование вообще 
будет невозможным. В нашем подходе специфика измерения по сравнению 
с унитарной эволюцией только количественная: это тот момент, когда наша 
система вступает в контакт с массивным объектом, который можно назвать 
окружением, что дает разбивку слагаемых в (5 .3) на большое число но
вых слагаемых. Кроме этого естественного предположения мы использова
ли только нормировку волновой функции, сохранение которой вытекает из 
уравнения Шредингера. Таким образом, при нашем объяснении бориовеко
го правила мы не пользавались ничем, что выходило бы за рамки обычных 
предположений квантовой механики, за исключением только нашего опре
деления редукции как отбрасывания слишком малых амплитуд. Заметим, 
что именно такая процедура редукции иревращает набор фейнмановских 
траекторий в классическую траекторию движения в случае массивного те
ла (см. [ 1 9]). Декогерентность мы трактуем как формирование запутанных 
состояний вида (5.3) с окружением, то есть не проводим никакого различия 
между ним и измерением рассматриваемой системы. Таким образом, закон 
Борна для квантовой вероятности и необратимая порча квантового состоя
ния при декогерентности являются следствием зернистости амплитуд. 

Наконец, заметим, что при выводе бориовекого правила мы использо
вали только запутанность состояний вида (5.3), которая относится к шмид
товскому типу, то есть является очевидным обобщением запутанности ЭПР 
типа. 

То, что важнейшая аксиома, связывающая квантовую механику с обыч
ной, - правило Борна, имеет такую простую трактовку в терминах квантов 
амплитуд, отнюдь не случайно. Ниже мы рассмотрим конкретизацию мето
да квантов амплитуд: метод коллективного поведения, который может поз
волить построить динамическую картину многочастичных квантовых эво
люций на практике. 

5.3. Абсолютная модель декоrерентности 

Алгоритмический подход предлагает следующую модель декогерент
ности: 

Декогерентность есть отклонение реальной эволюции квантовой 
системы из n частиц от решения уравнения Шредингера, обусловлен
ное нехваткой классической памяти для записи возникающих в таком 
решении состояний в гильбертоном пространстве Н для n частиц. 

Таким образом, декогерентиость квантовых состояний не является 
чем-то типа трения, как в стандартной квантовой теории. Декогерент-



5.3 .  АБСОЛЮТНАЯ МОДЕЛЬ ДЕКОГЕРЕНТНОСТИ 173 

ность - это свойство, присущее квантовой динамике изначально. Оно яв
ляется мерой отклонения этой динамики от унитарной эволюции, выража
ющееся самим алгоритмическим формализмом: требованием наличия эф
фективного классического алгоритма, определяющего эволюцию кваитовой 
системы. 

Эта алгоритмическая модель декогерентности слишком общая, чтобы 
мы могли применять ее хоть к сколь-нибудь конкретной ситуации. Мы уточ
ним эту модель, взяв за основу конструктивный математический анализ. 
В нем любая функция f(x) является конструктивной функцией конструк
тивной вещественной переменной. Это означает, что, говоря о функции, 
мы подразумеваем, что по любому приближению аргумента, зная только 
это приближение, мы можем эффективно построить приближение значения 
функции на этом аргументе. Если нам дадут более точное приближение ар
гумента, мы должны дать более точное приближение функции, и т. д. Но на 
каждом шаге мы знаем только данное приближение аргумента х и больше 
ничего. Если бы мы оборвали этот процесс постоянного уточнения зна
чений на пекотором шаге, мы должны были бы признать, что значение 
функции f ( х) , вычисленное на этом шаге, и является абсолютно точным 
значением функции. Это наводит на мысль о том, что все процедуры по
строения функций и должны в действительности обрываться, только мы не 
знаем, на каком именно шаге. Поиятие конструктивной функции и отража
ет меру нашего незнания действительных механизмов этого обрыва и того 
момента, когда он произойдет. Но если он происходит, то самое простое 
предположение состоит в том, что рассматриваемые величины х и f(x) 
в действительности являются зернистыми, то есть принимают одно из зна
чений Е, 2с:, Зс:, . . .  , для очень малой величины Е, то есть квантуются. 

В предыдущем параграфе мы видели, что простое допущение кванто
вания амплитуды сраЗу дает нам правило Борна для квантовой вероятно
сти. Это наблюдение позволяет выдвинуть следующую, более детальную 
модель декогерентности: 

Декогерентность наступает в результате наличия минимального 
иенулевого значения модуля амплитуды Е любых квантовых состоя
ний. 

Такую модель декогерентности мы будем называть абсолютной. Смысл 
такого названия состоит в следующем. Физическая размерность амплиту
ды есть 1/  v1', где r есть размерность рассматриваемого конфигурацион
ного пространства, так как правило нормировки J IФ I2 dr = 1 должно да
вать безразмерную величину вероятности. Однако говорить о размерности 
имеет смысл только в том случае, если у нас есть возможность неограни
ченного наращивания или деления данной величины, то есть она является 
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потенциально неограниченной, во всяком случае, неограниченной в той об
ласти. которая затрагивается рассматриваемым явлением. Например, физи
ческая размерность длины имеет смысл, если мы рассматриваем движение 
частицы по классической траектории и можем считать, что любой отрезок 
в пространстве можно, если это необходимо, разделить на несколько ча
стей. Именно эта потенциальная неограниченность позволяет использовать 
различные системы единип, что и делает понятие размерности физически 
осмысленным. Хотя, разумеется, и длина в пространстве не может считать
ся абсолютно делимой, просто элементарная длина столь мала, что при 
рассмотрении одной квантовой частицы или нескольких классических на
личие этой элементарной длины никак не сказывается на наших моделях, 
и потому мы можем пользоваться предположением о том, что длина в про
странстве неограниченно делима. 

Если мы рассматриваем одну квантовую частицу, то амплитуду мож
но считать непрерывной, и, соответственно, она имеет размерность. Од
нако при наращивании числа частиц ситуация резко меняется. Поскольку 
общее число всех возможных состояний такой системы растет как экспо
нента от числа входящих в нее частип, мы очень быстро достигнем такой 
ситуации, что на одно базисное состояние будет приходиться амплитуда 
меньшая, чем с:. В этом случае нам придется выбирать то базисное состо
яние, которое действительно встречается в суперпозиции, и игнорировать 
остальные. Ниже мы дадим общее описание такой процедуры селекции со
стояний. Таким образом, в ситуации, когда величина амплитуды приближа
ется к критическому значению с:, за которым следует только нуль и которое 
нельзя никак разделить, мы вынуждены признать, что приписывание ам
плитуде физической размерности теряет смысл, так как в такой ситуации 
мы должны измерять амплитуду в количестве квантов величины с:, то есть 
в безразмерных величинах. 

Заметим, что в этой ситуации потеряет смысл также и представление 
волновой функции в разных базисах, например, в пространствеином или 
импульсном. Переходы между этими базисами, которые описывает преоб
разование Фурье, дают верный ответ только в случае непрерывного мно
жества значений амплитуды. Таким образом, в той области, где амплитуды 
становятся сравнимыми с с:, мы теряем возможность применять представ
ления стандартной квантовой теории! Это и есть следствие абсолютной 
модели декогерентности. 

Абсолютная модель декогерентности будет естественной, если ис
пользовать конструктивный математический анализ вместо обыкновенного. 
Действительно, конструктивная функция f(x) конструктивной веществен
ной переменной х означает, что мы должны по приближению аргумен-
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та уметь указывать приближение значения функции. Иными словами, мы 
должны быть всегда готовы к тому, что значение аргумента х будет задано 
очень точным, и тогда наше приближенное значение f ( х) также должно по
лучаться очень точным. Это подразумевает, что для конструктивной анали
тической техники приемлемым является любое значение кванта амплитуды 
е. Как только мы его достигли для значения х, моделирующий алгоритм 
дает нам точное значение f(x). В следующем параграфе мы покажем, что 
это имеет очень ясную интерпретацию для соотношения неопределенности 
Гейзенберга. Как только мы достигаем абсолютной точности в определении 
положения частицы, мы получаем максимальную неопределенность отно
сительно ее импульса: он может принять значения в диапазоне от нуля до 
максимального допустимого значения, которое всегда существует в алго
ритмике. 

Естественно, возникает вопрос о действительном значении е в приро
де. Наши алгоритмы не дают нам непосредственно никакой информации 
относительно этого значения. Такая оценка является прерогативой пользо
вателя модели. 

Абсолютная модель более конкретна по сравнению с общей алгорит
мической, вытекающей из нашего подхода как такового, и она позволя
ет кое-что считать. Но она с необходимостью заставляет нас использовать 
стандартные алгоритмы, вытекающие из матричной алгебры. Мы никогда 
не стали бы использовать эти алгоритмы, если бы речь шла о моделиро
вании классической динамики. А поскольку мы уеловились считать деко
герентность встроенным свойством нашего формализма, наши алгоритмы 
должны быть столь же эффективными на классических системах, как и ме
тоды классического моделирования, так как классические траектории объ
ектов - это и есть результат полной декогерентности квантовых состояний, 
возникающих на малых отрезках времени (см. [ 19]). Значит, мы должны 
строить алгоритмы, не опираясь исключительно на матричную алгебру, но 
используя более классические представления. Такое несколько туманное 
рассуждение будет уточнено в следующем параграфе. 

5.4. Метод коллективного поведения 

Стандартный метод квантовой теории, заключающийся в представле
нии состояния n частиц в виде волновой функции 1 \[1 ( r1 ,  f1 , . . .  , r n)) ,  неиз
бежно ведет к экспоненциальным затратам вычислительных ресурсов. По
этому для конструктивизации квантовой теории многих частиц нам необ
ходим иной подход к описанию многочастичных состояний. Предлагае-
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мый здесь подход называется методом коллективного поведения, так как он 
основан на том, что одна реальная квантовая частица представляется ансам
блем классических частиц, которые являются фактически ее экземплярами. 
Для того чтобы поиять место этого метода в физическом конструктивизме, 
нам надо сначала сделать несколько вводных замечаний. 

5.4.1 .  Что такое конструктивизм на деле 

Мы еще раз подчеркнем, что неизбежность конструктивизации кванто
вой теории возникает из необходимости ее применения к многочастичным 
системам. Речь, по существу, идет о новой области: многочастичной кван
товой теории, которой еще нет. Необходимая для этого конструктивизация 
физики означает модификацию ее математического аппарата с применени
ем понятия алгоритма. Несмотря на безусловную справедливость принци
па соответствия, то есть сохранение в конструктивизме всего достигнутого 
в квантовой теории, ее конструктивная форма будет серьезно отличаться от 
традиционной. Это отличие лежит прежде всего в наборе фундаментальных 
математических инструментов. Место, которое ранее занималось формула
ми, будет в конструктивизме занято алгоритмами. 

Этот тезис нуждается в пекотором осмыслении, так как он разитель
но отличается от общепринятого в стандартной физике понимания матема
тического аппарата. Кроме того, неверное толкование этого тезиса может 
вернуть нас к пройденным дискуссиям относительно скрытых параметров 
квантовой теории, природы фотонов и тому подобных вещей. Ответ, уже 
данный на подобные вопросы в первых главах, на самом деле традиционен: 
он сводится к использованию формального аппарата теории алгоритмов. 
Именно из такого подхода вытекает разделение модели на пользователь
скую и административную части и отождествление пользователя модели 
с оракулом. 

Что практически означает конструктивная модификация математиче
ского аппарата? Ответ на этот вопрос нельзя найти в ранних работах, по
священных логике квантовой теории; он требует всего арсенала конструк
тивизма, и - прежде всего - его практической части, заключающейся в по
строении компьютерных программ. В настоящее время компьютерное мо
делирование физических задач устроено так: даны формулы, например, 
дифференциальное уравнение, надо построить его решения, то есть при
думать, как его приближать, затем запрограммировать это решение и про
пустить программы через компьютер. Но мы уже видели, что одной фор
мулой нельзя описать квантовой динамики. Значит, надо использовать раз
ные формулы: например, одну для классического движения, другую - для 



5.4. МЕТОД КОЛЛЕКТИВНОГО ПОВЕДЕНИЯ 177 

квантового (или: одну - для одной частицы, другую - для многих частиц) 
и воспроизводить ту же схему. Это и есть компьютерное моделирование 
в стандартном формализме. Конечно, при расчете окажется, например, что 
существует граница точности расчетов,  определяемая неким зерном Е. Но 
никаких следствий, кроме помехи в вычислении, такое зерно дать не может. 
С помощью такой схемы можно уточнять решения уже решенных задач. Но 
на этом пути нет ни малейшей надежды создать квантовую теорию многих 
частиц, в том понимании, которое мы вкладываем в зто понятие, а именно, 
теорию с возможностью предсказания новых явлений. Стандартная схема 
обязывает нас использовать квантовый компьютер для моделирования ди
намики более чем двух частиц, не давая при этом, как мы видели, никакого 
рецепта его применеимя к задаче измерения квантовых ансамблей. Иными 
словами, описанная только что стандартная схема компьютерного модели
рования квантовой физики многих частиц является тупиковой. 6 

Что предлагает нам конструктивизм? Он предлагает схему последова
тельных приближений, точность которых нам заранее не известна! Это зна
чит, что вся динамика нескольких частиц должна быть описана полностью 
с данным зерном разрешения так, как если бы зто зерно и было последней 
стадией нашего моделирования. То есть модель должна быть правдоподоб
ной на каждом своем этапе и не ссылаться на весь процесс целиком, так как 
у нас здесь нет актуальных бесконечностей. Для перехода от одного зерна 
к другому, меньшему, нужна эвристика, то есть идеология алгоритма. Ме
тод коллективного поведения будет основан на классической эвристике, то 
есть построен на понятии частицы. Переход к меньшему зерну простран
ствеиного разрешения тогда будет означать добавление новой (фиктивной) 
частицы, являющейся, по сути, экземпляром реальной; то есть реальная ча
стица должна представляться как множество (рой) фиктивных. Это и есть 
основа эвристики коллективного поведения. 

Роевая эвристика сходна с идеологией фейнмановских интегралов по 
путям. Но она лежит дальше от волновой функции. Интегралы по путям 
есть инструмент вычисления Ф, и они строятся с расчетом на предельный 
переход к «точной» волновой функции, свойственный классической мате
матике. При этом классическая механика появляется в пределе h --+ оо. 
Но роевая эвристика не опирается на предельный переход. Мы прибег-

6Из этого, разумеется, не следует невозможность получения полезных результатов на стан
дартном пути, например, нахождение молекулярных спектров. Просто стандартная схема не 
годится для моделирования сложных задач, и потому с ее помощью нельзя рассчитывать на 
обнаружение или предсказание принцшшально новых эффектов в многочастичных системах. 
Не следует также считать стандартные вычислительные приемы бесполезными в конструк
тивизме. Просто их роль с необходимостью должна быть сервисной и служить для отладки 
программ - не более того. 
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нем к нему только для того, чтобы показать ее соответствие уравнению 
Шредингера в том случае, когда вычислительные ресурсы не ограничены, 
то есть для обоснования принципа соответствия, который должен оставать
ся незыблемым при переходе к конструктивизму. Но в своей технике роевой 
подход не нуждается ни в каком предельном переходе. В частности, класси
ческая механика содержится в нем: когда весь рой состоит из одной-един
ственной частицы, это и есть классическая механика. Это налагает на нас 
обязанность обьяснять излучение фотонов на уровне малых роев, то есть 
иметь конкретный механизм квантовой электродинамики в терминах от
дельных экземпляров реальной заряженной частицы и ее взаимодействия 
с другими экземплярами той же реальной частицы. 

Такая постановка была бы не оправданна в классической математике, 
так как она прямо противоречит идеологии алгебраических формул вооб
ще. Использование формул уже предполагает происшедшее суммирование 
«вкладов» виртуальных процессов. Конструктивизм же требует явного рас
смотрения этих процессов, в виде историй отдельных экземпляров реаль
ных частиц. Эта методология в действительности была ведуmей в кван
товой теории, хотя и не имела математического статуса того же уровня, 
что так называемый гильбертов формализм; примером служит рассмотрен
ный нами ранее вывод Бора дискретных энергетических уровней электрона 
в атоме водорода. Такой подход не позволяет выписывать алгебраические 
формулы (ниже мы убедимся в этом на примере приближения к решению 
уравнения Шредингера для одной частицы), для этого фактически на каж
дом шаге приближения надо заново строить рой. Но зато это позволяет 
строить моделирующие алгоритмы, не опираясь на формулы, то есть не 
используя абстракцию потенциальной осуществимости. Цена, которую мы 
платим, соответствует тому, что мы получаем взамен: возможность рассмат
ривать сложные системы. 

Рассмотрим, что означает переход от пространствеиного представле
ния волновой функции к ее импульсному представлению с точки зрения 
роевого подхода. Рой состоит из отдельных частиц, каждая из которых об
ладает координатами и импульсом. В то же время волновая функция Ф(х) 
определяет распределение реальной частицы только по координатам: плот
ность этого распределения есть IФ(x) l2 . Информация же о скорости реаль
ной частицы заключена не только в модуле волновой функции, но и в ее фа
зе ф( х) , где Ф = 1 Ф 1 еiФ . Для того чтобы видеть распределение импульса ре
альной частицы, надо перейти к другому базису в гильбертовом простран
стве состояний нашей частицы, то есть записать ту же самую волновую 
функцию в импульсном базисе. С точки зрения математического анализа, 



5.4. МЕТОД КОЛЛЕКТИВНОГО ПОВЕДЕНИЯ 179 

зто означает применение преобразования Фурье: 

Ф(р) = J iJ.т(x)e-ixp/hdx. (5 .4) 
R 

Преобразование Фурье означает, что мы раскладываем наш волновой век
тор iJт по базисам плоских волн eipx .  А плоская волна с точки зрения роя 
есть набор частиц с одинаковой плотностью, движущихся с одинаковым 
импульсом р. Выделение такого набора в рое является делом проблема
тичным, так как у нас есть конечный набор экземпляров, и все импульсы 
фактически должны быть представлены. Если мы для фиксированного р 
выделим множество экземпляров, имеющих импульс р, у нас получится 
довольно редкий набор. Чтобы этот набор был представительным, надо, 
чтобы общее число экземпляров было бы очень большим. Но тогда лиша
ется смысла роевое представление вообще, так как представление квадрата 
волновой функции в виде числа реально хранимых в памяти компьютера 
экземпляров ведет к экспоненциальному перерасходу памяти: именно та
кова выгода от хранения числа в арифметической записи вместо набора 
единиц, сумма которых равны этому числу. То есть если мы захотим с по
мощью роя для одной квантовой частицы вычислять ее импульсное пред
ставление с аналитической точностью, нас ждет стопроцентная неудача! 

Зачем же тогда нужен метод коллективного поведения? Он нужен толь
ко для моделирования сложных процессов с многими частицами. Затрат
насть и вепригодность роевого метода для одной частицы есть необходимая 
плата за возможность моделировать многочастичные задачи, что и является 
единственной настоящей целью этого метода. Было бы наивно думать, что 
мы можем овладеть теорией многочастичного мира теми же средствами, ко
торые хороши для одной или двух частиц. Так же наивно считать, что мож
но сделать это, не жертвуя никакими удобствами из уже достигнутого нами 
«уровня комфорта» в математическом формализме. Это, разумеется, цели
ком относится и к кубитовому формализму квантовой информатики, пред
ставляющему собой просто дискретную версию гильбертона формализма 
для многих тел. Конструктивизация не сводится к дискретной (или кубитовой) версии стандартного гильбертова формализма! Мы видели (в 
приложении зто проиллюстрировано со всей полнотой), что этот форма
лизм прекрасно работает в нерелятивистском случае. В релятивистском же 
случае мы сразу сталкиваемся с дефектом этого формализма, когда пыта
емся перейти от импульсного представления к координатному для записи 
фундаментальных взаимодействий электродинамики. Очень показательно, 
что эта трудность сразу же возникает при рассмотрении трех частиц вме-
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сто двух (излучение двух фотонов электроном). В любом случае, как только 
мы добавляем в рассматриваемую систему новые частицы (даже при воз
можности рассмотреть ситуацию на классическом суперкомпьютере), так 
преимущества стандартного формализма исчезают, подобно миражу в пу
стыне. Я думаю, что это не есть простая случайность, и за такой ситуацией 
в действительности скрывается очень серьезная и новая физика. Мы идем 
к ней, беря за основу конструктивизм, что означает алгоритмизируемость 
всех основных процедур, за исключением экспертной оценки пользователя. 
Такая роль алгоритма порождает более жесткие требования к эвристике как 
общей схеме написания такого алгоритма. И здесь мы вынуждены пойти на 
полный разрыв со стандартным подходом, так как главным для нас теперь 
будет жесткая экономия вычислительных ресурсов вместо лаконичности 
языка формул, как в стандартной квантовой механике. Роевой метод как 
раз и дает нам накой стержень - эвристику, на которую можно опираться 
при продвижении к моделям квантового мира сложных систем. 

5.4.2. Постановка задачи 

Вычислительные трудности возникают в стандартной теории уже для 
случая одной частицы при использовании матричного метода. Пусть ее кон
фигурационное пространство разбито на N элементов. Это означает, что 
пространство квантовых состояний имеет размерность N. Как только мы 
применяем для вычислений матричную алгебру в любой форме, мы застав
ляем компьютер обрабатывать все траектории эволюции системы, проходя
щие через все N базисных состояний. В простейшем случае это выражается 
в вычислении произведения унитарных матриц временной эволюции. Сред
нее значение модуля матричного элемента унитарной матрицы составляет 

1/VN. Если бы вся интерференция, возникающая в результате эволюции 
системы, бьша конструктивной, мы получили бы на выходе матрицу, эле
менты которой были бы примерно равны N 1/(VNVN) = 1, в то время 

как они должны составлять тоже 1/VN. Это означает, что основная часть 
интерференции является деструктивной, и большая доля вычислительного 
ресурса тратится только на то, чтобы выяснить, что вклады от разных тра
екторий взаимно уничтожают друг друга; например, для динамики, близкой 
к классической, этот ресурс пойдет на выяснение того, что в рассматрива
емой точке конфигурационного пространства частицы нет. Таким образом, 
вычислительные методы квантовой механики, основанные на матричной 
алгебре, изначально предполагают большую непроизводительную трату вы
числительных ресурсов. Такие методы фактически реализуют римановскую 
схему интегрирования уравнения Шредингера, при которой за основу бе
рется разбиение конфигурационного пространства на конечные элементы. 
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Коллективное поведение представляет альтернативный подход, соот
ветствующий лебеговской схеме интегрирования. За основу мы возьмем 
представителей рассматриваемой квантовой частицы, которые мы будем 
называть ее экземплярами. Этих экземпляров должно быть не много, и их 
динамика должна служить хорошим приближением квантовой динамики. 
Наша главная цель: избежать огромных непроизводительных расходов вы
числительных ресурсов, характерных для матричной алгебры. Развив та
кую технику для одной квантовой частицы, мы можем надеяться на то, что 
такие методы можно успешно применять и для большого числа частиц. 

Этот метод представления квантовой частицы через ее экземпляры мы 
называем методом коллективного поведения. Такой метод реализует тре
бование жесткой экономии вычислительных ресурсов, которое является 
базисным требованием алгоритмического подхода. Требование максималь
но жесткой экономии вычислительных ресурсов не является эстетическим. 
Это требование позволяет строить такие модели, в которых декогерент
ность является встроенным свойством модели, а не постулируется, как в ко
пенгагенской квантовой механике. Выше мы показали, как такое требова
ние дает нам классическую урновую схему для бориовекого распределения 
вероятности исходов измерений квантовых состояний. 

Сначала мы дадим интерпретацию квантовой динамики одной части
цы с помощью метода коллективного поведения, а затем перейдем к слу
чаю нескольких частиц. Главной ценой, которую нам придется заплатить за 
экономное расходование вычислительных ресурсов, будет необходимость 
строить алгоритмы на основе механизмов взаимодействия экземпляров ча
стицы, а не на основе дифференциальных уравнений. Таких уравнений для 
метода коллективного поведения построить не удается. Однако эта ситу
ация имеет и положительные стороны, помимо экономичности расчетов. 
11одель динамики квантовой частицы становится гораздо ближе к клас
сической, чем при стандартном подходе, и создается возможность более 
наглядного ее представления. 

Предлагаемый подход является прямым обобщением диффузионного 
метода 11онте-Карло на общие решения уравнения Шредингера. Тот факт, 
что метод Д11К по сравнению с другими методами дает значение энергий 
стационарных состояний, наиболее близкие к экспериментальным, внушает 
нам оптимизм в практическом использовании метода коллективного пове
дения в более сложных задачах. 

В сложных системах при эволюции вклад каждой частицы носит уни
кальный характер. Эволюция одной-единственной частицы в большом ан
самбле не может быть повторена. Даже при попытках воспроизвести всю 
эволюцию большой системы, в положении отдельных составляющих ее ча-
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стиц для разных попыток будет разница. То есть эволюция отдельной части
цы в большом ансамбле всегда уникальна, в то время как волновая функция 
есть результат огромного числа повторений одного и того же эксперимен
та, с одинаковыми условиями. Поэтому использование волновых функций 
отдельных частиц при рассмотрении большого ансамбля оправдано толь
ко в том случае, когда мы намеренно огрубляем поведение такого ансам
бля, усредняя его по разным степеням свободы отдельных частиц. Это путь 
статистической физики. И этот путь усреднения большого ансамбля совер
шенно не пригоден для анализа по-настоящему сложных систем, таких как 
живые организмы. 

Живой организм бессмысленно изучать методами статистической фи
зики, так как этот усредняющий подход заведомо игнорирует особые физи
ческие механизмы, носящие фундаментальный характер и определяющие 
то, что мы понимаем под словами «ЖИвое существо». Принципиально то, 
что эти механизмы носят фундаментальный характер, а именно: они свя
заны с запутанностью квантовых состояний нескольких частиц. Запутан
ность не сводится к взаимодействию, например, к обмену фотонами. Запу
танность - это фундаментальный феномен, который проявляется в особой 
связи между частицами, и именно эта связь дает нам возможность стро
ить масштабируемые модели конструктивной физики. Для моделирования 
динамики запутанных квантовых состояний нужен специальный вычисли
тельный ресурс, который можно получить, только если сэкономить на от
дельно взятых частицах. Именно такую экономию дает нам метод коллек
тивного поведения. 

Почему при моделировании сложных систем нам не нужно гнаться за 
точностью воспроизводства волновых функций отдельных частиц? Пото
му, что волновая функция - это результат статистической обработки одно
типных экспериментов, которых в эволюции сложных систем просто нет. 
Если мы говорим о координатном и импульсном представлении волновой 
функции, о матричной алгебре и т. д.,  мы имеем в виду только свойства ги
гантских виртуальных статистических ансамблей, состоящих из одной ча
стицы, взятой последовательно в моменты времени to, t0 + At, to + 2At, . . .  
в одном и том же начальном состоянии. Более того, все реальные экспери
менты содержат еще и усреднение по различным реальным частицам, так 
как если мы, например, измеряем положение электрона, то после такого 
измерения он приобретает, вообще говоря, огромную скорость, которая бу
дет тем больше, чем точнее мы померяли его положение. И это означает, 
что для следующего опыта мы уже возьмем другой электрон, и т. д. Мы 
еще вернемся к обсуждению этого вопроса. Но даже если бы электрон был 
всего один, многократные его измерения имеют лишь приблизительное от-
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ношение к многоэлектронной системе и ее поведению. То есть их можно 
применять только тогда, когда запутанность играет малую роль, например, 
при изучении динамики идеального газа. Если же роль запутанности ве
лика, то при моделировании надо распределять ресурс компьютера именио 
так, чтобы отражать ее динамику. Если мы будем расходовать вычисли
тельный ресурс на точное воспроизводение волновых функций отдельных 
частиц, мы не сможем изучать сложные системы! Тем более это изучение 
станет невозможным, если мы начнем воспроизводить волновые функции 
нескольких частиц. В этом случае компьютер будет занят обработкой экс
тремальной массы бессмысленных комбинаций состояний отдельных ча
стиц, что можно уподобить известному примеру о попытке воспроизвести 
литературную поэму с помощью марть1шек, хаотически ударяющих по кла
виатуре. 

Можно было бы попытаться защитить волновые функции отдельных 
частиц, вознамерившись строить из них незапутанные состояния, или со
стояния близкие к незапутанным (например, шмидтовские состояния для 
пар частиц). Это будет неглупым путем, но только для 3-5 частиц. Если 
игнорировать состояния 3 частиц, не сводимые к шмидтовским (такие су
ществуют уже для 3 кубнто в), можно получить некое соответствие с экс
периментами, например, по потенциалу химической связи в стационарных 
состояниях (такие расчеты квантовые химики делают для десятков частиц). 
Но даже для 3-5 частиц этот путь не даст модели квантовой динамики, то 
есть, например, реакции ассоциации молекул. Тем более такой эклектиче
ский путь не пригоден для моделирования сложных систем, для которых 
поведение определяется не столько точностью определения потенциалов, 
сколько правильным описанием запутанных состояний. 

Для масштабирования нашей модели необходима более цельная эври
стика. Описание классических и квантовых эволюций (а также измерений) 
должно быть единым. Волновая функция прекрасно справляется со стати
стикой, но это - одночастичная статистика, и она не распространяется на 
сложные системы. Именно поэтому нам придется отказаться от описания 
квантовых состояний с помощью волновых функций и заменить их роевым 
представленнем элементарных частиц. Для сложных систем, где стандарт
ный подход вообще неприменим, метод коллективного поведения дает нам 
ту нить Ариадны, которая должна привести нас к цели. 

5.4.3. Метод Монте-Карло 

Для поиска основного состояния (собственного состояния с наимень
шей энергией) используется вероятностный метод Монте-Карло, который 
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можно назвать методом статической диффузии. В этом методе квантовая 
частица представляется в виде роя ее экземпляров, так что плотность роя 
будет равна МОдуЛЮ ВОЛНОВОЙ функции ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ: р = 1 W О ' ·  Это 
говорит об ограниченности данного метода, так как его нельзя использо
вать как вероятностную модель квантовой динамики, в которой плотность 
роя должна совпадать с квадратом модуля волновой функции. Глубинная 
причина этого расхождения состоит в том, что метод Монте-Карло являет
ся статическим, то есть он не предназначен для моделирования динамики. 
Динамика требует описания возбужденных состояний, а не только основ
ного. Тем не менее метод Монте-Карло очень прост в использовании, и его 
можно рассматривать как хорошую стартовую площадку для построения 
настоящей динамической модели. 

Рассмотрим следующий процесс эволюции роя во времени. Пусть для 
каждого экземпляра с пекоторой малой вероятностью р производится его 
сдвиг на tlx вдоль одной из координатных осей в положительном или от
рицательном направлении с равной вероятностью р. С вероятностью 1 - 6р 
экземпляр стоит на месте. Пусть нам задана пекоторая скалярная функция 
V на конфигурационном пространстве. Введем также следующее прави
ло рождения и уничтожения экземпляров. Пусть для каждого экземпля
ра с вероятностью, пропорциональной V, происходит следующий процесс. 
Если V < О, то данный экземпляр порождает новый экземпляр, располо
женный в той же точке; если V > О, то данный экземпляр уничтожает 
некоторый другой экземпляр, расположенный на расстоянии, меньшем tlx. 
Этот процесс мы будем называть статической диффузией. У экземпляров 
в таком процессе фактически нет скоростей, а участвуют только их коор
динаты. 

Теперь сделаем в уравнении Шредингера 

ihдФ = _bl_tlФ + VФ дt 2m 

формальную замену персменных вида t = -iт. Тогда это уравнение примет 
вид уравнения диффузии 

которое как раз описывает стационарный диффузионный процесс. Если мы 
упорядочим уровни энергии в порядке возрастания собственных значений 
энергии En, то эволюция во времени вектора состояния, разложенного по 
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собственным векторам Фп, будет выглядеть так: 

i ,т, - '"""' ' - h E"tф '1' - L лne n · 
n 

Тогда и разложение решения уравнения диффузии будет иметь вид 

1 
\[! ('Т) = L An е-h 

Еп т Фп . 
n 

185 

Мы видим, что при r --> оо диффузионный процесс будет сходиться к ос
новному состоянию, так как остальные будут подавлены быстро убываю
щими экспонентами. Известно, что основное состояние не содержит ни
каких разностей фаз, то есть просто совпадает со своим модулем. По
этому для его нахождения надо задать произвольное начальное распре
деление плотности роя и запустить процесс стационарной диффузии. Он 
стабилизируется на распределении, пропорциональном основному состо
янию. Разумеется, при этом надо следить за тем, чтобы общее число эк
земпляров в рое не выходило за некоторые пределы. Этого можно легко 
добиться, добавляя или убавляя экземпляры равномерно в соответствии 
с уже имеющейся плотностью с помощью варьирования точки отсчета 
энергии. 

Метод ДМК непосредственно обобщается на случай n частиц. При 
этом экземпляром будет кортеж из n экземпляров каждой из частиц, а кон
фигурационное пространство будет R3n. 

Подчеркнем еще раз, что описанный метод стационарной диффузии 
предназначен исключительно для поиска основного состояния, то есть для 
стационарного моделирования. Рождение и исчезновение частиц не дает 
возможности проследить их индивидуальную историю. Этот недостаток не 
сказывается непосредственно на сложности расчета основного состояния, 
но он принципиален для описания динамики, поскольку динамика как раз 
и является результирующим описанием истории частицы. 

5.4.4. Приближения уравнения Шредингера квазиклассическими 
ансамблями: метод Бома 

Опишем метод Бома, который основан на понятии псевдопотенциа
ла. Будем отождествлять квадрат модуля волновой функции с плотностью 
ансамбля воображаемых частиц, а ее фазу ф - с классическим действи
ем. Тогда мы имеем: \[! = p112eiФ/h, и 1/m grad ф(r) можно рассматривать 
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как плотность потока воображаемых частиц. Тогда уравнение Шредингера 
будет эквивалентно системе таких уравнений: 7 

;: + div (pjm grad ф) = О , 

дф 1 ( 2 
дt + 2m grad ф) + v + vl = о , 

где квантовый псевдопотенциал V1 = � (D..p/ р + (grad р)2 / р2) зависит 
от плотности самих частиц, причем с сингулярностью в нуле. Эти уравне
ния совпадают с уравнениями динамики потока классических частиц, если 
предположить, что V1 имеет физический смысл некоего потенциала. Бо
мовский подход содержит один серьезный недостаток. Неясен механизм 
попарного взаимодействия между воображаемыми частицами, который мо
жет дать такой псевдопотенциал. Кроме того, особенность в нуле означает, 
что в зонах с малой плотностью на воображаемые частицы действует некая 
огромная сила с непредсказуемым направлением, что не дает возможности 
применить эти уравнения к практическому моделированию квантовой дина
мики. 8 Глубинная причина этого затруднения состоит в том, что настоящая 
волновая функция имеет статистическую природу. Ее экспериментальное 
определение всегда требует большого количества повторных испытаний, 
так что линейность проявляется только для предельного результата этих 
испытаний при их числе, стремищемся к бесконечности. Поэтому отказ от 
простого описания линейности не представляет для моделирования боль
шого недостатка. Однако для эффективного моделирования, как мы увидим 
ниже, надо будет отказаться не только от этого. Нам будет нужен локаль
ный механизм взаимодействия частиц в динамическом диффузионном рое, 
сохраняющий индивидуальность каждой. Оказывается, что для обретения 
такого механизма придется отказаться и от сравнительно красивой систе-

7Эти уравнения, по-видимому, выведены Маделунгом. Бом положил их в основу своей 
интерпретации квантовой теории - и это можно, наряду с фейнмановскими интегралами по 
путям, считать прообразом предлагаемого нами метода коллективного поведения. 

8 Д. И. Блохинцев в [12] указывал как на главный недостаток такого пути невозможность 
простой интерпретации линейных свойств решений уравнения Шредингера в терминах mд
родинамики. Это не кажется мне недостатком. Противоречие между стохастической природой 
волновой функции и линейными свойствами уравнения Шредингера невозможно преодолеть 
ни при какой ансамблевой интерпретации волновой функции, но для построения экономич
ных механизмов моделирования это и не требуется. Любой метод матричной алгебры страдает 
врожденной неэффективностью расходования вычислительных ресурсов; в задачах численно
го моделирования квантовой динамики, особенно в случае многих частиц, все равно надо вы
бирать между какой-либо разновидностью ансамблевого подхода и квантовым компьютером. 
Поэтому жертва алгебраической красотой бьша бы здесь вполне оправдана. 
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мы дифференциальных уравнений, подобной выписанной выше. Мы смо
жем выписать систему уравнения только для фиксированного разрешения 
по пространству! Такова цена, которую надо заплатить за метод построения 
эффективных алгоритмов. 

Наконец, можно исходить из некоторого классического механизма 
взаимодействия частиц, пусть он задается классическим гамильтонианом 

Н(х,р) .  Плотность частиц р для ансамблей с классическим гамильтониа
ном взаимодействия будет зависеть как от координаты х, так и от импульса 
р и будет подчиняться уравнению Лиувилля 

dp 
dt = -{р, Н} 

для классических скобок Пуассона {А, В} = дА д В - дА д В. Поведе-
дх др др дх ние, задаваемое этим уравнением, не может моделировать квантовую эво-

люцию с приемлемой точностью, поскольку оно не дает принципиальных 
квантовых явлений, как, например, рабиевекие осцилляции или квантовые 
спектры. Это означает, что для симуляции квантовой динамики мы должны 
допустить некоторые элементы в поведении экземпляров, не вытекающие 
из классической физики. 

Какова физическая природа этого поведения? Мы не знаем ответа на 
этот вопрос. Для динамического диффузионного роя, который мы опишем 
ниже, можно считать, что экземпляры его тонкого слоя обмениваются вир
туальными фотонами с основной частью роя, и в результате этого из гра
диента плотности роя появляется своеобразная сила, действующая на тон
кий слой. Это никак не проясняет происходящего, и потому мы оставляем 
вопрос о природе этого обмена без ответа. Такое умолчание никак не поме
шает нам строить наши алгоритмы, и мы можем вернуться к этому вопросу, 
когда возникнет необходимость.9 

5.5. Квантовый рой 

Введение роя точечных частиц для описания квантового состояния вы
текает из стремления дать явное описание пространству элементарных ис
ходов для вероятностной схемы определения координат квантовой частицЫ. 

9В работе [23] предложено считать такое поведение результатом действия неких ирекван
товых полей. В модели Кальдера - Легетrа для декогеренции квантовой частицы она взаимо
действует с «ванной» из гармонических осцшшяторов, придающих ей случайную скорость. 
Такие модели исходит из стандартного квантового формализма, тогда как вводимый нами ди
намический диффузионный рой предназначен для использования вместо этого формализма. 
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Выбор одного элемента такого роя эквивалентен измерению координат ре
альной частицы, и потому плотность роя должна приблизнтельно равнять
ся 1 Ф ( r) 12 . Динамика роя должна обеспечивать соблюдение этого условия 
в любой момент времени (по крайней мере, не слишком далекий от началь
ного), так что уравнение Шредингера должно быть вполне заменено такой 
динамикой. 

Ниже мы увидим, почему определение этой динамики не может быть 
сведено к традиционному вычислению на компьютере непрерывных функ
ций, подобно тому, как это делается в процессе применения обычных чис
ленных методов, наподобие разностных схем решения дифференциальных 
уравнений. Поэтому неизвестно, можно ли вообще обосновать применевне 
описываемых ниже алгоритмических эвристик с той же степенью стро
гости, как, например, фейнмановские интегралы по путям. Уже в случае 
одной реальной частицы при описании поведения ее роя мы вынуждены 
полагаться на алгоритмы в существенно большей мере, чем в диффузион
ном методе Монте-Карло. Причина этого состоит именно в том, что мы 
хотим иметь явное представление элементарных исходов для квантового 
объекта. Это означает, что мы должны вывести волновую функцию из ряда 
первопринципных понятий и отказаться от ее использования в основных 
шагах моделирования. Разумеется, мы не хотим вообще отказаться от вол
новой функции Ф. Просто ее роль в конструктивизме - это роль отладчика 
программы на этапе прояснения эвристики; после завершения построения 
эвристики моделирующих алгоритмов мы откажемся от волновой функции. 

Переход к явным исходам в виде роя ставит перед нами совершенно 
новую проблему, которой не существовало в стандартной квантовой ме
ханике. Мы увидим, что такой рой критически зависит от выбора зерна 
пространствеиного разрешения dx, что не дает нам возможности естествен
но применять методы математического анализа. Но, тем не менее, мы бу
дем использовать аналитические понятия, требующие предельного перехо
да, при определении динамики роя, например, понятие плотности. Можно 
ли полностью вытеснить такие понятия, заменив их, скажем, неким ме
ханизмом индивидуальных взаимодействий элементов роя друг с другом? 
Мне не известен ответ на этот вопрос. Практическое моделирование по
казывает на то, что такой радикальный отказ от математического анализа 
вряд ли возможен. 

Дело в том, что динамический рой, которым мы намереваемся заме
нить уравнение Шредингера, имеет особую природу. С одной стороны, он 
состоит из элементарных исходов, которые моделируют выбор при измере
нии координаты. С другой стороны, это свойство должно поддерживаться 
в произвольвый момент времени, по крайней мере, для близких времен. 



5.5.  КВАНТОВЫЙ РОЙ 1 89 

Мы имеем дело с набором сценариев для квантовой частицы, для кото
рых нам, фактически, открыта возможность для путешествий во времени 
в пределах каждого сценария. Такая возможность для единственной части
цы представляет собой некоторое излишество. Но для моделирования мно
гих частиц такое путешествие во времени - необходимость, потому что от 
того, сколько и какие частицы мы включим в рассмотрение, зависит зерно 
dx, а значит, и сам рой. Если бы мы исключили возможность использова
ния аналитических элементов в эвристике наших алгоритмов и попытались 
свести все к взаимодействию индивидуальных экземпляров роя, мы попали 
бы в ловушку самоприменимости, лежащую в основе логических парадок
сов. Нам необходим прием, стирающий память о конкретных сценариях, 

то есть аналитический прием, наподобие усреднения, применяющеrося для 
вычисления плотности. Это не есть отход от конструктивности, потому что 
в любом случае основой будет алгоритмическая эвристика. 

Мы будем называть роем конечное множество S, состоящее из N штук 
однотипных классических точечных частиц, каждая из которых s Е S об
ладает своими координатами и импульсом x(s) , p(s) Е R3. В методе клас
сического поведения одна квантовая частица представляется в виде роя S, 
каждый элемент которого s Е S имеет те же массу и заряд. Элементы тако

го роя называются в этом случае экземплярами данной квантовой частицы. 
Мы будем предполагать, что число элементов n роя настолько велико, что 
его можно использовать как приближение непрерывной среды, то есть ес
ли для наших целей понадобится перейти ко все более и более мелкому 
делению пространства на маленькие кубики, то на каждом шаге в каж

дый кубик попадут какие-то экземпляры. В дальнейшем мы увидим, что 
для приближения квантовой динамики дисперсия скоростей экземпляров 

должна будет расти с уменьшением зерна пространствеиного разбиения. 
Это означает, что мы будем иметь отдельный рой для всякого выбранного 
значения пространствеиного зерна бх. 

Плотность роя в точке х определяется выражением 

N(r, t) p(r, t) = 
N(бх)з

' (5 .5) 

где N(r, t) обозначает число экземпляров, попавших в момент t в один ку
бик со стороной бх с центром в точке r. Для сравнения с решением уравне
ния Шредингера надо бьшо бы устремить в этом определении бх ___.. О, что 
предполагало бы, что мы рассматриваем не один рой, а последовательность 
роев с плотностями Рп с возрастающим n. Мы не будем этого делать, что
бы не загромождать изложение, а будем считать, что всякий раз, как только 
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возникнет необходимость, мы сможем разбить наше деление пространства 
на кубики так, чтобы бх уменьшилось бы в допустимых пределах. Мы бу
дем писать р(х) = IФ(x) l 2 , это означает, что 

Рп (х) ----> IФ(x) l 2 (n ----> оо) , (5.6) 
не оговаривая этого специально. Такую последовательность роев, реализу
ющих приближение к плотности волновой функции, являющейся решени
ем уравнения Шредингера, мы будем называть допустимым приближением 
квантовой эволюции. 

Нашей очередной задачей будет определение поведения экземпляров 
роя, которое давало бы допустимое приближение к квантовой эволюции. 
Только это поведение и будет иметь ценность в многочастичных задачах, 
потому что оно определяется на уровне экземпляров, а не на уровне волно
вой функции. 

Основные требования для симуляции квантовой динамики через кол
лективное поведение следующие. 

• Квантовая динамика симулируется через динамику роя экземпляров, 
так что в каждый момент времени t равенство 

!Ф(х, t) l2 = р(х, t) (5.7) 
выполняется в каждой точке х пространства, с точностью порядка 

о(бх) .  
• Каждый экземпляр роя имеет собственную историю, то есть он сохра

няет свой индивидуальный номер в течение всего процесса моделиро
вания во всех преобразованиях. Тип экземпляра в точности соответ
ствует типу реальной физической частицы. 

• Поведение каждого экземпляра полностью определено его собствен
ным состоянием, состоянием всех экземпляров в его ближайшем окру
жении. 

Рой, удовлетворяющий таким условиям, мы назовем квантовым. 
Наша задача - определить nоведение экземпляров роя так, чтобы он 

оставался квантовым как можно дольше. Для этого сначала мы покажем, 
что для решения Ф(х, t) уравнения Шредингера можно передвигать его эк
земпляры только локально, то есть на малое расстояние, для обеспечения 
в любой момент равенства (5 .7). Такое передвижение не может быть опи
сано никаким классическим гамильтонианом взаимодействия между экзем
плярами, но мы покажем, как можно получать его приближенно на основе 
так называемого динамического диффузионного механизма. 
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Заметим, что второе nравило означает, что м ы  отказываемся от ис
пользования комплексных чисел и одновременно хотим в будущем вклю
чить в нашу модель КЭД. Последнее требование означает локальность всех 
взаимодействий. Поведение экземпляра есть правило, оnределяющее из
менение его внутреннего состояния (импульса, момента импульса и типа) 
и nространственного положения (nространственный сдвиг). Ввиду того, что 
уравнение Лиувилля не эквивалентно уравнению Шредингера, это поведе
ние не может оnределяться классической физикой. 

Наличие у каждого экземпляра своей собственной истории означает, 
что мы требуем полного согласования вероятностных nространств для из
мерений положения реальной частицы во всех моментах времени. Если 
бы мы не заботились о таком согласовании, то вероятностные nростран
ства для отдельных и никак не связанных моментов времени у нас уже 
имелись бы в стандартной квантовой теории. Но в случае отсутствия та
кого согласования вероятностных пространств мы лишаемся возможности 
рассматривать динамические сценарии в случае многих частиц. Для од
ной-единственной частицы нет никакой nроблемы: мы считаем оси коор
динат абсолютными и пас не беспокоит, какой объект отвечает за ее из
мерение. Но как только мы начинаем рассматривать квантовый коллектив, 
для его описания необходимо точно знать, что именно явилось причиной 
того или иного изменения его состояния. Для моделирования квантового 
коллектива мы должны прослеживать детально его эволюцию как единого 
целого, и математический аппарат должен нам давать такую возможность. 
Именно поэтому требование сохранения индивидуальных историй каждого 
экземпляра необходимо для масштабирования квантовой теории на область 
многих частиц. 

Заметим, что мы можем получить квантовый рой, если не будем на
кладывать на скорость экземпляров и ее изменение никаких ограничений. 
Это означает, что экземпляры могут перемещаться в течение одного шага 
на любые расстояния, так что равенство ( 5 .  7) будет выполнено на любом 
шаге с этой точностью, и это свойство будет сохраняться на nротяжении 
иекоторого промежутка времени бt. Но от такого механизма персмещения 
экземпляров не будет никакого толку, потому что он зависит от знания точ
ного решения уравнения Шредингера, тогда как наша задача - обойтись 
вообще без волновой функции. 

Сначала мы докажем, что существует квантовый рой с локальным пе
ремещением экземпляров, то есть соблюдения ( 5 .  7) действительно можно 
добиться, перемещая экземпляры локально. Затем мы вычислим, как дол
жен меняться со временем поток экземпляров роя через малый элемент 
поверхности. После этого мы определим сам механизм движения экзем
пляров, который обеспечивает нам такой вид потока. 
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Итак, займемся квантовым роем. Мы исходим из уравнения Шредин
гера 

. дФ(r, t) h2 
zh дt 

= - 2m D.Ф(r, t) + Vpot (r, t)Ф(r, t), 

которое можно переписать как 

Ф�(r) = - 2':,. D.Фl(r) + 
V�t Фi (r), 

Ф� (r) = 2':,. D.Фr(r) -
V�ot Фr(r) 

(5 .8) 

(5.9) 

для вещественной и мнимой частей Фr, фi волновой функции Ф = Фr + 
+ iФi. Нас интересует только эволюция плотности квантового роя, то есть 
функция 

Мы зафиксируем значение ох и применим для аппроксимации вторых 
производных разностную схему вида 

д2Ф(х) Ф(х + ох) + Ф(х - ох) - 2Ф(х) 
дх2 � (ох) 2 

для каждого момента времени, считая волновую функцию удовлетворяю
щей всем условиям точности такой аппроксимации. Поскольку прибавле
ние к потенциальной энергии Vpot любой константы не влияет на кванто
вую эволюцию плотности квантового роя, мы можем рассмотреть вместо 

IT � � IT + 3h2 
vpot другои, эквивалентным, потенциал вида vpot а, где а = ----2 , 

т(дх) 
что приведет к исчезновению слагаемого 2Ф (х) в разностных схемах для 
вторых производных по х, у, z (из-за чего возникает коэффициент 3) после 
их подстановки в уравнение Шредингера. Введем для сокращения записи 
коэффициент 

Поскольку мы пока не знаем механизма перемещения экземпляров в кван
товом рое, предположим, что мы просто либо изымаем некоторое количе
ство экземпляров из каждой клетки, либо помещаем их туда из некоторо
го запаса. Разобьем эволюцию квантового роя во времени на столь малые 
участки длины ot, что на каждом из них экземпляры перемещаются только 
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в пределах двух соседних клеток. Если мы докажем, что эволюция кванто
вого роя на таком участке обеспечивается диффузионным механизмом, это 
будет справедливо и для всей эволюции, так что наше предположение об 
обмене между двумя соседними клетками не ограничивает общности. Бу
дем также считать, что эти клетки отличаются друг от друга сдвигом на бх 
вдоль оси х, что также не ограничит общности. Обозначим центры этих 
клеток через х и х1 = х + ох. Тогда при нашем предположении об обмене 
слагаемое Ф ( х - ох) в разностной схеме тоже исчезает и на рассматрива
емом малом участке времени эволюция квантового роя будет определяться 
следующей системой уравнений: 

Ф�(х) = -')'Wi(xl )  + V(x)Фi (x) , 
w; (x) = 'Ywr (x1 ) - V(x)wr (x) ; 

(5 . 10) 

а также аналогичной системой уравнений полученной заменой х на х1 и на
оборот, где нижний индекс означает дифференцирование по t. Эта система 
получается в том предположении, что частицы движутся от х к х1 . При дви
жении частиц от х1 к х получится аналогичная система, с заменой х на х1 
и наоборот. Уравнение Шредингера будет, таким образом, выражать резуль
тат общего процесса эволюции, состоящего из этих двух типов случаев, где 
х и х1 могут располагаться 6 различными способами вдоль 3 координатных 
осей. Теперь под участком времени At мы понимаем именно такой малый 
промежуток, в течение которого обмен идет только между х и х1 . 

Тогда для такого участка мы будем иметь 

д��х) \х ,х1 = 2Фi (x) ('Ywr (xl ) - V(x)wr (x))+  

+ 2Фr(х) (  -')'Wi (x1 ) - V(x)wi (x)) = 

= 2"f(Фi (x)Фr (xi ) - wr (x)Фi (xl ) )  = 

др(х1 )  = - --т \х,хl '  

(5.11 )  

др(х) где через --т \х,х1 обозначен вклад в производную плотности по времени, 

полученный благодаря перемещению экземпляров через границу, разделя
ющую кубики, содержащие точки х и х1 . Из этого вытекает, что убыль 
экземпляров в одной клетке равна прибыли их в другой, то есть эволю
ция квантового роя удовлетворяет условию локальности, и можно говорить 
о потоке квантового роя через элемент поверхности в том случае, если мы 
зафиксировали значение бх. 
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Мы будем называть д��х) l x ,x1 детальным потоком экземпляров через 
данную поверхность. 

5.5.1.  Зависимость квантовой динамики от зерна 

Мы подошли к самому главному в описании квантовой динамики: к за
висимости от зерна 8х. Мы не можем сказать, что выражение (5. 1 1) опреде
ляет число экземпляров, прошедших через данную поверхность в единицу 
времени. Выражение для детального потока (5. 1 1 ) не есть выражение для 
обыкновенного потока частиц через поверхность. Причина в том, что оно 
критически зависит от выбора значения дх, и это значение нельзя устре
мить к нулю. К рою неприменим фундаментальный прием математического 
анализа, состоящий в том, что можно неограниченно измельчать промежут
ки вида (х, х1 ) и переходить к пределу при дх ---> оо, так что все значения 
групповых величин (плотность и скорость) сохранят свои значения (и даже 
их уточнят). Выражение (5. 1 1 )  косвенно указывает на то, что в рое присут
ствуют экземпляры с принципиально разными скоростями, так что мы не 
можем говорить о скорости всего роя в данной точке. Рассмотрим две части 
роя, которые мы будем условно называть быстрой и медленной. Механизм 
перемещения экземпляров быстрой части состоит в том, что каждый из 
них на каждом шаге !:1t прыгает в направлении его скорости на число яче
ек, пропорциональное !:1t. Механизм перемещения экземпляра медленной 
части роя состоит в том, что он ждет число шагов, пропорциональное 1 j !:1t, 
стоя на месте, и только потом перемешается ровно на один шаг по направ
лению своей скорости. В этом случае мы уже не можем для детального 
потока написать выражение 

др(r, t) 
дt 

1 3 j p(r, t)n(r1 )ds(r1 ) , 
N(дх) S(r) 

(5.12) 

справедливое для обыкновенного потока частиц р. Вместо этого надо ис
пользовать выражение 

др(r, t) 1 J 
_ _ _ 

дt = N(дх)з p(r, t) / (x,x1)n(r1 )ds(r1 ) + А, 
S(r) 

(5.13) 

где p(r, t) / cx ,x1 )  есть число экземпляров, перемешаемых из ячейки в ячейку 
на границе шара S при фиксации шагов i5x и !:1t по пространству и времени, 
где слагаемое Л имеет следующую природу. 
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Пусть мы зафиксировали ох и /}.t. Чтобы написать выражение (5. 12), 
надо гарантировать, что все экземпляры быстрой части роя, прошедшие 
через границу в направлении r, останутся в шаре, а не выскочат из него 
из-за своей большой скорости. Для того чтобы это гарантировать, необхо
димо сделать Llt достаточно малым. Но тогда экземпляры медленной части 
роя вообше не успеют сдвинуться с места! Для обеспечения движения как 
быстрых, так и медленных экземпляров есть только одно средство: умень
шить зерно бх. Но именно этого мы и не можем сделать, потому что тогда 
сразу же возрастет скорость быстрой части роя, и нам придется рассматри
вать уже совсем другой рой. 

Таким образом, дискретный характер персмещения экземпляров быст
рой и медленной частей роя нельзя заменить непрерывным движением, как 
в случае классической сплошной среды. Слагаемое А имеет смысл фазо
вого перехода между быстрой и медленной частями роя. Условно можно 
считать медленную часть жидкой фракцией (или твердой, если скорость 
строго равна нулю), а быструю часть - газообразной фракцией роя. Пры
жок быстрого экземпляра означает, что он исчезает в одной ячейке, после 
чего появляется в другой ячейке, которая может не граничить с первой. 
Таким образом, обычный поток может в квантовом рое меняться скачкооб
разно. 

Неприменимость к квантовому рою обычных аналитических приемов 
формально не означает невозможности обоснования предлагаемого нами 
пути моделирования с помощью классической математики вообще.10 Я не 
исключаю нахождение такого обоснования, но только для случая одной ре
альной частицы. Найти классическое обоснование метода коллективного 
поведения в его общей форме, для многих частиц, не представляется мне 
возможным, потому что здесь центральную роль играет ограниченность 
количества экземпляров, что делает невозможным применение самой идео
логии математического анализа. Это, в частности, означает и бесперспек
тивность попыток найти строгое математическое доказательство того, что 
предложенный ниже механизм персмещения экземпляров роя во всех слу
чаях дает хорошее приближение точного решения уравнения Шредингера. 
Позтому следующие ниже обоснования предлагаемых механизмов персме
щения экземпляров роя следует понимать как пояснения к работе алго
ритма, но не как строгое доказательство его пригодности во всех случа
ях. Общая идеология конструктивизма предлагает нам одно: полагаться на 
непосредственное компьютерное моделирование. 

10В случае дельта-функции Дирака классическое математическое обоснование было найде
но в виде линейных функционалов. 
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5.5.2. Механизм изменения скорости 

Введем следующие параметры, зависящие от дх: 

h2 h 
I =  2m2(Jx)з '  � =  т дх ' 

(5.14) 

где h есть постоянная Планка. Параметр I называется интенсивностью об
мена, � - интенсивностью потенциала. 

Теперь для построения механизма изменения скорости экземпляров 

квантового роя мы найдем изменение детального потока gtPI (x,x1) ndS 

квантового роя через поверхность малого кубика, нормаль к которой парал
лельна оси ОХ. Для этого надо продифференцировать выражение ( 5 . 1 1 )  по 
времени: 

р� = 21[(1Фr(х1) - V(x)Фr(x))Фr (x1 ) + Фi (х) (-1Фi(х) + V (x1)Фi(x1 ) )_ (-1Фi(х1)  + V(х)Ф'(х))Фi(х1) - Фr(х) (1Фr(х) - V(x1)Фr(x1)) ]  = = 212 (Фr (х1 ) )2 - 2{V(x)Фr(x)Фr(xi) - 2{2 (Фi(х) )2+ 

+ 2!V(xl)w; (x)w;(x1) + 21\Ф\r1))2 - 2!V(х)Ф;(х)Фi (х1 )

- 2·i(wr(x))2 + 2{V(xi)Фr (x)Фr(xi) = = 2·i( (Фr(xl))2 + (Фi (х1))2 - ( (\[ir(x))2 + (Фi (х))2))+ 

+ 21[(V(x1) - V(x) ) ( (wr(x))2 + (Фi(х))2) + о(дх)], 
(5, 15) 

где о(дх) = (wr(x)wr(x1 )  + 1Jтi(x)IJ!i (x1 ) - ((wr(x))2 + (wi (x) )2 ) ) (V(x1 ) 
- V(x)) . 

Таким образом, мы можем написать для детального потока формулу 

(5 .16) 

Заметим, что если бы мы не игнорировали обмен на границе между х1 
и следующей ячейкой х2, то приведеиное выше вычисление дало бы нам 
вторую производную плотности по времени в виде разности производных 
nотоков через две nоверхности - х, Х1 и х1 , х2 . Какой механизм измене
ния скоростей экземпляров в рое следует из формулы (5 . 1 6)? Заметим, что 
если бы все экземпляры бьши абсолютно равноправны, действие любой 
силы вида -'VW с потенциалом W выражалось бы в виде слагаемого ви
да -a'VW р, где о: - пекоторая константа. Наличие в (5 . 1 6) первого сла
гаемого без сомножителя р указывает на то, что плотность роя обладает 
свойством потенциала, который действует не на весь рой, а только на неко
торое nодмножество роя, которое мы назовем тонким слоем. Пусть общее 
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число экземпляров роя N и зерно Dx подобраны так, что N бх3 1 в со
ответствующей системе единиц (см3). Тогда тонкий слой будет содержать 
ровно один экземпляр в каждой ячейке пространства. Тогда формула (5.16) 
означает, что ускорение экземпляров роя происходит по двум причинам: а) 
ускорение всех экземпляров роя под действием внешнего потенциала (вто
рое слагаемое) и б) ускорение экземпляров тонкого слоя под действием 
градиента потенциала роя (первое слагаемое). Поскольку мы хотим, чтобы 
фаза обыкновенной волновой функции просто выражалась через параметры 
роя (ее градиент, как мы увидим, должен быть пропорционален скорости 
частиц роя в данной точке), скорость роя должна усредняться на каждом 
шаге моделирования. Это возможно только при условии, что дополнитель
ная скорость, которую получает тонкий слой в результате действия на него 
градиента плотности роя, сразу же перераспределяется на все экземпляры 
роя, находящиеся в той же элементарной ячейке, что и рассматриваемый 
экземпляр тонкого слоя. То есть динамика роя должна моделироваться по 
шагам и ее невозможно свести к непрерывному процессу, потому что мы 
не можем получить корректные уравнения, устремив Dx к нулю. 1 1  

5.5.3. Восстановление волновой функции по динамическому 
диффузионному рою 

Для нахождения соответствия между стандартным описанием кванто
вого состояния через его волновую функцию Ф и роевым представлением, 
мы будем предполагать, что последнее описывается парой функций 

p(t, r) , p(t , r) , (5 .17) 

где скалярная функция р есть плотность экземпляров, а вектор импульса 
роя р( r) есть сумма скоростей экземпляров роя, попавших в малый кубик со 
стороной 8х и центром в точке r. В импульс роя не входит масса реальной 
частицы; р( r) есть роевая характеристика, в которой роль «массы» играет 
число экземпляров. 

Такая пара не использует понятия комплексного числа и не дает краси
вых дифференциальных уравнений шредингеравекого типа для р и р. Более 
того, механизм динамической диффузии, введенный нами для имитации 
квантовой эволюции, радикально отличается от классических процессов 

1 1 Есть и еще один аргумент в пользу пошаговой структуры роевой динамики, когда в каж
дом шаге происходит перераспределение импульса тонкого слоя на весь рой. Для волновой 
функции 'ljJ = х с плотностью х2 уравнение Шредингера даст стабилизацию волновой функ
ции на коротком отрезке времени, тогда как классическая динамическая картина с непрерыв
ным ускорением ведет к равномерному увеличению плотности (вторая производлая плотности 
постоянна). Фаюически это - разновидность замечания о фракциях роя. 



198 ГЛАВА 5 

(например, теплопередачи или колебаний) тем, что его интенсивность за
висит от выбранного зерна пространствеиного разрешения. Мы пошли на 
это ради главного: экономии вычислительных ресурсов, которые не просто 
нужны для моделирования кваитовой динамики сложных систем, но абсо
лютно необходимы для ее исследования вообще. 

Мы покажем, как восстанавливается обычная комплексная волновая 
функция Ф по заданному состоянию диффузионного роя (5. 1 7). Эту зада
чу мы решим только в предположении, что носитель волновой функции 
связен, то есть любые две точки его можно соединить кривой, не пересека
ющей область нулевой плотности р = О. Это ограничение родственно тому, 
что имеется в диффузионном методе Монте-Карло. Для этого обратимся 
к равенству (5. 1 1) и подставим в него выражение для волновой функции 
через плотность: Ф ( r) = #) ехр( iф( r)) .  Задача состоит в вычислении 
фазы ф(r) волновой функции. Заметим, что поскольку физический смысл 
имеет только относительная фаза между различными точками, мы можем 
зафиксировать некоторую точку r и рассматривать фазу другой точки r1 
относительно r. Если r1 близко к r, уравнение (5. 1 1 ) дает нам 

о 2 p(f - fl ) 
ф(r) - ф(r1 ) = arcsш k(дx) , 

V p(r)p(r1 ) 

что приводит к следующей формуле для определения относительной фазы: 

ф(r1 ) = j k(дx)2v d;y, (5 .18) 
"! 

где контур 'У идет от r к r1 .  Это определение явным образом зависит от 
выбора контура 'У, и потому нам надо доказать его корректность, то есть 
независимость от выбора контура 'У· 

Отметим, что наш вывод будет корректным только в том случае, когда 
р > е > О для пекоторой константы е > О, то есть плотность доджна быть 
отделена от нуля во всей области рассмотрения. Поскольку фаза определена 
только с точностью до целого кратного 27Г, различные выборы контура мо
rут привести, самое большее, к изменению фазы на такое число, что имеет 
место в случае, например, возбужденных состояний электрона в атоме во
дорода с иенулевым магнитным числом. Мы покажем, что интегрирование 
скорости v роя по замкнутому контуру сохраняет свое значение со вре
менем тем точнее, чем меньше зерно пространствеиного разрешения ох. 
Из этого будет следовать, что если в начальный момент времени опреде
ление (5. 1 8) было корректным, то оно сохранит свою корректность и для 
следующих моментов времени. 
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Итак, рассмотрим производную интеграла от скорости роя по замкну
тому контуру "(с . Применяя формулу ( 5 .  7) и учитывая, что дР/ дt пропор
ционально р дvjдt, мы получим 

� J v d"f = - J А I(8x?'V': + Вк,(8х)2 'V'V (5.19) 

"Ус "Ус 

для некоторых А, В. Первое слагаемое даст при интеграции по замкнуто
му контуру нуль, так как это V' ln р; нуль даст и второе по аналогичным 
соображениям. 

Теперь достаточно убедиться в том, что определение ( 5 . 1 8) корректно 
в начальный момент времени, что производится непосредственно для лю
бой задачи. В случае, если волновую функпию начального состояния можно 
получить из основного состояния в кулоновском поле, где v = О, коррект
ность следует из доказанного, так как здесь никакого сдвига фазы на 21rk 
не будет. Фаза любого стационарного состояния не будет зависеть от точки 
в пространстве. Если для получения начального состояния в рассматрива
емой задаче нам надо стартовать с некоторого возбужденного состояния 
с набегом фазы, надо предварительно проверить корректность для этого 
состояния. 

Теперь, на основе сделанных вычислений, мы можем написать форму
лы, связывающие параметры роя с волновой функцией: 

IФ (r) l = уре;:), 
ф(r) = j kv .  d"f, (5.20) 

"(: ro-+r 

v = b'V'ф(r) ,  

для некоторых а ,  Ь. Пользуясь этими формулами, можно перейти от вол
новой функции к рою, и обратно. Это описание имеет две особенности. 
Во-первых, за шредингеровской динамикой на уровне зерна 8х стоит рое
вая динамика низкого уровня с зернами дх, дt, так что есть существен
ная зависимость параметров роя (интенсивности) от выбранного зерна про
странствеиного разрешения бх. Во-вторых, квантовая динамика предпола
гает наличие тонкого слоя и специфического поведения экземпляров по 
отношению к нему. 

В формулах (5.20) средняя скорость v роя примерно равна средней 
скорости той части роя, которая не содержит тонкого слоя во всех точках, 
где плотность роя не стремится к нулю. Там он не дает существенного 
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вклада в общий импульс, из-за того, что в каждом малом кубике есть только 
один принадлежащий ему экземпляр. Если мы прикладынаем к квантовой 
частице внешний потенциал Vpat, он вносит вклад в импульс роя, потому 
что действует на его основную часть, не входящую в тонкий слой. 

Ситуация изменится, если мы рассмотрим те точки, где плотность роя 
стремится к нулю. Здесь тонкий слой уже перестанет быть тонким, и вклад 
в импульс будет вносить как раз основной. В областях, содержащих такие 
точки, уже нельзя пользоваться равенствами (5.20). Таким образом, при пе
реходе через нули плотности пользоваться этими равенствами надо с осто
рожностью. Общий рецепт состоит в том, что если мы хотим по плотности 
восстановить волновую функцию, надо продолжать ее как дифференцируе
мую. 

В качестве примера рассмотрим одномерную частицу в бесконечно 

глубокой потенциальной яме шириной 1r. Стационарные состояния будут 
с точностью до множителя иметь вид sin(nx) , в частности, основным будет 
состояние с n = 1 и плотностью sin 2 ( х) . Здесь мы не имеем возможно
сти рассмотреть изменение фазы, потому что нам недоступна область за 
пределами отрезка [О, n] . Первое возбужденное состояние sin(2x) уже да
ет нам это сделать, потому что нам доступна вся окрестность нуля этой 
функции х0 = n/2. Фаза здесь меняется на n, что означает, что тонкий 
слой движется. При этом направление его движения очень быстро меняет
ся на противоположное, так что средняя скорость все равно равна нулю. 
Но наличие такой скорости играет большую роль. Если бы мы установили 
в середине ямы абсолютно упругую стенку, картина никак бы не измени
лась, так как экземпляры, отраженные от нее, в силу симметрии, имели 
бы в точности такие же скорости, как и те, что прилетели из другой поло
вины (когда стенки нет). Мы не можем рассматривать волновую функцию 
1 sin(2x) l ,  в которой смены фазы не происходит, а плотность та же, что 
и для первого возбужденного состояния, по единственной причине: она не 
дифференцируема. Чтобы сделать ее дифференцируемой, надо изменить ее 
в окрестности точки 1r /2, что приведет к иному поведению роя (в середине 
будет расти горб). 

Смена знака волновой функции при переходе через нуль означает про
сто наличие мгновенной скорости у тонкого слоя, даже в том случае, когда 
средняя скорость нулевая. 

5.5.4. Алгоритм, моделирующий динамический диффузионный рой 

Теперь мы можем решить основную задачу: построить алгоритм для 
изменения роя во времени. Такой алгоритм будет состоять в последователь
ном выполнении одной и той же процедуры, которую мы условно назовем 



5.5 .  КВАНТОВЫЙ РОЙ 201 

Iterate над текущим состоянием роя. Каждое из таких применений мы на
зываем шагом моделирования. Из предыдущего параграфа вытекает, что 

• в конце каждого шага для любого элементарного кубика в конфи
гурационном пространстве скорость всех экземпляров, содержащихся 
в этом кубике, одинакова; 

• в процессе применеимя Iterate дисперсия скоростей внутри каждого 
кубика стремится к бесконечности, если устремить бх к нулю. 

Итак, процедура Iterate должна содержать усреднение скоростей эк
земпляров, попавших в один и тот же кубик. Вряд ли целесообразно искать 
конкретный «физический» механизм такого усреднения. Экземпляры кван
товой частицы не являются независимыми частицами; они - всего лишь ее 
возможные воплощения. Если бы мы включили время в конфигурационное 
пространство, мы могли бы считать, что некоторые экземпляры обозна
чают ту же частицу, но взятую в разные моменты времени (см. далее -
обобщение на КЭД). В любом случае «взаимодействие)) между экземпляра
ми не может иметь непосредственного физического смысла, а потому его 
не следует искать; вполне достаточно формулировать алгоритм на языке 
локальных плотностей роя. 

Из приведеиных выше соображений вытекает представление процеду
ры Iterate в виде следующей последовательности действий. 

• Подготовка роя к применению аналитических методов. 

• Ускорение всех экземпляров тонкого слоя на -Гil р( r)llt, умноженное 
на 1 см4, ускорение всех экземпляров роя на -";p(r)V'V(r)llt, умно
женное на 1 см4, перераспределение скоростей экземпляров тонкого 
слоя на весь рой (в рамках любого кубика).12 

• Свободный полет всех экземпляров роя с назначенными им скоростями 
длительности dt. 

Пространствеиное перемещение экземпляров роя может происходить 
только в первом и третьем пункте; во втором только изменяются их ско
рости. Первый пункт нуждается в большей детализации, которая связана 
с компьютерным моделированием и потому может быть объяснена здесь 
лишь частично, но мы дадим эти разъяснения, потому что они иллюстри
руют метод коллективного поведения и конструктивизм в целом. 

12Умножение на 1 см4 необходимо для сохранения размерности см/сек скорости. Размер
ность к, и V = Vpot/ h составляет см/сек и 1/сек соответственно. 
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Первый пункт состоит в том, что мы производим динамическое сгла
живание плотности, то есть приводим ее к виду, который дает возможность 
вычислять градиент, необходимый нам во втором пункте (детали процесса 
описаны ниже). 

Второй пункт реализуется так. Любой экземпляр роя получает добав
ку к своей скорости вида -Гvpjp - A:V'V (с необходимым домноженнем 
для учета размерности). Корректность этого приема вытекает из следую
щего соглашения. Мы будем рассматриваетЪ такие рои, для которых будет 
выполняться следующее численное равенство: 

(5.21) 

(N - общее число элементов роя). Тогда плотность будет численно рав
на числу экземпляров, попавших в данный кубик. Деление на р будет то
гда эквивалентно простому усреднению скоростей внутри кубика, что нам 
и требуется. 13 

Третий пункт состоит в том, что любой экземпляр, находящийся в точ
ке r и имеющий скорость v, оказывается в точке r + v dt. 

Все наше рассмотрение годится для трехмерного пространства, но мы 
будем явно рассматривать одномерный случай. Мы считаем, что все экзем
пляры могут находиться только в точках О, бх - бх , 2бх, . . . . Тогда все 
экземпляры, попавшие в одиу точку, будут перемещаться одинаково, что 
вызовет следующий эффект неравномерности. Может оказаться, что либо 
в какой-то точке вообще не окажется ни одного экземпляра, либо в одной 
и той же точке окажется сразу много экземпляров. Эффект неравномерно
сти сразу же сделает невозможным подсчет градиента плотности, требу
емого во втором пункте. Если бы движение роя подчинялось кассическо
му дифференциальному уравнению, то есть коэффициент I не зависел бы 
от бх, мы могли бы применить сглаживающий прием, какие обычно приме
няются для численного решения дифференциальных уравнений, например, 
мы могли бы приближенно заменить возникающие разрывы кусками глад
ких функций. Но проблема состоит в том, что I критически зависит от 
выбора зерна и стремится к бесконечности при его неограниченном умень
шении, а потому простое сглаживание сразу же исказит картину. Поэтому 
первый пункт является не простым, а динамическим сглаживанием, то есть 
он не сводится к аппроксимации плотности гладкой функцией, и его надо 
рассмотреть подробнее. 

13Заметим, ксттп, что из (5.2 1 )  вытекает, что если бы мы стали варьировать толщину тонко
го слоя, то скорость. полученная экземnлярами в результате ускорения тонкого слоя, зависела 
бы только от этой толщины, но не от зерна пространствеиного разрешения бх. 
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Мы должны разделить возникающие после третьего пункта разрывы 
на два типа: ямы и пики. Это деление условно, поскольку ямы могут чере
доваться с пиками, и, в конечном счете, такое разделение является вопросом 
реализации алгоритма, который мы формулируем пестрого. Тем не менее, 
это разделение принципиально, потому что ямы и пики ведут себя совер
шенно по-разному. Мы рассмотрим только идеальный случай, когда яма 
(пик) появляется как уменьшение (увеличение) числа экземпляров в одной 
точке, тогда как в ее окрестности плотность примерно одинакова. 

Представим себе, что мы уменьшили зерно разрешения пространства, 

для того чтобы сгладить яму, уменьшив при этом промежуток времени dt 
так, чтобы скомпенсировать возрастание J. Тогда яма сгладилась бы так, 
что скорость экземпляров при этом осталась бы прежней, потому что по
токи с противоположных склонов ямы взаимно остановили бы друг друга 
(они направлены друг на друга). В случае пика ситуация была бы иной. 
Здесь потоки направлены в противоположные стороны, и они не могут 
уравновесить скорости друг друга. Пик даст нам «взрыв» составляющих 
его экземпляров, которые разлетятся в противоположные стороны именно 
так, как взрывается дельта-функция (см. выше): а именно все экземпляры 
пика высоты h должны равномерно распределиться по отрезку длины 2l 
с центром в основании пика, где l = Vmaxdt, Vmax = Ihj!ix, так что распре
деление скоростей среди этих экземпляров имеет вид v = х / dt в системе 
координат с центром в основании пика. После такого перераспределения 
надо опять перераспределить скорости в каждой точке равномерномерно. 
Такова процедура динамического сглаживания в случае одного-единствен
ного пика. В случае нескольких пиков эта процедура должна быть есте
ственным образом обобщена. 

Таким же образом производится динамическое сглаживание в случае 
разрыва плотности первого рода, при котором есть ее неравные пределы 
слева и справа от пекоторой точки. В этом случае сглаживание можно про
извести последовательным перераспределением экземnляров более высоко
го края так, чтобы в результате вместо резкого обрыва получился бы склон 
с тангенсом угла наклона ljбx. В качестве иллюстрации рассмотрим примеры. 

Первый пример - распльmание плотности в виде гауссиана 

� ехр{- xt2 } . В этом случае ускорение, полученное роем в точке х, бyv27rt 
дет пропорционально Ix, и при моделировании его расплывания мы полу
чим чередование пиков и ям. Здесь динамическое сглаживание можно про
извести путем выбора новых разрешений бх, больших первоначального, 
с тем, чтобы сгладить ямы и пики, получив нечто вроде частотной гисто-
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rраммы для нормального распределения. Но если мы немного усложним 
задачу, рассмотрев два сталкивающихся гауссиана, никакой прием варьиро
вания разрешения уже не даст результата, потому что здесь из-за наплы
вания вертикальных «полосою> плотности появятся истинные пики, и нам 
придется использовать модель «взрыва пиков». 

Второй пример - плотность вида sin2 х, которая должна оставаться 
примерно постоянной в бесконечно глубокой потенциальной яме от О до п. 
Действие потенциала мы представим в виде упругого отскока экземпляров 
от стенок ямы как при свободном полете, так и в ходе динамического сгла
живания. В этом примере обработка пиков будет иметь принципиальное 
значение и должна производиться точно, а не в виде вариации зерна, как 
в предыдущем примере. Точность реализации динамического сглаживания 
необходима для того, чтобы отличить sin2 х от других функций, напри
мер, от кусочио-линейного распределения плотности на данном отрезке; 
все другие функции, не обладающие нулями н

_
а �0, 1), не должны оставать

ся постоянными при эволюции, в отличие от sш х. 
Скорость, которую приобретут экземпляры роя, находящиеся в точке 

х + п /2, в результате выполнения пункта 2 процедуры Iterate, равна р� j р = 
= tg х. Аналогичное вычисление для симметричной кусочио-линейной 
плотности даст 1/(х - п/2) .  Из этого уже ясно, что кусочио-линейная плот
ность не будет сохраняться с течением времени, так как она не равна нулю 
при х = О, а терпит в нуле разрыв первого рода, в отличие от tg х. Но для 
функции sin3 х эта rрубая оценка уже не пройдет, и отличить ее от sin2 х 
можно только точной реализацией динамического сглаживания. 

Динамическое сглаживание в нашем примере будет иметь следующий 
вид. Надо выбрать dt столь малым, чтобы первыми в движение пришла 
rруппа экземпляров S, состоящая из тех, что расположены ближе всех 
к стенкам, в то время как все иные стояли бы на месте. Эта rруппа S, от
толкнувшись от стенки, полетит в противоположном направлении, в резуль
тате чего возникнет пик первого уровня. В результате его «взрыва» скорость 
экземпляров, лежащих на расстоянии l от этого пика ближе к центру ямы, 
поменяет знак, в то время как более дальние экземпляры будут по-прежне
му иметь скорость, которую они получили в результате действия rрадиента 
роя. По этой причине возникнет пик второго уровня, лежащий ближе к цен
тру. Далее все повторится, то есть возникнут пики третьего уровня, четвер
того, и т. д. Эти пики будут с замедлением «подниматься вверх по склону 
плотности». Они и будут держать плотность sin2 х неизменной, уравнове
шивая действие rрадиента плотности. При этом пики низшего уровня будут 
возникать и «взрываться» чаще, чем пики более высокого уровня, и вклад 
пиков в плотность будет очень мал. Разница частот возникновения пиков 
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разного уровня может говорить о целесообразности варьирования проме
жутка времени dt. 

Аналогичная картина возникает при любом с1Ягивающем потенциа

ле, например, для ямы конечной глубины. При конечной глубине ямы за 

ее пределы, при достаточно малом зерне бх, обязательно будет попадать 

часть роя (например, экземпляры из взорвавшихся ликов),  что обеспечи

вает туннелирование через потенциальный барьер, рабиевекие осцилляции 

частицы в двухъямном потенциале и другие стандартвые эффекты уравне

ния Шредингера. Воспроизведение этих эффектов на основе изложенной 

роевой эвристики представляет важную алгоритмическую задачу. 

5.6. Обсуждение 

Сравним определенный нами динамический диффузионный рой с ан

самблем, используемым в диффузионном методе Монте-Карло (будем на

зывать этот ансамбль стационарным диффузионным роем). Состояние ди

намического диффузионного роя определяется заданием координат и скоро

стей всех его экземпляров, тогда как состояние стационарного роя опреде

ляется только его плотностью, ибо средняя скорость его экземпляров равна 

нулю. Действительно, шаг эволюции стационарного роя состоит в том, что 

для всякого его экземпляра либо с равной вероятностью выбирается один 

из возможных сдвигов (вверх, вниз, вправо или влево), либо же он оста

ется на месте. Этот выбор никак не зависит от первоначальной скорости 

экземпляра, то есть импульс здесь не сохраняется, и суммарный импульс 

в любом кубике окажется равным нулю. Такая модель соответствует рас
пространению молекул какого-либо вещества в среде из другого вещества, 

например, краски в воде. Если мы обращаем внимание только на молекулы 

краски, то их импульс не будет сохраняться: он передается молекулам во

ды. Стационарную модель диффузии можно поэтому назвать еще моделью 

с трением. 
В противоположность стационарному рою, динамический диффузион

ный рой эволюционирует с сохранением импульса. Поэтому состояние ди

намического роя характеризуется не только плотностью его экземпляров, 

но еще и суммарной скоростью их в каждом кубике пространства, то есть 

состояние динамического роя описывается парой функций (p(r, t) ,  р (r, t) ) .  
Но самым важным иреимуществом ДДР по сравнению с известны

ми ансамблевыми методами является то, что каждая частица роя имеет 

собственную историю, которая выражается в ее скорости. Это оправдыва

ет наименование этих частиц экземплярами исходной квантовой частицы. 
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ДДР дает возможность единообразного рассмотрения частицы: как с клас
сической, так и с квантовой точки зрения. Для перехода от классического 
описания к квантовому и наоборот надо всего лишь размножить (или, со
ответственно, объединить) экземпляры роя; при этом в рое, соответствую
щем классической частице, будет всего один экземпляр - она сама. Можно 
также регулировать выделение компьютерной памяти при моделировании, 
учитывая, что точность квантового описания будет расти с ростом числа 
экземпляров роя. 

Сделаем одно замечание, касающееся законов сохранения в динамиче
ском диффузионном рое. Их выполнение будет вытекать из того, что его 
эволюция будет служить приближением точного решения уравнения Шре
дингера. Но для моделирования важно знать, как эти законы действуют на 
каждом шаге эволюции роя. Мы предполагаем, что носитель роя (область 
конфигурационного пространства, где есть его экземпляры) ограничена. То
гда из второго правила вытекает выполнение закона сохранения импульса 
и момента импульса. При компьютерном моделировании для более точного 
соблюдения баланса импульсов и моментов надо брать промежутки про
странства и времени t::..t и Jx, на которых производится моделирование, как 
можно меньше. 

Теперь рассмотрим вопрос сохранения энергии. Он менее тривиален, 
поскольку ускорение экземпляров тонкого слоя происходит и без внешне
го источника энергии, под действием потенциала самой плотности (второй 
пункт). Мы предположим, что каждый экземпляр роя обладает внутренней 
потенциальной энергией. Таким образом, потенциальная энергия роя, за
ключенная в пекоторой области, пропорциональна числу экземпляров роя 
в ней. Рассмотрим тонкий цилиндр, соединяющий точки r1 и f2 . Если это 
близкие точки, расположенные на расстоянии бх, можно считать, что плот
ность роя меняется линейно при движении вдоль цилиндра. Для простоты 
пусть плотность в точке r1 нулевая, а в r2 численно равна бх. Тогда чис
ло всех экземпляров роя внутри цилиндра будет пропорционально квадрату 
расстояния между данными точками. Для приближенного рассмотрения ди
намики роя внутри цилиндра мы прибегнем к следующей аналогии. Будем 
вместо цилиндра рассматривать двумерную горку песка, имеющую форму 
прямоугольного треугольника, катетами которого является пол и стена. Пе
сок движется под действием силы тяжести с очень малым трением так, что 
в движении в любой момент участвует только тонкий слой на поверхности 
треугольника. Разделим весь песок на порции, каждая из которых представ
ляет часть песка в узком треугольнике с основанием длины t::..x, лежащим 
на стене, и постоянной высотой, равной катету треугольника, лежащему на 
полу. Масса всех порций будет одинаковой. После скатывания вниз каж-



5.6. ОБСУЖДЕНИЕ 207 

дой порции мы будем считать, что она представляет собой один экземпляр, 
принадлежащий тонкому слою нашего роя. Тогда этот экземпляр приоб
ретет скорость, пропорциональную ..Л, где l есть высота, на которой пер
воначально располагался центр масс соответствующей порции песка. Эти 
экземпляры не догонят друг друга, потому что скатившийся раньше будет 
иметь большую скорость. Таким образом, для нас неважно распределение 
экземпляров внутри каждой порции, важно только то, что после завершения 
действия градиента горки эти порции не будут больше меняться импульса
ми друг с другом внутри тонкого слоя. Значит, кинетическая энергия каж
дого такого экземпляра будет пропорциональна l ,  и их суммарная энергия 

ох 
будет пропорциональна J l dh = ox2j2, то есть будет пропорциональной 

о 
внутренней потенциальной энергии первоначальной кучи. 

Представим себе, что мы не знаем выражения для кинетической энер
гии mv2 /2, но хотим получить ее зависимость от скорости, приняв, что 
весь внутренний потенциал роя (равный числу экземпляров в нашей горке) 
переходит в кинетическую энергию при полном рассыпании всей горки. То
гда мы получим, что кинетическая энергия отдельного экземпляра должна 
быть пропорциональной v2• 

Внутренняя потенциальная энергия роя не дает вклада во внешний по
тенциал Vpot ; ее связь с этим потенциалом не проста и осуществляется 
только через изменение плотности роя. Она является аддитивной характе
ристикой близости экземпляров в самом рое: эта энергия тем больше, чем 
меньше дисперсия плотности, то есть чем кучнее вид волновой функции 
частицы. Это и есть иллюстрация закона сохранения энергии в динамиче
ском рое, так как здесь внутренняя потенциальная энергия роя полностью 
переходит в кинетическую энергию тонкого слоя при полном растекании 
его плотности по конфигурационному пространству. 14 (Мы не формулиру
ем этот закон явно, а ограничиваемся ссылкой на уравнение Шредингера, 
где есть сохранение энергии.) Это рассуждение не изменится, если мы возь
мем плотность с отличным от единицы градиентом, так как мы всегда мо
жем разбить рой на маль1е участки, где плотность либо будет постоянной, 
либо будет меняться с единичной скоростью. Действительно, нам необхо
димо только сохранять постоянной толщину тонкого слоя, для чего и был 
необходим единичный градиент. В предельном случае полного расплывания 
роя вся его внутренняя энергия переходит в кинетическую энергию тонко-

14Это растекание ограничено только числом N экземпляров в рое. Данный процесс является 
полностью релятивистским, так как здесь весь рой переходит в тонкий слой. Релятивистские 
ограничения оказываются, тем самым, связанными с числом N. 
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го слоя. Это релятивистский переход. Если мы сильно уменьшим зерно 
пространствеиного разрешения, то скорость улетающих экземпляров будет 

равна предельной скорости с. Если мы хотим получить этот переход быст

ро, надо сильно сконцентрировать плотность в одном малом кубике, тогда 
огромный градиент быстро разгонит тонкий слой, который, в свою очередь, 
поглотит весь рой, переведя его в релятивистское состояние. 

Рассмотренная нами конструктивная модель квантовой динамики од
ной частицы в виде динамического диффузионного роя не сводится к из
вестным подходам, которые можно назвать гидродинамическими. Специ
фика роя в том, что в нем экземпляры представляют собой актуальные во
площения реальной частицы, включающие историю ее движения. Поэтому, 

в частности, к динамическому рою нельзя подходить как к ансамблю ре
альных частиц, ведь это, фактически, набор различных реализаций одной 

и той же частицы. Например, мы не можем непосредственно применять 
к такому рою обычные динамические инварианты: импульс, энергия или 
момент. 

Тем не менее, в этом рое существует так называемый тонкий слой, 

о котором можно сказать, что он ускоряется по действием силы как гра
диента плотности со знаком минус. Это ускорение не является ускорением 
всего роя, поскольку тонкий слой на каждом шаге передает свой импульс 

всему рою. Динамика роя носит, таким образом, принципиально дискрет

ный характер, то есть должна рассматриваться как последовательность ша
гов, каждый из которых мы назвали процедурой Iterate. Другое проявле
ние дискретного характера роя в том, что он критически зависит от выбо
ра ядра пространствеиного разрешения бх, поскольку интенсивность дей
ствия градиента плотности на тонкий слой пропорциональна бх-3, а ин
тенсивность действия внешнего потенциала на весь рой пропорциональ
на бх-1 .  Так что мы принципиально не можем примелить к описанию 
плотности роя стандартный математический анализ, в основе которого ле
жит возможность устремить бх к нулю так, что при этом сохранятся ал
гебраические соотношения для дискретного приближения. Это порождает 
такое явление, как постоянное возникновение пиков, которые невозмож
но включить в аналитическую версию тонкого слоя и надо обрабатывать 
отдельно. 

Задача моделирования роя требует, таким образом, практического при
менения конструктивного подхода, то есть практического моделирования, 

и развития соответствующих приемов. 
Почему мы выбрали этот трудный путь для моделирования квантовой 

динамики? Эстетический мотив состоит в желании придать явный харак
тер элементарным исходам измерения квантовых состояний. Но истинная 
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ценность роевого подхода в том, что он допускает естественное обобще
ние на случай многих частиц, при котором декогерентность получает пря

мое объяснение в рамках рассматриваемой системы, без привлечения по
нятия «окружение» (см. ниже). Явное объяснение декогерентности необ

ходимо для исключения порочной логической петли, поскольку апелляция 
к «окружению» всегда оставляет лазейку для включения в это «окружение» 

самого экспериментатора, что немедленно ведет к появлению парадоксов. 
Роевой подход представляет единственный путь, ведущий к сложным си
стемам, и мы приступим к его обобщению на случай нескольких реальных 
частиц. 

5.6.1. Метод коллективного поведения для многих частиц 

Теперь рассмотрим проблему многочастичной квантовой динамики во 
всей полноте. Главным ориентиром для нас будет многочастичный гильбер

тов формализм. Мы будем применять его не в алгебраической, а в конструк
тивной форме, для чего будет введено важнейшее понятие связей между 
экземплярами. Мы будем группировать экземпляры различных реальных 
частиц в кортежи, так что каждый кортеж представляет собой одну версию 
динамики многих частиц. Эта формальная модель очень удобна для описа
ния сложных динамических сценариев, в чем мы убедимся в следующем 
параграф е. 

Пусть нам дано множество n квантовых частиц, которые мы будем ну
меровать натуральными числами: 1 ,  2 , . . .  , n. Мы примем, что главный акт 

эволюции является реакцией рассеяния, когда эти частицы одновременно 
налетают друг на друга и могут ассоциироваться в стабильные системы, 
называемые молекулами, а также распадаться на составные части. Перво
начальные частицы могут состоять из неких более элементарных частиц, 
и в ходе реакции эти более элементарные частицы могут перегруппиро
ваться, формируя продукты реакции, состоящие из тех же элементарных 

частиц, но в иной конфигурации. 
Будем делить всю эволюцию на такие акты рассеяния 

(5.22) 

так что главное (физическое) время выражается нижним индексом состоя
ния 81 нашей системы, а внутреннее время внутри каждого акта рассеяния 
пренебрежимо мало с точки зрения физического времени и будет иметь 
физический смысл только внутри самого акта рассеяния. Это означает, что 
каждый акт рассеяния столь короток, что частицы не успевают изменить 
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своих положений, но состояние системы при этом акте меняется: Bj пере
ходит в S J + 1 · Изменение происходит не за счет динамики самих частиц, 
а за счет изменения их коллективного состояния, которые мы и опишем 
в данном разделе, опираясь на гильбертов формализм. 

Простым примером такой реакции является рассеяние протона на ато
ме водорода, рассматриваемое нами ниже. 

Мы принимаем, что наблюдаемая химическая динамика не зависит от 
субьядерных состояний, то есть химия определяется только электронами 
и ядрами атомов. Это , в принципе, под вопросом для очень сложных объ
ектов, но, похоже, верно даже для них, если мы рассматриваем не слиш
ком длинные промежутки времени (более общая структура обсуждается 
в последней главе). Мы также без обсуждений принимаем, что наше мо
делирование должно основываться на квантовой механике, и единствен
ной существенно не конвенциальной процедурой будет модель декогерент
ности. 

Самая правильная модель декогерентности, которую мы назвали абсо
лютной, гласит, что декогерентность является редукцией квантового состо-
яния 

IФ)  = L.:: >..j lj) (5.23) 
j 

в тот момент, когда память моделирующего компьютера не сможет вме
стить полную запись этого состояния. Как было нами показано выше, та
кая модель дает нам правило Борна для вычисления вероятностей исходом 
измерения квантового состояния системы, и это доказывает корректность 
данной модели. Но такая форма абсолютной модели декогерентности еще 
не может служить эвристикой для моделирующего алгоритма, так как у нас 
пока нет никакого способа моделирования унитарной квантовой динамики 
для многих частиц, кроме вычислений в рамках матричной алгебры, а этот 
способ, как мы видели, слишком ресурсоемкий. 

Для нахождения работоспособной схемы моделирующего алгоритма 
мы должны последовательно применять метод коллективного поведения, 
при котором алгоритмическая редукция квантовых состояний является 
встроенным свойством. Мы рассмотрим роевые представления наших n 
частиц 1, 2, . . .  , n, где 81 , Bz, . . .  , Bn - рои экземпляров, соответствующие 
их состояниям IФ 1 ) ,  IФz) ,  . . .  , IФп) .  Если рассмотреть ансамбль, состоящий 
из всех этих экземпляров, он будет представлить незапутанное состояние 
вида IФ1 ) ® IФz) ® . . .  ® IФп) ·  Но для представления запутанного состоя-
ния вида 

Ф) = (5.24) 
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нам нужно ввести новый существенный элемент в метод коллективного 
поведения. Это - связи между экземплярами разных роев. Базисное состоя
ние ji можно рассматривать как координаты частицы i в соответствующем 

конфигурационном пространстве. Представление волновой функции в ви
де (5 .24) означает, что существуют связи, соединяющие точки j1 , j2 ,  . . . , jn 
в один кортеж. Относительное количество связей такого вида (их общее 
число, деленное на общее число всех связей) есть IЛ11 ,j2 , . . .  ,jп l2 . 

В методе коллективного поведения мы примем, что связи соединяют 
не пространствеиные точки, а экземпляры различных реальных частиц. Эти 
связи можно записать как кортежи 

(5.25) 

где для любого j = 1, 2,  . . .  , n s1 Е S1 . Волновая функция IФ) тогда 
представляется как множество S кортежей s, так что для любого j = 
= 1 ,  2, . . . , s1 Е S1 существует ровно один кортеж вида (5.25). Каждый 

кортеж играет роль так называемого мира при многомировой интерпрета
ции квантовой теории. 15 Мы рассматриваем этот кортеж (5.25) как пробное 
представление системы n частиц и считаем, что все взаимодействия идут 
внутри одного кортежа, тогда как состояние реальной системы получается 
в результате интерференции амплитуд, соответствующих всем кортежам, 

оказавшимся в данной пространствеиной клетке, или другого процесса, за
меняющего интерференцию амплитуд. В случае одной частицы мы видели, 
что таким процессом может быть действие на тонкий слой силы, пропор
циональной градиенту плотности роя. Мы увидим, что этот процесс непо
средственно обобщается и на случай n частиц. Мы назовем S роевым пред
ставленнем системы n частиц. 

Плотность роя S определяется как 

N(dx)3n (5.26) 

где Nr1,r2 , . . .  ,rп , dx есть общее число кортежей, оказавшихся в Зп-мерном 
кубе со стороной dx и центром r1 , r2 , . . .  , rп, N - общее число кортежей. 

Если волновая функция IФ) является тензорным произведением одно
частичных волновых функций 

n 

I Ф) = ® IФi) ,  
i=l 

1 5Строго говоря, для этого надо считать времена t частью кортежа. В нерелятивистской 
теории полагается рассматривать единое время t. ' 
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то соответствующие связи можно получить путем случайного выбора эк
земпляров ИЗ равномерного вероятностного распределения Sj Е Sj для каж
дого j = 1 ,  2, . . .  , n, которые таким образом и сформируют каждый кортеж 
s1 , s2 , . . .  , Sn. С таким выбором кортежей мы получим, что плотность соот
ветствующего роя удовлетворяет условию Борна, которое можно для роев 
записать в виде 

(5.27) 

где D С R3n, Nr s есть общее число кортежей, оказавшихся в области D. 
Но для запутанно�о состояния IФ) такой выбор кортежей для набора роев 
S не даст нам условия (5.27). Мы таким образом должны взять (5.27) за 
определение выбора кортежей в S. Но для определения роя мы должны 
также определить скорости всех экземпляров, а именно, обобщить равен
ство (5.20) на случай n реальных квантовых частиц. 

Пусть Ф(r1 , r2 , . . .  , rп) есть волновая функция системы n частиц, 
Ф = IФ I  exp(iф(r1 , r2 , . . .  , rп) ) - ее эйлеровское разложение. Мы обо-

значим через 'Vjф(r1 , r2 , . . .  , rп )  градиент Ф, взятый по координатам ча-
стицы j, где j Е {1 ,  2, . . .  , n} есть фиксированный номер. Обобщение фор
мул (5.20) на n частиц имеет вид 

IФ (r) l = yip(f), 
ф(r) = j kv · d'"f, (5.28) 

v = atlф(f), 

где f обозначает r1 , r2 , . . .  , rп , V обозначает ('V 1 ,  '\7 2 , . . .  , '\7 n) , а 1 есть 
путь в Зп-мерном пространстве. Правила (5.28) достаточно для опреде
ления роя по данной волновой функции, если мы согласимся объединять 
экземпляры в кортежи независимо от их скоростей. При переходе от слу
чая одной частицы к случаю многих частиц надо вместо экземпляра роя 
для одной частицы всюду вставлять экземпляр роя для всей системы мно
гих частиц. Микроскопический механизм динамики роя принимает тогда 
следующую форму. Градиент V р плотности роя кортежей будет вызывать 
изменение скорости каждого экземпляра отдельной частицы в тех корте
жах, которые входят в тонкий слой. Отдача импульса тонкого слоя всему 
рою происходит в каждой клетке конфигурационного пространства точно 
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так же, как в случае одной частицы. Динамическое сглаживание образую
щихся пиков также происходит по общему правилу. Мы получаем, что этот 
микроскопический механизм изменения импульса для n частиц обеспечи
вает приближение п-частичной квантовой динамики с точностью порядка 
dx для определения волновой функции при фиксированном малом проме
жутке времени. 

Рассмотрим теперь рой экземпляров квантовой системы n частиц. 
Каждый из них представляет эвереттовский квантовый мир и имеет вид s = 
= (s1 , s2 , . . . , sn) · Как такой кортеж получает приращение скоростей Ь..р8 = 
= ( Ь..р1 , Ь..р2 , . . . , Ь..рп)? Для этого он должен находиться в тонком слое. 
Пусть он уже там находится. Тогда мы рассмотрим все другие кортежи роя, 
лежащие близко к s в смысле метрики n частичного конфигурационного 
пространства, и найдем градиент их плотности, имеющий вид: 

(5.29) 

Теперь каждый экземпляр Sj получает приращение его собственного 
импульса на -Гvj . Элементы кортежа (5 .29) не определяются плотноетя
ми отдельных частиц. Они определяются плотностью роя для всей систе
мы n частиц. То есть влияние на 'V j оказывает не только плотность роя 
j-й частицы, взятой отдельно, но и экземпляры всех других частиц, кото
рые оказались связанными в одни кортежи с окружением j-й частицы, при 
условии, что эти кортежи лежат близко к s. Мы могли бы рассматривать 

только плотности отдельных частиц лишь в том случае, если бы состояние 
нашей системы было незапутанным.16 Таким образом, если мы хотим изу
чать общий случай запутанной системы в роевом представлении, нам надо 
ввести в рассмотрение связи между экземплярами в кортежах, в частности, 
принадлежащих к тонкому слою. 

Таким образом, случай n реальных частиц рассматривается дословно 
аналогично случаю одной частицы, только под экземплярами надо пони
мать кортежи s. 

Пусть т - число экземпляров каждой отдельной частицы. Тогда, в си
лу нашего условия единственности кортежа, содержащего данный экзем
пляр любой частицы, у нас будет ровно т различных попарно не пересека

ющихся кортежей. 17 Если мы устремим число реальных частиц n к беско-

16Именно для незапутанных состояний справедливо классическое рассмотрение мноrоча
стичных ансамблей. 

17Если не требовать, чтобы каждый экземпляр какой-либо частицы обязательно входил 
в один кортеж с каким-либо экземпляром любой друrой частицы, мы получим более общий 
объект мноrочастичной сети (см. ниже). 
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нечности, оставив т постоянным, мы будем с ростом числа реальных ча
стиц n получать все большее и большее отклонение нашей модели от точно
го решения уравнения Шредингера для n частиц. Таким образом, фиксация 
т означает наличие внутреннего фактора декогерентности, не зависящего 
ни от какого «окружения». С другой стороны, сложность модели будет воз
растать линейно с ростом n, а не экспоненциально, как в стандартном фор
мализме. То есть метод коллективного поведения реализует абсолютную 
модель декогерентности, которая в нем наступает в силу ограниченности 
памяти моделирующего компьютера. 

Ускорение тонкого слоя в результате действия градиента плотности роя 
в случае ограниченности числа экземпляров приобретает специфическую 
форму. Если разбить конфигурационное пространство каждой реальной ча
стицы на s кубиков, то конфигурационное пространство для n частиц ока
жется разбитым на s

n кубиков. Поэтому мы можем говорить о каком-либо 
«вычислении градиента плотности» во втором пункте процедуры Iterate 
только в том случае, когда т � sn , то есть когда реальных частиц не 
много. Если это неравенство не выполнено, разделение силы, действующей 
на отдельный кортеж со стороны роя, на «аналитически» описываемую со
ставляющую и «обработку» пиков теряет смысл. «Пики» будут фактически 
повсюду, и надо просто правильно описать процесс их динамического сгла
живания. 

Рассмотрим крайний вариант, когда т = 2, то есть у нас есть все
го два экземпляра любой реальной частицы и, следовательно, только два 
«квантовых мира». Тогда у нас фактически не будет никакого иного ин
струмента для моделирования разгона такого слоя, кроме взрыва пика, 
который в каждый момент будет не более чем один. Нам надо произво
дить моделирование динамики каждого «квантового мира» в классических 
терминах и регистрировать момент «столкновения миров», то есть ситуа
ции, когда оба мира окажутся в одном элементарном кубике общего кон
фигурационного пространства. Как только это произойдет, надо придать 
этим «мирам» взаимно противоположные скорости, после чего продолжить 
моделирование. Более общий случай сети экземпляров рассматривается 
ниже. 

5.6.2. О преимуществах метода динамической диффузии 

Метод динамической диффузии очень просто обобщается на n частиц, 
давая модель квантовой динамики с абсолютной моделью декогерентности. 
Фактором декогерентности в ней является ограниченное число экземпля-
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ров любой реальной частицы, из чего следует ограниченность числа всех 
квантовых миров. Мы сравним этот метод с фейнмановским методом инте

гралов по путям. 

Напомним, что дискрешая версия фейнмановского метода состоит 
в том, что вместо скоростей экземпляров мы приписываем каждому ми
ру амплитуду, так что скорости распределяются равномерно в пекотором 
большом кубе, складываем на каждом шаге амплитуды всех миров, попав
ших в малый кубик общего конфигурационного пространства, после чего 
забываем о старых экземплярах и определяем их заново в соответствии 
с вычисленными амплитудами. Если закон измерения амплитуды каждого 
экземпляра во времени подчиняется правилу >.(t + дt) = >.(t)eiS/h, где S 
есть действие данного экземпляра на рассматриваемом шаге, мы получим 
приближение решения уравнения Шредингера. 

Фундаментальное отличие динамического роя от интегралов по путям 
состоит в том, что все экземпляры в динамическом рое имеют историю, 
продолжающуюся на протяжении нескольких шагов, тогда как в интегра
лах по путям время жизни экземпляров составляет только один шаг. Имен
но наличие у экземпляров роя памяти дает нам эвристику для сложных 
систем. Из этого вытекает также другое очень важное свойство динамиче
ского роя: он представляет собой пространство элементарных исходов для 
квантового измерения в том смысле, что пространствеиная плотность его 
экземпляров совпадает с квадратом модуля волновой функции. Выбор про
извольного экземпляра (или мира) динамического роя означает измерение 
координат рассматриваемой частицы (или системы). Ничего подобного не 
может быть в интегралах по путям, как и в любом другом методе, использу
ющем волновую функцию: там правило Борна просто постулируется, тогда 
как пространство элементарных исходов для измерения квантовой системы 

отсутствует. 18 
Роевой метод, применяемый для решения дифференциального уравне

ния Шредингера, должен сравниваться с классическими методами реше
ния этого уравнения: аналитическим и численными. Эти методы в любом 
случае решения дифференциального уравнения фактически являются схе
мами интегрирования. Классические методы (включая конечно-разносmые 
схемы) реализуют римановскую схему интегрирования. Римановекая схе
ма основана на разделении конфигурационного пространства на малые 
сеrмеНТЬI и представлении решения в виде суммы по таким сегментам 

1 8Не следует путать отсутствие с недоступностью. В динамическом рое элементарные ис
ходы известны - это экземпляры, но они недоступны пользователю в силу конструктивной 
теоремы о недоступности скрытых параметров как невозможности конструктивного распозна
вания применимости алгоритмов. 
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вида 

L 6.xf(xj ) · (5.30) 
jEJк 

Римановекая схема (5.30) обладает рядом недостатков. Самый главный из 
этих недостатков - огромные непроизводительные затраты вычислитель
ных ресурсов, заложенные в эту схему с самого начала. Они заключаются 
в суммировании по разбиению Jк конфигурационного пространства К. 
С таким суммированием можно мириться только в том случае, когда са
мо конфигурационное пространство имеет не слишком большую размер
ность, например, как в случае одной реальной частицы. При росте чис
ла частиц n размерность dim(K) растет линейно, O(n), а размер разби
ения J к при сохранении точности представления каждой частицы рас
тет как exp(n), что делает римановскую схему совершенно не масшта
бируемой, то есть непригодной. Этот фундаментальный дефект риманов
екай схемы имеет известные следствия. Например, она неустойчива в слу
чае сильно разрывных функций, так что многие функции, которые есте
ственно считать интегрируемыми, �е могут интегрироваться по риманов
ской схеме. 19 Единственный плюс римаиовекой схемы в том, что она до
пускает аналитические расчеты - опять-таки для небольших размерно
стей К. 

Предлагаемый нами роевой метод реализует альтернативную схему ин
тергирования - лебеговскую. Она состоит в том, что мы, вместо деления 
конфигурационного пространства, заводим рой экземпляров, которые про
сто разбрасываем наугад по этому пространству. После чего мы делим на 
участки не конфигурационное пространство, а пространство значений са
мой функции, и составляем сумму вида 

(5.31) 

где Gi - число экземпляров, значения функции f на которых попали в i-e 
подразделение, соответствующее характерному значению fi . Эта схема не 
столь пригодна для аналитического решения. Но она обладает главным пре
имуществом: она предельно экономична в алгоритмическом смысле. Здесь 

19Простейший пример: функция, принимающая значение нуль в рациональных точках и еди
ница в иррациональных. Именно такого рода функции фактически возникают в квантовой 
механике при рассмотрении, например, интегралов по траекториям. Там при вычислении 
скорости квантовой частицы, сосредоточениой в малом участке пространства, мы неизбеж
но будем получать неограниченный разброс значений. То есть график скоростей при боль
шом увеличении будет все больше напоминать пилу с острыми зубцами, а не гладкую кри
вую. 
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суммирование совершенно не зависит от сложности конфигурационного 
пространства, то есть от числа реальных частиц. Все коллективные эф
фекты содержатся в самих экземплярах, которые целиком в нашем распо
ряжении. 

Важным преимуществом роевого метода является разделение экзем
пляров рассматриваемой системы по признаку принадлежности к тонкому 
слою. Такое разделение может оказаться полезным для изучения сложных 
процессов, где можно будет пользоваться не гильбертовым формализмом 
как таковым, а эвристиками иных областей. 

В терминах роев можно интерпретировать наличие у фотона поляри
зации, ортогональной импульсу, целиком связана с характером движением 
заряженного электрона в виде роя в кулонавеком поле ядра, а именно -
со стабилизацией круговых орбит для экземпляров этого роя. Такая схема 
сама по себе не дает точных выражений для волновых функций стацио
нарных состояний, то есть уступает стандартному пути решения уравнения 
Шредингера, после которого такие состояния получаются автоматически. 
Достоинство роевого метода в другом: он дает эффективное описание ди
намической картины, которое может быть продолжено и на случай мно
гих частиц, то есть в область, где уравнение Шредингера будет не при
мелимо. 

Электродинамические эффекты появляются в конструктивизме как 
необходимый элемент рисования правильных динамических картинок.20 
Если бы у нас не было квантовой электродинамики, можно было бы пы
таться воспроизвести ее с помощью такого рода алгоритмического «рисова
ния». К счастью, этот этап уже пройден,21 и потому мы можем использовать 
достижения электродинамики, состоящие в точных формулах для амплитуд 
испускания фотонов (см. ниже). Такое использование стандартной кванто
вой теории (СКТ) в качестве отладчика моделирующих программ характер
но для конструктивной физики. Оно применяется в сфере применимости 
СКТ, то есть в задачах, сводящихся к одночастичным. В сложных задачах 
с динамикой многих частиц СКТ уже не сможет ничем нам помочь, и тогда 
конструктивные методы «рисования» будут нашей единственной опорой до 
того момента, как мы сможем воспользоваться эвристикой других наук, на
пример, биологии. 

20Строго говоря, появление таких методов рисования является реакцией моделирующего ал
горитма на экспертное заключение пользователя, которое оформляется в виде оракула в еди
ном алгоритме. Мы обсудим ниже возможности практического использования такого рода 
оракулов в вычислительных устройствах. 

21 Не без использования приемов «рисования». Сам Максвелл применял шестеренки как 
наглядный образ для представления фотонов при выводе главных уравнений электродинамики. 
В конструктивизме мы с неизбежностью должны делать нечто противоположное. 
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5. 7. Селекция квантовых состояний при моделировании 
многочастичной динамики Принцип квантовой суперпозиции многочастичных состояний можно сформулироват

ь 
в форме генетического алгоритма построения многочастичного сценария. Назовем этот алгоритм процедурой селекции квантовых 

состояний. Предлагаемый в этом разделе алгоритм очен
ь прост и обладает почти универсал

ь
ной применимост

ь
ю

; 
например

, 
его можно адаптироват

ь 
для описания разнообразных химических реакций и фазовых переходов. М

ы определим процесс селекции ква
нтовых состояний в численных 

экспериментах. М
ы стар

ту
ем с полуклассического описания процесса рассеяния одной абстрактной частицы

, 
называемой далее пулей, 

на дру
г

ой, 
называемой мишен

ь
ю. Будем записыват

ь параметры этих частиц именно в таком порядке. Одна отдел
ь

н
ая 

частица может быт
ь представлена классически как точка в пространстве

, 
обладающая набором атрибутов (масса

, 
заряд

, 
спин и т. д.). Это представление мы назвали экземпляром данной квантовой частицы. Каждый экземпляр имеет свою собственную трае

кт
орию как классическая частица. Если мы рассматриваем частицу как квантовую

, 
это означает

, 
что мы ее представляем как ансамбл

ь (рой) 
ее классических э

кз
емпляров. Плотност

ь 
экземпляров задается формулой 

( -) _ . N(x, ох) 
р х - l1m 3 . 8х---+сю ОХ Основное свойство плотности роя

, 
связывающее его с квантовой механи

кой, - это правило Борна для квантовой вероятности: 
IФ(x) l2 = р(х) .  В принципе

, последнее равенство можно выбрат
ь 

в качестве определения роевого представления волновой функции. М
ы можем пол

ь
зоват

ь
ся как методом коллективно

г
о поведения

, 
изложенным выше

, 
так и фейнмановскими и

н
теграл

ами по траекториям. В последнем случае среди атрибутов экземпляров будет и их комплексная амплитуда. Удобно считат
ь, 

что модули всех 
амплитуд одинаковы и амплитуды различаются тол

ь
ко фазой. Тогда каждый 

экземпляр движется вдол
ь 

своей траектории и накапливает амплитуду 
Л 

в зависимости от действия данного экземпляра в соответствии с формулой 
t1 

S("f, to ,  t1 )  = J (Ekin - Epot)dt, 
to 
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волновая функция получается суммированием амплитуд всех экземпляров, 
попавших в кубик, так как было изложено выше. 

Альтернативно, мы можем использовать описанный нами выше меха
низм диффузии в рое экземпляров с обменом импульсами (общий случай) 
или без него (квазиклассическое приближение, ер. [ 1 9]). Мы будем считать, 
что метод определения индивидуальных траекторий отдельных экземпля
ров реальных частиц как-то выбран. 

Объединенное состояние двух реальных частиц, пули и мишени, в рам
ках многочастичного квантового гильбертона формализма имеет вид 

L Лj,l iXj , Xt ) ,  
j,l 

где ixJ )  и lxz ) - координаты пули и мишени соответственно. Пара ixJ , xl )  
есть базисное состояние объединенной системы. Унитарная эволюция та
кой системы, задаваемая уравнением Шредингера, содержит два операто
ра, действующих последовательно в каждый момент времени: оператор ки-

нетической энергии (-;� llьиl) @ (-;� lltar) , где операторы Лапласа 

ll действуют независимо на каждую координату каждой из двух частиц, 
и оператор потенциальной энергии V(xьul , Xtar ) , который действует на обе 
частицы одновременно. 

Для представления квантовой эволюции методом коллективного пове
дения это означает, что действие оператора кинетической энергии должно 
обеспечиваться внутренним процессом в рое экземпляров, соответствую
щих пуле и мишени, в то время как действие оператора потенциальной 
энергии должно обеспечиваться взаимодействием только внутри отдельной 
выбранной пары экземпляров пули и мишени. 

Если мы выбрали модель диффузионного роя, мы можем выбрать один 
экземпляр из одного роя, другой - из другого роя, и рассматривать взаи
модействие только между этими двумя экземплярами, а также взаимодей
ствие каждого из выбранных экземпляров с другими экземплярами своего 
роя. Затем надо выбрать своего партнера для каждого экземпляра мишени 
(таким образом все экземпляры двух роев будут разбиты на пары) и собрать 
статистику. 

Таким образом, все взаимодействия между двумя реальными кванто
выми частицами сводятся к взаимодействию внутри роев и взаимодействию 
внутри избранных пар из разных роев. Если у нас имеется незапутанное 
состояние вида IФ1 ) @ IФ2) ,  то пары надлежит выбирать произвольно; при 
запутанных состояниях это, вообще говоря, не так. Если L есть общее чис-
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ло экземпляров в каждом рое, у нас есть L2 возможных пар двух экзем
пляров. Для n реальных квантовых частиц мы будем иметь кортежи вида 

а1 , а2 , . . .  , an их экземпляров вместо пар, как в случае двух частиц. При 
росте числа реальных частиц число всех кортежей растет как Ln, что отра
жает главную вычислительную проблему квантовой теории многих тел. 

Итак, перед компьютерным моделированием многочастичной кванто

вой динамики встает следующая проблема: как выбрать «существенные» 

кортежи а1 , а2 , . . .  , an экземпляров, которые собирают основную часть ве
роятности. Пусть В обозначает множество всех кортежей а1 ,  а2 , . . .  , an . 
Проблема селекции, таким образом, состоит в нахождении малого (не экс-

поненциально большого) подмножества В С В, такого, что J IФ (x) l 2 dx > 
в 

> 1 - Е для выбранной вероятности ошибки Е. Мы называем задачу нахож-
дения такого подмножества В проблемой селекции состояний. Если зна
чительная часть В состоит из запутанных состояний векоторого типа Z, 

проблему селекции можно назвать проблемой селекции состояний типа Z. 
Если для векоторого класса многочастичных квантовых эволюций для их 
состояний Z множество В можно построить некоторым эффективным ал
горитмом, мы скажем, что для класса Z проблема селекции решается кон
структивно. Здесь мы принимаем, что множество начальных состояний для 
эволюций из Z устроено просто (то есть может быть получено с помо

щью эффективного - полиномиального по времени - классического алго
ритма). 

Заметим, что проблема селекции состояний не обязательно имеет ре
шение для любой разумной квантовой эволюции в полном гильбертоном 
пространстве. Например, она заведомо неразрешима для быстрых кванто
вых алгоритмов, которые характеризуются как раз тем, что амплитуда рас
пределяется более или менее равномерно по экспоненциально большому 
числу базисных состояний.

22 

Быстрые квантовые алгоритмы - не единственный пример. Для оnе
ратора Уолша -Адамара н® п, где Н есть матрица Адамара, имеет место 

22Проблема селекции состояний актуальна также для энтузиастов квантового компьютинга. 
Ее решение устанавливает своеобразную верхнюю границу для сложности квантовых эволю
ций, которые можно эффективно моделировать на классическом компьютере. Эволюции, лежа
щие вне этой области, требуют применении квантового компьютера. Вплоть до нашего време
ни квантовые быстрые алгоритмы представляли собой довольно искусственные конструкции. 
Решая проблему селекции, мы можем пытаться найти более наглядные примеры быстрых 
квантовых эволюций, которые сами по себе могут быть использованы в качестве квантовых 
подпрограмм при моделировании квантовых систем. Такие квантовые подпрограммы должны 
искаться среди эволюций, которые не допускают конструктивную селекцию состояний. 
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распределение амплитуды именно такого типа, хотя этот оператор и не яв
ляется запутывающим.23 

Тем не менее, мы имеем основания ожидать, что для некоторых очень 
важных типов квантовой эволюции проблема селекции состояний решает
ся конструктивно. Один из примеров - эволюции класса квантовых систем 
с лагранжианом квадратичной формы L = liiP + bxxt + с х; от коорди
нат и импульсов (например, система гармонических осцилляторов). 

В 

кни
ге [ 19] доказано, что для таких систем все траектории, дающие значимый 
вклад в амплитуду, являются классическими, что немедленно дает нам эф
фективный метод селекции состояний, поскольку мы должны только про
следить за состояниями в траекториях, генерируемых простым алгоритмом, 
описывающим классическое движение. 

Опишем алгоритм применительно к нашей простой системе, состоя

щей из пули и мишени. На самом деле такое ограничение не существенно, 

и данный алгоритм очень просто переносится на системы из произвольно

го числа частиц. Мы стартуем с векоторого подмножества Во с В, которое 

может быть получено случайным выбором партнера а, экземпляра мишени 

для каждого экземпляра пули Ь. Это множество Во представляет незапу

танное состояние, которое у нас имеется в начальный момент времени. Мы 

имеем Во = { (а1 , Ь1 ) ,  (а2 , Ь2) ,  . . .  , (an, Ьп)} . 
Рассмотрим оператор эволюции, действующий на Во естественным об

разом: 

Теперь мы сгруппируем все пары из В1 в некоторое количество групп: 

Г1 , Г2 , . . .  , так ЧТО ДЛЯ ЛЮбОГО j = 1 ,  2 , . . . , S \ \aj - aj 1 1  + \ \ bj - bj \ 1 < Ео 
и \ \v (aj ) - v(aj ) \ \ + \ \ v (Ьj) - v(bj ) \\ < Е1 для векоторого малого Ео, Е1 > О, 
где v( а) обозначает скорость экземпляра а. Другими словами, мы объеди

няем в одну группу пары экземпляров, имеющие близкое пространствеиное 

положение и близкие скорости соответствующих элементов пар. 

Если рассматривать усредненные по пекоторому времени скорости, 

можно было бы группировать только по положению, так как средние скоро

сти у близких частиц будут примерно одинаковы. Мы можем рассматривать 

только экземпляры. принадлежащие к тонкому слою; для прочих из-за клас

сического характера изменения скорости проблема селекции не будет акту

альной. Если данные кортежи принадлежат тонкому слою и близки друг 

к другу, можно считать, что у них близки и скорости. Действительно, ее-

23 ДJiя: отсечения таких очевидных случаев можно было бы модифицировать определение 
существенных кортежей, включив в него возможность случайного выбора его членов. 
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ли оказалось, что скорости не близки, в силу свойств тонкого слоя, эти 
кортежи либо быстро разойдутся в пространстве, либо какой-либо из них 
покинет тонкий слой. 

Теперь из групп Г j т мы выберем несколько групп: Г j1 , Г j2 , • • •  , Г j". ,  
так что в каждой из них содержится более п0 элементов, тогда как в лю
бой из остальных групп содержится менее по элементов, для пекотарого 
n0 < n. Назовем пары из избранных т групп избранными парами. Мы вы
бросим не избранные пары из рассмотрения. Общее число n всех пар aj , Ьj 
теперь уменьшилось по сравнению с первоначальным числом пар п в мно
жестве В0. Этот этап селекции назовем выбраковкой. 

Для того чтобы восстановить общее число пар, мы добавим п - n 
новых пар (а, Ь) к числу избранных пар. Это можно сделать эффектив
но; канонический способ сделать это называется перекрестным обменом 
(кросс-овер). Перекрестный обмен означает, что мы генерируем новые па
ры из двух имеющихся путем обмена экземплярами соответствующих ро
ев. То есть мы образуем пары а2, Ь1 и а1 , Ь2 из пар а1 , Ь1 и а2 , Ь2. При 
этом первоначальные (родительские) пары выбираются случайным обра
зом из равномерного распределения. Такая генерация новых пар проис
ходит до тех пор, пока мы не достигнем первоначального числа пар п 
с точностью, быть может, до одной пары. Эта последовательность гене
раций новых состояний называется репликацией. Новый набор пар теперь 
будет отражать распределение вероятностей обнаружения реальной пары 
частиц более эффективно, чем исходный, так как мы произвели большее 
сосредоточение амплитуды на тех состояниях, вероятность которых бьша 
больше. 

Итак, шаг селекции состоит из двух этапов: выбраковка и репликация. 
Потом мы повторяем эту процедуру селекции многократно и находим 

последовательность 

множеств, состоящих из пар экземпляров, соответствующих нашим двум 
реальным частицам: пуле и мишени. На конце этой последовательности, 
который определяется временными рамками рассматриваемого процесса, 
мы имеем результирующее множество пар экземпляров, которое и дает нам 
приближение конечного квантового состояния. 

Приведем главный довод в пользу того, что описанная процедура кван
товой селекции состояний согласуется со стандартным квантовомеханиче
ским описанием эволюции двух частиц. Для этого мы покажем, что из
бранные пары на каждом этапе несут превалирующую часть квантовой 
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вероятности для нашей двухчастичной системы по сравнению с парами, 
отброшенными на этапе выбраковки. 

Действительно, для избранных k пар амплитуды, которые они несут 
в смысле фейнмановских интегралов по траекториям, близки по фазе и рав
ны по абсолютной величине. Близость по фазе вытекает из нашего правила 
группировки по пространствеиной близости и формул (5.28). Как отмече
но выше, близкие по пространствеиному положению экземпляры (тонкого 
слоя) системы будут также близки и по (средней) скорости. В рое вся интер
ференция - конструктивная, в отличие от вычисления волновой функции 
по одному из аналитических методов, например, как интеграл по путям. 
Поэтому результирующая вероятность обнаружить пару (пуля + мишень) 
в соответствующей пространствеиной позиции будет примерно 

k 
I L ft l = �, 
j=l 

благодаря почти конструктивной интерференции амплитуд, тогда как для 
того же числа пар, не являющихся близкими по положению и импульсам, 
эта вероятность будет около 

l t� � � �. 
j=l 

что гораздо меньше, чем � для больших k. Это следует из того, что фа

зы, ассоциированные с экземплярами, распределены случайно для пар из 
разных групп. Итак, процесс селекции может дать хорошее приближение 
к стандартной квантовой эволюции, если число экземпляров велико. 

В сущности, число всех экземпляров каждого из роев должно быть до
статочно велико, чтобы распознать важные особенности квантового пове
дения реальной системы, вытекающего из всех фейнмановских траекторий, 
дающих заметный вклад в конечное состояние. Например, для эксперимен
та с прохождением объединенной частицы (пуля + мишень) через две ще
ли число экземпляров должно быть достаточно для получения стандартной 
интерференционной картинки, и т. д. 

Главное иреимущество алгоритма селекции в том, что здесь нам нужно 
только первоначальное число экземпляров в каждом рое, которое зависит 
от числа частиц линейно, в то время как если бы мы описывали квантовую 
эволюцию согласно стандартному гильбертову формализму, нам бы поиа
добилось память, зависящая от числа реальных частиц экспоненциально. 
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За пределами нашего способа моделирования оказываются квантовые 
процессы, распределяющие амплитуду по очень большому числу состоя
ний без ее заметной концентрации, поскольку само существование таких 
состояний противоречит тому варианту конструктивизма, который мы здесь 
рассматриваем, - представлению коллективного поведения. Квантовые за
путанные состояния, получаемые в экспериментах типа G Н Z и W, удовле
творяют условиям применимости процедуры селекции. Поэтому практиче
ская селекция этих состояний в численных экспериментах должна быть 
нашей первой целью. 

5.7.1. Эффективный алгоритм селекции состояний для n частиц 

Мы покажем, как проблема селекции состояний может быть конструк
тивно решена для широкого класса квантовых эволюций систем из произ
вольного числа частиц. Этот класс фактически определяется тем, что при 
его моделировании вычислительный ресурс классического компьютера рас
ходуется наиболее экономичным образом, соответствующим абсолютной 
модели декогерентности. Мы обобщим приведеиную выше конструкцию 
на случай n реальных квантовых частиц и покажем, каким образом в ней 
сочетаются описание унитарной динамики и декогерентность. 

При стандартном описании динамики волновой функцией серьезной 
проблемой является определение вида первоначальной волновой функции, 
поскольку от этого существенно зависит вид получаемого решения. В на
шем случае мы должны позаботиться о том, чтобы выбор первоначальных 
кортежей (5.28) обеспечил бы наилучшее приближение волновой функции 
первоначального состояния. Однако при эволюции во времени наша модель 
может существенно разойтись с точным решением уравнения Шредингера 
или с точным решением унитарной задачи рассеяния из-за того, что в на
шей модели автоматически учитывается декогерентность. Мы можем счи
тать, что один экземпляр или один кортеж (в многочастичном случае) яв
ляется носителем зерна амплитуды в описанном выше смысле, так что мы 
автоматически будем использовать абсолютную модель декогерентности. 
Выбор кортежей, таким образом, является главной задачей при определе
нии динамики многочастичного роя. 

Численные эксперименты по моделированию говорят о том, что вы
бор кортежей вряд ли можно оформить в виде одной простой процедуры. 
Я предлагаю для этой цели простой генетический алгоритм для нахожде
ния кортежей, который использует последовательный повтор динамических 
сценариев, причем выбор начального состояния для каждого сценария бу
дет использовать результат предыдущего сценария. 
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Мы будем описывать генетическое запутывание на примере рассея
ния n квантовых частиц. Стартуем с незапутанного состояния этих частиц, 
в котором частица j имеет волновую функцию Ф 1, или, в роевом представ
лении, рой S1 . В nервом сценарии мы определим начальное состояние n 
частичного роя Sini так, что кортежи s выраны случайно для равномерно
го распределения экземпляров внутри каждого одночастичного роя. После 
некоторого малого времени .6.t эволюции роя мы находим его конечное со
стояние Sfin · Если у нас есть достаточно большое первоначальное число 
N экземпляров в роях S1 , мы, повторив рассуждения, приведеиные выше, 
получим приближение волновой функции через Sfin, где конечное количе
ство всех экземпляров служит фактором декогерентности. Проблема в том, 
чтобы использовать строго ограниченное число N экземпляров для модели
рования реальной динамики с приемлемой точностью. Здесь под приемле
мой точностью мы понимаем правильное определение продуктов реакции: 
для химических реакций зто будет список возможных ее продуктов с соот
ветствующими этим продуктам вероятностями их выхода, зависящими от 
начального состояния частиц. 

С этим ограничением по N мы фактически нагружаем экземпляры дву
мя ролями: во-первых, симуляция квантовой унитарной динамики волновой 
функции, а во-вторых, (абсолютная) модель декогерентности, вытекающая 
из наличия зерна амплитуды. Заметим, что эти две роли не вполне согласу
ются друг с другом. Приближение волновой функции требует малого рас
стояния 1 / Фshoedinger - Wswarm l/ ,  тогда как декогерентность вытекает из 
того, что наличие зерна ведет к обнуливанию всех слагаемых в суперпози
ции, у которых амплитуды по модулю меньше Е, что может дать большое 
расхождение с динамикой волновой функции при ее унитарной эволюции 
в случае большой дисперсии распределения амплитуд. Это неизбежно слу
чается при большом числе n реальных частиц, за исключением особых слу
чаев, при которых амплитуда каким-то образом концентрируется на малом 
числе слагаемых суперпозиции. В этих исключительных случаях мы будем 
наблюдать проявления квантовых эффектов в кусках вещества мезоскопи
ческих размеров. Подобные эффекты мы обсудим ниже; их описание было 
бы одной из вероятных областей наиболее простого применения нашего 
подхода. 

Итак, мы должны выбрать кортежи s так, чтобы распределение экзем
пляров в них представляло бы наиболее точный вид унитарной динамики. 
Мы утверждаем, что возникающая при . этом абсолютная декогерентность 
будет соответствовать тому, что наблюда.ется в реальных эксnериментах. 
Это должно быть верным для злементарных рассеяний в течение малого 
промежутка времени .6.t. Назовем R6п двойным конфигурационным про-
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странством для n частиц. Его смысл в том, что мы намереваемся рассмат
ривать пару состояний: начальное и конечное. Для любого кортежа Bini 
в начальном рое мы предполагаем, что однозначно определен кортеж Bfin • 
который получается и з  Bini в ходе эволюции данного роя. 

Выберем разбиение двойного конфигурационного пространства для n 
частиц на клетки в виде кубиков и сгруппируем результирующие пары 

(sini , Bfin) кортежей в группы Ql , g2 , . . .  , gk так, что каждая группа состоит 
из всех пар, попавших в один и тот же кубик этого разбиения. 

Занумеруем эти группы так, чтобы количество пар в этих группах не 
возрастало: N1 ? N2 ? . . .  ? Nk· Выберем первые k1 < k групп и назо
вем входящие в них пары правилъными, все прочие пары объявим непра
вильными. Теперь мы можем найти начальное состояние для следующего 
сценария рассеяния. Мы исключаем неправильные пары из S и перегрупи
ровываем входившие в них экземпляры частиц по-другому, в соответствии 
с правилами для генетических алгоритмов. Здесь было бы уместным при
менение таких генетических методов как «кросс-овер», при которых быв
шие члены неправильных кортежей перегруппировываются так, чтобы мак
симально походитъ на правильные кортежи. Я не буду более подробно оста
навливаться здесь на этой теме. Предположим, что мы каким-то образом 
перегруппировали все неправилъные кортежи так, что эта новая группи
ровка дала нам новые кортежи, которые ближе к правильным, чем были те, 
что мы ранее объявили неправильными. Для так определенного начального 
состояния 82 второй версии сценария мы запустим снова процесс динами
ческой диффузии, и т. д. В результате получится последовательность пар 

(5.32) 

где всякая пара (Sfni' s�in) представляет результат репетиции с номером j. 
Таким образом, процесс перехода от одной пары к следующей состоит 

из трех шагов: 

• динамическая диффузия роя, основанная на градиентном действии 
плотности роя и перераспределении импульсов в тонком слое, 

• отбор правильных пар, и 

• репликация правильных пар из отбракованных элементов с помощью 
процедуры типа перекрестного обмена. · 
Градиентное действие плотности роя на тонкий слой, приводящее к пе

рераспределению скоростей между экземплярами, принадлежащими про
странственпо близким, но различным кортежам, входящее в оператор дина
мической диффузии, является прямым аналогом мутаций в эволюционном 
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программировании. В терминах многомировой интерпретации квантовой 
теории кортеж является «миром», и оператор кинетической энергии пред
ставляет взаимодействие между различными «мирами». Цепь (5 .32) должна 
обрываться тогда, когда число элементов в выбранных группах стабилизи
руется.. 

Описанный метод отбора состояний соответствует стандартной уни
тарной динамике для многих частиц. Обратимся к представлению этой ди
намики в виде фейнмановских интегралов по траекториям (см. [1 9]), где 
волновая функция \[! в каждый момент времени t определяется следующим 
равенством: 

Ф(t, r) = j K(t, r, t 1 ,  r1 )Ф(t1 , r1 )dr1 , (5.33) 

R3n 

где К есть ядро нашей системы, которое (с точностью до множителя) мож
но представnять как амплитуду, которая переносится одним кортежем, если 
мы примем, что кортежи вместо своих скоростей, как в методе коллективно
го поведения, переносят амплитуды, выражаемые комплексными числами. 
Амплитуды К, переносимые кортежами, зависят, таким образом, от началь
ной и конечной позиции r1 и r кортежей, и потому должны быть близки для 
кортежей с близкими начальными и конечными пространствеиными поло
жениями. Это справедливо, если \ l r-r1 1 1  мало и нет большого разнообразия 
траекторий, ведущих из точки 1 (t1 ,  r1 ) в точку 2 (t, r). Мы оценим вклад 
в вероятность IФ(t, r) l2 двух множеств кортежей с l элементами в каждом: 
первое множество пусть содержится в одной группе gj , а кортежи из второ
го множества пусть имеют только близкие конечные положения, но далекие 
начальные, и пусть, для определенности, эти начальные положения будут 
выбраны случайным образом из равномерного распределения. Вклады этих 
двух множеств в вероятность будут приблизительно такими 

l l 
dl = 1 2:  o:l2 = k2 1o: l2 ' d2 = 1 2: o:eiф, l 2 � k la l2 ' 

8=1 s=l 

где фазы Фs распределены равномерно, как МЬI уже показали выше. Сле
довательно, вклад первого множества будет существенно преобладать. Воз
вращаясь к экземплярам из метода коллективного поведения, мы замечаем, 
что информацию, переносимую комплексными амплитудами, здесь переда
ют скорости экземпляров, и вклад меньших групп g1 для j > k1 в веро
ятность будет гораздо меньшим, чем вклад правильных кортежей, взятых 
в том же числе. Это и оправдывает введенную нами процедуру отбора. 
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5.8. Идентичность электронов с точки зрения 
коллективного поведения 

Поскольку мы предполагаем, что с помощью метода коллективного по
ведения возможно заменить традиционный алгебраический аппарат кван
товой теории, нам надо интерпретировать идентичность квантовых частиц 
одного типа. Она проявляется в симметрии или антисимметрии волновой 
функции коллектива таких частиц. Эти симметрийные свойства волновой 
функции должны быть интерпретированы в терминах роев. Мы рассмот
рим систему из n электронов с одинаковыми спиновыми состояниями. Нач
нем со случая n = 2. Предположим, что электроны имеют одинаковое со
стояние спина, то есть волновая функция такой системы в стандартном 
формализме Ф(r1 , r2 ) ,  где r1 , r2 - координаты первого и второго элек
тронов, должна удовлетворять свойству антисимметричности Ф ( r1 , r2 ) = 
= -Ф ( r2 , r1 ) . В случае n частиц, координаты которых мы обозначаем через 
f = (r1 , r2 , . . .  , rп) , это условие записывается как 

где о-( 1Г) обозначает четность перестановки 1Г. Если под координатами ча
стицы понимать набор пространствеиных и спиновых координат этой ча
стицы, то антисимметричность надо понимать по полному набору коорди
нат. 

Простейший способ генерации антисимметричных функций состоит 
в том, чтобы рассматривать детерминанты следующего вида 

fi (rп) ) 
f2 (rп) 

fп(rп) 
(5.34) 

' 
где волновые функции fз образуют ортонормированную систему. Любая 
антисимметричная волновая функция n переменных может быть представ
лена в виде ряда 

l 
w = :Е ЛзDз(J};  r) 

j 
(5 .35) 

таких детерминантов при разных выборах системы одночастичных функ
ций fJ. 
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Требование антисимметричности волновой функции по полному на
бору координат (включая спиновые) является отражением принципа запре
та Паули. Если потребовать антисимметричности в момент времени t = 
= О, то решение уравнения Шредингера, соответствующего этому началь
ному условию, будет антисимметричным и для любого следующего момен
та времени, что вытекает из общей формулы для этого решения JФ (t)) 

= ехр(- i�t ) IФ(O)) .  

В стандартном формализме квантовой теории антисимметричность 
волновых функций для системы идентичных фермионов просто постули
руется.  

Мы покажем, как фермионные волновые функции можно представ
пять в формализме коллективного поведения. Сначала сделаем одно заме
чание. Предположим, что носители одночастичных волновых функций не 
пересекаются. Тогда роевое представление волновой функции n электронов 
будет эквивалентно представлению этой функции в виде одного детерми
нанта (5.34). Действительно, представим себе, что мы вычисляем энергию 
системы с данной волновой функцией по формуле 

Ew = j Ф* (r)HФ(r)dr. 

n 
(5.36) 

Тогда для любого кортежа значений персменных r = (r1 , r2, . . .  , rп) 
существует не более одного набора индексов j1 , j2 , . . .  , jn , такого, что 
/j1 (r1 )fJz (r2) . . .  fJп (rп)  =1- О, поскольку в противном случае носители 
этих волновых функций оказались бы пересекающимися. Далее, знак вол
новой функции при вычислении энергии по формуле (5.36) не играет 
никакой роли, так как он просто сокращается. Поэтому вычисление по 
формуле (5.36) в случае непересекающихся носителей может быть про
делано так, что каждая частица представляется своим роем экземпля
ров. 

Теперь покажем, что условие непересечения носителей одночастичных 
волновых функций всегда может быть удовлетворено надлежащим выбо
ром зерна пространствеиного разрешения. Действительно, пусть носите
ли одночастичных волновых функций /j пересекаются. Тогда мы разобьем 
каждый из кубиков с8 - деления конфигурационного пространства для од
ной частицы на n меньших частей (если n есть степень восьмерки, это 
будут кубики, в противном случае это может быть, например, несколько 
кубиков и один многогранник, составленный из кубиков), которые обозна
чим через cJ. , с2 ,  . . .  , с� . Без ограничения общности мы можем потребовать, 
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чтобы носитель функции /j в кубике с8 содержался бы в cj для каждого 
j = 1 ,  2 ,  . . . , n. В роевых терминах это означает, что все экземпляры роя, 
соответствующего частице j, попавшие в кубик С8 , содержались бы в cj . 
Если это условие не выполнено, мы всегда можем сдвинуть экземпляры 
каждой частицы на некоторое расстояние, меньшее ребра первоначальных 
кубиков, так чтобы это условие выполнилось. Такой сдвиг не вызовет ни
какого изменения волновой функции, при условии что мы считаем зерно 
пространствеиного разрешения равным ребру дх кубиков первоначального 
разбиения. После такого малого сдвига положений экземпляров мы добь
емся того, чтобы носители наших одночастичных волновых функций не 
пересекались. 

Заметим, что условие непересечения носителей автоматически выпол
няется, если мы рассматриваем рои реальных однотипных частиц, взаи
модействующих по закону Кулона. Действительно, кулонавекий потенциал 
будет отталкивающим и сколь угодно большим в точке расположения каж
дого экземпляра. Поэтому ситуация, когда два экземпляра одного корте
жа находятся в одной точке пространства, является практически невероят
ной. 

Таким образом, рассмотрение одного детерминанта D(f; r) эквива
лентно рассмотрению нашей системы однотипных квантовых частиц в тер
минах коллективного поведения при отсутствии запутанности. В этом слу
чае, как мы видели выше, можно рассматривать просто набор кортежей, 
в которых экземпяры из разных роев объединяются случайным образом. 
Однако при взаимодействии состояние быстро становится запутанным. 
При этом волновая функция системы n однотипных частиц должна иметь 
вид (5.35). В роевых терминах это означает следующее. Если L - число 
всех экземпляров в рое, соответствующем ОдНОЙ частице j ,  мы разобь
ем зто количество на l множеств SJ , S] , . . .  , s; , так что их общие числа 
элементов находятся в таком же соотношении, как и числа I Лj 1 2 из равен
ства (5.35). Теперь составим кортежи таким образом, что они будут делить
ся на типы 1 ,  2, . . . , l. При этом кортеж типа k будет составлен из экземпля
ров, попавших в множества Sf , S� , . . .  , S�, причем эти экземпляры из мно
жеств SJ будут выбираться случайно. Это в точности соответствует прави
лу формирования кортежей для одного детерминанта, приведеиному выше. 
Мы видим, что в методе коллективного поведения нет необходимости спе
циально следить за выполнением принципа запрета Паули. Он выполнен 
для любых однотипных заряженных частиц в силу определения динамиче
ской диффузии. При этом построение кортежей по детерминантной записи 
происходит по простому правилу, которое обобщает случай однодетерми
нантнаго состояния (5.34). 
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Состояния, выражающиеся одним детерминантом вида (5.34), счита
ются не запутанными в фоковском nространстве чисел заполнения. При 
оnределенном нами соответствии метода коллективного поведения и гиль
бертона формализма, состояния, соответствующие (5.34) в роевом nред
ставлении, также будут не запутанными. То есть не запутанные состояния 
в гильбертоном и фоковском формализме переходят в один и тот же класс 
состояний в формализме метода коллективного поведения. 

Таким образом, в методе коллективного поведения частицы всегда 
nредставляются своими роями экземпляров, которые объединены в корте
жи, соответствующие квантовым «мирам». Поэтому идентичность одно
типных частиц здесь является воnросом соглашения ради удобства хра
нения в памяти больших массивов таких частиц, и не более того. Иден
тичность однотипных частиц, таким образом, не является базисным nрин
цилом конструктивного варианта квантовой теории. Это означает возмож
ность рассмотрения некоторых частиц, принадлежатих одному типу, раз
личным образом. Мы вернемся к обсуждению даниого воnроса в следую
щей главе. 

5.9. Метод коллективного поведения для квантовой 
электродинамики 

Универсальность формализма коллективного поведения требует пере
формулировки квантовой электродинамики на его языке. Этого пока не сде
лано. Для того чтобы это сделать, надо точно оnределить, каким именно 
образом следует nредставnять фундаментальный nроцесс КЭД. Этому по
священ данный параграф. В нем мы приведем доводы в пользу того, что 
требуемый перевод КЭД возможен с полным сохранением изложенной вы
ше схемы коллективного поведения для многих квантовых частиц. Перевод 
КЭД на язык коллективного поведения должен сохранять главные интуи
тивные представления о ее процессах и интерnретировать известные осо
бенности КЭД: 

- представление о фотонах как о частицах, движущихся с максимальной 
скоростью, 

- рассмотрение фотонов в импульсно-энергетическом базисе nростран
ства состояний, 

- правила вычисления вероятностей основного электродинамического 
процесса: взаимодействия заряженной частицы с фотоном, дающего 
уравнение Дирака для частицы в электромагнитном поле. 
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5.9.1. Роевое представление для заряженных частиц 
в электромагнитном поле Роевое представление заряженных частиц, данное в предыдущем параrрафе, полностью сохраняется. Фотоны должны представляться в виде специального множества 

S = {!1 , !2 , . . .  
, fz} 

экземпляров фотона. Таким образом, фотоны не должны выделяться при представлении системы частиц как отдельные частицы, а входят в описание системы только в качестве экземпляров. Такие фотоны называются виртуальными и образуют объект, называемый в КЭД электромагнитным полем. Каждый экземпляр фотона f3 имеет координаты r3, 
время 

t3 , 
вектор импульса 

р3 
и вектор поляризации 

Ej . 
Под реальным фотоном мы будем понимать не часть сигнатуры системы, а набор кортежей экземпляров заряженных частиц, представляющий 

квантовое состояние типа 
W, 

отобранное по правилам, специально формулируемым для данной большой системы. Эти правила должны формализовать понятие «щелчка фотодетектора>> и не являются, таким образом, универсальными для всех систем. То есть понятие реального фотона - не универсальное, в отличие от понятия экземпляра, а зависит от конкретной 
рассматриваемой системы, частные особенности которой и определяют, какие именно будут в ней реальные фотоны. Таким образом, в сигнатуру роевой версии КЭД входит электромагнитное поле, разделенное на экземпляры фотонов. Именно это поле и экземпляры фотонов являются, таким образом, фундаментальными объектами, а реальные фотоны такими объектами не являются. Реальные, то есть детектируемые как отдельные частицы, фотоны, определяются разбиением поля на кванты, которое, в свою очередь, зависит от рассматриваемой системы, включая детектор. Из этого следует, что вероятность обнаружения конкретного фотона в пекоторой точке пространства-времени не имеет никакого смысла. Смысл имеет только вопрос о том, с какой вероятностью произойдет событие, которое характеризуется применительно к данной системе заряженных частиц и поля как «щелчок фотодетектора». Это событие не включает непосредственно экземпляры фотонов. Оно представляет собой появление состояния 

W -типа заряженных частиц, которое в данной 
системе интерпретируется как «щелчок», то есть вызывающее колебание воздуха, которое может услышать человек, если мы бы включили в модель и колеблющиеся молекулы воздуха, и человека. Определение общих критериев 

того, 
что надо считать «щелчком», является интересным вопросом, который нуждается в особом исследовании. Это возможно только после фактической реализации описываемых в этой книге моделей. Пока мы толь-
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ко констатируем, что наличие «щелчка» существенным образом зависит от 
выбранной системы. Поэтому «фотоны», детектируемые некоторым типом 
устройств, не обязаны совпадать с «фотонами», детектируемыми другим 
типом устройств. 

Однако экземпляры фотонов проявляют себя не только в виде щелч
ков фотодетектора, но и непосредственно влияя на динамику заряженных 
частиц через фундаментальное взаимодействие, роевое описание которого 
дается ниже. Это влияние дает уравнение Дирака для заряженной частицы 
в электромагнитном поле, которое является ансамблем экземпляров фото
нов, а в классическом пределе - уравнения Максвелла и вытекающие из 
них законы классической электродинамики. 

Кортежи в роевом представлении КЭД должны иметь вид 

(5 .37) 

где sJ: - jт-Й экземпляр заряженной частицы m, fkd - d-й экземпляр 
фотона, то есть экземпляры частиц в кортежах сохраняют свою принад
лежиость к определенной частице, а экземпляры фотона - нет. Индиви
дуальность экземпляров всех типов сохраняется. Сохранение индивиду
альности экземпляров позволяет, в принципе, при необходимости ввести 
понятие фотона как специальной квантовой частицы в сигнатуру роевого 
описания КЭД. Однако на этом пути сразу же встретится серьезная труд
ность, поскольку фотон перемещается с максимальной скоростью переме
щения экземпляров роя. Поэтому для фотона, если мы его рассмотрим как 
квантовую частицу, будет невозможно описать интерференционную карти
ну с помощью диффузионного механизма, как это делается для частицы 
с неиулевой массой.24 Интерференция фотонов может быть описана только 
через их взаимодействие с заряженными частицами, и никак иначе. То есть 
фотон нельзя представпять как квантовую частицу; он возникает только при 
детектировании как специальное колебание заряженных частиц. Тем не ме
нее, экземпляры фотона являются фундаментальными объектами, которые 
непосредственно влияют на динамику рассматриваемой системы и участву-

24Если, конечно, не вводить понятие эфира. Мы могли бы это сделать, считая, что ванна 
экземпляров эфира зависит от рассматриваемой системы заряженных частиц. Наиример, мы 
могли бы считать, что эта ванна в действительности является нитями, связывающими данные 
частицы. В рамках алгоритмического подхода это не вызывает проблем, поскольку такой эфир 
не имеет никакого физического смысла: наиример, он не будет вызывать торможение света, 
в силу того что время, потраченное на производство процедуры Iteгate, является администра
тивным, а не физическим. Все это будет законным только при одном условии: такой прием 
должен дать эффективный моделирующий алгоритм. Такое представление фотонов, наиример, 
дает модель интерференции света на щелях, так же, как и для массивной частицы. 



234 ГЛАВА 5 

ют в процессе отбора многочастичных квантовых состояний. Это в точно
сти соответствует тому способу представления обобщенных W -состояний, 
который описан выше. 

В методе отбора квантовых состояний надо внести одно существен
ное добавление, которое касается экземпляров фотонов. Мы будем считать, 
что два экземпляра фотонов f1 и f2 , близки, если их импульсы и энер
гии близки. То есть это соответствует тому, что фотоны рассматриваются 
в импульсно-энергетическом базисе. В остальном вся схема отбора кванто
вых состояний многих частиц и поля, основанная на группировке кортежей 
вида (5.37), полностью сохраняется. Такое дополнение нашей схемы для 
случая КЭД нельзя считать существенным. Скорость движения экземпля
ров фотонов огромна по сравнению со средней скоростью перемещения 
экземпляров заряженных частиц, и если использовать нашу старую схему, 
основанную на близости в координатно-временном смысле, то для фотонов 
надо было бы выбирать кубики пространства, значительно превосходящие 
те, что применяются для разбиения конфигурационных пространств для ча
стиц с массой. Учитывая то, что массивные частицы почти не смещаются 
за время !:1t, в течение которого происходит элементарный акт рассеяния, 
то есть смещаются только экземпляры фотонов, мы получаем, что такой 
метод группировки соответствует именно группировке по значениям им
пульсов. 

5.9.2. Роевое описание фундаментальных пропессов КЭД 

Рассмотрим теперь роевое описание главного процесса КЭД: рождение
поглощение фотона заряженной частицей без спина. Амплитуда такого про
цесса, согласно [ 17], равна Л = .д;:ie(pl + Р2) · Е  где е - заряд частицы, 
Pl , Р2 - импульс ее до и после рождения (поглощения) фотона, Е - вектор 
поляризации фотона. 

Этот процесс происходит только при условии сохранения энергии
импульса: Pl = Р2 + q, где q есть импульс фотона. Мы пр им ем, что ось 
времени направлена так, как показано на рисунке при рождении фотона, 
и в противоположном направлении - при его поглощении. Это эквивалент
но тому, что при рождении мы имеем Pl = р2 + q, а при поглощении Pl = 
= Р2 - q. 

При роевом описании это правило вычисления амплитуд надо трак
товать так. Всякий экземпляр заряженной частицы порождает экземпляр 
фотона при соблюдении закона сохранения энергии-импульса и с поляри
зацией, направленной вдоль вектора р1 + Р2 с вероятностью 1 Л 1 2 . 

Рассмотрим немного более сложный процесс взаимодействия двух 
движущихся зарядов с помощью обмена виртуальным фотоном. Одна заря-
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женпая частица испускает виртуальный фотон, который затем поглощается 
другой частицей. 

q, f 

Рис. 5 . 1 .  Рождение (поглощение) фотона заряженной частицей 

q, f 

Рис. 5.2. Взаимодействие через обмен фотоном 

п=)2 (р1 + Р2) (рз + Р4) 
Амплитуда такого процесса равна Л2 = ( ev <±7Г 2 , и он 

q 
происходит только при соблюдении закона сохранения энергии-импульса. 
Это происходит из-за того, что амплитуды в частях диаграммы должны 
перемножаться, а амплитуда свободного движения фотона равна ljq2. 

В роевом представлении этот процесс означает буквально то, что два 
экземпляра заряженных частиц обмениваются экземпляром фотона и веро-
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ятиость такого события равна j,\2 j 2 . Заметим, что мы должны учитывать 
не только поперечные фотоны, у которых поляризация Е перпендикулярна 
вектору импульса, но и продольные фотоны, у которых поляризация ему 
параллельна (это то же самое, что вклад временных фотонов, у которых 
поляризация параллельна оси времени, поскольку для фотона координата, 
направленная вдоль его вектора импульса, с точностью до константы с есть 
время). Вклад фотонов второго типа даст кулоновское поле с мгновенным 
взаимодействием, а вклад поперечных фотонов - запаздывающий потен
циал. Если кулонавекое поле для наших экземпляров заряженных частиц 
учитывается как потенциал 1/  r, то мы должны рассматривать только экзем
пляры поперечных фотонов с выписанными вероятностями фундаменталь
ных процессов. Если экземпляров фотонов достаточно много, такая модель 
должна давать нам уравнение Дирака, то есть в классическом пределе -
уравнения Максвелла. 

Теперь подробнее рассмотрим вопрос о том, как происходит объедине
ние экземпляров частиц и фотонов в кортежи роевого формализма. Такие 
кортежи должны теперь иметь вид (5.37). Выше мы видели, что в систе
ме координат типа пространство-время условием фундаментально взаимо
действия является нахождение взаимодействующих частиц в одной точке 
пространства-времени, то есть у них должны совпасть пространственпо
временные координаты. Это означает, что административное время у дан
ных частиц будет одинаково в ходе всей реакции рассеяния, тогда как коор
динаты должны изменяться в соответствии с их скоростями. Иными слова
ми, мы можем сформулировать требование к кортежам роевого формализма 
КЭД: 

В кортежах роевого формализма КЭД индивидуальные времена 
всех экземпляров должны отличаться не более чем на время llt = 
= !:lx /с, ще f:lx есть расстояние между экземплярами в пространстве. 

Таким образом, параметр индивидуального времени в экземплярах 
SJ1 , SJ2 , • • •  , sjп , [k1 ,  [k2 , • • •  , fkd должен быть одинаковым. Это означает, что 
взаимодействующие частицы существуют только в одном времени; если 
индивидуальное время у экземrшяров различно, они не смогут взаимодей
ствовать вообще. То есть кортежи КЭД имеют вид ё1 (t1 ) ,  ёz (tz ) , . . . , так 
что каждому из них соответствует свое значение административного пара
метра времени. 

Осталось показать, как выбираются импульсы р1 ,  pz в том случае, ко
гда экземпляры либо стоят на месте, либо имеют максимальную возможную 
скорость. Для этого необходимо усреднять их импульс по времени, то есть 
сохранять историю каждого экземпляра по всем значениям административ
ного времени: t1 , t2 , . . . . Естественно, экземпляр, взятый в другой момент 
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времени, формально уже не является тем же. Поэтому мы должны ввести 
индивидуальные метки для каждого экземпляра так, чтобы при совпадении 
меток у разных экземпляров они считались бы одним и тем же экземпля
ром, но взятым в разные моменты административного времени. Если это -
экземпляры фотона, то их координаты должны соответствовать его движе
нию со скоростью света вдоль оси его импульса; если это - экземпляры 
заряженной частицы, должно быть аналогичное соответствие. 

Теперь надо наложить на кортежи КЭД последнее естественное усло
вие: сохранение индивидуальности самих кортежей. Это означает, что если 
у двух кортежей (\ и С2 есть экземпляры с одной индивидуальной меткой, 
то все их экземпляры имеют попарно совпадающие метки, то есть метки 
si в обоих кортежах должны совпадать, метки s� в обоих кортежах долж
ны совпадать, и т. д. То есть такие кортежи являются просто одним и тем 
же кортежем экземпляров, но взятым в разные времена административного 
времени. 

Таким образом, в результате всего мы имеем такую картину. Кортежи 
КЭД можно сгруппировать на группы вида 

ё1 (t1 ) ,  C2 (t1 ) ,  . . .  , Cd(t1 ) ,  
C1 (t2) ,  C2 (t2) ,  . . . , Cd(t2) ,  (5.38) 
. . . ' 

ёl (tt ) ,  ё2 (tt ) ,  . . . ' 

где Cj есть кортеж с постоянными членами, взятый в разные моменты вре
мени, и элементы разных кортежей Cj не пересекаются (имеют разные ин
дивидуальные метки). 

Теперь мы можем усреднять импульс по времени для каждого экзем
пляра, и выражение для вероятностей фундаментальных процессов приоб
ретает смысл. Отметим, что в течение всего административного промежут
ка времени, на котором происходит рассматриваемая реакция, надо выбрать 
только один момент испускания или поглощения фотона. Мы можем также 
рассмотреть процессы высших порядков, когда одновременно испускается 
или поглощается два, три или более экземпляров фотонов. Соответствую
щие вероятности также получаются из амплитуд этих процессов. 

5.9.3. Процедура отбора квантовых многочастичных состояний 
с учетом фотонов 

Теперь мы можем сформулировать процедуру отбора многочастичных 
состояний с учетом фотонов. Рой КЭД имеет у нас вид (5 .38). Будем группи
ровать кортежи этого роя в группы Yl , Yl , . . .  , Q z .  При этом в одну группу 
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попадут те и только те кортежи, которые вошли в одну клетку расширенно
го конфигурационного пространства, включающего в себя состояния всех 
рассматриваемых частиц и фотонов. В конфигурационном пространстве 
должно также быть измерение, соответствующее поляризации фотонов. Ес
ли мы хотим учесть еще и спины заряженных частиц, конфигурационное 
пространство должно содержать также измерения для всех участвующих 
спинов. Теперь мы можем применить описанную выше процедуру отбора 
многочастичных квантовых состояний с учетом КЭД. Административное 
время при этом будет вести себя как пространствеиная координата. 

Резюмируя все вышесказанное, шаг эволюции состояний заряженных 
частиц и поля заключается в том, что мы совершаем преобразование нашего 
роя, соответствующее унитарному преобразованию, отвечающему данному 
фундаментальному взаимодействию, как указано выше, а затем применяем 
процедуру отбора. Последовательность 

(5.39) 

таких шагов является моделью эволюции системы заряженных частиц и по
ля в методе коллективного поведения 

для 
частиц без спинов. 

В случае частиц со спином их волновая функция будет зависеть также 
от спина. Это означает, что мы должны добавить к конфигурационному 
пространству спиновое измерение и переформулировать наш рецепт 

для 
этого случая. 

5.9.4. О масштабируемости КЭД 

Вопрос о масштабируемости КЭД относится к числу наиболее инте
ресных вопросов квантовой теории. Вычислительные сложности, связан
ные с суммированием фейнмановских диаграмм, длительное время отодви
гали этот вопрос на второй план, и надо сказать, что в настоящий момент 
он практически не изучен. Даже схема применения гипотетического кван
тового компьютера 

для 
анализа этой проблемы не разработана, в отличие 

от аналогиЧной схемы для обыкновенной квантовой механики (см. главу 5). 
Тем не менее, проблема масштабируемости КЭД принципиальна. Ее 

решение необходимо для 
согласования квантовой теории с ОТО. Известно, 

что применение общей теории относительности в космологии требует ее 
продвижения в область действия квантовых систем. Это относится, напри
мер, к массивным объектам, типа черных дыр. Здесь мы непосредственно 
сталкиваемся с необходимостью применять методы квантовой электроди
намики к очень большим объектам, то есть с проблемой масштабирования 
КЭД. Это тем более важно ввиду того, что теория ядерных взаимодействий 
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строится по образцу КЭД. Схема согласования КЭД и ОТО, если она будет 
создана, носила бы универсальный характер для космологии. 

Предложенная в этой главе схема может помочь в решении этой се
рьезной открытой проблемы. С помощью формализма коллективного пове
дения мы можем больше узнать о той роли, которую играют фундаменталь
ные взаимодействия в системах с очень большим числом частиц. Широко 
известно, что эта роль велика, например, в массивных телах или в высоко
энергетических процессах вроде космических взрывов, где перенормировка 
массы приобретает большое значение. 

Мы видели, что процедура симуляции элементарного акта рассеяния 
с помощью процедуры отбора требует некоторого времени, которое, во
обще говоря, является административным временем нашей модели. Если 
же мы рассматриваем последовательность актов рассеяния вида (5.39), то 
число таких актов будет реальным физическим временем. Можно было 
бы попытаться оценить долю административного времени при моделиро
вании достаточно длительного процесса. Административное время факти
чески нужно исключить из физической длительности процесса. Для разных 
процессов доля административного времени, вообще говоря, является раз
личной, то есть величина интервала изменения д.t административного вре
мени различна для разного типа движений участвующих в нем частиц. На
пример, она должна быть относительно больше для движений с большими 
скоростями и ускорениями. Представим себе, что в очень большом ансам
бле локальное административное время для пекоторой частицы увеличи
лось. Правдоподобно допустить, что это должно привести к уменьшению 
физического времени для данной частицы по сравнению с другими. Если 
такое явление происходит с пекоторой малой вероятностью со всеми части
цами в большом ансамбле, это с необходимостью приведет к уменьшению 
реального физического времени для всего большого ансамбля. Разумеется, 
это - чистая спекуляция. 

5.10. Связи между экземплярами 

Мы ясно видели, что метод коллективного поведения дает нам некото
рые новые возможности для исследований больших систем по сравнению 
с традиционным подходом, основанным на волновых функциях. Для про
движения мето�а коллективного поведения нам будет необходимо сформу
лировать эвристику, которая позволит применять этот метод к сложным за
дачам, что будет сделано в следующем параграфе. А сейчас мы определим 
очень важное понятие для такой эвристики: связи между экземплярами. 
Мы уже встречались с частным случаем связей - это кортежи, состоящие 
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из экземпляров различных элементарных частиц. Кортежи применялись на
ми для описания динамики в рамках гильбертона формализма, но они не 
обладали полной масштабированностью, так как, во-первых, рассматрива
емые реальные частицы могут оказаться и неэлементарными, а во-вторых, 
все реальные частицы могут оказаться частью пекоторой большой частицы, 
которая тоже должна рассматриваться как квантовая. 

Рассмотрим снова атом водорода, состоящий из тяжелого протона 
и легкого электрона. Этот атом ведет себя как единая частица, у которой 
тоже есть свой рой и свои экземпляры. Например, атом может интерфе
рировать при прохождении через две щели. Как в таком случае связаны 
экземпляры роя электрона, которые соответствуют разным экземплярам са
мого атома? Кортежная техника требует от нас, чтобы электрон был скрыт 
в том случае, когда мы рассматриваем атом как единое целое. Это рабо
тает, только если внутреннее состояние атома (состояние электрона в нем) 
не зависит от положения самого атома в пространстве! Но такая зависи
мость может иметь место, например, если мы посветим на атом лазером 
или если атом в квантовом состоянии приблизится к другому атому и надо 
будет рассматривать реакцию ассоциации между ними, которая требует из
менения состояний электронов. В этом случае техника кортежей работает 
плохо и мы должны ее обобщить, введя понятие связей. Понятие связей 
будет полностью свободным от таких недостатков, и с его помощью метод 
коллективного поведения обретет полную масштабируемость. 

5.10.1. Связи для одной реальной частицы 

В методе коллективного поведения реальная частица представляется 
роем s = (s1 ,  sz , . . .  , sL) ее экземпляров. Выше мы видели, что интен
сивность действия градиента плотности на тонкий слой, необходимая для 
приближенного представления решения уравнения Шредингера, пропорци
ональна Jx-3. Такой интенсивности можно добиться, если расположить 
экземпляры вдоль пекоторой кривой 'У в последовательности s1 , Sz , . . .  , s L 
и потребовать, чтобы воздействие экземпляров основной части роя на тон
кий слой происходило только в пределах коротких участков этой цепочки, 
причем включать в тонкий слой ровно один экземпляр на пространствеи
ное зерно объема Jx3. Но можно попытаться добиться того же эффекта, 
рассматривая очень тонкую нить, независимо от величины зерна Jx. Тогда 
при выборе значения Jx мы получим, что изменение плотности роя в ре
зультате перехода одного экземпляра вдоль этой кривой 'У будет обратно 
пропорционально величине элемента объема. Мы будем называть кривую 'У 
нитью. Эту нить, соответствующую одной реальной частице, можно услов-
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но представnять себе в виде веревки пренебрежимо малого веса, которая 
может быть свернута в клубок, но не запутана. Экземпляры этой частицы 
можно представnять себе как бусинки, нанизанные на веревку на пример
но равных расстояниях друг от друга. Если веревка может сворачиваться 
в клубок, это позволяет сделать плотность реальной частицы сколь угодно 
большой в малом объеме пространства. 

Представление роя в виде одной неизменной нити не всегда продуктив
но. Рассмотрим, к примеру, один из основных экспериментов по квантовой 
механике: интерференция частицы при проходе через две щели. Если эта 
частица представлена одной нитью и эта нить только меняет свое положе
ние в пространстве, мы не сможем получить интерференционный сгусток 
в середине между щелями. Этот сгусток можно получить, только если мы 
допустим, что нить, представляющая одну квантовую частицу, может раз
рываться на несколько частей и потом сраз:у же соединяться по-другому. 
Например, рассмотрим нить, налетающую на экран с двумя щелями (см. 
рисунок). Для получения сгустка между этими щелями за экраном необхо
димо предположить, что нить разрывается в двух точках так, что ее средняя 
часть оказывается изолированной, и затем сразу соединяется так, что эта 
средняя часть присоединяется к двум свободным концам, а ее бывшие края 
соединяются между собой так, что образуется кольцо. Тогда отталкивание 
между соседними экземплярами вдоль нити (взрыв пиков) даст нужную 
интерференционную картину. 25 

Представление одночастичного роя в виде нити может быть полезным 
для построения возможно более быстрых алгоритмов моделирования кван
товой динамики.26 

5.10.2. Связи для нескольких частиц. Упорядоченность квантовых 
«миров» 

Теперь мы посмотрим, какие изменения надо сделать в нашей схе
ме, если частиц не одна, а несколько. Пусть у нас имеется n реальных 
частиц, которые мы нумеруем числами 1 ,  2 ,  . . .  , n, и каждую j-й частицу 
мы представляем в виде роя s{ , s� , . . . , s{ . Если мы отождествим каждую 
из реальных частиц j с одним из ее экземпляров s{ . ,  то у нас получит-

з 
ся кортеж s вида Sk1 , s�2 , • • •  , skn . Такой кортеж 8 мы называем квантовым 

25 Для сравнения приведен результат моделирования интерференции на 2 щелях методом 
собственных функций. 

26Использование аналогии с нитью является вопросом удобства программной реализации, 
а не частью эвристики. Для одночастичных задач лучше использовать плотности, чем следить 
за поведением отдельных экземпляров. 
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Рис. 5.3. Интерференция частицы на двух щелях: метод волновых функций (визуа
лизация И. А. Семенихина, рисунок с сайта http://qi/cs/msu/su) 

«миром». Выбор чисел kj для j = 1 ,  2 ,  . . .  , n является отдельным вопро
сом; он очень важен, поскольку число таких выборов будет расти экспо
ненциально с ростом n, так что этот выбор должен быть с самого начала 
жестко ограничен. Самое простое (но не единственно возможное) ограни
чение - это потребовать, чтобы существовали числа d2 , d3 , • • .  , dn, такие, 
что для любого q = 2,  3, . . .  , n и для любого k1 = 1 ,  2 ,  . . .  , l kq = k1 + 
+ dq. Это означает, что всевозможные миры получаются только выбором 
очередных экземпляров друг за другом. Это правило мы назовем порядком 
связи. 

Однако такая схема еще не является самой общей, так как мы жест
ко зафиксировали сами реальные частицы, экземпляры которых участвуют 
в собственных связях. Такая схема не может дать нам динамики связей, 
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Рис. 5.4. Интерференция частицы на двух щелях: метод коллективного поведения 

необходимой для моделирования того, что в стандартной квантовой меха
нике принято называть процессом измерения: последовательное образова
ние новых связей и одновременный разрыв старых. При таком процессе 
неизбежна сюуация, где разные экземпляры одной и той же реальной ча
стицы образуют связи с экземплярами различных других реальных частиц. 

Таким образом, мы приходим к более общему определению организа
ции многочастичного роя в виде сети. 

Связью между экземплярами s и s' будем называть некий объект, ко
торый ставится в соответствие этим двум экземплярам в модели. Будем 
называть такую связь связывающей эти два экземпляра. Если S есть мно
жество всех экземпляров, под связью некое подмножество вида Sc С S х S. 
Связь, которая связывает два экземrmяра одной реальной частицы, мы назо
вем нитью, или несобетвенной связью. Другие связи называются собствен
ными. 

Определение 1. Сетью называется граф N, вершины которого поме
чены разными экземrmярами реальных частиц рассматриваемой системы, 
а ребра - связями. При этом требуется, чтобы максимальный связный под
граф G <;;; N, все ребра которого являются нитями, охватывал все экзем
пляры одной реальной частицы. Такой подграф мы будем впредь называть 
роем для этой частицы. Путем по собственным связям называется после
довательность вершин v1 , v2 , . . . Vk графа N, в котором для любого j 
= 1, 2 ,  . . .  , k - 1 Vj и VJ+l соединены собственной связью. 
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Определение 2. Квантовым миром сети N называется максимальный 

подграф М <;;;: N, такой, что он а) не содержит двух вершин, соединенных 
нитью, и б) для любой его вершины v любой путь по собственным связям, 
содержащий v, полностью содержится в М.27 

Пример сети показан на рис. 5 .6. Динамика сети определяется прави

лами перестроения. Одно из таких правил заключается в том, что перестро

ение наступает в случае, когда расстояние между экземплярами, соединен
ными связью (собственной или нитью), иревзойдет некоторый критический 

предел i:lьound· При этом flьound зависит от типов экземпляров, а также от 
типа связи. Правила перестроения заключаются в следующем. 

1 )  Если данная связь является нитью и при ее ликвидации нарушается 
связность роя для какой-то из частиц, то меньшая (по числу экземпляров) 

компонента роя обьявляется фотонным роем, причем скорости экземпля
ров этих компонент перераспределяются таким образом, что разрушенная 
связность этого роя восстанавливается. 

2) Если расстояние между двумя экземплярами разных реальных ча
стиц становится меньше некоторого предела dьoиnd, то образуется новая 
собственная связь между этими экземплярами, при условии соблюдения 
сформулированного выше порядка связи. 

Два таких правила могут служить основой метода рисования визуаль

ной картинки динамики в том случае, если dьound � Dьound· Это условие 
означает консерватизм собственных связей: разрыв образовавшейся связи 
требует выполнения пекоторой работы, которая должна быть численно рав
на энергии испущенного в этом процессе фотона согласно правилу 1 ).28 

Для сети «взрыв пичков» дает более содержательные возможности 

продолжения эволюции, по сравнению со случаем, когда у нас было ров
но m кортежей экземпляров. Теперь возможна ситуация, когда «квантовый 

мир» не охватывает экземпляры всех реальных частиц, а только некоторых 

27Если реальные частицы сильно различаются по массе, требование а) можно удалить, то 
есть допустить существование в одном мире разных экземпляров более легких частиц. Напри
мер, для задачи с двумя протонамин и двумя элекгронами можно считать, что в одном мире 
есть несколько экземпляров элекгронов, что удобно для расчета межьядерного потенциала 
в одном мире. Если же оставить требование а), можно учесть очень слабый эффект запу
тывания между движениями ядер и элекгронов. В общем случае надо рассматривать целую 
иерархию сетей, в каждом шаге которой требование а) усиливается. Начальная сеть содержит 
только требование а) для самых тяжелых частиц. 

28Мь1 можем представяять собственные связи как состоящие из клея, который прикрепля
ется к объекту на очень малом расстоянии, но способен сильно растягиваться до достижения 
точки разрыва. Нити же следует представяять как свернуть1е куски очень прочной веревки, 
концы которой закреплены клеем, так что при натяжении этой веревки она очень быстро пе
рераспределяется в соответствии с ее положением, но не рвется. Разумеется, такое описание 
не является формальным и должно уточняться при рассмотрении конкретных эволюций. 
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из них. Соответственно ослабляется жесткое условие т � sn . Например, 
при рассмотрении ассоциации молекулы мы можем включать в «кванто
вый мир» только экземпляры электронов, но не ядер; тогда получится, что 
мы учтем только запутанность между электронами. Здесь реальное значе
ние n будет меньше числа всех реальных частиц в моделируемой системе, 
и потому понятие шпш будет более содержательным, чем в случае, когда 
«квантовые миры» охватывали все реальные частицы. 

5.11.  Эвристика коллективноrо поведения 

5.11.1.  Краткое резюме 

Итак, мы можем сформулировать эвристику коллективного поведения 
в виде следующих тезисов. 

• Квантовое состояние каждой реальной частицы представляется в виде 
роя ее экземпляров. 

• Квантовое состояние ансамбля из n реальных частиц есть набор S 
кортежей вида s = (s1 , s2 , . . .  , sn) ,  где для любого j = 1, 2, . . . , n Sj 
есть некоторый экземпляр j-ой частицы, причем различные кортежи 
не содержат общих экземпляров. 

Метод, основанный на данной эвристике, есть конкретизация способа 
эволюции кортежей s во времени. Возможны различные методы, основан
ные на эвристике коЛJiективного поведения. Например, можно использовать 
дискретную версию фейнмановских интегралов по путям. Метод интеrра
лов по путям сохраняет. базисное понятие стандартного формализма - вол
новую функцию, и потому наследует и его базисные недостатки, проявляю
щиеся, например, в том, что плотность экземпляров будет пропорциональна 
не 1Чi l2 , а IЧi l ,  и мы, соответственно, теряем возможность получить новые 
пути масштабирования нашей модели по сравнению со стандартными чис
ленными методами, применеиными к уравнению Шредингера. 

Можно вообще отказаться ат использования комплексных чисел, за
менив их скоростями частиц, и тогда мы придем к методу динамической 
диффузии, описанному выше. Этот метод не содержит волновой функции 
вообще, и потому решительно расходится со стандартным формализмом. 
Здесь плотность роя будет пропорциональна IЧi l 2 и у экземпляров будет 
длительная история. Это дает нам совершенно новую возможность масruта
бирования, основанную на понятии связей между экземплярами, которые 
объединяют их в кортежи. 
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Здесь возникает понятие тонкого слоя роя и добавляются правила эво
люции роя. 

• Плотность тонкого слоя мала и всюду одинакова. Его экземпляры тон
кого слоя испытывают ускорение, пропорциональное градиенту плот
ности всего роя и обратно пропорциональное величине элементарного 
объема, и сразу передают свою скорость всем соседям равномерно. 

• Потенциал взаимодействия реальных частиц действует на все экзем
пляры по закону Ньютона. 

• Возникающие в результате свободного полета «разрывы» сглаживают
ся, а «пики» взрываются так, чтобы плотность роя стала вновь гладкой. 

Вопрос о целесообразности введения других типов коллективного по
ведения, например, комбинации фейнмановского подхода с динамической 
диффузией, должен решаться в процессе моделирования многочастичных 
систем. 

В дальнейшем мы будем под эвристикой коллективного поведения по
нимать ее реализацию в виде метода динамической диффузии, хотя все 
сказанное будет также справедливо и для общего типа такой эвристики. 

5.12. Некоторые примеры 

Цель конструктивизации квантовой теории - построение динамиче
ских моделей многочастичных систем. Аргументы, приведеиные в преды
дущих главах, а также опыт практического моделирования позволяет утвер
ждать, что 

Динамические модели невозможно построить только на законах 
квантовой теории. Для этого необходимы эвристики построения алго
ритмов. 

Можно ли достичь нашей цели, применяя одну идею для классических 
движений, а другую - для квантовых? Например, если действие меньше h, 
применяем уравнение Шредингера, если больше - метод классической ди
намики. Такой способ противоречит идеологии конструктивного матема
тического анализа, так как предполагает точное знание действия частицы. 
Для конструктивизации квантовой теории необходим единый метод пред
ставления динамики на уровне той точности, которая доступна в модели 
в данный момент. Например, для коллективного поведения требуется со
вершенно детермини<.,тический алгоритм определения динамики каждого 
экземпляра любой реальной частицы, состояние которой задано в модели 
с конечной точностью. 
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Блок-схема этого алгоритма и есть эвристика модели.29 Наша эври
стика основывается на методе коллективного поведения, но она не явля
ется единственно возможной. Кто-то может создать другую эвристику для 
конструктивизации квантовой физики, и это совершенно законная ситуа
ция в свете принципиального плюрализма квантовой теории. Но надо пом
нить следующее: сравнение двух эвристик может осуществляться только 
через сравнение тех сценариев, которые дают моделирующие программы, 
построенные на их основе, и никак иначе. То есть бессмысленно обсуждать 
тот или иной элемент этих эвристик отдельно, например, пытаться придать 
некий «физический смысл» связям, приписывать им такие характеристики 
как массу, и т. д. 

Динамическая эвристика - это конечный набор элементов для постро
ения алгоритмов моделирования динамики. 

В предыдущем параграфе мы фактически использовали эвристику от
бора, то есть шаг модели по оси реального времени есть результат отбора 
по множеству шагов в административном времени, который определяется 
сравнением числа элементов в группах G1 . Эвристика отбора общепринята 
в квантовой теории и описана в канонических руководствах. Ее формаль
ным выражением является метод интегралов по траекториям. По существу, 
эвристика отбора - единственно возможная в стандартной квантовой тео
рии. Она хорошо согласуется с вероятностным духом этой науки и может 
успешно работать, например, для описания химических реакций с двумя
тремя атомами. 

Но это достоинство близости к стандартному языку имеет и оборот
ную сторону, так как переносит на эвристику отбора главный изъян стан
дартной квантовой теории - ее непреодолимый сложиостной барьер. Когда 
число частиц растет, для эффективного отбора требуется экспоненциально 
большое число экземпляров каждой реальной частицы, и мы снова оказы
ваемся отброшенными к исходному пункту - подход, основанный только 
на отборе, не будет масштабироваться на большие системы. 

Для хорошей работы отбора на больших квантовых ансамблях необхо
димо ликвидировать потери вычислительных ресурсов в методе отбора. То 
есть надо существенно ограничить отбор кортежей, так как именно здесь 
кроется главный канал утечки времени моделирования. Мы видели, что 
сохранение индивидуальности экземпляров представляет собой основной 
способ экономии в случае уравнения Шредингера для одной частицы, где 
такая индивидуальность помогла нам уйти от непроизводительного метода 
матричной алгебры. Именно эта идея индивидуальности экземпляров по-

29Этот термин понимается нами более точно, чем обычно, в том смысле, что от эвристики 
мы требуем определенности; это диктуется особой ролью алторитмов. 
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может нам и в общем случае - для многочастичной квантовой эвристики. 
Мы должны задать совершенно конкретные правила для каждого экзем
пляра, описывающие его пошаговые состояния в любой момент времени. 
При отборе этого нет: экземпляры, попавшие в кортежи малых по числен
ности групп, должны перераспределяться по новым группам. При таком 
переформировании кортежей нет никакой гарантии, что вновь сформиро
ванные кортежи также не попадут в группы с малым числом экземпляров, 
и эта ситуация закрепится в дальнейшем. То есть метод отбора допускает 
наличие «неперспективных» экземпляров, которые всегда будут оказывать
ся в кортежах, подлежащих выбраковке. Такие «неперспективные» экзем
пляры должны быть заменены на новые экземпляры, состояния которых 
близки к «перспективным» экземплярам, попавшим ранее в кортежи, при
надлежащие группам с большой численностью. 

При такой процедуре замены «неперспективных» экземпляров полно
стью теряется всякая информация об их прошлой истории, в то время как 
эта информация может оказаться очень полезной для всего роя. Сохране
ние этой информации - достоинство метода динамической дифффузии; оно 
проявляется через сохранение памяти о скорости каждого экземпляра. Мы 
можем явно указать на явный механизм возврата в рой «неперспективных» 
экземпляров участвующих частиц, и этот механизм будет связан с излуче
нием экземпляров фотонов при ускорении экземпляров заряженных частиц. 
Замена «неперспективных» экземпляров представляет собой группировку 
роя, находящегося с состоянии, близком к разрыву на несколько компонент 
связности. Идея состоит в следующем. Будем представлять рой экземпля
ров электрона в виде упругой нити, на которую нанизаны эти экземпляры. 
В тот момент, когда нить чрезмерно растягивается (что соответствует боль
шому расстоянию между соседними экземплярами), должен происходить 
ее разрыв. Критерием наступления такого момента является недостаток эк
земпляров для пополнения тонкого слоя, при условии что в данной области 
все экземпляры роя уже включены в тонкий слой. В этом случае экземпля
ры фотонов, излученные близкими к точке разрыва экземплярами частицы, 
должны своей отдачей сгладить напряжение в окрестности точки напряже
ния нити. Точки напряжения тогда могут возникнуть в других местах, где 
тоже будут излучены экземпляры фотонов, и т. д. Таким образом, эмиссия 
экземпляров фотонов будет механизмом, обеспечивающим целость роя и, 
соответственно, даст явный механизм перераспределения «неперспектив
ных» экземпляров. 

Щелчок детектора фотонов, сигнализирующий о его срабатывании, не 
обязательно происходит при логлощении какого-то экземпляра реального 
фотона экземпляром частицы, входящей в один из огромного числа корте-
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жей, находящихся внутри фотодетектора. Событие, составляющее щелчок, 
является колебанием экземпляров реальных атомов в фотодетекторе, и оно 
наступает, с большой вероятностью, при абсорбции многих экземпляров 
фотона. Этот процесс обратен эмиссии и также происходит при утончении 
тонкого слоя роя экземпляров электрона, но в данном случае оно связано 
с действием внешнего потенциала. Тогда недостаток экземпляров в тонком 
слое восполняется за счет экземпляров логлощенного фотона. Однако ес
ли щелчок и не произошел, можно говорить о возможности объединения 
в кортеж экземпляров частиц, испустивших этот экземпляр фотона, и тех 
экземпляров частиц фотодетектора, среди которых находится поглотивший 
его экземпляр. Иными словами, образование нити между объектом эмис
сии и детектором не обязательно сопровождается щелчком детектора. Такая 
нить, тем не менее, является вполне реальным объектом административной 
части модели, который в состоянии влиять, например, на детектирование 
следующих экземпляров фотонов. 

Сформулированная выше процедура эмиссии экземпляра фотона при 
напряжении нити роя электрона годится только для свободного электрона. 
Если экземпляры электрона объединены в кортежи с экземплярами других 
частиц, все в принциле сохраняется, но надо обобщить понятие «напряже
ние нити» - его роль должно играть «напряжение сети», в которую помимо 
нитей, связывающих экземпляры электрона, входят также и собственные 
связи, связывающие экземпляры в кортежах. Эти кортежные связи являют
ся значительно более слабыми, чем нити, связывающие экземпляры одной 
частицы (экземплярные нити). Критическое напряжение кортежной связи, 
вызывающее ее разрыв (распад кортежа), на несколько порядков меньше, 
чем для экземплярной нити. Это обеспечивает стабильность элементарных 
частиц в электродинамике. 

Теперь мы готовы к тому, чтобы сформулировать эвристику метода 
коллективного поведения, пригодную для создания алгоритмов моделиро
вания динамики. Она должна обладать полным масштабированием в сле
дующем смысле. Содержащихся в ней элементов будет достаточно для по
строения моделей любой сложности: как добавление новых частиц в си
стему, так и структурирование частиц, Считавшихея элементарными, будут 
иметь точные описания в терминах данной эвристики. 

Этих элементов три: 
• действие потенциала (или плотности роя) на экземпляры (или экзем

пляры из тонкого слоя), 
• правила превращений и 
• консерватизм связей. 
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Рис. 5.5. Падение элекrрона на протон. Электрон представлен красной нитью. Пупк
тиром показано, как двигалась бы нить, если бы не было эмиссии фотона. На шаге 
1)  эмиссия тормозит электрон, на шаге 3) ускоряет, не давая упасть на протон. Век
тор поляризации экземпляра фотона параллелен касательной к нити в той точке, 
в которой в результате его эмиссии меняется траектория нити 

Действие потенциала на основную часть роя можно описать в тер
минах эмиссии-абсорбции фотонов. Динамика тонкого слоя является ло
кальной и может вводиться в модель непосредственно, хотя более rnубокие 
механизмы этой динамики могут служить предметом дальнейших исследо
ваний. 

Правила иревращений говорит о том, что должно получиться в резуль
тате столкновений, например, фотона с заряженной частицей. 

Консерватизм связей является центральным моментом эвристики. Он 
означает, что связь сохраняется в точности до тех пор, пока расстояние 
между экземплярами не превысит векоторого порога 80, зависящего от типа 
частицы. После превышения порога 80 происходит превращение, описан
ное в пункте 2. Состояние роя после иревращения должно восстанавливать 
имевшиеся связи. Дальнейшая эволюция может опять привести к превыше
нию порога 80, и описанный сюжет повторится снова, и т. д. 



5.12 .  НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ 251 

Рассмотрим процесс ассоциации свободного электрона с протоном 
в рамках описанной эвристики. Мы не будем различать стационарных со
стояний как в дискретном, так и в непрерывном спектре, а будем занимать
ся только проблемой ассоциации - образуется атом водорода или электрон 
пролетит мимо. Соответственно, мы предположим, что излучается только 
один фотон. В реальности излучается несколько фотонов, и электрон оказы
вается ассоциированным в различных стационарных состояниях в окрест
ности протона. Все эти детали определяются начальным состоянием элек
трона и протона, которых мы не можем знать даже в принципе, с мы долж
ны заменять это незнание генерацией случайностей. Но сейчас мы опишем 
именно эвристику, которую можно детализировать, в предположении, что 
излучается ровно один фотон и ассоциация происходит всегда в одно ста
ционарное состояние. 

Пусть связи между экземплярами электрона определяются их сосед
ством в векторе s. Множество таких связей геометрически представляет 
собой нити, на которые нанизаны экземпляры электрона. Каждый экзем
пляр электрона объединен в кортеж с неким экземпляром протона, соглас
но упорядочению вектора роя. Мы будем явно рассматривать только тонкий 
слой роя данной системы, а кулоновский потенциал представпять как фак
тор, вызывающий его напряжение. Шаг эволюции представляет собой три 
действия: 

• взрыв пиков плотности роя экземпляров (модель оператора кинетиче
ской энергии), 

• изменение импульса каждого экземпляра под действием кулоновского 
поля соответствующего ему экземпляра протона, 

• свободное движение всех экземпляров. 

При движении такой нити в кулоновском поле протона тот ее конец, 
который распложен ближе к протону, будет перемещаться с большей ско
ростью. Эта скорость быстро даст уменьшение плотности на противопо
ложном конце, который находится дальше от протона. С другой стороны, 
такое же разряжение получится вблизи протона, где скорость будет сильно 
возрастать. Мы видим, что в общем случае нить экземпляров электрона яв
ляется системой с отрицательной обратной связью, то есть дисбаланс ско
ростей будет нарастать, что приведет к превышению порога расстояния ба 
между ее экземплярами. В этот момент возникают две возможности: 

• часть экземпляров электрона, расположенная дальше от протона, 
должна быть объявлена экземплярами фотона, излученного данным 
электроном, или 
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• часть экземпляров электрона, расположенная ближе к протону, должна 
быrь объявлена экземплярами фотона, излученного данным электро
ном. 

В первом случае ближняя к протону часть нити должна оказаться на стаци
онарной орбите и у нас получится ассоциация в атом водорода. Во втором 
случае фотон будет излучен в сторону протона и электрон улетит от про
тона. 

Излученный фотон считается реальным, если его экземпляры излуче
ны всеми экземплярами электрона. Таким образом, в обоих случаях будет 
излучен фотон, и вся разница между ними в том, какой у него будет им
пульс. То есть наша эвристика должна описывать метод получения импуль
са фотона по начальному состоянию электрона и протона. Снова огрубляя 
ситуацию, мы будем считать, что импульс излученного фотона направлен 
либо от электрона к протону, либо в противоположном направлении, и име
ет одну и ту же абсолютную величину. В последнем случае ассоциация ато
ма происходит, во втором - электрон и протон разлетаются. Таким образом, 
модель должна выбрать преобладающий тип кортежей: 

• 8electтon 1 ' 
• 8Ilectтon ' 

proton 82 ' 
proton 82 ' 

8photon или assoc 
photon 8dissoc . 

Такой выбор в большей степени обусловлен выбором первоначального кор
тежа, чем для ситуации, где фотона не было вообще. Действительно, у нас 
всегда есть некоторый допуск в значениях координат экземпляров всех ча
стиц и их скоростей. Предположим, что точность определения координа
ты и скорости каждого экземпляра есть б. Это значит, что мы производим 
округление всех величин до целых кратных б. Пусть экземпляры фотона, v _ photon photon _ определяющие, произоидет ассоциация или нет, 8assoc или 8dissoc 
различаются не более чем на б. Выбор первого кортежа означает выбор та
кого приближения для одного из экземпляров фотона. Конфигурационное 
пространство в случае только протона и электрона будет содержать L2·3 
элементов, где L - число делений на одной оси размерности. В случае же 
присутствия фотона у нас будет L3·3 элементов. Если мы рассмотрим ситуа
цию с потлощением и переизлучением этого фотона, размерность возрастет 
настолько, что станет возможным рассматривать даже с очень грубой точ
ностью только малое число элементов кортежа. Иными словами, прибавляя 
к нашей системе несколько дополнительных частиц и соответственно удли
няя кортежи, мы получаем возможность, меняя значения координат фотон
ных экземпляров в пределах точности, получить тот же результат, что и при 
отборе запутанных состояний по методу из эвристики отбора. 
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Рис. 5.6. Сеть для атома водорода. Связи между экземплярами электрона и протона 
(условное изображение результатов воображаемото пошагавото моделирования) 

5.13. Собственные векторы оператора эволюции 
и измерение 

Нашим основным объектом изучения являются динамические сцена
рии. В то же время в стандартном формализме основной и наиболее эф
фективный прием - диагонализация операторов эволюции. Несмотря на 
то, что описываемые нами методы существенно расходятся со стандартной 
техникой унитарных операторов, в смысле точных значений состояний, мы 
можем все-таки что-то сказать о соответствии помимо того, что наш ме
тод является приближением точного решения уравнения Шредингера при 
неограниченном увеличении числа экземпляров. 

Допустим, что оператор временной эволюции И = e-iHt/h имеет на
бор собственных векторов [Ф1 ) ,  [Ф2 ) ,  . . . , [Ф  N) · Тогда для состояния систе
мы [Ф (t)) в момент времени t мы имеем [Ф (t)) = L: Лje-iEjtfh [Фj) ,  где 

j 
Ej есть собственное число Н, соответствующее [ Ф j ) .  Таким образом, зная 
состояние в исходный момент [Ф(О)) и набор собственных векторов, мы 
можем очень просто узнать и состояние в любой другой момент: для этого 
надо просто вычислить экспоненты и произвести простые действия. Зна
ние собственных векторов оператора эволюции означает, таким образом, 
что мы обладаем полной информацией о его действии на всех векторах 
состояния. 
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Что означает собственный вектор оператора эволюции с точки зре
ния динамического сценария? Это - сценарий, состоящий из ровно одного 
состояния. Дальнейшая конкретизация имеет нетривиальный смысл, толь
ко если мы ограничим число экземпляров частиц пекоторой константой, 
например, числом 2. Тогда отталкивание между ближними экземплярами 
сведется просто к обмену между двумя экземплярами, как в примере элек
трона в кулоновском поле ядра. Для того чтобы еще более огрубить задачу, 
представим себе, что есть только два положения каждой частицы: \0) и \ 1 ) .  
Тогда если мы рассмотрим орбиту любого экземпляра, она будет содержать 
только 2 элемента: состояние \0) и состояние 1 1 ) .  Состояние вида а\0) +Ь/1) 
можно тогда представлять как такое движение экземпляра между двумя со
стояниями, при котором он находится в \0) время, пропорциональное \а \ 2, 
а в \ 1 ) - время, пропорциональное \ Ь \2 , в соответствии с правилом Борна. 

Тогда сценарий, состоящий ровно из одного состояния, можно полу
чить так. Возьмем частицу в состоянии \0) и заставим ее эволюциони
ровать согласно данному оператору и. Собственное состояние получится 
в результате стабилизации прыжков этой частицы при последовательном 
применении и. Например, если И = ах, мы получим стабилизацию на 
состоянии \ 0 )  + \ 1) .  При этом наша частица рассматривается как только 
один экземпляр. А если мы представим ее в виде двух экземпляров, у нас 
появится еще отталкивание между ними, когда они близко, поэтому стаби
лизация произойдет на состоянии \ 0) - \1) . Первое состояние соответствует 
значению энергии О, а второе nh, то есть первое будет основным, а второе 
возбужденным. 

Если мы попробуем применить такой прием к нескольким частицам, 
мы получим еще более грубую картину поиска собственных функций, со
стоящую из прыжков кортежа из нулей и единиц из очередного базисного 
состояния в следующее. Поскольку эта картина сильно огрубляет реаль
ность на каждом шаге, если мы перейдем к динамическому описанию эк
земпляров с помощью координат и скоростей, у нас будет нарушаться за
кон сохранения энергии. Это сигнализирует о том, что надо вводить в рас
смотрение новые реальные частицы, удлиняя тем самым наши кортежи: 
как правило, это будут фотоны, вылетающие при электромагнитных вза
имодействиях и поглощаемые системой, а также и новые заряженные ча
стицы, испускающие или поглощающие их.30 Это еще более огрубит кар
тину, то есть вызовет еще большее отступление от унитарной эволюции. 
Если мы теперь будем выделять из такого растущего ансамбля нашу ос
новную маленькую систему, то соответствующая ей часть кортежей будет 

30Испускание и ноглощение фотонов оказывается связанным с дискретностью нашей моде
ли, то есть с конечностью числа экземпляров!  
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испытывать случайное воздействие со стороны остальных частей, относя
щихся к вновь припятым частицам. Это и есть ситуация измерения систе
мы, при котором она попадает в одно из собственных состояний Н. Ес
ли совсем не учитывать скорости (считая их полностью случайными), мы 
получим метод Монте-Карло, который сойдется к основному состоянию, 
для получения же возбужденных надо точнее учитывать скорости экзем
пляров. 

Пусть s - кортеж экземпляров частиц рассматриваемой малой систе
мы, S - кортеж экземпляров частиц большой системы, которую мы услов
но считаем неким «измерителем» для рассматриваемой. Если малая систе
ма изолирована, в модели есть вычислительный ресурс для представления 
различных типов движения экземпляров внутри s, что соответствует по
тенциальной зависимости амплитуд от времени: Лje-iEjt/h. Если же про

изошло взаимодействие малой и большой систем, при котором кортежи 
обьединились в общий большой кортеж S = (s, S) , ресурса хватит толь
ко на представление одного типа движения малого кортежа, при котором 
зависимости от времени не будет, - это и есть переход малой системы 
в стационарное состояние, то есть то, что в стандартной форме квантовой 
механики называется измерением. 

Мы видим, что измерение в эвристике коллективного поведения пред
ставляется как результат ограниченности вычислительных ресурсов моде
ли. Оно происходит с состоянием малой системы автоматически, как только 
в рассмотрение включается большое число новых частиц. Конструктивизм, 
таким образом, не предполагает присутствия никакого специального на
блюдателя, как в стандартном формализме. 

5.14. Изменение сети во времени 

Итак, модель многочастичной системы, основанная на методе коллек
тивного поведения, представляет собой сеть, состоящую из экземпляров 
реальных частиц, и связей между ними. Мы будем представnять такую сеть 
в виде графа, вершинами которого являются экземпляры, а ребрами - свя
зи. Те связи, которые соединяют разные экземпляры одной и той же ре
альной частицы, мы назвали нитями, а связи между экземплярами разных 
реальных частиц - собственными связями. 

Если мы рассмотрим подграф, все вершины которого связаны нитями, 
вершины этого подграфа являются роем, соответствующим одной реаль

ной частице. Если рассмотреть подграф, все вершины которого связаны 
собственными связями, такой подграф является квантовым «миром». 
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Эволюцию сети во времени в условиях ограниченности числа экзем
пляров всех частиц мы описываем последовательным выполнением проце
дуры Iterate, которая будет состоять из трех частей: 

• взрывы пиков (аналог динамического сглаживания для одной части
цы); 

• классическое изменение скоростей (действие внешнего потенциала); 

• селекция квантовых состояний (аналог свободного полета, генерирую
щего пики). 

Это полностью соответствует сформулированной ранее схеме, с той 
лишь разницей, что роль основной части роя играет классическое описа
ние частиц; переданный тонким слоем импульс при этом обрабатывается 
в первом пункте. Здесь вся специфически квантовая часть динамики сосре
доточена в обработке пиков. 

Фиксация понятия реальной частицы означает выбор типа взаимодей
ствия, которое мы собираемся рассматривать. Например, если мы выбираем 
электроны и атомные ядра, то мы собираемся рассматривать электромаг
нитные взаимодействия. Эволюция сети во времени происходит по шагам 
и может быть представлена в виде цепочки S состояний этой сети, называ
емой сценарием: 

(5.40) 
Динамическая модель эволюции D является набором таких сценариев: D = 
= {81 , S2 , . • .  Sh}· Модель D является предметом эвристики селекции. Это 
значит, что мы можем применять к разным сценариям методы группировок, 
мутаций, выбраковки, - то есть генетических вычислительных методов. 
Шаги вида Nз --+ Nз+l мы будем подразделять на два типа: простая эволю
ция и перестройка. В первом случае набор реальных частиц не меняется. 
Это означает, что сеть эволюционирует по описанным в предыдущем пара
графе правилам: происходит свободный полет всех частиц, испускание или 
логлощение экземпляров фотонов. При этом нити переходят сами в себя, 
то есть часпщы не могут превращаться друг в друга (испускание или по
глощение фотона не в счет). При эволюции меняются только собственные 
связи, что означает распад запутанных квантовых состояний и образование 
новых запутанных состояний. Перестройка означает изменение реальных 
частиц: например, слияние двух протонов с образованием ядра гелия и фо
тона. При . перестройке меняются нити. Например, слияние двух протонов 
означает, что вместо двух нитей получается одна - но соответствующая 
ядру гелия. Для перестройки существует точный количественный крите
рий: например, мы будем считать, что она происходит тогда и только тогда, 
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когда расстояние между соседними экземплярами в одной нити превысит 
некоторый порог �rebuild· Казалось бы, установление точного порога про
тиворечит принципу конструктивного математического анализа. Но это -
мнимое противоречие. Реальная эволюция получается после генетической 
процедуры отбора над сценариями, входящими в одну модель. В таких 
сценариях начальные параметры (состояния частиц в начальный момент) 
распределены случайно, и потому точность выбора �rebuild нивелируется 
этим усреднением; мы всегда можем, уточняя результирующий сценарий, 
взять меньшее зерно пространствеиного разрешения, выбрать новые рои, 
как это указано выше, и рассмотреть новую модель динамики с новыми, 
более точными сценариями, то есть всегда можно выбрать большую точ
ность приближения реального сценария, что и требуется в конструктивиз
ме. При больших ускорениях тонкого слоя, характерных, прежде всего, для 
«взрывов пиков», вероятность перестройки возрастет.31 

Рис. 5.7. Динамика сети в реакции Н2 + О -+ Н2О (показана нить одного электрона) 

Покажем, как наша эвристика для изменения сети выглядит при про
стейшем распаде квантового состояния, вызванном декогерентностью. Мы 
рассмотрим, для определенности, электрон, находящийся в основном со-

31 Было бы интересно проследить, до какой степени роевая динамика со «взрывами пиков» 
способна служить моделью иревращения реальных частиц. 
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стоянии в поле двух кулоновских центров (например, молекулярный ион 
водорода), расстояние между которыми увеличивается с течением времени. 
Будем представпять нить, соответствующую электрону, в виде кольца. Это 
совершенно безразлично в смысле соответствия уравнению Шредингера, 
но удобно тогда, когда речь идет о стационарных состояниях. Удобно так
же считать, что «взрыв пиков» есть просто возникновение пекоторой силы 
отталкивания между ближайшими экземплярами роя, переносимой с по
мощью экземпляров фотона, который излучается одним экземпляром заря
женной частицы и тут же поглощается соседним ее экземпляром в нити. 
Тогда у нас получится, что если излучающий экземпляр является крайним 
в нити, то появившийся экземпляр фотона просто вылетит за ее пределы. 
Пусть фотон образуется при иревышении порога d для расстояния между 
соседними экземплярами в рое. Тогда эволюция сети, включающей экзем
пляры электрона и фотона, будет выглядеть так. Расстояние между экзем
плярами по мере расхождения кулоновских центров будет увеличиваться 
до тех пор, пока в пекоторой точке нити оно не иревзойдет d, и тогда 
будет излучен экземпляр фотона, что эквивалентно разрыву нити. После 
разрыва мы можем предположить, что нить какое-то время сохраняет рас
стояния меньше d между экземплярами, так что нового излучения фотона 
не происходит. Тогда движение нити определяется отдачей от испущенного 
экземпляра фотона и нить соскочит с того кулоновского центра, в окрестно
сти которого произошел ее разрыв. Поскольку начало нити первоначально 
определяется произвольно, у нас получится, что вероятность роя электрона 
оказаться около каждого из кулоновских центров будет пропорциональна 
числу экземпляров, которые находились в окрестности этого центра с са
мого начала. Напомним, что число экземпляров в единице объема является 
плотностью роя и она должна приближенно совпадать с ) ФР.  Это и дает 
нам согласование с правилом Борна для вычисления квантовых вероятно
стей перехода в одно из основных стационарных состояний: около первого 
или около второго кулоновского центра при распаде основного состояния 
в поле двух кулоновских центров. Разумеется, эти рассуждения не являются 
строгими. 

Рассмотрим процесс ассоциации атома водорода и протона в моле
кулярный ион водорода. Сначала рассмотрим модель Борна- Оппенгейме
ра, то есть будем считать протоны классическими частицами, а квантовый 
электрон, находящийся в основном состоянии в поле двух кулоновских цен
тров, - источником притягивающего потенциала между ними. График по
тенциальной энергии двух протонов с учетом притяжения их электроном 
и кулоновского отталкивания выглядит так, как показало на рисунке 4.3. 
Если рассмотреть просто движение ядер в данном потенциале, ассоциации 
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не nроизойдет никогда, в силу закона сохранения энергии. Самая nростая 
модель ассоциации заключается в том, что мы считаем, что потенциал дей
ствует, только если два nротона находятся в так называемом связанном со
стоянии. Связанное состояние двух протонов возникает из несвязанного, 
если расстояние между протонами становится меньше пекоторой грани
цы d, и переходит снова в несвязанное, когда это расстояние становится 
больше некоторого большего числа D > d. В этом случае у нас будет nро
исходить ассоциация двух nротонов в молекулярный ион. 

С точки зрения сети это выглядит так. Сначала электронная нить бы
ла навита клубком вокруг одного из nротонов. Сближение двух протонов 
вызывает прыжок электронной нити, которая будет двигаться в окрестно
сти этих двух протонов одновременно. Такой nрыжок происходит при пре
одолении барьера d. Нить продолжает охватывать собой оба nротона, если 
расстояние R между ними меньше D, и соскакивает на один из прото
нов только после того, как расстояние иревзойдет этот порог: R > D. Та
кой сценарий выглядит достаточно правдоподобно для того, чтобы служить 
в качестве элемента эвристики.32 

5.14.1. Указатели 

Для описания динамики сети во времени полезным инструментом мо
жет быть явное выделение для всякого экземпляра реальной частицы дру
гих экземпляров, с которыми он связан связями. Тогда динамика сети может 
быть описана как изменение этих указателей. Мы не будем давать общего 
алгоритма для такой смены, а вместо этого рассмотрим один пример, в ко
тором динамика указателей помогает построить качественную динамиче
скую картину. 

Этот пример - зависимость стабильности атомного ядра от состоя
ния электронной оболочки. Такая зависимость неожиданна с точки зрения 
КЭД, поскольку энергии электростатического взаимодействия электронов 
с ядром на много порядков ниже энергии внутриядерных взаимодействий 
нуклонов. Эксперимент заключается в накачке ядра нейтронами, при ко
тором оно переходит в пограничное состояние, которое стабильно толь
ко nри заполненных электронных оболочках. При ионизации такого атома 
немедленно начинается распад ядра, то есть вылет из него нейтронов. Это 
ясно говорит о наличии связи между электронами и протонами, которая 
влияет также и на межнуклониые взаимодействия. Отметим, что вряд ли 

32Эта простейшая химическая реакция - переход электрона - некоторыми химиками ас
социируется с метанием гарпуна. Визуальная модель этой реакции подтверждает такую ана
логию. Возможно, более правильное сравнение было бы с метанием аркана, так как здесь 
ситуация будет более равноправной. 
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можно надеяться объяснить данный процесс «гидродинамическим» давле
нием электронов на ядро, которое уменьшается при ионизации, делая ядро 
нестабилъным, подобно тому, как удаление атмосферы приводит к испа
рению водоемов планеты. Дело в том, что размеры электрона существен
но больше, чем у ядра (его магнитный момент значительно больше, при 
меньшей массе). Поэтому «гидродинамическиЙ)) способ построения моде
ли данного процесса встречается с серьезными затруднениями. 

Мы рассмотрим подход к моделированию этого процесса в терминах 
сети. Пусть заряд ядра равен k и в нем q нейтронов. При этом кванто
вым миром модели будет кортеж экземпляров всех нуклонов и электронов, 
входящих в атом: 

(5.41) 

Здесь верхний индекс обозначает вид экземпляра (протон, нейтрон или 
электрон), в нейтральном состоянии атома k = k', в ионизированном 
k' < k. Введем дополнительное предположение, согласно которому ука
затели экземпляров такого кортежа устроены так, что экземпляр любой ре
альной частицы указывает на экземпляр небольтого числа других частиц 
(2-3), которые остаются неизменными независимо от выбора этого экзем
пляра (то есть собственные связи некоторым образом регламентированы). 
Для нейтрального атома указатели должны оставаться в стабильном состо
янии, так как здесь ничего не происходит. Ионизация (отъем электронов) 
приводит к неизбежному изменению указателей, так что в ионизированном 
атоме уже нельзя утверждать, что они останутся неизменными. Возникший 
дефицит электронов должен привести к тому, что возникнет конкуренция 
за них со стороны протонов, что приведет к постоянной смене указателей. 
Неизбежность постоянной смены указателей вытекает из модели динамиче
ской диффузии, так как отсутствие электрона - дырка - должна вести себя 
подобно электрону, то есть проявлять квантовые свойства, в частности, ее 
<<рОЙ)) должен расnлъ1ваться со временем. 

Разумеется, это никоим образом нельзя трактовать как «объяснение)) 
данного эффекта, а исключительно как указание на возможность получения 
такого процесса при моделировании на основе коллективного поведения. 

Для связей между экземплярами можно ввести некоторое подобие 
упругих сил, которые должны квантоваться так, что связь разрывается при 
иревышении некоторого порога нагрузки, который можно назвать прочно
стью данной связи. Тогда отсутствие реального электрона должно, в силу 
описанного механизма, приводить к небольюому росту напряжения связей 
внутри кортежа (5.41). Если прочность связи между экземплярами прото
нов и нейтронов ниже такой нагрузки, это приведет к ее разрыву. 
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Эта модель чисто эвристическая, и она не может дать никаких числен
ных результатов до тех пор, пока мы не определили численные параметры, 
соответствующие связям. Тем не менее, такое описание данного процес
са, по-видимому, позволяет строить его визуальную картинку, в отличие 
от других вариантов объяснения, а это является аргументом в пользу ме
тода коллективного поведения. Надо отметить, что метод коллективного 
поведения не ограничен КЭД, поскольку динамика сети в данном случае 
определяется также и ядерными силами. 

Итак, мы в общих чертах показали, как должны выглядеть в методе 
коллективного поведения - на языке сети - распад основного состояния 
электрона в молекулярном ионе водорода, с испусканием фотона, а так
же логлощение свободного электрона кулоновским полем протона. Данную 
эвристику можно использовать и в более сложных случаях, и это требует 
применения компьютеров. Важно отметить, что описанная картина выходит 
за пределы стандартной квантовой теории. В квантовой электродинамике 
можно рассмотреть данную и аналогичные ей простые задачи в терминах 
волновых функций. Это стандартное рассмотрение не может бьпь масшта
бировано на случай нескольких частиц (даже 3) по фундаментальным при
чинам. Предложенный нами путь свободен от этого изъяна. Этот конструк
тивный путь содержит такие понятия, как экземпляры и нить, которых нет 
в стандартном формализме и которые позволяют произвести конструктив
ное «изображение» процессов такого рода, которое бы обладало свойством 
масштабируемости: аналогично можно рассматривать и более сложные си
стемы. 

5.14.2. Разделение пространствеиных и спиновых переменных 

Рассмотрим с точки зрения коллективного поведения пример с ме
ханическим персмещением магнита, где его магнитное поле, создаваемое 
состоянием электронных спинов, персмещается вслед за самим магнитом. 
Стандартный гильбертов формализм не позволял рассматривать эту задачу 
единым образом с состояниями отдельных электронов, поскольку персме
щение не действовало на спиновые переменные. Это серьезная проблема 
стандартного формализма. Единственным способом действия на спиновые 
переменвые является спинорбитальное взаимодействие, которое очень ма
ло, и с его помощью нельзя объяснить эффект поворота магнитного поля 
вслед за механическим персмещением магнита. 

В методе коллективного поведения кусок металла представляется в ви
де сети. Каждый квантовый мир этой сети охватывает все экземпля
ры частиц, участвующих в данном процессе. Пусть этот мир имеет вид 1 2 n Е 

v 
si1 , si2 , • • •  , siп

, где n - число всех частиц. ели такои мир принадлежит 
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тонкому слою, он участвует в динамической диффузии со другими мирами 
тонкого слоя, обмениваясь с ними импульсами. Пусть число всех частиц n 
мало. Тогда центр масс данного мира смещается на расстояния такого же 
порядка дх, что и отдельные экземпляры. Если же n велико, это смеще
ние будет гораздо меньше, потому что суммарная масса такого мира будет 
больше. 

Орбитальный момент одного электрона является настоящим момен
том импульса роя экземпляров, представляющих данный электрон. Спин 
электрона также можно представить как момент импульса, но только если 
мы предположим, что электрон состоит из нескольких частей, отстоящих 
одна от другой на расстояние д8х << дх.33 Поэтому, строго говоря, не су
ществует отдельных спинового и координатного пространства состояний. 
Конфигурационное пространство едино, и спин автоматически оказывается 
связанным с пространствеиными координатами. 

Пусть в рассматриваемой системе мало частиц, например, это электрон 
в атоме, находящемся в вакууме. Тогда не существует длинных собственных 
связей, соединяющих его с экземплярами частиц, входящих в систему от
счета. Спин остается неизменным, даже если мы изменим состояние элек
трона, например, если он приобретет дополнительный орбитальный мо
мент. В этом случае мы можем считать, что есть отдельные пространства 
состояний спина и координатного пространства самого электрона, как это 
и предполагается в нерелятивистской квантовой механике. Если же такие 
связи есть, как в целом куске металла, то это означает, что образовались ми
ры с большой массой. Эти миры составлены из экземпляров атомов куска 
металла, связанных связями. И квантовое поведение этих новых миров та
ково, что сеть для них должна иметь очень малое зерно пространствеиного 
разрешения дх, которое теперь будет сравнимо с д8х.34 Тогда у нас полу-

33Представление об элементарности электрона обычно делается на основе манипуляций 
с уравнением Дирака, из которых находится магнитный момент электрона с большой точ
ностью, чего не получается в случае протона. Из этого обычно делается вывод о том, что 
электрон есть истинно элементарная частица, а протон - нет. Этот вывод дополнительно 
подкрепляется кварковой структурой нуклонов, отчетливо проявляющейся при рассеянии на 
них. Это, тем не менее, совсем не значит, что электрон элементарен. Его большой магнитный 
момент говорит как раз об обратном. Просто его структура может быть очень однородной, 
в отличие от кварковой структуры нуклона. В любом случае, поскольку коммутационные со
отношения для спинов совпадают с таковыми для классических моментов, моделирование 
спинов с помощью таких приемов является вполне законным. Важно лишь соблюдать все 
положения КЭД. Представление спинов в координатном пространстве и следующая из него 
простая модель большого ансамбля спинов говорит в пользу этого пути. 

34Это вытекает из формулы (4.19): если масса большая, волновая функция рас1шывается 
медленно. Надо выбрать некоторое зерно по координате х и суммировать амплитуды, полу
ченные по формуле ( 4. 19), внутри этих зерен. На большом расстоянии от нуля вклады исчезнут 
благодаря нарастающей деструктивной интерференции. 
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чится связь спина с механическим перемещением. Таким образом, здесь 
не будет отдельного координатного и спинового конфигурационного про
странства, то есть мы должны рассматривать процесс в общем виде. 

Вообразим себе вращающийся волчок, касающийся твердой поверх
ности пола. Если у нас есть возможность только очень грубых манипуля
ций, захватывающих всю комнату, где происходит эксперимент, например 
вращение всей этой комнаты, волчок будет сохранять свое положение не 
относительно комнаты, а относительно неподвижных звезд, то есть будет 
испытывать мгновенное вращение, а также прецессию и нутацию своей 
мгновенной оси вращения, как если бы комнаты не было вовсе. Примерно 
это происходит при движении электрона внутри атома, где спин практиче
ски не зависит от орбитального движения. Но если у нас есть возможность 
манипуляций с меньшим зерном разрешения, так что мы способны держать 
волчок за его ось, то ситуация будет иной. Мы сможем изменить положение 
этой оси относительно комнаты, например, заставив эту ось точно следо
вать за поворотом всей комнаты. Это и происходит в куске металла, где 
магнитное поле сохраняет свою ориентацию относительно самого куска, 
а не удаленных звезд. 

Можно ли достигнуть эффекта близости О8Х ;:::;J ох, не прибегая к рас
смотрению многочастичных ансамблей? Да. Для этого надо разогнать ча
стицу, чтобы длина ее волны де Бройля оказалась сравнимой с О8х. Это 
означает релятивистское рассмотрение электрона, при котором, действи
тельно, координатные и спиновые переменные фактически оказьmаются 
в конфигурационном пространстве единого гильбертона пространства кван
товых состояний (см. [ 1 7]). 

Разумеется, приведеиное рассуждение о частях электрона должно рас
сматриваться как условное описание элементов административной части 
нашей модели, то есть применение такого метода не означает возможности 
«разделения» электрона на реальные части. Это обеспечивается нашим со
глашением о нитях, связывающих экземпляры одного роя (о том, что они 
имеют очень большую прочность). 

Масштабируемым рассмотрением является именно представление боль
шого ансамбля в виде сети экземпляров. Только такое представление дает 
нам согласие с принципом Галилея относительности движения. Движение 
координатных осей должно описываться в тех же терминах, что и движение 
рассматриваемой системы. Это требует единообразного подхода к большим 
и малым ансамблям, что у нас и получится в методе коллективного по
ведения. Стандартный же квантовый формализм рассматривает большой 
ансамбль (систему отсчета) и малый (квантовую систему) как две принци
пиально разные системы. 
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5.14.3. Связи как инструмент масштабирования модели 

Почему мы посвящаем так много внимания обсуждению связей между 
экземплярами? Дело в том, что связи есть важнейший элемент конструктив
ной модели, обеспечивающий ее масштабирование с малочастичных частиц 
на макроскопические ансамбли. Ничего подобного нет в стандартной мо
дели. Мы видели это на примере разделения спиновой и пространствеиной 
частей волновой функции. В действительности это только частный пример 
того, как квантовые представления могут применяться к макроскопическим 
объектам. Такое применение основано на образовании таких объектов из 
мелких частей, к которым непосредственно применим стандартный подход 
волновых функций (или обратный процесс распада). И в этом процессе 
центральным объектом является именно формирование собственной свя
зи между отдельными экземплярами атомов, объединяющей их в большие 
кортежи. 

Если большое количество атомов с волновыми функциями /Ф1 ) , 
jФ2 ) ,  • . •  , /Фп) ассоциируются с образованием твердого тела, то состояние 
такого тела описывается при классическом подходе движением центра масс, 
а также тремя угловыми скоростями, то есть львиная доля информации 
об исходных состояниях атомов полностью утрачивается. Дело не меня
ет и вылет фотонов. Для описания стандартными методами получившегося 
макроскопического ансамбля, то есть волновой функции jФ (r1 , r2 , . . .  , rп)) ,  
не хватит всех компьютеров мира. 

Но если мы пользуемся конструктивным подходом, ситуация изменит
ся! Предположим, что мы можем хранить в памяти компьютера порядка n 
объектов. 35 Тогда мы сможем работать с сетью экземпляров, представляю
щей квантовое состояние данного макроскопического тела, то есть учиты
вать именно квантовые эффекты, происходящие между его частями. Вза
имодействие миров через несобетвенные связи обеспечивает нам возмож
ность работать не только с состояниями типа W или G Н Z, но и с более 
сложными. Это критически важно для анализа поведения такого тела, на
пример, динамики его разрушения при нагрузках, и т. д. У нас есть потенци
альная возможность (только возможность!) проследить влияние на течение 
макроскопического процесса отдельного атома внутри такого тела и даже 
состояний отдельных частей внутри атома. Эту возможность нам дает ис
пользование связей. 

Из примера, рассмотренного в предыдущем параграфе, видно, что при 
формировании связи изменяется зерно пространствеиного разрешения, ха-

35 Для макроскопических тел и n может оказаться слишком большим. В главе, посвященной 
ПКЕ, мы обсудим эту тему. 
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рактеризующего рассматриваемый процесс, то есть чем связь больше, тем 
это зерно меньше. Это может быть использовано для проверки различных 
гипотез о строении пространства на очень малых расстояниях с помощью 
доступной техники макроскопических размеров. Это может стать доступ
ным в ходе совершенствования компьютерных моделей. 

Ilонятие связи есть центральное понятие конструктивной квантовой 
теории. Ilопытаемся понять неизбежность введения этого понятия, про
слеживая шаг за шагом воображаемое моделирование динамики квантовых 
систем многих частиц без использования связей. Итак, предположим, что 
мы решили моделировать такую динамику, опираясь на понятие волновой 
функции единичной частицы. Тогда все взаимодействие между частицами 
сводится к действию потенциала, который вычисляется стандартным усред
нением по их волновым функциям. Для того чтобы у нас получилась прав
диван картина, переходящая в макроскопическое описание, например, твер
дого тела, которое получается в результате фазового перехода, мы должны 
прийти к описанию отдельных атомов не с помощью волновых функций, 
а с помощью обычных координат. 

Можем ли мы надеяться на достижение этого необходимого резуль
тата в такой воображаемой модели? Рассмотрим отдельный атом в нашей 
модели. Ilредположим, что мы в какой-то момент описали его положение 
с помощью задания его координат х, у, z. Например, это окажется необ
ходимым, если он сам входит в систему координат, в которой мы хотим 
рассматривать какой-нибудь частный процесс. Как только мы это сделали, 
данный атом приобретет скорость, достаточную не только для вылета из 
рассматриваемой системы, но и для вылета из нашей Галактики! Ilодчерк
нем, что такая скорость возникнет автоматически как результат того, что 
у атома на каком-то шаге появились его точные координаты. Соотношение 
неопределенности «координата-импульс» невозможно устранить ни при ка
кой интерпретации квантовой теории. Например, мы можем пользоваться 
методом роя для отдельных атомов. Тогда фиксация положения атома бу
дет означать возникновение огромной интенсивности обмена импульсами 
между его экземплярами (что, согласно определению динамической диф
фузии, включает спонтанное приобретение таких импульсов), что делает 
бессмысленным продолжение такого рассмотрения. Атом будет находить
ся в буквальном смысле «неизвестно где», причем скорость расплывания 
его волновой функции, если мы ее введем с помощью зерна пространства 
и времени, никак не будет зависеть от других частиц. 

Совершенно иную картину дает нам наличие связей между экземпля
рами разных атомов. Возникновение связи означает рождение новой части
цы, с массой, равной сумме масс ее компонентов. Это автоматически ведет 
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к тому, что такая же, как и в случае отдельного атома, неопределенность 
в импульсе приведет к гораздо меньшему разлету экземпляров этой самой 
новой частицы. Если она достаточно велика, это означает, что ее положе
ние изменится на ничтожную величину, то есть мы получим возможность 
фиксировать положение отдельных атомов, при условии, что они связаны 
связью. Фактически, именно связь берет на себя огромную неопределен
ность в импульсах атомов, так как связь перераспределяет эти импульсы 
между всеми экземплярами данного эвереттовского мира. 

5.15. Реакция ассоциации двух атомов 

5.15.1. Описание в стандартном формализме 

Рассмотрим метод коллективного поведения для нескольких частиц на 
одном простом примере. Это будет рассеяние протона на атоме водорода. 
На неподвижный в выбранной системе координат атом водорода, состоя
щий из протона и электрона, налетает с некоторого большого расстояния 
другой протон. Основными каналами такого рассеяния будут следующие: 
распад системы (образование двух отдельных протонов и отдельного от них 
электрона), сохранение вида продуктов (на выходе один протон и отдель
ный от него атом водорода) и формирование молекулярного иона водорода 
из двух протонов и связывающего их электрона. Сохранение вида продук
тов может произойти двумя пуrями: электрон остается в первоначальном 
атоме водорода или переходит к протону. Последний канал называют пере
зарядкой, несколько кадров визуализации его моделирования методом кол
лективного поведения приведены на рис. 5.8. 

Рис. 5.8. Перезарядка при рассеянии протона на атоме водорода. Рисунок из ста
тьи [28] 
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Отметим, что в реальных экспериментах с молекулярными пучками 
последний канал практически отсутствует, так как для его наличия необхо
дима очень маленькая относительная скорость протона. Если бы мы взяли 
вместо протона второй атом водорода, то канал с образованием молекулы 
реально наблюдался бы в экспериментах, и все нижесказанное можно бьшо 
бы проиллюстрировать на таком реальном примере. Мы, тем не менее, рас
смотрим именно налетание протона как модельную задачу по технической 
причине: она предусматривает только 4 вышеописанных канала, в отличие 
от задачи с нейтральными атомами, где каналов гораздо больше. 

Рассмотрим сначала канал образования молекулярного иона водоро
да. 36 Мы сделаем следующие упрощающие предположения (от которых мы 
потом избавимся): 

1 )  протоны, атом водорода и молекулярный ион водорода считаем клас
сическими частицами, которые характеризуются только своими коор
динатами и импульсом; 

2) в течение всей реакции электрон находится в основном состоянии в по
ле двух протонов; 

3) происходит неупругое рассеяние, в котором каким-то образом теряется 
энергия (это необходимо для того, чтобы ассоциация двух протонов 
вообще произошла). 

Такая грубая модель позволяет построить удовлетворительный видео
фильм реющии ассоциации молекулярного иона водорода. Вместо этой гру
бой схемы можно использовать более рафинированные рассмотрения, учи
тывающие переходы между основными состояниями электрона у каждого 
отдельного протона (схема Ландау - Зинера), но это пока для нас не суще
ственно. Главное - протоны рассматриваются как классические точечные 
частицы, которые в ходе реакции сцепляются в одну новую частицу. При та
кой постановке начальное состояние системы будет полностью определять 
ее конечное состояние, что, конечно, не имеет места в действительности. 
Для построения более реалистичной модели надо учитывать квантовый ха
рактер самих ядер. 

Как данная реакция рассматривается в стандартном формализме? Обо
значим через IФ�uc 1 ) j-e базисное состояние первого ядра, - IФ�uc 2) через 
k-e базисное состояние второго ядра, а через IФ�1 ) - s-e базисное состояние 

36Этот канал не наблюдается в реальных экспериментах с молекулярными пучками, потому 
что для того, чтобы он имел заметную вероятность, взаимная скорость должна быть очень 
маленькой (см. [56]). 
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электрона (или системы электронов, если речь идет о столкновении ато
мов). Электронное состояние еще называют электронным термом, посколь
ку с его помощью можно подсчитать энергию взаимодействия двух ядер, 
если считать электрон не как отдельную частицу, а как некий фактор, по
рождающий потенциал притяжения между двумя протонами, которые без 
этого фактора просто отталкивались бы друг от друга в силу кулоновского 
поля. 

Пусть сначала центр масс системы ядер (вклад в центр масс электро
нов в силу их легкости не учитываем) неподвижен. Тогда мы можем счи
тать, что j есть просто расстояние первого протона до центра масс и пара 
углов, определяющих его точные координаты. Тогда можно считать, что 
в волновую функцию системы «протоны + электрон» входят только слага
емые с j = k, так как позиция первого протона однозначно определяет 
позицию второго. Далее, электронный терм, вообще говоря, зависит от рас
стояния между протонами, то есть мы также можем принять, что в общее 
состояние входят только слагаемые с j = s. У нас получится волновая 
функция всей системы вида 

l ?j1H2+) = L Лj l?jJt.uc 1 '  ?jJt.uc 2?j1�l ) . 
j 

Таким образом, в процессе ассоциации общая волновая функция оказыва
ется запутанной как между ядрами, так и между ядрами и электроном. 

Теперь вспомним о центре масс всей системы. Если мы рассматриваем 
протоны как квантовые частицы, то мы обязаны так же рассматривать и их 
центр масс. Но тогда вывод о равенстве j = k = s будет уже неверным, 
и волновая функция системы приобретет законченный вид 

1Фн2+) = L Лj,k,s l ?jJt.uc l , ?jJ�uc 2?j1�! ) ·  (5.42) 
j,k,s 

Сам процесс описывается так: при сближении ядер, электрон, перво
начально находившийся в состоянии ls (к примеру) около одного из ядер, 
переходит в основное состояние в поле двух ядер, одновременно испуская 
фотон и таким образом теряя энергию. Возникает так называемое связанное 
состояние двух атомов. 

В процессе ассоциации принципиальную роль играет запутанность 
состояния как между ядрами, так и между ядрами и электроном. Дей

ствительно, предположим, что нам как-то удалось свести IФgen) к виду 

IФnuc l ) IФnuc 2) , где в ядерные состояния входят и электронные. Тогда мы 
получили бы такую ситуацию, когда движение двух атомов описывается 
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межатомным потенциалом. Независимо от формы этого потенциала, если 
атомы сближаются из бесконечности, они должны после взаимодействия 
удалиться снова на бесконечность по закону сохранения энергии. То есть 
ассоциации не произойдет. 

Когда одно ядро сближается с другим и возникает запутанное состоя
ние с электронами, мы уже не можем говорить о энергии ядер, ее просто 
не существует. Есть только энергия всей системы «ядра + электроны + фо
тоны». Именно запутанность позволяет перераспределить первоначальную 
кинетическую энергию ядер в энергию вылета электрона (в случае распада 
системы) или в энергию фотонов (в случае ассоциации в молекулу). 

Итак, вся химия построена на существовании запутанных состояний. 
Но в стандартном формализме нет терминов для детального описания ре
акции ассоциации. Именно по этой причине отсутствуют эффективные мо
дели химических реакций, основанные на стандартном формализме. 

Метод коллективного поведения дает нам необходимые средства для 
описания ассоциации. Образование кортежей экземпляров происходит скач
ком, из-за дискретности конфигурационного пространства электронов, 
в момент сближения атомов. Таким образом, мы работаем с некоторым 
числом различных кортежей вида «экземпляр первого протона, экземпляр 
второго протона, экземпляр электрона». Но мы можем вообще исключить 
электроны из явного рассмотрения, подразумевая, что они есть только фак
тор, связывающий ядра. 

Исключение из рассмотрения электрона как частицы совершенно не 
принципиально и делается только для простоты иллюстрации. Если пер
вый выбор пар (экземпляр первого протона, экземпляр второго протона) 
сделан так, что во многих сформированных парах протоны отстоят друг 
от друга на расстояние, сильно отличающееся от дистанции r0 между про
тонами в стабильном состоянии молекулярного иона, то протоны в таких 
парах разлетятся на большое расстояние друг от друга, причем так, что эти 
пары окажутся в разных группах после нашей процедуры группировки. По
сле нескольких итераций нашего процесса выбора сценариев это приведет 
к росту числа пар, в которых межпротонное расстояние близко к ro , и мы 
в результате получим преимущественное количество пар, которые и фор
мируют молекулярный ион водорода. 

В том случае, когда начальные положения первого протона и атома во
дорода далеки, эта схема должна быть расширена. Здесь мы должны при
нимать во внимание также и фотоны, рожденные этой системой, которые 
при вылете уменьшают ее энергию, делая возможной ассоциацию в моле
кулу. Фотоны без особых проблем включаются в сформулированную схему 
отбора квантовых состояний, но для их рассмотрения надо немного рас-
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Рис. 5.9. Плотность распределения экземпляров пар протонов в зависимости от 
межъядерного расстояния при ассоциации молекулярного иона (рисунок из рабо
ты [5]) 

ширить наш формализм, добавив в базисные состояния время. Это сделано 
в следующем параграфе. Здесь же отметим, что для грубого моделирования 
процесса ассоциации точный учет вылетающих фотонов не является необ
ходимым. Мы можем заменить их некоторым родом трения, а также разбить 
временной интервал Ь..t на меньшие сегменты так, чтобы на последнем из 
них пространствеиные положения реагентов бьши уже достаточно близки 
для применения описанной процедуры отбора. Это, разумеется, даст только 
очень грубую картину процесса ассоциации. Ее более точное рассмотрение 
требует прямого включения в данную модель фотонов. 

Описанная нами модель симуляции химической реакции ассоциации 
касается базисных понятий квантовой механики. Она использует много
мировую картину квантовой физики Эверетта. Каждый кортеж, состоящий 
из экземпляров реальных частиц, представляет отдельный квантовый мир. 
Отдельные миры взаимодействуют друг с другом, так что процесс отбора 
играет роль арбитра в этом взаимодействии. Само же взаимодействие че
рез механизм динамической диффузии представляет собой точную форму 
иреквантовых полей, порождающих видимую квантовую динамику. 

5.15.2. Общая методология коллективного поведения 

Как применить к рассматриваемому случаю метод коллективного пове
дения? У нас должна происходить потеря энергии, без которой ассоциация 
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невозможна, что говорит о том, что либо из системы вылетают электро
ны, либо вылетают фотоны (в действительности фотоны вылетают всегда). 
Поскольку мы игнорируем электроны как настоящие частицы, будем пред
полагать, что вылетают фотоны, и по кажем, как можно было бы учесть этот 
канал потери энергии. 

Известно множество реакций, для которых необходимым условием яв
ляется лазерное излучение или видимый свет. В этих случаях естественно 
включать фотоны в описание таких реакций. Однако многие реакции идут 
без внешних источников фотонов. Формализм, нужный для описания хи
мических реакций, происходящих без участия внешних источников фото
нов, не должен содержать экземпляров фотонов. При стандартном описа
нии в рамках квантовой химии подобные реакции идут либо при условии 
уменьшения потенциальной энергии реагентов, либо при наличии внеш
них источников тепла, то есть под действием кинетических соударений. 
Мы рассмотрим, как можно было бы облегчить введенный нами форма
лизм коллективного поведения для случая реакций, идущих без внешнего 
источника фотонов. 

Здесь мы будем рассматривать усеченную версию роя КЭД, которая 
получается из полного роя вида (5.38) исключением из кортежей всех эк
земпляров фотонов. Назовем такой рой усеченным роем КЭД. Он отлича
ется от обыкновенного роя для ансамбля частиц только тем, что в атрибуты 
всех экземпляров входит время и кортежи сгруппированы по принципу со
хранения истории каждого кортежа, как это указано выше. Посмотрим, что 
произойдет, если мы применим к такому рою процедуру отбора квантовых 
состояний, сформулированную в предыдущем параграфе. 

Допустим, мы рассматриваем ассоциацию двух протонов в молекуляр
ный ион водорода, как и выше, и пусть r0 есть радиус стационарного состо
яния протонов в таком ионе. В одну клетку объединяются кортежи с близ
кими значениями как координат, так и времени, поскольку теперь, в отли
чие от случая простой квантовой механики без фотонов, у нас в атрибутах 
экземпляров присутствует время t. Теперь в одной клетке конфигураци
онного пространства у нас окажутся кортежи с разным временем t. Это 
означает более тонкое различие кортежей, чем в рассмотренном ранее слу
чае, когда времени не было, то есть кортежи различались исключительно 
по пространствеиным положениям экземпляров. 

Действительно, предположим, что кортежи из двух экземпляров s1 ,  s2 
двух протонов имеют такие координаты экземпляров, что расстояние меж
ду экземплярами сильно отличается от r0, и они имеют разное значение 
времени. Назовем такие кортежи неканоническими, а другие, у которых 
расстояние между экземплярами близко к r0, назовем каноническими. То-
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гда в течение малого промежутка времени D.t, на котором рассматривается 
перераспределение кортежей в результате отбора, два экземпляра вида 

(5 .43) 

с разным временем t(c1 ) f= t(c2) сильно разойдутся по пространству -
гораздо сильнее, чем такие пары кортежей, у которых расстояние меж
ду экземплярами близко к r0 (см. рис. 5 . 10). Это произойдет в силу того, 
что r0 есть расстояние, обеспечивающее положение устойчивости молеку
ле. Таким образом, в процедуре отбора неканонические кортежи подверг
нутся расформированию с большей вероятностью, чем канонические. Это 
соответствует полному варианту отбора с участием экземпляров фотонов. 
Действительно, представим движение кортежа во времени как движение 
гармонического осциллятора. Для неканонических кортежей амплитуда ко
лебаний и, следовательно, ускорение протонов будут больше, чем для кано
нических. Поскольку вероятность испускания фотона увеличивается с ро
стом ускорения протонов, мы получим, что вероятность испускания экзем
пляра фотона будет больше для неканонических кортежей. Поскольку ис
пускание экземпляра фотона сразу добавляет заполненное новое измерение 
в конфигурационное пространство (не испущенный экземпляр фотона, по 
определению, имеет те же координаты, что и соответствующий экземпляр 
частицы), группы, содержащие неканонические кортежи, окажутся меньше 
по числу элементов, чем группы, содержащие канонические кортежи. Это 
и приведет к возрастанию доли кортежей, соответствующих молекуле. 

v 111 ci 
о о 

cf ci о о 

Рис. 5 . 10. Разное расхождение экземпляров во времени 
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Заметим, что описанный путь образования молекулы при моделирова
нии с явным учетом времени - грубее, чем полная модель с явным учетом 
фотонов. Например, здесь мы совершенно не учитываем поляризацию ис
пущенных фотонов и эффекты, которые могут при этом возникнуть. Но 
такая урезанная модель гораздо проще в работе, так как нам здесь не надо 
явно производить операцию испускания фотона, как в полной версии. То 
есть урезанная версия оперирует только с экземплярами химических объ
ектов - атомных ядер (и, возможно, электронов, если по приведеиному 
образцу рассмотреть реакцию переноса электрона с атома на атом). 

5.15.3. Как практически строить модель ассоциации 

Посмотрим теперь на модель ассоциации с практической точки зрения. 
Будем снова, для простоты, игнорировать электроны как самостоятельные 
частицы, рассматривая их только как фактор, создающий между атомами 
потенциал типа леннард-джонсоновского. Сначала у нас имеются незапу
танные состояния двух атомов, а в результате реакции появляется запутан
ное состояние этих атомов, которое следует рассматривать как молекулу, 
являющуюся результатом данной реакции. 

Что мы реально хотим от компьютерной модели, помимо вычисления 
сечений рассеяния в зависимости от скорости и прицельного расстояния? 
Мы хотим, чтобы она была масштабируемой: то есть чтобы в ней было яв
но указано, как поступать в случае, если вместо рассматриваемых атомов 
у нас будут молекулы, причем все более и более сложные, так что в кон
це концов получится тело макроскопических размеров. Например, нам бы 
хотелось, чтобы наша модель, в принципе, годилась бы для описания фа
зовых переходов, например, из жидкости в твердое тело. Требование мас
штабируемости важнее, чем точность вычисления сечений рассеяния, так 
как в случаях сложных молекул нам будет важен динамический сценарий, 
то есть ответ на вопрос: что получится в результате данного столкновения? 

Продукт реакции, молекула, сложнее, чем каждый из исходных компо
нент, поскольку они не прекращают своего существования внутри нее. Мы 
должны указать способ дать описание молекулы, по сложности не превос
ходящее сложность описания исходных атомов. Молекула, в свою очередь, 
ведет себя как квантовый объект, но более сложной структуры. Допустим, 
мы решили ограничиться некоторыми типами волновых функций молеку
лы и их роевым описанием. Тогда надо указать, как именно возможные 
состояния исходных атомов влияют на параметры волновых функций мо
лекулы, так что если у нас будет больше вычислительных ресурсов, мы 
смогли бы уточнить это описание, расширив класс рассматриваемых вол
новых функций. 
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Рассмотрим самый грубый способ роевого представления, при котором 
всякий точечный атом представляется в виде пары его экземпляров. Если 
волновая функпия имеет единую фазу, не зависящую от координаты (это 
всегда выполняется, например, для основных состояний), мы будем счи
тать, что экземпляры просто неподвижны. При строгой ограниченности роя 
мы должны брать за основу не точность, которая обеспечивается постоян
но происходящей отдачей рою импульса тонкого слоя, а способность грубо 
приближать волновую функпию для любой частицы. Для этого мы ориенти
руемся на формулы (5.28), стремясь достичь наилучшего сходства с точной 
волновой функпией нашей грубой картинки, «нарисованной» с помощью 
только двух экземпляров. Например, перепад фазы означает скорость дви
жения экземпляров, величина модуля - их аккумуляцию в процессе дина
мической диффузии. Если фаза меняется на 1r, мы считаем, что экземпляры 
проходят через поверхность, где плотность роя равна нулю, и надо считать, 
что они принадлежат тонкому слою. Если на угол ф < 1r - это означает, 
что экземпляры движутся в области одной компоненты связности носителя 
роя. 

Рассмотрим преодоление квантовой частицей, представленной в виде 
двух ее экземпляров, потенциального барьера, превосходящего ее началь
ную кинетическую энергию. Пусть оба экземпляра первоначально находи
лись в одной ячейке конфигурационного пространства, то есть образовы
вали «пию>. Тогда дополнительная энергия, необходимая для преодоления 
барьера, берется из внутренней потенциальной энергии роя, которая пе
реходит в кинетическую энергию экземпляров его тонкого слоя при уско
рении его на градиенте плотности роя, происходящем при «взрыве пика». 
Как бы ни был высок барьер, при достаточно малом зерне бх мы полу
чим, что часть тонкого слоя барьер преодолеет. Мы можем представяять 
эту потенциальную энергию как энергию некой пружинки, соединяющей 
два экземпляра из тонкого слоя. Тогда получится, что один из экземпля
ров может получить дополнительную скорость за счет торможения другого 
и так преодолеть барьер. Дальнейшая эволюция реальной частицы зависит 
от разности nотенциалов Еь и Еа до и после барьера. Чем больше Еь - Еа, 
тем больше вероятность детектирования частицы после барьера, что соот
ветствует механике двух экземпляров, соединенных подобием пружинки. 
Отличие от волновой функции, вычисленной обычным путем, в явном ме
ханизме декогерентности, заставляющей экземпляры держаться вместе. 

Мы приходим к модели роя в виде экземпляров тонкого слоя, свя
занных некоторой пружинкой, напряжение которой имитирует потенциал 
плотности основной части роя. Тогда выпрямление сжатой пружинки ими
тирует размазывание волновой функции - «взрыв пиков», то есть эффект, 
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просто вытекающий из уравнения Шредишера. Но что соответствует сжа
тию пружинки? Для получения такого эффекта с помощью уравнения Шре
дингера нам попадобилось бы обратить гамильтониан, то есть рассмотреть 
вместо эволюции ехр( -iHt) эволюцию exp(iHt). Если обращение знака 
при потенциальной энергии не представляет принципиальной проблемы, 
то та же процедура по отношению к кинетической энергии сталкивается 
с трудностью. Реализация этого процесса представляла бы особый интерес 
и ценность. Здесь есть прямая аналогия с квантовым алгоритмом Грове
ра (см. приложение), при котором такой процесс сжатия амплитуды реа
лизуется методом квантового компьютиша. Это наводит на мысль о том, 
что такой процесс (в отличие от расплывания) требует многочастичности. 
В нашей модели сжатие пружинки выполняет ту же задачу, что и селек
ция квантовых состояний, при которых плотность концентрируется как раз 
в области «пиков». В любом случае представление тонкого слоя квантового 
состояния в виде пружинки представляется неплохим приемом для грубого 
моделирования квантовой динамики. 

Возьмем в качестве следующего примера три типа волновых функ
ций, полученных из основного и первых возбужденных состояний электро
на в водородаподобном атоме. Наши приемы приводят к динамике двух
экземплярнога роя, изображенной на рисунке 5 . 1 1 .  

_ _j_ 
1 

•.:;:===�·:е• 

2s 

2р 

Рис. 5 . 1 1 .  Динамика роя из двух экземiШЯров 

r 

Какие запутанные состояния можно построить из двух частиц, если 
ограничиться столь же простыми их видами? Нужно испробовать все типы 
спаривания экземпляров, при которых эти экземпляры участвуют - каждый 
в своей - в одночастичной диффузионной динамике. Такие виды спарива
ния, при одинаковой одночастичной динамике, будут отличаться друг от 
друга только тем, в какой момент мы произвели соединение пар экземпля-
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ров (см. рисунок 5. 12). Можно также получать и более сложные квантовые 

состояния вида L,: Aj J'Ф�imple ) из уже полученных нами I'Ф�imple ) ,  если счиj 
тать, что кортежи движутся согласно динамике J'Фj ) время, пропорциональ
ное J>..j J 2 . 

IOl) - 110) 

IOO) - 111) 

IO) 

IOl) + il lO) 

IO) 

Рис. 5.12 .  Альтернативные формы связей 

Такой способ «рисования» волновых функций использует только два 
экземпляра от каждой частицы. Эта форма коллективного поведения хо
роша тем, что все фундаментальные взаимодействия есть взаимодействия 
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двух частиц, и к тому же, генетический отбор сводится также именно 
к сравнению двух кортежей по степени их «важности» в представлении 
моделируемого процесса. 

Описание эволюции запутанного состояния также не представля
ет принципиальных затруднений. Рассмотрим два квантовых состояния 
IФ 1 )  = IOO) - 1 1 1 )  и IФ2) = IOl) - 1 10) ,  представленных сетями на рисун
ке 5 . 12 .  Представим, что мы производим селекцию квантовых состояний по 
признаку мощности групп, как это описано выше. Тогда наибольшие шан
сы на выживание будут у таких кортежей, для которых вариация действия 
будет наименьшей.37 

Сравним вариации действия б���] для траекторий, характеризующих 

IФ 1 )  и IФ2) . Примем, что взаимодействие имеет потенциал, близкий к квад
ратичному в точке минимума (как потенциал Леннарда-Джонса в окрест
ности точки минимума), причем положение этого минимума расположено 
в центре рассматриваемой системы в обоих случаях. Тогда для 1 Ф 1 )  по
тенциальная энергия будет меньше, чем для IФ2) .  Следовательно, вариация 
действия для нее также будет по абсолютной величине меньше. Значит, 
более устойчивым в генетическом отборе будет состояние 1 Ф 1 ) .  Заметим, 
что здесь мы, как и полагается при применении принципа наименьшего 
действия, сравнивали не действия как таковые (их сравнение дало бы пря
мо противоположный результат - большая потенциальная энергия ведет 
к уменьшению действия), а их вариации: малые изменения траектории IФ 1 )  
дадут меньшие изменения действия, чем малые изменения траектории 1 Ф 2) . 
Практически этот вывод может проявиться в виде испускания фотона со
стоянием IФ2) ,  переводящим его в IФ 1 ) .  Такой процесс также можно опи
сать на языке роев, если представлять фотон как два его экземпляра, ко
леблющиеся вдоль линии, параллельной движениям испустивших их эк
земnляров заряженной частицы (на практике это - электрон, а не ядро) 
и одновременно движущиеся вдоль направления импульса.38 Аналогично 
можно рассматривать и более сложные состояния атомов, например, соот
ветствующие круговым движениям. 

37Это похоже на классическую динамику. В действительности, все так и есть: отличие диф
фузионной динамики от классической, помимо зависимости от зерна, только в том, что проис
ходит специфическое перераспределение импульсов от тонкого слоя к основному рою, в ходе 
которого экземпляры могут спонтанно приобретать или терять скорость. Поэтому в примене
нии nринципа наименьшего действия к квантовой динамике нет ничего удивительного. 

38Если экземпляры двигались по окружности, как в третьем состоянии на рис. 5 . 12, то так 
же будут двигаться и экземпляры испушенного фотона; в этом случае у него будет круговая 
поляризация. Общий вид эллиптической поляризации возникает при перемещении экземпля
ров фотона «порциями», то есть при отщеплении от них дочерних экземпляров. 
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Введение в модель электронов как актуальных частиц не представ
ляет существенных затруднений; мы можем либо размножать экземпляры, 
рассматривая дополнительные экземпляры ядер для соблюдения условия 
неиересечения миров, либо допустить соединение в единый мир одного 
экземпляра ядра и нескольких экземпляров электронов, получая иерархию 
сетей. Диссоциация является обратным процессом, рассмотрение которого 
уже не будет представлить затруднений. 39 

5.15.4. Конструктивная трактовка соотношения неопределенностей 

Соотношения неопределенностей !::..х д.р = h, !::..t !::.Е = h типа коор
дината-импульс и время-энергия входят в основания стандартной кванто
вой теории. Мы должны дать им конструктивную трактовку. Для первого 
соотношения конструктивная трактовка вытекает из доказанного соответ
ствия динамического диффузионного роя уравнению Шредингера. Она за
ключается в том, что для точного определения импульса экземпляров роя 
надо собрать эти экземпляры с большой (по соответствующей координате) 
пространствеиной области. 

Рассмотрим второе соотношение неопределенностей энергии-време
ни. Можно сказать, что для точного определения энергии роя необходимо 
большое время, и это будет правильно. Однако время представляет собой 
особую величину. В конструктивизме эта величина есть число шагов мо
делирующего алгоритма. Мы видели, что время в конструктивизме бывает 
двух типов: физическое и административное. Первое представляет собой 
число кадров видеофильма для пользователя. Второе есть внутреннее вре
мя, которое тратит алгоритм на создание фильма. Представим себе, что 
длительность фильма составляет Т. На каждом шаге мы можем совершить 
ошибку Е в определении сценария. Тогда суммарная ошибка будет состав
лять максимум ТЕ, так как в силу линейности квантовой теории ошибки 
в самом худшем случае должны складываться. Таким образом, чтобы по
лучить правдивый сценарий для Т шагов, точность определения сценария 
для одного шага должна составлять 1/Т. Это означает, что для построе
ния правдивого видеофильма большой длительности мы должны тратить 
на обработку каждого кадра большое время. Обработка кадра означает, что 
мы определяем, что в нем происходит, то есть какие частицы и куда пере
мешаются. Для построения такого детального сценария необходимо очень 

39Грубое приближение волновых функций двумя экземiШЯрами использует ту же идею, что 
и метод регуляризации А. Н. Тихонова для решения некорректных задач( см. [67]): если началь
ные условия или правая часть заданы неточно, то основной оператор также следует задавать 
неточно. В задачах рассеяния структурных частиц не может быть точного задания их началь
ных состояний. 
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точное распределение событий во времени. Это - административное вре
мя, которое алгоритм тратит на подготовку кадра, то есть пользователь не 
видит всей этой работы. 

А теперь посмотрим, что произойдет, если пользователь захочет 
узнать, какие энергии при этом имеют участвующие частицы. Это означа
ет, что пользователя интересует физический процесс, происходящий в од
ном кадре фильма, который он созерцает. Но тогда административное вре
мя нашей модели превращается в реальное физическое время. Если у нас 
была очень точная детализация событий во времени, то из соотношения 
неопределенностей энергия-время следует, что энергия будет неопределен
ной. Мы получаем очень серьезный вывод. Если мы хотим видеть содер
жательный фильм большой длительности, мы должны отказаться от знания 
точных энергий частиц, участвующих в данном процессе. Чем более содер
жательный фильм мы видим, тем меньше мы знаем о энергиях, и наоборот. 

Главным для нас является построение видеофильма. Поэтому вычис
ление энергий должно носить только вспомогательный характер и служить 
для нахождения правильного сценария для каждого кадра видеофильма. На
пример, соблюдение закона сохранения энергии в реакциях КЭД обеспечи
вается излучением или поглощением фотонов. Эти фотоны, с свою очередь, 
могут нам потребоваться только в связи с тем, что они опять где-то излу
чаются или поглощаются. Связи между их экземплярами создают свойства 
сети, классическое электромагнитное поле, и т. д., то есть влияют на оче
редные динамические сценарии. Таким образом, роль законов сохранения 
состоит только в том, какую они оказывают помощь в создании динамиче
ских сценариев для компьютерной реализации. При этом история конкрет
ных частиц, участвующих в этих сценариях, часто бывает нам безразлична. 
Например, при ассоциации молекул нам нужно только знать, что излишек 
энергии уносится экземплярами фотонов, но их дальнейшая судьба нас не 
интересует. Тем не менее, если вдруг возникнет необходимость в учете этих 
частиц для более сложного сценария, мы всегда можем с легкостью вклю
чить их в рассмотрение. 

5.16. Особенности описания КЭД с помощью сети 

5.16.1. Связь фотонов с запутанностью 

Все, сказанное про моделирование с использованием понятия сети, 
остается справедливым и для того случая, когда одним из типов рассмат
риваемых реальных частиц являются фотоны. Но фотоны отличаются от 
частиц с неиулевой массой тем, что именно они переносят электромагнит-
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ное взаимодействие, то есть создают тот потенциал V, который фигурирует 
в уравнении Шредингера в обычной квантовой механике. Правильное сете
вое описание фотонов должно основываться на следующем рассуждении, 
которое мы воспроизводим здесь по книге [ 17]. 

Рассмотрим две движущиеся заряженные частицы без спинов (услов
но можно считать их двумя электронами без учета спинов) и обозначим 
соответствующие им токи j = е  v через ja и jь (е - заряд, v - скорость), 
компоненты которых обозначаем с помощью нижних индексов. Их электро
магнитное взаимодействие состоит в том, что они обмениваются фотонами 
с амплитудой, которая находится по фейнмановскому правилу. Мы исполь
зуем здесь не векторы в R3, а векторы в R4, для которых (псевдо)скалярное 
произведение определяется как 

(5.44) 

Будем пользоваться тем, что полет фотона вносит вклад в амплитуду, рав
ный 1 j q2 , где q = ( Q, iJJ) - его импульс, так что iJJ есть частота, Q -
трехмерный импульс. Такое соглашение ниоткуда не вытекает; оно берет
ся только для того, чтобы у нас получилось уравнение Дирака,40 то есть 
в конечном счете - уравнения Максвелла. При этом в [ 1 7] используется 
эвристика коллективного поведения, которая не формулируется там явно 
(например, используется аналогия заряженной частицы с источником ре
альных частиц, разлетающихся во все стороны). Но из таких предпосылок 
вытекает закон Кулона и определение релятивистских поправок к этому 
закону. 

Итак, используем фейнмановскос правило для нахождения амплиту
ды процесса испускания-поглощения фотона. Получаем, что если наши 
частицы обмениваются одним фотоном с импульсом q и поляризацией Е, 
то вклад этого обмена в амплитуду будет j� (q)E'" 12jt (q)E'", где молчали-

q 
вое суммирование по р, происходит с использованием знаков, как в (5.44). 
Пусть импульс фотона направлен по третьей координатной оси (четвертая, 
как обычно - время). Тогда мы получим выражение для амплитуды в виде 

л \ 1 ( ·а ·Ь ·а ·Ь ·а ·Ь ·а ·Ь) uл = 2 Q2 ]4]4 - JзJз - J2J2 - J1 J1 ' 
(JJ -

(5.45) 

40Оно имеет вид mW = l:, pp."fp.W. где спинор W = (�) содержит 4 компоненты, соответ
J 

ствующие направлениям спина, например, и = (�� ) ,  4 мерные матрицы 'Ур. имеют вид (0""-;) ,  
где и - 4-вектор, составленный из матриц Паули, а р - 4-вектор энергии-импульса. 
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где Q есть трехмерный импульс фотона. Первые два члена дадут нам куло
новское поле, а вторые два - вклад поперечных фотонов. Используя сохра
нение тока q11j11 (q) = О, получаем wj4 = Qjз, что дает нам общее выраже
ние для амплитуды взаимодействия двух зарядов 

(5 .46) 

Заметим, что здесь мы имеем право проводить суммирование именно пото
му, что мы не в состоянии различить вклады в процесс от разных фотонов: 
фотоны исчезают в нем! 

Четвертая координата в векторе тока есть плотность заряда. Поэтому 
мы теперь перейдем в пространствеино-временные координаты в гильбер
тоном пространстве состояний с помощью 

j4 (Q, w) = J p(x, t) exp(-i(Qx - wt))d3xdt 

и найдем вклад в амплитуду от первого слагаемого в (5.46). Интегрирова
ние по dw даст 27Гд(tа - tь) , то есть взаимодействие, обусловленное пер
вым вкладом, должно быть мгновенным. Интегрирование же по d3Q даст 

l 47Г l . Таким образом, у нас получается мгновенное кулоновское вза-
Ха - Хь 

имодействие. Так же можно найти вклад поперечных фотонов, происходя
щий из последнего слагаемого в (5 .46), что даст запаздывающее взаимо
действие, то есть распространяющееся со световой скоростью действие по
перечных фотонов. Из него вытекает закон Ампера взаимодействия токов, 
если рассматриваемые заряды будут двигаться не в вакууме, а в проводни
ке, и испытывать столкновения с его частицами (см. ниже). 

Такое рассуждение, некорректное со стандартной аналитической точ
ки зрения, можно сделать корректным в конструктивизме, считая, что Q2 

и w2 - Q2 отделены от нуля некоторым порогом Е > О. Это даст уточне
ние динамики нитей, связывающих экземпляры фотона. Мы должны уста
новить, что передача импульса вдоль такой нити происходит практически 
мгновенно, хотя сами экземпляры двигаются со скоростью света. Переда
ча же импульса перпендикулярно фотонной нити происходит со скоростью 
света, то есть не мгновенно. Мы также должны признать, что кулоновское 
взаимодействие распространяется вдоль фотонных нитей, а то, что называ
ется обменом поперечными фотонами - перпендикулярно. Если фотонную 
нить можно представить себе в виде струны, натянутой между двумя экзем
плярами заряженных частиц, то поперечный фотон, для которого w f'.:j /Q/  
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надо представлять себе как поперечную волну, распространяющаяся вдоль 
этой струны. 

Информацию нельзя передавать, используя продольные фотоны, так 
как эти фотоны создают просто натяжение нити, но не ее колебания (они 
всегда поперечны). Информация передается только колебаниями, то есть 
поперечными, или реальными, фотонами, у которых векторы электрическо
го и магнитного поля вместе с импульсом образуют ортогональный базис 
в R3. В свете такого представления фотонов мы можем, строго говоря, во
обще не считать их реальными частицами, если это не диктуется техниче
ской необходимостью модели (например, удобством ее программной реали
зации). Их существование как изолированных частиц можно представлять 
себе просто как свойства связей между экземплярами двух заряженных ча
стиц. Например, обрыв нити, соответствующей электрону, при его падении 
на протон, представляемый в терминах динамики этой нити (самое про
стое - обрыв при превышении порога бх расстояния между соседними 
экземплярами), и есть критерий испускания фотона, порождающего соот
ветствующую отдачу на экземпляры электрона и связанные с ними экзем
пляры протона. 

В таких терминах мы можем представить различие между полем и от
дельными фотонами. Рассуждение, приведеиное выше, показывает, что по
ле получается, когда его источник составляет запутанное состояние многих 
частиц; в терминах коллективного поведения их экземпляры должны быть 
связаны связями. Мы видели, что это связи, по которым распространяется 
мгновенное кулоновское взаимодействие, что означает, что во всех экзем
плярах, участвующих в них, - одинаковое время. 

Если же у нас есть источники отдельных фотонов (например, милли
он лазеров), таких связей между источниками фотонов нет, и, значит, вре
мя у всех этих источников различное. Тогда становится попятным, почему 
поле должно действовать гораздо сильнее, чем отдельные фотоны. Будем 
в качестве атрибутов экземпляров учитывать время, а не только координаты 
в пространстве. Тогда в случае поля у нас есть большие компоненть1 связ
ности сети по собственным связям, поскольку время одинаково, а в случае 
отдельных фотонов таких компонент связности нет, так как время у источ
ников разное (см. рис. 5 . 13)!  Если рассматривать сети как реальные меха
нические, это приведет как раз к тому, что в случае отдельных n фотонов их действие будет в n раз меньше, чем в случае поля из n фотонов, как это 
и предсказывает квантовая механика (см. приведеиное выше рассуждение 
из книги ( 1 7]). Таким образом, именно связи между экземплярами фотонов 
порождают силовые эффекты поля, вытекающие из наличия у него клас
сической напряженности. Заметим, что такие связи могут формироваться 
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не только из готовых связей между атомами кристаллической решетки про
водника с током, но и, например, при взрывных процессах, когда большие 
ансамбли испускающих частиц оказываются связанными с помощью корот
коживущих указателей. 

emitting system 

FIELD SEPARATE PHOTONS 
Рис. 5 . 13 .  Поле и отдельные фотоны 

Конечно, эти рассуждения невозможно использовать для непосред
ственного получения численных оценок. Их цель - показать пригодность 
языка коллективного поведения для построения алгоритмов, согласованных 
со стандартной квантовой физикой. 

Но эта модель не может дать нам закона Ампера взаимодействия токов. 
Предположим, что два наших электрона движутся параллельно друг другу 
с одинаковой скоростью. Тогда между ними должна действовать только ку
лоновская сила. Действительно, обмен поперечными фотонами будет невоз
можен по причине того, что они не будут испускаться при равномерном 
и прямолинейном движении. Если мы перейдем к системе координат с на
чалом в их центре масс, они будут покоиться в ней, и единственной силой, 
действующей между ними, будет кулоновская, проистекающая из обмена 
продольными фотонами. В каком случае будет происходить обмен попе
речными фотонами? Это будет иметь место только тогда, когда электроны 
движутся с ускорением. Такое ускорение, в свою очередь, может быть вы
звано только одной причиной в рамках КЭД: их взаимодействием с некими 
посторонними продольными фотонами, то есть каким-то кулоновским по
лем. Например, если один из электронов будет притягиваться положительно 
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заряженным атомным ядром, и, испытав ускорение, испустит поперечный 
фотон согласно фейнмановскому правилу. 

А теперь рассмотрим другую ситуацию: электрон, движущийся в про
воднике под действием приложеиного к нему напряжения. Такой электрон 
будет испытывать постоянные соударения с атомами решетки, где каждое 
соударение означает действие отталкивающего потенциала со стороны дру
гих электронов, которые окружают ядра атомов этой решетки. Соударения 
будут происходить, даже если скорость электрона равна нулю, просто за 
счет расплывания его волновой функции (см. выражение для ядра (4. 1 9)). 
Мы можем представить это как движение электрона в полой трубке, при ко
тором он сталкивается с ее стенками. Стенка образована сетью экземпляров 
составляющих ее ядер и электронов, то есть, с точки зрения стандартной 
квантовой теории, она находится в запутанном квантовом состоянии типа 
GHZ. Поэтому излучаемые при этих столкновениях экземпляры фотонов 
будут связаны одной общей нитью. Это соответствует тому, что невозможно 
определить, какое столкновение электрона породило данный фотон. В этом 
случае, как мы видели, амплитуда испускания фотона будет равна сумме 
волновых функций фотонов L: ф1 , что и будет давать нам векторный по-

j 
тенциал электромагнитного поля, создаваемого проводником. В терминах 
сети это означает, что из-за наличия нити, связывающей экземпляры ядер 
и электронов проводника, все экземпляры фотонов также будут связаны 
одной нитью, и это дает нам возможность складывать именно амплитуды, 
а не вероятности; если бы мы складывали вероятности, получаемое поле 
надо было бы разделить на число всех фотонов, что уменьшило бы его во 
много раз. 

Итак, сетевое описание электромагнитного поля существенно опреде
ляется наличием нити, связывающей экземпляры излученных фотонов: эта 
нить не может образоваться сама по себе, она может только наследовать
ся от той нити, которая связывала экземпляры ансамбля, излучившего эти 
фотоны. Более того, само разделение этой единой нити на отдельные фото
ны довольно условно, так как непосредственному детектированию подле
жит только механическое колебание, вызываемое контактом с этой нитью 
в большом ансамбле. Если бы вместо проводника с током мы взяли очень 
много лазеров, то нам не удалось бы создать такого же поля, поскольку 
в это случае мы получили бы единичные фотоны, а не цельную нить, и по
ле было бы, соответственно, гораздо слабее. 

5.16.2. Фотонные нити 

Теперь рассмотрим те следствия, которые дает нам понятие нити, свя
зывающей экземпляры фотона, и как они помогают избавиться от неко-
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торых трудностей в КЭД, возникающих вследствие применения классиче
ской математики. Одна из трудностей состоит в невозможности коррект
ного представления поля в виде потока точечных частиц. Формально ее 
можно с легкостью обойти, не рассматривая эти точечные частицы вооб
ще, как по традиции и делается. Тем не менее, такое представление поля 
как потока точечных частиц служит единственным источником эвристики 
для КЭД, а в многочастичных задачах роль эвристики такова, что традици
онный прием в этом случае создает серьезные препятствия. Суть трудно
сти в следующем. В предыдущем параграфе мы видели, что кулоновское 
(скалярное) поле должно распространяться мгновенно, что с очевидностью 
делало бы возможными мгновенные дальние коммуникации. Именно это 
делает невозможным точечное представление поля. 

При использовании фотонных нитей подобная трудность не возника
ет. Импульс вдоль нити, передающий кулоновское поле (это называется 
в КЭД продольными фотонами), действительно, может распространяться 
сколь угодно быстро. Однако его невозможно использовать в качестве носи
теля пользовательской информации, так как она может передаваться только 
при перемещении самой нити. Сама же нить перемещается в результате 
поперечных перемещений ее экземпляров (что соответствует поперечным 
фотонам). Можно считать, что поперечная волна вдоль нити означает раз
матывание новой нити, направление которой примерно совпадает с направ
лением старой, и такое разматывание происходит со скоростью перемеще
ния экземпляров фотона, то есть со световой. Поэтому, если в пекоторой 
точке пространства происходит распад нейтрального тела на две противо
положно заряженные частицы, которые с большой скоростью разлетаются, 
то в удаленной на расстояние s точке эффект от изменения кулоновского 
поля будет доступен только через время sjc, а не мгновенно, как было бы 
при отсутствии нитей. 

Вторая трудность связана с расходимостью ряда для амплитуды, пока
заиного на рисунке процесса с излучением двух фотонов. Рассмотрим эту 
ситуацию в терминах нитей экземпляров заряженной частицы, испускаю
щей фотоны. Тогда испускание фотона и поглощение того же самого фото
на частицей надо трактовать как передачу импульса вдоль нити. При этом 
никакого реального фотона не существует, а в передаче только задействует
ся участок нити между двумя соседними экземплярами частицы. Реальный 
же фотон, который можно детектировать, представляет собой нить своих 
экземпляров, отделившуюся от нити частицы. Таким образом, диаграмма, 
приводящая к расходимости в КЭД, будет в языке коллективного поведения 
запрещенной. Между испусканием и поглощением фотона той же частицей 
не может происходить никаких других событий, связанных с излучением 
или поглощением фотонов. 
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allowed denied 
Рис. 5. 14. Разрешенные и запрещенные диаграммы в методе коллективного поведе
ния 

5.17. Краткий обзор приложений метода коллективного 
поведения 

Мы установили, что моделирование квантовой эволюции с помощью 
роя с экземплярами, обьединенными в неперекрывающиеся кортежи, дает 
приближение унитарный динамики при числе экземпляров каждой кванто
вой частицы, стремящемуся к бесконечности. Фактически, модель много
частичной квантовой системы представляется нам теперь в виде двумерной 

сети вида, изображенного на рисунке 5 . 15 .  Здесь в каждом столбце стоят 
экземпляры одной квантовой частицы, а в каждой строке стоит квантовый 

мир, состоящий из экземпляров от каждой реальной частицы - по одно
му. Градиентное действие роя на тонкий слой и обратная отдача импульса 
происходит по каждой реальной частице для близких миров, а кулоновекая 
потенциальная энергия действует только в пределах каждого мира по от
дельности, то есть экземпляры испытывают влияние потенциала только тех 
экземпляров, которые входят с ними в один мир. 

Динамика, которая задается такой сетью, отличается от унитарной 
только в той степени, в которой число кортежей (равное числу всех эк
земпляров любой из реальных частиц) не бесконечно. При росте числа 
реальных частиц происходит стремительный отход динамики сети от уни
тарной динамики, определяющейся уравнением Шредингера. Это и пред

ставляет собой абсолютную модель декогерентности, при которой недоста
ток классической памяти для записи квантовых состояний трактуется как 

декогерентность. Однако данной модели еще не достаточно для построе
ния моделирующих алгоритмов. Мы должны как-то определить, сколько 
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particle 1 particle 2 particle 3 particle т 
Рис. 5. 1 5. Сеть, представляющая систему m квантовых частиц 

экземпляров реальных частиц нам требуется, то есть каково действитель
ное значение n. Можно считать, что определение действительного значения 
параметра n в природе представляет собой чисто физическую задачу, до
пускающую точное решение. Оно пока не известно. Но можно утверждать, 
что знание значения n числа экземпляров может прийти только от наблюде
ния за реальными динамическими сценариями, построенными с помощью 
сетей. Более того, значение n может зависеть от моделируемого процесса 
в следующем смысле. Процессы с малой длиной кортежей s1 , s2, • . .  , sm 
могут описываться большими значениями n, а процессы с большим значе
нием т - наоборот, малыми значениями n. В любом случае все определяет
ся возможностью построения динамического сценария в большей степени, 
чем сравнением с известными физическими константами. 

Что нового дает роевое представление для описания многих тел по 
сравнению со стандартным формализмом квантовой теории? Новая воз
можность состоит в том, что заiiуТанность получает непосредственное 
представление в форме кортежей вида s1 ,  s2 , . . .  , sm, которые состоят из 
отдельных экземпляров всех частиц, объединенных связями. Мы можем на
звать связями объекты, которые объединяют экземпляры реальных частиц 
в кортежи - квантовые миры. Такие объекты не имеют аналогов в стан
дартном формализме, где нет и экземпляров. Стандартное рассмотрение 
определяет запутанность как невозможность представления вектора состоя
ний в виде тензорного произведения векторов состояний отдельных частиц, 
и только. С таким определением «от противного» невозможно работать ина
че, чем применяя стандартные приемы матричной алгебры, в которых де
когерентность является инородным элементом и потому не допускает ника
кого первопринципного анализа. Между тем есть все основания считать за-
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пуганиость таким же физическим ресурсом, как и сами реальные частицы, 
то есть приписьmать ей некоторый обьект, с которым можно манипулиро
вать непосредственно. Эту возможность нам дает только конструктивизм. 
В эвристике коллективного поведения мы можем ввести правило обрыва 
длинной связи при превышении некоторого порога условной нагрузки на 
эту связь. Другая форма работы со связями заключается в их отборе. Отбор 
квантовых состояний должен производиться так. Кортежи-миры мы можем 
сгруппировать в отдельные группы Г 1 , Г 2 , . . .  , Г l , так что в одну группу 
попадут только кортежи, расположенные близко друг к другу в конфигура
ционном пространстве для т частиц. После этого мы можем ликвидировать 
группы с малым числом элементов, перераспределяя связи между оставши
мися экземплярами в соответствии с максимальной близостью к мирам из 
больших групп. Такой принцип квантового отбора можно интерпретировать 
с помощью степени конструктивности интерференции амплитуд. 

Соответствующее рассуждение можно провести и для электромагнит
ного поля. Представим себе, что у нас имеется группа атомов, которые 
могут излучать фотоны. Есть две возможности: 

• изменение состояния атома, излучившего фотон, позволяет идентифи
цировать его среди других атомов группы; 

• изменение состояния атома, излучившего фотон, перераспределяется 
на все атомы группы, и такой атом невозможно идентифицировать. 

Пусть 'lj; есть амплитуда, которую несет излученный фотон, \[т - со
стояние группы атомов. Будем приписывать излучающему атому индекс j 
и считать, что амплитуды Лj излучения каждым атомом j примерно одина
ковы. Пусть нулевое значение j = О отвечает случаю, когда фотон вообще 
не испускается. В первом случае состояние всей системы атомов и фотонов 
опишется общей волновой функцией вида 

:�::::Лj I'Фj) 1 Ф j ) , (5.47) 
j 

а во втором -

(5.48) 
j 

где I'Ф9eneral ) = Е Лj I'Ф1 ) - некоторое состояние фотона. Оценим вероят
j 

ность излучения фотона в этих двух случаях. В первом она будет равна 

(5.49) 



Рис. 5.3.  Интерференция частицы на двух щелях. Метод воJШовых функций. (Визу

ализация И. А. Семенихина, рисунок с сайта http://qi/cs/msu/su) 
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Рис. 5.4. Интерференция частицы на двух щелях. Метод коллективного поведения 
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Рис. 5.5.  Падение электрона на протон.  Электрон представлен красной нитью. Пун

ктирам показано, как двигалась бы нить, если бы не было эмиссии фотона. На шаге 

1 )  эмиссия тормозит электрон, на шаге 3) ускоряет, не давая упасть на протон. Век

тор поляризации экземпляра фотона параллелен касательной к нити в той точке, в 

которой в результате его эмиссии меняется траектория нити 



Рис. 5 .6. Сеть для атома водорода. Связи между экземплярами электрона и протона 

(условное изображение результатов воображаемого пошагавого моделирования 

Рис. 5.7. Динамика сети в реакции Н2+ О --+  Н20. Показана нить одного электрона 
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Рис. 5.8. Перезарядка при рассеянии пр<УI'Она на аrоме водорода. Рисунок из стаrьи [28] 

emining system 

FIELD SEPARATE PHOTONS 

Рис. 5 . 1 3 .  Поле и отдельные фотоны 



Рис. 6. 1 .  Проникновени е транспортной молекулы через пору в клеточной мембране 

Central Processor 

local processor 

Рис. 6.2. Структура модели сложной системы 
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classical control devices 

user 1 user 2 user 3 

Рис. 6.4. Конструктивная схема квантовоrо компьютера 

I 

Рис. 7 . 1 .  Критические эюемпляры модели 



Рис. 7.2. Эволюция, заданная выбором критических генов. Голубым цветом изобра
жено изменение кортежа при селекции 
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а во втором -

1 I:Лj l2 · (5 .50) 
#0 

Поскольку все Aj при j =F О примерно одинаковы, вероятность испуска
ния фотона в первом случае будет меньше, чем во втором, во столько раз, 
сколько всего атомов. Это качественное рассуждение принадлежит Фейн
ману (см. [ 1 7]). Попробуем дать ему конструктивную интерпретацию. Эта 
интерпретация должна опираться на введенное нами понятие связей между 

экземплярами атомов и фотонов. В наших терминах перераспределение от

дачи между атомами при излучении фотона может быть связано только с на

личием связей между экземплярами атомов. В стандартных терминах такие 

атомы должнь1 находиться в запутанном состоянии; но детальное описание 

перераспределения отдачи при запутанном состоянии вряд ли возможно, 

так как именно для такой задачи необходим квантовый компьютер. В кон

структивной эвристике можно рассуждать проще. Запутанность означает 

наличие постоянных связей между экземплярами отдельных атомов. То

гда перераспределение импульса отдачи в каждом мире с такими связями 

объясняется наличием некоего подобия упругой связи между экземплярами 

этого мира. Это свойство упругости не есть дополнительный элемент ре

альности, а представляет собой главное свойство самих связей; например, 

оно обеспечивает интерференцнонные свойства молекуль1, когда ее состоя

ние описывается волновой функцией типа GHZ: 4:Лз 1Фj, ) 1Фj2 ) • • •  IФjk ) ,  j 
где 1 Ф j) есть состояния ее атомов. 

Итак, вероятность испускания фотона резко повышается при наличии 

связей между экземплярами испускающих его атомов. Рассмотрим теперь 

разницу между отдельными фотонами и электромагнитным полем. Эта раз

ница состоит в том, что поле представляет собой множество фотонов, объ

единенных связями. В стандартном формализме волновая функция фото

нов - в нашем примере l'l/igeneral ) - представляет собой (после надлежащей 

перенормировки) напряженность классического электромагнитного поля. 

В первом случае, когда у нас есть отдельные фотоны, говорить о поле 

можно только условно, то есть после детектирования конкретного фотона, 

и это поле очень маленькое. Во втором случае, когда отдача от фотонов пе

рераспределяется, у нас есть значительная величина - амплитуда фотонов, 

которая проявляет себя классически. Это - стандартное описание излуче

ния. Мы видим, что оно двойственно: в случае поля мы не можем говорить 

о вероятности, а только о поле, измеряемом классически, тогда как в слу

чае отдельных фотонов мы говорим именно о вероятностях. Стандартный 
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подход не позволяет нам применять единого языка для описания излуче

ния в случаях отдельных фотонов и поля. Это - характерная особенность 
классического формализма. 

В конструктивном формализме обе ситуации - с отдельными фотона
ми и полем - описываются единообразно. Поле отличается от набора от
дельных фотонов только наличием связей между их экземплярами. То, что 
мы ранее назвали упруrими свойствами этих связей, обеспечивает наблю
даемость поля классическими средствами. Важно подчеркнуть, что связи 
не являются материальными обьектами, - это всего лишь математическая 
абстракция, присутствующая в конструктивном варианте многочастичной 
квантовой механики. Поэтому бессмысленно задавать вопросы об их мас

се, и т. п. Точно так же то, что мы назвали упруrостью связей, не есть 
обычная упруrость, которая подчиняется закону Гука. Это лишь эвристиче
ский прием, позволяющий рассмотрение не всего роя, а только его тонкого 
слоя. При этом действие градиента плотности роя на тонкий слой представ
ляется в виде упругости нити, связывающей экземпляры тонкого слоя. Это 
должно помочь решить главную задачу конструктивной квантовой теории: 
создание работающих моделей динамики. 

Вернемся к движевmпо вязкой жидкости под действием силового по

ля, которое в классическом приближении описывается уравнением Навье 
Стокеа (3.7). Это уравнение формально не содержит эффекта связей меж
ду экземплярами ее атомов, то есть суmествования запутанных состояний 
между ними.41 Между тем, образование и распад таких состояний мо
жет иметь прИIЩИПИальное значение для возникновения турбулентности, 
то есть быстрого формирования вложенных сложных вихрей. Действитель
но, неустойчивое поведение решений уравнения (3 .7), а также его обоб
щения для сжимаемых сред, говорит о том, что решающее значение для 
дальнейшего поведения играют изменения скорости в очень малых обье
мах за очень малые временные отрезки, для которых как раз необходимо 
пользоваться квантовыми, а не классическими представлениями. 

Как может быть устроена динамика связей в момент образования вих
рей? Представим себе два регулярных потока, сталкивающихся на пекото
рой плоскости 1r с одновременным образованием нескольких вихрей. Тогда 
наиболее естественной формой его описания будет квантовая перестройка 
связей, происходящая в очень коротком интервале времени (см. рис. 5 . 1 6). 

Сами связи могут жить очень короткое время, но этого как раз достаточ

но для возникновения турбулентного движения. Например, наличие связей, 

41 Хотя его нельзя строго вывесrи из столкновительной динамики отдельных частиц; это, 
возможно, является указанием на фундаментальную роль залуrаннъrх состояний в реальной 

Д}!}!ЗМИJ<е СПЛОШJ!Ъ!Х сред. 
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перпендикулярных к плоскости рисунка, обеспечивает возникновение вы
деленных осей вращения в трехмерном потоке, который при классическом 
приближении будет первоначально изотропным в плоскостях, параллель-
НЪIХ 7Г. 

7Г 
1 
1 
1 

__J i \__ 1 

) i {  

• OIO • 
• 

0!0 

• 

Рис. 5. 1 6. Формирование связей вдоль линий течения как начало вихрей 

Формирование связей кольцевого типа приводит к образованию зачат
ков вихрей, растущих до наблюдаемых размеров. При этом не возиикает 
очень больших скоростей самих атомов в жидкости, так как наличие свя
зи уже дает эффект скорости на очень мальiХ расстояниях; аналогичное 
явление в случае спиновьiХ состояний мы уже рассматривали. Отметим, 
что при возникновении вихрей возиикает неравноправие направлений на 
плоскости 1r, которое возникает благодаря связям, ортогональным к ней; 
это приводит к формированию вихрей с разными направлениями осей вра
щения, что характерно для турбулентности. В случае двумерных потоков 
такого эффекта не возникнет. Таким образом, движения именно в трехмер
ном пространстве приводят к возникновению турбулентности. Этот факт 
хорошо известен из исследований самого уравнения (3.7). 

Запутанные состояния, по-видимому, требуется учитывать при полу
чении уравнения (3.7) непосредственно из столкновительной динамики от
дельньiХ атомов. Образование и распад запутанности между отдельными 
атомами в течение коротких промежутков времени может быть ответствен
но за поведение жидкости вне зоны турбулентности, когда ее динамика хо
рошо описывается этим уравнением. Для точного учета роли запутанности 
необходимо применять модель сети прежде всего к динамике жидкостей, 



292 ГЛАВА 5 

где время существования собственных связей сравнимо со временем сво
бодного пробега атомов; в этом случае влияние связей может быть суще
ственным в макроскопическом масштабе и взаимодействовать на среднюю 
скорость, давление и плотность жидкости. Введение механизма связей под
разумевает модель динамики на уровне отдельных столкновений. Мы еще 
вернемся к этой теме в последней главе. 

Рассмотренная ситуация показывает также, почему запутанность кван
тового состояния сложной системы может быть труднодетектируемой. За
путанность не является жестко связанной с частицами характеристикой, 
и может переходить от одних частиц к другим. В случае жидкости запутан
ность может переходить от одних атомов к их соседям. Рассмотрим систему 
трех кубитов в стандартном формализме. Пусть они находятся в состояниях 

_)z (IO) + 1 1) ) ,  JO) , JO) соответственно. Тогда последовательные операции 

С N ОТ сначала над первыми двумя кубитами, а потом над первым и тре

тьим дадут состояние вида _)z(JOOO) + J l ll ) ) ,  в котором все три окажутся 

запутанными. Если теперь мы совершим еще одно преобразование типа 
CNOT над первым и вторым кубитом, то окажется, что первый и третий 
запутаны, а второй с ними не запутан. Таким образом, запутанность может 
легко переходить на совершенно другие частицы. При разнообразных вза
имодействиях в сложной системе такая ситуация является правилам, и она 
приводит к тому, что детектировать запутанность нелегко. Во всяком слу
чае, в сложных системах не годятся те подходы, которые применяются для 
детектирования запутанности отдельных ионов в ловушке или бифотонов. 

Тем не менее, общая схема детектирования запутанности может быть 
обобщена и на случай сложных систем. Эта схема называется квантовой 
томографией и состоит в следующем. Допустим, мы хотим узнать, являет
ся ли запутанным квантовое состояние двух кубитов 81 и 82• Для этого мы 
должны дважды подготовить такое состояние и измерить его в базисах Е = 

= Е1 @ Е2 и Е' = Е� @ Е�. Если базисы выбраны так, что Е1 совпадает 
с Е2 и Е� совпадает с в;, то результаты измерений должны быть скорелли-

рованными. Например, так можно отличить ЭПР-состояние _)z(JOO) + J l l)) 
от любой смеси. Эту схему можно варьировать, приспоеобив ее под бо
лее сложные системы 81 , 82, можно по-разному выбирать базисы Е1 и Е� . 
Главное состоит в том, что при одинаковом выборе базисов должна быть 
корреляция результатов измерений. В конструктивной квантовой механике 
это свойство является характеристикой связей между экземплярами разных 
частиц, которая состоит в том, что при взаимодействии этих экземпляров 
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с другими экземrиярами должна учитываться реакция всех элементов дан
ного квантового мира. Это не означает, что реакция всех экземпляров, обь
единенных связями, должна быть одинаковой; она может быть, например, 
противоположной. Главное - наличие какой-либо корреляции такой реак
ции для всех экземrияров, входящих в квантовый мир. 

Хорошо известны примеры таких корреляций, например, в реакции 
живых существ на одинаковые внешние воздействия. Если эти воздей
ствия градуированы так, что мы можем сравнивать реакции обоих обьектов 
на эти воздействия, то эти реакции будут тем более сходными, чем бо
лее родственными являются рассматриваемые обьекты. Можно ввести сте
пень родства живых существ, например, по сравнению их ДНК. Тогда сте
пень сходства реакций будет находиться в прямой зависимости от степени 
родства существ. Это сходство может быть nочти абсолютным, например, 
для однояйцевых близнецов. Здесь есть аналогия с запутанностью кван
товых состояний, в которых находятся рассматриваемые обьекты. Однако 
запутанные квантовые состояния никоим образом не могут быть сведены 
к классическим корреляциям. Это доказывается тем, что в ЭПР-состояниях 
нарушается так называемое неравенство Белла, о котором мы будем гово
рить ниже. Особый смысл квантовой корреляции состоит в том, что на
блюдаемый мир устроен именно как конструктивная модель, в котором 
nользователь не может вмешиваться в созданный видеофильм, а должен 
nросмотреть его с начала до конца. Его свобода воли состоит только в том, 
чтобы заказать системе создание такого видеофильма. В процессе создания 
имеют место коммуникации между пространствеиными точками, которые 
представляются пользователю как далекие, для достижения квантовой кор
реляции в создаваемом фильме. Эти коммуникации относятся к админи
стративной части модели, недоступной пользователю. В частности, пользо
ватель не может применять эти коммуникации для передачи задуманной им 
информации из одной точки пространства в другую, так что принцип ре
лятивизма остается в силе. Если мы примем такое ограничение понимания 
свободы воли как естественное, никаких препятствий для конструктивного 
представления запутанности в виде связей не останется. Это представле
ние есть прямая аналогия квантовой запутанности с классической связью; 
мы должны принять такую трактовку, если хотим продвинуться в область 
сложных систем. 

В стандартном математическом формализме за отмеченной аналогией 
ничего не стоит, то есть она является поверхностным сходством. Там дей
ствует метафизический «запрет на скрытые nараметры», который означает, 
что в стандартном формализме нет ничего, кроме волновой функции, что 
влияло бы на исход измерения состояния. Этот «запрет» не является тео-
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ремой; он лишь выражет идеологию копенгагенского формализма, и имеет 
смысл только в этом формализме. 

В конструктивизме «запрет на скрытые параметры» означает недоступ
ность пользователю модели множества злементарных исходов f!. Как мы 
видели, эта недоступность вытекает из теоремы о невозможности распо
знавания равенства конструктивных действительных чисел, то есть имеет 
статус точного утверждения. На каждом шаге моделирующего алгоритма 
мы имеем возможность явно пользоваться только приближенным знанием 
об f!, то есть (пробными) значениями координат, импульсов, общего числа 
экземпляров реальных частиц, а также их связей и параметров, определяю
щих динамику таких связей (например, максимальную длину). Это дает нам 
не только явную форму (приближенного) множества злементарных исходов 
для квантовой вероятности, но и возможность непосредственной манипу
ляции с нелокальными состояниями в сложных системах, настоящую роль 
которых еще предстоит выяснить. 

Эвристика коллективного поведения применима и к квантовой элек
тродинамике. Если в обыкновенной (нерелятивистской) квантовой теории 
рассматривается динамика волновой функции \Ф(t) ) ,  где физическое время 
t является общим параметром, то в релятивизме ситуация иная. Здесь у нас 
имеется состояние вида 1 Ф), находящееся со временем в следующем отно
шении. Есть так называемое внутреннее время t квантовой системы, а есть 
другое, внешнее время т. Эволюция, доступная для наблюдения пользова
телем модели, есть последовательность унитарных операторов в простран
стве состояний 1{ вида 

(5.51) 

называемых рассеяниями. Эта цепочка эволюции квантового состояния во 
внешнем времени т, промежутки которого мы обозначаем натуральными 
числами и выбираем так, чтобы данная последовательность состояний да
вала нам реалистическую картину, например, химической эволюции. При 
этом каждое состояние \Фт=j) = \Ф) имеет вид 

(5.52) 

то есть представляется в виде линейной суперпозиции базисных состояний 
вида lxi ) lti ) ·  Одно такое базисное состояние означает, что рассматривае
мая система находится в точке Xi = ( х} , х� , . . .  , xf) конфигурационного 
пространства в момент внутреннего времени ti = ( t} , t;, . . .  , tf) .  При этом 
х� есть координата экземпляра j реальной квантовой частицы i в нашей 
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системе, t1 - соответствующий этому экземШIЯру момент времени. Таким 
образом, внутреннее время системы в КЭД не является единым парамет
ром, а должно рассматриваться сходным образом с пространствеиной коор
динатой. Наличие в разложении именно кортежа времени fi есть следствие 
обычных правил обращения с тензорным произведением состояний IФ"') 
и IФ"") для разных частиц, при которых их состояние в случае незапутанно
сти представляется как 1 Ф') ® 1 Ф') , а в случае запутанности - как супер
позиция таких состояний. Нерелятивистские состояния, в которых время 
общее и выносится в качестве тензорного сомножителя, могут быть только 
пространственпо запутанными, тогда как в релятивистских состояниях нет 
общего внутреннего времени, и здесь может быть запутанность также и по 
внутреннему времени. 

Выше мы уже видели, что закон сохранения энергии-импульса при 
фундаментальном взаимодействии заряженных частиц с фотонами вле
чет наличие общего внутреннего времени для взаимодействующих частиц, 
с точностью до выбранного зерна. Это означает, что внутри одного кванто
вого мира для близких экземпляров время должно быть примерно одинако
во, так как они должны взаимодействовать. Аналогично, для экземпляров 
близких квантовых миров (теперь близость надо трактовать как близость 
в конфигурационных пространствах с временами t1), обменивающихся им
пульсами, различие времен должно тоже находиться в пределах зерна. Мы 
получаем следующую картинку для релятивистской сети КЭД, соответству
ющей одному состоянию JФ) .  Здесь представление будет уже не двумер
ным, как в нерелятивистском случае, а трехмерным, поскольку в конфигу
рационное пространство теперь входит внутреннее время t, имеющее ту же 
детальную структуру, что и пространствеиная координата х. 

Что теперь означает отбор квантовых состояний в ходе эволюции 
во внешнем времени т? Он означает следующее. На каждом переходе 
от т к т + 1 мы производим отбор состояний вида lxi) lfi ) ·  Это отбор 
не обычных волновых функций, распределенных в пространстве. Это от
бор динамических сценариев, то есть волновых функций, распределенных 
в пространстве-времени. Как может происходить такой отбор? Простейшая 
его форма есть группировка состояний по степени их близости в конфи
гурационном пространстве-времени и отбор групп с наибольшей плотно
стью. Это - простое обобщение уже сформулированного принципа отбора 
для нерелятивистского случая. При таком отборе фактически задействуют
ся связи двух типов: 

• связи, объединяющие взаимодействующие экземШIЯры разных частиц, 
то есть связи того типа, которые мы уже обсуждали; 
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• связи, объединяющие один и тот же экземпляр в разные моменты его 
индивидуального времени. 

Второй тип связей означает наличие индивидуальных историй у каж
дого экземпляра. Как используются эти связи по внутреннему времени при 
моделировании? У них есть совершенно определенная роль. Она состоит 
в том, что мы отбираем не просто близкие состояния, а близкие дина
мические сценарии. Такие сценарии могут быть атрибутами конкретных 
экземпляров реальных частиц. Их перегруппировка в процессе отбора при 
генетическом программировании и означает рекомбинацию этих атрибутов. 
Оба эти mпа связей расположены в плоскостях 1r1 или 1r2 на рис. 5 . 1 7. 

Ф'init 
Рис. 5 . 17. Сеть, представляющая рассеяние 

Возможны ли более сложные методы отбора, чем группировка сцена
риев по признаку их близости? Этот вопрос можно сформулировать немно
го иначе: можно ли ввести связи, соответствующие слагаемым в волновой 
функции, имеющим вид lx1) 1x2 ) lt1 / lt2) для различных времен t1 # t2? Та
кие связи имели бы вид наклонных линий в нашей картинке, то есть не 
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были бы параллельны плоскостям 1r1 или 1r2. Введение таких связей может 
быть обусловлено только новыми методами отбора динамических сценари
ев, и потому этот вопрос остается без ответа. 

Итак, конструктивное рассмотрение многочастичных квантовых си
стем в КЭД приводит нас к манипуляциям с динамическими сценариями, 
в каждом из которых имеется свое внутреннее время t. Эти манипуляции 
включают, например, отбор таких сценариев. Выживаемость определенных 
состояний в нерелятивистских моделях заменяется выживаемостью опре
деленных сценариев. В таких сценариях может быть задействовано множе
ство экземпляров реальных частиц, и они, в принципе, могут сохраняться 
длительное время в масштабе внешнего времени т, приводя к наблюдаемым 
явлениям макроскопического характера, касающимся поведения сложных 
систем. 

5.18. Проблема необратимости времени и связь 
с гравитацией 

Поставив задачу масштабирования квантовой теории на системы мно
гих частиц, мы неизбежно встречаемся с необходимостью ее стыковки с об
щей теорией относительности.42 Основная видимая проблема такой сты
ковки заключается в том, что ОТО - теория одной частицы, в то время как 
квантовая теория принципиально многочастична. В ОТО частица движется 
по траекториям в пространстве-времени, которые являются геодезически
ми метрического тензора 9iJ , который, в свою очередь, ищется как решение 
уравнения тяготения - довольно сложного нелинейного уравнения на 9iJ . 
ОТО ничего не говорит о том, как 9ij связан со структурой гравитирую
щих тел; это умолчание заполняется при расчетах соображениями здраво
го смысла. Таким образом, формализм ОТО не является многочастичным. 
Имеющиеся попытки стыковки квантовой механики с ОТО сводятся либо 
к «дополнению» ОТО многочастичным аппаратом квантовой теории (ана
логия с КЭД и попытки обнаружить гравитационные волны), либо к поиску 
«места» для гравитации в квантономеханической картине мира.43 Вряд ли 
можно ожидать, что такие попытки будут более успешными, чем прямая 
проверка квантовой теории в многочастичной области построением кван
тового компьютера. 

42Или другими теориями, типа РТГ. Мы mворим про ОТО, потому что ее математические 
аспекты более всеm разработаны, а для нас важен будет именно формализм для описания 
гравитации. 

43Например, в качестве причины, вызывающей измерения (см. [38]). 
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Сохранение в неприкосновенности стандартного формализма кванто
вой теории ставит крест на надежде найти путь к гравитации. Но труд
но поверить в то, что многочисленные аналогии между мирами квантовых 
и гравитационных явлений есть простая случайность. Одна из этих ана
логий непосредственно касается нашего изложения - это обнаруженное 
в астрономических наблюдениях разбегание Вселенной, соответствующее 
фридманевекому решению уравнений ОТО. Скорость разбегания возраста
ет с расстоянием и экстраполяция в прошлое приводит к наиболее попу
лярной сейчас гипотезе Большого Взрыва. Экстраполяция же на будущее 
ведет к гипотезе так называемого большого разрыва, согласно которой раз
беганием будут постепенно охвачены все без исключения тела, включая 
элементарные частицы. 

Фактически, в квантовой механике мы встречаемся с большим раз
рывом, когда рассматриваем унитарную эволюцию частицы, перноначаль
но находившуюся в пекоторой точке х0. Это формализуется как начальное 
условие для задачи Коши в виде дельта-функции Ф(х, О) = Ох0 (х) . Тогда 
в момент времени t волновая функция будет иметь вид фейнмановского яд
ра К(х, t, хо , 0) , то есть частица окажется «размазанноЙ)) по всей оси х. 
Это описывается в методе коллективного поведения как «взрыв пикю). Та
кое поведение состояния вытекает из фундамента квантовой теории и в рав
ной степени характерно и для случая многих частиц. Прибегнув к аналогии 
с гравитацией, где за «большой взрыю) ответственна темная энергия, и учи
тывая, что в рое расплывание определяется действием собственных связей 
(между разными экземплярами одной частицы, отвечающими за градиент
ное действие роя на тонкий слой), мы могли бы установить такое соответ
ствие: 

темная энергия +--- -+ несобетвенные связи. 
Напомним, что мы не дали точной количественной характеристики 

«квантовой темной энергию), которая превращается в кинетическую энер
гию разлетающихся экземпляров роя. Причина этого ясна из предыдущего: 
«квантовая темная энергию) зависит от выбора зерна разрешения, в кото
ром мы не вполне свободны, так как оно зависит от наличия других частиц, 
и собственных связей с рассматриваемой системой.44 Определить «кван
товую темную энергИЮ)) количественно, так как это делается оператором 
Гамильтона, таким образом, невозможно. 

Можно ли «собрать заноВО)) распавшееся таким образом состояние? 
Допустим, мы смогли каким-то образом обратить фазу волновой функции, 

44Если мы измеряем расстояния с точностью до t, нам необходимо наличие по крайней 
мере 0(1/ Е) других реальных частиц, иначе не будет иметь смысла само понятие расстояния, 
измеренного с этой точностью. 
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то есть получить состояние, похожее на ядро, с той лишь разницей, что под 
экспонентой стоит дробь с обратным знаком: ехр( -imx2 j2ht) . Тогда про
стое применевне правила Ф(х2, t2) = J K(x2 , t2 , x1 , t1 )Ф(x1 , t1 )dx1 даст 
нам дельта-функцию через время t. Но как практически обратить фазу, 
неизвестно. Это и есть проблема обратимости времени в квантовой тео-

2 
рии. Рассмотрим оператор энергии Н = :m + V. Можно предположить, 

что обращение потенциала V - доступная задача. Но для обращения всего 
2 

оператора Н надо еще обратить знак у кинетической энергии :m , и тут 
никаких решений не видно. Время в квантовой механике оказывается необ
ратимым! 

Обратимся к абстрактной теории квантовых алгоритмов. Алгоритм 
Гровера (см. подРобное описание в приложении) дает нам как раз искомую 
концентрацию амплитуды, прежде равномерно распределенной по всему 
конфигурационному пространству, на одном состоянии. Но продолжение 
итераций оператора Гровера G даст нам обратную эволюцию: распределе
ние первоначально сконцентрированой амплитуды снова на все конфигу
рационное пространство. При дальнейших итерациях G состояния будут 
повторяться периодически. То есть последовательность итераций G даст 
эволюцию вида Ф ----> • • • ----> Ф 1 ----> • • • ----> Ф 2 . . . . . .  , так что переход Ф ----> Ф 1 
есть, фактически, переход из гильбертона пространства в конфигурацион
ное, а Ф 1 ----> Ф 2 - наоборот, и т. д. Ценность в квантовых алгоритмах пред
ставляет как раз первый из этих переходов, то есть аналог нужной нам 
концентрации амплитуды.45 

Аналогия с алгоритмом Гровера показывает, что, в принципе, концен
трация амплитуды получается с помощью ровно тех же средств, что и рас
плывание, но при очень важном условии: задача должна использовать мно
го реальных частиц. Алгоритм Гровера - существенно многочастичный, 
и этим он отличается от свободной эволюции в стандартной квантовой тео
рии. Почему реальная частица не прекращает существование после рас
плывания ее волновой функции? Потому что «расплывание» имеет смысл 
только при наличии многих частиц, составляющих то, что мы называем 
системой отсчета, которую в стандартном формализме вообще никогда не 
рассматривают вместе с частицей. Но именно в системе отсчета только 
и имеет смысл говорить о зерне dx пространствеиного и временного раз-

45Здесь можно было бы спросить, куда делась фаза из фейнманопекого ядра, которая обра· 
зуется при расruтывании дельта-фувкпии; дело в том, что все элементы конфигурационного 
пространства в теории квантовых алгоритмов отстоят на равные расстояния от О, и потому их 
фазы одинаковы. 
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решения. Уменьшение dx, происходящее от введения в рассмотрение более 
длинных связей между экземплярами разных реальных частиц, и приводит 
к эффекту, который в стандартном формализме называется «измерением», 

а в конструктивизме это будет один из этапов селекции квантовых миров. 
Но алгоритм Гровера также показывает нам, что селекция может быть осу
ществлена теми же средствами, что и выполнение обычной шредингеров
ской эволюции. Этого мы не сделали, и это представляет важную задачу. 

Сложность этой задачи в том, что алгоритм Гровера использует искус
ственную технику, а мы должны найти ей совершенно органичное описа
ние, то есть описанные процессы перехода должны получаться у нас сами 
собой. Однако эта проблема представляется принципиально важной, пото

му что это вопрос в том, можно ли обратить вспять большой разрыв на 
квантовом уровне. Если в действительности существует обьединение гра
витации и квантовой механики в одной теории, то проблема обращения вре
мени для большого разрыва, являясь главной космологической проблемой, 
должна иметь аналогичную формулировку в квантовой механике. Снова 
используя космологические термины, в которых «большому взрыву» пре
пятствует «темная материя», мы можем предположить, что на квантовом 

уровне 

темная материя <--- -с> собственные связи. 

Я не знаю, можно ли получить что-либо полезное из таких аналогий, 
но их применение может быть осмысленным в рамках ПКЕ (см. последнюю 
главу) .  
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Квантовая нелокальность 
и элементарные события 

Мы видели, что эвристика коллективного поведения дает нам явное 
выражение запутанности в виде сети кортежей - эвереттовских миров, со
стоящих из экземпляров реальных частиц, объединенных связями. Именно 
понятие связи является главным элементом нашей эвристики, отличающей 
ее от стандартного гильбертона формализма многих частиц. Поэтому нали
чие экспериментальных подтверждений квантовой запутанности на боль
ших расстояниях представляет аргумент в пользу эвристики коллективного 
поведения. 

Рассмотренные ранее случаи запутанности имели в основном тип 
G Н Z. Этот тип проще всего проиллюстрировать на примере молекулы 
водорода, состоящей из двух атомов 1 и 2, состояния которых мы будем 
записывать как I Ф1 )  и I Ф2 ) соответственно. Тогда, если мы возьмем зерно 
разрешения конфигурационного пространства �х » d, где d есть рассто
яние между атомами в молекуле, то состояние молекулы запишется в виде 
G Н Z -состояния: 

то есть будет запутанным. Например, для самого грубого разрешения, ко

гда n = 2, мы имеем IФ)  = -1- IOO) + -1- 1 11 ) .  Если мы захотим померить 
v'2 v'2 

импульс обоих атомов, то есть перейти к импульсному базису, надо совер
шить иреобразование Фурье над состоянием каждого атома, в нашем вы
рожденном случае это будет просто иреобразование Адамара с точностью 
до фазового сдвига. Если это проделать, петрудно убедиться, что и в им
пульсном базисе наше состояние имеет тот же вид. Это означает именно 
наличие запутанности, так как в незапутанном случае мы бы всегда по
лучили разброс состояний двух атомов. Запутанность GНZ-типа означает, 
что они ведут себя как одна частица. Например, молекула будет интерфе
рировать, проходя через щели, так же, как если бы она была неделимым 
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объектом. Разумеется, это будет справедливо только до тех пор, пока нам 
не понадобится зерно разрешения, сравнимое с межатомным расстоянием; 
если это произойдет, например, внутренняя структура молекулы будет про
являться при внешних взаимодействиях, никакого G Н Z -состояния уже не 
будет, и придется рассматривать атомы по отдельности (например, если при 
прохождении через одну из щелей молекула начинает вращаться). В рас
смотренном примере вполне достаточно для изучения поведения молекулы 
применять стандартный формализм. Поэтому в тех примерах запутанности, 
которые мы до сих пор рассматривали, феномен связей был просто элемен
том формализма, удобным и даже необходимым для построения модели, 
но не более! Физик, занимающийся экспериментом, всегда мог сказать, что 
связь на очень малых расстояниях просто удобна для построения модели, 
и не более. 

Но связь есть физический феномен, а не просто элемент формальной 
модели! Для установления этого нужно показать ее существование на боль
ших расстояниях, так что в этом случае эффект от ее реального присутствия 
не мог бы быть сведен к точечным взаимодействиям. 

Эти эксперименты бьши проведены впервые в 1 980-х годах А. Лелеком 
и А. Цайлингером (см. ссьшки в [20]). В этих экспериментах запутанность 
проявляется не на ангстремных расстояниях, как в молекуле водорода, а на 
расстояниях в несколько сотен километров. Здесь экспериментальные дан
ные прямо свидетельствуют о необходимости припятня схемы конструктив-

ной физики. В эксперименте получаются состояния вида IФ) = -1- IOO) + 
V2 

+ Jz 1 1 1) для фотонов, которые детектируются на расстояниях нескольких 

сотен километров между ними. Представим себе, что первый фотон детек
тируется наблюдателем Алисой, а второй - Бобом. Условия эксперимента 
таковы, что у Алисы есть две возможности выбрать детектор, то есть изме
рительный базис в пространстве состояний ее кубита, и у Боба - тоже две 
возможности: Алиса может выбрать собственные вектора эрмитова опера
тора ах или az, а Боб -(ах + az )/v'2 или (az - ах)/,;2 соответственно. 
Поскольку у всех перечисленных операторов собственные значения толь
ко 1 или -1, мы будем считать, что Алиса получила значение Х или У, 
а Боб - а или Ь соответственно, в вышеприведенном порядке. Например, 
можем условиться, что 1 означает, что детектируется фотон с горизонталь
ной поляризацией, а -1  - с вертикальной (относительно соответствующего 
положения детектора) . 

Определим случайную величину .; как произведение результатов изме
рений Алисы и Боба, взятое со знаком минус, в том случае, когда выборы 
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детекторов были У и Ь соответственно, и произведение результатов со зна
ком плюс во всех других случаях. Значение такой величины получается 
простым умножением и надлежащим изменением знака, после того, как 
Алиса и Боб выяснили, какую ориентацию детекторов избрал каждый из 
них; в ходе самого измерения они не согласовывают своего выбора. 

При поверхностном взгляде может показаться, что Х, У, а, Ь есть слу
чайные величины, с которыми можно оперировать, как с обычными числа
ми. Временно примем такую точку зрения и проведем некоторый неслож
ный подсчет математического ожидания � величины �- Во-первых, если мы 
вынесем Х и У за скобки в выражении 

Е = Ха + ХЬ + У  а - УЬ, 

то получится, что в одной скобке стоит О, а в другой - число, по модулю 
равное 2. Тогда можно оценить Е как /Е/ = 2/4 = 1/2, поскольку все четы
ре выбора ориентаций детектора равновероятны. Естественно, для случай
ных величин Х, У, а, Ь мы будем иметь точно такое же неравенство, причем 
безразлично, являются они зависимыми, или нет. Значит, и для математиче
ского ожидания M(f.) величины f. мы получим неравенство /MIOI � 1/2.  
А теперь подсчитаем М(�) для выписанных нами наблюдаемых с помо
щью квантономеханического правила (A)w = tr(p,yA) определения сред
него значения (собственных чисел) зрмитова оператора А в состоянии Ф1 .  

Несложный расчетl покажет, что M(t;,) = � 2 -/2  (множитель 1/4 везде 
возникает из-за равновероятности выбора всех 4 комбинаций детекторов). 
Именно зто и детектируется в эксперименте, к которому мы еще вернемся. 
В чем же дело? Где мы допустили ошибку в рассуждении? Очевидно, воз
можность ее совершить только одна: предположение о том, что результаты 
измерений Алисы и Боба выражаются как случайные величины Х, У, а, Ь 
использовалось нами нестрого, в силу того, что мы не применяли опреде
ления случайной величины. Сейчас мы восполним этот пробел и увидим, 
как это приведет нас к новому пониманию смысла эксперимента с двумя 
запутанными фотонами. 

Рассмотрим эксперимент более строго. Для этого напомним основные 
понятия колмогоровекой теории вероятностей. Она включает 3 объекта: ве
роятностное пространство, случайные величины и их численные характе-

1 Оно вытекает из определения математического ожидания для собственных значений эр
митова оператора А: (А) = (Чi\А\Чi). 

2Надо рассмотреть все случаи ориентации детекrоров и для каждого составить редуциро
ванную матрицу плотности нашего состояния, а затем применить правило полной вероятно
сти. 
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ристики. Сначала определим центральное понятие: множество элементар
ных исходов. Это (в конструктивизме конечное) множество 

n = {wl , UJ2 ,  . . .  , wk} , 

каждый элемент которого отражает всю сущность мира, играющую роль 
для рассматриваемого эксперимента. Это означает, что, выбрав какой-либо 
элемент Wj Е Q, мы автоматически выбираем исход любого эксперимента 
из рассматриваемого набора, включая положение детектора, состояние всех 
элементарных частиц в нем, а также всех параметров, которые мы даже не 
знаем, но которые определяют, каков будет исход эксперимента (в методе 
коллективного поведения это будут точные координаты и скорости всех эк

земпляров, состояние и реакция всех связей, а также все параметры, опре

деляющие генетический отбор сценариев).3 
В силу негибкой формы «запрета на скрытые параметры» в копенга

генской квантовой механике, мы в ее рамках не имеем возможности рас
смотреть даже приближение множества n. Таким образом, точное рассмот
рение квантономеханических задач для многих частиц обязано выходить за 

пределы копенгагенской квантовой теории. Выход за пределы подразумева
ет не нарушение законов, а рассмотрение сущностей, недоступных в копен

гагенской теории. Можно выразиться иначе. Стандартные задачи кванто

вой теории, подразумевающие использование аппарата волновых функций 
и проекций, не должны использовать скрытые параметры, то есть не долж
ны касаться вероятностной структуры волновой функции. К стандартным 
относятся задачи о поведении одной квантовой частицы или сводящиеся 
к ним. Однако рассматриваемая нами задача о запутанных фотонах не явля
ется стандартной, поскольку она касается уже двух частиц. Хотя запутанное 

состояние, рассматриваемое нами, в некотором смысле можно свести к од

ночастичному, но операторы наблюдения, используемые Алисой и Бобом, 

существенно различные, и потому мы имеем дело с существенно неодно

частичным квантовым состоянием. Иногда для рассмотрения таких задач 
хватает арсенала копенгагенской теории, но рассматриваемый нами случай 

явно не относится к этой категории, и потому мы должны для нахождения 
решения использовать арсенал теории вероятностей, то есть явным обра
зом выйти за пределы методов копенгагенской теории. Это не является пока 

каким-то ограничением последней. Ограничение наступит позже, и мы раз

берем это, а пока мы работаем с множеством элементарных исходов n. 
3То обстоятельство, что мы не знаем структуры П, не играет никакой ршш. Мы все равно 

должны рассматривать этот объект явно, если говорим о вероятностях. Мы говорим о приме

нимости или неприменимости алгоритма к слову, несмотря на то, что сам факт применимости 

не распознается алгоритмически. 
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На множестве П надо определить а- - алгебру событий. Это множество 
S подмножеств П, замкнутое относительно всех алгебраических операций: 
сложение, вычитание, взятие пустого множества и самого П (конструкти
визм работает только с конечными комбинациями, а nотому не имеющий 
отношения к физике вопрос о бесконечных операциях не стоит). 

На множестве S надо определить так называемую вероятность -
функцию вида Р : S -> [0, 1], удовлетворяющую аксиомам вероятно
сти: Р(А U В) = Р(А) + Р(В) для непересекающихся А, В Е S, Р(0) = О, 
Р(П) = l . 

Если кому-либо это определение кажется слишком тяжеловесным, 
можно предложить его упрощенный вариант, достаточный для наших це
лей. Под S можно понимать множество всех подмножеств П, под Р(А) 
частное от деления числа всех элементов А на k. Последнее упрощение 
иногда называют частотным определением вероятности. 

Далее, нам надо иметь арсенал так называемых случайных величин. 
Случайной величиной называется любая функция вида 

� :  П ->  R, 

такая, что для любого отрезка [х,  у] выполняется включение { UJ Е 
Е П 1 �(UJ) Е [х,  у] }  Е S. 

Мы можем вычислять математическое ожидание случайной величи
ны � по стандартной формуле М(�) = 2:.: xP({UJ Е П 1 �(UJ) = х}) . 

xER 
Надо сразу сказать, что бессмысленно искать «объяснения» экспери-

мента с бифотонами, не прибегая к приведеиному выше строгому опре
делению вероятности. Единственная математически точная формулировка 
понятия «вероятность» вытекает из приведеиного определения. Теперь рас
смотрим, как этот арсенал применяется к рассматриваемой ситуации. 

С точки зрения квантовой механики, состояние I Ф) двух рассматрива
емых фотонов представляет единый вектор в гильбертовом пространстве 
состояний. Это означает, что существует такое пространство элементарных 
исходов П, что все величины Х, У, а, Ь являются случайными величина
ми над этим пространством, то есть функциями от элементарных исходов: 
X(UJ),  Y(UJ) , a(UJ) ,  b(UJ) .  

Теперь мы должны переформулировать условия эксперимента на языке 
теории вероятностей. У нас есть следующая ситуация. Алиса и Боб неза
висимо друг от друга и совершенно случайным образом выбирают каждый 
какое-либо одно состояние детектора из имеющихся у него двух возмож
ностей, сразу же после чего каждый фотодетектор детектирует попавший 
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в него фотон (конкретный результат измерения есть 1 ,  если получено состо
яние \El ) из базиса собственных векторов оператора наблюдаемой, и - 1 -
если \Е2) ;  выбор из этих альтернатив осуществляется исходя из особен
ностей детектора). Это означает, что выбор ориентации детектора Алисой 
входит в некоторый объект (.с)1 , а выбор ориентации детектора Боба входит 
в объект (.с)2, так что элементарный случайный исход одного эксперимен
та (.с) Е П имеет вид ((.c)l , (.c)2) · Если у фотонов есть какие-либо скрытые 
параметры, то параметры фотона, прилетевшего к Алисе, мы считаем вхо
дящими в (.c)l, а для фотона, прилетевшего к Бобу, - в (.с)2. Таким образом, 
мы должны предположить, что П = П1 х П2, где множества П1 и П2 со
ответствуют выборам Алисы и Боба соответственно. Такое предположение 
выражает так называемую свободу воли у обоих участников эксперимен
та. Отсутствие свободы воли означало бы попросту то, что выбор, скажем, 
Алисы, автоматически определял бы и выбор Боба. В реальных экспери
ментах вопрос с ориентацией решается не людьми, а электроникой, исхо
дя из таких событий, которые, с точки зрения здравого смысла, обязаны 
бьпь независимыми (например, потоки посторонних фотонов из разных 
областей космического пространства). Свобода воли участников экспери
мента является необходимым предположением, если мы занимаемся нау
кой.4 

Теперь рассмотрим, что есть случайные величины Х, У, а, Ь. Поскольку 
(.c)l автоматически определяет ориентацию детектора Алисы, обозначим че
рез Пf такое подмножество П1 , которое соответствует ориентации детекто
ра Х, и аналогично обозначим подмножества, соответствующие У, а, Ь. При 
этом П1 будет суммой непересекающихся подмножеств Пf и Пf, а П2 -
суммой также не пересекающихся п� и п�. Мы должны принять, ЧТО ре
зультат детектирования Алисы есть случайная величина 6 ((.c)I , (.с)2), а ре
зультат детектирования Боба есть случайная величина 6 ( (.c)l , (.с)2), так что 
общий результат есть декартово произведение � = ( 6 , 6), причем Х есть 
ограничение функции �((.с)1 , (.с)2) на область (.с)1 Е Пf, У есть ограничение 
функции �((.c)l , (.c)2) на область (.c)l Е Пi,  а есть ограничение функции � на 
область (.с)2 Е П� и Ь - на область (.с)2 Е П�. Для того чтобы сделать величи
ны Х, У, а, Ь определенными на всем множестве элементарных исходов П, 
мы дополним их нулем в тех областях, где они не определены нами явно. 

4Научность означает, что предмет изучения должен быть отделен от субъекта, так как иначе 
мы получим просто лоmческое противоречие. Если предметом является эксперимент с фото
нами, надо считать, что детекторы оказываются связанными фотонной нитью. Если предмет 
изучения - Алиса или Боб, то надо рассматривать связи между ними или между ними и еще 
кем-то. Эта ситуация уже встречалась нам - при доказательстве конструктивной версии отсут
ствия скрьпых параметров. Здесь нет никакой необьективности: речь идет о конструктивном 
математическом аппарате и фотонных нитях как о его части. 
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Определим случайную величину � так: 

еСЛИ Wl С/: nr ИЛИ Wz rj: n�, 
если Wl Е nr И Wz Е n�. 

Тогда мы имеем: �  = Ха +  ХЬ + Уа - УЬ. 
Посчитаем ее матожидание по приведеиному определению, выбрав ча

стотное определение вероятности. У нас получится 

Отметим, что мы здесь пользуемся тем, что многие называют реализ
мом. Это означает, что мы имеем право неоднократно пользоваться ограни
ченным количеством букв Wj , так что любые их комбинации будут соответ
ствовать реальным экспериментам по детектированию фотонов. По-иному 
это можно сформулировать как свободу воли при выборе из конечного на
бора вариантов реальности. Нетрудно убедиться, что с данным выражением 
для матожидания невозможно поступить так, как это было выше проделано 
с числами при доказательстве неравенства Белла, в силу наличия аргумен
тов у случайных величин. 

Однако предположим, что, помимо очевидного для нас реализма, у нас 
имеется еще и так называемая локальность. Кратко говоря, локальность 
означает, что результат измерения Алисы никак не зависит от ориентации 
детектора Боба, и наоборот. Мы обсудим физический смысл локальности 
ниже. Формально локальность означает, что Х и У зависят только от w1 , 
а а и Ь - только от wz. Тогда мы сможем проделать с выражением для 
матожидания тот же самый трюк, что и при доказательстве неравенства 
Белла, а именно: мы сгруппируем все слагаемые большой суммы в группы 
по 4 вида 

состоящие из иенулевых членов, так что внутри каждой группы можно бу
дет вынести Х и У за скобки, и так же, как и выше, доказать, что эта 
группа не превышает 2. Поскольку в группе задействуется 4 различных w, 
мы получаем, что математическое ожидание � не превосходит 1/2, то есть 
локальность ведет к выполнению неравенства Белла. Таким образом, мы 
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пришли к выводу, что из эксперимента по детектированию бифотонов вы
текает нелокальность квантовой механики. 

Теперь рассмотрим нелокальность подробнее. Она означает, что слу
чайные величины, относящиеся к Бобу, зависят не только от его компо
ненты элементарного исхода, но и от компоненты, принадлежащей Алисе, 
и наоборот, то есть все исходы Х, У, а, Ь зависят как от w1 , так и от ш2. 

Как это может быть реализовано? Только так: есть некоторый объект w, 
который путешествует от Алисы к Бобу и обратно, перенося информацию 
о другой половинке элементарного исхода соответствующего эксперимен
та. Если этот объект (;; подчиняется ограничению релятивизма, и не может 
передвигаться быстрее света, то мы можем вывести ограничения на вре
мена испускания бифотона источником и времен детектирования прибытия 
каждого из фотонов Алисой и Бобом. Пусть /}.t - естественная неопреде
ленность момента испускания бифотона источником, о которой мы пред
полагаем, что все бифотоны, время испускания которых лежит вне этого 
диапазона, не играют никакой роли для получения статистики в данном экс
перименте. Наличие такого интервала есть непосредственное следствие со
отношения неопределенности «энергия-время». Теnерь мы предположим, 
что часы Алисы, Боба и источника бифотона точно синхронизированы, 
и введем величину Jt, равную разности момента срабатывания детектора 
и момента выбора его положения (то есть выбора между Х и У и между а 
и Ь). Тогда если материальный объект w, переносящий информацию о дру
гой половинке элементарного исхода, подчиняется релятивизму, то должно 
выполняться неравенство 

/}.t + бt � djc, (6.1)  

где d есть расстояние между Алисой (или Бобом) и источником бофотонов, 
с скорость света. 

Эксперименты свидетельствуют, что это неравенство нарушается для 
бифотонов, детектируемых на расстояниях в несколько сот километров, что 
имеет совершенно фундаментальные следствия для квантовой теории. Дей
ствительно, нарушение ( 6 .1)  говорит о том, что (;; не может быть скрытым 
параметром ни одноrо из фотонов. 5 То есть CJ непосредственно перено
сит информацию об ориентации детекторов от Алисы в Бобу или наоборот. 
Этот эффект принято называть «Квантовой нелокальностью»; он формально 
вытекает из стандартного квантового формализма, но в действительности 

5В реальных экспериментах, как правило, проверлют не нарушение (6.1), а непосредствен
но предотвращают обратное перенесение информации самими фотонам». выставляя заглушки 
после их прохождения. 
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данный экспериментальный результат делает необходимым как раз переход 
от этого формализма к конструктивному. 6 

Квантовая теория полностью согласуется с принципом релятивизма, 
согласно которому никакая информация не может перемещаться со ско
ростью, иревосходящей скорость света. Формально это выражается в том, 
что статистика измерений Алисы никак не зависит от того, измеряет Боб 
свой кубит или нет. То есть с помощью запутанного квантового состояния 
невозможно передавать информацию, генерированную участниками экспе
римента друг другу. Но мы только что выяснили, что это ограничение не 
распространяется на информацию об элементарных исходах в эксперимен
те о измерении квантовых состояний! 

Из этого можно сделать только один вывод. Имеется административ
ная система, взаимодействие с которой и определяет реальность. Это взаи
модействие в точности соответствует взаимодействию пользователя с ком
пьютером. Пользователь, то есть экспериментатор, определяет условия (по
ложение детекторов), после чего административная система, работающая 
с элементарными исходами, выдает результат эксперимента. При этом вре
мя, потраченное административной системой на согласование заданных 
различными пользователями условий, не является реальным физическим 
временем. (Так нельзя утверждать относительно общего времени, которое 
административная система тратит на обработку пользовательстких усло
вий; более того, конструктивизм как раз и предполагает, что администра
тивная система строго подчиняется принципу Маркова, то есть действует 
как компьютер.) Поэтому на действия с элементарными исходами не рас
пространяется ограничение релятивизма, которое справедливо только для 
пользователей. Это и есть в точности схема физического. конструктивизма. 

Заметим также, что к операциям над элементарными исходами нель
зя применять и квантовую механику как таковую, поскольку она, как мы 
это уже видели, полностью согласуется с принципом релятивизма. Таким 
образом, только одно лишь разделение пользовательской и административ
ной частей модели, имеющееся в конструктивизме, адекватно описывает 
возникающую ситуацию, что является еще одним аргументом в пользу фи
зического конструктивизма. 

Передача информации от ""'1 к ""'2 происходит вдоль связей, соеди
няющих пары экземпляров фотонов, детектируемых в данном эксперимен
те. Такая передача происходит в административной части, и ее нельзя ис
пользовать для передачи пользовательской информации, то есть значения 
битов, которые задуманы Алисой или Бобом. Иными словами, с точки зре-

6Развернутый обзор различных точек зрения на квантовую нелокалъность в ее стандартном 
понимании можно найти в книге [71].  
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ния экспериментатора, то есть пользователя, передача w1 -+ w2 происходит 
мгновенно, но это никоим образом не нарушает релятивистское ограниче
ние, которое относится исключительно к пользователям.7 

Выражение, стоящее в левой части неравенства Белла, в действитель
ности является очень общим. Фактически, алгебраические выражения вида 

лежат в основе всей квантовой теории, поскольку так представляются вол
новые функции; при этом произведение AjBj всегда возникает там, где 
есть какое-то взаимодействие. Что означают эти выражения? Каждое сла
гаемое, соответствующее определенному j, представляет собой отдельный 
квантовый мир, внутри которого только и может идти взаимодействие. Если 
для каких-либо j1 #- j2 выполнено равенство 

(6.2) 

то мы можем вынести в сумме F за скобку Aj1 , получив выражение вида . . . Aj1 (Bj1 + Bj2 ) • • •  , так что в скобке останется эффект от интерферен
ции между элементами квантовых миров. На таком приеме стоит принцип 
суперпозиции, являющийся ядром квантовой теории. Что же нам дает нару
шение неравенства Белла? Мы видели, что это нарушение фактически озна
чает нарушение равенства (6.2). Если входящие в выражение для волновой 
функции величины А и В являются реальными, а не абстрактными, то есть 
зависят от некоторых элементарных исходов, то такая зависимость, будучи, 
вообще говоря, нелокальной, немедленно влечет нарушение равенства (6.2), 
а вслед за ним делает невозможным и применение принцила суперпозиции, 
лежащего в основании квантовой теории! Иными словами, если мы будем 
пьпаться масштабировать квантовую теорию, например, квантуя обьектьr, 
определяющие систему координат, и т. д., мы сразу же придем к противо
речию с экспериментами, указывающими на фундаментальную нелокаль
ность квантовых объектов. 

Потенциальное нарушение равенства (6.2) в точности соответствует 
рассмотрению квантовой эволюции в терминах конструктивного математи-

7Мы уже встречались с мгновенной передачей взаимодействия на расстояние: именно так 

«передается» действие кулонавекого скалярного поля (см. параграф «Квантовая электродина
мика»), осуществляемого скалярными фотонами. Разумеется, «сигналить» ими невозможно, 
так как у них нулевой импульс. Именно эти связи между экземплярами фотонов являются 
носителями как векторных фотонов (являющихся их «колебаниями» и распространяющихся 
со световой скоростью), так и административной информации о состояниях детекторов. 
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ческого анализа (см. главу 2). Природа Aj1 и Aj2 различна, так как раз
личны их аргументы - элементарные исходы. Мы не знаем этих арrумен
тов для объектов реального мира; можем явно выписывать их только для 
нашей компьютерной модели. Значит, если трактовать эти числа как кон
структивные, они задаются некоторыми алгоритмами, генерирующими их 
последовательные приближения. На каждом шаге моделирования у нас есть 
лишь эти приближения, которыми мы и должны манипулировать, строя мо
дель. При этом точные их значения доступными нам быть не могут, в силу 
невозможности распознавания равенства конструктивных чисел. 

Вывод состоит в том, что квантовая теория для систем, состоящих из 
более чем одной частицы, должна пользоваться математическим аппаратом 
конструктивизма, при котором пространство элементарных исходов рас
сматривается явным образом, например, так, как в эвристике коллективного 
поведения; при этом пользовательский доступ к нему определяется с помо
щью алгоритма, каждый шаг которого соответствует тому знанию, которое 
доступно экспериментатору в данный момент. В этом случае элементарные 
исходы соответствуют экземплярам фотонов, которые оказываются связан
ными связями, то есть объектами, которые принадлежат административной 
системе.8 

6.1 .  Конструктивный взгляд на квантовый компьютер 

Метод коллективного поведения дает принципиальный путь преодо
ления проблемы квантового компьютера, то есть экспоненциального роста 
классических вычислительных ресурсов, необходимых для точного воспро
изводства унитарной динамики в полном гильбертоном пространстве со
стояний. Этот путь состоит в том, что декогерентность есть фундаменталь
ный фактор, учет которого в виде ограниченности классической памяти 
дает нам (пока гипотетическую) возможность строить модели биохимии на 
классических компьютерах. 

Однако и в случае применении эвристики коллективного поведения мы 
встретимся с одной трудностью. Она состоит в необходимости переносить 
информацию вдоль связи, объединяющей экземпляры одного квантового 
мира. Чистым математикам эта трудность может показаться пустяком, но 
в действительности это - серьезная трудность. Научная логика объединя
ет экземпляры не в отдельные миры, а в рои, соответствующие реальным 

8 Явное рассмотрение исходов понимается нами именно в конструктивном смысле, то есть 
как знание алгоритмов, генерирующих конструктивные числа, например, исходы эксперимен
та по определению координат частицы при данных условиях. 
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частицам. При практическом построении моделей неизбежной будет ситуа
ция, когда разные группы программистов будут работать над разными груп
пами реальных частиц. Если мы сгруппируем реальные частицы в несколь
ко непересекающихся ансамблей Г 1 , Г 2 , . . .  , Г k, то эволюция каждого из 
таких ансамблей Г 1 будет, в основном, представпяться на своем процессо
ре Р1 . Тогда связи, объединяющие экземпляры внутри любого квантового 
мира, будут связями между данными процессорами Р1 . 

Какого рода информация может передаваться вдоль таких связей? Мы 
уже видели, что это может быть просто действие кулоновского поля. Это 
также может быть простая синхронизация, носящая характер классической 
корреляции. Такая корреляция является, фактически, задачей распростра

нения открытого ключа в криптографии. Представим себе, что различные 
процессоры (скажем, Р1 и Р2) должны иметь возможность сгенерировать 
общий только для них одних код, который будет использоваться в дальней
ших вычислениях на этих процессорах. Такая проблема возникает при мо
делировании специфических для живого организма белков - гамма-глобу
линов, позволяющих антителам идентифицировать собственные ткани, от
личая их от чужеродных. Для решения задачи распространения ключа мож
но, разумеется, использовать методы одночастичной криптографии, в том 
числе и квантовой. Однако если такая синхронизация встроена в сложный 
процесс локальных вычислений на обоих процессорах, предпочтительнее 
будет выбор для нее именно двухфотонного механизма. При двухфотонном 
механизме синхронизация не будет занимать никакого времени, то есть не 
будет сдерживать вычислений. Время ожидания прохождения сигнала от Р1 
к Р2 может составлять сотни микросекунд, если эти процессоры находят
ся в различных городах, и это способно существенно затормозить работу 
вычислительной сети, занятой моделированием. Этот аргумент относится 
исключительно к организации вычислений, а не к самим моделируемым 
процессам; я не утверждаю, что в реальных системах синхронизация осу
ществляется именно таким механизмом. 

Рассмотрим классический процесс синхронизации при проникиовении 
молекул через клеточную мембрану (см. рис. 6. 1 ). Это проникновение про
исходит через специальные поры, которые могут находиться в открытом 
или закрытом состоянии. Проникающие молекулы транспортируют важные 
для клетки вещества, и в то же время мембрана должна быть непроницае
мой для других, вредных веществ. Поэтому пора должна открываться имен
но в тот момент, когда такой транспорт готов к проникновению. Сама по 
себе пора является сложным механизмом, так же как и молекула транспорт
ного белка, так что совершенно нецелесообразно загружать один процессор 
моделированием внутренней эволюции той и другой системы. Моделирова-
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Рис. 6. 1 .  Проникновение транспортной молекулы через пору в клеточной мембране 

ние всего процесса в целом требует поэтому синхронизации эволюций для 
получения нужного эффекта. 

Здесь я говорил о мгновенной классической корреляции различных 
процессеров с использованием фотонных пар. Но использование для уста
новления такой корреляции запутанных пар фотонов обещает еще большие 
преимущества. Действительно, рассмотрим процесс образования вторич
ной и третичной структуры белковой молекулы, основанного на образова
нии водородных связей между различными аминокислотами. Если модели
рование разных частей такой молекулы происходит в разных процессорах, 
то при появлении связи на базе туннелирования протона нам будет нужно 
иметь настоящую квантовую модель этой связи в обоих частях вычисли
тельного комплекса. 

Разумеется, любую квантовую корреляцию можно моделировать клас
сическими средствами, если допустить возможность прохождения сигнала 
от одного процессора к другому. Недостаток такой идеологии состоит в том, 
что она противоречит базисным требованиям архитектуры вычислительной 
системы. Эти требования состоят в том, что вычисления должны происхо
дить под управлением центрального процессора - ЦП (см. рис. 6.2). 

ЦП посылает сигналы к разным локальным процессорам, каждый из 
которых занят моделированием определенной подсистемы в целой системе. 
Например, ЦП определяет, что надо синтезировать некоторый полимер А 
специфической активности в пекоторой подсистеме и одновременно дру
гой полимер В, подавляющий (или усиливающий) эту активность, - в  дру
гой подсистеме. ЦП посылает пакет сигналов к обеим подсистемам, после 
чего быстро переключается на другую задачу (например, одновременный 
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Central Processor 

local processor 
Рис. 6.2. Структура модели сложной системы 

синтез другой пары А' и В'). Что получится, если сами подсистемы бу
дут посылать друг другу сигналы? Предположим, что у нас есть т разных 
подсистем, каждая из которых управляется своим локальным процессором. 
Для правильной адресации взаимных сигналов между локальными процес
ссрами (будет порядка m2 способов выбора) надо будет загрузить ЦП зада
чей адресации этих сигналов. Тогда ЦП будет вынужден ждать время cD, 
где D - расстояние между локальными процессорами, с - скорость света, 
прежде чем переключиться на новую задачу. Если таких задач очень много 
(а в реальной модели биохимического метаболизма их должно быть очень 
много) такая задержка приведет к фатальному замедлению модели. Поэто
му идея прямого обмена сигналами между разными локальными процессо
рамп является неудачной. Мы, таким образом, приходим к необходимости 
организации вычислений с помощью одностороннего управления со сторо
ны ЦП, который осуществляет его, рассьmая пакеты сигналов к различным 
парам процессоров. ЦП также может и получать сигналы от локальных 
подсистем, но не напрямую, а по цепочке связанных друг с другом процес
соров. Такая организация модели живой системы является самой удачной, 
так как при этом мы максимально разгружаем ЦП от рутинных задач по 
поддержанию метаболизма (обмена веществ). 

Итак, архитектура вычислительного комплекса должна иметь вид, 
изображенный на рисунке, и общее управление моделью осуществляет
ся ЦП. При этом ЦП сообщается с основной массой локальных процес-
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соров с помощью односторонней связи, а обратная связь проходит только 
через один или малую группу локальных процессоров, так что сигнал от 
удаленной подсистемы доходит до ЦП только по цепочке промежуточных 
подсистем. 

В эвристике коллективного поведения запутанность квантового состо
яния отображается через особый объект - связи между экземrтярами раз
ных реальных частиц. Мы предполагаем, что именно манипуляция связями 
поможет нам создать модели сложных систем, так как это единственный 
способ работы с запутанными состояниями. Связи между экземплярами ча
стиц, принадлежащих одной подсистеме, будут обрабатываться одним ло
кальным процессором. Однако связи между экземrтярами частиц, принад
лежащих к разным подсистемам, требуют особого внимания. Такие связи 
мы будем называть дальними. Я еще раз подчеркну, что речь здесь идет не 
о реальном физическом удалении одной подсистемы от другой, а об уда
ленности локальных процессоров, обрабатывающих эти подсистемы. У нас 
есть все основания считать, что дальние связи очень важны для получения 
правильных сценариев динамики сложных систем. Тогда мы должны дове
рить работу с дальними связями центральному процессору. Он может при 
этом действовать чисто классическим образом, рассылая сигналы выбран
ным локальным процессорам. 

Но существуют ситуации, в которых использование ЦП бифотонов да
ет преимущество по сравнению с классическими сигналами. 

Рассмотрим такую абстрактную задачу. Пусть нам нужно синтезиро
вать две молекулы полимера вида 

А1 , А2 ,  . . .  , Am , 
B1 , B2 ,  . . .  , Bm ,  

состоящих из моноблоков двух видов: а или Ь (см. рис. 6.3). Моноблоки 
скреrтяются промежуточными линейными участками, которые могут рас
тягиваться или сжиматься. При этом каждый моноблок может быть сдвинут 
по линии цепочки на некоторое dx либо вправо, либо влево. Синтез проис
ходит путем последовательного присоединения к имеющейся цепочке ново
го моноблока, который первым подошел к точке сборки (запас моноблоков 
находится в хаотическом движении). При этом есть возможность сдвинуть 
присоединяемый моноблок либо вперед, либо назад вдоль цепочки на ма
лое расстояние dx. Будем обозначать сдвиг вперед через +, назад через -.  
Таким образом, любой участок Aj или Bj есть пара вида с, s, где с Е {а,  Ь} ,  
s Е { +, -}. Предположим, что сборка полимера А происходит в одной точ
ке, а полимера В - в другой, так что их модели удалены друг от друга на 
значительное расстояние (например, они моделируются в разных странах). 
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Теперь предположим, что мы взяли два моноблока Aj и Bj и наложили 
их друг на друга, с учетом произведенного сдвига. Представим себе, что 
у каждого моноблока есть выдвинутый центр, а также две поверхности, 
так что эта пара моноблоков может склеиваться друг с другом либо при 
совмещении центров, либо при совмещении их поверхностей, покрытых 
специальным клеем (см. рисунок). Назовем наложение нормальным, если 
моноблоки склеиваются либо центрами, либо поверхностями. В противном 
случае наложение будет считаться критическим. Например, критическим 
будет наложение моноблока Ь в цепочке А на моноблок а в цепочке В, при 
котором они оказались сдвинутыми в одну сторону (оба вперед или оба 
назад). При всех других выборах моноблоков критическим будет, наоборот, 
случай сдвигов в разные стороны. 

Задача состоит в том, чтобы организовать их синтез так, что критиче
ских наложений при совмещении двух цепочек А и В было бы как можно 
меньше. 

Такая задача могла бы возникнуть при моделировании одновременно
го синтеза гена и антигена в разных клетках. Разумеется, мы могли бы 
организовать моделирование с помощью обмена информацией между дву
мя пунктами сборки на каждом ее шаге. Однако при удаленности процес
соров, занятых моделированием, такой подход существенно увеличил бы 
время моделирования, так как приходилось бы ждать прохождения свето
вого сигнала между компьютерами на каждом шаге процесса, что свело 
бы на нет использование быстрых машин. Можно осуществлять синхрони
зацию с помощью классически скореллированных фотонных пар. Однако 
использование бифотонов в данной задаче даст явное преимущества перед 
классическими схемами корреляции. 

Поскольку для минимизации числа критических наложений мы соби-

раемся применить состояния ЭПР-типа \Ф) = �(\00) + \ 1 1) ), необходимо 

обосновать то, что это даст выиrрыш по сравнению с классически ско
реллированными фотонными парами. Для этого мы применим неравенство 
Белла в форме M(Ja1b2 + Ь1Ь2 + а1а2 - b1a2 J )  :(; 1/2, где используются 
следующие соглашения. 

Пусть нижний индекс обозначает номер точки сборки: 1 или 2. Буква 
а или Ь обозначает тип моноблока, а значение соответствующей величи
ны равно +1,  если производится сдвиг данного моноблока вперед, и -1, 
если он сдвигается назад при монтаже. Таким образом, результат сборки 
в обеих точках будет полностью задан, если для каждого из нижних ин
дексов 1 и 2 будет, во-первых, определена буква а или Ь, и, во-вторых, -
знак сдвига + или -. Буква а или Ь всегда определяется типом того м оно-
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Рис. 6.3. Наложение двух полимеров: красным цветом показана линейная связь, 
зоны склейки показаны короткими штрихами 

блока, который случайно оказался в данный момент ближайшим к данной 
точке сборки. Таким образом, у нас есть возможность управлять сборкой 
только с помощью выбора знаков сдвига + или - в обеих точках сборки. 
Поскольку мы хотим, чтобы процесс моделирования сборки не тормозился 
из-за коммуникаций между двумя точками, нам надо принимать одновре
менно решение о выборе знаков в обеих точках. Тогда в случае класси
ческой корреляции синхронизирующих фотонов у нас будет выполняться 
перавенсто Белла. Введем показатель критичности одного шага сборки как 
Cr = +1 , если он дает некритическое наложение, и Cr = -1, если крити
ческое. Нас будет интересовать число некритиче.ских наложений N оп Cr. 
Задача состоит в том, чтобы сделать его максимальным. Для одной пары 

моноблоков мы имеем Non Cr = �( 1  + Cr) . В силу того, что каждая ком

бинация аа, аЬ, Ьа, ЬЬ встречается с вероятностью 1/4, для математического 
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ожидания М ( Cr) показателя критичности мы имеем 

(6.3) 

что, в силу неравенства Белла, даст нам для математического ожидания чис
ла некритических наложений неравенство М ( N оп Cr) � � ( 1 + �) = � = 
= 0.75. 

Но в случае квантового ЭПР-состояния этих фотонов ситуация будет 
иной. Здесь у нас нет возможности пользоваться единым вероятностным 
пространством для двух точек сборки, и потому неравенство Белла не будет 
иметь места. Итак, пусть в каждой точке сборки стоит свой фотодетектор, 
который может иметь ориентацию, соответствующую таким наблюдаемым. 
Для первой и второй точки это будут 

(6.4) 

соответственно. Условимся, что тип очередного мономера для сборки опре
деляет соответствующее ему положение детектора в каждой точке, а знак 
сдвига моноблока равен значению соответствующей наблюдаемой. Снова, 
поскольку все сочетания типов моиомеров аа, аЬ, Ьа, ЬЬ равновероятны, мы 
можем пользоваться формулой (6.3) для вычисления математического ожи
дания индекса критичности. Но теперь математическое ожидание значения 
данной суммы будет равно 2.J2 (это легко подсчитать непосредственно), 
и для математического ожидания числа некритических наложений у нас 
получится значение M(Non Cr) = � (1 + 2'{2) � 0.85. Таким образом, 
использование ЭПР-пары фотонов для координации процесса сборки дает 
ощутимое иреимущество для данной задачи. 

Отмеченный нами эффект может показаться малым, но в действитель
ности он существенен. В конкурентной среде с механизмом отбора даже 
малое иреимущество быстро превращается в решающее. К тому же приве
деиная выше ситуация, несмотря на ее абстрактный характер, по-видимому, 
довольно типична и может повторяться в различных неравновесных про
цессах в живой клетке. 

Как мы видим, применение бифотонного управления в различных си
туациях может повысить вероятностные характеристики эффективности по 
сравнению с классическим управлением. Поскольку эволюция клетки есть 
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последовательность большого числа элементарных шагов, то вероятност
ные характеристики эффективности должны перемножаться по всем эле
ментарным шагам, и результирующая эффективность применения бифо
тонного управления существенно превзойдет классический аналог. 

Применеине бифотонов для установления связи между разными про
цессорами представляется самым верным путем развития технологий су
перкомпьютеров. Мы можем сказать, что такой гибрид кремниевого класси
ческого компьютера с источниками бифотонов является самый реалистиче
ским воплощением идеи квантового компьютера в настоящее время. Разви
тие этого пути может включать и более сложные многофотонные состояния, 
например, запутанные состояния четырех или шести фотонов, что поможет 
более реалистично представпять реальные связи между процессами, мо
делирующимися на разных частях вычислительного комплекса. Возможно 
и применение запутанных состояний частиц с неиулевой массой, напри
мер, сверхпроводящих куперовских пар, возбужденнь� состояний ионов 
в ловушках или электронов в квантовых точках. Программное обеспече
ние, созданное на основе метода коллективного поведения, должно позво
лять с легкостью включать в модель запутанные состояния любого типа. 

С практической же точки зрения, использование запутанных многофо
тонных состояний является самым правильным путем использования уди
вительного квантового феномена нелокальности. Можно предположить, что 
в ближайшей перспектине именно такое понимание квантового компьюте
ра обещает нам наибольший успех. И главной сферой применения таких 
компьютеров является задача моделирования сложных систем в биохимии. 
Дальнейшее продвижение идей физического конструктивизма и его распро
странение на иные типы сложных систем неразрывно связано с развитием 
соответствующих программных средств, и этому должны быть посвящены 
специальные усилия. 

Важной составной частью физического конструктивизма является 
представление о декогерентности как о фундаментальном факторе, который 
представляется как ограниченность классической памяти моделирующего 
компьютера. Из этого положения следует, что мы должны высоко ценить 
те эффекты квантовой запутанности, которые выявляются в эксперимен
тах. Поэтому конструктивный подход к квантовому компьютеру несколько 
отличается от традиционного. Квантовая часть такого компьютера должна 
включаться в классическую в качестве одного из управляющих элементов, 
то есть как разновидность оракула. Конструктивная схема квантового ком
пьютера схематично изображена на рисунке 6.4. Эта схема предусматри
вает явно традиционный путь распараллеливания «по конфигурационному 
пространству» (разные участки реальной системы обслуживаются разными 
процессорами). 
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Рис. 6.4. Конструктивная схема квантового компьютера 

Однако метод коллективного поведения предлагает нам и другой вид 
распараллеливания - по квантовым мирам. При этом разные группы кван
товых миров обслуживаются разными процессорами. Здесь один процессор 
содержит в себе целостную модель всей системы, а взаимодействие между 
процессорами соответствует взаимодействию между квантовыми мирами. 

В стандартной квантовой теории эвристика является промежуточным 
звеном и предназначена для получения уравнений, решение которых и явля
ется главной задачей. В конструктивизме все обстоит иначе. Здесь уравне
ния являются вспомогательным этапом для получения эвристики, которая 
используется при моделировании явлений. При исследовании стандартных 
задач (сводящихся к одночастичным) конструктивный подход даст толь
ко замедление расчетов. Он должен применяться только для сложных си
стем. В чем эффект конструктивизма для сложных систем? Он дает воз
можность прямо оперировать с запутанностью как с физическим явлением, 
представляя его в виде связей. Ничего подобного нет в стандартном гиль.
бертовом формализме. Наличие формального объекта-связи открывает нам 
совершенно новые возможности. С таким формальным аппаратом можно 
надеяться получить описание многоатомной химии, то есть реально про
двинуться по пути изучения сложных систем. 

Мне могут возразить, что это уже не будет физикой. Я хотел бы укло
ниться от спора о терминах. На самом деле важна суть: если мы хотим изу
чать сложные системы, мы должны перейти в физике к конструктивизму. 
Только тогда мы можем рассчитывать на реальное продвижение. Разделе
ние наук связано с наличием совершенно особых явлений в каждой из них, 
и под продвижением мы понимаем распространение на эти явления точных 
методов, то есть экспансию физики. Надо ясно понимать, что такая экс-
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паиспя не может быть бесплатной, и конструктивизм является минимально 
возможной ценой. 

6.2. Черный ход в квантовой информатике 

Задачи применения квантовой теории к многочастичным системам со
ставляют главную задачу квантовой информатики. В рамках стандартного 
подхода к квантовой теории основным содержанием этой дисциплины явля
ется построение и анализ квантовых компьютеров, а также квантовая крип
тография. Конструктивизм привносит возможность некоторых новых пово
ротов в традиционные задачи этой дисциплины, которые мы здесь обсудим. 
Эти новые варианты постановок задач вытекают не из конструктивизма как 
такового, а, скорее, из его духа. Конструктивизация физики осуществляется 
совсем не ради решения проблем перебора, ее цель - моделирование мно
гочастичных систем. Тем не менее, успех конструктивизма не может не ска
заться на тех традиционных задачах квантовой информатики, для которых 
уже найдены более эффективные, по сравнению с классическими, решения. 
Речь пойдет о быстрых квантовых алгоритмах и о квантовой криптографии. 

Конструктивизм вводит новые ограничения на вычислительные воз
можности квантовых систем, фактически подчиняя их векоему классиче
скому суперкомпьютеру. Но мы также получаем некий новый объект -
связи между экземплярами частиц.9 Этот новый объект не принадлежит 
стандартному формализму, равно как и сами экземпляры. Но присутствие 
таких объектов в конструктивном формализме дает нам основания говорить 
об их объективности, и это обстоятельство может открыть новые возмож
ности в решении традиционных задач квантовой информатики: быстрые 
квантовые вычисления и защищенные квантовые каналы связи. Мы попы
таемел обсудить эти возможности в очень общей форме, признавая, что 
представление об их наличии есть всего лишь спекуляция, целиком осно
ванная только на методе коллективного поведения, который выбран нами 
в качестве основы квантовой эвристики. 

Этот новый взгляд на задачи квантовой информатики вернее было бы 
назвать «черным ходом», так как он предусматривает не решение этих задач 
в их первоначальных формулировках, а обход самих формулировок. Об
щепринятые формулировки задач квантовой информатики полностью ос
новываются на стандартном понимании квантовой теории, и потому при 
изменении ее математических основ такие формулировки уже нельзя будет 

9Речь идет о методе коллективного поведения. В другой форме конструктивизма этот объ
ект может иметь иной вид, но он необходим в любом случае. 
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считать абсолютно корректными. Мы обсудим это на примере трех задач: 
квантового решения задачи перебора, поиска спектра оператора и кванто
вого криптографического протокола. 

6.2.1. Конструктивная трактовка задачи перебора 

Мы попытаемся проследить, какое влияние может оказать конструк
тивизация квантовой теории на возможные подходы к двум фундаменталь
ным вычислительным задачам: задаче перебора и задаче поиска собствен
ных частот оператора. В стандартном формализме для этих задач известны 
быстрые квантовые алгоритмы Гровера и Шора, которые были нами рас
смотрены в предыдущей главе. Начнем с задачи перебора. 

Задача перебора заключается в нахождении решений уравнения 

f(x) = 1 ,  (6.5) 
где f : {0, 1}n ---+ {0, 1 } - есть булевекая функция. Здесь, как мы знаем, 
есть две возможности относительно функции f: она может быть либо за
дана в виде схемы из функциональных элементов, то есть мы будем иметь 
полную информацию о ее конструкции, либо f задана в виде черного ящи
ка, и тогда у нас нет никакой информации о структуре устройства, реализу
ющего функцию f и мы 

можем только использовать его «вслепую», то есть 
как оракул. Ранее мы фактически не различали эти два случая, и нашим 
аргументом было то, что (в классической математике) невозможно исполь
зовать знание внутренней структуры устройства, реализующего функцию f 
для поиска решений уравнения (6.5). В конструктивизме нам придется пе
ресмотреть этот тезис и рассмотреть два случая задания функции f раз
дельно. Я напоминаю, что вышеупомянутый аргумент не носил характера 
строгой теоремы, а бьш чем-то вроде опытного факта, то есть основывался 
на практике, наработанной в классической математике, хотя и относящейся 
к алгоритмам. Теперь, рассматривая ситуацию с конструктивных позиций, 
мы по-новому сформулируем условие задачи перебора в том случае, когда f 
задана в виде схемы из функциональных элементов. 

Эта ситуация не вполне обычная и нуждается в более детальном об
суждении. Речь идет не об автоматическом применении конструктивной 
математики, а об интерпретации физической структуры конкретного алго
ритма, задающего f с позиций конструктИвной физики. Мы предполага
ем, что квантовая физика уже конструктивизирована, и пытаемся понять, 
что это означает для решения переборной задачи методами конструктивной 
квантовой механики. 

Оказывается, что задача перебора с точки зрения конструктивной фи
зики может допускать еще более быстрое решение, чем дает алгоритм Гро-
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вера для стандартной квантовой теории. Это решение, в принципе, мо
жет даже иметь сложность O(n), что составляет логарифм от классиче
ской сложности решения задачи перебора. Такое ускорение может быть до
стигнуто только с помощью фактического пересмотра формального усло
вия задачи перебора. Это действительно результат пересмотра формаль
ной постановки задачи перебора, а именно конструктивное понимание того, 
что означает наличие схемы из функциональных элементов, реализующей 
функцию f. 

Я подчеркиваю, что речь здесь идет не о твердо установленном фак
те, что переборную задачу можно решить за время O(n), а о гипотезе. Эта 
гипотеза относится не к классической теории алгоритмов, где этот вопрос 
эквивалентен фундаментальной проблеме Р = NP?, а к пониманию дей
ствия устройства с позиций конструктивной квантовой физики. Гипотеза 
состоит в том, что любое физическое устройство Yt, реализующее функ
цию f, должно содержать информацию о тех множествах аргументов, 
на которых эта функция принимает любое из своих значений. В частно
сти, в схеме функциональных элементов, задающей f, обязана содержаться 
информация о решениях уравнения ( 6.5). Эта информация должна иметь 
совершенно физическую форму, и вопрос состоит только в том, каким об
разом ее извлечь. При этом такая информация становится реально доступ
ной только в тот момент, когда мы запускаем Yt на каком-либо конкретном 
значении аргумента х. 

Предположим, что логическая часть квантового компьютера состоит 
из n частиц, так что роль j-го кубита играет состояние, в котором может 
находиться любой из экземпляров j-й частицы. Мы условно обозначим эти 
состояния через !О) и / 1 ) .  Тогда квантовые вычисления построены именно 
на этих состояниях, так что мы можем применить к ситуации конструк
тивный формализм. Тогда мы должны рассмотреть сетку, в которую входят 
нити, объединяющие экземпляры частиц 1 ,  2, . . .  , n в кортежи вида 

(6.6) 

Поскольку у нас нет никаких других объектов, переносящих информацию, 
и мы считаем, что вся информация материальна, то надо признать, что если 
решений уравнения (6.5) мало, то некоторый кортеж вида (6.6) соответ
ствует пекоторому решению уравнения (6.5). Это означает, что ответ на 
интересующий нас вопрос уже имеется в сетке, соответствующей состоя
нию наших n частиц после однократного запуска f. 

Эту парадоксальную ситуацию можно пояснить и на примере стан
дартных квантовых вычислений. Рассмотрим оператор Гровера G = 
= -I0Ijtar·  Квантовый алгоритм быстрого перебора есть применение ctqк  
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N- 1 
состоянию \ 0) -1- 2:.:: \j) .  Если мы немного изменим \0) ,  обиулив кo

VN j=O 
эффициент при целевом состоянии Jtar. то есть будем считать, что \ 0) 

= J N � 1 . 2:.:: \j) ,  то при этом немного изменится и оператор Гро вера, 
з#Jta·r 

тогда и то и другое изменение при больших N будет совершенно не за
метно, то есть мы не сможем обнаружить эти изменения с помощью ло
кальных измерений. Однако теперь применение оператора Qtq ничего нам 
не даст! Алгоритм уже не будет работать. То есть для того, чтобы полу
чилось ]tar , в результате действия гроверовского алгоритма, коэффициент 
при IJtar) в \ 0) должен быть ненулевым. 

Получить \0) очень просто. Надо примелить н® п к \0) .  Представим 
себе, что существует зерно амплитуды, так что на самом деле в том со
стоянии, которое мы принимаем за \0) , нет не просто \Jtar) ,  но и львиной 
доли возможных состояний \j) .  Ни прямое измерение, ни метод кванто
вой томографии не позволит нам обнаружить такого несоответствия. Для 
обнаружения подлога надо не просто иметь экспоненциально большой за
пас времени. Надо абсолютно точно знать, что все состояния, которые мы 
считаем за н® п \0), одинаковы. Наличие зерна амплитуды сразу сделает 
эти состояния различными при каждой генерации, и мы не сможем это
го обнаружить! Есть только один способ решить вопрос о качестве \ 0) -
запустить алгоритм Гровера. Безупречная работа быстрого квантового ал
горитма - единственный способ верификации квантовой теории в много
частичной области. Никакие обходные пути не могут заменить быстрого 
квантового алгоритма. Но если запуск GSA не дает однозначного ответа, то 
конструктивная модификация квантовой теории делается неизбежной. Это 
влечет и соответствующий пересмотр задач квантовой информатики. 

Можно было бы трактовать задачу решения уравнения (6.5) так. Пусть 
у нас есть таблица вида 

l, f(l ) ,  l = 0, 1, 2, . . .  , 2n - 1, (6.7) 

задающая функцию f. Тогда применение функции f к заданному значению 
х = l означало бы просто, что мы выбираем конкретную строку в табли
це (6.7). Но это не соответствует конструктивной форме квантовой теории, 
поскольку таблица (6.7) имеет экспоненциальный объем. Мы должны счи
тать, что в таблицу (6.7) входят не все строки вида l ,  f(l ) , а только те, что 
соответствуют «редким» значениям функции f; в частности, если нас инте
ресует решение уравнения (6.5) и 1 не является преобладающим значением 
среди других значений функции f, то именно строка с f(l) = 1 должна 
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входить в таблицу (6.7) после попытки получить ходя бы одно из значений 
функции f. Эта постановка радикально расходится с традиционной, так как 
у нас получается, что искомое нами решение задачи уже содержится в ее 
постановке, 10 и нам надо только извлечь его из начального состояния си
стемы или из состояния, близкого к начальному (полученного после одно
кратного обращения к функции f на любом ее аргументе). Но именно такая 
переформулировка ждет традиционные задачи квантовой информатики при 
конструктивизации самой квантовой теории. 

В конструктивной квантовой физике, по существу, останется только 
одна задача: построение все более детальных моделей сложных процессов. 
Все остальные задачи будут полностью подчинены ей. 

Если нам нужно будет (для чего-то) решить уравнение (6.5), в кон
структивизме нам придется анализировать не столько функцию f, 
СКОЛЬКО ЭТО «ЧТО-ТО». 

Эта неожиданная ситуация может быть проиллюстрирована и на тра
диционном примере с кошкой Шредингера, которая сидит в замкнутом ящи
ке, так что ее жизнь или смерть зависит от поглощения или непоглощения 
одного-единственного фотона, который может быть задетектирован неким 
детектором, который, в свою очередь, запускает сложную цепочку химиче
ских реакций, переходящих в механическое движение, приводящее к гибели 
животного. В результате жизнь и смерть кошки оказывается в запутанном 
ЭПР-состоянии с состоянием фотона. Стандартное описание этой ситуации 
ведет к тому, что кошка, в принципе, может быть переведена из «мертвого» 
состояния в «Живое» и обратно, и к тому подобной ахинее. 

В конструктивизме эта ситуация имеет совершенно рутинную форму. 
Состояние кошки и всей этой сложной системы, на которую (якобы) влияет 
один-единственный фотон, описывается сеткой экземпляров частиц, в нее 
входящих, так что вопрос становится примерно таким же, как если бы ни
каких фотонов не было бы вообще, и все решается, по-видимому, задолго 
до того, как начнутся движения механических частей. То есть сам организм 
кошки, по всей вероятности, вообще не будет иметь никакого способа по
влиять на про исходящее, 1 1  и эксперимент, таким образом, лишается всякого 
научного смысла, а вместе с ним и этического прикрытия. 

Все практические задачи, приводящие к решению уравнений ти
па (6.5), имеют чисто физическую формулировку, которая сводится к моде-

10Так же, как Utar) уже содержится в iб). 
11 Иная ситуация, в принципе, не исключаемая полностью, была бы, тем не менее, редчай

шим феноменом: макроскопическим nроявлением наличия очень длинных связей, соединяю
щих экземпляры частиц в организме кошки с экземnлярами частиц, входящих в лазер. Такие 
феномены носят индивидуальный характер и не поддаются изучению статистическими сред
ствами, наnравленными как раз на исключение их из рассмотрения. 
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лированию некоего реального процесса, которое и должно осуществляться 
методами конструктивной физики, после чего, если дело дойдет до некое
го аналога уравнения (6.5), мы вместо этого уравнения будем иметь такое 
уравнение с рядом ограничений, плюс массу других дополнительных усло
вий на функцию f, вроде тех, которые входят в задачу структурного поиска 
(см. приложение ). В любом случае у нас будет в распоряжении кортеж ви
да ( 6.6), дающий нужное нам решение, правда, находящийся среди других 
подобных кортежей. В этом случае мы могли бы, по крайней мере, в прин
ципе, рассчитывать на нахождение искомого нами кортежа (6.6) методом 
прямого перебора, так как число всех таких кортежей при наших требо
ваниях к моделям, не должно превышать числа экземпляров одной-един
ственной квантовой частицы. Иными словами, наложенные нами на моде
ли требования, при их выполнении, должны давать решения возникающих 
на практике переборных задач за линейное время O(n) . Здесь сложность 
считается для клеточно-автоматной модели вычислений, в которой можно 
моделировать сети экземпляров частиц; в других моделях сложность будет 
полиномиальной. 

Итак, речь не идет об ускорении решения переборных задач на кван
товом комnьютере. Такое ускорение противоречило бы известным резуль
татам работ [8, 1 3, 30, 3 1 ,  45] и другим. Речь идет совсем о другой воз
можности: формулировки переборных задач, возникающих при решении 
задач практического моделирования, могут быть таким образом уточнены 
в конструктивной квантовой теории, что они будут допускать очень быст
рое решение - гораздо более быстрое, чем решение их в стандартных фор
мулировках на квантовом компьютере. 

6.2.2. Влияние физического конструктивизма на квантовую 
криптографию 

Удивительным фактом является то, что влияние конструктивизма на 
квантовую криптографию может оказаться, в пекотором смысле, противо
положным его влиянию на квантовый компьютинг! 12 Возможность постро
ения моделей больших систем может дать и совершенно новые возможно
сти атак на информацию, что окажет непосредственное влияние на кван
товую криптографию. Конструктивизм квантовой теории скорее усиливает 
сторону криптографического нападения, чем защиты, причем новыми объ
ектами этого нападения будут не каналы связи, а сами общающиеся субъ
ектьi (Алиса и Боб). 

12Что вызывает мое rлубокое удовлетворение, так как в этой игре мои симпатии всегда были 
на стороне Евы. 
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Эта удивительная особенность квантового конструктивизма имеет об
щий характер и не зависит от деталей криrrrографических систем, напри
мер, от квантовых протоколов. Возможность построения настоящих мо
делей сложных процессов всегда играет в пользу открытия информации 
и против ее защиты. Но это вовсе не означает, что криптография потеря
ет свою важность; напротив, ее роль только возрастет. Причина этого не 
только в обострении противоборства Алисы и Боба с Евой, если послед
няя получит более мощное вооружение. Главная причина - в возрастании 
роли информации и информационного обмена как такового. Если в стан
дартной квантовой физике зона проникновения информационных систем 
ограничена стандартным формализмом и мы, например, не можем ничего 
сказать о результатах измерения, то в конструктивизме ситуация немного 
меняется: конструктивизм дает некоторые принципиальные инструменты 
для получения несанкционированного доступа к информации, которые мы 
вкратце и рассмотрим. Их нельзя использовать в традиционных устрой
ствах, построенных на статистическом сглаживании феноменов, к которым 
могут относиться эти инструменты. Но само их наличие дает принципиаль
ную возможность использования таких феноменов, проявляющихся в слож
ных системах. Это означает, что в конструктивизме связь информации с ре
альными пропессами определенно более глубока, и это сразу повышает ее 
ценность. 

Мы будем рассматривать не криптографию, занимающуюся защитой 
данных при их передаче по каналу связи, а более широкую задачу инфор
мационного обмена, включающую: а) генерацию секретной информации, 
и б) ее передачу по каналу связи. Заметим сразу, что квантовый канал nере
дачи информации защищен очень надежно (см., например, [10, 62]) и атаки 
на него не имеют большого смысла. Уязвимое место в системе информаци
онного обмена представляет генерация секретной информации, что можно 
назвать термином «принятие решения». 

Для nолноты картины nокажем сначала источник секретности кван
товой криrrrографии на примере основного протокола ВВ84. Здесь Алиса 
с Бобом должны либо генерировать секретный ключ k1 ,  k2 , • • •  , kz , где kj = 
= О, 1; j = 1 ,  2, . . . , l, который не будет знать никто другой кроме них, либо 
задетектировать присутствие nодслушивателя в канале связи. Подслушива
тель традиционно называется Евой. Протокол состоит в следующем. Алиса 
на каждом шаге j выбирает один из базисов: 

В1 : / 0) , / 1) , 
В2 : /0) = � ( /0) + / 1) ) , / l ) = � ( /0) - / 1) ) ; (6.8) 
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если выбран базис Bl, то посылает Бобу состояние l kj ) ,  а если выбран ба
зис В2 - то состояние l kj ) ·  После получения всех кубитов Боб измеряет 
свои кубиты в произвольных базисах. В примерно половине случаев вы
бранный Бобом базис совпадет с тем, что выбрала для этого j Алиса. После 
этого Алиса и Боб открывают друг другу (по открытому каналу) свой вы
бор базиса для каждого из кубитов, и Алиса сообщает Бобу значения k1 для 
небольюого числа j, которые выбираются Алисой наугад. Боб сверяет эти 
значения с полученными им при измерениях значениями k1 из числа тех 
избранных Алисой значений j, для которых у них совпали базисы. Полное 
соответствие значений Алисы и Боба для таких kj говорит об отсутствии 
Евы в канале связи. После этого Боб может пользоваться теми значениями 
k1, для которых его базис совпал с базисом Алисы, - это и будет секретный 
ключ, который знают Алиса и Боб и который ведоступев Еве. 13 

Предположим, что Ева атакует канал связи, перехватывал фотоны, ле
тящие от Алисы к Бобу. Для того чтобы извлечь содержащуюся в них ин
формацию, Ева должна измерить состояние фотона. Поскольку базисы (6.8) 
Еве известны (как и вся информация о протоколе, за исключением только 
самих чисел k1), она будет измерять состояния фотонов в одном из этих ба
зисов. Так как она не знает выбор базиса Алисой, она будет выбирать базис 
произвольно (здесь используется недоступность для Евы датчика случай
ных чисел, находящихся в распоряжении Алисы) и в примерно половине 
тех значений j, в которых этот выбор совпадет у Алисы и Боба, у Евы бу
дет выбран иной базис. После измерения Евой состояния оно неизбежно 
испортится, и Алиса с Бобом сразу определят присутствие Евы в канале 
связи, так что их цель будет достигнута. 

Секретность криптографического протокола базируется фактически на 
одном тезисе, лежащем в основе стандартной квантовой теории. Это -
невозможность предсказания возможного результата измерения квантового 
состояния с большей достоверностью, чем дает бориовекое распределение 
вероятностей.14 Для двух исходов IO) и l l) результатов измерения в на
шем случае бориовекое распределение даст равновероятные исходы: каж
дый с вероятностью 1/2. Мы видим, что попытка получения информации 
путем атаки на канал связи является практически бессмысленной. 

Итак, уязвимым местом в системе информационного обмена является 

13В реальных протоколах используют еще очистку и сжатие ключа для повышения секрет
ности. 

14Это вытекает из запрета на квантовое клонирование. Не существует такого унитарного 
оператора И, действующего на регистр и такую же по длине анциллу, что для любого состо
яния IФ) ИIФ) IО) = IФ) I\11) .  Этот простой факт доказывается от противного, с подстановкой 
вместо I Ф) двух ортогональных состояний и их суперпозиции. 
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не канал передачи данных, а система принятия решения, и объектом атаки 
Евы должна быть только Алиса как активный субъект этой системы. Для 
начала нам надо яснее сформулировать эти правила для криптографии. Мы 
предполагаем, что Ева знает обо всех деталях протокола, за исключением 
источника случайности при выборе базиса Алисы, который, условно гово
ря, черпается из совершенно независимого источника, например, из веко
торой секретной области космоса. Такой источник можно считать наслед
ственным знанием Алисы, который ведоступев никому, кроме нее; такой же 
источник имеется у Боба и у Евы. 15 При этом случайность наследственного 
знания не имеет никакого значения; важно только то, что он не доступен 
никому, кроме его обладателя. В задаче квантовой криптографии Еве ведо
ступеи также и сам секретный код. 

Теперь мы можем, по аналогии, сформулировать правила игры для бо
лее широкой задачи квантового информационного обмена. Здесь у нас есть 
два участника, Алиса и Ева, где первый принимает решение, а второй дол
жен получить о нем максимум информации. У каждого участника есть свое 
наследственное знание, которое является классическим кодом, не доступ
ным никому, кроме его обладателя. Так как решение Алисы есть некий 
код из нулей и единиц, который интересует Еву, мы должны предполагать, 
что он ее непосредственно касается. Иными словами, существует некото
рый физический ансамбль [, к которому Алиса и Ева имеют равноправный 
доступ, так что Алиса использует информацию из [ для принятия своего 
решения. Алиса и Ева могут использовать [, только детектируя частицы, 
исходящие из & , или посылая в [ эмитируемые ими частицы; будем для 
простоты считать все такие частицы фотонами. 

Поскольку целью Алисы является генерация не доступного Еве клю
ча, ее решение о содержании этого ключа она старается, по возможности, 
скрыть. Для этого у нее есть единственная возможность: предотвратить пе
ремещение любого вещества (фотонов) из зоны ее контроля вовне, напри
мер, в & , до момента принятия ею решения. Будем считать, что в идеальном 
случае Алиса только детектирует поступающие к ней фотоны, но ничего не 
эмитирует вовне. 

При этом, в силу принципа неразличимости фотонов, у Алисы нет ни
какого способа отличить фотоны, которые генерирует источник [ сам по 
себе, от фотонов, которые посланы туда Евой. Ева имеет, таким образом, 
возможность посылать в & одну половину бифотона, сохраняя у себя дру
гую половину, а Алиса будет детектировать посланный Евой фотон, не имея 
возможности определить наличие у него компаньона. Мы предполагаем, 

15На практике в качестве наследственного знания его обладатель может просто использовать 
фотоны, приходящие из какой-либо области космоса, известной только ему одному. 
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что извлечение информации из фотона производится его детектированием. 
При этом субъект, принимающий фотон, может устанавливать положение 
детектора, используя свое наследственное знание. 

«Черный ход» в данном информационном обмене основан на суще
ствовании административной системы, которую мы здесь, для простоты, 
будем представnять просто как множество элементарных исходов П для 
любых квантовых измерений. Именно П будет использован Евой для полу
чения информации о решении, принятом Алисой. Хотя у участников игры 
и нет непосредственного доступа к n, само существование этого объекта 
создает совершенно новую ситуацию, по сравнению с классическим ва
риантом этого обмена. Смысл П в том, что информация в этой админи
стративной системе может перемещаться в обратную сторону по сравне
нию с перемещением вещества, что мы уже видели на примере нарушения 
неравенства Белла, и над динамикой n Алиса не властна. 

Каким образом Алиса генерирует свою секретную последовательность 
нулей и единиц? Процесс генерации в общем случае имеет вид 

G1 --> Gz --> . • .  --> Gm, 
где всякое изменение Gi --> Gн1 состояния Алисы и ее окружения, вли
яющего на генерацию этой информации, может быть либо детерминиро
ванным (основанным на наследственном знании Алисы), либо случайным 
(основанным на информации, полученной Алисой от Е). Примем, что на
чальное состояние G1 есть наследственное знание Алисы и Еве не извест
но, но правила изменения Gi ей известны (как ей известен криптографи
ческий протокол), так что единственным формально открытым для атаки 
местом генерации исходного кода являются те из переходов Gi --> Gн1 ,  
в которых используется элемент случайности. Заметим, что предположение 
об известности всех шагов, которые предпринимает Алиса при выработке 
своего решения, является чисто конструктивным и вытекает из нашего глав
ного тезиса об алгоритмизируемости любого физического процесса. Таким 
образом, неизвестным может быть только начальное состояние и информа
ция, поставляемая оракулом, роль которого играет наследственное знание 
Алисы. 

Мы знаем, что источником любой случайности является проявле
ние квантовой природы окружающего мира. Поэтому случайный переход 
Gi --> Gi+l можно представnять себе в любом случае как получение инфор
мации от Е, что в квантовом случае означает измерение некоторого кванто
вого состояния I Ф  Alice) какого-то квантового ансамбля Sлtice, полученного 
Алисой от Е. Что произойдет при измерении IФ  Alice)? Ансамбль Sлtice мо
жет находиться в запутанном состоянии IФ Alice, Evel с неким неизвестным 
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Алисе ансамблем Sвve . находящимся в распоряжении Евы. Теперь ситу
ация совершенно не похожа на квантовый криптографический протокол. 
Предположим, что Ева знает базисы, в которых проводит измерения Алиса, 
и если IЧi Alice, Eve ) есть состояние ЭПР-типа, она может в точности узнать 
результат случайного числа, полученного Алисой в результате измерения. 

Но предположим, что Алиса использует свое наследственное знание 
для выбора базиса, в котором она производит измерения. Если выбор про
изводится, например, из наблюдаемх ах и O"z, то Ева может, используя 
свое наследственое знание в качестве источника случайности, в точности 
разыграть ситуацию с нарушением неравенства Белла, которую мы рас
сматривали выше, и получить, например, последовательность нулей и еди
ниц, обладающую большей комплементарностью с аналогичной последо
вательностью Алисы, по сравнению со случаем классической корреляции. 
Итак, квантовые состояния объектов информационного обмена дают воз
можность более эффективной атаки на систему припятня решения, по срав
нению с классическими. 

Надо сказать теперь о прикладной и этической стороне задачи инфор
мационного обмена. Обычно задача защиты информации в криптографии 
неявно трактуется как оборона от агрессии. Это - большая ошибка. Крип
тография по своей сути является инструментом нападения, ибо она скрыва
ет замысел Алисы и Боба, затрагивающий интересы Евы. Поэтому расши
рение криптографической задачи до задачи организации информационного 
обмена позволяет Еве защитить свои интересы от такой агрессии на ран
них стадиях принятия решения. Установленные нами правила информаци
онного обмена являются симметричными и явно включают интересы обеих 
сторон, в отличие от ассимметричных условий криптографии, где источник 
передаваемого по каналу ключа скрыт от рассмотрения. Поэтому данная 
игра, которую мы сформулировали как «черный ход» в криптографии, яв
ляется иллюстрацией важности квантового конструктивизма. 

6.3. Резюме конструктивной модификации квантовой 
теории 

Конструктивная квантовая теория исходит из разделения модели на 
пользовательскую часть, описывающую возможные эксперименты с реаль
ными объектами, и административную часть, служащую для построения 
визуальных моделей реальности и содержащую элементарные исходы n. 
Время, которое тратится на коммуникации между разными частями n, яв
ляется целиком административным и пользователю не доступно, что и яв
ляется причиной квантовой нелокальности. Аппарат унитарных эволюций 
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и матричная алгебра правильно описывает реальную эволюцию только в ве
роятностном смысле, так как квантовые амплитуды, которыми этот аппарат 
манипулирует, являются объектом исключительно статистической природы. 

Точность «предсказаний» стандартной квантовой теории основана, та
ким образом, исключительно на массовом характере рассматриваемых эво
люций, при котором так называемые «редкие» события оказываются за рам
ками рассмотрения. Поэтому эта точность проявляется только для простых 
систем, в которых роль сложных запутанных состояний - запутанность 
с окружением - нивелируется при большом числе однородных испытаний. 
Измерение в стандартной трактовке является, таким образом, процессом 
принципиально иной природы, по сравнению с унитарной эволюцией, так 
что его невозможно представить как унитарную эволюцию ни при каком 
расширении рассматриваемой системы. 

Конструктивная квантовая теория явно манипулирует с администра
тивной частью модели, что позволяет описывать унитарную эволюцию то
чечной частицы в терминах конечного роя, а системы реальных частиц -
в виде сети, то есть роя их экземпляров, объединенных связями в кортежи. 
Динамика сети при большом числе экземпляров всех реальных частиц и, 
соответственно, при малом зерне пространствеиного разрешения dx будет 
служить приближением точного решения уравнения Шредингера для такой 
системы с точностью до dx. 

Конструктивный математический анализ дает общее математическое 
обоснование перевода всех аналитических приемов, используемых в теор
физике, равно как и понятие волновой функции (формально отсутствующее 
в конструктивной квантовой теории) на алгоритмический язык. Так, при 
изучении малой системы, в которой есть смысл говорить о волновой функ
ции и измерении, по любому приближению начального значения волновой 
функции jw(O)) с помощью роя S(O) мы эффективно находим соответству
ющее приближение результирующей волновой функции рассматриваемой 
системы jw(T)) с помощью роя S(T). При рассмотрении же большой си
стемы (малая плюс ее окружение) «знание» экспериментатора об исходе 
«измерения» малой системы определяется в точных терминах конструктив
ного анализа: как очередное приближение искомой амплитуды, полученное 
некоторым алгоритмом. При этом мы не можем сказать, что же алгоритм 
выдаст нам на том или ином шаге, пока мы его не выполним реально. Ре
альные элементы Q (состояние экземпляров роя, влияющее на результат 
работы моделирующего алгоритма, то есть, в пределе, на применимость 
его к данному входу) оказываются, тем самым, недоступными пользовате
лю. Этот факт вытекает из невозможности алгоритмического распознавания 
применимости алгоритма к данному входному слову. То, что в копенгаген-
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ской квантовой физике является постулатом «отсутствия скрытых парамет
ров», в конструктивизме есть следствие теории алгоритмов. 

На практике количество экземпляров диктуется возможностью по
строения правильного динамического сценария. При этом закон сохране
ния энергии определяет типы дискретных персмещений экземпляров ро
ев, а также моменты испускания и логлощения фотонов. Таким образом, 
ограниченность числа экземпляров реальных частиц есrь встроенный фак
тор декогерентности при конструктивном описании квантовой динамики. 
Такая декогерентность резко возрастает при росте числа рассматриваемых 
частиц. При формировании длинных кортежей в результате ограниченности 
роев экземпляры перераспределяются так, что остаются только те, для ко
торых участок, соответствующий малой системе, один и тот же. Это и есть 
«измерение» малой системы ее окружением. Таким образом, при конструк
тивной трактовке, измерение, как и всякая декогерентность, есть результат 
ограниченности роя. Испускание и логлощение фотонов есть тоже след
ствие ограниченности роя для каждой реальной частицы. 

В сложных системах именно конструктивный язык позволяет дать ис
тинное описание динамики, так как он полностью наследует фундамен
тальную основу квантовой механики - запутанные состояния. Конструк
тивное описание не опирается на статистическую обработку результатов 
отдельных экспериментов, которую невозможно произвести для сложных 
систем. В больших и неоднородных ансамблях главную роль играют как 
раз те редкие собьrrия, которые считаются проявлением «квантового хао
са>> в стандартной теории и отбрасываются для получения численных ре
зультатов в простых экспериментах. Конструктивный подход для сложных 
систем, наоборот, отбрасывает статистическую обработку на отдельных ша
гах ради получения верного результирующего сценария. 

Такой сценарий, тем не менее, не должен быть предметом произвола. 
Его надо строить, исходя из эвристики коллективного поведения, с исполь
зованием таких понятий, как тонкий слой. Это даст возможность достичь 
области сложных объектов, сохранив ядро квантового описания - динами
ку роя и запутанных состояний - для того чтобы применять в этих новых 
условиях также и эвристику других частей естествознания, например, эво
люционный принцип. 
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Программный контейнер 
естествознания 

Главное преи�ество метода коллективного поведения в конструк
тивной квантовой механике состоит в его потенциальной масштабируемо
сти на очень большие системы. Это позволяет говорить о возможности со
здания более универсальной программы, предназначенной для моделиро
вания таких систем, которые изучаются не в квантовой теории, а в химии 
и даже в биологии. Такую гипотетическую программу мы будем называть 
программным контейнером естествознания (ПКЕ). Этот проект, в отличие 
от конструктивизации физики, пока стоит несколько дальше от практиче
ской реализации, поскольку он затрагивает сразу несколько других дисци
плин. И хотя все мы верим в бесспорное главенство законов физики, в этих 
дисциплинах тоже есть своя идеология, с которой нельзя не считаться. 

Тем не менее, ПКЕ важен, потому что для построения алгоритмов кон
структивной физики критически необходима эвристика, лежащая в их ос
нове, и эта эвристика должна быть одинакова для разных областей есте
ствознания. Здесь мы обсудим перспектину создания ПКЕ и некоторые из 
практических приемов, которые могут быть для этого применены. 

7.1.  Актуальность ПКЕ 

Развитие всех естественных дисциплин сопровождается постоянным 
появлением новых разделов фундаментальных знаний. Это ведет к геомет
рическому росту научной информации, что можно очень легко понять, ана
лизируя объем статей в электронных архивах и их динамику. Такой коли
чественный рост с необходимостью сопровождается падением качества на
учных публикаций, поскольку их просто некому должным образом читать, 
а, значит, отсутствует необходимая для прогресса обратная связь. Другим 
проявлением этого является постоянно возрастающая степень специализа
ции областей естествознания, делающая типичной такую ситуацию, при ко
торой специалисты в одной области не понимают специалистов в другой, 
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даже если эти области объективно близки или изучают одно и то же, но 
с разных сторон. Надо особенно подчеркнуть, что эта ситуация объектив
на. Ее нельзя изменить, пытаясь установить некие фильтры или повысить 
требовательность к отбору публикуемого материала. Моей целью здесь не 
является анализ этой проблемы, отмечу лишь, что она очень глубока и без 
ее, хотя бы частичного, решения ожидать дальнейших результатов от есте
ствознания бессмысленно. Для нас будет важно только то, что для тако
го решения должно быть затронуто само содержание естественных наук. 
Никакие внешние административные меры не способны решить обозна
ченную серьезную проблему, поскольку направление развития, в том числе 
и характер возможных экспериментальных прорывов, диктуется самим со
держанием данной области знания. 

Мне представляется правильным формирование на основе фундамен
тального знания интегрированных программных решений, пригодных как 
для технических приложений, так и для развития самого знания. Такие ре
шения должны базироваться на открытом программмом коде; только так 
можно обеспечить возможность для необходимой проверки результатов мо
делирования. Для систем любого уровня сложности имеются совершенно 
особые динамические сценарии, не сводящиеся непосредственно к сцена
риям для низших уровней. Будем измерять сложность системы в количестве 
частиц, из которых система состоит. Есть определенные сценарии для од
ной частицы. Но если рассмотреть две частицы, мы получим совершенно 
новые эффекты, не сводящиеся просто к одночастичным эффектам, напри
мер, существование запутанных состояний. Если рассмотреть 3 частицы, 
то мы опять получим иные эффекты, не сводимые к двухчастичным. На
nример, любое запутанное состояние двухчастичной системы имеет, как 
известно, шмидтовский тип, а для трех частиц это уже неверно. Если рас
смотреть 1 О частиц, мы снова обнаружим принципиально новые эффекты, 
это же произойдет, если рассмотреть затем 1 00 частиц, 1 000 и т. д. Попыт
ка понять, как устроена сложная система, не рассматривая предварительно 
простые системы, является безрассудством. 1 Напротив, любой реальный 
прогресс, даже для таких очень сложных систем, как живые организмы, 
связан с рассмотрением более простых частей, из которых состоят исследу
емые системы (список примеров столь велик, что читатель может привести 
их сам). 

С другой стороны (как мы видели на примере прннципа неопреде
ленности), влияние сценариев малых пространствеиных масштабов может 

1 Например, невозможно построить модель даже самого простого живого существа, не при
влекая для этого всю известную физику, если мы, конечно, имеем в виду именно модель, а не 
ЗD-анимапию, - анимация может иметь только рекламную, но не научную ценность. 
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иметь глобальные последствия. Так и поведение большой системы может 
принципиально зависеть от сценариев для небольтого числа элементар

ных частиц. Поэтому мы не можем автоматически разделить модель слож
ной системы на «ярусы», соответствующие масштабам сценариев, как это 
делается в областях применимости классической математики (дифференци
альных уравнений), например, в теории сплошных сред. 

Но можно ли последовательно провести эту идею полной иерархии 
систем, начиная с элементарных частип до сложнейших систем? Мы сей
час абстрагируемся от технических трудностей, неизбежных при попытках 
реализовать эту идею практически. Вопрос касается принципиальной осу
ществимости такого пути. Это является заведомо невозможным при тра

диционном взаимодействии естественных дисциплин, в силу того, что их 
традиционное разделение как раз и связано с принципиальным разграниче
нием их сфер. Я думаю, что современные программные методы дают нам 
возможность преодолеть это препятствие. 

7.1.1. О неудовлетворительности сжатия данных 

Поскольку мы сталкиваемся с задачей жесткой экономии памяти, рас

смотрим сначала существующие методы сжатия данных, в надежде извлечь 

из них пользу для нашей задачи. Что будет, если мы просто оцифруем все 
известные научные приемы и попытаемся их использовать в таком виде? 
Предположим, что нам надо компактно записать некоторое слово L в алфа
вите {a1 , a2 ,  . . .  , ak} · Введем дополнительный алфавит ak+l , ak+2 , . . .  , az 
и будем записывать замены переменных с использованием этих дополни
тельных букв. Пусть на нулевом шаге (базис) у нас имеется только исходное 
слово L = L0. На шаге j у нас будет иметься слово Lj в расширенном ал
фавите и система равенств в словах вида а9 = adam. Шаг нашего процесса 

будет состоять в том, что в слове Lj мы производим замену всех вхожде
ний слова вида adam на а9 и вводим равенство а9 = adam в нашу систему. 
Договоримся делать эту операцию в том и только в том случае, если в ре
зультате происходит уменьшение общей длины слова и равенств. 

Используя этот прием, можно легко закодировать некоторые регуляр
ные грамматики, например, результаты замен вида а ----+ аЬ, Ь ----+ Ьа. Суще

ствующие программы сжатия файлов используют описанную схему. Тем не 
менее, сжатое таким образом слово становится нефункциональным. Дей

ствительно, данный метод сжатия игнорирует тот факт, что буквы ad и am 
при выписанной замене могут принадлежать вхождениям в слово, имею
щим различную функциональность. Таким образом, при данном типе сжа
тия невозможно будет эффективно работать со сжатым словом, что нам не 
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подходит, так как в нашем случае как раз функциональность является ос
новной целью. 

7 .2. ПКЕ и скрытые параметры 

Как мы видели, конструктивная форма запрета на скрытые парамет
ры состоит в том, что нам не может быть доступно априорное знание 
о результате измерения, потому что в противном случае мы могли бы 
распознать применимость алгоритма к произвольному входному слову. 
Этот запрет мы сформулировали ранее как невозможность точного знания 
амплитуд квантового состояния, что равносильно невозможности определе
ния равенства конструктивных вещественных чисел. Рассмотрим подроб
нее, какая физическая реальность стоит за таким запретом. 

В терминах динамического диффузионного роя, скрытые параметры 
квантовой теории есть точные значения координат и импульсов экземпля
ров этого роя (в многочастичном случае экземплярами будут кортежи эк
земпляров отдельных частиц, которые мы назвали эвереттовскими кванто
выми мирами). Динамика роя разворачивается в масштабах малых tlt, tlx, 
и только после усреднения по большим интервалам бt, бх даст приближе
ние точного решения уравнения Шредингера, то есть стандартную кванто
вую механику. 

В силу того, что описание в роевых терминах полностью масштаби
руемо и позволяет, при необходимости, включать в рассмотрение последо
вательные элементы окружения рассматриваемой системы, мы можем (по
тенциально) попытаться расширить эту систему до какого-либо живого су
щества. В предельном случае можно попытаться включить в нее и самого 
экспериментатора. Но здесь мы наталкиваемся на непреодолимое препят
ствие логического характера, которое вытекает из внутреннего противоре
чия, заключенного в понятии «моделировать систему». Это в точности то 
же противоречие, к которому мы придем, предположив возможность рас
познавания применимости алгоритмов, и которое связано с диагональным 
процессом, то есть самоприменимостью. 

Мы приходим к следующему выводу. Настоящий смысл запрета на зна
ние субквантовой динамики (т. н. скрытых параметров) вытекает из невоз
можности применения ее к самому экспериментатору. Но из этого следует 
также, что настоящей целью конструктивного подхода к физике являют
ся не просто сложные системы, а системы, о которых можно утверждать 
(или предполагать), что они являются живыми в том смысле, что эти систе
мы сами могут использовать такой инструмент, как моделирование реаль
ности. Именно в этой области, непосредственно примыкающей к логиче-
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ской невозможности, и следует ожидать главных плодов конструктивного 
подхода. 

Из этого следует очень важный практически вывод. Мы не должны 
моделировать то, что называется хаосом. Наша цель - моделирование по
рядка, свойственного живой материи, и его возникновение (или выделение) 
из хаоса. Рассмотрим численную характеристику хаоса - энтропию фон 
Неймана квантового состояния с матрицей плотности р: Н = -tr(p ln(p)) .  
Ее классический аналог - энтропия Шеинона S = - 'L'.J PJ lnp1 - обла
дает свойством монотонности, когда при добавлении новых частей к рас
сматриваемой системе ее энтропия может только увеличиться. Энтропия 
фон Неймана квантовых состояний может уменьшиться при расширении 
системы. Это происходит в случае, когда к системе добавляются частицы, 
находящиеся в запутанном состоянии с самой системой. Например, кван-

товая энтропия чистого состояния �(/00} + / 1 1 } ) равна нулю, в то вре

мя как энтропия смешанного состояния, полученного измерением одного 
из кубитов, больше нуля. Таким образом, в реальной природе порядок мо
жет возникать из хаоса, именно из-за существования запутанных состояний 
рассматриваемой системы и ее окружения. 

Второй пример возникновения порядка их видимого хаоса дает алго
ритм Гровера (см. приложение ). Там амплитуда, первоначально «размазан
ная» по всем состояниям, очень быстро концентрируется на искомом неиз
вестном состоянии; дальнейшая эволюция снова «размазывает» амплиту
ду по всем состояниям, и т. д. Процесс «размазывания» амплитуды являет
ся грубым кубитовым выражением расплывания волновой функции при ее 
унитарной эволюции, который рассматривался нами выше с помощью ин
тегралов по путям. Практически это взрыв волнового пакета, «мощность» 
которого тем больше, чем сильнее степень первоначальной концетрации. 2 
Однако получить так же естественно обратный процесс (концентрации ам
плитуды) не получится, так как невозможно обратить знак при операторе 
кинетической энергии p2f2m (в отличие от оператора потенциальной энер
гии, где обращение знака является чисто технической задачей). Не исклю
чено, что реализация задачи «сжатия» волнового пакета может потребовать 
именно учета самих экземпляров в многочастичной сети, то есть чпсто 
конструктивных моделей, в которых критическое значение будет иметь ин
дивидуальность экземпляров, например, сочетание определенных значений 
импульсов отдельных экземпляров в одном мире. 3 

2Такой взрыв является самым элементарным в том смысле, что к нему сводятся все реаль
ные взрывные процессы, быть может, за исключением ядерных и гравитационных. 

3Можно пытаться также действовать в духе «стандартной» кубитовой техники, скажем, 
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Это явление является существенно релятивистским, поскольку пред
полагает переход всего роя для рассматриваемой системы в тонкий слой 
на этапе размазывания амплитуды и процесс конденсации тонкого слоя 
в обычный рой - на этапе ее концентрации. 

Физический конструктивизм может помочь обнаружить такие явле
ния на объектах реального мира; для этого понадобится его программмое 
оформление - ПКЕ. 

Построение масштабируемых моделей многочастичных систем явля
ется актуальной задачей и для сплошных сред. При выводе уравнений типа 
Навье-Стокса используется ряд предположений, не вытекающих непосред
ственно из динамики рассеяния отдельных атомов, которую мы рассмат
ривали выше. Есть основания предполагать, что обоснование этих пред
положений требует применения метода коллективного поведения. Един
ственным известным фундаментальным фактором, который не учитывается 
в теории сплошных сред, являются запутанные квантовые состояния. По
этому можно надеяться на успешное построение масштабируемых моделей 
именно после его учета. 

7.3. О языке ПКЕ 

Нашей ближайшей задачей будет создание общего формата для описа
ния больших систем с помощью малой памяти, пригодного для моделирова
ния их динамики. Как уже упоминалось, масштабирование наших моделей 
требует, чтобы необходимая для записи системы из n частиц память рос
ла как log(n). Это требование является необходимым, так как в противном 
случае моделирование больших систем потребует таких же затрат, как и са
мо их создание, что делает сам процесс моделирования бессмысленным. 

Условие логарифмического роста памяти является гораздо более жест
ким, чем даже требование линейного роста памяти, наложенное нами ранее. 
Таким образом, мы должны моделировать в ограниченном объеме памя
ти поведение экспоненциально больших систем, что требует специальной 
идеологии. 

За основу ПКЕ мы выберем пространствеино-временную классифи
кацию систем и процессов. Эта классификация предполагает построение 
сценариев на основе выбора зерна пространствеиного и временного разре-

концентрируя амплИ'Iуду с помощью связывания экземпляров длинными связями, например, 
объединяя частицы в твердое тело, где их положение будет локализовано, а затем разрушая 
эти связи фотонами. При этом освободившиеся частицы приобретут некоторую энергию от 
взрыва. Это похоже на возгонку молекул твердого тела, которые переходят в пар, минуя стадию 
жидкости. 
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шения, что полностью учитывает соотношение неопределенностей. Напри
мер, если мы выбрали очень малое зерно разрешения по пространству бх, 
то у нас имеется неопределенность в импульсе, равная h / бх, что означает 
потенциальное удаление объекта из зоны рассмотрения размера Х за вре
мя Т =  Xmjp = mXбxjh. Тогда, выбирая зерно временного разрешения, 
меньшее этой величины, мы всегда можем обеспечить построение визуаль
но различимых сценариев. 

Вся рассматриваемая нами сложная система должна быть разделена 
на ярусы, так что внутри каждого из них составные части данного уровня 
должны описываться в каких-либо простых терминах, например, с помо
щью конечного автомата. Это разделение не обязательно связано с про
странетвенной вложенностью частей, но его удобно представпять именно 
как пространствеиную вложенность. Итак, рассмотрим следующее деление 
пространства на последовательно вложенные кубы. Выберем зерно про
странствеиного разрешения бr и разобъем пространство на кубы со сторо
ной бr. Будем называть это разбиением нулевого уровня. Теперь объединим 
соседние кубы в большие кубы со стороной 2бr. Внутри одного такого ку
ба будет 8 кубов нулевого уровня. Назовем это разбиением первого уровня, 
и т. д. Мы можем сопоставить всякой точке трехмерного пространства ее 
координаты следующим образом. Возьмем самый маленький из кубов с на
чальной вершиной в некой фиксированной точке О, называемой нами нача
лом координат, который содержит данную точку. Внутри этого куба найдем 
куб на единицу низшего уровня, который содержит данную точку. Поло
жение этого куба внутри первого можно выразить тройкой бит, которую 
мы обозначим через Е1 • Эта тройка фактически является очень грубыми 
координатами нашей точки внутри первого куба. Продолжая процесс деле
ния кубов, получим тройку Е2, так что шестерка битов Е1Е2 будет давать 
приближение исходной точки с в два раза большей точностью, и так далее, 
пока не дойдем до максимально возможной точности бr, получив в итоге 
полные координаты нашей точки вида Е1Е2 . • .  Ek . Можно было бы делить 
ребро куба не на 2, а на большее число частей, но это принципиально ни
чего не меняет. В любом случае k = log lr l ,  где lr l  есть расстояние нашей 
точки от начала координат. Введенная система координат является фактиче
ски кубитовым конфигурационным пространством для точек с точностью 
бr, которое мы уже рассматривали при моделировании квантовых систем. 
Сейчас мы посмотрим на него под несколько иным углом зрения. 

Можно разбить кортеж Е1Е2 . • •  Ek на несколько участков. 
Е1 . . . Ез1 Ез1 +1 . . . Ез2 • • •  , так что каждый участок Eзz+l . . . Ез,н мож

но ассоциировать с пекоторой естественной дисциплиной. Например, уров
ни с 1 по 30 можно ассоциировать с ядерной физикой, уровни с 30 по 60 -
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с атомной физикой, с 60 по 80 - с химией, и т. д. Разумеется, такое деление 
будет приблизительным, так как здесь есть перекрывающиеся зоны. Но это 
деление хорошо тем, что оно абсолютно, то есть совершенно не зависит от 
избранной системы единиц; более того, его зависимость от деления ребра 
куба при переходе к низшему ярусу - только в линейном множителе. 

Представим себе, что у нас есть огромное множество точечных объ
ектов, каждый из которых имеет свои координаты в пространстве, и неко
торый тип из конечного набора типов. Тогда каждому такому объекту мы 
можем приписать его координаты вышеописанным путем. Можно анало
гичным образом приписать и скорости, имея в виду, что скорости также 
будут убывать с возрастанием уровня: в ядерной физике они самые боль
шие, в атомной меньше, в химии - еще меньше, и т. д. Такие объекты будут 
представnять наименьшие известные частицы материи. Выбором or можно 
добиться, чтобы координаты разных объектов были различными. Таким об
разом, вся сложная система будет оцифрована в виде множества координат 
.Ё ее объектов. Этих объектов может быть, например, 1040 в рассматри
ваемой нами системе, но это потребует всего лишь примерно 120 уров
ней, то есть k = 120. Используя логарифмическую длину записи коорди
нат любого объекта, мы можем довольно экономным способом, используя 
только основные арифмеmческие операции, закодировать такие процессы, 
как распространение волн, тепла, диффузионный процесс, и т. д. Для этого 
нужно рассмотреть конечно-разностную схему, представляющую соответ
ствующее уравнение, и перевести эту схему в кубитовую форму, что не 
представляет особых затруднений для описанных классических процессов. 

Таким образом можно, в принципе, погрузить в ПКЕ ту область, кото
рую можно условно назвать механикой сплошных сред (именно погрузить, 
но это пока не даст принципиально новых путей исследования). При этом 
нам будет достаточно той организации ярусов некоторого уровня, которую 
предоставляет нам алгоритмы соответствующей дисциплины. 

Рассмотрим моделирование квантового расплывания волновой функ
ции свободной частицы, используя выражение для ее ядра ( 4. 19). Ра
зобьем пространство на кубики, как описанно выше. Нам надо получить 

все более и более точные приближения функции eimx2 12ht в терми:нах 
нашей иерархии кубиков, то есть приближения функций cos(mx2 /2ht) 
и sin(mx2 /2ht) . Это можно сделать, имея алгоритм последовательных при
ближений для таких функций, основанный, например, на их разложении 
в степенные ряды. На каждом уровне j у нас будут получаться некие функ
ции COS(.ЁJ ) ,  SIN(.ЁJ) ,  где .ЁJ есть приближение уровня j координаты 
аргумента. Таким образом, мы можем представить любой процесс, описы
ваемый дифференциальными уравнениями. 
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Это кубитовое представление механики сплошных сред, так как мы 
отождествили кубиты с разрядами координат Ё в конфигурационном про
странстве. Ядро является волновой функцией свободной частицы в момент 
времени t при условии, что ее состояние в начальный момент О в коор
динатном представлении есть дельта-функция, сосредоточенная в начале 
координат. Мы видим, что чем меньше t, тем быстрее происходят осцил
ляции при фиксированном значении х. Таким образом, мы имеем процесс, 
который невозможно моделировать в реальном времени в смысле после
довательных приближений от грубого к более точному, как, например, ас
социацию молекул, рассмотренную выше. Здесь чем меньше время t, тем 
более точное приближение на всем пространстве мы должны взять, чтобы 
получить правильную картину. Это означает, что мы не можем использо
вать метод последовательных приближений в реальном физическом време
ни и должны использовать модель динамических сценариев и отбора этих 
сценариев, что было описано выше. При отборе сценариев мы обязаны де
лать проход по кубитовой координате частицы Ё в пределах, определен
ных рассматриваемым взаимодействием (например, для атомной физики 
это 30 � j � 60) и потом, сравнивая сценарии, производить отбор, уточ
няющий нужные нам значения (например, поведение волновой функции 
в удаленных точках, как для разлета свободной частицы). Как мы уелови
лись выше, время, потраченное на обработку отбора сценариев, является 
административным, а не реальным временем, и именно в ПКЕ это прояв
ляется в полной мере. 

Дальнейшее масштабирование модели основано на явном представле
нии квантовой запутанности в виде связей между экземплярами реальных 
частиц. Эти экземпляры могут находиться на совершенно разных уровнях 
кубитовой иерархии, и для реализации сети нам придется в любом слу
чае путешествовать по разным уровням кубитовой иерархии для обработ
ки сети. Время, потраченное на такие путешествия, также не может быть 
отнесено к реальному физическому времени и считается нами администра
тивным. 

Кубитовые пространствеиные координаты не являются единственной 
формой хранения массива частиц, составляющих сложную систему. Мож
но применять тот же принцип не к пространствеиной вложенмости кубов, 
а к самим частицам, способным объединяться в большие частицы - по 
иерархическому принципу. Этот способ отличается от пространствеиной 
иерархии так же, как лебеговская схема интегрирования от римановской, 
что аналогично ситуации с описанием многочастичных ансамблей при по
мощи сети (см. выше). Рассмотрим простой пример системы из 10000 оди
наковых атомов ферромагнетика, объединенных в неправильную кристал-
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лическую решетку, состоящую из 100 кластеров, по 100 атомов в каждом, 
и подвергающуюся действию сильного магнитного поля. Первоначальная 
ориентация спинов этих атомов, обусловленная преимущественной ориен
тацией спинов электронов из неполностью заполненных орбиталей, нам 
неизвестна. Если мы изучаем процесс установления ориентации спинов 
атомов под действием приложеиного поля, мы можем считать, что пер
воначальные ориентации спинов внутри каждого кластера совпадают. Если 
это на самом деле не так, мы можем, произвольно поменяв их ориента
цию, провести моделирование заново, убедившись, что это не влияет на 
ответ. 

Аналогично при исследовании сложной биохимической реакции мы 
можем считать, что все входящие в ее реагенты атомы водорода находят
ся в одинаковых состояниях, кроме малого числа атомов, обменивающихся 
электроном с соседями. Точно так же, исследуя газ, состоящий из молекул 
аммиака СзN, мы можем считать, что все эти молекулы находятся в аб
солютно одинаковых состояниях, кроме, быть может, очень малого числа 
непосредственно сталкивающихся друг с другом в данный момент. Точ
но так же можно отождествлять формы сложных молекул, представляю
щих фон при изучении некой реакции, за исключением единичных случа
ев, и т. д. Такое отождествление позволяет экономить память компьютера, 
но оно не способно дать логарифмической сложности, к которой мы стре
мимся! Если на каждом уровне мы оставляем хотя бы двум однотипным 
частицам иметь различные состояния, нам не избежать расходов памяти 
как па, где n - число реальных частиц в моделируемой системе. 

Для получения логарифмической сложности по памяти нам придет
ся считать, что для основного числа уровней иерархии состояние частиц 
не играет роли вообще, а играет роль только их тип. Предельный случай 
состоит в том, что состояние вообще не играет роли, то есть мы можем 
считать, что все однотипные частицы находятся в одинаковом состоянии. 
Тогда вся разница между ними будет заключаться в пространствеином рас
положении экземпляров составляющих их частиц нулевого уровня (в КЭД 
это электроны и ядра атомов и фотоны) в момент их непосредственной ас
социации (или излучения фотона). Поскольку исход такого столкновения 
определяется генератором случайного числа (если мы не принимаем какой
либо критерий типа d и D для ассоциации в молекулу - но этот критерий 
тоже, в конечном счете, требует генерации случайности, хотя и на более 
низком уровне иерархии), все разнообразие, которое мы тогда допускаем 
в систему состоит из 

а) различные типы частиц, 
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б) различные пространствеиные положения, 

в) возможность индивидуальности элементарных частиц. 

Этот тип моделей основан на формировании новых частиц с помощью 
квантовых связей между экземплярами уже имеющихся частиц. 

Мы пользуемся здесь эвристикой коллективного поведения в следую
щем строгом смысле. Любая регулярность в положениях частиц низкого 
уровня оформляется в виде формирования или распада частиц более высо
кого уровня, тогда как все положения, являющиеся не регулярными, трак
туются как абсолютно случайные и для их представления используются 
не прямые обращения к этому низкому уровню, а генераторы случайных 
чисел. Именно этот прием отделения регулярности от случайности обес
печивает нам логарифмический рост сложности модели, поскольку прямое 
обращение к нерегулярным частицам низкого уровня потребовало бы их 
явного хранения в памяти. Таким образом, самым опасным типом разнооб

разия для таких моделей, исключающим использование логарифмической 

памяти, является пункт б). 
Мы можем предположить, что все пространствеиные положения яв

ляются просто хаотическими, то есть наличие в них случайного порядка 
(например, случайно возникшей периодичности) не влияет на ответ. Этот 
тезис можно проверить случайным изменением начальных условий зада
чи - все сценарии должны сохраниться. Например, сборка молекулы нук
леиновой кислоты не зависит от точного начального положения ее будущих 
нуклеотидов - они находятся в хаотическом состоянии. Именно хаотиче
ское движение и обеспечивает сборку этого полимера, то есть здесь поря
док возникает из хаоса. Если это общая закономерность (есть основания 
полагать, что это так), то у нас остается два источника разнообразия сце
нариев: а) и в). Разнообразие типов частиц, по-видимому, вполне предска
зуемо, то есть мы можем выделить их явно для каждого уровня (здесь есть 
еще темное место, связанное с динамикой, - например, некоторые ионы 
могут быть нестабильными в растворе или стабильность может зависеть от 
частоты падающих на них фотонов, и т. д.). Даже если это не так, мы можем 
спуститься на уровень ниже и рассматривать «сомнительные» частицы как 
ансамбли из частиц более низкого уровня. В этом случае все разнообразие 
сводится к разнообразию индивидуальности частиц нулевого уровня. 

Мы можем получить логарифмическую по памяти модель только в том 
случае, если нам удастся свести все разнообразие сценариев к проявлению 

разнообразия элементарных частиц нулевого уровня, то есть истинно эле
ментарных частиц согласно нашим представлениям. Только такие модели 
будут самыми эффективными. Но их использование будет и самым риско-
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ванным, поскольку оно основано на предположениях о возможности игно
рирования разнообразий а) и б). Когда целесообразно стремиться к постро
ению таких моделей? Это оправдано, только если предмет исследований 
намного превосходит используемую вычислительную систему. Например, 
если речь идет о моделировании звезды. 

Модели логарифмической памяти сходны с моделями динамики сплош
ных сред, которые описываются системой дифференциальных уравнений, 
не зависимо от наличия не устойчивых решений. Неустойчивость решения 
по начальным условиям является признаком подхода к предельному уровню 
иерархии для такого условия. Это означает, что форма решения определяет
ся не начальным условием как таковым, а низшими этажами иерархии, то 
есть сценарием для составных частей частиц (как для тяжелого камня, сто
ящего на одной точке, траектория определяется не уравнением динамики 
для этого камня, а молекулярным процессом в точке опоры). Нахождение 
таких точек уже представляет огромную ценность, например, в авиастрое
нии, где они определяют границы допустимых углов поворота рулей. Еще 
более интересная тема - управление системой в такой точке, что требует 
согласования разных уровней иерархии.4 

Разумеется, модель не будет работать, если под типом частицы мы по
нимаем только ее состав, например, если элементами являются электроны 
и ядра, которые различаются только по их весу и заряду. Мы должны разли
чать, например, в каком состоянии, ls или 2р, находится электрон в атоме 
водорода, и т. п., то есть надо обьявлять такие состояния разными типами 
частиц. Это хорошо для стационарных состояний, но не подходит для ди
намики: например, для переноса электрона уже надо будет различать много 
возбужденных состояний, особенно если нам нужны стадии этого процес
са, от которых может зависеть общий сценарий, и т. д. Значит, необходим 
другой язык, в котором в типе частицы уже содержалась бы информация 
о возможных динамических сценариях с ее участием. Именно такой язык 
предоставляет метод коллективного поведения, при котором система частиц 
представляется в виде сети их экземпляров, связанных связями и нитями. 
В терминах сети мы можем хранить информацию об ограниченном числе 
пространствеиных конфигураций фрагментов сети (например, ее связных 
кусков), называя каждую такую конфигурацию отдельной частицей. 

Резюмируем основные положения о ПКЕ. Он должен быть иерархиче
ской структурой, в которой на каждом этаже расположены системы частиц 
одного типа сложности, которые рассматриваются нами как элементарные 
составные единицы для элемента, стоящего непосредственно над ними на 

4Это немного напоминает задачу, которую решает мошенник в азартной иrре: использова
ние более тонких механизмов для генерации нужного исхода. 
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следующем этаже. Частицей уровня j называется множество частиц уров
ня j - 1, называемых ее компонентами, с указанием для каждой ее точных 
координат в системе центра масс, который считается координатой данной 
частицы уровня j. Такая частица формируется в сценарии с помощью кван
товых связей между экземШiярами ее компонент. 

В соответствии с этим любая частица о: нулевого уровня, входящая 
в рассматриваемую систему, будет иметь координату .Ё(о:) .  При этом мы 
потребуем, чтобы существовал только заранее определенный и фиксирован
ный на�ор ] чисел j1 , j2 , . . . , jz , такой, что для любого уровня j, не входя
щего в j, можно хранить в памяти ровно одну частицу уровня j и считать, 
что все другие частицы уровня j определены произвольно, причем от их 
определения не зависит динамический сценарий. Условимся также считать, 
что и для уровней, входящих в ], число разных частиц ограничено пекото
рой абсолютной константой. Тогда модели будут иметь логарифмическую 
сложность по памяти в зависимости от объема всех частиц. 

Все системы, описываемые дифференциальными уравнениями (как 
сплошные среды) являются моделями с логарифмической памятью. Это вы
текает из того, что память компьютера расходуется не на хранение каждой 
частицы в отдельности, но на хранение общего числа частиц. ПКЕ есть 
обобщение такого рода моделей на сложные системы. Здесь мы пытаемся 
достичь того же эффекта правдивых сценариев, как и для дифференциаль
ных уравнений, но для тех случаев, когда уравнения не применимы. Эти 
случаи связаны с образованием и распадом запутанных квантовых состоя
ний, то есть с превращениями типа химических. 

7 .4. Зачем нужен П:КЕ 

ПКЕ предназначен для обьединения методов естественных наук и по
лучения в результате этого обьединения совершенно новых возможностей 
развития. Можно ожидать серьезного эффекта в результате последователь
ного применения известной части квантовой механики (КЭД и запутанных 
состояний на нескольких частицах) к объектам, изучаемым в химии и био
логии; эта возможность используется достаточно широко, в особенности, 
с применением современного программирования. Но есть и другая возмож
ность: совершенствование многочастичной эвристики для самой квантовой 
теории в многочастичной области, с помощью аналогий из химии и био
логии. Мы уже обсуждали ограниченность квантовой эвристики в области 
многочастичных систем и то обстоятельство, что за фасадом стандартно
го формалИзма гильбертоных пространств могут скрываться неизвестные 
феномены. Подобные феномены могут иметь форму коллективных эффек-
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тов фундаментальной природы, на которые мы можем надеяться натолк
нуться при построении ПКЕ. Это обстоятельство требует от нас иного от
ношения к компьютерному моделированию, которое будет иметь гораздо 
более высокий статус, чем это есть сейчас, когда оно играет роль сер
висной технической службы по уточнению деталей существующих при
боров. 

Если традиционное понимание слова «фундаментальный» сводилось 
к «наиболее мелкий из элементов мироздаНИЯ)), то теперь понятие фун
даментальности будет шире. Поведение целой системы не сводится к по
ведению ее составных частей - истина, давно известная биологам, бьша 
по-новому осмыслена в квантовой теории с открытием явления запутанно
сти состояний. Мы верим, что развитие ПКЕ поможет нам открыть новые 
глубины в области коллективных эффектов. 

ПКЕ - особая программа. Ее настройка требует согласования моду
лей, отвечающих за различные уровни разбиения исходной сложной систе
мы Dv 

(7.1 )  

так что системы каждого следующего уровня Dj+l получаются объедине
нием некоторых систем уровня Dj . Мы можем считать, что процесс сборки 
систем, в соответствии с упорядочением (7 . 1  ), является моделью физиче
ского процесса образования рассматриваемой системы. Временно предпо
ложим, что мы игнорируем существование запутанных квантовых состоя
ний. Если мы установим, в соответствии с традициями, точные параметры 
процессов, определяющих эволюцию систем уровня Do, то, поскольку за
путанности у нас временно нет, мы получим точные параметры для D1 
и всех других уровней, вплоть до Dv . Все дело тогда сведется к опреде
лению начальных состояний для всех участвующих в системах уровня Do 
элементарных частиц. Если мы хотим сделать этот выбор для того, что
бы получить известное из эксперимента поведение системы Dv, нам надо 
будет перебрать все возможные начальные условия для всех элементар
ных частиц, входящих в системы уровня D0, что практически невозможно 
сделать, если таких частиц больше 3. Из этого следует, что уточнение на
чальных условий для элементарных частиц низшего уровня надо делать, 
принимая во внимание происходящее на уровнях, отстоящих примерно на 
3 единицы. Это справедливо для процессов, которые описываются устой
чивыми решениями дифференциальных уравнений, то есть тех процессов, 
которые мы назвали простыми. 

Для сложных процессов нам необходимо явно работать с иерархией 
систем (7 . 1  ), так как здесь будут играть роль заnутанные квантовые со сто-
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яния. Например, при описании среды с фазовыми переходами или хими
ческими реакциями мы должны учитывать формирование и распад частиц 
более высокого уровня, которые состоят из исходных. Для фазового пере
хода в твердое состояние такие «частицы» имеют форму трехмерных ан
самблей, расположенных в узлах кристаллической решетки, для перехода 
от газообразного состояния в жидкое они могут иметь форму одномерных 
структур атомов, для аморфных или промежуточных типов могут появлять
ся двумерные структуры. 

В общем случае мы можем ввести понятие размерности, исходя из 
числа nпei ближайших соседей каждого атома. Тогда размерность опреде
ляется как dim = nпei /2. Число ближайших соседей определяется числом 
указателей на них, то есть количеством связей у одного экземпляра данного 
атома. Таким образом, новые «частицы» могут иметь дробную размерность, 
то есть иметь тип фракталов. Такие «частицы» могут существовать доста
точно долго (например, в кристалле) и при этом демонстрировать кванто
вое поведение, как настоящая частица. Мы уже встречались с подобной 
ситуацией. Но их время жизни может быть и очень малым, как, например, 
для жидкости. Тем не менее, именно эти короткоживущие «частицы» ответ
ственны за такие явления, как турбулентность, изменение тепло- и электро
проводности при фазовых переходах и т. п. Роль таких «частиц» в том, что 
модели этих явлений надо строить на их основе. 

При образовании такой «частицы» ее компоненты, в пекотором смыс
ле, оказываются скрытыми: связи между их экземплярами однозначно опре
деляются связями между экземплярами данной «частицы», ее структур
ность влияет на модель только в форме более сложной динамики элемен
тов ее роя. Например, экземпляры молекулы водорода, как и атомы, могут 
испытывать вращения, что означает квантование вращательных степеней 
свободы электронов относительно ядра (волновые функции системы элек
тронов), а также самих электронов и ядра (их спины). Этой возможности 
у нас не было при рассмотрении многочастичного роя, поскольку там мы 
не группировали исходные атомы в новые «частицы». Но в ПКЕ такой при
ем будет неизбежным. На уровне отдельных атомов это означает, что мы 
устанавливаем зерно пространствеиного разрешения для кортежей меньше, 
чем для их компонентов, то есть модифицируем диффузионную модель для 
более экономичного расходования вычислительного ресурса. Более того, 
для молекулы водорода у нас будет еще одна степень свободы, связанная 
с изменением расстояния между атомами. Для молекулы воды к перечис
ленным степеням прибавится еще и угол между направлениями на атомы 
водорода. Для молекулы, состоящей из 4 атомов, прибавится еще угол меж
ду плоскостями, образованными тройками атомов. 
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В общем случае динамика экземпляров струюурных частиц должна 
иметь чувствительность к изменению состояний ее компонентов. Напри
мер, если мы рассматриваем задачу ассоциации атомов в молекулу, то ди
намика роя, соответствующего этой молекуле, должна изменяться, если мы 
изменяем начальные состояния реагентов; при этом динамика самих реа
гентов полностью скрывается сразу же после их ассоциации. Здесь нельзя 
дать более точных общих рецептов. 

У отдельных атомов в системе структурных частиц, таким образом, во
обще не будет самостоятельных состояний, а состояния будут только у этих 
сложных частиц. При этом если такие ансамбли не входят ни в какие от
дельные системы уровней, меньших Dv, установление начальных состоя
ний для элементарных частиц низшего уровня вообще не будет иметь ни
какой роли, так как этих состояний просто не будет. Фактически, характе
ристики таких частиц будут определяться тем, что происходит на высших 
уровнях, вплоть до Dv . Такое рассмотрение означает неизбежное исполь
зование многочастичного гильбертона формализма, что в конструктивной 
физике неизбежно приводит к возможности введения индивидуальности 
элементарных частиц в зависимости от того, в каких запутанных состоя
ниях они участвуют. Если мы хотим от струюурных частиц перейти к их 
компонентам, мы должны считать, что эти компоненты обладают индиви
дуальностью. Например, атом кислорода в молекуле воды отличается от 
атома кислорода в молекуле кислорода, и т. п., несмотря на то, что эти ато
мы принадлежат одному типу. Это соответствет реальной физике, так как 
если мы диссоциируем молекулы, то атомы одного типа, но происходящие 
из разных молекул, будут иметь различные квантовые состояния (состояния 
электронов (включая их спины), ядер, виртуальных фотонов и т. п.) 

Не существует никаких параметров, кроме введения индивидуально
сти элементарных частиц, которые можно было бы использовать для со
гласования разных уровней. Если рассматривать элементарные частицы 
как совершенно одинаковые простейшие «кирпичики», из которых можно 
построить адекватную модель системы любой сложности, нам неизбежно 
придется прибегпуть к прямому перебору всех возможных начальных кван
товых состояний рассматриваемой системы, что нельзя рассматривать как 
реальный путь. Иными словами, общепринятый путь рассмотрения эволю
ций по методу Коши (уравнение плюс начальное условие) является для 
сложных систем нереальным. Мы можем рассчитывать на успех только 
в случае рассмотрения сценариев по методу генетического отбора. Крайний 
случай такого отбора состоит в том, чтобы считать все рассматриваемые 
частицы, в том числе и элементарные, носителями генетической информа
ции. Такая информация должна соответствовать состоянию всей системы, 
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а не только состоянию данной частицы. Это означает, что в каждой элемен
тарной частице должна быть та или иная информация о ее месте в общей 
системе. 

7.5. Учет случайного фактора в ПКЕ 

При любой конкретизации эвристики коллективного поведения (мето
да динамической диффузии и т. д.) у нас есть случайный параметр, опреде
ляющий поведение каждого экземпляра из наших кортежей в любой момент 
административного времени. Этот случайный параметр, в конечном счете, 
влияет на результат отбора, то есть определяет результирующий сценарий, 
полученный применением нашей модели. Поскольку мы условились, что 
все рассматриваемые нами модели требуют не более чем линейного (а для 
сложных систем - не более чем логарифмического) времени в зависимости 
от размера системы, мы можем производить статистические эксперимен
ты с этими моделями. В частности, мы можем повторять моделирование 
несколько раз, используя различные датчики случайных чисел. В результа
те такой работы мы сможем понять, насколько велика зависимость резуль
тирующего сценария, выдаваемого моделью, от датчика случайных чисел. 
Задача при этом заключается в том, чтобы добиться минимальной возмож
ной зависимости результата моделирования от генератора случайности. 

Минимизация случайного фактора соответствует общепринятой логи
ке, соrласно которой идеальная модель должна быть детерминистична. Но 
в стандартной квантовой теории случайность является встроенным фак
тором, имеющим абсолютный смысл. И мы вынуждены вводить в осно
ву ПКЕ случайный фактор ради сохранения единства естествознания. Де
терминистичность в квантовой теории трактуется как детерминистичность 
уравнений Шредингера или Дирака, включающих в себя волновые функ
ции рассматриваемых систем. Эти функции являются результатом стати
стической обработки множества однотипных экспериментов, но если мы 
используем волновые функции как актуальные объекты, наша модель будет 
детерминистична в том смысле, что случайный фактор устраняется из нее 
полностью. 

Это надо трактовать следующим образом. Если мы интересуемся не 
тем, что произойдет в данном конкретном эксперименте, а тем, что полу
чится в результате усреднения по огромному количеству однотипных экс
периментов, проведеиных с различными и не зависимыми друг от друга 
датчиками случайностей, то наша модель будет давать совершенно опре
деленный результат. Именно в этом смысле случайный фактор полностью 
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устраняется из моделей простых систем. То же самое справедливо и для 
таких процессов, как стандартные реакции рассеяния двух заряженных ча
стиц со спином или простые химические процессы, подобные разобран
ному в предыдущем параграфе процессу ассоциации двух протонов в мо
лекулу водорода. Для всех процессов такого рода есть смысл говорить об 
усреднении по большому числу повторов эксперимента, и случайный фак
тор должен устраняться. 

В сущности, устранение случайного фактора из моделей простых про
цессов представляет собой иную форму общеизвестного запрета на суще
ствование скрытых параметров в квантовой теории, который активно об
суждался еще в 60-х годах двадцатого века Беллом, Бомом и другими и ко
торому мы дали выше конструктивную трактовку. Можно сказать, что этот 
запрет представляет собой уверенность в том, что волновой функции до
статочно для описания свойств любой достаточно простой системы. Запрет 
существования скрытых параметров представляет собой, таким образом, 
один из краеугольных камней стандартной квантовой физики и должен без
оговорочно приниматься в пакете с самой квантовой теорией в пределах ее 
сферы применимости, то есть для простых систем. 

Мы уже обсуждали, что квантовые эффекты проявляются при вели
tt 

чине действия D..S = J L(xt , х,  t)dt, сравнимой с постоянной Планка h, 
to 

что подразумевает малые промежутки времени. Это, разумеется, не меша-
ет применить квантовую механику и при больших временах, только в этом 
случае она даст траекторию, близкую к классической. Однако при построе
нии модели динамики систем с большим числом частиц нельзя брать очень 
малые промежутки времени по следующей причине. Квантовая механика 
оперирует с волновой функцией, которая является объектом статистической 
природы. Поэтому ее применение даст верный результат только для боль
шого числа однотипных сценариев.5 С ростом числа частиц в рассматри
ваемой системе это большое число сценариев для набора статистики будет 
расти как экспонента от числа частиц. Однако смысл построения моде
лей только в том, что это дело заканчивается в обозримое время. Потому 
в сложных случаях мы вынуждены оперировать совсем не с достоверной 
статистической выборкой, а, фактичесm, с единичными событиями, кото
рые и дают наблюдаемый динамический сценарий для сложной системы. То 
есть роль случайного фактора, который успешно фильтруется для простых 

5Измерение спектров не является исключением, так как так же требует статистической 
выборки. 
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сценариев (например, для рассеяния одной частицы на другой) в сложных 
системах драматически возрастает. 6 

Мы видим, что у стандартной квантовой механики есть очень серьез
ное ограничение по времени: рассматриваемый промежуток времени 
должен быть достаточен для проявления статистического характера 
всех элементарных процессов в сложной системе, и это, с учетом запу
танных состояний, делает прямое применение стандартной квантовой 
теории к сложным системам невозможным. 

Следует ли отсюда, что роль квантовых эвристик для построения мо
делей химии и биологии будет уменьшаться при усложнении рассматри
ваемых систем? Разумеется, нет. Более того, я глубоко убежден, что по
добная ирактика построения моделей, не основанных по своей сути на 
квантовой теории, является в корне ошибочной и не способной дать 

систематического продвижения, даже несмотря на отдельные интересные 
находки. 

Самым ценным в квантовой теории (наряду с принципом суперпо
зиции) является многочастичный гильбертов формализм тензорных про
странств, описывающий состояния многочастичных систем. Именно кон
структивное урезание этого формализма, которое обсуждалось нами выше, 
то есть явное рассмотрение связей, и дает ключ к построению ПКЕ. В свя
зях, формирующих кортежи экземпляров для модели сценариев, кроется 
фундаментальная физическая сущность, которую мы в настоящий момент 
просто не осознаем в должной мере, поскольку ее проявления становятся 
существенными только на уровне сложных систем. 

Случайный фактор является встроенным в стандартную квантовую 
теорию в силу статистической природы самой волновой функции \1!, при 
которой квадрат ее модуля трактуется как плотность вероятности обнаруже
ния частицы в данной точке конфигурационного пространства. Конструкти
визация динамики одной частицы придает случайному фактору форму так 
называемых преквантовых полей, если под преквантовыми полями пони
мать причину, заставляющую частицу вести себя как рой. Такая конструк
тивизация дает не много, поскольку природа случайности остается от нас 
скрытой. В действительности, истинная природа этой случайности может 
быть настолько глубокой, что у нас нет шансов понять ее вполне, но это 
и не требуется. Если мы наблюдаем за фотодетектором и ждем щелчка от 
попавшего в него фотона, в повседневной жизни роль играет плотность та-

6Это хорошо известно в технике. Для точно изготавливаемого прибора точность обработки 
его деталей высока, и нарушение его функциональности детектируется как неисправность 
конкретной детали, в то время как для прибора, основанного на подгонке индивидуальных 
деталей, поломка имеет гораздо более сложную причину. 
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ких щелчков, а не конкретный момент их наступления. Если же критически 
важен именно момент щелчка (так может быть, например, в нашем орга
низме), то в процесс оказываются существенно вовлеченной вся система 
эмиссии и детектирования данного фотона и задача приобретает совершен
но иной смысл по сравнению с ожиданием у фотодетектора. 

Если мы обратимся к понятию зерна амплитуды и примелим метод 
коллективного поведения, то продвинемся немного дальше по пути пони
мания случайного фактора в квантовой механике: он оказывается связан
ным с образованием длинных кортежей экземпляров участвующих частиц. 
Судьба сложного кортежа может зависеть от поведения одного его кон
кретного члена, то есть (потенциально!) от индивидуальности конкретного 
экземпляра. Анализировать это с помощью стандартной квантовой теории 
невозможно: плотность вероятности IФ(r1 , r2 , . . .  , rп) l 2 экспоненциально 
мала, то есть, с точки зрения конструктивизма, так мала, что просто не 
существует: для такого коллектива действует иной алгоритм! Здесь прохо
дит абсолютная граница применимости стандартной квантовой теории: эта 
граница лежит в области систем частиц, число которых больше пример
но 5 (для большего числа частиц прямой метод волновых функций не будет 
примелим даже на суперкомпьютерах). Но из квантового компьютинга мы 
знаем, что малость чисел не является препятствием для наличия наблюда
емых эффектов - и это является хорошим напутствием для развития ПКЕ 
от традиционной квантовой механики. 

7.6. Индивидуальность элементарных частиц и ЦКЕ 

Возникает естественный вопрос: можно ли на имеющемся эксперимен
тальном оборудовании обнаружить эффекты, хотя бы косвенно подтвержда
ющие плодотворность того пути, который мы назвали конструктивизмом 
в физике и который приводит к идее ПКЕ?7 Одна из таких возможностей -
обнаружение индивидуальности элементарных частиц. Для этого необхо
димо проведение серии повторяющихся экспериментов над одной и той же 
элементарной частицей, например, над одним и тем же протоном, электро
ном или атомом. В стандартной квантовой теории у элементарных частиц 
нет никакой индивидуальности, и потому нет никакой разницы, произво
дим мы опыты над одним атомом или над разными. Возможности экспери
мента над индивидуальными квантовыми объектами (например, обращение 

7 Отрицательные результаты, вроде абсолютной модели декогерентности, не относятся к их 
числу. Равным образом речь не идет о построении эффективных компьютерных моделей. Мы 
имеем в виду именно новые эффекты, которые (предположительно?) могли бы дополнительно 
поддержать идею ПКЕ в среде физиков. Мы сформулируем такие проблемы в заключении. 
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к одному конкретному атому) появились сравнительно недавно, с создани
ем туннельных микроскопов. Можно сравнить статистики, собранные для 
различных индивидуальных атомов, в попытке обнаружить нечто, могущее 
быть охарактеризованным как индивидуальная память. 8 Введение индиви
дуальностей для элементарных частиц может оказаться продуктивным для 
построения компьютерных моделей, но можно попытаться обнаружить та
кую индивидуальность непосредственно, поскольку современные приборы 
позволяют сделать это. 

Надо иметь в виду, что проявление такой индивидуальности может 
бьпь очень редким, и здесь с очевидностью возникает проблема надежно
сти статистических выводов. Редкие отклонения от характерных статистик, 
которые наверняка можно обнаружить, вполне могут укладываться в пред
положение о идентичности атомов, если применять к таким статистикам, 
например, критерий Пиреона 32. Поэтому более продуктивным путем мо
жет быть проведение серии экспериментов над чуть более сложными систе
мами, например, молекулами, с построением модели типа коллективного 
поведения, которая бы обьяснила результаты с использованием индивиду
альности атомов. 

7.6.1. Критерий согласия Пиреона 

Дадим короткое напоминание о главном методе статистической об
работки результатов многократных экспериментов - о критерии согласия 
Пирсона. Этот критерий называют еще критерием 32. 

Действительно, метод коллективного поведения включает в себя не 
просто возможности индивидуальности элементарных частиц, а возмож-

8Эта память представляет собой как раз те скрытые параметры, доступ к которым копенга
генская теория запрещает. Для отдельных частиц этот запрет имеет совершенно определенную 
форму, вытекающую из соотношения неопределенности «координата-импульс». Если мы хо
тим узнать какие-либо индивидуальные характеристики элекгрона, например, точно узнать 
его положение или экспериментально проверить гипотезу о наличии каких-то его составных 
частей (что является попыткой приблизиться к границе П), он получает импульс, величина 
которого исключает повторение этого эксперимента над данным электроном: для следующего 
подобного эксперимента нам придется взять уже другой электрон. Если же мы зафиксируем 
элекгрон пекоторой связью, скажем, внутри атома, который, в свою очередь, находится внутри 
кристаллической решетки (для точиости локализации), то это, конечно, может неограниченно 
снизить зерно разрешимости по пространству для серии последовательных экспериментов, 
так как электрон никуда не улетит. Но тогда мы не сможем отличить индивидуальность дан
ного элекгрона от индивидуальности множества других частиц, экземпляры которых связаны 
с элекгронными в одни кортежи. Копенгагенская механика составляет, таким образом, свод 
правил для пользователя модели, одним из которых и является «запрет на знание скрытьrх 
параметров». Как мы видели, в конструктивизме этот «запрет» просто вытекает из теоремы 
теории алгоритмов. 
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ность индивидуальности их экземпляров. Случайная величина 32 опреде
ляется как сумма n квадратов независимых стандартных нормальных вели
чин, деленная на n, где r = n - 1 считается числом степеней свободы: 

Распределение этой величины хорошо известно. 
Пусть у нас есть выборка х из значений некоторой случайной вели

чины ТJо. Мы хотим определить, совпадает ли величина ТJо со случайной 
величиной ТJ с известной плотностью распределения р11 (х). Гипотеза о сов
падении ry0 с ТJ называется гипотезой согласия. Заметим, что о величине ТJо 
мы не знаем ничего, кроме выборки ее значений х. Мы хотим выяснить, 
насколько эта выборка согласуется с известным распределением для эта
лонной величины ry. 

Критерий Пиреона дает возможность проверять гипотезу согласия. Для 
его применеимя надо проделать следующее. Сначала разбиваем возможную 
область значений х на r интервалов и нумеруем их буквой k. Затем для 
каждого из интервалов д.k вычисляем вероятность попадания значения ве
личины ТJ в данный интервал: Pk = Jf:>.k p11 (x)dx. Теперь разбиваем элемен
ты выборки на группы, так что группа k состоит из элементов, попавших 
в интервал k, и пусть 

есть относительное число элементов выборки, попавших в интервал k. За
тем надо задаться уровнем значимости а > О и найти по нему пороговое 
значение tr,a для 32-распределения. Наконец, надо составить контрольную 
сумму 

s - - � (Pk - Pk)2 
x,a,f:>. - � npkQk 

k=l 

После этого сравним контрольную сумму S с уровнем tr,a · Если она ока
жется меньше уровня, гипотеза о согласии принимается, если больше -
отвергается. 

Как можно применить критерий Пиреона к нашей проблеме распо
знавания индивидуальности атомов? Допустим, мы исследуем вероятности 
нахождения атома в возбужденном состоянии в зависимости от длитель
ности t лазерного импульса, поданного на этот атом. Такая зависимость 

выражается формулой вида Р = Ьf(l - cos 2w), где 'rJ = Fmп/h, Fmn 2w2 
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есть матричный элемент возбуждения, создаваемого лазером, w - его ча
стота (см. [58], стр. 1 76). Значение Fmn = J w;;"(r)FФп(r)dr фактически 
зависит от стационарных волновых функций, при точном вычислении кото
рых надо применять электродинамическую реакцию рассеяния фотона на 
атоме. Правила электродинамики содержат перенормировки заряда и мас
сы, которые, вообще говоря, зависят от среды, в которой атом находит
ся, в частности, от состояния фотонов, которые мы точно не знаем. Если 
предположить, что разные атомы находятся в несколько различающихся 
условиях, то и перенормировки для них будут немного различаться, и это 
может служить источником того, что мы называем индивидуальностью ато
мов. Такого рода индивидуальность проявляется в том, что значения р для 
разных атомов будут немного отличаться, и это можно пытаться зафикси
ровать с помощью метода Пирсона, если проводить выборку результатов 
измерения вероятности (фактически - времени пребывания в возбужден
ном состоянии) для одного конкретного атома. В подавляющем большин
стве экспериментов по квантовой физике за индивидуальностью выборки 
не следят, даже более того - эксперименты, как правило, предполагают со
вокупный отклик от огромных ансамблей атомов, что заведомо нивелирует 
индивидуальность. Возможность многократно обращаться непосредствен
но к одному и тому же атому появилась сравнительно недавно - с изоб
ретением туннельных микроскопов. Было бы интересно использовать эту 
возможность для сбора индивидуальных статистик в том духе, как это опи
сано выше. 

Принципиальное возражение могло бы выглядеть так. Обсуждавшиеся 
нами перенормировки чрезвычайно малы, и потому находятся заведомо за 
пределами точности постановки исходного эксперимента о вероятности на
хождения в возбужденном состоянии. Такое возражение верно только при 
условии, что мы игнорируем запутанность квантовых состояний. Однако 
такие состояния имеют место при одновременном рассмотрении электро
нов атома, его ядра и всех фотонов в качестве элементов единой систе
мы элементарных частиц. Мы видели, что такого рода запутанные состоя
ния возникают при фундаментальных взаимодействиях КЭД, то есть от них 
невозможно избавиться с помощью локальных приемов типа перенормиро
вок или изменения базиса. Наличие запутанных состояний способно суще
ственно изменить картину стандартных приближений. Это возможно в силу 
феномена квантового компьютера, который подробно описан в приложении. 
Суть феномена в том, что существуют условия, при которых очень малые 
амплитуды редких событий складываются конструктивно, порождая реаль
но наблюдаемые исходы, кот?рых бы не было, если бы не существование 
запутанных состояний. 
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Стандартные методы приближений, согласно которым мы отбрасыва
ем диаграммы высших порядков, и тому подобные. общеизвестные при
емы основаны именно на игнорировании запутанности. Идеология кван
тового компьютера говорит о том, что подобные КК-феномены редки, но 
совершенно достоверны. Если переводить это на язык реальных систем, 
мы должны заключить, что возможны редкие события, при которых карти
на стандартных приближений не срабатывает, и это можно зафиксировать 
в виде индивидуальности элементарных частиц или индивидуальности ато
мов. Разумеется, предложенный путь не гарантирует никакого определен
ного успеха. Статистические критерии для простых экспериментов не яв
ляются исчерпывающими.9 

Есть еще один подход к проблеме индивидуальности, связанный с ис
пользованием времени. Можно исследовать процессы, предполагая, что 
есть накопление информации об истории отдельного атома. Такие экспе
рименты на молекулах [46] показывают наличие так называемой молеку
лярной памяти, то есть памяти о реакциях, в которых данная молекула 
принимала участие. Молекулярная память может быть связана с наличием 
долгоживущих квантовых состояний, например, состояний ядерных спи
нов, которые могут сохраняться часами. 

7.6.2. Индивидуальность экземпляров частиц 

Метод коллективного поведения имеет дело с экземплярами элемен
тарных частиц, которые и можно рассматривать как носителей индивиду
альности в том смысле, в котором, например, присутствующие в каждой 
клетке гены живого существа содержат информацию обо всей его индиви
дуальности. Наделение экземпляров элементарных частиц индивидуальны
ми свойствами является, на мой взгляд, самым правильным шагом в методе 
коллективного поведения при его применении к сложным системам.10 

Рассмотрим, как это могло бы выглядеть в ПКЕ. Для этого предполо
жим, что каждый экземпляр одной и той же реальной частицы содержит 
информацию о виде динамического сценария ее эволюции во времени. По
скольку субъектом нашей модели, состоящей из сценариев, являются не эк
земпляры реальных частиц, а состоящие из них кортежи, надо считать, что 
информация о динамическом сценарии является атрибутом кортежа экзем-

9Мартышки могут выдать неплохое четверостишие при достаточно долгой работе с клави
атурой, если есть хоть какой-то контроль качества. Если индивидуальность атомов - действи
тельно очень редкий феномен, мы можем оказаться в нелегком положении, пытаясь обнару
жить его статистическими методами. 

10Похожий прием фактически использовал де Бройль, представляя квантовую частицу как 
точку, расположенную на волне. 
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пляров. Каждый кортеж, таким образом, можно уподобить молекуле ДИК, 
несущей информацию о проекте всего организма. То есть кортеж в биоло
гической терминологии является геномом. Каждый экземпляр в кортеже по
добен конкретному гену, который отвечает за поведение соответствующей 
реальной частицы. Можно заиндексировать такое поведение, соответствую
щее гену а, через Sa. В Sa будут, таким образом, содержаться все парамет
ры, полностью определяющие конкретные рассеяния, в которых принимает 
участие экземпляр а. 

Динамический сценарий состоит из последовательных актов элемен
тарных рассеяний, в каждом из которых участвует лишь малое число (2-3) 
реальных частиц. Таким образом, на каждом шаге сценария в содержатель
ном взаимодействии принимает участие только несколько экземпляров од
ного и того же кортежа. Это же относится и к диффузионному механизму 
обмена импульсами, только здесь в элементарном шаге сценария участву
ют экземпляры, входящие в разные, но пространственпо близкие кортежи 
(имеется в виду, как всегда, близость в конфигурационном пространстве 
для нескольких частиц). Определить конкретный ген, ответственный за тот 
или иной поворот в сценарии эволюции, можно, только сравнивая эту эво
люцию с другими возможностями, при процедуре отбора квантовых со
стояний. Такие экземпляры можно назвать критическими. На рисунке 7 . 1  
схематически изображены критические экземпляры, присутствие которых 
в кортеже определяет соответствующий этому кортежу сценарий эволюции 
рассматриваемой системы. 

Назначение критических экземпляров является, конечно, вопросом 
удобства моделирования и составляет предмет труда программиста, созда
ющего инструмент моделирования (в зависимости от интерфейса ПКЕ, эта 
функция может быть возложена и на пользователя модели). Тем не менее, 
это назначение отнюдь не является чистым произволом; более того, на
значение критических экземпляров есть, по-видимому, серьезный вопрос, 
который касается пригодности данной модели вообще. Например, если мы 
рассматриваем систему с почти классическим поведением, критическим бу
дет экземпляр реальной квантовой частицы, который ведет себя так, как 
вела бы себя классическая частица. 

Каждый ген-экземпляр представляет определенное поведение реаль
ной частицы, и в условиях жесткой экономии классической памяти моде
лирующего компьютера любой ген будет представлить содержательный тип 
поведения, влияющий на весь сценарий. Иными словами, большинство ге
нов должно быть критическими в тот или иной момент административно
го времени. Используя биологическую аналогию, мы можем предположить, 
что наиболее правильным способом задания сценария будет последователь-
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I 
Рис. 7. 1 .  Критические экземпляры модели 

ность выбора конкретных генов, активных в последовательные моменты 
времени to , t1 , . . . . 

Процесс обмена экземплярами при отборе квантовых состояний со
ответствует биологическому процессу обмена генетическим материалом, 
необходимому при эволюции живых существ. Мы имеем здесь аналогию 
с биологическими процессами, которая отмечалась в множестве работ. ПКЕ 
должен позволить нам использовать подобную аналогию в практических 
целях - для совершенствования моделей процессов разных уровней, вплоть 
до уровня фундаментальных взаимодействий. Может оказаться, что имен
но такая широта охвата необходима для реалистичности модели биологи
ческих объектов. На следующем рисунке (рис. 7 .2) представлена модель 
сложной эволюции, состоящая из многих элементарных актов рассеяний. 

Приведем простой пример того, какого рода индивидуальность экзем
пляров частиц мы могли бы рассматривать. Пусть у нас имеется набор аб
страктных атомов некоторых типов А, В, С, . . .  , и мы интересуемся возмож
ностью их ассоциации в молекулу, имеющую форму цепочки 

С1 - С2 - Сз - . . .  - ck - ck+l - . . . , 
где тип каждого атома Cj заранее определен. В силу того, что атомы, ска
жем, типа А могут занимать различные положения в этой цепочке, так что 
их соседями окажутся атомы разных типов, мы можем, для определенно
сти, рассмотреть ситуацию, при которой типы атомов будут распределены 
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Рис. 7.2. Эволюция, заданная выбором критических генов: голубым цветом изобра
жено изменение кортежа при селекции 

так: 
B - A - C - . . . - D - A - E - . . . . (7.2) 

Предположим, что равновесное положение атомов в данной цепочке, опре
деленное ковалентными электронными связями между соседними атомами, 
таково, что дистанция В - А  равна rв-л, а дистанция D - А равна rD -A · 
Можно также предположить, что если мы рассмотрим классический потен
циал для первого и второго вхождения атомов типа А в (7.2), квадратич
ные потенциальные ямы будут отличаться не только по координате центра 
rв-А -=/=- rD-A , но и по крутизне. Будем игнорировать влияние правого сосе
да. Тогда при использовании метода отбора квантовых состояний мы будем 
вынуждены предполагать у двух атомов типа А разные свойства, поскольку 
они будут ассоциироваться с соседним атомом на различных расстояниях. 

Мы можем еще усложнить наш пример, если вместо В и D рассмат
ривать не атомы, а молекулы, имеющие сложную структуру. Тогда при от
боре будет играть роль, в какой точке пространства находится экземпляр 
атома А при одной и той же позиции его соседа слева. Это означает, что 
разные экземпляры одного и того же атома типа А будут преимуществен
но ассоциировать в кортежи на разных расстояниях от соседа слева. То 
есть индивидуальности надо, в действительности, приписывать в первую 
очередь не реальным атомам, а их экземплярам. Индивидуальность реаль
ных атомов проявляется только через индивидуальность их экземпляров. 
Эта ситуация полностью аналогична обыкновенной генетике, где (мы пре-
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дельно упрощаем ситуацию!) наследуются гены, имеющие определенную 
автономию, а геном состоит из их набора. 

Автономия экземпляров элементарных частиц очень удобна для рое
вого представления КЭД. Эмиссия экземпляра фотона определенным эк
земпляром заряженной частицы зависит от индивидуальности этого экзем
пляра. Можно, например, считать, что у каждого экземпляра заряженной 
частицы есть определенный запас виртуальных экземпляров фотонов, ко
торые этот экземпляр может эмитировать до тех пор, пока запас не иссяк
нет; пополняется запас виртуальных фотонов при абсорбции экземпляра 
фотона. Понятие об индивидуальности экземпляров частиц может оказать
ся плодотворным именно в КЭД. Причина этого состоит в том, что КЭД не 
является законченной теорией. То обстоятельство, что нет универсального 
способа преодоления расходимости рядов для амплитуды, может говорить 
о плодотворности приписывания индивидуальности экземплярам заряжен
ных частиц и фотонов. Эта индивидуальность, в частности, может опреде
лять перенормировку заряда и массы частицы, поскольку такие перенорми
ровки зависят от окружения данной частицы. 

Формальной стартовой точкой для определения индивидуально
сти экземпляров служит существование тонкого слоя в рое миров кван
товой системы n реальных частиц. Принадлежиость к тонкому слою 
определяет очень грубый тип индивидуальности миров. Более тонкую клас
сификацию можно получить, разделяя такие миры по скоростям экземпля
ров отдельных частиц. Еще более тонкое различение дает запоминание це
лых динамических сценариев. Вопрос о целесообразности такой классифи
кации может быть решен только на пути практической реализации ПКЕ. 

Индивидуальность экземпляров открывает нам новые возможности ис
пользования ПКЕ, при которых будет допустимо считать, что наблюдаемые 
эволюции являются предпрограммированными. Эта ситуация таит серьез
ную опасность. Такое предположение при его неограниченном использова
нии делает ПКЕ полностью индивидуализированным, а это означает поте
рю объективности. К счастью, против такой опасности есть противоядие, 
и оно - в самой основе конструктивизма. Я имею в виду заложенную в нем 
идею плюрализма. Каждый пользователь волен наделять объекты ПКЕ лю
быми свойствами индивидуальности, которые допускаются его сигнатурой, 
в частности, индивидуальностью экземпляров элементарных частиц. Эта 
возможность принципиально важна для будущего развития всех естествен
ных наук и, прежде всего, физики. Но мы должны помнить и о неизбежном 
отборе, который касается не только описанных нами сценариев квантовых 
эволюций, но и любых других сценариев, реализуемых с использованием 
ПКЕ. Поэтому не следует опасаться потери наукой ее объективности. 
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Гораздо важнее наличие в ПКЕ совершенно новых возможностей, по 
сравнению с имеющимися моделирующими программами. Эти возмож
ности стоят того, чтобы заняться проектом ПКЕ, не взирая на большую 
неопределенность. 

7.6.3. Параллельные алгоритмы квантового моделирования 

Вопрос о возможности распраллеливания алгоритма состоит в том, 
можно ли уменьшить время вычислений, увеличив число вовлеченных 
в него отдельных процессоров. Иными словами, можно ли приобрести 
преимущества во времени, заплатив пространством (памятью)? Важность 
этого вопроса выходит за пределы традиционных границ естествознания, 
потому что он возникает даже при управлении большими группами лю
дей и имеет как экономическое, так и политическое измерения. Поскольку 
эффективность в самом общем виде выражается как экономия времени, 
можно сказать, что вопрос об эффективности любого процесса (например, 
промытленного производства или образования) есть вопрос о его распа
раллеливании. Из опыта известно, что распараллеливание далеко не всегда 
возможно. 

Чем сложнее рассматриваемая система, тем менее вероятно успешное 
применение распараллсливания в моделировании ее поведения. Труднее 
всего рассчитывать на успех в распараллеливании при моделировании та
кого явления, как жизнь, то есть поведения и развития живого существа. 
Препятствие на этом пути, которое обычно имеет философские трактовки, 
в действительности, понятно; его источник в том, что все мы принадлежим 
к таким объектам. Потенциальное наличие логически порочной обратной 
связи проявляется в том, что цель наших усилий по алгоритмизации изу
чаемых процессов в любом случае начинает от них же и зависеть. Это, 
однако, не должно нас останавливать в развитии методов распараллелива
ния, и квантовая механика дает нам естественные пути для этого. 

Классический подход к распараллеливанию основан на том, что за каж
дым отдельным процессаром закрепляется определенная часть рассматри
ваемой системы, так что для процессаров появляется возможность обраба
тывать информацию по разным частям одновременно, периодически обме
ниваясь информацией друг с другом. Этот простейший подход применим 
только к сравнительно простым системам, которые мы считаем классиче
скими и в случае которых можно говорить о состояниях их отдельных ча
стей. Наличие запутанности лишает смысла понятие «состояние части си
стемьi», потому что если это понятие ввести для данного типа распаралле
ливания, мы обнаружим, что состояние всей системы не сводится к набору 
«состояний его частей». 
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Однако запутанные состояния квантовых систем дают нам и новые 
возможности для распараллеливания, которых не было в классическом фор
мализме. Квантовый параллелизм используется в теории квантовых вычис
лений. Этот вид квантового параллелизма вытекает из возможности для 
квантовой частицы находиться во многих классических состояниях од
новременно. Реальный путь использования такого параллелизма состоит 
в том, чтобы применять запутанные состояния в распределенных вычисле
ниях, имеющих практическую ценность. Но квантовый параллелизм содер
жит и более глубокую идею. Конфигурационное пространство для кванто
вых состояний может содержать физическое время, из чего вытекает су
ществование запутанных состояний с различными временами для разных 
реальных частиц. Такая ситуация немыеnима в классическом формализме, 
где время отделено от пространства. Но именно включение таких состоя
ний означает, что квантовые миры могут обладать различными временами, 
а следовательно, их в этом случае целесообразно представnять в модели 
разными процессорами. 

Таким образом, для квантового моделирования мы имеем, наряду 
с обычным путем распараллеливания, другой, чисто квантовый метод. Он 
состоит в том, что разные процессары моделируют разные квантовые миры 
или разные группы таких миров. При этом любой процессор содержит ин
формацию обо всех реальных частицах, но только представленных своими 
экземплярами, соответствующими данному миру. Именно это дает мирам 
некоторую автономию, в частности, их моделирование может не быть пол
ностью «синхронным» - они могут иметь разные времена. Взаимодействие 
таких миров происходит в рамках обработки «взрывов пикою> и селекции 
квантовых состояний. Этот вид параллелизма, по мирам, может сосуще
ствовать с обычным методом распараллеливания - по конфигурационному 
пространству. 

Распараллеливание «по мирам» удобно тем, что в его рамках можно 
применять для разных процессаров разные программы моделирования ди
намики, с единственным условием возможности сравнения - для детекти
рования моментов административного времени, в которые надо следить за 
возможным образованием <шиков» или производить селекцию состояний. 
В рамках этого типа распараллеливания можно рассматривать запутанные 
состояния с разными наборами частиц, возникающие при эволюции систе
мы (например, возбужденый атом и излученный фотон вместе с атомом 
в основном состоянии, а также и многие более сложные случаи с уча
стием многоатомных молекул). Наконец, распараллеливание «по мирам» 
позволяет выбирать для каждого мира или группы миров отдельные значе
ния зерна пространствеиного и временного разрешения. Такая возможность 
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очень важна для моделирования в химии. Например, суперпозиция состоя
ния двух атомов на близком расстоянии и двух атомов и электрона, перехо
дящего от одного атома к другому, требует разных шагов по пространству 
и времени, так как для правильного описания перехода электрона нужно 
иметь гораздо меньший шаг, чем для описания перемещений атомов. В то 
же время запутанность таких состояний необходимо прослеживать, потому 
что интерференция на последующих шагах может создать новые эффекты. 

7.7. Заключение 

Мы познакомились с рядом идей, объединенных под общим названи
ем конструктивной физики. Эти идеи не составляют отдельной дисципли
ны, точно так же, как и конструктивная математика не является какой-то 
отдельной наукой. Конструктивизм - это направление, которое появилось 

в математике, а точнее, в ее основаниях, и в своем развитии переходит на 
физику. Этот процесс неизбежен и благотворен. Я буду рад, если эта книга 
поможет читателю составить более определенное отношение к конструк
тивизму и, тем более, если вызовет желание заняться развитием этого на
правления непосредственно. Позволю себе перечислить те задачи, решение 
которых представляется мне вполне доступным в рамках конструктивной 
физики уже сейчас. 

Первая задача - создание для квантовой электродинамики эффектив
ной эвристики, которая не опиралась бы на некорректные приемы типа 
асимптотических рядов и давала бы при применении к столкновению ато
мов простой критерий образования химической связи и ее разрыва. Хоро
шей стартовой точкой может служить эвристика коллективного поведения, 
описанная нами 

для стандартной квантовой механики. Решение этой задачи 
необходимо для создания полноценных симуляторов химии. 

Второй задачей является создание конструктивной теории сверхпрово
димости на основе эвристики коллективного поведения, которая обладала 
бы предсказательной силой. Для этого надо заново рассмотреть теории, 
созданные в этой области, включая высокотемпературную сверхпроводи
мость. Здесь можно ожидать большого прогресса, и новый аппарат кон
структивной квантовой теории должен помочь его достигнуть. 

Третью задачу можно условно назвать конструктивным описанием ал
горитма Гровера для многочастичных систем. Это описание должно вклю
чать в себя процесс рассеивания роя системы в тонкий слой и обрат
ный процесс конденсации тонкого слоя в рой на ограниченной области 
пространства (в пределе - в одной точке) . Если первый процесс явля
ется обыкновенным расплыванием сжатого квантового состояния в соот-
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вететвин с уравнением Шредингера, то обратный процесс совершенно не 
тривиален. Физическая реализация второго процесса есть метод трансфор
мации кинетической энергии экземпляров системы во внутреннюю энер
гию роя; такие процессы могли бы стать основой для особых энергети
ческих устройств, эффективность которых основана на фундаментальных 
свойствах квантовых систем. 

Четвертая задача - создание прообраза ПКЕ для описания системы 
большого числа (например, 1012) атомов нескольких типов с полной мас
штабируемостью. В рамках такой модели наращивание числа атомов долж
но привести к эволюциям, соответствующим решениям уравнения типа На
вье-Стокса. 

И наконец, я подчеркну еще раз важность новой для физики особен
ности конструктивного математического аппарата - существование плю
рализма логических оценок. Идя по пути конструктивизации физики, мы 
должны будем привыкнуть к такому плюрализму. Он заложен в самой при
роде конструктивной математической логики, и его нельзя будет избежать. 
Множественность будет иметь разнообразные проявления, не относящие
ся напрямую к логическим аспектам. Например, хорошо известно, что эта 
особенность возникает везде, где применяются алгоритмы и программи
рование, вплоть до различных программных реализаций одной и той же 
конструктивной эвристики. В мире классической математики, где главный 
инструмент - формулы, такой множественности нет. 

Переход к конструктивному математическому формализму представ
ляется единственным разумным выходом из кризиса, в котором оказались 
не только физико-математические дисциплины, но и мышление в целом. 
Неспособиость классической картезианской математики играть организу
ющую роль в познании природы становится вопиющей и оказывает тор
мозящее действие как на теоретическую физику, так и на более далекие 
области - химию и биологию. Естествознание становится все более и бо
лее разобщенным и фрагментарным, что не сулит нам ничего хорошего. 1 1 

Междисциплинарный подход, трактуемый как взаимное изучение специ
алистами разных наук достижений друг друга, вряд ли способен сильно 
изменить эту ситуацию, поскольку добавление новых связей в и без того 
перегруженную систему знаний способно, скорее, умножить хаос. Пробле
ма заключается в совершенно конкретном звене этой системы - в матема
тике, а именно - в ее картезианском характере, который нужно заменить 
конструктивизмом, во всяком случае, в той ее части, которая взаимодей
ствует с физическими экспериментами и сама по себе определяет, какие 

11 Когда эта книга уже была написана, я встретил размышления на эту же тему в статье 
С. П. Новикова [?]. 
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эксперименты вообще надо ставiПь. Это предполагает очень крутой пово
рот в наших представлениях о том, какой должна быть настоящая математи
ка, для того чтобы снова играть свою традиционную организующую роль. 
Этот поворот не вполне воспринимается математическим сообществом, 12 
что и показала уже история, и вряд ли мы должны сожалеть о том, что 
это именно так, потому что процесс развивается во времени и здесь будет 
играть особую роль личностный фактор, а к математическому сообществу 
это относiПся непосредственно. Важно то, что для подъема на новую вер
шину в познании, где математика будет применяться к сложным системам, 
мы неизбежно должны спуститься с вершины, которую мы уже достигли 
с помощью картезианской математики, и здесь неизбежно утрачивают силу 
традициониьiе крiПерии и разграничения компетенций. Я счiПаю это хо
рошим знаком, потому что здесь возможно вовлечение в активную работу 
многих новых талантливых людей, в частности, близких к компьютерам. 
Перед нами открывается практически неизвестный новый континент, где 
(правда, на пока большом удалении от нас) присутствуют живые объекты; 
их ирисутетвне как раз и придает остроту и актуальность повороту к кон
структивизму. 

Мы никогда не покинули бы уютный и одНозначный мир формул, если 
бы он позволял нам решать наши новые задачи, но факты говорят, что его 
эффективность уже почти исчерпана. Нам придется встуПIПь в мир кон
структивизма, на дорогу с множеством развилок, где придется явно обра
щаться к экспертизе, основанной на визуальных образах, и тому подобным 
вещам, которые традиция классической математики выводила за рамки фи
зических теорий. Все это - неизбежная и минимальная плата за нужную 
нам эффективность. Вступая на этот путь, мы должны надеяться, что от 
размывания самого предмета нашей науки спасает законность, которой об
ладает в науке конструктивизм и которая завоевана нашими предшествен
никами. Эта законность дает нам ясное понимание того, что такое алгоритм 
и как именно человеческие оценки и произвол связаны с точным выпол
нением команд компьютером. Такое понимание законности еще никого не 
подводило, и у нас нет оснований сомневаться, что конструктивизм будет 
так же верно служiПь нам в физике, как служил в ней классический мате
матический аппарат. Именно на этом пути мы сможем дойти до границы, 
отделяющей наш предмет от мира объектов, которые принято называть жи
выми. 

12Границы этого сообщества, разумеется, очень расплывчаты. 



ПРИЛОЖЕНИВ 

Теория квантовых вычислений 

1. Формальное определение квантовых алгоритмов 

В этом параграфе приводится более формальный вариант описания 
квантового компьютера. Мы будем определять квантовый компьютер с ора
кулом для пекоторой словарной функции, сохраняющей длину входного 
слова. Отметим, что дословно аналогичное определение можно было бы 
сформулировать и для оракула обыкновенной буленекой функции. Опишем 
последовательно обе части квантового компьютера. 

Квантовая часть 

Она состоит из двух потенциально бесконечных лент: рабочей и во
просной, конечного списка И унитарных преобразований, о которых пред
полагается, что их можно легко реализовать на стандартных физиче

оо 
ских устройствах, и бесконечного набора F = U Fn унитарных преоб-

n=I 
разований, называемых оракулом для сохраняющей длину функции f : 
{0,  1 } * -->{0, 1 }*, где всякое Fn действует на 22n-мерном гильбертоном про
странстве, порожденном векторами { 0 ,  1 рп следующим образом: 

где Е9 обозначает покомпонентное сложение по модулю 2. 
Ячейки лент будем называть кубитами. Каждый кубит принимает зна

чения из комплексной окружности радиуса 1 :  {zoO + z1 l 1 z1 , z2 Е С, l zo l 2 + 
+ 1 z1 l 2 = 1 } .  Здесь О и 1 есть базисные состояния кубита, образующие 
базис с2 . 

В течение всего времени вычислений обе ленты ограничены каждая 
двумя маркерами, занимающими постоянные позиции, так что на рабочей 
(вопросной) ленте только кубиты VI ,  v2 , · · · , v". ( Vr+l , Vr+2 , · · · , Vr+2n) до
ступны в вычислении с временной сложностью т = т (п) на входе длины 



368 ПРИЛОЖЕНИЕ 

n. Положим Q = { v1 , v2 , · · · , Vт+2n} . Базисное состояние квантовой ча
сти есть функция вида е : Q�{o, 1} .  Такое состояние можно закодиро
вать как l e(vl ) ,  e(v2 ) ,  · · · , e(vт+2n)) и естественно отождествить с соответ
ствующим словом в алфавите {0, 1} .  Пусть К = 27+2n;  ео , е1 , · · · , ек- 1  
все базисные состояния, взятые в пекотором фиксированном порядке, 
1i есть К-мерное гильбертоно пространство с ортонормированным бази
сом ео , е 1 ,  · · · , ек-1 . 1i можно рассматривать как тензорное произведение 
1i1 Q9 1i2 Q9 · · · @ Нт+2п двумерных пространств, где Hi порождено все
возможными значениями Vi , i = 1, 2, · · · , r + 2n. Состояние (чистое) кван
товой части есть такой элемент х Е Н, что l lx l l  = 1 .  

Эволюция рассматриваемой квантовой части во  времени определяет
ся двумя типами унитарных преобразований над ее состояниями: рабо
чими и вопросными. Пусть пара G, И выбрана произвольным образом, 
так что G с {1 ,  2, · · · , r + 2n }, И Е И есть унитарное преобразование 
в 2саrd(G)_мерном гильбертоном пространстве. 

Рабочее преобразование W c,u на 1i имеет форму Е Q9 И', где И' дей
ствует как И на Q9 Hi в рассматриваемом базисе, Е действует как тожде

iЕG 
ственный оператор на ® Hi. 

irf_G 
Вопросное преобразование Qu1 на 1i имеет форму Е ®  F�, где F� 

т+2п т 
действует как Fn на ® Hi и Е действует как тождественное на ® Hi. 

i=т+1 i=1 
Наблюдение над квантовой частью. Если квантовая часть находится 

К-1 
в состоянии х = 2::: Лiei , наблюдением называется случайная величина, 

i=O 
принимающая значение ei с вероятностью IЛi l 2 . 

Классическая часть 

Классическая часть компьютера также состоит из двух лент: рабочей 
и вопросной, ячейки которых находятся во взаимно-однозначном соответ
ствии с соответствующими кубитами квантовых лент компьютера и име
ют ограничивающие маркеры на соответствующих позициях. Каждая ячей
ка классических лент содержит букву из некоторого конечного алфави
та (J). Эволюция классической части определяется классической машиной 
Тьюринга М с несколькими головками на обеих лентах и множеством 
объединенных состояний головок: { qь, Qw , Qq , q0, • • • } .  Мы обозначаем че
рез h(C) объединенное состояние головок для состояния С классической 
части. 
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Пусть D будет множеством всех состояний классической части. 
Правило соответствия между квантовой и классической частями име

ет вид R :  D-2{1•2 , . · ·  ,т+2п} х И, где VC Е D R(C) = (G, И), И действует 
на 2саrd(G)_мерном гильбертовам пространстве, так что И зависит только 
от h( С), и элементы G суть в точности номера ячеек в классической части, 
содержащих специальную букву ао Е �. 

Состояние квантового компьютера есть пара S = (Q(S) , C(S)) , где 
Q(S) и C(S) - состояния квантовой и классической частей соответственно. 

Вычисление на квантовом компьютере. Вычислением мы назовем по
следовательность преобразований следующего вида: 

(1) 

где для всякого i = О, 1 ,  · · · , т - 1 C(Si)-C(Sнt )  есть переход, опреде
ленный машиной Тьюринга М, причем выполнены следующие свойства: 

если h(C(Si ) )  = Qw , то Q(Sнi)  = Wн(C(S,)) (Q(Si)) ,  
если h(C(Si ) )  = Qq, то Q(Sнi )  = Qu1 (Q(Si) ) , 
если h(C(Si) )  = qь, то i = О, Q(S0) = ео , C(So) есть фиксированное 

начальное состояние, соответствующее входному слову а Е {О, 1} n, 
если h(C(Si) )  = q0, то i = т, 
во всех других случаях Q(Sнi ) = Q(Si) ·  
Мы скажем, что этот квантовый компьютер (QC) вычисляет функцию 

F(a) с вероятностью р ;;?;  2/3, если для вычисления ( 1 . 1 )  на всяком входном 
слове а наблюдение Sт с последующей заранее фиксированной рутинной 
процедурой обработки результата дает F(a) с вероятностью р. Заметим, 
что при р < 1 всегда можно достичь любого большего значения вероят
ности р0 > р, если выполнить повторные вычисления с тем же входным 
словом и затем взять в качестве окончательного ответа тот результат, ко
торый встречается чаще всех других. Это приведет только к линейному 
замедлению вычислений по сравнению с прежним уровнем вероятности р. 
Описанные вычисления называются вычислениями с ограниченной вероят
ностью ошибки. В случае р = 1 мы будем иметь точные вычисления. 

Если в вычислении используется оракул, то в качестве основной ме
ры сложности вычисления ( 1 . 1) мы будем брать не т, а число вопросных 
преобразований в данном вычислении. Таким образом, становится неприн
ципиальным выбор машины Тьюринга в качестве модели эволюции клас
сической части. 

Вместо нее можно выбрать любую другую модель классических вы
числений: клеточный автомат, нормальный алгоритм и т. п., сложность вы
числений от этого не изменится. 
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2. Почему КК делает перебор вариантов необыкновенно 
быстро 

В этом параграфе мы рассматриваем знаменитый квантовый алгоритм 
для нахождения решения уравнения f(x) = 1, придуманный Л. Гроверам 
(см. [2 1 ]). Этот алгоритм находит решение за время порядка квадратно
го корня из классического времени, т. е. для нахождения решения нужно 

О( VN) обращений к оракулу, соответствующему f. Этот алгоритм име
ет огромное число потенциальных приложений в вычислительных задачах, 
поскольку именно к этой задаче сводятся все задачи на прямой перебор 
вариантов. Действительно, предположим, что нам надо найти какую-либо 
строку, обладающую некоторым легко проверяемым свойством Р. Несмот
ря на легкость проверки этого свойства для данной конкретной строки, 
найти строку с этим свойством очень даже не просто. Для этого надо пере
брать довольно большое число всяких других строк, последовательно про
веряя каждую. Можно доказать (мы не будем этим утруждать читателя), 
что при разумном уточнении формулировок иной, кроме перебора, уни
версальный метод поиска, вообще говоря, невозможен. Такое свойство Р 
можно оформить в виде булевекай функции f, так что этому свойству бу
дут удовлетворять в точности решения уравнения f(x) = 1. Более того, 
если Р задано в виде алгоритма, то можно и f представить в виде схемы 
из функциональных элементов, а значит, и составить схему из квантовых 
функциональных элементов, реализующую квантовый оракул, соответству
ющий f. Для построения искомого алгоритма GSA (Grover search algorithm) 
нам понадобится две важных подпрограммы. 

3. Алгоритм Гровера 

Рассмотрим задачу поиска решения уравнения 

f(x) = 1 (2) 
для функции f : {0, 1}n ----t {0, 1} .  Пусть, для простоты, это решение 
единственно, обозначим его через Xt . Рассмотрим гильбертово простран
ство квантовых состояний n кубитов, порожденное базисом из элементов 
jj) ,  j Е {0, 1}п, то есть j = О, 1 ,  . . .  , N - 1 ,  N = 2n. Добавим к нему 
один кубит, назьmаемый анциллой (вспомогательным регистром), который 

инициализирован состоянием вида jф = IO) �11) . Тогда мы имеем: 

Qщlxt) Q9 1Ф) = - lxt) Q9 1Ф) , 

QuJ ij) Q9 1Ф) = /j) Q9 !Ф) , j i- Xt . 
(3) 
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Заметим, что здесь состояние анциллы не изменилось, она как была в нача
ле, так и осталась после операции тензорным сомножителем общего состо
яния. Определим теперь для произвольного вектора \а/ нашего гильбертона 
пространства операцию отражения всего пространства вдоль этого вектора, 
действующую так: 

1 ) _ { \ Ь) ,  если (а\Ь) = О, 
la Ь - -\а) , если а =  Ь. 

(4) 

Тогда мы можем написать равенство Quf = Ix. ,  имея в виду ограничение 
действия Qщ на векторы вида 1 а) ® 1 ф / .  

Можно также, используя анциллу, состоящую из n + 1 кубита, реали
зовать отражение вдоль вектора единичной длины \0) . 

3.1. Преобразование Уолша-Адамара 

Рассмотрим один из важных и полезных примеров унитарных иреоб
разований - иреобразование Уолша-Адамара. Его одно кубитовый вариант 
выглядит так: W = (� 

../2 � )  1 . 

../2 
Его п-кубитовый вариант определяется как независимое действие W на 
каждом из кубитов: W® п. Из определения этого иреобразования видно, 
что амплитуда перехода базисного состояния в любое другое одинакова, 
а знак меняется столько раз, сколько единиц стоят на одинаковых местах 
в обоих этих состояниях. Мы можем написать общую формулу для этого 
иреобразования как wi,J = ( -1 ) (i·Л , где в показателе стоит скалярное про
изведение бинарных записей чисел i и j. Это означает, что если числа i и j 

n-1 n-1 n-1 
имеют вид I: i828 и I: j828 соответственно, то i · j = Е i8j8• Нетрудно 

s=O s=O s=O 
видеть, что (Wn)-1 = wп. 

Это иреобразование замечательно тем, что оно не приводит к запуты
ванию кубитов. Если первоначальное состояние кубитов было незапутан
ным, таковым же будет и результат иреобразования wп. Если мы приме
ним это иреобразование к n кубитам, находящимся в нулевом состоянии, 
мы получим состояние вида 

N-1 

Фа = -1- L \ei) · 
jN i=O 

(5) 
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Это состояние замечательно тем, что все амплитуды в нем одинаковы. В си
лу сказанного в rnaвe 2 это последнее свойство однозначно определяет со
стояние, так как фазовый множитель еiФ не имеет никакого физического 
смысла, и мы можем теперь утверждать, что это - единственное состояние 
с данным свойством. 

3.2. Операция инверсии и ее реализация на квантовом компьютере 

Унитарное преобразование инверсии вдоль состояния а определяется 
по формуле (4). Такое определение формально является неполным, но в си
лу линейности унитарных операций оно определено данным равенством 
однозначно. Представив ситуацию геометрически, мы поймем, что это пре
образование есть зеркальное отражение всего пространства состояний от
носительно подпространства, ортогонального вектору а. Как реализовать 
такую операцию на квантовом компьютере? 

Рассмотрим сначала тот случай, когда вектор а нам известен. Для про
стоты положим а = О (случаи других базисных состояний отличаются от 
этого несущественно ). Самая простая идея - устроить наш алгоритм так, 
чтобы он просмотрел последовательно все разряды а на предмет поиска 
единиц, и если нашел хоть одну, то ничего не делает, а если не нашел ни 
одной, т. е. а = О, то изменяет знак состояния. Последовательный просмотр 
устроить очень просто, когда компьютер у нас классический. В квантовом 
случае есть небольтая трудность, поскольку единиц может быть несколько, 
и значит, при проходе через все число а мы должны как-то это фиксировать, 

чтобы у нас получилась последовательность только унитарных операций. 

Наметим такой план. Устроим специальный дополнительный кубит, назы
ваемый res, который будет нам сигналить о том, что встретилась единица 
в числе а. Кроме того, для соблюдения упитарности заведем для каждого 
значащего кубита его двойник. Все эти дополнительные кубиты первона
чально будут находиться в состоянии О. Проходов будет два: на первом мы 
выясним, совпадает ли а с нулевой строкой, а на втором, двигаясь в обрат
ном направлении и совершая обратные преобразования, восстановим со
держимое всех дополнительных кубитов, т. е. сделаем их снова нулевыми. 
Эта последняя операция необходима для того, чтобы делать эту процеду
ру неоднократно. Такая «очистка мусорной корзины» имеет в квантовом 
компьютинге и иной смысл, аналогов которому нет в классическом случае. 
Дело в том, что дополнительные кубиты находятся со значащими в запу
танном состоянии, а это значит, что, например, их наблюдение может са
мым неприятным образом отразиться на кубптах значащих, иначе говоря, 
испортить необходимую нам информацию. 
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Итак, мы будем на каждом шаге прохода делать специальную фик
сированную операцию V над тремя кубитами: основным, его двойником, 
и res. На эти кубиты будут указывать специальные указатели. После чего 
сдвигаем указатели основного кубита и его двойника на один шаг вправо 
и все повторяется. После первого прохода содержимое res будет сигнали
зировать о том, встретилась нам хотя бы раз единица или нет. После этого 
следует условная смена знака, и наконец - все в обратном порядке для 
чистки мусора. Дело за тем, чтобы определить операцию V. Она должна 
изменять содержимое res, если первый раз встретила единицу, и при этом 
быть унитарной. Здесь нам не обойтись без кубитов-двойников. Немного 
размышлений - и будет видно, что V должна действовать примерно так: 

о о о -4 о о о 1 о о -4 1 о 1 
о о 1 -4 о о 1 " 
1 о 1 -4 1 1 1 

На всех остальных состояниях действие этой операции доопределяется так, 
чтобы она была взаимно-однозначной.1 Таким образом, операция инверсии 
относительно нулевого состояния выразится такой последовательностью 
рабочих преобразований: 

Vп Vп-1 . . . Vi Sign Vj_-1 v2-1 . . . vп-1 ,  

где Vj обозначает операцию V, совершенную в момент j ,  а Sign имеет 
в базисе /0/ ,  / 1 1  матрицу вида 

(-1 о) о 1 . 

В результате мы будем иметь переход от состояния вида 'Ф 0 О к состоя
нию 'Ф' 0 О, где первый сомножитель отличается от второго только знаком 
при / ео / .  

Теперь не составляет труда построить инверсию относительно состо
яния ф0 , определенного равенством (5). Используя известное определение 
Уолша-Адамара, мы получаем равенство: IФо = wпi0Wп. Следовательно, 
и эту инверсию легко можно реализовать на квантовом компьютере. Мож
но сделать и более общее утверждение, которое легко проверить непосред
ственно. Пусть векторы /а) и /Ь) связаны соотношением !а) = И/Ь) . Тогда 

1Читателю предлагается реализовать инверсию вдоль IO) с помощью гейта Тоффоли 
ix, у, z) --+ ix , у, z ЕJЭ ху). 
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инверсии относительно них будут связаны соотношением Ia = И IьИ-1 . 
Таким образом, мы можем совершать инверсии относительно любых век
торов, если известно, как эти векторы получаются из нулевого. Например, 
можно случайным образом выбирать преобразование И, и тогда мы бу
дем в состоянии совершить инверсию вдоль случайно выбранного вектора. 
Отметим, что пока все векторы состояний, относительно которых совер
шались инверсии, были нам известны в том смысле, что мы располагали 
способом получить эти состояния нашей квантовой памяти. 

А можно ли совершить инверсию относительно того вектора, кото
рый нам не известен? Классический компьютер сделать инверсию смог бы, 
только предварительно найдя этот вектор. � квантового находить сам 
вектор нет нужды - достаточно знать, что он является решением уравне
ния f(x) = 1 ,  и иметь в распоряжении оракул для f. Мы сначала опишем 
не самый хороший способ сделать это. � простоты мы сначала ограни
чимся случаем, когда решение уравнения f(x) = 1 ровно одно. Обозначим 
это решение (и соответствующее ему базисное состояние) через tar. Нашей 
задачей является построение подпрограммы, реализующей Itar ·  Применим 
квантовый оракул, соответствующий f и имеющий вид ( 4.29). После это
го изменим знак в зависимости от того, совпадает Ь с единицей или нет, 
а затем снова применим оракул. Нетрудно видеть, что последнее действие 
очистит содержимое Ь, так что знак изменится именно так, как надо. В чем 
недостаток этого метода? Дело в том, что оракул здесь применяется два
жды. Можно ли добиться того же эффекта, применив его только один раз? 

Оказывается, можно. Дополнительный кубит, или, как его называют, 
анциллу, можно инициализировать в любом состоянии, а не только в нуле
вом. Важно, чтобы это состояние восстанавливалось после операций. Ини-

циализируем кубит, соответствующий Ь, в состоянии 'Фо = �(IO) - 1 1) ) . 

Тогда после операции Quf вида (4.29) мы получим, что к анцилле прибав
ляется 1 тогда и только тогда, когда а совпадает с искомым корнем уравне
ния. Но из вида анциллы следует, что при этом как раз будет изменяться ее 
знак, поскольку нуль и единица меняются местами. Такой способ требует 
только одного применения оракула, и потому является оптимальным. 

Итак, квантовый компьютер способен инвертировать пространство со
стояний относительно вектора, который нам неизвестен. 

3.3. GSA 

Теперь мы уже готовы к тому, чтобы описать метод быстрого квантово
го перебора. Этот метод удивительно прост: он состоит в последовательном 
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применении преобразования G = -Iф0 Itar2 к вектору Фо to = [7r�] раз. 

Получившееся при этом состояние практически совпадает с искомым tar. 
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим, как оператор G действует на произ
вольный вектор. Проще всего задействовать геометрическое воображение. 
Во-первых, петрудно понять, что преобразование G преобразует плоскость, 
порожденную векторами jtar) и Фо, в эту же плоскость (это следует из того, 
что обе инверсии не выведут нас за пределы этой плоскости). Во-вторых, 
одна инверсия меняет ориентацию, значит, две инверсии ее сохраняют. Та
ким образом, G есть ортогональное преобразование плоскости (унитарное 
и без комплексных коэффициентов). Следовательно, G есть не что иное, как 
поворот этой плоскости. Рассмотрев действие этого оператора на какую-то 
фиксированную точку, мы придем к выводу, что G представляет собой по
ворот на острый угол а, который образован вектором ф и вектором б, орто

гональным jtar) .  Мы имеем а � sin a = l (tar iФ) I  = 1/ffi, с точностью до 

1/N312 . Значит, если мы применим G to раз, с точностью до 1/N результат 
совпадет с искомым вектором tar. После этого узнать искомое состояние 
можно будет, просто измерив состояние квантовой части компьютера. 

3.4. Как искать решения, если их много? 

До сих пор мы занимались случаем единственного решения нашего 
уравнения f(x) = 1 . Что изменится, если решений несколько? Во-первых, 
можно заметить, что если решений очень много, например их число срав
нимо с числом всевозможных значений х, то применение квантового ком
пьютера для поиска любого из этих решений лишено всякого смысла, так 
как можно просто выбрать х наугад. Итак, будем считать, что решений не 

очень много; например, можно считать, что их число О( VN). 
Заметим, что формально мы можем применить GSA и для этого случая. 

Обе инверсии, входящие в его состав, можно формально выполнить и в слу
чае многих решений. Однако теперь геометрический смысл инверсии Itar 
будет уже несколько иной. Пусть L f обозначает подпространство, порож
денное всеми решениями f(x) = 1 .  Тогда Itar, которое производится точно 
так же, как и в случае единственного решения, будет зеркальным отраже
нием всего пространства относительно подпространства, ортогонального 
к L f .  Действительно, каждое решение будет менять знак; значит, и каждая 
линейная комбинация решений будет менять знак, а вектор, перпендику
лярный ко всем решениям, останется без изменений. 

Сделаем еще одно поучи:rельное наблюдение. Как нам известно, ин
версию на квантовом компьютере можно совершать не только относительно 

2Знак минус в определении G взят только для красоты. 
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состояния Фа, но и относительно любого состояния Фа, которое мы можем 
получить для квантовой части компьютера. Рассмотрим проекцию началь
ного состояния Фа на подпространство L f, и пусть теперь tar обозначает 
новое целевое состояние, направленное вдоль этой проекции (оно отлича
ется от самой проекции только тем, что имеет единичную длину). Тогда мы 
снова, как и в предьщущем случае, получаем, что плоскость, образованная 
векторами tar и Фа, переходит в себя же при применении гроверовского 
преобразования. В нашем геометрическом рассуждении ничего не изме
нится, если мы просто заменим Фа на Фа- Единственное, что придется нам 
теnерь подправить, это время ta. Рассуждая по аналогии с предыдущим 

случаем, мы быстро поймем, что теперь время должно быть [ 1Г _ ] • 
4l (tar iФo ) l  

Отсюда следует интересный вывод. В схеме Гровера мы можем ис
пользовать инверсию относительно любого начального состояния Фа, даже 
выбранного наугад! Действительно, при случайном выборе этого состоя
ния модуль скалярного произведения 1 ( tar 1 Фа) 1 будет иметь порядок 1/ v'N. 
Квадрат этого числа есть вероятность получения состояния tar при изме
рении состояния Фа в каком-либо базисе, содержащем наш вектор tar. Из 
соображений симметрии, при случайном выборе начального состояния Фа 
эта вероятность должна быть одинакова для всех векторов этого базиса, 
и значит, должна равняться 1/N. Из этого, строго говоря, еще не следует, 
что вероятность получения квадрата из этой величины будет равна 1/v'N.3 
Однако можно доказать, что среднее значение самого модуля будет иметь 
тот же порядок величины, а именно 1/ .;N, с точностью до умножения 
на константу, не зависящую от N. Так что мы можем смело применять 
гроверавекую схему для быстрого получения состояний, если у нас есть 
в распоряжении какой-либо аппарат, осуществляющий инверсию относи
тельно этого состояния. При этом начальный вектор и соответствующее 
ему иреобразование инверсии можно выбирать произвольно, случайным 
образом. 

Однако остается неясным, когда же все-таки rроизводить конечное из
мерение? Для этого, разумеется, надо знать l (tar iФa) l - Иначе мы окажемся 
в положении пассажира на кольцевой железной дороге, который не зна
ет точно, где ему выходить из поезда. Если мы точно знаем количество l 
всех решений, немного подумав, мы можем сообразить, что этот модуль 
равен .Jl7N. А что делать, если число решений неизвестно или если мы 
просто хотим по схеме Гровера получить искомое состояние tar, исnользуя 

3Разница между средним квадрата величины и квадратом среднего ее значения равна дис
персии этой величины. 
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соответствующую инверсию? Здесь мы встречаемся с тем случаем, когда 
удобно применить промежуточные измерения. 

3.5. Когда бывает удобно часто измерять 

Итак, пусть мы не знаем общего числа решений. Если мы остановим 
наш процесс применения гронеронекого преобразования в произвольный 
момент, меньший CVN, где С - достаточно большое число, с какой ве
роятностью мы получим при измерении искомое нами состояние? Немного 
подумав, мы должны сообразить, что эта вероятность не должна быть на
много меньше 1/2, поскольку наш текущий вектор состояния и векторы 
tar и -tar с примерно равными вероятностями образуют углы большие 
и меньшие 7Г /4. Так что если мы не гонимся за максимально быстрым ме
тодом получения целевого состояния, мы можем просто запустить процесс 
GSA и примерно за О( VN) шагов получить ответ с высокой вероятно
стью, используя повторные попытки. Но при этом мы наверняка упустим 
возможность быстрого получения ответа тогда, когда в действительности 
решений много. Например, при l = О( VN) упущенная выгода составит 
O(N114) .  Здесь нам на помощь придет очень простая идея: сканировать 
область времени - до CVN включительно, всякий раз выбирая интервал 
времени, например, в два раза больший, чем на предыдущем шаге. При 
этом на каждом шаге будем дополнительно применять измерение в произ
вольно выбранный момент из текущего интервала. Тогда мы, разумеется, не 
упустим выгоду в том случае, если решений много, - ответ будет получен 

за О( VЩI) шагов, как и должно. Это следует из того, что время, потра
ченное почти впустую на измерения при малых временных интервалах до 
того, как текущий интервал окажется достаточно велик, будет примерно та
кое же, как и в достаточно большом интервале, ведь сумма геометрической 
прогреесии примерно совпадает с ее наибольшим членом. 

Таким образом, квантовый компьютер обладает возможностью сделать 
перебор вариантов, не перебирая их все. Эта удивительная возможность 
целиком опирается на фундаментальные свойства квантовых объектов -
интерференцию амплитуд и существование запутанных состояний. Можно 
легко показать, что всякое квантовое вычисление, не использующее запу
танности, т. е. оперирующее с независимыми кубитами, может быть легко 
реализовано и на классическом компьютере. В начале и в конце вычисления 
по схеме GSA мы имеем незапутанные состояния, такие как tar или Фо · Од
нако в середине этой процедуры итераций запутанность растет, дорастает 
до некоторого предела, а затем начинает падать до нуля. Итак, запутан
ность в квантовой информатике является своеобразным и абсолютно необ-
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ходимым ресурсом, таким же, как солнечный свет для всех живых существ. 
Физическая природа этого ресурса пока до конца не понятна, и ее иссле
дование представляет собой интереснейтую открытую проблему естество
знания. 

4. Квантовое иреобразование Фурье (QFT) 

4.1. Что общеrо между цветовым зрением и факторизацией целых 
чисел? 

Каждый читатель наверняка знает, что разница в цвете предметов свя
зана с различной длиной волн (или с различной частотой) отраженного ими 
света. Мы не будем здесь заниматься описанием очень сложного (и пока до 
конца не попятого) процесса различения частот фотонов в зрительном ана
лизаторе человека, а вместо этого дадим очень схематичную формулировку 
этой задачи и ее решение с использованием преобразования Фурье. 

Представим себе, что у нас есть способ генерации какого-либо гармо
нического колебания вида e2i7r wx, причем его частота w нам не известна. 
Задача состоит в том, чтобы определить эту частоту. В этой постановке, 
конечно, можно считать что w Е [0, 1) .  Эта задача является очень общей, 
и мы будем в каждом случае ее конкретизировать так, что частными случая
ми окажутся поиск собственных чисел операторов, распознавание структур, 
и даже факторизация целых чисел! В самой общей формулировке она мо
жет быть решена одним мощным приемом, изобретенным в начале XIX ве
ка Фурье, - специальным интегральным преобразованием, действующим 
на функции. Это преобразование и обратное к нему имеет вид: 

F f = ф(Л) = vk: J е-iЛх f(x) dx, 
D 

р-1 ф = f(x) = _1_ J еiЛхф(Л) dЛ . 
.,f2i D 

(6) 

Пусть на вход этого преобразования подается наше гармоническое ко
лебание e2i1r wx . Здесь имеется маленькое затруднение, связанное с тем, что 
преобразование определено на всей числовой оси D = R, и это требует, 
если рассуждать строго, привлечения обобщенных функций. Чтобы этого 
избежать, представим себе, что D - это просто большой интервал прямой, 
например -В, В, где В - очень большое число. Тогда мы получим: 

F f = ф(Л) = _1_ J ei(21rw-Л)x f(x) dx . 
.,f2i D 
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Теперь мы можем увидеть, что если аргумент результирующей функции 
Л близок к 2m.v, то интеграл очень велик, потому что подынтегральная 
функция близка к единице, а в противном случае этот интеграл неболь
шой, так как разные части интервала будут вычитаться, или, как говорят 
физики, деструктивно интерферировать. Так что результирующая функция 
будет иметь большой пик в точке >.. = 2m.c.J. Теперь представим, что мы 
каким-то образом смогли выполнить иреобразование Фурье на квантовом 
компьютере. Тогда в выходном состоянии вся масса амплитуды будет со
средоточена вокруг числа 211'(.<) и измерение выходного состояния с высокой 
точностью даст нам значение неизвестного параметра (.<). В этом и состоит 
вторая идея применении квантового компьютера. Нужно лишь додуматься, 
как реализовать на нем иреобразование Фурье. 

4.2. Квантовое иреобразование Фурье и его основное свойство 

Попытаемен сначала записать квантовый вариант иреобразования Фу
рье. В силу линейности его действие достаточно определить на базисных 
элементах. Именно базисные векторы должны играть роль функций f и ф 
в определении. Рассмотрим следующее определение квантового иреобразо
вания Фурье 

(7) 

Это определение построено по аналогии с обычным. Непосредственно 
провернется (мы предлагаем читателю это проделать), что это иреобразо
вание отображает базисные векторы во взаимно ортогональные векторы 
единичной длины, из чего следует его унитарность. Далее, также непо
средственно можно убедиться, что эти формулы действительно задают вза
имно-обратные преобразования. 

Теперь мы можем продемонстрировать, каким образом это иреобра
зование может выявлять скрытые периоды. Сначала нам понадобится вве
сти одно новое понятие, играющее важную роль в квантовом компьютинге. 
Это условное применение оператора. Идея состоит в следующем. Предпо
ложим, что в нашем распоряжении находится некоторый унитарный опе
ратор И. Мы можем для наглядности считать, что он задан нам в виде 
соответствующей схемы из функциональных элементов, хотя, вообще гово
ря, это и необязательно. Далее, пусть у нас имеется некий вспомогательный 
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квантовый регистр, состоящий из нескольких кубитов, который мы обьявим 
управляющим. Цель состоит в том, чтобы применить оператор И последо

вательно столько раз, какое число содержится в управляющем регистре. 

Запишем это формально в виде такого определения: 

{ IИ х, а) , 
Иcondlx, а) -+ l ) х, а ,  

если а =  1, 
если а = О. 

Мы не будем обсуждать здесь вопросы реализации данного преобразова
ния. Заметим только, что если оператор И задан нам в виде схемы из 
квантовых функциональных элементов, можно легко построить схему та
кого же типа, реализующую Иcond· Для этого достаточно сделать условным 
каждый оператор, входящий в данную схему. Предоставляем подробности 
читателю. 

Рассмотрим теперь важную задачу определения собственной частоты 
оператора И. Эта частота будет появляться при измерении некоторого спе
циального регистра из n кубитов, обозначаемого через а, в котором бу
дут храниться последовательные бинарные знаки этой частоты, разумеется, 
с ограниченной точностью. Мы будем предполагать, что истинная частота 
может быть записана в этом регистре с абсолютной точностью, это не очень 
существенно при описании общей схемы рассуждений. Тех читателей, ко
торые заинтересуются общим случаем, мы отсылаем к статье [32] . Таким 
образом, наш компьютер будет работать с двумя регистрами: регистр для 
аргумента оператора И и регистр для значения его собственной частоты. 
В качестве начального состояния выберем 1�, 0) , где � = L_ xk'Фk, а 'Фk -

k 
собственные состояния нашего оператора И, соответствующие собствен-
ным частотам Wk . 

Центральным приемом для проявления собственных частот будет опе

ратор, который для частного случая оператора численного умножения был 

придуман Шаром, а затем обобщен на случай произвольных операторов 

Абрамсом и Ллойдом. Его определение таково: 

(8) 

Здесь иреобразование Фурье применяется ко второму регистру. Посчитаем, 

что получится в результате применения этой процедуры к нашему началь

ному состоянию. Первый оператор иреобразования Фурье даст равномер-
N-1 

но е распределение амплитуд во втором регистре: = � L. L. Xk I'Фk, а) . 
v N  k а=О 
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Оператор условного применения И, с учетом того, что '1/Jk собствен
ные векторы И, даст Исопd i'Фk ,  а) = IU01'1/Jk , а) = e2i1Гw•01 i'l/Jk , а) , зна
чит, все состояние после применения условного оператора превратится 
в ;.., I: I: e2i1rw•01 1'1/Jk , а) . Наконец, последнее применение преобразова-v N  k 01 
ния Фурье даст состояние: 

(9) 

Если с есть как раз список бинарных знаков Wk , то показатель экспонен
ты - нуль, и у нас получится при суммировании по а сумма одних единиц 
в количестве N штук, то есть коэффициент при состоянии с таким с будет 
равен Xk. Из этого, в силу нормировки - сумма модулей в квадрате всех Xk 
есть 1 ,  - следует, что при базисных векторах с другими с амплитуда равна 

N-1 
нулю. Однако в этом можно убедиться и непосредственно: 2::: е2i7ГОi{З = О 

01=О 
при {3 # О. Действительно, это есть сумма геометрической прогреесии со 
знаменателем, не равным 1 ,  для которой последний член равен первому. 

Итак, результатом нашей процедуры будет состояние 

где под Wk подразумевается его бинарная запись. Тем самым, если мы на
блюдаем это результирующее состояние в базисе, состоящем из собствен
ных векторов оператора И, то мы получим в качестве «приложения» к полу
ченному собственному состоянию бинарную запись соответствующей соб
ственной частоты. В частности, если исходное состояние .; само было соб
ственным, мы просто получим его частоту. 

4.3. Реализация QFT иа квантовом компьютере 

Для того чтобы применять изложенный метод поиска собственных ча
стот, нам нужно малое - построить квантовый алгоритм для квантового 
преобразования Фурье, чем мы сейчас и займемся. Договоримся представ
nять целое число вида а =  а0 + а02 + . . .  + а1_121- 1  базисным состоянием 
iao а1 . . .  а1- 1 ) и располагать все aj сверху вниз. Такое же соглашение 
примем и для выхода, только бинарные знаки Ьj числа Ь = Ь0 + Ьо2 + . . .  + 
+ Ь1-121-1 будем писать в обратном порядке - снизу вверх. 
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"' � 
"' '-' 

r. '-' r. '-' r. � 
Рис. A. l .  Квантовая схема для QFT-1 

Окружности здесь обозначают преобразование W1 , двухкубитовые 
операции имеют вид (1 о о 

о 1 о 
Uk,j = О О 1 

о о о 

k > j. ( 10) 

Чтобы убедиться в этом, мы рассмотрим амплитуду перехода от ба
зисного состояния а к базисному состоянию Ь. Это понятие законно, так 
называется соответствующий элемент матрицы рассматриваемого операто
ра. Здесь нам придется набраться терпения - подсчет идейно простой, но 
требует некоторого занудства. Сначала заметим, что модули всех таких ам
плитуд одинаковы и (так же, как в обратном преобразовании Фурье) равны 
1/2112, так что следить надо только за фазовым сдвигом, т. е. за аргумен
том ф комплексной амплитуды еiФ .  Мы будем учитывать этот набег фазы, 
суммируя вклады от преобразований Уолша с вкладами от двухкубитовых 
фазовых сдвигов. Введем для упрощения счета сокращенное обозначение 
Ьj = Ьz-l-j ,  j = О , 1 ,  . . . , l - 1 - это понадобится для того, чтобы в нужный 
момент учесть обратный порядок расположения бинарных разрядов в а и Ь. 
Представим себе, как меняются состояния при продвижении слева направо 
по проводам нашей схемы. Собственно переход от а к Ь происходит только 
при совершении операции Адамара, двухкубитовые операции диагональны 
и базисные состояния не меняют, добавляя только слагаемые к фазе. Вклад 
от операции Адамара будет таким: паj Ьj . Это число не равно нулю, толь
ко если оба j-x разряда наших входных и выходных чисел равны 1 ,  что 
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в точности соответствует определению иреобразования Адамара. Вклад от 
двухкубитовой операции при j < k будет 7rajЬU2k-j, потому что состо
яние а меияется на Ь только при прохождении устройства Адамара, и как 
видно из рисунка A. l ,  такая двухкубитовая операция совершается в момент, 
когда j-й кубит еще в состоянии щ, а k-й - уже в состоянии Ь� . Суммируя 
все эти слагаемые фазового сдвига и учитывая, что целое кратное 1r можно 
вообще в расчет не принимать, получаем вот что: 

= 27Г L: 
l>J+k-;:,o (11)  

= 27Г :L 
l>j,k-;:,o 

Это как раз то, что требуется в определении обратного иреобразования Фу
рье. Если нам понадобится совершить прямое преобразование, достаточ
но обратить порядок функциональных элементов в рассматриваемой схеме 
и поставить знак минус перед фазовым сдвигом в определении двухкуби
товых операций. 

А теперь посмотрим на то, что мы только что совершили. Постро
енная нами схема, реализующая иреобразование Фурье, содержит порядка 
l2 функциональных элементов. Заметим, что если мы не будем гнаться за 
точностью этого преобразования, то можно будет отбросить все двухку
битовые операции, в которых участвуют слишком далекие друг от друга 
кубиты. Действительно, знаменатель в 1r /2k-j для них делает всю дробь 
пренебрежимо малой, экспонента будет почти единицей, т. е. такие иреоб
разования почти единичны и их можно отбросить. Схема тогда значительно 
упростится - ее размер вообще будет линейным - порядка С l, где кон
станта С будет, конечно, зависеть от выбранной нами точности. 

Посмотрим на это с другой стороны. Матрица иреобразования Фурье 
имеет размер N х N, т. е. недоступна нам для непосредственного манипули
рования. Памяти классического компьютера не хватит даже для того, чтобы 
записать ничтожную часть этой матрицы, не говоря уже о том, чтобы с ней 
что-то делать. Мы же только что построили схему квантового компьюте-
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ра доступного (и даже очень маленького) размера, который делает эту ко
лоссальную работу - оперирует с матрицей преобразования Фурье. А это 
значит, что небольшой вычислитель вполне может справиться и с таким 
заданием, как определение собственных чисел операторов, распознавание 
молекулярных структур и их спектров, и делать все задачи, которые на этом 
основаны, - а это огромный класс задач. 

5. Факторизация, оптимизация, моделирование 
и распознавание 

5.1. Факторизация целых чисел 

Общий метод нахождения собственных значений, который мы изложи
ли в предыдущем разделе, бьш первоначально изобретен Шором для част
ного случая, появляющегося в задаче факторизации целых чисел. Фактори
зация, или разложение целого числа на простые множители, является из
вестнейшей вычислительной задачей. Известные классические алгоритмы 
ее решения требуют субэкспоненциального, но не полиномиального числа 
шагов (алгоритмы решета числового поля). Таким образом, эта задача отно
сится к категории труднорешаемых. Здесь мы изложим квантовый алгоритм 
для решения задачи факторизации, изобретенный Петером Шором. Этот 
алгоритм исторически бьш первым быстрым квантовым алгоритмом, реша
ющим задачу огромной практической важности. Дело в том, что на факто
ризации целых чисел основан криптографический протокол RSA, который 
используется в огромном количестве коммерческих приложений, например 
в системе защиты популярной операционной системы Windows. При этом 
сам факт того, что задача факторизации считается трудноразрешимой, обес
печивает надежность защиты данных в этом протоколе. В криптографиче
ской защите Windows предусмотрен высший уровень защиты, такой, что 
для его преодоления нужно факторизовать числа с 200 десятичными знака
ми. Эта задача абсолютно непосильна даже для современных суперкомпью
теров. Квантовый компьютер всего с 1 000 кубит менее чем 1 ГГц частоты 
способен справиться с такой задачей за несколько минут. Таким образом, 
практическое создание такого рода машин означало бы конец современной 
криптографии. 

Однако у алгоритма Шора есть и большое чисто теоретическое зна
чение. На этом примере можно проиллюстрировать важность того контек
ста, в котором применяется преобразование Фурье, а именно - важность 
вспомогательных преобразований. Дело в том, что основное время в этом 
алгоритме затрачивается не на сложное с классической точки зрения пре
образование Фурье, а на умножение целых чисел! 
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Итак, займемся задачей факторизации. Пусть нам надо найти неизвест
ное нетривиальное разложение q = q1 q2 известного натурального числа q 
на множители. Эта задача может быть сведена к задаче отыскания наи
меньшего мультипликативного периода r произвольного целого числа у по 
модулю q: yr ::= 1 (modq) .  Кратко говоря, это сведение таково. Пусть у нас 
есть метод нахождения r. Будем выбирать у случайно и находить r. Тогда 
с неисчезающе малой вероятностью окажется, что r четно. В этом случае 
получается yr - 1  = (yr/2 - 1) (yrl2 + 1 )  ::= 1 (modq), тогда один из множи
телей является делителем кратного q числа и мы получаем с неисчезающей 
вероятностью факторизацию самого q. Таким образом, нам достаточно на
учиться быстро находить r при заданных q и у. Здесь можно усмотреть 
аналогию с нахождением неизвестного периода, только в качестве операто
ра И будет выступать операция умножения на число у. 

Мы подберем n так, чтобы 2n- l :::;; q < 2n, и будем работать с кван
товой памятью из n кубитов. Рассмотрим такой оператор И: Иlх) -----> 
lyx (mod q)), где ух есть просто числовое умножение. Чтобы сделать так, 
что он действует на всех наших базисных векторах, мы будем считать, что 
это равенство определяет оператор только на числах, меньших q, а на всех 
остальных, q, q + 1 ,  . . .  , 2n - 1, пусть он действует как тождественный опе
ратор. Имеется еще одно небольшое затруднение: такой оператор может 
быть не унитарным. Если у и q имеют общие делители, некоторые элемен
ты будут «склеиваться». Для исключения такой неприятности будем счи
тать что они взаимно-простые: (у, q) = 1 . Поскольку у выбирается случай
но, то с неисчезающей вероятностью именно так и окажется. Теперь все 
в порядке. Мы можем применять к нашему оператору мощную технику 
квантового компьютинга, развитую нами. Собственные векторы И имеют 

r-1 
вид Jr 1;;0 ехр( -2ni kj /r) ly1 (mod q)) ,  и соответствующие собственные 

значения будут exp(2ni j /r) . Если мы применим процедуру проявления 
собственных частот из предыдущей части, то после измерения получим 
число j /r.4 Зная с высокой точностью двоичное приближение дроби, легко 
найти ее знаменатель, если предположить, что дробь несократима. Фор
мальный алгоритм для такого поиска основан на методе непрерывных дро
бей и может быть найден, например, в [25]. А эта дробь действительно 
будет несократима с неисчезающей вероятностью, поскольку всевозмож
ные j здесь появляются равновероятно в том случае, если мы позаботимся 
о том, чтобы начальное состояние � для процедуры проявления (см. преды-

4В действительности мы получим приближение этого числа с точностью до 0(1/N) с вы
сокой вероятностью. Детали доказательства можно найти в статье [40]. 
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дущий параграф) выбиралось бы произвольно. Тогда мы, повторяя описан
ную процедуру многократно, будем достаточно часто получать значения j, 
взаимно-простые с r, и таким образом сможем найти само r. Это и есть 
алгоритм Шора. 

Теперь наступил самый интересный момент: мы будем подсчитывать, 
насколько же этот алгоритм хорош. Что касается преобразования Фурье, 
здесь все понятно - оно делается очень быстро, вообще говоря, за время, 
линейное относительно длины записи числа q, которое нам надо фактори
зовать. Но имеется другая очень рутинная операция, которая грозит свести 
на нет все преимущество квантового преобразования Фурье. Это операция 
умножения на число у, которая входит в оператор условного применения 
Исопd· Для получения ua нам надо умножать на у а раз, а это порядка q 
действий. Эта трудность в общем случае применения преобразования Фу
рье в квантовом компьютинге носит принципиальный характер. Для про
извольного оператора И ее нельзя устранить. Однако в случае факториза
ции нам фантастически везет - можно осуществить условное применение 
за время порядка log2 q. Чтобы умножить на число у

а
, мы будем полу

чать само число у
а последовательным возведением в квадрат, начиная с у :  

у, у
2

, у
4

, • . . . Разумеется, на каждом шаге мы будем брать остаток при де
лении на q. Так можно довести дело до ближайшей к у степени двойки: 
211 •  Затем возьмем частное q/211 и поступим с ним так же, и т. д. Тогда мы 
доберемся до у за время порядка логарифма от q, то есть за число шагов 
порядка длины записи числа q. На каждом шаге надо потратить log

2 q дей
ствий для вычисления произведения чисел методом «столбика», и в ито
ге мы получим реализацию оператора условного применения И за время 
O(log3 q) . 

Это и будет сложностью алгоритма Шора. Мы видим, что наиболее 
трудоемкой частью этого алгоритма является рутинная операция, входящая 
в процесс подготовки входного состояния для преобразования Фурье, -
последовательное умножение натуральных чисел. 

5.2. Решение задач дискретной оптимизации 

Продолжим рассмотрение примеров таких задач, для которых быстрые 
квантовые алгоритмы получаются пекоторой удачной модификацией или 
комбинацией основных квантовых трюков - GSA и QFT. Сначала рассмот
рим естественное обобщение переборной задачи - поиск точки экстремума 
целочисленной функции. Пусть функция f :  {0, l}п ---> {0, l }п задана сво
им оракулом (или схемой из функциональных элементов). Ее мы будем, 
как всегда, трактовать как целочисленную функцию. Задача состоит в том, 
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чтобы найти ее точку максимума (или минимума). Заметим, что в случае 
такой очень общей формулировки задачи дискретной оптимизации мы не 
можем применить какой-либо прием, существенно упрощающий перебор, 
например, симплекс-метод или дифференцирование. Таким образом, клас
сическое решение этой задачи требует порядка N = 2n действий. 

Рассмотрим идею квантового метода ее решения, основанного на при
менении GSA. Будем находить точку максимума с помощью последова
тельных приближений. А именно, расположим все аргументы в .  порядке 
возрастания значения функции f на них: f(xo) ::::;; j(x1 ) ::::;; . . .  ::::;; j(XN-1 ) ·  
На каждом j-м шаге входным значением будет некоторое x1k . Применям 
G-BBHT с оракулом, принимающим значение 1 в точности на тех аргумен
тах Xj , для которых f(x1k ) < f(x1 ) , т. е. на х1, , j' > Jk· После очередных 
наблюдений и проверок правильиости мы получим следующее значение 
х1н1 и т. д., до тех пор, пока не доберемся до XN-l · Детальный анализ (см. 
Нщ:!Ример, [ 16]) показывает, что сложность такого алгоритма имеет порядок 
vN, ТО есть дает такое же ускорение, как и GSA. 

5.3. Распознавание структур и функций 

Список задач, в которых применевне квантовых вычислений дает 
принципиальный выигрыш, слишком велик для того, чтобы приводить его 
в этой небольшой книжке. Мы завершаем эту тему рассмотрением задач 
распознавания устройств, которые можно кратко сформулировать как пря
мую и обратную задачи: 

1 )  по заданной схеме устройства определить его функции, 
2) по заданным функциям восстановить схему устройства. 
Задачи такого типа часто встречаются в инженерной практике. Мы 

используем понятие собственных частот для уточнения этих формулиро
вок. Будем считать, что устройством будет схема из квантовых элементов, 
а функцией этого устройства будем называть унитарный оператор, который 
она генерирует. Тогда функция будет полностью задана, если мы зададим 
собственные частоты и для каждой собственной частоты укажем соответ
ствующее ей подпространство собственных векторов. Сначала мы сузим 
задачу и будем рассматривать только собственные частоты, игнорируя соб
ственные векторы. Здесь получаются такие вопросы: 

а) по данной схеме, генерирующей оператор и, и числу w Е [0 ,  1)  
определить, является ли оно собственной частотой оператора и; 

б) по данному набору чисел и схеме определить, входит ли спектр (на
бор собственных частот) оператора, генерируемого этой схемой, в данный 
набор; 
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в) по данному набору частот построить схему, генерирующую соответ
ствующий оператор. 

Другого типа задача получится, если использовать физическую функ
циональность прибора с неизвестной схемой: 

г) имея оракул для оператора И или Иcond, найти генерирующую его 
квантовую схему. 

Эти задачи расположены в порядке нарастающей трудности. Рассмот
рим вкратце общую схему решения первой из них. Обозначим построен
ный ранее оператор, выявляющий собственные частоты, через Rev. Анало
гичным способом мы можем построить обратный оператор. Теперь, имея 
состояние L: xk i'Фk) ,  мы можем обратить знак при том 'l/Jk, который соот-

k 
ветствует заданной частоте w. Делается это так: сначала с помощью Rev 
мы проявляем значение частоты I..Vk - она появляется в дополнительном ре
гистре, затем меняем знак при условии w = I..Vk - это делается так же, как 
и инверсия относительно нуля в GSA, а затем с помощью Rev -l  очищает
ся дополнительный регистр. Теперь, имея инверсию относительно подпро
странства собственной частоты w, мы можем применить схему GSA и по
лучить вектор из этого подпространства, после чего, опять-таки с помощью 
Rev, проверить, действительно ли этот вектор - собственный с собствен
ной частотой w. Если w - собственная частота, все упомянутые инверсии 
будут нетривиальными, если же это - не собственная частота, инверсии 
будут тождественными, и мы в результате вместо вращения текущего век
тора по методу GSA получим просто отсутствие всякого движения - исход
ный вектор алгоритма будет и результирующим. При этом будут появляться 
неточиости из-за незнания нами момента окончания процесса GSA. С ними 
можно успешно бороться, используя параллельные вычисления.5 

Перейдем ко второй задаче. Здесь нам придется устраивать два вложен
ных GSА-процесса, действующих на двух разных регистрах. Внешний (ос
новной) GSА-процесс действует на регистре для частот, его цель - найти 
частоту, входящую в заданный список и не являющуюся собственной. Для 
этого необходима инверсия относительно таких «нехороших» частот. Для 
построения этой инверсии используется алгоритм из предыдущего пункта, 
содержащий внутренний GSА-процесс, действующий при фиксированном 
содержимом регистра частот на регистре для аргумента И. 

Наконец, для решения третьего типа задач придется использовать 
GSА-процессы тройной вложенности. Для основного внешнего процесса 
мы заведем новый регистр, в котором будут храниться двоичные коды воз
можных схем. Рассмотренный в предыдущем пункте алгоритм войдет во 

5Подробности можно найти в статье (34]. 
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внутренний процесс, задачей которого будет инверсия вдоль кода тех са
мых схем, которые генерируют операторы с подходящим спектром. Эта ин
версия используется во внешнем GSА-процессе, получающем код искомой 
схемы. 

В рассмотренных задачах использовались, по существу, только коды 
схем. Задача типа г) имеет существенное отличие: нам потребуется оракул 
для иреобразования Иcond· Мы не будем здесь обсуждать вопрос о возмож
ности использования самого оператора И. Для подбора схемы, соответству
ющей данному оракулу, опять используются GSА-процессы тройной вло
женности. Смысл регистров будет таким же, как и в предыдущем случае. 

6. Обобщения алгоритма Гровера 

Рассмотрим более общую формулировку задачи квантового поиска, 
при которой у нас имеется т типов состояний: множество N1 основных 
состояний, которые не будут вообще подвергаться изменениям при инвер
сии, множество N2 целевых состояний, которые вращаются на 1Г и являют
ся решениями уравнения f(x) = 1, и т - 2 всех прочих типов состояний 
числом, соответственно, N3, N4, . . .  , Nm, которые будут поворачиваться на 
т - 2 различных углов: d1 , d2 , . . .  , dm-2 соответственно. Занумеруем зле-
менты из множества N8 так что N8 = {х� ; j = 1 ,  2, . . . , l8 } , s = 1 ,  2, . . .  , т. 

Тогда целевые состояния будут х� , х� , . . .  , х�2 , и число всех базисных век-
т 

торов "2::: l8 = N есть размерность основного гильбертона пространства Н. 
s=1 

Обозначим этот ортонормированный базис Н через N. 
Наше предположение об углах поворотов можно переформулировать 

как ограничение, наложенное на унитарное иреобразование И, которое бу
дет использовано в определении GSA вместо Itar· Пусть И будет унитар
ным иреобразованием на Н с собственными векторами xj (s = 1 ,  2, . . .  , т, 

j = 1, 2, . . .  , ls ) ,  и собственными значениями всех х;, равными -1, а для 

всех х] - равными 1, а для всех xj (s ;;?: 3) равными ei(dk-1Г) , dk Е [0 ,  21Г) .  
Пусть V k  = eidk .  

Определим k как такой индекс, при котором dk максимален. Пусть 

d = dk. Определим '"У =  [fi. Положим '"У -->  О (n -->  оо) , поскольку ина

че проблема может быть тривиально решена на классическом компьютере 
и применение квантового компьютера не имеет смысла. Теперь определим 

ej = � "2::: jx) . Таким образом, например е2 будет суперпозицией всех 
у lj xENj 
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целевых состояний с равными амплmудами. Определим б как -1- L: lx) .  
,j]\i xEN 

Это состояние будет начальным для нашего алгоритма. Обозначим через 
Но подпространство, порожденное всеми векторами е1 . Эволюция вектора 
состояния будет вращением в этом т-мерном подпространстве. Из наше
го определения этого подпространства непосредственно вытекает, что на
чальный вектор б принадлежит этому подпространству. С другой стороны, 
действие Itar, ограниченное на Но, будет совпадать с ограничением иреоб
разования Ie2 на Но. 

Наш основной результат будет таким. 

Теорема 1. Пусть l1 /N ----> 1, (N - l1 - lz)/d..fNТ2 ----> О, jYi = o(d) 

и t = [ JjYi] . тогда итерированные преобразования I0U, примененные 

к б t раз, с последующим наблюдением, дают нам состояние ez с исчезаю
щей вероятностью ошибки (n ----> оо). 

Мы будем работать с подпространством Но основного пространства. 
!0 и И сохраняет это подпространство. Идея доказательства следующая. 
Мы подсчитаем собственные векторы и собственные значения матрицы 
G = -I0U и сравним их с соответствующими собственными векторами 
и значениями матрицы стандартного GSА-оператора I0Itar· Окажется, что 
двумерное подпространство Н0, порожденное состояниями е2 и б, а также 
собственные векторы и собственные значения G будут совпадать с ана
логичными величинами для GSA с высокой точностью. Это означает, что 
поведение итераций G будет таким же, что и GSA. Иными словами, эво
люция вектора состояния, порождаемая нашим алгоритмом, может быть 
с высокой точностью описана как эволюция в двумерном подпространстве, 
порожденном векторами е1 и ez. 

6.1. Вычисление матриц 

6.1.1 . Приближеиное вычисление 

Оставшаяся часть этого параграфа посвящена, в основном, доказатель
ству теоремы 1 .  Мы будем вычислять все матрицы в базисе е1 , ez, . . .  , em 

- {l; - rz; подпространства Но. Определим (О lez) = у N = Х, (О l ej )  = у f:t = 
= lJ-2,  j = 3, 4, . . . , n, х1 = 2Х1 . В этом параграфе мы будем выполнять 
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m 
все вычисления с точностью до Е ljjN. Обоснование законности такого 

j=2 
подхода будет дано в следующем параграфе. - г-г--: т Положим Е ljjN = Е. Мы имеем: О = (у 1 - Е, Х, У1 , . . .  , Ym-2) , 

j�2 
ГZ: _ г-г--: _ Е - � - _ Т у N - у 1 - Е - 1 - 2 + о( Е). Тогда О � Оарр - ( 1 ,  Х, У1 , . . .  , Ym-2)  

с точностью до О( Е), где расстояние между векторами оценивается в гиль
бертсвом пространстве Но. 

Непосредственно из определений следует, что Но является подпро
странством, инвариантным относительно операторов И и 10 . В т-мерном 
подпространстве Но матрица оператора И будет иметь такой вид: о 

-1  о о о 
о ) о о . 

-Vm-2 

Чтобы найти матрицу для 10 в этом подпространстве, мы представим опе
ратор в виде 10 � I0app = v-1 Ie1 V, где матрица V такова, что VOapp = е1 . 
Это происходит потому, что v-1Iel VOapp = -v- 1

el = -Оарр• Непосред
ственно проверяется, что матрица V и ее обратная имеют вид 

V = ( =� 
-Ym-2 

х 
1 

о 

о о 

У2 . · .  Ym-2) 
о . . .  о 
о . . . о ' 
о . . . 1 

-Х -У1 -У2 

Мы далее имеем: 

1 о о 
о 1 о 

о о 

о 
1 
о 

о 

J )  
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И теперь непосредственное умножение матриц дает 

-х 1 
( -1 -х 

10 = V-1Ie1 V = -у1 О арр 

-Yrn-2 О ( 1 �х -y1v1 

G = -I0app U = :1 О �1 
у-;.�2 о о 

6.1.2. Точность приближения 

о о 

о 

• • •  -·�-' ) ' 
. . . 1 

-Ym-2Vm-2 ) 
� . 

Vrn-2 

Теперь мы покажем, что для целей приближения GSA наша точность 
до Е достаточна. Мы будем работать с обычной матричной нормой, задан-
ной равенством 

I IA I I  = max I IAxl l . 
l l x l l=l 

Точность нашего приближения G = -10 И к точной матрице -I0U, кото-арр 
рая будет обозначаться через Gехасt, есть //G - Gexact / 1 = / /И // / /10 -10 / /  = арр 
= / / 10 - I0app 1/ = / / 0 - Oaw// = О( с) . Следовательно, G есть приближение 
Gexact с точностью до Е, и мы можем представить ее как G = Gexact + �. 

где 1 1� 1 1  = O(t). Пусть t = /f; есть порядок числа итераций в GSA. Оце-

2: lj 
ним число v = t� = j:,_. Если l2 = О( :Z::: ) , мы можем опустить l2 и, 

v Nl2 j�З 
используя условие теоремы, получить v = o(l) .  В противном случае :Z::: = 

j'� З  
= o(l2) и v будет порядка j!i. что снова дает o(l ) . Значит, во всех случаях 

v = o(l) .  Тогда МЫ имеем: at = (Gexact + �)t = G�xact + O(t�G�;�ct) = 
G�xact + o(l) .  Это значит, что для исследования поведения G�xact будет до
статочно использовать приближение G к Gexact, что и обосновывает наши 
вычисления. 

6.2. Нахождение собственных значений 

Чтобы найти собственные значения G, нам следует сначала посчитать 
характеристический многочлен Pm-2 (>.) = IG - ЛI/, где I - идентичная 
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матрица. Затем, решая реккурентно уравнение Pm-2(>.) = О, мы найдем 
собственные значения. Мы имеем 

1 - >.  -х -y1v1 -y2v2 -Yт-2Vm-2 
х 1 - >.  

Pm-2(>.) = У1 о 

Ym-2 о 

_ ( 1)m+l - - Ym-2Vm-2 

о о 
V1 - А о 

о о 

х 1 - >.  о 
У1 о v1 - >. 
У2 о о 

Ym-2 о о 

+(vm-2 - A)Pm-3 (>.) = 

о 
о 

Vm-2 - А 

о 
о 
о + 

о 

= y;,_2Vm-2(1 - >.) (v1 - >.) . . .  (vm-3 - >.) + (vm-2 - А)Рт-3 (>.) , 
что дает следующее реккурентное соотношение 

Pm-2(>.) = 
= (vm-2 - >.)Pm-3 (>.) + y;,_2Vm-2(1 - >.) (v1 - >.) . . .  (vm-3 - >.). (12) 

Используя базис рекурсии 

-р1 (>.) = (Л - 1 + iх)(Л - 1 - ix) (v1 - Л) + VJYi(l - >.), 

мы можем вывести из основного уравнения ( 1 )  с помощью непосредствен
ных преобразований общую формулу для характеристического многочлена: 

Pm-2(>.) = (>. - 1 + ix) (>. - 1 - ix) (v1 - >.)(v2 - Л) . . .  (vm-2 - >.)+ 
+ VIYI (1 - Л)(v2 - Л) . . .  (vm-2 - Л)+ 
+ v2y§(1 - Л) (v1 - >.) (v3 - Л) . . .  (vm-2 - Л)+ 
+ . . .  + Vm-2Y;,-2 (1 - Л) (v1 - Л) . . .  (vm-3 - Л). 

(13) 
Обозначим первое слагаемое в ( 12) через Ро(Л) = (Л - 1 + ix) (>. - 1 -
- ix) (v1 - Л)(v2 - Л) . . .  (vm-2 - Л), так что Рm-2 (Л) = Ро + б, где 

б =  VIYI (1 - Л)(v2 - Л) . . .  (vm-2 - Л)+ 
+ v2y§(1 - Л) (v1 - Л) (v3 - Л) . . .  (vm-2 - Л)+ 
+ · . . + Vm-2Y;,-2 (1 - Л) (vl - Л) . . . (vm-3 - Л). 
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Это означает, что Pm-2 и Ро(Л) отличаются только сдвигом на б. Корни 
Ро(Л) будут лl = 1 - ix, л2 = 1 + ix, Лз = Vl , . . .  ' Лm = Vm-2· Обозначим 

корни Pm-2 через .Л1 ,  .Л2 ,  . . .  , Лm.  
Теперь нам нужно оценить различие между Лj и Лj , используя оценку 8 

в окрестности двух корней Л1,2, которые играют главную роль в динамике 
рассматриваемого алгоритма. 

Заметим, что JЛ1 - Л2 j  = o( jvj - Л1 j ) .  С другой стороны, J Л1 -Л2 j  � 82 . 
Наш полином р можно приблизять квадратичным полиномом q со старшим 
коэффициентом А =  Л-v = Q(d) в окрестности Л1 или Л2 радиуса /Л1 -Л2 / · 
Производная q квадратичного полинома в этой окрестности есть q = ')'( v1 -
-Л) · · ·  (vn_2 -Л) .  Обозначим разницу между корнями через а =  /Л1 -Л1 J +  _ m-2 щу2(1 _ Л) 
+ JЛ2 - Л2 j .  Тогда а = 0(8/q') = 2:: (з ) . Используя равенства 

j=l 1 Vj - л 
1 l ·  

Vj - Л =  O(d1 ), 1 - Л =  0(')'), мы заключаем, что а =  O(d 2:: jy )  что есть 
j�З 

o('f'), поскольку по условию теоремы 2:: lj = o(d...;NТ;,).  Следовательно, 
j�З 

Л1 ,2 = 1 + -ix + o('f'), Лз = v + o('f') .  

6.3. Нахождение собственных векторов 

Сначала займемся собственными векторами для двух первых корней: 
Л1 ,2 = 1 + -ix + о(')') .  

1 )  Л = 1 - ix  + о(')') .  Пусть собственный вектор есть столбец вида 
li = (а, Ь, w1 , . . .  , Wm-2)т. Система линейных уравнений, определяющая li, 
имеет форму ( G - ЛE)li = О и может быть записана в виде 

-х -y1v1 
ix О 
О v1 - 1 + ix 

о о 

-Yт-2Vm-2 ) ( а ) ( о(')') ) 
О Ь о('!') 
О w1 = о('"У) . 

Vm-2 - 1 + ix Wm-2 0(1) 
Переписывая это в виде системы линейных уравнений, находим 

ixa -хЬ -y1v1w1 -Yт-2Vm-2Wm-2 = o(l) ; 
ха +ixb = о(')'); { �· 

+(vl - 1 + ix)wl = о(')'); 
. . . ' 

Ym-2a +(vm-2 - 1 + ix)wm-2 = o('f'). 
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Предположим, что собственный вектор имеет ограниченную норму, что 
означает, что все его компоненты ограничены. Решая систему, находим 

у ·а 
{f; 

Wj = � . . Применяем условие теоремы N
2 = o(d) и заключаем, 

Vj - + zx 
что Wj = о(1) и с точностью до о(1) а =  i, Ь = - 1 .  

2)  Л = 1 + ix + о (  1') .  Соответствующее вычисление дает а = i, Ь = 1 
с точностью до о(1) ,  все Wj = о(1 ) .  

3) Для всех других собственных значений м ы  имеем а = О, Ь = О 
с точностью до о( 1'),  поскольку соответствующие векторы должны быть 
ортсгональны подпространству, порожденному е1 ,  е2. 

Итак, мы имеем следующую ситуацию. 
Если n -> оо, то собственные векторы, принадлежащие подпростран

ству, порожденному е1 ,  е2, отличаются на о( 'У) от соответствующих соб
ственных значений стандартного GSA, и соответствующие собственные 
векторы отличаются на о(1) от соответствующих собственных векторов 
стандартного GSA. Это значит, что если число t итераций будет порядка 
1 /1' (как и в GSA), то разница между результирующими состояниями GSA 
и итерированного применения G будет порядка о(1 ) .  Теорема 1 доказана. 

7. Реалистические модели квантовых компьютеров 

Здесь мы изучим фермионные вычисления в формализме чисел запол
нения, предложенные в статье [ 14]. Показано, что для выполнения про
извольного квантового вычисления с допущением только незначительного 
замедления достаточно управлять только туннелированием. При этом вза
имодействие между кубитами диагонального типа будет оставаться непре
рывным и неуправляемым. Обоснование этого подхода дано с помощью 
редукции к стандартной модели квантовых вычислений в гильбертовам 
пространстве с использованием результатов статьи [37] об однокубитовом 
управлении. 

7.1. Об использовании тождественности фермионов 

Квантовый компьютер является беспрецедентным экзаменом для со
временной физики, поскольку он требует такого уровня контроля над объ
ектами наноразмеров, который никогда не достигалея искусственным пу
тем. В то время как математическая теория квантового компьютинга хо
рошо развита, границы его физической реализации представляют серьез
ный вызов нашему пониманию Природы. Речь идет, по существу, о раз
мере реального зерна в гильбертоном пространстве состояний, по дости-
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жении которого мы должны применять конструктивную форму квантовой 
теории. Вот почему очень важно искать простейшие возможные способы 
такой реализации, так чтобы они базиравались только на основных прин
цилах квантовой механики и содержали бы минимум всевозможных тех
нологических трудностей. Два требования можно сформулировать для та
ких схем: адекватное описание состояний, формирующих вычислительное 
гильбертоно пространство, и реалистический метод управления вычисле
ниями. Обычно вычислительный элемент - кубит - представляется как 
некая характеристика, подобная спину, заряду или положению некоторой 
элементарной частицы. Этот подход хорошо работает для изолированно
го кубита. Для системы из нескольких кубитов этот подход встречает се
рьезные трудности. Эти трудности происходят из фундаментального фи
зического принцила неразличимости (или тождественности) частиц одного 
вида.6 Чтобы управлять вычислением, мы должны иметь возможность об
ращения к отдельному кубиту, тогда как различные частицы в принциле 
являются неразличимыми. Конечно, мы можем различить частицы, разме
щая их на достаточно большом расстоянии друг от друга, однако в этом 
случае нам будет очень затруднительно держать их в запутанном состоя
нии, что совершенно необходимо для производства квантовых вычислений. 
Одно из решений этой дилеммы состоит в том, чтобы использовать фоков
ское пространство чисел заполнения для описания квантовых вычислений. 
Здесь используется естественная идентификация кубнтов с энергетически
ми уровнями в фокавеком пространстве, так что единица трактуется как 
занятый уровень, а нуль - как свободный. Такой подход дает универсаль
ные квантовые вычисления за довольно дорогую цену: требуется управлять 
не только внешним полем и туннелированием, но и постоянным диаго
нальным взаимодействием между кубитами, а также еще и контактом со 
сверхпроводником, что означает управление коэффициентами о:, (3, "( в  (2 1)  
и управление дополнительным слагаемым бataj + б*akaj . 

В настоящей работе мы увидим, как уменьшить эту цену, используя 
идею о непрерывном и неконтролируемом взаимодействии. Для этого нам 
понадобится две вещи: предположение о том, что исходный гамильтониан 
взаимодействия для вычислительной системы состоит только из диагональ
ных и туннельных членов, а также модифицированное соответствие между 
состояниями в пространстве чисел заполнения и вычислительным гильбер
тоным пространством. Тогда для контроля над квантовыми вычислениями 
нам понадобится только управлять внешним полем и туннелированием. Та
кой тип контроля в принципе осуществим посредством лазеров. Основная 

6Здесь мы используем классический анализ, а потому описанный конструктивный прием 
с выбором зерна пространствеиного разрешения не используется. 
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схема дана ниже. Она базируется на идее о непрерывном неуправляемом 
взаимодействии, предложенной в работах [35 , 37] и адаптированной к язы

ку фоковского пространства чисел заполнения. 

7 .2. Однокубитовое управление в квантовых вычислениях 

Основная трудность в практической реализации квантовых вычисле
ний заключается в том, что технически очень сложно выполнить двух

кубитовые преобразования, играющие принципиальную роль в таких вы
числениях. Для того чтобы выполнить такое преобразование, мы должны 
управлять степенью запутанности частиц, которая определяется перекры
тнем пространствеиных частей их волновых функций. Однако для про
изводства вычислений требуется также и четкое различение частиц, что 
возможно, лишь если перекрытие волновых функций достаточно мало. Та
ким образом, налицо противоречивость требований к физической реали
зации квантовых вычислений. Мы видим, что двухкубитовые преобразо
вания совершать во всяком случае значительно сложнее, чем однокубито
вые. Здесь уместно предложить такой подход. Поскольку взаимодействие 
частиц с изменением степени запутанности вытекает из волнового урав
нения и подтверждается в экспериментах, то двухкубитовые преобразова
ния происходят в ходе естественной временной эволюции квантовой си
стемы. Управлять же такой системой можно при помощи только однокуби
товых преобразований, которые гораздо проще контролировать. Итак, мы 
будем производить вычисления, воздействуя на систему только однокуби
товыми импульсами, а двухкубитовые преобразования будут совершаться 
в фоновом режиме и мы ими управлять не будем. В этом суть предла

гаемой модели вычислений с однокубитовым управлением. Такая модель 
является гораздо более реалистической, чем абстрактная схема квантового 
компьютера, предполагающая управление двухкубитовым взаимодействи

ем. Отложим пока вопрос о возможностях такого подхода и продемонстри
руем, как можно в рамках предлагаемой модели решить конкретную за
дачу - моделировать поведение многочастичной системы с квадратичным 
взаимодействием с диагональной матрицей. Основная трудность предлага

емой модели с однокубитовым управлением состоит в том, что двухкуби
товое взаимодействие происходит неконтролируемым образом, в частности 
и с посторонними кубитами, что серьезно искажает схемы квантовых алго
ритмов. Для производства вычислений в такой модели нам нужно создать 
методы коррекции «нежелательных» преобразований с помощью однокуби
товых импульсов. Для демонстрации возможностей такого подхода мы сна
чала покажем, как осуществить квантовое преобразование Фурье в рамках 
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этой модели. Нашим основным предположением будет то, что матрица га
мильтониана двухкубитового взаимодействия имеет диагональную форму. 
Однако сначала для удобства мы наложим также некоторые ограничения на 
скорость убывания этого взаимодействия с расстоянием, а именно: будем 
предполагать, что потенциал взаимодействия падает с расстоянием, как по
тенциал Юкавы. Затем развитый метод мы сможем применить и для более 
широкого класса диагональных взаимодействий. Более того, можно будет 
обобщить этот подход и на тот случай, когда разные пары кубитов взаи
модействуют по-разному. Наконец, данный подход будет применен к реше
нию волнового уравнения для системы из нескольких частиц с потенциалом 
квадратичного типа. 

7.2.1. Реализация квантового преобразования Фурье на 
однокубитовом управлении 

Квантовое преобразование Фурье - это ключевая подпрограмма 
в квантовом компьютинге. Она используется в большом числе других ал
горитмов. Простейшая схема квантовых функциональных элементов, реа
лизующая это преобразование, дана на рисунке A. l .  Она была использо
вана Шором для быстрой квантовой факторизации (см. [ 40]). Договоримся 
представnять целое число вида а = а0 + а02 + . . .  + щ_121-1 базисным 
состоянием \ао а1 . . .  at-1 ) = \а) . Эти состояния формируют ортанорми
рованный базис для входных состояний квантовой схемы функциональных 
элементов. Располагаем их сверху вниз. Такое же соглашение примем и для 
выходных состояний схемы, только двоичные Ьj знаки числа Ь = Ьо + Ь02 + 
+ . . .  + Ьz-121-1 будем располагать в противоположном порядке. 

Эта схема выполняет обратное преобразование QFT-1 за O(l2) ша
гов, тогда как его матрица N = ехр l-мерна. Однако в этой схеме требуется 
двухкубитовое управление - она непосредственно не может быть реали
зована в рамках нашей модели. Мы покажем, как это можно сделать. Мы 
будем рассматривать взаимодействия, имеющие вид 

А) н �  ( р >  о , 
В) Н �  ( 

Р1 
о 
о 
о 

о о 
Р2 О 
О Рз 
о о � ) , Р4 

( 14) 
-Ьr 

где все р = Ро �, Ь = const, r есть расстояние между кубитами-
частицами и Р1 + Р4 -/- Р2 + рз. Расположим l кубитов на одной линии 
с равными интервалами. Пусть взаимодействие между j-м и k-м кубитами 



j 

k 
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Ьо 
Рис. А.2. Прямоугольники - непрерывное взаимодействие (14, А), кружки - опера
ции Адамара 

имеет гамильтониан Hj,k вида (14). Этот тип Гамильтониаков возникает, 
например, в модели Изиига для частиц со спином 1/2. Требуемое умень
шение взаимодействия с расстоянием можно достигнуть, помещая кубиты 
в подходящую потенциальную яму. Выбрав подходящую единицу длины, 
мы можем добиться Ь = 1 .  Сначала будем изучать случай взаимодействия 
вида (14, А), а затем распространим результаты на случай ( 14, В). 

Реализация QFT с точностью до фазового сдвига 

Напомним, что QFT и его обратное имеют вид: 

N-1 21Гi аЬ 
QFT-1 : !а) --> J.ы L е� IЬ) . v N  Ь=О 

( 15) 
Тогда обратное преобразование можно выполнить с помощью такой 

схемы. На рис. А.2 прямоугольники обозначают унитарные преобразования 
вида И = е-iй, где Й = 2:: Йj,k ,  а каждое из Йj,k имеет вид (14, А) 

l>j>k�O 
с р0 = JГ, r = j - k. Если мы выберем единицу времени так, чтобы посто
янная Планка, умноженная на р0, равнялась JГ, и единицу длины так, чтобы 
r = j - k, то И будет в точности преобразованием вектора состояния, инду
цируемым рассматриваемым гамильтонианом в единичное время. Здесь мы 

предполагаем, что время производства однокубитовых операций пренебре-
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жимо мало по сравнению с единицей, так что взаимодействие пар кубитов 
не может сильно изменить фазу за это время. Эта схема может быть полу
чена из предыдущей вставкой недостающих элементов, соответствующих 
взаимодействию, происходящему в реальных системах с таким гамильтони
аном. Чтобы доказать, что эта схема действительно выполняет QFT-1 , мы 
применим метод подсчета амплитуд, предложенный в статье Шора [40). Ес
ли дано базисное входное состояние Ja) , мы рассмотрим соответствующее 
выходное состояние. Это выходное состояние будет линейной комбинацией 
базисных состояний J b) с некоторыми амплитудами. Все модули этих ам
плитуд одинаковы и равны 1/VL,a и нам достаточно только следить за их 
фазами. Для простоты введем обозначение aj = az-l-j ,  j = О, 1 ,  . . .  , l -
- 1. В процессе применения нашей схемы значения кубитов с номерами 

j и k :( j проходят через элементы из рисунка А.2 слева направо. Следуя 
этому направлению, 

мы выделим следующие 4 типа взаимодействий: взаи
модействие aj с собой и а� с собой в операции Адамара, взаимодействие 
aj с а� (j > k), взаимодействие aj с bk для j > k и взаимодействие Ьj 
с bk (j > k). Время этих взаимодействий будет таким: нуль, k, j - k и l 
- 1 - j соответственно. Складывая вклады этих взаимодействий в фазу, мы 
получим результирующую фазу вида 

" ajakk ajbk (j - k) 
1Г � · k + 1r 2:: · k + 

l>j>k�O 21- (j - k) l>j>k�O 21- (j - k) 

+ 1Г 2:: ajьj + 1Г 2:: 
l>j�O l>j>k�O 

Ьjbk (l - j - 1) 

2j-k (j - k) 
' ( 16) 

обозначая первое и последнее слагаемые через А и В соответственно. Их 
вклад соответствует действию диагональных гамильтонианов на Ja) и J b) 
соответственно. Пока оставим эти вклады. Займемся суммой второго и тре
тьего члена этой суммы. После замены j на l - 1 - j эта часть приобретет 
вид 

(17) 

для некоторого целого S. Первое слагаемое здесь фазы не меняет, и мы 
получаем то, что требовалось, с точностью до вклада А и В. 
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Коррекция сдвига фазы 

Для того чтобы учесть вклад диагональных слагаемых А и В в фазу, 
мы используем следующий прием. Сначала рассмотрим только слагаемое 
А. Оно состоит из членов вида Aj,k = cj,kaja�, где Cj,k зависит только 
от j и k, но не от а. Обьявим j-й и k-й кубиты выделенными. Мы бу
дем применять однокубитовое преобразование NOT несколько раз ко всем 
кубитам, кроме выделенных, с целью подавить все взаимодействия, кроме 
взаимодействия между выделенными кубитами. Сначала рассмотрим пару 
невыделенных кубитов с номерами р, q, q > р. Их непрерывное взаимо
действие за время 6..t дает слагаемое dp,q6..t а�а� в фазу, где вещественное 
число dp,q зависит только от того, как быстро взаимодействие падает с рас
стоянием, но не от а� , а� . Например, для убывания типа Юкавы мы будем 

иметь dp,q = e- lq-pl f lq - Pi · Теперь инвертируем один из этих двух куби
тов, неважно какой, допустим q-й, с помощью операции NOT. Его состоя
ние будет 1 - а� . Теперь второй период длительностью 6..t непрерывного 
взаимодействия даст слагаемое dp,q6..t а� (1 - а� ) в фазу. Наконец, восстано
вим содержимое q-го кубита вторым применением NOT. Результирующий 
фазовый сдвиг в этих четырех действиях составит dp,q6..t а�, и он зави
сит только от содержимого р-го кубита. Теперь мы можем компенсировать 
этот фазовый сдвиг с помощью только одного однокубитового преобразо
вания. Если рассмотреть пару кубитов с номерами р, q, где один, скажем 
р-й, выделен, а другой - нет, тогда мы можем скомпенсировать их взаимо
действие, используя только однокубитовые операции - два NOT для q-го 
и некоторый фазовый сдвиг для р-го. Теперь нам надо так модифицировать 
этот метод, чтобы скомпенсировать все влияния невыделенных кубитов од
новременно. Для этого мы будем выполнять операции NOT над каждым 
таким кубитом с достаточно малыми интервалами, так что вклады в фа
зу невыделенных кубитов будут друг друга сокращать. Есть два способа 
сделать это: использовать случайный процесс для генерации моментов для 
однокубитовых операций или осуществлять их периодически с разными 
периодами для разных кубитов. Сначала рассмотрим первый подход. 

Метод случайных процессов 

Для каждого невыделенного кубита с номером р рассмотрим Пуассо
новский процесс Ар, генерирующий моменты времени О < tf < t� < . . .  < 
< t� < 1 с пекоторой фиксированной плотностью Л �  1 .  Пусть все Ар р 
независимы. Теперь выполним операции NOT над каждым кубитом с но-
мером р в моменты t� последовательно. В момент 1 выполняем NOT над 
р-м кубитом, если и только если mp нечетно. Таким образом, после этой 
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процедуры каждый к:убит восстановит свое исходное значение. Посчита
ем фазовый сдвит, порождаемый этой процедурой. Взаимодействия между 
выделенными к:убитами остаются незатронутыми. Зафиксируем некоторый 
невыделенный к:убит и посчитаем его вклад в фазу. Он состоит из двух 
слагаемых: первое происходит из-за взаимодействия с выделенными, а вто
рое - из-за взаимодействия с невыделенными к:убитами. Посчитаем их по
следовательно. 1 )  Ввиду большой плотности Л пуассоновского процесса 
Ар около половины времени р-й кубит будет находиться в состоянии а�, а 
оставшуюся половину - в состоянии 1 - а�. Его взаимодействие с выде-

ленным к:убитом, скажем, с j-м, даст вклад �dp,ja�aj + �dp,j ( 1 - a�)aj ,  то 

есть �dp,jaj . 2) Рассмотрим различные невыделенные к:убиты с номерами 

q -=/=- р. Ввиду независимости моментов времени совершения NOT- операций 
над р-м и q-м к:убитами и большой плотности Л, эти к:убиты будут в каждом 
из состояний (а�, а�), (а�, 1 - а�), (1 - а�, а�), (1 - а�, 1 - а�) приблизи-

тельна четверть всего времени Результирующий вклад будет �dp,q [a�a� + 
+ a�(l - а�) + ( 1 - а�)а� + (1 - a�) (l -а�)] = �dp,q· Общий фазовый сдвит, 

происходящий из-за присутствия невыделенных к:убитов, находится теперь 
суммированием значений из пунктов 1 и 2 для всех р (j. {j, k } .  Это будет 

Этот сдвит может быть скомпенсирован только однокубитовыми преобра
зованиями, поскольку первые два слагаемых зависят только от значений 
кубитов, а другие вообще константы. Таким образом, мы получили схему 
с непрерывным двухкубитовым взаимодействием и однок:убитовыми опе
рациями, выполняющую фазовый сдвит на dj,kaja� . Если взять времен
ной промежуток D.t вместо единицы времени в этой процедуре, мы по
лучим фазовый сдвит на D.t dj,kajak . Если мы хотим получить сдвит на 
-D.t dj,kaja�, мы сначала должны применить NOT к j-му к:убиту, затем 
предыдущую процедуру, затем опять NOT к j-му кубпту и, наконец, приба
вить -D.t dj,kak однокубитовой операцией. Итак, мы можем сделать любой 
добавок к фазе вида с · ajak для вещественного с независимо от его знака. 
Подходящая комбинация этих схем даст фазовый сдвиг 

( 18) 
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для любого Cj,k · Размещая эти операции перед и после QFT-1 в проце
дуре из предыдущего пункта, мы компенсируем слагаемые А и В в фазе 
и получим схему, реализующую QFT-1 . Ошибки, возникающие в этой схе
ме, происходят из возможной некачественности пуассоновских процессов, 
генерирующих моменты совершения операций NOT, а также из взаимодей
ствия, происходящего в течение этих операций. Они могут быть миними
зированы с увеличением плотности Л и уменьшением времени NOT -опе
раций по сравнению с обычным временем двухкубитовых преобразований, 
определяемых взаимодействием dj,k · Оценим замедление, вызванное встав
ками NOT в большой плотностью по сравнению с абстрактной реализацией 
квантовых алгоритмов на схемах из функциональных элементах. Зафикси
руем единицу времени так, что применевне одной операции в схеме требует 
единичного времени. Пусть время разделено на равные короткие интерва
лы длины 8t единиц, NOT можно выполнять только в моменты вида k8t 
для всякого целого k с вероятностью р = 11  Л, где Л есть плотность про
цесса. Пусть время вычисления равно Т, и М = Т 1 8t. Ошибка в сдвиге 
фазы, проистекающая из некачественности этой модели случайного про
цесса, будет 8t D, где D есть дисперсия суммы случайных величин, �и
нимающих значения 1 и О с вероятностями р и 1 - р, что есть O(vM). 
Значит, результирующая ошибка будет порядка Т 1 ,JМ и должна быть пре
небрежимо малой. Для QFT мы имеем Т = O(log N), и мы получаем, что 

М = О ( log: N) 
будет достаточно для исчезающе малой Е. Итак, видно, 

что метод случайных процессов дает немного более квадратичного замедле
ния по сравнению со стандартной моделью, что вполне допустимо в случае 
таких быстрых алгоритмов, как QFТ. Теперь мы докажем универсальность 

предложенной модели квантовых вычислений. Предположим, что взаимо
действие между кубитами зависит только от их пространствеиного располо
жения, которое мы будем считать фиксированным. Единственное условие, 
налагаемое нами на взаимодействие, заключается в том, что оно должно 
быть диагональным. Таким образом, если j и k обозначают номера двух 
кубитов, то гамильтониан их взаимодействия имеет один из видов 

Г' А) Н· k = ь J, о о 
о 

Ej,k 
2 о о 

о о 
Ej,k 

3 о 
о 
) о о ' E�,k 

о о о В) Hj,k = О О О 
о о ' (

о о о 
о о о 

о 
) Ej,k 

Ej,k > О. (19) 
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Сначала заметим, что всякое взаимодействие общего вида ( 1 4, А) может 
быть сведено к виду ( 1 4, В) прибавлением подходящих однокубитовых га
мильтонианов Hj,k, матрицы которых имеют вид (а о о о) 

О а О О 
о о ь о ' 
о о о ь 

Эта добавка приводит гамильтонмаи вида ( 1 9, А) к виду ( 19, В) и мо
жет быть реализована быстрыми однокубитовыми преобразованиями, по
скольку все диагональные матрицы коммутируют. Заметим, что разные па
ры кубитов могут взаимодействовать по-разному, могут быть расположены 
на различных расстояниях, не обязательно на прямой и т. п. Чтобы дока
зать универсальность вычислительной модели с непрерывным взаимодей
ствием, мы должны показать, как выполнить произвольную двухкубитовую 
операцию. Пусть дана униратная операция, индуцированная гамильтониа
ном ( 1 9, В) в течение единичного времени: UJ,k = ехр( -iHj,k) . (Посто
янную Планка мы, как всегда, считаем равной 1 .) Покажем, как выпол
нить эту операцию над двумя кубитами j-м и k-м, сохраняя все другие 
нетронутыми. Именно это последнее условие трудно обеспечить в случае 
непрерывного взаимодействия. Если мы сможем это сделать, то мы будем 
в состоянии реализовать любую двухкубитовую операцию над любой парой 
кубитов. Тогда для дальнего взаимодействия мы будем иметь, самое боль
шее, линейное замедление по сравнению со стандартной моделью кван
товых вычислений, а для короткого взаимодействия нам нужно будет вы
полнять операции SWAP, чтобы свести требуемую пару кубитов вместе, и, 
таким образом, мы получим ко времени вычисления множитель, пропор
циональный размеру памяти. Для осуществления преобразования Uj,k надо 
применять описанный в предыдущем пункте метод преобразований NOT 
над невыделенными кубитами в моменты времени, которые генерируются 
независимыми пуассоновскими случайными процессами большой плотно
сти. Однако теперь выгода от такого метода будет не столь очевидна, как 
в случае QFT, поскольку, например, квантовый перебор требует все-таки не 
логарифмического времени, а квадратного корня из времени классического 
вычисления. Для таких случаев можно применить следующую модифика
цию нашего приема. 

Метод периодических NOT 

Мы будем совершать преобразования NOT на каждом из j-x куби
тов в моменты времени вида j kдt для целых k, где Jt есть снова малый 
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временной промежуток. Тогда мы можем повторить конструкцию, описан
ную выше, и избавиться от межелательных фазовых сдвигов с помощью 
надлежащего выбора М. Этот метод даст замедление в виде сомножителя 
порядка n2 по сравнению со сложностью абстрактной модели квантовых 
функциональных схем. Теперь осталось показать, как с помощью преобра
зований Иj,k можно совершить любое двухкубитовое преобразование. На
пример, продемонстрируем, как реализуется операция CNOT над данной 
парой кубитов. Пусть j, k фиксированы, и будем опускать индексы. Обо-

значим !::.Е = Е1 - Е2 - Е3 + Е4. Если 
Ll1ГE � Q (Ll1ГE не рационально), 

то (так как физические параметры нашей системы, влияющие на фазы, на
пример, периоды циклов, могут быть немного изменены, чтобы избежать 
рациональности этого параметра, мы можем предполагать, что он иррацио
нален без ограничения общности) мы можем осуществить операцию CNOT 

над выбранной парой близлежащих кубитов, используя только одноку
битовые преобразования и фиксированную двухкубитовую диагональную 

операцию Е [Е = (схр [Е, ) ехр �Е,) шJiЕз) 
� ) ] следу-

О О О ехр (iE4) 
ющим образом. 

I. Обозначим последовательность ротаций фазы первого кубита через 

A = [(l О 
)] О ехр ( i (Е1 - Ез)) 

второго кубита через 

В = [ (ехр ( -i Е1) о. ) ] 
О exp (-z Е2) , 

и операцию Е через И 

И = Е (А tg} В) =  [ (00: � � � ) ] � � ехр (�!::.Е) . 
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II. Используя иррациональность д1ГЕ , можно показать, что Ус > 03m Е 
Е N3n Е N : 1 LlEn -1r( 2m+ 1) 1 < с, т. е. при любой выбранной точности с 
существует n = n(c), такой, что uп приближает иреобразование 

с заданной точностью. 
III. Используя соотношение (I Q9 Н)П(I Q9 Н) = CNOT, где I есть 

тождественная матрица и Н - операция Адамара 
н - 1 [(1 1 ) ] - v'2 1 - 1 

мы видим, что CNOT получается как последовательность ( I Q9 Н) х 
х (Е (А Q9 B))n (I Q9 Н) однокубитовых ротаций и операции Е. 

7.3. Формализм чисел заполнения 

Рассмотрим систему, состоящую из n одинаковых частиц. Сначала сде
лаем не вполне физичное предположение о том, что мы можем их надежно 
различать. Тогда состояние этой системы принадлежит гильбертову про
странству с базисом ф(r1 , rz , . . .  , rп) = фj1 (ri )'Фj2 (rz)  . . .  ФJп (rп ), где {фj} 
суть некоторый базис для состояний одной частицы, j8 принадлежит неко
му фиксированному множеству индексов 1 , 2, . . .  , J, так что rj включает 
как пространственные, так и так называемые спиновые координаты. 7 Вы
бор базиса означает, что система после измерения может быть найдена 
только в каком-либо из базисных состояний. 

Однако в реальной системе из идентичных частиц они не могут быть 
различны. Следовательно, всякое базисное состояние должно содержать все 
слагаемые вида фj1 (r1 )фj2 (r2 ) )  . • •  Фзп (rп) с некоторыми коэффициентами. 
Теперь нам понадобится некая информация о природе рассматриваемых 
частиц. Они могут быть либо фермионами (как электроны или протоны), 
либо бозонами (как фотоны). Разница между этими типами частиц состоит 
в том, что максимальное значение спина фермионов - полуцелое (1/2, 3/2 
и т. д.) а у бозонов - целое (0, 1, 2, и т. д.). Для нас же существенно то, 
что волновая функция системы фермионов должна менять свой знак при 

7 Спин - это внутренний момент количества движения частицы, который имеет релятивист
скую природу и может принимать разные значения в зависимости от типа рассматриваемых 
частиц. Например, для электронов проекция спина на выбранную ось после измерения при
нимает только два возможных значения. 
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перестановке любых двух частиц, а у системы бозонов - сохранять его. 
Тогда очень естественно было бы для системы n фермионов представпять 
базисное состояние в виде детерминанта вида 

Ф = -1-
Vnf 

(20) 

а для системы бозонов - в виде перманента матрицы аналогичного вида. 8 
Такое состояние можно рассматривать как ситуацию, при которой толь-
ко состояния '1/Jj • •  s = 1 ,  2, . . . , n, заняты частицами из нашей системы, 
а остальные '1/Jk, k Е { 1 ,  2, . . . , J}, не имеющие вида j8 - свободны. Если 
ф с индексами обозначает собственный вектор одночастичного гамильто
ниана, мы говорим о занятых или свободных энергетических уровнях, но, 
вообще говоря, 'Фk могут образовывать произвольвый ортонормированный 
базис в пространстве состояний одной частицы. Состояние вида (20) мо
жет быть представлено как символ lnw) = ln1 , n2 ,  . . .  , nJ) ,  где nk есть 
единица, если k-й энергетический уровень занят, и нуль, если этот уровень 
свободен. Это естественное представление состояния ансамбля фермионов 
в терминах чисел заполнения. Такие векторы n составляют базис фоковско
го пространства, и общая форма состояния нашей системы будет иметь вид 
I:; Лп 1 n) с амплитудами Л. п 

Оператор уничтожения aj частицы в состоянии j-го уровня и его со
пряженный оператор aj (создание) определяются как 

где O"j = n1 + . . . + nj . Они обладают известными коммутационными соот
ношениями: aj ak + akaj = Oj,k. ajak + akaj = aj at + at aj = О. 

Предположим, что всякое взаимодействие в природе затрагивает не бо
лее двух частиц. Тогда всякое взаимодействие в многочастичном ансамбле 
может быть разложено в сумму одно- и двухчастичных взаимодействий ви
да Н = Hane + Htwo с соответствующими потенциалами V1 (r) и V2(r, r') . 
Каждый из них может быть представлен операторами рождения и уни
чтожения в виде Hane = I:; Hk,tat at , Htwo = I:; Hk,l ,m,nai at aman, k,l k ,l ,m,n 

8Перманент матрицы отличается от ее детерминанта только тем, что при его вычислении 
нет никаких вычитаний - одни сложения, так что он не меняет величины при перестановке 
строк или столбцов матрицы. 



408 ПРИЛОЖЕНИВ 

где 

Hk,l = ('Фk l  Hone I'Фl )  = J 'Ф'k(r)Vl (r)'Фl (r)dr, 

Hk,l ,m,n = ('!/'! , '1/'k IHtwo 1 'Фm'Фп)= j'Ф'k (r)Ф'[ (r')V2 (r, r')Фm(r)'!/'п (r' )drdr'. 

Значит, если даны потенциалы всех взаимодействий и все базисные состо
яния '1/'i , то мы можем, в принципе, найти их представление в терминах 
операторов рождения и уничтожения, то есть на языке чисел заполнения. 

Рассмотрим ансамбль с гамильтонианом вида Н = I:i H�xt 1 + 
+ Ei,j (H�Tag + Нi;!,п), где гамильтонианы внешних полей, диагонального 
взаимодействия и туннелирования представляютел в терминах операторов 
рождения и уничтожения как 

(21) 

Заметим, что осуществить управление диагональным гамильтонианом 
было бы непросто, поскольку такое взаимодействие должно было бы затра
гивать две произвольные частицы рассматриваемого ансамбля, которые яв
ляются неразличимыми по принципу идентичности. Таким образом, логич
но считать, что такое взаимодействие постоянно и не подвластно нашему 
контролю, в то время как мы можем эффективно управлять туннельным вза
имодействием. При такой форме управления возможно реализовать любое 
квантовое вычисление. Этот тип контроля представляется более реалистич
ным, так как туннелированием можно, в принципе, управлять с помощью 
лазерных импульсов. 

7.4. Вычисления, управляемые с nомощью туннелирования 

Для того чтобы доказать универсальность предлагаемой упрощенной 
схемы управления фермионными вычислениями, мы должны сделать од
но техническое приготовление, а именно, установить несколько иное со
отношение между гильбертоным пространством кубитов и фоковским про
странством чисел заполнения, чем то естественное соответствие, о котором 
говорилось выше. 

Зафиксируем некоторое разбиение всех энергетических уровней на две 
равные части и выберем некоторое взаимно-однозначное соответствие меж-
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ду этими частями. Для определенности мы можем рассматривать k-й уро
вень вниз от уровня Ферми Ер и условиться, что он соответствует k-му 
уровню вверх от Ер. Мы обозначим j-й уровень низах границы Ферми через 
обычную букву, а j-й уровень вверх от этой границы - через букву со штри
хом j' .  Назовем первый уровень j-м нижним уровнем, а второй уровень 
j-м верхним уровнем. Фокавекое пространство F можно представить как 
F = F1 ® F2 ® . . .  ® :Fk, где каждый F1 соответствует j-й паре соответ
ствующих энергетических уровней. Рассмотрим подпространство F1 в F1 , 
которое порождено двумя следующими векторами. Первый будет таким: 
«:/ -й уровень занят, а j-й свободен», второй же будет таким: «j-й уровень 
занят, а j'-й свободен». Обозначаем их через j 1 }1 и j0}1 соответственно. Мы 
будем работать с подпространством F = F1 ® F2 ® . . . ® Fk в фокавеком 
пространстве F. Определим функцию (), которая отображает наше гильбер
тоно пространство Н в F с помощью следующего определения действия 
на базисных состояниях: 0( 16 ,  6 . . .  �n)) = 16 } 1  ® 16}2 ® · . . ® l�n}n , где 
все f.J есть нули и единицы. Тогда () устанавливает нестандартное соответ
ствие между гильбертовам и фоковским пространствами (см. рис. А.З). 

Однокубитовое состояние в гильбертоном пространстве соответствует 
двухкубитовому состоянию в обычном отождествлении с кубитами (один 
уровень - один кубит). Мы увидим, что такое отождествление лучше со
ответствует нашим целям, чем естественное. Итак, теперь все готово для 
представления унитарных иреобразований в гильбертовам пространстве 
в терминах операmров, действующих в пространстве чисел заполнения. 
Рассмотрим эрмитов оnератор Н в двумерном гильбертоном пространстве 
состояний одного кубита Н. Он имеет вид Но + Н1 , где 

3' - - - - - - -
2 1  - - Er - - -8-
1 ' - - - - - - -

8(�) о 
1 - - - - - - -
2 - -• - - -е-
3 - - - - - - -

1010) - - - - -е - - - -
- - -е- - - - - -
- -е- - - - - - -

- --- - - - - - -- - -G- - - - - -_ _ _ _  .. _ _ _  _ 
Рис. А.З. Соответствие между фоковским и гильбертоным пространствами 
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Непосредственно проверяется, что для операторов Йо = d1a+kak + 
+ d2a+k'ak' и Й1 = da+kak' + d  a+k,ak (внешнего поля и туннелирования) 
выполняются равенства Йi() = OHi для i = О, 1 .  Используя линейность 
О, мы находим (Йо + Й1)О = ОН. Теперь рассмотрим однокубитовое уни
тарное преобразование И в гильбертоном пространстве. Оно имеет форму 
e-iH для гамильтониана Н (мы выбрали подходящую единицу времени, 
чтобы избавиться от постоянной Планка и времени). В силу линейности О 
и равенства o-l Н80 = (O-l НО)" для натуральных s мы находим, ЧТО для 
всякого однокубитового унитарного оператора И можно эффективно най
ти соответствующий гамильтониан в фокавеком пространстве, содержащий 
только внешнее поле и туннелирование, который делает диаграмму А из 
рисунка А.4 замкнутой. 

Займемся двухкубитовыми преобразованиями в гильбертоном про
странстве. Поскольку все диагональные матрицы коммутируют, для всех 
диагональных преобразований в пространстве :Fk @ :Fj мы можем эффек
тивно найти соответствующий диагональный оператор в гильбертоном про
странстве, который делает диаграмму В из рисунка А.4 замкнутой. 

Теперь все готово для переноса приема из работы [37] с однокуби
товым управлением на фоковское пространство. Комбинация диаграмм из 
рисунков А.4 даст диаграмму из рисунка А.5. 

·f 
ext. field + tunneling 

·f ·1 
F diagonal 

·1 
Г{ one-quЬit on 'Н Г{ Г{ 'Н diagonal Г{ 

А в 
Рис. А.4. Соответствие операторов в фоковском и гильбертовам подпространствах, 
F = Fj @ Fk 

Пусть диагональная часть Гамильтоннана взаимодействия в фокавеком 
пространстве фиксирована и действует непрерывно в неуправляемом ре
жиме. Тогда мы можем подыскать соответствующее диагональное взаимо
действие в гильбертоном пространстве, делая замкнутыми все «диагональ
ные» части диаграммы из рисунка А.5. В силу результата [37] мы можем 
выбрать однокубитовые преобразования, реализующие управление произ
вольным квантовым алгоритмом в гильбертоном пространстве, в виде ниж
ней послеДовательности преобразований в диаграмме. Наконец, мы можем 
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:F diag ! + t :F diag 
F F F 

! ! 1 1t diag 1t one quЬit diag 
1i 

Рис. A.S. Соответствие вычислений в фоковском и гильбертовам пространствах 

найти управление вида «поле + туннелирование» над состояниями фоков
ского пространства, делающие замкнутой всю диаграмму. Заметим, что все 
операторы рождений и уничтожений, рассматриваемые в целом фокавеком 
пространстве пелокальны благодаря множителю ( -1 )".j , который зависит 
от заданного состояния. 

Для диагонального оператора aj щаt ak и внешнего поля такие мно-

жители компенсируются. Туннельный оператор ajaj' в пространстве F 
j'-1 

приносит множитель ( -1 )".' , где а' = 2:: n8 = j' - j, который не зави-
s+j 

сит от данного состояния !n} Е F, поскольку для такого состояния ровно 
половина уровней между j и j' заняты фермионами. Так что знак может 
быть вынесен из всех состояний и проигнорирован. 

Так мы получим универсальный квантовый компьютер на состояни
ях в пространстве чисел заполнения, управляемый только внешним полем 
и туннелированием. 

8. Коррекция ошибок в квантовых вычислениях 

Своеобразие квантовых состояний проявляется в том, что они очень 
чувствительны к внешним воздействиям. Это объясняется их сверхмалыми 
размерами. Например, невозможно полностью изолировать группу атомов 
в кристаллической решетке от теплового воздействия со стороны других 
атомов. Мы видели, что есть два принципиально разных типа таких воздей
ствий: внешние поля, включаемые в уравнение Шредингера, и измерения 
системы. При этом если воздействие внешнего поля вызывает унитарное, то 
есть обратимое, возмущение состояния системы, то измерение всегда при
водит к необратимому изменению этого состояния. Таким образом, в рам
ках формализма гильбертоных пространств невозможно единым образом 
эффективно описывать два этих типа внешних воздействий на изучаемую 
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систему.9 Таким образом, ошибки в квантовых состояниях бывают двух 
типов: обратимые, которые могут происходить и в классических состояни
ях, и необратимые, специфически квантовые. Однако такая классификация 
ошибок не точно отражает суть дела. Рассмотрим, для примера, состояние 

�/000 . . .  О) + �111 1 . . .  1 ) . Ошибка в первом кубите может иметь, напри-

мер, форму: /0) --> / 1 ) , / 1) --> /0) или /0) --> /0) , / 1) --> /0) . Первая будет 
унитарным преобразованием, а вторая - нет. Наше состояние тогда приоб-
ретет форму е = �/ 100 . . .  О) + �/011 . . .  1) или е = -1 /000 . . .  О) + 

v 2  v 2  V2 
+ �/011 . . .  1) соответственно. Видно, что фактически первоначальное 

и «испорченное» состояния системы очень близки по виду, и обе ошибки 
легко скорректировать унитарным преобразованием (во втором случае нуж
но, конечно, использовать кубиты, не затронутые внешним воздействием). 
Это происходит из-за того, что обе эти ошибки, по существу, затрагивают 
содержимое только одного кубита. Рассмотрим теперь измерение одного, 
скажем, первого кубита. Пусть система находилась в состоянии Л/0, О, О) + 
+ f-t/1 ,  1 ,  1 ) .  Тогда в результате мы получим одно из состояний /0 , О, О) или 
/ 1, 1 , 1) , потеряв таким образом всю информацию о первоначальных ам
плитудах. Мы видим, что если кубиты находятся в запутанном состоянии, 
то измерение одного из них неизбежно порождает ошибку во всех других! 
Таким образом, более правильным бьшо бы классифицировать все возмож
ные ошибки как локальные, т. е. затрагивающие содержимое только одно
го кубита, и глобальные, затрагивающие неограниченное число кубитов. 
При этом в случае запутанного состояния локальные воздействия (измере
ние) способны привести, как мы только что видели, к глобальным ошиб
кам. В ходе вычислений естественно будут возникать оба типа ошибок, 
и нам придется как-то с ними бороться. Ясно, что корректировать локаль
ные ошибки должно быть намного проще, чем глобальные. Можно также 
предположить, что для коррекции глобальных ошибок, возникающих при 
локальных воздействиях на систему, необходимо будет использовать чисто 
квантовый прием, поскольку этот тип не встречается в мире классических 
систем. И если такой прием существует, его придется использовать много
кратно в ходе вычислений, поскольку компьютер всегда испытывает воздей-

9Можно, конечно, описать эти воздействия формально единым образом, например в ви
де так называемых супероператоров - унитарных операторов, действующих в расширенном 
mльбертовом пространстве. Но от такого описания не много пользы, потому что в нем не бу
дет даже той ограниченной детермннистичностн, которая присутствует в стандартном кванто
вом формализме как возможность в принципе точно вычислить волновую функцию изучаемой 
системы в любое заданное время. 
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ствие внешней среды, приводящее к возникновению таких ошибок. Таким 
образом, программа коррекции ошибок в квантовом компьютере должна за
пускаться в фоновом режиме и постоянно корректировать все возникающие 
ошибки. Естественно, воздействие внешней среды должно быть локальным 
и его интенсивность должна быть достаточно низкой, для того чтобы наша 
программа коррекции успела исправить все ошибки. Оказывается, такой 
метод коррекции квантовых ошибок существует. Здесь мы приведем упро
щенную схему этого метода. 

Сначала рассмотрим принцип коррекции классических ошибок. Этот 
принцип по существу один - избыточное кодирование. Состояние одного 
бита кодируется т битами, в которых мы просто дублируем содержимое 
исходного бита. Теперь если в результате ошибок поменялось на противо-

положное содержимое [т; 1 ]  кодирующих битов, мы можем легко вос

становить исходное значение, взяв то значение в кодирующих битах, ко
торое принимается большинством. Посмотрим, можно ли применить этот 
прием для коррекции квантовых состояний. Для этого, во-первых, нужно 
уметь «размножать» квантовые состояния так же легко, как мы можем ко
пировать состояние классического бита. Здесь нас ожидает первая ловуш
ка. Оказывается, не существует физического процесса, копирующего кван
товые состояния! Этот факт известен под громким названием «теорема о 
запрете клонирования», однако он очень простой, и мы его сейчас устано
вим. Действительно, мы хорошо знаем, что все физические процессы опи
сываются или унитарными преобразованиями, или носят вероятностный 
характер. Предположим, что существует физический процесс W, который 
клонируст квантовые состояния. Чтобы от него была хоть какая-то польза, 
он должен действовать на все состояния в гильбертоном пространстве, то 
есть иметь вид функции W : Н &,>  Н __. Н &,>  Н, такой, что W ( JФ,  О) = 
= Л JФ,  Ф) для любого состояния jФ) ,  где константа С зависит от Ф. Эта 
функция не должна быть вероятностной, так как мы рассматриваем чистые 
состояния. Значит, W должен быть унитарным оператором. Но тогда у нас 
в силу линейности W получилось бы .Л./Ф, Ф) + Ji /Wl ,  Ф1 ) = W/Ф, О) + 
+ W/Ф1 ,  О) = W/Ф + Ф1 , О) = v /Ф + Ф1 , Ф + Ф1)  = v( / Ф, Ф) + /Ф 1 ,  Ф1)  + 
+ /Ф, Ф1 ) + /Ф1 , Ф)) ,  для любой пары состояний, что, разумеется неверно. 
Итак, клонированис квантовых состояний невозможно. 

Но тогда, быть может, мы моrnи бы использовать естественное «псев
доклонирование» с помощью CNOT и анциллы CNOT (ЛJО) +р,Щ) &,> О) = 
= .Л./0, О) + Jl / l ,  1)?  При этом, конечно, мы не будем иметь в результате 
клонированного состояния исходного кубита (.Л. JО) + p, j l ) )  @(.Л.JО) + p, j l ) )  
(убедитесь в этом сами, используя дистрибутивность тензорного произве-
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дения). Однако в каком-то смысле наш исходный кубит окажется закодиро
ванным в два новых. Далее, можно повторить эту процедуру со следующим 
вспомогательным кубитом, получив состояние ЛIО, О, О) + мl 1 ,  1 ,  1) . Такая 
процедура в случае классического состояния кубита О или 1 ,  действитель
но приводит к клонированию. Однако пользы от этой кодировки в случае 
глобальных ошибок будет не много, как следует из рассмотренного выше 
случая измерения одного кубита. Этот пример также иллюстрирует запрет 
на клонирование квантовых состояний, так как при попытке «клонироватЬ>) 
такое состояние новые «копию) окажутся в запутанном состоянии с «ори
гиналамю) и наблюдение «оригиналою) неизбежно разрушит «копию). Для 
коррекции такого воздействия надо применять немного более сложный при
ем, который мы здесь опишем для простейшей ситуации. 

Фактически два выделенных типа ошибок (локальные и наблюдения 
единичных кубитов) исчерпывают все возможные типы ошибок вообще. 
Рассмотрим, например, нарушение фазы IO) --+ /0), / 1) --+ -/ 1) в первом 
кубите. Тогда иреобразование Адамара приведет к тому же самому, что 
и инверсия содержимого этого кубита. Если мы скорректировали ошиб
ку в содержимом этого кубита, то следующее применение иреобразования 
Адамара восстановит нам прежнее состояние. Рассмотрим теперь такое воз
действие окружения, которое можно представить в виде И : а @ � --+ х, 
где а - состояние окружения и И действует на а и на первый кубит в на
шей системе. На первый взгляд, этот тип ошибок более общий. Однако его 
можно свести к комбинации измерения одного кубита и локальной ошибки. 

Рассмотрим еще раз схему коррекции локальных ошибок. Мы зако
дируем наше квантовое состояние с использованием некоторого числа ан
цилл и устроим специальную анциллу, играющую роль «мусорного ящикю). 
После того как произошла ошибка, мы с помощью стандартных унитар
ных иреобразований перемещаем содержимое затронутых ошибкой куби
тов .в этот «мусорный ящию), так что первоначальное состояние испорчен
ных кубитов восстанавливается и только «мусорный ЯЩИЮ) хранит инфор
мацию о том, какая ошибка произошла. 

Эта схема будет работать и в случае глобальных ошибок. Пусть интен
сивность локальных воздействий окружения на нашу квантовую систему 
ограничена. Мы переведем исходное состояние в соответствующее ему за
кодированное состояние системы с анциллами и можем использовать про
цедуру коррекции снова и снова через короткий интервал времени .6., так 
что вероятность того, что в течение этого времени окружение будет воздей
ствовать более чем на один кубит, будет исчезающе малой. Так, варьируя 
.6., мы можем сколь угодно долго поддерживать нашу систему в первона
чально закодированном состоянии. Конечно, процедура коррекции должна 
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зависеть от метода кодировки, и мы сначала опишем этот метод в приме
нении к состоянию одного кубита �· В случае нескольких кубитов мы мо
жем просто закодировать каждый кубит по отдельности и выполнить нашу 
процедуру коррекции над всеми кодирующими ансамблями одновременно 
и независимо. Наша процедура коррекции восстановит закодированное со
стояние и сохранит запутанность, так что ее одновременное выполнение 
для всех кодирующих ансамблей сохранит закодированный вид первона
чального ансамбля. 

Итак, сконцентрируемся на методе кодировки состояния одного куби
та � = o:jO) + ,811 ) .  Этот кубит будет кодироваться тремя кубитами так, что 
если один из них будет измерен (мы не знаем какой), то наша процедура, 
проведеиная над результатом измерения, восстановит исходное закодиро
ванное состояние. Кодирование будет линейной операцией, так что доста
точно определить его для базисных состояний 1 О) и 1 1 ) .  Их коды будут, 
соответственно, таковы: 

б =  1
/7)

( 1000} + I IOO} + 1010} + 1001) + 1 110) + 1 101) + IОЩ + 1 1 11 ) ) ,  
2v 2 

l = 1
Г<i"

(IOOO) - 1 100} - 1010/ - 1001) + 1 1 10} + \ 101} + 101 1} - 1 1 1 1} ) .  
2v 2 

(22) 

Таким образом, код состояния � будет трехкубитовым состоянием вида 

t = o:0+,8l. Теперь посмотрим, что произойдет, если мы понаблюдаем один 
из кубитов. У нас есть три кубита, два состояния, кодирующих базисные 
однокубитовые состояния (0, i) и два различных результата наблюдения (О 
или 1). То есть существует 1 2  различных результатов измерения наших двух 
кодирующих состояний, если произошло измерение одного кубита, плюс 
2 неизмененных базисных состояния, если вообще не произошло никаких 

измерений. Обозначим результаты через I{ , i = О, 1 ,  j = 0, 1 ,  2 ,  3, k = 
= 0, О, 1, что означает «состояние, полученное при измерении j-го кубита 
состояния i, если k - результат этого измерения». Если измерений вообще 

не бьшо, то j = k = 0 и i{ = i. Во всех случаях происходящего измерения 
результирующее состояние будет иметь вид: 

66 = � ( \000) + 1010) + j001) + 101 1 ) ,  

6 i  = � ( j 100/ + j l lO) + j 101) + j 11 1 ) ,  

6� = � ( IOOO) + j 100) + 1001) + 1 101) , 

6� = � ( j010) + ЩО) + jOll) + j 11 1 ) ,  

(23) 
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66 = � ( IOOO) + 1010) + 1 100) + 1 1 10) , 
Of = � ( 1001) + 1 011) + 1 001) + 1 101) , 
i6 = � ( IOOO) - 1010) - 1001) + 1 01 1 ) , 
1�  = � (- 1 100) + 1 110) + 1 101) - 1 1 1 1 ) ,  
1 6  = � ( IOOO) - 1 100) - 1001) + 1 101) , 
1� = � (- 1010) + 1 1 10) + 1011) - 1 1 1 1 ) ,  
16  = � ( IOOO) - 1010) - 1 100) + 1 1 10) , 
п = � (- 1001) + 101 1 ) - 1001) + 1 101) . 

(23) 

Определим теперь действие корректирующего оператора на данных 
векторах как 

Иrest : i{ Q$} 0 --+ i@б{.  (24) 

Убедимся, что так определенный корректирующий оператор сохраняет все 
углы между векторами i{. Обозначим подпространства, порожденные все

ми векторами видов 5{ и I{, через О и I соответственно. Мы имеем: O..ll, 

O..li, все другие углы будут равны J' поскольку (l� l iб) = (iб l ii) = �' 
и то же самое имеет место для базиса подпространства О. Мы видим, что 
все углы сохраняются. Значит, оператор Иrest может быть продолжен до 
унитарного оператора на всем пространстве шести кубитов С8 Q$) С8, кото
рый мы будем обозначать той же буквой. Отметим, что его действие было 
нами определено лишь для состояний с нулевыми анциллами. Это означа
ет, что мы должны после каждого применения этого оператора Иrest поза
ботиться о восстановлении нулевого состояния анцилл, необходимого для 
правильного действия следующего корректирующего оператора. Это мож
но сделать, измеряя анциллы и затем помещая в них нуль (что не является 
унитарным оператором). Обозначим эту процедуру через Arest · Тогда пол
ный цикл «декогеренция-восстановление» принимает форму 

а5 + ,вi obse�ation аб{ + ,вi� и�,, (а5 + ,Вi) Q9 5{ А�, а5 + ,вi , (25) 

где мы опускаем нулевые анциллы в записи тензорного произведения. От
метим, что наше унитарное корректирующее преобразование никак не за-
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висит от того, какая произошла ошибка, - его роль состоит только в том, 
чтобы переместить ошибку, если таковая имеется вообще, в «мусорную 
корзину», образованную анциллами, и очистить тем самым исходное зако
дированное состояние, которое никак не изменится при измерении и обнов
лении анцилл, поскольку оно выделяется в виде тензорного сомножителя. 
Пусть дrest обозначает время, требуемое для этой последовательности опе
раторов, а 6. - интервал, с которым мы совершаем операции коррекции. 
Предположим, что интенсивность внешнего воздействия не слишком вели
ка, так что вероятность измерения более одного кубита из наших трех за 
время 6. пренебрежимо мала по сравнению с вероятностью измерения ров
но одного, а анциллы мы постоянным измерением вообще поддерживаем 
в нулевом состоянии всегда, кроме промежутков дres· Кроме того, пусть 
вероятность ошибки в любом кубите за время дrest также пренебрежимо 
мала. Тогда описанная итерация оператора коррекции с большой вероят
ностью будет поддерживать наше закодированное состояние одного кубита 
несмотря на декогерентность. Для сохранения многокубитовых состояний 
достаточно применять эту закодировать все кубиты по отдельности и при
менять описанную процедуру коррекции к каждому кодирующему шести
кубитовому ансамблю по отдельности. 
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r лава 1 .  Крии и АРУГИе комплексы упражнений 

КРИЯ: ПробужАение к осознанию 
Аесити тел 

Десять тел: 

Тело души 
Негативное ментальное тепо 
Позитивное ментальное тело 
Нейтральное ментальное тело 
Физическое тело 
Тело нимба 
Тело ауры 
Праническое тело 
Легкое тело1 
Лучистое тело2 

1 .  Поза растяжения. Лягrе на спину, руки вдоль тела. 
Г олову и ноги приподнимите от попа на 15 см; руки вы
тянуты над телом и тянутся к носкам. Ладони повернуТЪ! 
друг к другу. Носки оттянуТЪ!, взгпяд направлен на пальцы 
ног. Дышите дыханием огня3• 1-3 минуты. 

2. Колени к носу. Подняв голову, подтяните колени к 
груди, обхватите руками. Подтяните их как можно ближе 
к голове, так чтобы нос оказался между коленями. В этом 
положении дышите дыханием огня. 1-3 мннутъ1. 

3. Терминатор эrо. Сядьте в Позу цепомудрнв или в 
Простую позу (сукхасана)4. Поднимите руки вверх, так 
чтобы между ними образовался yron 60 градусов. Согни
те папьuы (подушечки папьuев прижимаются к подушечкам 
ладоней под папьuами). Большие папьuы рук направлены 
вверх. Закройте глаза. Сконцентрируйте внимание над го
повой. Дышите дыханием огня. 1-3 минуты. Для завер
шения упражнения сделайте вдох и одновременно соеди
ните над головой кончики больших пальuев. Сделайте вы
дох, выполнив мупабандху (корневой замок)5. Затем снова 
сделайте вдох и расслабьтесь. 

4. Растяжение «жизненного нерва»6. Сядьте, широко 
разведите ноги в стороны, колени выпрямлены. Подними
те руки над головой и сделайте вдох. Затем, делая вьшох, 
потянувшись, накпонитесь к левой ноге, возьмитесь за 
пальuы. Сделайте вдох: на вдохе вернитесь в исходное по
ложение. Затем, делая выдох, так же накпонитесь к пра
вой ноге, возьмитесь за папьuы. Время выполнения упраж-��� � ------- _7 

z 

3 

1Пегкое тепо - в ориrинапе SuЬtle 
Воdу; в некоторых переводах Т он
кое тепо. 

2flучистое тепо - в ориrинапе 
Radiaпt Воdу; в некоторых перево
дах Сияющее тепо. 

3См. Припожение 1. Дыхание. 
4Поза uепомудрия - попожение 
сИдЯ между ног на попу, ступни пе
жат на попу. 
Простая поза (сукхасана) - попо
жение сИдЯ, сnина прямая; вариант: 
ступни скрестно пежат на попу. 

sсм. Припожение 1. Мышечные замки 
(бандХИ). 

бЖизненный нерв - седапищный 
нерв со всеми ответвпениями. 

7 Здесь и дапее: во всех дИнамических 
уnражнениях дается время выnопне-
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1 Попожение сидя на nятках, копени 
вместе, сnина nрямая, 11адони пежат 
на копених называется Поза камня. 

23амок Венеры: сnпетите nапьuы 
рук (у женшин верхним допжен ока
заться nравый мизинеu, у мужчин -
певый), спегка разведите в стороны 
основания 11адоней. В женском замке 
внешняя сторона бопьшого nanьua 
nравой руки соnрикасается с внут
ренней стороной neвoro, кончик 
nравого бопьшоrо nanьua мягко уnи
рается в пунку между бопьшим и ука
затепьным nапьuами певой руки. 
В мужском варианте - наоборот. 

5. Растяжеине «жизненноrо нерва». Продопжайте си
деть с разведенными ногами. Начните упражнение с выдо
ха. На выдохе накпонитесь вперед с прямой спиной; тяни
тесь макушкой вперед; возьмитесь за папьuы обеих ног, 
коснитесь лбом попа. На вдохе вернитесь в исходное по
ложение. Выполнять упражнение 1-3 минуты. 

6. Проrибание позвоночинка (Ез.аа на верблюде). 
Сядьте в Просrую позу. Обеими руками возьмитесь за ло
дыжки. Затем сделайте вдох: на вдохе проrнитесь, перене
ся вес на переднюю часть ягодиu. Затем сделайте выдох: 
на выдохе округлите спину и перенесите вес на заднюю 
часть ягодиu. Г олова остается неподвижна, руки лежат на 
коленях, локти выпрямлены, но не напряжены. Выполнять 
упражнение 1-3 минуты. 

7. Проrибаиие позвоночника (Ез.аа на верблюде). 
Сядьте на пятки, колени вместе1•  Папони nоложите на ко
лени. На вдохе nрогнитесь вnеред, на выдохе - назад. 
Сфокусируйте внимание в Т очке третьего rпаза. Выnол
нять упражнение 1-3 минуты. 

8. Скручивание позвоночника. Сипя на пятках, возь
мите себя руками за ппечи сверху, так чтобы большие 
nanьuы оказапись со стороны сnины. Сделайте вдох и на 
вдохе повернитесь впево. На выдохе повернитесь вправо. 
Продопжайте, следите за тем, куда направлены вдох и вы
дох. Не опускайте локти. Руки от ппеч до локтей парап
пепьны попу на протяжении всего уnражнения. 1-3 ми
нуты . 
9. Возьмите себя за ппечи, как описано в предыдушем 
упражнении. Сделайте вдох и на вдохе, не отнимая папь
uев от плеч, поднимайте локти до тех пор, пока запястья 
не соединятся за головой. Сделайте выдох: на выдохе 
опустите локти до уровня ппеч, затем повторите. 1-3 ми
нуты. 
10. Молот. Сложите папьuы в замок Венеры2• Руки по
ложите на колени, локти выпрямлены. На вдохе вытяните 
руки над головой, не сгибая локтей. На выдохе опустите 
рук» обратно на колени. Руки прямые на nротяжении все
го упражнения. 1-3 минутъ1. 

1 1 .  Попеременное поднимание меч. Сядьте в Про
стую позу. Руки свободно лежат на коленях. На вдохе 
nоднимите левое ппечо вверх, одновременно опуская пра
вое. На выnохе поднимите вверх правое ппечо, одновре-
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менно опуская певое. Повторяйте движения 1 минуту. За
тем измените порядок: на вдохе поднимайте правое ппечо, 
на выдохе певое. Выпопняйте 1 минуту. 

12. Оановременное поаннмание меч. На вдохе под
нимите оба ппеча. На выдохе оnустите. 1 11fИИУТ8. 

13. Повороты головы. Оставайтесь в Простой по
зе; руки на копенях: на вдохе поверните rопову впево, 
на выдохе вправо. Депайте это единым движением, как 
бута говорите ••неТ>). Повторяйте 1 минуту. Затем сме
ните направпение, чтобы на вдохе гопова двигапась 
вправо, на Bbllloxe - впево. Выпопняйте 1 минуту. В за
вершение сдепайте гпубокий вдох и сконцентрируйте 
внимание в Точке третьего глаза. Затем сделайте мемен
ный выдох. 

14. Поза 11Я8:VШКИ1• Сядьте на корточки; носки врозь, 
пятки вместе и не касаются попа. Руки оnушены между 
копеней, папьuы пежат на попу. Смотрите прямо перед 
собой. В этом попожении сдепайте вдох: на вдохе, не от
рывая рук от попа, выпрямите ноги, стремясь пбом к копе
ням. Пятки по-прежнему соединены и не касаются попа. 
Мышцы шеи расспабпены. Затем сдепайте выдох: на выдо
хе вернитесь в исходное положение; гопову поднимите. 
дыхание гпубокое, энергичное. Повторите упражнение 
54 раза . 
1 5. Ляrте на спину и полностью расспабьтесь. 

16. Меаитаuии нз пайа-йоrн. СЯдьте в Простую позу; 
руки на копени. Папьцы спожите в гиян-мудру2 (большой 
папец касается подушечки указатепьного той же руки). 
Начните читать мантру: •<Эк Онг Кар-а Са Та На Ма-а 
Сири Ва-а-Хей Гур�)3• На •<Эк)) втягивайте пупок. Каждое 
<<-а)) происходит скорее от движения диафрагмы, когда 
энергично потягиваются все диафраrмапьные мышцы, 
нежепи произносится rопосом. На ••-Хей Гур�) расспабпяй
те пупок и .аиафраrму. Техническая часть медитации стро
ится на концепции 3 � оборота кундапини. Потому 
добавьте визуапизацию: представпяйте себе, как звук ман
тры выходит у вас из основания позвоночника и 3 � раза 
оборачивается вокруг позвоночника, доходя до макушки. 
1 1-31 минута. 

Комплекс упражнений взнт из книги «Человеческое тепо. 

10 

1 Некоторые позы в кундалини-йоге 
шкопы Йоги Бхашкана не имеют 
анапоrии в традиuионной йоге (на
пример, в хатха-йоге). Поза nя!}'ШКИ 
относится к их чиспу. Она представ
пяет собой не стопько позу, скопько 
упражнение, напоминаюшее nя!}'Ша
чьи прыжки. 

2 Мудра - попожение рук и папъuев; 
редко: попожение тепа. 

з Подробно о произнесении мантры 
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ноги на 15 см. Руки подняты перпендикупярно попу ладо
нями друг к другу. Сделайте выдох и на выдохе опустите 
ноги на поп, одновременно поднимая гопову, так чтобы 
подбородок прижался к груди. Продолжайте чередовать 
подъемы гоповы и ног 3 иинуrы, дыхание медленное и 
глубокое. llяrтe на поп и расслабьтесь на 2 иинуrы. 

Упражнение полезно для Сердечного иентра. 

1 1 .  Врашение rоповой. Сядьте в Простую позу. Сло
жите на груди руки, держась за покти. Начните медленно 
выписывать головой восьмерку в течение 30 секунд в од
ном наnравлении, затем еше 30 секунд - в обратном. 
Потом сделайте глубокий вдох и накпонитесь вnеред, так 
чтобы коснуться пбом nопа. Сделайте выдох и как можно 
быстрее выnрямитесь. Повторите 1 О раз. 
Упражнение полезно для Сердечного иентра. 

1 2. Медитируйте и читайте мантру: «Бог и я, я и Бог -
МЫ ОдНО». 

Приве.Аенный .3.4еСЬ комплекс упражнений стимулирует СерАечный иентр и направлен на восстановление 
нервной системы. Ваше ощушение счастья, благополучия и связи с миром зависит от сбалансированности 
вашего ИНАИВИАуального биоэнергетического поля. Если поле сильное, мышцы nоАчиняются сигналам моз
га, так как нервы обеспечивают хорошую связь меж,w мышцами и мозгом. Состояние нервной системы за
висит от минерального и гормонального баланса крови. Приве.Аенный ЗАесь набор упражнений помогает 
восстановить правильный состав крови. Наилучших результатов Аобиваются те, кто учится выполнять уп
ражнения с максимальной точностью. Если лоначалу вам не хватает выносливости, чтобы Аелать их столь
ко, сколько требует инструкция, то Аелайте сколько можете, увеличивая nроАолжительность постепенно. 
Освоив технику, начните осваивать меАИТаuию, Аобиваясь контроля НаА мыслями, и выполняйте комплекс 
в течение 40 АНей. 
Комплекс упражнений взят из книги •РуковоАство к саАХане•. 

КРИJI: Новые леrкие и система крово
обращения: 

1 .  Врашение руками назад. Встаньте прямо; вес тепа 
равномерно расnределен на обе стуnни. Руки выnрямлены 
и не сгибаются в поктях до конuа уnражнения. Сложите 
папьuы в буддхи-мудру (кончик мизинuа соnрикасается с 
кончиком большого папьuа, остальные nanьuы выпрямлены 
и не напряжены). Оnишите руками большой круг назад: 
выпрямите руки nеред собой, затем nоднимите вверх, от
ведите назад, вниз и снизу nоднимите вверх прямо nеред 
собой. Про опжайте в аwать ми, оnисывая от ппеч 
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большие круги, свободно и энергично. Сосредоточьтесь и 
постарайтесь депать упражнение с попной отдачей. Дви
жения плавные и непрерывные. Продолжайте 5 минут. 
Затем сделайте вдох и ненадолго вьсrяните руки вверх. 
Выдохните и расслабьтесь. 
Упражнение стимулирует легочные мерИдИаны и прочита
ет верхние отделы лимфосистемы. 

2. Вращение руками впереа. Исходное положение как 
в предыдушем упражнении. Сожмите руки в купаки, боль
шие папьuы спрятаны в купак. Опишите руками круг в 
противопопожном направлении: вниз, назад вверх и впе
ред, в исходное поnожение. Покти выпрямлены, движения 
энергичные. Продолжайте 1-2 минуты. Затем сделайте 
вдох и вытяните руки перед собой параппепьно попу. Сде
лайте выдох и расслабьтесь. 
Упражнение уравновешивает эффект от упражнения 1 ,  а 
также стимулирует циркуляцию крови в кровеносных сосу
дах шеи и шек. 

3. Пружина. Наклоны впереа. Встаньте прямо. Подни
мите руки над головой; покти выпрямлены. Накпонитесь 
вперед и попажите обе падони на поп. Раскачиваясь в 
пояснице и пружиня всем корnусом, ударяйте nадонями 
о поп; 7 раз. На каждый удар произносите «Хар!». Затем 
распрямитесь, хлопните в падоши над гопсвой и произие
сите «Хари!»1 •  Выполняйте всю поспедоватепьность дейст
вий ритмично, чтобы мантра «Хар Хар Хар Хар Хар Хар 
Хар Хари!» звучала непрерывно. Продолжайте 6-7 ми

нут. Затем сделайте вдох - выпрямите спину, выдохните 
и расслабьтесь. 
Упражнение стимулирует пупочную чакру. При этом вы
свобож.дается резервная энергия, которая лечит весь орга
низм, координируя его работу, а также улучшая кровооб
рашение в областях, отвечаютих за пишеварение. Мантра 
Здесь играет роль триггера, открываютего выход энергии, 
скопившейся в Пупочном центре. Упражнение также 
освобож.дает от эмоций, таких как страх и смятение, бло
кируютих способность к действиям. 

4. Поднимание ног совместно с дыханием огня. 
Сядьте на поп, вьсrяните ноги вперед; ступни вместе. Попо
жите падони на поп рядом с собой. Энергичным движени
ем поднимите нщи на 60 градусов к попу, затем опусти
те обратно. Одновременно начните дышать дыханием огня. 
Дышите энергично. ДВижения и дыхание доnжны быть ско
ординированы следующим образом: вдох-выдох - nодни-

J 

( 
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1 3амок «MOliOT»: СПI!еТИТе ПМЫJЫ рук 
и сожмите 11адони. Бопьшие папЫJы, в 
отпичие от замка Венеры, скрешены. 
Название замка «мonor>• родИllось из 
сравнения: споженные таким образом 
руки моmи бы произвести СИ11ЬНЫЙ 
удар, как мопотком. 

Упражнение улучшает кровообрашение в подпупочной об
ласти и в нижней части ног, а также стимулирует работу 
толстой кишки. 

5. «Ножницы» совместно с дыханием огня. Сядьте на 
поn, вытяните вперед ноги. Поnажите nадони на поn ря
дом с собой. Поднимите ноги на 45 см. Деnайте ногами 
движение <<ножниuы». Разводите их в стороны, образуя 
yron 45 градусов. В такт подК!Iючите дыхание огня. Ды
хание энергичное. Продо!IЖайте 2-3 минуrы, затем сде
nайте гnубокий вдох и ненадоnго сведите ноги вместе, на 
выдохе рассnабьтесь и опустите ноги. 
Усиливает эффект упражнения 4, плюс балансирует био
энергетическое поле, а также замечательно подходит ШIЯ 
укрепления репродуктивных органов. 

6. «Ножницы» руками совместно с дыханием оrня. 
Сядьте в Простую позу. Вытяните руки прямо перед со
бой пapalllienьнo поnу nадонями вниз. Начните деnать дви
жение <<ножниuы». Чередуйте руки - какая верхняя, какая 
нижняя. ПодК!Iючите дыхание огня, соrпасовывая его с 
движениями рук. Расстояние меЖду руками не превышает 
ширины П!Iеч. Дыхание энергичное. Продо!IЖайте 30-60 
секуна. В завершение вытяните руки перед собой, задер
житесь в этом поnожении и сдеnайте вдох. Вьшох - и 
рассnабьтесь. 
Упражнение обновляет легкие, а также синхронизирует 
ритм биоэнергетического поля сердца с ритмом дыхания. 

7. Поза эмбриона совместно с дыханием огня. Сядь
те на пятки и наК!Iонитесь вперед, коснувшись nбом поnа. 
Руки поnажите на поn рядом с собой nадонями вверх. 
Сконuентрируйте внимание на Т очке межбровья. дышите 
дыханием огня. 30-60 секуна. 
Упражнение вызывает приток крови к головному моЗJу, 
глазам и верхним железам внутренней секреции. 

8. llвижение рук в йоrа-мудре совместно с дыхани
ем оrии. Останьтесь в прежней позе. Руки соедините за 
спиной: пальuы сП!Iетите в замок «моnо-г•1 , скрестив боnь
шие паnьuы, тем самым усиливая замок. Поднимите руки 
вверх, затем опустите. Выпоnняйте движения ритмично в 
быстром темпе. Дышите дыханием огня сnедуюшим обра
зом: вдох-выдох - руки идут вверх, вдох-выдох - руки 
опускаются вниз. 2 минуrы. Затем сдеnайте гnубокий 
вдох, поднимите руки вверх, ненадоnго задержите дыха
ние, выдохните и рассnабьтесь. 
Упражнение ваздействует на верхние доли легких и усили
вает биоэнергетическое поле. 



9. Медитация. Сядьте в Простую позу. Войлите в меди
тативное состояние. Спина прямая, грудь приподНята; 
копчик подтянут. МыСI!енно поднимитесь к Бесконечному, 
Беспредельному и Безбрежному. Откройте ему свое серд
uе и искренне попросите, чтобы вам быпи ниспосланы ис
uепение, сипы и осознание. Осознанно вложите в просьбу 
сердuе и душу. Время медитаuии - 2-3 минуты. 

10. Полностью расслабьтесь. 

КОММЕНТАРИЙ 
Когм АЬJХательные пути и система кровоо6рашения нахоАЯТся в хорошей форме, человек чувствует себя 
полным сил и ВЛd4ееТ собой. А.ыхание, его поток внутри тела опреАеляет также ваше эмоииональное со
стояние. ПривеАенный ЗАесь комплекс упражнений помогает восстановить работу легких и улучшает иир
куляиию крови по всему телу. Эта короткая динамичная крия преАНазначена АЛЯ учеников сре.ыtего уров
ня, а также АЛЯ активных учеников начального уровня, находяшихся в хорошей физической форме. Еже
АНевно практикуя эту крию 22 минуты, вы восстановите свой организм, оАНовременно помотавливая лег
кие АЛЯ практики пранаямы куНАалини-йоги. 
Комплекс упражнений был впервые АдН Йоги БхаАЖаном 7 Аекабря 1 983 гом. 

Комплекс упражнений АЛИ rипофиэа 

1 .  Выпа.а. Шагните вперед правой ногой; колено согну
то; ступня прочно стоит на попу всей подошвой. Певая но
га вытянута назад; колено прямое; руки дпя равновесия 
касаются попа. Запрокиньте голову и задержитесь в этом 
положении, дыхание медленное и гпубокое. 1 минута. За
тем начните дышать дыханием огня. дышите 2 минуты. 
2. Исходное положение то же, что в упражнении 1 .  
Обопритесь на руки, положите правое колено на поп, пяг
те на него грудью, коснувшись лбом попа. Левую ногу как 
можно дапьше вытяните назад, руки nоложите вдоль тела 
ладонями вверх. Дышите медпенно и тубоко 3 минуты. 
3. Повторите упражнения 1 и 2 со сменой ноги. 

4. НаКllон вперед. Встаньте прямо, ступни друг от дру
га на ширине nneч. Накпонитесь вnеред и коснитесь попа 
кончиками папьuев ипи ладонями. В этом положении ды
шите медпенно и гпубоко. 3 минуты. 
5. Терминатор эrо. Снова встаньте прямо, руки подни
мите над головой под углом 30 градусов к попу. Папьuы 
согните, касаясь подушечками ладоней; большие nanьuы 
наnравлены вверх. Дыхание медпенное и гпубокое, локти 
выпрямлены. Стоять так 3 минуты. (Обычно, когда это уп-
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