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по.пучвть wноrочлев 

~~~)=a,q>R+•I'I>m-o+ ''' +а...В, 
rд.е 8-тождестаевиое отображение пространства R• 
а себ•. В формулу {14) вместо z можно поставить так­
же .. атри.цу А., котора• соответствует оrображению ф, 
и тогда мы nолучим матрицу 

f(A)-a,A•+a1A-'+ ... +а..Е· 

Пр11 9ТОМ отображевию /(Ф) соответсnует матрица f(A). 
Результат првменевии отображения q~ н вектору % мы 
будем обозначать через cpS. Тогда можно запвсатъ · 

f(~)z, 

причем /(q~)x означает применевне отображена• /((f) к 
вектору"· 

Минимальный аннулирующий мвогочл..ев 

Теnерь вам нужно обрати1'ь особое ввимаиие на ну· 
левое отображеиие, хотарое пере.водвт каЖJtЫА вектор .а: 
nространства R• в нуль и соответствующую ем)' нулевую 
матрицу. То и друrое мы будем обозначать одним sиа­

комО. 
А) Мноrоч.пев f (z) иезываетси tUUC!JAUPI/IOЩШI ЖJW­

IO'f.МНO.N отображении ер, если.f(ср)- иулевое отображе­
вне в соответственно f(А)-нулевая матрица. Оказы­
вается, что дпя кажл.оrо отображения IP существует ан· 
ву~ирующвА многочлен. Именно, характернсткческиА 
многочлен x(z) отображеиuи q~ аннулирует отображе· 

виеqt,т.е.мwвмеем X(\').sO. (IS) 

мв, 11Т0 то же, 

х(А)-о. (16) 

Докажем эквивалентные между собОй соотиоwекиs 
(15) в (16). Д;t• зтоrо выпишем сооr1етствующее соот· 
ношение, оnрцелающее матрицу A-(aJI. Имеем 

.-,-ar... '""""' 1, 2, ••.• п. 
ИJIH, иначе, 

(17) 

РасСIIотрвм матрицу 
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9Jiементы которой оnредепяютсs форму~оl 

z:~/Sfe-61,. 
Элементы матрицы L .R8JIJIIOТCJI миоrочленаwв нулевоl 
в nервой степени отиоситм.ьво отображенка ер и no-
91'0WY саки явлаютси отображенняWв. Соотношение (17) 
прв nомощи матрицы L заnисываетса а виде 

r, .... o. (18) 

Минор злемента zj матрии.ы L. азитыА с надлежащим 
анаком, обозначим qepea М{, так qто wы имеем 

(19) 

(см. § 4: rл. 1). Укиожаа соотношение (18) ив Mj а 
суммируя получеииы:й результат по 1, получим 

мм.,-о. (20) 

В силу соотношении (19) левая qасть ПОС.1Iцвего равен· 
ства перепнсы:ввется в виде D(L)61•• и равенство (20) 
получает вид 

D(L)Ъ7•,-D(L)•1 -o. 
D (1 а1- 61z 1) есть характервствqескнА миоrоч.пен x(z) 
отображения lf· Позтому после.АИее соотношение перепи· 
сыаается а вuе 

x(op)•i-o 
и, таким образок, характеристический многочлен x(tp) 
отображает в нуль каждый базисный элемент вепор· 
воrо пространства R", и, Сllцовате.llЬНо, nJOбol вектор ~ 
npOCТ91JIIcтвa R". Итак, мы имеем ,, 

.1 х(ор)а-о, 

.; потоку мноrоч.пеи x(z) имиетси аивулвр)'JОщвм мио· 
rочлеиом отображенив ер. 

Из предложения А) CJieA)'eт, qто всяхое отображение 
9 векториого пр·острансnа R" в себя имеет аввулирую­
щий миоrочпеи,- именно, мвоrочлеи х (z) . Но, конеqио • 
.sто не единственный аввулнруюшиА wиоrочлев .u• ото­
браженив q>, так как, уwвожп x(z) на векоторыА wиo­
roueн, мы: попучим CROB8 аввулирующвА многочлен. 
СреАИ всех аииулврующнх мноrоqленов отображения q> 
вы.депветtJI ОАИВ,- именно, мвввма.пьныll авнулирую-
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щиА ииоrочлеи,- играющий важную роль для далЬRей­
wеrо. 

В) Оказывается, что все аниу~1ирующие многочлены 
отображения fJI минимальной стеnени- обозначим ее че­
рез r-отпнчаются лишь числовыми множнт~ями. Тот 
из этих квоrочпеиов, у которого коgффициект при стар­
шеА степени r равен единице, мы будем обозначать че­
рез ,6(z) и назовем ero •ини..мальНN.Н авнуАирующим 
..нногоч..tено.к, так что он оказываетси единственкыи.Ока­
эываетси далее, что веикий аннулвQующиА многочлен 

:'н~б~~::~,.{~-деn:ится на м:ниимальиыА аниупирующий 

Докажем: предложение В). Заметим прежде всего, 
что если f(z) и g(z)-AВa · аннулирующих иногочлена 
отображения ffl, то их наибольший общий делитель h(z) 
также есть аннулирующий многочлен. В силу предпо­
.жевия А) § 11 мы иu:еем 

h(z)=a(z)/(z)+b(z)g(z), (21) 

~~ео~~~~- ЬJ~~;::;::~·=е::fеа~н~О:~:::нвиы~: 
~то z отображение ер, мы ВНАИМ, что h(.z) есть аннули­
рующий многочлен отобргженвв ер. Допустим теnер_ь, 
что миоrоuены f(z) 11 g(z) им:еJОТ квнима.tьную сте­
nень r. Talt как h(z)-тоже аннулирующий vвоrочлен, 
то ов имеет степень, не меньшую чем ,_ А так- как ов 
хвпиетс11 делителем каждоrо из многочленов f(~) и g(z), 
то степень ero равва ровно r, н потому многочлены f(z) 
и g(z) отличаются от h(z) только числовым множите­
лем, а иедовате.пьио, и между собой они также отли­
чаютсв чксловы.к миожитеп:ем:. Этим nepвaSI часть пред· 
ложевия В) доказана. 

Пусn. 
/(z)-A(•) 

- м:ннимальиыА аннулирующий многочлен отображения 
ер, а g (.z) - произвольвый аннулируюшвА многочлен ото­
браженвR ер. Из формул~:~ (21) следует, что многочлен 
h(z) ЯВЛRетtR аввупирующим м:иоrочлеиом отображения 
ер и nотому икеет стеnень не меньше чем r. А так как 
!J.(z) имеет стеnень r и АМВТСЯ ка h(z), то h(z) к ~(.r) 
отличаютс• лишь чкслоаым множителем. Из того, что 
g(z) делится на h(z) , слцует теперь, что g(z) де11ится 
и на A(z) . 

Итак, nреможевве В) доказано . ... 



Раэпожевие минимапьвого 

аннулирующего миоrочлеиа 

на взаимно простые множители 

С) Допустим, что векторвое nросrрав:ство R4 разла· 
гается в сумму своих подnространств Rt в Rt размер· 
кости р и q соответственно, н допустим, что раэпожен11е 
зто являетси кивариаитным относительно отобра•еини 
iJt пространства R4 в себя, т. е. 

q~zeR1 при жеR1, 

fPZER1 при zeR1• 

Иначе это записывается так: 

tfR,c:R,. t:9Rtc:Rt· 
Выберем телерь базис nространства R": 

., •••• • •. ' .,. ." ••• ••••• ".... р + q .... п. (22) 

так что первые р векторов этого базиса составляют ба· 
зяс пространства R1, а оставшиеся q векторов состав· 
ляют базис пространства R1• Матрица 

A- (a)l 
сооnеtстаующаи отображению 'Р в 9ТОМ базисе, имеет 
тогда спеп.иальиыА вид,- именно, ее з.леиенты удомет· 
воряют усл:овиR»: 

при l< р, J>p имеем aJ-o, 
при l >р, J<p имеем: а1=О. t:. ::. :·: .. ~ . · .. :·: .. ·. 

"А_ f а: ... а: О ... О _,А, 

o ... oa:tJ ... a:+t О ... . .. . ..... . ... 
о •.• о а",.._, •.. ·: 

:.1· 

Матрица А, как гоаорат, разбивается на два блока. В ле-­
вом верхаем уrлу стоит квадратная матрица nopuu р, 
которУJО мы обозв•чим через А 1, а в nравом ВIUКВем 
уrлу- КIIJI.ратвая матр1Ща пори.11.ка q, J:оторую мw обо-

~:~:Т::fе:а:~т~ккп:~:В~ет~ •:ra::e А~~А:П,~ 
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этом матрица А1 соответствует отображевmо q~, деА· 

::~~:i'и~0&~ia=щ~1.i; :·=~~::ТRе:Т~~ 
стности, им.ее? место нижеследующее предп:ожевие D}. 

Утверждение С) сводите• х описанию структуры 
матрицы А в сnеu.имьном баsвсе (22) в ~то ветру,D.Ио 
лровервть. Я привожу утверQевве С) без дов:азате.п:ь· 
ства. 

D) Емв матриuа А разбвваетс:а ва блоки А1 в As 
(ск. С)), то имеет место соотношение 

D(A)-D(A1)D(A,). (23) 

Иа этого, в частности, следует, что zарактериствческий 
многочлен x,(.r) waтpDIUI А разп:аrается. на м:ио:житепи: 

x(•)-x,(•)x.(z). (24) 

~(zf~z~;p::fe~~':~~~~К::o~~r:вчп:.;~7:.1l~й~ 
стввтмьво x(z)-D(A-d'), а матрица A-zE разби­
ваете• иа AJI бпока. Отсюда в из фQрмулы (23) следует 
формула (24). 

Для АО:s:азатепьства прtдпожевм D) рассмотрим 
м:атрИЦii 

А' ,А, О 1 •' ,в, О 1 
,- о в.r ...,.- о А,· 

rде матриuы А~ в А; разбвваJОТСв на &окм, nричем 
блок в. есть ед.иничиая матрица порядка q, а Е~- еди• 
кичвак ~атрJЩа порядка р. Раэлаrая: опре.а.uитепь мат~ 

РИIШ А1 по мемевтам: nocneдвe.l етроки, мы докажем. 

что D(AU-D~~~ в0 1. Лродмжая атот riроцессдаль~ 
ше,мы )'бt.Авм.са,что iJ1(A~-D(AI).Toчвo тах же дока~ 
sываета_ что 1>(.4,')-D(Aa)', Леrко проверяета_ что 

А~А~-~~· l_f-A. 
В сипу теорем.ы 4 а DOC.IIцв:el форкjлы имеем: 
D(AJ-D(A;-')-D(A1)D(Aa) • докаааrе/IЬСТВО Dj!!д· 
.tо•ев•• D) аааершево. Тав:нм образом:, формула (23) 
доказана. 

1!) Пусть •-.ввиеlвое отображение IМ!DOpsoro оро­
етравсnа R" самОю в. себ• в А(z)-мивим8ЛЬИ1iА ан~ 
RymrpYJOЩI!I мвоrочлев отображения •· Доuуствм:. что 



квоrочпек 4(2) разлагается на два взаимно nростых 
м.ножителя.: 

А (z)-А, (z) А, (z>. 

И так как 4, (2) и 4s(z) по предnоложению взаимно про• 
стые, то мы имеем 

1-~WA,W+~w•• ~-
rде р, (z) и Pt{Z)- два надлежашвм образом выбран· 
иых мкоrоuена (см. (37) § 11). Обозиачпм через R1· 
векторное подnространство пространства R", состоящее 
из всех векторов пространства R", обращаюш..ихси а нуль 
nри деАстеии отображенив А1 (ер), н через R1 векторное 
nодпростравство пространства R", состоящее нз всех век .. 
торов, обрашающихси в нуль при действии отображенив 
ft.1 (qt). Оказывается: тогда, что nространство R" paЗJta• 
rается в nрямую сумму своих векторных подпростраиств 

R1 и R1. При этом разложение пространства R11 в сумму, 
двух подпространств инвариантно отиоситмьно отобра· 
женив q~, так что qt отображает подnростравство R1 1 
себя и подпростравС'I'Во R. в себя. Рассматривая отобра• 
жеияе q~· на ломростравстве R1, мы обозначим ero че· 
рез q~1 , а рассматривая: отображение «JJ на R1, мы обо .. 
sначим его через '1'1· Оказывается тоrдв, что мноrочлеи 
А1 (z) есть мнвимальиыА аинулирующиА многочлен отg.. 
бражеиия q~1 , а dt(.z:) есть минимальный авнулнрующиА 
многочлен отображении «JJI· 

Докажем утверQевне Е). Подставляя в соотноше­
ние (25) вместо z отобрааевие ~. получаем м• проиs­
вольного вектора :r иs пространства R" равенство 

·-~м~м·+~м•м~ !~ 
Положим ~"'~; 

f 

Тоrда • ·' ' -~('!')/!.,('!')•, s,-p, ('!')A,('!')S. (27) 

•м~-~м~~·м·-~МАМ•-~ ~~ 
Точно так же имеем 

А,~~-~М.МА,М•-~МАМ~-~ ~) 
З.цесь имеется комм.утатнвиость между ft.1 (CJ1) н PJ(cp), 
dt(cp) Н p1(1J1), Т8К как оба JI"ROЖBТeJIR RltJIЯIOТCII МНОГО. 
'!Ленами отвосительио ер. 

Таким оОразом, мы установили, что 

z1aR1• z2e~. (30) 
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Из форму• (26), (27) и (ЗО) с.nедует, Ч1О пpOПIIOII>RыR 
вектор z nространства R" разлагается в сумму 

rде 
""""".l'a+~. 

z1eR1• s,eR1• 

Покажем теnерь, что еспи имеют место ОАВОВреJ~енно 
Ава соотноwеииsr 

ТО%=::0, 
Из соотиоwеннА (28), (29) следует, что A1 (q~)z-O, 

dt(q~)z =о. Таким образом, оба слагаеwых в правоА ча­

сти равенсnа (26) равны нулю и, спедовательво, :с-= О. 
Итак, установлено, что R" ра3.1.1ожено в nрамую сумму 
своих nодпростравств Rt и R1. Покажем теперь, что зто 
разложение в прямую сумму ннвариаитво относительно 

q~. Для этого достато101о показать, что 

~~~.с: R,, ~R.c:R,. (31) 

Для того чтобы убедитьс• в иом, uрименим 1t вектор· 
вому пространству q.R1 отображение A1 (q~). Тогда мы по­
лучим 

A1 (~)q>R,-'!'A1 (~)R,-O. 

Точно так же nолучаем 

А,(~) ~R, - ч>&о (ч>) R,- О. 

З.п.есь имеется хоммутатианость иежду ер н 41 (ср), ер "' 
.6.1(q~), так как оба множители являются миоrочпеиамн 
относительно ер. Таким образом. соотношение (31) до­
казано. Доказано уже также, что ~~ (z) есть аннулирую­
щий многочлен отображении flll• а ~,(z)- аннулнрую-

~~~:~~~~~л~~:П~J:р'::~: rа·иэ~. д:::~~ ... к~,;а:~~~ 
ГОЧЛеНЫ ЭТИ JJВJIIIIOTCSI lfHRRW8J1ЬНЬIUИ аииулнруiОЩИМН 

киогочлевамв отображевкА ср1 в ер,. 
Допустим, что мииимальвым.и аивулируюшими мно~ 

rочленами отображевкА qi1 и Cft t:MRIOТCJI сООТJSетственно 
многоuены ! 1(z) и A,(z). Положим .d(z)- 4 1(z)d•(z}. 
Прнмев•• 4q~ к соотиошекию 

·---,+.-,. 
где z1 е~ •. "'е Rь мы прихоnм к соотношению 

6(t) .. -o 
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при произвольном ~е R•. Таким образок, it.(cp} есть 
анаулирующиА м.ногочлен отображения ~р. Если бы А1 (z) 
не был wнвнмапьиым аикулируюшим кногочпевоw ото· 

браженив '1>1• то 6, (а:) нмеп. бы степень, кекьшую чеи 
А1 (а::). Точно так же, если бы ~(.z) не был мннJ~Wаль­
вым аннулирующим мноrочлевом отображении lflo то 
многочлен A:a(z) нwел бы стеnень, меньшую чем ~1(z) . 
В обоих эти..: cnyчa•z произведение f.1 (z)A2 (z) = f.{z) 
вмело бы стеnень, меньшую чек 4(z), и многочлен А{г) 
не был бы минимальным аннулирующим многочленом 
отображения ер. 

Итак, предложение Е) пол:ностью дока38но. 
Из предложений Е) в С) с.~~е.цует, чтоесли минималь­

ный авнулнрующиА многочлен A(z) веtсотороА матрицы 
А разлагается на два взаимно просты.х множителя~ 
A(z}-= A1(z)A1{z), то при намежащем выборе базиса 
матрица А разбивается ва два блока А1 11 А1, nри11ем 

:~~~ ~ьа "Л:(~)~:~~= .. а~н!н~~~~:н;;~:;::е~н~:; 
член матрицы А2• Это вытекает нз того, 11то разбиение 
матрицы на два блока nроисходит при специальном вы· 
боре базиса (см. С)). Будем говорить просто, qто мат­
рица А, мивнмальиы:А аннулируюшвА мвоrочлеи которой 
разлаrается на два взаимно nростых множителя, разби· 
веете• на два блока, не уnоминая при !n'OM о с.пециаль­
ном выборе базиса. Такое разбиение матрицы А на блоки 
можно вести .п.о тех пор, nока мы не дoA:neil Ао бло· 
ков с миикмапьнымв аннулирующими мноrоqленами, ко­

торые уже нельзи да.пее разложить на &Эанмио просТые 
множктеяи. В дальнейшем мы сосредоточили свое вин· 
мание и"_рзучении такой матрицы А, мннимапьныА ан­
нулируюафА многочлен которой уже нельзя разпожить 
на два в_,Jаимно nростых множители. Мноrо"'лены, кото· 
рые 'Нел'ьзи разложить на взаимно простые множители. 

ямяютс:и многочленами вида (2-А) 11• Именно на та­
кие множители раэлаrается мноrоuеи A(z}, nричем ). 
яаляеТСJI корнем. миоrочлена А (2). Нвжеслед.ующее преА· 
ложение F') лает ответ ва вопрос: какие корив амеет 
MROГOЧIIeR .6.(2)? 

F') Корнями мннимальноrо аннулирующего мноrо­
чnена A(z) отображеим ер иалиются: собствеаные 
значения матрицы А, соответствующеl отображе­
нию ер. 

Докажем предnоженне F). 
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Пусть А-собственное значение отображения" ссоб· 
ствениым вектором h+O. Tor.tta мы имеем 

~А=АА. (32) 

Применяя к 91'DМ:У сооrношенню операдню ер, получаем 

vA=A'A. 
Продолжаи: зтот процесс дальше, докажем, что 

~'A=A'It. 

Из этого легко следует, что для произвопьиоrо много· 
члена /(z) имеет место соотношение 

/(,)А=/ЩА. 

Подстамяя в это соотношение вместо многочлена f{z) 
многочлен fj (z), попучаем 

6(q>)A=6(A) •• 
В левой части зтоrо рuевстаа стоит нуль, а в правоА 
части множитель h ОТJI&Чен 01' вулJI, поэтоку множитель 
4.(1.) обращается а нуль, т. е. кы икеек.&(А.)-=0, в уста· 
иомено, qто собс.таевкое значекие А отображеви• Ф яв· 
.п:яется хорнем мноrочпеяа A(z). 

Допустим теперь, что). есть корень многочлена A(z). 
Тогда 

6 (z)- (z - Л) g (z). (33) 

Так каJ: мноrочлu g(z) вкеет степень мевыпую чем 
A(z), то он не Я8./Uiется аииупнрующвк мноrочпевом 
отображевкА '' в потому существует такой вектор А, что 

g(q~)li-lt .. O. (34) 

ПoдtтaВJUIR 1 соотношение (33) вместо z отображение 
ер, дооучаем (см. (34)) 

('!'-А6),.-О, 

cpA-U. 
t. е. А ааляетсR собственинк звачениек отображеииR fl). 

Итак, nредпоJКевие F) попвостыо Аокаааво. 
О) Пусть fl)-.nвнdнoe. отображение вектораого nро­

странства R• • себя к А - соотиетста)'JОшаа ему мат· 
рца. Пусть, дuее, 

x(•)-(.1-AJ'•(z-1.,)0• ... (•-М" (35) 
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-разложение характеристического многочлена x(z) 
отображения q> на множители н 

A(2)=(.z-A1)'1(.z-1J'a ••• (.z-Л,)'' 

А<~)э~~~~~е:::~м::ь=~~~~~~иrz:.~)~п;~о~;~~~ 
нам nрименении предпоженив Е) матрица А разбивает· 
ся на блоки А1• Ar •.... , А,, nричем: минимальным аииу­
.пирующим wиоrочл:еиом б.'lока А1 является (z- А1)''· 
В СИJСУ nредложения F} матрица А1 имеет единственное 
собственное 9ffачение ).,. Если матрица А разбивается 
на блокн. то характеристический многочлен матрицы А 
является .nроиgведением характеристическиж мноrочле· 

нов · соответстаующвх блоков (см. D)). Из 9ТОrо разло­
жения следует 

х (z) = (z -1.1)'• (z- 1.,)'• . .. (z -1.,)'•, (36) 

rде р,-nорядок матрицы А,. Сравнивая соотношения 
(35) и (36), мы видим, что р, = k,. Таким обра9ом. по~ 
ря.~t.ок блока А1 матрицы А равен кратности собствен· 
ноrо значения ).1 отображения 'Р· · 

§ 14. Жорданава форма матрицw 

Здесь wы будем расскатрввать линейное отобра,же­
иие tp с едивствениым собственным значением ).., Со· 
rлacuo .похаэавиому ранее м:иввмальныА аивул:нруюший 
многочпев отображения ер имеет ви.п 

ПMOJIDIJI 
н:r 
·r 

(z-~)'. 

А) Пусть h1 - вектор. удов.петворяющuй условиям 

' · ~1,-о, ~-·•,.,..о. (37) 
Положим 

·~-·~· llt-Фht• •• • , 111=•h1-t• Анt-.,1. 
ПоследоватеЛьность векторов h1, llt: •• , • , 111 назовем 
:.:орда.но8оа. Из соотвошений (37) спщет. что 111 +о. 
bt+! -=О. Тахим образом. 

<т-М)А,=А" 
ИЛИ, ЧТО ТО же, 

th,=M,+Ь,. 
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Далее, 

ИЛИ, ЧТО 10 же, 

или, что то же, 

'fho-l.ll,+h, н т. д .. 
<~-Ае)А1~о 

~1 =1.61• 

Матрица эта называется жордановы.м tS..totw.lf. с соб­
стаенныw значением ),. 

Теперь мы докажем, что матрица А с единственным 
с:обс:твенным .sначеинем 1 при намежащем выборе ба· 

знс~f·П~~::R~:е~р~~~ов:~~РК:~ст~~ раэwерности. 
n н S - ero векторное подnространство. Система векто­
,ров 

... l•a't• . . . .... , (38) 

наэываете:А AШUJ.iЬIO эависи..моа относитеАЬно подпра. 
странства S, если существуют такие константы с1, с', ... 
. . . , с~, не все равные нулю, что вектор c-zQ прииад.пе­
жнт S, в nротивном с.пучае еветема (38) называется 
Аинеано неэависшсоiJ относитеАьно S. Линейно везави· 
сикая система (38) пространства R относнтt.~~ьво S на­
зываете• бааисоА« пространства R оrноситеАьно S, если 
д.пя хаждоrо вектора * пространСтва R нaiA)'ТCJI такие 
константы с1 , ••• , С', что вектор 

#-CQ*a. 

nрвиад.п:ежнт nространству S. Ясир, что базис простраи­
ства R относительно S всеrда сушествует в что всяк:ую 
линейно везависим:ую относительно S систему векторов 
пространства R можно дополнить до базиса в про· 
странстае R отиосительно подпространСТ8а S. 

Т е орем а 6. Пgсть ер- Аинеаное отображение веtС· 
торноw nространства R" t1 се611 и А- единсrве~Шое соб· 
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стsенное значение orotJpa:JUHUЯ fl'· Тоtда при надА~о­
ЩВАt выборе базиса в просrрош:твв R4 маrрwца А, coor~ 

б~~~:У~~~А)}!JтО::ЩН:Вюs~'/лО:~~В::О~:а J4Х:Т~~а;:А~ 
Л pu а то .м ~ttJЖдый 6Ао" uмer собственное ана"l6ние Л. 

Доказательство. Пусть (z-).).11-квним:аль­
иый аflиулирующиА многочлен отображения 'Р· Положни 

'1>-~-/JI. 

Обозначнм lfepeз s, множество всех векторов " нз R". 
удовлетворяющих условию 

-t'.c~O. 

Множество s, представляет собой векторна:е поАОро­
стракство пространства R". При поu · имеют место сле­
дующие включения: 

R:'- S,~~=>S,~~_ 1 :::::~ ••• =>S1 :::::~~=0. 

Пус1'ь 8 1 - конечная совокупность векторов прострвн­
ствв s,, составля:ющан ero баэнс относительно по,ltПро­
страиства s,_,, Докажем, что векторы ф81, вход.ящне в 
простракС'Тво S.t-,, линейно везавискuы относител:ько 
подrtрос:транства Sa:-2. Пусть ., .. , .....• , 
-совокупность всех веК'Юров, входящих в 8 1• Доnу· 
стим, что имеет место соотношение 

Тогда вектор 
,а~еSА-й• 

AfJfo значит, что вехтор 
1 Cala е SA-1• 

Это возможно лишь при условии, что все коэффициенты 
с'=О. 

Поскопьку векторы конечной совокупноста фВ1 век· 
торного пространства Sa:-1 пкнеАно везавнсикы отвос.и· 

:ЛТ:вод;'бt~3=~:еч~ю n~:~~:~~~ 1~ м~~~:::~ 
~~~?к~~С:.::о~·~~~~=в~ж~J:Т::::Ри:;:атс~р~:;: 
ства S2 линейно иезависимw относительно s._., в по­
тому конечную совокупиость ;в, можно дополнить до 
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базиса В1 п~rрансТ8а 81 отвоситепьво подnространства 
S..-a. РасС)'ЖАВЯ так дальше. мы дойдем в ковnе концов 
до базиса в. в пространстве S 1 отиоснтиьно простраи· 
ства So. и потоиу В11 есть обычный базис в прострак· 
стве S1. Докажем теперь, что. совокупность векторов, 
прива.меааших ко всем базисам 

в,. в,, ... , в •. 
составляет базис В пространства R•. 

Допустим, что имеет место лвиеАвая: зависимость ме· 
жду векторами совокупкости В: 

с"'•.+ ... -о. (39) 

~.~::В~. n::~:и:~е,::;с:а~~нС:.:~:::ы~~~~~:; 
-t--.1, мы получаем соотношение 

ccaфi-t•o..==O. 

~~-~r. с~=ю~~ ~~=~:з:~:оА:~ос;ь~;~~~: 
8 1, лввеАио sаввсим:а, а потому все козффи.цвевты 
с1, ct, .. , &'равны нулю. Пос.n:е того каК зто доказано, 
мы Аокажем точао так же, что все коэффиu.иеаты ори 
злементах 8 1, входЯЩИХ в соотв.ошевве (39), также 
равнs нулю, в тем самым в ковnе ков~tов установим:, 

что совокупиость векторов В пвнейво веэависвма в про• 
стравстsе R,.. 

Докажек теперь, что провзвольвыl вектор s1 в про· 
стравстве 811 - R" пввейво выраж:аетса через векторы, 
nривадпежащие В. Та.к как векторы в:оиечвоl совокуп· 

::о ~ ... ~~·=р ~~~~ж:Т 0/~s~~'::в ~~~-~~:осв~ 
s1 -c5~c+Ztr 

rAe ~е s..,1. Таким образок, вектор St выражается ли­
нейно череs векторы, прина.межащие ковечвоt совов:уп~ 
RОстк 8 1 в еще добавочный вектор s" првва.д.~~ежащвА 
простраиству s.~~-J. ПрОАОЛЖIJI .иоТ процесс дальше, W.bl 
.II.Окажем в ховце ковu.оа, что вектор ~ лввеА.во выра· 

:~~с;;::л::о~ D~ИВ=б~~~~~ : · ~~~~J:; 
s•-R•. 

Разобьем теnерь иовечиУJD совохупвость векторов В 
ва nопарвовепересехаюПlВесяЖорnвовк серив (ск.А)}. 
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Дли этого выделим в В подм;вожество jj всех веRТОров, 
которые будут СJJужить начальными вехторами А1 жор~ 
даиовых серий (см:. А)). К множеству fJ отнесем nрежде 
всего все векторы совокупности 8 1, затем асе векторы 
tовокупностн 8 2, ие привамежащие к ее части -tB1, за· 
тем все векторы совокупности 8 3, не nринамежащие к ее 
части фВа. Продолжаи этот nponecc дапьше, мы дойдем до 
векторо.в совокупиоств В" к включим в В те вехторы иэ 
В11, которые не принадлежат совохупности ф8"_1• 

Выберем начальный вектор А1 нашей жордановой се-

~:иитз sк::~нсо':т~;;'3~~~В~~р=~=~~м в~~~~ п/.и:~:: 
вад.n:ежит векториому простраиству S~1 н не прииад .. 
лежит векториому пространству S11-1• Итак, 

1 1J:I_._,6t+O, 

11_.-l+tA:,=O. 

Таким: образом, мы иu.ееи nос.педовательиость векторов 

Ja,, At=•i:1, ha-=Фit2, •.. , A.t-•н..,'ФAI•-t• 1'h.t-1+1=0, 
и векторы 

h,, ",, • ... ....... (40) 
состамюот жордавову серию длины k- i + 1. 

Жорданоаы: серии типа (40) исчерпнваJОТ ВС1О сово­
купность В и не пересекаются между собоА. 

Таким образом, IIЬl наwлв совокупность жордавовых 
серий, составлsnощих вм:есте базис nространства R", и 

:~:ы "'1.А~~~~~::~~~~~~:rв ~g:::::: ~~~ 
~~~· ~) пfi~~ ~~дное веR1'0рвое пространство R" RB~ 
JU:Ieтcя деАствител:ьнык и отображение <р тоже АеАстви~ 

_,.Уеnьное, т. е. перево.zr.ит каждый действительный вектор 
в деАстввтмьиый. Тогда :карактеристичесuА .u.коrочлеи 
x(z) отображ.ениа <р имеет Аействвтельные lt09ффlfUReK• 
ты н, СJtе,аоаатепьво, нapJIJIY с: КВждЫ.W коммексвы~~& 

ообс.твеввы:w: звачеквеll( ). вм~ки со.пр•м:евиое ему 

комплексвое себетаенвое значение i:. l{а.к бЫIIО показано 
раеее (см. G) f 13), собственному sвачевв10 ). а npo.. 
странстве R• соответствует векоторое векторкое nодпро­
странство R' таkОе, что катрвда А', соотвеrствуюшаа 
оrображеввю <р простравt111а R' в себа, имеет мини· 
мат.иый вивулирующиА мвоrочлев (2 - А)*'. В cuy тео-
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ремы 6 базис в nространстве R', СостоRЩНА -нз жорда• 
новых серий векторов, JIВ.JIReТCA в:оvnлеJtсмым базисом. 
Как 91'0 видно из построения жордаиовых серий вехто· 
ров в преJ~;tожеиви А), отображ:еняе 111 """=' ср-).8 яuяет· 
ся коwл.пексным. В векторном помростраястве R" вех· 
торного пространства R" (R"- R') можно взять базвс, 
составленный нз жордановых сернА, вм:tющихся в про· 
странстае R', но саnрижеиных с ними. Оказывается, что 
мквим:альиый аиRулирующиА иноrоч.лен (z- ~)·r ото-

::,::нz~. ~а8п::;~~;~::~е :;or~~~~ 7: ~~)~ок:; 
nростравстве R'. В самом деле ясво, по (z- i.)r я в· 
ляетси анну.пируюшим многочленом отображевю• ср на 
подпространстве R". Если бы зтот-аннулирующий много· 
член (z- A)r не был минимапьным., а миннмадьным 
бып многочлен (2- J.)i"', rде k" < k', то, переходя от 
собственного значения i х сапряжеиному ему собствен· 
кому значению ~. мы приш.пи бы к захлючению, что 
(2- А)_. · является: аннулирующим миоrосrлекоw отобра· 
жениа 41 на подпространстве R1• Таким образоv, оба no· 
казателя 11! в k" должны 6Ы1'ь равны иежду ообоА. Та· 
киw образом. дJIR двух коыnде.ксво сопряженных соб· 

ственных значений А а i опре.в.елевы два векторных nод· 
пространства R' в /(', rtричем nространство R'" сопряже· 
но nростравству ·R' в том смнс.че, · что каЖJIЫй вектор 
иа R" соnря:жен векоторому вектору из R' и наоборот. 

Предпажекие С) имеет аиачевие лрн отысхавии деВ· 
стаительных решений деАствите.льиых обыкновенных 
днфференциальвых ураваевий. 

§ 16. К.•адратм~:~вые формы 

Пусть Е""- д.ействитеЛьиое евкли.о.ово веК'I'"Орвое про­
странство размерности n, f(Х,fl)-дейстаитепьная: сям· 
метркчвая: бялн.нейнаи форма, з·аданваа ва этом про­
странстве, н f(.r,.r)-соответствующая: еА квадратич~ая 
форма. В коорАВватном виде при выборе в Е11 иекото· 
рого ортонормальиоrо базиса билииеJ:ка·" форма f(z, r) 
запясывается так.: 

(см. D) § 2). Здесь 
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предетамиет собой кваАраткую матрицу оор•дка n: Эта 
запись отличается от обычной формы эааисаr матриц, 
nрввычной нам, тем, что оба индекса стоят внизу, ко мы 
будем считаrь. что nервый индекс l указыеае1' ноиер 
стром, а второй иадекс j- номер столбца. J(ва.аратнч­
иая форма f(z, z) заDвсwвается е аиде 

/(z, z)- ... z'•'· 
· Основной задачей настояшеrо naparpaфa ивлвется 

ьыбор такото ортонормальаоrо базиса в пространстве 
Е'\ при Jlt070poм квадратичная форма записывается в 
наиболее ~ростом виде. 

А) .Пусть 

- матрмu.а, соответствующая деАствительиоА падра· 
тичиой форме f(x, х), задаиной на Е" при векотором ор~ 
тонормапьвом базисе · 

(41) 
Квадратичной форм-е f(z,.z) соответствует JINneAнoe ото· 
браже11Ие ер nространства Е' в себя с матрицей А - 1 а/1. 
J<оторое в координатной форме nри базнее (41) задается 
формулоА 

а1"'""ац. (42) 
Матрацы А и А, выnисаввые как квад.ратиые таблицы, 
nолностью совnадают. Они отлвчаютс11 то.п:ько тем, что 
элементы их обозначены nо~разиому. Оtазываеrеи, что 
так заданное отображение tp при nомощи базие4 (41) не 
зависит от С.'I_учаАио выбраниого _базис~. во опредеltяет· 
ся сам~ ... ~в.дратичной формой f(x, z). 'Собственн.ыезна-

:~~~ ~fa~~:::o: н;:~:~ю{(х,с:f~в:ннс:б'~':~; 
вект.орi.J ero называются собствsнньнtu вектора.w.и мадра­
ти~ноа фор.14ы. Оказывается, что все собственные зиа· 
ч~иня ква.а;ратичвоА· формы явл:кют.са ,~tействвтельи~мн 

:~~::;t:w. n,r:,А:межащим Обраsом аыбракиом орто-

~о;, ·~ .. . , ~ (43) 
в пространстве Е" матрицы .{ и А имеют АИаrокальиую 
форму, npК'Iex на диаrоиапи CТOJJT собственвые значе­
ния квадратичной форwы f(x, х), а векторы, сОстав.пяю­
щие базис (43), являются собственными векторами с 
этими собствениыки значевияки. 
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Докажем пре,u:ожевие А). Докажем nрежде всеrо, 

=~~~::~а8(4~') з:а~~уО:оi mr~и::::==~~= 
определя:еttи е:ам:ой ква1ратвчиой формой f(z,s) в не 
зависит от выбора ортоиорм:апьвоrо базис.а (41). КвеА• 
ратичва~ форма /(ж, z) oAИOЗBIIIBo определяет симм:ет· 
риqкую бвдииеllпую форму н ... ) (cll. 1!) • 2). Далее, 
билН11еАнаи форма f(ж, g), рассматриваемая :как фуик~ 
цви векторе ж, одвоэвачно опреде.пвет тaiCOR вежтор 11(g), 
ЧТО 

(см. В} § 7), rде вектор u·(g); естественно, зависит от g. 
При dазисе ( 4 J) мы имеем 

/(s, r)=4o~z·;/=a.,т/z0=(u(l/), "), 
rде 

a(JI)=(a,oJ/, ...1 . ... , a,,l). 
Тапv образом, координаты вектора "(N) в UIJtpaтнч· 
вой форме о.аредмяются формулой 

и'-•"/· 
Отсюда вв.цио, что вектор a(g) задается формупой 

a(I/)-'W, 
причем: пввейкое отображение ~ однозначно опредма:ет-­
си сикметричвоl биливейвой формой r(<~, r). которав в 
4:~о~11;&~. t~::':;бК:аз~~~~JI:Ое;~:алВ.::в:fо•~а:~~ 
ное отображевве Ф одвоавачио опреде.n:яетси квадратич .. 
ной формой /(.,х). 

Теnерь докажем, что пюбое собственное зва'fение ). 
отображении ер действительно. Собствеииое аначевие ). 
отображения ср определяется соотношением 

(«) 

rJI.e h=-(ltl,ltl, ••.• 11.•) -:отлвчиыАот вул:Авек.тор.Укно­
жая по соотвошевве иа 61 а суммируя по 1, nопучаем 

""'"Т.0=/(h, А)=Л(h, /iJ. 
Согласно дохаааввом:у .ранее (ск. aвeдeRJie х rn. Э) би .. 
.пинеlна11 форма f( .. li), равно ках tl скалярвое провэве ... 
девие (А. i}, и:впиJОТСS д.еА:ствител:ышмв чимакв. uри .. 
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чем: (h,()"s.O. Отсюда следует, что 1 есть Jtеltствитель· 
вое чис.nо. 

щи~:~~~Ь::~а:~~ ~~:о~~=:и:м ~~н~:{.~а~ 
nространстве Е11 иwеет Jtиаrональвую форму, причем: на 
диаrокапи стоит собственные зиачени,. квадратичной 
формы, соответствующие собственным. векторам: (43). 
будем вести епдупивно. При n..,. 1 утверждение оче· 
видно, так как тогда матрица А явnsteтcJJ. матрип.еА пер~ 
воrо nорцка н nредставляет собой действительное число. 

При n > J собственвый вектор 111, соответствующий 
иекотороw:у собственвом:у звачекию ;. - ).1, выберем за 
первый элемент ортоворм:альиоrо базиса пространства 
Е11• Пусть 

h,, ",, .... ь. (45) 

- иекоторыА ортоиормальвыА базис пространства Е11, ва­
чинающийси с собственкого вехтора ht. Обозначим через 
Е"'-' векторкое подпространство пространсnа Е" ~ бази­
сом "'· ......... . 

Обозначим: через В матрицу, соответствующую КВВА· 
ратичвоА форме f(z, а:) в базисе (45). Согласно формуле 
(31) § 2 матрица В o::::к llb11U определяется формулой 

Ь11 - f(A1, А1). 

Соотвошевие (44) ,I.IIЯ матрицы В записывается в виде 

ь,rthf-= 1thf. 

Умножав это соотношение ехалярко на вектор hJ, f > 1, 
nолу~м 11 

./ ь,.hrh/- ~. f-1 h!h/- ~,&,,. 

Правая: часть пос.педЯеrо соотношения: BBJIAY opтoиop­
lriiJIЬBOCTR базиса (45) обращается а нуль при f + 1, 
так. что мы имеем 

ь11-f(А1, А,)-~1&11 -о при /> 1. 

Таuм образом:, f($,J) в новом opтoиopv&.IIWiOX базисе 
(45) записываете• в вце 

f(", •)-~,"'!1 +ь ... •l, а. ~=2, -·· ", ... 



Матрица 

в~аь"и. /, 1-2, .... n, 

соотаетствует бклинеАноl свм:метричиоli: форм~ 8 под· 
пространстве Е~., 8 которую преВращается иеходная: 

~~~=:~:::S!ff:.~(.<t%~o~0::e~ь~6o~ ~~ riРГ::П~:ж~:и~ 
индуJЩНи утверждение А) дли нее верно. Таким обра· 
эом, окоичатепьио би:лииейиая форма f(%,f1) в надлежа· 
щим обраэом выбранном ортонорм:альиом безнее (43) 
приобретает вид 

t<•· в!=Л,•'и'+л,.t'и'+ ... +Л.•"v". 
прнчеw собственный вектор ~~~ соответствует собствен­
ному зна'lению AL, собственный вектор h~ соотВетствует 
собственному значению А2 и т. д. Квщатнчкая форма 
f(x, х) прииииает вид 

f(•, •J=A,(•'J'+A,(.t')'+ ... +Л.( .. }'. (46) 
Итак, предложение А) по.nиостью доказано. 

Го11орк:r. что квадратмчная форма f(%, s) а на.длежа· 
щим образом выбранном ортанормальном базисе может 
быть записана в виде суммы квадратов координат век­
тора, nричем каж.цыА квадрат берется с деRствительиым: 
коэффкциентои. Коэффициент этот может бьrrь как по· 
.пожитепьным. так и отриu.ате.пьным числом, а также 

нулем. 

Закон ииерци'н 

Мы доказали, что квадратичную форму f(x, х) ),(Ожно 
nривести х виду (46), если взять- в евмидовом вектор· 
иом nространстве Е11 ортоиормальиw:А базис. ЕсЛи от~ 
хазаться от ортоиормал:ьвости базиса, то квадрати'Шую 
форму f(~.z) можно привести к еще бо.лее nростому 

~н~.) Квадратичную форму f(x, %), за.д.аивуtО в деА~тви­
телt-ном векторном пространстве . Е11, иаАЛежащим вы­
бором базиса можно орнвесrн к следующе:wу аиду: 

f(•, ~>-•·<•'J'+o,(•~'+ ... +•.( .. )', (47) 
rAe числа ~1;е1, •. • ,а,. прииим:ают значения ±1 и О. 

Докажем предложение D), воспользовавшись резуль· 
татом предложевин А). Если чвмо Ai ПОw'IОжительво, то ... 



nоложим 

~.-...;-;;;. 
ECJJи число )., отриttательно, то пможим 

~,=</-А, 
и, наковеа., если ~ равно нулю, то nоложим. 

f.'t=l . 
ВмесТо координат %1, x;J, • , • , %11, в которых записана 
хвадратичнаа форма (46), введем новые координаты 
G', ~' •... , ~·.положив 

x'-f.. 
Подставпия значения х' в выражение ква.цратичвоl фор­
мы (46}, получим 

н~. ~>~•,<t'>'+.,<E'>'+ ... +•.<t">'. 
Все ЧRCJI& а1• et •... , t:n прииимают значения ± 1 в О. Та­
ким образом, предложение D) доказано; 

Предложение D) бblllo доказано а преАПоложении, 
qто квадратичная форма f~z. z) задана в евклuдовом 
векторном пространстве Е11, так как при эrou в качестве 
промежуточного результата испQJiьзовалась kаиоиическая 

форма {46) КВ&АРатнчиоА формы. При дохазательстве 

W.U~е;:х~=:ьв~~:Ла :Якп~::::rв:е;:~::~:. 
~~~;:> е:':.~i:~:В~~а:;:::ааФОJ~ы в1<:~:=н~:; 
R•, которое не ввляется евк.пидовым, можно прокзволь~ 
и~ образом ввести ск:а.nярное произведение и при по· 
N'ОЩи зтоrо скаляриого nроизвеАения доказать промежу· 

трЧное пред.nожение ( 46). 
Сейчас мы заАwемся: каноническим видом (47) квад-

r(~~~)о:аr.!амы8 '~'о~~~~~~е..м :~;:~на;р~:~~~ 
стве R11• 

В) Пусть R•- п-мериое векторное nространство, а 

••• '•· • . •• ... (48) 

,,, ,,, ... , t. 
- .;ва базвса в пространстве R11• Пусrъ, далее, 

~--~alp IJ =:aVafJ 

(49) 

ш 



-векторы, зад.анные в nространстве R"'. Допустим, что 
в базвсе (48) кваАратвчвая форма f(s, s) записывается 
в виде 

/(х, x)~e,(x'J'+o,(x')'+ ... +•,(•'>'+ 
+ •••• (х"')' + ... + •••• (х'+')' + ... + •• (х")'. (50) 

При ·этом базисвые векторы: е1, е3, ••• , •• аавукеровавы: 
так, что 

s,-ea ........... s11 -=l, 

8p+l-•.o+2- ••• -·p+q--1, 
a,., .. 1-•.o+t+l"""" ••• с::::е,.-0. 

Доnустим, далее, что та же сакаи квадратичиаи форма 
f(g, g) в базисе (49) записываетси а виде 

/1.1/. rJ=o;(y')'+.;(н')'+ ... +•~И'+ 
+.;..,(V"••)'+ ... +.;.."(,"•')'+ ... 

... +~(V')'. (бl) 
nричем 

~- ... -S:,-t, 
•~н- ••• -•;.,+r--1, 

.;.+f'+i-·· · -~-0. 
Ох:азываася, что имеет место следующаа теорема нива· 
рвантиостн: 

(52) 

Дuхажем соотвошеивя (52). Доказательство будем 
вести от противного. Допустим, что 

р+р'. 

и- nредпопсжим дпя оnредепениости, что 

р'<р. (БЗ) 

Обозначим через R+ вехторное nоАПростраиство nро­
странства R• с базисом 

lao lto • • • r 1,, 
и через R- векторное nодаростравсtво npO(';'I'pa&cтaa R"' 
с базисом 

,,+1• ... , ,"+4"• .. .. '·· 
;::;,с; ~r:l ~·=р:т;.ч:~~Ф[f:.~) ~к3.зТ~~~ ~к~= ... 



вапись (61) ква.аратвчвоl формы f(f,g) nов:аsыаает, что 

{53) :;:..О! :ав~~~J<:~~~·~ и в~•:с:: 
·n., в потому пространства эти пересекаЮ'lСЯ по кев.уле· 
вому вектору. Докамем зто. Пусть 

.,. •2• ••••• ,. llf+l• ..•• '" 
- послuовате.пьиость векторов. Ввиду веравевства (63) 
общее число !tТRX векторов больше .. п. и потому они nn· 
вейво зависимы. Запишем п .пивdиую ааввсимосrь 
11 виде: 

....... ь•r,. а-1, .... р, p-p'+l ..... п. {54) 

при этом хоэффнциеиты at и Ьl, вместе вз•тые, ве могут 
все обращаться в нуль. Справа стоят &л:еwеиты базиса 
(49), поэтому они линейно везаввсимы, в, следователь· 
ко, коэффициенты а1 не могут все оАНовременно обра .. 
ЩВТЪСJJ В HfJIЬ, Мы H81WIH ОТЛRЧВЬIЙ ОТ BYJIЯ ВеКТОр ~ 
стоящкА в левой части соотношения (54), который пptt· 
ваJUtежвт обоим простраиствам R+. и R-. На этом В(.К· 
таре падратнчвая форма f(z,s) положятельва. по· 
ехольк.у %е R+, в она вепоп.ожительна в силу roro, что 
~е· R:-. Таuм: образом, vы ориw.пв к nротиворечию 11 
веравеиство р' < р ВСМJОчается. Точно так же доказы· 
ваетс.и, 1lfO иеравевство р < р' невозможно. Таким об· 
разом, доказано, что р"""' р'. Прикения оолучевиыl ре-­
sультат к· к.ваАраt1А11оА форме -f(z.s), кы прахоАвк 
к выводу, что q- q'. Итак, доказано, что в хвадратич· 
во А форме f (.,:, z) чвсп:о положительны:~ хоэффJЩвентов· 
и число отрицательных коэффидвеитов в кавовическом: 
виде ~ариавтвы. Но так как: чис..ло нулевых козффк­
циентоt равно n-p-_q, то этим: самым AOI(Uaвa ввва­
ри_аи'91остъ ЧВСJ18 нулевых коэффициентов. ' Мы доJ:а· 
аsли, СJJедовательво, та-к казываекы:А stuWн. wирЦШJ. .11./IЯ 
Da.дp8TB'IВ!i:l форм:. 

1 18. Зкcnoaellf& кu,~q»anol матрJЩW 

Этот параrраф не впопве подходит ПОА sаrоловок 
r.n; 3, так ха1: здесь ве прnод.RТ(:Я к. кавовичесхомуввду 
аикакаи м:атрвца, однако реэультатн етоrо параграфа 
иужвы дп:я теории обыквовеввыz .u:фферевциапьвых 
)'раввеввl в их вуz:ио ку.~r.а-то поместить. По своему 
1flXY .втот параграф бпzе acero примкхает а u:. З. 



ЭкспоиентоА ехр z называется фуиJtUв• 
ехрz=-=г-. 

которая задатя рядом 

.. =l+f+f+f.+ ... +{-+·· · (55) 
Ес.1и вместо z а nравую часть sтoro равенства nоАСJ:а­
вить квадраткую матрнц,у А и если окажется, что мат­
ричный ряд сходится, то мы. определим фувадню r. 
ОказываеТСJI, что. nодставлая в ряд (65) произвопьиую 

~=~~~~иJ: р~~т~ф~::яя~авс~~д=~п;~~~~::г:о~~ 
мость ряда, составленного из квцратных матриц по­

рядка n, опреде.n:яется как сходимость ряда для каж.аоrо 
отдельного злемента матрицы, стоящеrо ва определен­

ном месте. 

Для доказательства этого нужно рроизвестн веспож· 
вые оценки. 

А) Пусть 

в-lь!l. А-1•!1 
-две квадра1"КЫе матрицы порялка n, злементы кото· 
рых имеют оценки 

Jь:l.;;ь, laH.;;o. 
rде а и Ь- некоторые по.пожятепьмые числа. Оказы· 
в.ается тогда, что ми матриnы 

BA-C-Ic!l 
имеют местО оценки 

lciJ.;;.ьa. (56) 

Докажем последнее соотношение. Мы имеем 

с1-=Ь~1. а-1 •.•.• n. 
В nравой части этого равенства стоит n слагаемых, каж­
дое нз которых по модулю ке nреаОСIОАИТ· произведение 

Ьа, н, таким образоw, веравевство (56) доиазаво. 
В) Пусть 

- квадратиав матрица порядка n, дп:я злементов кото­
роА вwеютсR оцеаки 

Jall.;;o. 
". 



r.де а-векоторое nоложительвое чнr.ло. Если lr- а.мое 
иеотрицательное число, то д.п.и waтpи!Ui 

A'-(c:J 
имеют место оценки 

lc11 c;;(na)'. 
Докажем это утверждение. Доказательство будем 

:е:О ;::;:::~е п8оер~~~~О:~!:: ~р~о а= Е, то ддя 
А'-'-в-(ь:J. 

Тогда по предположению ив.духцнв имеем 

JьНс;;<м>'-'. 
Далее, 

А'-вА. 

Так как д.n:• матриц А R В уже имеются оценки, то 11 

;=. ох~:~:;~яу:.~.~=у~О.:Уф~~rл~":::~нр~·~~: 
иня 8). 

С) Матричный ряд еА, rде А-кеа.дратвая мвтркца 
проиэвольвоrо nорядка n, всеrда сходится. 

Дли доказательства зтоrо утверждения рассмотриw. 
член получаемого рида · 

4--lcJI. 
В силу оре.д.пожеиия В) 

" ' JcHc;;~. 1 
./ При суwwировании nравых частей .иоrо соотношенн• мы 

nолучнw сs.омщнАся ряд. Тахим образом, матричный 
рад r всеrда сходитси. 

D) Пусть t-деАствитепьиое число. Оорu.елвм мат-­
ричную фуиJЩИJО f(t), положив 

f(f)-• ... 

rде А- векоторая xВaAPITB&fl матрица порядка n. Тоrда 
охазы.вается, что 

.9j,l--A((l)-/(l)A. (57) 
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Дла АОПзатепьеrва последнего· еоотношевив вы:nн~ 
шем фувкцию etA в вид.е ряда 

f(t) 00101 A0 + ~~ + t'~• + ,,. +~+ •.•• 
.в силу оценок, nопучеивых рааее (ем. С)), р•.а 3ТОТ 
можво дифференцировать по t. ОсущеС1'84U дифферен· 
цироваиие, хы: nмуч.-ем соотиошенке (67). 



Глава 4 

ПРИМЕРЫ 

Здесь будут даны примеры, иллюстрирующие и разъ­
ясняющре содержание трех первых теоретических глав. 

к§ 1 

Пример 1. 
Определение 7. Bei'Cropoм называется направлен· 

вы:А отрезок. т. е. такой отрезок, о котором известно, в 
каком его' конце находится качало вехтора и в каком 
его к.окце конец вектора. 

Таково геометрическое оnредепевие вектора. Еспи атw 

~~~ ро~сr;l:~:::и~:сл~~=~::~ае:~i,;':п:::яко;:: 
принадпежащий трехмерному простраистау ~. то он 
трехмерен. ВвоАИТСя операции -СJiожевня векторов и ум· 
ножении их ва действитепьиы:е чвма. Далее опре.це­
.пяется равенство веltТОров в доказывается, что ми каж· 

доrо вехтора нз Е• (n- 2, З) существует равный 
ек~:Иктор, начииающиАси в задаивой точке простран~ 
rnlfE•. . 

~ . .-1Jусть м-вектор пространства Е11 (n = 2, З). Тогда 
существует равный ew:y вектор v, начвиающкйся в ва· 
чале коорд.и.кат О. Обозначни через Ь в:оиеn вехтора о. 
Координаты: точки Ь явлRJОтся числами. Их АВ& или с~ 
ответственно три в заввеимости от n. Ови явлRются ко­
ординатами вектора м или вектора v. Таким образом, 
между векторами иs Е11 и парами ми троАкамв чисu 
(в а авасямости от n) устававливается · соответствие.. 
l(аждоку геометрическому вепору ставится в соответ­
ствие вехтор пространства А111 аадаввыl опредепе-о 
нием: 1. 



1( § 2 

Пусть A"-n-wepнoe ьекториое nространство (cu:. 
оnределение 1) к ср_.отображеине пространства А" а 
себя. Рассмотрим несколько тнпичяых примеров отобра­
жения ер. 

Пусть ,,, ·J· ..... .. 
-базис пространства А". Зададим: отображение ср соот­
ношением 

срг1 =а~•~~.· 
Таким образом, оrображение ер задается матрицей A.-
=la!l. 
Пр и мер 2. Допустим., что матрнда А, задающая 

отОбражение ер, является АИаговальноА и что ка Аиаго­
нали стоит одно и то же число ~- Тогда в силу форму.11 ы: 
(23) rл. 1 для каждого вектора ~ отображевке ер опре· 
деляется формулой 

(1) 

Такое отображевке ср явлttетса растяжекиеы прострав· 
ст11а А• с центром: в начале коор,ttинат с коэффициентом 
А. Если \>.1 < 1, то фактаческа отображение ер ивляется 
сжатием. Заданное формупой ( 1) отображевке ср назы­
вается подобие.- с центром в начале координат. 
Пр и м: ер 3. Допустнw. теперь, что иатрип.а А, опре­

деляющая отображение «р, является днаrональноА к что 

::в:~•г::и•:ииц:.е~~~:а ~:б;~!е~~ееи :у:~~:Т:;;~н~~ 
~:о nх~~к~иs:::с"а": :~~~~:~~т:аи::р::Л:'н~0::::~·е~: 

Пр и ы ер 4. Пусть иатрип.а А, задающаи отобра4 
женке IP• является. диаrоиа.пьвой, nричем: первыА диаrо4 
ю:~льныА элемент равен -1, а остальные диаrоквл~окые 
э.llементы рааиы +1. Тогда отображение IJ! иапяетси 
зеркальным отобра~ениеu пространства А" на ceбJt от­
носител.ьно ero nодnространства А - 1 с базисом е., ... 
. . . , •• а направлении • 1• 

1( f§ з. 4 
Пр и к ер 5. Рассмотрим систему двух пивеАкых 

уравнений относительно двух иеизвествых .11, xl: 

... 
aJz1 + ~%' == с1, 

afx' + cr~'==c' . (2) 



Иемючпv иеизвестное xJ из системы уравиеаяА {2), ум­
ножив первое из уравнекий системы (2) на al, а вто· 
рое на al и вычти одно уравнение из дpyroro. Тогда мы 
ПОJI)'ЧНМ. 

(alal-~) ~~ """а~с1 - ak'. 

Таимw образом, мы иweew 

~~= о::СI-сф1 
а:~-а~: · 

Аналогично получаеw 
· а1с1 -а~с1 

x:l= а:о:~-у:· 

{3) 

(4) 

Обе дрцбн (3) и (4) имеют олИв и, тот же знамеяате.ль 

D(A)=-aJa~-~:. 

Этот зиам.ен_атель называется определителем м.атрицы 

А= 1 aj J, i = 1, 2; j == 1, 2, второго nоридка. Таким об· 
разом, мы приш.пи к пред.ставлению об оnределителе 
хвадратноА матрицы второго nорядка. 

nоложим 

А, =1~ ~~· А,-~~ :J 
Тогда д,.'IJI ~1 и·,tl формулы (3) ,и (4) можно переnисаТf. 
в виде 

,..... х'=~· х2.,.=~_. 
· fв с.пе.аующвх параграфах эта конструкция будет 

обобщатъсR на случай решения системы n ураавеквН с n 
веиэвесntыми nри nомощи определителей. 

К§5 

Пример 6. Пусть A-Ja)~ в-Jь!J-дое треу· 
rоп.ьиые wатраи;ы nopя.ua n. Это аваат, qто прв } > l 
имеем aJ ... О, ь1 ~О. Докажем, что матрица С..",. АВ-. 
•••••Ф:JI та~же а:вщетси треуrолькоА. Мы: имеем 

оL==а:аь:. . .. 



Доtсажем, что Пf" k > l имеем cl-o. В иvом: .tteлe, 
eCJiи a>l. то Оа==О. Если a<:l, то a<k в потому 
Ь%=-=0. Следовательно, с1-о при k>l. 

к§ 8 

Пример 7. Пусть 

*=<*'• .... r'J, v~(y', .•.• v'J 
-два ОТЛИЧНЫХ ОТ нуля вехтора размеrВОСТt!R р И q СО• 
ответственно. Оnределим матрицу А=- аН фopwy.uoA: 

a~....,z'i/. 

Тогда paRr матрвu.ы А равен e.rrи&вD,e. 

к§ 7 

стр~и~~-е6то~рГi~:е ~-;;;~е::; •• ee~;:o:s. п~~: 
аывается apaщeнue.tt, если ово сохраняет д.пивы всех 

векторов, т. е. если I'PZI-1*1· 
z=~:~;). з~:: .. •t~е:~~и::с:Ф~:~~~~;'· Пусть 

(Ф-t)'- х1 cos а+ ж' sln а. 
(!f<)'--%1 slna+ж'cosa. 

(5) 

Jierкo проверяетса, что задаиное формулами (5) отобра· 
жев.ве 'Р нмиется вращением. В деАствителыrостrr • 
есть повороr моекоста Е• вокруг иачада JЮОрАМват на 
угол ... 

Kf8 
Появпевве кокмексиых чисеп побудило математs~ 

ков сделать nопытку дальвейwеrо обобщения действи· 
тельных чисел, првсоед.квив к ввм: ве одву мнимую еди· 

ницу, а несколько. Эта поnытка имела оrраииченвwА 
успеж. Были построеиы кватернновы с тремя мнRмьrик 

;:::;;:; ;~:l:e:~ ifа'::0~п:::::::~я :а::р111н~~: 
нов. 
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П р и м ер 9~ В основу кватернионов положены трв 
мнимые единицы, которые обознача!ОТ(!JI череа . 

/, f, k, {6) 

так что каждый кватерннов записываетсs в виttе 

z - x.+z,t+zJ+z,k. 
Здесь z". ~1• х1, х1- действительные числа, хоvмутатив· 
яые по уwиожевню с единицами (&).А единиц.ы {6) пе· 
ремножаются no с.ле.цующвм · правипак: 

1'-f-k'--1. lf-k, fk-1, kl=f· 
Кватернион i, сопрsженвыА к кватерниону z, аадаетсн 
формулой 

Легко nроверяетси, что 

xR-Ixr=.rl+~+x:+Z:. 
Из этого медует, что каатерииов z-1, обратный к ква· 
терниону z по умвожев.вю, задается формулой 

z-1-r!-P· 
Легко провериется, что 

'ii-gR. 
]{ватерВIIОВ Z, ПО IIOдyJIIO равНЫЙ еАНВRЦе, Т. е. УАОВJJет­
воряющнА условию f Х ,_ 1, З8ПИСЬIВ&етсSil В ВВАе 

x==c:osa+usina, 
ttr 
.rA.e и-чисто мнимый кватернион, т. е. и== u1l + uJ + 
/ +uok, а "'-уrол. 

Ввиду отсутствия коwwутативвости умиожевая по· 
nы:тJСН nостроить теорию кватерввоiiВНХ фувJЩИА не 

;:::J~~:~e~~:~== .:_11е~ красuые reowe1'* 
nр а М ер 10. Соеокуnвосrь 8CU кватерН80RОВ .1( 

nреАстамt.ет собой ч-етырехмерное евмндоао аехторвое 
простравстио. Ддвва а:ажд.оrо вектора-кватерниона хоп­
ред.елиета как 1 х J. Четнрехмервое векторное простран­
ство 1( всех патериионов paзnaraeтCJI в прякую t)'liiiY 
одномериого векториого подпространства АеАствнтель· 
JПЦ хваwрповов D, имеющих ВИА х-х., в трех•ер· ... 



кого векторного пространстве чисто мнимых uатериво­

нов 1, имеющих вид 
u-и,t+uJ+и.k· 

Каждому l{Ва'l'ерниону а, по модулю равному u.иниu.е, 
постввиw в соответствие линейное отображевке f. евкли· 
дова векторкого nрострвиства /( на себя, зцаваемое 
формулой 

f.z-a.l4-1• 

Леrко проверяется, что аииеАиое отображеuе f• пере­
водят каждое линейвое подiiростраиство D в 1 само на 
себи. Далее, оказываетси, что отображение f• амиется 
вращением евклидова векторного пространстав К (см. 
пример 8). Докажем 91'0. Дли этого подсчитаем MOAfllb 
кватерниона аха-'. Имеем: 

1 a.ta-• р -=a.ro-1iЦ(i=I-= 

-аха-•?.еа-аха-•а.~а-1 -Cu.ta-1-1 z jl. 

Пр и мер 11. Оказывается, что при nомощи отобрв· 
жения fa можно получить любое вращение евuидова 
векторкого nространства 1(, по.nучающееси • результате. 
непрерывноrо изменения из тождественного. nричем та· 

хого, что • процессе изменения все врема мы имеем врв­
шеине н nространство D перевомтся в себя. Таким об· 
разом, отображение f11 описывает все вращения про­

странства /, получающвесJJ непрерывным обраsом "' 
тожлествеввоrо. Доказатедьство атоrо ветривRальноrо 
)'тверждевнв и прелос::тавлвю чвтате.~~ю. 

1<18 

ско~ 1:::.~е:. к:р;::~к~:х~01J.:~=~ -::.:.:"е:ОФ; 
мулы. 

Пр и w ер 12. Рассмотрим: кубв-.еское уравнение 
.. +.,.+Ъ-0. (7) 

К такому виду .nerкo привести любое иубя~:~еское уравне­
ние. Представик renepь z а BRAe 

z-z+g. 
Тоrда уравнение (7) запишете• в ВИАе 

.r'+II'+Зzg(z+v)+o(z+g)+Ъ-0. (81 
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Наложим на х и g доnолнительное уеловне . 
хv=-з 

Тогда уравнение (8) ааnншется в виде 

"'+и'--Ь. 
·так как имеет место соотношение (9), то 

"'t--~· 
Из соотиошевий (10) и (11) СJJедует, что~ и v' АВ· 
liЯIOТCX хорними квадратвого уравнении 

u.1 +bи--jf--o. 
Таким образом • 

(9) 

(IO) 

(11) 

.r'=-++.Yf+ ;;. gl=-{-л/f+ ~. 
и для z nолучаем формулу Кардано 

• '1 • . гъг-;-;;r .' lг-7• -,..jr.,т=, =.ег, • 
•~.---.+-ут+-w+·у-"1'- т+-w 

Ясно, что, Пр!(Меияя: формулу .Кардана, кепьзА брать 
nроизвольные значении кубических корней, а надо брать 
такие пары кубических корней. чтоОы их про!sэведенне 

равнялось -а;Э. Охазываетси, что велячина ~ + ~ 
ЯВЛ111ется отрицательвой тогда и только тогда, когда 
уравнение (7) имеет три действительных корня. Это 
утвержденме приводится здесь без доказате.пьста.а. Yl'&· 
зaИI~-fla аоказате.льство имеются в § 4 кииги сМатем а­
ти'lес~А анализ дли школьников:.. Таким образом, 11 
фор_l(уле Кардано встречается извлечение корни кз от· 
1;1ица1'еЛьвоrо чиспа именно в том. случае, коrда 1rop1111 
кубическоrо уравнении дейсrвнтельвы. В .9ТОИ случае 
.ма кубических корня, сто•щнх а формуле Кардана. из· 
.влекаютс• нз комnлексно сопряженных величии и bpR 
мзвлеqенни кубических корнеАследуеттаиже взять комn· 
.11ехсио сопряженные величины. Тоrда сумма хубических 
ХОрнеА, вхомщвх в формулу Кардnо, окаsываетсR 
действитепьвоА. То обстовтельсrво, что имеиво в мучае 
действвте.nькых корней кубическоrо уравнения (7) а 
формуле Кардано nоявляются мнимые числа, очень 
с.нльво со.а.еАствовало введению комnлексных чисел . ... 



к t 14 

й~:::;тfЗ:h~па~:~з~::~~~ст~~С:~~~ ~-- s., 
разбив ~тот базис ва строки. В качестве первой строка 
выnишем базис пространства s. отвос:ительио ero под· 
nростравства s._t, т. е. векtорw снетемы В1• Лусть он 
состоит иэ векторов •1, .,, ••• , .,.. Во •торую строку вы~ 
nuweм: вехторы системы 82-сначала векторы Ф-1, ••• 

• . . , фf',, а затеfs векторы •r+to ••• , е,+-,. nричем под 
вектором cr, первой строки вьшиwек вектор ~~. а двл:ее 
векторы •,..,, ••• , l.r+-.., не входRщt~е в tB1. В третью 
строку выпишем векторы снсте11ы 81-сначапа векторы 
ф'е\, ••• , 'Ф'е,. да.пее 'Фcr,+l• ••• , 'Фгr+ll.• а затем векторы 
C!l'r+~+l• ••• , 1r+81+ .. • не входЯщие в 'ФВа· ПродОЛЖSJI 
этот проnесс дальше, мы получик пос.педоватепьвость 

строк, причек первая состоит из векторов системы в,, 
вторая вs ае.кторов системы Bt. третья иs векторов ско~ 
стсм:ы В1 и т. д. К.аж.а.ая из таких строк справа может 
выстуnать из-под предыдуще"l строn на веско.аыr:о sпе­
меиrов. Таким образом, эти строки образуют лесенку 
со стуnекькаиа, распопожекиыми сnрава. В качестве 
верхней nпощадки лeceнiUf взята енетема 8 1• Ваяв вектор 
h, из строки. в,, каходящиАся Rl cтyneiJьxe 'тоl строки 
и выстуnающие из-nод пре4Ыдуще8 строки, мы nопучим 
жордаиову серию 6:1, ~~ •• • • , .. ~16:,: 

в. •• .,... ,, 
в, Фti .... • • • .... • ..... 1 • • • lr+t~~ 

Вs .. ,1 ttta • • • ~.. 'tlr+l • • • .,,..,. lr+"+! • • • lr+t~~+ .. 
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