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ПРЕдИСJIОВИЕ 

Несколько лет тоиу назад в решр.п наnисать еерню 
небмьших ккиг под названием «Знакомство с высшей 

математикоА•, оредвазиачЕ!нную д./111 WKOJIЫntftoв, инте· 

ресующихси математикой. Две кииt'И из этоА серии сМе· 
то.д координат• и сАнииз (Sескоиечво w.алых• уже опуб· ' 
лвковавы. сАпгебра» ямяется третьей )(Ннrой в З1'0Й се­
рии. В вей ораведевы основные результаты u.rебры, 

включая: теорию оnределителей. Этот paЗAeJI составляет 

главную часть книrв. Кроме тоrо, киМrа СОАержнт раз­
дел, посвященвый корням мноrочле.иоа и коммексвым: 

чucnaw. При этом nравила переwаоже•в• комплексных 
чисел, ВЗIIТЬIХ в триrоиометри.чесJWА форме, .а.ох.а.sыввют­
ся без использования форJ~~ул трИ.rовоlf:етрии дли коси· 
иуса суммы и сииуса суммы. 

Большую работу пРи редактировании этой книги 
лроделад С. М. Асеев, за что я выражаю ему благОдар­

ность. 



Глава J 

ТЕОРИЯ ОПРедЕЛИТЕЛЕЯ 

1 1. Вu:тор1111о арктранетаа 

В эток параrрефе будет рассмотрено важнейшее длА 
лввейноА urебрн oOIUiтвe векторвоrо nространства. 

Определение 1. Последоаателъвость 

.. -( .............. ) (1) 

нз n действнтелънwх чксел, расположеиных в определен~ 
нок поряд.ке. указанном в формуле (1), вазываетСJI 
n·.мерномс oe"ropo.~e. Совокупность А" всех n-мериых 
векторов называется n .ttерны.м ге"rорньис npocrpan.­
crtюJA. Числа 

.r'. zl •••.• .r" 
называются t«Юрдuнатuи вг"rора .r (cv. (1)). 

Вектор считаете• равным иул:JО и обозвачаетсJI через 
О, если все его KDOpARHITЪI равкы вулю. · 

Произвольвый вехтор .r из А" может быть умножен 
на деlствнте.пъвое число с. Дл• получения этого пронэ· 
ведевия каждая координата вектора z умиожаетси ва 
число с. Таким образом, 

c .. -(cz1, сх' • .... c.r'). (2) 

Каждые два вектора .r (см. (1)) 11 

r-ur.ll' ..... v"> 
из А" моrут быть Сl!ожеиы. При этом координаты их 
складываJОТСR, так что 

.. +r-(z1+g1,z'+ll' .... , .r"+y") (З) 

(ciiL rл. 4, пример 1). 



А) Ес:.ов , 
(4) 

;;::~~~= .. ~ ~)е:{f>~в .,r:f;:~::.аи:Ь•·.~~:~=: 
вую форму: 

·-····+ ..... + ... +<'•.. (б) 
rде с1, t.', . . • , с'-деАстввтел:ьвые числа. 

В да.пьиеlwем м:ы будем оользоватьси сокращеивыми 
обоэначевв•м:в ма сукмироваив•. Икевво, если а одно• 
uене одяи в тот же обозначенвый греческой б);uol ИИ· 
деке встречаетеи один раз вверху и оАИИ раз ?внизу, то 
это означает сумму по всем значеввям эТоrО·, ивдекса, 
Таким образом, формула (б) перепвснваетсJ('IJi виде 

z-caza• 
Совохупв:ость из k векторов (4) счвтаеrси AUNidнo 

неэависwюа. если ве)('J'Ор, опредмеввнl формулой (5). 
обращаетси в вуаь JIIUПЬ при условии, когда 

c~-ct- ... _"...,о. 
В ПJI01НIHOW случае, т. е. еслв сушеств)10Т тапе числа 

с1, ... .. . , с', (6) 

~;Jt~ fб1)~8:~р~~~с~ ::::рс:~о~е:;:е(~А в~~: 
ваетсR Аинеано :tuu&IIJЮiL. Ес.пв к соаокупвоств JJввеА,во 
зависвмыz вuторов (4) присоедвнить еще кесхопько 
векторов Z"+l• Z.цt. • •• , s,, то расширенная сововупвость 

Sto Ж,. •••о Zr 

будет лвиеАво зависимой. Именно, если совокупаость 
козффнциевтов (6) осуществляет JJИВеАвую завясиwостъ 
векторов (-4), то м.w имеем соотношение 

c•z.+OzA+I+•••+Oz1-0, CI._J, • •• , .i, 

nричем не все чиСJJа пос..iе.цовательиоств 

с1, с', •••• с11, ci+'-0, ...• с' .",.О. 

равны ву.п:ю. 

Ec.u в векторном пространстве А•, состоящем вз 
всех векторов ВИАа ( 1), рассмотреть те векторы, АЛя ко~ 

~=~ i·:e;::::·~~~a:::=• А3~ь~: ;.'::;:;:: 



n- 1, которое вазьmаетСJI IWOpдwttuньuc мдпросrр~ 
er110!t' пространства А•. 

Докажем теперь следующее важное пре.моисев.ие. 
В) CotJOJCgmюcrь .{4) вeкropoiJ n·мtpнozo npocrpaн­

crsa А"' nри k > n. IJCttдa Auнeihu:J заiJисшса. 
Дпа Аохазате.о:ьства достаточно рассмотреть случай 

Jec:::on+1. Доказательство будем: весm видук· 
тивно. Отметим преж.це всего, что для n =- 1 утиержде· 
вне В) справедпиво. Пусть%, g-два вектора nростран-
ства А 1, причем · 

.о=(х'), r=(g'). 

Если числа %1, 1i оба раввы нулю, то кы имееv соот· 
ношение 

при провзволъвых с в d, так что в этом спучае векторы 
~ в 1 линейно эависикw. Если хота бн ОАИО из чисел 
х1, Ji ве равно вуто, то мы имеем сл:еду10щее соотио­
шеияе: 

tl'•-x1g-O. 

Та.пк обрааом, при n- 1 утаерж.ttuие В) верно. 
Пусть теаерь 

.s •• .,. . . . . ... , (7) 

- совохупвость иs n + 1 векторов пространства А•. Со-­
средоточим вввкавяе ва пос:педнвх JЮОрАВН&тах всех 

векторов совокупиости (7). Если все зти коордиваТЬI 

~(:~ '7)~=~;:o=:0=~C::C:;r:~0:0r~~c:E•:;:: 
аевв10 ивдухцвв. .пивеАво ааавсим:а. Допустvк теперь, 
что хотя бы оnв вектор, иапр,мер z,...1, имеет nоспед.­
вюJО коорАИвату, отличную от нули. Torn .ма ХtЖАОГО 
вехтора Jt1 соиокуnаости (7) при j < n можво подобрать 
такое число d1, что вехтор tlt• oпpeдe.ttJIIewыl формулой 

Jt-•t-dl*~t+lr J-1, ... , 11, (8) 

ИМеет ПOCJie.II.BIOIO КООрАНИ8Тf, p88IIYJO НfJIJO. lf ПОТОМУ 
лежит а (n-l)·Nepкoм вехторном простравс:тве. Спедо­
ватепьао, no предпод:ожеввю BBJIYКIUIB векторы 111. 11•, ..• 
. . . , fl• линеlво зависимы:. Таким образо11, существует 
совокупиость чвсеп 

с', с', ••• , с", 



(причем ве асе эти числа равны нулю) такая, что имеет­
ся соотношение 

COffJ=:=O, az= 1, ••• , 11. 

Из зтоrо и из формулы (8) вытекает 

C0Jta- (c«da) %n+l- О, а.- 1, • · ., n. 

;;~:: •. 1fr~~~~P~~~e~н8~cr8) ~~К:~!::о. (7) лииеАво за-
Базис векторного nростравс-rв.а 

С) Обозначни через., вектор из А•, :все кsюрд8ваты 
которого равны нулю, за искпючеиием l-й ~рдинаты, 
котаран равна 1, т. е. nоложим -~-- ' 

··=(1,0, ...• 0), 
··=(0,1, •.•• 0), 

•.-(о, о ..... t). 
Ясно, что вектор Jt (см:. ( 1)) ааписываеrея в IIИA.e 

lt"""'x'*••• а=-1, •.. , n, 
причем коэффициенты х1, r, .. . , ж11, вхол.ящие в 9ту 
формулу, однозначно определены веК"tором z. TiiJfaf 
образом, каж,.а.ыВ вектор ж в вехторном пространстве А" 
аыраж.ае-n:я в виде ливеflной формы относительно век­
rоров 

е1, е,, •.. , •·· (9) 

причем к~ффвциенты этой .. ввейвоА формы. определены 
однозначно. Система векторов, обпадающаи этим своА· 
ством:, называется базшов веltТОрн.ого пространства А ... 
Построеиныl иам:и базис (9) не JIВЛяется едвнствеивыи. 
Оказывается, что пюбая .пинейно незаеиси11аа система 
векторов 

~. ;. ••..• ;lt' (10) 

содержащав n вехторов nространства .4.1111 яа.пяеttя: ба· 
зисом этоrо прос1'равства. 

ДеАствмтепьио, nусть ж-Произвольиый вектор про­
странства А.111• Тогда векторы 

#, "· .;. • •• , ·~-· 
лииейао зависимы, поскольку со.цержат n + 1 вi!itтop 
(см. В}}. Таким образом wы имеем соотношение 

cJr+c0~==0, а =-= 1, ... , n, (11) 



uрвчем в этом соотношении не все хозффвциевты равны: 
нyJIIo, В частностu, коtффицяеит с ве может быть равен 
нулю, так как если бы он бWI равен нулю, то оказалось 
бы, что векторы системы ( 10) линеАrrр зависимы. Поль· 

i[::' т~~~~~:о·;~е.::м .~:~~ш:::=е ( ~~о::.::==~н[у;~ 
считать_ пр~. что c--J, а остальные козффи.u.н:еиты 
со:~раввм. Таким образом, пол)-чаек 

z=e«~, а=-1, ••. , n. 
Если бы вехтор z моr быть записав авапоrичво через 
сиетеку (10), 110 с другими коэффициентами, т. е. если 
бы имело место соотношение 

!ll-4-;., а""" 1, •• • , n, 
то, вычитая nоследнее соотиош~вие из предыА)'щеrо, мы 

получип бы соотношение 

( .. ~"");,.;..о, •-1, ...• "· 
что BBRAY линейной незаввсвмости.вехторовсистемьа (10) 
привоАИт к рuеиству 

D) nvcr• 
c'-tt', t-1, ... , п.. 

(12) 

- не1WТОрая AUIUilнo .нesaвucUJJQA сш:те.ка векторов иэ 
А"'. Ec.tu р < n, :ro систежg (12) ЖlXIIQIO до!WАнить ее"" 
:rорами .,.._,, • , • ; z~ NliC, что cucтe.tea 

AUNВ/lнo HtэaBШ:IUUl. 
Докажем утверждение D). Еспи предложевне D) не~ 

верно, то, присоедвиия к еветеме (12) вектор е1 (см. С)), 
мы получим расшнреввую систему 

••• 1l,; ••• , z" 
обизате.пьио лине.Ано зависимую. Вектор е1 fiенулооАо 
Позтому сред.R векторов состемы ( 12) обязательно ·най­
дется вектор r,, выраж:ающвАся в виАе .пвнеАиоА · ком· 
биваitИи через остап:ьные векторы расширенвой совокуо• 
ности. Значит, любой вектор пространства А11 можно ВЬI· 
разить в виде .пинеАной хом:бпвацив векторов 

•1• <llo • • •t Zf-lt 8f+lt • • • • ~&,, 



Исмючвм: вектор s. из расширенной совокупиости аех~ 
торов и добавим а вей вектор t 1• Из пивейноА не9ави~ 

~~Ж:.~~~ .. ~1: :: ::Яе:!~ь;Т: вili.~ .. ~~= 
которы.l wожво ис.кпючить. Продолжаs атот процесс, w:ы 
придем к анводу, что тобой вепор ПJЮ<:1J)&Вства .А111 

можно оред.ставвть в виде лавейвоl аоu.бнваu.пи веnс• 
ров е1, ••• , ~. что вевозмоино, Т8Х как векrоры: (9) 
лииейио везависвмы. Спедоаатепьuо. предпажеиве D) 
верно. 

Ив преддожении С) видно, 'ПО даввое в ua~an:e~ na· 
раrрафа оnреде.певве п-мерноrо вехториого просtраиства 
А" при помощи координат вектора (см. (1)) в•.·Jiвляетси 
инвариантвым. так как оно эавнсиr от случаАК01аыбраи· 
ноге базиса (9), а базисов в пространстве А111 существует 
бесчислеивое. множество. Позтому м:ьr даАИм другое ИН· 
варяаитиое опредепевие п-мериоrо пространства А". 

ОnреJiелеиие 2. Множество А злекеитов &8!11Ы· 
вае:тси tJЦ'ЮpNЫJj пространсrво.м, если в нем оnреяелены . 
две операции: сложение и ум:иожеиие на деlствитепьные 
чнсла, причем выпмвеко уаовие: еели с в d- АВА чвс­
JI&, а Jt. м. z-апемевты пространства А, 1'. е. три вех· 
1'Dpa, то имеют место соотношения 

C•+r>+•-•+1.1+•>· 
"+•=•+•· 

(c+dJ•-••+~~>~. 
•C•+r>=••+••· 

e(b)-(cd)"' 
1·.s•.s. 

Кроме тоrо, nредпОJiагается, что имеется нулевой вектор 
О, уд.о.sпетворJ~Ющвl условивм: 

•+О="' 
о.-о. 

Прв nомощи операций, нu:еющвхси в векторком про .. 
странСТiе А, м.CUIOio ео~ааить JIRRehyJo комбаваu.wю м~ 
проиввольиоl системы ва веиоров 

т. е. построить вектор 

" ..... ~. ct=-1, •••• ~~. 
r.11.e с1, • •• , С"-деiСТВIIТе.Jiькые числа. 

10 



Таа:м образом, мы можем ·авесrв поuтве JtВ&ейвоА 
аависимоств в 'JIB&elвoй иезаввсимоств векторов, как 
но 01:1110 едепава раньше (ем. С) . 

Е) Ecu в векторном nространстве А нмеета п. ли· 
веАво веэаввсимнх векторов, но нет n + 1 лквеАво неза· 
ввсакых векторов, то считается, что векторвое простраи­

СТIIО А вмщ ptuJJUpНOCf'ь п. н оно обоэвачаеТся через: 
А". ВнбнраR в простравстве А" n .пвнейвс;> веэависимых 
векторов, мы омучик Оuис и nри помощи него коор· 
диватную аапнсь любого иехтора. 

Вехторвое подпространство 

f) Пуеть А-векторное просrравство в В-такое 
nOJI.K&oжecтao ero векторов, что варщ с двука вехто­
раки • в 1 u В в В В:&:ОАИТ таюке • + 11· а варяду с век· 

~З~:Т:n~в~ХО:~:. ~е.0::;:;А:;•то~:.пr,~эч:~~~ 
~:::~~·:т=· H~=J~ nrcrJ::жc:~: ~.:~ 
иае-тея ве"'I'ОРIШ.М подпроетрtuи:rво• простравстаа А. 
Если иекторвое nространство А акеет коаечВJ10 рвзкер­
ность n (см. В)), то его nодпространство В имеет раа· 

мeparn;.~~ пх~:е-::: ':."екторвое nространство, • 
/JP в С•-два ero векторвЬIХ поАПростравства размер· 
вости р • q сооnетстаевво. Вспв для вехторRЫI поА .. 
простраиств ~ в <:- иудевой вектор JIМЯeтcJJ едввствен· 
ным общим вектором, 8 р + q - n, то вехторвое nро­
странство А• расnадается в nрямую сумму своих в~итор· 
вых nодnростраиств дР и Cf. Имевко, .каждый вехтор s 
вз А• прел.ставлиетса в вце суммы 

где r-вектор из В", а а-вектор из С•, причем слаrае· 
мые 11 в z О.АВОЗВачво опред.е.n:евw вежтором *· 

Для доказатепьства иоrо утверждении выберем а 
подпространстве 8" базис 

., ......... ,. 
состоящий вз р алеvевтов, 8 в поJШростра11СТ8е С• базис 
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cocтoJШtRI из q апем:ентов. ОбъеАввик ата .две J:!.ОСЛедо­
ватет.вОСТ'В векторов, мн псм:учим оОСJJе.Ао•атмьвость 

'1• 4ft. ••• , ••• (IЗ) 

Докажем, что эта совокупиость состамяет ба.sис про­
странспа А•. Так как число аеJСТОров еветемы { 13) рав­
но размерности простравстаа А", то дое:таточво доха· 
зать, что векrоры снетемы (13) линеlво везавя:снм:ы.До­
пустик, что имеет место противоположное. именно, нм:еет 

место соотношение 

~;!Jea,-0, аьеl, .. ,.t n. .. (14) 

nричем не все коэффициенты cr, вi9мщие • зто соотв_р• 
шевне, .раввы нулю. Обоэвачик через g сумvу первы:t 

~о~:~~с~':.ы ~~'~е~';r.ез, zи с~ ... ::вч~~ал~~ы:в;л::: 
ереМевно не м:оrут обращаться: в нуль, тах 'IТО х.от11 бы 
оnн от.'l.иqен от нули. При зтоu. соотношение (lf) пере~ 
пясы.ааеrса· в виде 

нлв, иначе, 

JJ--~. 

rде/а:':~б;~:~~~~ы п.рихоАИм к выводу, что вектор· 
ные подnространств• В• и С• имеют общяА ве~m>р, от· 
личный от нуля, что прот11воречит предпОrJJоженню. 

Та101м образом, система ( 13) а:в.п:иетси баэисом про· 
страиств8 А11 11 каждый вектор х из А11 может быть sапи~ 
сав в виАе 

~&=~о.~ o:ocol, .... , n. 
Обозначаи 1fерез g сумму первых р с.паrаеwыж nоследвей 
суммы, а через z-сумиу остальных слагаемых, прихо· 

ДИМ К ВЪIВОду, ЧТО 

rде geiP, zeC•. Таким образам .• утверЖJtенве G) до-
казано. - · 

1 2. JlнaeA•we oroбpuc.eнJHt 8tаторвwх 
аространст• н катрJЩw 

В &ТОК nараграфе С\удет поsаааво, ка111: пикеlвое ото.· 
бражеиие одного векториого пространства в Apyros sa· 
даетсх матрацеВ. 
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Эдесь будеw nользоваться сокращенными обоэиаче~ 
ивами А11.Я суwиировавия (см. § 1. А}). 
ОпреАелеиие З. Пусть АР в B•-JUJa векторных 

пространства размерности р 11 q ссютветствениа. Отобра~ 
1КИ1f.е ер пространства В• в nространство А', т. е. такое 
отображение, которое .каЖАОw:у вetr.ropy 11 е В• ~ааит в 
с.оответстане вектор 

вэ пространства А", пазывает<:я Аин~ilныАС, если аt.шм· 

;:.";а ~~е~ювП:i r;::::В~т::::~= ч:Л:ис'~~~инм~~оры 
~<•'••+ t:'r.J- c'</r, + с'ч>r •• 

Множ~о всех g е В•, nереходящих прв отображе­
кии ер е вулевоА вектор пространства Ao~t, называется яiJ.. 
роя линейного oroбpaжeHIIJI CJI· Согласи~ о6щепрнвнтым: 
обозиачеиииw оно записывветси в вце qriO, Н.епосре.а.· 
ственно провернется (н здесь этого .н..ел&ть fle буду), qто 
Rдро отображения 'Р ecn. векторвое nодпространство 
npocтps.нcna В•. Точно так же .nerк.o провериется, что 
совокупность всех веКторов z е;; АР ви.41 <pJI; rде 11 е .в•. 
есть векторное по.rmространство пространства А .... Оно 
oбo3RtCJaeтCA 'tepe3 ФВ•. ECA!!I· ~·-А-", то про отобра .. 
жевке <р ГО!!орит, что оио есть отображение на прострак· 
CTIO АР, ' 

Закеtнм, lfi'O множество D дейсnвтепьных чисел яв· 
.д:Jrется омамерным векторным пространстеом. В случае 
ес.пи АР есТь множество D, отображение 4р вазывветсR 
АинеdlюЛ фор.аd, з~данвой ив пространстве В•. 

Если * н х-два лннейньп: отображения. CJIJIIIC7P81f· 
ства В• в пространство М, а с, d-два деА~.х 
числа, то оnределяется пинеАиое отображен11е 

~=сФ+dх. 

которое sa,1aettя формулой 

~r-•Фv+ttm· (15) 

Леrхо проверRетса, что отображение <р, за,дааное пой 
формулой, ЯDJiяется лииеlиым мображеннем простран· 
став 84 в nространство А•. Таквм образом, м.но\f\.ество 
всех линейных отображенкА пространства В• ! про­
странство А" является векторным оростр_анством. Пооже 
мы покажем, что это векторное пространств9 имеет КО· 

вечную раэwерностъ pq. 
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Допустим, что иаряАf с упоминутыми векторными 
nространствами А• и в~ имеется еще треты вектор11ое 
nространство Cr размерности r и дано линейвое отобра-

~~~~~~о ввк:о~~~:. пJ~с~~:~~ o~~e~~::uv::e:Eg; 
отображение векторного пространства cr в векtорное 
пространство А•, ставя в соответствие каж.цоwу ero вех­
тору z вектор 

(16) 

Тот факт, что отображеаве, заданвое формулой (16), 
яв.nяеТСR линеАиым, вепосредствецво )lроверяется. Око 
по опреде.пению считается проиэвiдение.н отображен.uа 
Т) в q1 в записывается как IJI'l· Щи акеется еще и qет­
вертое векторвое пространство -1)• разw:ериоств 1 и х 
есть ливейное отображение пространства D• в простран­
ство Ct, то, xpow:e произведения 'P'I• определено произве­
дев:ве tpe. а тa.ur:e два nровэведенвя 

('Р'!)к, ЧФI'<)· 

Легко .проверяется, что оба Отображения, выписанные в 
преАЫ.Q"Щей строке, совпадают weuy собоА. Именно, 
вwеет место равевСТ8о 

(17) 

т. е. nроизведение отображений вссоЩiативно. Действи­
тельно, оба выражевьв, сrоящие в равенстве (17), мож­
но оnисать спмующим образом. Еспи •-произвмьиый 
вектор ва nространства D•, то к вектору и пркмеииеw 
отображение х. К поЛученному вектору ~ применяем 
отобраz:евне ТJ· К nолученному вектору fiШI примевя:ем. 
отображение q~, так что оба выражения, стоящие в ра· 
венстве (17), ROJJ)"I&DТCJI пое.ле.д.оватеяьннl( првwене­
вием к вектору а отображений х., YJ, q>. Отсю.а.а и выте­
кает равенство (17). 

Расскажем теперь. как отображение Ф можно запи· 
сать • координатвой форме при по~ощн таблицы, вазы­
ваеw<lll матрицей. 

А) Пусть .,. ·~ ....• ,. 
,,, t .. .... '· 

(18) 

(19) 

- бiзвсы nростравств А• н В• соответствепио. Bei['J'()p 
911 имеет в базисе (18) некоторые координаты, ааввсR· 
щке от номера J, так что этот вехтор w:ожио записать 
и 



в виде 

fllf1=x;e"., а= 1, .•. , р. (20) 
Если 

r=v'l,. ~=1, ... , q, 

е:стъ иекотары.А вектор из В•, то 

cpJ - .:1' - zlleCP Cl - 1, . .. , Р• (21) 

1'м:вожа• соотношение (20) ва ~~ и суммируя ero по J, 
получих 

..... - .. ,v'•.. g=1 ..... р, ~=1, .... q. (22) 

Пр11 3'1'0111 мы исnмьзовали пинейность отображеняR ер. 
Из соотиоwениR (22) с.ледует соотношение 

z<-zjg•. р = 1, ... , q. (23) 

Послед.нJIЯ фор111ула дает нам выражение координат век· 
тора z.-cpg в базисе (18) через коордвиаты вектора r 
в базисе (19). Таким образок, зто соотношение nред• 
став.пяет собой . .коорднватную запись ·отобрSJКеввя Ф• 
Чис.n:а х;, t o:::::t 1, ... , р; J"""' 1, ..•• q, есtествевно заnи· 
сать в виАе лрякоуrольвоА таблицы 

/~ j, ::: ~ 1· 
.cf z: ... s: 

(24) 

Эта табл1Щ8 иазwваетсв .натрицеа. Число ее строк pa:Jt• 
но р, а чиспо столбцов равно q. Кратко м:н будем го­
ворить, что (24) есть матрица размеров (р, q). Таки111 

~~~;~~~· ~)~:~~0:e~::l::=; о~:ебу:g;~В :Э.~~ 
иом: CJiyчae обознаuм ее через Х. l(рат.:о можно 
эаписатъ 

X-Jzjl. t-1, .:., р; /.,.1, .... q. 

~:::цу обjа~мс'а::н~:;:е.п=~·~::е .. ~Р~~~~~е; 
еадавы базисы (18), (19) обоих nространств А• и В• 
(см. rn. 4, примеры 2-4). 

Если ср-.лввеАиая форма, заданная на В•. т. е. 
отображает векторное 11ространство в• в векторное 
пространство -D действитеп:ьвнх чисел, то u:cno q>f 
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З3ПHCЬIBI1ett.ll В форме 

tr=d,g'. ,_1, .... q. (25) 
Если • и х-два линеАиых отображении проетрв.н· 

ства В• в пространст•о АР, с в d- два действительных 
числа, то опред.елево отображение fP (см. (15)). Пусть 
отображевок ер, •· х сооtветстауют катриu.ы. Х, У, Z. 
Попажим 

В силу (23) мы имеем 

(tpJ)"-.<fg/1. 

('tr>"-Ф'· 
Cu>"= .. ,g'. 

В св11у (15) nопучаек 

ii-1 .. ". .~ р; 

Р-1{ .. .. р; 
р-1:: ... р. 

Если полоЖJtть 
z$ .... ~а:+ dz:. 

X-cY+dZ, 
ТО ПOЛ:)'ЧIIII 

X-1•/f,+d.z:~ 
Последняя: формула определяет умножение матрицы 
размеров (р, q) на число н суммирование двух матриц 
этого размера. Из нее видно, что пространство всех мат· 
риu. размеров (р, q) есть веJtТОриое пространство раз· 
мерности pq. 

В) Пусть АР, В11, С"-трн векторных пространства 
указанных размерностей, q~-лвиеАвое отображение 
пространства В• в пространство АР, а -ф-линеАвое ~ 
браженке nространства cr в пространство В•. Пусть 

........ .. е,.; '·· t~ ... , t,: 6 to ,,, ••• , g, 
-базисы рассматриваемых трех векторных простраиств 
АР, Bll и С' соответственно. В зтих базисах отображекию 
"Ф соответствует иекотораJI uатрица У-= 1 у~ 1 разкеров 
(q, r). Иvевво, если 

•-ztl." •-=••- Y"f•, 
то в силу nре.моженв• А) имеем 

g'-v~ (26) 

н матриuа IY\~ 1-1, . ... q; k -1, .... r, соотоетст· 
аует ОТQбражеввю 9· ECJJк теперь Х -J.cJI-кaтpвQ..I, 

•• 



соот11ететаующая отображению q, то в силу А) 

%1 - zi!J'· (27) 

Подстаuяя координаты вектора 1J из форwулк (26) а 
послеnюю формулу, попучаем 

~~-.r~~· 

;:;::.:~:Sазф:р~;~~ажеиню cp'(l соответствует матрица, 

f•I!Jt• 1-1, ... , р; ~-1, .... q; k= 1, ... , r. 
(28) 

Матриuа (28) считается проиэведеншя )ICatpuц Х и У 
н записwваетс.и в виде ХУ. так что мы имеем 

Xf=l•!!'tl· (29) 

Эдесь отображению 'Р соответствует матрица Х разке· 
ров (р, q), а отображению Т соответствует матраnа У 

~':~?з~~~еJZ~'~Р.~fбК:~:и:~ ~:Т~:~=~~::;.:;:~~~ 
ножекия матрИЦ. Х в У в случае, есля матрица Х имеет 

~:J,•jy ~б:аэ~~=~.;-n~;:тJо:~и~8~~~ =тр~:: 
Х ка столбuы матрндw У. 

Ес:л11 вариду с оростраиствамн АР, В,, С' рассматри~ 
ваетси еще четвертое nространство D• н отображение х 
nространства D• в nространство С', nричем О'l'Ображе· 
нию х соответствует матриnа Z размеров (r, s), то onpe• 
делены прuиэведеиия матриц 

ХУ, YZ, (XY)Z, X(YZ). 

Поскольку имеет место ассоциативность при nеремно· 
женин отображений (ск. (17)), то для соответствующих 
ма?риц ояа тоже ниеет место, т. е. мы нмееw. 

(ХУ) Z-Х (YZ). 

Правую часть равенства (27), оnреАеляющую коор­
.в.миаты вехтора s через координаты вектора g, можво 
трактоваn ~tак nроазведеиие wатриnы Х на одиостолб· 
цовую матрицу (/, rде g nре-дставляет собой еы.nнсанные 

::;u~e ~f~C::'J~~~~~6&(2~) ~е~~;~ м:~~ t::~ 
записано в виде 
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rде _ матриц·а t nредставляет собой стопбеа;, в котором 
аыnисаиы координаты вектора "· Оиа имеет размеры 
(p,l). 

С) в~и в предложении А) число q равно ЧHCJIY р, 
то матри.ца Х, соответствующав отображению tp, имеет 
размеры: (р, р) и ивлиетСJJ nадратиой. Особый вnерес 
представляет случай, коrда пространС1'ео В• совnадает 
с nростравствоы: АР. Тоrда матрица Х отображении tp 
пространства АР сакого в себя явпиется квадратиоА раз· 
меров (р, р), во при этом выделяется вrрающаи особую 
р011ь единичная матрица. Именно, ·если отобр_ажевве <р 
=е:~ествеииое отображение, т. е. ~,..еет"Место соот· 

ф«="· ,... 
то мы имеем 

llj=qxt~, 

в потоку в формуле (20) надо считаflо t1-= е1 и все 
ЧЯС-11& zJ. при которых l + J, равны. нyJDO, а ~иc.il.a х~ 
равны едн:иJЩе. Такая матрица назьrаается единU'tной и 
обознаqаеttа череs Е. Для: ее записи пркw:еиается так 
называеиыА t:UAttiOA Кронеира. Это 

6•-{1, 1-J, 
1 О, I+J. 

Таким образом, мы имеем 

в~l6а. 

Ec.rnt отображение 'Ф в пред.ложенви В) является тожде­
ствеиным отображением пространства 8" _.АР На себя, 
то ему соответствует матрица У-= Е, в _нз (29) имеем 

ХЕ=Х, 

Точно так же, если отображение IP в nредложении В) ив· 
пяется тождествекным отображением: nрl>странства 
8" =АР на себя:, то соответствующ3я еху w:атрвqа яв· 
ляетс.я единичной матрицей Е, и м.ы иu:eeu: 

ЕУ-У. 

Особо бo.llьmyio роль e.A.IfRRчнaя матрица играет при 
рассwотревии отображений nрострав.стеа. АР са_моrо на 
себя. Ес.пи !р-такое-отображевие, аХ -соответствую· 
щая ему матрвu;а, то мы: ииеем соотиошение 

хв-вх~х. 
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так что в множестве всех :матриц. описываюших отобрв· 
жевие пространства АР в себя, единичная матрица Е 
играет роль едини.цы в отношении умиожеииR. 

Билиnейвые формы 

D) Пусть А"- п-мервое векrорвое пространство и 

11, е2о • •• , е,. (30) 

;;;:=~~!е~:о~~ :•:~·п:~~~~т!~z:(,.) н~ы:~с~е~:. 
Аиийхеа фор.моа, если она ивляет<:и ливеАной формой 
отвоситепьио хаж.а.оrо из векторов :t н g (см. оnределе· 
ни е З). Попажим · 

a,1=f(e,,•1>. (31) 
Пусть 

z-z-г .. , , ... ,s,l 
-запись векторов Jt в g 11 базисе (30). Оказываетси, что 

н~. r> -а.,>" и'. <32> 
Чисnа tЩ вазыааJОТСЯ ~WЭффичиенruи билнвеАиоА фор· 
мы f(x, r) в баsвсе (30). Овв естесnениым образом с6· 
стааляют ма,.Рвцу, еслв l npиRIIIIТЬ за иомер строки, а 1 
за номер стопбца: 

A-l•ul. 1. 1-1, ... , n. 
Таким образом, бипииеАной форwе f(Jt, g) соответствует 
в базвсе (ЗО) оадратная матраца А поря.а.ка n. Если 
фувiЩ.U f(z, g) ве мев:яется. nрв перестановке ее apry .. 
ментов, т. е. имеет место соотвошевие 

f (~. •>-f fr, #), 

~0и~:е:;:::~: ~:E::e~~~i/'~:p·~:вN::) с~::Т~'fт~::;~ 
снмwетричваи матрица А, т. е. матрица А, удовпетво· 
ряющаи условию OIJ == tiJl• Ес.п:в в билииейной форме 
f(JC, r) ааwевить вектор 11 вектором z, т. е. положить 
g z=o z, то мы nопучим х:вадратичную форму f(JC, ж), соот­
ветствующую билинейвой форме {(.:&:, r). КвадратичнАя: 
форма f(z, z) ивлиется фуика,иеА одвоrо веJСТОра z про· 
странства А". Тапu образом, каждой биливейной фоD• 
we соответствует квадратичнаR форма. Ясно, что дliЯ но­
пучения любоl квадратичной формы достаточно нсполь· 
эовать л:ишь симкетричиые билинейвые форкы. Ес.~11 
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нсхоАUая бипинейвая форма несииметр11ЧИ8, то квадра· 
ткmап форма, соответствуюшая ей, получоеrся вз снм· 
м:етрнчноА б•1Линейной формы f(J:, у), которая эа.д.l\етсЯ 
форыумn 

/(ж, r>-t(f(ж, g)+ f(r. ж)). 
Если ко9ффкпкеиты билнвеАиоА формы f(ж, g) суть au, 
то коэффициенты 4,, билинейной формы /(.r, N) задаются 
по форuуле 

ан'"':'i(а,,+а,.). 
Квадратичная форма f(z.x) каэы!J'8tтеЯnоАожите.tьно 

onptiJeAeHIWfJ, если она положител.ьна прИ любом z + 0: 

/(ж, ж)> О при ";",'о. 
Дoкvtew соотношение (32}. Так как f(.r, g) есть ли· 

веАиая форма относительно *• то мы имеем 
f (ж, rJ -н.-.ф rJ- x«f <•ф 11). (33) 

Далее, так кек Н•о.. g) есть линейна• форма относите.n~r 
во f, то мы иwеем 

f.f• •• r>-t<..:. Y 0•,>-v't<•·· •0>-У'а.,. 
Подстамяя послел.нюю формулу в формулу (33), полу· 
чаем формулу (32). 

Каждой бмииеАиоА форме f(ж, r) соответстаует в ба· 
висе (30) матрица А ее козффяnиеитов. В саязн с этим 
возииюiет вопрос, нельзя ли выбрать базис ~30), r. е. 
систему координат в пространстве А11, таким образом, 
чтобы матрица А nолучипа наиболее простой вид. Эта 
задача буАn решаться nозже д..1я с.пучая сиМметричных 
форм uи, что то же самое, д.п.и случая кааАратичиыж 
форм. 

Е) Симметрвчиа.и билинеиная фсiрма (.к, 1) двух ne· 
ре .. еиных z и 11 однозначно определяется соответстгую· 
щей квад.ратвчной формой как функцмеА оАпоА nеремен· 
вой. 

В самом: .в.еле, мы имем 

/(а+ r. а+ r)-f(ж, а)+ f(a, g) +f!r. жJ+I!r. rJ. 
tfo rак хах f(x,f)e=f(p,.к), ro вз 91'0ro no.lf)"lae.w 

/(.<, •>-{1/(z+ r. z+ rJ -/(z, а)- /(1. rJJ. 
Здесь слева стоит бJJлпнейиая форма f(•, f), а справа ­
nаl\J)атичнаа форма от перемеиuьu. s. ' в а:+ 1· 
Jl) 



1 3. ОnреАмliтии 

В лииеАкоl алгебре иrрают важную роль t'IK вазы· 

ваек:~~gе:а~т:::о;л:.~~~:еиикаиты. 

X-lzJI. 1-1, ... , n; 1-1, ... , ,., 

определенным обрuом с:таввтсе в с.оответСТIIие векото· 
рое чис.11о D(X), ямиющееся впопве опредепеввой фувк· 
цяе11 злементов матрван Х. Эта функцве D(X) наsы· 
вается опргдгАи:rелем ил в дtl'npliWUJНTOA матрицы Х. 

Определители облаАаютрцом. замечательных своА:ств, 
которыми в объясииется их роль в алгебре. Сфорwу.nи· 
pyew ааравее своlства а) в Ь}, а:впиющиес11 основными. 

а) ny .... 

-l·• C'fJIOKa матраnы Х. Оказьrвае?Ся, что если рассwат· 
рнвать .&1 как n·меринА вектор. то определвте.'1Ь D(X) 
яаляетси ero .nннеАноА форм:ой, т. е. ааписываетея в виде 

D(X)-daz~ а-1, ..• , r, 

r.де ко!lффнаяевты 3TOI пввеАиоА формы, т. е. числа 

d1, tJI, •••• d", 
уже в е зависят от мементов l·l строки матрицы Х. 

Ь) Пусть Х'- w.атрвца, по.лучающаяся из матрицы Х 
переставовкой местами явух ее строк. Тоrда окаэы· 
Bleтc:J(, ЧТО 

D(X')=- D(X), 

т. е. вря перестtвовке двух строк матрацы Х оrrре.а.елн· 
1'ел:ь ее wевв:ет анак. 

Если присое.n.ивить к этим .IIВ)'II: свойствам а) и Ь) 

~~~;:,жке;;~~:~.~:~~~Т:З~~!·Ф~~::Н:D(~)м:п;:~~ 
пяеrся о.а.воsиачво. 

с) Если Х-= Е- еАИRИЧИая матрИilа, то мы имеем 

D(E)-1, 

т. е. оnрсщмите.пъ единичной матрицы равен цnнце. 

сло~~~~:::нО:::~~еиК::с~~;::: ~р~~оЛ::~~~ 
которое ее описакве. 



Ф)'ИКRИR D(X) оnредепяется как суыма РЭатых с оп· 
редuеавыми аиаками провзведений вида 

.x}l~ •••• .xj". 

rде посл.едовател.ьиость 

ь-(f,,J,, .... J.> 

(34) 

состоит ив расnОJJожеввых в векоторок пориди вату· 
ральиых чи,;:е.п: 

•=(1,2, •. ., n). 

Тахим образом. пронаведение (34) ·(одеРжит один мНо­
житель, ваатнй из каждой строкнi;р один мноЖитель, 
взатый на каждого столбца. Знак, с--которым произведе­
ние (34) входит в сумму, составлающую D(X), опреде­
.лается .а:ово.nьио сложно. Он зависн1: от тоrо, в каком: 
отношении порид.ок чисел последовательности Ь нахо· 
ДВТСJI ~ порцку чвсе.л последователькости а. Перед те111 

(;:),0~Т: Фо;~;~S:':/~::Е:еп8:т~ D(r)и:В:~~~ 
n=~ . 

Лрв n - 2 вu:ее~ 

D(X)-·жfxl-x~f 

(cw. гл. 4, пример 5). 
А) Перестановкв. Пусть 

•=(1,2, ... , n) 

-nоследовательность натуральных чием от J до п. и 
b=(f,,j,, .... J.} 

- ПОС.IIедоаатепьность тех же чисел, расположенных в 

каком-то порядке. быть может, и прежнем. Последова­
тельность Ь называется пересrановrоа пОС.IIедователь­
ностн а. В да.пьнейших рассм:отреииих не играет суще~ 
ствеппоА ропи, что nоС:педовательиость о состоят из 
первых п. ватурапьных uсел, расположеиных а возра· 

С1'ающе.w nopяue. Важно. что а есть О()(.ltедовате.п:ьность 
из n разтtч.аы:х симво.пов, расположеин:ых в оnределеиноы 
поря.Цке, а Ь есть uоспедовательность тех же символов, 
расnопожеивых также в опредменвок порядке, быть мо­
жет. совпадающем с порядком пОСJiедовательвости о, 

ЛОСJiедОвательвость символов Ь называется перестанов· 
хой nос.nедоватепьвости а. 
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Если (и, и)- nровзвмьваи пара свмвмов из после­
доватеп:ьв6сти а (подразумевается, что и в v-ua раз .. 
.п:н~вых симвопа). то в поспедоВатмьноств Ь ови м:оrут 
СТОЯТЬ 8 ТОМ же ПОрВАке, ЧТО lil В а, RAB В ПрDt11ВОПО• 

:~:.~:~:~~p~o~1cn:::: {и~~~·%~в~~~я:о:О в 8~~~~ 
варушеа. Если число таквх пар (и. of. ва которых nорв· 
::ь~еgе~:~::с; ~~~~=р:::::~вТ:О:О:ЛО::~ 
вательвОСТ1t а, в nротивном случае- шtterн.oa. Если 
перестаковка Ь ч~аи, то ей ставится в соответствие 
число + 1, ес.n:в перестаковка Ь вечеткая, то eR ставится в 
соответствие число -1. Это записьmается в следующем 
виде: 

[i]-+1. [f]--1. 
СоrласИо определению ПОСJIЦОВательиость а может рас­
сматриватьсJI ка1: переставозка послцовательвости Ь, 

в потоку onpe,11.e.n:eиo число [~]-±1. IU caaroro спо· 
cot!a nодсчета четиости и.n:n вечеrвостн c.ne.uyeт равев· 
стsо 

Это следует BJ тоrо,. что пару (и:, о) можно брать как 
в последовательвоств а, так и в после.ц.овательности Ь, 
и факт нарушения порядка имеет место в обоих случаях.. 
Если после.ц.овате.п:ьвость Ь' получаетса И3 последова· 
тельности Ь путем перестаковки в Ь местами двух сим· 
волов, ro мы будем говорить, что Ь' п~учена вэ Ь ny .. 
тек парвой переставовки. Среди парвьu: перестановак 
следует выделить парвые nереставовкв д.вух соседних 

символов. Оказывается, что имеют место четыре следую­
щих свойства переставовок: 

1) При парной перестановхе uyx соседних символов 
в Ь ч:е111рс.ть перестаиовкн Ь меняется: па противополож· 
ную. TaRRм образом, если Ь' получена из Ь nутем пар• 
иoll: перествновкн сосе.D.ВКХ симвмоа, то u.ы яw.еем 

(35) 

2) BcякliR париая: перестаковка симвмов поспедова­
тельиоств Ь может бьпь получена путем пОСJiедОватель-­
воrо nрименеива иечетвоrо чиспа парвых ~ерестановок: 

:18 



==:к~и~:;:::.u~:ютд8а ,;:е~~~у~Т: {/s},n:!:~A :ре~ 
парной перестаковке соседних символов, т. е. если Ь' по­
лучена из Ь путем парной nерестав:овки, то 

[f]--[-;. ]. 
3) Всякая перестаноака Ь может бы1'Ь получена из а 

путем коиечиоrо числа парн:ы:х перестаиовок . 
. 4) Если а, Ь и i:- три перестанов.ки из rr снмвмов. 

то имеет место фopvyna 

[7]=[Т][-%-). / 
ДQ.кажем. свойства 1)-4). 
Докажем 1). В последовательности Ь воэьм:еи два 

... 

~~=и~и::,::к1~·J~~ ~~= (j~,,j:feeJl•~:~~e е~~ 
:~~-~=.·:о~~~=~:и (h:..n/~~e 0~~· ~~~) 6~~~~~~е~и0~ 
сде.дова.nл:ьиость Ь' nолучена из nослед.оввтельиостя Ь 
nутем перест-аковки сииволов j 11 н /~t+-1, то на подсчет 
числа нарушений порядка w.ожет впиить только пара 
(J •• }lt+t), других изменений nри nерехо.п.е от Ь к Ь' не 
проиэойдет. Таким: образом, свойство 1) доказано. 

Докажем Свойство 2). Пусть J11, j1 ~два симвода пз 

~~:К:~с:;;:~вk 1~.0~~~~kra~~:~~в пв:нь~А и~=~~~: 
щнАси. с }11 и кончающиli:ся j 1, заиеиuм символами 

1, ~ ..... р-2, р-1. р. 
В этоQ поспедовате.льности произведеu: nариую переста· 
ковку АВУХ _последних соседких между собоА символов, 
т. е. чисел р-1 и р. Тогда пмучиы последов·ательиостъ 

1, 2, •..• р-2. р, р-1. 

В этой последовательности провзведем паркую переста­
ковку соседних. си.w:волов р- 2 в р. Тогда получии по­
следо.вате.пьпость 

1, 2, . ... р, р-2, р-1. 

Передевгаи таким: образом: число р налево, мы поста­
вим ero в ко}Ще ховn.ов на первое место, т. е. получии 
пос.педовательность 

р, 1, 2 .. . .. р-2, р-1 • .. 



произвми nри этом р- 1 паряую перестаповку сосед­
но символов. Теперь то•шо такпм же способом в по­
следней nоследовательности переrоннм символ 1 а конец 
последовательности, nроизвода парные перестановк11 со­

седних с:нwволов. При этом мы должны будем nро••э· 
вести р- 2 nарвых nерестановки сосед.них символов. 
После этого произойдеТ парпая перес:тановка символа 1 
и символа р в результате 2р-З парвых nерестаковок 
соседНИХ симаолов. Итак, утверждение 2) доказано. 

Утверждение S) будем: доказывать индуктивно по 
числу n. Пусть Ь-та nерестановка, которую мы хотим 
получить нз поспедовате.nьнос:ти а nутем коиечяоrо 

чoCJta парпых nерестаиовок. В nоследовательност.и Ь 
имеется число n. Путем одной парной nерестановин его 
можно поставить на последнее место. Это очевидно. 
Если n уже стоит на пос.педнеw месте, нам. инкакоn ne· 
рестановки делать ке нужно. Пусть теперь в последа· 
вательвости Ь символ n уже стоит на последнем. месте. 
Тогда посл.ед.овательиость 

6-(J,,j,, ...• ,,_,) 
является nерестановкой последовательности 

а-(1,2, . . .• n-1). 

В силу nредположения индукции последо~ательвость 6 
моЖно получить из nоследовательности d путем коне'l· 
ноrо числа парных перестаиовок. Таким образом, мы 
перевели последовательность а в последовательность Ь 
путем конеч.ноrо числа парных перестаиовок. Утвержде· 
ifИe З} доказано. 
· Докажем 4). Пусть JL--ЧRC.IIO парных перестановок, 
при помощи которых можно nеревести последователь· 

кость а в последовательность Ь, а -v- ЧHCJIO тех nарных 
перестаиовок, при помощи которых последовательность 

Ь можно перев!'!стн в последовательность с. Тогда пос.п:е· 
довате.пьность а можно nеревести в. последовательность 

с при nомощи i1 +у парных. nерестаиовок. Таким обра· 
sом. 

[i-]-(-1)", [~J-(-1)•. [7]-(-1)1'+•. 
Итак, своlkтво 4) докаэаво. 

Следовательно, предложевне А) DОJt.Ностью доказано. 
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д...• илпюстрации пред.поженн11 А) рассмотри., все 
перестаковки послед.овате.льности 

•~(1,2,3), 

состоящей нз трех символов, и выясним четиость в не-
•етвость этих nерестаиовок. · 

Пусn. 
ь~(1,2,З), 

таи: что Ь совпадает с а. В nоследовательности Ь ни на 
одной паре симвмов ве нарушается пор8док,. Иllеющий­
СJI в а, позтому переставовка Ь четва. 

Пусn. r 
ь-(2,1, 3). 

В 9ТОI поспедовательвости Ь имеется иаруше.нЯ~ nорид­
ха иа паре (1, 2). В последоватеJrьиоств а ова стоит в 
nорядке {1,2), а в посл.едовател:ьиости 6-в порядке 
(2,1). На друrих парах нарушени• поряАХа нет, nо­
этому поспед.ния. перестаиовка Ь в этом случае нечетва. 

Пусn 
ь~(I,э,2). 

В атоА перест-аковке Jtмеется нарушение nоряАка ва 
паре (2,3). В nоследоаатепьиоств Q она стоит в поридхе 
(2-,3), а в последовательности Ь-в nopuкe (3,2). 
В других парах в.арушевии порЯАК& в.ет, позтому пере· 
стаковка Ь иечетва. 

Лусть 
6=(2, 3, 1). 

:а;~А (~.еЕ}~(?,~. Ь д~;:;сяи::д:~и11ве0:;:;::•и::. 
nозтому переставовка Ь в этом случае четва. 

Пусть 
Ь-(3,1,2). 

:а::1 ( l~K}~88{2~3). Ь д~';:СЯиа8р8:~~~Н:еп:::::• и::. 
nозтому перестаковка в этом случае четна. 

Пусnо -
ь-(з,2,1). 

:.;:~1(t~1)~(rз;:<2~ з)~i=м и:s:::~еп:р0~~:а:: 
Ь иечетва. 

ПереЦем теперь к конструктивному описанию ооре­
депвтuя . .. 



В) Сог.пасво опредепевию, Аавиоwу в nремож:е­
нви А). поспедовате.льность а' из n различных сиwволов 
называется: nереставовкой послuоваtе11Ьности а из тех 
же n свм:волов, если а а' переписаны те же символы, 
которые входит в а, ко а векотором порцке, быть мо• 
жет, совпадающем: с а, а может быть, отлачиоы от а. 
Окаэыааетси, .llтo nереход от nоследовательиости а к 
nОСllедовательиости а' однозначно определя:ет nереход 
от любой перестаиовц: Ь поспедовательиосrи а :к веко· 
торой определенной перестаковке Ь' nОСJJцовательиости 
а'. Таким образом. переход от последовательности а к: 
пос:лцовател:ьиости а' оnределяет некоторую операu.ию 
перехода от любой перестаковки Ь к векоторой переста· 
новке Ь'. Эту операцию мы обозначим через ер и будем: 
называть операцией nepecтaнoвlfU. Операци11 переста· 
иоакв 'Р строится следующим: образом. Вылншем под 
последовательностью а последоватепьвосrь Ь так, .чтобы 
под кажд.ым: 9лем:евтои z nоспедоватеnьиости а ока· 

эался векоторы.l злемент у последоватеЛьвоств Ь. Эти 

два зпемента составит столбик =· Та.к. мы получили ПО• 
спевоаатмьвость И3 n столбиков. Еспв мы подвергвеw 
му поспедовательвость вs n столбиков векоторой пере-­
стако»ке, то она опредепет некоторую переставсаку по• 

следоаательвости а и некоторую перестановl'tу последо­

вательности Ь.. причеы перестаковки эти тесно связаны 

между собой. Позтому обозначим через q~a перестановку. 
полученную из а, и через ерЬ перестановку, пмуч:енвую 
из Ь. Ясно, что перестаковку стопбикоа можно выбрать 
так, чтобы ср(а)= а'. Тогда положим Ь' =ерЬ. Так мы 
nолучили некоторую nерестаиовку Ь' nоследовательностl:f 
Ь, одиооначио определенную переставовкой а' последова~ 
тельности а. Оказывается, что переход от поелцовате.пь~ 
ностн Ь к ее перестановке Ь' определяет ту же операчию 
переставовки ер, которую определил переход от а к а'. 

Докажем зто. Пус'I'Ь с- векоторая переставовка no~ 
следовате.пьиости а и с'-та nерестаиовна пос.педова .. 
тельности с, коrораи индуцируется перехояом: от а к а'~ 
Докажеw, что переход от Ь к Ь' индуцирует тот же са• 
мыА переход от с к с'. Для тоrо чтобы убедитьсв а этом, 
достаточно выписать под последовательностью а сnерва 

nос.nе.~tовательность Ь, а nод Ь пос.педоватем.иостъ с так, . 
ЧТОСiы образовалась 'I'рех&Тажвне сто.пбики вида 1 • . 



Овuывается:, '11'0 имеют место иижеслщющне утвер 
ЖДОНИR \), 2), 3): 

1) Еспи а и Ь-две различные переста ковки, то tpa 
и r.pb также различны. Для доказате.~~ьстаа этого выnи· 
wем: посл:ед.оватмьности а а Ь друr под друrом. Так как 
nоспедоаательиоста а и Ь различны, то существует стол· 

бик ;. в котором инжвиА sпем:евт не совпадает с верх· 
ним. Ясво, что ори любой переставовке полученных так 
столбиков из столбика получится стОJJбик иs тех же 
дsyJ: злекентоа, раЗJIИЧНЫХ между собрА; "1'8К что 

q>a.,.~. i • 
2) Если tp1 и q~1-две операции пересrровкв, совпа­

дающие ка а, т. е. если 

ФJ4=Ф20, 

то операции nерестаковки ср1 и CJit одинаковы на любой 
Apyroll: перестаковке Ь, т. е. из IJitG ..... <psa слеА}'ет tp1b""" 
= !pth, иначе говори, r.p1 =:о ср2• Дли доказательства этого 
напишем под. nоСJtедовательиостъю а пос.пе..в.оеательиос:ть 

Ь. Кажд.оА 8э переnавовох ср1 в qJs пос.пе,довательвости fJ 

СОО'rВетствует nерестановка СТОRбНtrов. Но так как 8а fJ 

tp1 и ·Q11 совпадают, то nерестаковки столбиков, соотве-r­
ствуюЩJJе ср1 fl ср2, одинаковы. Позтом.у (91Ь - ~. 

Э) Имеет место равенстао 

[f]=[{i-]· (36) 

Дпи доказательства этой формулы выпишем друг ПО./!. 
друrом ПОСJJедователькости а в Ь. Операцию nереста~ 
ковки IJI можно рассматривать как перестаковку полу· 

чевиы.х столбиков. Согласно предnожеияю А) она может 
быть осуществлена nyтew: векоторого ЧBCJI8 оариых nе­
рестаиовок. То же число парных переставозок доста· 
точно MSI nерехода от а к «ра н от Ь к q~b. Таким обра­
зом, равенство (З6) доказано. 

Оnреде.пенне 4. Пусть 

х-1х1~ 1-1, . . .. ., · 1- 1, ... , n, (З7) 

-uадратваи катрица ра.sкеров (n,n). Ее lfW будем 
иазыаать мадраrноа .иarpuqгa порядм. n. Пусть 

a;;a;;(l1,t., ••.• t,J .. 



- векоторан перестановка после.д.оватеJIЬИОСТИ вату· 

ралькЫI чисел 1, 2, ... , n, 
Ъ-(f,,f~ .•. , /.) 

- пере<:таиовка последоватепьвости а. Тоrда определи­
тель D (Х) задается формулой 

D(X)- L[T]zi:z;: ... х~. (38) . 
Эдесь суммирование ведетек по всем перестаковкам Ь 
ооследоватепьности а. 

Докажем, что ecns вместо последователькости а 
взять лJDбую ее переставовку 

а'=(~.;;, .... i~)==~. 
а . вместо п.оследовательности Ь взять nоследователь· 
н ость 

b'-(f,.f. • .... f.)-~b. 
то оnределитель D(X} можно задать формулой 

D(X)= L(f.]z'! ... ,•;. (39) 
... ,, 1,. 

Доиажем формулу (39) . Заметим nрежде JScero, что 
если вьшисать друг nод друrоы nоследовательности а 

н Ь так, как это сделано в предложении В), то опера­
ция ~ uерестановки столбиков равносильна переwене по­

рядка множителей в одночпене . х;: •.. х;:. nричем од• 
HOЧlleH атот не меииетси. Таким образом, мы имеем ра­
венство 

z 1l ••• х'•-х~ ... x{t."• 
t, ,,. ,, 11 

(40) 

В сипу утвержд.ения: З) предложении В) 

[f]-[ТJ. (41) 

Из /а:'::'~б~~% .. ~ ~·~~РС:;:%е(зК)88:;;ве:~:~ьиость 
а мо:жет быть замевена любоА ее перестановкой о', а 
Ь-ооответствующеl перестаноахоА Ь' (см. 8)). 

Определение 5. Каждой матрице · 
x-I~JI. i - l, ... , р, /=1, .... q, .. 



разкеров (р, q) взаимно однозначно ставятсв в соответ­
ствие траNспонированная tc не4 жаrрица разкеров (q,p), 
которая обозначаетсs: через ХТ Для того чтобы запи­
сать матрицу хт в виде формулы, положим: 

хт=и-(иВ. l=t, ... ,q, 1-t, ... ,p. 

Тогда ЗJiеw:еиты матриttы U задаютсs: формупой 
uj-xl. 

ма:и:;.:г .ч:~~,.:~л::о ~~~~~:т: х~о~~~~=~~~~ 
иатрliЩЫ Х путем поворота последней вокруt-ЛлавноА 
диаrовми. Главван дивгональ матрицы Х-это ливня, 
идуЩая из верхвето левого уrла xJ направо вниз под yr· 
лом .CSO. Тоrда nри повороте матрицы Х ее строки npe· 
вращаJОТСя в сто.nбцы матрицы хт, а сто.пбцы Х в 
строки }{Т, 

риц~)р~~~~овХ(~~)~т~:i:а ta:;:~coc~~:~ 8пр~;-а::: 
вне 

z-XY. 
првчем матрица Z имее.т размеры. (р, r). Окаэwааетси, 
что имеет место соотношение 

zт,_утхт. 

Дл• дохазательства 9ТОЙ формуJIЫ положим: 

хт-и. YT=V. zт~w. 
Пусть 

Для траисповировавиыz матриц U, V, W имеем 

uj-.r{, о'-111· t~~L-~· 
В силу 9ТИХ формуп: попучаем 

mi-= zt == z"~ -y!.r! = o~uJ. 

(42) 

Т ах.;: oO:~~~~~.t~0f/'%:Ьa ~~ :=:~нtiЯ 1fsадратная 
жатриЦ4 nopяiJк.a n f~v. (37)), а хт -TpQJШIOнuptJtJaн~ 
=р~Цн:~:r,::,ч~. ~:=~а:т:~:а ~=ет 0Аа:::атн": 
венстsо 

D(XT)-D(X), (43) 
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Тсисим образом, АШтрица х и транспонированная " ма 
.катрiЩа хт и.wгют равные определитеАи. 

Доказательство. Для доказательства формулы 
(43) положим 

При tтом 
и;-~{. (44) 

В силу оnределения 4 имеем 

где 

- некоторав фикснроваввая перестаноаха из n перВых 
натуральных чисел, а 

ь-(J,,J,, .... IJ 
- произвольиан переставовка из п. первых ватурап:ьвы:х 

чисел. Суммкроваиве ведется по всем переставовкак Ь. 
Заменяя элементы матрии.ы. U элементаки матриu.ы Х 
по формуле ( 44), получаем 

D(U)- L[f].t:•.t:• ... -""· (46) 
• 1 1 • 

~:~а: :;::Сио~ 0(~м~f:J})ьr сч~Э:~~~;=~;;~:;~А, 
а после.а.овательиость верхних индексов произвольной и 
суммирование ведется по этой nроизвОJIЬвой переста· 
новке- верхних индексов. В формуле (38) фвJtСВрован~ 
ной являетсJI пос.nедовательность верхних индексов, а 
последовательность нижних ИНllексов являетси провэ­

вопьиой, и по ней ведется суикнровавие. Для того чrобы 
nреобразовать сумму (46) в сумму (38), мы .а каждом. 
елагаемок суммы (46) переставак множители тахик об• 
разом, чтобы верхние индексы: составили некоторую фих• 
сированную .последовательность 

d - (i,. i. . .... i.). 
При эток окажется, что нижние ввдексы: составят про­
взволыую перестаковку 

6=(/,, i .. .... jJ 
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из первых 11 натуральных. чисел. Выпишем теперь после­
довательность Ь nод пОСJiедовател.ьностыо о так, чтобы 
образовалась АВухэтажная пара строк. Заметим, что пе­
рестаиовке множителеR в слагаемом суммы соответ­
ствует nерестаковка столбцов в этой nолученкой двух­
э1'ажноА последовательности. Вместо тоrо чтобы гово­
рить о перестаковке множителей, мы можем теперь 
rоворить о nереставозке сто.пбцов. 

Обоэва'ЧИМ через ер• такую опера~ию перестаковки 
(ск. В)), что 

.,,ь-а. 

' Из утаержденва 1) в В) спедует, что АВУ:»' раuичннv. 
перестановкак Ь1, Ь1 соответствуют разnичные операции 
перостановки Чlt.• 9Ьr Действительно, если бы имело 

:O~J:r~8~e~~~~~=иlp~~~в :~ tе:~~=:не Е:Ь~Ч:~~ 
в одну н ту же переставозку 4, 'ЧТО, согласно утвержде· 
И11Ю 1) п. В), невозможно. Таким образом, оnерации пе­
рестаноаок 4'• все различны в число п равно числу пе­
реставоаок из n зnеw:еитов. Положим тt'!Перь 

&-···· (47) 

l(ак было установлено а утверждении 2) а В), двум 
раЗ..IIичным nерестановкаw Ь1 и Ь1 соответствуют АВе раз­
личные операп.ии ~р., н 4'•·· Поэтому число так nолучен· 
иых переставовок (см. (47)) nервых 11 натуральных чи· 
ce.n равно числу nерестаковок из n элементов. Таким 

образом, «pta = & nробегает совокуnиость всех различ· 
вых перестаковок иэ n nервых натуральных чисел:. Так 
как в силу утверждении 3) в В) 1 f] о::::с [ ~ ], то имееи 

[:~J-[:~J-[H 
Теnерь форw:у.па (46) приобретает вид 

D(U)-Е[4-]Фi' .... ! .. 
• о 1 • J. 

rде 

а-(1,, 1, • ... , i,) 
- иекотора11 фиксвроваиваи nоследовательность н:э n 
первых наtурапьиых чвсе.п, а 

5-(7,, 'j" . ... /:) .. 



- проиааольнаи перестаковка из nервых n nа'l')-рапьиых 
чисел. Так. как: Ф•(а)= 6 nробегает соаокупноеть всех 
различных перестановак из .первых 11 иатурапьных ЧИ· 

сел, то суыиированне здесь м:ожно вести по 6. Таким 
образом. формула (46) nереnисыавется в вяде: 

'\' ['] 1 r. • D(U)- t.. Т "J'"f. ... xi•· 
' 1. 11 

а эта фориула совnадает с формулой (38). Таким обра­
зом, теорема 1 доказана. 

Так как при переходе к травспоннрованноА матрице 
строки н сто,16цы меняются местами, то в силу тео­
ремы 1 иа BCJIXOГO результата, OТHOCJiщerocR х опрел.е­
.nнтелю, сформу.11ированиому в терминах строк, следует 
аналогичный результат мя определнтелеА, сфориулll­
роваиныА в терминах СТОJ'Iбцов. Из свойств а) н Ь), 
сформулированных -в начале этоrо параграфа а отноше­
нии строк, будут с.педовать следующие . свойства а')' ·и 
Ь'), относяшиеся к столбцам: 

а'} Определитель D(X) матряцы Х является линей· 
нoli формой отцосител:ьио злеw.ентов кажаоrо столбца 
матрии.ы Х. 

опр~1ел~~:Л:~(~}:О~~е.;::~:~и столбцов матрицы Х 

§ 4. Решение системw лннеАиwх уравк~иrtА 

Здесь буАУ'f описаны некоторые свойства оnреде.пи· 
тепеА, дающие, в частности, возможность их вычислеtшя 
не при nомощи громоздкой форму.'Iы (38), а неtкол•,ко 
проще. 

А) Если в матрице 

X=i•a i=l,. .. , n, /=1, .. ., n, 

переставить местами две сосеАИие строки- или, ках ~tьt 

будем rоворить, пользуJIСЬ термииологиеА, аведевной в 
§ З, слроизвести nаркую перестановкусоседиих строк»,­
то вновь получеинаJ! матрица U буде-r яwеть определи· 
тель, отличающиАся от опреде.лителя матрtщы: Х знаком, 
т. е. будет иметь место формула 

D(U)~ -D(X). (48) 

Так как каждая парная nерестановка символов н'екотороА 
посnедовательности может быть nопучена в результате 
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иечеrвоrо числа nарных перестаковок соседних сим .. 
волоа, то из сказавиоrо следует, что если маrрица U ПО« 
.пучева из матрицы Х путем nерестановхи местами двух 
ее разл:вчнш строк. то имеет место формула 

D(U)'7-D(X). (49) 

Точно так же, еспи матрица V получена из матрицы Х 
парной переста~вкоА двух tтОJJбцов, то им.еет место 
раве~ство 

D(V)=-D(X). (5G) 

~:u:1~ А~9~~=и~~с~g~: ~е:~е;~Ч.,.~~~~о~:Р:=;: 
то определитепь D(X) матрицы Х равеа_ну'!'f'.!'?: 

D(X)=O. 
То же верно в .мя столбцов (си. (50)). 

При доказатмьстве формулы (-48) будем. считать, что 
матрица U uоп:учаетсА из wатрицw Х переставовкой k-A 
и (k+ 1)-й С!РОК матрицы Х . • Позтоwу злементы мат· 
рнцы и-Jиа определяются формулаки 

uf-xf• t+Jt, t+k+1, 
u, ..... z:н, и1+'-=z1. 

Согласно оnределению 4 (си. (38)) имеем: 

D{U)- Е[Т]и}1и'1 ••• ~i~· . 
rде 

•=(1,2, .... n), ь-(}!,J,. .. . , J,J. 
Производя в правой части п~едней форwулы: замену 
элементов м_атрицы U на злементы матрВD.Ы Х, получии 

D(U)-L[f]z}.x71 ... xt:1Z:н1 ... zi" • 
• 

что исжво иначе заnJrсать формулой 

D(U)- L(f]z~•z~• ... z~"· 
• 1 1 • 

rде 

a'=(l, 2, ... , k-1, k+ 1, k, k+2, .•• , п). 
Так как в силу утверждения 4) п. А) § З 

[fJ-[fJШ 



и очевидно, что [f]-=-1, то [.f]--[f]. Пользу• 
ась этим соотвошекием, по.nучаем 

D(U)-=- l:[f]x~:x:: ... zf.--D(X) . . 
Соответствующее утверждение АЛЯ столбцов, т. е. фор-

~~=: .. <:~~:с;!::Я::ж~:::оАf~ои~3=6цов и строк. 
В) ПуС?Ь 

X-I•H· 1=1, .... р, 1=1, .... q, 

- произвольвая, вообще говоря, веквадратнав мат-­
рица разкеров (р, q). Выделим две возрастающие после­
довательности натуральных чисел: 

11 < 1, < ... <1,. r<,p; j1 < /2 < ... <J~ •<.q. 
(51) 

Рассмотрим теnерь матрицу Z, состоящую из snемеитов 
матр&цы Х, ВХОАЯЩИХ в строкв с номерами lt, i1, •. • , l, 

• сrолбцы с •o::·l:r; J,:;;··. :·:·:·. ~~ иl· wенно. положиu 

~~~%-.~.-:;~ 
Матрица Х имеет разыеры (г, s). Она некоторым опре­
деленным образом составлена из элементов матрицы Х. 
Такого po.D.a матрицы широко употребп:яются в anreбpe,. 
но для них нет специального иазваввя. Я их буду назы­
вать nодматрицами матрицы Х. Для тоrо чтобы задать 
матрицу Х, нужно указать номера строк и столбцов, от· 
меченных формулой (51). Будеll упмреблять нескмъко 
друrую, но 9КВВВалентную формулировку. Именно, гово--­
рят, что wатркQ.а Z получена из матрицы: Х вычерквва· 
ннем всех страх, номера которых не совnад.ают с чис­

лами 11, lJ, •• • , i,, и .всех столбцов, номера . которых ве 
совnадают с }1, }1 • • •• , j,. 

С) ПуС?Ь 

Х-1•:~ 1~1, . .. , n, /=!,. . ., n, (52) 
- nроизвольвая квадратпак матриnа порядка n. Пусть 
далее 1( - номер векоторой строки матрицы Х, 1-номер 
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;;~~тi:;ь ~~~=т м;;р~цфо~~:::Н{Зв}?~~~0с':;в:ю-:::.; 
оnределитель D(X), имеются члены, содержащие wио­
жители xt .. Их сумму обозначим через а:. Oaиweh( ату 
сумму. 

Вычеркаем из матрицы Х k-ю строку в /-1 столбеu.. 

1:~ ~~о:~е:>И:ОЗН11а0ч~':.В?е;~ хr.асr::е~ел~Т~:э::~~~ 
эывается .минором злемента .r1 матрицы Х. Оказывает­
ся, что сумма а! задается формулой 

•/=(-1)'+'x/D(X!)· / (53) 

Рас~:;;.~м ~~~o~;::A.C~or~~eи;r:'t,'P,~f. ~~3~: 
коrда элемент '.стоит в верхнем левом углу матрицы 
Х. Будем считать, что при nостроеним суммы (38) 

•=(1,2, ... , п). Ь=(/1,},, ••• , }.). 

~~е~;;~~~:з:~:~: (;rтc~~~~~~~~~~~~';:~~=oc~i 
вмеет вид .r:x,, ... Xi,.· 
Все эти слагаемые соответствуют nерестаковке Ь, зада­
ваемой формулой 

Положим 
Ь=(1,},, ... , j.). 

4=(2, 3, .... n), 6-(J,, },, .... }.). 
Теперь мы можем написать 

•-(1, а), ь-(1. 6). 
Ясно, что для получения перестановкн Ь нэ последова· 
тельвостя а путем· парных nерестановак нужно перестав· 

лять только символы, входящие в 4, таким. образом, 
чтобы nолучить перестановку 11. Позтому 

[f]-Ш· 
Из этоrо следует, что 

af=zfl:[t]~ • .r,, ·· · :tf,.· 
• .. 



Сумма, входящая в nравую часть последнего равенства, 

очевидно, равна определителю матрицы Х\, так что мы 
nолучаем: 

aJ-= xJD ( Xl). 
Для nолучекня формулы (53) при nронзвопьиых k и 

J nроизведем парную nерестаиовжу k-A строки матрицы 
Х с аредwествующеА строкой, т. е. со строкой с номе-

~~:ес~~~~к~ ~~~:=~н~~ям~:К"~~ n(ko~i)~м .. :ci:Y~ 
предшествующей строкой. Так будем продолжаТь, пока 
не переставим k-ю строку матрицы Х" на nервое место. 

~!с:д::Хм ~~к.п~~~~~ед::к ltж--; ~e;::~~ .. nef.:crC::бe~ 
на первое место. Для этого 6удеw: nередвигать ero nо­
степенно налево. Тоrда мы произведем 1-1 парнш ne· 
рестаиовок соседних столбцов. Получеивую в результате 
этих операци-4: матрицу обозначим через и. Так как прв 
nерестановках строк и сТОJtбцов матрицы Х было произ· 
ведеио всеrо (k-1)+(1-1) пвриых nерестановQК со­
<:едиих етрок и столбцов, то мы имеем {см. А}) 

D(U)~(-1) .. 1D(X). (54) 
В матрице U в левом верхнем углу стоит элемент xt. 
а при вычеркивании из матрицы и первой строки и пер· 

воrо столбца мы nолучим подматрицу, которая совпа· 
дает с подматрицей матрицы Х. nолучающеАся вычер· 
киванием k·A строки н 1-ro стОJiбца. Из форvу.чы (54) 
следует форму.па (53). Итак, предпожеиие С) дока· 
зано. 

Дадим теперь определение разложения определите.nя. 
матрицы по злементам k·A строки и элементам l-ro 
столбца. 

D) Имеют место две с.педующие важвые формупы: 

D(XJ-(-t)>+•x:O(x:). (55) 
D(X)-(-1)1+0xfD(xi). (Бб) 

Формула (55) дает разложение определятеп:я по зле-­
ментам k·A строки, а формула (56) дает разложение 
того же определители по эп:емектам 1-ro столбца. 

Для доказательства формулы (55) соберем а сумме 
(38) сначала все члены, содержащие злемент х:. При 
этом их сумма дается форw.улоА (53) . Затем соберем 
все члены суммы (38), содержащие множитель х:. и, 
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продолжая так далее, наконец, соберем все слаrаеыые, 

содержащие множитель х~. Этим будет исчерпана без 
перекрьатнй вся сумма (38), так как в кажАЫА ее член 
входит ровно один множитель из k-й строки. Такнu. об· 

t~~о:Ул~оfбб}~а (55) верна. Точно так же доказывается 

Е) Пусть Х-nроизвольная квадратная матрица по· 
рядка n (см. (52)). Положим 

.с•=(х:. z:, ... , х:). 
Здесь в nравой СJасти выписаны nодряд все .элементы 
k·A строки матрицы Х. Мы хотим: рассматр~ть их как 

:~~д:;;;; в;:~о::К:~р_тТ~::о о~~:э~~· ~ofl::м noн}l· 
z,=(.rJ, -'1· •.• , .r?)· 

~=ц~.п~о~у~а:;и р~~~~~т;8а8::ьп~с:и:8:л::;~:н~~~ 
вектора z1• Таким образом, мы будеы nонимать столбец 
матрицы Х хак некоторый вектор. Обратим: теnерь вни~ 
манне на завнеямость оnределителя D (Х) от .элеwеитон 
k·A строки и от элементов l ·ro столбца. Для зтоrо по­
ложим D(X) .... D(z-t) в D(X)-D(z1). Из предложения 
С) следует, что функции D(z•) н D(z1) являются линей· 
иыми формами относительна векторое х• н z1• Пусть 

а=(и1, ~. , ,,, u,J 

-·иекоторы:й п-мерный вектор. Составим теперь сум.иу 

D (Х:)- (-l)'+•u"D (Х%)· (57) 

Правая часть поСJJеднего равенства отличается от npa· 
вой части равенства (55) только тем, что вместо вектора 
z•, составленного нз элементов k·A строки матрицы Х, 
поставлены злементы вектора а и по.пученвая так мат­

рица обоэвачека через х:. Таким образом, правая часть 
равенства (57) представляет собой определитель мат· 
рицы Х%. в которой k-я строка заменена строкой u. Про· 
делаем то же самое ми столбцов. Пусть 

8-(81, 0', ••.• 8') 

- векоторый веnор разиернос'iк n. Составим сумму 

D (х:)-(- t)'+'e'D (xt)· (58) 
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Правая часть nоследнего равенства отличается от P.j)S· 
вой части равенства (56) только тем, что вместо 1 ro 
~бца матрнц.ы Х nоставлеи столбец 8 и полученная 
так w:атриnа обозначена через х:. Так что правая часть 
равенства (58) nредстами.ет собой оnределитель w:ат­
рицы х:. в которой 1-А столбец замеиен СТОJJбu.ом 8. Пусть 
теперь 

~а~р::тоl. т:~:о~~р~зС:~~т:: (5~)К:а~~=:р~:р: 
делитель маrрвцы xz" .. пмучеииоl из матрицы Х заме­
ной k-A строки матриnы Х на т-ю ее строку. Таким: об· 
разоw, при т..,.. k форwула .(57) дает нам определитель 
D(X), а npJJ m+k-иуль, тпк как зто Сt'ТЬ оnредели­
тель матрицы. которая имеет две совпадающие строки. 

Итак. мы получаем: 

(-l)•+•z:D(X%)~6rD(X). (59) 

Здесь в nравой части стоит символ Кронекера 4:. кото· 
рыА равен eJUtинne, когда его RНдексы нижний и верх­
ний равны между собой, и купю, если индексы не равны 
между собоА. Проделывая те же вымадки .мя 1-ro 
столбца, мы nолучим следующую формулу: 

(-1)м+Oz".D(Xj)-6:J>(X). (60) 

В случае, ecJIH D(X)+O, мн можеи соотношения (59) 
и (60) разделить на D{X). Для того чтобы переписать 
эти соотнОшения в удобнСIЙ длJI вас форме, положим 

g' -(- f)>+r n(.ф 
А: · D(X) ' (61) 

Таким: образом, формулы (59) и (60) перепксы.ааютси. 
.теперь в виде 

nопожвм теперь 

(62) 

(63) 

Полыуясь ииw обозвачекиеw, мн можем переписать 
формулу (62) а аиде 

ХУ=Е, (64) 
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rде Е-еА.Нничиаи матрица, а формулу (63) в виде 

УХ=Е. (65) 

Формулы (64) и (65) показывают, что матрица У яв· 
ляетс:и o6pa'NЮIJ для матрицы Х как сnрава, так и слева 
и потому обозначается через X-t. Таким образом, мы АО· 
казuи, что если определитель D(X) не равен нулю, то 
у матрицы Х существует обратвак матрица X-t -= У. 

До сих пор рассмотрение оnредепителеl ИH'Iew ве 
бblllo оправдано. Теперь, nользуись результатами, изло­
женными в предложении Е), мы можем по)tаэаТь, что 
опрцепители дают нам арnврат мя реШения вежвой и 
естествеивой апrебравческоА задачи, ~-вменно, дп:ll ре· 

;ее:з~~:~ g:в:;;:~ ~~~~~:;::~ ~:~к.:ь:м: 
ураавеивА с n неизвестными. Перенес• все члены, со­
держащие неизвестные величины в левую стороку урав­

нения, а известные величины в nравую сторону урав­

невн•. мы можем записа"''ь систему таких уравнений в 
виде 

a:.z--c', 1-1,2, .•.• п, а-1, 2,. , ,,1'1.. 

Эдесь vоордвиаты вектора 
(66) 

.t=-(.fl, "'· •• •• .f"') 

являются неизвестными величинами, а сам вектор ж­

неизвестным: вектором. Коэффициенты при этих нензве­
стных составляют матрицу 

A-I•Jt. 1-1, 2, .. • , п. J-1, 2, ••. , n. 

ЗАесь к.оорАИRаты аектора 

с-(с1,с2, •.. , с•) 

J!ВЛIПОТСЯ правыми известными частями снетемы урав· 

ненкА (66). 
F) БуАем трактовать векторы х и с как wатрнuы 

размеров (n, 1), т. е. как одностопбuоsые матрицы вы­
с~ты n. Тогда сисrему (66) можно переРисать в слеАую­
щем виде: 

h=ll. (67) 

Здесь слева стоит матрица А размеров (n,n), умножен­
ная на одвостолбцовую матрицу х размеров (n,l), а 
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слрава-одиостолбцовая матрица с размеров (n,l). 
Если опреде11итель D(A) матрицы А отлilqеи от иул.R: 

D(A) .. O, 

то уравнение (67) имеет решение 

(68) 

и притом единственкое. 

сте~(l7} :ем~Т:~ь~,:~ се::~~~~~~:. о· то решение си~ 
Для попучения решения системы (67) в случае 

D (А)+ О Аостаточво умножить соотвошеине (67) на 
матрицу А-• аева. Решение зто едвRС'nlевно. Доnу­
стим, что существуют два решения s 1 и zt, Тоrда мы: 
имеем два соотношении 

Az1==c. Az1 ...,.c. 
Вычитая второе нз зтих равенств нз первого, получим 

A(z1 -z,)-O. 
Умножив зто соотношение на А-•, получем 

z1 -z2 -0. 
Таким образом. ~ """"Zs. и наши решения: совпа,11ают 
между собой. 

Дадим теперь более традиционную заnись решения 
снетемы ,уравнений (66). 

Т е орем а 2. Решение систе.мы (66} дается фор.мv­
Аой 

(69) 

tiJe JAilrpuцil. А~ QО.сучается иэ м.а7рuцы А эаженоа ее 
1-го СТОАбца СТОАбЦО.tt С. Таки,м о6раэо.м, дAJI MAJI'UIШЯ 
неиэвестноiJ веАичины у} НJРСНО в AUJтpuцe А эцениrr, 
ее 1-A .cro..tбelf стоАбЦОА с и опредеАиf'еАь sro4 Аа.:rрицы 
pa.sдe.Aurь на опреде.сите.сь LHA). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства формулы 

(69) мы воспо.льзуемся форwулоА (68) •. написаs ее а 
разеервуrоw аиде. 

Пусть 

Тоrда в сипу (61) иwеем 

ь:- (-1)'+1 ")(~? . 



Формула (68) заnишетси в виде 

D(A') х'=ЬАс0 =(-l)н0;t(1{- с0= 

(-I)'+;,OD(Aj) D(A:) 
= Ь(А) -D1AJ 

'(см. (58)). Таким образом, теореМ'& доказана. 

f 6. Зп:емеитарвwе upeoбpuo•aнRR матрнц 

В этом: параграфе будут описаны ;.а• .. называемые 

:~~е~~~~~:о~~=~~~~з~~~ни~е=~=;~.:хп;~е:=-=~::: 
нием матрицу можно привести к боЭ'ii!:е простому виду, 
удобному для вычислении ее определн~я. Такими 
удобиыwи для вычисления определителей видами мат· 
риц яапяютс• так называемые треугольные в ABaroв&Jrь· 
пые матрцы. Их определение будет л.аво в nред.~~оже· 
нии А) зтоrо параграфа. Пос.пе описания зпеu.ентарных 
оnераций: мы nрименам полученные конструкции дпя до­
казательства важнейшей теоремы, ...... именно, теореиы о 

~О:Тр:Uто р~::,.еп:;::::д:f:~э~~е:nкр~:::еп:А~д~::н;у~ 
дет замючитепьвая теорема настоящего параrрафа. 

А) Пусть 

x-I•JI 
- квадратна!l матрица порядка n. Г лаама димональю 
матрицы Х называется прямолинейный отрезок, веду· 
щuй: из левого верхнеrо угла х~ в nравыА иижвий, т. е. 

и э.пем:екту ~· ЭлекеiiТЬl, лежащие ва аток nрямолв· 

нейном отрезхе, т. е. элементы 

(70) 

Н8ЗЬl8810ТСR дUtuOНaA.bHЫMU ЭAe.ШHTQ.JtU W8TpHitЫ: Х, ОНИ 
составляют ее rлаввую АИаrоиаль. Матрица Х назr.rвает· 
ся tргJJгоАьной, если все ее эл.еwенты, лежащие сnрава 
от диаrовали, рааиы: нулю, т. е. ес.ли выпопнево соот· 

вошuне 

xJ-0 при J>l. 
Частным случаем треугольной матраnы является тах &а· 
зшаеыа,.- дшионаАьная матрнuа, в иотороl от нуля ОТ· 
.nичны толыо мекеиты матриu.ы, стоищне ва ее гпавпой .. 



диаrоналв, т. е. элементы (70). Оказываетс:Jf, что onpe~ 
делиtель треугольной u.атриi.Ш равен nроизведению ее 
днагокальиы.х элементов, т. е. если Х-треугольная: мат• 
рнца, то 

D (Х)- ziZ: . • • Х:· (11) 

Докаже._ последнюю форМулу. Определитель D(X) 
треугольной матрицы Х будек вычислить по формуп:е 
(38). Пусть 

[fJzJI~I ••• .ti,. (72) 

- отличное от нули слагаемое в сумwе (38). Здесь мы 
предnоложuм:, 11.то 

а=(1, 2, . . .. n), Ь=(/1, f,, .. . , /.). 
Исходи из слагаемого (72), определим натуралькое чис~ 
.по k, обJtадающее nм свойствок, что пр в l .s;;;; k /1 =:а" i. 
Если натурального числа, обладающего этим своАствоы, 
нет, то С'1&Таем:, что k """"'О. Докажем:, что k- п.. Допу .. 
стим: nротивоположное, т. е. что k < n. Тогда в nровзие .. 
демни (72) существует м:ножнтельz1:;1• Так ках /1+1+ 
+•+ 1, то вwеются две аоэwожности: j...,.1 > k+ 1 и 
/t+l < k + 1. Если вwеет место первое вз этих вера~ 
венета, то и свлу треугопьвости матрицы Х кважитель 
"'':;1 =-О в одночлен (71) вообще не рас:скатриваетси. 
Если имеет место второе неравеиство, т. е. /t+a < k + 1, 
то nри i == l•+a м:ы имеем /1 -l == l•н· Таким: образом, 
в ряду иижвих индексов ОАНочлена (71). имеется два 
равиых: it и /1t+1; что иевозмщкно, так как Ь есть пере .. 
стаковка наrураАЬиьu: чисел а. Так, мы имеем 

/ 1 =1, 1,..-2, .... J.=n, 
в пото11у [-i}-=1. Таким: образом, едв;иствеввое cnarae-o 
мое, отличное от ву.nя, входящее в сумму (38), .IIВЛИетtЯ 
nронзвеАевием диаговальвых членов матрвд.ы Х, н мы 
nопучаем формулу (71). 

В § 4 были доказаны аажнеАmие свойства опреле-о 
литепя. D (Х) ыатриu.ы: Х, сформ:улированвые еще а 118· 
чале § 3 (сы. а), Ь) § З). Эти свойства оnределвте.1J1 
могут быть сформулированы как в термивах строк. как 
ето СJI,елано в начале S З, так н в терминах столбцов. 
что сделано в конце§ 3 (см. а') , Ь') § З). ОАВаJ<о опре• 
дапитель D (Х) является в е единственноА функцией 
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~~~нф~~~о:D<~f~~О:.~~:зт:~ь~~.gв:о~~~С:У~ /о.,:<;; 
п0.11учим функцию, удовлетаорmщую теw же усnовиям. 
Поэтому мы рассм.оrрнw произволькую функцию wатрицы 
Х, УАОВЛетворяющую у~rазавным усповияк, причем уело· 
DIIЯ эти будем рассматривать в теркиках столбцов, т. е. 
в виде а'), Ь') § З. Для: тоrо чтобы сформулировать вы­
сказанные условии, будем записывать матрицу Х в с.пе­
дующ~м вв.ае: 

X=U•,., .. . •.1· 
Здесь %1, х,, ... , ..-n обозначены столбцы MJ"'pиrtы Х. 
Их мы можем трактовать как одВОСТ()JJбцов)'(е матрицы 
или как векторы:. :..d 

В) Обозначим через F(X) функцию квадратиоА мат· 
рицы: Х поридка .n, удовлетвориющую двум С.'tедующим 
услови~м.: 

ция 1 ~ (~fим~:~:т::~:(с~) §з~ПВВ в:~РФо~м~лtу:Тк~ 
запишем так: 

P(X)--F(U•1*t ... •, ... *• ... •,1). p<q. 

Из зтого следует, '1Т0 если два стоп:бца матрицы Х со­
вnадают, то F(X)=O. 

2J F(X) яаляетс"; явнейвой формой отвоситепьно 
столбца ..-,. матрицы Х. В ивд.е форкупы запишем 9ТО 
так. Пусть 

Тог д. а 
s11 =-cr+dz. 

P(R• ........... •.ID= 
- · cF(I•1*t ... 1 ... z,l)+dP(U•1*t ... • ••• z, l ). 

В ..аальнейшем мы всегда будем обозначать через F(X) 
функдню матрицы Х, удовлетворНJщую условиям 1) 
и 2). 

С) Введ.ем так называемые эл:емеитарвые oпepaWtR 
над матрицей Х, nри которых фувКЦ.Ия F(X) либо ме· 
ияет знак, либо остается иеизм:евиой. 

1) Оnерация nерестаковки столбцов. При ней функ-

дня2)8[{р~:~::::Т к3::~му вз столбцов пвиеАноА ком­
бииаu.ии нескольких друrюt столбцов с деАствительиыми 
коэффкциеитами. При зтоА операции функuии Р(Х) не 
меняет caoero звачевИJI. HanJJmeм 9ТО в виде формулы • .. 



мв определенности, д.пя t&-ro столбц.а следующим обра· 
sок. Пусть 

с11Х~~> а= 1. 2, .•• , n-1, 

;.~;::к;.~ fo~~=-• о111осктельио пераш п-1 столбu.ов 

F(X)=F(I~,.., ... ~. +с•.., о), а-1, 2, . . . , n-1. 
(73) 

Докажем nоследнюю формулу. В сипу свойства 2) 
пред11оженuя В), которым: обладает функu.ия F(X), мы 
имеем 

F(Л)=с'Р(Н~,~, ...... U)+F(0~1s, ..... ,R). (74) 
Так как матрица ll.z1Ж:z ••• .z,U, l :s;; п- 1, имеет два рав­
ных столбца,-именио, l-1 и последииА,-то в nравой 
части формулы (74) все члены:, кроме noCJteднero, рав11ы 
нулю, и мы получаем из нее формулу (73). 

Операция 2), прибавление к векоторому столбцу ли­
нейной комбинации нескольких друrих столбцов, часто 
будет состоять в nрибавлении только одного столбца, 
умноженного на деАсrвительный козффициевт. 

Т ел ерь мы займемся доказательством важной тео­
ремы 3. Перед тем как сформулировать ее, напомню, что 
линейноя зависимостью между столбцаwи матрицы Хна­
зывается зависимость между ее столбцамя хах векто· 
рами. Именно, столбцы %1, .z2, ••• , .z" матрицы Х счн· 
таются .пнЯеАно эависимы.ми, есл.и существуют Аействв­
тельные числа с', l = 1, ... , n, не все равные нулю. 
таюtе, что имеет место соотношение 

C11.Za-O. (75) 
Теnерь мы можем сфор.мупировать и дОказать тео­

рему. 

Т е о ре м а 3. Опреде.литеА6 D (Х) IСSадратноа .мат~ 
рицы. Х = 1 х~ 1 тогда и ТОАМО тогда равен н.у.11ю, rогда 
СТОА6'4ЬС АШТрUЦЬС Х Ашtейпо BatiUCU.Иbl. 

Доказатепьство. Теорема З состоит из двух. 
утверждений: 1) Ес.nи столбцы м:атрии.ы пиие.Qно зaвiJ· 

~~~ьD(Xfe~:~=~ Хе t:в8ее: :;::,· :J =бцС:Р=:;: 
рЮJ.ы Х .nниdво заввснхы. 

Первое утверждение мы докажем ми функцю1 F(X). 
Так ках опред.елвте.пь D(X) матрицы Х есТь частвый 
с.nучаА фуикцвв F(X), то первая часть утверждеви11 тео-
ремы будет доказана. ' 



Доnустим. что имеет место линеАкая зависимость 
·(75) между столбцами матрицы Х, при зтом хотя бы 
один коэффициент с1, входsщвА в линейную зависимость 
(75), не равен кулю. Допустим, что зто коэффициент 
crt.. Будем считать, что он равев едввице. Тоrда в силу 
формулы (73) мы получим 

F(X) -F(Пж1ж2 ••••• _ 100)=0. 

Доnустим, что определ:ите.п.ь D (Х) матрfJцы Х равен 
нулю, и ;цокажем, что столбцы ее ливеАио зависимы. 
Доказапльство будем вести иидуктивио, по порядку rt 
матрицы Х. При n-= 1 утверждение очевидно. ,". ~ 

Если все элементы ПОСJlедней строки матрицы: Х 
равны нулю, то так как сто.пбцов она имеет n, а ра8м:ер~ 
иость каж.а.оrо сТОJtбца как вектора равна n- 1, то в 
силу nрщоженив В) § 1 эти столбцы как векторы ли-

;:~:о ~:i~~~к~~д~а:м в~:Р:;~:;н~= ~~:ef8~;oC: 
матрицы Х равны нулю. Доnустим д.ая оnредел:енкости, 
что отличен от нули последивА злемент последней стро­
ки. Путем перестаковки двух столбцов w.атрицы Х, от 
чего иожет измениться то..п~ко знак определителя D(X), 
wы можем всегда добиться этого. Таким образом, нам 
следует рассмотреть .ришь с.пучай, когда Х: + О. Рас. 
см!)трим теперь столбец матрицы Х .с номером 1, т. е. 
вектор zt. Можно подобрать такие деАствитедьные числа 
с1, что вектор 

имеет своей последней координатой нуль. Произве,11,ем 
n-1 9Jlекевтариых операций. Прибавтrя к каждому 
столбцу с номером i. i =;:;;;; n- l, поспедннА столбец с 
козффицнентоu с1, мы получJIМ: матрицу Z со стопбцВми 

s 1+c1s", ~+ct&"" • ... , •~~:-t+Cn-1••• •·· (76) 

В nоследней строке эТой матрицы. будут идти нули до 
nOCJieдкero злекента .Х:. Вычерквем теперь в матрице ~ 
последний столбец и поСJJед.яюю строку. Тоrда мы ПО· 
.пучим матрацу Х:. РаsлагаА определитель матрицы i 
по э.п:екеитам послед,неА строки, мы попучик 

D (Х) = z".D (Х:). 
Тах ках D(X}-o, Х::РО. то 

D(X:)=O. 



Матрица х~ имеет порядок t~--.1. а по nредnоложеJ:ШIО 
НИАУКitНИ стмбцы ее лииеАво зависимы. Столбцы: эти 
совпадают с первыми п-1 столбцами, выписавиымв а 
строке (76), за исключением тоrо, что в матрице 3. по ... 
слеАНие злемепты в столбцах (76) все равны нулю. 
Именно nозтому можно выписать вместо зависимости 

столбцов матрицы Д: зависимость между nервыми n- 1 
столбцами в формуле (76). Коэффидиеиты этой линей" 
воR заввеимости обозначим через Ь1• Тоrда мы получим 

Ь"'(.а"' + Co*ll)-buZc. + ь«с"'•"' -=0. 
Это соотношение -nредставляет собой линейную эависи· 
мость между столбцами иатрно.ы Х. Таким. образом, тео-. 
рема доказана. 

СлеА_ствие теореыы З. Систеяа АW4е4ныJ& 
уравнениil 

\"~~0 -0, l=:ol, ••. , n, (77) 
где i 1, ;2, •••• t~~-нешвестн.ые, тогда и ТОАЬIW rогда 
"Jшеет нетривимьное решение, т. е. так.ое реицние, 1J tur 
торого не все i'. 1 - 1, . , . , n, равны нулю, IWlдa опре-о 
деАитеАь .матрицы Х равен нуАю: 

DЩ~о. 

Доказательство. Если определитель D{Х)ма,... 
рицы Х равен нулю, то в силу теоремы З столбцы мат-о 
рицы Х лниейно зависимы, т. е. система (77) имеет не· 
тривиальное решение. Еспи, наоборот, система (77) 
имеет иетривиальиое решекие, то столбцы wатрио.ы Х 
линеRио завксвиы и, следоватепьио, в сипу теоремы з· 

оnр~е:~т~ьи~~~)l~:ивн~ла~ице Х столбцы пииейво 
зависимы, то функция F(X) обрашается в нуль. 

Это уr:верждеиие быпо доказано nри доказательстве 
первой части теоремы. 

Докажем теnерь еще одну теорему. Она у вас будет 
играть вспом.оrатеJiьиую роль, позтоwу мы назовем ее 

пемм.ой. 
Леwма 1. ЕсАи опреде.АитеАь D(X) .матрицы Х оr­

Аи'4ен от ну.u, ro .матрицу Х sАеяентарны.ми nреобра.зо-о 
вапиями ~ОЖJЮ прuгести к. диаzонально..-у виду, nричем 
все ее диагональные s.сементы отАичне~ от Н!JAII. 

Докi.зательство. Доказательство буАеw вести 
индуктивно по порядку n матрицы Х. При n = 1 утвер• 
ждеике очевиАИо. 
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по~:дЭ:::~:ро~':fе~~и1)ь§ :)~т~~~~w:м п;о ~~:~;:е~ 
ике (см. (55)) в виде 

D(X}=(-I),..".z".D(x:). 
Так как определитель D(X)+O. то хотя бы одно из сла­
гаемых, стоящих в правой части послед.неrо равенства, 
отлично от нуля. Перестановкой столбцов матрицы Х 
можно добиться тоrо, чтобы отличным от нуля было по· 
следкее слагаемое, т. е. чтобы имели место неравевства 

х:+о, D(X:)+O. 
Применяя к матрице Х элементарную операnир nрибав­
ления последиего столбца, умноженного на ·~которое 
число, к ·каждому из nре.D.Ыдущих столбцов матрип..ы Х, 
можно достичь тоrо, чтобы в nолучеиноl матрице вся 
последняя строка состояла нз нулей, кроме последнего 

ее злемента х:. Полученную матрицу вновь обозначим 
череэ Х. В этоА матрице Х все з.пемеиты последнеА стро­
ки, кроме nоследиего !lлемента х:, равны нулю. Добьем­
ся теnерь того же для последиего столбца. 

Для этоrо составам n- 1 уравнений с n.- 1 яенз­
вестнымк 

и\ UJ, ••• , и"-'· 

Система уравиеннА будет следующая: 

х:Ра==-х~. l.-=1, 2, ... , n-1. 

Эта система нз n- 1 уравнений с n -1 неизвестными 
уже расемотрева нами в предыдущем параrрафе. Так 
как опредепитель матриuы коэффициентов х: отличен 

:т, :~л~~ . ~~~:у~:::~~~~;:~з~де::в~~рььи~,а;~Г:т~ 
рtщеЯ Х мементарную оnерацию,- я мен но, прибааиw: к 
пос.леднему ее столбцу .все nредыдущие, т. е. столбцы 

умиоЖ11:в каждый столбец "' на число u1• Тогда в nо­
следнем столбце так полученной матрицы обр'атяТСJt в 

нуль все мементы, ·кроме последиеrо Х:. Полученную 
матрицу вновь обозначим через Х. В иеА в последнем 
стопбuе и noq~eдReй строке есть едииствевный зле­
мент х:, отличный от нули. Определитель матрицы Х: 
для нее отличен от HYJIJI, Каждая эпементарнаи onepa-
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цвя над матрицей Х, меняющая только ее лервые n-1 
столбцов, т. е. СТОJJбцы z1. Х2, ... , z_1, порожАает 9Ле· 
ментарную операцию над столбцами матриа.ы Х: и на· 
оборот. Это nроисходит потому, что в последией строке 
мэтряцы Х асе элементы, стоящие на места ж 1, 2, •.. 
. , . , п- 1, равны нулю. По предооложеии10 индукции 
злементарными операциf!ыи матрицу х: можно привести 
i:; диаrокальиоvУ виду, а все эти злементар1н11е оперв­
u.ив· можно рассматривать как nолученные е результате 

элементарных операций над столбцами %~, %z, ••• , "'-t 
матриц.ы Х. Таи как матрица х= прнве,а,еиа . теnерь по 
предпможевию индукции к диаrональному ВНА)', то по· 

лучениаи матрица Х оказалась диагональной:· 
Итак, пе~ма 1 доказана. 

· Докажем теперь еще одну лемму. 
Л е м м а 2. Окаэывается, что д.ля фушщШl F(X) мат­

рицы Х, gдоtметворяю~iJ ус.ловllЯ.М 1), 2) предАQf»Се­
ния В), всеlда выпо.лнено соотношение 

F(X)=D(X)F(E), (78) 

гдеЕ-единичная матрица. 
Доказательство. В случае, если D(X)-0, фор­

мула (78) верна, так как функцц F(X)=O (см. ааме­
"Чакuе х теореие З). 

Теперь рассмотрим: случай, когда D(X)+ О. Для до­
казательства приведем ма"фицу Хк днаrоИд.J'IЬНомувиду. 
пользуясь эпемеитариыми оnерациями, что аозможво а 

ему леммы 1. Каждая элементарная операция, эаклю-

:~~:а~~~=~е:;~аф;:НсrF~~)в и"ОУ:): т~;;~~б::: 
зом, нам осталось доказать лемиу 2 пиmь а nредполо-­
жении, что матриu.а Х диагональнав и на диагонали 
СТОЯТ ОТJIИЧНЫе ОТ ИУЛR 'ЧИСЛ8, 

Итак. мы буАем предполагать, что матриа.а Х АRАГО· 
иальная е отличными от вуля диагональными членами, 

и будем расGкатривать функцию F(X). Фуикu.ии эта яв­
ляется линеАиоll формой ()тносительво каж.доrо столбu.а 
матрицы Х. Поэтому из K&ЖJtoro столбца зтой матрио.ы 
Х мы можем вынести за знак фуtt:кu.ии F(X) числовой 
мпожитепь,- именно, нз сто.пбца с номерок l qисловой 
множитель %~. В результате получик соотношение 

.. 



Оно попучается а резуJiьтате вынесения. из каждоrо 
столбца wвожителв, стовщеrо ва дваrонали. В конце 

~::;: :~и~~::u.~~8тX:O:~~:;;'Кil~aF.иW~:ff; :;е:~: 
жевии А) произведение х~4 ... z::, стащиперед F(E), 
равно D(X). ТаJtИм образом, формула (78) дока.!ана. 

par~aф:~A=II Т::!;о: ~:Ж~"~~к:ез0fне:еп;:;;'д•у:;: ;:; 
леммы. 

риJы е~~~ 8 и 4;о~11С:.: :О;вJ:;-~~ето":э:д:~н:;е ..,:::~ 
смдgющая фop.tcJIAti: /' ·" 

D (ХУ)-D (Х) D (У). ' (79) 

TaJCu.м образом. onpeдe.tureAfl nроиsведени);"'"~вух мад .. 
раrньц •атриц одного nopllд"a равен проиsгедению оп .. 
реде.tите.tе4 sru.x мтрrщ. 

Доказател:ьство. Положим 

XY=Z~I·1~ Х-1•11. У=И~ 
Покажем теперь, что злементарным операциям иад 

матрицей У сооrветствуют злементарные операции над 
иатрна.еА Z. Начнем с перестаиовв:в столбцов. Пусть 
У-IVН-матрвца, полученная нз матриu.ы. У переста· 
новкой столбцов с воwера:ми р и q. Тогда wы имеем 

v~-~ при kф.р, k.,&q, o~-g~. o~-v,. 

Положим 

TorAa 

Далее, 

w-xv. 

"'~"""".t~o:-~oN;-~, 
~~~~""" х~о: =- xtJ~; = z~. 

(80) 

Таким образом, перестаковке двух столбц,ов м:атрвц.ы У 
соответствует переставовка столбпав матрицы Z t теми 
же номерами. 

Докажем теперь, что 

F(Y)=D(Xf) 

ивляется пввеАвоl формой относительво k-ro стопбц_а V• 
матриЦ.Ы У • .. 



Пусть А1 в 11,- два п-ыерны:r веКТОР!!-· Подставим 
рместо 'k·ro столбца матрицы У липеАиую комбнваци10 
етих двух ве.ъ."ТОров, т. е. nоложвu: 

••-~1А1 +с.Ъа-
Получеиную та:ким образом матрицу обозвачнм: череэ Z. 

ПодставлJiя на v:есто k-ro столбца .," матрацы У 
:Л~:;ез"н~ :ъ2~n:::В~ ;.~::Шы. хоторые обозна-

Р-хн,, S=XH1; 

k-A сТОJ!:бец матрицы Р обозначим: через р~. а А:-А стоп­
бец матрицы S обозначим: через .t,t. Мы и.w:еем: теперь 

p1==x!thr. s1-хW-

~=~~fн~А8~~~0би:~~и~~· в~С::в с~~б~~ %" к::;ф:~:С:. 
тами с1 и Ct в матрице Z k-й столбец заыеияется .nинеА­
ноА комбинацией с1р11 + Cf611• Так как определиrепь D{Z) 
является линейной формой k-ro ее столбца, то мы в ко­
вечном счете nолучаем 

D(Z)-c1D(XH1) + c,D(XH,) =c1F(H1) + c1F(H,). 

·- Таким образок, доказаttо, что фуикциа Р(У) ЯВ.IIIIeT· 
СИ ЛИНеЙНОЙ формОЙ k-ro СТ0116Ца М&ТfКD.Ы У В фувкциJI 

~~:>вr~т=::с:б~е:з:~~=~~с;~:~':'ы J и~~ .. предложе-
F(У)=D(У)F(В). 

Но так как D(XE)= D(X), то последн11я форкупа nере­
писываетси в виде 

D (ХУ)-F (У)= D (Х) D (У). 

Итак. формупа (79) доказава и док.азательt1'ВО 'l'еОремы 
завершено. 

Замечание х теореме 4, Ква.о.ра111111 матриn.а 
Х мw.еет тоr.о.а в 1'MЬJtO тоrда обра1'иую матрицу, коrда 
определитель ее отпичев от BYJIJI. 

Уже бшо доказано (сы. Е) § 4) , что е<JШ D(X)+ О, 
.rzo матриuа Х имееТ обратную к,атрицу. Но еслв опреде­
литель матриЦЪ~ равен нулю, то уравнение 

хr-в 
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вepaspewиw.o относительно У. В силу теоремы. .f мы 
имеем 

D(X)D(Y)-D(E)-1, 

что ~евооможво, если D(X)c::::O (см. rл. 4, оример 6). 

§ 8. Ранr матрицw 

Здесь будет описано понятие раиrа матрицы. Затем 
на зтоА основе будет .а.ав критернll разрешимости си· 
стемы линеАных уравневиА, число веизвестных а кото~ 
poll может не рааняться чис:пу уравнений. 

А) Пусn. 1 

x=l•a 1-1 ..... р, /=1, . :-., ч. 

- пронзвольиаи матрица размеров (р, q). l(ак. было рас~ 
сказано в § 2 (см. предложение А)), sтol матрице со~ 
ответствует линейное отобра.-евве ер векториого про­
странства В• размерности q в ве:кториое пространство АР 
размерности р. l(ак было сказано таw же, образ rp8• 
пространства В• в пространстве АР является векторным 
nодпростраиством пространства АР. Рангон. матрицы Х 
н.азываетсJJ размерность векториого nространства ~:рВ•. 
Пусть 

•1• ~ • • •• tlpo ,,, ,,, .... '· (81) 

(82) 

- б&ЗJIСЫ пространств АР и В•, при помощи которых 
матрица Х определяет отображение ер. cpf1 есть вектор 
в пространстве АР, который, будучи заnuсаи а базисе 
(81), является l·м столбцом матрицы Х. В виде фор­
мулы по запишем так: 

Таким образом, среди сТолбп.ов матрицЫ Х вмеетси 
столько линейно неэависи:мых столбцов, каков ран·r мат~ 
рицы Х. Обозначим 9ТО ч~сло линейно независнмы:х 
столбцов через r. Охазывае~я. что матрица Х имеет 
квадратную nодматрицу порQка r с определителем, не 
равным нулю, н не имеет квадратwоА nоАМатрмцы 110~ 
рядка s > r с опреАелителем, отличным от вули. 
' Оказывается, далее, что матрица Х имеет r лннеАно 
незавнсимых стрОк. Такиv образом, чис.по ливсАна неэа­
внснмых строк матрицы Х равно числу лвнеАио иезавн· 
снмых столбцов матрицы: и то и другое равны ранrу r 
матрицы Х (см. гл. 4, nример 7) . .. 



Докажем ttредпожение А). Изменим прежде всего 
нумерацию базисных векторов (82) так, чтобы лявеАио 
иезависимыыи столбцами матрицы Х стали столбцы 

z,, '*to . ••• х,. 
Саtтавлеяиу~ нз этих столбцов матрицу обозначим: 'ile· 
рез V. Тогда мы будем ииеть 

U-Ju~~ и;-х;. 1==1, ... , р, j-=1, .•• r. 
Замtтим nрежде всеrо, что 

p;;;.r, 

так как, ·если бы было р < r, то мы имели бы r линейно 

~е:;~~с~ы:ев~~~~~~ (с~.р~т::л~~:и:р вr·; .. :r.иости 
Если р с:::. r, то матрица и квадратнаR н СТОО'IбD.ы ее 

пннеRно неэаuисимы, nоэтому определитель ее отличеи 
от нутr (см. nорему 3). Таким образоы, в случае р = r 
для: матрицы Х найдена квадратная: noдvaтpнita и no· 
рядка r с опредцителем, отличным от нуля. 

Рассмотрим с.аучаА, хогда р > r. Вы~еркиув нз мат­
рюtы U строку с I\Оы.ерои k, nопучим некоторую ыат-

~~~~иц~• uf~:нe!A0:o ~:;c~:l·. flo~ia~;:;e::yюC:~и~~ 

не все равные нулю, такие, что 

u~c'J=O npJt l:;'o:k. 

Но при t- k зто равенство невозможно, так как тогда 
оказалось бы, что стоп.бцы матрицы U линейно зави· 
симы. Таким образок, 

и:са==У +О. 
в мы получаем 

C0.%~"'""'YI!1, a:::::.l, 2, ... , r. 

Итак. базисный вектор г. nространства А~' являете• ли· 
иеЯ.ИоА комбинацией векторов z 1, .s2 • • • , z" состав.пию· 
щиж базис подпространства rpB', так что вектор еа ока· 

~;:;~:ст:~кт;Ж~м~Р~!т~а~~тве:•t~меn::~~~=:о, 0~~ 
nриwли к выводу, что если у матриц,ы U вычеркнуть 
k·ю строку и nолученная матраца будет иметь линейно .. 



зависимые стопбцы, то базисный вектuр е~ nространства 
АР nринадпежнт векториому по.п.nростраист~у qJB•. Эдесь 
число k может принимать значения: J, 2, ... , р > r. Если 
бы. оказалось, что при вычеркивании из матрицы и nю· 
бой строки с номером k ~ р мы. получаем матрацу и11, 
столбцы. которой линейно зависимы, то оказалось бы, 
что в пространстве <рВ• имеется р > r линейно яеэав.исн­
ыых векторов, что невозможно, так как р > r. Таким: 
образом:, иаАдется такой номер k строки катрпцы. и, что 
nри вычеркивании k·й строки е этой матрице мы попу· 
чии матрицу и~. столбцы которой пинеАио иеэависимы. 
Этот процесс можно продолжать до тех пор, пока вы.·/ 
сота матрицы и, получаемой путем · последовательно!}$ 
вычеркивания строк, не станет равной r. Тоrда ocтaJir' 
шаяся матрица будет квадратноВ и в вей сТОJiбцы. будут 
nниейно неэависвмы, тах что опредепитель этой матрицы 
отличен от нуля: (см. теорему З). Итак, мы нашли в мат· 
рице Х паАраткую матрицу порядка г, оnределите~1ь 

кот1{0°0~g;::ч:nс:;ь~У:.;'~ у матрицы Х есть квадратная 
поl[v.атрица 8 поряАка s, определитель которой отличен: 
от нуля. Изw:енкw: нумерацию строк и столбцов матрицы 
Х таким образоw, чтобы 

e=(eiL el=xl. l=l, 2, . •• , s, 1~1. 2, ••• , s. 
Покажеw: теперь, что у матрицы Х, получеииоА: изме .. 

иеннем пор•дка строк в столбцов, первые s строк пк· 
неИпо везавис!-lwы. Допустим противоположное. Тоrда 
имеет место соотношение 

cQx~::=O, а"""' 1, .2 ••.. , s, v-1, 2, •• ·~ q, (83) 

nричем: не все числа 

равны нулю. Из отношения (83), в частности, nопучаем 

c.r;=o, а= 1, 2, ••. , s, /= 1, 2, ••• , s. 
Это соотношение показывает, что во взятой вами ква.ll­
ратвой подматрице 8 строк.и лияеАио зависимы, что не~ 
возможно, так как определитель ее отличен от нуля. 

Транспонируя матрицу Х, т. е. беря матрицу хт, мы 
из сказанного можем: сделать вывод, что если у матрицы 

Х имеется kВiдратиая подиатрица и порядка s с опре­
делителем, отличным от нуля. то в матрице Х7 имеется .. 



8 линеАао независниых строк. Это значит, что в исжоJt­
вой wатри.uе Х имеется s лииеАко иеэависиwых столб· 
цов. Но так как число nинеАво неэависимых столбцов 
wатрвцы Х равно ее равrу r. то сnравеАЛRво иеравеи· 
С1ВО s:s;;; r. 

Таким: образом, wы показали, что в наоД.ВоЙ ыат· 
рвце Х ранrа r имеется кtадратная nодw:атрица nорядка 
r с оnределителем, отличным от нуля, но не имеется 

квадратной nодwатрiЩЫ больwеrо порядка с оnредели· 
_rелем:, отл~Чllым: от нуля. Одновре:м:еино мы nоказали, 
что в матрице Х имеетси ровно r лииеАио незаавсвuых 
строк и ровво r лииеАио независим:ых tтоJtбцов. 

Итак, nредпожеипе А) доказано. 
Прнкеиик теперь вышесхазаниое к решению общеА 

системы .пинейных уравнениlt. Именно, мы рассмотрим 
систеwу уравнений вида 

•!JI"=Ъ', 1= 1, 2, ••.• р, •= 1, 2, .... q. (84) 
Здеа. 

r=(!l', у', ... , tf) 
-неизвестные величины. Чнспа а~ составляют хоэффи· 
циенты системы уравнений · (84) и образуют матряду 

A=J•!I· 1-1.2, ... р, J-l,2, .. . ,q, Вб 
Ъ=(Ь', Ь', .. • , Ь') ( ) 

-известные правые части. Тапм образом:, матрица А, 
составленная нз коэффициентов системы уравнений (84-). 
имеет р страх, т. е. высоту р, и q стопбцоа, т. е. ширину q. 

Нижеследующая теорема отвечает на воnрос: nри ка~ 
квх уславних система (84) имеет решение. 

Теорема 5. Приеоедин.и..к 1t АЮтрицг А, u.~tеюще4 
uшрuн.у q, еще один стоАбец,- именно, СТОАбец t (см. 
(85)). Подученную таJС матрицу обоsна~Си.ч ~Uрев В. 
Матрица В u.кeer ра!u&еры (р, q + t). Окаэывается, чrо 
сиси .м а (84) имеет решение тогда и J'OAMo 76zда,1Wгда 
АЮ7рицм А и В u.хгют одинамвьи ранги. 

Доказательство. Пусть paur :w:аrриц А я В ра4 
вен r. Это значит, что в матрице А существует r лике.Аво 
незаенсимwх столбцов (см. А)). Присое.ttиияя к атим 
стоябцаи C1Wlбeu Ъ {см. (85)}, кы ПOJJY'fR'N' r+ 1 дИ• 
нейко зависимых столбцов, так как в противном спучае. 
матрица В имела бы как минимум равr r + 1. Вьiписы· 
вая эту линейную зависимость, иы видим, что систе"а 

(84) разрешима. Если система (84) разрешима, то 
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столбец 6 линейно зависит от столбцов waтpиr;u.~ А н, 
следовательно, равr матрицы. В равен раиrу матрицы А 
(см. А)). 

Итак, теорема 5 доказана. 
В случае, если система ураввеииА (84) имеет реше· 

вне, опишем совокупность ·асе.х решен.нй, так как pewe· 
кие может быть не единственно. 

Обоэвачик ранг матриц А и В через r, счв.тая уже, 

=~~~r~~=~ыма{l.) :•:;:~Р::~· ееву;:::и~й~е:~ 
:~~~~аА~=~~ц~rА: ~~::епК:::!ь8Т:~~f;;'3:: о~ 
вул.к, стояла в верхнем левом углу катри~. А, так что 
мы имеем :.",v 

6=1•1~ 1~1. 2, ... , r, J=l, 2, ... , r. 

К.ак это BКJDfO иs д.6каsательства преа.nоженнк А), пер· 
вые r строк матрицы В линейно иезааисикы, остмьные 
JtBHeho заввсиvы от них. Дла тоrо чтобы удо6во з&ПА'­
сать этот фахт, обозначиv кокповевты вектора 6 через 
ll~+l' l -= 1, 2, ... , р. Запишем теперь в виде формулы 
тот факт. что nослед..кие строки матриu.ы: В лннеАво sa­
BHCJiт ОТ первых r ее строк: 

aJ =- и.a'f. l = r+ l, r+2, . .. , р, 
a=l,2, ... ,r, j=l,2, .. ., q+l , 

rде u,+1, u,.+:t• ••• , Up суть числа. Это показывает, что 
в снетеме уравиевиА (84) nоследиве p_-r уравиевиА п.и­
иейно завкат от первых r уравнений н потому являются 
их следствием, так: что их можно отбросить, ие меняя 
решеввя. Т1ким обр1зом, вам достаточно решить систему 
уравнеивА 

~0=Ь'. l-==1, 2, ... , r, п=1. 2, ••.• q, 

или, что то же cawoe, систему уравнений 

а:ан0 ==Ь&r/. l - 1, 2, ...• r, а-1, 2, ... , r, 
~-r+l, ... , q. 

Эдесь неизвестным !/r+l; ••• , f/q можно прцать nроиа· 
вольные значения в решать попучеккую светему по cno· 
собу, ув:аэаивом:у в теореме 2. Таким образом, совокуп­
ность решений системы уравнений (84) зависит от q- r. 
параметров !/t+lo • ••• gq • .. 



§ 1. Евклидавы векторнwе 11ространства 

О п ре А е л е н и е 6. Векторвое пространство Е• на­
зывается eв.uuдos6Ut, если в вех определено скалярное 
nроизвеАевие. Иwеиво, в Е• задана векоторак симмет­
ричная бипннейная форма f(z, v) с пол:ожнте.пьио onpe· 
делеивоR квадратичной формой f(~. %) в скалярное про­
изведевне (z, v) задаете11 формулой 

<•· r>=l<•· •>· 
Длина вектора JzJ >О опреяелается формулой 

Луm. 
1•~-<·· •>· 
.. ,. ·!1· .... '· 

- пехоторыl базис пространства El/f., так что 

.I'=X0e11, f-gPe1. 

Тогда в силу nре,11.11ожения D) § 2 мы имеем 

<•· r>- !(• •• •,> .. ". (86) 
Из nредложения Е) § 2 следует, что, зная миау 

каЖАОГО вектора, можно вычисли.ть скалярвое nроизве­
дение двух любых векторов этого nространства. 

Ортанорм аль и а я си с те м а 

А) Система векторов 

(87) 

называется ортонор.маАьной, если имеет место соотиоше· 
вне 

{ 1, l=j, 
(•,, •,)-611= О, 1 .. /. 1=1, "" р, 1=!• ... , р. 

(88) 

Таким образом, каждые два различных вектора системы 

~~~ (l:;}~:вЗ:::.Н::~ собой, а мина каждого век-
. Ортоиорvалькая система (87) всеrда пинеАио неза­

висим:а. 

Действительно, если имеет место соотношение 

с~.= О, 



то, уwножаи зто соотношение скалярко на ''• получаем 
CJ =О. Таким образом, если р-= n, то система 

., ........ '• (89) 

является ортонормальвыu: Glasиcou nространства Е"'. 

:едс::;:е(~К)."~Ъ:;;;:~о~афо~а.iз;~п~~~~~~~= ~р::;~ 
(z, r)-f(z, r>-~x·lf'-6 .. x"fl, 

вa:C~нocp~~~·aJt::~~:;u:~ У::~:.~ :.ВЗ:> jsa':~: 
ных ero вектора ортоrонапьиы между собой; oJ. 'Jtopwи~ 
ровав потому, что длина каждого иектора pai'Da ед11~ 
ниц е. 

В дальнейшем будет установлено (си. пре.~уtожеине 
С)), что а евкпв.цовом вехторном простравстае Е"' всегда 
имеется ортанормальвый базис. 

В) В евкпидовом векторном пространстве Е"' каждая 
линейная форма q:~s (см. определение З} аад.аетtя а виде 
скалярного nроизведения 

(90) 

Не\(отОроrо вектора u на вектор s, причем: вектор u од~ 
иознаqио определяется линейной формой Ч'· 

Выберем в пространстве Е" некоторый ортонормаль~ 
ныА базис. Тогда пинеАнаи форма Ч1 определяется ра· 
венствок (см. (25) § 2) 

.p=d ... . 
Тоrд.а вектор и ==(и:l,u1, ... , и"') задаетеR форму.п.оВ 

-~-4,. 

При Т81(ОМ выборе а равенство (90) выпмвено. Дока· 
жем, что вектор и однозначно оnредел•етс.t линейкой 
формой q~. В самои деле, допустим, что одновременно 
н.м.еют место два равенства 

фZ"""'(а, z), cps-(al, .z). 

Тоrда мы имеем 
(а-а1, z)-0 

nри произвОJiьном х. Спмоватепьио, прв s-u-u1 

имеем 

(а-а', •-••)-О. 
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Зто возможно лишь тогда, когда 

u-"'""""0. 
С) Каждая линеЯ;но иеэависииая снстtма векторов 

(91) 

однозначно оnределяет ортанормальную систtму векто. 

роо 

.,. ~ •••••• ". (92) 

Проu.кс перехода от системы веКТQров (91) х системе 
векторов .(92). называется орrонор.мuрование.11. Оnишем. 
ero. 

Так как система векторов (91) линейно везавнсима. 
то вектор ж1 +О и, следовательно, его д;~нва 1 жаl =F О, 
Мы полагаем. 

Далее полаrаем 

Мы имеем 

•. 
·~-w· 

e~-'*t-(z.a• в1)111• 

<·~· 1!1) -= (.ciO 1!,) - (*2. 1!,) =о. 

Таквw образом, векторы ., и .; ортогояалькы wежАУ со­
боА. При 9ТОК вектор ~ + О, так как векторы .с1 н ~ 
ляиеАио неэависиwы, а следовательно, лвиеАно незавв .. 
симы векторы е1 в .;. Теперь иормируеы вектор е;. 
Именно, попажим 

о,-•;л.;J. 

Такиы образок, nолучаеы 

<•·· в,)-1. 
Пусть е1, е1, • •• , е1 уже построены так, ,что они состав .. 
люот ортенормальную систему. Построим вектор BJ+t• 
Положим 

e;+l =-a,+t- (.снt• е,)~~, -
-(х1+1.о,)•,- ... -(х1+1,•,)•1 

Преж.д.е acero, вектор a~+t .;. О, так как из линеАвоА ве­
зависимостк векторов Jrt, Z2, • • • , Jrt+1 следует лннеА:иц 
везависимость векторов 

&1; ta. ,,,, t,1 ZJ+I• 



Умножак вектор ~н на nронзвольиы:l вектор в1, 1 <;;; J, 
получаем 

Таким образом, построевкы.й вектор ~+t ортоrоиален 
ко всем векторам t 1, е,. ... , е1 и отличен от пуля. 

Нормируя вехтор ~+l' т. е. п~лаrая 

81+1 
·в,+lа::~, 

мы п011учаем вектор BJ.tt· . _,. 

D) Каждое вехторное подпространство ВР ~идова 

::~~~~в:':!в8:~тв:е::О~~~~ ес:==~тВ~РД:й~ 
ствительно, каждая пара векторов из 8Р явпиется парой 
векторов из Е", и потому_ .д/.IJI нее определено ск1лярное 
пронзведение. Вектор 2 пространства Е", ортогональный 
каждому вектору из nодпространства В~'. считается орф 
7оrоиальиыw всему пространству ВР. Обозначим через С 
совохупность всех векторов пространства Е11, ортого­
нальных вектореому подnространству в~~. Оказывается, 
что С яалиется векторным подпространстаом простран· 
ства Е,. размерности q - n-р, причеМ векторкое про· 
странстsо Е" распадается в прямую сумму своих подпро· 
странста ВР н с= с•. Подnространство С• 1f83Ы:Вается 
ортогОIUМ6НОUС допоАнение.м подnространства в". Ока~ 
зывается, что подnространство В" явлкетс• ортоrоиаль· 
НЫМ АОПОЛНСНRем nодnространства С•. 

Для доказательства данвоrо утверждения выберем 
в евклидовом векторном пространстве В" ортонормаль· 
ный базис 

et, вt. ···• •,_. 
Данную систему векторов .п.оnолввк АО максимальной 
лкнеАно независвмой сист-емой вехторами z,...,, ... , к,. 
(см. D) § 1). Тоr.п.а мы получим максимальную линейно 
неэависимую систему 

Теnерь nодвергнем эту систему nроцессу ортоиормирова­
нкя (см. С)). При иом первые рвекторов et, е,, ... , е,. 
не изменится:, а векторы к"+'• Z,~~+ao • • • , ж,. заменятся дру· 

гимн векторакв. Вновь nолученную систему запишем 
в виде 

.. 



Последняя система JIBJНteтcя ортанормальным базисом 

~~:~~~~аае.;~ :ав~;;о 1<аждый вектор z пространства 

Ж=Z'•а· 

Для того чтобы вектор z был нормальным ко всему nро­
странству ВР, необходимtl и достаточно, чтобы он был 
нормальным к каждому вектору z1, i"""' 1, 2, ... , р. Те­
ним образом, должно быть выполнено условие 

(%, е,)~о. 1= 1, 2, .... р. 

Из последиего усповия выт.екает 

z1 """:'0, ••. ,ж'= О. 

Таким образом, вектор %, воркальвый ко всему nро­
страиству J311, записывается в виде 

•=xf•,: ~=p+l ..... n. 

Совокупность всех векторов такого вида составляет вt-к· 
торное nодпреiстраиство С' пространства 13п размерности 
q.,.,. n-р, которое являете• ортоrоиальиыw дополне~ 

кием подпространства ВР. Ясно, что подnростраисrво 811 

в свою очередь является ортоrоиальвыw дополненнем 

подnространства Cf. 
Дадим геометрическое описание скалярноrо прокзвс­

деиия двух векторов пространства Е". 
Е) Пусть 

•• g 

-два лниеАно незавнсим:ых вектора пространства Е•. 
Совокупность всех векторов 

к=cz+dv, 

rде с н d- проиэво.т~ьные действительные числа, состав­
Jiяет двумерное векторное подпространство e;t вектор­
иого пространства Е". Множество Е! является вехторным 
двумерным евКJJндовым пространством, иначе говоря, 

евклвдовоА плоскостью Такнw образом, векторы 1t и 11 
ивпяются пииеАно иеэавксимыми векторами плоскосто 
Е', и ясно, qто такое угол между ними. Обозначим ero 
через ~· Оказывается, что скалярное произведение век­
торов z и 11 выражается в следующем виде: 

(s, rJ-I•IIrlcos.,. (93) 
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Для доказательства формулы {93) ортонориируем 
пару векторов z, у. Мы попучим тогда два вектора е1 , et. 
составляющих базис двуu.ерноiо еаклидова простран4 

ства Е'. При этом: 

s-lsle,, Y-lrl(•,coзq>+.,•lnq>). 

Таким образом, 

(s, g)=(isl•,. lrl(e,cosq>+.,slnq>))~lsllrlcosq>. 

Та1п1w образом, форкупа {93) доказана. В случае, если 
~ и g линейно зависимы, следует считать, JIТO .угол: q> 
между ними равен нулю или n. Лри этом о9). они выра-
жаются через один и тот же вектор ·j." 

Тоrда мы имеем 

или 

Z=)Z)!:It f=±)g)г1, 

(s, p)=lsllrlcosO 

(s, r)=lsllglcosn. 
Таким обра._зом, формула (93) имеет место для любых 
д.вух векторов z и 11 из Е"'. 

ств;)в?~оаб~~:~~в: ::кК:о~~:а п~=~~iво пж~:~:~: 
вается изоморфным, если оно лииеАио (см. определе· 
ние З) и сохраняет ска.1ярное прои~ведение,. т. е. если 
для двух Л10бых векторов z и IJ нз Е11 имеет место фор4 

мула 

то при отображевни ер сохраняется и скалярное пронзве­
деине. 

. В евклмовом векторном ПР$ЮТравстве опредмено 
расстоа:ике p(z, р') между кажднми двукя ero вепорамв 
z в g. Оно замется формулой 

p(s, r)-Js-rl • .. 



Ортогональные матрвn.w 

G) Пусть Е11- евклидово векторное пространство 
размерности n и 

(94) 

- иекоторый его ортанормальный базис (cw. nредложе· 
иие А)). Пусть далее,q~-векоторое nэоморфное oтotSpa· 
женке пространст.Jа Е" ва себи {см. F)). 

Матрица 

X=!zH; 1-1, ... , n, J=l, ... , п. 

соотве~ующая отображению 1р в ортоиормальвом ба· 
звсе (94), называется орrогона.tьноа. Еслвq~1 и q~1-два 
изоморфных отображения пространства Е" ка себя, то 
отображение cp1q>t есть тоже изом.орфное отображение. 
nоэтоwу произведение двух ортогональных матриц есть 

также ортоrональиая матрица. Матрица Х, соотаетствую•. 
1.1,ая отображению ер, оnределяется соотношениями 

~,==xj•~~.· 

Дадtм теnерь четыре характеристики ортогональных 

мат~ 111eeu 
'P',==•,-=(.t}. %,, .... Xj). 

Это значн'f, что злементы }·ГО сто.пбца vaтpиiUi Х n• 
ляются I:ООР.\ИНатами вектора ~'' в базисе (94). Так 
как отображеаве 111 сохраняет скалярвое произве,а:ение. 
ТО 

Переписывая зто .выражение в коордиватиоА фор1о1е, по· 
лучик 

(95) 

Ясно, что ес.пи для м атрвnьt Х выполнено зто сооnоше· 
иве, то ова является ортоrокальиоА. Можно скаsать, что 
столбцы матрицы Х составляют ортанормальную си· 
стему векторов. Оказывается, что соотношение (95) 
эквивалентно соотношению 

хтх=Е. (95) 

Условия (95) и (96), наложенные на wатрвду_Х. сфор~ 
мулированы в термивах столбцов. Оказывается, что нх 
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можно сформулировать в термивах строк. Именно, имеет 
место соотношение 

(97) 

Соотноwеине (97) можно переnисать в вя.11.е формулы 

ххт -Е. (98) 

ном~к::ы:=~:u::А е{95)~(С:~а ~ ~:~в~;:аrЕ::~ь~~~ 
Относительно (95) зто утверждение уже был..о в.wсказа· 
но как очевидное. Нам остается показать,..(~ каждое 
(9s}~отношеннА (96)-(98) эквивалентно 1-}Р1аоwенню 

Оказывается далее. что оnредепнтмь ортоrовалwюА 
матрицы D(X) удовле'1'80рАет условию 

D(X)-±1. (99) 

Докажем, прежде всего, зквнвален111ость соотиоше· 
иш1 (95) и (96). Для этоrо nоложим 

хт -u-lull, 
так что 

и:-.r~. 
Соотношение (96) заnисывается в виде 

utt~-6,. 
Заменяя здесь "'через r;. мы nолучим: форкупу (95), 
Таким образом, соотношения (95) и (96) эквивалентны. 

Эквивалентность соотношений (97) и (98) доказы· 
вается аиалоrично. 

Докажем соотношение (99). В с.илу теоремы: 1 
D(Xт)-D(X). 

В силу этого, теоремы 4 н соотношения (96) мы имеем 
D(X)D(X)-1, 

откуда н следует формула (99) . Tata~w образом:, в ча­
стности, определитель ортоrоим:ьиоl матрицы отличен 
от нуля, н попому ортогональная w:атриuа имеет обрат­
ную (см. замечание к теореме 4). 

Теперь докажем, что с~ткоwения (96) и (98) экви­
валентны. Дл• этоrо соотношевие (96) умножим справа .. 



на Х-1. Тогда иы nолуч:иw 

хт-х-1. 

Уквожаи это соотношение на Х слева, nonyч11w 

ххт-Е. 

?х:~~: ~rоА~~~~:Н~о:е~:~:!ен~~~<~) =;;:; 
!XX.Irнoweн~ (96). Тахим образом, соотвоwевви (96) и 

(9ЗЙ~::,н::~нт~~шении (95) - (98) эоивапеитныдр)'l' 
дР1ГУ • озвачаот ортоrова.пьвость матрицы Х (см. rл. 41 

npiNep t). · 



Гпава 2 .~ 

коРни мноrочп,,Н'ов _., 
§ 8. Комо.Dексвwе чис.tа 

Здесь я кратко рассказываю о том, как возникли к 
утвердвлвсь в математике комnлексвые числа. Затеv 
дatq их определение, оnисываю nравила .п.еАстuий над 
ними, употреб.пяя при этом их rеометрическуJQ натер· 
претацню, но не nользуюсь nри этом как иэвестным.и 

триrовометрнческ.вми формулами хосивуса cywwы и си· 
Н}'С8 суммы. 

Историчес кая сnравка 

l{омплексвые qис.па были введены в математику .п.пя 
того, чтобы с.де.пать возможной операцию иэвлечекия 
квадратного корня из любого действительного числа. 
Это, ОАВако, не является достаточным ос.иованием для 
того, чтобы вводить в математику новые чясла. Оказа~ 
лось, что еспн производить вычнслени• по обычвым npa~ 
вилам над выражениями, а которых встречается квад• 

ратный корень из отрицательного числа, то можно прийтк 
к результату, уже не содержашему Jt&адратныА корень 
из отрицательного числа. В XVI в. Кардано нашел фор~ 
мулу для решения кубического уравнения. Оказап.ось. 
что иwевНо в том случае, когда кубическое ураввен11е 
имеет три деАстuительиых корня, в формуле Карда11о 
встречается квадратный корень из отрицательного числа. 
Позтому квадратные корнn из отрицатепьны.х. чием 
стали употребл11ть в J.tатематяке и назвали их. мниwым:Jr 
числами-теw самым они как бы приобрели право на 

::е::~ьв~~~':е~:овr~и:~~ ~Vii~~~X~~~:aпp;:: .. 



Гаусс, который назвал их коимексвыwв чвслаwи, дм 
им геометрическую интерпретацию и, что caw~ rnaв· 

вое, доказал основную теореку алrебры, утверждающую, 
'IТО каждый иногочлен имеет хотя бы одив действитеnь· 
выА или хоыnлексныА корень. 

Определение комnnенсвых чисе.п 

Мы будем исходить нз тоrо, что действвте.пьные чис· 
п:а нам иэвествы.. Мы знаек, что д.n:я иих определены два 
основных действия-с.пожекве и умножение-в имеют~ 
ся обратвые к ним действии- вычитание в деление. Дл:н: 
втих действий ·выпо.пвиютея хорошо взвеетвые прuила, 
которые обы'IНО употребляютс11 совершеива автомати~ 
:чески- nоэтому я их не буду эдесь формулировать. 

Поставим теnерь перед собой задачу расширить nо­
витке числа таким: образом:, чтобы уравнение 

и'+l-о 

IWeno решение. Корень этоГо урйввевия объяалвется 
воаыы чис.поw: и обозначается через l. Таким образоw:, 
An1 l писем 

l'=-1. (1) 

Так кан в w:иожестве новых чисел содержатся все деА· 
ствw:ельные числа и 9лемеит 1 и так как в веw воз· 
IIOЖIIЫ .а.еRствия сложения и уw:вожеиив, то а этом кво-

::::1~0:и~~ ~о::~~~~~ь~С:.С: .. ::фф~~~~~~и~8~ 
.частвосn все w.иоrоqлевы nервой степени, т. е. выраже· 
ВНЯ ВКАа 

z==z+yl=x+ly, 
rJJ,e х в у-д.еАстввтельвые чиспа. Эти выражения и на~ 
SЬПIIЮТСЯ: ICOAI.RAI~Hbl.ИU qUCAQJIU. ДеЙСТВИЯ Над BRVR 
wы аr.ределнw как действия над мноrочпенами, учRТЬI~ 
вu npr 9ТОW. усл.овие (1). Комnлексные числ.а вца 

z-x+Ol-=x 
Jlапяются: деаствитtльнымU. чисАа..wи. Коммек:свые числа 
вида 

•-O+,t-yl 
ваэываются ссисто ~иси.кьиси. •ислажи. 

Пусть %1 =%1 + 111i, Zt =Xt + 1/tl-два коммексных 
101Cnl. Согласно высказанному праввпу сумма в произ· ., 



ведение 9ТЯХ комnлексных чисел onpe.lleJIЯIOТt:Я. равен­

стваw.и 

~+~-~+~+~+~-~+~+~+~L~ 
z,z, = (х, + y,l)(~ + y,l) = х,х, + (х,у1 + y,xs)l + 

+ y,y,t'-(x,x,- у,у,) +(х,у1 + у,х,)/. (3) 

При nолученifи последвеrо равенства мы нсnользовм11 
условие ( 1). 

В случае, если число z1 .-z1 действительное, полу· 
ч~ем 

XtZs=XtXt+Xigtl. / ,. (4) 

Из формул (2) и (3) видно, что ~ма и произведе· 
нке двух комплексных Ч·ИСел есть f'~e комплексное 
число. 

д.п• тоrо чтобы убедиться, что действие вычитания, 
обратное действию СJJожеивя, существует, .r.остаточно 
иаАти · число -z, противопможное чвсп:у ж. а для того 
чтобы убедитьса в томt что Возможно депенке, АОСТВ· 
точно мя z +О указать число .r-1, обратвое числу 
2 = х + gl. Числа !tТИ, как легко видеть, ·задаiОТСЯ фор· 
мулами 

-z.".-x-yt, 

z-1- •'~'' -zrt;rr. 
Таким образом, вепвчииа z-1, обратна• к z, существует 
всегда, когда z +О. 

Геометрическое иsображевве 
х:омп.nексвы.х чисел 

Обозначим через Р плоскость вашеrо чертежа и вы­
берем на ней прямоуrольную систему координат (рис. 1). 
Коw.плексиое число z = х + yi мы поместим в точку z-. 
=(x,g) с координатами х, у. Обозначим таi!Же Qереэ z 
вектор, идущий из начала хо,орАRиат О в точку z. Та· 
ким образом, буква 2 обозначает у вас одновременно 
комплексное число, точку 2, изображающую это коwп· 
лекекое qисло, н вектор 2, соответствующий nowy кown• 
лекекому чнму. При .ио.w изображенин деАствнте.пьиые 
числа поnа.~t.ают на ось абсцИсс, позтому ось абсцисс на­
зывается деlkтвиrеАьноа осью плоскости Р комплекс· 
ной переwеввоА, а чисто мвимые 'IRCЛ8 поnад.ают на ось 
ординат, поэтому ось ординат называетсн .инwюа осью .. 



моекости Р хом:мексвоА переvеииоА. Нуль nопаАает в 
вачало коорАRнат. 

Длвва веnора z называется IUЮIJAe~ коммексноrо 
числ• 1 =- х + gl в обоэиачаеТСJI lzl: 

l•l-+vт.t7". 
КоЩ~Лексные 'IBCJJI z, у дов.петворяющне уедовию 

Jzl"""' 1, с:оставпяют окружность радиуса 1 с центром 
в начале координат. На зтоl ок-
ружвоств Jiежит 'JИсло 1. Из тоЧ- ~ 
•и 1 отложим по окружности дугу 
аадавноА длины ер в ваправлевни 
п~в часовой стрелJСИ. Конец 
етоl A)'nf обозначим через (ер). 
Если 9-отри.u.атепьвое чвело, 
,-о дпя пмучеяИJI (4р) нужно от-

i:i~Т: чО:со:~ст~м:~lак~~ 0 

::Т:.о~ ~~:~~.:ч:. J~t.: . 
образок, IL'OIIUJ.IIeкcиoe число (ер) задаете• форму­
лой 

(q>)- cos q> + /sln q>. (5) 

Итак, ВСJtкое кокплексаое ucno z, по модулю равное 
.J,заавсЬIВаетс;я в а~~Ае (б). Вспв z-провзвольвое комn~ 
.nексное число, модут. которого l.z:I"""'P отличен от О, то 
число i' •вm1ется ком:плексны:к чнспок, по IIOJQ'ЛIO рав­
ным 1, и nотоку записывается в виде (6). Из равенства 

t-cos.:p+lslncp 
мы омучаtм 

(6) 

З.аnись (6) называется: f'pшoнoJ&Srpu.~tecмa форJЮ4 
и:омплекснС)rо чис.l'i'а z. Число ср вазываета~~ аргу~нто.а 
комплекского чиспа z. Если модуль р комплt:кспоrо ч.ис­
ла z от.nиt~еи от нуля, то арrумt:ат ero оnределен с 'rОЧ• 
яостью до cnвraeм:oro 2Ь:, rде k- целое 'lи<:ло. Если же 
vодуnь р ком:плексНоrо чиспа рuен О, то формула (6) 
rrаюке имеет место, однако в зток с:лучае аргумент ком:п­

il!.ексвоrо 'iкcna вовсе не оnределен. 

Числа р 11 IP называютсн МАЯрНЫ.8u IWOpдШUJTtuttll 
'!'ОЧКИ z. .. 



rеоwетрнческое истолкование деАствнА 
J(ад комплексными числами 

Из формул (2) и (4) след.ует, что коммехевые чис• 
ла складываются и умножаются на действнтельные чис..­
ла, как векторы. 

Геометрический смысл сложения коwппексиых чвсел 
очевиден: вектор z1 + z1-это диагональ параппелоrраи ... 
ма, построенного на векторах z1 и z2• Отсюда вытекает 
ваЖRОе неравеиство · 

/z1 +z,{.;;{z,/+lz,t. / (7) 

Дп:в того чтобы дать rеометрическfе истолковаНirе 
ум:ножеиия комплексных чисел, нужно::."fпотребить one. 
рацию поворота вектора, или, что то же самое, комп..­

лехсиого числа. Повернув вектор z nротив часовой стрел .. 
кв на угол ~ мы получим векоторый новый вектор, ко..-

~~~~~~=~::тачеJ:З и~:~:)~~~е;rе:ч~~С:~~~~~ 
а-действительное число, то 

Ro+~ (z) = R. (R~ (z)),. R.(az) = aR.(z), 
R4 (%1 + z,) = R. (z1) + R4 (z,). 

Из поспедких двух форму.л следует, что если а1 и а2 .....~ 
два действительных числа, то имеет место соотношение 

R, (a1z1 + a,z,) = a,R. (z1) + a,R. (z,), (8) 

Неnосре.-ствевво ясно также, что 

R4 (1)=cos"+ls1na. (9) 

Докажем теnер&у что поворот коммекс.вого числа 
z = х + ·1/l на угоя « равносилен умножению его на 
комплексное число cos ct + i sin ct, т. е. что 

R4 (z)=(cosa+ ls1na)z. (10) 

Для етого рассмотрю• евачала мдельно поворот ва 

угол n/2. В этом случае cos -j-+ l sln Т .".l и равенство 

ь~~~:t:~~:~::.и:еоR:~~~~~~:~~ ~~~~?и~~ ::t ~~~(r,n!: 
= i, R11п(l}-=--l. С другой стороны:, il =l, "--1. Та• 
КИМ обр8ЗО11t 

R..,(1)-11, R..,(I)-11, 
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Из форwу.пн '(8) неnосредственно вытекает 
lz-i(x +ty)= xi+ у (-1) = 

-xR,.,(I)+uR""(I)-R,.,(xl +ul)-
-fl.."<x+tg)-R""(•). 

Таmм образом, форvупа (10) дока~~JI" д.пя а- n./2. 
Пусть теnерь а-проиэвОJJ,ЬИQе деА:ствятельиое чи~ 

ло. Пр в t"""" cos а+ i sin а; nолучаем 
11=1!-~(!)=R.~(cosa+lslna)= 

=cos (а +f) +tsin (a·+f)= 

-Ra(cos-j-+tsln T)-=R.(i). (11) 

Таким образом, формула 00) доказана при z ==i. 
Перейдем теnерь х доказатмьству формулы: ( 10) дли 

произв011ьноrо комппексиоrо чиспа 

z=x+tg. 
В сн•у формул (8), (9),..(11) нмееы 

R,(z)-R,(x+tu)-xR,(I)+uR,(l)­
=x(coso+ lsln а)+ y(cosa+ 1 sln а)-

- (cos а+ 1 sin а) (s + gl)= (cos а+ l sln a)z. 
Таким образом, формула (10) пмиостью доказана. 

npнue&RЯ формулу (10) К KOMПJieKCBONY ЧИСЛУ 
z -= cos ~ :+- i stn р, получаем: 
(cosa+lalna)(cos ~ + /sln ~)-R,(cos ~ +1 sln ~) = 

-R,(Rp(I))-R,+p(l)'=cos(a+ М +1 sln(a+ р), 
.Таким oбpasow, 

(cosa +1 slna)(cos р + 1 sln ~)=cos(a +М +t sln(a+p). 
Проиэво.u: перемножевве комплекевых чаем. C.ТOJI· 

щих в п.евоА части, по формуле -(3), мы: омучик 
(cos а+ /sln a)(cos р +tsln p)-

-(cosacosp- slnaaln p)+(slnacosp +cosasln ~)/, 
Значит, мы получили форкулн д.11• коСВIIуса н сивуса 
tуммы: 

<os(a+ р)- cosacos'- slna sln р, 
sln (о+ jl)- •ln а cos р + cos о oln ~. 
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Дпи произвольных комппексвых чисел:, которые мы 
заnишем в виде r(cosa+isincx), s(cosp+isinP,} nо­
лучаем 

r(cosa+lsina)s(oos~+lsln ~)-

=r<(cos(a+~J+Isln(a+M· (12) 
Таuк образом, прв q:ереwножеиии двух коммексных 
чисеп. вх модули переииожаются, а аргументы схлады· 

ваютси. 

Формулу (12) очевидным образом можно распростра­
нить иа nроизвольвое чис.по сомиожищеt. Если все 
зти сомкожитепи равны между собой и равны хоыплекс­
пому числу r(совtЖ + isin cz), то мы n~аем 

(r (соза + 1 sin а))"'= r" (cos па +1 sin м). 
Эта формула очень интересна. Она дает возможность 

извлечь корень п-Я: стеnеии мз произволького комплекс­
ного чис:па p(cos~+isinq~) . Именно, оказывается, что 

копичество .сорней п-А 
степевниз чиc.nap(cosrp+ 
+tainФ)+O равно n, 
причем кории 9'tИ pacno· 
ложеиы ва охружаостн 

раяяуса ':./Р с центром 
в начале координат н со-

:~:~~от п~~:::ка."~: 
утверждение а пред.остав­

ляю для АОКазательства 

читателик. 

В частвости, корень 
n-й степени н:s единицы 

нw.еет 11 зна'lевиА. которые ивлиюкя вершинами пра­
вильного п-уrот.вика. вnисанного в е,ILНинчныА круr, при· 
чем ОАН8 из его 8ершии есть единица (рис. 2). В виде 
формулы зтя жорви записываютсs сле.nующнм образом: 

11_ ' 2.Ь. 2h 
1/1 -=tos-;;-+lsln 11• Je-o. 1, 2, .•• , п-1. 

к~·~.ппексио сопрвженные числа 
При расскотрении комnлексиых ~пtcen вамную роль 

играют так иазыва~м-ые комnлексно сопряженные числа. 

ECJIH z = :х + _ ifl- векоторое комnлексное число, то чис· .. 



ло l, комплексно сопряженное с чисnом z, определяется 
формулой 

!=x~la. (13) 

Таким образом, число !, комплексно сапражеиное с чис­
лом z, валяется зеркальиыw. образом числа г откосн­
тепьио .действительной оси, и мы иысем, в частности, 

z-z. 
Если 

z=r(cosa+ lsina), 
то 

f-r(cosa -lsln а)-r(соз (~а)+ /зln (~•)), 

и, спедоватепьво, аргументы .двух комплексно соnряжеи­

вы::х чисел отличаютех лишь знаком. Из формул (2), (3) 
следует, -.то · 

z1+z1.-!,+!,. 
Иа формул (8), (IЗ) следует, что 

z1z,=-!1ft. 
Заметим еще. что равенство ,_, 

(14) 

(15) 

(16) 

имеет место тоrяа и ТОJIЬКО тогда, коr.да z есть .дей· 
стввтельвое число (см. r.11. 4, nримеры 9-11). 

t 8.. Осво•вu теорема ureCJpы 

Здесь будет доказава ОСНОJtВ&я теорема алrебры, 
утверждающа11, что всвкий миоrочпев nоложителькой 
степеии с tюмплексны:ии коэффициентами имеет по край­
ней мере ОАИИ комолексиыl корень. При этом деАстви­
тепьвые чвспа считаются частиым спучаем комnлексных 

чисел. Эта теорема впервые быnа доказана Гауссом в 
1799 r. ми частиого случа.s многочленов с действитель­
ными коэффициентами. Гаусс показал, что всякий такой 
миоrочлев имеет по крайней мере один действнтельныА 
или комnлексный корень. Это значв1', что, рассwатрнэая 
корни апrебравческих уравв~виR (т. е. корив мноrочле­
иов), мы ве можем приАтв к вовык uслам:. Здесь эта 
теорема доказывается д.ля квоrоЧJrевоа с комплексными 

коэффициентами. 
Доказательство основной теоремы алrебры основано 

на к6ккретиом расскотрении ком:ПJtексвш чисел. Стро-
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roe доказательство основной теоремЫ алгебры, опираю· 
шееся па теорию фуккuий коw.плексной переыеиноА, при· 
ведено в woeA ЮIНГе сАнализ бесконечно ыалы:х:. (см. 
пример на с. 246). 

Здесь я: nривожу не строrое, но rеометрическк убе· 
дительиое доказательство, основанное на рассмотрении 

nутеА в моекости коыплеii:СИОА переменной я их дефор­
маuиА. Доказательство зто не только доказывает тео· 
рему, но до пекоторой степени объясняет, почему ока 
верна. 

Как следствие основной теоремы алг~бры мы дBjlHM 
раз.nожение ы.ноrочлеиа с комплексными (в ч$Стно·стн, 
действительными) коэффиuиевтаwи на множмели. 

-'-.... ~ 
Пути в плоскости 

комплексной переменной 

Если точка z в nлоскости Р комме.ксной переменnой 
nерем:ещается во времени, когда время t меняется в npe· 
делах t0 Е; t ~ t1, то мы считаем:, что в nлоскости Р за~ 
дaJJ путь _(рис. 3). Таким образом, путь есть фувкu.ия 

и 

Рве. З 

~{t) действитепьвоА перем:евиоА: t, принимающаR хомп· 
лекевые аначеииа и задаиная на отрезке t0 <; t < t1: 

z(Q, t".;;t.;;t,. 
Формула эта задает путь. Речь идет здесь о движе· 

иии точки, осуществ.п:яемом, естествевио, без скачков, 
так что фувкu.ня z(t) является непрерывной. Мн не 
уточняем здесь поиятке неnрерывности, считая, что око 

ивтуитиvио ясно как движеане точки. Следует отчетливо 
поникать, что путь есть nроцесс движения, а не та лв~ 

ния, которую описывает движущаяся точка. Одну в ту 
же линию можио описать рааиымв способа&. 
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В nроцессе движения: 'r'очка z(t) в разные w:омеnты: 
еремени может nоnадать 11 одну и ту же точку плоско1 
сти, так что ие исключается равенство 

z(4)=z(la) при 1,".1,. 

Тав~м обрааок. пf.ть может иметь самопересечення. Ок 
может даже состоять яз одвоА точки, именно, в случа~. 
когда точка z(t) вовсе не ·перемещаетсS~ при нэмененн:и 
t. В дальиейwеы, если зто т 
tie будет оrоеорено следи· 
алъио, мы всеrда будем 
предnолагать, что nуть · не 

проходит чере:t начало коор- D .r 
дина т, т. е. что иел:вчина z(t) 
ни при хакоu: значении t не 
обращается 11 нуль. Точка 
z(to}.= z0 называется н.ача- 3aJ1trii.YI11Ы'"YJМ 
AO.W .аутм, а точка z(t,)= Рис. 4. 
~ z1 - ero концо.м. Вели :z;:: (~~ ~).вевство zo = z1, то путь иазываетск вамю-

Тах ках комплексное число .z(t) ве обращается е 
вуль, то д;Jя всякото значения t определен; арrуменt: 
q~(t) комплехсного чнс.ла z(t), Во он оаределеи лишь о 
точностыо до CJiaraeиoro 2Arc (k-ue.noe число). Эта не· 
однозначность дпи нас вежепатмьна. Для roro чтобы 
освободиться от нее, м:ы вЫберем: дпв начальиоА: 'J'очки 
~вполне определенвый арrуиев'J' ЧIО"'""' q~:(to). 

Затем: по мере возрастании t будем: выбирать аргу­
мент 4p(t). точхв 2(t) так, чтобы при малых изменении:ю 
t он менялея va.'lo. Этим неоднозначность выбора apry .. 
м:евта будет устранена. ДобаВJlеНне к аргументу qнсла 
2kn nрн k + О пlивело бы сразу к резкому изменению 
;(:~=: ~(tlле;б;:в;:.ч~~~б~ ::г~Ч:::: сра&rт:::: 
z(t} м~ялся вместе с t непрерывно, мы пмучаем впм~ 
не определенную фyиКIIJIIO (f(t), wеяяюшуюся непре­
рывно, т. е. без скачков. Ес:пи выбрать начальное аначе .. 
ние арrумепта 19о яначе, изменив ero на 2ktc, то оп будет 
от.nичаться от ранее выбрtшноrо роиио на 2krc на все~ 
протяжении измененив t. Отсюда следует, что nри таком 
сnособе построения фун!ЩJ:Iи <р (f) величина 

(17) 
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ке зависит от сл.учаАно вы:_бранноrо начальноrо значения 
арrу:мента числа .го. 

Если Путь зам.-кв.ут, то точки z0 и 21 совnадают и, 
следоваrе.пьио, их аргументы qt(~) н IJI(lt) могут от.nи­
чаfЪС.Я лишь на 2-Ьt. Пояому чвмо (17) в иучае замк­
вутоrо nути ecn. 2k:n. Целое чпсло k иазыеаеn:я. инде"­
сом aaJ(1(.8yroro пути D nлоскости комплексной пepew~R· 
ноА z .. С/'lе.дует еще раз подчеркнуть, что индекс эамкну­
тоrо пути можно определить .пнwь в том случае, когда 

путь не прожодит через нача.по координат. . tФ/ .; 
о .. 

>•О 

Ryinucuнhнcal'lllD,f,l 

р..,_. 

Индекс k имеет простой rеом:етриче<::ЮIА смысл. Имен· 
но, он укаэыsает, ско.пько раз точка z(J), описывая 
эамu:утыА nуть, обхо.АВт иа.чало координат (рве. 5) . 

Рассмотрим простой прикер. Путь 

- l+r(ccsl+lsln/), o.,.;t.;;2n, (18) 

нв.пиется. замкнутым. Он описывает окружиость с цент­
рок в ТОЧJ(е 1 и радиуса r в проходит оаружкость с те­
чением времени t равномерно против часовой стрелки. 
Если qнсло r меньше. 1, то окружность не содержит 
внутри себа нача.па коорАНН8Т и ви.а.екс пути равен О. 
Если r больше 1, то окружность содержит ввутрв себи 
начало координат н ин.а.екс пути равен 1 (nроверьте ио 
самостоятельно). В спучае r = 1 .путь проходит через 
начало координат и ero нидекс ие опре.а.елеи, ECJiи чис~. 
по r vеия:ется., ro путь (18), kак rоворит, деформируетсR 

.... (puc. 6). Мы видим на зтом npи!iepe, что во время де­
формации замкиуrоrо пути ero индекс ue меняется, есля 
только путь в жакой-то момент деформации ие проходит 
через вачаао координат. 

Говори, что путь описываетси движенкем. точки во 
времени, мы .п.иwь Xote.IIB nридать более интуитивный 
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Х'аректер оnределению пути. В д.еАствительвости же ре'IЪ 
и.дет о зевнеимости комnлексной переw.ениоА z от неко­
тораго Аействнrе.nьиого nараметра t (хотарыА можно 
обоэиаqить и д.руrоА буквой). Tll'!t, например, путь (18) 
ИОЖНО З811ИС8ТЬ В ВИде 

1 +r(~oaa+itina), 
o.;;o.;;2n, (19) 

rде параметрои уже ив· 

дя:ется не t, а а;. Я:сно, что 
путь ( 19) описывается 
точкой 1 + z. когда точка 
z аписывеет путь 

r(co.sa+isina), 
о<;;о.;;2п. • " 

л­
"yтut+r(c"«+Jnn•>DJШиl"'н8ЖШr 

Эдесь 1 есть чвмовоА па- Рас. 6 

~=:~~ О:~~~о0:р:~~ при и:sмеиении 1 путь (19) 
деформируется. 

Дад1:1w более tJJожны.f·првм:ер замкиутоrо пути, хото­
рый мы обозначим через 1(,.. Ero задад11м формулой 

•-(1 +нo•t)(co•nl+ltlnnl), o.;;t.;;2n. 
З.десь мы считаем, что О E;s < 1t в потоw.у (z:l= 1 + 
+ s cos t и nоложнтепен при произвоnьвом t. 

Путь к. имеет сам:опересечения. 
При n = 2 одно самопересечевие. 
при пс::ЗАВа. 

Введем nовятие деформации пу· 
ти. Будем считать, что путь дефор­
•ируетс•, если он постепевво ме­

нятся без скаqков в завнеимости от 

~;;~~~~) о0~~==~~8~е~О:~~~ ~; 
~;.це6;~~;~ ~:~;н~бео;в;ч{риис. ~): 
Тахнм обрааом, деформнрующиАся 
путь заnисывается: формулоА 

Z(a., 1), Qoll!ii;ac;;;;al, Sgc;;;&<;IJ• 
(:Ю) 

Рас. 7 

Здесь при хвждом: фикскроваивом. значении паракетра s 
:.tы имеем определенный -путь, описываеN.Ы.й во вреъоt 
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изменения et от ct0 до et1, а nри изменении s сам путь ме­
ияе1'С.я, деформируясь. Ясно, что еспи путь (20) - замк­
нут, т. е. если при любом значении s имеет ме«о равен· 
СТ8О 

z (а,, s)-z («1, s)> 

'1'0 в течение деформации индекс nути до.пжеи wеu:вться 

ф~·-·- ...... ~~r~~ 
не определен. Таким образом, 
мы можем высказать медую· 

щее утверждение: 

Ес.пи замкнутый путь не-

Рt!с. 8 ~~~:::о в л;::;:~fУ;;ф;;рм~: 
nив через начало координат, то индекс ero не ме­

няется. 

Дадим еще один пример зawuyтoro пути: 

r"(cos ... +lslnna), oc;;a.;;2n. (21) 

Я:сво, что путь 9ТОТ оnисывается точкой z,., коrда точка 
z оnисывает замкнутый путь: 

r(cosa+lsina), O<a<2n. 
ВиАВО, что когда rt меняетси от О до 2п, аргумент точки 
z,. меняетеи от О до 2nn. Таким образом, индекс пути 
(21) равен n (рис. 8, rде схематически показав случай 
п-3). 

Комплексные функции 
Коwпле:к:сной переменвой 

Если числовое значение коммекс:иоА переменной ве· 
личины w можно найти, зв&R числовое значение друrой 
комплексной переменной веп1:1чииы z, то перемеииая ве· 
личина w называется фунпцша переменной величины .z, 
что ааписы:вается в форме 

IIJ-/(z). 
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ECJm коwмев:с.ная функция: f(z) комnпеисвоА пере .. 
vеиноl z имеет провзводвую, то она иазываетск aн.a..tu .. 
rи.ческ.оа Фvнкци.еа. Теория: аналитических фувкц,ий .яв• 
ляется: теперь одним из важнейших разделов ма.тема­
тяки. З.tt.есь вас будут нитересоваtъ лишь аналитические 
функции очень частиого вида, иwепво мноrоч.~tеиы•). 

Рассмотрим wиоrочлев 

a~-f(•)=z"+a1r' + 000 +•·-••+•.. (22) 
rде а1, аа, ... ,.а .. -каvпп:ексвые коэффициенты, а n­
неотрицатмъяое це.пое чнСJJо, которое называется сте .. 
пенью квогочпеиа. Цепью иawero исследования будет 
доказате.'!ьство того, что многочлен (22) nможнтельиой 
степени вwеет хоревь, т. е. что уравнение 

/(•)=0, 
где f(z)-мноrочп:ен ·(22) и n>O, иwеет решение. Дли 
доказательства зтоrо мы рассмотрим замкнутый путь 

f(r(cosa+lslna)), о..;а.;;2п, (23) 

Который описывает точка f(z), когда точка t оnисывает 
замкнутый путь 

r(cooa+lsJna), о.;;а.;;2по 

CJiyчaA, когда свободвнl член а,. 1111огочлена f(~) 
рааек О, ае требует рассмотрения, так как в этом слу· 

::~ .. ;н~г~~;~е~(z~ч::::, ~и:'.=.й о.коJ:;:в~=:Ао.:;;. 
(23) зависит от параметра r в при взмевеяии параметра 
r деформируется. При. r- О число 2 равно О, и путь 
f(z) состоит в:t веnодвижвой точки а,.. Таким: обраэои, 
его индекс ори r = О равен О. Мы докажем, что если 
взять r АОСТаточно бо.пьшии, то иидехс nути (23) равен 
n. Но no nредпоп:ожевию n +О, nозтому nри изменении 
числа r от большого значения: к нулю путь (23), дефор• 
мируясь, пройдет при каком-то значении r через начало 
координат, а зто и значит, что nри Векотором значении z 
функция f(z) обратится о нуль, т. е. корень у sтoro мио6 
rоч.'tена существует (рис. 9). 

для: дохазате.пьства того, что nри достаточно боль~ 
шом. r замкнутый путь .(23) имеет ан.цекс, рааны:А n, 

•) З1ме<савке о пронuодвоА lJMI!eТ пе.пыо mrmь уквsаn ва C'f• 

::•фнук:х;:р::..:::В~~f~ци:W~:::~=:;rе:е d';.~~: 



продеформируем этот путь в более простой, нндекс кото­
роrо леrко сосчитать. 

Прежде всеrо мы разоtiьем: . иноrоqлен /(z) на сумw.у 
яаух мнаrоч.пенов 

f(z)=:в"+g(z), 

где g(.z) эадаетси формулоА 

g(z)-=a1z-'+a,rs-'+ ,,, +a11_ 1z+a". 
Так хак ко~ффициеиты а1, а3, ••• , а,. миоrочлена g(z) 

~~ ~n~~=e в~~~:==~~о":~; 
ПО МОдуЛЮ IЮкоторую КО.КСТ!IН• 

ту с. Из и~енства {7), рас· 
nростраиениоrо ва произволь .. 
ное число слагаеwых, слwет, 

что nри 1•1 > 1 
ll(•)l<ncl""-' 1· (24) 

Расскотрим миоrочпен f{z, 
s), эависяшнА от параметра s, 
О<; s ~ 1, зал.аваеwыА еле· 

Plfe. 9 дующеl формулой: 

f(z, s)- z"+•g(z). 
Мы имеем равенство 

•"=f(z, s)-sg(z), 
ОТкуАа 

lz"l<lf(z, s)l+l ....:sg(z)l<lf(z, s)l +мlz""1 l s.;. 

(е>~. (24)). Оrоюда сле.цует 
<1/(z, s)l+nciz.-ti 

lf(z, s)l>l:в"l-ncl..-'1· 
Обозначим: !zl через r, тоr.11а послеJtВее иеравенство 

принимает вид 

1 f(z, .t} l>rt- ncr•-1 ~t"-l(r -и). 

Такиw. образом, nри r >сп nраваи часть npeAЫliY· 
щего нерввеиства nоложительна. ~едовательио, моАуль 
фуtt:щии f(z, s) ие oiSpaщa~" а куль ни nри ·каком зна­
ченнн 3 , е{;ЛИ только r >сп. 

Обратим: викwвние теперь ка тот факт, что при s = О 
кноrочлек f{~. о) превращаетси в известны& нам wиоrо­
ч.пен %". а индекс пути z", когда z оnис .. ввет окруж· .. 



иlХТЬ r{eoscc+lslncc), иа.u:и уже сосqятан (см. (21)). 
Он равен. n. При .s """ 1 миоrочпев 1(2, s) nреарашается: 
в многочлен. f(z), и опреде.пкемы.й: мм nуть (23) имеет 
ни.дехс, тоже раввьrй n. Итак, мы. доказали, что индекс 
пути (23), определяемый многочленом /(z), при r >сп 
равен n. Таким образом, nри меняюшемс1 r 01 О до 
~;n +е, J:'де • > О, nуть (25) дефоривруется, причем: при 
r ==О этот ~ь преараша.ется в одну точку и ero индекс 
равен О, а nри r = сп+ 8 ero индекс равен п. Из. gтого 
видно, что в процсссе изм:енения r путь (23} при веко· 
тором значении r проходит через начало xoopARHIT и, 

следоватмьно, мвоrоч.пен f(z) ври векотором зиачени11 

'· 1~т~.'~сtО:~~~р::;:~и :n~;~ доказана (см. rn. 4, 
пример 12). 

§ 1 О. А.аrорнтм Еаuца 

Депенве )IИОrочлено~ 

При Аелевии целого попожительиого числа а на uе­
лое положнтмьиое число Ь vы nриходик х равенству 

(25) 

где h я k-целы.е иеотрнцательные числа н k < Ь. Чнс· 
по 11 называетса lffJCТNЫ.., а k-ocrarмAI при делении 
чнспа а на чвспо Ь. 

Эта фор .. упа получается в резу.п:ьтате депевии одного 
целого чис:па на другое целое чис:по в описана в аркф• 
метике с использованием знака L: 256.121 • Этот cno· 
соб из.~~агаетси в начальных классах сре.оей школы. 
Точно так же со знаком 1 можно делить AJ)yr на 
друга и многочлены: r+4xr+б.c"+ lf%1 +6x+7.Bpe~ 
аультате nолучается СJJ:едующее: 

Будем исхо.анть из двух многочленов 

d(z)=oaoz~t+a1~-1+ •..• +а,, 

b(z)~b,z<+b,z<-1 + ... +ь,. 

Мы буд;ск nредnолагать uесь, что ч~tсла av н Ьq ке 
раввы иупю, так !-!То многочлен a(z) имеет степеwь 'р, а 
многочлен Ь (z:) имеет степень q. В результате деленш1 
многочлена a(z) на многочлен Ь(z) nри nомощИ 1 

придем к следующему равенству, анал:огuчиоыУ 
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равеиСТ!Iу (25): 
a(z)=b(z)h(z)+ k(z), (26) 

где стеnень многочлена k(z} меньше q. Многочлены: h(z) 
и ·k (z). называются соответственно часrньс.к и астаткои 
nри депеRии многочлена a(z) ва мкоrочлеи b(t). 

Если k(z) • О, то говорят, что иногочлен а (г) де~ 
.пнтси: на миоrоч.пеи b(z), а h(z) •аляется частным: от 
их делеии'l.· · 

Равенство (25) доказано в арифметике, а равенство 
{26) должно доказываться в алгебре. Но делевне миоrо· 

;;;:~ву.иq,.:~А~~к~з~~=~:В:С::J:~). ~:С::~ыn~~: 
строить 1'акие многочлены h(z) и k{z~_.:)<ОТорые удав· 
летвор•ют этому равенству. Процесс зтоrо построении 
nредставлиет собою очень важный алrорнти, осуществ· 
ляеwыА ори помощи знака 1 , так называемый а.tго. 
pur.м ЕвJСАuда. Опишем ero в общем ввд.е. 
Еав p<q, то тогда h(z)"""'O, k(:z)=:oa(z), и равек· 

С.ТВО (26) ВЬIПОJ1И90. 
Теперь мы будем строить многочлены h(z) и k{z) в 

предпможеиии, что р ~ q. Сперва построим равенство 

а (•) - Ь (z) h1 (z) + а1 (•), (27) 

в котором стеnень uвоrочпена a1(.i) меньше р. Дл11 
зтоrо положим 

Тогда разность 
a(z) -Ь (z)ll, (z)=•1 (z) 

имеет степень, меньше р, так как в этоw wвоrоч.n:ене 

коэффициент при '1! равен нулю, а остальные. степени 2 1 

вход.яЩI:Iе в JTOT uиоrоч.лен, очевиJtВо, ыевьше р. Та:киы 
образом, равенство (27) построено. 

Ес:л.к мноrочлев а1 (z) ииеет степень меньше q, то ра .. 
венство (27) уже я:вляеttя равенством (26), В протвво .. 
положноw спучае к: многочлену а1 (.z) пр вменим ту же 
проп.едуру, которая примепека к мноrочле.иу а (z) при 
nастроенян равенства (21). И тогда мы получим. м• 
него равенство 

а1 (z) = Ь (z) h, (z) + а, (z), 

nричем: степень миоrоч.лев.а a~(z) уже меньше, чем. сте-. 
певь многочлена а1 (z). Ес.ли м.иоrочлен a2(z) уже имеет 
степень, меньшую чем q1 то! подстав.лия а1 (z) нэ поспед,• .. 



иеrо равенства в равенство (27), мы получим 
а {z) = Ь {z) {h1 {z) + h, {>)) + а, {z), 

которое уже является равенством (26). Если ыноrочлен 
oi(z) тоже имеет степень, б6л:ьшую чем q, то мы продол· 
жим наше nocтpoeitиe дальше и в конце концов докажем 

нужное ра~еиство (26). 
З..~tесь мы описали процесс деления мноrочлеиа а (z) 

ва мноrочлеи Ъ(z), т. е. нахождение миоrочленов h(z) 
и k(z), входящих в равенство (26). Докажем теnерь, что 
зти кноrочлены h(z) и k{z) однозначно определены м:но· 
rоч.rtенами а (z) и Ь (z). Допустим, что наряду с равен­
ством (26) имеет место равенство 

а (z)- Ь {z) h, {z) + k, {z), 

причек стеnень мноrо'IЛена ka(z) меньше q. Вычитая по 
равенство из равенства (26), получим 

Ь {z) {h (z) - h, {z)) = k, {z) - k {z). 

Так как степень мяоrочлеиа b·(z) равна q, а степевь мво­
rочлева ko(z)- k(z) кевьше q, то последнее равенство 
может пметь место лишь при условии h(z)-ho(z)-0, 
IJ'ЗK ЧТО Н k(z)'-ko(Z}Eiil 0. 

Заметим, что nри делевин мноrочленов не могут воз· 
викиуть комплексные числа. Иvеиво, 

если многочмны a(z) и b(z) иJIСеют деасrвите11ьные 
Мsффицшнrы, тр .vнoгoueнf:ll. h(z) и k(z) T(li(Жe шсеют 
деJiствителыше 1t0sффrщиентм. 

~азлож_евие мвоrочлена на множители 

Теnерь существующий по основной .теореме аЛ:rебры 
хорень мвоrоч.nена 

lo{z)= .. +a1r 1 + ... +••• n>O. 
с хомплекС!IЪiмк коэффициентами обозначим через а1• 
Докажеи, 'ftО многочлен f0 (z) делится ва- uучлеи г- czt. 
Примевя:s формулу (26), мы nолучик част вое, которое 
обозначим через f1 (z), и некоторыА Остаток 8 вв.а.е мио-­
rочлева нулевой степени, т. е. число, которое мы обQ.. 
Jвачвм череэ k. Таким образом, мы имеем 

· f,(z)-f.{z){z-•.J+k' 

Так как /о(с&1 )~0, то. полаrая 8 этом: равенстве z=cz1. 
пмучаеv. /с == О. 
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Итак. мвоrОч.n.ен f0 (z) разделился на ж- c:t1, и llы 
имеем 

/ 0 (z) ;,;(z- а,)/, (z), 

rде ft(z}- мкоrочпен степени n.-:-1. которыА, очевиднQ, 
иачикаетt11 с члена Г1. Ес.1и n·> 1, то n-1 > Oi тогда 
мноrочпев-f1 {z) будет noitoжитe.nьнoli с:теnенн и no дока· 
эаниом.у ранее имеет некоторы·А корень сх1• Таким обра­
зом, по только что доказанному мноrоч.nен f1 {z) разла· 
rается на множители: · 

f,(z)~(z-a,)f,(z). 1' .• (28) 

же~~~{:)ж;: :~:н~Е~~~с~::~:':;е~~~J;ооучнм разло~ 
/0(z)~(z-a,)(z-aJ .. _. (z.:..a,.). 

"Числа c:t1, ~~ •••• cr.;. являются кориими мноrочпен·а 
fli(%), в AJ>yrRX. корней м.ноrочлев fo(z), очевид.но, не 
имеет. МОжет, ОА.Нако, оказаться, что ОАИИ и тот же ко-

~;~n~~еч::::е в .. :::r ~~~~ж=~::и.и~с:ол;;%уч~:~ 
раэложе:ние 

/o(z)- (z- а,)'• (z- а,)'• ... (z- а/•. (29) 
где все корни с:с1, cr.s. •• • , Clq различны. Чнспо k1 на­
зы.ааетсх· кратностыо корня а:1 , число k1 - хратиостыо 

~~~==о~ :и~~·· р~~~~;-:!р~т:й0С:::г:~::а а{;(~8К:о~ 
жет быть н меньше чек n. Однако ес.~~и учнтывата крат­
иость каждого корня, то сумма краткостей а точиостк 
равRа n. В пом смысле многочлен fo(z) имеет ровно n 
корней. 

Рассмотрим теперь е11учай, коrда все коэффициенты 
многочлена fo(z)-действительные ч:исла. О корнях та­
кого мноrочле.иа можно высказать некоторые весьма ИН·. 

тересные л.uполнптельвые соображения. 
Из формул (14)-(16) легко получоть, что АЛЯ мно­

гочлена fo (2) с деАствнтепьиыми козффнциеитами имеет 
vесто равеnстао 

/ 0 (z) - /0 (i). 

Из этого равенства следует, что если а1 есть корень мно­
гочлена f0 (z) с ,цеАствительнымн коэффuцнентаw:и, то Q:1 
есть также ero корень. В случае, если а1 -действнтеJНr 
иое чиащ то это утверждение бессодержательно. В слу-
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чае, если et1 не есть действительное число, то утверж.n.е4 
кие указывает на существование наряду с коркем а1 от4 

личного от неrо корня ёi1 • Таким образом, ес..nн а1 - не 
,действительное ЧJI.cno.- то многочлен f1 (2) (см. (29)) 
имеет делителем: z-&1, и мы no.nyчlieм разложение из 
множители 

Та-.с:им образок, мы: выдмилн у иногочлена fo(z) квад4 
ратич:ныА множнтмь 

g2 (z)-(z- a1)(z-«1) -z'- (о1 + d1)z+ а1&1 • 

Многочлен g2 (.z) очевидным образом имеет деАствитель· 
иьrе хо9ффиnиенты. Отсюда следует, что f1(z)-также 
многочлен с деВствитепьным:и коэффиu.неитаwи, так как 
он омучаетем в реэупьтате депения мноrо~ева fo(.z) на 

дейТ:в:.,:ел~~;а~::.а~;:Н:~~ д:~~=:Л~~~l ~~~~~) ~ 
мы имеем разложение 

fo(z) =g1 (z) f.(z), 

r:Д.е g 1 (z)""" z- et1, а если cz1 - не дейС1'аительный ко· 
рень, то u.ы имеем раа.пожеиие 

fo (z) - g, (z) / 1 (z). 

Таким образом, в обоих случаях /o(z) делится на .n.ей· 
стаитеJJ:ьиЫА· миогоч~еи первой или второй степени. 

§ 11. Ha•бo.lll•lll•l общИА ДeJIHTe.llo двух MHOrolfJieR08 

МноrоЧЛi!Н 6(z) считается делителем мноrоч..1ена 
il{z). если прв делении a(z) на Ь(z) не получается ос~ 
татка, т. е. в формуле (26) k(z) iliii О. 

Многочлен Ь (z) считается: общи.и делитеАея двух 
миоrочлеиов aa{.z) в a 1(z), eCJiи он является делителем 
каждого кэ этих двух многочленов. 

Общий делитель c{z) двух многочленов a0 (z) и a 1{z) 
называется их наибоАЬШшt обЩШI делителем, если ов 
делится на каждый общий делитель Ь(z) много'IЛенов 
ao(z) и Ot(z). 

Существование какбольшего общего делителя двух 
м:иоrочлеnоа не очевидно. Ниже ouo будет до«азаио npJf 
пом:ощи алгоритма· Евклида, т. е. при помощи таких опе· 
раций, которые совершаются бi!э всяких трудностей, 
кроме гром:оздки·х. вы.чиспениА. Но nрежд.е всего мы .11.04 .. 



кажем, что два наибольших общиz Делителя: c0(z) и 
Ct (z) двух многочленов a0(z) и а1 (z) по существу совnа· 
дают. Именно, они могут отличаться друг от друга толь-­
ко числовым множителем, отличным от нуля:. Докажем 
это. 

Так. ках c0(z) является наибольшим общим делите4 
лем многочленов a0(z) я a1 (z), а с1(z)-их общим де~ 
лнтелем, то c0(z) делится иа c1 (z), н, следовательно, мы 
имеем тождество 

c0 (z) =h1 (z)c1 (z). (30) 

Аналогично, мы имеем формулу 

с1 (z)-h,(z)c0 (z). (31) 

Подставляя выражение с1 (z)' из форыулы (31) а фор .. 
мулу (30), мы попуЧаем 

с0 (z) = h, (z) h1 (z) с0 (z). 

А так как при перемножении многочленов стеnеви их 
склады.Jаются. то из последней формулы следует. что 
многочлены ho(z) и h, (z) имеют степень ну.пь, т. е. я.в .. 
Л1110ТСЯ числами. 

Таким: образом:, еявнственность ваибопьшеrо общего 
делителя- многочленов a0 (z) и а1 (z) нами доказана. 

Перейдем теnерь к построевню наибольшего обшеrо 

=::::и ;~]и::о~~~~е::Н~о~~(:) а~~z)~н~::ч::rоа~&): 
Заnишем формулу (26) ми этих мноrочлено~ в вид.е 

а, (z) = а1 (z) h1 (z) + а, (z), (32) 

т. е. обозначим остаток от этого де.певия через а1{2). Те. 
перь подвергнем мноrочлек tz1 (.z) делению на мвоrочпен 
a1(z) и формулу (26) заnишем в виде 

а, (z) =а. (z) h, (z) +а, (z), (33) 

т. е. обозначим остаток от делепиJI через a1 {.z) . Теnерь 
подвергвеw.nелен.яю миоrочлен a1(z)·. на многочлен as(z) 
н заnншеы формулу (26) в аиде 

a2(z)-a,(z)lr,(z)+ а.(•)· 

Так как в проu.ессе этого цаетроекия стеnень остаточ4 
ноrо мноrо1Jлена все время снижаете•, то ин дойдем: до 
такоrо остатка, который будет иметь степень нуль, а при 
делеиии на мноrочлеи стеnени нуль остаток. очевидно, .. 



равен нулю. Таким: образом, в :конце концов мы nолучим 
тождества 

•·-• (z) = "•-• (2) h._, (2) + "• (2), (34) 
а._. (z) - а. (z) h. (z). (35) 

Если tenepь Ь(z) сеть общиА делитель мвогочлеиов 

::~tя и д.~~~:: ~~<~>~Рй~лФо~~~л:~К)~:т~ ::~ 
wиоrочлея b(z) явпяетси делителем многочлена al(z). 
Таким образом, последовательно :ыы докажем, ч;о MlfO· 
rочлеи Ь (z) 118./JЯется делителем всех построенных нами 
МНOГOIIJICIIOB 

а, (z~ а1 (2), .. ., "• (2), (33) 

в частности мноrоч.л~U~а a,.(z), А из формулы (35) еле-о 
д.у~. что многочлен a.(z) яв.nяется депnтелем •-1(z). 
вз формупы (34) спед.ует, что он является делителеи 
a,.....t(z). В конце кондав мы установим, что da-(z) явпяет· 
си де.rrитеJш• мноrочленов a0 (z) и a1(z). Таким образом. 
доказано, что a ... (z) делится на любой делитель много~ 
членов a0 (z) и a1(z) и сам являете• их делителем.Сле~ 
довательио, мноrоч.nеи a ... (z) является нанбольшим об· 
щим делителеМ' ыноrочлевов a0 (z) и a 1(z). 

Докажем теnерь спедующвй важвыА ре3ультат, 
имеющий многочислеиные примеиеии• в алгебре. 

А) Общий иавбмьшиА делитель r(z) д,вух хиоrо­
IJЛенов a0 (.r)· и a1(z) может быть записан форvулой 

с (2)-р0 (2) а, (•) + р1 (z) а1.(2), (37) 

rде Po(z), Pl (z)- некоторые хвоrочлеиы. 

uo~::::r~" а:~ rзв;~~~~е. <:N>д:тф~~~~~ыfзЭ):':,к: 
nолучим форму;,ig 

• ао'с2) = р, (z) ао (•) + q0 (2) а1 (2). 

?/r}~T~~~ ~тбо;а:t~;фс;р~~ш(~)~о=~:~ формулу 
Устранение кратных корвей 

Нахождение корвей м:иоrочлева ями~си о..цой из 
ваибопее старых и трудных задач: алгебры. Первоиа~ 
чальио ее nытались решить при nомощи формулы в виде 
алrебраическкх выраж"ениА. вмючаюшкх извлечение 
.корней. Это очень удачно сделано дли квадратного ура в· 
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нения. Дпя кубического уравнения также иw.еется фор~ 
мула, но уже мапо значительная в смыСJiе nрилож~ниА, 

~я 11~~~в8~е8в:А 8~=:~~то:р~~:::С"к:r~к~~~е:::нr.~~;~~ 
было доказано, что дли уравпениА выше четвертой сте­
nеnи общеА формулы решении ураанеивА а рад11калах 
не существует. Полная теория .о возможнQСтих кахож· 
деиия кориеА многочлен а при помощи радикалов была 
построена Галуа. На пути решения nроблемы отыскании 
корней многочлена лежит с.педующая гораздо более про· 

~~~ ~::a:a~p~;ы:":;:,e:~J~z~,a:O':,e~:ae;-g.::н"-gп&)~ 
который имеет те же самые корив, что и f(z), но только 
nростые. Эта задача решается при помошв алrоритма 
Евмв,~tа, т. е. nри помощи деления миоrочлевов. Ее ре~ 
шеиие мы раесмотрим здесь. 

Пусть a{z) и Ь(.r)-два иноrочлеиа, а р(2)-нх про· 
взведение 

Обозначим через 
р (z).- а (•) Ь (z). 

о.,, 4f:, • • • ,o. .. 
совоJtупвость всех чисел, каждое из КОfОрых 11Вляетск 

хорнем хотя бы одного из многочленов a(z) и b(z). 
Тоrда зтк многочлены могут быть заnисаны в с.~~едую­
щем вн.11е (см. (30)): 

o(z}-(z-aa)'1(z--~·· ... (z-a.,)""'• (38) 
b(z)==(z-ai•(z-~'• ... (z-a.,)'"· (39) 

В обоих этих разложенивх некоторые nокаэателн степе· 

:~:о~:=':~;юк~р:~а бу::~=а~ьУл~Т:. кg~~: 
видно, мы имеем 

р (z)- (z- а1)1•+'• (z- ~··-+'• ... (z- a,)1ft''· 
Таким обраэоw, при переМНО1Кенин wиоrочлеиов крат­
ности КоркеА у НИХ СКJ18J1ЫВ810ТСЯ. 

Исхо.а.я из разлоИtения многочленов a(z), b(z) ва 
множители {tt(. (38) и (39)), легко иаАтн их наиболь­
ший общий делитель c(z). Для зтоrо обо.эначим через 
m1 наименьшее из чисел k1 . и l1. через mJ наныеньшее 
из чисел kt и 11 н т. д., через т, наименьшее из чисел 
ll, в 1,. Тогда нанбольшвА общиА делнтuь многочленов 
о (z) н Ь (z) задается форм:ул~А 

c(z)=(z-a1)"'•(z-~'"t • • • (:r-o.,)"'"'· .. 



Этот простой сnособ нахождения наибольшего общего 
делителя двух многочленов требует, однако, нахожденив 
всех корней обоих киоrоч.пенов, н поэтоку он практи­
чески wu:o приrодев, так как сводит простую зада•1у к 
очень трудной. Между тек нахождение ванбольшего об· 
щеrо делите.п• двух миоrочленов, как было покаэана 
ранее, nредставляет собой очень простую задачу, ре· 
шающуюс• при помошв sлrоритма Евк.mt:да, т. е. при 
помощи деления миоrочлеиов. 

Выиеням теперь, хак евазавы weЖJJ.y собой кратности 
JWрней мвоrочлеиовйо(.z) и a1 (.z).:;;::s;<(1'), т. е. кратности 
корней wвоrочл:еиа a0 (z:) и его nроизводной < (z). 

Оказывается, что если корень « многочлена a0 (z) 
имеет кратвость 6, то тот же корень .u• многочлена 
a1(1')=zdo(z) имеет кра1'Ность 11-1. Но, конечно, кроме 
корвеR, являюшнхся кориими многочлена a0 (z), u.нoro­
ueн а~ (1') кажет иметь и другие корни. 

Докажем, что если rz-корень :многочлена a0(z) крат­
ности lr, то тот же корень JIВЛRется корвех многочлена 
а1 (z)-~ (z) кратности k - 1. · 

Из раsложевия (30) :многочлена a0 (z) на множители 
следу", '1Т0 ес.пв rz- корень миоrочпева а0 (1') крат· 
воет& 11, то 

a,(z)-(z-afЬ(z), 

nричем Ь (z) уже не делитек в а· z- cz и, с.~~едовательно, 
не имеет cz своим корнем. Двфферевu.вруя ПОСJiеднее со­
отвошение, омучаем 

.; (•)- а, (z)- k <• - «)·-· ь (z) + (z - •>' ь' (z), (40) 

(z-~1Ь(z)•f•1 (z)+f<•-•>'ь'(z). (41) 

~з и~0~м~J~)(:»:;;:ет~1~~д~(z)ив:8д<:л~~)~~ 
(1'-cz)•. В саком деле, еспя бы a1(z) депип.ся на 
(z-rz}". то b(z) делилеи бы на z-rz. Такнм образом. 
кратность хорwи rz д.11а v.иогочпевs a 1(z) есть 11-1. 
В частности, еспв rz-простоlкорень мноrеiЧJJена a 0(z), 
то cz ве бу.1ет корнем мвоrо'Uiена t<<z). 

Таким образом, если a0 (z) имеет разложение (30). 
то наибольшик общим депатепек м.воrочnеаов o0(z) и 
а, (z) яв.ляетси миогочпеи 

•<•>=<•-•.>'•-'<z~a.>"-1 ••• <•-... >··-·· .. 



Отсюда видно, что 1«Иогочлеп a0{z). делите" на wиo­
ro'Uieи c{z), и частное имеет вид 

~~l =(z-a,}(z-a,) ... (z-a,). 

Таюtм обраэоw, сфорu:улироваииая в начале пара· 
rрафа задача о нахождении многочлена g(z) , имеющего 
те же сам:ы:е корни, что и мвогоqлен /(z}, во только 
кратности 1, решена. Именно, д./IИ нахождении :много· 
чпека g(z) слцует евачала при помощи a.ilropитwa 
Евклида найти общий наибольший делитель wноrочле· 
нов /(z) в f(z) и эатем разделить мвогочлеи f(z) на 
этот иаибопьwиА общий делитель. 

Подсчет чвс.па действительных хорвей 
миоrочпева на заданном отре:~хе 

Нахождение комплексных корпей многочлена являет· 
ся задачей бoJ'Ie~ сложной, чем нахождение его действн· 
.rел:ьны:r корней, так как в случае комплексного ~рия 
нам nрихоАИтся фактически решать ураавевне с АВУМЯ 
неизвестными, которыми являются деАствнтепьиаи часть 
корни в ero КО!fффвциеит nри мнимой част~. 

Поскольку нами дан сnособ, позволJiющнА свести вы­
числение корвей многочлена к вычислению корвей мно­
rочлева, имеющеrо только простые корни, то мы займем· 
ся здесь именно этим случаем многочлена с простыми 

корнями. Здесь будет дан результат, поэвола:ющий в 
значительной степени облегчить приближенвое вычис.пе­
вие действительных корней многочлена. 

Будем рассматривать многочлен Ь0(х) деАС'tВвте.пьиоА 
nеременвой х, имеющий только простые иорвн, и дадим: 
сnособ определеви• чис.па этих корней на зuаИиом от· 
резке Ео =s;;;;; х =s;;;; ~1• Так как все корни многочлена Ь0(х) 
простые, то многочлены Ь0 (s) в 61 (х) -llo (.r) не имеют 
общих корней в ни дп:И какого звачеви• z не могут од· 

вов~е;:~:::~Т:С:а:а~:;~ссмотрвм после.zr.оватепr 
ИОСТЬ JlейСТВИТМЬRЫ.Х чисел 

Ьо. ~1• •• • • Ь,.. (42) 

Будем считать, что ви оцо Нз 9ТИХ чисел не обращается 
в нуль. Почти что само собоl понятно, что sиачвт число 
перемен знака в пой пос.ледоватепьвоств (42). Опред.е­
пвм ero формально. Мы будем: считать, что между 60 в 
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61 m~епся nеремена знака, еспи одно из зтRХ чисел nо.­
JJ(tЖИтельно, а друrое отрицательно. Обозначим. через р1 
в зтом случае число 1. Если же числа Ьо я bt оба nоло .. 
жительны, либо оба отрицательны, то бу.11,ем считать, 
что перемены знака wежду икии нет. В этом случае обо· 
значим через Pt число, равное кулю. Точно так же onpe· 

;e;;~l ~н~: rа~~~ар~езо0:е~~·~~~:че::кп~~~~в~~~= 
ность нулей и единиц 

Р1• Ра• •••t Pn• 
Сумма всех чисел из .этой п<х:ледователыiоств есть чнс<( 
ло перемен знака в последоватепьиоств (42),, 

ИсхОАR из м.ноrочленоn Ьо (.ж) и Ь1 (.ж) -= bfl (.ж), путем: 
последоаате.п:ьиоrоделеикв построим: последовательность 

многочленов. 

Разделим м:ноrоqлен b0 (.r) на иногочлен 61 (х) и за' 
пишем формулу (26) в виде 

Ь0 (х)- h, (х) ь, (х) - ь, (х). 

Разделиw теперь wноrочлеи Ь1 (х) на мвоrочлен Ь2(х) 
в заnишеw формулу (26) в аиде 

Ь, (х)-h, (х) Ь1 (х)- Ь. (х). 

На lн.: шаrе этоrо nponecca мы попучим тождество 
ь._. (х)-h, (х) ь. (х) - ь ••• (>). (43) 

Продолжая iТОТ проп.есс до коип.а, мы придем к после .. 
довательиости м:вогочленов 

Ь0 (х), ь, (х), ••• , ь. (х). (44) 

Процесс п~· оения этой nоследоватепьвости почти в 
точнос.ти со· адает с nроцессом нахождеаив ианболь· 

. шеrо оСSще делителя: двух многочленов, ТОJIЬХО мвоrо~ 
члены рца (44) моrут отлкчатьСJI от миоrочпенов рца 
(36) знаками. Так как миоrочлеиы Ьо(х) и Ьn (х) взанм~ 
но просты, то nоследний ч.nен последовательвости,­
иwеиио, Ь11 (х)- есть число. 

Заметки преж.11е всеrо, что ин при каком эиачевии 
х = xfl два рцом стоRщих мноrоЧJJена последователь, 
ностн (44) не могут обращетьсR в нуль. В самом деле, 
если ь.(.r0)-Ьнt(х0)-О, то вз соотношения (43) еле" 
дует, что Ь._1 (.r0)"""" О. ПродолжаR этот процесс, мы при~ 
дем к выводу, что многочлены Ьо(х). и Ь1 (х) обращаются 
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в нуль ~ри z-= х0, а это невозможно, так как они не 

имекrт общих корней. 
Пусть теперь х возрастает, начиная от значения to я 

:~:;:я п~Л,.:~..;;:и~~ ~~~: (.~~:ж:~С:~м:=~~е: 
А зто может nроизойти только при nрохождении х че· 
рез такое значение .со. nри котором одни нз членов по· 

~:~вД~~ь~~:." ~~4~ръ:r~я= ~н~к.;. т~:~enJo::{:} ~е8е: 
при росте х вблизи точки х0 знак функдни b.t(x) ме­
няется. Полагав: в соотношении (43) х = Хо. получим 
равенство 

ь,_, (х,)- -ь,., (Ха) • 

.Таким образом:, числа Ь•-• (Хо) н Ь'*1{Хо) имеют проти· 
аопопожны:е знаки. Еспи при х, близком к Жоо чиспо Ь1 (х) 
имеет знак. совnадающий со знаком ь,._1 (х), то знаки 
чисел ь.(х) и Ь.tti(X) разпич.нн. Таким образом, MeжJtY 
b,._1(.r) и ь,.(х) перемены знака нет, а WeJКAY ь.(х) и 
Ь'*1 (х) nеремена знака есть. Если при прохож.Аенни 
точки х череs Хо знак чис.nа bt(X) меняется, тО д.пя этого 
ж wеЖАУ ь_._, (х) и ь. (.r) nереиена знака есть, а wеж.а.у 
ь.(х) ~ Ьн1 (.r) nереиены знака нет. Таким образом, 

~~а~~~~~~етЬ:{;о 0~~:f~~еи:,~:'~~~~ Ч:lре:и~~ 
знаков в трехчленноВ последовательности 

ь,_, (х), ь, (х), ь ••• (х) 
ве меняется (си. табл. 1). Номер k обладает лишь тем 
свойством, что у него ес:ть nредыдущий номер k- 1 н 

Тtбпкца 1 

'•"' 
+ + 

При к> Zt + 
nосп.едующий k + 1. Таким образок, число перемен зка· 
ка а после.цоватеп.ьности (44) ·может нзwеиитьси п:иwь 
тогда, когда nри прохождении х через х0 меняет свой 
знак либо nервый член последовательности (44), либо 
самы:А поелединА ее член. Но nоспе.цниА член ве может 
менять знака, так как это есть число. 

Посмотрим теперь, как меняется число nеремен зиа· 
ка в nоследовательности (44), когда в точке .ro первы:А 
92 



член последовательности (4-4) обращается в нуль. Если 
при х, близком к х0, по меньшем х0, Ь0 (х) >О, то при 
nрохождении х через точку х0 функция bo(.r) изменит 
знак. Но nри х = х0 число Ь1 (Ха) будет отрицательным, 
так как при .пом функция b0 (.t:) )'бывает, и сле.п.ова-

~:~н:Рнп~~иJ:~::;: :е х:: ~J :;~=~~:Лх';~~~Ьо (~fa~ 
Ь1 (х) ~~:меется перемена знака, а nри х, большем хо. но 
близком к .ro. между Ь0 (.t) н b1{.r) перемены знака нет. 
Позтому при прохождении точки х через хо. nри кото· 
ром фувкuвя Ь0{х) обращается в нуJIЬ и убывает, ne· 
ремена звак:а между Ь0(х) и Ь1 (х) исчезает. Точно та в: 
же устанамввается, что еспи при пер~оде через точку 

х0 функция Ь0{х) возрастает, то перемена знака между 

::~xJa ив ь~~~~~е:::~н~~ r~;в:;:е:~~==в:~р~к~н; 
жет произойти лишь тогда, когда х прохоnт через 1\Q-o 
реиь м:ноrоч.пена Ь0 (х). при 9ТОМ кажл.ыА раз ОАВа пере· 
мена знаха исчезает. Следовательно, когда х возрастает 
от~ АО ~1 , в последователькости (44) npoнcxoART потеря: 
одRоА перемены знака при прохождении х через кореиD 
мкоrочлева 60(х). Поэтому для иахож.ltении числа кор­
иеА wпогочпена Ь0 (х) между ~ и ~1 надо ераввить чис· 
ловые nоспе.llоватепьиостн 

ь, а,), ь, а,). . .. • ь. !to). 
ь, ~.). ь, ~.) ..... ь. ~.). 

(45) 
(46) 

Число перемен знака в послцовате.пьиостн (45) может 
быть пиwь больше, чем: qиcnp nepeweн знака в поспедо­
вательиости ( 46). 

Разиость меЖА)' чис.лом nеремен знака 8 ПОСJiелова­
тельиости (45) н числом перемен знака 8 ПDC.IIe.aooa· 
тельи~fк (46) еtть число корнеА многочлена Ь0(х), на­
ходиuуrхс• в. промежутке L < х ~ ~~. 



ГлаваЗ 

ПРИВЕДЕНИЕ МАТРИЦ 

1( I(АНОНИЧЕСI(ОМУ ВИДУ 

Теnерь, когда построены комnлексные числа, можно 
рассматривать комnлексвне векторы, т. е. векторы, ко­

ординаты которых являются комnпексны.w:и числами, и 

комплексные векторные nространства, состоящие нз 

комплексных векторов. Линейные отображения комn­
лексных векторных пространста друr в друrа nриведуТ 

нас к матрицам:, злементы которых я ал яются коunлекс­

иыwи чиспамн. Все результаты nервой главы, верные 
для действительного спучая, верны н для комплексного 
случая. 

Вели, одвако, рассматривать задачу, сформулиро­
ванную liJIЯ деАстввтельиого случая, а комплексные чис· 

ла появляются в неА: в результате каких-нибудь вычис-

~::И .. н:, 8то~~l:r~~~~~:=~а~~!::ни8ч::. мд;:У то~ .. ~~~~ 
выдепнть все Аействительиые векторы в векотором ком­
nлексном: векторноv пространстве, надо задать в нем 

иекоторый действительный базис 

и тогда Аеlствительный вектор х в рассм:атриваеиоw 
пространстве заnишется в виде 

rде х1, х1, ••• , Хп-действительные числа. 
Если в тои же базисе выбран комплексвый вектор 



где ж1, ха, , , . , zt'- комплексвые числа, то можно опре .. 
делить вектор %, комп.n:ексно сопряженный z, попожив - -. 

*"""Х е". (1) 
В даJiькеАtuем. если, исходя: из векоторого дей.стви ... 

тельмоrо sекториоrо nространства А" с базисом 

мы будем рассuатривать векторы с коыплексинми коор .. 
динатами. то придем к комплексному вехторному про• 

странству А", которое естественно считать комплекснык 
расширением действительного просtранс.тва А". В комn .. 
пексном расширении .f11 действительного векторного про ... 
страиства А" определено nонятие комплексно сопряжен .. 
ноrо Вектора (си. ( l)). Если в действительном вектор• 
ном пространстве А" задана снмметрйчиаR биливейиак 
форма f(ж,g), то она заnисывается в виде 

f(s, g)- ... •'1, а, ~=1, ... , n, 
rде :с н 11- .ztеАствительвые векторы, а коэффиu.иеиты 
о11 = afl-также действительные числа. Переходя: к 
иомnпексноw:у расширению А" действите.пьного вектор• 
иого пространства А", мы можем задать коиопексную 
симметричную форму 

f(s, v>=a.r'l. (2) 
где векторы :с н r уже nринадлежат простраиству AIJ. 
Подставим телерь выесто вектора g в бвлннеАную фор• 
му (2) вектор i, т. е. положим: g-=%.Оказывается тоrдв, 
что f (х, i) есть действительное число. В самом деле, мы 
имеем 

1/s. z>-a.o····· 
• 1!s. z)-~J.oi'z'-. ... x'R'. 

Таким образом, кы получаек 

1 (s, z)- /(s, i), 
а 3ТО и значкт, что число f(:c,S) действительное. В ча­
стиок случае. когда А" естъ действительное евхп11дово 
векторвое пространство, мы nриходим в BЫIJOAY, что ска· 

.nярное произведение (х, %) вектора на сопряже11ныА е11у 
~ектор есть действительное число: 

(s, i)-(s, i). .. 



§ 12. Свяsь МежА)' линеАными отображ.енв•ми 
к матрицами 

В зтом nараграфе мы буд.ем рассматривать пивеА· 
кое отображение q> векториого nространства А" в себя. 
При выбравиом базисе такому отобраЖению <р соответ· 
ствует вnолне оnре.11еленная квадратная м:атркца 

А= 1 а: J. Однако при смене базиса матрица эта опреде· 
.певным образом меняется. Поскольку в nервую очередь 
мы интересуемси линейными отображеииимн, то нас бу'· 
1{fТ соответственно интересовать такне свойства соответ­
ствующих матриц, которые ве меняются nри смене ба­

зиса. 

Преобразование матрицы: 
nри смене базиса 

Пусn. 9-линейное отображение векториого npo­
cтpaиCТIIIa в себя и 

(3) 

- иекоторыА базис пространства А•. При иом базисе: 
отображению 9 соответствует квадратиаs матрица 

A~l•ll. 1=1, .... n, 1-1, ... , •· 

Элементы матрицы А определяются из формулы 

Пусть теперь 
q~(e1)=aie •. 

,,, ,,, .... '· (4) 

- векоторый друrоА базис пространства А'". В этом но­
вом базисе отображению <р соответствует матрица, ко­
торую мы обозначим через 

в-!ь:l. 1, 1-1,.2, .. .... 

Установим связь между матрицами А н В: 
А) Пусть 

•1 =- s1f.. а= 1, •. •• n, /==1, .. . , n, (5) 

-свизь м~ базисами (Э) и (4) . Коэффициенты этого 
OOO'I'IIoшeнiнt составляют м~трицу 

s - lsiL 1, 1~1, .... n. .. 



::::::~~е!;:р~б:а б~~:се11(·~~U: ;:я~я вке~': 
е1, е~, ... , е,. пннеАво иеэависимы и, аедовательио, оп­
ределитель матрицы. S отличен от нуля, так что ока 
•меет обратную матрицу S-1• Оказываетси, что матрицы 
А и В связаны сооrвошениеw 

в-s-•AS. (6) 

ТакИм образок, В попучаетсв из А при помощи транс­
формuрованuя матрицы А матриuеl S. 

Докажем соотношение (6). Пусть 

так что 

s-•~т-lt:L t; J-l, .... n, 

tM-6/. 
Vмножая соотиошеиве (б) на t{ и суммируя пмучеивыА 
результат по/, мы ПОJIУЧИМ 

t,-tf.,. 
Таким обраsом, мы имеем 

~ (f,)- tf~ (о0)- tfO:. •. - tfaj.'Ц,. 
CneдOII&тeJIЫIO, 

Собственные 3Н&чевия в век~оры 

Здесь вам прuдется употреблять тож.:tестаеиное ото· 
браженке веnоркоrо пространства на ceбJI, Er<i мы бу­
дем обозначать ставдартиым образом через е, тах что 
всегда ~ место соотвошеиве 

'/i вz-s. 
То~есDеивому отображению векторвоrо простеавства 
А" ва себя соответстаует-едвиичиаиматрвца E-li5JI. 

В) Пусть A" ...... n-v:epнoe векторвое пространство в 

.,, ••• • ••• '· (7) 
- векОторыВ ио базис. Дапее, nусть q.-иекоrорое пи· 
вейвое отобрtжение простравсrва А" s себя и 

A-I•JI 
- матрица, соответствующая: отображению ер в базисе 
(7) . Число ). ка;JываетсR со6стt~енн.ы• sна.,енш.м отобра-
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жени и ff!, а невулевой вектор А- coбeтtJtHНЬI.JI. аг1Сторо• 
отображения q~, соответствующим этому собственному 
значению, если выполнено соотношение 

(8) 

Для тоrо чтобы сдuать nоnыткУ вычислить собственвое 
значение ). и собствеввыа вектор А, нужно перейти к 
.:оординатиоА записи вектора 1t в вместо отображен.ия ~ 
употребить соответстаующую ему матрицу А. Тогда со-­
отношение (8) переnишется в виде 

~~:~-u'Ea:J.~I;I. 

Перенесем все Ч.llекы иого соотношения в левую часть 
равенства. Тогда мы попучик 

(~-Щ)h•-о. (9) 

ДIIJI того чтобы это уравневне имепо невулевое решеиве 
1, согласно СJtед.ствию из теоремы З необходимо и до­
статочно, 'IТОбы опред.uитепь матрицы А- ).Е был ра· 
вен нулю. Tanv образом, мя чиаа ). мы пмучаем 
уравнеиве 

Леааи часть гтого уравнеива представляет собой миоrо­
ч.лев n·A степени относите.пьно ).. Многочлен 

x(z)-D(A-zВ) 

вазыааетtJI xapaiCrгpucruouc~CUA JUIOгoueнo~ матрицы А. 
ОчеввД8О, что ов имеет степень n. Таким образок, соб· 
стеекное значение является корвек мвогочпева х (1') 
стеnени n. Если иcxoARot векторвое проСтранство А" 
деЙС111Итепьво, то матрица А тоже деАствнтепьиа и ха· 
рактеристическвА многочлен зтоА матрицы есть п.ей· 
ств11тепьный многочлен, во он может ие иметь деАстви­
тепькых корней. Таким образом. собственное значение ). 
может оказаться коммексвы:м. Вектор А, ав.п:Rющнйси 
peiUeнкew системы ураавекий (9), тоже может быть 
комnлексным. Таким образок, при вахоЖJJ.евии соб­
ственвых значеивА и собственных вепоров нельзя оrра­
авqитьса то.пько Аействнтельныv:н величинами, так как 
собственвые звачеииа н собствеИRые вепоры моrут ока­
заться комnлексными. Оказывается, что характернстиче· 
скиА мноrочпен х (z) матрицы А явлиется в действвтепь· 
вости ,;арактеристическим миоrочпевом отображении Ф • .. 



т. е. не зависит от случаАноrо выбора базиса (7), а за­
висит только от отображения <р. 

Докажем последнее утверждение. Перейдем от ба­
зиса ((7) 11m1 (З)) к базису (4). Тоrда оrображенВJО q> 
будет соответствоватъ матрица В -=S-1AS (см. А)), rAe 
матрица В зависит от базиса (4). Мы иаеем 

в-;.e-s-•AS-лs-•es-s-•<A-щs 

и, далее, 

D(B-ЛE)-D(S-1(A-ЩS)= 

-D(S-1)D(A -AE)D(S)-D(A -ЛЕ). 

Таким образом, характеристические мвоrочлеиы матриц 
А и В coвniA&JOТ и, иедоаатевьио, характеристический 
м:иоrо'IЛен зависит от отображения ер, а не от выбран­
иого в пространстве А" базиса. 

Собственвые вехторы с различными 
собственными зиачевиJIКR 

С) Оказываетси. что собственные векторы отображе-­

:::еlн~ :::::~~~~личинки собствеинЬlмв значеввима 
Утверждение это будем докаsывать ИНА)'IIТИВВО по 

числу векторов. Пус'lЪ 

).lf А, ••••• 1,. 

-поnарно различные собственвые значени• отображе-. 
вив «р, а 

А1 , А,~, ••• ,А,, (10) 

- соотв~вующне !JТIIII собственным sначевиим соб-

:;~~=~.·;:::~ ~б~~=~i с:е~Т:Ра :·о~::.::н:: 
отличен от иупн. Доnустим, что при r- 1 - 1 система 
эта линейно везависима. Докажем, что еветема лвиеlиа 
незаансима nри r == s. Допустим, что ИltleeтcJI соотвоше­
••• 

с•ь,.-о. а-1, .... •· (11) 

Приwении к 9ТОХУ соотношению отобрц~:евне 4р, полу­
чаем соотношение 

(12) .. 



YlfRoжaя теnерь соотношение (11) на А.. и вы.ЧR'I'ЗЯ по­
лученное из соотношения ( 12), мы nридем к соотноше­
нию 

c"{l"-l.,)lt"+c'{l.,-1.,)11,~0, а-1, 2, ... , s-1.· 

В иом соотношении содержитсs только s- 1 собствев­
аых векторов и nотому по nредположению ивдукuин все 

ко9ффиu.кенты соотношения равны нулю, т. е. мы имеем 

c'{l.,-1.,)-o, c'(l.,-1..)=0, ... , с'-'(1.,_,-1.,)=0, 

отхуда получаем с'= 0,. cl =О, ... , С'-1 =О. В силу 
.иоrо соотвоwение ( 11) nрнобретае.т вид 

c•I&,=O 

и, следовательно, с- = О. Таким образом) из соотноше­
ния ( 11) вытекает обращение в нуль всех Jt:озффицнен­
тоа с1, а ио означает, что система (10) при r = s ли­
nйио везависима. 

D) Если характеристи,ескиА миоrочлев x(z) отобра­
жения ер не имеет кратных корней, то базис в nростран­
етве А" можно выбрать таким образом, что соответ· 
стаующа• отображению Ф матрица ·А имеет д,иагональ· 
.кыА вид. nричем на днаrонали стоят корни wиоrочлеиа 
x,(z). Это значит, что если задана квадратная матрица А 
пормп n и корив ее характервстическоrо мuоrоч.1ена 
x(z) все nопарно различны, то wожно nодобрать такую 
uадратную матрицу S с опрел.епитепем, отличным от 

вуля, что матрица 

имеет дваrоиальнi!fl вид. 
Докажем это утверждение. Пусть ,..,,,.,, .... '-.. (13) 

-корни мвоrоч.пеиа x,(z). Согласно предположению все 
они различны, nозтому в силу nреможеиня С) соответ· 
ствующве собственным значениям ( 13) собстаенные веК­
торы 

·~· .ts. .•••• ,. 
линейно везависиvы в иz: можно nриия~ь за базис про· 
сrранства А",- именно, nоложить 

f,-h,. 1=1, 2, ....... 
Тоrда vw имеем 

JOO 



Отсюда видно, qто матриJ:..а В, соответствующая выбран­
аому базису, имеет диагональнЫй вид, nричем. на днаго­
иs.nи стоят числа ~1 • ).1, ••• , ).11, т. е. корни характери­
стического мвоrочnена х (z) отображения Ч'· 

ПреДJJожение D) трактуется как прнаеденке мат­
рицы А к диагональкому виду nри nомощи трJвсформа­
uии ее невырожденной матриuей S . ТакоА каноничесl\иА 
аид ми матрицы А мы получили в предположении, что 

;~~ы кАнриа~:~~т~:~~ч~~б~7. н;о;::е;:ра~~~и~~:: 
ческнА мвогочпен x(z) матрицы А иМеет кратные корни, 
то матрицу, аообще говоря, нельзя привести к диагональ­
ному виду. При наличии кратных корнеА характеристи­
ческого многосurева x(z) матрицу А можно привести к 
более сложному, так называемому жорданову ВИАУ- Для 
доказательства пого результата требуется: более с.пож­
пая: теория, которая бу.а.ет из.,ожеиа в е.пе.аующих па­
раграфах. 

§ 1 З. МноrочJJены от матриц • отобрааеннl 

мер~~~: n~11в-;~:~~~р~д::к~~=р~gф:~:~~~н~~зА 
базис ., .. , ..... ·~~· 
Тогда кажд.ому линейному отображению q~ nространства 
R" и себя соответствует иехоторая: · оnределеаная мат­
рица А (см. А) § 2). Если ер в 'f-два отображения про­
страиС'J'8а R" в себя, которым соответствуют матрицы А 
и В, то можно составить произведение q~"t отображений 
ер и 'f как t:tос.ледовательное nроведение отображенкА 
tp"фJ:, и этому произведению отображений qrф соответ· 
ствует n~ведеиие матриц А и В. Таким образом, 
можно опрf.ttепнть любую степень Ф" отображения ер н 
зтоwу .. отображевию q~11 соответствует квадратная мат­
рица А11• Поскольку отображенин пространства R" в себя 
можно сжла.а.ывать и умножать на любое число (см. 
§ 2), причем 5тнм оnераnия:м соответствуют те же опе­
рации над соответствующими матрицами, то можно со­

ставить любой многочлен относительно отображения tJ!· 
Иwенво, если 

f(•) - a,z"+a1i"-'+ ... +•т (14) 

- векоторый многочлен относите.п:ьио переменноЯ %, то 
вместо ~ в него можно подставить отображение ер, т. е. 
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по.пучвть wноrочлев 

~~~)=a,q>R+•I'I>m-o+ ''' +а...В, 
rд.е 8-тождестаевиое отображение пространства R• 
а себ•. В формулу {14) вместо z можно поставить так­
же .. атри.цу А., котора• соответствует оrображению ф, 
и тогда мы nолучим матрицу 

f(A)-a,A•+a1A-'+ ... +а..Е· 

Пр11 9ТОМ отображевию /(Ф) соответсnует матрица f(A). 
Результат првменевии отображения q~ н вектору % мы 
будем обозначать через cpS. Тогда можно запвсатъ · 

f(~)z, 

причем /(q~)x означает применевне отображена• /((f) к 
вектору"· 

Минимальный аннулирующий мвогочл..ев 

Теnерь вам нужно обрати1'ь особое ввимаиие на ну· 
левое отображеиие, хотарое пере.водвт каЖJtЫА вектор .а: 
nространства R• в нуль и соответствующую ем)' нулевую 
матрицу. То и друrое мы будем обозначать одним sиа­

комО. 
А) Мноrоч.пев f (z) иезываетси tUUC!JAUPI/IOЩШI ЖJW­

IO'f.МНO.N отображении ер, если.f(ср)- иулевое отображе­
вне в соответственно f(А)-нулевая матрица. Оказы­
вается, что дпя кажл.оrо отображения IP существует ан· 
ву~ирующвА многочлен. Именно, характернсткческиА 
многочлен x(z) отображеиuи q~ аннулирует отображе· 

виеqt,т.е.мwвмеем X(\').sO. (IS) 

мв, 11Т0 то же, 

х(А)-о. (16) 

Докажем эквивалентные между собОй соотиоwекиs 
(15) в (16). Д;t• зтоrо выпишем сооr1етствующее соот· 
ношение, оnрцелающее матрицу A-(aJI. Имеем 

.-,-ar... '""""' 1, 2, ••.• п. 
ИJIH, иначе, 

(17) 

РасСIIотрвм матрицу 
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9Jiементы которой оnредепяютсs форму~оl 

z:~/Sfe-61,. 
Элементы матрицы L .R8JIJIIOТCJI миоrочленаwв нулевоl 
в nервой степени отиоситм.ьво отображенка ер и no-
91'0WY саки явлаютси отображенняWв. Соотношение (17) 
прв nомощи матрицы L заnисываетса а виде 

r, .... o. (18) 

Минор злемента zj матрии.ы L. азитыА с надлежащим 
анаком, обозначим qepea М{, так qто wы имеем 

(19) 

(см. § 4: rл. 1). Укиожаа соотношение (18) ив Mj а 
суммируя получеииы:й результат по 1, получим 

мм.,-о. (20) 

В силу соотношении (19) левая qасть ПОС.1Iцвего равен· 
ства перепнсы:ввется в виде D(L)61•• и равенство (20) 
получает вид 

D(L)Ъ7•,-D(L)•1 -o. 
D (1 а1- 61z 1) есть характервствqескнА миоrоч.пен x(z) 
отображения lf· Позтому после.АИее соотношение перепи· 
сыаается а вuе 

x(op)•i-o 
и, таким образок, характеристический многочлен x(tp) 
отображает в нуль каждый базисный элемент вепор· 
воrо пространства R", и, Сllцовате.llЬНо, nJOбol вектор ~ 
npOCТ91JIIcтвa R". Итак, мы имеем ,, 

.1 х(ор)а-о, 

.; потоку мноrоч.пеи x(z) имиетси аивулвр)'JОщвм мио· 
rочлеиом отображенив ер. 

Из предложения А) CJieA)'eт, qто всяхое отображение 
9 векториого пр·острансnа R" в себя имеет аввулирую­
щий миоrочпеи,- именно, мвоrочлеи х (z) . Но, конеqио • 
.sто не единственный аввулнруюшиА wиоrочлев .u• ото­
браженив q>, так как, уwвожп x(z) на векоторыА wиo­
roueн, мы: попучим CROB8 аввулирующвА многочлен. 
СреАИ всех аииулврующнх мноrоqленов отображения q> 
вы.депветtJI ОАИВ,- именно, мвввма.пьныll авнулирую-
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щиА ииоrочлеи,- играющий важную роль для далЬRей­
wеrо. 

В) Оказывается, что все аниу~1ирующие многочлены 
отображения fJI минимальной стеnени- обозначим ее че­
рез r-отпнчаются лишь числовыми множнт~ями. Тот 
из этих квоrочпеиов, у которого коgффициект при стар­
шеА степени r равен единице, мы будем обозначать че­
рез ,6(z) и назовем ero •ини..мальНN.Н авнуАирующим 
..нногоч..tено.к, так что он оказываетси единственкыи.Ока­
эываетси далее, что веикий аннулвQующиА многочлен 

:'н~б~~::~,.{~-деn:ится на м:ниимальиыА аниупирующий 

Докажем: предложение В). Заметим прежде всего, 
что если f(z) и g(z)-AВa · аннулирующих иногочлена 
отображения ffl, то их наибольший общий делитель h(z) 
также есть аннулирующий многочлен. В силу предпо­
.жевия А) § 11 мы иu:еем 

h(z)=a(z)/(z)+b(z)g(z), (21) 

~~ео~~~~- ЬJ~~;::;::~·=е::fеа~н~О:~:::нвиы~: 
~то z отображение ер, мы ВНАИМ, что h(.z) есть аннули­
рующий многочлен отобргженвв ер. Допустим теnер_ь, 
что миоrоuены f(z) 11 g(z) им:еJОТ квнима.tьную сте­
nень r. Talt как h(z)-тоже аннулирующий vвоrочлен, 
то ов имеет степень, не меньшую чем ,_ А так- как ов 
хвпиетс11 делителем каждоrо из многочленов f(~) и g(z), 
то степень ero равва ровно r, н потому многочлены f(z) 
и g(z) отличаются от h(z) только числовым множите­
лем, а иедовате.пьио, и между собой они также отли­
чаютсв чксловы.к миожитеп:ем:. Этим nepвaSI часть пред· 
ложевия В) доказана. 

Пусn. 
/(z)-A(•) 

- м:ннимальиыА аннулирующий многочлен отображения 
ер, а g (.z) - произвольвый аннулируюшвА многочлен ото­
браженвR ер. Из формул~:~ (21) следует, что многочлен 
h(z) ЯВЛRетtR аввупирующим м:иоrочлеиом отображения 
ер и nотому икеет стеnень не меньше чем r. А так как 
!J.(z) имеет стеnень r и АМВТСЯ ка h(z), то h(z) к ~(.r) 
отличаютс• лишь чкслоаым множителем. Из того, что 
g(z) делится на h(z) , слцует теперь, что g(z) де11ится 
и на A(z) . 

Итак, nреможевве В) доказано . ... 



Раэпожевие минимапьвого 

аннулирующего миоrочлеиа 

на взаимно простые множители 

С) Допустим, что векторвое nросrрав:ство R4 разла· 
гается в сумму своих подnространств Rt в Rt размер· 
кости р и q соответственно, н допустим, что раэпожен11е 
зто являетси кивариаитным относительно отобра•еини 
iJt пространства R4 в себя, т. е. 

q~zeR1 при жеR1, 

fPZER1 при zeR1• 

Иначе это записывается так: 

tfR,c:R,. t:9Rtc:Rt· 
Выберем телерь базис nространства R": 

., •••• • •. ' .,. ." ••• ••••• ".... р + q .... п. (22) 

так что первые р векторов этого базиса составляют ба· 
зяс пространства R1, а оставшиеся q векторов состав· 
ляют базис пространства R1• Матрица 

A- (a)l 
сооnеtстаующаи отображению 'Р в 9ТОМ базисе, имеет 
тогда спеп.иальиыА вид,- именно, ее з.леиенты удомет· 
воряют усл:овиR»: 

при l< р, J>p имеем aJ-o, 
при l >р, J<p имеем: а1=О. t:. ::. :·: .. ~ . · .. :·: .. ·. 

"А_ f а: ... а: О ... О _,А, 

o ... oa:tJ ... a:+t О ... . .. . ..... . ... 
о •.• о а",.._, •.. ·: 

:.1· 

Матрица А, как гоаорат, разбивается на два блока. В ле-­
вом верхаем уrлу стоит квадратная матрица nopuu р, 
которУJО мы обозв•чим через А 1, а в nравом ВIUКВем 
уrлу- КIIJI.ратвая матр1Ща пори.11.ка q, J:оторую мw обо-

~:~:Т::fе:а:~т~ккп:~:В~ет~ •:ra::e А~~А:П,~ 
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этом матрица А1 соответствует отображевmо q~, деА· 

::~~:i'и~0&~ia=щ~1.i; :·=~~::ТRе:Т~~ 
стности, им.ее? место нижеследующее предп:ожевие D}. 

Утверждение С) сводите• х описанию структуры 
матрицы А в сnеu.имьном баsвсе (22) в ~то ветру,D.Ио 
лровервть. Я привожу утверQевве С) без дов:азате.п:ь· 
ства. 

D) Емв матриuа А разбвваетс:а ва блоки А1 в As 
(ск. С)), то имеет место соотношение 

D(A)-D(A1)D(A,). (23) 

Иа этого, в частности, следует, что zарактериствческий 
многочлен x,(.r) waтpDIUI А разп:аrается. на м:ио:житепи: 

x(•)-x,(•)x.(z). (24) 

~(zf~z~;p::fe~~':~~~~К::o~~r:вчп:.;~7:.1l~й~ 
стввтмьво x(z)-D(A-d'), а матрица A-zE разби­
ваете• иа AJI бпока. Отсюда в из фQрмулы (23) следует 
формула (24). 

Для АО:s:азатепьства прtдпожевм D) рассмотрим 
м:атрИЦii 

А' ,А, О 1 •' ,в, О 1 
,- о в.r ...,.- о А,· 

rде матриuы А~ в А; разбвваJОТСв на &окм, nричем 
блок в. есть ед.иничиая матрица порядка q, а Е~- еди• 
кичвак ~атрJЩа порядка р. Раэлаrая: опре.а.uитепь мат~ 

РИIШ А1 по мемевтам: nocneдвe.l етроки, мы докажем. 

что D(AU-D~~~ в0 1. Лродмжая атот riроцессдаль~ 
ше,мы )'бt.Авм.са,что iJ1(A~-D(AI).Toчвo тах же дока~ 
sываета_ что 1>(.4,')-D(Aa)', Леrко проверяета_ что 

А~А~-~~· l_f-A. 
В сипу теорем.ы 4 а DOC.IIцв:el форкjлы имеем: 
D(AJ-D(A;-')-D(A1)D(Aa) • докаааrе/IЬСТВО Dj!!д· 
.tо•ев•• D) аааершево. Тав:нм образом:, формула (23) 
доказана. 

1!) Пусть •-.ввиеlвое отображение IМ!DOpsoro оро­
етравсnа R" самОю в. себ• в А(z)-мивим8ЛЬИ1iА ан~ 
RymrpYJOЩI!I мвоrочлев отображения •· Доuуствм:. что 



квоrочпек 4(2) разлагается на два взаимно nростых 
м.ножителя.: 

А (z)-А, (z) А, (z>. 

И так как 4, (2) и 4s(z) по предnоложению взаимно про• 
стые, то мы имеем 

1-~WA,W+~w•• ~-
rде р, (z) и Pt{Z)- два надлежашвм образом выбран· 
иых мкоrоuена (см. (37) § 11). Обозиачпм через R1· 
векторное подnространство пространства R", состоящее 
из всех векторов пространства R", обращаюш..ихси а нуль 
nри деАстеии отображенив А1 (ер), н через R1 векторное 
nодпростравство пространства R", состоящее нз всех век .. 
торов, обрашающихси в нуль при действии отображенив 
ft.1 (qt). Оказывается: тогда, что nространство R" paЗJta• 
rается в nрямую сумму своих векторных подпростраиств 

R1 и R1. При этом разложение пространства R11 в сумму, 
двух подпространств инвариантно отиоситмьно отобра· 
женив q~, так что qt отображает подnростравство R1 1 
себя и подпростравС'I'Во R. в себя. Рассматривая отобра• 
жеияе q~· на ломростравстве R1, мы обозначим ero че· 
рез q~1 , а рассматривая: отображение «JJ на R1, мы обо .. 
sначим его через '1'1· Оказывается тоrдв, что мноrочлеи 
А1 (z) есть мнвимальиыА аинулирующиА многочлен отg.. 
бражеиия q~1 , а dt(.z:) есть минимальный авнулнрующиА 
многочлен отображении «JJI· 

Докажем утверQевне Е). Подставляя в соотноше­
ние (25) вместо z отобрааевие ~. получаем м• проиs­
вольного вектора :r иs пространства R" равенство 

·-~м~м·+~м•м~ !~ 
Положим ~"'~; 

f 

Тоrда • ·' ' -~('!')/!.,('!')•, s,-p, ('!')A,('!')S. (27) 

•м~-~м~~·м·-~МАМ•-~ ~~ 
Точно так же имеем 

А,~~-~М.МА,М•-~МАМ~-~ ~) 
З.цесь имеется комм.утатнвиость между ft.1 (CJ1) н PJ(cp), 
dt(cp) Н p1(1J1), Т8К как оба JI"ROЖBТeJIR RltJIЯIOТCII МНОГО. 
'!Ленами отвосительио ер. 

Таким оОразом, мы установили, что 

z1aR1• z2e~. (30) 
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Из форму• (26), (27) и (ЗО) с.nедует, Ч1О пpOПIIOII>RыR 
вектор z nространства R" разлагается в сумму 

rде 
""""".l'a+~. 

z1eR1• s,eR1• 

Покажем теnерь, что еспи имеют место ОАВОВреJ~енно 
Ава соотноwеииsr 

ТО%=::0, 
Из соотиоwеннА (28), (29) следует, что A1 (q~)z-O, 

dt(q~)z =о. Таким образом, оба слагаеwых в правоА ча­

сти равенсnа (26) равны нулю и, спедовательво, :с-= О. 
Итак, установлено, что R" ра3.1.1ожено в nрамую сумму 
своих nодпростравств Rt и R1. Покажем теперь, что зто 
разложение в прямую сумму ннвариаитво относительно 

q~. Для этого достато101о показать, что 

~~~.с: R,, ~R.c:R,. (31) 

Для того чтобы убедитьс• в иом, uрименим 1t вектор· 
вому пространству q.R1 отображение A1 (q~). Тогда мы по­
лучим 

A1 (~)q>R,-'!'A1 (~)R,-O. 

Точно так же nолучаем 

А,(~) ~R, - ч>&о (ч>) R,- О. 

З.п.есь имеется хоммутатианость иежду ер н 41 (ср), ер "' 
.6.1(q~), так как оба множители являются миоrочпеиамн 
относительно ер. Таким образом. соотношение (31) до­
казано. Доказано уже также, что ~~ (z) есть аннулирую­
щий многочлен отображении flll• а ~,(z)- аннулнрую-

~~~:~~~~~л~~:П~J:р'::~: rа·иэ~. д:::~~ ... к~,;а:~~~ 
ГОЧЛеНЫ ЭТИ JJВJIIIIOTCSI lfHRRW8J1ЬНЬIUИ аииулнруiОЩИМН 

киогочлевамв отображевкА ср1 в ер,. 
Допустим, что мииимальвым.и аивулируюшими мно~ 

rочленами отображевкА qi1 и Cft t:MRIOТCJI сООТJSетственно 
многоuены ! 1(z) и A,(z). Положим .d(z)- 4 1(z)d•(z}. 
Прнмев•• 4q~ к соотиошекию 

·---,+.-,. 
где z1 е~ •. "'е Rь мы прихоnм к соотношению 

6(t) .. -o 
100 



при произвольном ~е R•. Таким образок, it.(cp} есть 
анаулирующиА м.ногочлен отображения ~р. Если бы А1 (z) 
не был wнвнмапьиым аикулируюшим кногочпевоw ото· 

браженив '1>1• то 6, (а:) нмеп. бы степень, кекьшую чеи 
А1 (а::). Точно так же, если бы ~(.z) не был мннJ~Wаль­
вым аннулирующим мноrочлевом отображении lflo то 
многочлен A:a(z) нwел бы стеnень, меньшую чем ~1(z) . 
В обоих эти..: cnyчa•z произведение f.1 (z)A2 (z) = f.{z) 
вмело бы стеnень, меньшую чек 4(z), и многочлен А{г) 
не был бы минимальным аннулирующим многочленом 
отображения ер. 

Итак, предложение Е) пол:ностью дока38но. 
Из предложений Е) в С) с.~~е.цует, чтоесли минималь­

ный авнулнрующиА многочлен A(z) веtсотороА матрицы 
А разлагается на два взаимно просты.х множителя~ 
A(z}-= A1(z)A1{z), то при намежащем выборе базиса 
матрица А разбивается ва два блока А1 11 А1, nри11ем 

:~~~ ~ьа "Л:(~)~:~~= .. а~н!н~~~~:н;;~:;::е~н~:; 
член матрицы А2• Это вытекает нз того, 11то разбиение 
матрицы на два блока nроисходит при специальном вы· 
боре базиса (см. С)). Будем говорить просто, qто мат­
рица А, мивнмальиы:А аннулируюшвА мвоrочлеи которой 
разлаrается на два взаимно nростых множителя, разби· 
веете• на два блока, не уnоминая при !n'OM о с.пециаль­
ном выборе базиса. Такое разбиение матрицы А на блоки 
можно вести .п.о тех пор, nока мы не дoA:neil Ао бло· 
ков с миикмапьнымв аннулирующими мноrоqленами, ко­

торые уже нельзи да.пее разложить на &Эанмио просТые 
множктеяи. В дальнейшем мы сосредоточили свое вин· 
мание и"_рзучении такой матрицы А, мннимапьныА ан­
нулируюафА многочлен которой уже нельзя разпожить 
на два в_,Jаимно nростых множители. Мноrо"'лены, кото· 
рые 'Нел'ьзи разложить на взаимно простые множители. 

ямяютс:и многочленами вида (2-А) 11• Именно на та­
кие множители раэлаrается мноrоuеи A(z}, nричем ). 
яаляеТСJI корнем. миоrочлена А (2). Нвжеслед.ующее преА· 
ложение F') лает ответ ва вопрос: какие корив амеет 
MROГOЧIIeR .6.(2)? 

F') Корнями мннимальноrо аннулирующего мноrо­
чnена A(z) отображеим ер иалиются: собствеаные 
значения матрицы А, соответствующеl отображе­
нию ер. 

Докажем предnоженне F). 

109 



Пусть А-собственное значение отображения" ссоб· 
ствениым вектором h+O. Tor.tta мы имеем 

~А=АА. (32) 

Применяя к 91'DМ:У сооrношенню операдню ер, получаем 

vA=A'A. 
Продолжаи: зтот процесс дальше, докажем, что 

~'A=A'It. 

Из этого легко следует, что для произвопьиоrо много· 
члена /(z) имеет место соотношение 

/(,)А=/ЩА. 

Подстамяя в это соотношение вместо многочлена f{z) 
многочлен fj (z), попучаем 

6(q>)A=6(A) •• 
В левой части зтоrо рuевстаа стоит нуль, а в правоА 
части множитель h ОТJI&Чен 01' вулJI, поэтоку множитель 
4.(1.) обращается а нуль, т. е. кы икеек.&(А.)-=0, в уста· 
иомено, qто собс.таевкое значекие А отображеви• Ф яв· 
.п:яется хорнем мноrочпеяа A(z). 

Допустим теперь, что). есть корень многочлена A(z). 
Тогда 

6 (z)- (z - Л) g (z). (33) 

Так каJ: мноrочлu g(z) вкеет степень мевыпую чем 
A(z), то он не Я8./Uiется аииупнрующвк мноrочпевом 
отображевкА '' в потому существует такой вектор А, что 

g(q~)li-lt .. O. (34) 

ПoдtтaВJUIR 1 соотношение (33) вместо z отображение 
ер, дооучаем (см. (34)) 

('!'-А6),.-О, 

cpA-U. 
t. е. А ааляетсR собственинк звачениек отображеииR fl). 

Итак, nредпоJКевие F) попвостыо Аокаааво. 
О) Пусть fl)-.nвнdнoe. отображение вектораого nро­

странства R• • себя к А - соотиетста)'JОшаа ему мат· 
рца. Пусть, дuее, 

x(•)-(.1-AJ'•(z-1.,)0• ... (•-М" (35) 
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-разложение характеристического многочлена x(z) 
отображения q> на множители н 

A(2)=(.z-A1)'1(.z-1J'a ••• (.z-Л,)'' 

А<~)э~~~~~е:::~м::ь=~~~~~~иrz:.~)~п;~о~;~~~ 
нам nрименении предпоженив Е) матрица А разбивает· 
ся на блоки А1• Ar •.... , А,, nричем: минимальным аииу­
.пирующим wиоrочл:еиом б.'lока А1 является (z- А1)''· 
В СИJСУ nредложения F} матрица А1 имеет единственное 
собственное 9ffачение ).,. Если матрица А разбивается 
на блокн. то характеристический многочлен матрицы А 
является .nроиgведением характеристическиж мноrочле· 

нов · соответстаующвх блоков (см. D)). Из 9ТОrо разло­
жения следует 

х (z) = (z -1.1)'• (z- 1.,)'• . .. (z -1.,)'•, (36) 

rде р,-nорядок матрицы А,. Сравнивая соотношения 
(35) и (36), мы видим, что р, = k,. Таким обра9ом. по~ 
ря.~t.ок блока А1 матрицы А равен кратности собствен· 
ноrо значения ).1 отображения 'Р· · 

§ 14. Жорданава форма матрицw 

Здесь wы будем расскатрввать линейное отобра,же­
иие tp с едивствениым собственным значением ).., Со· 
rлacuo .похаэавиому ранее м:иввмальныА аивул:нруюший 
многочпев отображения ер имеет ви.п 

ПMOJIDIJI 
н:r 
·r 

(z-~)'. 

А) Пусть h1 - вектор. удов.петворяющuй условиям 

' · ~1,-о, ~-·•,.,..о. (37) 
Положим 

·~-·~· llt-Фht• •• • , 111=•h1-t• Анt-.,1. 
ПоследоватеЛьность векторов h1, llt: •• , • , 111 назовем 
:.:орда.но8оа. Из соотвошений (37) спщет. что 111 +о. 
bt+! -=О. Тахим образом. 

<т-М)А,=А" 
ИЛИ, ЧТО ТО же, 

th,=M,+Ь,. 
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Далее, 

ИЛИ, ЧТО 10 же, 

или, что то же, 

'fho-l.ll,+h, н т. д .. 
<~-Ае)А1~о 

~1 =1.61• 

Матрица эта называется жордановы.м tS..totw.lf. с соб­
стаенныw значением ),. 

Теперь мы докажем, что матрица А с единственным 
с:обс:твенным .sначеинем 1 при намежащем выборе ба· 

знс~f·П~~::R~:е~р~~~ов:~~РК:~ст~~ раэwерности. 
n н S - ero векторное подnространство. Система векто­
,ров 

... l•a't• . . . .... , (38) 

наэываете:А AШUJ.iЬIO эависи..моа относитеАЬно подпра. 
странства S, если существуют такие константы с1, с', ... 
. . . , с~, не все равные нулю, что вектор c-zQ прииад.пе­
жнт S, в nротивном с.пучае еветема (38) называется 
Аинеано неэависшсоiJ относитеАьно S. Линейно везави· 
сикая система (38) пространства R относнтt.~~ьво S на­
зываете• бааисоА« пространства R оrноситеАьно S, если 
д.пя хаждоrо вектора * пространСтва R нaiA)'ТCJI такие 
константы с1 , ••• , С', что вектор 

#-CQ*a. 

nрвиад.п:ежнт nространству S. Ясир, что базис простраи­
ства R относительно S всеrда сушествует в что всяк:ую 
линейно везависим:ую относительно S систему векторов 
пространства R можно дополнить до базиса в про· 
странстае R отиосительно подпространСТ8а S. 

Т е орем а 6. Пgсть ер- Аинеаное отображение веtС· 
торноw nространства R" t1 се611 и А- единсrве~Шое соб· 
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стsенное значение orotJpa:JUHUЯ fl'· Тоtда при надА~о­
ЩВАt выборе базиса в просrрош:твв R4 маrрwца А, coor~ 

б~~~:У~~~А)}!JтО::ЩН:Вюs~'/лО:~~В::О~:а J4Х:Т~~а;:А~ 
Л pu а то .м ~ttJЖдый 6Ао" uмer собственное ана"l6ние Л. 

Доказательство. Пусть (z-).).11-квним:аль­
иый аflиулирующиА многочлен отображения 'Р· Положни 

'1>-~-/JI. 

Обозначнм lfepeз s, множество всех векторов " нз R". 
удовлетворяющих условию 

-t'.c~O. 

Множество s, представляет собой векторна:е поАОро­
стракство пространства R". При поu · имеют место сле­
дующие включения: 

R:'- S,~~=>S,~~_ 1 :::::~ ••• =>S1 :::::~~=0. 

Пус1'ь 8 1 - конечная совокупность векторов прострвн­
ствв s,, составля:ющан ero баэнс относительно по,ltПро­
страиства s,_,, Докажем, что векторы ф81, вход.ящне в 
простракС'Тво S.t-,, линейно везавискuы относител:ько 
подrtрос:транства Sa:-2. Пусть ., .. , .....• , 
-совокупность всех веК'Юров, входящих в 8 1• Доnу· 
стим, что имеет место соотношение 

Тогда вектор 
,а~еSА-й• 

AfJfo значит, что вехтор 
1 Cala е SA-1• 

Это возможно лишь при условии, что все коэффициенты 
с'=О. 

Поскопьку векторы конечной совокупноста фВ1 век· 
торного пространства Sa:-1 пкнеАно везавнсикы отвос.и· 

:ЛТ:вод;'бt~3=~:еч~ю n~:~~:~~~ 1~ м~~~:::~ 
~~~?к~~С:.::о~·~~~~=в~ж~J:Т::::Ри:;:атс~р~:;: 
ства S2 линейно иезависимw относительно s._., в по­
тому конечную совокупиость ;в, можно дополнить до 
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базиса В1 п~rрансТ8а 81 отвоситепьво подnространства 
S..-a. РасС)'ЖАВЯ так дальше. мы дойдем в ковnе концов 
до базиса в. в пространстве S 1 отиоснтиьно простраи· 
ства So. и потоиу В11 есть обычный базис в прострак· 
стве S1. Докажем теперь, что. совокупность векторов, 
прива.меааших ко всем базисам 

в,. в,, ... , в •. 
составляет базис В пространства R•. 

Допустим, что имеет место лвиеАвая: зависимость ме· 
жду векторами совокупкости В: 

с"'•.+ ... -о. (39) 

~.~::В~. n::~:и:~е,::;с:а~~нС:.:~:::ы~~~~~:; 
-t--.1, мы получаем соотношение 

ccaфi-t•o..==O. 

~~-~r. с~=ю~~ ~~=~:з:~:оА:~ос;ь~;~~~: 
8 1, лввеАио sаввсим:а, а потому все козффи.цвевты 
с1, ct, .. , &'равны нулю. Пос.n:е того каК зто доказано, 
мы Аокажем точао так же, что все коэффиu.иеаты ори 
злементах 8 1, входЯЩИХ в соотв.ошевве (39), также 
равнs нулю, в тем самым в ковnе ков~tов установим:, 

что совокупиость векторов В пвнейво веэависвма в про• 
стравстsе R,.. 

Докажек теперь, что провзвольвыl вектор s1 в про· 
стравстве 811 - R" пввейво выраж:аетса через векторы, 
nривадпежащие В. Та.к как векторы в:оиечвоl совокуп· 

::о ~ ... ~~·=р ~~~~ж:Т 0/~s~~'::в ~~~-~~:осв~ 
s1 -c5~c+Ztr 

rAe ~е s..,1. Таким образок, вектор St выражается ли­
нейно череs векторы, прина.межащие ковечвоt совов:уп~ 
RОстк 8 1 в еще добавочный вектор s" првва.д.~~ежащвА 
простраиству s.~~-J. ПрОАОЛЖIJI .иоТ процесс дальше, W.bl 
.II.Окажем в ховце ковu.оа, что вектор ~ лввеА.во выра· 

:~~с;;::л::о~ D~ИВ=б~~~~~ : · ~~~~J:; 
s•-R•. 

Разобьем теnерь иовечиУJD совохупвость векторов В 
ва nопарвовепересехаюПlВесяЖорnвовк серив (ск.А)}. 
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Дли этого выделим в В подм;вожество jj всех веRТОров, 
которые будут СJJужить начальными вехторами А1 жор~ 
даиовых серий (см:. А)). К множеству fJ отнесем nрежде 
всего все векторы совокупности 8 1, затем асе векторы 
tовокупностн 8 2, ие привамежащие к ее части -tB1, за· 
тем все векторы совокупности 8 3, не nринамежащие к ее 
части фВа. Продолжаи этот nponecc дапьше, мы дойдем до 
векторо.в совокупиоств В" к включим в В те вехторы иэ 
В11, которые не принадлежат совохупности ф8"_1• 

Выберем начальный вектор А1 нашей жордановой се-

~:иитз sк::~нсо':т~;;'3~~~В~~р=~=~~м в~~~~ п/.и:~:: 
вад.n:ежит векториому простраиству S~1 н не прииад .. 
лежит векториому пространству S11-1• Итак, 

1 1J:I_._,6t+O, 

11_.-l+tA:,=O. 

Таким: образом, мы иu.ееи nос.педовательиость векторов 

Ja,, At=•i:1, ha-=Фit2, •.. , A.t-•н..,'ФAI•-t• 1'h.t-1+1=0, 
и векторы 

h,, ",, • ... ....... (40) 
состамюот жордавову серию длины k- i + 1. 

Жорданоаы: серии типа (40) исчерпнваJОТ ВС1О сово­
купность В и не пересекаются между собоА. 

Таким образом, IIЬl наwлв совокупность жордавовых 
серий, составлsnощих вм:есте базис nространства R", и 

:~:ы "'1.А~~~~~::~~~~~~:rв ~g:::::: ~~~ 
~~~· ~) пfi~~ ~~дное веR1'0рвое пространство R" RB~ 
JU:Ieтcя деАствител:ьнык и отображение <р тоже АеАстви~ 

_,.Уеnьное, т. е. перево.zr.ит каждый действительный вектор 
в деАстввтмьиый. Тогда :карактеристичесuА .u.коrочлеи 
x(z) отображ.ениа <р имеет Аействвтельные lt09ффlfUReK• 
ты н, СJtе,аоаатепьво, нapJIJIY с: КВждЫ.W коммексвы~~& 

ообс.твеввы:w: звачеквеll( ). вм~ки со.пр•м:евиое ему 

комплексвое себетаенвое значение i:. l{а.к бЫIIО показано 
раеее (см. G) f 13), собственному sвачевв10 ). а npo.. 
странстве R• соответствует векоторое векторкое nодпро­
странство R' таkОе, что катрвда А', соотвеrствуюшаа 
оrображеввю <р простравt111а R' в себа, имеет мини· 
мат.иый вивулирующиА мвоrочлев (2 - А)*'. В cuy тео-
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ремы 6 базис в nространстве R', СостоRЩНА -нз жорда• 
новых серий векторов, JIВ.JIReТCA в:оvnлеJtсмым базисом. 
Как 91'0 видно из построения жордаиовых серий вехто· 
ров в преJ~;tожеиви А), отображ:еняе 111 """=' ср-).8 яuяет· 
ся коwл.пексным. В векторном помростраястве R" вех· 
торного пространства R" (R"- R') можно взять базвс, 
составленный нз жордановых сернА, вм:tющихся в про· 
странстае R', но саnрижеиных с ними. Оказывается, что 
мквим:альиый аиRулирующиА иноrоч.лен (z- ~)·r ото-

::,::нz~. ~а8п::;~~;~::~е :;or~~~~ 7: ~~)~ок:; 
nростравстве R'. В самом деле ясво, по (z- i.)r я в· 
ляетси анну.пируюшим многочленом отображевю• ср на 
подпространстве R". Если бы зтот-аннулирующий много· 
член (z- A)r не был минимапьным., а миннмадьным 
бып многочлен (2- J.)i"', rде k" < k', то, переходя от 
собственного значения i х сапряжеиному ему собствен· 
кому значению ~. мы приш.пи бы к захлючению, что 
(2- А)_. · является: аннулирующим миоrосrлекоw отобра· 
жениа 41 на подпространстве R1• Таким образоv, оба no· 
казателя 11! в k" должны 6Ы1'ь равны иежду ообоА. Та· 
киw образом. дJIR двух коыnде.ксво сопряженных соб· 

ственных значений А а i опре.в.елевы два векторных nод· 
пространства R' в /(', rtричем nространство R'" сопряже· 
но nростравству ·R' в том смнс.че, · что каЖJIЫй вектор 
иа R" соnря:жен векоторому вектору из R' и наоборот. 

Предпажекие С) имеет аиачевие лрн отысхавии деВ· 
стаительных решений деАствите.льиых обыкновенных 
днфференциальвых ураваевий. 

§ 16. К.•адратм~:~вые формы 

Пусть Е""- д.ействитеЛьиое евкли.о.ово веК'I'"Орвое про­
странство размерности n, f(Х,fl)-дейстаитепьная: сям· 
метркчвая: бялн.нейнаи форма, з·аданваа ва этом про­
странстве, н f(.r,.r)-соответствующая: еА квадратич~ая 
форма. В коорАВватном виде при выборе в Е11 иекото· 
рого ортонормальиоrо базиса билииеJ:ка·" форма f(z, r) 
запясывается так.: 

(см. D) § 2). Здесь 
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предетамиет собой кваАраткую матрицу оор•дка n: Эта 
запись отличается от обычной формы эааисаr матриц, 
nрввычной нам, тем, что оба индекса стоят внизу, ко мы 
будем считаrь. что nервый индекс l указыеае1' ноиер 
стром, а второй иадекс j- номер столбца. J(ва.аратнч­
иая форма f(z, z) заDвсwвается е аиде 

/(z, z)- ... z'•'· 
· Основной задачей настояшеrо naparpaфa ивлвется 

ьыбор такото ортонормальаоrо базиса в пространстве 
Е'\ при Jlt070poм квадратичная форма записывается в 
наиболее ~ростом виде. 

А) .Пусть 

- матрмu.а, соответствующая деАствительиоА падра· 
тичиой форме f(x, х), задаиной на Е" при векотором ор~ 
тонормапьвом базисе · 

(41) 
Квадратичной форм-е f(z,.z) соответствует JINneAнoe ото· 
браже11Ие ер nространства Е' в себя с матрицей А - 1 а/1. 
J<оторое в координатной форме nри базнее (41) задается 
формулоА 

а1"'""ац. (42) 
Матрацы А и А, выnисаввые как квад.ратиые таблицы, 
nолностью совnадают. Они отлвчаютс11 то.п:ько тем, что 
элементы их обозначены nо~разиому. Оtазываеrеи, что 
так заданное отображение tp при nомощи базие4 (41) не 
зависит от С.'I_учаАио выбраниого _базис~. во опредеltяет· 
ся сам~ ... ~в.дратичной формой f(x, z). 'Собственн.ыезна-

:~~~ ~fa~~:::o: н;:~:~ю{(х,с:f~в:ннс:б'~':~; 
вект.орi.J ero называются собствsнньнtu вектора.w.и мадра­
ти~ноа фор.14ы. Оказывается, что все собственные зиа· 
ч~иня ква.а;ратичвоА· формы явл:кют.са ,~tействвтельи~мн 

:~~::;t:w. n,r:,А:межащим Обраsом аыбракиом орто-

~о;, ·~ .. . , ~ (43) 
в пространстве Е" матрицы .{ и А имеют АИаrокальиую 
форму, npК'Iex на диаrоиапи CТOJJT собственвые значе­
ния квадратичной форwы f(x, х), а векторы, сОстав.пяю­
щие базис (43), являются собственными векторами с 
этими собствениыки значевияки. 
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Докажем пре,u:ожевие А). Докажем nрежде всеrо, 

=~~~::~а8(4~') з:а~~уО:оi mr~и::::==~~= 
определя:еttи е:ам:ой ква1ратвчиой формой f(z,s) в не 
зависит от выбора ортоиорм:апьвоrо базис.а (41). КвеА• 
ратичва~ форма /(ж, z) oAИOЗBIIIBo определяет симм:ет· 
риqкую бвдииеllпую форму н ... ) (cll. 1!) • 2). Далее, 
билН11еАнаи форма f(ж, g), рассматриваемая :как фуик~ 
цви векторе ж, одвоэвачно опреде.пвет тaiCOR вежтор 11(g), 
ЧТО 

(см. В} § 7), rде вектор u·(g); естественно, зависит от g. 
При dазисе ( 4 J) мы имеем 

/(s, r)=4o~z·;/=a.,т/z0=(u(l/), "), 
rде 

a(JI)=(a,oJ/, ...1 . ... , a,,l). 
Тапv образом, координаты вектора "(N) в UIJtpaтнч· 
вой форме о.аредмяются формулой 

и'-•"/· 
Отсюда вв.цио, что вектор a(g) задается формупой 

a(I/)-'W, 
причем: пввейкое отображение ~ однозначно опредма:ет-­
си сикметричвоl биливейвой формой r(<~, r). которав в 
4:~о~11;&~. t~::':;бК:аз~~~~JI:Ое;~:алВ.::в:fо•~а:~~ 
ное отображевве Ф одвоавачио опреде.n:яетси квадратич .. 
ной формой /(.,х). 

Теnерь докажем, что пюбое собственное зва'fение ). 
отображении ер действительно. Собствеииое аначевие ). 
отображения ср определяется соотношением 

(«) 

rJI.e h=-(ltl,ltl, ••.• 11.•) -:отлвчиыАот вул:Авек.тор.Укно­
жая по соотвошевве иа 61 а суммируя по 1, nопучаем 

""'"Т.0=/(h, А)=Л(h, /iJ. 
Согласно дохаааввом:у .ранее (ск. aвeдeRJie х rn. Э) би .. 
.пинеlна11 форма f( .. li), равно ках tl скалярвое провэве ... 
девие (А. i}, и:впиJОТСS д.еА:ствител:ышмв чимакв. uри .. 
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чем: (h,()"s.O. Отсюда следует, что 1 есть Jtеltствитель· 
вое чис.nо. 

щи~:~~~Ь::~а:~~ ~~:о~~=:и:м ~~н~:{.~а~ 
nространстве Е11 иwеет Jtиаrональвую форму, причем: на 
диаrокапи стоит собственные зиачени,. квадратичной 
формы, соответствующие собственным. векторам: (43). 
будем вести епдупивно. При n..,. 1 утверждение оче· 
видно, так как тогда матрица А явnsteтcJJ. матрип.еА пер~ 
воrо nорцка н nредставляет собой действительное число. 

При n > J собственвый вектор 111, соответствующий 
иекотороw:у собственвом:у звачекию ;. - ).1, выберем за 
первый элемент ортоворм:альиоrо базиса пространства 
Е11• Пусть 

h,, ",, .... ь. (45) 

- иекоторыА ортоиормальвыА базис пространства Е11, ва­
чинающийси с собственкого вехтора ht. Обозначим через 
Е"'-' векторкое подпространство пространсnа Е" ~ бази­
сом "'· ......... . 

Обозначим: через В матрицу, соответствующую КВВА· 
ратичвоА форме f(z, а:) в базисе (45). Согласно формуле 
(31) § 2 матрица В o::::к llb11U определяется формулой 

Ь11 - f(A1, А1). 

Соотвошевие (44) ,I.IIЯ матрицы В записывается в виде 

ь,rthf-= 1thf. 

Умножав это соотношение ехалярко на вектор hJ, f > 1, 
nолу~м 11 

./ ь,.hrh/- ~. f-1 h!h/- ~,&,,. 

Правая: часть пос.педЯеrо соотношения: BBJIAY opтoиop­
lriiJIЬBOCTR базиса (45) обращается а нуль при f + 1, 
так. что мы имеем 

ь11-f(А1, А,)-~1&11 -о при /> 1. 

Таuм образом:, f($,J) в новом opтoиopv&.IIWiOX базисе 
(45) записываете• в вце 

f(", •)-~,"'!1 +ь ... •l, а. ~=2, -·· ", ... 



Матрица 

в~аь"и. /, 1-2, .... n, 

соотаетствует бклинеАноl свм:метричиоli: форм~ 8 под· 
пространстве Е~., 8 которую преВращается иеходная: 

~~~=:~:::S!ff:.~(.<t%~o~0::e~ь~6o~ ~~ riРГ::П~:ж~:и~ 
индуJЩНи утверждение А) дли нее верно. Таким обра· 
эом, окоичатепьио би:лииейиая форма f(%,f1) в надлежа· 
щим обраэом выбранном ортонорм:альиом безнее (43) 
приобретает вид 

t<•· в!=Л,•'и'+л,.t'и'+ ... +Л.•"v". 
прнчеw собственный вектор ~~~ соответствует собствен­
ному зна'lению AL, собственный вектор h~ соотВетствует 
собственному значению А2 и т. д. Квщатнчкая форма 
f(x, х) прииииает вид 

f(•, •J=A,(•'J'+A,(.t')'+ ... +Л.( .. }'. (46) 
Итак, предложение А) по.nиостью доказано. 

Го11орк:r. что квадратмчная форма f(%, s) а на.длежа· 
щим образом выбранном ортанормальном базисе может 
быть записана в виде суммы квадратов координат век­
тора, nричем каж.цыА квадрат берется с деRствительиым: 
коэффкциентои. Коэффициент этот может бьrrь как по· 
.пожитепьным. так и отриu.ате.пьным числом, а также 

нулем. 

Закон ииерци'н 

Мы доказали, что квадратичную форму f(x, х) ),(Ожно 
nривести х виду (46), если взять- в евмидовом вектор· 
иом nространстве Е11 ортоиормальиw:А базис. ЕсЛи от~ 
хазаться от ортоиормал:ьвости базиса, то квадрати'Шую 
форму f(~.z) можно привести к еще бо.лее nростому 

~н~.) Квадратичную форму f(x, %), за.д.аивуtО в деА~тви­
телt-ном векторном пространстве . Е11, иаАЛежащим вы­
бором базиса можно орнвесrн к следующе:wу аиду: 

f(•, ~>-•·<•'J'+o,(•~'+ ... +•.( .. )', (47) 
rAe числа ~1;е1, •. • ,а,. прииим:ают значения ±1 и О. 

Докажем предложение D), воспользовавшись резуль· 
татом предложевин А). Если чвмо Ai ПОw'IОжительво, то ... 



nоложим 

~.-...;-;;;. 
ECJJи число )., отриttательно, то пможим 

~,=</-А, 
и, наковеа., если ~ равно нулю, то nоложим. 

f.'t=l . 
ВмесТо координат %1, x;J, • , • , %11, в которых записана 
хвадратичнаа форма (46), введем новые координаты 
G', ~' •... , ~·.положив 

x'-f.. 
Подставпия значения х' в выражение ква.цратичвоl фор­
мы (46}, получим 

н~. ~>~•,<t'>'+.,<E'>'+ ... +•.<t">'. 
Все ЧRCJI& а1• et •... , t:n прииимают значения ± 1 в О. Та­
ким образом, предложение D) доказано; 

Предложение D) бblllo доказано а преАПоложении, 
qто квадратичная форма f~z. z) задана в евклuдовом 
векторном пространстве Е11, так как при эrou в качестве 
промежуточного результата испQJiьзовалась kаиоиическая 

форма {46) КВ&АРатнчиоА формы. При дохазательстве 

W.U~е;:х~=:ьв~~:Ла :Якп~::::rв:е;:~::~:. 
~~~;:> е:':.~i:~:В~~а:;:::ааФОJ~ы в1<:~:=н~:; 
R•, которое не ввляется евк.пидовым, можно прокзволь~ 
и~ образом ввести ск:а.nярное произведение и при по· 
N'ОЩи зтоrо скаляриого nроизвеАения доказать промежу· 

трЧное пред.nожение ( 46). 
Сейчас мы заАwемся: каноническим видом (47) квад-

r(~~~)о:аr.!амы8 '~'о~~~~~~е..м :~;:~на;р~:~~~ 
стве R11• 

В) Пусть R•- п-мериое векторное nространство, а 

••• '•· • . •• ... (48) 

,,, ,,, ... , t. 
- .;ва базвса в пространстве R11• Пусrъ, далее, 

~--~alp IJ =:aVafJ 

(49) 

ш 



-векторы, зад.анные в nространстве R"'. Допустим, что 
в базвсе (48) кваАратвчвая форма f(s, s) записывается 
в виде 

/(х, x)~e,(x'J'+o,(x')'+ ... +•,(•'>'+ 
+ •••• (х"')' + ... + •••• (х'+')' + ... + •• (х")'. (50) 

При ·этом базисвые векторы: е1, е3, ••• , •• аавукеровавы: 
так, что 

s,-ea ........... s11 -=l, 

8p+l-•.o+2- ••• -·p+q--1, 
a,., .. 1-•.o+t+l"""" ••• с::::е,.-0. 

Доnустим, далее, что та же сакаи квадратичиаи форма 
f(g, g) в базисе (49) записываетси а виде 

/1.1/. rJ=o;(y')'+.;(н')'+ ... +•~И'+ 
+.;..,(V"••)'+ ... +.;.."(,"•')'+ ... 

... +~(V')'. (бl) 
nричем 

~- ... -S:,-t, 
•~н- ••• -•;.,+r--1, 

.;.+f'+i-·· · -~-0. 
Ох:азываася, что имеет место следующаа теорема нива· 
рвантиостн: 

(52) 

Дuхажем соотвошеивя (52). Доказательство будем 
вести от противного. Допустим, что 

р+р'. 

и- nредпопсжим дпя оnредепениости, что 

р'<р. (БЗ) 

Обозначим через R+ вехторное nоАПростраиство nро­
странства R• с базисом 

lao lto • • • r 1,, 
и через R- векторное nодаростравсtво npO(';'I'pa&cтaa R"' 
с базисом 

,,+1• ... , ,"+4"• .. .. '·· 
;::;,с; ~r:l ~·=р:т;.ч:~~Ф[f:.~) ~к3.зТ~~~ ~к~= ... 



вапись (61) ква.аратвчвоl формы f(f,g) nов:аsыаает, что 

{53) :;:..О! :ав~~~J<:~~~·~ и в~•:с:: 
·n., в потому пространства эти пересекаЮ'lСЯ по кев.уле· 
вому вектору. Докамем зто. Пусть 

.,. •2• ••••• ,. llf+l• ..•• '" 
- послuовате.пьиость векторов. Ввиду веравевства (63) 
общее число !tТRX векторов больше .. п. и потому они nn· 
вейво зависимы. Запишем п .пивdиую ааввсимосrь 
11 виде: 

....... ь•r,. а-1, .... р, p-p'+l ..... п. {54) 

при этом хоэффнциеиты at и Ьl, вместе вз•тые, ве могут 
все обращаться в нуль. Справа стоят &л:еwеиты базиса 
(49), поэтому они линейно везаввсимы, в, следователь· 
ко, коэффициенты а1 не могут все оАНовременно обра .. 
ЩВТЪСJJ В HfJIЬ, Мы H81WIH ОТЛRЧВЬIЙ ОТ BYJIЯ ВеКТОр ~ 
стоящкА в левой части соотношения (54), который пptt· 
ваJUtежвт обоим простраиствам R+. и R-. На этом В(.К· 
таре падратнчвая форма f(z,s) положятельва. по· 
ехольк.у %е R+, в она вепоп.ожительна в силу roro, что 
~е· R:-. Таuм: образом, vы ориw.пв к nротиворечию 11 
веравеиство р' < р ВСМJОчается. Точно так же доказы· 
ваетс.и, 1lfO иеравевство р < р' невозможно. Таким об· 
разом, доказано, что р"""' р'. Прикения оолучевиыl ре-­
sультат к· к.ваАраt1А11оА форме -f(z.s), кы прахоАвк 
к выводу, что q- q'. Итак, доказано, что в хвадратич· 
во А форме f (.,:, z) чвсп:о положительны:~ хоэффJЩвентов· 
и число отрицательных коэффидвеитов в кавовическом: 
виде ~ариавтвы. Но так как: чис..ло нулевых козффк­
циентоt равно n-p-_q, то этим: самым AOI(Uaвa ввва­
ри_аи'91остъ ЧВСJ18 нулевых коэффициентов. ' Мы доJ:а· 
аsли, СJJедовательво, та-к казываекы:А stuWн. wирЦШJ. .11./IЯ 
Da.дp8TB'IВ!i:l форм:. 

1 18. Зкcnoaellf& кu,~q»anol матрJЩW 

Этот параrраф не впопве подходит ПОА sаrоловок 
r.n; 3, так ха1: здесь ве прnод.RТ(:Я к. кавовичесхомуввду 
аикакаи м:атрвца, однако реэультатн етоrо параграфа 
иужвы дп:я теории обыквовеввыz .u:фферевциапьвых 
)'раввеввl в их вуz:ио ку.~r.а-то поместить. По своему 
1flXY .втот параграф бпzе acero примкхает а u:. З. 



ЭкспоиентоА ехр z называется фуиJtUв• 
ехрz=-=г-. 

которая задатя рядом 

.. =l+f+f+f.+ ... +{-+·· · (55) 
Ес.1и вместо z а nравую часть sтoro равенства nоАСJ:а­
вить квадраткую матрнц,у А и если окажется, что мат­
ричный ряд сходится, то мы. определим фувадню r. 
ОказываеТСJI, что. nодставлая в ряд (65) произвопьиую 

~=~~~~иJ: р~~т~ф~::яя~авс~~д=~п;~~~~::г:о~~ 
мость ряда, составленного из квцратных матриц по­

рядка n, опреде.n:яется как сходимость ряда для каж.аоrо 
отдельного злемента матрицы, стоящеrо ва определен­

ном месте. 

Для доказательства этого нужно рроизвестн веспож· 
вые оценки. 

А) Пусть 

в-lь!l. А-1•!1 
-две квадра1"КЫе матрицы порялка n, злементы кото· 
рых имеют оценки 

Jь:l.;;ь, laH.;;o. 
rде а и Ь- некоторые по.пожятепьмые числа. Оказы· 
в.ается тогда, что ми матриnы 

BA-C-Ic!l 
имеют местО оценки 

lciJ.;;.ьa. (56) 

Докажем последнее соотношение. Мы имеем 

с1-=Ь~1. а-1 •.•.• n. 
В nравой части этого равенства стоит n слагаемых, каж­
дое нз которых по модулю ке nреаОСIОАИТ· произведение 

Ьа, н, таким образоw, веравевство (56) доиазаво. 
В) Пусть 

- квадратиав матрица порядка n, дп:я злементов кото­
роА вwеютсR оцеаки 

Jall.;;o. 
". 



r.де а-векоторое nоложительвое чнr.ло. Если lr- а.мое 
иеотрицательное число, то д.п.и waтpи!Ui 

A'-(c:J 
имеют место оценки 

lc11 c;;(na)'. 
Докажем это утверждение. Доказательство будем 

:е:О ;::;:::~е п8оер~~~~О:~!:: ~р~о а= Е, то ддя 
А'-'-в-(ь:J. 

Тогда по предположению ив.духцнв имеем 

JьНс;;<м>'-'. 
Далее, 

А'-вА. 

Так как д.n:• матриц А R В уже имеются оценки, то 11 

;=. ох~:~:;~яу:.~.~=у~О.:Уф~~rл~":::~нр~·~~: 
иня 8). 

С) Матричный ряд еА, rде А-кеа.дратвая мвтркца 
проиэвольвоrо nорядка n, всеrда сходится. 

Дли доказательства зтоrо утверждения рассмотриw. 
член получаемого рида · 

4--lcJI. 
В силу оре.д.пожеиия В) 

" ' JcHc;;~. 1 
./ При суwwировании nравых частей .иоrо соотношенн• мы 

nолучнw сs.омщнАся ряд. Тахим образом, матричный 
рад r всеrда сходитси. 

D) Пусть t-деАствитепьиое число. Оорu.елвм мат-­
ричную фуиJЩИJО f(t), положив 

f(f)-• ... 

rде А- векоторая xВaAPITB&fl матрица порядка n. Тоrда 
охазы.вается, что 

.9j,l--A((l)-/(l)A. (57) 

1211 



Дла АОПзатепьеrва последнего· еоотношевив вы:nн~ 
шем фувкцию etA в вид.е ряда 

f(t) 00101 A0 + ~~ + t'~• + ,,. +~+ •.•• 
.в силу оценок, nопучеивых рааее (ем. С)), р•.а 3ТОТ 
можво дифференцировать по t. ОсущеС1'84U дифферен· 
цироваиие, хы: nмуч.-ем соотиошенке (67). 



Глава 4 

ПРИМЕРЫ 

Здесь будут даны примеры, иллюстрирующие и разъ­
ясняющре содержание трех первых теоретических глав. 

к§ 1 

Пример 1. 
Определение 7. Bei'Cropoм называется направлен· 

вы:А отрезок. т. е. такой отрезок, о котором известно, в 
каком его' конце находится качало вехтора и в каком 
его к.окце конец вектора. 

Таково геометрическое оnредепевие вектора. Еспи атw 

~~~ ро~сr;l:~:::и~:сл~~=~::~ае:~i,;':п:::яко;:: 
принадпежащий трехмерному простраистау ~. то он 
трехмерен. ВвоАИТСя операции -СJiожевня векторов и ум· 
ножении их ва действитепьиы:е чвма. Далее опре.це­
.пяется равенство веltТОров в доказывается, что ми каж· 

доrо вехтора нз Е• (n- 2, З) существует равный 
ек~:Иктор, начииающиАси в задаивой точке простран~ 
rnlfE•. . 

~ . .-1Jусть м-вектор пространства Е11 (n = 2, З). Тогда 
существует равный ew:y вектор v, начвиающкйся в ва· 
чале коорд.и.кат О. Обозначни через Ь в:оиеn вехтора о. 
Координаты: точки Ь явлRJОтся числами. Их АВ& или с~ 
ответственно три в заввеимости от n. Ови явлRются ко­
ординатами вектора м или вектора v. Таким образом, 
между векторами иs Е11 и парами ми троАкамв чисu 
(в а авасямости от n) устававливается · соответствие.. 
l(аждоку геометрическому вепору ставится в соответ­
ствие вехтор пространства А111 аадаввыl опредепе-о 
нием: 1. 



1( § 2 

Пусть A"-n-wepнoe ьекториое nространство (cu:. 
оnределение 1) к ср_.отображеине пространства А" а 
себя. Рассмотрим несколько тнпичяых примеров отобра­
жения ер. 

Пусть ,,, ·J· ..... .. 
-базис пространства А". Зададим: отображение ср соот­
ношением 

срг1 =а~•~~.· 
Таким образом, оrображение ер задается матрицей A.-
=la!l. 
Пр и мер 2. Допустим., что матрнда А, задающая 

отОбражение ер, является АИаговальноА и что ка Аиаго­
нали стоит одно и то же число ~- Тогда в силу форму.11 ы: 
(23) rл. 1 для каждого вектора ~ отображевке ер опре· 
деляется формулой 

(1) 

Такое отображевке ср явлttетса растяжекиеы прострав· 
ст11а А• с центром: в начале коор,ttинат с коэффициентом 
А. Если \>.1 < 1, то фактаческа отображение ер ивляется 
сжатием. Заданное формупой ( 1) отображевке ср назы­
вается подобие.- с центром в начале координат. 
Пр и м: ер 3. Допустнw. теперь, что иатрип.а А, опре­

деляющая отображение «р, является днаrональноА к что 

::в:~•г::и•:ииц:.е~~~:а ~:б;~!е~~ееи :у:~~:Т:;;~н~~ 
~:о nх~~к~иs:::с"а": :~~~~:~~т:аи::р::Л:'н~0::::~·е~: 

Пр и ы ер 4. Пусть иатрип.а А, задающаи отобра4 
женке IP• является. диаrоиа.пьвой, nричем: первыА диаrо4 
ю:~льныА элемент равен -1, а остальные диаrоквл~окые 
э.llементы рааиы +1. Тогда отображение IJ! иапяетси 
зеркальным отобра~ениеu пространства А" на ceбJt от­
носител.ьно ero nодnространства А - 1 с базисом е., ... 
. . . , •• а направлении • 1• 

1( f§ з. 4 
Пр и к ер 5. Рассмотрим систему двух пивеАкых 

уравнений относительно двух иеизвествых .11, xl: 

... 
aJz1 + ~%' == с1, 

afx' + cr~'==c' . (2) 



Иемючпv иеизвестное xJ из системы уравиеаяА {2), ум­
ножив первое из уравнекий системы (2) на al, а вто· 
рое на al и вычти одно уравнение из дpyroro. Тогда мы 
ПОJI)'ЧНМ. 

(alal-~) ~~ """а~с1 - ak'. 

Таимw образом, мы иweew 

~~= о::СI-сф1 
а:~-а~: · 

Аналогично получаеw 
· а1с1 -а~с1 

x:l= а:о:~-у:· 

{3) 

(4) 

Обе дрцбн (3) и (4) имеют олИв и, тот же знамеяате.ль 

D(A)=-aJa~-~:. 

Этот зиам.ен_атель называется определителем м.атрицы 

А= 1 aj J, i = 1, 2; j == 1, 2, второго nоридка. Таким об· 
разом, мы приш.пи к пред.ставлению об оnределителе 
хвадратноА матрицы второго nорядка. 

nоложим 

А, =1~ ~~· А,-~~ :J 
Тогда д,.'IJI ~1 и·,tl формулы (3) ,и (4) можно переnисаТf. 
в виде 

,..... х'=~· х2.,.=~_. 
· fв с.пе.аующвх параграфах эта конструкция будет 

обобщатъсR на случай решения системы n ураавеквН с n 
веиэвесntыми nри nомощи определителей. 

К§5 

Пример 6. Пусть A-Ja)~ в-Jь!J-дое треу· 
rоп.ьиые wатраи;ы nopя.ua n. Это аваат, qто прв } > l 
имеем aJ ... О, ь1 ~О. Докажем, что матрица С..",. АВ-. 
•••••Ф:JI та~же а:вщетси треуrолькоА. Мы: имеем 

оL==а:аь:. . .. 



Доtсажем, что Пf" k > l имеем cl-o. В иvом: .tteлe, 
eCJiи a>l. то Оа==О. Если a<:l, то a<k в потому 
Ь%=-=0. Следовательно, с1-о при k>l. 

к§ 8 

Пример 7. Пусть 

*=<*'• .... r'J, v~(y', .•.• v'J 
-два ОТЛИЧНЫХ ОТ нуля вехтора размеrВОСТt!R р И q СО• 
ответственно. Оnределим матрицу А=- аН фopwy.uoA: 

a~....,z'i/. 

Тогда paRr матрвu.ы А равен e.rrи&вD,e. 

к§ 7 

стр~и~~-е6то~рГi~:е ~-;;;~е::; •• ee~;:o:s. п~~: 
аывается apaщeнue.tt, если ово сохраняет д.пивы всех 

векторов, т. е. если I'PZI-1*1· 
z=~:~;). з~:: .. •t~е:~~и::с:Ф~:~~~~;'· Пусть 

(Ф-t)'- х1 cos а+ ж' sln а. 
(!f<)'--%1 slna+ж'cosa. 

(5) 

Jierкo проверяетса, что задаиное формулами (5) отобра· 
жев.ве 'Р нмиется вращением. В деАствителыrостrr • 
есть повороr моекоста Е• вокруг иачада JЮОрАМват на 
угол ... 

Kf8 
Появпевве кокмексиых чисеп побудило математs~ 

ков сделать nопытку дальвейwеrо обобщения действи· 
тельных чисел, првсоед.квив к ввм: ве одву мнимую еди· 

ницу, а несколько. Эта поnытка имела оrраииченвwА 
успеж. Были построеиы кватернновы с тремя мнRмьrик 

;:::;;:; ;~:l:e:~ ifа'::0~п:::::::~я :а::р111н~~: 
нов. 
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П р и м ер 9~ В основу кватернионов положены трв 
мнимые единицы, которые обознача!ОТ(!JI череа . 

/, f, k, {6) 

так что каждый кватерннов записываетсs в виttе 

z - x.+z,t+zJ+z,k. 
Здесь z". ~1• х1, х1- действительные числа, хоvмутатив· 
яые по уwиожевню с единицами (&).А единиц.ы {6) пе· 
ремножаются no с.ле.цующвм · правипак: 

1'-f-k'--1. lf-k, fk-1, kl=f· 
Кватернион i, сопрsженвыА к кватерниону z, аадаетсн 
формулой 

Легко nроверяетси, что 

xR-Ixr=.rl+~+x:+Z:. 
Из этого медует, что каатерииов z-1, обратный к ква· 
терниону z по умвожев.вю, задается формулой 

z-1-r!-P· 
Легко провериется, что 

'ii-gR. 
]{ватерВIIОВ Z, ПО IIOдyJIIO равНЫЙ еАНВRЦе, Т. е. УАОВJJет­
воряющнА условию f Х ,_ 1, З8ПИСЬIВ&етсSil В ВВАе 

x==c:osa+usina, 
ttr 
.rA.e и-чисто мнимый кватернион, т. е. и== u1l + uJ + 
/ +uok, а "'-уrол. 

Ввиду отсутствия коwwутативвости умиожевая по· 
nы:тJСН nостроить теорию кватерввоiiВНХ фувJЩИА не 

;:::J~~:~e~~:~== .:_11е~ красuые reowe1'* 
nр а М ер 10. Соеокуnвосrь 8CU кватерН80RОВ .1( 

nреАстамt.ет собой ч-етырехмерное евмндоао аехторвое 
простравстио. Ддвва а:ажд.оrо вектора-кватерниона хоп­
ред.елиета как 1 х J. Четнрехмервое векторное простран­
ство 1( всех патериионов paзnaraeтCJI в прякую t)'liiiY 
одномериого векториого подпространства АеАствнтель· 
JПЦ хваwрповов D, имеющих ВИА х-х., в трех•ер· ... 



кого векторного пространстве чисто мнимых uатериво­

нов 1, имеющих вид 
u-и,t+uJ+и.k· 

Каждому l{Ва'l'ерниону а, по модулю равному u.иниu.е, 
постввиw в соответствие линейное отображевке f. евкли· 
дова векторкого nрострвиства /( на себя, зцаваемое 
формулой 

f.z-a.l4-1• 

Леrко проверяется, что аииеАиое отображеuе f• пере­
водят каждое линейвое подiiростраиство D в 1 само на 
себи. Далее, оказываетси, что отображение f• амиется 
вращением евклидова векторного пространстав К (см. 
пример 8). Докажем 91'0. Дли этого подсчитаем MOAfllb 
кватерниона аха-'. Имеем: 

1 a.ta-• р -=a.ro-1iЦ(i=I-= 

-аха-•?.еа-аха-•а.~а-1 -Cu.ta-1-1 z jl. 

Пр и мер 11. Оказывается, что при nомощи отобрв· 
жения fa можно получить любое вращение евuидова 
векторкого nространства 1(, по.nучающееси • результате. 
непрерывноrо изменения из тождественного. nричем та· 

хого, что • процессе изменения все врема мы имеем врв­
шеине н nространство D перевомтся в себя. Таким об· 
разом, отображение f11 описывает все вращения про­

странства /, получающвесJJ непрерывным обраsом "' 
тожлествеввоrо. Доказатедьство атоrо ветривRальноrо 
)'тверждевнв и прелос::тавлвю чвтате.~~ю. 

1<18 

ско~ 1:::.~е:. к:р;::~к~:х~01J.:~=~ -::.:.:"е:ОФ; 
мулы. 

Пр и w ер 12. Рассмотрим: кубв-.еское уравнение 
.. +.,.+Ъ-0. (7) 

К такому виду .nerкo привести любое иубя~:~еское уравне­
ние. Представик renepь z а BRAe 

z-z+g. 
Тоrда уравнение (7) запишете• в ВИАе 

.r'+II'+Зzg(z+v)+o(z+g)+Ъ-0. (81 
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Наложим на х и g доnолнительное уеловне . 
хv=-з 

Тогда уравнение (8) ааnншется в виде 

"'+и'--Ь. 
·так как имеет место соотношение (9), то 

"'t--~· 
Из соотиошевий (10) и (11) СJJедует, что~ и v' АВ· 
liЯIOТCX хорними квадратвого уравнении 

u.1 +bи--jf--o. 
Таким образом • 

(9) 

(IO) 

(11) 

.r'=-++.Yf+ ;;. gl=-{-л/f+ ~. 
и для z nолучаем формулу Кардано 

• '1 • . гъг-;-;;r .' lг-7• -,..jr.,т=, =.ег, • 
•~.---.+-ут+-w+·у-"1'- т+-w 

Ясно, что, Пр!(Меияя: формулу .Кардана, кепьзА брать 
nроизвольные значении кубических корней, а надо брать 
такие пары кубических корней. чтоОы их про!sэведенне 

равнялось -а;Э. Охазываетси, что велячина ~ + ~ 
ЯВЛ111ется отрицательвой тогда и только тогда, когда 
уравнение (7) имеет три действительных корня. Это 
утвержденме приводится здесь без доказате.пьста.а. Yl'&· 
зaИI~-fla аоказате.льство имеются в § 4 кииги сМатем а­
ти'lес~А анализ дли школьников:.. Таким образом, 11 
фор_l(уле Кардано встречается извлечение корни кз от· 
1;1ица1'еЛьвоrо чиспа именно в том. случае, коrда 1rop1111 
кубическоrо уравнении дейсrвнтельвы. В .9ТОИ случае 
.ма кубических корня, сто•щнх а формуле Кардана. из· 
.влекаютс• нз комnлексно сопряженных величии и bpR 
мзвлеqенни кубических корнеАследуеттаиже взять комn· 
.11ехсио сопряженные величины. Тоrда сумма хубических 
ХОрнеА, вхомщвх в формулу Кардnо, окаsываетсR 
действитепьвоА. То обстовтельсrво, что имеиво в мучае 
действвте.nькых корней кубическоrо уравнения (7) а 
формуле Кардано nоявляются мнимые числа, очень 
с.нльво со.а.еАствовало введению комnлексных чисел . ... 
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й~:::;тfЗ:h~па~:~з~::~~~ст~~С:~~~ ~-- s., 
разбив ~тот базис ва строки. В качестве первой строка 
выnишем базис пространства s. отвос:ительио ero под· 
nростравства s._t, т. е. векtорw снетемы В1• Лусть он 
состоит иэ векторов •1, .,, ••• , .,.. Во •торую строку вы~ 
nuweм: вехторы системы 82-сначала векторы Ф-1, ••• 

• . . , фf',, а затеfs векторы •r+to ••• , е,+-,. nричем под 
вектором cr, первой строки вьшиwек вектор ~~. а двл:ее 
векторы •,..,, ••• , l.r+-.., не входRщt~е в tB1. В третью 
строку выпишем векторы снсте11ы 81-сначапа векторы 
ф'е\, ••• , 'Ф'е,. да.пее 'Фcr,+l• ••• , 'Фгr+ll.• а затем векторы 
C!l'r+~+l• ••• , 1r+81+ .. • не входЯщие в 'ФВа· ПродОЛЖSJI 
этот проnесс дальше, мы получик пос.педоватепьвость 

строк, причек первая состоит из векторов системы в,, 
вторая вs ае.кторов системы Bt. третья иs векторов ско~ 
стсм:ы В1 и т. д. К.аж.а.ая из таких строк справа может 
выстуnать из-под предыдуще"l строn на веско.аыr:о sпе­
меиrов. Таким образом, эти строки образуют лесенку 
со стуnекькаиа, распопожекиыми сnрава. В качестве 
верхней nпощадки лeceнiUf взята енетема 8 1• Ваяв вектор 
h, из строки. в,, каходящиАся Rl cтyneiJьxe 'тоl строки 
и выстуnающие из-nод пре4Ыдуще8 строки, мы nопучим 
жордаиову серию 6:1, ~~ •• • • , .. ~16:,: 

в. •• .,... ,, 
в, Фti .... • • • .... • ..... 1 • • • lr+t~~ 

Вs .. ,1 ttta • • • ~.. 'tlr+l • • • .,,..,. lr+"+! • • • lr+t~~+ .. 



И:щат.....",.о УРСС 

Оmqкwаr:иiН.Г. Л_во,_,..~ 81 •rtt,...._,.. 
П~mJ~Q«Кu# Н. Г. Лt«<IIIIIIIO Тt!O)IIIIf ..m'JL'IoDIX "....... 

7)uка.ммФ.'\18 D<e~ 
Э..CкlWII&IjЛ.Э.'t 11 -:n-- 11 ..,........._.,..._, 
АииммВ.А~•--.___,... 11 ._"._. 
bi'AN"ItН В../1. ц t 1 1 - ".._ • ..,_..._.. 
.&.м.- Р. tеа,м~,._........,, een "._.... 
~llliOIP.Л.~88ТIWII .... ~ .... ~. 
Фк.t-11,._ А. Ф. В.Ц... • ._"_......., e.J1J..П JP8....tL 
Toopu Ч11СС.11 н mори. рафов 

.аш... л о--..,.,.-. . 

.в..а...r.~._.... ..... 
ъ-.л~.,..~ ..... ---
.r-.llfiA.Il.ц- ...... 
~.tлo-...-..Т80JI8--. 
.llrlto9aдo.!B.M. Oc!o6weм,......,_JIИQ,O~.,_. 
~А.В.~-..о-. 
q. о. а.---.,..,..-... 
qм 0 , Q8tм 8 ID ..,...._, 

Z..,a:Ф.~r,atoL _...........,. 
1/fедемо Б. В., XilнouurA.Il. э..-r.,_.-•--.-~ 
~Б.В.Iпе:т.,..~ 
~ллт.,..~ 

~А.А..~·~~.......,_ 
~В. т..,...,..._,.._з.....с..-., 

~Мfi~_ю. и..~э-,..,.. • .,.._.. 
Z.ЩM.~•--.oew• ...... 
Hctq~r6 .Ш:IoQIТUИ 
1ЪdlraнllfЧН. lkтofu~тeepd~·..."..:te­
... и..m.a.л-. 
~.~ • .a-..ф, D41111iqм. o~_..JfL 
~о.~ .. ,..._._,... 
~в.о~-~ .......... --.З).Щв.а.'l)аm' 
......__.о_,.,.,_ .. 
,.,_Ад-..-о~. 

<Ьtшoorll' Е. Л...._.,..,...-.. • Pucca. 
~-Б.В.О~. 

~s.в. о.,к. ...... ~Тf11111188~-



Из,urem.cno УРСС 

-l)ш· 
ЭЛЕГАНТНАЯ: ВСЕЛЕННАЯ 

Cyu~ cqt.IIПVt раэмер.осnr 
811011СК80~теор11· 

Книrа 6р18ана Qжиа .ЭМrатиu ВсеJtсикар - yaqePТe~~ЬtR~Italot ~е 

IIO ~ ф~U~~~U, J:070p8.111Wt ЩПЮГАII р8ВС!С 6lпDWa с~ wm, 
DX ~ ~. Кванrовмй Wllp И 1'COpll1l OТIIOCИI'CJIWIOC1II ЭIЬunтcltкa, 
mпотсэа Хuуцw-КкJЬ\.1 и ~ JUJ«peнu, -мора C)'JJtpCТpY1I и 
браtщ, БoJш.uofl 83ploD 11 II)'J!ЪТI ... ICCJICIOIЬIC - 1101' ,II,МCJI:O Jt11 (J().QQdt nepci'IC~ 
~ .шросоа. Иcooю.:J)':II киые IUIIIJIOПIИ, urop rxpeiQ.IWJC.IIOIDI:UC икм 
СQВРСМt:шюt фiDИПI к llla'n!W11111101' u обi-зы, Qollll'n(lo(C 801:М 111 ~.lipaAI.к 
IРин ерымет 3QC1CY тaJJJIC18 с 'ftOI8U. Сl'рУИ, nобн ~ lnlpf 11-мсрвуао 
8DCJJeiЩ)'I0,8~ТitaJUonpocтpi!IC"n8p!IC1CJIИIIOOCUКI811ИI8e'JC8, 8-мaтepWI 
DDpOQQЦI ~ МlllфOCIOIOI'ICCOO: струн. 

~Скиn! 5o/308n КСООмиекиый киrсрсс К.U: 'J CПCtQI.LIIIfC1'08 CC'IO:I8CИRo-ID)"UIWX 
дисwuш.ии, "ТU: • J ширм::оrо JqJYta 'lllla~'XЙ. 

О u•IIWO'J"eelax. 111WШИП11 • .. oa:s фte11D 
Моиогр8фu. ID8CCtiiOro фii3RD • кап:мапо:а foDqla Пеироу31 nooмшura изy­
'le.IUOO пpo/1llcJol ~oro МlfJ'e.IVJCJtТI на OCJIOJe ~ oa~;uaa 
~оовремсюпо:U)'!(. Вспмо&ио;q:~р83)'1181 Чтобwвайnе 
oniC'Т 118 Э1UI' 80прос, (kкр!))'3 ~ 111Jф0'18ЙШИ11 Хр)Т aucmr1t &11rор1П'МИ311· 
wno~ro NWШ11CfUПI, III&ШJIКЬITыopиНJ"a, 1'Щ)IQI)~'1ЩIOIQ' 
Iемм, 'МIIemp'I'UIIOO /118'1ерки, IJ8pti.IIOКJ:II пunod ф.акоt, мпро-.ю, ~W8 
вомениоА, 11ериwе .a;wpw, стросиис мwra и IIOIOCOC JIP)'I'Oe. 

ЧJJСн ЛOКIIoOНCIW/"0 J:OpQIIC8CGro общr.с:тва, профессор М1ТСМ8'JRJ:И ~ 
~рс:иrета,сэр PaPqt ПeiiJIO)"- 8bl,IUitOIЦJIЙCв учсИJd ~KtiDCТИ, U1К11И0 
рlбаruощий • pD/IX'ПIWX облас:1Jр: IIP.'Je:wii'I'ИПI, общей "'CCpiUI oтtiOCII'I\'Jibll0011 
И~1eiJPIOI;U'J'OI)nopJOIТIJIIC1ЦI08. 

Ки1U"8 вu:ювет~ниый xrm:pe<: к.u:ус~. n.:к 1 ~m l:p)'f8 
~ ....... 

НlwiiOIIПI MOIIIIO ... WOIIDICIII 1 М1С'1JММ1: 

~а =..-::.:-:~--:'~':.:'~~-:....._ 
#Г'"" ~ ( .. ...,_ .... ,._.,...... .. - (8) l»lМ5) 

...._..._.OL..._,,.,~,..._,aтu.~-.....za.ТМQ 

(0§)135~, --~~--(11.~p.~I.TIUL(a)m-sa1) 
(093) ~23. oC'tiiiNI C.r- < .. nr-uc-. т..-.,_ D. ТU. (8) ..... 

URSStiURSS.ll ~=::·~МУ,;_==~-т:-><18~ 
oOII. ACII..._..OI8alll IJ" а Tu. (111) nwll4) 



ИздателltСТво УРСС ~ 
спсциализируетс.ll на выпуске учебной и научной лктсраrуры, в mм 

числе )10НО111ИфкА, журналов, трудов ученЪ/к Российской Акал.еми11 
наук, научнО-IIСС.Л~овап.nьскмх ннст11туrов 11 учебных эaDC,/I,cнiiA. 

Уважаемые читатели! Уважаемые авторы! 

"'"''"-""" шмрооом • МОА"""'"'" оо•РУ''"'=к' Ро""'""" ' фондои фуНд.аиснтапьнык иссnсдован11й 11 Росскйс~~:11м rуиан1m1рным 
11аучным фондом, мы прсд~~аrэсм авторам свои услуrи на выrодных экономнческик 
уСЛОВИЮ!. При ЭfОМ MN берем НВ ccбJI &CIO работу ПО ПOдroiOBI(C 113/lRHIIЯ -
отиабора,рсдактщЮваiiИJIН!Крсткидотнражированиякрасnространснк". 

Срсдн OЫШCliШIIX Н fOIO!IJIЩИXCII К Н:JДЭНИIО книr 1\lbl Прtдт11'1!СМ Вам СЖ:ДуiОЩИС: 

Л. С. Понтря.tин: СqJия •З11ахомство с высшей математикой• 

Дo~otfюpd Н., ШtюJЩ Дж. Т. ЛннсАныс оnератор .... Обща.11 пopiUI. 
Yuм111t!(tp Э. Т., &тсон Дж. Н. J<.ypc: сов~мснноrо JIHUH11. 
Мшарш·ИАми Г. Г., Тихсми~ В. М. Выnумыlt анализ н ero npн...o.ettн11. 
КН113f~ fl. Н. Ф)li~LIIIollbllt IHUH], 

ДшtUAOfl Ю. А. MIIOf'O<Uiellы Чебwшс11. 

Чtботарн Н. Г. В1~н~ 1 теорию ureбp. 
Чtботирн Н. Г. Теор11.11 LII~NЧКIUDI: .)'818Щ111. 

<fdkнn~f Н. Г. Теорн11 f11YQII Ли. 

Дуброгин Б. А., H(NiuK(J(J С. Л., Фомtнко А. Т. С011рсменн.1111 1'COIOC'ТpiUI. Т. 1-3. 
КмjlнФ. HUR.IIIIAOUreoмtl'fiНII. 

кМчн Ф. Высшu reoмnJ~м•. 
AAtiiнФ.ЛК~D~нo611110CIЭ.qellpeUICIIIIM)'Jta8HeинAn.lтoAcтcмнм. 

f>uUIC/fCKUйfl.K.ГC'OМC'f1)11ЧКQ.ITtOp11.11ypi18HCitiiiCЧICТ11WIOHПpo:lfO.o.'UIWlllll, 

f>uUictiCKUii fl. К. Pм ... IHOiil ~OMCtpHII Н ТСНЗОрИЫЙ IHI..111З. 
Ришискиii П. К. 1\)'рс дмфферснuнал~>ноii rеометрнк. 

ЛuJНIIк. Э. Г., Шик.ин Е. В. Днффtрсtщм:u•ни rеометрн•: nCp~JDr :иuкОМСТ1Ю. 

Бotlfi'IY" А. К. и др. Сnр.аючн~ nособмс IJ(II.ЫcwcA матемtтмц. (Aнnl.llltJIIIUOI!If'l). Т. 1-S. 
KJ14CHOf М. Л. и др. 8с.1 IЫCIIIIII JollтtJIIJI"'V .... T.l-6. 
Кро€'ЖХI М. Л. и др. Сборнн11.11 u,мч с nОдрО(iныJоlм рсwtммtмн. 

Издательство УРСС 
Huy•шщ•иy.,t1'imllf 

лиm••раmуро 



22151018642 

JltiJI!III!Ill~~l~l[ 1,1~~11> 

Академик Jl. L no~!P!11:Ji~~~:: 
наnисал 11eты~·tte60itt.wU: 

~=:у:::.::::::: ...... :iHAИJ(иa1QI!(~f";2';i 
С ВЫСШЕЙ МАПМАТМКОЙо: 

«ПpeдnoJrtшNma" ."_ .",. 

6~ym~ ... -
peзyлwrюmw КJill«<l'f«<tld 

вwcшeiJ NtliМЖJRIШШ. 

Bw6op ......."_. •lfOpйoit 
~Zt:J UVIDЖeiiUII HCOOflfмmcJ8М)'Uf 

нuкaкt:JiJywfиol~. 

Kнuzu 6)tdym tнrlpuunt.IIOU 
ЛUЧНIИ U)OI U ~~~~ 

на Nant6Юtf1Uq, aн»aatllJIНIOI 

.Ja ltiHOZO .нm pa6omtl. l{ptнtte 111010, 
они буаут Y"'Umwam• _,., 
IOHOШ«Itll« .oate'WUIНII#U6 

О IOЗ/140Jil1Юcm6X 8001/IUmtlll 

llfOiffiOoztJ 'IUONifti t ~ lfmo6w 
нынешин IIOftOACNue~ 
людf!ii, HO'IUHOJI СО ШltOAWНU!H 

старших IUIOCCOtl,. NНJJO 

3HOKONUmы:ll по 1141/11 (_IЬiiUitif 
~>~ameNamuкoй 11 npuo6~oiil• 
пра•ильныU здорн~·•qс ii·нe"i:· 
Вни~>~ание читоти11 дАUtио~ 
6ьюи- напраалена w на 
U.JOщp~HifOCmU RrUn(l trtNJIUU 
/lfHOЖecme, meoputl nP*дu-.U Мо111 .. 
а НО ZЛQBHЬif! /lti~U~§(o'{~' 
результаты, сложившиrа 

8 течение mыcв'luemшi", 


