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Зrа тже иапиииваа usra - atp111 u �х 
вебопьших попутrриых .ввиr, которые а аред:ао;�а� 
ваuасать а опубликовать под об� иааааввем ��· 
·�}(С'I'ВО с. высшей маtеkВ.твкоЬ. Пре�оааrаетса, · '1'1'0 
:а них будут даны важнейшве ревультаты кJtассичес�ой 
высшей )tатеиатвкв. Выбор матвриада и порядок его 
вможеп�я не соответствует винакой nебиой. проrрам­
к�. Кинги будут отражать иои пипые вкусы и взrля:· 
р;ы па иатеиатику ,· сложившився ва мвоi'о nет работы. 
Кроме того, ·они бyny'l' учитывать Иов юношеские 
восnоминания: о возиоЖ!tостnх вооприятвli молодого 
ЧеловеJ<а, с тем, чтобы нынешвее поколеuие· молодых 
людей, начиная со IПitольuиков старших l(Jiaccoв, мог­
ло знакоиитъся по нИи с в ксшей матеиатикqй· и nри� 
обретать правильвый здоровый вкус н ней. ВJПnfанве 
читатеJ.iя должно быть ваправлево не на вэОщреuвоств 
т�а теор�tи множеств, теории nределов и t. п., а ка 
главныа математические результаты, с.пож.в1П118с11 в 
течение тысячелетий. 

В трех rлавах этой Юlвrв излаrаiО'l'Ся :аажвеlппrе ха· 
тематические прииеиевв:я: пр11Хоуrо.пьвых миартовwх 
координат па плоскости. Главвое место IQJIKUOТ крат· 
кие свеДеt�ия па анал11тичесJ<ой rеометрив иа uоокоста: 
даJОТся rеометричесRИе определения ЭJinпca, r1Ш8рбо·· . 
лы и п�раболы при поищци фокусов и директрис; дuее 
дается классификация кривых. второго пopii,ЦICa, '1'. е. 
доказывается,· что канщая кривая �oporo IIOP.IДW8 
есть аллипс, rипербста или парабола, аа •cкmo .. DtМ 
в.ырождЩ�Иых с.пучаев. Ввиду исмJОuте.111о11о бо.11ьшоrо 
аначевия Rоыплексв:ьtх чисеп в соврекеивоl матехат• 
ке, я в самом начале кnиrв у,цеnя10 их бonЬIIIoe •вьа. 
вве: дается rсоwетричесJ<ое иаображеиве •оми.еасака 
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quceл nрп ПО\ЮЩR прnмоуrо.'IЫiЫХ декартовы� коорди­
нат, а зате�1 rеоА�етрическц изучаются ко.uплексные 
AitiOГOt[JICПЫ ОТ КОtiПЛСRСПОГО пере�IСIIЛОГО 11 дается rео­
ЪfетрИЧСС1(811 IЩCR доказатеаытва octtoвttoй теоремы 
высшей алгебры о том, что аажд�й иногочлен степени n имеет ровно п. корней. Строгое докааательС1'во этой 
вашнейшеЙ теореиьt ВС�ОЗ/IIОЖПО без ТОЧИОГО определе­
НИЯ непрерывноС1'в функции. Одпако я считаю, что ИJf­
туитивнос геометрическое доgазательство ее вполне 
убедитеяыtо и представл�ет большой иuтерес. Потреб­
ность в точпоУ попимапии поня:твй предела в неnре­
,РЫВНости должна воэпиiUfуть у читателя лишь. в ре­
зультате овладения вы: большим аапасои копкретвых 
Ъ1атеыатических анапий. Такие nонятия:, как предел и 
непрерывностъ, являются, на аtой взгляд, надстройкой, 
уточпя:Ющей конкретпые ъtатемат�еские факты, и опи­
сание &той надстройки 11е должно даваться с самого 
1zачала, каводя скуку на uтателя, ue понимающего 
еще, д:tя чего все это делаетсн. 

Rащдая из трех глав книги снабжена добавлепияии, 
непосредствеп.по спедующвмп за самой главой. Эти до­
бавления относвтс11 уже ne к rutосиооти, а 1t прос.трав�­
ву. В них описываюТся прямоугольные координаты в. 
пространстве и простейпше nрименения этих коор.цинат 
к теории повер :шостей второго п()рядка, П}tеиво, дает­
ся I<лассифиRация поверхио�ей второго порядка. 
Добавления к гЛавам иЗJiожепы иенее детально, чем 
сами: rлавы, е теu, чтобы предоставить '{ИТателю ма­
териал дп11 самостоятельных раамЬШIJiений. 

Вторая книга под названием «Анализ бескоие'Шо 
малых)) будет посвящена иЗJiожению математичесиоrо 
ашшвза. В начале будут изложены не полным и но 
формальны�• образом теория действителыrоrо числа и 
теория предел�в. При это�• главuое BttимaJtиe будет 
обращено на пеобходJr•tыо и достаточные условия 
Rourи сходиммтц для посnедователыtмтn l(O:.c:пnettc­
JIЬIX .чвсеJI. После этого будет развернута теория сте­
пенных рядов от комп.пеаскоrо перемоппоrо. Таким 
образом, мощно будет определот�о фупкцmо е! xownлeRc­
нoro перемениого s п устаповить ее связь с триrономет­
ри•Iескнмlt фуикцшrмп па основе известной формулы 

,��r - cos 'Р + f sln ·<:'· 
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Далее, должво следоват11. рассмотрепив обратных фyв'Jc­
ЦJII, т. ·е. Jiогарифма н обратны:r тригоноwетрвческаi 
функцИй. Только после этого будет дано дифферевци­
рова.иве и ввтеrрироваиве, причем интеrрирован.ие 
будет рассматриваться как оnерации, обратная к дй� 
фереицироваи1110. Общим веnрерыввЬDt фуsкцияы бу­
дет посвящено весьма мало вввмаиия. 

Третья книга с ориентировочным назвавнем "«Мво· 
rомераая евкли.цова геометрия и теория определителей» 
nока что nредставляется кпе не более полsо, чем . зто 
выражено в ее заглавии. 

· 

Четвертая квига с орвеитиро110'1НЫМ иаэваивем 
«Обык!fовевиые днфференциапьные уравиекияt будет 
Цосвящеиа иа.пожеввю этой теорu .с упор о м на пвпейиые 
урuвеиия с постопиыкв коэффициевтаКJf с примевевв· 
ек зтвх rравиеивй к ТООРIIИ впектричвских цепей. В зтой 
же киJtre будут расемотревы автовоквые сис;ехы, поло­
нtеиие, равио�есия в ввх и предельвые цик.аы с примеве· 
пек к теории регулирования (регулЯтор Уатта) и 
работе лаипового генератора. 

В заключение дсщжев сказать, что вся вта серия иэ 
четырех вебопыпих -квиr рассчитана не на леГкое чте­
вве, в на серьеавУJР вавряжеюiую работу 1fИтaтeJIJI. 
Неболыпой объеы квиr вовсе не ухааывает· на их малое 
соДержание. Изложение очевь сжатое и освещает бол�r 
moe количество материала. 



 

BBEДEIDIE 
В иаст011щее время уже очень больmоё пмо cne­

. циалистов иэ ра�JВых областей ававив ииеет представ­
левие о прямоугольных декартовых коордииаrах на 
плосl(оств, так как втв tсоордиваты даm возможность 

· иаrлядвu·.геометрвчески при помощи rрафвка иаобра­
ав:ть зависимость одной величины от другОй. Таи врач 
строит rpaфlfX температуры больвоrо в процессе болез­
ни, акономист � rpaфlf.К роста проиаводства .. т. д .. / 
Название декартовы Rоордвваты sавоДвт на ложную 
ыымь, о. том, '1'Ю ети координаты были открцты Декар­
том. В . действителЬВ:ости nримоуrольвые коордиваты 
уuотреб.718Jiвсь в геометрии еще до начала вашей ары. 
Декарт �вес в них очень важное усовершенствование, 
введя upaвua выбора аваков (см. ввже). Но главное, 
польау.11сь првиоуrо.11ьиыив координатами, оц построил 
аuадirrическую геометрИJО на плоскости, связав eтJDt 
геоме-rрию в а�бру. Нужко сказать, однако, что одно­
времевво с Декарто.,. построил аналитическую геометрию 
и дpyroi фравцуаеuй математик Ферма,· иааествый · 

широкой публике как автор (до ,си ж пор ведоказавuой) 
великой теоремы Ферма. К 17 веку, коrда JKUJIB Декарт 
и Ферма, развитие математи�и уже подготовило все 
дм . построения аналитической геометрии - сивтеза 
апгебры и геометрии .. Но последний удар был ванесев 
Декартом .в Ферма. Одuако почти все знают только о 
Декарте. Такова, nо:-ввдимому, судьба: всех впв по'чти 
всеж ве.пвt<их вау'Wых открытий. Они готовятся 
сто.11етиями, · но завершающий этап, осущее'l'влеИИЬIЙ 
какии-нвбудь ученым, CBJ18ЬI88.eTCII С его ·Именем, В 

. все открытие попучает имя м-ого ученого. Паже я nрвво--· 
жу краткий и очень иеnо.пный всториqескиt обзор 

7 



 

развития иаrематики до 1.7 века для: тоrо, Ч'rобы H!i 
примере аналитической геометрии П·JЮдсмонстриро­
вать то явление в развитии науки, о кот·ором я сказал . 
выше. 

· 

., 
Для построения системы коордив� мы прово.цпм в 

плоскости чертещ� две прямы_е - ()СИ координат: rо­
рююИ'J'аJiьяую - ось абсцисс и вертикаm.вую - -<>сь 
ординат. Пересеч:евве их о наsывает.сЯ· iiачалоы: · коорди­
нат. Пусть r- ве1щторая точка пщЮJtости чертежа. · 
Опустим из нее �РпеiЩИкулsр .rp на .ось абсцисс и пер­
пенДШ<уJI.!Jр rq на ось .ординат. Это tщсrроевие дает вам 
возмщквост., nоставить в соответств.ие. тОчке r два не­
отрИЦатедЬВЫХ :ЧИ((Ла. Первое _;. ДJIJUiy. отрезка. ор и 
втоi!_ое - .д.JШВУ·· отрезка oq. Видно,' oдвiuto, что если 

·тоuа r' · �И.Ме:rричnа · � точкой r отноtиеnьно- оси ор­
дцнат, то ч:вма,· соот.��етствующие обеии· ТО'ЧКЦJ r и r', 

· будут одииаковьщи. То же верно и дтi точек, СИШlет­
рич:внх oтiroc��Cf' о((и . абсци�с. Это положение 
исправлаеrеа .правuом ,J�ыбора знаков, вводеиным Де· 
ка ртом, ИJ.аеиво, e<:JIJI точка r леЖИт справа от оси ор­
динrtr; то nервое ч:иСJiо борется со аваком птос,_ а если 
сле1щ - то со эва·ком :мивус. Так ПOliY'J8RRO& '1ВСЛо 

· lfазываетср; абсциссой точки r и обозначается обычно 
•1ерез :z. �алоrич:во определяется и знак второго чиона, 
кморое наЭW!ается ордиватойто'IRJ( r и обwшо обозва· 
чается через у. Числа z и у иазываются декартовwm 
координатами точки r. Еспи· переменныв велИчины .z 
и у связаны какшишбо соотиоmевиеи, напри)tер, ал­
rебраичесkпм уравпсJiиеъi, '!'О соJЮкупность точек r, . 
коорДИIIаты которых удов-летворяют ardиy ураiке­
цпю, oбpaaytrf .11иiшtо на плоскости. В частности, ииев­
но т� обраоои Ст].>оит_Ся график, есп 11 аnвисит 
от ж.· . · · · 

Приведщые ·здесь Построения теперь прочно евя-
8/ШЫ с И){енем французского математика Декарта. 
(1596-!650). Одваiю в рамичных, хеисе совсрmевЦых 
формах опи уttотреблялnсь :в математиве aaдoJiro до 
nero. Древний ·кuекатик .Анександрийсжой �оnы 

· Аnолаовd (жившиi: в З-2 веках до Ji. в.) уже фuти­
. чески Jio.JIЬ8oвanca . пряиоуrо.львьnur коордив8'1'1Q. 
Он oпpeдe.JIЯJt при .. ПОI,IОЩИ nих тщател•во авучав�еся 

·• хорошо взвеетвые .в то вреъiЯ кривые: параболу, .rи.:. 
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перболу n эллппс . АпоJr.!tопий задавал их уравпепияии: 

у1 = рх (парабола); 

у2 = p:r + ..Е.. х2 (гnпербола); а 

r/ = рх- Lx2 (эллnпс) 
а 

(р и а положительны). 

Аполловий, конечно, не выписывал уравnения в этой 
алгебраической форме, так как в те времена не сущест­
вонадо еЩе алгебраической ·сим.волJU(и. Ов описывал 
уравненв11, пол_ьзуясь геометрическвмв по!tятвямв_: у' 
в его тepiorRoлorвit, есть площадь квадрата со стороной 
у; рх -есть площадь прямоуrольцВJ(а со сторонами 
р в ж и т. д. С этими уравненвЯ)Iп связаны и названия 
:иривых. · Парабола по-rреческп означает равенство : 
квадрат у' ,имеет площадь, .равную прJn(оугольвику p:r. 
ГвпербоJiа по-гре'lески означает избшок: площадь квад­
рата у2 провосходит площадь прямоугольника рх. 
Эллипс по-гречесии ·оаuачает недостаток: пл()щадь 
квадрата yl меньше nлощади прямоугольника рх. 

·· Фрапцуэсквй математик Ореэм в 14 вене, польэуясь прнмоУгольвыМи ноордииатаиИ, строил графин за· 
висимости величины у от величипы х; при эТом вместо 
современных терминов: абсцисса и ордината он уnотре();. 
дял териины - додгота в iпирота. Идеи Орезма не 

полуqили, однако, широкого распростравевиs, потому 
что в те времена понятие фущщиопальной вавнсвмости 
(я имею Ji видУ мвисимость величины 11 от величвиы х) 

· 

был:о слишком не ясным. 
Таким обрааои, открытпе декартовых I<оордппат не 

привадлежит Декарту. И все ше тот факт, 11то они на­
нвапы ero и&rевем, не является большой несправедди­
востью. Он сдеJtал из вих такое употребление, Rоторое 
npeДCT8BJIIieт ОДВО ИЗ Ве.ЛИ'18ЙШИХ ДОСТИ1КеНВЙ Иатеиа-. таки. ДеRарт построил аnалит.Jiческую геометрию, 
а в ·пeif, как в фокусе, соmлись математические откры­
ТifЯ. медлевво, с трудом слаrавщиесв в течевие ТI>�СИ'Iе­
летий. Работа Денарта •f�a Gcometrie•, в t<оторой изла­
гались основные пдеи ап.алити'lеской. геометрии па 
плоскости, была опубnuкована в 1637 r. Следует отме· 
твт:ь, 'ITO к. � идеям одповременnо пришел в другой-
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фра�цузский матемаТJП< Ферма (1601-1665), по соот­
ветствующаа его работа была опубJIИRовапа тол.ько в 
1679 г. К 1637 r. идеи Ферма ставовятсв взвестнЬIИII его 
соврем:еввDаы по обычаю того времени ТОJiько благо-

, даря обмену пвсьмахв. 
· 

. Эаачепие авалитаческой геометрии состоит прежде 
всего в том, что она устаио•ида тесную свяsь между rео­
м:етрией в апеброй. Эти две ветви математики ко вре­
мени Декарта достигп уже -высокой сте-.ии совер­
шенства. Но развитИе их в течение тысячметвt пшо 
независим.о друг . от друга, и ко времени появ.певиs 
ан�UЩТической геометрии между ними на��&ЧVIась дiiiПЪ 
довольНо мабаs связь. Геометрия У'Щ! неаадолrо до 
нa'I8Jla и. з. достигла ВЬIДающкхся реауJtьтатов. Тогда 
бblllи детально изучены такие СJiожвые обрщваиия, 
как пара(i()ла, гипербола и uппс; в частности, быпо 
доказано, что все эти кривые могут быть получевы в 
wаульт.,-е пересе11ения поверхности круглого копуса 
с пп:оскостью, отиуitа и вози._мо их общее ваа:аавие -
хопвqеские С81J:ения. Алrе6ра ·развивалась, медлеввее, 
'l&x геоыетрвs. Первые ее првзваRв хы. находим в па­
пирусе егиПТIIНВUS: Ахмеса, появumемся .првбuзв� 
тщrьио � два тьtсnепетвя no и. з. В . этом папирусе . 
(еспи п_римевить соврехецвую. тeptfiiRo.пonno) решается 
уравнеиве первой степени с одпвы невзвествым, при­
qем иwеется сщециа.цьвое вероглвфnесRое обоавачеВ11е 
н•звестной веnв'ПIВы. .в спецвальвые символы дпв 
обоаваЧеии" действий: еложенив и вЬАВтаиия, а также 

- д.ttя обоаваЧеВВJI равенства. В даJtьнейmем выдающие­
. ся дооiижеввя в облас'!'И алгебры првНаДпежат арабаw 
9--15 вв., которые уже реmа.пи ypaввeвilil I в 11 степени, 
во ие употребuu · сRКВотпtи, а Щ)дъзовал.ись сп о­
веси� опвсаПяща. В конце fS в. в Италии появляют­
е• совремешiые · �акв nJiiOO ( +) и хввус (-). Быстро 
uоициютсв в да.u�ейшве coвpeкellll'ble аианв: степень, 

· корень, скобив в т� д. Да.п:ее в работах француасвоrо 
математика Виета (1540-1603) вводятся буквевиые • 

обоsвачепвя :велИчин, как ипестпЫх, так и невзвест-
. вы.х. Та.квк o�paaov ко врекепи Декарта был готов 
СО-!р8118ВВЬIЙ аппар!'Т CBIOOJIИ118CJCoЙ аJIГебрьt. 

Важную ро.пь aвamrrnecкaя геометрия cыrpa.Jta в 
раавитав понятия чис.�rа. Отрицательные ·числ-а, навест­
вые еще видусак в 6-Н вв., европейскиыв waтeмaтiiRa-
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м,и долгое время ве приававались - с.читапись абсурд­
иыаrи. Даже Виета не приававал их. To.IIЫ<o благодаря 
анаJtитической Геоwетр1111 Декарта (правило · выбора 
знаков координат) они полностью утвердилвсь в мате­
матике. 

Точно так же комплексвые числа обрепи свою реаль­
ность благодаря декартовым координатам, во· уже wвo­
ro позже Декарта. Первоиачально считалось, ч:то JСВ.д­
ратное уравиеuве, не имеющее действительных решений, 
вовсе и1 ве имеет. Только в 16 в., благодаря формуле 
Кардава решений кубическс;>rо уравнения, nриПUiось 
до векоторой степени liрвавать коКWiексвые часла, 
так как оказалось, 'IТО при решевив кубnеского урав­
нения, имеЮщ!!го три действительных ворвя, в формуле 
Кардава при промежутоuых вычаслеквАх поивлаются 
комплексвне 'UIC.Jia. Однако в после зтоrо ко�mлексвые 
числа оставались мало riовятныvи до Гaycctt (1777-
1855), который на грани t8 в 19 сrопетий дал при помо­
щи декартоъых коордиват rеом:етри'lесиое изображение 
комплексных ucen в доказал основную теорему выс­
шей алrебры о том, '1Т0 МJJоrочлеп- n-й степени имеет n 
корней. В вастоЯЩ8(! вреu аомплексвые uсла в коиii- . 
лекевые функции коаmлексиого перемеюJоrо играют 
ОгроМНую ро11ь В Т8Ор8ТИ'18СКОЙ, 11 прqк.падвой аtате­
)18ТВКе. 



 

Глава 1 
1ЮОРДИВАТЫ ПА ПЛОСКОСТИ 

В этой rnaвe я описываю прям:оуrопьнъz� декартовы 
цоордвваты на ппосRости, пощrрпые координаты иа 
плоСJ<оств. а также взобращеliие :компле:ксnых . чксеп 
1:18 WIOCKOC'tИ. 

f 1. ПpJUioyroJiьвwe' д�JСа.Ртовы коор,циваты 
• 'векторы на 'DЛOCKOC'I'B 

в векоторой п.nос:кости р выберем две перпепдику­
пярн.ью друr друrу пряиые и обозва"'ии че�з о .�Ч}(у 
их пересечения� Для �nр(\Дмениости бУдем счцтать, 
.,то плоскость Р есть плоскость вamero чертежа (рис. 1), 
и что одна из выбраввых прямых проходит rоризоп-

( р 1 тальво, а друrая вертикально. Горн­
вонтапьная npll}(aя вазшаеrся осью 
абсцисс, а вертикальная - осъю op­
IJuнam. Обе осв пазы11аются Прос­
то· ося.ми IWopдuнam, а точка о � 
- М'ЮАОМ мординат. Выбраввые 
оси разбвваЮr пnоскость Р на четы-

IJ J 

ре сrетВерти или квадраnта. �и. чет-­

Р11е. 1. 
верТи нумеруются в следующем по­
РЯДJ(е: nервая четверть лежит· над 
осью абсцисс и вправо от оеи ор­

динат; вторая лежит ·над осью абсцисс и в.Jiево от 
оси ордив.ат; третья- - под осью абсцисс в влево от 
оси ордиitат, в, но.копец, четверт.аа- nод ос� а�цисс и вправо от. оси ординат (см. рис. t). Такик обра�ок, 
четверти ванумерованil'в т-ои порядке , в наком их. 
проходит то"'Ка, иачJrИвющая J:вое дви�RеRие в Первой 
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четверти и �и�нущаися против часовой стрещщ вок· 
pyr. начала Координат. _ · · . 

Пусть теперь z- векоторая тоuа �а плоскости Р.­
Польэуясь выбрапв:ыми осями коордвват, · поставим 
этой точке в соответствие два числа :с и у; :е - ее 
абсциссу, у "7" ее ординату. Для этого из точки z опус­
тим перпендинуляр zp на ось' абсцисс и перпеидикуляр 
zq на ось ордвват. Если точка р лежит вправо от иача� 

· па координат о, то. через :е мы обоава'Шм длину отрезка 
ор, т. е. по.ло'.f{Иtельпое число. Емн тоЧRа р лeжll'l' 
влево_ от начала. координат о, то через :е мы обозначим 
длину отрезка ор, ваатую со впаком минус, т. е. отри­
цательное ЧИСJIО. Если ТОЧI<а р совпадает с ва'18ЛОМ: 
координат о, то :е = О. Аиалогвчно. если точКа q ле­
жит ВЬШiе начал'а коордвват, то через у мы обоана'ЧИМ 
длиНу отрезка oq, т. е. положитеЛьвое число. Ес.:rи 
точка q ле)I\ИТ ниже нача�а коордиват, то через 11 мы 
обозна'Ш.М длину. отрезка oq, взятую со знаком: иииус, 
т. е. отрицательное 11исло. ECJiи· точва q совпадает· с 
началом координат, то и = О. Такви образом:, иаждой 
тоЧRе s на москос_ти Р. при помощи выбравной свсте�ы 
коордиНат поставлена в соответствие пара чисел: :е и у, 
:е - абсц�сса то'tКи z, iJ � ее ордината •. :В виде форму­
лы это записывается так: 

z = (:е, у). (1) 
Числа :е и у иазЫВ�lНОтся �ордиШllп4.Ми точки z. 

Начало иоордииат о полУ1J:ает координаты (0, 0), т.· е. о = (0, 0). Проиэвольвая точка z а'а оси абсцисс 
имеет орДJtиату, р�ввую иу.nю, так что она записывает-
ся в форме . 

· 

. s -= (:е, О) = (:е). 

· Таким образом_, положеиве тоЧRИ 1 па оси aooцlicc 
оПредеЛяется с:iдв1iы чИслом: :е в поЭтому число :е· естест� 
венно ·считать коордииа'rоi точки 1 па · оси · абсщвсс. 
Произвольв:аа точка z -аа оси ординат .. имеет абсциссу, 
равную nул10,. так что ов·а ваписываетс11 ·11 форме 

J = (0, 11) - (у). 

Тnким образок, полощевпе тоЧiш .1 ва оси ордии�­
определлется �ДUИ11 ЧИсJIОМ. 1/1 ·и ПОЭТОМу ЧИС.ПО r ес­
тествевnо С'IИТать коордипатой ТО'ЧI{П 1 na оси ордв:аат. 
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Следует ааметвть, что opzq (С){.-рис. 1) есть прямо­
уrоJIЬВВк: Таким образом, дпииа отрезка ор равна дпи­
.ве отрезка qz, а дпива отрезка oq равна дпиве отрезка 
р:. Поатоwу абсцисеой точКи z явлl!ется не топько дпи­
ва отрезка ор, в:о также длина отрезка q:, взятая с нцд­
пежащим анакок. Точно т_ах же ордвватой_ точни 1 
является не только дпива отрезка oq, но также. длина. 
отрезка р:, взятая с надJiежащим · аиаком. 

Если аа.цаиы два произво.iхJ>ИыХ 'IИCJia z в· v, то на 
плоскости . Р легко построить ту едивсnеиву:ю т.о'IКу s, 
абСцисса которой равна аа.цавиому _чвс.пу z, а ордiiва· 

- та - Задацвому чвс.лу у; Для етого 
пocтyпltll следующим образом (рве. 2): 

z 
сперва построим на осв абсцисс то'l­
ку р с коордвватой z, т. е. отпожии 
на осИ абсцисс отреа{)к.ор, ДJIВВа ко­-�"""о+--�р-... TOI,)oro· равна lzl (модуль чиСла z)! 

Рис; 2. 

причем точка р _дежит вправо от точ­
кп о,· 8CJIII ЧИСЛО ZПОJIОЖИТМЬНО, И 
в.ttеВо от точки о, если число. z отрв-
цатuьио. Далее; восставим к осв 

абсцисс перпеВдв:куляр ps, дnива котороГо равна чвс.пу 
lgl, прJIЧе)( то'ПС8 s .пежп над осью абсцисс, если чвс.по 
у положительно, и под осью абсцисс, ес.iхи ·число у 
отрвцаtельно. Конец этоrо перпендвкуляра и явпиетс.я 
той точкой s, абсцисса которой равна чвспу z, а ордв­
вата - чиму у, таж. otro выполнено · равенство (1). Ta-­
JQDI образом, форкупа (1) устанавлИвает взаимно одво­эааЧ,Иое 'соответствие иежду Точками плоскости Р в па-
р•ки чиеед z, у. · _ 

ЕспВ точка : движетсЯ вдОль · ocJJ абсцисс с.iхева · 
направо, то абсщисса ее возрастает. По�ому roвop.IIТ, 
11то ось абсцисс _ капрамена слева напрщщ. Это оботоя­
тмьство моЖао ваобраз.ит-. rеокеrрическв, нарисовав 
на ОСИ абсЦисс CТpe.JU(y, OCTJ)Иelil С ВО ИИ иапра�еииую 
в правую стороку (си. рис. 2). В тои же самои скьiсле 
ось ордииат нацравпен• спзу вверх, в зто можво •ао� 
раавтЬ, нарисовав на вей стреЛ:ку острвеи, иапрамек­
иык вверх. Тоuв, лежаЩие иа ·оси абсцисс спрuа от 
начала координат, икеiОТ положительные-- абсЦJJ.ооы. 
Поэтоку · rоворят, что_ они состав.ttяют попонопелuую 
попуось абсцпсс. Точки, пе"'<ащие иа осв абсцисс е.пе­
ва от вачuа коордuuат, имеют отрицательвЫе абоцис-
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съi и поэтоку roвopJI'l', "1Т0 она составляют отрацате.пь-­
ИУJО ПОJIУООЬ абсцисс. В ток же саком скыс..пе тoчtUI, 
лежащие иа оон ординат выше начала координат, сос­
тавляют псtложите.пьвую· полуось ординат. А· тоЧRи, 
пежащве ввже начала координат, составляют отри­
цате.пьвую полуось ордвват. 

Первак задача, которуЮ мы решим, по.11ьаувсь ке­
тодок коордиаат, состоит в ВЬIЧИСJiевии длины отрезJСа 
вu, '1Т0 то же самое, в вахож.цеввв расстояния кеж.цу 
двука тouiUOI, aaдawtшol св01001 координатами • 

. Пусть . (2) 
- АВе тo'IIOJ' иа IШОСJСоств Р, задаввые своими коордв­
ватакJI. Расстомщ между точками s1 в s1, которое к-ы 
обоаваЧИ11 через Цz1, · s1),- опредеnяетсв форкупой 1) 

l(sl, а.> =- + Jf (Z.- z1)1 + (Vs - J11)i. (3) 

Дла доиааате.льства 1п0й формулы проведем через 
тоЧRу s1 rорваовтапьную пр101ую (рве. ЭJ, а через тоuу 
s. вертвtrальвую прямую. Точ-
ку пересечения ети:s: ·двух пря-

IJ 

Рао. 3., 

мых обоаиачик 'lсрев r. Tpe­
yronьвD s1п. есть пр.R)(Оуrоль-­
вый с натетаки a1r, rz.. ·и rи­
потевувой s1z.. Непосредственно 
ввдво, 'IТо дm111а отревка s1r 
р�·ви._ jz1 . .;_ z1J,a д.11uа отреа_.ка 
ra.. равна 111, - V1l· Тапк: .об­
равок, форкула (З). sJЩReтcs 
аедствиек 1'8С?ремы Пифаrора, 
прикеиеивоА к пpiDlO)';fPJIЫioкy треуrольв11Иу s1rs1• 

Теперь укество перейтИ и рассмотрекию векторов, 
при покощи которых . каоrке форкупы ааnисщаmсв 
rораадо короче. чек при покощи �оордвват. 

Пусть а и Ь - две точки JJa JUiоскости Р• (рис. 4). 
Прпвто говорить, что от�вов �Ь, опредuеввЪI)(' обра-

1) В AIJIЬBeimeм перед корвек буди етаun.:си. 8II8Jt + a�r11 
-, ес.ав коревь действате.uыDd в беретм ero 1104ОЖ11те.Dьвое 
•.а• отр•.цатеяьвое qачевве. В CJI)"'ae оrсутствь заа ка сu­
таетси, что беретс11 sюбое ва двух аваче.вd к

_
ор••· 
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зом и·nпpa'&J'temn.ti, именно,. от ti R Ь, есть 1е1а110р аЬ. 
Точка а паэывается наЧ4.4о� вектора, а точка Ь -:- ero · понцо.м,. ·Говорят также, что вектор аЬ пршожен к 
точке а. �cлil с и d - две R8К11&-ввбудь другие точ1ш 

Puc. 4. ' 

· 

плосJ<оств Р, то считается, что 
ве:ктор аЬ равен ве�<тору cd� ес­
ли отрезки аЬ и cd: 1·) рав�ы .по 

t.. ДJiии'е, �) пармлельвы, 3) оди­
паково направлены. Еслв о� 
реэu аЬ в· cd пе пешат па од­
liой прямой:. то все три сфОр­
м:улированвых усповия можно выразить спедующвм · простыw 
rео:иетричесцu:. способом: дро­
ведеи, RpQиe двух отрезков аЪ 

'и cd, два Друrих отрезка ас и 
bd. ·Тогда три вышесказанных 

усJrовия выражают�я одним: acdb есть пapaJIJieJJorpaмм. 
Очевидно, что ДJ[а каа;доrо вентора аЬ найдется 

рfiввЩ ему Вектор, выходящий: иа начала координат о. 
Обоэиа'Uiм еГо иовец .· через :, таи по ве�<торы · аЬ п 
oz равны. В осиовном мы. буде:\I оtраииuватЬся рас­
смотрением_ JIИШЬ тех векторов, которые начииаю'rtя в 
наШе коордипаr о. Такие векторы мы будем обозна­
чать одной: буквой:, а ur.1emio вектор oz буде� обоана-

, чат� просто буквой: z. , Эrп сакым уста.Кав.п;И'вается 
взаиЩJо однозва�ое (:Оответствие междУ веJ(тораии, выходящими иа начала координат и то�ками Щtоскос­
'rи Р, им:евво, каждому_ �ектQру oz ставится в соот�ст­
вие его .ковtщ, точка .i • .  Тот факт, что точRа � веюор; вду­щni на о в эту точку, обоэвачатсл одцоi и той же бук­
вой. n.e. пркводвт к пуrавцце-. 

·· Теперь оцределиu: операцИю · с.пол.-ев.IЦI дву.х ве:кто­
ров. Рассиот�.Ш иа москости Р- два вектора )1 и it· 
Подразуиеваетс.s, что _z1 в :1 есть концы ве�оров, на­
чииmщвхся в Jочке .о (рис. 5). Для того · чrобы опре­
деJiнть сумму векторов %1 + z,, проведем ,из точ�и ·'1 
веНтор z1z1,

' равнЫй вектору �· Вектор oz1 илп. что то 
же с�ое. z8, ес'fь, по определевuiо, сумма �екторов 
z1 а ·:,: -·-

. �-,. 
' ''•, 

В вanie11 построениИ ·�Уммы z1 + z1 вектор1о1 z1 в s, 
.t6 



 

nеравиоправны. Поэто)tу нуilшо доi<азатъ, что · 

z1 + z2 = z1 + z1• 

Для доказательства проведем вектор z�a· Так как век­
торы oz1 и z1s, равны, то oz1z.r1 есть паралJ!елоrрамм,. 
п поэтому векторы oz1 и z1z8 рав- r., 
вы. Такпы образом, по определе­
нию, z8 есть- сумка векторов. 
z1+ z1• Следовательно, сумма двух 
векторов не зависит от порядка 
с.лаrаемых. · 

Разиость 16JСторов 11 - z1 оп· 
ределяетсs . кut вектор z1z1 (см. 
рис. 5). О�uачии ее через z4• 
Об�звачая вектор одной буквой, 
lttьt Т8)1 саиым подразумеваем, чтq Рис. 5. 
он uачинаетси в тоuе о, так что 
вектор oz6 или, что то же самое, z4 равен_ ве�тору z1z2• 
Таким образом, согласно оnределению Cf)OfЪl аrы имее)t 
равейство

, 
· 

%1 + �� = z •. 

Мы видим, что �аавость z1- z1 определена так_, -1Jто 
имеет место равенство 

(z8 - z1) + z1 = z,. (4) 
Помедияя формула подтверждает, 11то разность векто­
ров· определена вами правИJiьно. Следует заnомнить, 
что iфи пQСтроеuии раапости векторов вектор :zi - z1 
Ца'IИН88ТСJI В ТО'IК& z1 В IСОВ'!ается В ТОЧКе z1• 

Среди· всех �екторов. JIXee1'Cя один вектор пулевой 
ДJIИUЬI, J;IаЧИВ&IIОЩИЙСВ И КО111J8ЮЩИЙСЯ В ТОЧКе о. 
Он обоацачается аваком О. Эrот веi<тор обладает сле­
дующим свойством: 

z +О= s. 

Длина отрезка, определяющего вектор, нааЬtВается 
жоду.л.е.м. етоrо вектора и обоавачается специальным 
образоы, именно · · .. 

Jzl- l(o, z) 
(см. рис. 4). 

· Имеет место ва�mое неравевство 

!z1 + Zz! � fz1l + jz,f. (5) 
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Неравевство зто следует ва рассмотрения: треуrольвИl<а 
o.J1z, (си. рис. 5). Длина стороны os1 есть jz1j, длина 
tторов:ы s1s, есть IJsl в, наконец, длина стороны oz. 

есть jz1 + s1j. Таuм об­
разок, веравевство (5) оз­
в�чает ве что вво�. как то, 
что Р'ЛИВа одной стороны 
треу1·ильвика невыпе или 
равна сунне длив дву:х 
друrих ero �торов. 

Кроме операций . ело-
Рис. 6. · жеиии в. BЬIЧИTamtR, век-

торов· существует ·еще од­
на важная операция над вектораии, имelhlo, уКноже­
вие вектора на число. Если � - векоторое число, а 
1 - вектор, то для оnределения nроиз:Ведевu 

-s' == as (6) 
проведем nрямую L,. проходящую через точки о и ·z 
(рис. 6). Если а -·число положительное, то от точки 
о отложим ка пряыой L отрезок о:', равный по дпи­
ве cclsl в ваправпевный в. ту же сторону, что в отре­
зок os. Конец :' зтоrо отрезка и есть вектоn az. Если 
число се отрицательвое,то от точки о отлоЖJП( на nримой L 
отрезок 0.11 ДJIИНЬI jaj· jzj, НО В направлении противопо­
ЛОЖНОМ отрезку о:. Конец этОrо отрезка s' и есть век­
тор az. Ести а = О или s = О,. то вектор шесть куле-
вой вектор. · 

В CB.)ly самоrо оnределевия: ве�ор z' == а: лежат на 
прямой L. Но, очевидно, что И·Проиавольво взятый вектор 
s ., лежащий на· проой L, может бьttь записав в. форме 
(6), если ков�чво s + О. Нужное число сс определяется 
ещедуюЩим образом. Ес.:оtи точки :' и z пежат ва пря.ной L по одну сторону оТ точки о, то чисто сс положитвльво 
и определяется формулой 

. 1 l_:j а =гат 
Если z' и z лежат ва пряноJ L, во по.ра8Вьtе cтo�Jiьr От 
точки о, то 'IIICлo сс . отрицательно и опредеJIJiется 
формулой 

Jz;'l "= -JIT' 



 

TaКJL� образом, точки вида (6) JIPИ • + О аапоJJвяют 
всю прямую L, когда c:z првввкает всевозможные по­
ловые значения. 

Введем теперь поиятие 1tоорд�ат �юпора. Так как · 
s являетсв у .вас одновреиеНIIо и точJ<ой и веRТОрои, 
то естественпо считать, что координаты точки z IIВляют­
ся: одновременно в коордвватаии вектора .z. Таким об­
разом, м.ы кожеи ааписвть 

• """ (z, g), 

где s есть вектор, а z, у - ero 1WОрдинатЫ, т. е. коор­
динаты точки •·· 

Опiuпеи теперь при пОмощи координат .те операции 
вад веnораии, ноторые толь�о что были определе.ны 
пето rеоиетрическа. Кроме вектора s, aaпlimeм в коор­
диваrвоl форае еще два вектора: 

•1 - (zt, gJ, 1t = (z,; gJ. 

Тогда мы имеем 

.•1 + '• - (z1 + z,, Yt + у,), 
l1 - '• = (zl - z,, У1 - yJ, 

lzl = +Vzt + v•. 

(7) 
(8) 
(9) 

(10) 

Донажен формулы (7)-(10). На рис. 7 построим 
cymsy веt<торов s1 + 1s как укаааио выше (см. рис. 5). 
Проведем черва точку z1 rориаовтаJiьную прJ111ую, 
а черва точку :8 вертикальную прямую. Точку nере­
сечеиu атих прямых обоаиаuк qepea r. ТреуrоJiьиики 
op11t и s1rs1 равны между собой. Иа этого следует, что 
ДJIИИа отреВRа s1r, взятая: с вамежащим аиакои, есть 
абсцисса то'Ц(в z., а ДJiииа отрезка па. взятая с надле­
Жаща.)( аsакои, есть ордииата точки Ja· Отсюда с.uедует 
справедливость формулы (7). Формула (8) СJiедует ив 
форкуп (4) в (7). Фориула (9) медует ив форкуJIЫ (3), 
в которой следует nоложить ••=•· •i ._, О. Для дока­
затеnьС1'sа формулы (10) рассмотрим ва рве. 6 треуrоль­
викв ор1 и op's'. Иа их подобна вытекает формула (10). 

Попьзуясь векторныии о6оавачевия101. ·иы удобно 
м:оя(е)( теперь аапвсать расстоявне между двумя тоqкаив 
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z1 П z,. fi�lClШO, В СШtу фор�ул (3) U (8) МЫ ПМССМ 

l(z1, zJ �, lza - z1f· 

П р в v е р t. ВьiчисJIПм площадь S треугольuиJ<а 
oz1z,, где тоЧJ<и z1, z1 заданы своими координатами 
(см. формулу (2)). Треугольник этот uзобJ;Jал;ен на 
рис. 8. Площадь назваuвого треуголыrв.ка составим 

Puc. 7. Рпо. 8. 

из трех частей: 1) треугольник op�z,; его площадЬ S1 
равна :&t!/1/2; 2) · трапеция PsP1Z1z1; ее площадь S 8 равна 
(:&1 - xJ(Y1 + y,J/2; 3) треугольник . op1z1; его площадь 
81 равна х1у1/2. Первые две площади следует спощить, 
а третью вычесть. Про.изводя вычисления, получаеу 

где: 

1 . 
s = s? - s! + s. = т (xly� - ylx�). . (11) 

1 i { . 
St = 2 XlYt· sl = т х'l.у�, s. ::;:: 2 (xl - Xz) (Yt + y.J. 

(12) 

Вьiчислеsitе это пропаведепо вами при векотором до-· 
вольно определенном расположении . точек z1 в z2 в а 
моекости Р относительно выбранвой систеыы ноорди­
ват .. Но формула (1 1). - верна всегда, при условии, что 
вeJIJ{'I]Qibl sl, s,, s. заданы форАtулами (12). Однако 
nолучаемая по пей площадь S положительна, если в 
трел-ольавке oz1z1 иаправлевие oz1 полrшетея Jiз на­
правления oz1 поворотом nротив часовой Стрелки.­
Есп:и этот поворот дол;!iеп быть произведен по часовой 
стрелке , то площадь, получаемая по · формуле (1 1}, 
отрицательва. 

2D 



 

f 2. По�ые R()ОрдnаТ'ы 
На.,.иашей Jtлоскости Р ыы уше п.меем декартову 

систеl![у iсоорДIПiат, т. е. ось абсцисс, ось �рдuнат и 
sачало коордииат. С втой системой коордвиат тесно 
связана так называемая поляРU!iЯ система координат. 
Пусть 1 - (:с, у) ;....;. проив-
воJiьнаJI тоЧка плоскости Р, · z 
задавпая своими декартовы­
.ии иоордиватаып. Поставпас 
теперь втой то11ке z в соот-
ветствие два других 'UICJia Р Р 
ее �ршц ЩlординатЫ, 
имeJUI(), �о р, ровое Рис. е._ 
дnиJе мреака oz, р = l(o, s), 
и чиспо ер, . · равное вспи'lипе угла в радианах 
1r1ежду положителЬной пмуосыо абсцисс и · отрезком 
oz, причем yroJJ отсчитывавтел в иаправле�ии против 
часовой стрслЮI (рис. 9). 1\Iы будем . писать 

. z - [р, ер). (13) 

Число р в:tзываетсn радиусом точки z, а число ер ее 
уг.ммс. 

Радиус р ТОЧI(И s определен одиоаиачио, Угол ер 
точив· z пе определен совсем, когда точка .z совпадает.­
с вач:алои коордиJiат. Но .и в тоы случае, когда точка z 
Ife совпад/iеТ_с началом коордипат, угол ер пе определен . 
одnозвачно. Имсвио, ооо��и ер есть угод-точки s, то . 

·ер +  2kл, (14) 

Где � - JipOИ8BOJIЬHoe Ц6Jioe 'IИСЛО, так .же JIBJIЯ8TCJI 
уrдои тоЧки i. Эт'о обстоят�льство в ряде мучаев име­
ет важно� влачеиие. G другой стороны, ес.n:н задано 
проJiзвмьпое веотрицательвое число р И проиавольное 
чйсло ер, то всегда вайдеtся такая точка z, что задал­
вое число р яв_nяется ее радиусоu, а заданное число <р 
ее уrлоЫ. Поляр�ьti коордВsаты р- и ер точки z м:евщ� 

· соверше ивы, _ чем· ее декартьвы . коо рдвваты, так , �ах 
адесь нет вaaJUino · одuоэцчвого соответствия Аfе_жду 
точками z плоскости Р л 21'-Рами чисел р, ер. Тем нз 
мeJiee в ряле случаев по:zярвые коор.цппаты оказыва­
ются более удобными, чо_)( декарт\JВW. 
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Пмьэуясь од:вовремевво декартовыми в nолирвы11!н 
коор,циватамв , мы ваuэбежuQ должны поставить воn­
рос О· св11ав между тeii(B и другими. Декартовы и пo­
JIIIpuыe ICOOPUU&TЬI ТОЧ:КИ 1 = (х, у) - [р, «р J CBJIB&Hbl 
между собой следующими формулак.в (см. рис. 9): 

:е == fJ cos (jl, } 
(15) 

11 ==  р sio fP· 
Форму.lПI эти елодуЮт иа раоомотреп1111 треугольника 
opz. · Они имеют про::той rеомотрн'lеский смысл, когда 
точка J принадлежит первому. квадранту ·москости. 
OnycтJUt ва то'IКИ 1 перпев;n�купsр •Р на ось абсцисс. 
Таи как 1 припадпежиr первому квадрввrу, то абсцисса 
в ордината втой точка, z в g, - суть ооложвтеп.ыrые 
'lвсла, и мы имеем равенства 

.:е =- l(o, р), 11 - l(p, 1), р -= l(o. 1). 
В прsмоуГОJIЬПОМ треуrольвuке opz ор И р1 IIВJJJIIOТCJI 
катетами, а оz· rипоJенуаой. Угол 1р точка 1 равен углу 
втоrо треуrольпика в вершиве о. И форwу.пы . (15) суть 
взвеетвые формулы, выр�жающве длиuы катетов прs­
моуrольвоrо треУrо.пы:i:Qка черев его гвоотевуау и угол 
при острой вершвне треуrмьввка. В случае, если 
то'IКа 1 првпадпежвт 2-иу, 3-му впи 4-му квадранту 
плоскости, в фориу.пах (15) следует обратить вивмание 
ва вввкв левых в правых частей. Формуны (15) ока­
вываJОТСи правильными при пюбом положевив точки 1. 
Но это не JIBЛII8TCJI С.'Iучайиостью, 8 следствием того, 
что nраввпо выбора знака · дп11 абсциссы совпадае.т 
с праввnок выбора знака дпв косикуса в трвrовометрив. 
А правнпо выбора аиака дли ордвваты совпадает о пра­
вилом выбора· ввака дпJ1 евеуса в тркrоsометрии. 
Такии образок, правwu.иое всполi.аовацие отрвца­
тепъаых чИсел поввм11ет aaw весТи вычitслеаu, не 
дука• о ввnках, вхоДRЩИх в вычвспеаие вепвчilн. 
Еспв·бы мы ие испмьаовалв (11'рицатепь11Ь1Х псе.п или 
попьзовалвсь 11М11 неудачно, то вместо двух Р!!Вевств 
в формупах (15) вам пр111Ш1ось бы писать два tоотво­
mевu д.п11 .каждоrо ва �рех кsадраитов отдельно. 

Столь же больm� авачевие· ·имеет использоваквв 
отрвцатеЛЬIIЫХ псеп и дл11 формулы (3). Представf>Те 
себе, что 11Ь1 ке употребляем отрвца1'8о11ьных псеп. 
22 



 

Тогда кы определили бы абсциссу и орцвиа,ту точки 1, 
· как соответствевио ДJiииы отрезков ор и pz, в AJJJI оп­
ределеВВR пОJiожеииs то'ПtВ z иа п.поскоств мы, кроме 
п�рw координат (z, у), которые бЫJIВ бы ве отрицатель­
вы, дОJiжвы бЫJiв бы написать еще вомер ква"цравта, 
в котором зта точка иахо,цвтев, т. е. чвспо 1 ,  2, З впв 4. 
В атом епучае, вместо е.цввствевиой форкупы (3), 
опре,целвющей расстоsиве Цz1• z.) через координаты 
точек .s" в SJ, мы ВЬПiуждевы бЫJiв бы писать 16 раа­
пчвых еоотиоmеввй, раооматрвваs все епучав рас­
положевив точек� в 1s по квадрJвтам. При атом каждое 
соотвошевве опвсывапо бы оuредепеввый спучай: тоЧ­
ка 11 раеп0.11ожеиа в о.цвом •а 4-х квадрантов - 4 
воакожиости; точка 1s также мor.na бы быть раепопо­
жена в о,цвом ва 4-х квадрантов.- 4 воаиожиоств. 
Вместе попучаете.в 16 рамвчвы:r комбввадвй распо­
пожеввв. Вместо одной форкуц (З) мы вммв бы 16 
рамвчвых формул. Также отвратительно епожво об­
стовпо бы депо в е двуия cooтвomeввJUUI (15). 

П р в м е р 2. Бычкепим теперь ПJiоща,цъ 8 тре­
угольника o�s. (ем. пример 1; рис. 8). пОJiыувсь 
ПO.IIBPВЬDDI коор.цвиатаJоОr . 

." = (plt CJ>J J. ls == (р.. q>, ]. (16) 

Дпв зтоrо ва рве. 8 опустим перпевдвКупвр ч из 
aepПIJDIЬI ·.с. ва етороиу ost впв иа ее продопженве. 
Это 11еть ·высота вашего треугоn�вка. Оиа равна 
р1 sin (ер, - epJ. Здесь высота вавта· е определенным ' 
аиаком. Оеиовавве же треугопьиика равно чвепу р1• 
TaКIIX образом. попучаем 

t 8 =- 2 P1Ps sin ( ср1.- ер1). 

Это вавестиав форкупа трвrоиом.етрвв. Эдесь, о.цвако. 
ПJiощадь S ваsта е опредеnецым аваком. првчем 
правило выбора ввака то же· самое, что в в примере 1 .  

· Подстаuвв в форму.а:у (Н) аыращеиве декартовых -
иоордвиат точек st. z. через в::r пмsрвые коордвиат!!l 
(см. (15)), мы омучаем , 

S � f p1p1 sin (ер1 - q>1) == 
t 

• 2 Р1Ра (cos epl sin ср8 -ain ср1соа ер.). 
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Отсю.ziа следует: 
sin (CJ>i � cpJ -:== sin ер1 cos <Pt- cos q>2 sin ер1• (17) 

Такц обраао11, мы доказали одну ив основных формул 
триrовометрвn, внчислилп величипу сивуса раавостп · 
двух уrлев. 

ВыведеИ иа вое трИ другие основные фориу.пы трп­
rоиоиетрви: спвус суuмы, косвкус . суммы . в косив ус 
рааиости. При этом uu будем по.пьаоват�а липiь 
слеДующими формулап триrовометрип, которЫе .пerJto 
провераютса: · · · · 

sio (-- ер) = - з fо ер,\ 
tos (- ер) .... сов ер, -

sio'( � - q> )= cos ер. 

(18) 

Длli · по.пучеппя синуса сушrы подставим в фориулу 
(17) -:- ер1 . на место ср1• Тогда - мы будем в .. еть . ' 
аiц (ер, + q>1) - зin ер1 cos (-<l't) - cos еРа sin (-q>1)= 

�-sin ер, cos <1'1 + cos ер, sio ср1, 

оковчате.пъво, 

sin (ер1 + ер,) = sin ср1 cos ер1 + cos q>1 sfn ер1• (f9) - . 

Да.пее, Dееи в силу фориу.п (17) и (18) 

соз (ер1 + epJ == зi� (( ; - ер-) - ер1] :а 

.... sin ( ; · - q>1) с�з ср1 - cos ( � -(р2) зin ер1 -

= cos ep.cos ер1 - sfn q> lsin q>1, 
ппв оковчате.пьво, 

cos (CJ>1 + ера)· - cos CJ>i ёоs ср1 - ,sin � sin_ ср1. , , (20) 

За�евяs в этой форму.11е "Ч>t ва· . ...,.:q>1,· ilo.'ly'laeм 
· cos. (ср,.;...ер1) = e·os cpi co'S

. 
ср1 + sin <р� sin <р1• · (21} 

П р и u е р З. Ооредмilм с�еwр�Юе npou�дeнlle 
z1 • s, двух векторов z1 в �. польауясь ах по.пярпы.ми 
коордвпата)IП (см. (16)). По опреде.пешtю, · 

Z]. · :а = Pt Р2 cos (q>, - epJ = PlPI cosv, (22) 



 

rде у есть уrол ме;Бду век�ораъпs s1 и z.. Знак чиспа у 
ue иrрает PO-!JB (см. фор:.tупы (18)). Но косинус поло­
жителен, коrда угол у острый, и . отрпцате.пев, когда 
у- тупой. ПОJiьзувсь формулами (15) cвJiзil между по­
лярными и декартовыми координатами, )l.bl с по­
ъtощью формулы (21) ·получаем выражение 

S1 ··z. == Zt. Ж., + lltlls· 
Оно· дает скаnярвое произведеuие, выраiнеииое через 
декартовы координаты векторов. 

§ 3. r�.-oe ваображевве кокмексвых чисеа 

Декартоаы координаты ·дают еще орр.у вовможвос.тъ 
дп.11 установления CBJIBИ между точ.ками и чиспами, 
а именно, они позволвm rеометричоо.ки изображать 
комплексвые числ� в действиs над иими. 

1\омпле.ксвwе числа, как иавество, возникли бла­
годаря тому, что кельм было извЛечь корень ивад­
ратвый из отрпцатепьиоrо чясла. Поэтому ввели фор­
мально новое число t, .удовлетвор.liю'щее ураввеввrо 

t2 + 1 = О, 
так -,то 

v - 1 = :!: l, 

и опрсделплп "о.шмексное ЧU!:М s фор�Iулой 

% = z + lg, (23) 

rде z · п у - обыхповепиые чuсла, с хоторьщи уже 
привыкли иметь дело в · которые теперь, в отличие от 

· Rо:шzпексвых, . мы буд�м называть' дeik11&8U1МAьньut.u. 
Над J<омплексвыми числами стали провзводить обычвые 
действмя; сложеJШе, . умножение в обра'I'ВЬlе к ВJU[; 
вычитание и депевие. Во всех таких ВЬl'Шслеивях 
аамев�.пи i8 на -1 · и �опучали, таким образоu, воа­
ио>Ю�ость ПрОИЗВОДИТЬ над . КОМПЛеКСИЬIМli . 'IJИCJIUIИ 
все· действия так же веJiрииу�хдеЩ�о, Rак раньше �ад 
дейс.твитепьцыки. . _ . 

Опредеп.пи действиs ·· .над комппекспЬlии 'Шсnаыи 
бо11ее фор�rапьио. Пусть 

11 - %1 + tyl, Ja - z. + iy, 



 

- nва комnJiексвЫх числа. Тогда их сумиа опреде­
.irяетсJJ формулой 

Zt + lt ... (%,; + � .+ i(y. + yJ. (24) 
Проиэведевве двух Ко110Шексцых чисел Zt в z. оuр�-
д8.1U1етея фориулой 

-

Zt:. == (z" + 1f11) (z, + ty.) = z"z1 + iz1 Уа + ty1z,+ 

+l'Yifa ,.. (z1Z1 - Y11ls) + i(Zal/s + Yaz.>· · .  (25) 
1\�юшеJССвое число s, ваписаввое в форме (23), 

еако проситея ва вашу плоскость Р, па которой уже 
· введены--декартовы координаты. gго_· хоче-rея sвобра­
авть · в виде точки 1. с коордиuатаии (z, у) или, что то 
же самое, в виде вектора :1 с координатами (z, у), т. е. 
s -= (z, у). fLТiоскоеть Р, ва которУю ванесевы в виде 
точек комплеК&вые чи�а 1, бу11,еи называть n..tocJCOCmыo 
�ного М/)г.м4ННйгО J, -

_· · . КоiШЛе.ксвые числа 1. вИда 
a: = z + iO = z 

теперь разумно называть дetlcf114UЛr.мьнuu числамii. 
Овв все пежат на оси абсщиес, и поэтому ось абсцисс . 
пnоскоств комплексliоrо перемениого 1 иьt будем на- · 
аывать дetlc11UiumeAьнoй осью. 1\омплексв.ые числа вида 

1 = о + ty = ty 

B88i1B8IOТCif чисто . .1/CHIUCЪUШ, ВЛЦ Просто, .1/CHU.IICЫ.ICU, 
И овв располагаютСя на оси ординат. ll()Этому ось 
ордават плосl(оств: коаиtJiексвого перемениого 1 иы 
будем . н�аwвать -"нiммй осью. . 1\ои:плексное чис­
Jiо s = О +  tO :=::, О .ПоПадает в наЧ�л.о координат. 
Деiс�sвтельпые . числа · +t в -1 ра.сполаг.аЮТся на 
ДействИТ9Jtьной оон справа и слева от кули иа _расстоя­
нии. e.ФUi:iщa. Мввиые чима +t и __ �t распЩtаrа�ся 
на мнимой оси над нулем li под нупеи' на раостоявип 
еДJПIИЦа от веrо. 

' 
. - - .. ' �- - ' 

Используем теперь 11JU1 sаписи кoМIUie�_cнo.ro' �.Jia 
• по.��арвые коордип81Ъ1 точки z. Так как в силу фор-
мул (15) . 

z == р cos ер, . у = р зin ер, 



 

то комплехспое число z, определенвое формулой. (23), 
записываетсн в Видt1 

z = p(cos ер + t sin ер}. (26) 

Эта запись комп.лекспоrо ч:испа s называется триао­
но.-етри�Цемй. Неотрицательпое чиСJiо р вавывае,-ся 
N.одvи.м. комплексного числа s, а yro.iJ ер - ero аргу­
.интоN.. Число р одвоаначп9 определено комплексJШк 
'IИСЛОМ J и обоsпачается-с.аециальиыи сииволом · 

i:l = р = +УО? + 111• 

С.педует ввовъ иапомнвтъ, ч-fо арr�еВ1' ер аоJЩЛексно­
rо ucJJa 1 це опредепев о.цвовначио, ииепво, при 1:1=-0 
он вовсе ве определен, 8 если 1•1 + о  • ер есть арrуиевт 
коиппексвоrо ч:вспа s, то варяду с этим вва'lепвех ер 
арrумевтоы явпя�я_ в чвспа 

ер +  2kn, (27) 

где k - произвольпое целое число (с.равните с форку-
пой (14)). ' . . 

Попьзуясь фор)(уnамв (24) в (25) - ,  даДJП( rеоwетри- · 
чесиое встопJ(овавве oпepaЦJUUI СJiоженвя в умвоже- ·. 
ввя коиплексных ucen�· 

Иа . фopwyn (7) в _':'(24) с�едует, что для тоrо, чтобы 
слоЖить два коиппексвых ч•сла s1 в :1, достаточно мо­
жить. изображающие их векторы ·Zx в .;1• Тоrд� попу-

. чеввая суииА векторов :1 == ·:.. + .с, изобраЖает суым:у 
,с1 + lt ltоипп:ексц�о�х часеп:. Tait как д,nR векторов су­
,ществует операц,я выЧJПанв�, обратва.R к ouepaЦIUI 

. сложения (cw. фориупу (4)), то в для кowпneitcв:wx 
чисеп существует операциЯ . вычИтании, обратная к 
операции спожевиs. Геометри•еская вilтерпрета.ция 
CJIOЩeBIIIJ ROИПJleKCJЩX UCeJI ПрИВОДИТ �ас К В8Ж· 
иом:у веравеаству 

' (28) 
(сраввиrе с фориупоi (5)). 

Дпя тoi'Q чтобы дать r�оиетрвческую иатерпрета- ' 

цию уивоженвя J<oWIUieкcJiыx чвсеп :1, Js, аапишеы 
$ТВ сшспа в вх провзведевве w в трвrовоwетрвчесаой 

Z1 



 

. форме, . пмеппо: 

· z1 = Р1 (cos <1'1 + t sin %), . 

J z, = р� (cos <р1 + t sin q�J, 
%1_z2 = w = а  (cos ф + t sin-ф). 

(29) 

При подсчете произведеиив в триrонометриче!;КОЙ фор­
ме мы используем известные формулы тригонометрии 
(см: (19), (20)). В силу (25,) (29), (19) п (20) мы поJiу­
чаем теперь 

w = z1zl = р1р, . [(cos q>1 сов <р1 - sin q>1 sin q>1) + 
+ i(sin Фt cos <р1 + cos q>1 sin .q>1) } = 

= р1р1 [cos ( 1Pz + q>J + i вin ( 1Pz + q>J J, 
или, · окончательно, 

a(cos ф +-i sin ф )= р1р2 [с.оs (ф1 + !f.t) +· t sin (q>1 +IP�) ]. 
(30) 

Такпм образом, 

f1 .= -P1Pt• . Ф =. IГ1 . . :f- -'Ps· (31) 

Это озиачает, что . пр�! перемнощснии комппекоиЬr� 
чисел ZJ И z1 их модули р1 и р1 перемножаются, а их 
а рrуиенты ср1 и ср1 складываются. 

Из формулы (31) видно, что операция щiпения од­
ноrо Rщmлексноrо числа на другое всеrд!i возмоilша, 

· · ecJIИ делцель пе равен ну�ю. В саиои деле, буде!.r 
счи'{'ать, что w. а z1 .� sадаивЫе коУПлексиые числа, 
а Z:t следу8Т' оnредеЛИт-. из уравдеЦя w = z1Zt. Тогда 
аз фориут (�tJ мы получаем · 

t1 . . Ра - р;• Cl>a= Ф -<Jit• 

Формулу произведения (30) ИОiКНО распростравить 
ва произвольвое . чис"Ло сомножителей, примеияя зту 
формулу послед�ватеп:ьнQ: Пусть 

ZJ = PJ (cos IPJ. + t sin <р1) . (J = 1, 2, ... , n) 

- nоследовательпасть комплексных ЧJ!сел, а w :oil . 
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= z1� • • •  z�. Тогда мы имее�r 
w = а (c-os ф + t sin ф) = 

е;: р1 • • •  Pn [cos ((j)1+ . . .  +(/)п)+i sin {(j)1 + . . . +cpn)l. 
В частно}t .случ�е. когца все чиСJiа z1, z1, • • •  , Zn рав­
ны одвому и· тому же числу z, мы получаем иптересную 
формулу: 
zn = а (cos ф + i sin 1\1) = Р" (cos n(j) + i sin пер). (32) 

Пцв уnотреблении комплексных Ч}iсел часто npи­
xoдиn:IJ. рассматрвв�ть варяду е даю1ым комп.пексным 
число» · J = ж ·+ iy чвмо, �ео.мп.икспо српряжепнае 
с ним, которое обозНачается через z в опредедяется 
формулой 

z = ж  � iy. 

Если коJ.шлексиое число z записапо в тригонометрtt· 
чеекой форме (см. формулу (2G)), то комnлексно со-
пряженное с ним число 'i зв:писывается в форме 

z = p[cos (-y:) + i ::;in (-<p)J. (33) 

ТаRИМ образо}f, при �ре ходе от числа z к RоюшексJIО 
_сопряа>енному чи�ду z модуль чисда сохраuяе�я, а ар-
гумент меняет знак. · 

Очевидно, что число, Rоиnдексио соnряженное с 
число11 Z, является . самим: чnслом z, т.- е. ; = z. Точно 
так же, · очевидво, что ко:мплексilое число z тогда и 
только тогда ивлиетси действвтелыrым числом, когда 
оно совnадает со своим коъщлексно сопряженным, т. е .  

- ' 

при условии z = s. . 
Два комплексно соприжеНJtЫ.Х между собой Чlfсла 

z n z пзобраil{аютси на nлоскости комnлексного пере­
мениого в виде двух точе1<, симметрично располо;Rен-
ных .относительно оси действительных чисел. ' 

Из формул (24), (30) ii (33) непосредственно СJiедует, 
'ITO 

Перван . из этих формул .Легко распр�траняет­
са ва произвольвое число спаrаеиых, а вторая ва 



 

оровавольвое число соипожитепеi. Такви образом, · 
&i' ..,;., (i')A .Да.пее, ес.пв а - действительное чис.по, то 

ai" - ii(s)" - a (i)". 
- Следовательно, Дпв ороиавольпоrо ilвоrочлепа 

/ (�) = yn + а1ж"-' + ;,, + а" 

с д8йстввтепьвыма ко-эффвцвевтамв. мы получаем 

f-(z) .... tJeS"-i- at.C" ' + , ;, + а,. "' а,•" + qlzn-i + . .  • 

••• + Аа _ _; 40 (i)" + Аа (f).i�t + .... + а,. - 1 (i ). 
ТакiПi обрааом, · д.пв мвоrочпеиа с действвте.пьвыми 

коэффицвевтанв irмее.и 
/(.1) =·t {i). - (34) 

Пос.пеДИIIII фориула првв�двт вас R весьма важному 
·выводу. Именно, если 1 есть корень многочлена /(z) 
с дейставте.пьвымв коаффвJUiентам�. т. е. 

/(у) = о. 
,. 

то в чиспо v также есть кореш. мвогоч.пева /(z}J т. -i!. 

/(у) - о. 
В самом деле, в ему формулы (34) мы -имеён 

i<1> - l<v> = 1i - О. 
-

П р в м е р �. Воепопьэуемса Теперь формупой (32} 
дпв ввмечепв кopll& n-i е+епевв иа ароиавольвоrо 
КОКIШеасвоrо . чвепа ID + о� Чвспо ID ":" о не . аредстав­
l1И8Т Bmpeca, Т81С К81С КОреНЬ n-Й С'tеПеВИ •а HY.JJJI 
раве:в вуR:ю. Дпв реше111111 атой аадачв вам - сведует 
реiпвтъ уравнеиве . , 

· 
"ra - ID, . (35) 

rде 1 -- аевввеетвое, а w .:...вадаввое KOМDJJ8RCIJ08 1[8С.ПО, 
OТJIВ'DI08 ОТ ByJIJI, . 

Расскотрим сперва мучай ID c;oi 1. Тоrда форкуJiа 
(32) дает вак вместо уравневив (35) уравнеиве 

Р"(еоа n'ql + 1 sin пер) ==· соЗ 2kn + 1 sin 21m, (36) 
80 



 

где k - проиавмьвое целое чв:мо (си. (27)). Здесь р 
и ер явп�я иев8вестВыии. Из уравнения (36) медует, 
что 

2Jen. p = f, ер - - • . n 

где k - проиавмьвое цeJioe · 'НICJio. Такь обрааои, 
любой корень п-й степев:и ва едивицы записывается 
в виде 

· !'r. 2Ь 2kn у 1 = cos - + 1 sln -, 11 n 

где k .::.. провавмьвое целое чвспо. Так как k - про­
вавмьвое -целое чвспо, то помедвяи формупа дает 
вам каа бы бtюковечвое множество корвей В8 единицы. 
В деlсnате.а�овоств же paanв'IJIЬix корвей ьеется 
тмько ,., · д.u• yяcвeiiiiR зтого обстоRтеJiьства выделим 
иа числа JIO&x корвей одив ОПIН!деn:еВВЬlЙ, ииевво: 

s = cos � + 1 sin �. n n 

Тогда проиавмьвый корень п-й степеви ив еДRВИцы 
ваписываеrсs в форме 

2klf • 2kn cos- + i atn - = е�. (37) n 11 

Еспи придать числу k два раапичвые aвaчeiiiiR k = р, 
k·= q, то левая '18СТЬ последиего равевс,.ва представ­
пяет .�бой одну и ту же точку тогда и тмько тогда , 
когда 

�11·- � = 2ln " n ' 

где l - цеnое чвспо. Иа атоrо спедует, что дn11 того, 
чтобы перебрать асе ра&Jiичвые точки, даваеиые фор­
мупой (37), при разпв'IВ.Ьiх целы_х 8Ва'lевиsх k, ваи 
достато'IВо придать k аначевu О, 1 ,  . . • , n.-f ,  т. е. со­
вокупность всех корвей п-й степQвв В8 едiппщы пе­
ре'IИслвется следуюЩвии комппексвымв вепвчиваыи: 

е0, е1, • • •  , вn- t. (38) 
Иа формулы (37) ввдво, что все 'IRc.пa (38) распможевы 
ва окружиости радиуса , ед.ввица с центрои в вa'l&ne 
координат в составпяет вершины. правuьвоrо впвсав-
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поrо в эту окру;h"RОСть· n-угольвsка, причем одпа из 
вepiПIIH в0 = 1 есть едиuиЧПая тоЧ1<а, лежащая на оси 
nбсцuсс. Дли большей конкретности изобразим па 
рпсун�е мучаи n = З (рис. 10), n = 4 (рис. 11) и 
n = 6 (рис. 12). · 

Вернемся теперь к вычислеивю корни n-й стеnекп 
из nроизвольпого .комплексного числа w + О. Наnо-­
ыним опить, что аргумент комплексного числа опр� 
депяетси. с точиостью до слагаемого вида 2kn, rде k ­
целое псло. Принимая во внимание это обстоятельство, 

t'--1 

Рпс. 10. 

' . 

t'·-l 
Pnc. 11.  

вwберем для числа w один вполне опредепенВЬIЙ apry. 
11е:rт 'i'o· Уравнеиве (35) в триrоио•tетричеокой форие l1bl 
uо�еи переписать теперь с.педующим образом: 

р" (cos n!p + l sin n!p) .=-

- а [соs('Фо + 2kn) + 1 sin('Ф0 + 2ktt) ], 
rде k - произво.'1ьцое целое 11исло. Отсюда попучаем 

n . -
p = V а, 

rде. р есть положптельпое _чис.по, в 
, т = �о + 2kn 

т А n ' 

rде k - произвольиое· целое число. Положиа.r 

a0 = p (cos Фа + i sin.!!): . n А 

зз 



 

Таким образом, npoиaflonьпыit кnpctrь· п-й стеnспи 
из w мо;кет быть записав в форме 

rде k nрипnы:11ет апачепия k = О. 1, .,.,  n - f ,  а t-11 есть один из кор11ей п-й стеnспи из w. Таком обрмом , сu­
В9Купность всех корвей 
п-й степени из w ость со­
вокупность всех вершип 
правильпоrо п-уrопьни:Ка, 
вnвсаввоrо в окру;кuость 
радиуса р� центром в нача-
ле координат, nричом од- 'Ei14 
на . � · .вер!J!ВВ uаходвтся 
в тоuе ._. 

n р . ..  е р 5. Соот� 
ношение · 

i' .." - i (39) 
явпяется определеимеи- no­
вoro числа i,оозволяюще•·о 

Рве. f2. 

ввести в рассы:отреш•е комппексn·ьrе. чпсл11. Такпм 
образом., ono ие может быть докаа11ио, QИо является 
соrлашепвем; . 

Несмотря Itir это, пашлись люди, по;непnвШllе до­
нааать зто соотпоmевие. Сделано это было слодующии 
образом. На рИс. 13 иэображепа полуокрун;ноеть, 

Рис. 13. 

оnврающаяс;я na свой · дваметр 
аЬ. Иа. проuавоЛыiой тoqtнt 
r этой полуокрушвоств опущj!н 
пl.'рпендикуляр . rs Па · Диutетр 
аЬ. Corл&CJIO взвоетnоИ теореме 
мемевтарпой геометрии длиnа 
перпеидвкуnяра rs являете� 
средивt[ rеометрвчоскии иеж· 
Ду дливами отрезков м в вЬ. 
Хотя речь вдет о дпина х, не 

будет большой ошибкой сJ<ааать, WJтo · квадрат ·отрезка 
тв равен провз�едеиию отрезков as tJ Ьs. 

Верпемся теперь на плоскость ко�плексвоrо nо­

ремевкоrо J. Обоэкачем qepea а тоqку -i, через Ь 
. 1'очку +1 и через r точку t·. Тогда в будет точкой о. 
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Автор доказательства . соотвоmевtJЯ (39) рассуждает 
СJiеДующим образом. Отрезок rs есть · t, отрезок as есть 
-1, отрезок вЬ есть + 1. Танпм образом, cornacвo ска­
заввой теореме зпемевтарвой геометрии l11=(- 1)( + 1)= 
= -.1. 

. 

Несмоtря на чудовпщвую бессмыменность этого 
доказательства, . оно было опубппковаво в квиrе Копь­
мака с Предмет и . метод математики•. Более 1'oro, 
ово капагалось на уроках матемаТJIКИ в моско-аских 
школах. Это бЬIJlo еще до второй м.uровой войны. 

Д О Б А В Л Е Н И Я  К Г Л. А В Е  I 

Здесь строяТi:я прям.оуrопьиые декартовы коордива­ты в пространстве, а · 
.
танже опре.�tелRютсв простран­

.ствеввые векторы и действпя над ними, т. е. описы­
ваются для СJiучая пространства певоторыв ua тех 
повятий, которые бЪIJiu даны в главе 1 для СJiучая 
·WIOCKOCTB • . При ЭТОМ ДOif83aTeJJЬCT0() ПpODUДJITCR иекее 
полно, чем это было сдепаво для случая nлоскостtt,_ 
в .расчете на то, что читатели самn дополнят пропущев­
вые детали. 

t. Roopдиsanr в простраветве. Допустим, что в 
пространстве задана векоторая nрямая R и векоторая 
точка :t. Проведем через точку ж плоскость Q, псрпен­
дикулJJрную к прямой R. Тогда точка пересечения р 
прикой R е nлоскостью Q называется проекциой TO'I· 
l(B ж на првиую R. 

В 1 1 уЖе была описана пр11моуrольнаЯ дсi(артова 
система координат ва пекоторой плоскости Р. Она оп­
ределяется двумя QCSUB КООрдинат: ОСЬЮ абСЦИСС 
и осью ордиват. Каждаs па этих осей прсдстiмяет 
собой пр11муЮ, проведенвуiо ва плоскости Р, npnчou 
ва каждой прsкой выбрано определенвое QIШравле­
ние: Oc.Jt перпендвкуJiврsы между. собой, а ох пере­
се•еиие, Вааывае:uое B!lЧВJIOM КООрДИНаТ, обоаиа'lеВО 
черев о. Дп.я построевив св�теuы координат в простран­
стве будем с•итать, что плоскость Р расп()ЛоЖеnа rо­
риаоитальво. Будем sааывать ось абсцuсс первой oct.ro, 
ось ординат .;_ вторОй осью, третью ось проведем Че­
рез точку о пероевдикулярliо к п.аоскоств Р и выбереu 

Si 



 

па пей паu�влсвие спаау ввер�. ТаквУ образо:��, пря­
f�Оуrолы�ая система дека ртовых коордИIПТ в простран· 
стве определяется треиs осями, кащда11 из _котор-.ах 
есть прямая с .выбраииым па пзй опреде.пенuыи · ва­
прав.пением, ориче11 ,каЖдые две орииые перnепАИ· 
кулярпы мещду собой, и все оuи nе�каются в то'l.: 
ке о, r1aaывae1toi нa'UJAO.AC 1WОрдин4т. Через каждые 
две осв проведем коордИнатную ПJiоскость, именrtо, 
через осв первую и вторую проведои координатную 
плоскость (1, 2); upea оса 2 и 3 проведе:11 координатную 
DJiocкocт• (2,- 3) и, Щ\коJiец, 11ереа оси 1 ,  3 проведем 
ноордвватвую DJIOCKOCTf> (1, . 3). 

Попьзуеь •ыбравиой светемой координат, поста­
вим в Coeц"·l!nQТВiJe провавольвоl точие z пространства 
три чвсл•;, z1, Za· z; - ее rcoopдu1:14.nЫ, 

(�) 

Сделаем мы это медующвм обраао11. Проекцию точ:­
кu z ва первую ось обозначим через р1, проекцню точ­
ки z на вторую ось обоавач:ии ч:ереа р1, наконец, nроек­
цию точки z иа третью -ось оооан1'П!И через р1• Через 
Zt обозначни дпвву оТрезка ор1, если этот Отрезок им� 
ет .DOJJOЖIJT8JII>В08 В&Dр8ВЛ8ВВе К8 ПерВОЙ ОСВ, 11 ДJIII· 
ву тоrо _ще отрезка, вентую cd знаком миilус, если 
этот отрезок 101еет отрицательвое вапраааепке на пер­
вой осп. То'ЧПо так же через Zs oбoosaЧIUI AJIBBY rп­
реаиа ор1, е�.1111 отрезок этот вмеет пОJJожвтельвое 
направление ва второй оси, и AJIИBY тоrо же отреаие, 
BSSТYJO со авакои uвиус, если отрезок атот имеет 
отрицательвое направление ва второй оси. Наконец, 
ч:ереа z1 обоэвачии дппу отре8ка ор';, если этот отре­
вок •меет ПОJJожите.пыiое вапраuевие В! третЬей осв, 
и дпвву того же отрезка, ваsтую со аваком минус, 
е�в мрезок этот · виеет отрицательнОв направJJевве 
ва третьей оси. Таким образом, каЖдой точке z про­
странства соответствуют три ее коор.цвиаты, числа 
z1, Za· z. (см. (40)). ОЧ&в11Д11о, что если nроиавоnJоВо 
аадать 'IIICЛa z1, .r1, z,, то существует ераствевван 
то'IКа z � коордиватаЮI i1, z1, z,. Таким образом, со-· 
отцоmеиие (40) устававливает взalhoto одвоаиаuое 
соответствие ыежду точкаЮI z пространства и тройка­
ми ucen (zi, :r1, :r,). 
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ЛerRo докааываетсst, что емu 

У = (YJ, Yt. Уз) 
есть какая-ивбудь другая точка пространства, то 
расстояниг l (ж, у) между .точками ж и у определяется 
формулой 

l (ж, У) = + V (у1 - .r1)1 + (у8 - z.)1 + (Уа - жJ( (41) 

2. ВеК'l'Орw в простравстае. Так же как в случае 
ПJiоскости, проивво.nьвый отрезок аЬ пространства, 
пpoxoДIDiыi в ва�раs;пеJПЩ от а к Ь, вааывается ггtс­
торрАt; точка а вааыва.етаи его нача.сож, точка Ь -
1Сонцож. Два вектора, аЬ и cc:l, считаются рагньtАСи, 
емв существует ПJIОСкость. содержащая атu два век­
тора, и ови равны между собой в етой ПJiоскости 
(см. § 1) . Таким обрааом, ми каждого вектора аЬ про­
странства найдется едввствеввый равный ему вектор 
o:r, вачпвающийси в точке о. · Он обоава'(аетси одной 
буквой ж. Координатами вектора o:r, мu, что . то же . 
самое, вектора ж, вазывВJОтс.в: координаты точки :r. 
Это записывается а виде 

· 

ж .... (ж1, Жt, za) . 
Дnива вектора ж иааывается · ero J&оду.иж в имеет спе­
цвальвое обоввачевие / ж \ .  В силу формулы (41) ова 
опредеlUiетси формулой 

/ z /  = + V � + zi + �. 
Пусть z и у ...... два произаот.вых вектора простран­
ства. (Так как каждый иа ввх обоввачев одной буквой, 
то ови выходят ua точки о.) Проведем ве�>оторую плос­
коеть Q через вачаJiо коорд.иват о, содержащую век­
торы ж и Jl. q'аквм обрааок, ПОJiъауясь правuаки, 
уиаsавньr101 в 1 1, можно составить сумму z + 11 векто­
ров ж и у. Точно так же иожво определить умножение 
вектора :r ва провавмьвое действитепьвое чвмо c:t, 

·т.· е. цОJtучпть вектор аж. Опредмить сукwу векторов 
z п у и пропзаедевве аж а пространстве можно леrко, 
ве проводя через векторы z и 11 ПJiоскоств. · Леrко до­
ка8ЬIВ8етси, ·ЧТО eCJJII 

З6 

z = (zJ, z2, za) ,  11 = (YJ, У2. Уа), 



 

то мы имеем 
ж + и =  (ж, + Yt! ж:� +  112, жэ +Ys), 

и �алее 
а.ж = �а.ж,, аж2, аха). 

Ecml ж и у - два вектора пространства, то их 
С1С(МI&рн.ое nроигведение ж·v определвется формупой 

Ж •JI  = Ж1f1\ + %21/t + ЖaJia. 
ОчевJtДВо, что 

Далее 
Ж•l/ = у  : ж, 

(а.ж) ·11 = �(ж· У) .  

Кроке тоrо, eCJiil :�:, у, а ест.ь трп •ектора пространства, 
то · кы . иvее-к 

· 

(:�: + Y) ·s == Ж•S + Y•J. (42) 

Докажем теперь веська аажвое соотвоаевпз . 
ж·il = /ж \ lvl  cosy, . ·(4S} 

rде у - уrол между вектораип ж в .11· Форкула эта 
бЫла уже доказава вакп ДJIJi: ·векторов ж и ·1/, .nежащих 
в москоств коордвн_ат ( 1, 2), т. е. в моохоот11 Р. ДлИ 
проиваольных двух векторов ж о у кы имеем в силу. 
формулы (421 соотноmевпе 

. (ж + у)2 ...., .z2 + 2х·у + у2, 
от:куда следует. 

1' . · .  . ж. · у =: Т !(ж + 11}2 - ж5 - y2J. �44) 

Эта форкупа верна, в часхвости. в ДJiя двух аект�ров 
ж и у, лежащпх в моенести Р. Но ддя таких вектОров 
левая часть равна 1 � l \ 11 \  сое у (см. ( 22)) . · 

. Таком образом, Для двух векторов ж i1 у, леща­
щах в пяосrшстп Р, иыеек равенство 

. 1 1 ж \ 1 У / соз у =  Т {(.i' + у)' - ж•_ - y*J. (45) 

Эта форwула уже не содержит коордпнат, а TOJIЬJ<O · 
Ддюш трех векторов ж + у, ж а у п .кооИвус уrда между 
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векторами z и у. Она доказана дли дву:с веJtторов % и у, 
лежащих в плоскости Р, во точно так же ова может 
быть доказава в длЯ: двух вектор()в, лежащих в про­
извольвой плоскости Q, а так как любые два вектора, 
выходящие па точки о, лежат в иеноторQi плосностИ Q, 
то она вер&а для двух произвольвых векторов. Tu, как 
равенства ( «) п ( 45) uеют кесто для двух пропа­
вольных векторов, а иравые части у них совпадают, 
то леJые части _также равны кежду еобой, а это пона­
аьrвает, что дпя дву:с пропэвольвых векторов z и у 
форхула ( 43) верва. Ив форuулы (43) медует условие перпевдикуляр­
востn двух векторов z п 1/, пмевво, векторы перпенди­

. кулярвы кежду собой тоrда И · толЬRо ,тоrда; когда 
Z •IJ == 0. 

Пусть е - проиввольньrй вектор пространства, длины 
единица. Проведем чере!l веrо или, что то же самое, 
череа тоЧив о и е, орякую R. Тогда каждая точка z', 
или, что то же самое, вектор z', лежащий ва прямой R, 
коже_т быть записав 8 виде . ' 

z' = ае. (46) 
Число а естестsенво сЧJtтать коорщ1ватой точки z' 
ва прямой R с в�браввьrк ва вей вапраалевпе:к -от о 
к е. Пусть теперь z - про&Iавольваs то'lка wш, что 
то Же самое, вектор простравст.ва. Будем считать, 
что z' есть проекцпя точки z ва прякую R. ВеJ<тор z' 
вааьrвается npoeJCцueй гехтора z на пр�М}>JО R. Иа 
формулы. (43). ·следует, что 

· 

z' == (е ·z) е.- (47) 



 

Г .t а в а  It 

КООРДИВАТЫ И ЛИВИИ ПА ПЛОСКОСТИ 

В rяаве 1 · расематрпваявсь только отдельные точки 
WIИ, в крайнем мучае, кове•вые совокупвоств тооrек, 
каiС то: треуi'ОJiъаики, параппuоrраммы, мвоrоуrоль­
апки. ИС1U1ю'lевие составяяnа пиmь npJDiaи nввии, . 
которая получалась при · опредеnевив у101ожеави 
вектора ва �вс.ло. Эта вторая глава пос:вищева коордn­
ватвому опвс:авию пвиий. В первую очередь покааы­
ваетсiJ, что свваь ме)кду координатами ж в у в ео про-; 
cтeimei форме дает хв.нвю, ДIIJiee ввода те• . повятu· гра­
фика фуациа в самой функции Далее, По rеометрu­
'lескв.м . е.ойствам яивни строится уравнеиве пввнtl. 
Это делаетс:в дпв · окружвост11, 8JIJJBпca, rвпербсты, 
параболы, которые вва11але опредепаютси их · гео­
метрическими свойствами. П�е етоrо иаучаеТСR воп­
рос о задавин пвии параметрв'lеспм способох. Дnв 
замкнутых пивай. опредеnветси коаффвцвевt аапеп­
леВИR пввии с ва'lаnом координат. В пос:ледаем параг­
рафе дается геометрв'lескаR интерпретации поаедевиJr. 
мвоrочлевов от коммексвоrо nеремеавоrо, а частаости 
с пспОJrьаоваввем коэффпцвевtа аацемеввв� дока- , 
аыааетсв оевовваи теорем• , выешей · алrебры о тои, 
что ВCJU(D• 'квоrочлев n-1 степеви· веет 11 корвей. 

t 4. Графв101 ф)'IUЩIII • ФJ1ПЩ101 

Напишем с.ледующее равенство: 
/(z) =- ezoz" + а1�"-1 + . . .  + а,.. (1) 
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Здесь сnрава написав Ш!ОГО'iлен с.тепt>JJИ n отвоситмi.­
во :z · с  коэффlЩJfевтаlm �. а1, • • •  , а,., которые мы 
будем считать дейст.внтмьиымп чпсламu. Слева sa- " 
писано выражеuне /(:z) , которое иы в первую очоредь 
будем рассматривать как. СО!iращевпое обозначение 
для многочлена, стоящего справа. Таким образом, 
вместо того, чтобы сказать: мпоrоЧлео ao:z"+a1:z"-1+ . . .  
. . . . +а .. , wы можем теперь сщ•аать коротко: мвоr<r: 
'JЛев f(:z) . Например, мЫ можем сказать: рассмотрим 
уравнеиве j(:z) =.О, зная при &тои, что /(:z) есть мно­
гочлен, стоЯщий в формуле (1) сnрава. Далее, МЬI мо- . 
же м подстаВJiяrь вместо z в равенство ( 1) любые числа 
и полУ'{ать опить равенстВо, вацримtф, :црв ; -= О  
мы поЛучаем /(0) ==а,., прИ :z = 1 мы uon'Y,aeи /(1) .,.. 
= ао + ti1 + . . . + а,.. Таком образом, ecJIИ коэффи­

циенты ао, а1, • • •  , а,. паше.-о многочлена вам известны, 
то мы мoilteм вычвс.Пить авачеки е IЩ)l'() мвегоuевli· / (  :z) , 
ПОДСТ8ВII1111 вмес� z лiобое пеловое авачевие :z. Т.ак 
ка• z может привииать llюCoe чпсловое · апачение, 
то говорят, 1110 :С есть неаависшсое пере.менное. Тот факт, 
что числовое авачевпе /(:z) моЖвQ вычиспить; авая чи­
сповое авачеиве :z, выраЖают, · говоря, �о f ( :z) есть 
футщия веаавпсnкоГQ . перемениого :z. Перемевиое - z 
иааы�ается таюке 1цi9rда аргу�ен:rом функции J (  :z) . 

. В даивом случае /(:z) ·естЬ мвоrочлсв, аадавщ.rй равев­
сr,ом ( 1 ) ,  Но wciryт быть и другие правма вычис.пе­
иия функции /(z}, которые . задаются какимп-лпоо фор­
мула1rп или пныы способом. Так мы .uриходвм к nо­
пятню фупкцп� . . Фу11хция веаавцсJ!МОго nеромеваого ·:z 
есть та1<ая :щтнчпва f(:z) , которую можно уавать, 
когда павест,во аиачевпа z. . 

Будем для определе:ввостц· счиrать, что /(:z) есть 
фуиJЩПJI, аамщrая ·рааевствоu ( 1 ) .  

РассыотрRМ урав,вевве 

у �  /(:t) .  � ' . - ' (2) 
Придавая неазвnсимоиу переJ.Jеввому :z раащrчвые чи­
словые авачевиJI, мъi будеы по.л"ать при помощи ра­
веnства (2) для у вnолне определенные чисповые ана- . 
<i:<>ния, поэтому у вааываетси аависижы.м переNенны.м. 
На иеноторой ПJJосиостп Р в�берем епстеиу Декарто­
вых коордмнат (си. § 1) и бyRe�t рt\ССJ.Jатривать ва этой 
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моекости все точки-

s = {.t, у) ,  (3) 

где :е берется проваво;rьво, а у вwчоСJiяется по форму­
ле (2}. В результате- такого построевня из всех точек 
вида (3) ва плоскости Р sоавuнвет ливщ1, Ова оппсw- _ 
вается .точко• 2:= (%, fl), когда z пробегает -все вовкож­вые авачевu, а у прн&Вмает те авачепии, которые со­
отве1ствуют ввачевиJПt Z В CИJIY фор�улы- (2). Эта Л.U· 
ния называется гJЩфuiЮА. фун"ции f(:e). Ива11е rовор11т, 
что получевваа Щ1ВВJ1 _ опредмs.ется уравневвек (2). 
Часто вместо мова- JtJППIЯ употреблвют мово хрив�. 
Таким образок, уравневне (2) oпpeдe.nse'l' кривую п1 
пл.оскости Р-. 31-у .кривую кы обоаиачвк буквой К. Точку {3) кожво записать в форме 

s = (:е, j(z) ) ,  (4) 

подчеркивая тем сакык, что· ордината точки есть фуик­
ЦWI ее абсциссы. 

Иногда везавпсикое переменвое обозвачаетсв не 
буквой :е, а вакой-нибудь другой бунвой, вапрnкеi>, 
буквой t. Так бывает, коrда веаависuкым перекеввым 
RВJiяется время. Таким образом, мы можем раооматрn­
ва.rь фув1щпю 19(t) веаавпсикоrо перемеввоrо t в рас-
сматривать ур�ввевпе - · 

!р == !p(t). (5) 

3десь одна в та Же буква 19 вспольаоваnа как дяя обоз­
начения аавпспмого перемеввого, так и в выражении 
19(t), обоавачающего функцuю. Это делается дяв тоrо, 
чтобы саiСовокuть 'Чnсл:о уnотреблRекых букв, а 'i'aюne . 
для того, чтобы ваnомоuть. что аавnсимое 'перехеикое <р 
опреде.nяется фуикцnей 19 ( t) .  То о(kтоитеаъсrао, ЧТI) 
пеаавпсимое 11 аависnмое nеременвые обоева'lеВЫ теперь 
ве через :t и у, а через t в 19. ве доJIЖво лишать вас аоз­
можпостп г.:ометрического иэображ!!ВЯR функции tp ( t) ,  
т .  е .  воаJlожвостп посrроевии е е  графика. Дая тоrо что� 
бЫ постропть rрафак Ф�,кцип tp(t), ·опuсываемой кр11� 
ВОЙ ( 5),  Wbl ДОЛЖНЫ ПрПКRТЬ аа абсцвооу ТОUВ 88.1111� 
чаву t, а аа ее ордnнату чвсл.о -ер, определяемое равен­
ством- (5). Говорит nри этом, что мы откладыааем t uo . осв абсцвсс1 а· ер по оси ординат. 



 

Есmи ·вдуматьса в определение графика фуикци"lf, 
то вевоJJЬНО возвlf.Кает сом:аевне. 13 caмoif деле, r nрu­ввкает бесuСтеввое множество авачевнй в вычисmuть 
все соответствующие aaaЧeBIJ!I 11 просто аевоакожво. 
Можно; коае;rво, выбратr> векоторое конечное чисто 
авачеввй z в вычислить· соответствующее аиачевие 11· 
Тогда мы сможем построать векоторое ковеiJвое чисmо 
точек, рJt.спопожеввwх ва кривой К, в тем caiiiЫ.к соста­
вить себе векоторое предС1'амевие о ее поведении. 
Несмотря ва зто, все же говорят, что уравнеиве (2) 
опредмяет' кривую, состоящую. на всех точек вада (4). 

В влекевтарвой r�ометрви ливgю преДстамsrот се­
бе обычно как CJieд двпжеввв точкu. Так, пракая пв­
ввя оuисывается ковцок карандаша, движущеrося 
вдОJiь пввейкв. Окружиость опвеываетса ковцоw цир­
куля. Ту же интуицию давжевав коЖво привлечь дли 
тоrо, чтобы составить себе представ.'lевие о крв11ой К, 
задаввой уравнением (2). Д.ия атоrо обратвиса к рис. 2 
в представим себе, что абсцисса z меняется: в npeдeJla:x от а до Ь, возрастая. При атом точl(а р движется: по оtв 
абсцисс CJJeвa ваораво, а· соответствующее ей авачевие 
ордаваты 11 .... f(r) отложено ва перпевдинуляре ·pz. 
Тоrда точка - $  во время двиЖевия т�чхи р описывает, 
двиrаась, кусок яривой K.-

PaccмoтpiDI· теперь векоторыв частвые спучаа .мнo­
.ro"'Jle&a /(�) (см. (1)) в пocтpoiDl соответствующи• 
кр:в:аые К. · 

Пусть 
f(z) ...., az2, 

rде <� - положительвое число. Тогда ураввевяе {2) 
ПОI}"I,ет вuд . / 

, :;:= ;си-1. (6) 

Это уравневне определяет ва оnоекости Р кравую К, 
состоящую на все,х точек вида 

• - (z, az2) ,  
rде z - проиавопьвое действитель.иос uмо. Сраау же 
КQЖВО сказать, что вся В81Па кривая К лежит над осью 
абсцисс, тu как ее ордив�та az� всеtда аеотрвцатель­
ва. Дмее, ова проходит череа начало координат, так 
как при z -= О 11 также равно нулю. Кроке тоrо, кривая 
К свwметричва отвосвтел.ьв9 оси ординат, так как 
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варяду с точкой (z, у)' ей. првва.цпежит и тоuа ( -z, r). 
Ввиду этоrо · wы wожем сперва составить себе представ­
левие о поведевпв кривой К в Первой четверти, а aaw 
тем при помощи аеркальноrо отображ.енп11 отиооитель­
ио оси ордива т получить ее также и во второй •етвеJ)ти. 
Из уравневил ( 6) виДно, чтч при воараставJJИ z от 
нуля и далее _11 та1tже возрастает от нуЛЯ п далее, при­
чем сперва возрастаиве идет хедпевво, а потом ста­
новi.tтсл не быстрее. Таким обрааом, I<ривал К еыru­
дит так, и•к это каображево ва рис. 14. 

Рассмотрим теnерь I<рiЦую К, оnредетr:еиую уравве-
виеw 

· 

11 """' z3 + рх, (7) 
rде � - задаввое чиСJJо. �десЬ СJJеДует раВJinать два 
случая:: 1) � - веот.рицатеяьпое число,_ в 2) ji - оТ­
рицательное чuCJJo. 

В первоw случае при воараставпи z фув.кцви у так­
же воарастает. Кроме тоrо, видно, что nри оТрицатель­
ном z число iJ отрицательно, а 
ПрИ ПOJIO}KBTeJIЪBOII .....:. ПOJIO)J(И· 
тельво. Очевидно, 'IТО варяду с 
топой (х, у) кривой К привад­
лежnт также точка . (-z, -у) .  
Таким образом, кривая К сии­
метрпчва относительно вачала 
координат: Она проходит в по� 
вой .11_ третьей четверти и дОстатоЧ-
но варисовать ее только в nервой._ . PIIC. 1._ 
четверти, чтобы аатем при �охо-
щи сn:и:иетрии·-попучить в nоведевпе ее в третьей 'leт­
вepru. При воараставии z, · начиная. 9Т нуля, · 11 так­
Же воэраt'l'ает от нули сперва сравв�тмьио xe,a:Jieaиo, 
а затеи. все быстрее и �ыст�е, так, что кривая � ик� 
ет вид, . унамивЫй на рис. 15. , 

_ 

В случае, I<orдa -число � отрпцатмьио •. поведение . 
. кривой К более сложно. Очевидно, 1(то- она: таи_ же си�­
метричва отаооnтельво аачilла коордиват. во :в�еет ие 
одиу -�опу пер�'lевия с ось� абсЦисс, а цепых. три. Для иахождевu зтпх точек хы дмжвы прИраввять в 
ура.вевИИ (7) у н ву.nю. ТоГда ,хы пmiyчiJw те aвa'leilnll 
z, в которых крnвая пересекает ось абсцИсс. Ура�еппе 

х3 + Р-х = 0  



 

дает вам три авачевии для· r. z = О в z = ± v=;r. 
Крпвая К, соответсnующак отркцатмьвому аначе-
вию �. nаоuражева на puc. 16. . 

..... 

Кривая К, определявмаи уравнением (6), ваэыаает­
сs · nараболой КриваЯ К, опреДмк�маs уравненнем 
(7), вазыnастсs хубичес"ой парабмой. 

Pwt. \5. Pitt. i&. 

Рассмотрим теперь приvер, коrда функция i(:e) 
ве ямветс.11 мвоrо,.llевом: Пусть 

· /(z) �.ainz. 
Тогда "рпва.11 К опредеuетсв уравнеаи�м 

11 = sin z. • (8) 
Так каR sin (z + 2kn) -= sin :е при цмом k, то дu по­
строевм крпИой К, - опредеJ!.векой уравневвек (8), 
доста1оч:во рассмотреть лишь ее отрщ1ок при z, кенsю­
щекся от О до 2n. Иа этоГо куска К' нрпвой К вся крu­
вав К получаете�{ путем скещеивs куска К' вдОJIЬ осц 
абсцпсс ва ве.п:u'f.иву 2kn, rде k ....: пропаВОJJь:вое целое 
число. Как впдво иа уравв�ввв (8), кусок К' крiПiой К 
выruдит следующиrоr образок. Сперва точка (z, у) дви­
жстсR в ncpвoii четверти, nричем nри воэраста:вии :е 
от О до ; · вмич:впа .fl �озрастаст от О до 1 .  З::.тс" при 
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n . ' 

воараставии з: от 2 д� n велич11Ва у уб�пает от 1 до О. 
3 . 

Дм ее, Пр1i ВОЗрастании Ж ОТ Я. ДО Tn '88JID.ЧИВ&. !/ уб10ает 
, . . , з -

. 
от О до -1, п прu воарастаппu з: от 2"' до 2n величива 11 

возрастает . ОТ 
. -1 до ь. Вся: кривая к И).fеет вид, паоора� 

женвый ua рпс. 17. Ова вааь:вается синусоидой. · 

Р•с· 17, 

П р и к е р  1. Пос:мотрик, какую · кр�ую опреде­
ляет ва · плоскоста Р ураввевие 

11 =·�. (9) � 

rде у- положитеп:ьиое чв:сло. Прежде всеrо ввдво, 
что ураавеиве (9) ве 1!1'авит вв:какоrо аваче�Цt�� 11 .:а � 
о1'ветст:аие авачеаию з: = О, так как деп:евв:е ва вУ.в:ь 

• веаоа:можво. Поэтоку будек считать, что фувi<ЦИJ1 

/(ж) = : (10) 

ве опредеп:ева . при z == О. ТакИе фувнцвв, которые 
onpeдueiD!I ве для всех авачеиий арrукевта ж; а хат� 
матm<е веиабежво прnодится рассwатриаат�о. Moamo 
встать lia таiiую точку ·ареиия, что урiвв�вве (9) опре­
деп:вет ва IШOCKOC'l'R_ Р JJe OдiJY, а две лв:вви: -одну при 
е > О в втор'ую - при -z < О. ПервU. 4ВВИJI аеЖИ:т, в 
первой четверти tшос:kости_ Р, .вторая - в третьей ее 
четверти. Если точка (�. 11) привадлежвт первой .JUiвви, 
то точка (-ж, -,.у) прввадпеЖИ'I' втоt)ой .IIВВJiil. Таквы 
образом, вторая ливвл поJJучаетсл -путек cJU()(eтpJiiЧ• ' 
воrо отображеиия первой линии отвосвтецьво начала 
координат. Вторую лввiUО аеrко - представить себе• 
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представив предварительно первую. Точl\а (.r._ �) ва 

первой Jinнnв вооrравпчевво nрпблпжается к оси а�­
цИсс, ноrда .r -веоrравичевво возрастает. Точно так же 
ат�t то11на веограви'lевно nриближается· к ос� ординат, 
когда х стремится к нулю, npn зтои у .веоrраиnчевво 
возрастает. Обе лnвпп в�есте взображеnы на pJtc. 18, 

l'IIC. 18. 

И ввдв'О, 'по reo:ateTp1I"18CKB естtствевво С'111Т8ТЬ, 'ITO 
мы виеем здесь две JЩвuи. Несмотря: ва скаааввое, 1 ма­
тематв:ке принято сuтать, что ураввевпе (9) оnредми­
ет одву пвнвю, во что фувtщия (10) в точив ж.=-0 пvеет 
раарьи1 ПJIВ с"ачо�е. . . 

Оппшем еще одну фувJЩИю j ( х) , имеющую при ж==О 
раарьiв. Так как ета фувКЩ�а иrрает существеввую 
рм:Ь В М8Т8М8ТПК6t ТО ()В8 ИМееТ сnециальаое обогва­
чевие,' имевв.о 

f(z) = sign z. 
фуИJЩпя: эта описывается следующим оl)рааом: 

sign z == + 1 npu z > О, 
sign i = -1 npn z < О. 



 

При :z,. = О  мы U)'дем считать, что функция зign z вовсе 
ае опредсля�тся. Таким образом, фyвJЩJIJI sign z зада- . 

- ется двумя различвыки формулами: одной при . z > О, 
Друrой - при ж < О. Такие. . CJI)"Iaи оnисании функции 
рамичиыма форкулаки иа раап:ичн�х отрезках . ваке­

веВJiи арrукента z встреча�си в катекатаке нередко. 
V paaв.eRJie 

11 == sign ж (Н) 

выдwет в.а плоскости Р линuю, сос'Тощую иа Двух pan­
JUI'CIIIoro · вида- _ К)jСКов:. при z > О  ато прямая, парал­
хеnьиаR оов абсцисс 11 1tро-
ходящаJI на расет()JШИВ +11------
еД111Ц1Ца над_ вей, а . при 

. z < О  это пря.маt�, парап:· 
пеЛькая оси абсцисс и про-
ходящая на расстоянии 
едив.ица ниже е,е (рпс. 19) . ,  -1 
НесмотрR ва 'то, что с этой 
точюt вpeВlUI ура:авеsие Pu�. t9. 
( f 1) определяет на плос-
кости Р д:ав pa81IIAJible линпи, _а математике· асе-та� 
считают, :что зто ураавекие �J.IР�деляет ·о.циу-едuвеnен­
кую лииию. Точно так же в фymщnR sign ж, оппсав, 
ваs двухи раЭЛИ'JJIWКИ способао прв z пможителl!-__ 

'вох и z отрицатет.вок с'Ш1'ается одной едивой функ­
цв.еl. котораR в точке О претерпевает скачок, JL'IJ1 
раарыв. 

Здеtь рассхотрев.ы две фувiЩВJI .i и siin ;, которые . :r 
не оnредеяевw в точке ·ж == О ·в имеют раарщ в атой 
точке. Таuк .образок, rраф�tк ив одиой ва этих фуИR­
цнй ве может быть, пре.цставJiеи как след д:аижевия 
тоuв 110 плоскостИ. DрвведеЦ:в:ые фуJЦЩJ[и дают ве­
которые примеры разрывов или, "'ТО то же · .сакое, Na­
pymeп• JJепрерыввости. В математике рварыв фyJIJЩ1fJJ . 
расскатрвваетсR хак нарушение ее вепрерьrввостп. 
Так что исходным повв�е.,: яuяетси поввтве непре­
рывв.ости . фув.кцип. . Позже ПОИRТИе вепрерЬ1ВJ'[ОС1'В 
фуиlЩИВ будет опредедево точво. Но до :арекещ кw 
б у деК DOJIЫOJI&TЬCII ВК. ВВ.туRТИВВО, CBRBЫВ&JI ero С дрО 
цессок .цввжевия. 
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1 5. Эллliпе, rнuepбo:ta, oapaCIOu 
В § 4 uы исх-одили на уравщщия y�f(x), rne f(z).:_ 

задаиная функция, и строили кр11вую; определяеыую 
81'ВМ уравuеiiиеы или, что то же самое, rpaфiJK фувJ<цви 
/(х). Таким образом. иы шпи· от алгебры К· rеоwетрии. 
Здесь мы выберем протавоооложuый путь, имеuно, исхо­
дЯ из rеометрuчuски.х с.ьойств некоторых кривых, wы 
выведем их уравнеuия, т. е. будем идти от rеоwетрии к 
алгебре. В зто.м nараграфе будут выведены уравнения 

. окружиости с .проиа11ольиым цеuтром и nроuзвмьным 
' радаусоы, а аатеаi уравнения мпипеа. rilnepбoлы и 

параболы, расаолон<еiшых вuояпе определевп;ык обра� 
зом относитепьuо выGраюtой снетемы к()ордвнат. · 

Выведем сnерва ураВIIение окружиости К 'плоскости Р с центром в точке z. = (х0, 1/0) а раДиусОм r. Здесь 
:r0, у0 - ·коордаиаты точки s_. Точка 1 п.ziоскости Р 
тогда в только тогда арвнаJJ.Дожит o�rpyжнoemu К, 
иоrда ее расстояние до точки 1о равно r. В виде формулЫ 
· 'fO умовае ааnисывttется так< 

l(s., z) == r. 

ПопL&уясъ форыуЛой" (З) гяавы 1 расстокu'ия между. дву­
ии TO'IltallИ, МЫ MOЖeil переПИсаТЬ oocлti,ti.нee ypaвu&-
uae в форме · · 

+ У (.х - �u)i + (1/ - 1/о)• = r. 

Увич•·ожая яррационапьвость воаведеuвем в квадрат 
обеих uстей UOC.IIoднcro равенства, noлy1Ьtelil 

(z - z,J• + (у - l/o)1 
- r. (12) 

Это в есть урмнекие orcpJPICнocmu К. В м)'чае, ecn:a 
точка So. цевтр окруЖности, совnадает с I!B'I8Лow KOOJr 
дипат о, уравнеnив (12) вриобретает оеобенuо nростой 
вид, именно: 

{13) 

Выведва теnерь ypaвseliвe эллипса и rиперболы. 
СоответствуюЩие вычимен.иЯ можно обЪедин.ить. Преж­
де всеrо дадв!ll Геометрnческое оnред�екие · Обев� кри­

. вы к. Обе они и.uuют фокусы, амеuно две точки /1 в /1 на 
плоскост.u р. . ' 
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ЭААШU: определяется следующим усJiовиех: тоuа J 
ТОГД!й И ТОЛЬКО ТОГДа ПpИHIIД.IIeЖIIT 8JI.IIBПCf1 КОГда 

l(s, fs) + . l(s •. f.> = "�, (t-4) 
rAe а - аа.цавиое nоложитеnьиое uc.no (рас. 20). И11аче 
rовор.11, точх• : правадле;щrт эллиnсу тоrм и толъао 
тоrда, коrд. t)JIIЫa рае­
сrовuй • .... до обоих 
фовус;9в !Юотоавва. · .. В 
случае 8JIJ111DC8 не �ск­
люqаетеа совпадеа1ае то­
uк /1 в /8• То�:да &JUIJUIC _.;.,11,.f-....".=:.......�---...,:&-+:­
nревращаетса в окруж­
иость ра,цауса а. 

Гимрбом опредма� 
етси ещедующим ум:овн­
ек: то•ка а тоrда в ТОIIь­
ко тоrда nр8118JР.ежит 
nшерболе, коrда 

1(:, (1) - l(s, f.J = 2а, 

(15) 

rp,e а - аад.аввое по- . 
.DOЖB'J'eJIЬR08 ЧИСЛО 
(рас. 21). TaКIUI обра­
аом, тоqка : прввад­
.Dежвт rвпербо.Dе тоr-

hc. 20 • .  

да в толъJСо тоr.ца, иоrда Рве. 2t. 
разиость ее раесrойввй 
до ·фокусов оостоипва. Нариду с ус.nов11ек (15)· · моаf­
во ваовсать друrое аКIUiоrвчвое -ему, уисмn.е, вкевво: 

l{s, f.J - l{s, IJ - 2а. (t6) 

Cootnomeuив (t5) и (t6) �DPtJJ.�aи, в действwьвоств, 
две раа.пв'IВwе кри.а.ые, во. пра .lief"soдe в иоордива­
там в nроаедепви ВЬt11аеJ!е1rвй обе �· крааые о&ьед. 
IIJIIOТCJI в одну, так по раауиво определит.., riЦiерболу 
ум:овием: 

· 
(17) 

Дта · тоrо 'IТобы об-ье.цltаnь выво:s. уравиевd aп­
.Dauca а гиперболы об-ьедиешu yc.rrщ.aa (14) в (f7) в 
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одво: 
ll(s, · /!) + el(�, М 1 = 2а, (18) 

rде г рааво ±1. 
Дг.я. nроведеива аычимевий выберем оси координат 

СП8ЦИ8JIЪИЫК обраЗОК, ВКеИВО1 . ПР.ОВеДеМ -ОtЬ абсЦИСС _ _  

череа точки /t в/2 в ваправ.певии от /1 к /2; а аа иачап:о 
координат прикем середину о отреаgа j,j,. За ось орди­
ват при�ем перпевдикуп:яр, восстаао:вп:еввый к оси абс­
цисс в �чке о. РаепОJiожик чеРтеж тав, чтобы ось абс­
цисс пша rориаоитiШЪио сп:ева· иапра:ао, · а NUI оси 
ордиват выберем папрамеиве свиау- вверх. Длввы раа- . 
ВЫх между е<>Оой отр�коа oft п oft обоавачик ч:ереа J. 
Тоrда кы: имеем · 

11 = (-/, 0), ft = (/, 0) , 

· Paccтoя.JIJIJI 1("1, 1t) и l ( s, 12) ·опредеJIJmтся. а свду фор-
. муJiы (З) rJiaaы. I сп:едующими .,формулами: . . 

l (s, /1) == + VC:t + f'> + v•. (19) 

l (1, /1) == + V (z ...;... {)1 + У'· (2С) 
Дя• тоrо чтобы провесТи выЧиСп:еаия. по аовможвости 
короткQ, 1аведем спедующие обоавачевии: .. , 

u = zl + v' + ·f', v � zj. (21) 

При этих обоавачевиn формуды ( 19) в (20) переписы­
аа:ютса а виде 

l (z, ft) == + Vи + 2v,_ 

l (s, jj ... + V и -2V. 
(22) 
(23) 

Так как paccтoiUDie l(s, Л) и l(s, М выражается в аиде 
. kвадрl\твых корней, то. дяи . увnтожеваа вррацвовцъ-­

вос:тп в ураавевИв (18) мы воваедем обе ero части в 
квадрат, поме чеrо ово · поаучает медуiОщвй вид 
(см. форму.пw (22). (23)) :  · 

и + 2v + 2s V и•-4v' + и - 2v == 4а1, 
uи после _сокращении а деJtевиЯ: иа 2 и пере.Иесевия 
'tасти ч.1евоа а правую частъ, получаем 

+ svи• -4�· .... 241 - и. 



 

ВoaвOJI'f обе 'facтtJ после;Iвеrо равенства · в юsа�рат, 
полУ'fаем 

и2 '-- 4v2 == 4а4 - 4a2iJ + a:t. 

После nростых -пр�брааовавпй етоrо равенства полу-

v2 = а'и � а•. 

Подставляя в получеввое уравн�вие Jьrражевке д.11Я и 
и v ив формул (21), получаек 

zl(a2 - f) + тJ"а2 == а� - 42f. . . 
Считав, что f r:#= а, мы моЖем равдеп:пть nOOJJeдвee 
соотвошевве ва а1(а2 - f). Тогда ыьr nмупк СJtед-ую­
щее уравнение: 

r.� v• . -;а + 41_ 11 = t. (24) 

Теперь с.'Iедует различать два MY'f&ll f<a и f>a. 
В первом мучае полагают 

. Ь2  ... а' - r, 

во втором мучае полагают 
ьs == r - a2, 

где Ь - пможатеJiьвое чii:CJIQ. Таким образом, 11 со­
отаетствп с втвмв двукв ЩЧая:мв мы поn)"r.аем � 
рававчвьrе уравневи.11: 

· 

. ж• . yl ";'r + ;;r ..,.  1,  

ж• v• 
ar - ьг  ""' 1· 

(25) 
(23) 

Vраввевие(25) есть ураекекuе a .. мunca, а ураввевве(26) 
еtть gравкекие гимр6и.t.ы. . 

На первый взгяяд может покааатьс• страввьrм, ЧТI) 
'ШМQ е =  ±1, дающее auпnc nри � - +1 u rвn&P" 

болу 11:ри е = ...;_1,  исче&Jiо .в рваультате ваUЬiх выuс­п:енuй. РааВJща между алп:ппсок в I'ПiJepбwtoй вЬlра­
аплась 11 -другой форме, именно: мучай 1 < а - 8JI" 
папе, MY'Ulй f >· а - гипербола. Теперь norкo понять, 
в .чек деп:о. Дп:я: ап:пиnса мы окее11 yCJJOBIIe ( 14.) ,  в исво, 
что cyмlta расСТQя.впй точки z до то"'ек /1 и ft· не может 
быть кевыпе, чем расстоавие между тоuами /1 в /2. · 
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Таки� образом, д!IЯ случая зллвпса 2а > 2/. В случав 
rilпepбOJIЫ разность между l(::, /1} u l(::, bl не может 
быть больше, Чсw 2/, и потому 2а < 2/. 

ПоJtьзуясь ураввrниями (25) в (26), можно составить 
себе представлевие о фори� крsвых, опредстrехых 
зтиии уравнениями, т. е. о форме эллипса и гпперб<ты. 

ЭлJtиnс предстr,впяст собой овал, симметрично рас­
положенвый отвосительво оси абсцисс и оси ординат 
(см. рис. 20) ._ Оп riсресекаетсл · с осью абсцИсс в двух 
точках: (а,О) и (-а,О) , и е осью ординат также в двух 
точках: (0, Ь) в (0, -Ь). Для эллипев чвСJiо а �  Ь. 
При а == Ь эдлипс превращается в окружность. 

ГИiiepбoJta, определиекая ураввеквек (26},. также 
сJJuиетрвчна относительно обеих осей (ск. рве; 21) : 
она nересенаетсв с осью абсцисс в двух точках: (а, 0) 
п (-а, О) . С осью ординат она вовоо не пересекается. 
Таких образок, rипербола состоит вз двух частей, 

s 

Рис. 22. 

расположенных . мева а сnрава 
от оси ординат. Эти части ва­
вываютсв двухв веrвАМи аиnер­
бо.сы. 

Дадим теnерь rеоwетричес­
аое определение napatioAЫ и 
вшедек ее · уравнение. Парабо­
ла аацаетсн одв�к-еД�ЩстаеJIJIЫк 

• фокусок, иотор.ый Хы о()овиачам 
через /о и диреитрисой D, пред­

- стаuяющей собой првwую ли-
. SJDO� Точна s плоскости Р тоrда 

и только тоrда принадлежит 
вашей парабопе К, коrда рас­
стонвне ТО'Iюi 1 до прямой D, 
т. е. дпца перпеидакутrра 11', 
опущеивоrо ·И4 ПPIUIYJO D, рав-

, . во расс.тоЮ11J10 ее до фокуса /о 
(рве, 22). Дл.11 вывода yppвesli.ll параболы выбвре• 
координаты специалыrык образом, именно, за а<�Ь абс­
цисс nрикем nрвмую, nроходsщую через точку /о и 
перпевдикун.liрвую к даректрисе D; направдениую от 
ее пересечении 1 с дарекТрвсой D в сторону /о• 3� uача­
по коор,цииат приме:v середirву о отрезка /ut, · так что 
ось ордпПат есть перпевдвкулар, воеставовленный к осв 
абсцnсс в точке о, Расстоюrве между точкой /о я ди-



 

ректрисой D обозиачиu 11ереа /. Тоrда paceтORПJfe меж­
р;у то1Jхой s = (z, g)' в директрисой D дairrcв фор.куJiой 

l(s, r) = /f + z l. 
PaccтoJIJIJ!e между ТО'Iкоi: · :& JJ фокусl)м /0 даетсв фор-
му .nой · · 

l (z, /0) = + V(.,... z ..... :.:..·_ -�..-...... )'-+-/1'-. 
·rаких образок, уравие�е парабош.� S.ttисываетсв в 
виде · 

· 

Уивч.тожик ирраЦtrоваm.вость, т. е. возведем обе 11acnt 
поопедвеrо равенства в квадрат. Это (после сокраще­
вв�) дает 

2f;c == у2• 
' 

' (27) 
' ' J Это в ееч У/ЩВнtн.Uе I'Uipaбo.кbl. Еми поirожить2/-е�, 

' 
' 

то мы ПОЛУ1JВК ураввевие 
z = ау2, 

которое совц:адает с уравневпек (6), тo1JRee, non'yчae�s 
иа · веrо nеремеиой ро.nиwв Ос:ей z в у. TaКJIW образок, 
в.ид парабоJ[ы, даваеw.ыi ура»веаиеи (27), вами' был 
уже по-существу; рассirотрев. . . 

; ' ТеперЬ а хочу сдмат.ь веско.вько ааwечавПй · По· По­
воду уравневой .)(р�вых, выаедевиых вамп ·эдесь. TaR 
KJI,J( ми аакечавия отвосsтсв в равной -степсив ко всеv 
уравве.ипв).t,· то я оставомJОС:ь ва одном, пkевво, ва 
уравневив окружности ( 13) . Переноев все ЧJiеаы зтоrо 
ура:виевия в левую часть, . Мы можем переписать ero в 
впде 

(28) '  
На�ек теnерь _равеиство 

F(z, у) == z2+y2 - rl. (29) 

в правой части этоrо ра�евства c�.:S. впп.пве опрrле.пеи� 
вый квоrоч.пев, а в .118ВОЙ - выражение F (ж, у), Та« я<е, 
как и в cny,ae ураввевnл ( i), мы кощек в первую о'lоредь 
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рассматривать выра.�евие f.(z, у) как сокращеввое обо­
ава'lевпе мвоrочлева, cтottщero в правой 'I&СТВ. Это, 
в 'lаствостп, дает вам .возможность вавсать уравне­
ние (28) в впд� 

F(z, у) == О . . (30) 
Далее, подставлttя: в роевсnе (29) вместо z в v произ­
вольвые 'ЧИСЛовые аuачеuва, мы получаем векоторое 
впопве. опредедеввое числовое 1/Вачевве ДJUI выpaжeiiiiJI 
F(z, у). TaiOJ)( образом, F(x, у) представляет собой 
фувкц1110 двух веаааnсвмых nерсменных х и у • Это 
приводит вас к помтию функции двух перемеввых. 
F(x, у) называется фун,щией двух ненеиси.кых пере­
.мен.ных х, у, eeJIJI, •вая 'lИСЛовые авачеиаа зтпх веааш­
сииых переиеввъu, мы имеем воаиожвость узнать ава­
'lевие фуикцпи F(z, у).  Равеilство 

_ s -= F (x, y)' 
ОПределяет В ЗТОМ случае BeJinHИY % l\8K 8аВИСИкуiО П8-
рем:еаsую, IIMЯIO�IOCJI, функцией двух SQ88ИCBMЫi: 
перекевиых х, V· Мн можем снавать теперь, что ем• 
F(x, у) есть фувJЩПJI двуХ веаависвкых перемеввЫх 
х, у, то уравнеиве . 

· 

F (x, у) = О (30 
определяет ва плоекосп Р некоторую кривую. Эта 
кривlui: состоnт яа тех то'lек (z, у) , коордива�ы кQТОрых 
х и у удоuетворяют у�овию (31). · · , 

· 

Еслn F(x;y) � G(x, y) - две  аадаввые фувtщав . .  ве· 
зааиспкых переиевиых х, у, то может 'воаваквуть ео­
прос о решевив систе11Ы Па двух ураввевпй, · 

Е(х, у) = О, } 
G (�. y) - 0, · (З2) 

ОТВ(Юnе�о )J,JJX веаавесТВЫХ BeJtnP Х И · fl. Каждое 
отДепьвое-fРаввевпе 

. .  F(x,' y) = О, 
G(x, у) -. О 

(33) 
(34) 

опредмяет ва ПJiоскоств Р некоторую крввую. Лево, 
что· пара. чисел (ж, у) тогда и только �оrда удовлетаора:­
ет снетеме двух ураавевой (32), когда точ�а (z, 1/} 
п?ииамежит одuовремевио к1)и��й (33) в кривой (31). 
м 



 

Таким образом, р�шевие свстекы двух ураввевий . (32) 
с дау1111 веазвествыми геометрически интерпретирует­
са как иахожJ!.еаве точек · П�.ресеqевий даух крnьu (ЗЗ) в (34). . 

Если ураввеuе (30), . о аределающее кривую ва 
wrоскоств Р, можно разрешить отвосвтельво g, Т; е. 
l!ереписать в форме 11 == /(z), то мы прижодвм к такой 
ж• заnиси ураавевив кривой, какая . бblJla дава пер110-
вачальв() (см. формулу (2) ). Однако при раз"inевц 
урав•евва (30) отвоситепьио IJ.• ввоrда воаввкаt»t об­
стоит�ьства., ва которые с.аедует обратить a&ai(&Jiвe. 
Остаliо1111мси sa ураавеаuн (28) окружаоста . . При �_.. 
pemeJJПi ero отвосвтепЬао g uG.lryчae._ · . 

у - Vr1- z•. (35) 
Прежде вееrо правая часть атоrо соотаошевu имеет 
CMЬICJl TWII•KO врИ lzl Е; r. ТакВ11 обрааом, фyaiЩJIJI, 
сто11щаа в Dpa1IOI часtв, оп.ределева · ве дпа IICeX ава­
чеавй ж. Дuее корень квадратаый из положительвоrо 
'IDG.IIa амеет два ааа>tеавя,. поnожитмьвое в отркцатепь­
вое, tак по в Аейс'tаитма.коетв рамвство (35) аеАУИ 
�писать в виде двух paaпв'IJIЪU равеаС'I'В: 

V = + V r• - ж', (36) 
· v - - Vr' - x'. .(37) 

Уравнеиве (36) опредма� ПОJiуоиружвость, Jle� 
над осью абсцисс. V раввевве ( 37) oopeдeJJseт п<w.уокруж. 
аость, лежащую под ось10 абСцисс. Таким обрааом, 
окружаоеть, аадаава11 одавм ураввевием (28), аадава 

- теперь при помощи ураввеавй (36) и (37) в виде дву� 
полуокружаостеii:, которые вместе и состаuяют · ас­
ходвую оJ<ружвоеть, опредепевиуtD ураввеаве�t� (28). 
Иа ске_ааииоrо видно, ч.то описааие окружвоотв nри 
покощи одвоrо ypaJщeвiiJI (28) более 6Стествевво, чем 
опвсавве ее при помощи двух ураваеаuй. (36} в (37). 

В ваюmчеаие с.аедует отметить, что ecJJB F(z, V) -
задаавu фуmщиа двух аеаав11сикьn перекеiiВЬIХ ж а v, 
то ураавеиве (39) ве всеrда опредепsет кривую аа мое­
кости Р. Расе�t�отрик .tр .. веаве . 

z� + v2 + r.t = о. <ЗS> 
Еца u:сяо r аоложатеllьно, то ае существует пары 

.55 



 

UceJI (z, g); y,цoвлenopЯIODUIX этоку уравнению. Таким 
обрааом, уравнеиве (38) ве определяет вW<акой крИвой 
аа ПJIOCROCTB Р. Если r -= о. то существует АПШЬ одНа 
точка (0, О) ,  удо:влетворвющая ураваевnю (38) , которую 
также веестествевио рассматр.uвать как Брnвую па пло­
скости Р. Впрочем, ввоrда считают, что уравнеиве 

� + v' -= O  
определяет окружиость радиусt вуль, состоящую иа 
одврй точюr. 

П р и к е р 2. Подверrвем . 8JIАВПС, rпперболу в 
пар4боп)r, аадаввые· ураввеавямп (25) - (27)·, поJ{обвоuу 
Преобрааоваапю � ЦеВТро)l подобна Jt начале KOOp.lll!­
b8T о ПJiоскости Р. Д.U атоrо каждой точке z :о::::: (z, fl) 
пnосl(ости Р поставим а соответстsве то-qку •1 == (.:r1, Ilt), 
определаемую соотвошева�м 

· 

11 -= a.s, 
rде а есть положительвое число коаффициевт подооая, 
а s и s1 попмаются а,цесь как векторы. Mw 1111еем 

(39) 

Для тоrо чтобы ва нрввых, определяемых ураввевпяr.tll 
. (25) - (27), получит-. подоб.вwе им кривые, получаемые 
YR8a&BВЫII ПОДООНЫМ nреобрааоваввем, IIЬI ДОЛЖНЫ В 
ураавевuх (25)- (27) этих кpв�lalJ: вместо z в у Jlоста­
вить ю; выражение по форкуnе (39). TQt.Ua мы получвм · следующие ·ураввевпя: дая аллопса 

sf "' 
а••• + а•ь• = 1 •  

ДJt.ll rипербопы 

Д11Я параболы 
2 Yt 21 z, 

аг =  7· 

Иначе атu формулы IIOЖJIO переписать в 811де 
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rде дп• ЭJUПШса ir rиперболы мы имеем 
а, -= а.а, . Ь, -= аЬ, 

а АИR nараболы 
· /а = а/. 

И а · скававвоrо впдио, что кpnaJJ, подобная эJШitпсу, 
есть мпвпс; кривая, подобная rипербопе, есть rипер­
бопа, прJiчем .дпя впх вкtпот кв<:. то условИя 

ь. . ь - = -. 
. llt 11 (4) 

Леrко устававпnваетса, 'ITo два suиnca, опре�епае­
мые еоответствевво чеслаки а и Ь в а1 в Ь1, по�обRЫ, 
есяк ми П1lХ выпоп:веио · условие ( 40) . То же самое 
имеет место к дщ1 двух гипербол. Что касается парабо­
nы, то всЯкие две парабопы подобны между собой. 

П р в v ер 3. Дадвк едuвое rеометрnческое опре­
деnевве трех кривых: млвпса, nшерболы в параболы, 
аиалоrвчвое тому, моторов было уже дапо · ДJIJI парабо­
лы. Дла определеиnя кривой К выберем ва плоскости 
Р провэJЮпьвую точку /о, ее фокус и провавоо:ьвую 
прямую D, не проходящую черва точку /о, ев директри­
су. Далее, зададимся некоторым проваВОJiьвым поло­
я,:uтельвым числом k. Точ.Са : плоскости Р тогда в 
только тогда привадпежttт Iсривой 1(, когда ее раитоf(­
ипе · до примой D, т. е. дпива перпевди�уляра 11', опу­
Щеввоrо иа D, умвожсцое ва чиспо lc, равно расстоя­
.вию to'UUJ z до /0• В виде фopvyJIW ато аапасываетс11 так: 

kl(s, r) = l(s, fo) , (41) 

где и ест.ь перnевдпку�ир, оnущеiПIЫЙ па то"'JСИ s ва 
пр.аwую D. :Мы уже Знаек, что при k -· 1 оПРвдеаеи- . 
паи таким обрааом кр1rваи есть . парабола. О.Rааывает­
си, что nри k < t l(рuваи К есtь млиnс, \1.' при k > 1 -

mпербода. Точка же !о есть одви ва фокусов млипса 
ми, соответствеиво, гиперболы. 

Уровевве определенвой T&Jfnf обрааоv пapaбoJIW 
иа.м:в уже бWio выведено. В�едем теперь ураввеаие 
краJЮЙ К nри k+ t в убодимса, что полученвое урав­
некие при k < 1 дает вак эллипс, а при k � 1 rппер­
боп:у. Ив точки /о опусТ1rм перпевдикуляр /ol па npiiКyю D 
В приме11 За ОСЬ абСJtИС·С СИСТеКЫ. KOOpi\ИBI\T D[IIIWyю, 
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прохоJIЯщую чepetJ то11кв 1 и /о. Напра9леиие на осв 
абсцисс. выбере� по-:раааому при k > 1 и nри k < 1, 
иileвJJo, при k > 1 будем считать ось .а()сцисс ваправ­

JJ 

IJ 

Рас:. 23. 

леuой он к /о, а nри k< 1 -
от /о к 1. Таквм образом, ес­
пв повернуть чертеж так, 
чтобы ось абсцпсс была rо­
риаоsтальва и шла CJJeвa 
наnраво, то при k > 1 тоq­
ка 1 находится левее то'IКИ /о, 

· а ори lt<1 вao(iopoт (рве. 23). 
Так как k + 1, 'то сущ�твует 
такое попожвтсльиое число а, 
что 
l (f,, в) - \ ak - + \�· (42) 

Теперь от.uожвм от то11ки /о по оси абсцnсс в отрица­
теЛьном ааnраалеввJИ>треаок /а о Длины ak. Тогда в си­
пу усповюr (42) точки 1 и /о обе лежат справа от точки 

. Q 
о и расстоявне от точки о до' равно Т. П римем получев-

пую таком образом точку о ва sачао��о коордnват. Тогда . 
директр11са D параллельва осв ордuат u проходит 
через точку в. Теnерь дпя точки -J с:::а (z, у) uы имеем 

l (J, r) = jz - +J• _ 

l (J, /о) - + v�<z--a-тk-:-:).�+�и"Z"'• 
Лодстамяя это выражения дт1 l(J, r) в l( 1, М в равен­
ство ( 41) в вовведа ero в каадрат д.1U1 увич1'о1iсеаия 
иррациовальвооти, · мы nол)"'аем ураввевпе ··вашей 
кривой К в СJJедующем виде: · · 

k' ( z - : )' -: (� - ak)' + у'. 

ПoCJJe проотн1 п'реобраsоваsnй мы получаем ва этого 
равенства друrое� ••еаво: 

· zl(t - k') + v• -=· а,1(1 - k2). 
Делв nопученвое . равовство на а2(1 - k2), получаем 

58 

. 1 . l .;. + о1 J'- k1J = 1· 



 

Hoлaras 
ak == f, 

к.ы арпводам ето уравиевве к виду 

..!L v• 
7 + 11._ ,. = 1 •  

к010рое совпадает с ураввеккем (24). Таким обравок. 
при k < t  кривая К есть эмsпс, а при k>1 крпвая К 
есть rиneptioлa. Этак самым: мы доказали новое reoмe'f"' 
рвческое свойСтво цлsпса и новое rеом:етрическое еиой­
ство rаперболы, Имеuо, существовав:ве директрисы D. 

При атом. м.ы иепольаовало метод координат, кото­
рый в фор�иро•ке окоачательвых результатов ае 
участву&F. . 

Легко видеть, Ч7О все кривые К с дiUПIЬIK чимоw k 
подобвы между собой (см:. пример 2).  

П р н м е р 4. . В элекевтариой геометрии бo.li.mylo 
роль играют зада� 11а nостроевне при помоща . цирку­
ля и пивеiЦси. Иавесmо, что nол).ауясь вти:аi методоw, 
нельзя произвести трисекцию .уr.па, т; е. paaдemrrь 
произвольвый задаввый yi'OJI на три равиl!lе .uсти. 
Оказывается, .что допустив в · ка:!Jестве JIOЭMOЖIUIX 
проводимых лнвий rкперЩту . с. чис;лом !, "= 2 tсм� 
прим:ер 3), мы см:ожем проиааеетв трисекцию уr.па. 
Делается это следующим обраао)(·. . 

· Вудем считать, что в tшоокостИ Р вamero "'ертежа 
выбрана прямоуrольвая денартова система коордиват 
таJС, как эrо сделано в § t. Проведем:·•  вей окруЖJ�;оеть 
К' прйпавопьиого радиуса с цевт:ром в вачале коор.. 
дпиат о и обоаваЧIП� через г переtечеиие окр�ости 
К' с .полоЖительной полуосью абсЩJiСС. ·через /о ОfSо­
аиачпv пропавоп:ьвую точку, лежащую на онруЖв:остп 
К' в nервой Че-tверти вашей cиcтelolbl координат (рис. 24). 
Пронаведем теперь трисекцию угла. eofo. Пусть cl в 
� - две 'l'акпе точки. на дуrе 'г/о о1<ружноетu · К', >tто 
вrлы еоа., а.о� 1t �ofo раввы между собой; Oпycrirм пер­
пендП:кул.я:р a.r па точки а ва ОСЬ абсцисс. Тоrда 0'18-
JИДSО, что отревок a.fo вдвое· больше отреака cv, т. е. 

· 2l(a., r) =- l(a" /о)·. (43) 
Построиы теперь гиперболу К с числом k = 2, пpиИJIJt 
аа ее фонус тоuу /о Jt аа дИректрису D ось абсцисс 
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вашей спстемы коорд:виат. Tornt в силу услов�в (43) 
точка а лежит иа гиперболе К (см. pJtc. 24). Таким 
обравом, точку а можно вайтИ: как точку пересечепик 

охружиости К' с rипербо.!tой К, в трис�кциJi уrла 
eofo проиаведе.иа. Дли етоrо нужно иметь одно лекало 
гиперболы с чис.п:ом' k .... 2� Еми расстоавие между 
фоКусом в двректрв�ой атоrо аекuа равно у, то ра­
диус окружиости К' нужно подобраt:J> тu, чтобы ДJIВ­
ва отреака /о' бwta равва �сау у. 

f 6. ПараметрnесхО. пред�аuеuе .пввl 

До сп пор дав oпиcaJJJQI ливни. пра Помощи ко­
ордвват ва ПJIОСКОСТВ МЫ ПOJIЬ80B8JIIICЬ ОДВИМ урав­
невием, цааJаQ�ающвм координаты .:i в· �· СуЩествует 
другой � паракетрпческвi способ опхсавпи .шниn. Этот 
способ вкеет свои превкущес-rва. При оар.метраче­
ском �д!UППI пава- сраау описываетса Rак t.lleд два­
жевив тоЧка ва шrоскоств. Дпв атоrо IIЫDВcwвaeu 
два уравнения,. ·· 

:е =  z {t),  ·}· . 
. " =  v <t), . (44) 

rде z (t) и fl (l) - две ае:данвы� функции неаависпмоi·о 
перемениого t. Можно nредС'I'авитъ себе, по онп авля­
JОТС:JI квоrочленамв вnв какимв-иибудь трпrонометрu­
чески�и фуJUЩиями. Когда параметр 1 меиветсs, воз-

во 



 

растав, 'l'ОЧКа 
.c(t) == (.хШ, y('t) ) 

движется no . плоскос�п, описывая некоторую Jiив� К. 
Поокольну речь · nдет о движенпи, uы, ec:r�вe:fiBO, 
предnолаrаем, что точна .c(t) в процессе зтоrо. дВижения 
не соверmа�� скачliов �см. nрпцер 1), яе уточввя пока 
атоrо предпол:оженпя, а счnтаs .его П11Т}'1!Ти•но JICRЬIJ(. 
Эдесь .c (t) есть векторная фувкциs параметра t. ОчАНЬ 
часто п�:.,.етр t есть времи . .Так бывает, 1<огда кы опв­
сшае�t векоторый физпчесКJIЙ nроцесс, ороТе�аJОiций 
во времеии, а .х и у есть фиа.пческnе велп11пi1ы, меня:JО­
щиеся в течение врекеиu. Напрпмер, opn расскотрении 
'какого-нибудь Электрвческоrо прибора .х может обо­
аиачатъ. вапрюкевuе, 11 - CИJ.JY проходящего через 
прибор тока. Одва.ко п itpп 'lf!CTO гвОметрическом рас­
смотревпu Jmsвй их парамеТрическОе nредстаалевие 
може'l' быть очень удобкыu. Продековстрstруем · a'l'o 
ва np11vepe пряwой лв;нnп. 

Выведеv nараметриЧесИое ураввевпе Пр.R110Й линии, 
пользу11сь венторпы:t.ш . ouoaвaчeBltllltu. lla mtocttocтu 

· Р вашего рпс�ина, где уже· � 

аадавы прямоутОJI ьвые де­
картовы коордiiВаты, проп�- � 1. 
вОJJ:ьвым: образо-.: проведе·м 
пряvую Jшвrrю М ·(рис. 25), 
На прямой М щGере» цро­
иавояьвьnl образок точку 
%о== ( .ro, flo). Напоnваю, что 
'ентор о:о. выходящий иа Ra· 
чала ноордвват п цовчаю· 
щиuса � точке so, мы. также 
будем обозначать Через z0• Puc. 25. 
Дап:ее, обоавачик череЗ е. век- .. . 
тор ДJtИabl едиив�а, выхоАЯщвА иа иа11ала · :коордииа" и 
параллельвый прямой М .. Этот в�:ктор моЖе-r быть выб­
рав двумя разпичвымв · сщюобакв в двух · противопо­
ложных ваправлевиях. Но · д.rа дальнейшего выбор 
вацрацевпs ве Gудет JJграть ролn. Оиl\аываетси, что 
уравнение прямой М коже! быть аапвсаво в виде 

: == zo + te. (45) 
Это означает, что точка z мв, что то же самое, коиец 
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вектора z опиС!>JDает всю прямую М, коrда параметр t пробегает �е деfствитепьаые 'lИСllовыв зпа,евив. 
Докажем �no. ,Прежде всеrо. прове�еи через ,�ачало 

коорЦВn1Т прямую L, i:Iapanneлi.ayю �рамой .м. r�гда 
вектор: е лежит на примой L и, по · доказаsноиу ранее 
(см. формуЛу (6) главы 1), каждая то�а ��. JiеЖащаа 
на прямой может быть аапвсава в форме 

'!! = te, · .  

Если сама прама11 М прохqдит. через пачапо координат, 
то L совпадает с м. в этом случае оба веитора, Zo в 
te, · стоищие а правой ча�ти раВенства (45), пе�т ua 

прямой L, а· очевидно, 'ITO, отмадывая от фиксировав· 
воl точки 1о примой L отрезок. te прокаJtоnьвой длины . 
и провавопьвоrо ааправ.пеиаи по прямой L, мы DOJIY· 
чии BCf3 TO'U(H этой прямой. Таким· ооразом, ваше ут-. 
верждсuие · а этом иучаtt очевидно. . . 

Рассмотрим теперь мучай;. иоrда прямые М в L 
ие совпа.Jtают. На плоскости Р проведем прямую N, 
дара.uлеЛьную вектору . .а,, в обоа�чам через z' в z 
пересечеиве · этой примой соответственно с праиыuв 

. L и М. Так :как oz'u, есть параплелоrрами, то 

J = .fo + z'. (46) 

Если теперь 1 - провзвОJiьиая точка ПРИ!IJОЙ М, то 
проведем вашу пpiiКYJO N 'через· эту TO'IKY •· Тогда 
найдется такое число t, 'IТО z' :::;: te, в потому вв равен· 
ства (46) ме,цует, что тоuа • может быть записана в ви­
де (45). Если, далее, t естi. прбиавольвое �фrо в �· = t1, 
то проведем вапiу прямую N череа ату �б•у .z'. · Тогда 

• ва рааеиствв. (46) спедует, 'tто точиа .1, . · ,ЩtредеJJnемав 
формулой (45), . првваАдежвт првмой М. · 

Выведен теперь· иа векториого napav8тpичecRoro 
уравнении примой (45) обЬIЧКое J_СоорДкватнОв· уравне­
кие прямой М. Так Rax веttТор е имеет АдИку единица, 

· то w.r имеем 
·е  = (сов а, sin а),. 

где а - уrм между попожительио вапраDлеввой по. 
луосыо абсцисс 11 векторо�tr е,· отсчитЬlваеuый против 
часовой стрелки. Дапее, учит�вая, что &0 = (ж0, у0), 
z = (ж, �). перепишем вехторвое уравнеиве орякой 
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(45) в скалврвом виде · 
z·== z0 + t cos a, 
у == Уо + t ein cz. · 

Исмюuм теперь ua &'fmt двух ураввевd . параметр t, 
умножав ·перв<>е ураавевне ва sin а, второе ila eos cz, 
и Bbl'ITR одво ва дprroro. Тогда иы полуПм 

· · 

(у - 1/О� Соа С&. ==  (z - Zo) Sin С&. (47) 
Если пp.RM&.II М ,ве вер.,.икап:ьаа, . т6 � cz ""' О. Деu 
в _атом муоrае пОс.nедвее У:раввевие ва сов et, 11Ы поиу· 
'lаем 

11 ...;... Уо .;.". (z - zo) tg cz. 

Так как f.g а. рааев tg(«+n), то пе>Медвее уравнение 
уже ве ааJIИСИТ от , мучайвостей вЬl�ра R8Dp&JUЖ8JhUt 
вектора е iiapan:.Jiмitвoro проой М. Поиедаее урцае-
вие 'latтo пepenJicывam а вид� · · 

11 - 1/р · : k(z - zo) . (48) 
ЧвСЩ) cz . вааьrвается угмж Н4UОН4 пpuoi М, а k ..; 
-= Lg 01 � 1108(/фициенrож наи.оН4. Точка lo • (Zo. Vo)· 
есть. пронавОJiьиа.R :rочка npaxol М. . · 

Уравневне (48) пмеет тот недостаток,. 'IТО оно ие 
приrодво дяR аертикмьt.tой. пpJtмol М. Д,1iк вее соа са­
=0, sin cz =- 1 и уравневне (47) Переписыааетс.R а BIIJ18 

z = .zь. 
' . 

(49) · 
ДадИм теперь nараметричесКие ура.Ввеw апВпеа. 

Овв сirедующuе: ·. . . . · . . . · · 

. . .t .= z(t) =='4CO& I, } 
(5О) g =- у  (t) ,..; l!  sia t. · 

Дп� тоrо 'IТОбьr полУчи1-ъ аа · аТвх ypaueDI oб-.r<t· 
вое ураавеиве зяп:впса (см. (25')), ДОстаточно ис�ть 
па них параметр t . . Дл.11 этоrо раадеяu�пf'рвое u ура:8-
пеииit (50) ва а, второе ва Ь, воuед,к. каждое ва пwry­
'leBRЫx ураввевtiй 8 кваДрат •. иеисим •. Тогда 11Ъ1 '  па. 
пучим уравнение (25). ,Пара уравв�nl (50) ве тот.1<о 
дает &Jtnиnc как геометриЧескую фиi'уру, · во ._,и .преД· 
стамяст его .как cnen цаижевки то'IКИ. Имевво, коrда 
t воврастает от нуля до 2n, точка ·1(t) .,... (z(t), y(t)} 
nьижется по з�липс:у прОтив 'lасовой ·етреЦи, вcxoror 
из положения (а, О) и воввращаясь к ·вему же в момент ' . 
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времени t = 2п. Tatt как точна z(t), дввжущаяся по 
э.плвпсу, коrда времs t воэрастае't от О до 2п, возвраща­
ется в свое исходвое положение, то кривая,- описыllае­
мая этой точкой, т. е. эллипс, называетСя аа.м.�ен.утой. 
Она аамьпсается nосле обхода всей .кривой. 

То•що так ж� леrво можно написать параметри_че­
СJ\Ие уравнения окружности о центром в тоqке z0 = = (z0, у0) и радиусом r. Она BMCIQT вид 

· :r = .х (l) � :r, +rcost,} 
у == 11 (t) = Jle + r sin t. <51) 

Иэ этих уравнений легко получить обычnое уравнекие 
окружности, всЮJIОПВ ва вlix nараметр t. Дпн �ого · 
следует Перенести в левые части ypaвucJtu.Й (51) члены· 
:r0, у,, возвести пояуqеJtвые соотношения в квадрат в оа:ожвть. Тогда мы nол�м уравнение (12). Точка :�(t) == (:r(t), g(t)) пробеrает · всю окружность, коrда 
t мемется от О до 2п, дввrаяс�ь по окружиоста nротив 
Часовой стрепв, nричем s(O) = s(2п). Таким обрааои, 
окружность также есть sамквутая крпвая. Не следует 
вскл10чать с.пучаs r = О, .т. е. окружности пулевого 
радиуса, состощей ив одной тоЧКJI. · В этом случае 
точка s(t) пр�иамевевив t от ву.11я до 2n вовсе ве дви­
жется, а остается ва месте. Но все же удобно считать, 
что мы имеем а.цвсь дело с аамквутоl кривой. При &том 
важно топько то, что Щ2n) = s(O), что и означает аа)(-
квутость. 

/ 

. 

. 

П р  и м е р  5. Выведем уравнеuе прямой М, про· 
ходящей orepea две sадаввые раг.авчвые тоuв � = 
= (:r0, g,) в s. = (:r1, V1) • .  Ecu :r0 = :r1, то очевидно, 
что прямая М вертикапьиа, в уравнеиве ее имеет вид 
(49). EcnJJ z. + �. то найдем число k, nодс�авив в �·р�tв­
вевие (48) вместо z точку 11• Тогда nолучим СЛедую-
щее ураввеi.:.ве AJIII k: . 

· 

откуда 
В1 .-. 1/о - k(Zt - :ro), 

h -
"' - у, . . Zt - Zo 

(52) 

TaJCRМ образом, ·длл пряиС)й, 11роходящей через точJСи s0 и z1, коаффвциент наклона k опредмяется формулой 
(�2). 

. 
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§ 1. За:мiUf)'ТЫе кривые 

Расемотрви теперь проиэвольную ааикнутуtо :кри­
вую К, задаваемую uapaмeтpii'iecкuмn уравнеiШ�tип 
_(44) 

х = x(t), 

v = g(t), 

хоrда пара)lетр t м�вitется от О до . 2n. Зumнутость 
этой кривой выражается в тои,_что она является еледох 
движения точц z ( t) ,_ ( z·( t), у ( t) ) ,  когда t меняется от 
О до 2n, nрич:еи вачапо кривой а ее конец совпадают, 
т. е. 

.c(2it) -= .z(O). (5�) 
Мы не ntжлrочаеи·при этом воЭиожвости, ч� ДJJII неко­
торых двух аначений tt + ts параметра t имеетсs ра­
венство 1 ( t2) ""'" z ( t1) .  Такое JIВJie:виe называется ctU&o- · 
nересечекием заиКВ-утой �RpJPoй. Может даже случnьси, 
что TOЧI(i z{t) uри t, хеВJПОщемс.а от О до 2п, оеrаетс.а 
неподвиЖной, :как ато бщо :а CJIY'Iae о:кружsооти ра­
диуса вуль. Важно только, чтобы имеп.о иесто равен­
ство (53), что овначает ааnвутооть крв:воi К: 

Относительно кривой-Д кы npeдnoJioЖJD« . допопви­
теm.во, что оиа ве проходит череа -вачапо коордпаат. 
Для такой 88.МRHYT9lt RрИIЮЙ К ХОЖВО ВЫЧИСJrВТЬ ЦМое 
'fнcno 1, называемое ,..JэффициенrоJС sа.цеrм.гния 'кри­
вой К с на чалок координат. Цмое uмо f · показьt.Ва&Т, 
CROJIЬRO раз ТОЧКа z(t} ВО врекя ее движения прИ t, 
возрастаюЩек от . о до 2n; обходит· начало координат. 

Для тоrо чтобы определить ЧИСJiо 1 �лее фopкa.llbllo, 
введем по.�rярвые координаты 'p(t) и cp.(t) точки s(t) (см. 
фориуду (13) главы 1) ,  так что 

z(t) ::s [-p'(t), cp(.t) ]. 

Радиус р ( t) ,точu i ( t) опреДелен. точкой z ( t) одиоэвачио. 
И так как ТОЧ'На .z ( t) при Из:меиении t движется· no плос­
кости Р без скачков, т<1 фующил p(t) вепрер.ывва, т. е. 
т.акже изиеняется без скачк�». Угол «p(t) то'IRи s(t) dп­
·реде.леи веодвозвачJJо, а только с точностью до CJiarlie­
кoro вида '2kn, где· k - целое uмо. Однако ecmr вы� · 
рат1, для начальной' точки z(O') кахой-нпбудь опрёделев:­
иый угол «р(О) ,  то фуmщия IP (t) оп�еде1Штсв одиоаиачао, 
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если предъявить К ИQЙ требование, чтобы она меняJJаСЪ 
без скачков, таl( как измсвсвне числа cp(t) па вмвчuпу. 
2kn означает сначо]( фуНtщnu IJ'(t) . Пос.коJШ<у Jtривая ' 
К ве проходит через начало координат, то- Jie сущест­
вует таких значе_вий аргумента t, при 1<оторых фуВRЦия · 
cp(t) становится полиостью псопределенной. Равенство 
153) ' первписывается теперь в виде 

[p(2n), cp(2n)] -= {р{О), ср(О) ]. 

Из втоrо равенства с.ледует, ч�о p(2n) =р(О), во отнюдь 
не едедует aвan:Ol'IIчвoro р!lвенства Щ фувкции q>(t). 
Вместо того uы имео:И 

· 

<p{2n) - q1(0) == 2jn, (М} 
rде 1 - цепов _чвмо. Так определенвое целое чиспо j в 
есть Jеоэффициен.r вацеп.ин.ия ваикиутой Rривой К 
с ·началом ноордиват о. Целое число J может быть опре� 
делено. тмыю для за-мннутой кривой К, не проходящей 
'iерез начало координат. В примере 7 будет покааано, 
ч.то пропсходпт,. когда крnваR К проходит через начало 
коордп:ват. 

Поиа1нец теперь, что ковффиц][ент зацеnленпи 1 
кривой К с началом координат не -меняется, ·еспп кри­
вая К пепрерывпо дсфорипрустся в р:лос�остn Р, не 
пересе}(аЯ в течснltо атой деформацно па чало коордн:нат. Ддя тоrо чтобы представtrть .себе uвтуnтнвно не­
прерывную деформацию нpqвoii К па пдоскости · Р, 
матерпалпзуем зту жрuвую. M:{>l прсдставш& себе ее в ви­
де Бус ка витir, лежащего в а ПJiосиостп Р, при'!: еМ копцы 
пити связапы между собой уuом, -uo означает за-мкну- . 
тость кривой. Henpcpыв.ri:aR дефориацпя rrpпвoi }{ 
означает теперь проnавольвое движение ппть . . по плос­
кости, · при котомк додус-rнмы _ пропавО�ьпЫе ·. иаrпба­
uя, растяжсви.s и ежатоя иuтп. 

МатематnесJ<И вепрерывпая · деформации · замкиу­
той крпвой К оnисывается спедуrощ� образом. Вво­
дит�s в расскотревnе новый параметр '• -мевЛющпiся 
в предслах от а до Ь, а � s � ·ь. Предполагается, что 
каждо1.1у чисповоку апачеипю ,. · соответствует ·некото­
рая определеииав аамш1утая крuвая, которую кы обо­
ава'ШМ 'lepea К(•) . Та�вм образом, К(�) . есть· фуаю�я 

. перемепоtо •· lfo аиачев.ве eтoii ф)?!Кцuи К(•) есть 
уже ве uuo а :щке 8t' Вt!втор, а цела_& liaк-кв)'t&_li ир•· 
ев 



 

вu. Лрн фиr:снрованпом Зпаченип uа1iаметра s заикпу­
тая крдiал K(s) сеть след двщt>еиrtа точ1щ 

z(t; •) = [p(t, $) , cp(t, s)J, 
rде t мсв:Ястса от О до 2n, прпч:ек 

s (2Л, в) = z(O, 8), 

так что ка;rщая Itрпвая· К(в) аамrщута, а 1 - фni{Сirро­
ва:нвое чнСJrо; . определяющее ttpuвy:ro К(8). llредпола­
гаетса np11 а-rоы.; что ааwnвутая �рцвая-К (s) пр� riaкe• 

· векци 8 iссnется иепрерывио u пu ripu каком аиачепи.и 
s ие проходит через начало коордnн�tт, так что :коэф­
фициент ео аацсменвя с началом :коордпиат оnределеп 
прu любои авач�ппu пармsетра а. ЭТот Jtо&ффnцпснт за­
.Цеплевuл вычпСJiпется по форкуле 

cP(21t, .t) - ф{О, в) == 2/(s)n. (55) 
Так как Rрпвая дефоркируется вьnрерывно, то фупl<­
цип cp(2n, 8) и ср(О, 8) :иеияются npn trзиевепnп s без 
скачков. А потому п j (s) nри изuепспrrи s таК)КС 1tеJiя­
ется без скачнов. Но так нак ЧIIсло /(s) есть целое чтrc­
sro, то, иеняясь без ска-чков, оно должно оставаться 
постоявпык. 

Taк.ll}( обраЗом, в течевпе всеi! дефориацпи замкну­
то� крnвой К (s) .ва nлocJ<ocTJJ Р ее �оэффвцuепт saJ�eп­
n.eи�p� j{s) с аа'lаnои'i<оорд1шат· не меняется, etJШ -rмь­
во �та нрпвал никоrда в течевпе деформации ве прохО:.. 
дпт через начало J<оордппат. Это постоянство rюзФФ•r­
циепта аацеi:rл_евия щ>п дсфораsацuп 1\jшвoii являе:гся 
важВЪlм фактом, который G}'MT ваиu вспоnьзован 
в ближайшем па:Раграфе. . · 

. П р И м е р 6. ВычвслП�оt rtо3ффпцпе:цт аацоплепип 
окружнос.ти К параиетрвческп задаnиоu УР,&:&всщ1s:ыВ (51), ве прохоДящей черва начало r.оордttна.т. Здесь 
иоrут иметь месrо два случая: состоявне 1 - окруш­
вос�, К не содержит )lвутрп себя пачало. коордппат, 
� состояние 2 - окружвооть к содержит :авуrрй. себи 
начало координат.' . 

В первом случае ·пэ начала коордпиат ,о wожво nро­
вести к окружиости К две Ш\сатеJrыrые: оа1 в оа2, где 
tzt и 4t есть точни касапя (рпс. 26) .

. 
Будем считать, 

по точка кас�""Я аавуwеrо.ваин тsн<, что вiнrраuевве 
оа, JJOJJf'l&tтc� аа вaпpaueiiJUI оа1 повоРотом арма:в 
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qасовой стрелки на угол а, < n, I\ахоii-впб.Уд!> у�:ол 
точки �1 обовначuи. чс1н�з q>1 (шtсстс11 u_ вtщу u.rup�л но­
лярнал хюордnuат{l. точtш а1) . Тогда чис.до Ч>t + а = 1Р2 
есть уrол то-чки а2• Уrол q>(O) теiчt(n z(О)-можно выбрать 
так, что q>1 -=:;; q>(O) � q>2. _Так как точк41 z(t) ао аре�я 
своего движения �о окружности в�е времн ваходптt:я 
внутри уrла а1оа2, то уГол 'q>(t) все вре.ыя удовлетворяет 
условию, 

Так I<ак а < n, то нз последпеrсi верnвевства следует, 
чrо 

-

· · · 
q>(_2n) ;.._ q>-(O) � а < �. 

и- nотому целое число 1, определяемое условием (54) , 
есть нуль. _ _ 

ВО втором случае, I(Orдa начало �оор,ципат нахо­
дится внутри Оl(ружвоотп К (рис; 27}, rвометрпчески 

, Рис. 26. Pue. 27. 

очевидно, что веr•тор z ( t) при возрастщшй t вращается 
против часовой · стрелки, так что угол cp(t) воараста�т 
от sвачевu q> (О) до q> (О) + 2n. Тацы обраЗом, в зтоы 
случае i -== +1. · . - _ 

- П р  и »,ер 7. Выясним теперь, что происходлт 
с коэффициев:тои sацеплеппя: оlСружиости К с ИJЧаnщ! 
коорДинат, когда окружность К, двигая:сь, пере�,одnт 
иа состоявип: 1 в состоя�ие 2 (си. црииер 6). Обоэва­
чии через K(s) окружность радиуса 1 с центром s:a осв: 
абсц11сс в точке ( 1 + s, О),  .rде -, - Jо�алое чнмо. При· 
s>O окружность K (s) не щщержнт внутри себя Цачало 
кoopДIUiaT u ее коеффициевт вацеWiеВИа с иа�алок 

88 



 

коордппат ра:вев вутО (рпс. 28) . Црп � < О козффiiцп­
ент Зацеnлевпя оиру�ностп К(в) с началом _R(Х?рдшw.т 
равен 1 (рнс. 29).  При _J.iа;iом аваченип • тоЧR� s(O) = · � (2+s, О) оиружвости K(s)' лежит на положительвой 

r.ue. 28. Рис. 29. 

полуоси аGсцпсс, п поэтому аа угол �р-(0) этой ТQ'ШП 
мощно nрцпять ну;1ъ. .Исход11 1ra предположеиnя, -что_ 
ср(О) = О, построим угол cp(t) то'П<и s(t), лежащеП на 
окрущиости К{в), считая 'iYfY фуmщию непрерывной (s + О).  Для ,тоrо чтобы сделать nоведение фуuкциu . 
Ч'(t) более иагтщиык, построик rрафвк Зтоi фуwщиu 
.сперва при фиксnрованном полож�телькоit калом зва· 
чевии s, 'затек при малом фиксированво:W ·отрuцателъ· 
вок авачевпи s. . . _ 

При . .иалоАI положитеJiьном s можно провеста дво 
касательные оа1 и оа, к онружное'Uf K(s) (см. puc. 28) . 
У гол точни а1 обоава:чии через -а./2, а угол точ;юr az 
через +а./2. Здесь а. <  л и бшrзно к _n при малых s. 
Toчita z(O) есть праваи нрайвяя точ�tа окружвостн 
К(в). I-\огда точка . s(t) �uжется при t, В()з_расrаЮщеы 
от нуля, угол ее cp(t) возрастает до тех пор, пока Т!)чка 
i(t) не аайr.rет положения IX21 nри котором угол т�чш1 
z(t) равен +а./2,, т._ о. uлизок � n/2. Прп дальпейшеи 

· движении точм .z(t) от тоЧI<И а2 к точке а1 угол cp(t) 
стреивтеп:ъно убыВает. от +а./2 до -а./2, затем -при: 
движении то'l.КИ z(t) от точ1ur at к ТO'lite z(2n} угол 

r вновь во;Jрастаот до пуш1. Такпи образок, график 
фуRJ(ЦИИ cp(t) при :иало_:и. поJrожnтельвои s иие'ет -впд, 
Изобр1Ш\свпый па рпс. 30. · 

, . 
Прn малом отрш�ате.чьпом в оr<рушnость K(s) nc,. 

ресенается с осью ординат в двух точitах (0, Ь) и (0, -Ь), 
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где Ь - малое полоmнтслыюе 'IШJIO. Когда точк-а, z-(t) 
:r,впжеrоя по ок-ружиосТLJ К (s), исходя· па своего началь­
ного положевпя z(O), угол q>(t) зтой точкп возраста(!Т 

. все время, во пOOJie того каи тO'IRa z ( t) проходiiТ свое 

ruc. зо. 

положевпе (0, + Ь) , возрастание ставовttтся очень быст­
рым до теж пор, по:ка i(t) ве достя111ет положеmiя 
(0, --Ь). За втот nериод времени угол возрастает па n. 

Il�ne прохождевин точки (0, -Ь) уrм <p(t) - продолжает 
воарастать, во уже lie та:к ст�мuтельво. ТаКим ·· обра­
зои, графп фуикциn IP{t) прп s отрuцатсльном nмеет 
сид, пзображеввый ва .рпс. 31. 

Прп s=O опружnость К{в), т. е. онруншость К(О) 
проходит через вачаЗiо коордliват (рпс. 32). 'Уrол <p(t) 

" 
z 

1f 
rнс. 31. 

. //& t 

точкп z(t) · n втои случnе возрастает от О 1JP :t/2, когда 
точка z { t) оппсыnаст R\J rхщою nолуокруяtиость · оltруж­
иости К(О)1 а J.Ш - ТОI'да 1mсем на втом протяжениц 
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. J�ремеии 
, ер (�) - т· 

При t==n топа z(t), т. е. точка z(n), совnадает с иача­
nом координат, п уrол cp(t) ве опрсделсв. После тоrо 
1<а:К точка z(t) пройдет �ачапо координат, ее уrол cp (t) 
следует считать бпиаким лп()о к ..;....n/2, лпбо к Зn/!l.. 

р� аа. 

. График фуmщИJJ cp(t) nри е - n nретерпевает рааръu 
и даJiьиейmее построевив может быть проведеио· ДВ)'Jolll 
рамичиыми способами: либо так, как это ивображеио 
ва рис. 33, .uпбо t8.J(, как это изображ�во ва рис. 34. 

p(f) 
Jd -----�--��---·---� . . • 

�d ------- ! т 

1 
1 
1 ' 1 

11 llf t . 
Рве, М. 

Такик образок, rрафик фувRЦИ11 cp(t) при 1 положи­
тельвом и стремщемсs к- иyJUO стремитсs к графику 
фувкцип cp(t) (при •==0), ивображевио:му ва рис. 33, 
а график фувJщив cp (t) при 1 отрицатмыiо:м и cтj)eмs-

7t 



 

щекся х нулю стремптся к rрафnку фупкцuп cp(t) (при 
в = О) , изображев'Иому на pnc. (}4. . · . . .. 

Таков механизм скачкообразного иамевевия ко�­
фициевта зацеnления 1 (в) , опредеnяе:мого фориупой ( 5$), 

Pnc. 35. 

' РШ�. З6. 
-

когда .в процессе пзwевсвня кривая
' �(s) nри векоторо

-
м 

значении s прохо,1щт через вач8ло коорщmат . . 
П р и м е р 8. Расскотрик хр�тую К,., задаваемую .... 

параиетрически СJiодующпии ураввевияJоm .в щтярвых 
l\оордиватах: р = р (t) ::::8 1 + ' cos t, } 

' ер = «r {t) - nt, ' 
(56) 

rде n. =F О �сть целое ЧИСJIО, О�г< 1. - nадаппое tt--Rc­
n:o, а t JI.ЗWсилется от О до 2n. Так каR О � s < 1, то 
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· р ( t) > О, и кривая К .. ве проходит Тfереа вачаJiо коор­
д&в:ат. Угол q> (t), задаввый форхулой (56}, есть вепре­
рывпая фувкцitв параыетра t; причех ср(О) = О, �p (2n) = 2nn . .  Такнtl обрnзоъr, из .фориулы (54) хы по­
лучасы, что 1 = n. И коэффициент зaцewren• крпвой 
К •. с началом ·коордиюiт равен n, где· n - аадавное по­
ложuтель:i:Iое или отрицательвое целое число. 1\vnвая 
К2 ивобращена _ва рис. 35. Крuвая Кз uвображева в.а 
рис. 36;: Hpuu к2 вхеет одну TO'II\Y саwопересеченвя, 
кривая Ка - две точки саыоперсеечепnи. Эти рис.увхи 
еделавы в nредположении, что s > О. ' 

При , ..... о тоuа J(t) == [p(t), cp (t} } движется по ок- ­
ружвости К'. (р - 1) радиуса единица с центрок в вача­
Jiе координат, ио cp(t)_ при атом возрастает со сrсоростью 
з n раз бОJIЬшей, 11ек t, nоэтому, коrда t изменяется от 
О до 2n:, тогда s{t) ·n раз пробеrает окружиость К/. 

f 8._ Muoroчлeuw вокпзrе.:евоrо перемеивоrо 

Так же как 11 • f -4 '(си. форыулу ( 1 ) ) ,  11ЫПиmек ра-
веиство 1 

: (57) 
где ао, а,, . . . , 4а ·с�• аоМJ1Лексвые кщ�ффИЦJiевты. 
В правой 'lасти рааеистаа (57) стщ1т ывоrочлев ·степени 
n С КОIIПJ18КСВЫЫИ JtОiффВЦИСВТ.U. OТBoeJl'feJIЬJIO J, 
в зrcвoii Части выра)Rсвие f{s), JCO'I'Opoe ЫЫ 8 · первую 
очередь рассиатривасм вак сокрщевиое обоавачеиие 
мвоrочлева, стоящеrо в пpuol 11аств равенства (57). · 

TaJ< нак мы ухееы: Производить дейсnия над t<окмекс- . 
uыыи чпсламн, то, подстаuвя выесто s в правую часrь 
равенства (57) I<акое�вибудь опредu•ииое комПлексвое 
чuсдо, nолучаек ДJJII 1 (:) опредеяеввое JСО)(ЦJ[ексвое 
аваqенпе. Таким образок, /(s) есть JCOJ&1UtJtCК4JI Фunr;;..· 
ЦUIJ ltO�nдe1CC1I080 nepиttHHOlO J, . 

. 

l\oкмeкcJIIiя функция ltOIIШieкcиoro перекеииоrо s 
не обяватмьво дмжва быn. norouuoм .от •� EcJiи 
существует какое-то правпло, по коТороку, кы можем 
выпслвть коiiПЛексиое авачевие ве.ппВы /(1), авая 
'lпсловое ава'lеиие J(OIIOJI&Rcвoro uерекеивоrо · il; то 
1 ( •) есть комплексная фуmщия RО:Ыплексвоrо перекев­
воrо s. Ес.ц:в мы вмеём К&JС)'JО-иибудъ KOJШllettcвyю 
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фуmщпrо /(z)-xoмnJreRc:aoro nереме:авоrо z, тО, noJJ&.raя 
111 - /(:с). . (58) 

м.ы получаем aaгucwcoe ХQ.Vп.де�Ное nepe�nnoe w, оn­
редепяеиое li&J.( фув:кцвя f( s) х�жме�>сного н.евавис�ого 
пере.мен.пого пли арzуженrа t. В этом параграфе иы 
будем: раооиатри:вать только· такпе номппсксщъrе фуnк-

.. ции комnле-ксвоrо перемеввоrо z, которЫе · задаются 
в виде киоrоЧлёва, т. е. в виде (57).  

В слуqае дей:ствител.ьноrо многочлена j ( z) действп­
·тельuоrо перемеввоrо z liЫ имеем- nростую rеоиетриче­
СRУIО воаиожвость изображенИя ·ивоrо'Шева f (z) прп 
покощп ero rpaфJU(a ( cv. § 4) . Такоj простQ:Й воакощво­
стп геокетрпческоrо иаображевпя: комnлексного мвоrо­
Члева /(s) нокDJiексиоrо переме�оrо J иы ве нысем. 
Есть, однако, · воа)!южвость reoиeтplf'iecкoro подхода 
к вау'ч€\нlrю ко)(J[Jiсксной функциИ f(z) коиnnексноrо 
ш�реwевкоrо 1. Для этого варяду t плосrюстыо Z коип­
лекr.воrо пере)lевиоrо s ра..:сыатр&Ваiот IШоскость W 
хомплексвоrо перекеивоrо w �· .ставят в соответствие 
каждой ТО'IХе s первой плоскосТ. т.очку w :второй nлос­
хости, определвеvую по формухе (58). Иа}"lевие · reo- · 

кетрпчес.ких с-войств атоrо соотввтсТ.ия JШП, как rово­
ря:т, rеометричес.ких · свОйств . отображенив пдоскостп 
хо1ощлексноrо перемеввоl'() Z на плоскщ:ть кокпJiеRсво­
rо переvенвоrо W, открывает .бмьщие вовкожиости ДJIJI 
иауqеииа фуsхцпи /(i). Здееь JШ продемоnстрируеu 
эти возможности дпя докааательства оеноввоl теорекы 
высШей urебры. - . 

· 

Мноrоч.пев f(l) (см. (57)) дейс�Цтепьво Иllеет сте­
пень n, есаи коэффJЩJrеilт ·ао прu n-й степевк s а нем , . 
не равен вул:ю. Для того что-бы· выразить это обстоя� 
телЬство в совершевио отчетлИвой· _ форме, иы будем 
рассиатроать )ПIOro'Vfeв f(s) впда · 

.- f{l) - %" + a.s·-· + . . .  + а.. (59) 

При доказательс-тВе освовпоlt · теоремы высшей а.JI­
гебры докааываетсв nрежде всеrо, что Кllоrочл�в 1 ( z) (CJI. (59)) степевп n ;;;... t· имеет по крайвей мере один 
кореаъ, т. •· существует такое. Rомплексвое 'lneлo 
Yt, �о . 

/(Yt) - О. 



 

Геометрическа11 идея ,.окааательстаа поrо факта 
sаключаетсв в следующем. Комплексвое "'.исло s вапrr­
сывавтся в триrовометрвческой форме .• и.меиво, 

s - r [cos t + isin t1. (60) 
_Здесь r еtть модуль ко.мплсксвоrо uсла s, а t - cro · 
арrумевт. Число r в формуле (60) будем считать пос­
тояиным UОЛОiКИТМЬIIЫМ 'WCJIOM 8 будем .СЧИТАТЬ; ЧТО t 
меnяетсв от О до 2n. В· процессе таиого вамевевив па­
раметра t точка а (см. форwуау (60) ) оппсъпает в pлoc­
кoc'l'll Z оRружвооть радиуса r с цев:тром • вa'IUe коор­
динат, которуtо мы обозиа'!ПDI черев К (r) , под'lеркввая 
8TBII, что окружиость аавиеит от выбора чвма 1'. Про­
беrаемав nри иа:иеве1ШИ 1 от О до 2n онружаость К (r) 
ость аамкнутu крИВая, вменио, при t == О • t .. 2n 
1 = r, т. е. вa'IUo в ховец описываемой Jiивии совnа­
дают между собой. 

Посмотрим теперь, накую Jtивию оnнсывает точка 
w = f(s) , определяемая равенством (58), • Wiосиостп 
W, ноrда s оnисывает окружность К (r) . Имеем 

w(t) ·= /(r(cos t + t ain t) ) .-

Здесь напвсаuо w ( t) , то как перемеввы:и lfЬ1 считаем 
только '· а r - ве.'IUЧВВОЙ постояиной. Прн ЭTOII t 
менлетев от О до 2л. Далее, то как Rомпщ!Rсвое чueno 
• при t а::: О п при t == 2n .RJieeт одво в то же авачевuе 
r, то 

w(O) - uо(2л) - f(r). 
Т.акпм обрааом, .tивпя, описываемая точi<ой w(t) nри 
вакевевив t от О �о 2n, RВJIReтcя uмкнутоit. Мы обо­
авачвм ее через L (r) , подчерквааа ЭТIDI самым, что 
ова аавасит от. выбора числа r. Еслв вакпутая .ля.иuя 
L(r) ве проходnт через - ва"'ало иоордив�т. то можао 
вычислить коэффициент ее ацеплевия с началом коор­
двват (см. § 7). ОказываеТся, по д;r.lt достато•во боль-. moro аиачсивя ЧJfСЛа r = ro этот коэффициент aaцeiJ.IIe­
вшr равев чис.1у n., т. е. стспевв квоrочлева /(:). 

Вычвслвм коэффпциевт аацеuвеввR Jiвввп L(r) с ва­
чалом координат для проt;тейшеrо вида мвoroЧJiena 
/(а) , имевво, для случая, когда 

w == /{z) -= J", (6 1) 
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Зamnпev чwс.ло w в тpиroвoveтpll'tecxol форме, положпв 

w - р (cos cp + isin.cp). 
Для СЛ;рШЯ (61) СIIЯЗЬ между ПOJIIIpHЫMП 1\ООр1\11118Т8МП 
точхn w. и точюr z лмеет вид 

р ::::::�: r", ер = nt. 
Rorдa t wеняется от О до 2n, q> меняется от О до-Znn, 
п, следовательно, J<оэффициент аацеплсвпя пuпии L(r) 
в случае {61) равен n. · 

Дт1 1tьt4Исnсвии I(оеффJЩВеита аацеплевия .JUJНIШ 
L(r) с наоtалок Rоордиаат • сmучае (59) введем в рас­
смотреиве новЫй wвoroueв J(•; s) , ааввс.ящиii от дей­
стввтсльвоrо ttapaweтpa '• О � 1 � 1,  и опр�Зделяемый 
формудой 

� = f(s, •) = z" + t(4tl"-1 + . . . + а.).  "( 62} 

При • ='" +1 wвоrочлев (62) провращается в мноrочлсн 
(59), а при 1 = О  ов приобретает простой вид (61). 
Rorдa 1 описwвает окружиость К � плосJ(Ос:rи Z щш 
t; меивJDщеuся от О. до 2n (ск. формулу· (60)) ,  w== j (z, s) 
оппс.ЬПiает замкнутую t<ривую L(r, s) в ·пяосRости W. 

Иа)"JИК теперь отдмьио киоrочлев, стоящий а фop­
)IyJre (62) с коэффициевток +•. Мы его обо3вачnм че­
реi g(s), так что кы икеек 

·K(t:) := 4tl,._1 + . . . + а,.. 

Нас питересует кодудь веЛВЧ11ВЫ g(z) . Так как мы на­
мерены рассматривать бмьmке зиа чониа r, то заранее 
предполоМJD�, 'то r > t. Модуль cyJOЦ.t кевьше или 
равен суике коду.11еl (си. формупу. (28) rл.1) .  Это верно 
для проuзвольвоrо пс.па маrаекых, что .11еrко вывести 
па фopuyJIЫ (28) r.11авы I, поме.цоватмьво ее прихевм. 
По.току .vеек 

· 

, . lt(•) 1 � r•-l ( ! a, J + \aJ \+ . . . + \ а .. \ ) ,  
ecmr r ;;> 1, u� и 

(63) 

где с - \ 111 \ + . . .  + \ а" 1.: Мы получили то, что вааы­
ваетс�t • хатеvатике оценкой модуля 11еnnивы t(•) 1 
пке:ющей место при r ;;;.. 1, 
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Ив ·формулы. (62) сщед}·м, '110 

/(z, в) + (-sg(z) ) - :•. 
Отсюда, так как сумма модулей двух комWiексвы� 'IU· 
coJI больше ми раваа модулю пх сумыы; вытекает, чтQ 

lf(a, в) 1 + в\g(z) 1 > r"· . . 
Заменяя а. последнем веравеистае веJiичвJiу вJg(z) / . 
бмьшей велnч�tиой в силу формулы (63), мы nолучцем 
нсравсвство 

\J(z, в) \ + cr"-1 ;;:, r''. 
ИЛИ, ПП8'18 

Jf(z, в) 1 � r" - cr"-1• (64) 
· Так нак -мы ваvеревw рассматривать большие авачеииа 
r, то ион\см uредпо1Iожмть,: 'ITO r, > f. '1'огда ив вера· 
веuства (64) медуст, ч·то 

l f'(z, •) 1 > О 

прп 1 z 1 == i'o. Tattaк обрааом, пр• в, меняющекся от О .. 
до 1, 1 w J (см. (62)) викоrда ае обращается ·в нущ., т. е. 
крuвая L(r, s) ни при кцох ввачевии 1 ве проходит че· 
роз пачало координат. С.Педоuтмьво, (ск. t 7), коэф­
фацаснт се зацеnления не хевя:етСR при изкевенuи '·от О 
до t. Но пр11 s=O этот t(оэффпцаевт зацепления вамп 
вычислсн. Он равен n. Спедоватепьво, и для квогочлсва 
f(z, 1) при s=;:1,т .е. для мвогоЧЛева (59), коэффициент · 
аацеWiовпя кри во'й L(1·) также равсв n, еслs r - r0• 

По.пьауясь uолу'lсввым результатом, можво n:erкo 
доказать, что ивоrо"'IеВ f(s) (см. (59) ) при n� t, всеrда 
uысст хотя uы одпв коревь. Еслп свободвый член 4,. 
многочлена /(z) равен иу:11ю, то этот кноrоЧJJ.еи нмеет 
очевиднЫй корепь "t1 =0. Поэтему мы рассмот.Рнх лишь 
случай, коrда 4n #= 0; . 

Расс)(отрим nзмt•веппс I<рввой L{r) прs r, уGываJО· 
щек отrо до О. Цри таt<ом пзмевсппИ r крnва� L(r) Ае· 
формируется u uрн 1·==fJ стяпtваетсв ·в. одну T()'fi\y w=­
=-4,.. Это авачн.т, что w(t) npit. r==O есть веп9двпжва11 
тo'II<I\. плоскоспt W, O'I'JIИ'lнaя от начала I<оордиват. 
'Таким образом., аргумент этой то'П<И <p(t) вовсе ве ме­
няетсЯ. Мы икееJоi <р (2л) -<р(О) саО, т. е. коеффпциевт аа­
цеWI,еиия крпвой L (О) с и� чадо к коор,IUПiат равен нулю. 
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Т�и t<aJt, по раиее доt<ававяому, Rоэффициевт вацеме­
пus крпвuй L(ro.) t: на11алом координат равсв n, то в 
uроцеоое деформации крu�я L(r) прв r, ыепюощемся 
01 ro до О, доджв.а Dpll !'а ком-то aвaчe!JIIJJ r пройти через 
BA'IBJJO .-<OOp,IUIBAT, 0б08П8'1ИМ ЭТО BB/t'IOBИO 1' через r1. 
Таким ·обрааок,,крввая L(r.) проходит через пачаЛо ко­
ордвnат. А ато·ввачит, что при каJ«>м-то anaчcnuu t, ко­
торое равво t1, мы имеем w(tr) =-0. Та1ш:u обравоu, 
ПО.ПУ1188)( 

w == j(r1 (сов t1 + 1 sin tc}} = О, 

и, с.nедоватеп:ьио, 

"1'1 = r1(costt + isint1) 
есть RОреИЬ :ивоrочлова /{1.) . Tou самыJоl с�·щсс1nовавпн 
оДвоrо корвli ивоrочясuа J( z) докаааво. 

· · 

· Теперь уже nerкo донаэать, что мвоrочлов J(1} 
(см. (59) ) степени n вмев:r ровво n корвей. Это донааа­
тепьство и8Jre.гaeTCR В а.rrемевтарвой алгебре, ВО R его 
эдесь. повторю. BoaьxeJI 11роизвопьвое комплексвое 
чвс.nо у 11 будем дедnть многочлен /(s) (см. (59) ) ва дву­
чЛен 1 - у. В .ревупьтате долов_ия мы по.п:учви остатои, . 
быть может равный иyJJIO, t<оторый, однако, .не аав11сnт 
от s и который мь; обозначим через Ь: Мы п.месм, спе­
доватмьво, 

(65) 
· где мвогочлеu /1 (i) · имеет уже стеnень n - f u ваnнсы­
uается в виде 

j,(i) = z"-1 + b,s"-1 + . _;
·

. + ь�. 

ПодстаВШIJI теnерь � равенство (65) вместо nроааволь· 
uoro ttисла V корень У 1 Jlвoro"'JJeиa l(s), получиЫ 
ь = о. Таким обравом, мвоrочлев f(z) ДеJПIТСЯ на двy­
'IJICII z -Yr  •. eCJtu У1 сеть корень миоrоЧJiева -f'(z) . ' Еслн 
uнoroЧJieB f ( z) uм.сет. степень n > .2, то MJ!Oro'IJНJB /1 ( z) 
n.меет стеnень n - 1 ·� 1, 11 уже uo докаваивоJiу ИШJ{ОТ 
бЫТЪ p8aJIO>K�B В8 :ИBO>IШTCOID 

. . 
j1 (s) =. 12(s) {z·- Yt}, 

где Vs - .кореn мвогочлева /1(1), а аиа-чвт, в мвогоuе­
ва 1 ( •} . ПpoдOUWJ arot: процеес далее, мы noлy'IIUI ДJШ 
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waorotJJteиa f ( z) равложевке 
f(z) = (� - Yr} (s - Vt) • • •  (s - v.). 

Числа· 

. :\�. ·. ,, 

. (66) 

(67) 

оч:свпдно, явняютсs корнwи ипогоw&ва /(z) . Оди!iко 
некоторые из вitx woryт оt<азатъся раввыwit .цруr другу. 
Tai\IO.f образом, утв.ерждение, · что мaoroueu n-ii с-rепе­
ви f(s) имеет nкорвей, озва11ает ве то, что все этй 1IOJ>6rJ 

рааличiщ иежду собой, а ниmь то, что ивоrмнев j(:) 
может быть представлен в виДе про:иаведенюr (66). Ecn1i 
число Tt встре'lается в IfОСJI��оватмь:нооти (67) толы:о 
одни раз, то корень у, вааываетси npocrьw "орнеж 
wнoroчJJeнa /(z)·: Если ов встре11.ается в �той последова­
тельиостн вес�оя�•tо раа, ваприиер, k раз, 11 k > 1, то 
КОреНЬ f l  . H88ЫB8CTCII ltparHЫЖ 1tOpШN 1tpar1tocru k 
многочлена /(r.}. · · · · · · 

В донце § 3 бы.rrо доказано, что еслп инoгo'IJleR f(z) 
ЯВЛRСТСR действtтт.ельвым, т.-. е. имеет дсйствптельвwе 
коnФФициевтьr, то варяду с каждым RоммеисПым Rор­
не14 "{он я мест и �орень у, соnрищепвый с у. Оztааьтвает­
ся, 'ITO корка у и уа этом м:у'lае ииеют Рдиваковущ крат-. 
иооть. Докажем это. Допустим, что i есть кохщеяс,rJ>�:й 
(не дойствительиый) иоревь. 'Гогда у та�mе есть. коре�J.. 
np!IТOM отnичвый от у, в многочлен f(s) раалаrаетея в 
nроизведение 

/(;�) -= (s -:y) (s - y)/,(s) = f(s)/,(s), 
где 

g(z) - (s .:_ у) (s -У) -:- s' - (r+v)s + '" 
ест1. действитtщьвый xнoro'til:eв. Та'КИИ .обрааох, деiст­
вптмъвый ивоrочлев /(z.) l(елптся на деiстввтел:ьиыа 
м:воrоч:nев g(z) , В; следоватf)льно, пJ.юво.ц�� дмеиие по 
правмаи элементарной алгебры, мы пмучпм в рваулъ­
тате делев•tв дейстJiптельвый мноrочлев /2( s) . Еслп 
Jlli:oroueв /2 (:) вновь Jtиеет корень у, то он вмеет п R<r 
ревъ. 'i. Iiродопщая этот nроцесс дмее, )(Ы убеждаемея, 
;ito корив "1 а i действtiтельвоrо мвоrочлева f ( s) имеют 
OДJU18JCOBYIO Rр8ТН�ТЬ. . . . 

П р  8 м е р  9. Рассll'отрвм ·бол ее nоtфобво проетей-
r:пd мвоrоuев етепевп n 

· 

· 

J(s) - •·, . 



 

цеnо, постараемса более · ясно представить се& reo-­
мeтpntюiOI .о'I'Ображеппе f плоскоста Z ва WIOCJtocть W, 
on�NJ�eJioe равенством w = s". Длll зтоrо введем ;в. 
шоскост.ах Z в W полярвые коор,/\иваты, nмевво, по­
ложим 

Тоr.да и)lеси 

s = r (cos t +t sin t) , 

w = р (cos <p + tsinq>). 

р == r''. <р = nt. 

. {68) 
{69) 

То11ка 1 при ПOC'JOJIBBOM t в веоrраввчеiн�о возрастаю-· 
щек r 0'1' О, описывает в плоскости Z пряиоJ!ппейвый 
луч А (t), В&I(ЛОВеИВLIЙ J( положптельпой поЛуосв аб­
сцпсс на yro.11 t (см. 68) ) .  Соответствующая зтой тi>ue 1 
точка ro {см. (69)) оnисывает в это время пряиолипейиыu 
луч В(ср) в ПJJOCI:IOCTJ( w, И81U10ВСПНЫЙ к ПОJIОЖИТеJIЬПОЙ 
П()луоси абсцисс ва угол ер === nt. ТаiЦ!М образом, прn 
фиксвроваивом t oтoбr•aжett!Jef плос-кост11.Z в Плоскость 
W превращаетс11 в отОfijщшен11е ny'la А (t) на .ny11 В (tp),  
задаваемое формулоi -

p = r". (70). 
Дll11. тОrо nобы JrУЧШе представiJТЪ себе зто ото(jраже­
вnе луча А ( t) ва .nу'Ч В {ер) , можно рnссtоrотреть Графи1С 

фуПКЦIIК (70) 1 ОТRЛаДЫВQ8 r ПО OCI! 
абсцисс, а р по оси ордИнат 
(рлс. 37). Заметим, что луч А (О) , 

{'.овnадает с nолткительttой полу­
uсью &ООЦ1\СС В8 DJIOCitOCTИ Z, 8 
п:уч В (О) совпадает с Попожитель-
воi полуос.ью . абсцпсе . на пп:ос­
l<оств W. Пусть теперь t возрас­
тает 0'1' О до 2n/n. Тоrда хуч А (t). 

r. заметает угол иощду лучом А (О) • 
А (2пjn) веmtч"ивы· 2n/n. Соответст­
вующий атоку п:учу А (t) яуч В(ср) 
соверПIИт в зто времЯ поirвыi по­

ворот ва 2n и ааые·rет всю мосRосi'Ь W. ДаЛее, . при 
возрастарии чncna t от 2я/п .цо lur./n n:уч А (t} Заметет 
yron: между nуча101 А (2n/n) в А (4n/n) велвuны 2:&/п. А соответствующut ему дуч В(ср) 11нuвь аам�ет всю 
uocжocn W. Таким обрааок, коrда t воараст&tт or О 
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до 2n, луч А (t) заметает всю плоскость Z, соответству­
ющий ему луч В ( q>) совершит 11 по.пвы..1: оборотов 11 n 
раз заметет всю- п.поскость W. Мы видим отсю­
да, что при отображеаии f плосность Z n с.лоll­
ънх накрывает п.п.осRостъ W, raN что в каждую 
ТОЧКУ Ш:#:0 ПЛОСIЮСТП W ПерСХОДilТ n· TOЧelt ПЛOCROCTII 
Z. Исюrючеи11о составляет то.пы<о начало :коордuнат О 
ШJоскост11 W, в которое поройдет только начало коорди­
нат плоскости Z. Описаввое зДесь отображение f пло­
скости комплеRсвого перемениого Z ва плоскостъ ком­
плеисноrо перекеввоrо · W очень типично и пrрает важ­
ную роль в изучении фушщий Rомплеt�сноrо перемев­
uого. 

II р в и  е р  i.O. При- доказательстве основвой тео­
ремы высшей алгебры нами была взята 6кружность·к (r) 
в плоскости Z Itомплексвоrо перемениого z радиуса r с 
центром в начале Iюордин�т. Прн отображев1ш f(z) 
(см. (59) ) окружность К (1·) персходшха в зам.квутую J(plt.­
вyю L(r) плоскоснt W. Бьшо II01(8Эano, 'IТО для доста­
точно большого значении r = r0 коэффuЦJ1евт зацсп.ле­
ния замкнутой J(рnвой L (r0) с вачалоil координат в пло-

. щ<остн W равен n. В продположеюш, что �вободный 
"ЧJICB мвоrочлсва (.59) an :F-o. мы рассматрцВаю1 дефор­
мацию ·аамннутой кривой L(r) nри r, vеняющемся от ro 
до О, Так как коэфф1Щ1швт аацеПJiенuя криВОй L(ro) с 

.нач�ои коорд1шат равен n., то ест.сствовво было бы олш­
дать, что в процессе памененuи 
числа r .от r0 до О кpiPJ8JI 
L(r) пройдет через в�чало коор­

динат ·n раз, а это означало 
бы, ЧТО ИBOl'OЧJICB (59) ИKeJI бы 
·n разлнчв.ых I<Орвей, в дсiiствlt­
тельностn же ов может иметь 
кратные ворни. ДJIJJ того чтобы 
о()ъясвnть геометрически проис­
ходящее при этом явление, сле-

дует представить себе, что крп- Puc. З8. 
вая L (r) может иметь прп век� 
тором значенuu r пеболыuую петлю, обходящую 
вокруг начаJrа I<оордпиат О в плосКости W (рис. 38}, 
npirЧcм при убываппп r петля эта стягивается 
к пачалу х<оордuпат. Таюrм образом, в�rесто того, 
чтобы перссечься п пройти череа начало I<оордпп!lт 
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цажды, :крnаи L(r) проходит чере!J пеrо ввmъ nJIUII 
раа. Стлrивание.и петель raкoro рода и объвсаяется 
(}J1JIJШIJe корней, откуда и nолучаются кратвьtе корни. 

Д О Б А В Л Е Н И Я  1\ Г Л А В Е  11 
Будем: счnтать, что в пространстве вв/I,в.вв. nрлмо­

уrовьвал деJ<артова систеuа координат таниv способом, 
как зто бЪL!lО опnсаво в добавлеmm к главе r. Рассмот­
риv свRЭи ve)J(дy алrебраическими ооотиоmения'мв и 
rеокетрвчесщпо�и фurypauи, коrорые �ет аоаыожиость 
уставовить &та система координат. 

t. ФувкЦQк двух перемеивых и их rрафпп в прост· 
раисnе. Еав f(zt, z2) есть функция двух веаавпсиw.u 
nopeu.elUtЬIX z1 в :t2, то уравнение . 

%3 ,... /(:tJ, Z2)' 
определяет в пространстве поверхносТь S, еостоJПЦуiО 
из всех. точек :t впда 

Z = (:tJ, Z21 /(:tt, ZJ)) •  

Эта поверхность S представлRет собой rрафих фувкцп 
двух перемеаиых /(:tt, z�) в пространстве, полученвый 
при помощи выбранвой системы координат (сравив 
§ 4).  Поверхность S может быть построева медующим 
образом:. Пусть z1, :t2 - nроиааольиал пара . чисел в 
р о= (zt, :t2) - точtса в воордаватвой плоскости (t, 2) с 
I<оордппатами Zt, z2. 1\оордвваТJI&R плоскость (1, 2) 
в есть плосRость Р. На перпевД1U(упяре к плоскоста Р, 
проведеuвом �ереа точку р, отложИм отреаоR pz дnивы 
1 /(:tt, .2:2) 1 .  иаправлепиый вверх, еми ttcno f(zt, Zz) 
положи:rезrьво, в вниа, еели uсло /(:tt, z2) отрицатель­
во • .Поверхпость S состоит из всех точек : описаввоrо 
вида, когда чима ж1 и :t2 привимают вСевоаиоЖИЬiе ава­
чевюt. 

ECJJи фувrщиа /{zt, :t2) есть в:овстаита, т. е. 
/(:tt, z2) = е, 

то поверхность S аредставлlrет собой плоскость P{cJ. 
парамольвую nnocr<ocтв Р, провсдспвук; па расстоа· 
вив 1 с 1 от плоскости Р вад вею, емв с поnожптельио, 
в под вею, 8СJ1И с отvицатсл�.оnо. D плоскости Р(с) есте-
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en�no вoaпtn(ae'f trpm.toyгoльиa!l �екартова еwстема 
1<оордцнат, nмсвно, за первую ось медует принять 
пересечевuе ПJtоскостп Р(с) с коордвватиой пnосRостью 
(1, 3),  а за вторую о_сь медует принять пересечеппе 

. JIJIOCROCTП Р(с) С КООрЛВU8ТЦОЙ WIОСКОСТЫ,) (2, �). 
Рассuотрю� теnерь бодее -тересвую · фуВкцmо 

f(�J, Xz), ниопво, функцию, опредеJJ:sеиую равенством 

f (xl, х!) = cx(z� -хп, 
rде сх - положnтсп:LПое чnмо. Дпя· тоrо' чтобы бщте� 
ваrля�но представнть себе поверхвост� S, опрсдеJiя:емую 
соответствуж�щим уравневnек 

(71) 

пересечек эту поворiвость П..'lоскостыо Р (с) . Лuппя 
поресечев11я поверхности S е шосиостыо_ Р(с) задается 
в ПJJоскостn Р(с) уравнением 

2 2 с .Жt - Х2 =-, . а. (72) 

Прп с-=0 ппосr1ость Р(с) есть плоскость Р, а уравие­
uие (72) опрсдедяот в вей ливпю, состоящую па двух 

Ркс. 39.._ 

пгnы:r. - бвссектрио. zoopAJПtaтm.a авадраптов. При 
с пможительвои лввв11 пересечеВИII представляет со­
бой rвпербояу, ветви которой расположевы справц и 
CJreвa от второй оси, а при отрицательном. - rПIIср(юлу, 
ветви которой располо)fсевы спиау в сверху от первой 
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оt:п. Вникая .в это 01шсаиuс повсрхностn S.. мы ъrожем 
у�дИ1'ЪСЯ В ТОМ.,. Ч.ТО вблИЗИ начала . . координат, 1f:epea 
которое поверхность S nроходит, она имеет форму . сед-
да (рис. 39). , . . . . .  2� ФувкQц трех перемев�х в сооnетствующве 

,_ IIJI поверхности. Если F(x1, xi, .х3) е_сть функц11я трех 
везав:Исnмы.х псремевных i:t, х2, х�, то ypa'll.нunuc 

• F(xt, х2, хз) = О  (73) 

опредепнет в пространстве поверхность S, состоящую 
из всех тuих то>�ек х = (х1, х2, ха) ,. координаты кото_, 
рых удо:в.петворяют уравнению (73). 

Ра�мотрик теперь два сnециальных вида по:верх­
востей, ИJо(енво, цвпивдры и конусы. 

Пусть Q - неi<оторан плоскость пространства и .L -

проиэвооьааJI ли�я на етоi плоскости. Через кеждую 
точку р пивпп L проведем прикую R (p)� псрпевдпну:­
nярвую и щхосиости Q. Совокупиость всех точек прост­
ранства, пежащuх на этих uерпев.дпкуJrярах, вазЬЦiа­
стся: цrминдро.ч. Лиив:.н L называется иаправдяющей 

Рос . .Ю. 

цилиндра, а 1\анщая пря�ая R(p) - образуюЩей цп­
.пuндра (рпс. 40) . Еслu Q есть коордJJнатнаll шrоскость 
( 1, 2), а JШВUЯ L в этой шrоскости задавтел урав-
веинем 

(74) 
то очевuдпо, что цnлпаДр с наnравшпощсй L в вроет- . 
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, ранстае амаетс� ypaвlli!JШeH 
F(:x,, Х2) = О, (75) ' 

11 ура'!\И611Ие впда (75) всегда определяет В пространстве 
ЦIIЛПВДр t' В8Пр8ВJ111ЮЩСЙ 
L, оnределяемой ураввевп�:м 
(74 ) .  

Пусть. в .- векоторая фик­
сИровавпая точка простран­
ства п S __: векоторая пов·ер.х­
вость. Поверхность ата ва-

. аыва,ется хощJсо.к с верщи­
ной s, если варяду со всякой. 
точкой .ж, привад.тrежащей S 
в отлн'lвой от 1, поверхнос-
ТИ' S . принаДлежит и вся . . . прямая, проходящая через . Рие. 4t. 
точ:юr в n :х (рис. 4f). · · 

: .. . · ', . ЕС!Iи функция F (:х1, �2, жз) ес,-ь однородв�я . . ФJ:JI,КЦИя 
степевц однородиости k, т. е. удовЛетворяет Y�Q}SПIO 

F ( t:LZ1, t:LZ2, t:LXa) =. a.tF,(:x,, Z21 �а) , 
то О'iевидво, что ypaвнeJUie 

F (Жt, .t2, .хз) � О 

определяет в пространстве: нонус с. вершивой о� . ·. :У 
3. Поверхности вращевв•. Пусть L - uвив, задан-

ная в координатвой пл:оскости (1, 2) У�Jавиевиеи 
. 

F(x1; z2) = Q� 
ВуДеъ.-теперь вращатЬ всю плоскость (11 2) вокруг осиJ. 
Тоrда щtвпя L в процессе своеrо движения опишет 
поверхность s, уравпева� которой, как nerкo вяд�:т.ь, 
вu:еет вид 

F (.xl, V .х� +.ж�) =  О. . 
• 

! � .� • "-\ • • ... 

Ясно, что за ПЛОСIСОСТЬ задавнj{ Лиliип L коЖво вЫбрать 
пюбуrо па трех коордииs.тпых плоскостей· простраllсТ.вii, 
в что вращеиив м:ожво производить воируr 'пюбой 1\оор­
диватвой .оси, лежащей в aтoii коордии'атиой IJJioCRocrir. 
Уравневое поверхвоста вращеппя S получит тогда со­
ответствующий впд, ното·рuй хегко Jraiiтu. 



 

Pacc1o1oтpn.w ве<шолъно интвресвых . поверхностей 
вращсппя. 

Ilpюieм за лiiпшо L прямую, ·лежащую � координат­
вой плосiюстп (2, 3) n определле11ую. уравневпек 

kx3 = х�. 
rде k>O. ВраЩР&nе будс11 проnзводптъ вокруr третъсii 
осп. "Ураiшеиде поверхности вращеюiя S в этом слу>Jае 
Jl)(eCT BllД 

'kx� =:: V х� + х�. 
'УRIIчтожnя пррацпопалъ�ость, мы получае1о1 

k2 2 2 + 3 х� = Xt ха • .. 
Поверхность S, опредсляешя зтпм ураввсвпем, 
предстаВJIJiет собой "РУг./Шй "он.ус, осыо которого n� 
ляется третья коордпватвая ось пашей cncтe1ibl KOOfr 

д:Ипат •. · 
Зададим теперь лnппю L в плоскостп (?, 3) уравис­

впек 
2 

z1 =  ах2• 
"Уравпевпе это опредеJI.иот в координатной ПJJосностп 
(2,. 3) параболу. В результате �ращеник этой параболы 
вокруr третьей коордnнатноii осп мы получии поверх-
вос:ть S, определяемую уравпевпси · 

za = a(xf + хН. (77) 
Эtа поверхность ваэывается nарабоАоuдоАС вращен.ия. 
o.reВI; важпо ХОРQШО представить себе ее rеометрпче­
сnуiо форму (рве. 42) • 

'"
. 
Зададпы лпвпю L в плоскости ( 1, 2) ypaввeпJJtell 

ж' :z:2 
t + 2 . 1 

(ii" Ьi"' - · 
Уравненпе зто опредеJiяет в плоскости ( 1, 2) влпппс. 
Мы не будек предпопагать вдесь, что а�Ь. Еми а<Ь, 
то фокусы зллппса nежат ве ва- первой oclf, а ва второй 
оси координат. Поверхвость враЩевwr S атоrо annиnc�t 
BOI'PYI' ·

первой оси координат опи�ывается уравневвек 

. ef ·� eJ . 
...- + ъr  + -v  - 1. (78) 



 

Поверхность S в этом мучае вааьrвается в.мипсоидоя 
1ращен.ия. Емн а>Ь, то ЗЛJIJIПCOIIд вращеиии вытивут 
8ДОJJЬ ОСВ 8р8ЩСОИJI, CCJID Н(С а < Ь, ТО ОВ СПJIЮЩОИ 
вдодъ оси вращеuпя. Сп вдует всво nредстав1rть себе гео­
метрическую форму &той nоверхности (puc. 43). 

Рве. 42. !'IIC. � 

Расскотрих теnерь фttrypy, nолучаекую в рсау,льта­
те вращеаии гиперболы. Зададим ее в коордвватuuй 
плоскости (1, 2) ураввевпсм 

zТ .� 
jil" - ьi = t. 

Поверхность, поnучаекую пу-rем вращении втой rnпop­
бOJJы BOI(pyr первой осв, -обовпачим череа 81, а получае­
мую прs · вращевип вокруг второй координатвой осв 
оооав:ачuк через Ss. Ураавекие поаерхвоств. 81 иыее� 
вид 

cr � � 
. 

iii" - ьr - ьr == 1· 

Ураввевве вовершости S2 ваписывается в аиде 
1:2 1:2" .� 1 + :t 2 1 7 iii - ьr - · 

(79) 

(80) 

Очевь важно хорошо себе представить обе поверхности 
S1 (рис. 44) и S2 {рис. 45). Она резко отJ11111аются друr 
от друга. Поuрuост• S1 .u.JU�eтca 'iJfl/l&O.AOCf'Ш.UC 
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аи�рболо,.Юо.м вр4ЩtНUЯ. Она называется T8J( ПОТОМУ, 
Что сост<шт ua двух раадсльвых. частей. Поверхnость S, 
является однопоАОстньuс гипербомидо.м вращения. Ова 
вааi.iваетса T8J( потому, что оостОnт иа 0,/{КОI'О RYC}Ka. 
'Vраввевnя зтПх поверхностей S1 и .S2 отличаются друr 

;r:J ' 

Рнс. 44. 

Pu�. 45. 

от друrа тем, что в леВQй части ураввевва (79) икеQТСЯ 
l(aa отрвцатмьRЫх uева, а в ураввеJiии (80) то.пьво 
OIU"I отрицательвый >шеи. . 

· · 4. У pa8Relllle JUOeвoerв. Пусть . Q - провавоnьвая 
uосиость в пространстве. Выведем ее ура'Ввеппе в аа-
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дааиоJ системе декартовых �tоордиват. Для этого про­
ведем прямую- R чераа начало координа·т, перпевдику­
.лярауJО � ЩJQСкоств Q, И обоэвачии через q пересечение 
дiUJMOЙ R о цлоскоотью Q. ДJI.ВВу отрезка oq обоавачик 

. чер�!} /1, Обоа�ачи�& ,Rалее череа г вeittop мииьr единица 
ва пр.11кой /l., к имеющий направление oq, еспи q ве сов­
падает с о. и произвольвое иапрамевие, ecmt q со11па­
дает с . о. Коордива1'ьt вентора е обоавачих череа а,, cz2, 
аз, т . . е. полотик 

г -= {«t, а2, аз) . 

Очевидво, что тоuа z== (Zt, z2, ха) тогда и только тог­
да привамежит плоскости Q, коr..Ца ее пpoeiЩIIJI ва пря­
мую R совпадает с тоuой q, т. е. коrда мьr икеек 

г·х .io:: а · 

(см. добамеиие к ·rл. I, . формудl!- (47) ) ,  ИJIИ, в коорди­
натвой форме, 

(81) 

Это есть так пааываекое н.о,рJUUьн.ое уравнен.ие мос"о­сти в пространстве. Козффициеиты а,, а2, аз .обладают 
тем свойством, что 

-

. 2 + 2 + 2 1. 
«t а2 а., = , 

а чис.по а веотрицательио. 
Совершепво так же, по.льау11сь операцией проекти:.. 

ровавия; : можно записать уравkеиие любой пр11мой в 
плоскости Р с координатами z, у в фор11е 

х cos ер +  у sin rp = а, (82) 
rде 

. е == ( соз ер, sin ср), 
и а - веотрвцательвое· чис.по. 

Уравневив (82) иааШiается норАЮ:.АьнЬUi ур-авн.ен.ием 
nрЯАtОй. , . 

5. По•ерхвоств: первоrо • атореrо порцкоL Пусть 
F (х,, ' z2, хз) - киоrочлев первой ми второй степеim 
отвосительио перекеивых х1, х2, х8• Уравневне 

F(x1, х2, zз) == i>  
опрелеляет поверхность в · пJюстравстве. Эта поверх­
иость иаэЫ:вается поверхностью первого nорядка, . если 
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Юlоrочлев F(xt, ж2, ж�) nмеет tti!p&yl() t1:eneвt., tt. nоеер:t­
ностью еrорого nорядка, если кво!-'оч:лев F (Xt, х2, жз) 
и:кеет вторую стеnень. Ниже в добавлении 1< главе Ill 
будет доказаво,·ч::то всякая повl)рхвость первого порядка 
есть плоскость. Что· я<е касается поверхностей второго 
порядна, "То в добавлевпи к .rлаве 111 будет дана nx под­
пав классвфпкацпя. Именно, оказывается; что поверх: 
.вость второго поридJ<а либо вырождена, т. е. представ­
ляет собой цuлпвдр плп конус, лпбо же в надлежащей 
свсте.ие прякоуrольвых Rоордnват ииеет о,L\ив из сле­
дующих пв:тв видов. . i) "Э Л JI В П С. О П ·д. 0� QПИСЫВаеТСВ: ураВВ!!ИИеМ 

жr. � J:� • 2 + 2  + -:а =  1. (83) 
а1 а2 · о3 

ЗДесь а1, а2, аз суть поnожвтеnьвые· числа, -оnредеnяю­
щие форму эллипсоида . 

. 2) Д в у п о  л о с т в ы й r н о е р  б о л о-и д. Он 
описывается ураввевuеv: 

2 2 2 . � - ..:: _ 2 � {. 41f о� aJ (84) 

Здесь а1, �. аа суть положительПЬtе числа, оnределяю­
щие форыу rипе.рбо�опда . 

. 3) О � н о ц о л о с т в ы й  г и n е р б о л о и д. Он 
описывается уравненнем 

(85) 
ЗдесЬ а1, 4i, as - положителЬвые числа, опредеJUiю­
щие форму rипербОJiоида. 

4) Э л л п п т ич:: е с н п й  п а р а б о n о и д. · Он 
описывается уравневnек 

(86) 

Здесь а1 и а2 - полоЖII'l'вльные числа, оnределRЮщ•е . 
фОрму парабодоида. 
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5} Г и п е р G ол n ч еt J( П Й  
Ов опnсывается ураввенuем 

$2 :r'l 
_ _..!... _ _.!, Хз -- <! ·• . а, аз 

n а р а б о л о и д. 

(87) 
Здееь а, n а2.- поп:ожптмьвые чпсла1 определяющnе 
форму парабоп:оида. 

· Для того чтобы п:учmе представить себе поверхвостп 
1)1 2) 1 3) 1  4)1 СJrедует еравпить их с поверхвостJUШ вра­
щевия:, эадаввым:к соответственно ураввеmuпш (18) ­
(80) 1 (77)� Наждая па поверхностей 1) 1 2) 1 3) , 4) отлпча­
ется: от соответствующей повср:хвостп вращения сжатJr­
ем: в ваправлеnиц координатной осв, перпевдuуJrярвоii 
:к оси tращевпя. 

Для: того чтобы представить себе поверхность 5), 
cn:eA)'e1' сраввпть ее с поверхностью S1 опредеп:sе:мой 
уравневnек (71), от которой она отп:ичается сжатИем 
.пибо в иаправдепп.n первой оси, .пибо в иапрiUШенпи 
второй оси. 



 

Г я � в а  111 
АВАЛИТИЧЕСКАЯ; rЕОМЕТРИJI ИА ПЛОСRОСТИ 

В § 5 бrи:о уваааво, что ес)lп · иа моекости Р вкеетея · 
де:карто•а евm-.а коордпват, а F(ж, 11) ьетъ векоторая 
функция IUI}X иеаuпеnкых перекеввых. Ж в 'J, ТО урав­
иевпе 

F (ж, lf) - О (1) 
опредеuет иа DJIOCtcoeтп Р ппвию, eoeтo.IIЩYJCI па всех 
таких точек а -=  (ж, у). коорр,пliаты которых удовпет­
вориют уравве!ПUО ( 1) . 

Аваnпич:ееиая rеокетрпя ва . ·ппоекоетв ивучает 
те JШВПИ. которые опредепаJОТСа ураввекпек {1) а _спу­
чае, когда F(.ж, у) есть квоГО'Inев перВой � второй 
степевn отвосnтепьво · перекеввых :z •- v. ЕсЛп 

. киоrоuев F(:z, 11) вкоет первую степевь, то с:о-
. ответству.ющаа япвпа вааыааетса пвией пер.оrо 

порsдка. Еспп квоrоuев: F (:z, V) пкеет вторую степень, 
то с.оответствующаа ппапв: вааываетеа uвпей второrо 
порадка; чаще rоворат - кривой второrо порядка. 
Докавываетса, что пввпя первого порядка есть пракая, 
.-ЮJВПR второго порядка, впв крвааа второrо порядка, 
ее'lь 8JUUinc, rипербоJiа впв парабопа, аа вс1U18)чеввек 
1аырож.це11ВЫХ спучаев, когда уравививе ( 1) второй сте- · 
певп опре.цепает две пр.акые, о.цву пракую. одву точку 
nпв вообще ве оuре.цепвет liu о.цвой точки. Эти фаК'fЫ 
будут уставоuевы в § 10 вастощей rпавы. Напокв.ю, 
что уравиепа е.uипса, rвпербоm.r в пара� бrи:в 
выве.цевы вакв в § 5 ·в пре.цпопожеввв, что декартовы 
координаты распояожеRЫ отвоептепьво крuвой еше- -
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циальвЫи обрааои. Та1ши образом, для доназатеп:ьст­
ва тоrо, что уравпевце второй степеш1 ( 1) опродепкет 
е.цлu.пс, гиперболу плн nараболу, вам нужно выбрать 
веJ«>торую другую систему JСоорд11Иат,· отяичвую от 
той, в кОторой уравнение (1)  задано. Донааатмьство 
aaюrю'laeтcli в тои, 'ITO вместо аадаввой ·систеИЬI .коор­
двват, в иоторой аациоаво ураввевJJе (1) ,  выбараетс�t 
веt<Отораи другая система денартовых координат, в ко­
торой ypaвиeJIJie нривой имеет спецпальвый 'вид, дав­
вый в § 5. 

Такiiм образом, первая задача, стоящая Перед вau.u, 
ааключаетс.я в устааоВJiеиии связи . :ме� двуии 
денартовы:мп сuстемамii ноордииат, :выбрi.выии па 
одвой п той же ПJIОСКОСТВ Р. Решению . mй ' вадачи 
пQСвтЦаетс.я § 9 этой главы. · ··,' · .. · 

Поспедвнli параграф этой ГJiавы_ пос,�хцев докааа­тспьству тоrо. факта, что любое сечеви.е кpirлoro нову­
са ПJiосностъю, не проходящей череа. ero :вершину, 
есть аплВJiс, гипербола пли пapaбonl!-i- ·• что каждая 
из этих кривых может быть получена, как такое сече­
иве.· Этот факт был иавестев еще дре·вВим грекам до 
В8�8ПI� вашей �pW, И ОИ дает OCHOB8BЧ&,�Jm ТОГ,О, ЧТОбЫ 
вa,aьt11a't'i. цере�исл�ввые кривые Rо�Кими сечеипя­
К11. В f i 1 вастоищей главы. чисто rео�рвческИv, очень 
И8JIЩBWX М8ТОДО:М, соверmеиво Ве aaJtii�JIЩп:м ОТ МеТОДа 
:коорmщат, до:кааывается этот peayJii.'tat. Приводпиое 
в, вех доказатШство бЫIIо получено 8 19 веке в в вас- · 

-rовщее время, ка:к правило, не включается в высшую 
хатеvатику. Я nривожу ero TOJIЬKo ввиду ero rеометрn-
ческой прпвлекателъиостИ, · 

Все содержаиве зтоi главы посая:щево · ИЗJ[ожевпю 
чисто геометрических фактов в ве ·будет использовать� 
ся в дальиейЩек при иап:ожевви авалиаа; таи что чита­
тел�,· иитересующиiси • освовном aвanuЗG)(, а ие гео­
:метрией, х�ет без ущерба для себя nропf-стпть ату 
главу. В наибольшей степеии СRаэанвое отиоси.т�я к 
nоследвеJ4У: § 11. В то время, как в § 9 и 10 развивается 
аетод коор,циват, весьма важный для с·овре:мевиой выс­
шей иате:матпкв, в § Н он вовсе не используе'lСИ, кеж­
ду те:м как 'резуЛьтаты § 1 1  иоrут быть легко поп�ены 
примjjненпеы котода ноордвват в трехvервои. прост­
ранстве. \ ' 
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§ 9. Прсобраз�ваипе деiСартовых: •оордuват 
Щl ПJIOCKOCTB 

В §  1 на ПЛООКОСТИ.Р иашеrо чертежа ДОВОЛЬНО onpe-. 
дсJrеииым образом была выбрана пр.ямоуrолЬная спето­
ма декартовых координат. Ось. абсцисс проходила rо­
рпзонтальио и была· направлена слева направо. Ось 
ордива т проходила вертюtа.Льно · · п была наnрамеnа 

сниау вверх. Пересечение осев :..:.. начало координат ..:... 
мы обоавачаnri через о. Эту систему координат, в О1;J1П .. 

'tИе ОТ друrой, которую )(Ь1 ·будем рассмаtрнвать Ва 
nлосiСости Р, мы будем называть первой. Заметим, 
что в этой первой систе•1е координат · поnожитеяъвав 
полуооJ. ордИват получ�ется ив uоложите�ъной поnуоси 
абсцисс путеИ поворота · nООJiедней на Yl'9.11 n/2 против 
часовой ст�лки. Это обстоятельство выражают, roвo­
pR, что первая система координат opue�rupotaкa про­
тив чtЦ:о8ой crpe'"u �и nомжиrмi.ко. Представим 
себе теперь, · что на плоскость пашего чертежа пможо� 
на проврачпая калька и на нее переведсна дервак cnc­
tcxa коордп.ват. т; е. осп Nоордnнат · u· unпpaвneвllll 

на ·ви:t. Передвинем теперь 
нальку RаЮО4-вибудь обра· 
аои по плоскости чертежа, 
ве отрыва11 ее от wrоскостп 
чертежа. Тогда мы будем вп­
детЬ сразу две �нстемl!l ко­
ординат: riервую сквозь njioa­
paчи)riO кальку 11 втор}'!(), 
на-черченную ца кальке 
(ptlc; 46). . 

Начало втоj>ой сuстемы 
координат обозначnм через 
о'. Вторая сnстема коорjtи-

Ркс. 46. пат получается из первой 
nутеи двпжевия· последней 

по -плоскО<:тп Р. 0'1свпдво, что вторая спетома 1ЮОр­
nuват орвентпровава ·также протпв 'lacoвoi стрелки 

. n.iln полоЖвтеяt.во. -
:Можно, одпако, nостропТL па плОСiiОСТП Р -пскоrо­

рую вторую спетему коордпnnт совСJ!Шсаво псзавпспио 
м первой, т. �. не ·полуqая ее путем движепn.я ца пер­
вой. Для зтоrо проведеи ва плоскости Р совершев:ио 
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пропзвольно, ось абсцисс п выберем па иel'I совершенно 
проиаво.lсlьно ваправ.n:еиnе. За ось ордпиат выбер�м 
проиввольную прямую, перiiев:дикуляриую I< проведев­
ной оси абсцпсс, и выберем Иа вей проИзвольвыи обра­
в_ом ·направление. Так получеВВую сисrему; .к90р.iщнат 
ва плоскости Р !)удем иаэы�ать вrорой (дпя ее изобра­
н�евия мы ВJ1овь исn<тъэуем рис, 46}, : а ее начало, т. е. 
пересечение оси . абсцисс с ооьiо ординат, обозначим 
через ()'. Та1с к11:к на оси абсцисс' выбрано определенвое 
ваправленпе, то точка о' разбивает ось абсцисс иа две 
полуосп абсцисс, отрицательную полуось абсщисе в 
nоложительную ц:олуосЬ абсцисс. Именно, точна, дви­
жущаяся· в . положительвон напрамевии, пе"реходит , 

. 113 отрiщательной nолуоси в .. Iiоложительltу)<О полуось. 
Точно тан же . тоЧRа о� разбвцет ось ордпват на Две 
полуосп .ордпват: . по.'Iожвтельиую и отрицательную. 

Для тоrо чтобы · найтИ . абсциссу и и ординату v 
проиавозiьпой точ11И r в атой 11торой системе декартовых 
координат, поступают следующим вполне естествен­
НЫМ· способом. Опуснают из r перпеидп:кулвр rp' на 
осЬ a�JUt:cc второй системы коордИнат и перnевдвкуляр 
rq' ва · · ось · ординат . втОрой спетомы ноордиват 
( сх . .  puc. 46) . Еслn р' лежит на положительвой полуосJ[ 
абсфrсс, то абсцисса и определяется-_ как дпив.а оrрезка 
а'р'. Если р' лежит на отрицательвой цолуоси абсцисс, 
то абсцпсса и опредмяетсs как длJч!а отрезка . о'р', 
взятая со знаком ыивус. Точно так же . .- ордината .v 
определяется как длина отрезка o'q', если q' дежuт иа 
положвтельвоt полуосп ординат, и как ддииа отрезка 
о' q', вЗятая со званом 'минус, если точка f[ лежит в а 
отрицательвой полуосп ординат. Для того чтобы полу­
чить положительную полуось ординат па положитель­
вой попуосв абсцисс в атой второй сис:rеме координат, 
нужно по�ервутъ последнюю· на угол n/2, во Этот пово-

. рот может оказаться ·против "':асовой стрелки, либо по 
часовой стрелке. В первом муqае мы говорим, ч-то втО­
рая Сlfстсм:а коордИнат ориентирова"IЮ . против часовой 
стрелки 11ЛП nо.яожитмьно. Во втором случае ГOBOPIIM, 
'lTO вторая. елетема координат ориентирована по •tасо­
вой стрел"е • JЩд отрицатм.ьно . .  Лertco · указать на 
плос1состп Р отрицательно ориевтnроваввую спетему 
координат. Для втоrо, щщрпмер, м.ожпо ВЗRТЬ первую 
систему координат и пзwеИllть в вей ваправлевпе иа оси 
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ординат, ••менио, вЬiбрать на �1!-�Р.iщват _цапраВленnо 
.сверху ·внuз. · " ·· · ··�· · ·' ··· 
·· · . Н�поииilаю, что система RОЬ'рДВ�ат, полУ'!Iiеиая пэ 
первой путем ее движевик,' ('' оревтиро�Ш. пOJio­
Жirre.irьao. ЛerRo доказать, чт()' · iit)Шaa вФJi�� сисrема 
Ю:юрДиват, ' · ориевтврьвавиал ·· · ПмоЖитеЛ�о. · 1'< может 
бЬtтЬ k!опуЧеи$. из первой· путем"е!'!: ДвИжеаий�-В саком 
деле, '-iыбереи вторую сВ:ст�мУ-'Ii<оор.диват' · с:!бвершевно 
проиэвщхько,. во будем: считать� "iТО· :Она opй'gimrpoвaвa 
nохоЖИТеПьв(): Передвивеll тetret)}] 'itamy кitJi:Ьнy из ее 
вачапьil:оrо· пОложевм TI!K, чтоб�' 'hачапо"'Карисовав­
иой Jl.P, вeii СИ'стемы коорДвват П�репш.о в' �аЧЮхо про­
иавоаЬliо вЫбравВой вака· cпc1ievi.{ коордihiат, т. е. 
т()чку< о'. Будем ватек вращать к�Jt'ь�у вокр)Ф Т9пи о' 
дО �� · riop, · noR� · беь абсцисс, в�Р.исовавваЯ '�а · ic�ъRe, 
не :совпадет .с осью абсцисс в�ей вновь вЫqраввоu 
tветtiм'Ы' Rоордщ�&.'1', приче.м вапра�вия у itиi ' совиа­
·дуt.·Эт6.;...коие1П1о, воакожио. Оеь · орДИв:ат, иарнеоваввая 
ка -�Re, .совпадет ·при этом с dеЬ-> ордИ�т -��брав­
вой' Иац пр(>извоо:ьвой систеи!>i' кОбрдива т: Паправпе-­
вия Иа этих ося;х:: будут одивакоJU>iJ).'ввпду roio; что обе 
систекьi координат ориевтирова·вi-( ЦОпожимьво. . 

Ниже мы буДем рассматриватЬ варяДу с первой 
еветемой Rоордиват ileRoтopyю вторую систему Rоор­
диват, ориевтироваивую · таRже положительно. Итак, 
мы будем считать, Что на Пllоскости Р иamero чертежа 
И1lеютса дВе сист�мы· Rоордвва�. ПерваЯ - описаввак 
в § 1 в :tторая произвоп'ьвая, во ПОJiожвтепьво орвевтu­
роваввая, с ва'lало)( о'. 1\оордиваты векоторой точ1ш 
т в первой системе ·Rоордвват oбoaifaifим через (z, у) 
и запишем это в виде формулы, nОJiожив 

т · · (z, у) 1• 

Rоордиваты TO'Il(И т во второЙ . сИстеме �оордnват оооз� 
иачви через (и, v} и_ Запиiпем ЭТf? в виде формулы, по� 
ложuв 

т . , · (и, v)2. 

· Если числ:а и И v �адавы,. �о · тек самым опредепена п 
. точRа r, а nотоку определены п ·ее координаты z ·и у. 
ТаRИК обр!lЗОК, · чпма .1: и у кожво RaR-тo выраэпт�> 
'IВрев числа и в v; зная, коuечио, -при - а.трм взаимное 
рцспо.11ожевие обеих . систем координат. 
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Очевпдпо, что еела нр11вая зацана уравпещt('АI (1)  
в первой системе координат, то дпя пOJiy'leИwt ее урав­
нении во втор<>й системе коордвват вужво -в функцию 
F(z, у) вместо z и у подставить их вJоrражевия чореа и 
и v. В ре-зультате этой подстаковки iJо:пучится векото­
рая новая функции G(u, v) и уравнение- кривой' К uo 
второй системе координат эапиiпется в виде 

G (и, v) = О. 

Вычпмu.м теперь координаты z и у точки r 11 пермii 
системе координат черса координатЫ и п v той же точ-
ки r во втор<>й системе коорди-

. 

ват дпя двух частных _мучаев r 
расположения второй системы 
координат. 

С л у ч а й  1. JЗторая; сис­
тема координат получаетсЯ ua 
первой системы координат пу­
тем параппельноrо сдвига пос­
ледней. Тогда ось абсцисс вто-
рой снетемы координат .· гори- Рис. 47. 
зонтальва н ваправл:«Уна спева 
наПраво, а ось ордават втор<>й системы ноордиват sер­
тпкапьва п направлена снизу вверх (с:ы. рис. 47). На 
пn:осiюсти Р рассмотрим три вектора: 

z = or, w = o'r, с =  оо'. 

Очевидно, что · 
z =  c + w. (2) 

Найдем теперь коордив.аты всех трех вентор<>в z, w 
п с в первой системе координат. Мы, очевидно, имеем 

• = (z, Y) I· 

Вектор с хараК'1'ерпзует расположение второй системы 
коордuиат . относительно первой u поэтому он должен 
быть задан так, что мы можем счптать заданными ero 

коордnнаты в первой систе)[е координат, именно: 

, с = (а, b)t. 
Ноордпнаты веi<тора w во второй спс'J'еме координат 
известны, пменно: 

w = (и, v)2. 
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Для того чтобы выч1rсJшть r<оордuнаты вентора w n 
первой спетсие 1юордпнат, м.ы д·о.irЖны построить век­
тор or', равный вентору o'r, п. определить ноординаты 
точкп r' в первой снетеме коордuн�т. Но так как пер­
-вая и вторая снетемы коорщrнат . IfMeloт . пар�ллельные 
и одинаково направленные осп, то �чевп�о; ,Чrо вектор 
оТ' nмеет те Же коорд11наты в первой си'ст�ме 15оордu­
nат, -что и вектор o'r во второй Сt1стсме коорДинат, ТЕН\ 
что мы имеек 

o'r = or' = (и, v) • ·  
Такпм: образом:, векторнос равенство (2) . перспJJсывз.ст­
ся в первой системе координат в в·uде двух равенств : 

'· х = а.+ и;}· (З) 
u = Ь + v. 

Эти два равс.вства выражают коорд11nаты точкп r в 
порвой системе Rоордпват через .ее коордпнаты во · вто­
рой спстеме коордпна,.. 

С л у ч а й 2. ВтораЯ спетома JСоордпнат ПОliучаетсn 
11а первой путем вращения поСllецвей Jla угол ер Против 
11асовой стреJiки вoJ<pyt на'Jала координат, так что точ­
ки о п о' совпадают (рис. 48). Выберем теперь в ПJIO• 
скости Р такую точку r'

, что 

r' = (и, v) •. 
Такпм: образом, r' есть такая, точка плос1>остп Р,, коор­

динаты которой в первой еле­
теме ноординат равны коор­
динатам точю1 r во второй 
системе координат. ·так как 
вторая: система коордnиат по­
лучается пз первой системы 
;J\оордпиат путем вращения па 
yrOJI ер nротив 'Jасовой стрел­
кП.. то очеводпо, что вектор or 
ПОJ1у<180ТСЯ: Па вектора or' . iJy-

Pпc. 48. том вращения: noCJieд�ero на 
yro� ер против Часовой стрслнн. 

Будем считать теперь, 1fТО плоскость Р с выбpannoii 
па ней первой системой коордRват есть плосl\остъ 
Rомплексноrо переменноrо. Полnжим 

РЗ 
1 = z + lg, w = и +  tu. (4) 



 

Танпы образо)t, ttоыnлексное Чttcno z пэображаотся 
точкой r, а IЮlшлсксвое число w изображается точкой r'. 
Пусть топерь 

е = cos ер + i sin tp (5) 
- компдсксное ЧIICJIO, модуль которого- равен 1, а · ар­
rу·мен;т равен «р. Так как вектор or П'ОЛУ'{ается па вен­
тора or' путем; поворота последнего на угол tp, то, 
очсl!ддио, uмсеи 

z =  we (6) 
(см. формулу (30} гл; 1} . 

Подставляя в фор:аrуду (6) выр�женш1 (4), (5) в1tесто 
.номплексных чисел �- w, г, мы подуча� равевст.11о 

_. :х + iy .:· ·(и + iv} (cos !р + isin ер) = 
= (и cos q> - v sin q>) + f(rain q> + v oos q>). 

Таким обрааоu, 

. , 

z = и cos tp - v sin ер, } 
у = и siн cp + v cos ч>• · ' (7) 

Равенства (7) дают выражение Rоордпнат х и у точ-ки r 
в первой системе нЬордиват, через Rоордиваты и и v 
той же точке r во второй системе координат. 

Напишем теперь формулы (7)  для q>=n/2 и ep=n. Для <р = n/2 имеем :X = - V, }  _y = u. .(8) 
Для !р = Л UJo[CCM 

:х = - и, }  У =  - v. (9) 
Заметим в аамючевие, что переход от первой спс1'с­

мы коорд11ват к любой второй положительно ориептu­
ровавной можно · пpoвecrJi в два шага,. nменво, сперва · 
npouзвecТII па�лепьный сдвпr (см. формулЫ (3) ) ,  
а затем поворот - (см. формулы (7) ) ,  nJШ наоборот; сперва поворот, а затем паралп:сльвьtй сдвиг. · 

П р  JJ и е р  1. В npJIMope 1 главы 11 мы рассматрива­
ли rрафш;: фушщ11u 
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rд!t У- lt0Jt01KПTCJIЬBOO Ч:Ш:Л:О ИJШ, 'iTO ТО Н\6 самое, 
крцвую, определяемую в первой системе коордп�ат 
)'PJ,B11eBUCM 

(10). ху =У· . 

Введем теперь в цлосJ<ости Р вторую систему коордn­
ват, повервув для этоГо первуЮ спетему J<оордиват ва 
�9л n/4� Тогда в силу равевства (7) имеем · 

и v 
х = У2 - y'i' . .  и v 
11 = --:. + •/ ' '  - JI 2  у 2  

Подставлии Этп выражеиш1 д.1U1 х u у в ураввевпе ( tO) , 
поЛучаем 

Отсюда •nдuo, �то крпва.ll, определл;еuая уравневпек 
(10), есть гипербола {ск. форкулу (26) гл. II). 

П р и к е р  2. Раэовьек теперь ваме�авие, сделав-
кое в эток параграфе. перед првквром. 1. Выберем в · 

плоскости ·р некоторую про­
павольную ПОJtожительво орп­
еитароваiUiую сиетеку коордtJ-

/// ва.т, начало хоторой обовна�иы 

--+-----=*�..J.!--/1 через о'. Ее )(bl будем В83Ы;ЦТ1> 
третьей системой координат, и 
координатЫ точки r в вей обоз- . 
вачвм через ' в fJ (puc. 49) : 

1 r =. (�. n)з. 
Перейдем теперь от первой 

Р•с. 49. системы координат к третьей 
сцстеме координат двумя · пос­

ледовательными шаrаки, именно: сперва парап:ле.аьвы­
ИИ сдввrок, а затем вращевв.ек. Для этого пр_оиаве­
деv такой парапщшьный сАвиг пер-.ой спсtемы коор­
дии·ат во вторую систе.к)r коорДJЦ�ат, при котором 
точка о пеJ)ейДет в · точку о'; В так полученвой второй 
системе координат координаты тоЧки r обоэвачик че­
рез (и, v) ми в вnде формулы запишем так: 

r = (и, v)2. 
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. 1\оордnиат:ы точкп ,. в первой Сifстеме координат обо· 
&в{iчевы через х п у, т. е. 

r = (х, Y) t. 

Фор:uуп;:ы (3) дают вам свиаь между (х, у) в (и, v),  
п:uевво: 

х = а + "'} · Y = h + v. (Ц) 
Так как вторая о третья системы координат уже веют 
общее начало и обе ориентированы положвтепьво; то 
третьи система координат пмучаетси nэ второй путем 
вращения последвей в:а векоторый yron <р. Таким обра­
зом, в силу форJ(ул (7) связь между кiюрдв:аатаыи (и, v) 
точки: r во второй еветеме Rоордп:аат и ее коордиватаыи (6, '1) в третьей системе воордиват дается: форыудами 

и :=: � соз ер - тp1in ер, v . .. � sin ер + 11 cos ер. 
Подстаus.11 зто вьtражеиПи дли и и v в равенства (Н) , 
ыы пмучаем связь w:ежду первыми п третьими коорди· 
ватаw точки r 'l!  следуtощеi форме: 

ж =  а +  ; cos ер - 'l'} &in ер, } 11 = Ь + ;  sin � + 1JCOS ер. 
(12) 

Таи записывается свй:аi. между коордиватаки (.r, у) 
.в первой спстеvе Rоордиват в координатами (;, ТJ) в 
третьей ,провавольиой, во попоЖвтмьио ориеитироваи­
воii системе координат. Числа а, Ь и ер ухааывают иа 
расиоложеиuе третьей еветемы коордnват О'l'Иосптелtr 
во первой системы координат. 

Прор:аведеw: теперь переход от первой системы коор­
динат к третьей еветеме координат та� Же в д»а' этапа, 
во сперва проиьедем· вращение первой системы коор­
динат на· уrод; ер, а ватем - парцлмьвый сдВиг поду- . 
чеввой системы координат (рве. 50) . ПoJ�epiryв первую 
си�тему КQОрдиват ва ·уrол ер мы ПOJiyitим B'l'opyiO систе­
){у коорДВК'fГ; 1<оор.цвиаты точкп r в J:оторой мы обозва­
чвм черва и в v. Тогда в cИJiy· форu:улы (7) w иu:еем 
свя:аь 

z -=  и �Qs ер - v sfn·ep, } 
v = и sin ер + v eos ер. (13) 
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Теnерь для того, чтобы nолучить третью сnетему коор­
динат uэ второй систсмьi координат; нужно сдвиву_тъ 
nосJiедвюю парамельно ва · веRтор оо'. Но ·дшi того, 
Что�ы восnользоваться формуламп ( 3) ,  нужно взять 
коордпваты веJ<тора оо' во второii с�Iстеие коордпnат. 
Его J<Оор](Dваты · во второй спстРие запnшеи в в11де 

оо' = (а, �)2· 
Тогда в силу фор!оfУЛ (3) имеем: 

и = а + � . 
. v -- � + f\. 

Подставляя выражевnя дли и п v пз nос�еднпх равевств 
в равенства ( 13}, получаем · . 

z = а соз q> - � .$in q> + s cosq>-1} sin ер, } 
у = а sin ер + � соз ер +  �зinep+ tt cos ер. 

<14) 
. ' 

Преобраэовав1tя: ( i2) и (Н), да.ющпе переход от 
(�. ТJ} к (х, у) ,  рааЛичвы Jtнm_ь по форме, по совпадают 
между ёобой, · так как 

' . ' 

а = а cos ер --. � sin ер, 

Ь = а sin.<p + � cos <р. 
ИтаJS, мы уставовwш связь хежду третьей проивволъ­

вой, во положnтельво орп-
/1/ евniровавво� ·систе:моii де­

картОвых коорДIJват о первой, 
орitевтвровавной таюl(е . nо­
ложительно. Она · дается со-

!/ отноmевияiш (12) плп . (14). 
Первая система воордппn.т 
была выбрана в § t -довот.но 

-__..;�___....._ _ _,.,.....�-/ определенным образом:, во 
вТО не играет сущест11еввой 
рми, . так :как 11ертеж всегда 

Рис. 50. иожво цовервуть ва вското-
рый: уrол. Тании образом, 

noJI}"Ieвнaя: · H/UfП связ.ь, в действительности есть св явь 
между двrия положительио орпентпровавпыхп спсте­
хаn декартовых :координат� 

· Выбере:м теперь в плоскости Р некоторую пропэволь­
RУ» отрицатедьио . орnентироваввую систеиу декарт.о-
t02 



 

.11ых: координат, ко1оруrо будеи аааываtь 11отвертоА: · 

(рпс. 51) .  Обовна<�пи через �' и т( коордпв.атr.i то'U\И r 

в этой системе координат 

r = (�'. Т)')•· 
Из четвертой отрицательно орпевтпроваввоii: системы 
координат кожt�.о JIОJ1учпть . третью, 'liОЛОЖtJтельво 
орпевтирОВ8ННliО, ЦВХеRВ.В В четвертоЙ СИСТеМе · Koop­

дuliaт направление, выбравв:ое ва осп ордиuат. Qqевuд­
во, что сввэъ иежду. коордииатаиlr" (i, 'l) точки r в так 
получекной третъей еветеме · координат и ее Itоордива­
таJОI (�', Т)') ·. 11 чет.вертой системе координат ·дается 
фор:аtулакв -.. · 

; =.�'' } 'l = - Т)'. . ( 15) 

Такии образом, в C:ИJJY форкуJr ( 12) . и ( 15) CJ8R8Ь между 
1щордииатаки (:е, у) '(ОЧКИ r в коордиватаки (;', Т!') 
той же точки r а четвертой ·(Jiстеке. коордsиат даетси 
. форкулам:u 

· 

:е = а
.
+ ;' соsср+Т)' sin Ч'· } 

'11 =:it ь + �' 8inЧ' -Т)' cos ер. (iб) 
ТаRим образом, старые коордиваты (:е, g) точки r 

выражаютел через аовы;е �оординаты (;, Т)) в случае, 
есхв вовав система коор�ват 
ориентирована положительно, прп 
ЦО)(ОЩИ формуЛ (12) , в старые ко­
ординаты (:е, у) выражаютек че­
реа новые коордиваты (;', Т)1) ,  
eCJIИ воваи ·система коор�ват 
ориевтвровава. отрицаtеJJ:ьИо, црв 
покощв фoplijл: (16) . В Обопх 
случаях старые xoopдJtвaтJoi :е и у 
JIВJlJIIOTCJI )U[OГO'IJIOB'КИ ПерВОЙ 
стеnени отвос.Ит�ьио ilовых · коор­
двlllt.т . . Точно так же, •ьiража.n 
вовые координаты через �тарые, 

/У 

Рпс .. St. 

кы пму·uм 11JlИ аих )(ВОГОЧJiевы первой степеви отво-
сительио :е и у. . 

· Лево, 'ITO прп вз}"lевn авв:ви, вадаввой уравае­
аиек ( 1) , мы должны ватересоваться то.пько те)(П 
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свойсТвакв этой ливни, нОтор:wе не аависn от выбора 
де«артовой свстекы коордИват, т. е. <Такими, которые 
не ыенящтся при замене z и g по форкулаы: ( 12) ми (16). 
Те свойства линии, которые кевsютсs · при таной ааке­
ве координат, в действительности аавпсвт не от 'nюыет­
рtrческпх свойств лпнпл, а от расположеиuя этой lill-
и.xrи относительно сnстемы ноордпват. 

' 

Ес.ии F (:е, g) есть wвого'Uе� степени· n отвоспт&льпо :е Ji у, то очевидно, "'TO при замене :е и у черва новые 
·коордвиаты, по форкулак (12) ·uи (16), кы пол�ви 

' ·повый vвоrоча:ев G (;,-'I'J) .ми, соответствецо, G' (� , '11') , 
степень которого ве woжer быть выше n, так Rак :t в У 
заiаевяются · квогоча:еваки первой степени О'ТНОСВТел� 
во новых коордвват. Но степень ы:вогочлевов G(�; fJ) 
пли, соответственно, G' (t', t}') не .иожет также в пови­
зпться, так как при обратном переходе мы эакеняеи 
новые координаты через· квогочЛевы . первой стецеви 
относительно .старых . коордцват. Таких образок, стё­
пень иногочлена F (:е, у) ЯВ./IЯется rеоы:етрическик свой­
ствох линии ми, как r(цlopirт, ее инварианrо�. Степень 
.n иногочлена F(:e, у) вааываетм пор11д�ео� лввип, 
.определяемой уравневвек ( 1).  В -ав8JJИТП1(еской re()-o 
иетрин изучаются только ливпи первоrо и B1'0poro 
порядков. 

§ iO. Л�в первоrо в вт<!роrо- пop.II,Цitoa 
В вастояЩек параграфе раос:матрвваются линии, 

определяемые уравневвек · 

F(:e, у) == 0, :(17) 

В'-СЛучае, :когда F(:e, у) есть wиогочлеп .первой 1ШИ вт.о­
роi степевв. Ее.uи F(:e, v) есть wвоrочлеи первой сте­
пени, то лпJШя называется Аинией nepв(:Jao nopsUJJCa. 
Если F (:е, 11) есть :мвоrоuев второй. степени, то пвия 
нааы.вается -tuн.ueй второго пормха, ми хрrtвой второ­
го порядм. Здесь доказывается, что · ливц первого 
порядка есть прямая, а лпвия второrо порядка есть 
аллипс, rппербола uи парабола, ва иснлючевиек вы-

, рождеввых случаев, коrда уравнение ( 17) определяет 
две пря1fые, . одну пp.IDQ'IO, одну точку, uи вообще не 
определяет ив одной топи. 

· 
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''ЕСли P(z, у) есть миоrоЧJiеп первой степеп, то ураа-
веиве

. 
(17} запишем в виде · ' . 

ECJUt ЧИСJIО . 

· F(z, g) ::::о a1z + � + а. - О. (18) 

l1t + о, 

то, деля ураввеnе (18) на tJs, 10а1 можем переписать 
. ero в форм! 

11 - Тiо = kz, (19) 

. rде 

Мы аидих, 'IТО уравнеиве (19} определRет пр11мую ли· 
вию, прохоДiпцую черва точку (0, у0) и имеющую тавrевс 
f'IJI8 ваuова к оси абсцасс, равшiй k {см. форкупу (48) 
гл. Il)� В и.учае, если 

1Zt = О, 

uмо IZt ие дмжво быть равно кулю. Тогда м� дел:им 
УРавнение (18) ва а1, в по.п:уuем уравнение 

z =- Zo· 

. .  . rм 
: ,. 

s 
� ·  
i 
·-· ' 
• . " . 

�: 
· ' 
.•· "' 
�-< 

Zo = - �  8t .  
ТаiСюс обраэоъr, и в атом CJI)"Iae ураввовае (18) оп­
редмяет прякую (см. формулу (49) rл. Щ. 

Таким .образом. ура:аиевие первой степени рrда 
определяет прямую, а по · доказанному в · главе 11 
(см. фориулы: (48) и (49)) прямая всегда вадается урав­
некием первой степени. 

Перейдем теперь к кривой второго поряд�а. т. е. 
1t мучаю, когда мвоrоЧJiен F(z, U) имеет вторую ст&­
пеиь. Мы аапиmем ero :а аиде 

F(z, 1/) =а auz' + 2a1,zfl + 4а1/1 + a1z + Q.tfl + ао. 

Поверве» теперь исходную . систему коор.ц•ват ва yro11 

ер, т. е. . вроиаве.цем замену коОрАИJI&т (z, 11) wpea 
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воордвват:ы (и, v) по формупах (7). При этом ииоrоЧJtев 
F(z, v> перейдет в IOIOТO'Uieu G(и. v). 

. 

Поставим теперь перед собой ВаАачу выбрать уrол 
поворота 4р тu. 'IТОбы мвоrо'L!Iев G(u, v) ве содержал 
проваведеiПrя uv. Мы цеем 

G(u, v) - uv[-2a11cos ер вin ер + 

+ �1(tos8ep - вin8ep) + 2cz.ttcos ер sin ср 1 + ... '· 

Здесь 8ШПIС8В топько тот uец- квоrочпеuа G(u, v), 
воrорыl содержит проваведевве uv. ДлА тоrо чтобы 
более кер!)ТRО записать получеквый коаффвцвевт . при 
uv, восп()JIЬауемся вавеств:ыми форu;улап трвrовомет­
рви AJIII сивуса двойвоrо yrxa в косивуса �ойвоrо 
yrJia, икевао: 

elu 2q? - 2 aiu ер � ер, 
cos 2� = соз1ср - sin1cp. 

Польауясь зтвкв форкула101, перепишем воаффицИевт 
при uv в хвоrочлеве G(u, v) в еледующем виде: 

(tzu - au) sin 2ер· + 2411 cos 2ср. (20) 
БУдеи теперь искать такой уrол ер, чтобы выписаввый 
иозффвцвевт при uv равнмсs вyJW, Если 

а11 = О, 
то поворот вовсе не вужев, т. е. 

ер �  о. 
Е спи 

IZlt ::/= 0, 

то пpиpaвJIJiвas коэффвцвеs:r (20) к аулю, ыы uолучаеи 
wzя ер еледующее ураввевве: 

ctg 2ер - •tt;; crll. 
. 11 

Отсюда можво опредмить 'угол ер. Еспв yro.11 ер выбран 
такви споообом, то къi виеем 

G(u, v) =- Ьuи� + Ь,� + Ь1и + Ь,и + 60• (21) 

Не хожет елучвтьсs, чтобы, оба козффвциевта 611 � 6"1 
быди раввы·вулю, тu l(&K зто озиачало бы, 'lTO .мвоrоч:-
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лев F(x, у) при подетаnовне (1} превращается в amoro-
ЧJie:s: первой степе:s:в, что иевозможао. 

· 

Если 10.1 проигаедем дополивтеJJь:s:ый поворот iсоор­
д.ииат иа уrол n/2 (см. формуды (8)), то при ато11 n 
МНOГO'IJJ_e:s:e G( и, v) (см. (21)) . коэффицие:s:ты . ьll в Ьu 
uокецяися месrащ�, . чем мы в дальнейшем и восполь-
ауемсs в случае аадобвости. 

. . . -
Подверrвем теперь выбраннуЮ сиетеку координат 

парал.пелr.:s:ому с.Цвиrу,. т. е. вм:есто J<оордиват и и v . 
точки . . введен вовые J<оордииа-rы '' . '1 по формухан 
{см. формулы (3}) 

. .  

и :::i " .+ '·} v - P + tJ· (22) 

При поДставовне (22) ·и:s:оrочлев G(и, v) переходВ'l' в 
мноrочлеи В(;, tJ}, причем, 

rде 

Н(;, tJ) =_ ьllg• + Ьu1')1 + cl; + Ca'l') + Со, 

cl = 2аЬ11 + ь.l•} 
с, .,. 2�ь •• + ь,. 

Ив эТих соотвоmеиий видно, что еслd 

Ьu + О, 
то иожио выбрать число (1 так, чтобы 

с1 - о. · 
Для етоrо достаточпо положить 

ъ� 

Точво так же, . если 

11 - - 2Ь11•---

Ъis '=;:: О, 1 • . 
то кожво выбрать число � тш, .чтобы 

с. - о. 

(23) 

(24) 

(25) 

Р.ассМотрим теперь рааличвые случаи авачевий чи-
Сеп: Ьu в Ь11• . . . 

С л у ч а й 1 . Оба числа Ъ11 и Ь11 отлич:иы от нуля. 
Тоrда выберем Чli:сла cz и fi таким образок, чтобы 
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BЫПOJIИJIJIIICЬ равенства (24) и (25). Тоrда 

Н(�. 1\) - ь11�· + bJ;t'f\1 + Со· (26) 

Еми при вток чимо 

с0 -=/= О, 
то уравиевае вашей ·нривой nер�пи�ы:ваетса :в .виде 

ь· ь · . - :u i' - .:111)1 = 1. 
. (27) . с, с, 

/. Если �оэффiЩJiеитЬl - !.u в - � имеют· раалвч� 
с, с, 

вые зваюr, то буцем сЧ!Iтатъ, 'iTO первый из 11ИХ попо­
жвтелеи. Этоrо моЖно · достичь переменой ролей коаф­
фициевтов Ь11 в bn, что, как бЫЛо ранее сказанеt, Во3-
иожво. Тоrда поnожвм 

а = +  Jf _ Ь<'о , 11 b = + N.  . .. 
и уравневне (27) переписывае-rоа в виде 

,. .!t ;;г - ь· = 1. (28) 

Такии образоv, в новых коордиаатах (�,1}) уравневне (28) совпадает � ураавекием (26) rлавы 11, в позтому 
ваша кр11ваа есть rипербопа. 

Еслп козффвцпе&ТЫ - � .11 - � оба положи-

с, с, . 
тельны, то будем считать, что первый из них веАiре­
восходит второго. Этоrо -сожво достичь, меняя роля.аur 
коеффицnенты bu в Ь11, что возwоН\Jiо, кав было �казаво 
раньше. Тоrда полоЖIIК 

а - + ,j' _ д, r . ь1.1 
ь - + У  _ ьс', 

•• 

в уравнение вашей вривой гапис.ы.ваеrся в ввде 

;• .!t -;r +· ьа = 1, 
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причем а �  Ь. В зток случае JШ·ьееv эдJJиnс (см. фор-
мулу (2'5} rл. IJ). · · _ 

· . 
. . . . ь ь ECJDI коэффвцJJ� - � н :- ::.е. оба отрицатель-1 • .  _ • ·  . ;, _ ., . со с, 

�. т,о В:е. сущест.ует точкИ (i, 1\), удовлетворяющей 
yp�BJWa.•ю. · (27), '.в . ыьt ииееv вырождевкый сду"!&й 
(ваша · крцав ве содержит ки OAIIOЙ точки). 

EcJIII' � равекс>rве·(�} 
. с. = о, 

то }(bl neev выронщеИIIЬIЙ 'CJI}"IaЙ. Докажем 
'это. Урав­

вевие �рИвой ПОJI'учаеТ вид 

Ьtti1 + bnf\1 = О. 

Если оба воэффациекта �11- в bn виеют о,l.tИВаковые 
8ва�tи, ТО. wroмy уравиевию у овлетворвет ЛII.IIIЬ одна 
точка ((); О) .;.. в.ы.рождевиыi случай. l;cJiв аоэффи­
цвеиты Ь11 в Ьn . JUteют равличв.ые аваки, то будем 
предnоnаrать, что Ь11 положительно, а Ьn отрицатмь .. 
во. ТоГда пможви 

· 

f t Ьн = 4i '  Ьаt = - Ьf'• 
при эt.:>к ураввевпе вашей кривой прииикает вид 

,. 1'1' -;r - ьr = o. (29) 
Левая · часть этого уравневив может быть раuожева 
ва два мвожвтмв первой степЩ�в, ,так что уравв�вие 
получает JЩЦ 

(+-:-·�)(: + : )= 0. · 
Каждое из уравнений 

� ' - - � - о  а Ь · ' 

_i + _д. = О а Ь (30) 
определяет ка JI.'Ioct<ocти Р некоторую прямую, 11 Тооr­
ка (�. 1\) тогда и только тогда · прввадпе�вт ва­
шей вривой (30), ROI'дa ona прваадпежит одной вв 
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np.IIИЪix (30). В етом муча е Jtpnaя pa�naдae'IOJI в а 
две пересе:кающиеся прJ�ИЪ�е, и мv имееи . вi.rрожден-
иый случай. · 

С л у '1 а й 2. Предпоп:ожии теперь, Ч'tо тм.ько 
ОДВО И8 псел Ьu, bll O'fлИ'IJIO O'i' ВfЛS: • . МОИЩО предпо­
ЛОЖИТЪ, 'ITO отлв.чво от Пуля 'IИCJI() Ьи, так как зти 
пела можво поменять ролями. Тоrда выберем 'IИСЛо � 

так, 'lтобы 

с, = о . .  . \ 
(см. (23)), а число « примеи раввыи О. Тоrда 

G = .,.,., 
и функция . 

Н(и, f)) = ь,,f)·, + clu + Со. 

Если · ucn:o 
с1 = О, 

то мы икеем вырождевиый СЛу>�ай. Докажем ето. 
Уравнекие кривой полУ'fает вид 

f)t = - .!!.. • (31} ь., 
Еслв правая 'IВСТЬ полоЩИ'l'ельна, то икеем 

. У со f) == ±  - -ь, 
• •• 

т. е. ураввенае (31) определяет две прямые, паралаель­
пые осв абсцисс. Если правая 'lactь уравиевия (31} 
ра.виа ку.пю, то кы имеем 

f)' - о. 

т. е. иаmе уравкекие определяет одиу прямую� иvевно 
ось абсцисс.· Еслв правая часть УРавкеивя (3t) отри­
цательва, то вет то'IКИ, коордв:ваты которой удовлет· 
воря.Пи бы уравиевию (31). 

EcJIИ 
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'l'orдa ypaвиeiUte кривой По.tiучает ввд­
Ьи't

1 + с1� + c1<Z + се =- О. 
Мсжио внбрать 'IIJICJIO IZ так, чтобы 

ctt& ·+ Се = О, 

в уравнекие кривой попучает · вид 

ь..ч• + ct� =- о. (32) 

Еми uма Ь11 и с1 JDrem оДRИаковые виаки; то повер­
веи вашу сиетеку коордвиат иа уrм rc; тоrда обе коор-

. .цвщты иакеиат 8JiaJC (см. форкупы (9)), и, ие кеа.11.11 
обоава'118ииl, 101 ;кожек предпможит�>t что ucaa Ь11 
в ct · IDI8IOТ рааиый: виак. Тоrда ураавеиве (32) пере-
пilсываетс.ll · в ввде · · · 

'1' =- !L �, ь .. . . 

tJ' - 2/i, -

rде / - полоЖ��ТеЛьио, т. е • .  101 ииеек парабопу (си. 
(27) ra. IIJ. · · 

Итак, кpDa.ll второrо пор.11дка всеrда есть эятiпс, 
rипербма ILIIИ парабо.па, за искяю•еввек вырождев-
.и:Ых CJI)"Iaeв. 

· · 
П р и м е р з. · Раоокотрц бмее ВИИIIате.пьво rв­

пербо.пу, опредм.sекую ураавеввек 

Z: _,ь .. = 1. 11 . (ЗЗ) 
Так как зrа крвва.s сИJ��Кетричва отцос.ttеаьно оси 
·абсцвоо и оси орДRИ&т, то ·достаТочио составить пред­
етаuеmiе о ее noвeДeJiiDI в первой четверти, Д.п.s втоrо 
paap8JIIID( уравнение (33) ·отиосите.пьво 1/• счита.11 z • 11 
пможитеаьиьnШ. Tor�a Веем 

. .r-;r-: v - + ь r ат - t. 

При z < а  права.s часть ПООJiедвеrо paвe�rona JIВИKa.ll, 
м, с.п�доватеntво, цикаких ·точек с абсциссой z при 
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z < а  rипербола во имеет (рис. 52). При ж =  а пе� · 
са одна тo'IJCa (а, О) - тоЧJСа пересечевив гиnерболы 

Рис. 52. 

с осью абсцисс. При даль­
вейnцn( веоrраанчеnиои 
росте :е ВeJIВ'IJIИa .У. также 
растет иеоrравичеuио� Дпя 
тоrо. чтобы сос�авить пред­
стаuевве о .характере это­
ГQ роста, сравивх еГо с 
поведеввем точки аа пря-
мой -

у== : z; (34) 

прохо�ей черва начало 
:координат с уrлоаым коаф-

. фициеатом k = : . Здесь ордаnата rоЧJСВ на пракоl 

оi>овиачева через ii для тоrо, чтQбы отличить ее от 
ордпиаты точка ва rвпербопе. 

Чтобы ераввить рост велuчвв g и ii при одвок • том 
же возрастающем :е, составь n разность: 

i- 11 = ...!. (:е- У z• - а1 ). 4 

УwвоЖ10[ в paaдeJUD( правую часть зтоrо выражения 
ва сросу z+ у :е• а•. Тоrда пuучвм: 

� а& 
J - 11 - • + V�•- ·• · ·  

Иа пОСJrедиеrо равевства впдво, по у - у .стремв:rсв 
к вyJIIO при неоrр�UП�Чевво возрастающем ж. ПpJI)[aa 
(34)' иваываетс.11 асш&птотой гиперболы (33). То, что 
обваружеио ·aaiiВ в первой четвеvц. IDfeeт место во 
всех осталъвых четвертях. Така обрааои, АН пря­
мые, определвеиые уравневвек 

е• · �· О ::r - = . 11 . 

явuютсв асииптотаии гиперболы, определяемой УР&В· 
иеивем (33). Обе ветви· rвtn!рбмы вtЮrравв'lевио npи-
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б;ЦJжаются к этви nряиыы 11 каждой вз- 1f8твeporel 
(см. рве. 52) . 

. П р в м в р 4. Раесnт.рвваеи фувкцию 

F(z,v) =- ��r- + 2a1aZY -1:- aa.JJ'. . (35) 

Эта фувкциЯ двух переиеs�х z в у называется �д­
ратичноu· · форNJй . атвх переменвых'. В а.пrебре в ее 
првпожениах игра� бмьшую роль. I<Вацратвчвъlе 
форМЫ многих переменвых·. Здесь мы продемонстри­
руем те свойства нвадратвчвы:х форм, J<Оторыв можво 
выявить на · квадратичвой форме двух переиенвых. 
. Rвадратичвую форму F(z, 1/) можво рассиатрuаrь 

как функцию вектора s = (z, 1/), т. е. 

F(z) = F(z; v). (36) 
. . 

Рассматривая RВаДрати'IВую форму :ааи фуиlЩD> век­
тора, хы ставим в соответствие J<аждому вектору z 
ПJJ.оскоств Р чисЛо F(z), и зто соответствие уже не 
sависит от выбравной системы координат. Д.1111 конк­
ретвоrо вычисления величины F(z) медует выбрать 
как)'JО-То опреде.11еввую систему координат и в вей 
коордиватиыи образом вычисаЯть фуnкцию F(s) по 
форхуае .(36). Однако 1шесто исходвой свстеыьt коор­
.двват, rде квадратичная. фориа определяется формулой 
(35), иы можем выбрать другую систему координат, 
в которой 

F(z) = G(u, v) =- Ьuи• + Ь� . (37) 

{си. фориуJJу (21)). В зтой второй системе коорда�Jат 
.квадрат�ую форму F(z) научать n:erчe, так как ее 
кooplUIJiaТИall эарись проще. 

Будем рассматривать квадратичвую форму F(z) дпя. 
веRТоров е ДJiивы, равной единице. Поставим перед 
собой вопрос о нахождении того ВбJ<тора 8J дливы еди­
ница, при .J<оторо:м функция F(e) достигает своего 
вакбольшего аиачевва ми, как rоворят, JК4Jee!U6f/JШ, 
и тоrо ве«тора е, д.пввы едirввца, прк которок квад­
ратичная фОрма F(s) достигает своего вавыевьшего 

авачевия. uи, как говорят, .w.uнu.;tC,g.tta. Эту задачу 
удобно ·решать по второй системе коорДIШат, при .J<ото­
рой :квадратJJЧВая форма F(:) Dеет коордвиа·щую 
запИсь (37). Проиаводьный вeJtrop е ,цп:ины единица во 

Н3 



 

второй еветеме координат записьвается в следующем 
виде: 

8 = (соз �. sin rx), 
где rx есть уrол ваклова вектора е к оси абсцисс второй 
свстеиы хоордвнат. Подстамяя эти авачевц хоордв­
ват (и, v) вектора .� в tормулу {37), кы uOJIYчaeм 

F(e) = Ь11с0з1 � + Ь1.sin1 �. (38) 

EcJIВ числа Ь11 в Ьn раввы между собой, т. е. �1 -
= Ьn == Ь, то для лrобоrо вектора е � едвВIIЦа 
мы вмеек 

F(e} = ь. 

т. е. вмJАИва к:вадратичиой форw ие ааввеит от ца­
uравпевия едввичиоrо �Щктора е; в зток cJJyue требо­
вание каксимальвости и Кииимuьвоств ве выдеJiяет 
JПU(аквх векторов. 

· 

Если числа Ь11 в Ьn paЗJIJ111Вbl,' то кы. будек счв-
тать, что , .  

Ь11 > ь ••. 

Тоrда, переписав форку (38) • виде 

F(в) - Ь11- (Ь11-Ьu)sin'<&. 

ввдик, что F(z) достигает своего wаксвкука ва двух 
векторах Вt в е;, првчеw Ддя вектора е1 � а: О в д.JIЯ 

. вентора е; �==n, та& что 8� - - а1• Далее, F(z) д� 
стиrает своего wввиwума ва JПIYX векторах е1 и 1:2, 
nричем ДЛЯ век�ора 81 а- � , а для е� � - � n, так 

t 

что � = - е1• 
Таким обрааом, 11.1111 проиавмьвоl квадратii'Шоl 

фор!Ш F(z) двух Перемеииых мы пмучаем СJiедуiощий 
результат: вта нвадратв:чвая форма, рассматрвва­
емаи для всех векторов s - а ADJDD1 едвиица, JJибо 
nостояива для всех этих векторов, пбо достигает 
своего иаксJDiума иа двух ,векторах • - ±в1 в своего 
ЮП�Вмуwа ва дВ')'Х' векторах е - ±г_,· причем векторы 
е1 в: г. перпев.цнкулирвы друr друrу. 
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1: f f .  KOIIII'Ieeae ее.евu 

Вд.юъ � i(aд1UI еще OAJUI подход к вa)"leiDiю м­
авпса, I'IIIJEiP��» в пapaбOJJw. Ов бWI 88J!естев уже 
ДpeJJaiD( rpetraм· до вatta�Za �Щпвl .. epw. Эта· крввwе 
моЖво onpeм;um. как JIJI][8II пересе'18В811 кругаоrо 
ковуQа, uв, . :rowшee, поверхкости кpyrJroro ковуса, 
е мосвостJоЮ, ве ilpoxoД��Щel чeJ*I вepiiDIВJ. Jio�a. 
Отсюда а провсходвт JiX :JJa8В&IIJ[8 скоивчеевве · сече­
киJD. Здесь будет докаааио, "'То .пJППiв пе�я 
поверхкости кpyraoro· вовуса с шrоскостыо есть всегда 
мmшс, l'JШербо.па IIJJJI uapaбoJia 1 скыс.пе опредеJrевd, 
данных мя IТВХ вpuwx • · 1 S. Докааате.J�ЪСПо tто 
uСТо rеокетр11"18Ское. Око бщо даво в i9-м oтOJJeтu. 
. Прежде всеrо oПJПDell, '1Т0 подрааукевается под 
м.ржност� rср,и.о10 JIOНfiCCI (рве. 53). В трехмерном 
евка&д�вок пространстве 
JSЫберек ка,вую-ввб�. rо­
рвеовтut.иую п.поскость • 
в вей окружиость N с цент­
рок а точке с. Иа точки 
с вoccтaВJIII перпевдвку.пяр 
а к аыбраввоl rорваов­
тuьвоi москоств, вап­
рамеввыl. кверху от вее. 
·ч�реа точку • в upoвuOJiъ­
вYJO точку р окружиоста 
N проведем пpstlJIO, прос- '-r---+-+--1(' 
тврающуJОСs бескове':IИо в 
обе сторовw. Кр11г.wй ко- · 
'Ч/С С состоит ва всех то- he. 58• 

..-ев, ае•щвх ·ва всех та-
пх прякнх, когда тоuа р пробеrам окружиосn N. 
Каждая lia прякы:i вааываетсs обрtирщей ковуса С. 
Toua • вааwвается ггршцной ковуса · С . . Кажда11 
обра8УJОщая · кoJqca С раабввается ero верmввой 
• ва · .ue м.сjоб.равgюЩJИ, одва ita которых кап­
рамена 1верх т точкв •• дpyras - IШII& т :вее. 
Те точQ ковуса С, · которые о��ежат ва �ерхввх 
ПОJIУобрааующвх, COCT88JI.IUD'I' •рzнюю IIOAOCmЬ ВОВУ• 
са С, которую кы .обоэваЧIDI через С1• Те точкв копуса 
С, которые пежат ва пжиих ero попуобрааУJОЩВх, 
COC1U.DЯIO'f �uжнюю по.сость вовуса С, хоrорую 11Ы 
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обоаваЧRК '!ереа С,. Так101 образок, весь кpyrmd 
--- конус. С разбивается точкой 1 ва две полости: верхвк)Jо 

С1 В ВИЖИЮЮ С,. ВертвкаJIЬDаll Dpoa.s, ПpOXOДIIЩ8JI 
череа :верПХИВf в ковуса С в центр с окружи�тв N, 
иаiыве,ется осью конуса. Уrол между образующей 
в осью ковуса обоавачик через у. Ов опреАеuет t!'oP:' 
ку Jtoвyca. - '  

Мы бу,пеи rоворвть, что веiСоторый шар S с цt!втроll,­
расположеввык аа осв ICoayca С, •писан в конус С, 
если оа · васаетсв поверхности ковуса по веiСоторой 
окружвосотн L. О'!еВ.ВдВо, что шар S, впвсаiРIЬIЙ в ко­
кус С, Jiежвт uбо внутри- верхвей ero йОJiоств С1, 
пбо ввуrрв · вижвеl ero поаоств С1• 

· Проведем ·теперь в пространстве некоторую мо­
сiСость Р, не проход.вщуто '!е рез верmвау 1 ICoayca С, 
в ИЗ)"DD( ШIJIИIO первсечеавв К uосв�тв Р с поверх­
ностью С B!mero IСовуса. Д.nя 'l'oro чтобы выасввть 
раапИЧ11ые воаможкоств распОJiожеввя моекости Р от­
иосвте.nьво ковуса С, проведем через верmвву • ковуса 
С ПJIОСIСООТЬ Р', параJШмыtу:ю пn�ICOCТD Р. Моrут 
иметь моото три раuвчвых сжучая. 

С JI у ч а й i. Пл:оскость Р' пересекаетс.s с ковусом 
С тOJIЬICo в одной точке - ero верПIИВе в, поэтому по­
.пооти с1 в с, ковуса с .пежат по равные сторопы пло­
скости Р'. П.посiСооть .Р в этом ·с.пупе пе�екается 
то.nько с одвой по.nооть:ю ковуса С. Длв опредепеввоотв 
будем СЧВТ8ТЬ, ЧТО W1'0 ООТЬ П�ООТЬ С1. В ТО Ж9 BpeМJI 
она переевкается со всеми обраау:юЩIDОI ковуса. С. 
Ниже будет .цокаааво, что в -аток спучае n:вВIII:I К 
ООТЬ 8UВJIC, 

С п у ч а й 2. Паоскостi. Р' пересеiСаетса с вову­
сом С по двум ero обраау:ющвк, в позтому плоскость Р 
пересекаетс• с обе11101 пQJiост.вмв •овуеа С. Н.Же будет 
доiСазаво, vo в атом са:учае . JIВВВII К есть . rвпер­
бма. 

С п  у ч a.l З . .  П.поскость Р' пересеааетсв с кову­
сом С по onвol ero обраау:ющеl, которую ao.t обоаваuм 
через М. Так111о1 обрааом, Р' касается ковуса с_ по об­
раауж�щеt· М, пмоств: CJ в С1 кокуса С аежат по раа­
:вые сторовы IШОСКОСТВ J! 1 Jl ПОЭТОКУ IШОСRОСТЬ р пар8.11• 
Jienьиa ero образуюЩей М и пер�кается TO.IIЬICo 
с одной ПОJIОСтыо ковуса С. Д.u опредеJiеввоств будеи 
считать, · -.то ова пересекаетси о . по.nость:ю С1• Ниже 

tt8 



 

будет доsаааво, что Jf t2'9И случав JIJUlИ'R /С есть na· 
рабопа. 

· 
. 

Докаже� теперь все три высиааа1ПtЬiе ваЮJ yтJiep­
ждe!D!Ia. 

С н у ч а  1 t. Плоскость Р пересекаетси со всеми 
обрааfЮЩJIИИ кокуса С, в:о тоJJ:ько с верхввив частаив 
каждой ва вих, так как переееqеаие ее о вовусои· С 
цеJUiкои аежвт ва верхвей полости С1 этоrо кокуса 
(РИС. 54). Донажем, что JJ:ИIIИJI К естъ аллипс. Выберем 

Рис. М. 

uiap 81, вnисаввыl в вержВJОJQ пмость С1 ковуса С, 
sежащий в&же П.IIОСJСости Р и касающийсs етой пао.-

f. схоств свиау. Липю касаввя шара 81 с поверхвостъю 

�.-:. ' 
cl обора&а'ПDI череав �. а тоuу · JtacaиRJI ero с 

s
пnocRo-

�:. стью через /1• ыберем, далее, второй шар 1, вnи-

(_� --------------�-----------------------------------------i-1-7� 



 

�ВВIIЫЙ в полость С1 ковуса С, лежащий вад плоско­
стью Р в касающийся атой москоств. Л�цю касания 
Шара S, С ПОЛОСU>Ю С1 oбOBRa'IIQ( 'lepea L,, 8 ТОЧКУ 
ero касавИJi с плоскостью Р ..,... 'lepea /1• ГеокетрвчtЮкИ 
ясно, 'С!то вся лиив.в К лежит между окружиоствив 
L1'и L,. Воаъмем провавмьвую то'IКУ s JIВBIUI К в про­
ведем 'lepea нее образующую конуса С. То'IКВ перес� 
ченвя �той образующей с окружвостяив L1 в L, обОз­
ваuм соответствевио 11ерез 4t в tJs. Очевв.цво, что· ДJШиа 
отреака а1а1 ве ааввсвт от выбора тоuв s, в иы обоЗна­
чих ДJiвиу · атоrо отрезка· 11ере' 2а. Так101 образом, 
кы Имеем · 

· ' 

(39) 
Соединим теперь тоuу а с точкаив. ft в /1 отрезкаив. 
'fак хак отрезки z/1 в za1 касаются шара S1 в точках 
/1 и а1, то �ы их равRЬI между собой. Ta:юnt об­
разок, 

(40) 

Точио так же отрезки z/1 и za, касаются шара S1 в то'l­
хах /1 в tJs, в поат�vj · ДJIBRЬI их равRЬI между собой:, . 
Таким образом, 

· · 

. l(z, ' /�)· � l(z, а,). 
Из форму.п (39)-(41) ' спедует, '!То 

., l(z, f1) + l(a, f.> .... 2а, 

(41) 

r,це 'IВс.по а ие аавис�т от Выбора тoЧIUI z на JIВВRB К. 
Таким образок, линия К есть эл.пипс (см. формулу 
(14) r.п. II), фокусами которого являются то'IRВ /1 и /1 
хасаВИJI моекости Р с mаракв 81 и 81, и случай t· ра-
аобраи. · . 

· 

С л у ч а й 2. Плоскость Р первсекается с обевый 
полостJJИИ С1 в С, ковуса С (рве. 55). ЛиiUIIO ее пере­
сечения · о пмостыо С1 обоаиа:чвм через К1, а с поло­
�тью С.,.;_ чвр�з К1• Таким образом, �ИНВЯ К состоит 
иа ,цвух частей, К1 в К1• Докажеа.i:, что, JIВВRJJ К �ть 
rипербола, а К1 в К1- две ее ветвИ; Для это� выбереи 

· шар Si• :вписаИJiЫй в noJJ:ooть t;1 • Касаюiцийсs . п)lо­
скости р. JJивию кacaвliJi шара sl с полостью с1 обоа­
вачии через L1, : а .тоuу касания шара SJ.. с плоеко­
стью Р обоавачвlf; через /1•. АвалqГично · выбсрех 
нз 



 

шар ' $,, вnвcamrыl в JIOJtQCTJ. С, в u�ающvlск мо­
екоств Р. ЛИJUOJ ваеапи шара 81 о попастыо С1 oбoa­
иaЧIIIf череа La, а тоuу касашrs шара $1 с моско­
СТЬI) р - череа '·· Леrко усмотреть, '1Т0 JIBUJI к1 

аежит выmе оiсружsоств Lt; а тrивя К1 JieJRИТ квже 
окружв�1'11 t_. Выберем проИUQ.11ЬиуJ:> топу 1 mr­
IIJIJI - К1 в проаед:еu '18ре8 вее обравующую ковtса С. 
Топу пересече10111 ато� обраующеl· с окруJКВостыо Lt. 

jf. 



 

обозначим через 4t1 а с окру.жпост�ю L" -череа, а1 • 
. :ОЧевидно, что АЛИНа отрезка a1<Zt ве зависИт от-вцбора 

тoЧIUI .с. · Эту дливу м.ы . обозначим через 2а .. . Так как 
1'<!чка 1 лежит выше окружп_оотв L1, то 

l(s, а,) - l(z, а1) = 2а. ( 42) 
Проведем теперь отрезки из тоuи . .с в ·то'fКв /1 8 /1• 
Отрезки z/1 и za1 касаются шара 81 в точках /1 И а1, · 
следовате.��ьно АЛввы их · равВьr. Таиим образом, 
имеем · · 

(43) 
Так i<ак отреаки ,z{1 в &аа касаются шара S, в точках /, 

· и а,, то. они раа�ы .между собой,· так что 
· l(s, /J = -l(z, а,). (44) 

Ив формул (42)-(44) следует, что . . 
l(z, /1) - l(s, /1) = 2а, 

где а "7 есть кон�таКта, не Зависящая от . точки z, 
прииаЩхежащей .пивав К1• Точно так же доказывается, 
что есо�iв т.очка z привамежит линии К,, то имееfоf . . . 

l(z, ft) � l(z, fs) = 2а . . 
Taкln( обра'аом, докаsаио (см. форwулы (15), (16) 
гл. II), что линия К есть гИпербола, фоRусамв кото­
рой JIB.IIRIOТCII ТОЧIЦ!·/i К /1 КаСаНИЯ ПЛОСКОСТИ Р С . ша­
рамИ i$1 и 81, и слу:сiай 2 разобрав. 

С .Л у ч  а й  З. Плоскость · Р · параллельва ПJfоско­
ств Р', касающейся конуса ·С по образующей М_. в пе­
ресеJается с ковусом с TOJIЬJCO по полости cl (рис. 56, 
57). Докажем, что в этом случае JIIШИЯ К есть пара­
бола: Выберем дли эт�го шар S0, вписанный· в полость С1 
ковуса С и · касающийса · моекости Р. Ливию 1еасаиия 
map!i 80 с попостью t; об'оэ�аuм: через L0, а точку. 
касания ero с плоскостью Р ·через /0• -!I.IIоскость, • ко­
торой лежит окружиость .L0, .Qбоэначи.v через Q, а пря­
.wую пересечении плоскостей Р' в Q обозначим: '1&­
реэ u ' .  Легко видеть, что прямые D' п М перпев.Цику­
дllрны друг другу. Прам:у:ю. по котор.�?Й пеР-ОО<·кы:ю�я 
щiоскСiств · Q к Р, обозва'ЧIDI через D. Очевидно, '!.ТО она 

. параллельва D,'·. )Jycтi. теперь 1 - ПJi оиаводьваll топа 
- кpll�?.�;�' �е116.з рту тоmу : в образ�щУ� М конуса С 

�fo 



 

' - . 

провеАеи моекость R. Oбoaнa'IJOI через Е прямую, 
преДставлающую собой пересечеИве пп.оскостей R .11 Q. 
Так как тоuа z првваДJtежвт коиусу С, то плоскость R 
nepeceкaetcs с конусом С, кроме образующей М, еще 

Рае. 56. 

Рао. 57. 

по одной образующей М', проходящей преа тоuу s. 
ЗaмtmQI, uo образующие М и М' обраауm с прs· 
кой Е ПJiоскоств Q paвllble уr.11ы. Так как точка s при­
ваДлеЖ111' Wiоскоств Р, то пересечение ПJiоскости R 
с моекостью Р есt'ь пря'Wая М"; проходща11 черва 
точку z 11 параплеJtьная М. Такиw образок, пp.RJLWe М' в М'' обраэуют. с прямой Е р�аы:е уrлы, в пото--
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му, если обоавачиn через а' и а" пересеqевие пря­
мых };[' и М" с пряхой Е, то мы пм}"UDI равнобедреи­
вый треуrольвп ta' а" с раввыии угламИ в точках а' 
в а", так что длины отрезков 14' и 14" ·равны между 
собой. Так каи прямые D' и М, лежащие в ппосио­
стк Р', перпеJiдКкулярвы между собой, то пapa.JIJieJIЬ­
иыe кы прsиые D и М", лежащие в пяоокости Р, таижtJ 
перпевдв:иуnврны между собой. Отрезки #о и жа' ка­
саются шара 80 в точках /0 и а', и nоэтоыу длииы ах 
равны. А 'J.:&K как мина отрезка и' равна длине от­
резка 14", то . мы вкееы равенство 

. l(s, fJ, == l(z; а"), 

Раsевство ато выполнено д.JIR проиавОJiьиоl тo"IJOI s,.ne-' 
· жащей ва кривой · К. Та:ким образом, Jбl. видим, 'ЧТО 

кривая К есть парабоnа с фокусоы и тоuе /8 и диреат­
рвсой D (сы. § 5 определ;еиве параболы). Тахвм обра· 
аом, с.лучай З рааобра.и. 

· 

П р в м е р 5. Нами доказано, что т>бое кони-
_. ческое се'lепие есть эл.пвпс, rвпербола пи парабОJ!а, 
во существует бесчиспеивое ывожеетво aJIJIИпcoa; омев­
но елп�с определяетсЯ двуив параметраn о в Ь (см:. 
уравнеиве (25) r.JI. Il). Точно так же в rвпербма оп­
ределяется двуыа параметрвив а и Ь (си. форму.Jiу 
(26) rл. II). Парабо.Jiа определ11ется одним парамет-
ром f (си. форкупу (27) r.п. 11). . 

ВоавJiиает вопрос, можно u пст)"ПIТЬ каждую на 
этих кривых, как копческое се'tенве? Дп• тоrо чтобы 
решить атот вопрос, проведем варяду о п.1осJ<остью Р 
пара.JIJiел:ьиую ей моекость Р1, ие прохомщУJО черва 
вершиву ' коиус.а С. ОбоаваЧJQ( ПOJI&e)'qeaвa ков. у· 
са с с плоскоСтью р1 черва к1. Очевидао, что кри­
вые К в К1 подобаы между_ собой в подобао располо­
жены, причек центрок подобв11 RВJiяетса тоuа • ­
вершива коиуса С. Дли определ:еsяs ко.эффвцпента 
подобвil � (с-м. пример 2 ra. 11) проведе� через точ­
КУ. s прямую, перпевдвкуавриую .к ппоскостRМ Р в Р1, 
в обоава1ШИ череа р в р1 тоЧка uepeceчemut атой прll· 
мой с пnоскостим:и Р а Р1• Оч�видио, что коэффицiJ&m 
подобия определветсв формулой 

· 

. 1 (•, Ра) . 
. ' � � Цl, р) . 



 

;�,. 

Такии образом, вараду с кривой К, пол)"{аеu:ой пере­
сечением ковуса ·С е моекостью Р, мы можем полуqить 
аюбую подобную ей ·кривую К1 как пересечеnив того 
же ков·� С с паоокоотью Р1. , . · 

· Отсюда iiепооре.цствеиво видио, 'IТО каждую пара­
болу можао пмуqить 1<ак се��еиие задаиного коиуса С 
векоторой моокостью /'1, так как все параболы по­
добны между собой (ем. пplh(ep 2 rл. II). · 

Это, о.цвако, ве очевидно ДJIJI eJinипca 11 rиперболы, 
TaR Kait · DpB паравдеJIЬИОК C�Rre ЦЛQСКООТИ р iщ 
поJiучаем нривую, подобную исходвоi, · причек oт:вo-

memre .!.. wжя ал�са в rипербо.JIЬI coxpaRJieТCa; ВОз-а . . . . 
liJlКaeт вопрос, может .ли быть зто oт:вomemre выбрано . 
проиавольво . путем поворо-;rа пл�коети Р. 

Для алпвпса вопрос реШаетСя попожвтеnьво. ·Имев­
во, ооаи ПЛОСJ<ость Р перпеiЩIIкуд.��рва 1< оси кову­
са С, то се'!евие К явл.кется окружностЬю, и отвоtпе-

в&е � равао {. Повора'IИВая плоекость Р так, 'IТобы 
а � . . ·  . . . 

угол ее ваклова к _оои ковуса укевьmа.пся, мы, оче-

ввдво,. б�ДеJоi: уиев6mать ОТВОDmИИе + DpOi18BOЛЬRliiИ 

обраЗом. · Таким образом, . любой зл.папс може.т быТь 
п(щуqев; Как се��евве аадаввоrо аовуса С веко:rорой 
плоскостью Р. . . , 

Сnожаее обстоит дело с ·rипербо.пой. Легко видеть, 
что приб.пижая П.l!оокооть Р а .пара.Jiпе.пьиой ей фиR­
с)fроваввой nпоскости Р', прохоДIIщей череа вер:u:iв­
ву s iс�вуса С, мы в пределе попучаем И а rипербопы ·К 
пару обраЗующих, по которЩ( п.поскооть Р'. перЕ!С?е­
кается с ковусом С. Такц обрааом, уrол между ·асим­
птотаии rвпе,рбОJI.Ы � равен углу между образующими 
ковуса С, по;.rучаемым_и пересеченкем ero . с . ппоско­
стью Р' � ?tfакf(имапьвуЮ веJ1111ошу зтоrо уrм IO.t по:­
.пmш тогда, вогда п.поскооть· Р' проходит чере� ось � 
ковуса С, и она paвila 2у. · Таким образом, дпя гипер­
болы К1, попучаекой сечеmrеи. задавиого ковуса С 

.. DJiоскостью Р, отвоtЩmrе : оrравиче�о вепИ'IВВой 

tg у, и д.пil того, чТобЫ Попучить проиаволЬвую rвпер-. 
бопу, мы допжвы выбирать . :конус:: С рааJi:ичвыии спо­
собами, __ увели'IИвая yro.11 у. MeJUUI 2'�квк образок 
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коиуQ С, ыы можем: nоп:учвть I!Ce возкожвые гипер­
болы. 

Итан, уставомеnо, 'ЧТО любая: }J�J линий - эллипс, 
rииербма· ци nарабола - является: ааnоиич�кам 
сесrевием:. 

Д О Б А В Л Е Н ·И Л- К Г Л А В Е III 
Здесь мы дадим:: 1) преобрааоваиие координат в про­

странстве, .  2) кл9сснфвкацliю поверП�остей nервого · и 
второго поряДRов, З) аоввческие сечения:, как nересе­
чение круглого аовуса с плоекостью nри помощи коор­
двват в npocrpaиcrвe. t. Преобраэоааиие IЮОр�ат� Прямоуголькую де­
аартову систему коордиват, оnисакиую в добамевиJJ 
к главе 1, мЫ будем C'DIT8TЬ nервой. Наряду с зтой n�р­
вой еветемой :координат иы построим проиввольвую 
вторую. Начало атой второй систеиы координат JоШ обо­
анапи через ()', а за оси :Приием: три проиаво.u:щые пр .н­
мне, · поnарно перnеВДIПtулврныо, проходящае через 
точку о' с nроваво.J[ьво выбраввьrми на них нanpaвлe­
RИJIJUJ. Rоордвваты nмиввольвой точки r простран­
ства во второй сисrеие координат мы оnредеШIИ тоv.о 
так ».-е, как это быпо сдмаио д.u:я первой еистем:ы аоор­
дикат, ииевuо, мы обоа�ачии черва р;, .р�, р; . nроакции 
точки r ва тр• оси второй ещетемы {(О.С?Рдщiат в опреде­
тiи. координаты . и1, и1, и1 точки r во второй сисrеые 
коордИнат, как дл-Ины отрезков о' р;, о' р�, р' р;, :ваять.& 
с соотве�твующим:в .авакаии. в виде форыулы м:ы. sa­
nиme)( коордиватЫ точви r JIO аторой систеие коорди­
иаr так: 

r - (�. и_, u8)1• 
Координаты точки r :в первой системе ноорДииат обо� 
виачии череа ж1, zt• z8, ааппса:в ато в . виде фориу.вit: 

r = (z1, z�, z1)2• 
Пере� вами стоит задача выразить координаты Жt, z,, z, 
точки. r через коордиваты и1, и1, и,. PeDUnl зту задачу 
дпя двух простейщих случаев. . 

С л у ч  а 1 t. Оси второй системн коордпват na- · 
ралле.въпы ос.1щ nервой системы ноор.цвват и JD(eioт 
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те же ваnравленииf 'IТО и осв nервой системы коор­
ДJПI&Т. 

С л у ч а i; 2. Точка _о' совnадает с тоЧJ<ой о, т. е. 
ва'lала обеих систем коордива'f совпадаm между собой, 

С л у ч. а й 1 ,  Обоавачвм через.с-- вектор о()' и поло­
жви 

с = (ct, с,, Ce)l· 
Это авачит, что мы обоавачвли через с1, cs, с, l(оорлива­
ты вектора с • первой системе. Totto так же, как в § 9 
для плоскости, эдесь докаВЬDJ&.lОТСЯ -формулы 

Zt = Ct + Ut• 

. .ж1 = с1 + u1, 
.z, = с8.+ и,. 

Rоротко зто можно ·аапвсать в аиде 
:е, = с, + и, (l ... t, 2·, 3). 

Эта форму.ПЬI ДАЮТ выражение КОординат TO'IJ(JI r В пер­
ВОЙ системе через хоорливаты тоЧЮI r во второй системе. 

С л у ч а й 2. Наряду о точкой r в пространстве 
рассмотрим: друrую то�у '• для которой 

i -= {Yt• у,, ·va>t•  ' ""'" fv1• v,, v,),. 
Таким: обраiюw, введеиы обо8ИаЧеВ11fl . дпв. коордиват 
то'IКИ 1 в первОй в во второй системе. Скалярвое произ­
ведеиве ielmijюв r в 1 (см:. форкупу (43) в .цобав.певвв 

. к rл. 1) им:еет rеом:етрв:ческий омыс.п, ве аавис.АЩИi от 
свстем:ы коордиват, вм:евио, ово записывается в в.иде 

r·• - lrl lll cos у, 

rде у есть уrол между вектораr.оr r в s. С друrой сторо­
ны, то же скалярвое провзведение может быть записано 
как в первой, так в во второй системе коор.диват nри· 
помощи коор.цilаат векторов r в '· Иа этоrо м:ы поо��учае11 

r.• ' - .ж1у1 f �· + Жа!/8 = и1v1 + u,v1 + и,р,. 
Это весьма

· 
в&жваs формула. 'Из вее видво, что.скаJiяр­

вое щЮвзве.цевве ·векТоров вi.Аис.пяетси в �ух различ- . 
вых светемах коор�tВВат с общИм:_ вачз.пои оД�Ц�К в тоя 
же способои. 

· На каждой из трех коордииатвых осей первой сп­
стемы отложвк вектор wxnuы одпввца, иаправпевпый 

t2!! 



 

в положительную сторону, и обоавачик полученвые трв 
вектора через е1, е,, е1• Положим 

.(45) 

Такn образок мы ввеяи определенвые обоnа>rекив для 
коордвват векторов е1(1 = 1 ,  2, 3) во второй системе 
коордвват. Оsrевидно, по 

, же = r·e1 

(см. фориуJtу (46) в добавлениях к rn. 1). Записывая 
свмярв� проваведевие, ст�ящее в правой "18.СТВ этой 
форъrулы, при помощи ttоордвиат iекторов r в е1, вви­
тых во второй сu;стеме координат, w.ы пoJiyqaeм 

ж, = �ы"i + �".и. + �J.aUa• (46) 

Здесь i может принимать авачевае 1,  -2, З. Пос.11едкяя 
форму.11а дает выраЖевв:е коордвват точки r в первой 

. системе чероа ев коордаватw во второй еветеме в CJIY-
чae 2. . 

В форму.11е (46) содержатся козффициевты �,.1, rде 
оба ввдекса t в 1 woryr приввwать авачеВИII 1; 2, 3, 
так что общее uмо �еоэффвЩiевтов равио девяти. Звав 
эти коэффициенты, мы можем вычислять коордвваты 
проиаво.11ьвой точки r пространства в первой еветеме 
'lepea ее коордвваты во второй системе. В соответству­
ющек раадме математики - .IIJШейной ал.rвбре - сово­
.купвост�о всех козффJЩВеВ'ЮВ rz1• 1 а&,n��сывавтся в виде 
квадраmоl таб.пцw · . (11t,l 11t,a 11t,a) 

IIJ,I а2.2 а2,а • 

11а,1 11а,а 11а,а 
(47) 

Эта табтща коаффвЦиецтов ва8Ъ18ается .шunprщeil. 
В даввок �yqae катрвца полностью описывает способ 
вычимевив коордвваt: точки r в первой сиtтеке через 
коордиватw то'П<и, r во ·второй системе. Э.11емевты первой 
строки матрицы (47) .SBJIRJOТCII иоэффицвевтакв д.ив 
вwражевв.а ж1 '!ереа u1, и.. и,. Точно T8.R же &Jiемевты 
второй строп явлиJОТсв коэффiЩIIевтакв выражевиs ·· 

ж, srepeз �. и1, Uj, а uе.иевтн третьей cтpoitB - коэФ­
ф�щвевтами выражения ж1 'lереэ и1, и3, и8• Если 81'0Т 
споооб вапвсв . коаффвцвевтов прuuевить .k мучаю 
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tШОСКОСТВ (см. (7)) , ТО. Мьt ПOJ1)"181l CJI8)(yi0щ.yi0 МАТрацу 
козффицвевтов: · (·eos' - sin cp)

. 
· (4В) вin cp . . · cos cp . 

Вв.Цво, что элементы ма.,рвцы (48) ве явЛяются веаави­
сиvыvи чвсаап, а все аавilс11т от од.вой и той же аеn­
Чввы ер - уrяа поворота. Точво так же девsт• меvев­
тов М�трВЦЫ (47) 88 ЯllmmТCJI BeВAIIИCJJXIDOI. 0ви ко-

. ф быть выражевы 'lepea три уrжа, во эти выражеR1111 
веудобвы, поэтому зависимости 818жду мемевта101 мат­
рицы (47) обычве . аадаются друrик способом - uри по­
хощв уравнений, связывающих &Jie�teПы матрицы (47). 
Эти урааае�в очеkь J�erкo получитЬ, приива во. ввииа­
иие·, что. векторк г1, е1• г1 не проваволЬJ{ы:.их&вв о. каж­
дый -из пх ИV88'f дmiRY едввица в каждые два раалвч­
вых �втора перnевдикулярвы друr Apyry. BЫ1UUП81il 

· 8'1'В у.сповия, ПОliЪВувсъ cвaupiiШIUI проиаведевивvв 

tt = г2 - еа =- • 49 
2 . 2 2 . t' } 

'1 • '• .... 8t • '• =- г • • '• - о. ( ) 

СоiОкупвость 8'J'ИХ рuеиств коротко обычво- вапасыа.а­
етсJI · а саеду�>щеl форме: 

(50) 
3Aeclt 61.���. есть 'faR ваанваемнй CIU&I0.4 Кронпеера -
'IIЮ.IIo, которое p8JIIIo е.цввице, когда 1 = k, в вулю , 
воrда j + k. Джя 7e>ro чтобt.r п011уЧ:вть уровевм, свя­
аываJQщве мeм:ell'l'bl .vатри:цы: ,(47). следует переписать 
равенства (49), . IIJIJI• что то же самое, (50), .вырааn вхо­
ДIIЩВе в ввх ска.uри:ые про•авеАеввя во второй системе 
воорАJIИ&Т· (см •. (-45)). Предостаuяек 8'.1'0 чвтатеюо. 

Пусть теперь в простравсfве вкемсJI третм еветема 
координат с uроиавоnЪIIЫК вa'I8JIOМ ov в проваво.11ьво 

. вапрU.Jiеиншоr o.cSIOI коордвват, пpoxoДIIщlnor череа 
ату тоЧJ<у о'. Roopдвв&TI\I'ТO'DDI r в втоl треТьей еветеме 
коорАИВат мы введем при помощи формулы . 

r - (�1• "· е.) .. 
Прои8Вt)дя ,na поспедова'l't'!JIЬвых преобраэовdИВs коор­
мваr тиnа t и 2, llьt цо.пучпм, очевидво , форкуJIЫ 

z1 - с� + о:це1 + 0:1,2�4 + o:t.a'- (t =- 1, 2, З). (Sf) 
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Эти фориуJIЫ даюТ выраЖеtlие иоордиват топи r в пер­
вой системе через ·ее коорАИНаты в третьей системе. 
Следует отwетвтъ, 'что. зТи форхулы в:ыраЖ!i!О'f коорди­
иаtн ж1, ж1, ж1 в виде ивоrоuеиов первой степени отво­
.ситеJJыю ·иоордиват 1i1, if, '•· Так как � �истемw -
первая и '!1)етЫ1 --:. вnопе равноправны. то коордвваты 
;1, �. � выражаютса через коорДаваты z1, :t1; z1 .так*е 

· пр а помощИ �оrоЧ.Певов первой . степени. . 
· · ·. 

Допустим Теперь, что в перiой сиdтеке воо�ат 
векоторая поверхвомь · а�ава уравиеви(!м · 

' 
F(ж�, z1, za) = О, · �(52) 

rде -F(z1, z8; z;) есть мвоrоЧJiев степени n. При переходе 
от первой еветемы аоордВват и третьей cвe'i'tiмe · коордИ· · 
ват мы доJiжиы а мвоrоuев _F(z1, .ж8, z1) вместо z1, z1, ж8 
подставить и:ж ВЫRажевие По ФО}*уJiам (М). Тоrда мы 
·получИм квоrочлен .G(�1, ;,, ·�), в в третьей системе 

· . коорДИIIат уравнение поверхности будет JШеть вид 
G<t1. Е,. ia) = о� 

Оч�в_идво, ,ro мвоrочлен G(E1, ,,, , �.} также имеет с� 
nень n (сраввите с §  9). Тав101 обрааок, ,стеiiенъ n квоrо­
ч.nена явлаетса rеохетрическик свойством поверnости, 
оri:ределаемой уравненвек (52). Ова называется nopsiO-
'IW1f, n088ржност u. . 2. НаасевфliКIЩва uоВерхвостеl пераого в атороrо 
пор.JIДRов. Будем СЧИ'I'ать, что в пространстВе з&дава 
СИстеМа КО&рЩIВаТ; оriвсаивая. В доб&ВJIОНМИ R перВОЙ 
rдаве. Пусть F(z1, z,, i.e8) - квоготшев riepвoi ·Или Вто­
рой степев.в отНоситеJJЬВО координат z�.. z,. z,. Тоrда 
уравнение · 

. (53) 

оnределяет в nростраистае поверiв�ть: Эцесь мы ииееи 
два сл:уЧаЯ: · а) квоrоЧJiен F .  Имеет nервую ·сt.nень и 
поверхвостъ tiазываетса �Ц�вержНОС1fiью первого lй1рядм; 
б) мвоrоч.nен 101еет вторую степенЬ, тоrда поверхность 
вааЬlвается повержностью гторого порядм. Мы докажем, 
что поверХJiость первого пGрядка есть· всеrда Wiосжость, 
а поверхность второго порядка либо выро�аетса, т. е; 
являетса Цвливдром ИJIИ к.онусок, m�бо 11меет одив· иа 
пяти видов, описаввых .в добавлеиu к rлаве 11 (см. фор-
мулы (83)-(87)). . . ' 

. . . 
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С л у -ч а й а}. Многочлен первой степени F эа.nи­
шем в виде 

F(x1, х,., х8) = а1х1 + tJМi + а,х8 + tlo· 
Эдесь ве все uc.na а1, �Jt, а8 равны нулю. Очевидно, 
с:ущест,l!ует такое u� �. что amoro1JJ]:eн 

fif(x1, х1, Za) = Ь1х1 + b.z1 + Ь.,х8 + Ьа 
обладает следующИми свойствами. Чис.ло Ьо = -.Ь . Ее 
положительно, т. е. Ь > О, а чисnа Ь1, Ь8, Ь, удовлетво­
ряют умовию 

ь� + ь� + ь: = f. 
·Тогда уравнение (53) первписывается в виде 

Ь1х1 + Ьм +.Ь,х1 = ь, 
которое представляеr собой иорu:альное уравнение 
(плоскости} (си. формулу (81) добавлений к гл. Il). 

TllJUD( обрааои, доказано, что поверхность первого 
порядка вооrда есть плоскос'l'Ь, а л'юбая плоскость есть 
поверхность Первого порядка. 

С л у "1 а й б); Расемотрви сперва мвогочлен вто­
рой степени F{x1, z1, z1}, не содержащий членов первой и 
иудевой степени. Такой иногочлен называется мадра­
тwшой tfюpJIIOЦ от перем:енных ж1, ��· жа. Он рассиат­
рввается как функция вектора r = (z1, .r1, ·Ха), F(r) = F(.r1, z., i8). 
Будеи сЧитать, что вектор r � 8 есть произвольвый 
веi<ТОр длины е�инвца и выделиv такой вектор е1, для. 
которого функЦВJI F(e) достигает своего каксимука. 
ПОС'I'роии теперь в пространСтве новую систему коорди­
нат с прежним· пачалок о, приияв за ·первую ось пря­
мую, пр·оходящую через В8КТ9Р е1 и выбрав. на вей на­
nравление веКтора el. Две другие оса выберем проиэ­
ВОJIЬНО так, чтобы они бЫJtlt перпеидцкулярны первой 
оси и между собой. В этой второй системе коорДJЩат 
обОэвачИИ коордииаты вектора r 'tерез u1, и.. и8, по-
лоЖQ 

· · · · 

r = (и1; ":а• и,),. 
Подставпял в .квадратичную форыу F(.r1, z,, z8) выраже­
ние z1• z., -z8 через u1, и.. u8 (см. (46)), иы поJiучик ·дл я . 

' 
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F(r) новое внражев11е: 
F(r) - G(u1, "-• и8). 

БУдем С'ПIТать теперь, "'то вектор r пр�а.цJiежит плос­
коСти (t, 2) втОрой еветемы коор�ат. Тогда мы имеем 

F (r) .,;  Ьниl + 2Ь1aU1Ut + ь""U�. (54) 
Так как квадратвчвая форма F(г) прв проваволькои 
векторе е ДJПП1Ы -еди1П1ца доствrает своеrо максiDfуиа, 
коrда 8 - а1, то Jl.дшr векторов 8, привад.11ежащих n� 
кости (t, 2) В'I'Орой свсrекы коордиват, она достигает 
с::воеrо кахсвvука nиже nрв а =  а1. Оrс:юда, в силу 
·пJUDiepa 4 rлавы 111, медует, что ввадратвuая форма 
(54) ве содерЖIП скешаввоrо провэведеВВJl, т. е. � 
вид 

F (r) .. Ь11и� + Ь11и�, 
To"'Do так же, раесиатрива.li квадратичную форму F(r) 
для векторо�. привада:ежащвх плоскости (i, З) второй 

· коордииатвой си�ыы. мы у()едикся, что смешаввый 
член с проиаве.Цеивем и1и, отсутсnует. ОтС10да сп:едует, 
что квадрати:uа.11 форма F(r) ДliJI оровввольвоrо вектора 
r = (U., и., � вкее:r вид · 

, 

F (r) == Ь11 uj + Ь J.ui + 2Ь .ши1и1 + Ь81и�. 
Тuим обрааок, для векторов r, првв·адлежаЩвх плос­
кости (2, 3) второй системы коордвват, RВадратвuаЯ 
форма F(r) Dеет вид · · 

. . 

2 . 2 F (r) - Ь11иа + 2Ь18и1и8 + Ь,.из. (55) 
Мы уже аиаем (см. (37)), 'lfro дл11 ква:дратк"'Вой формы (55) двух переменных u1 � u8 можно таи выбрать светему 
коорДIDiат в �оскоств .(2, 3), "'ТО ока в новых перемеu-
инх (е., bl попучает вид . . _ 

· . _ 

. F (r) = c"'i + с11�. 
- Сохраикя nepвyiD ось второй еветемы · координат и аа­

кевяя оси в плоскости (2, 3) указаввык. способом, мы 
попуоmе:и дпв RввдратИ"'Вой формы F(r) спедующий вид: 

F (r) F е11�� + с,,Е� + с88��. (56) 

Таким образом, иы доt<ааuи, что ·в пространстве можно · 
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выбраrь таВую св�rеИу координат с прежним пачало11 
о, в которой проиавольвая . ваданная квадратичная 
ФОРМ:!\ F(r)=F(z1, �; "z;) приобретает вид (56). ГоJЮ­
рЯТ; что пронавоаыrая -квадратичная форма F(r) = 
:::aF(z1, z,, z8) преобрааованвем Rоордвват может быть 
прuедеsа к ICIJН()нuriet�W.Щ� su.дy (56). · · 

· 
Пoeiie 8тоrо, по.пьауясь пост_роенiiJIИВ, аналоrв'IВы­

ми те1l; . KO'l'Opble .бwr• даны В f 10, 1Ш можем .ДОRавать, 
что кажда.я вевырождев:иая поверхщють второrо irоряд­
� В14� о.Цitв ва пятИ. видов, nepeЧвt.Jieввsx в дi>бавле-
Вив ко второй rлаве (си. (83)..:;;.(87)). · · . 

· 

. Что касается-- вырождевных Поверхвостеl B!opor,o 
uорRДКа, ЦJtПвв.цров в HOJQJ'Coв, то вх лer�to можно 
описать. · · · .  :. · · 

· ·· . 
�р второrо порв.Цна. в вЦJiежаще выбраивых 

коорДвиатах ааписываеТсв уравнением · 
' F(zJ., z8) ... О, (57) ·-· . 

rде F(�, z1) ест� JoP�oroч:D:e� второй. cтeuen мвоситеПь­
. во пepelleввl!lx (z1, :е,), так что уравнено 

F(z1; z,) = Q 
в координатной п.посiсоств (1; �) опредеJiя8Т кривую 
второго порядна. Таnм образок; · цилВiiДр (57) вкеет 
своей ваiq�а�.��Ющей иривую второtо поряДна, лежа­
щую в кОQрДJШатвой .. п.поекоСТJt (�, 2), а все. кривые вто­
рого порядRа уже ·проилассвфиЦврова'вы (см. 1 10). 

Конус второго поря�а иМеет ураавеиве 
· 

F(z1, z11 z.) - О, 
rде F(z1, �. z1) �ть квадратичная форма Второrо .пО­
рJiдиа, JСОТОрав, по только что докааавному, может 
быть првведена к каноническому ВJЩУ (56). Позтому 
IIОЖВО С'ЦП'&ТЬ, 1f'1'0 ROBYC вrоро�·пор.вДRа 88ПИIЩВ8е1'СЯ · . 
уравневвек · 

C11:t� + С����± С�= , . Q. (58) 

Есnв все ЧИCJI/i с11, cu, /!81 ОТ.11И'JВЫ от вум в имеют один 
звu, то уравиевИIО . . (�) .удовлетворяеТ только в'аuло 
координаТ. Если одив ив два ,а коэффициентов р�ЦU�Ы 
ауJПО, ТО IIЬI 'QOЛyqAelol ЦвJDII[Дp. ECJUt , ж8 :они В� ОТJIИЧ· 
m.t от вуnя, во ве DeJDТ ·одввакфlвх аВugв, т.� , будем­
считать ДJIII опредеяеввоСтв, что · с11 > О, · с11 < О, 
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Cn < О. ТоrДа �аввеппе (58) может быть перепвсапо 
в виде 

2 zi � · 

ж, = -:2 + -:r· . а, аа 
�о и есть уравнеиве ковуса с еллиптическвw ее"Ювием 
ПДОСКОСТЬJО :а:8::::С, . С > 0. . 

TfUUiw образом, мы получили uoJiвoe опвсавве всех 
поверхностей второr� Порядка� ' 

3. Коввчееаве ее.евu. Будем сптать, '!ТО в прост­
равmве вадава векоторая система координат, например, 
опвсавваs в добавп:евив .к rлаве 1. Подобво тому как на 
пn:оскоста мы аадавми 11Шв в параметрической форме (см. § 6), в простгавmве мы можем задавать .пиввв в поверхности также в параметрической форме. В самок 
дме, еспв ж(t) есть веl(ТОрпща фуикцu параметра t, 
п'рвчеw ж есть простравствевв:ый вектор, Wlевио; 

z(t)"'" (z1(t), z1(t), z,(t)), 

" z = :a:(t) 

есть ·парам8трическое уравневив ливни. Ииевliо, ноrда 
t мевяетсs, точна z(t) в Пространстве описывает некото­
рую nпJUO. Точво так же, ecJJB z(t1, t1) есть векторван. 
фувкцви двух параметров t1 в ts, причем z(t1, t1) есть 
простравсв.еввый вектор, вмевво; 

z(t1, t1) =;= (z1(t1, tJ, za(t1, ts), z11(t1, tJ), 

то ураввевве 

вадает некоторую поверхность. Имевво, когда t1 и t1 · првввмаm всевоаможоые ввачешtя, точна .2:(t1, ft) оnи­
сывает в простравС'I'ве некоторую поверхность . S.. Так 
как, задавая чвс.повые ·апачеаu параwетров t� u 11, 
иы по.пучаем определщmую тоuу z(t1, tJ ua nоверхно­
GТв S 1 ТО 'IВCJJa t1 В t, МОЖВО расс:матрв:вать Ralt иоорди­
ваты точкИ z(t1, t1) в._ поверхвоетв S. · Т:ВJ(ве иоордпuа­
ты на поверхНости вмеют,больпiое авачев:ие в геометрии, 
во здесь мы будем рассматривать только пар"'етрuче-

. сиве уравневив прямой и ПJiосноств. 
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Пусть М - векоторая nрвмая в пространстве, z8- · 
вeJ<oтopall фвJ<свровавil�в точка ва вей, · а  е - веКтор 
ДJIВИЬI едваица, ВIUОд'.IЩИЙ ИЗ Ba'IIUia RООрдвват И Da· 
рм.пе.пЬНый npRVol М. Тогда ура.ввевие 

z = z0 + te  (59) 
ив.iJ:вется uараиетрач�кии ураввеивеи npJDIOй М в · 
простравс,оае. Коrда цараиетр t пробегает вее дейtтви­
·rе.rrъвые авачевии, roua· z, аадавваи ураввеииеи (59), 
пробегает всю прямую М. Урапение (59) по форие 
совпадает с уравиевием (45) г.павы 11 и выводится ео­
'*'рmеипо авалоrвчво� 

Пус'l'ь теnерь Q - векоторан ПJiосжооть в nрострав­
СТJЦ!, z, - вехоторая фиксироваmrая точка на моево­
сти Q и е1, е1 - два ве�ора д.пивы едввица, пврпевди­
ку.rrярвые друr другу, выходящие ив начала коордвват 
и hараиепьные оооскоети Q. Тогда · 

z = zo + t1e1 + tsea (60) 

есть параиетричесJ<ое уравнеиве мосJСости Q. Ииеиво, 
коrда чвс.па t1 и. tt привимают веевовкожные вваченив, 
точка . z� оnределяеиаs уравнением (60), оnисывает. всю 
ПJiоекость Q. Доказательство атоrо факта мы здесь не 
nриво.цам; Оно .не представnиет трую�ости. Оказыва­
ется, далее, что ·чима t1 в t1 ЯВJIRIOТCR декартовьu.rs ко­
ордвватами тоЧJtи ж, оnределяеиой уравнением (60) 
в п.поскоети Q в векоторой опредеnввой свстеие J<оор­
дВиат. Оси втой декартовой еветемы коордвват опвсьrва­
ютси с.педующви обрааои. Через .тоuу z0 в ПJiосвости Q 
IiровеДеи прикую М1 , п�pax.rre.ri�yю вектору е1, и выбе­
реи на ней направJiе.иие, совnадаЮщее с ваправлеиве" 
aenopa е1• Топе тu же через точку ж0 nрове.цеи при­
кую М1 в омскости Q, пармnелъвую вектору е., и вЫ­
берек ка втой примой вапраuенве, совпадающее с на­
прамениеи вектора е,. ПоJIУ'fевв.ые две.пр�U�ые М1 в М1 
с выбраниыии ва них направлениями пре,цставпяют со­
бой о�и декарrовых иоор.цвнат на моекости Q, а числа 
t1 в ts лвnяlОТсв коордиватаiОI tо'IИВ z на моекости Q 
отиоеите.пьио В'!'ВХ осей жcoopДJiilaт. Если точиа z0 лежит 
на прямой R, nроходящей череа точку о в перпен.ца­
�улярноJ к п.посJ<ости Q, то вектор z0 может быть запи­сан в форме 
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rде 4 > О, а векТор t8 ьеет дmmy едввица в nерпеп­
дввупRрен в. векторах е1 в е1• В атом случае векторное 
уравнеиве (60) nопучает вид 

· 

ж = t1e1 + t,e1 + ае8• (61) 

Дпя тоrо чтобы от векториоrо уравиенвя (61) nnoc­
кocтk Q nерейти к трек сJСuяришr ее уравиеВJ1,108, ва-
дадии коордвваты векТоров е1, г1, е8, поnожиВ . ·:�·.: 

е, = (�Xt,t, at,2t e&t,s) (l -= 1. 2, З). 

Вместо одвоrо векторноrо уравнения (61) uоскоств мы 
можем теперь напасать три скалярвые уравненu, 
икевво: 

· 

z, """' �Xt,ttl + t%(,21, + 1%(,34 (l :а t, 2, �). (62) 
. Пусть теперь F(x1, х1, х� - функция трех nepeиeи-

HJill. Тоrда · _ . - .. . 
' 

F(x1, х1, х8) - О (63) 

определяет в п'ространстве некоторую Поверхность S. 
Дnя тоrо 11Т0б,ы аайтJ пересечеиве ·L �� поверnоств 
S с ппоскостыо Q, мы доJIЖВЫ подставить в фуйкцвю 
F(x1, х1, ж8) выражение дnа х1, х1, х8 по форму.Jiак (�2). 
Тоrда мы: ПO.JIY'UDol некоторую функцию G(t1, t1), в ли­
ния L задается в ппоскости Q уравв:Еiввем 

G(t1, ts) - О. 

Выберем теперь · фуiпщи:ю F(z�,, Zt• ж.,) специа.львьtМ 
образом тu, чтобы: ураавеиве (63) oupeдe.JIII.JIO круг.пыi 
gоиус (си. пувит 3 ив до.�ав.Jiевий к rn. Il). Им�о, 
напишем ура.ввевие 

zf + �- k'xf - О. (64)· 
При k + О lrl'O · ypa.вJieиu оnр,деnиет ируr.пd конус, 
ось котороrо совпадает о трет.Jо&й осыо ваЦJ&й простраи­
ствевиой системы· коордиват. Плосвость Q ·иы теперь 
выбереи также спецваnьвым обрааом., вмекво, nоJJ�ЖИМ 

,1 - (1,  о, 0), -· 

е1 .... ((), - sin у, cos у), 
е1 - (0, cos у, -вln у), 

а > О. 



 

При --�i-ком аада1uц1 iцtоспости Q ее параиетрnес�е 
урави.е� аада�я фориуаахв 

z1 = t1, -

J z1 =:-t;sin у :+  ��оз у, . 
z8 • 11cos у +  а stn у. , 

(65) 

· lJ.i!l тоrо 'чтобы ·пQ�ь уравнение JOЩJDi nересе­
чения J!antero ковуса (64) с мос1tоотью · Q, подстава 
выра.жевве ]J.JIII z1, �' z1 иа -·формул (65) в ,Равве�:�ие 
(64}; Тогда мы получИи 

tf + '(stni.y � �osl у) tf ·- 2а sin ycos у ·{t + k'�) t1 + · 
+ (oos' у...- k' �tin• у) а• - О. (66) 

Это ес�ь ·1Равне.lае ;.rересеЧевия · новуе• .(64) с unoc­
кwrm ._-,Q, · задаввое ·в . декарrовой . систеив коор.цiшат 
nJtoolU)�И Q. Сраау ••�о, Ч'rо. ypaвlieвse (�) oupeдenll­
eт в uQскости Q. кривую второrо uоря:Д1<4. ЧJnат.щю 

. предоот�вuется рассм01'ретъ. вое �еющиооя гдесь вdа­
можиоств в вавис.аиосrи от sнa'l8вd u:cen а, k и .у. 
Спедует )!СТаБОВJIТЬ, В JС8КИХ CJI)"'aiiX ПOll)"'aeTCII IIJI:_ 
.пв�е. nшербопа в парабОпа. 

TaJCJUI образом, поньэуясъ метедом Jtoopдщ�ar, мы 
nonyu:ли реаупьтат § Н .почти автоиатвчв<:u, между 

' тем как в § 11 он был попуqев: в а QСвовавви товквх · reo­
иeтpneciOIX · построений. Это де�t�овстрирует cuy кo-
opДIDiaтuoro метода. · "' 
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IРвв с:р��DНТ завосу 18III«:D8 с 1еОРВН CJP>'II, 'ПО6ы � 1111РУ 11-.мepJIYJO 
�, IIII010p0ЙtuD�plle'I'C:II II IIOCC!8JIUЛIII8, A8C8�ИJI 
110рСDЦСВ8 111\бр8ци11iаr � струн.  . . . . . 
Квиr8 � �мiшiвwа llll'.lqJeC uж у CDOЦIIAJUЮ]OII ec.-ieci��tмo-йa)"'JJЬЬX 
JDICЦJIIШIIII, 1U и у DIJIPOIOOIU IPYra '1И1'11ТС11С8. ' . 
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liOBLIЙ УМ коРОля 

0 � ........... 8 SUOIIU фiiЗВD· 
Моноrрафви !1380C'1110ro ф1Щ1D и _._ I'QIDIЩ)8 Псироуза мсмщека иэу- · 
1Щ1НЮ пpoб/leiOI ас� IIID'UiJeDa на Ос:воее �ro aвaJJJDa . 
AOC'JIIDIDII COIIpeкeiiiDIX науж. lJo:sкo8иo J1В м� рuума? Ч� найти 
оrат на nvr вопрос, Певроу3 � \ПIIPO"IdDIIIA QYr IUII1i:IDifJ: �­
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IeдcJul, '!UCIIDp'I8IIJD мm:рви. ���� � фнзпи, ЭJriPO!IIIJI), po.��;��eJUie 
IICCJICIIJIOA, 'ICpiUie .IIIIPЫ. C'J1IOCIIIIe ..О.. в миоrое �· 

.'���си Лo!W)КQOro �IICGIO �. профессор М8ICМ8J1ID � 
yRJIIICpOIIТC1', сэр Po.IDp IJcвpoy.s -llloiiiiiDIQidclr y'lellld совреМСИИ0С111, aiaНIIRo 
paбoraюoudt • (1113ЛВ'11114 оС1лас1п М811:181'11D1, o&Qclt теории cnиoc:иruыt0C'111 
и JCIIIIПOIJOЙ теорвв; unop :rеорвв 1WIC10pOII. 
КИвrа .. зовет JICCOIOIICIIJII JDПepCC DJt у CJJCQIIUIIC:ТOВ, Т8J( и у ШJIPOJtOro круnа 'IИI'8'WieA. 
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Издательство УРСС 

� 
специализируется на выпуске учебной и научной mrrepaтypы, в том 
числе монографий, журналов, трудов ученых Российской Академии 

� наук, научио-исследовательских институтов и учебных заведений. 

Уважаемые читатели! Уважаемые авторы! 
Основываясь иа широком и плодотворном сотрудничестве с Российским 
фоJШом ФУJШ3менталы!Ьiх исследований и Российским тумакитарным 
научным фондом, мы пред11агаем авторам свои услути на выrодиых экономических 
условиях. При этом мы берем на себя всю работу по nодrотовке издания 
от набора, редактирования и верстки до тиражирования и распространения. 

Среди вышедших и rотовящихся к изданию книr мы nред113гаем Вам следуюшие: 

Л. С. Понтряzин: Серия •Знакомство с высшей математикой• 

Метод коор.!U1118Т. 

Allull3 бecКOIIe'IIIO MIJIЫX. 
А.пебра. 

ДиффepeiiЦIIUWIIole ураанен1111 и их npiL/IOJКetlllll. 

Друrие кииrи Л. С. Понтряzина: 

Осн08ы комбюurторноil ТOIIOJIOПIII. 
1:цакме мноrообрu1111 и их nримеиеи1111 а теории �нА. 
Обобщенllll 'IIICeJI. 
Жизнеописание Л•ва Семен08нча Понтра1111111, матемаntка, составленное им сам11м. 

Данфорд Н., Шварц Дж. Т. Л11Меi111ые овераторы. Oбlua тeoPIIJI. 
Уиттежер Э. Т., Ватсон Дж. Н. � современного 8IWIИ38. 
Маzарил-Ильяее Г. Г., Тихомиров В. М. Bblii)'IUiыil aНLUI3 н ero ор11.11Ы1ен1111. 
KНJIЗtll Л. Н. ФyNIUUIOIWibllыil aiiUIIЭ. 
Данилов Ю.А. Мноrооuеиы Чебы18еаа. 
Чеботарев Н. Г. В-ине а теорию а.оrебр. 
Чеботарев Н. Г. Теор1111 a.oreбpaнчeciUIX фунiWИА. 
Чеботареtl Н. Г. Теор1111 11JYRB ЛИ. 

Дубровин Б. А., Новиков С. П., Фоменко А. Т. Соаременнаа rеометр1111. Т. l-3. 
Клейн Ф. HeeiiUI\4088 rеометр118. 

Клейн Ф. Высшаа reooteYPIIJI. 
Клейн Ф. ЛeiWИII о6 икосаuре н ре1Вен11и урааиеииil IUIТOII степени. 
Рашевский П. К. Геометрическаа теор1111 урааиениil с: час:тиыми nронзаоцыми. 
Рашевский П. К. Римаиоаа rеометр1111 и тetDOpиыil aи8JUQ. 

Рашевсжий П. К. � дИфференUН8Jiьиоl rеометрии. 
Лозняк Э. Г., Шикин Е. В. Днфференциuьиаа rеометрна: nервое эиакомс:тао. 

Бояр�ук А. К. и др. Справочное пособие по aыc:IВeil математике (Антllдем1Щ0811Ч). Т. l-5. 
Краснов М. Л. и др. Вса аыс:18аа математика. Т. 1-6. 
Краснов М. Л. и др. CбopиiiJUI Ц)18Ч с nодробными решен1111мн. 

По всем вопросам Вы можете обратитьс:а к нам: 
ти./факс (095) 135-44-ZЗ, 135-4Z-4б 
I&IUI :мектронноii norunoii URSS@URSS.ru 
Полныll каталоr нэданиii представлен 
в Ннтермт-магll3uне: http://URSS.ru 

Издательство УРСС 
Научная и учебная 

литература 



 

 


