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Итак, мы столкнулись с острой проблемой разработки и создания кван­

тового компьютера. Мы можем лишь сказать, насколько хорошо должно 

работать аппаратное обеспечение этой машины, чтобы оно могло быть 

использовано для выполнения интересных квантовых вычислений, конку­

рентноспособных с теми, что могут выполнять лучшие современные циф­

ровые компьютеры. Начнем с обзора основных принципов отказоустойчи­

вых вычислений. 

2. Законы отказоустойчивых вычислений 

Чтобы выполнять отказоустойчивые вычисления, необходимо: (1) обес­
печить наде;ж:ное исправление ошибок, (2) уметь применять вентили, спо­
собные обрабатывать закодированную информацию, (3) контролировать 
распространение ошибок. Когда вентиль применяется, скажем, к паре ку­

битов, один из которых содержит ошибку, то эта ошибка будет стремить­

ся перейти на другой кубит. Необходимо соблюдать осторожность, чтобы 

сдерживать заражение. Правила, которым мы должны следовать при выпол­

нении отказоустойчивых вычислений, можно систематизировать, как я это 

буду называть, в виде «законов отказоустойчивых вычислений». Эту ин­

формацию можно получить из пионерской работы Шора (Shor 1996). 
Первый закон гласит: (1) Не используйте один и тот же кубит два­

жды.1 Плохая сеть ХОR-вентилей, нарушающая эту заповедь, изображена 
на рис. 2 (используются условные обозначения рис. 1). Бит, который я на­
звал служебным, является целью нескольких следующих друг за другом 

вентилей. Если в этом служебном бите есть хотя бы одна ошибка, такая сеть 

может распространить ее на некоторые другие биты, являющиеся источни­

ками ХОR-вентилей; следовательно, инфекция распространяется лавинооб­

разно. Странная квантово-механическая особенность состоит в следующем: 

тогда как даже классический ХОR-вентиль распространяет ошибки инвер­
тирования бита от источника к цели, в случае квантовых вентилей следует 

помнить о фазовых ошибках, а они распространяются в противоположном 

направлении от цели к источнику. Итак, при выполнении квантовых вы­

числений необходимо быть особенно внимательным к возможности рас­

пространения ошибок. Следуя этому закону, сеть можно перестроить, как 

это показано на том же рисунке 2, увеличив количество служебных кубитов 
до нескольких, так чтобы ни один из них не действовал более одного раза. 

Второй закон касается того, как должно выполняться исправление 

ошибок. С этой целью пекоторая информация из блока данных копиру-

1 Менее строгая, но более благоразумная версия этого закона: избегайте использования 
одного и того же кубита слишком часто. 
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х ф у 

хЕfЭу 

z ЕfЭ ху 

Рис. 1. Графическое изображение вентилей NOT, XOR (исключающее ИЛИ) и вен­
тиля Тоффоли (дважды контролируемое НЕ) 

Данные~ 

Служебный~ 
кубит 

Плохо! 

Данные --+-~8----

Служебные ----tti--+-­

кубиты ------fti--

Хорошо! 

Рис. 2. Первый закон. Плохая схема, которая несколько раз использует один и тот же 
служебный кубит, и хорошая схема, которая использует каждый вспомогательный 

бит только один раз 

ется в блок служебных кубитов. Затем выполняется его измерение, чтобы 

найти синдром ошибки, который сообщает, какая операция восстановления 

необходима. Второй закон гласит: (2) Копируйте ошибки, а не инфор­
мацию. Если какая-то часть закодированной информации копируется из 

блока данных в служебный, то результирующее запутывание между этими 
регистрами вызовет декогерентизацию и, следовательно, ошибки. Чтобы 

избежать этого, необходимо перед копированием какой-либо информации 

подготовить служебные кубиты в специальных состояниях, выбранных та­

ким образом, чтобы результаты их измерения сообщали информацию лишь 

о возникших ошибках, а не о закодированных данных (см. рис. 3). 
Третий и четвертый законы требуют: прежде чем что-либо делать, 

необходимо убедиться (если это возможно) в том, что это делается правиль­

но. Часто требуется приготовить блок, кодирующий известное квантовое 

состояние, такое как закодированный нуль. Третий закон гласит: (3) Коди­
руя известное квантовое состояние, проверяйте результат. В nроцессе 

кодирования информация оказывается особенно подверженной действию 

ошибок: защитные механизмы кода еще не работают и одна-единственная 

ошибка может распространиться катастрофическим образом. Следователь-
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Данные 

Служебный 

кубит 
-

ДЖОН ПРЕСКИЛЛ 

с--

Вычисление 

Подготов-
синдрома 

ка г-----
ошибки 

f--Измерение 

состояния 

Рис. 3. Второй закон. Служебный кубит должен быть подходящим образом приго­
товлен 

!О) 

IO) 

!О) 

Кодиро- 1-------1 
Проверка Проверка 

IO)code 
ванне 

Служеб­
ный 

кубит 

\O)code 
Служеб­

ный 

кубит 

Измерение 

!O)code 

Измерение 

Рис. 4. Третий закон. Кодирующее устройство конструирует !O)code, а затем вы­
полняется неразрушающее измерение (по крайней мере дважды), чтобы убедиться 

в успешности кодирования 

но, необходимо выполнить измерение, проверяющее, правильиость коди­

рования. Конечно, и сама проверка может быть ошибочной, поэтому ее 
следует повторить несколько раз, пока мы в достаточной мере не убедимся 

в правильиости кодирования. 

Данные 

Служебный 

кубит 

-

-

Измерение 
синдрома 

Служебный-1-
кубит 

Измерение 

---Lвосстановление 
Измерение 
синдрома 

-

Измерение 

Рис. 5. Четвертый закон. Для обеспечения точности необходимо повторять опера­
ции, в частности, измерение синдрома 

Необходимость повторения проверок фактически представляет собой 

частный случай четвертого закона, который гласит: (4) Повторяйте опе-
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Данные ----J---4,_ ___ _ 

= I Данные ----+1+--t---

Рис. 6. Пятый закон. Трансверсальная (побитовая) реализация отказоустойчивого 
ХОR-вентиля 

рации. Этот закон важно применять к измерению синдрома, предшеству­

ющему процедуре исправления. Ошибка, появившаяся в процессе измере­

ния синдрома, может одновременно повредить данные и явиться причиной 

ошибочного синдрома. Если мы по ошибке примем измеренный синдром 

и будем действовать в соответствии с ним, то вместо исправления это при­

ведет к дальнейшему повреждению данных. Следовательно, перед выпол­

нением восстановления необходимо быть в высшей степени уверенными 
в том, что измерение синдрома выполнено корректно. Для достижения до­
статочной уверенности необходимо, в соответствии с четвертым законом, 

повторить измерение синдрома несколько раз. 

Пятый закон является, вероятно, наиболее важным и в то же время 

нанболее сложным для выполнения: (5) Используйте правШlьный код. Ис­
пользуемый для вычислений код должен обладать специальными качества­

ми: допускать применение квантовых вентилей к закодированной информа­

ции, эффективно работать и отвечать первым четырем законам. Например, 
хороший для вычислений код может быть таким, чтобы действующий на 

закодированные кубиты ХОR-вентиль применялся, как показано на рисун­

ке 6: по одному ХОR-вентилю, применяемому к каждому кубиту, как в бло­
ке источников, так и в блоке целей. Тогда действующий на закодированные 

кубиты вентиль удовлетворяет первому закону и является отказоустойчи­

вым.1 

3. Пример: 7-кубитовый код Стина 

Чтобы понять, как осуществляется коррекция квантовых ошибок, по­

учительно рассмотреть конкретный код. Простым и важным примером ко-

1 Когда я читал лекцию в декабре, принцип применения отказоустойчивых вентилей для 
большинства квантовых кодов еще не бьm известен. Позднее Готтесмаи (Gottesman 1997а) 
показал, что отказоустойчивые вычисления возможны для всех «стабилизирующих кодою>. 

Тем не менее, пятый закон - хороший закон; подойдет любой код, но для некоторых из них 

реализация отказоустойчивых вентилей проще. 
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да, корректирующего квантовые ошибки, является разработанный Эндрю 

Стином (Steane 199баЬ) 7-кубитовый код. Он позволяет хранить один кубит 
квантовой информации (произвольное состояние в двумерном гильберто­
вом пространстве), в совокупности используя семь кубитов (погружая дву­

мерное гильбертоно пространство в 27-мерное пространство). Фактически 
код Стина тесно связан с известным нам классическим корректирующим 

ошибки [7,4,3]-кодом Хэмминга (MacWilliams & S1oane 1977). Чтобы по­
нять, как работает код Стина, для начала полезно разобраться в устройстве 

кода Хэмминга. 

Код Хэмминга использует блок из семи битов для кодирования четы­
рех битов классической информации: имеется 16 = 24 строк длины семь, 
которые представляют собой кодовые слова, характеризуемые с помощью 

матрицы контроля четности, 

(

0001111) 
Н= О 1 1 О О 1 1 . 

1 о 1 о 1 о 1 
(1) 

Каждое кодовое слово является 7-битовой строкой Vcode, удовлетворяющей 

уравнению 

:2:.:: Hjk(Vcocte)k =О (mod 2); (2) 
k 

то есть в арифметике по модулю 2 матрица Н уничтожает каждое кодовое 
слово. Поскольку Z2 = {0, 1} представляет собой (конечное) поле, на нем 
применимы известные результаты линейной алгебры. Матрица Н имеет 

три линейно независимых строки, а ее ядро 1 является линейной оболочкой 
четырех независимых векторов-столбцов. 16 кодовых слов представляют 
собой все возможные линейные комбинации этих четырех строк с коэффи­
циентами, выбираемыми из {0, 1}. 

Теперь предположим, что Vcode - (неизвестное) кодовое слово, в ко­

тором возникла единственная (неизвестная) ошибка: один из семи битов 

инвертировался. Наша задача - определить поврежденный бит и испра­

вить ошибку. Этот трюк можно выполнить с помощью матрицы контроля 

четности. Пусть ei представляет собой строку с единицей в i-й позиции 
и нулями в остальных. Тогда при инвертировании i-го бита Vcocte становит­

ся равным Vcode + ei. Если мы подействуем на эту строку матрицей Н, то 
получим 

(3) 

1 Ядро матрицы или ее нуль-пространство - пространство векторов, удовлетворяющих 
уравнению (2). - Прим. ред. 
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(поскольку Н уничтожает Vcocte), что представляет собой именно i-й стол­
бец матрицы Н. А поскольку все столбцы матрицы Н различны, то этим 

однозначно определяется значение i. Выяснив местоположение ошибки, ее 
можно исправить, инвертируя i-й бит в исходное состояние. Таким образом, 

если инвертируется только один бит, то можно однозначно восстановить 

закодированную информацию; но если происходит инвертирование двух 

или более различных битов, закодированная информация будет поврежде­

на. Замечательно здесь то, что величина Н ei выявляет позицию ошибки, 
ничего не сообщая о Vcode, то есть не раскрывая закодированную информа­
цию. 

Код Стина представляет собой квантовое обобщение этого классиче­

ского кода коррекции ошибок. Он использует 7-кубитовый «блок» для ко­

дирования одного кубита квантовой информации, то есть произвольнаго со­

стояния в двумерном гильбертоном пространстве, натянутом на два состоя­

ния: «логический нуль» JO)code и «логическая единица» Jl)code· Конструкция 
кода позволяет исправить любую ошибку, возникшую в любом из. семи ку­

битов в блоке. 

Что подразумевается под произвольной ошибкой? Вызывающий подо­

зрение кубит мог подвергаться случайному унитарному преобразованию, 

или потерять когерентность, запутавшись с состояниями окружающей 

среды. Пусть неповрежденный кубит находится в состоянии aJO) + bjl). 
(Конечно, этот отдельный кубит может быть запутан с другими, так что 

коэффициенты а и Ь не обязательно являются комплексными числами; они 

могут представпять собой векторы состояний, ортогональных как JO), так 
и Jl), которые мы (пока) считаем неуязвимыми для ошибок.) Если теперь 
кубит поражен произвольной ошибкой, результирующее состояние можно 

разложить следующим образом: 

aJO) + Ьjl) -7 (aJO) + bjl)) 0 JAno епоr )env + 
+ (ajl) + ЬJО)) ®jAЬit-flir )env + 
+ (aJO)- bjl)) ®jAphase-flip )env + 
+ (ajl)- bJO)) ®jAьoth eпors )env' (4) 

где каждое JA)env обозначает состояние окружающей среды. Мы не дела­
ем никаких особенных предположений относительно ортогональности или 

нормировки состояний окружения JA)env,1 поэтому уравнение (4) не при­
водит ни к какой потере общности. Таким образом, кубит эволюционирует 

1 Хотя. конечно, совместная эволюция кубита и окружающей среды должна быть унитар-
ной. 



214 ДЖОН ПРЕСКИЛЛ 

к линейной суперпозиции четырех возможностей: (1) никакой ошибки не 
возникает, (2) возникает инвертирование бита \0) ~ \1), (3) обращается 
относительная фаза \0) и \1), (4) инвертирование бита и обращение фазы 
происходят одновременно. 

Теперь понятно, как должен работать квантовый код коррекции оши­

бок (Steane 1996; Кnill & Laflamme 1997). Совершая подходящее измерение, 
мы хотим диагностировать, какая из этих четырех возможностей случилась 

на самом деле. Конечно, в целом, состояние кубита будет представлять ли­

нейную комбинацию этих четырех состояний, но наше измерение должно 

спроецировать его на использованный в ( 4) базис. После этого мы можем 
приступить к исправлению ошибки с помощью одного из четырех унитар­
ных преобразований: 

(1) I, (2) Х =о ( ~ ~ ) , (3) Z =о ( ~ ~1 ) , (4) Х · Z, (5) 

(какое из них необходимо применить, укажет результат измерения). При­

менив это преобразование, мы возвращаем кубит в его исходное состоя­

ние и полностью распутываем квантовые состояния кубита и окружающей 

среды. Существенно, что при диагностике ошибки мы ничего не узнаем 

о закодированной информации, поскольку получение любой информации 

о коэффициентах а и Ь в уравнении ( 4) неизбежно разрушит когерентность 
кубита. 

\0) 1 Измерение ''!/ 

\0) Измерение 

\0) Из мерение 

Рис. 7. Вычисление синдрома инвертирования бита для 7-кубитового кода Стина. 
Повторение вычисления в повернутом базисе диагностирует ошибку обращения фа­

зы. Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой, каждый служебный кубит должен 

быть заменен четырьмя кубитами в подходящих состояниях 
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Если мы используем код Стина, то удовлетворяющее этим критериям 

измерение возможно. Логический нуль является равновзвешенной супер­

позицией всех кодовых слов Хэмминга (Н) с четным весом (с четными 

количеством единиц), 

\O)code = }s L \Veven) = 
VevenEH 

= }в (\0000000) + \0001111) + \0110011) + \0111100)+ (б) 

+ \1010101) + \1011010) + \1100110) + \1101001) ), 

а логическая единица является равновзвешенной суперпозицией всех кодо­

вых слов Хэмминга с нечетным весом (с нечетным количеством единиц), 

\1)code = ~ L \vodd) = 
V 0 VoctctEH 

= }в (\1111111) + \1110000) + \1001100) + \1000011)+ (7) 

+ \0101010) + \0100101) + \0011001) + \0010110) ). 

Поскольку все возникающие в уравнениях (б) и (7) состояния являются 
кодовыми словами Хэмминга, инвертирование единственного бита в блоке 

несложно детектировать, выполняя простое квантовое вычисление, как это 

показано на рисунке 7. Мы дополняем блок из семи кубитов тремя служеб­
ными кубитами1 и выполняем унитарное преобразование: 

jv) 0\0)anc--+ \v) 0\Hv)anc 1 (8) 

где Н- матрица контроля четности Хзмминга, а \·)anc обозначает состо­
яние трех служебных кубитов. Если ошибка содержится лишь в одном из 

семи кубитов, то измерение служебного кубита проецирует его либо на 

инвертированное состояние, либо на исходноенеповрежденное (но не на 

любую нетривиальную суперпозицию этих двух состояний). В первом слу­

чае результат измерения диагностирует поврежденный бит, ничего сообщая 
о закодированной в блоке квантовой информации. 

Но чтобы выполнять коррекцию квантовых ошибок, нам понадобит­

ся диагностировать не только ошибки инвертирования битов, но и фа­
зовые ошибки. Для достижения этой цели мы можем, следуя Стину 

1 Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой, нам понадобится увеличить количество слу­
жебных кубитов, как это обсуждается в разделе 4. 
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(Steane 199баЬ ), изменить базис для каждого кубита, применив поворот 
Адамара 

1 ( 1 1 ) 
R = J2 1 -1 . (9) 

Тогда ошибки, бывшие фазовыми в базисе /0), /1), в повернутом базисе 

/О)= ~(IO) + 11)), (10) 

становятся ошибками инвертирования бита. Следовательно, будет доста­

точно, если наш код способен диагностировать ошибки инвертирования 

бита в этом повернутом базисе. Но если мы применяем поворот Адама­

ра к каждому из семи кубитов, то логические нуль и единица кода Стина 

в новом базисе приобретают вид 

/0)=~2:/v)= ~(/0)+/1)), 
vEH v2 

(11) 
/i) = ~ 2)-1)wt(v)/v) = _L(jO) -11)) 

vEH J2 
(где wt( v) обозначает вес v). Важно то, что /0) и ji), как и /0) и /1), являют­
ся суперпозициями кодовых слов Хэмминга. Следовательно, в повернутом 

базисе, как и в исходном, мы можем выполнить контроль четности Хэм­

минга для диагностики инвертирования битов, которое в исходном базисе 

представляло собой обращение фазы. При условии, что поврежден толь­

ко один кубит, выполнение контроля четности в обоих базисах полностью 

диагностирует ошибку и дает возможность ее исправить. 

В описанной выше схеме исправления ошибок я предполагал, что 

ошибка воздействует только на один кубит в блоке. Очевидно, это пред­
положение нереалистично; обычно все кубиты до пекоторой степени запу­

тываются с окружением. Но, как мы уже видели, процедура определения 

синдрома ошибки обычно проецирует каждый кубит на исходное неповре­

жденное состояние. Для каждого кубита существует иенулевая предпола­

гаемая малой вероятность возникновения ошибки, которую мы обозначим 

как Е. Сейчас мы сделаем очень важное предположение: ошибки, действу­

ющие на разные кубиты в одном блоке, абсолютно не коррелируют между 

собой. При таком допущении вероятность возникновения двух ошибок име­

ет порядок Е2 и, следовательно, гораздо меньше вероятности возникновения 
одной ошибки, если Е - достаточно малая величина. Поэтому, с точностью 



3. ПРИМЕР: 7-КУБИТОВЫЙ КОД СТИНА 217 

порядка Е, мы можем уверенно сосредоточить наше внимание на случае, 

когда ошибку содержит максимум один кубит в блоке. 

Но в случае (маловероятном), когда в одном и том же блоке кода воз­

никает две ошибки, наша процедура восстановления, как правило, будет 

безуспешной. Если в одном блоке инвертируются два бита, то контроль 

четности Хэмминга неправильно диагностирует ошибку. Восстановление 

вернет квантовое состояние в кодовое подпространство, но в закодирован­

ной в блоке квантовой информации произойдет инвертирование бита: 

1 О) code ---+ 11) code, 11) code ---+ 1 О) code · (12) 

Аналогично, если в одном блоке возникают две фазовые ошибки, то есть 

две ошибки инвертирования бита в повернутом базисе, то после восста­

новления в нем произойдет инвертирование бита в повернутом базисе или 

обращение фазы в исходном базисе: 

1 О) code ---+ 1 О) code , 11) code ---+ -11) code · (13) 

(Если один кубит в блоке содержит фазовую ошибку, а другой - ошибку 

инвертирования бита, то восстановление будет успешным.) 
Итак, мы увидели, что код Стива способен повысить надежность хра­

нения квантовой информации. Предположим, мы хотим сохранить один ку­

бит в неизвестном чистом состоянии IФ). Вследствие несовершенства за­
поминающего устройства состояние р001 , которое мы восстановим, будет 

иметь точность воспроизведения 

F = (ФIPoutiФ) = 1 -Е. (14) 

Но если мы храним кубит, используя 7-кубитовый блоковый код Стина, 

если каждый из семи кубитов хранится с точностью воспроизведения F = 
= 1-Е, если ошибки кубитов некоррелированы и, наконец, если мы в состо­
янии безукоризненно выполнять коррекцию ошибок, кодирование и деко­

дирование (более подробно об этом ниже), то закодированная информация 

может храниться с улучшенной точностью воспроизведения F = 1- 0(Е2 ). 
Кубит в неизвестном состоянии можно закодировать, используя изоб­

раженную на рисунке 8 схему. Проще всего понять принцип работы ко­
дирующего устройства, используя альтернативное выражение для матрицы 

контроля четности Хэмминга, 

о 1 
о 1 
1 1 

(15) 
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IO) ---+Н--ftt---t-tt---

10) ~'17--+--ffi----ffi-­

!O) -ffi---ffi---t~=&--

a!O) + bil) -+--fl-~+t---

ajO)code 

+ 

Ьjl)code 

Рис. 8. Кодирующая схема для 7-кубитового кода Стина 

(Эта форма матрицы Н получена из (1) путем пересталовки столбцов, то 
есть лишь изменением нумерации битов в блоке.) Четный субкод кода Хэм­

минга фактически является пространством, натянутым на строки матри­

цы Н; итак, мы видим, что (в этом представлении матрицы Н) первые три 

бита строки полностью характеризуют представленные в субкоде данные. 
Остальные четыре бита представляют собой биты четности, обеспечива­

ющие необходимую для защиты от ошибок избыточность. При кодирова­
нии неизвестного состояния а!О) + bll) кодирующее устройство сначала 
использует два ХОR-вентеля, чтобы приготовить состояние aiOOOOOOO) + 
+ ЬIOOOOlll), суперпозицию четногоинечетного слов Хэмминга. Далее по 
схеме к этому состоянию добавляется IO)code: повороты Адамара (R) готовят 
равновзвешенную суперпозицию всех восьми возможных значений первых 

трех битов в блоке, а остальные ХОR-вентили включают предписываемые 
матрицей Н биты контроля четности. 

Мы также хотим иметь возможность измерять закодированный кубит, 

скажем, проецируя его на ортогональный базис {IO)code, ll)code}· Если нас 
не беспокоит разрушение закодированного блока в ходе измерения, то до­
статочно измерить каждый из семи кубитов в блоке, проецируя их на базис 
{10), ll) }, а затем, чтобы получить кодовое слово Хэмминга, выполнить 
классическую коррекцию ошибок в результатах измерения. Четность это­

го кодового слова является значением логического кубита. (Этап класси­

ческой коррекции обеспечивает защиту от ошибок измерения. Например, 

если блок находится в состоянии IO)code, то при измерении элементарных 
кубитов для определения логического кубита могут возникнуть две незави­

симые ошибки, в результате чего будет получено неверное значение ll)code·) 
В применении к квантовым вычислениям, нам понадобится выполнять 

измерение, проецирующее на {IO)code, l1)code}, без разрушения блока. Это 
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выполняется путем копирования четности блока на служебный кубит с по­

следующим его измерением. Схема, представляющая неразрушающее из­

мерение кодового блока, показана на рисунке 9. 

--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 
--Измерение 

Класси­

ческое 

восста-
о или 1 

----- IO)code 

или 

~jl)code 

IО)Шизмерение 
Рис. 9. Разрушающее и неразрушающее измерение логического кубита 

7-кубитовый код Стина может может исправить только одну ошибку 

в кодовом блоке, но можно сконструировать более совершенные коды, спо­

собные защищать информацию от ошибок количеством до t внутри одного 
блока, так что закодированная информация может сохраняться с точностью 

воспроизведения F = 1- O(~:t+l) (Steane 1996Ь; Calderbank & Shor 1996; 
Gottesman 1996; Calderbank et al. 1996, 1997). Обзор текущего состояния 
теории квантового кодирования сделан Шором в работе (Shor 1997). 

I 
Рис. 10. Полезное тождество. Источник и цель ХОR-вентиля меняются местами при 
изменении базиса с помощью поворотов Адамара 

4. Отказоустойчивое восстановление 

Конечно, исправление ошибок никогда не будет безупречным. Восста­

новление само по себе является предрасположенным к появлению ошибок 

квантовым вычислением. Необходимо позаботиться о создании процеду­

ры восстановления для кода Стина, обеспечиваюЩей вероятность возник­
новения ошибки порядка ~:2 (или порядка Et+l для кода, исправляющего t 
ошибок). Не менее серьезную проблему представляет контроль распростра­

нения ошибок в ходе процедуры восстановления. 
Изображенная на рисунке 7 схема не является отказоустойчивой; 

она нарушает первый закон. ХОR-вентили могут перенести единственную 
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ошибку, возникшую в одном из служебных кубитов, в два разных кубита 

в блоке данных, приводя в итоге к фазовой ошибке, появляющейся в зако­

дированных данных с вероятностью порядка Е. Выполняя требования пер­

вого закона, следует увеличить количество служебных кубитов, так чтобы 

каждый из них являлся целью лишь одного ХОR-вентиля. Но пока обра­

тим внимание на второй закон: служебные кубиты должны запутываться 

с ошибками блока данных, а не с закодированной в нем квантовой информа­

цией. Действительно, запутывание служебного кубита с закодированными 

данными разрушает их когерентность. 

Выполняя это условие, мы, прежде чем приступать к процедуре вы­

числения синдрома, готовим служебное состояние Шора (Shor 1996). Это 
состояние четырех служебных кубитов, представляющее собой равновзве­

шенную суперпозицию всех строк с четным весом: 

IShor)anc = }s L lveven)anc· 
Veven 

(16) 

Чтобы вычислить каждый бит синдрома, мы готовим состояние Шора, вы­

полняем четыре ХОR-вентиля (с соответствующими кубитами в блоке дан­

ных в роли источников и с четырьмя служебными кубитами в состоянии 

Шора в роли целей), а затем измеряем служебное состояние. Бит синдрома 

извлекается из четности результата измерения состояния четырех служеб­

ных кубитов. Состояние Шора устроено таким образом, что из него можно 
извлечь только эту четность - никакой другой информации о блоке данных 

на нем не отпечатывается. 

Всего имеется шесть битов синдрома (три для диагностики ошибок 

инвертирования бита и три для диагностики ошибок обращения фазы), так 

что измерение синдрома использует 24 служебных кубита, приготовленных 
в шести состояниях Шора, и 24 ХОR-вентиля. 

[Одним из способов получения синдрома обращения фазы может быть 

следующий: сначала применить семь параллельных Н-вентилей к блоку 

данных, чтобы повернуть базис, затем, как показано на рисунке 7, приме­
лить ХОR-вентили (но с приготовленными в состояниях Шора служебными 

кубитами) и, наконец, применить семь Н-вентилей для обратного поворота 

данных. Но чтобы усовершенствовать эту процедуру, мы можем использо­

вать представлепное на рисунке 1 О тождество. Обращая направление ХОR­
вентилей (то есть используя служебные кубиты в качестве источников, а ин­

формацию- в качестве цели), мы можем избежать применения Н-вентилей 

к данным и, следовательно, понизить вероятность их повреждения непра­

вильными вентилями (Zalka 1996; Steane 1997).] 
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Вследствие распространения ошибок, единственная возникающая 

в процессе приготовлепил состояния Шора ошибка может стать результа­

том возникновения двух фазовых ошибок в данном состоянии. Обе они 

могут распространиться на данные, если при измерении синдрома исполь­

зуется поврежденное служебное состояние. Следовательно, перед исполь­

зованием состояния Шора оно должно быть протестировано на наличие 

нескольких фазовых ошибок (пример третьего закона), как это показано 

на рисунке 11. Если состояние не проходит тест, его следует уничтожить, 
и приготовить новое. 

IO) 

IO) ----+Н~t-----+-----1 

[О) ----+lгt--....--t-------t 

[О) ----~+t--t--------.-1 

[О) ---------f+l--f++-Измерение 

Рис. 11. Конструирование и проверка состояния Шора. Если причиной измерения 
является 1, то состояние отбрасывается, и готовится новое состояние Шора 

Наконец, единственная ошибка в процессе измерения синдРома мо­

жет стать причиной появления ошибочного синдрома. Таким образом, для 

подтверждения точности измерение синдрома необходимо повторить (чет­
вертый закон). Когда один и тот же результат получается дважды подряд, 

он может быть принят с уверенностью, а восстановление продолжено. 

Если мы применяем все описанные выше меры предосторожности, то 

восстановление дает сбой только при появлении двух независимых ошибок, 

поэтому вероятность возникающей в закодированном блоке ошибки будет 

порядка Е2 . Процедура коррекции ошибок является отказоустойчивой. 
Довольно изящная отказоустойчивая процедура измерения синдрома 

была предложена Стином (Steane 1997). Для измерения сиНдрома инверти­
рования бита готовится служебное 7-кубитовое состояние Стина 

[Steane)anc = ~ L [v). (17) 
vEH 

(Состояние Стина можно приготовить, применив к состоянию [O)code по­
битовый поворот Адамара.) Теперь выполним операции XOR с каждым 
кубитом блока данных в качестве источника и соответствующим кубитом 
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служебного состояния в качестве цели, после чего измерим результат дей­

ствия этих операций на данное служебное состояние. Применяя матрицу 

контроля четности Хэмминга Н к результату классического измерения, мы 

получаем синдром инвертирования бита. (Обратите внимание на соблюде­

ние второго закона: процедура «копирует» данные в служебный блок, со­

стояние которого устроено таким образом, что при его измерении обеспечи­
вается возможность прочтения лишь информации об ошибке.) Аналогичная 

процедура выполняется в повернутом базисе для определения синдрома об­
ращения фазы. Преимущество процедуры Стина перед процедурой Шора 

состоит в том, что она требует лишь 14 служебных кубитов и 14 ХОR­
вентилей. Однако недостаток ее заключается в том, что приготовление слу­

жебного состояния более сложное, так что оно само в некоторой степени 

больше предрасположено к возникновению ошибок. 

А что можно сказать об измерении и кодировании? Мы только что от­

метили, что разрушающее измерение кодового блока надежно, если ошиб­

ка содержится только в одном кубите блока. Изображенное на рисунке 9 
не разрушающее информацию измерение также не требует модификации. 

Несмотря на то, что служебное состояние является целью трех последова­

тельных ХОR-вентилей, возвращающиеся в блок фазовые ошибки не опас­

ны, так как они не могут поменять IO)code на l1)code (или наоборот). Но, 
поскольку единственная ошибка может оказаться причиной неправильного 

результата измерения четности, его необходимо повторить (после исправ­

ления ошибок), чтобы обеспечить точность порядка ~:2 (пример четвертого 
закона). 

В применении к квантовым вычислениям нам потребуется повторно 

готовить закодированное состояние IO)code· Кодирование может быть вы­
полнено по изображенной на рисунке 8 схеме (за исключением того, что 
первые два ХОR-вентиля можно исключить). Однако ошибки могут рас­

пространяться в ходе процедуры кодирования, так что единственной ошиб­

ки может быть достаточно для повреждения закодированной информации. 

Следовательно, важно проверять кодирование, как этого требует третий 

закон, выполняя неразрушающее измерение блока. На самом деле можно 

вполне обойтись без этапа кодирования. Каким бы ни было исходное состо­

яние блока, отказоустойчивая коррекция ошибок спроецирует его на про­

странство, натянутое на {IO)code, ll)cocte}, а (проверенное) измерение выдаст 
либо IO)code, либо Щсоdе· Если получен результат ll)code, то для перевода 
блока в желаемое состояние IO)code можно применить (побитовый) опера­
торNОТ. 

Кодирование неизвестного квантового состояния выполняется с помо­

щью изображенной на рисунке 8 схемы. Вновь, вследствие распростране-
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ния ошибок, единственная ошибка, возникшая в ходе кодирования, может 

оказаться причиной его сбоя. В этом случае, поскольку никаким измере­

нием нельзя проверить результат кодирования, точность воспроизведения 

закодированного состояния будет равна F = 1- О( Е). Тем не менее, смысл 
в кодировании остается, поскольку закодированное состояние может хра­

ниться с требуемой надежностью в течение более продолжительного вре­

мени, чем незакодированное. 

Обе схемы (Шора и Стина) отказоустойчивого измерения синдрома 

описаны здесь только для 7-кубитового кода, но их можно приспоеобить 

для более сложных кодов, способных корректировать множество ошибок 

(DiVincenzo & Shor 1996; Steane 1997). По мере возрастания сложности 
кода схема Стина становится существенно эффективнее схемы Шора. 

5. Отказоустойчивые квантовые вентили 

Мы убедились, что кодирование может защитить квантовую инфор­

мацию. Но мы хотим больше, нежели просто хранить квантовую инфор­

мацию с высокой точностью воспроизведения; мы хотим управлять кван­

товым компьютером, который обрабатывает информацию. Конечно, мы 

могли бы декодировать информацию, выполнить вентиль, а затем кодиро­

вать ее заново, но эта процедура на время подвергла бы опасности ин­

формацию. Напротив, если мы хотим, чтобы наш компьютер работал на­

дежно, мы должны уметь применять квантовые вентили непосредственно 

к закодированной информации, а эти вентили должны удовлетворять перво­

му закону отказоустойчивости, если мы хотим избежать катастрофического 

распространения ошибок. 

Действительно, для 7-кубитового кода Стина существует несколько 

вентилей, которые можно легко применить. Три однокубитовых вентиля 

могут применяться побитово, то есть применение этих вентилей к каждо­

му из семи кубитов в блоке осуществляет тот же вентиль, действующий на 

закодированный кубит. Мы уже увидели в уравнении (1 1 ), что именно так 
действует поворот Адамара R. То же самое справедливо для NОТ-вентиля 
(поскольку каждое нечетноекодовое слово Хэмминга является дополнени­

ем четного кодового слова Хэмминга), 1 а также и вентиля сдвига фазы 

(18) 

нечетвые кодовые слова Хэмминга имеют вес= 3 (по модулю 4), а четные 
кодовые слова имеют вес = О (по модулю 4), поэтому мы фактически при-

1 Собственно, мы можем выполнить операцию NOT, действующую на закодированный 
кубит, nри помощи лишь трех NOT, применяемых к выбранным кубитам в блоке. 
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меняем вентиль p-l побитово, чтобы выполнить вентиль Р. ХОR-вентиль 
также может выполняться побитово, то есть используя каждый бит блока 

источника и соответствующий бит блока цели. Это работает, потому что 

четные кодовые слова образуют субкод, тогда как нечетвые кодовые слова 

представляют его нетривиальный смежный класс. 

Таким образом, существуют простые отказоустойчивые процедуры для 

выполнения NOT-, R-, Р- и ХОR-вентилей. Но, к сожалению, сами по се­

бе эти вентили не образуют универсального набора. Чтобы уметь выпол­
нять произвольвые унитарные преобразования закодированной квантовой 

информации, нам потребуется сделать подходящее дополнение этого набо­

ра. Следуя Шору (Shor 1996), мы добавим 3-кубитовый вентиль Тоффо­
ли, который выполняется с помощью процедуры, изображенной на рисун­

ке 12.1 

IO 
IO 
IO 

~--~----~----~~~~-----г~~~~~ 

I+Н&\-<..-+1 у} 

нm--нВ-+1 z Е1Э ху) 

~----------------------------~44~----+--+-Измерение 

~------------------------------~~----+--Измерение 

Измерение 

Рис. 12. Отказоустойчивый вентиль Тоффоли. Каждая линия изображает блок из се­
ми кубитов, а вентили применяются трансверсально. Для каждого измерения стрел­

ка указывает на набор вентилей, которые применяются, если результатом измерения 

является 1, и не действуют, если результатом является О 

Вкратце, процедура работает следующим образом. Во-первых, три за­

кодированных служебных блока приготавливаются в состоянии вида 

IA)anc = L L ia, Ь, ab)anc· (19) 
a=O,l b=O,l 

1 Нилл и другие (Кnill et al. 1996, 1997) описывает альтернативный способ дополнения 
универсального набора вентилей. 
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Это приготовление служебного блока выполняется с помощью (проверен­

ного) 7 -бИТО ВО ГО «КОТ-СОСТОЯНИЯ» 

!cat) = -
1 (/0000000) + /1111111) ). 

J2 
(20) 

Выполняется несколько вентилей, включая побитовый вентиль Тоффоли 

с двумя служебными блоками в качестве управляющих и кот-состоянием 

в качестве цели. Затем измеряется кот-состояние. (Измерение повторяется, 

чтобы удостовериться в его точности.) Если результаты измерений четные, 

значит, желаемое вспомогательное состояние /A)anc успешно приготовле­
но; если нечетные, то состояние /A)anc можно получить, применив NОТ­
вентиль к третьему служебному блоку. 

Тем временем три блока данных терпеливо ожидали готовности слу­

жебного блока. Применением трех ХОR-вентилей и поворота Адамара со­

стояние данных и служебного блока преобразуется следующим образом: 

L L /а, Ь, ab)anc/x, у, z)ctata---> 
a=O,l Ь=О,l 

---> L L L (-l)wz/a,b,abffiz)anc/xffia,yffib,w)data· 
(21) 

a=O,l Ь=О,l w=O,l 

Теперь выполняется измерение каждого блока данных. Если результатом 

измерения является О, никакие действия не предпринимаются, но если ре­

зультат измерения - 1, то для завершения выполнения вентиля Тоффоли 
к слу:жебному блоку применяется указанный на рисунке 12 набор вентилей. 
Обратите внимание на то, что исходные блоки данных разрушаются данной 

процедурой, а также на то, что новыми блоками данных становятся блоки, 

первоначально бывшие служебными. Важным свойством этой конструкции 

является то, что все ее этапы организованы так, чтобы удовлетворять тре­

бованиям законов отказоустойчивости. 

Немного мешает то, что отказоустойчивые вентили формируют дис­

кретный набор, но в то же время это неизбежная черта любой отказо­

устойчивой схемы. Для отказоустойчивых вентилей нет смысла формиро­

вать континуум, ибо как тогда мы сможем избежать совершения ошибки, 
применяя ло:жный вентиль, который отличается от предназначенного на 

небольтую величину? В любом случае, поскольку наши отказоустойчивые 

вентили формируют универсальный набор, их достаточно для приближен­

ного выполнения любого желаемого унитарного преобразования с любой 

желаемой точностью. 
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Шор показал, как обобщить этот отказоустойчивый набор вентилей 
на более сложные коды, способные исправлять большее количество оши­

бок, а Готтесмаи (Gottesman 1997аЬ) описал еще более общую процедуру, 
которую можно применять к любому из известных квантовых кодов. Та­
ким образом, практически любой корректирующий ошибки квантовый код 
может использоваться для отказоустойчивых вычислений. В чем же тогда 

смысл пятого закона? Даже если, в принципе, может использоваться лю­

бой код, некоторые из них работают эффективнее. Например, существует 
5-кубитовый код, способный корректировать одну ошибку (Bennett et al. 
1996; Laflamme et al. 1996), а Готтесмаи представил универсальный набор 
отказоустойчивых вентилей для этого кода. Но реализация этих вентилей 

достаточно сложна. Для 7-кубитового кода Стина требуется больший блок, 

но он гораздо удобнее для реализации вычислений; пятый закон отдает 
предпочтение коду Стина. 

6. Порог безошибочности квантовых вычислений 

Существуют корректирующие квантовые коды, способные исправить t 
ошибок, где t может быть сколь угодно большим. Если мы используем та­
кой код и следуем законам отказоустойчивости, тогда непоправимая ошибка 

возникнет только при появлении t + 1 независимых ошибок в одном бло­
ке до завершения восстановления. Поэтому если вероятность возникнове­

ния ошибки в одном квантовом вентиле или отнесенная к единице време­
ни вероятность возникновения ошибки запоминающего устройства имеет 

порядок Е, то вероятность действующей на закодированные данные ошиб­

ки в вентиле будет иметь порядок Et+l, что гораздо меньше, чем Е, если 
эта величина достаточно мала. Действительно, может показаться, что при 

выборе кода со сколь угодно большим t мы можем сделать вероятность 
ошибки в вентиле сколь угодно малой, но это не факт, по крайней мере 

для большинства кодов. Проблема состоит в том, что по мере увеличения t 
сложность кода резко возрастает, соответственно возрастает и сложность 

процедуры восстановления. В конечном счете мы достигаем момента, ко­

гда выполнение восстановления требует так много времени, что становится 
вероятным накопление t+ 1 ошибок в блоке до завершения восстановитель­
ного этапа, и, таким образом, способность кода исправлять ошибки стано­
вится сомнительной. 

Предположим, что количество вычислительных шагов, необходимых 

для выполнения измерения синдрома, растет вместе с t, как степень tb. То­
гда вероятность того, что до завершения измерения накопится t + 1 ошибок, 
будет вести себя как 

Block Епоr Probability rv ( tb Е) t+l' (22) 
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где Е - вероятность ошибки на один шаг. Мы можем в таком случае вы­

брать t, чтобы минимизировать вероятность ошибки (t rv е- 1 Е- 1 1Ь, при 
условии, что t большое), получая 

Minimum Вlock Error Probability rv ехр (- е- 1 ьЕ- 1 fь). (23) 

Таким образом, если мы рассчитываем безупречно выполнить в совокупно­

сти Т циклов коррекции ошибок, то наши вентили должны иметь точность 

(24) 

Аналогично, для выполнения квантового вычисления с участием Т кванто­

вых вентилей необходимы элементарные вентили заданной точности. 

В первоначально описанной Шором (Shor 1996) процедуре степень, 
характеризующая сложность измерения синдрома, равна Ь = 4; с помощью 
более оптимизированной процедуры можно достичь скромного улучше­

ния ( Ь rv 3). Размер блока используемого кода растет вместе с t как t 2 , по­
этому, когда выбирается код для оптимизации вероятности возникновения 

ошибки, размер блока будет порядка (log Т)2 . Конечно, описываемый урав­
нением (24) СКеЙЛИНГ ГОраздо преДПОЧТИТельнее, ЧеМ ТОЧНОСТЬ Е rv т-1, КО­
торая потребовалась бы, если бы кодирование не использовалось вообще. 

Но при любой заданной точности существует предел продолжительности 
вычисления, при которой еще можно не опасаться появления ошибок. 

Это ограничение можно преодолеть, используя код специального типа, 

а именно каскадный код (Кnill & Laflamme 1996; Кnill et al. 1996, 1997; 
Aharonov & Ben-Or 1996; Kitaev 1996, 1997). Чтобы понять идею каскад­
ного кода, представьте, что мы используем корректирующий ошибки кван­

товый код Стина, кодирующий единственный кубит в 7-кубитовом блоке. 

Но если мы посмотрим внимательнее, с большим разрешением, на один из 

семи кубитов в блоке, то обнаружим, что на самом деле это не один кубит, 
а другой 7-кубитовый блок, закодированный, как и ранее, при помощи то­

го же кода Стина. А когда мы изучим один из семи кубитов в этом блоке 
с еще большим разрешением, мы обнаружим, что он тоже в действитель­

ности является блоком из семи кубитов, и так далее (см. рис. 13). Если 
в этой иерархии каскадного соединения всего имеется L уровней, тогда 
один кубит фактически кодируется в блоке размера 7L. Каскадное соеди­
нение оказывается полезным, поскольку, действуя по принцилу «разделяй 

и властвуй», оно позволяет более эффективно избавляться от ошибок: то 

есть чаще всего восстановление осуществляется на самом нижнем уровне 

иерархии, в блоке размера семь, реже - на следующем уровне, в блоке раз­

мера 72 = 49, еще реже на следующем уровне, на блоке размера 73 = 343, 
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и так далее. При таком методе сложность коррекции уже не так стремитель­

но растет с повышением способности квантового кода исправлять ошибки. 

-8-
l ______ . 

-8-
L~-

-8-
l...____. 

Рис. 13. Каскадное кодирование. Каждый кубит в блоке, рассматриваемый с боль­
шим разрешением, сам является закодированным субкодом 

Мы видели, что 7-кубитовый код Стина может исправлять одну ошиб­

ку. Если вероятность ошибки на кубит равна Е, ошибки не коррелирова­

ны, а процедура отказоустойчива, то вероятность сбоя при восстановлении 

будет порядка Е2 . Если два кода соединяются в каскад, образуя блок раз­
мера 72 , то ошибка в нем возникает только при повреждении двух из его 
субблоков размера семь, что происходит с вероятностью порядка ( Е2?. При 
добавлении еще одного уровня каскадирования ошибка в блоке размера 73 

возникает только в случае повреждения двух из его субблоков размера 72
, 

а вероятность такого события имеет порядок ((Е2 ) 2 ) 2 . И так далее, при 
наличии L уровней каскадного соединения кодов вероятность появления 
ошибки имеет порядок E2

L, тогда как размер блока равен 7L. Теперь, если 
частота появления ошибок для основных вентилей достаточно мала, то от­

несенную к одному вентилю вероятность появления ошибки можно умень­

шить с помощью каскадного соединения кодов. Если это так, то добавление 
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следующего уровня каскадирования приведет к дальнейшему понижению 

вероятности ошибки, и так далее. В этом состоит природа порога безоши­
бочности квантовых вычислений: если кодирование значительно снижает 

вероятность возникновения ошибки, то, добавляя достаточное количество 

уровней каскадирования, частоту появления ошибок можно сделать сколь 

угодно малой. Но если исходная частота появления ошибок слишком высо­

ка, то кодирование, напротив, усугубит такое положение вещей. 

Чтобы проанализировать эту ситуацию, необходимо принять некото­

рую конкретную модель ошибок. Я выберу наиболее простую из возмож­

ных квазиреалистичную модель: некоррелированные стохастические ошиб­

ки. 1 На каждом такте вычисления каждый кубит в устройстве запутывается 
с окружением. Пусть запутывание описывается уравнением (4) с тем лишь 
отличием, что теперь четыре состояния окружения предполагаются взаим­

но ортогональными, а «ошибочные состояния» - имеющими одинаковые 

нормы. Таким образом, три типа ошибок (инвертирование бита, обращение 

фазы и обе ошибки одновременно) предполагаются равно вероятными. Пол­

ная вероятность появления ошибки на каждом шаге обозначается как Estore· 

Кроме этих ошибок запоминающего устройства, поражающих хранящие­

ел кубиты, существуют ошибки, вносимые самими квантовыми вентиля­

ми. Для каждого типа вентиля вероятность появления ошибки при каж­

дом его применении обозначается как Egate (при независимых значениях, 

приписываемых каждому типу вентилей). Если вентиль действует на более 

чем один кубит (XOR или Тоффоли), то могут возникать коррелирующие 
ошибки. Сделаем пессимистическое предположение, что ошибка многоку­

битового вентиля всегда повреждает все кубиты, на которые он действует; 

например, неправильный ХОR-вентиль вводит ошибки одновременно в ку­

бит источника и кубит цели. Это допущение (среди прочих) делается толь­

ко для упрощения анализа. При более реалистичных предположениях мы, 

безусловно, обнаружили бы, что вполне можно пережить и несколько более 

высокую частоту появления ошибок. 

Эффективность каскадного кодирования можно проанализировать, по­

строив систему потоковых уравнений, описывающих эволюцию модели 

ошибки при переходе от одного уровня каскадирования к другому. Пусть, 

например, мы хотим выполнить ХОR-вентиль с последующим этапом ис­

правления ошибок в кубитах, закодированных с помощью каскадного кода 

Стина, содержащего L уровней (размер блока 7L). Эти процедуры мож­
но описать с помощью таких же операций, но действующих на субблоки 
размера 7L-l. Таким образом, вероятность появления ошибки E(L) для вен-

1 В разделе 9 я прокомментирую, как изменяется анализ при выборе другой модели ошибок. 
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тиля, действующего на блок размера L, может быть выражена через ве­
роятность появления ошибки E(L-l) для вентиля, действующего на блок 
размера L - 1. Это соотношение представляет собой одно из потоковых 
уравнений. В принципе, решая систему потоковых уравнений, можно по­

лучить выражение для вероятности появления ошибки «на уровне L» через 
параметры модели ошибок и исследовать ее поведение с ростом L. Если 
вероятность появления ошибки в блоке стремится к нулю с ростом его раз­

мера L, то это это означает, что вероятности элементарных ошибок лежат 
«ниже порога». Поскольку вероятности элементарных ошибок могут зави­

сеть от множества параметров, то на самом деле порог представляет собой 

некоторую гиперповерхность в многомерном параметрическом простран­

стве рассматриваемой модели. 

В общем случае потоковые уравнения довольно сложны; их подробное 

обсуждение можно найти в работах Готтесмана (Gottesman 1997Ь), Готте­
смана и других (Gottesman et al. 1996) или Залки (Zalka 1996). Но для гру­
бой иллюстрации идеи предположим, что ошибки хранения отсутствуют, 

а единственным источником ошибок являются ХОR-вентили, характеризу­

емые отнесенной к одному вентилю вероятностью появления ошибки ExoR. 
Допустим, мы хотим применять сеть ХОR-вентилей, действующих на зако­

дированные блоки. Оценим, насколько малой должна быть частота появле­

ния ошибок ExoR, достигаемая действующими на закодированную инфор­
мацию вентилями, чтобы эта величина была меньше частоты ошибок для 

элементарных ХОR-вентилей. 

Если воспользоваться состоянием Шора в качестве служебного, то для 

выявления синдромов инвертирования бита и обращения фазы потребует­

ся 12 ХОR-вентилей,1 следовательно, вероятность появления ошибки для 
каждого измерения синдрома равна 

fsyndтome "' 12ExOR· (25) 

Чтобы убедиться в надежности синдрома, он повторно измеряется до тех 

пор, пока дважды подряд не получается один и тот же результат.2 Из про­
стой комбинаторики можно найти, что вероятность возникновения двух 

независимых ошибок до успешного завершения измерения синдрома рав­

на 5E;yndrome· Предположим, что обе эти ошибки повреждают данные, то­
гда они являются причиной появления непоправимой ошибки в блоке. По­

скольку нам нужно измерить как синдром инвертирования бита, так и син-

1 При использовании служебного состояния Стина это число было бы сокращено до 7; од­
нако, поскольку приготовление состояния Стина сложнее, служебное состояние будет в боль­

шей степени подвержено ошибкам. 
2На самом деле это не наилучшая процедура, но здесь мы ее примем для простоты. 
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дром обращения фазы, мы видим, что вероятность сбоя при каждом выпол­

нении исправления равна 

trail "'2 · 5 · (12ExoR) 2 = 1440E~oR· (26) 

При реализации сети ХОR-вентилей мы выполняем исправление в каждом 

блоке после того, как на него подействовали N вентилей, где N - число, 
которое будет выбрано для оптимизации количества ошибок на вентиль. 

Каждый трансверсальный ХОR-вентиль, действующий на блок, выполня­

ется путем применеимя семи элементарных ХОR-вентилей. После приме­

неимя к данному блоку N вентилей и следующего вслед за этим этапа вос­
становления, отнесенная к одному вентилю вероятность накопления двух 

ошибок в блоке не превосходит 

Efail rv ~ ( ~ 7 N . 6N . f~oR + 7 N . tXOR . 2 . 2 . fsyndrome + 1440. f~oR) 

= ~ (21N2 + 336N + 1440)E~oR· (27) 

(Возможны три варианта: либо обе ошибки внесены вентилями, либо одна 

из них происходит от вентиля, а другая возникла на этапе восстановления, 

либо наконец, обе они возникли в процессе исправления. 1 Мы пессими­
стично предполагаем, что все ошибки повреждают данные в блоке и что 

при возникновении двух ошибок в блоке данных исправление всегда дает 
сбой.) Минимум в уравнении (27) достигается при N = 8, тогда мы полу­
чаем Efail = 684E~0R, то есть кодирование имеет смысл при 684E~oR < ExoR, 
или tXOR < (684)-l rv 1.5. 10-3 . Это наша «пороговая оценка». 

Даже если бы все ошибки возникали из-за ХОR-вентилей, по ряду 

причин эта оценка была бы неадекватна. Более того, мы предположили, что 

служебные состояния (состояния Шора), используемые при измерении син­
дрома, свободны от ошибок, в то время как для их приготовления и провер­
ки фактически используются те же самые ХОR-вентили. К тому же, когда 

ХОR-вентили действуют на субблоки каскадного кода, не всегда возможно 
применение оптимального числа вентилей перед исправлением. И, конечно, 

более полный анализ должен включать ошибки запоминающего устройства 

и отслеживать эволюцию связанных потоков ошибок хранения и ошибок 

вентилей, обусловленную добавлением очередного уровня каскадирования. 

1 Из двух коэффициентов 2 во втором слагаемом уравнения (27) один возникает вследствие 
того, что измеряются оба синдрома - инвертирования бита и обращения фазы, второй -
потому что ошибка может возникнуть как в ходе первого измерения синдрома, так и при его 

повторении. 
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Действительно, когда мы осуществляем исправление на L-уровне, 

состояние Шора должно быть построено из блоков, закодированных на 

(L -1)-уровне. Важной частью анализа является тщательный контроль то­
го, насколько шумящими являются эти служебные состояния, с целью опре­

делить вероятность отказа при исправлении на L-уровне. Блоки данных 

должНы ожидать приготовления служебных состояний; тем временем в них 
накапливаются ошибки хранения. А так как период ожидания не масшта­

бируется просто уровнем L, потоковые уравнения не являются полностью 
автомодельными - существует пекоторая явная «временная зависимость» 

потока (то есть L-зависимость). Но по-прежнему качественно верно, что 

порог определяется требованием, чтобы отказоустойчивая процедура с од­

ним уровнем каскадирования действительно улучшала надежность венти­

лей, как в приведеином выше примере. 

Хотя потоковые уравнения слишком сложны для точного решения, при 

умеренных предположениях можно получить их приближенные решения. 

Грубо говоря, выводы следующие (Gottesmaп et al. 1996; Gottesman 1997Ь). 
Если ошибки хранения пренебрежимо малы, то пороговая частота появ­

ления ошибок на один вентиль имеет порядок 10-4 . Если доминируют 
ошибки хранения, то пороговая частота появления ошибок в течение од­
ного такта имеет порядок 10-5 (где один такт представляет собой интервал 
времени, необходимого для выполнения одного вентиля). От элементарных 

вентилей Тоффоли не требуется такая точность, как от одно- и двухкубито­

вых вентилей, - вполне приемлема частота ошибок вентиля Тоффоли по­

рядка 10-3 , если достаточно малы другие частоты появления ошибок. (Это 
приятно, поскольку вентили Тоффоли наиболее сложны в применении, и на 

практике вероятна их меньшая точность.) 

Также следует задать вопрос, какой размер блока необходим для обес­

печения пекоторой определенной точности. Иначе говоря, если пороговая 

частота ошибки в вентиле равна Ео, а фактическая частота ошибки в эле­

ментарном вентиле Е < Ео, то L-кратное каскадпрованне кода понизит ча­
стоту возникновения ошибок до 

2L 

E(L) rv EQ (Е:) (28) 

Таким образом, чтобы быть достаточно уверенными в том, что мы можем 

завершить вычисление с Т вентилями без единой ошибки, мы должны вы­

брать размер блока 7 L порядка 

Ьlock 

size [ ] 

log2 7 
logEoT 

log Ео/Е 
(29) 
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Если каскадный код имеет размер блока n и может исправить t + 1 оши­
бок, показатель степени log2 7 "' 2.8 в уравнении (29) заменяется на 
logn/ log(t + 1); для семейства кодов, рассмотренных Шором, этот показа­
тель стремится к 2, но для «хороших» кодов, в принципе, может стремиться 
к 1. 

Если частоты ошибок лежат ниже порога безошибочности, также воз­

можно сколь угодно продолжительное хранение неизвестного квантового 

состояния. Однако, как мы уже отмечали в разделе 4, если вероятность 
ошибки запоминающего устройства на один такт вычисления равна Е, то 

исходное кодирование состояния может быть выполнено с точностью вос­

произведения не выше, чем F = 1- O(t). При каскадном кодировании 
мы можем бесконечно долго хранить неизвестную квантовую информацию 

с достаточно хорошей, но не со сколь угодно высокой, точностью воспро­

изведения. 

Допущения, лежащие в основе этих выводов, будут еще раз рассмот­

рены в разделе 9. 

7. Отказоустойчивая факторизация 

Чтобы понять практическое значение скейлиигого закона (29), рассмот­
рим применение каскадного кодирования для реализации квантового алго­

ритма факторизации Шора (Shor 1994 ). Алгоритм состоит из двух частей. 
Для факторизации числа N сначала вычисляется пеказательная функция по 
модулю N, чтобы приготовить состояние вида 

L lx)input ®iax (modN))output, (30) 
х 

где а ( < N) - взаимно простое с N. Затем выполняется преобразование 
Фурье, действующее на входной регистр. Наконец, входной регистр изме­

ряется и выполняется пекоторая классическая постобработка, чтобы найти 

кандидата на роль простого множителя числа N. Приготовление состоя­
ния (30) (с применением перечисленных в разделе 5 отказоустойчивых вен­
тилей) описано в работах Бэкмана и др. (Beckman et al. 1996) и Ведрапа 
и др. (Vedral et al. 1996). Преобразование Фурье требует комментариев. Как 
показано Гриффитсом и Ниу (Griffits & Niu 1996), преобразование Фурье 
может быть измерено с помощью однокубитовых вентилей (но при усло­

вии, что тип вентиля определяется результатами предыдущих измерений). 

В частности, для этого необходимо уметь выполнять вентили поворота фа-

зы 

(3l) 
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Впрочем, достаточно иметь в распоряжении отказоустойчивую процедуру 

реализации Р(В0 ) при пекотором значении 80 , иррациональном кратном 27Т. 
Тогда повторное применение Р(В0 ) позволяет сколь угодно точно выпол­
нить Р(В) при любом е. 

Чтобы построить Р(В0 ), необходимо использовать два служебных ку­
бита и применить два вентиля Тоффоли. Одна из рабочих схем изображена 

на рисунке 14.1 Если результатом измерения двух служебных кубитов яв­
ляется \OO)ancilla• что происходит с вероятностью 5/8, то это означает, что 
схема успешно применила Р(Во) к информационному кубиту, где eiBo = 
= (1 + 3i)/(3 + i), или cos&o = 3/5. Любой другой результат (\01), \10) 
или \11), каждый из которых возникает с вероятностью 1/8), означает сбой 
в работе схемы. Но в этом случае, применяя Z-вентиль, можно восстано­

вить состояние поврежденного кубита и продолжить попытки применеимя 

этой схемы вплоть до их успешного завершения. 

\0)----[]J l l @--Измерение 
\0)---{Ю @--Измерение 

\1/J)--ж---~(E]f-fНI----- Р( 00) \1/J) 

Рис. 14. Схема фазовращателя. Результат измерения \00) означает, что к кубпту 

данных применен поворот Р(80 ), где cos00 = 3/5 

В качестве альтернативного метода можно собрать «автономную» биб­
лиотеку «угловых кубитов» вида 

(32) 

Тогда фазовращатель Р( В) можно реализовать, применяя вентиль CNOT 
с кубитом данных в качестве управляющего и библиотечным угловым куби­

том \В) в качестве цели, как это показано на рисунке 15. Затем мы измеряем 
библиотечный кубит. Результат измерения \0) получается с вероятностью!, 
и в этом случае мы успешно применили Р( В) к информационному кубиту. 
Но если в результате измерения получено \1), то это означает, что вместо 
Р(В) к состоянию I'Ф) применело преобразование Р( -В). В этом случае 

1 Кроме двух вентилей Тоффоли, на этой схеме изображены четыре вентиля Адамара. обо­
значаемые здесь как R. и фазовращатель Р [ = Р( 1r /4)]. - Прим. ред. 
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предпринимается еще одна попытка, но на этот раз, чтобы компенсировать 

ошибку предыдущего шага, применяется схема Р(2В). Вероятность n сбоев 
подряд равна всего лишь 2-n. 

/Ф)---r-Р(В)/Ф) 

JВ)--4--Измерение 

Рис. 15. Схема фазовращателя, использующая в качестве служебного библиотеч­
ный кубит. Если результатом измерения является JO), то Р(В) успешно применен 
к кубиту данных 

Теперь попытаемел факторизовать К -бито вое число, используя схему 

факторизации Бэкмана и др. (Beckman et al. 1996) и первый из описанных 
выше методов выполнения однокубитовых поворотов, требуемых для ире­
образования Фурье. Чтобы выполнить иреобразование Фурье (на регистре 

с 2К кубитами), необходимы 2К однокубитовых фазовращателей. Преоб­

разование Фурье должно вычисляться с высокой точностью. Для того что­

бы алгоритм факторизации имел достаточные шансы на успех, достаточ­

но выполнение каждого фазового поворота с точностью порядка к- 1 . Мы 
можем достичь этой точности, компонуя Р(В0 ) порядка К раз. Посколь­
ку иреобразование Фурье требует порядка К2 вентилей Тоффоли, то для 
большого К сложность данного алгоритма обусловлена вычислением моду­

лярной показательной функции, которая, согласно Бэкману и др. (Beckman 
et al. 1996)1, требует 38К3 вентилей Тоффоли. 

При наличии лучших из известных классических алгоритмов и самых 

быстродействующих из существующих машин факторизация 130-разряд­
ного числа (К cv 430 бит) займет порядка нескольких месяцев (Lenstra 
et al. 1996). Зададим вопрос, какими возможностями должен обладать кван­
товый компьютер для выполнения этого задания. От него потребуется спо­

собность хранить 5К cv 2150 закодированных кубитов, а также выпол­
нить порядка 3 · 109 вентилей Тоффоли. Чтобы достичь достаточно высо­
кой вероятности выполнения безошибочного вычисления, нам бы хотелось, 

чтобы вероятность появления ошибки на один вентиль Тоффоли была ме­

нее 10-9, а вероятность ошибки хранения на полное время выполнения 
вентиля- менее 10-12 . Согласно потоконым уравнениям каскадирования, 
такие частоты возникновения ошибок могут быть достигнуты для закодиро-

1 Описанный Бэкманом и др. алгоритм фактически требует 46К3 вентилей Тоффоли, но 
это число может быть снижено до 38К3 при использовании предложенного Ричардом Хагесом 
(Hughes 1997) усовершенствованного алгоритма сравнения. 
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ванных данных, если частоты ошибок на уровне индивидуальных кубитов 

равны Estore ,.__, Egate ,.__, 10-6 и если используются три уровня каскадирования, 
так что размер кодирующего каждый кубит блока равен 73 = 343. С учетом 
дополнительных служебных кубитов, необходимых для выполнения вен­

тилей и (параллельного) исправления ошибок, общее число содержащихся 

в машине кубитов будет порядка 106 . 

При частоте ошибок порядка 10-6 для индивидуальных кубитов, кас­
кадное соединение 7-кубитового кода может оказаться наиболее эффектив­

ной отказоустойчивой процедурой. Для частот появления ошибок мень­

шего порядка величины лучше воспользоваться более сложным (некас­

кадным) кодом, способным исправить несколько ошибок в одном блоке 

(Shor 1996). При еще более низких частотах появления ошибок можно 
использовать коды, которые более эффективно используют пространство 

памяти путем кодирования множества кубитов в одном блоке (Gottesman 
1997а). В принципе, когда частота ошибок для индивидуальных куби­

тов очень низкая для выполнения отказоустойчивого вычисления стано­

вится возможным найти хороший код, такой, чтобы отношение числа 

закодированных кубитов к их общему количеству приближалось к еди­

нице. 

8. Выявление квантовых утечек 

Сейчас я хотел бы более подробно рассмотреть одно из предположе­

ний, сделанных в предыдущем анализе. Мы проигнорировали вероятность 

утечки. В нашей модели квантового компьютера каждый из кубитов жи­

вет в двумерном гильбертовам пространстве. Мы предположили, что при 
возникновении ошибки этот кубит либо запутывается с окружением, либо 

поворачивается в двумерном пространстве в непредсказуемом направлении. 

Но существует другой возможный тип ошибки, когда кубит из двумерного 
просачивается в более широкое пространство (Plenio & Кnight 1996). На­
пример, в компьютере на ионных ловушках квантовую информацию мож­

но хранить в двумерном пространстве, натянутом на основное состояние 

иона и некоторое долгоживущее метастабильное состояние (Cirac & Zoller 
1995). Но в процессеработы устройства ион может совершить неожидан­
ный переход в другое состояние. Если это состояние быстро распадается 

в основное состояние, то ошибка может быть обнаружена и исправлена 
с помощью стандартных на данный момент методов отказоустойчивого ис­

правления квантовых ошибок. Но если ион остается подвешенным в лож­

ном пространстве в течение длительного времени, то эти методы приведут 

к сбою. 
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Данные ~Ф~I~Ф*-I.--
Служебный IO) _ _ 

бит 
Измерение 

Рис. 1 б. Схема детектирования квантовой утечки. Если утечка произошла, то ре­

зультат измерения равен /0), в противном случае -11) 

Одна из стратегий решения этой проблемы состоит в определении наи­

более вероятных уровней утечки и периодическое возвращение их в основ­
ное состояние, но при большом количестве таких уровней этот метод может 

оказаться слишком громоздким. Более элегантным решением является об­

наружение утечки, но без попытки точно диагностировать, что произошло 

с просочившимся кубитом. Например, в ионной ловушке можно сконстру­

ировать СNОТ-вентиль, действующий тривиально, если управляющий бит 

не находится в двумерном пространстве, которому принадлежит кубит. То­

гда мы можем выполнить изображенную на рисунке 1 б последовательность 
вентилей. При утечке информационного кубита ничего не происходит, но 

в случае отсутствия всякой утечки инвертируется служебный бит. Затем 

мы измеряем служебный бит. Результат измерения /1/ проецирует кубит на 
правильное гильбертоно пространство, тогда как результат /0/ проецирует 
кубит на просочившееся состояние. 

Если возникла утечка, то поврежденный кубит отбрасывается1 и заме­
няется новым кубитом в стандартном состоянии, скажем, в состоянии /0). 
(Если используется каскадное кодирование, диагностика утечки должна 

осуществляться только на самых нижних уровнях кодирования.) После это­

го выполняется обычное измерение синдрома, которое спроецирует кубит 

на такое состояние, что ошибку можно будет исправить с помощью про­

стого унитарного преобразования. Поскольку еще до измерения синдрома 

известно, что поврежденный кубит находится в конкретной позиции внутри 

блока, можно применять модернизированную версию исправления ошибок, 

разработанную с целью диагностики и исправления ошибок, находящихся 
в известных позициях (Grassl и др. 1996). 

9. Машина мечты 

Вспомним некоторые важные допущения, сделанные нами при оценке 

порога безошибочности: 

1 Конечно, позднее, после возвращения его в основное состояние, этим кубитом можно 
пользоваться снова. 
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• Случайные ошибки. Мы предположили, что ошибки не имеют ника­
кой систематической составляющей. 1 Это допущение позволяет скла­
дывать вероятности, а не их амплитуды, для оценки того, как с течени­

ем времени растет вероятность появления ошибки. Систематические 

ошибки будут накапливаться гораздо быстрее, и, следовательно, до­

пустимая частота ошибок будет намного меньше. Иначе говоря, если 

порог безошибочности для случайных ошибок равен Ео, то для макси­

мально законспирированных систематических ошибок он будет иметь 
порядок Еб. Моя позиция такова: (1) даже если наши аппаратные сред­
ства предрасположены к совершению ошибок с систематическими фа­

зами, эти ошибки будут стремиться к взаимному уничтожению в про­

цессе достаточно продолжительного вычисления (Obenland & Despain 
1996аЬ; Miquel et al 1997), и (2) поскольку систематические ошибки 
в принциле можно понять и устранить, с фундаментальной точки зре­

ния более важным является понимание ограничений, накладываемых 

на работу машины случайными ошибками. 

• Некоррелированные ошибки. Мы предположили, что ошибки явля­
ются некоррелированными как в пространстве, так и во времени. Та­

ким образом, когда мы говорим, что вероятность ошибки на один кубит 

равна Е "' 10-5, мы фактически имеем в виду, что для любой пары ку­
битов вероятность их одновременного повреждения ошибками имеет 

порядок Е2 "' 10-10• Это сильное и важное предположение, поскольку 
при возникновении нескольких ошибок в одном и том же блоке ко­

да наши схемы кодирования дают сбой. Будущие квантовые инженеры 

столкнутся с проблемой обеспечения того, чтобы это предположение 

достаточно хорошо работало в конструируемых ими устройствах. 

• Максимальный параллелизм. Мы предположили, что многие кван­
товые вентили могут выполняться параллельно на каждом такте вы­

числений. Это допущение дает возможность одновременного осу­

ществления исправления ошибок во всех кодовых блоках, поэтому оно 

важно для контроля ошибок хранения кубитов. (Другими словами, до­

бавление к коду следующего уровня каскадирования привело бы к уве­

личению вероятности сбоя, поскольку каждому не занятому в пропес­

се отдельному кубпту пришлось бы дольше ожидать своей очереди 

исправления ошибок.) Если мы игнорируем ошибки запоминающего 

устройства, то в анализе порога безошибочности параллельная работа 

не является необходимой, но она, конечно, желательна для ускорения 

процесса вычисления. 

1 Нилл и др. (Кnill et а/. 1996, 1997) доказали существование порога безошибочности для 
гораздо более общих моделей ошибки. 
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• Независимая от количества кубитов частота возникновения оши­
бок. Мы предположили, что частота ошибок не зависит от количества 

хранящихся в устройстве кубитов. Неявно это предположение отно­

сится к природе аппаратных средств. Например, оно было бы необос­

нованным, если бы все кубиты хранились в единственной ионной ло­

вушке и делили бы один фононный канал передачи информации. (Cirac 
& Zoller 1995). 

• Вентили могут действовать на любую пару кубитов. Мы предполо­
жили, что наша машина оборудована набором фундаментальных вен­

тилей, которые могут применяться к любой паре хранящихся кубитов 

(или к тройке кубитов в случае вентиля Тоффоли), независимо от сте­

пени их близости друг к другу. На практике возможны издержки как по 

времени выполнения, так и по частоте появления ошибок, связанные 

с перемещением кубитов для того, чтобы вентиль мог действовать эф­

фективно на определенную пару. Оставим проблему выбора архитек­
туры, минимизирующей эти затраты, будущим конструкторам машин. 

• Новые служебные кубиты. Мы предположили, что наш компьютер 
имеет доступ к достаточному запасу свежих служебных кубитов. Слу­

жебные кубиты используются как для выполнения вентилей (Тоффо­

ли), так и для осуществления исправления ошибок. С накоплением эф­

фектов случайных ошибок генерируется энтропия, а процесс исправ­

ления ошибок выбрасывает ее из вычислительного устройства в слу­

жебные регистры. В принципе, вычисление может продолжаться неза­

висимо по мере поступления новых служебных кубитов, но на прак­

тике мы захотим очистить служебный кубит и использовать его снова. 

Стирание служебного кубита неизбежно вызовет рассеяние мощности 

и образование тепла; таким образом, потребуется охлаждение устрой­

ства. 

• Никаких ошибок утечки. Ошибки утечки игнорировались. Но, как 
отмечено в разделе 8, их учет не существенно влияет на выводы. 

Наши предположения были достаточно реалистичными, поэтому мож­

но смело утверждать, что квантовый компьютер с количеством кубитов по­

рядка миллиона и частотой ошибок на вентиль порядка одной на миллион 

будет мощным и полезным устройством (при условии достаточной скоро­

сти обработки данных). С точки зрения текущего состояния технологии 

(Monroe et al 1995; Turchette et al 1995; Cory et а/ 1996; Gershenfeld & 
Chuang 1997), эти числа выглядят пугающе. Но на самом деле даже ма­
шина, удовлетворяющая гораздо менее жестким техническим требовани­

ям, все же может быть очень полезна (Preskill 1997). Прежде всего, поми-
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мо факторизации, квантовые компьютеры могут выполнять другие задачи, 

и некоторые из них (в частности, моделирование квантовых систем (Lloyd 
1996)) могут быть совершены менее надежным или менее крупным устрой­
ством. Более того, по ряду причин наша оценка порога безошибочности мо­

жет оказаться слишком консервативной. Например, она была получена при 

допущении, что фазовые и амплитудные ошибки в кубитах одинаково веро­

ятны. Располагая более реалистичной моделью, лучше описывающей веро­

ятности ошибок в действующем устройстве, можно было бы осуществить 

более эффективную схему исправления ошибок, позволяющую пережить 
более высокую частоту их появления. Кроме того, даже в сформулирован­
ных предположениях приведенный выше анализ отказоустойчивой схемы 

не вполне точен; при более тонком анализе можно ожидать несколько более 

высокого порога безошибочности, возможно, даже значительно более вы­

сокого. Существенного улучшения можно добиться и путем модификации 

отказоустойчивых схем либо в результате обнаружения более эффективно­

го способа реализации универсального набора отказоустойчивых вентилей, 

либо в результате открытия более эффективных методов выполнения изме­

рения синдрома ошибки. Я не буду удивлен, если окажется, что квантовый 

компьютер со всевозможными усовершенствованиями может работать эф­
фективно с вероятностью ошибки на вентиль, скажем, порядка 10-4 (чис­
ло 10-4 вполне может оказаться ниже порога безошибочности; более опти­
мистичные оценки порога безошибочности были выдвинуты Залкой (Zalka 
1996)). 

В любом случае, принимая эти оценки в качестве номинальных, мы 
получаем приблизительную цель, к которой должны стремиться: 106 куби­
тов с частотой ошибок 10-6 . Это звучит достаточно жестко, но, конечно, 
могло быть и хуже. Если бы мы пришли к выводу, что нам необходима ча­
стота ошибок, скажем, порядка 10-20 , тогда будущие перспектины кванто­
вых вычислений были бы действительно неясными. Частота ошибок 10-6 

несомненно претенциозна, но, возможно, не находится за рамками того, 

что может быть достигнуто в будущем. В любом случае, сейчас мы имеем 

четкое представление о том, насколько хорошей должна быть работа кван­

тового компьютера. И это по сути уже является небывалым прогреесом по 

сравнению с прошлым годом. 

Эта работа выполнена при частичной поддержке Департамента Энер­
гетики, грант DE-FG03-92-ER4070l, а также Управления перспектинно­
го планирования оборонных научно-исследовательских работ (DARPA), 
грант DAAH04-96-l-0386 управляемый Военным исследовательским цен­
тром. Я признателен Дэвиду ДиВинченцо и Войцеху Зуреку за организа-
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цию стимулирующих встреч, я благодарю Эндрю Стина и Кристофа Залку 

за полезные замечания к рукописи этой статьи. Я также хочу поблагодарить 

своих сотрудников Дэвида Бэкмана, Джара Эвелина, Шэма Какадэ и осо­

бенно Дэниела Готтесмана за многочисленные продуктивные дискуссии по 

проблемам отказоустойчивых вычислений. 
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Отказоустойчивые квантовые вычисления 1 

Джон Прескилл2 

Открытие коррекции квантовых ошибок существенно улучшило долго­

срочные перспектины технологии квантовых вычислений. Закодированную 

квантовую информацию можно защитить от ошибок, возникающих вслед­

ствие неконтролируемых взаимодействий с окружением или неидельного 

выполнения квантовых логических операций. Исправление ошибок может 

быть эффективным даже при возникновении случайных ошибок в ходе са­

мой процедуры восстановления. Более того, закодированную квантовую ин­

формацию можно обрабатывать без серьезного распространения ошибок. 

В принципе, сколь угодно продолжительное квантовое вычисление может 

быть надежно выполнено при условии, что средняя вероятность появления 

ошибки на квантовый вентиль меныпе определенной критической вели­

чины, называемой порогом безошибочности. Возможна разработка средств 
аппаратного обеспечения квантовых вычислений, обладающих собственной 
внутренней отказоустойчивостью, с привлечением топологических взаимо­

действий Ааронова-Бома для обработки квантовой информации. 

1. Потребность в отказоустойчивости 

Квантовые компьютеры кажутся способными, во всяком случае, в прин­

ципе, решать определенные задачи намного быстрее, чем любой мыслимый 
классический компьютер [1-3]. Однако на практике технология квантовых 
вычислений все еще находится в зачаточном состоянии. Несмотря на то, 

что практичный и полезный квантовый компьютер, возможно, будет скон­
струирован уже в обозримом будущем, мы до сих пор не можем ясно пред­

ставить, как будут выглядеть аппаратные средства этой машины. Тем не 

менее, мы можем быть абсолютно уверены в том, что любой практичный 

квантовый компьютер будет включать в свою работу определенный тип 

1 J. Preskill, Fault-tolerant Quantum Computation, Introduction to Quantum Computation, 
Н.-К. Lo, S. Popesku, Т. Р. Spiller (Eds.), World Scientific, Singapore et а\. (1998). 

2Калифорнийский технологический институт, Пасадена, СА 91125, США. 
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исправления ошибок. По сравнению с обычными цифровыми, квантовые 

компьютеры гораздо более подвержены ошибкам, поэтому для предотвра­
щения аварийных отказов в их работе потребуются определенные методы 

контроля и исправления этих ошибок. 

Декогерентизация- самый грозный враг квантового компьютера [4-8]. 
Мы знаем, как приготовить квантовое кот-состояние, то есть суперпозицию 

живого и мертвого кота, но мы никогда не сможем наблюдать такие мак­

роскопические суперпозиции вследствие их крайней нестабильности. Ни 

один реально существующий кот не может быть изолирован от окружаю­

щей его среды: окружение «измеряет» кота, незамедлительно проецируя его 

на состояние- совершенно живой или совершенно мертвый [9]. Кванто­
вый компьютер, возможно, не так сложен, как кот, но это сложная квантовая 

система, и, подобно коту, она взаимодействует с окружением. Хранящаяся 

в компьютере информация разрушается, что ведет к ошибкам и сбою в вы­

числениях. Можем ли мы защитить квантовый компьютер от подрывающе­

го влияния декогерентизации? 

Декогерентизация- не единственный наш враг [4-6]. Даже если бы 
мы были способны добиться превосходной изоляции нашего компьютера 

от окружающей среды, мы не могли бы рассчитывать на безупречно точное 

выполнение квантовых логических вентилей. Как и в классическом ана­

логовом компьютере, ошибки в квантовых вентилях образуют континуум. 

В ходе вычисления мелкие ошибки в вентилях могут накапливаться и, в ко­
нечном счете, вызвать сбой, а способ их исправления неочевиден. Можем 

ли мы предотвратить катастрофическое накопление этих малых ошибок? 

Перспектины на будущее квантовых вычислений получили огромную 

поддержку благодаря открытию, что коррекция квантовых ошибок, в прин­

ципе, действительно возможна [10-12]. Но самого по себе этого открытия 
недостаточно, чтобы гарантировать надежную работу шумящего квантово­

го компьютера. Чтобы выполнить протокол квантовой коррекции ошибок, 

мы должны сначала закодировать квантовую информацию, которую хотим 

защитить, а затем многократно выполнить операции по исправлению, ко­

торые обращают накапливаемые ошибки. Но кодирование и исправление 

сами по себе являются сложными квантовыми вычислениями, и в ходе 

их выполнения неизбежно будут возникать новые ошибки. Следовательно, 

чтобы достичь высокой надежности даже при появлении некоторых оши­

бок на этапе восстановления, нам необходимо найти достаточно сильные 

методы их исправления. 

Более того, чтобы оперировать квантовым компьютером, мы должны 

уметь больше, чем просто хранить квантовую информацию; мы должны 

уметь обрабатывать ее. Мы должны быть в состоянии выполнять кван-
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товые вентили, в которых два или более закодированных кубитов взаимо­

действуют друт с друтом. Если в одном кубите возникает ошибка, то су­

ществует вероятность ее распространения на друmе кубиты, с которыми 

зараженный кубит будет взаимодействовать в ходе выполняемых вслед за 

этим квантовых вентилей. Мы должны сконструировать наши вентили та­

ким образом, чтобы минимизировать распространение ошибок. 

Включение коррекции квантовых ошибок несомненно усложнит рабо­

ту квантового компьютера. Создание необходимого для защиты от ошибок 
резерва потребует увеличить количество элементарных кубитов. Примене­

вне вентилей к закодированной информации и периодическое включение 

этапов исправления ошибок замедлит процесс вычисления. Ввиду этого 

необходимого усложнения устройства а priori не очевидно, что коррекция 
ошибок приведет к улучшению его работы. 

Устройство, работающее эффективно, даже если его злементарные 

компоненты неидеальны, называют отказоустойчивым. Настоящий раздел 

посвящается теории отказоустойчивых квантовых вычислений. В ней мы 

исследуем сформулированные выше проблемы и вопросы. 

В самом деле, подобные вопросы возникают и в теории отказоустой­

чивых классических вычислений. Но поскольку существующая, базирую­
щаяся на кремнии, полупроводниковая схематехника в высшей степени на­

дежна, отказоустойчивость не является важнейшим условием работоспо­

собности современных цифровых компьютеров. Несмотря на это, изучение 

отказоустойчивых классических вычислений имеет выдающуюся историю. 

В 1952 году фон Нейман [13] предложил повысить надежность работы 
схемы с шумящими вентилями путем многократного выполнения каждо­

го вентиля и применения мажоритарной схемы. Он сделал вывод, что если 

отказы вентилей статистически независимы, а вероятность отказа в расчете 

на один вентиль достаточно мала, то любое вычисление можно выполнить 

с достаточной надежностью. Единственным недостатком анализа фон Ней­

мана было то, что он предположил идеальную передачу битов по соеди­

няющим вентили «проводникам». 1 Выход за рамки этого предположения 
оказался сложным, но, в конечном счете, успех был достигнут в 1983 году 
Гаксом [14], который описал универсальный клеточный автомат с иерар­
хической структурой, которая может поддерживаться локальными опера­

циями в присутствии шума, не нуждаясь в непосредственной пелокальной 

связи между его компонентами. 

1 Это достаточно серьезная проблема, ибо схема фон Неймана не может быть реализована 
в трехмерном пространстве с ограниченными по длине проводниками; предполагается, что ве­

роятность появления ошибки передачи стремится к единице при стремящейся к бесконечности 

длине линий передачи. 



248 ДЖОН ПРЕСКИЛЛ 

Интересен вопрос: способна ли квантовая система подобным образом 

обеспечивать функционирование сложной иерархической структуры? Од­

нако мы не будем столь амбициозны, чтобы браться здесь за эту проблему. 

Поскольку нас интересуют ограничения, накладываемые шумом на обра­

ботку квантовой информации, мы разделим наши вентили на классические 
и квантовые и будем считать, что классические вентили могут выполняться 

с идеальной точностью и так быстро, как это необходимо. 1 Это предпо­
ложение будет хорошо обоснованным до тех пор, пока тактовая частота и 

точность классического компьютера значительно иревосходят соответству­

ющие характеристики квантового компьютера. 

Обсудив во втором разделе свойства конкретного корректирующего ко­

да ( семикубитовый код Стина [12]), в следующем разделе мы сделаем крат­
кий обзор основных принципов отказоустойчивого исправления квантовых 

ошибок. Ошибки, возникающие в ходе самого процесса исправления, впо­

следствии могут повредить закодированную квантовую информацию; сле­

довательно, эффективность коррекции требует особой тщательности ее вы­

полнения. Для измерения синдромов, диагностирующих ошибки в блоках 

закодированных данных, используются служебные кубиты. Последние мо­

гут содержать ошибки, поэтому необходимо минимизировать вероятность 

их распространения на закодированную информацию. В третьем разделе 

описываются предложенные Питером Шором [13] и Эндрю Стивом [16] 
методы управления распространением ошибок в процессе исправления. 

Предмет четвертого раздела составляет отказоустойчивая обработка 

квантовой информации. Здесь главная проблема заключается в создании 

универсального набора квантовых вентилей, способных действовать на 

блоки закодированных данных, не внося непомерного количества ошибок. 

В этом разделе сделан обзор некоторых схем универсальных вычислений 

(Питер Шор [15] и Дэниел Готтесмаи [17]). 
Коль скоро элементарные вентили нашего квантового компьютера до­

статочно надежны, мы можем применять их к закодированной информа­

ции, а также в процессах отказоустойчивого исправления ошибок, повы­

шая таким образом надежность нашего устройства. Но для любого задан­

ного квантового кода или даже большинства бесконечных классов, содер­

жащих коды с блоками сколь угодно больших размеров, при выполнении 

достаточно продолжительного вычисления рано или поздно эти процедуры 

дадут сбой. Однако, как показано в разделе 5, существует особый класс 
кодов (каскадные коды), позволяющих надежно выполнять все более ибо-

1 Однако, когда мы будем рассматривать коррекцию опшбок с помощью кодов со сколь 
угодно большими размерами блоков, мы будем требовать, чтобы объем выполняемых класси­

ческих операций был полиномиально ограничен по размеру блоков. 
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лее продолжительные квантовые вычисления, требуя для этого умеренной 

скорости увеличения размера блока [18-24]. Применяя каскадные коды, мы 
можем установить порог безошибочности квантовых вычислений; как толь­

ко наше «железо» будет удовлетворять установленным критерием точности, 

корректирующие ошибки квантовые коды и отказоустойчивые процедуры 

позволят осуществлять сколь угодно длинные квантовые вычисления со 

сколь угодно высокой надежностью. Этот результат приблизительно анало­

гичен выводу фон Неймана относительно классической отказоустойчиво­

сти, тогда как иерархическая структура каскадного кодирования напомина­

ет конструкцию Гакса. Приводится набросок оценки порога безошибочно­
сти в предположениях о характере ошибок, перечисленных в разделе 6. 

С развитием отказоустойчивых методов стало ясно, что, активно вме­

шиваясь в работу квантового компьютера, оператор, в принципе, может за­

щитить его от ошибок в шумящем (но не слишком сильно) окружении. Хотя, 

в более далекой перспективе, надежность практичного квантового компью­

тера может быть достигнута совершенно иным способом - с помощью 

внутренне отказоустойчивого аппаратного обеспечения. Такое «железо», 

устойчивое к локальным возмущениям, могло бы оперировать сравнитель­

но небрежно организованными процедурами и, тем не менее, надежно хра­

нить и обрабатывать квантовую информацию. Предмет раздела 7 составля­
ет предложенный Алексеем Китаевым [25] проект отказоустойчивых аппа­
ратных средств, в которых квантовые вентили используют неабелевы взаи­

модействия Ааронова-Бома между пространственпо разделенными квази­

частицами в гипотетически возможной двумерной спиновой системе. Хотя 

лабораторная реализация идеи Китаева, возможно, является делом отдален­

ного будущего, его работа открывает новый подход к проблеме квантовой 

отказоустойчивости, позволяющий отказаться от анализа абстрактных кван­

товых схем в пользу поиска новых физических принципов, которые можно 

было бы использовать для надежной обработки квантовой информации. 

С точки зрения современной технологии, сделанные в этой главе заяв­

ления относительно потенциально возможного отказоустойчивого управле­

ния сложными квантовыми состояниями могут показаться претенциозны­

ми. Конечно, нам предстоит еще долгий путь, прежде чем будут созданы 

устройства, которые смогут, скажем, использовать порог безошибочности 

квантовых вычислений. Тем не менее, я уверен в том, что сегодняшняя 

работа по коррекции квантовых ошибок будет иметь продолжение. Послед­
ние три года теория квантовых вычислений развивалась с захватывающей 

скоростью. Если квантовая классификация вычислительной сложности от­

личается от классической (что очень похоже на правду), то ни один мыс­

лимый классический компьютер не сможет точно предсказать поведение 
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даже умеренного числа кубитов (порядка 100). Тогда, возможно, относи­
тельно маленькие квантовые системы будут иметь намного больший по­

тенциал, чем тот, что мы можем сегодня представить. Этот потенциал до 

сих пор не реализован, так как пока мы не в состоянии защитить такие 

системы от разрушительного влияния шума и декогерентизации. Таким об­

разом, открытие отказоустойчивых методов коррекции квантовых ошибок 

и квантовых вычислений имеет исключительно глубокие последствия, как 

для будущего экспериментальной физики, так и для будущего технологии. 
Теоретические достижения осветили дорогу в будущее, в котором сложные 

квантовые системы, вероятно, окажутся более покладистыми. 

2. :Коррекция квантовых ошибок: 7-кубитовый код 

Чтобы понять, почему возможна коррекция квантовых ошибок, очень 

поучительно изучить конкретный код. Простым и важным примером кода, 

исправляющего квантовые ошибки, является 7-кубитовый код, разработан­

ный Эндрю Стином [11, 12]. Этот код позволяет хранить один кубит кванто­
вой информации (произвольное состояние в двумерном гильбертовом про­

странстве), используя всего семь кубитов (погружая двумерное гильбертоно 

пространство в пространство размерности 27). Фактически код Стина тесно 
связан с известным классическим корректирующим ошибки [7,4,3]-кодом 

Хэмминга [26]. Чтобы понять принцип работы кода Стина, важно сначала 
понять классический код Хэмминга. 

Код Хэмминга использует блок из семи битов для кодирования четы­

рех битов классической информации: имеется 16 = 24 строк длины семь, 
представляющих собой истинные кодовые слова. Кодовые слова можно ха­

рактеризовать матрицей проверки четности: 

(о о о 1 1 1 1) 
Н= О 1 1 О О 1 1 . 

1 о 1 о 1 о 1 
(1) 

Каждое истинное кодовое слово представляет собой 7-битовый вектор 

(-столбец) Vcode, удовлетворяющий уравнению 

LHjk(Vcode)k =О (mod 2); 
k 

(2) 

то есть в арифметике по модулю 2 матрица Н уничтожает каждое кодовое 
слово. Поскольку Z2 = {0, 1} является (конечным) полем, в нем применн­
мы результаты линейной алгебры. Н имеет три линейно независимых стро-
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ки, а ее ядро 1 натянуто на четыре линейно независимых вектора-столбца. 
16 истинных кодовых слов представляют собой все возможные линей­
ные комбинации этих четырех векторов с коэффициентами, выбираемыми 

из {0, 1}. 
Теперь предположим, что Vcode- (неизвестное) истинное кодовое сло­

во, в котором возникла единственная (неизвестная) ошибка: один из се­

ми битов инвертировался. Наша задача - определить поврежденный бит 

и исправить ошибку. Этот трюк можно выполнить с помощью матрицы 
проверки четности. Пусть ei обозначает вектор с единицей в i-ой позиции 
и нулями в остальных. Тогда при инвертировании i-го бита Vcode становит­

ся равным Vcode + ei. Если мы подействуем на этот вектор матрицей Н, то 
получим 

Н ( Vcode + ei) = Н ei (3) 

(поскольку матрица Н уничтожает кодовое слово Vcode), что является имен­
но i-м столбцом матрицы Н. Поскольку все столбцы матрицы Н различ­

ны, то этим однозначно определяется значение i. Выяснив местоположе­
ние ошибки, ее можно исправить путем повторного инвертирования i-го 

бита. Таким образом, если инвертируется только один бит, то мы можем 

однозначно восстановить закодированную информацию; но при инвертиро­

вании двух или большего числа разных битов закодированные данные бу­

дут повреждены. Примечательно то, что величина Н ei выявляет позицию 
ошибки, ничего не сообщая о кодовом слове Vcode, то есть не раскрывая 

закодированную информацию. 

Код Стина обобщает этот вид классического кода коррекции ошибок 
на квантовый код, корректирующий ошибки. Он использует 7-кубитовый 
«блок» для кодирования одного кубита квантовой информации, то есть 

произвольнаго состояния в двумерном гильбертовам пространстве, натя­

нутом на два состояния: «логический нуль» \O)code и «логическая едини­
ца>> \l)code· Код сконструирован так, что он позволяет исправить одну про­
извольную ошибку, возникающую в любом из семи кубитов в блоке. 

Что мы подразумеваем под произвольной ошибкой? Рассматриваемый 

кубит может подвергнуться случайному унитарному иреобразованию или 

потерять когерентность, запутавшись с состояниями окружающей среды. 

Предположим, что неповрежденный кубит должен находиться в состоянии 
а\0) +Ь\1). (Конечно, он может быть запутан с остальными, так что коэффи­
циенты а и Ь не обязательно являются комплексными числами; это могут 

быть состояния, одновременно ортогональные \0) и \1), которые, как мьi 

1 Ядро матрицы или ее нуль-пространство - пространство векrоров, удовлетворяющих 
уравнению (2). - Прим. ред. 
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предполагаем, не подвержены ошибкам.) Теперь, если этот кубит повре­

жден произвольной ошибкой, результирующее состояние можно разложить 

следующим образом: 

aiO) + Ьll) ->(aiO) + Ьl1)) ® IAnoerror)env+ 
+(al1) + ЬIО)) ® IAыt-flip)env+ 

+( aiO) - Ьl1)) ® IApha"e-flip)env+ 
+(al1)- ЬIО)) ® IAьotherror)env' (4) 

где каждое IA)env обозначает состояние окружающей среды. Мы не делаем 
каких-то определенных предположений относительно ортогональности или 

нормировки состояний IA)env,1 поэтому уравнение (4) не влечет за собой 
потери общности. Мы приходим к выводу, что эволюцию кубита можно 

выразить как линейную комбинацию четырех возможностей: (1) не возни­
кает никакой ошибки, (2) возникает инвертирование бита IO) +------+ 11), (3) 
возникает обращение относительной фазы IO) и 11), (4) происходит одно­
временное инвертирование бита и обращение фазы. 

х 

х 

х ф xEJЭl у 

хЕJЭу 
z ЕJЭ ху 

Рис. 1. Схематическое изображение NОТ-вентиля, ХОR-вентиля (контролируемое 
NOT) и вентиля Тоффоли (дважды контролируемое NOT) 

Теперь понятно, как должен работать квантовый код, корректирующий 

ошибки [12, 27]. Выполняя подходящее измерение, мы хотим диагности­
ровать, какая из этих четырех возможностей фактически осуществилась. 

Конечно, в общем случае состоянием кубита будет линейная комбинация 

этих четырех состояний, но измерение должно спроецировать его на базис, 

используемый в уравнении (4). После этого мы можем приступить к ис­
правлению ошибки с помощью одного из четырех унитарных преобразова­
ний: 

(1) I, (2) Х=(~~), (3) Z=(~~1), (4) Y=X·Z(5) 

(какое из них применить, указывает результат измерения). Применяв это 

преобразование, мы возвращаем кубит в его исходное состояние и пол­
ностью распутываем квантовые состояния кубита и окружающей среды. 

1 Хотя. конечно, совместная эволюция кубита и окружения должна быть унитарной. 
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Существенно, что при диагностике ошибки мы ничего не узнаем о закоди­

рованной квантовой информации, поскольку получение любой информации 

о коэффициентах а и Ь в уравнении ( 4) неизбежно приведет к разрушению 
когерентности кубита. 

Если мы используем код Стина, отвечающее этим критериям измере­

ние возможно. Логический нуль является равновзвешенной суперпозицией 

всех кодовых слов кода Хэмминга (Н) с четным весом (слов с четным ко­

личеством единиц), 

\O)code = }s L \Veven) = 
Veve11EH 

= }s (\0000000) + \0001111) + \0110011) + \0111100) + 

+ \1010101) + \1011010) + \1100110) + \1101001)), 

(6) 

а логическая единица является равновзвешенной суперпозицией всех кодо­

вых слов кода Хэмминга с нечетным весом (слов с нечетным количеством 

единиц), 

\1)code = }s L \Veven) = 
VevenEH 

= }s (11111111) + \1110000) + \1001100) + \1000011) + 

+ \0101010) + \0100101) + \0011001) + \0010110)). 

(7) 

Поскольку все фигурирующие в уравнениях (6) и (7) состояния являются 
кодовыми словами Хэмминга, инвертирование единственного бита в бло­

ке несложно обнаружить, выполняя простое квантовое вычисление, как это 

показано на рисунке 2 (используются приведеиные на рис. 1 обозначения). 
Мы расширяем блок из семи кубитов тремя служебными кубитами1 и вы­
полняем унитарную операцию: 

\v) 0\0)anc-+ \v) 0\Hv)anc, (8) 

гдеН-матрица проверкичетности Хэмминга, а l·)anc обозначает состоя­
ние трех служебных битов. Если ошибка содержится лишь в одном из семи 

кубитов, то измерение служебного кубита спроецирует его либо на инвер­

тированное состояние, либо на исходноенеповрежденное (но не на любую 

1 Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой. нам потребуется увеличить число служеб­
ных кубитов, как это обсуждается в разделе 3. 
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Рис. 2. Вычисление синдрома инвертирования бита для 7-кубитового кода Стина. 
Повторение вычисления в повернутом базисе диагностирует ошибки обращения 

фазы. Чтобы сделать процедуру отказоустойчивой, каждый служебный кубит нужно 

заменить четырьмя кубитами в надлежащем состоянии 

нетривиальную суперпозицию этих двух состояний). В первом случае ре­

зультат измерения диагностирует поврежденный бит, ничего не сообщая 

о закодированной в блоке квантовой информации. 

Но чтобы осуществить коррекцию квантовых ошибок, нам понадобит­

ся наряду с ошибками инвертирования бита диагностировать и фазовые 
ошибки. Для достижения этой цели мы можем (следуя Стину [11, 12]) из­
менить базис для каждого кубита, применив поворот Адамара: 

R _ _l_ (1 1) - V2 1 -1 . (9) 

Тогда ошибки, бывшие фазовыми в базисе jO), /1), в повернутом базисе 

jб) = ~(/0) + /1/), - 1 111 = -(10/- jlj) 
V2 

(10) 

становятся ошибками инвертирования бита. Следовательно, достаточно то­

го, что наш код способен диагностировать ошибки инвертирования бита 

в этом повернутом базисе. Но если мы применяем поворот Адамара к каж­

дому из семи кубитов, логический нуль и логическая единица Стина в по­

вернутом базисе принимают вид 

- 1"' 1 /0/code = 4 ~ jvj = ;;:;(10/code + Щсоdе), 
vEH v 2 

ll)code = ~ L(-1)wt(v)jv) = ~(jO)code -j1)code) 
vEH v 2 

(11) 



2. КОРРЕКЦИЯ КВАНТОВЫХ ОШИБОК: 7-КУБИТОВЫЙ КОД 255 

(где wt(v) обозначает вес v). Ключевым моментом является то, что IO)code 
и ll)code, подобно IO)code и ll)code являются суперпозициями кодовых слов 
Хэмминга. Следовательно, в повернутом базисе, как и в исходном, мы мо­
жем выполнить проверку четности Хэмминга для диагностики инверти­

рования битов, которое в исходном базисе представляло собой обращение 

фазы. При условии, что поврежден лишь один кубит, выполнение проверки 

четности в обоих базисах полностью диагностирует ошибку и дает возмож­

ность ее исправить. 

В описанной выше схеме исправления ошибок я предполагал, что 

ошибка поражает только один кубит в блоке. Очевидно, что это допущение 
нереалистично; обычно все кубиты в определенной степени запутываются 

с окружением. Однако, как мы уже видели, процедура определения син­

дрома ошибки, как правило, проецирует каждый кубит на исходное непо­

врежденное состояние. Для каждого кубита появление ошибки происходит 

с отличной от нуля, но малой по предположению, вероятностью, которую 

мы будем обозначать с. Сейчас мы сделаем очень важное предположение: 

ошибки, действующие на разные кубиты в одном блоке, полностью некор­

релированы между собой. При таком допущении вероятность появления 

двух ошибок имеет порядок Е2 и, при достаточно малой величине Е, гораз­
до меньше вероятности возникновения одной ошибки. Поэтому, с точно­

стью порядка f, мы можем уверенно ограничить наше внимание случаем, 

когда ошибка содержится максимум в одном кубите блока. (На самом де­

ле, для этого вывода не требуется, чтобы действующие на разные кубиты 

ошибки были полностью некоррелированными. Если все кубиты подвер­

гаются воздействию одного и того же слабого магнитного поля, так что 

вероятность инвертирования каждого из них равна f, все будет в поряд­
ке, поскольку вероятность переворота спинов имеет порядок Е2 • Проблему 
вызвал бы возникающий с вероятностью порядка f процесс, при котором 

происходит инвертирование двух спинов одновременно.) 

Но в (маловероятном) случае, когда в одном и том же блоке кода воз­

никает две ошибки, наша процедура исправления обычно дает сбой. Если 

в одном и том же блоке инвертируются два бита, то проверкачетности Хэм­

минга неправильно диагностирует ошибку. Восстановление вернет кванто­

вое состояние в кодовое подпространство, но в закодированной в блоке 

информации произойдет инвертирование бита 

IO}code---> ll}code, ll}code---> IO}code· (12) 

Аналогично, если в одном и том же блоке возникают две фазовые ошибки, 

то есть две ошибки инвертирования битов в повернутом базисе, то после 
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восстановления в нем произойдет инвертирование бита в повернутом бази­

се или обращение фазы в исходном базисе 

/O)code ____. /O)code, /1)code ____. -/1)code (13) 

(если один кубит в блоке содержит фазовую ошибку, а другой - ошибку 

инвертирования бита, то исправление будет успешным). 

Таким образом, код Стина способен повысить надежность хранения 

квантовой информации. Предположим, мы хотим сохранить один кубит 

в неизвестном чистом состоянии /Ф). Из-за несовершенства запоминаю­
щего устройства состояние Pout, которое мы мы восстановим, будет иметь 
точность воспроизведения 

F =' (Ф/Роut/Ф) = 1- Е. (14) 

Но если мы храним кубит с использованием 7-кубитового блочного кода 

Стина, если каждый из семи кубитов сохраняется с точностью воспроизве­

дения F = 1 - Е, если ошибки кубитов некоррелированны; и, наконец, ес­

ли мы можем безукоризненно выполнять коррекцию ошибок, кодирование 

и декодирование (подробнее об этом ниже), то закодированная информация 

может храниться с улучшенной точностью воспроизведения F = 1-О( Е2 ). 
Кубит в неизвестном состоянии можно закодировать, используя изоб­

раженную на рисунке 3 схему. Принцип работы кодирующего устройства 
проще понять, если использовать альтернативное выражение для матрицы 

проверки четности Хэмминга, 

(
1 о о 1 о 1 1) 

Н= О 1 О 1 1 О 1 . 
о о 1 1 1 1 о 

(15) 

(Эта форма матрицы Н получается из (1) перестановкой столбцов, то есть 
всего лишь изменением нумерации битов в блоке.) Четный субкод кода 

Хэмминга фактически является пространством, натянутым на строки мат­

рицы Н; поэтому мы видим, что (в этом представлении Н) первые три 
бита строки полностью характеризуют представленные в субкоде данные. 

Оставшиеся четыре бита - биты четности, обеспечивающие необходимую 

для защиты от ошибок избыточность. При кодировании неизвестного со­

стояния а/0) + Ь/1) кодирующее устройство сначала использует два ХОR­
вентиля, чтобы приготовить состояние а/0000000) + Ь/0000111) - супер­
позицию четного и нечетного кодовых слов Хэмминга. Оставшалея часть 

схемы добавляет к этому состоянию /0/code: повороты Адамара (R) гото­
вят равновзвешенную суперпозицию всех восьми возможных значений для 
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первых трех битов в блоке, а оставшиеся ХОR-вентили включают предпи­

санные матрицей Н биты проверки четности. 

[О) 

[О) 

[О) 
a[O)code 

[О) + 
[О) 

Ь[l )code 
[О) 

а[О) + Ь[l) 

Рис. 3. Кодирующая схема для 7-кубитового кода Стина 

Мы также хотим иметь возможность измерять закодированный кубит, 
скажем, проецируя его на ортогональный базис {jO)code, jl)code}· Если мы 
не возражаем против разрушения закодированного блока в процессе изме­
рения, то достаточно измерить каждый из семи кубитов в блоке, проецируя 

на базис {jO), jl) }; затем, чтобы получить кодовое слово Хэмминга, мы вы­
полняем классическую коррекцию ошибок в результатах измерения. Чет­

ность этого кодового слова является значением логического кубита. (Этап 

классической коррекции ошибок обеспечивает защиту от ошибок измере­

ния. Например, если блок находится в состоянии jO)code, то при измерении 
элементарных кубитов для определения логического кубита могут возник­

нуть две независимые ошибки, в результате чего будет получено неверное 

значение jl)code·) 
В применении к квантовым вычислениям нам потребуется выполнять 

измерение, проецирующее на базис {jO)code, jl)code} без разрушения блока. 
Эта выполняется путем копирования четности блока на служебный кубит 
с последующим его измерением. Схема, представляющая неразрушающее 

измерение кодового блока [в случае, когда матрица проверки четности ана­

логична описанной в уравнении (15)], показана на рисунке 4. Измерение 
является неразрушающим в том смысле, что оно сохраняет кодовое подпро­

странство; конечно, оно «разрушает» когерентную суперпозицию ajO)code+ 
+ Ьjl)code, коллапсируя это состояние либо к jO)code (с вероятностью jaj 2

), 

либо к jl)code (с вероятностью jbj 2). 
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о или 1 

----- IO)code 

~ll)code 

IО)-Шизмерение 
Рис. 4. Разрушающее и неразрушающее измерения логического кубита 

7-кубитовый код Стина может исправить только одну ошибку в кодо­
вом блоке, но можно построить лучшие коды [12, 28-31], способные за­
щитить информацию от t ошибок в одном блоке, так что закодированная 
информация может сохраняться с точностью воспроизведения F = 1 -
- O(Et+l ). 

Ключевая идея, сделавшая возможной коррекцию квантовых ошибок, 

состоит в том, что с запутыванием можно бороться с помощью запу­

тывания. Запутывание может бьrrь нашим врагом, поскольку запутывание 

устройства с окружением может скрыть от нас квантовую информацию 

и таким образом послужить причиной появления ошибок. Но запутывание 

может оказаться и нашим союзником - информацию, которую мы хотим 

защитить, можно закодировать в запутанном состоянии, то есть в корре­

ляциях, охватывающих большое число кубитов. Тогда она остается недо­

ступной при измерении лишь нескольких кубитов. По тем же причинам эта 

информация не может быть повреждена, если окружение взаимодействует 

лишь с несколькими кубитами. 

Более того, мы узнали, что хотя квантовый компьютер в определен­

ном смысле является аналоговым устройством, совершаемые им ошибки 

можно оцифровать. Мы боремся с малыми ошибками, выполняя подходя­

щие измерения, проецирующие состояние квантового компьютера либо на 
исходное неповрежденное, либо на состояние с большой ошибкой, кото­

рую затем можно исправить известными методами. Мы также увидели, что 

можно измерять ошибки, не измеряя при этом данные, - можно получить 

точную информацию о природе ошибки, ничего не узнав о закодированной 

в нашем устройстве квантовой информации (что могло бы повлечь за собой 

декогерентизацию и сбой в вычислении). 

Все квантовые коды коррекции ошибок используют одну и ту же 

фундаментальную стратегию: маленькое подпространство гильбертона про­

странства устройства определяется в качестве кодового подпространства. 

Это пространство тщательно выбирается, так чтобы все ошибки, которые 
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мы хотим исправить, перемещали его во взаимно ортогональные подпро­
странства ошибок. После того, как наша система провзаимодействовала 

с окружающей средой, можно выполнить измерение, которое сообщит, в ка­

ком из этих взаимно ортогональных подпространств оказалась система и, 

следовательно, однозначно определить тип возникшей ошибки. После это­

го ошибку можно исправить, применив подходящее унитарное преобра­

зование. 

3. Отказоустойчивое исправление 

До сих пор в наших обсуждениях предполагалось, что мы можем без­

ошибочно кодировать квантовую информацию и выполнять исправление 

ошибок. Но, конечно, эти процедуры не будут выполняться безупречно. 
Восстановление само по себе является предрасположенным к появлению 

ошибок квантовым вычислением. Если вероятность появления ошибки для 

каждого бита в кодовом блоке равна Е, то естественно предположить, что 

каждый применяемый в ходе восстановления квантовый вентиль с вероят­

ностью Е вызывает появление ошибки (или, что «ошибки запоминающего 

устройства» возникают в ходе исправления с вероятностью порядка Е). Ес­

ли процедура исправления сконструирована небрежно, то вероятность ее 

отказа (например, вследствие возникновения двух ошибок в одном бло­
ке) может иметь порядок Е. Тогда мы не извлечем пользы от применения 

квантовых кодов коррекции ошибок; в действительности вероятность по­

явления ошибки на один кубит информации будет даже выше, чем при от­

сутствии какого-либо кодирования. Поэтому мы должны проанализировать 

все возможные причины, по которым процедуры исправления могут дать 

сбой с вероятностью порядка Е, и убедиться, что они устранены. Только 

тогда они будут отказоустойчивыми, и только тогда кодирование окупит 

себя при достаточно малой величине Е. 

3.1. Проблема обратного действия 

Распространение ошибок является серьезной проблемой. Если в од­

ном кубите возникает ошибка, а затем мы применяем вентиль, в котором 

этот кубит взаимодействует с другим, то существует конечная вероятность 

распространения ошибки на второй кубит. Следует соблюдать осторож­

ность, чтобы сдержать инфекцию, или, по крайней мере, нужно стремиться 

предотвратить возникновение двух ошибок в одном блоке. 

При выполнении исправления ошибок мы многократно использу­

ем двухкубитовый ХОR-вентиль. Этот вентиль способен распространять 

ошибки в двух различных направлениях. Во-первых, очевидно, что если 
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в одном кубите возникает ошибка инвертирования бита, а затем он исполь­

зуется в качестве источника ХОR-вентиля, то инвертирование бита перей­

дет «в прямом направлении» на кубит цели. Более тонким является вто­

рой тип распространения ошибок; его можно понять, используя тождество, 

представлепное на рисунке 5: при повороте Адамара базисов обоих куби­
тов источник и цель ХОR-вентиля меняются ролями. Поскольку мы пом­

ним, что эта замена базиса также заменяет ошибку инвертирования бита на 

фазовую ошибку, мы делаем вывод, что при возникновении в одном куби­

те фазовой ошибки и последующем использовании его в качестве целевого 

кубита ХОR-вентиля ошибка переходит на кубит источника. 

I 
Рис. 5. Полезное тождество. Источник и цель ХОR-вентиля меняются местами, если 
мы с помощью поворота Адамара выполняем замену базисов 

Данные 

Служебный 
бит 

1 ......, 

Плохо! 

Данные ---+--+-..... ---

Служебный ---ffi--1--+-­
бит 

Хорошо! 

Рис. 6. Плохой и хороший варианты измерения синдрома. Плохая схема использует 
один и тот же служебный бит несколько раз; хорошая схема использует служебный 

бит лишь однократно 

Сейчас мы можем понять, что изображенная на рисунке 2 схема не 
является отказоустойчивой. Проблема состоит в том, что один и тот же 

служебный кубит используется в качестве цели четырех последовательных 

ХОR-вентилей. Если на определенной стадии в служебном кубите возника­
ет хотя бы одна фазовая ошибка, эта единственная ошибка может вернуть-
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ся обратно к двум или более кубитам кодового блока данных. В результате 
с вероятностью Е в блоке может возникнуть фазовая ошибка, что недопу­

стимо. 

Чтобы понизить вероятность отказа до величины порядка Е2 , мы долж­
ны так изменить схему исправления, чтобы каждый служебный кубит вза­

имодействовал не более чем с одним i<убитом в блоке. Один из способов 

решения этой задачи состоит в увеличении количества служебных кубитов 

от одного до четырех, чтобы каждый из них являлся целью одного ХОR­

вентиля, как это показано на рисунке 6. Затем мы можем измерить все 
четыре служебных кубита. Бит искомого нами синдрома является битом 

четности четырех измеряемых кубитов. По сути, мы скопировали из блока 

данных в служебный кубит некоторую информацию о возникшей ошибке, 

а при измерении служебного кубита мы считываем эту информацию. 

Тем не менее, эта процедура по-прежнему неадекватна поставленной 

цели, поскольку мы скопировали слишком много информации. Схема запу­

тывает служебный кубит с возникшей в данных ошибкой, что хорошо, но 
она запутывает его и с самими данными, а это плохо. Измерение служебно­

го кубита разрушает тщательно приготовленную суперпозицию базисных 

состояний (6) и (7) для IO)code и ll)code· Пусть, например, мы измеряем 
первый бит синдрома, как это показано на рисунке 2, но с увеличенным 
от одного до четырех количеством служебных кубитов. Следовательно, на 

самом деле мы измеряем последние четыре бита в блоке. Если в резуль­

тате измерения мы получаем, скажем, IOOOO)anc• то это означает, что мы 
спроецировали IO)code на IOOOOOOO), а Щсоdе на 11110000); кодовые слова 
теряют всякую защиту от фазовых ошибок. 

3.2. Приготовление служебного состояния 

Продолжим модификацию процедуры исправления, сохраняя ее хоро­

шие черты и исключая плохие. Мы хотим скопировать на служебные куби­

ты информацию об ошибках, возникающих в блоке данных, не внося в него 

многочисленных фазовых ошибок и не разрушая когерентности закодиро­

ванных в нем данных. Для достижения этой цели необходимо, прежде чем 

приступать к вычислению синдрома ошибки, приготовить подходящее со­

стояние служебных кубитов. Это состояние строится таким образом, чтобы 

результат его измерения открывал информацию об ошибках, ничего не со­

общая о состоянии данных. 

Один из способов удовлетворить этому критерию был найден Питером 

Шором. Он предложил использовать в качестве состояний четырех служеб­

ных кубитов равновзвешенную суперпозицию всех кодовых слов четного 
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веса (состояние Шара) 

IShor)anc = Js 2..:: lveven)anc· 
Veven 

(16) 

Чтобы вычислить каждый бит синдрома, мы готовим служебные кубиты 
в состояниях Шора, выполняем четыре ХОR-вентиля (с подходящими ку­

битами блока данных в качестве источников и четырьмя кубитами в состо­

яниях Шора в качестве целей), а затем измеряем служебное состояние. 

Если вычисляемый бит тривиален, то к кодовым словам v в (16) добав­
ляется строка четного веса, что оставляет состояние Шора неизменным; ес­

ли бит синдрома нетривиален, тогда состояние Шора преобразуется в рав­

новзвешенную суперпозицию кодовых слов с нечетным весом. Таким об­

разом, четность результата измерения выявляет значение бита синдрома, 

но никакую другую информацию о состоянии блока данных из этого из­

мерения извлечь нельзя - мы нашли способ выделить синдром, не повре­

ждая кодовые слова. (Определяемая нами при измерении отдельная строка 

с заданной четностью ·выбирается случайным образом и не имеет ничего 

общего с состоянием блока данных.) 

Всего существует шесть битов синдрома (по три для диагностики оши­
бок инвертирования бита и для диагностики ошибок обращения фазы), по­

этому измерение синдрома использует 24 служебных бита, приготовленных 
в шести состояниях Шора, и 24 ХОR-вентиля. 

Одним из способов получения синдрома обращения фазы может быть 
следующий: сначала применить к блоку данных семь параллельных Н­

вентилей для поворота базиса, затем, как показано на рисунке 2, приме­
нить ХОR-вентили (но с приготовленными в состояниях Шора служебны­

ми кубитами) и, наконец, применить семь Н-вентилей для поворота данных 

в исходный базис. Однако с целью усовершенствования этой процедуры мы 

можем использовать Представленное на рисунке 5 тождество. Обращая на­
правление ХОR-вентилей (то есть используя служебные биты в качестве 

источников, а данные - в качестве цели), мы можем избежать применения 

Н-вентилей к данным и, следовательно, понизить вероятность их повре­

ждения [16,24], как это показано на рисунке 7. 
Другой способ приготовления служебного кубита был предложен Энд­

рю Стином. Его 7-кубитовое служебное состояние является равновзвешен­
ной суперпозицией кодовых слов Хэмминга: 

ISteane)anc = i 2..:: lv). (17) 
vEH 
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Данные---r- Данные~ Данные-т-

Кот ---шJ-4..------ Кот -иJ--k Кот---l.-.иг 
Измерение Измерение Измерение 

(а) (Ь) (с) 

Рис. 7. (а) Схематическое изображение процедуры вычисления одного бита синдро­
ма ошибки инвертирования бита. Применяемый к «кот-состоянию» вентиль Ада­

мара завершает приготовление состояния Шора (см. раздел 3.3). Как ХОR-вентиль, 
так и вентиль Адамара на диаграмме фактически представляют собой четыре па­

раллельно выполняемых вентиля. (Ь) Схематическое изображение процедуры вы­

числения одного бита синдрома ошибки обращения фазы. Она аналогична (а), но 

применяется к данным в базисе, повернугом преобразованием Адамара. (с) Эквива­

лентная (Ь) схема, упрощенная с помощью тождества, изображенного на рисунке 5 

(Это состояние можно также записать в виде (JO)code + Jl)code)/v'2; его 
можно получить, применив к состоянию JO)code побитовый поворот Ада­
мара.) Чтобы вычислить синдром инвертирования бита, мы с помощью 

ХОR-вентиля обращаем каждый кубит блока данных в соответствующий 

кубит служебного состояния, а затем измеряем его. Применяя к результату 

классического измерения матрицу проверкичетности Хэмминга Н, мы вы­

деляем синдром инвертирования бита. Как и в методе Шора, эта процедура 

«копирует» данные в служебный кубит, состояние которого выбрано таким 

образом, чтобы при его измерении обеспечить прочтение информации толь­

ко об ошибке. Например, если ошибка отсутствует, найденная в измерении 

конкретная строка является случайно выбранным кодовым словом Хэммин­

га и ничего не сообщает о состоянии данных. При определении синдрома 

обращения фазы аналогичная процедура выполняется в повернутом базисе. 

Преимущества метода Стина перед процедурой Шора состоит в том, что он 
требует лишь 14 служебных битов и 14 ХОR-вентилей. Но он также имеет 
и недостаток: приготовление состояния Стина сложнее, чем приготовление 

состояния Шора, так что оно отчасти более подвержено возникновению 

ошибок. 

3.3. Проверка служебного состояния 

Продолжая изучать все ситуации, в которых сбой процесса восстанов­

ления может произойти из-за единственной ошибки, мы обнаруживаем дру­

гую потенциальную проблему. Вследствие распространения ошибок, един­

ственная ошибка, возникающая в процессе приготовnения состояния Шора 
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или состояния Стина, может послужить причиной появления в них двух 

фазовых ошибок, а они, в свою очередь, могут распространиться на за­

кодированные данные, если для измерения синдрома будет использован 

дефектный служебный кубит. Наша nроцедура по-прежнему не является 

отказоустойчивой. 

Следовательно, перед его использованием состояние служебных куби­

тов должно быть протестировано на многократные фазовые ошибки. Если 
оно не выдерживает тест, оно должно быть забраковано, а служебное со­
стояние построено заново. 

Один из способов приготовnения и проверки состояния Шора изобра­

жен на рисунке 8. Первый вентиль Адамара и первые три ХОR-вентиля 
в этой схеме готовят «кот-состояние» (IOOOO) + 11111)), максимально за­
путанное состояние четырех служебных кубитов; последние четыре венти­

ля Адамара преобразуют кот-состояние в состояние Шора. Но единствен­
ная ошибка, возникающая в ходе выполнения второго или третьего ХОR­

вентиля, может повлечь за собой появление двух ошибок в кот-состоянии 

(оно может принять вид (10011) + 11100))). Эти две ошибки инвертирова­
ния бита в кот-состоянии иревращаются в две фазовые ошибки в состоянии 

Шора, что по возвращении в исходное состояние во время измерения син­

дрома nриведет к фазовой ошибке в блоке. 

/0) 

IO) 

IO) 

IO) 

IO) Измерение 

Рис. 8. Приготовление и проверка состояния Шора. Если результат измерения ра­
вен 1, тогда это состояние бракуется и готовится новое 

Заметим, однако, что во всех случаях, когда один плохой вентиль мо­

жет вызвать в кот-состоянии две ошибки инвертирования бита, разные зна­

чения будут иметь первый и четвертый биты кот-состояния. Следовательно, 

мы добавляем к схеме два последних ХОR-вентиля (сопровождаемые из­

мерением), чтобы nроверить соответствие этих двух битов кот-состояния. 

Если проверка успешна, мы можем перейти к измерению синдрома, уверен­

ные в том, что вероятность возникновения двух фазовых ошибок в состоя-
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нии Шора имеет порядок Е2 • Если проверка дает сбой, мы можем выкинуть 
кот-состояние и совершить новую попытку. 

Конечно, единственная ошибка в схеме приготовnения также может 

привести к появления двух фазовых ошибок в кот-состоянии и, следова­

тельно, двух ошибок инвертирования бита в состоянии Шора; мы не пы­

тались проверять состояние Шора на наличие ошибок инвертирования би­

тов. Но, по сравнению с фазовыми ошибками, они нас беспокоят гораздо 

меньше. Ошибки инвертирования бита становятся причиной ошибочного 
измерения синдрома, но они не распространяются в обратном направлении 

и не повреждают закодированную информацию. 

Если для измерения синдрома используется метод Стина, то сначала 

с помощью изображенной на рисунке 3 кодирующей схемы (но без первых 
двух ХОR-вентилей) строится состояние [O)code' а затем, чтобы завершить 
приготовление состояния Стина, к каждому кубиту [O)code применяется вен­
тиль Адамара. Поскольку вновь единственная ошибка, возникающая в про­

цессе кодирования, может привести к появлению в [O)code двух ошибок 
инвертирования бита, которые в состоянии Стина преобразуются в две фа­

зовые ошибки, то на этом этапе также необходима проверка. Ее можно осу­

ществить, выполняя неразрушающее измерение, которое гарантирует, что 

(с точностью до одного инвертирования бита) приготовленным состоянием 

является [O)code' а не jl)code· С этой целью готовятся два блока в состоя­
нии [O)code' затем производится побитовое выполнение ХОR-вентиля с пер­
вым блоком в качестве источника и вторым - в качестве цели и, наконец, 

выполняется разрушающее измерение второго блока. Применяя к результа­

там этого измерения классический корректирующий код Хэмминга, можно 

исправить одну возможную ошибку инвертирования бита и идентифициро­

вать измеренный блок как [O)code или jl)code· Если результатом последнего 
измерения является jO)code' то это означает, что другой блок прошел про­
верку. В противном случае считается, что он поврежден и должен быть 

восстановлен путем инвертирования битов. 

Однако эта процедура проверки все еще ненадежна, поскольку на са­

мом деле поврежденным может оказаться измеряемый нами блок, а не тот, 

который мы пытаемся проверить. Следовательно, необходимо повторить 

этап проверки. Если измеряемый блок выдает один и тот же результат два­

жды подряд, то Проверка может считаться надежной. А что, если во второй 

раз будет получен другой результат? Тогда непонятно, что делать, инверти­

ровать биты проверяемого блока или оставить его в покое. Можно сделать 

еще одну попытку, чтобы разорвать этот узел, но на самом деле в этом нет 

необходимости; в действительности, если две попытки исправления дают 
противоречивые результаты, то лучше ничего не предпринимать. Поскольку 
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результаты противоречат друг другу, то понятно, что один из двух измеряе­

мых блоков поврежден. Следовательно, вероятность того, что проверяемый 
блок тоже ошибочный, имеет порядок Е2 , и ею можно пренебречь. Итак, 
с помощью этой процедуры проверки удается построить такое состояние 

Стина, в котором вероятность появления многократных фазовых ошибок 

(способных распространяться на закодированные данные при измерении 

синдрома) имеет порядок Е2 . 

3.4. Проверка синдрома 

Одна ошибка инвертирования бита в служебном состоянии может при­
вести к повреждению синдрома. Ошибка может возникнуть из-за непра­

вильного приготовпения служебного состояния или вследствие ошибки, по­

явившейся в процессе вычисления синдрома. Последний случай особенно 

опасен, потому что возникающая с вероятностью порядка Е единственная 

ошибка может повредить как блок данных, так и служебное состояние. Это 

может случиться, например, вследствие того, что плохой ХОR-веmиль од­

новременно вносm ошибки в источник и цель, или из-за того, что в блоке 

данных в ходе измерения синдрома возникает ошибка, которая затем рас­

пространяется ХОR-веmилем на состояние служебных кубитов. 

В таком случае, если бы мы воспользовались поврежденным синдро­

мом для исправления ошибки, то на самом деле ввели бы в блок закодиро­

ванных данных дополнительную ошибку. Поэтому наша процедура остает­

ся не полностью отказоустойчивой; возникающая с вероятностью порядка 

Е ошибка может привести к фатальному повреждению данных. 

Следовательно, необходимо найти возможность обеспечить более на­

дежный синдром. Очевидным способом является повторение измерения 

синдрома. Оно не обязательно, если результат измерения синдрома триви­

ален (не сообщает об ошибке); даже если в блоке данных имеется ошибка, 
которая оказалась не замеченной, не стоит беспокоиться, что это усугу­

бит ситуацию, просто потому, что в этом случае не совершается никаких 

действий. С другой стороны, если синдром сообщает об ошибке, то его 

измерение повrоряется. В этом случае, если вновь получается тот же са­

мый результат, можно с уверенностью принимать синдром и переходить 

к исправлению, поскольку невозможно получение с вероятностью Е одного 

и того же (нетривиального) ошибочного синдрома. 

Если первые два измерения синдрома не согласуются, тогда можно 

продолжать его измерение до тех пор, пока один и тот же результат не бу­

дет получен два раза подряд - результат, которому можно доверять. В ка­

честве альтернативаы, можно ничего не предпринимать, пока ошибка не 
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будет надежно детектирована в следующем раунде коррекции. По крайней 

мере, это бездействие не усугубит ситуацию, а ошибка, если она на самом 

деле присутствует в закодированных данных, возможно, будет обнаружена 

в следующий раз. 

Существуют и другие способы повысить нашу уверенность в синдро­

ме. Например, вместо повторения измерения целого синдрома можно бы­

ло бы вычислить некоторые дополнительные избыточные биты синдрома 

и подвергнуть их проверке на четность. Если в синдроме содержится ошиб­

ка, то этот метод, как правило, ее обнаружит; таким образом, если проверка 

на четность проходит успешно, то корректность синдрома является доста­

точно вероятной [24,32]. 

/0) 

/0) 

/0) 

/0) 

IO) 

/0) 

Рис. 9. Полная схема исправления ошибок согласно Стину. Готовятся и затем про­
веряются закодированные состояния JO). Провереиные /0) используются в качестве 
служебных кубитов для вычисления синдромов как инвертирования битов, так и об­

ращения фазы каждый; измеряется дважды. Большие крути обозначают действия 

(обусловленные результатами измерения), предпринимаемые для восстановления 

служебных состояний, или действия по восстановлению блока данных на финаль­

ном этапе 

Итак, мы собрали вместе все элементы отказоустойчивой процеду­

ры исправления ошибок. Если мы предпримем все описанные выше меры 

предосторожности, то исправление даст сбой только при появлении двух 

независимых ошибок, поэтому вероятность необратимого повреждения за­

кодированного блока имеет порядок Е2 • 
Полная квантовая схема исправления ошибок согласно Стину по казана 

на рисунке 9. Отметим, что исправление ошибок как инвертирования бита, 
так и обращения фазы повторяются дважды. На схеме показана и проверка 

состояний Стина, но этап кодирования этих состояний опущен. 
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3.5. Измерение и кодирование 

Конечно, мы хотим уметь надежно измерять наши закодированные ку­

биты. Но как уже отмечалось в разделе 2, разрушающее измерение кодового 
блока надежно, если только один кубит в блоке имеет ошибку инвертиро­

вания бита. Если в случае одного кубита вероятность ошибочного измере­

ния имеет порядок Е, то ошибочные измерения кодового блока возникают 

с вероятностью порядка Е2 . Отказоустойчивое неразрушающее измерение 
также может быть выполнено, как уже отмечалось при обсуждении про­

веркисостояния Стина (раздел 3.3). В качестве альтернативной процедуры 
можно было бы без каких-либо модификаций использовать изображенное 

на рис. 4 неразрушающее измерение. Хотя служебный бит является целью 
трех последовательных ХОR-вентилей, возвращающиеся в блок фазовые 

ошибки не так губительны, поскольку они не могут заменить IO}code на 
ll}code (или наоборот). Но, поскольку единственная ошибка инвертирова­
ния бита (как в блоке данных, так и в служебном кубите) может вызвать 
ошибку измерения четности, для обеспечения точности порядка Е2 изме­
рение необходимо повторить (после исправления ошибки инвертирования 

бита). (Мы умолчали об этой процедуре в описании проверки состояния 

Стина, чтобы избежать разочарования от необходимости коррекции оши­

бок при подготовке служебных кубитов, предназначенных для коррекции 

ошибок!) 

Часто нам будет необходимо приготовить известное закодированное 

квантовое состояние, например, /O)code· Мы только что обсудили (в раз­
деле 3.3 в связи с приготовлением состояния Стина), как можно надежно 
выполнить это кодирование. В сущности, кодирующая схема не нужна. Ка­

ким бы ни было исходное состояние блока, (отказоустойчивое) исправление 

ошибок спроецирует его на натянутое на {IO)code, /l}code} пространство, 
а (проверенное) измерение выдаст либо /O)code, либо /l)code· Если полу­
чен результат /l)code, то для обращения блока в желаемое состояние /O)code 
можно применить (побитовый) NОТ-оператор. 

Если мы хотим закодировать неизвестное квантовое состояние, то мы 

используем кодирующую схему, изображенную на рисунке 3. Снова, вслед­
ствие распространения ошибок, единственная ошибка в процессе кодирова­

ния может привести к сбою. В данном случае, поскольку никакое измерение 

не может проверить кодирование, точность воспроизведения закодирован­

ного состояния будет неизбежно равна F = 1- О( Е). Тем не менее, смысл 
в кодировании не теряется, поскольку оно позволяет хранить состояние 

с достаточной точностью воспроизведения в течение более продолжитель­

ного времени, чем если бы состояние оставалось незакодированным. 
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3.6. Другие коды 

Схемы Шора и Стина для отказоустойчивого измерения синдрома вы­

ше были описаны лишь для 7-кубитового кода, но их можно адаптиро­

вать и для более сложных кодов, способных исправлять множество оши­

бок [16,33]. Измерение синдрома для более общих кодов лучше всего опи­
сывается с использованием формализма стабилизаторов. Согласно этому 

формализму, каждый генератор можно представить в виде произведения 
действующих на отдельный кубит операторов, где однокубитовые операто­

ры выбраны из определяемого уравнением (5) множества {I, Х, У, Z}. Каж­
дый генератор при возведении в квадрат дает единицу и имеет одинаковые 

количества собственных векторов с собственными значениями +1 и -1, так 
что определение его собственного значения вдвое сокращает размерность 

пространства. Если в блоке содержится n кубитов и имеется n- k генерато­
ров, то кодовое подпространство имеет размерность 2k, то есть имеется k 
закодированных кубитов. 

Например, 7-кубитовый код Стина представляет собой пространство, 

в котором все шесть генераторов стабилизатора 

М1 = (IIIZZZZ), 

М2 = (IZZIIZZ), 

Мз = (ZIZIZIZ), 

М4 = (IIIXXXX), 

М5 = (IXXIIXX), 

Мб= (XIXIXIX) 

(18) 

имеют собственное значение + 1. Сравнение с (1) показывает, что простран­
ство с М1 = М2 = Мз = 1 натянуто на кодовые слова, удовлетворяющие 
проверке четности Хзмминга, а поскольку адамаронекий поворот базиса 

меняет местами z и х' то пространство с м4 = м5 = мб = 1 натянуто на 
кодовые слова, удовлетворяющие проверке четности Хзмминга в поверну­

том базисе. Действительно, определяющим свойством кода Стина является 

то, что проверка четности Хзмминга удовлетворяется в обоих случаях. 

Генераторы стабилизатора выбираются таким образом, чтобы оператор 

каждой подлежащей исправлению ошибки (также представляемый в ви­

де произведения однокубитовых операторов { I, Х, У, Z} ), а также произ­
ведение любых двух различных операторов ошибок антикоммутировали по 

крайней мере с одним генератором. Таким образом, каждая ошибка изменя­

ет собственное значение одного из генераторов, а две независимые ошибки 
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всегда изменяют собственные значения своим, отличным от других, спосо­

бом. Это означает, что измерение собственных значений всех генераторов 
стабилизатора дает полный синдром ошибки. 1 

Измерение генератора стабилизатора М не сложно. Сначала выпол­

няется подходящее унитарное иреобразование каждого кубита, так чтобы 

в новом базисе оператор М представлял собой произведение действующих 

на отдельные кубиты I и Z. (Для каждого кубита, находящегося под дей­
ствием Х в М, мы совершаем поворот 

1 (1 1) 
R = V'J, 1 -1 ' (19) 

а также поворот 

(20) 

для каждого кубита, находящегося под действием У.) В этом базисе соб­

ственное значение М представляет собой четность битов, на которые дей­

ствуют Z. Ее можно измерить (примерно так же, как это делалось при 
обсуждении 7-кубитового кода), применяя к служебным кубитам ХОR­

вентили, использующие в качестве источников кубиты в блоке, на которые 

в новом базисе действуют операторы Z из М. После возвращения в исход­
ный базис эта процедура повторяется для следующего генератора стабили­

затора, и так далее до тех пор, пока не будет получен полный синдром. 

Мы можем сделать эту процедуру отказоустойчивой, заготовив для из­

мерения каждого бита синдрома служебное состояние Шора, количество 
кубитов в котором равно весу соответствующего генератора стабилизатора 
(количеству не равных единичному однокубитовых операторов). Каждый 
служебный бит является целью лишь одного ХОR-вентиля, так что много­

кратные фазовые ошибки не возвращаются в данные. Рассмотренные выше 
процедуры проверки состояния Шора и измерения синдрома также можно 

соответствующим образом обобщить. 

Для сложных кодов, которые либо кодируют множество кубитов, либо 

исправляют большое количество ошибок, обобщенный метод Шора тре­
бует значительно больше служебных кубитов и квантовых вентилей, чем 

1 На самом деле произведение операторов двух независимых ошибок может принадлежать 
стабшшзатору. Тогда эти две ошибки будут иметь один и тот же синдром. Однако это не имеет 

значения, поскольку они также могут быть исправлены одним и тем же действием. Квантовые 
коды, сопосталяющие один синдром нескольким различным операторам ошибок, называются 
вырожденными. 
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это необходимо для выявления синдрома ошибки. В этом случае гораздо 
лучше воспользоваться обобщенным методом Стина. Идея Стина состоит 

в том, ЧТО в случае 7-кубитового кода для измерения всех м}, м2 и Мз 

можно использовать одно 7-кубитовое служебное состояние. Действитель­

но, приготовим исходное служебное состояние в виде равновзвешенной 

суперпозиции всех строк, удовлетворяющих проверке четности Хэмминга 

(то есть всех слов классического кода Хэмминга) применим к нему подхо­

дящие ХОR-вентили, использующие кубиты блока в качестве источников, 
измерим все кубиты служебного состояния и, наконец, применим проверку 

четности Хэмминга к результату измерения. Три полученных бита четности 

представляют собой собственные значения операторов М1 , М2 и М3 . Слу­
жебное состояние здесь приготовлено таким образом, чтобы, помимо этих 

собственных значений, никакая другая информация не могла быть извле­
чена из результата измерения; следовательно, эта процедура не разрушает 

когерентность квантовых кодовых слов. 

Очевидно, эту процедуру можно адаптировать для одновременного из­

мерения собственных значений любой совокупности операторов, имеющих 

вид произведений I и Z, действующих на отдельные кубиты. С этой це­
лью по заданному списку k таких п-кубитовых операторов Mi (1 ::::;; i ::::;; k) 
построим k х п-матрицу Hz, ij-элемент которой равен нулю (единипе), 
если в j-й позиции Mi находится оператор I (Z). Затем приготовим п­
кубитовое служебное состояние, представляюшее собой равновзвешенную 

суперпозицию всех строк длины n, прошедших проверку четности мат­
рицей Н z· Применяя к этому состоянию соответствующие ХОR-веитили 
и измеряя результат (а также применяя Н z к результату измерения), спро­
ецируем п-кубитовый блок на общее собственное состояние рассматривае­
мого семейства операторов Mi. Выполняя аналогичную процедуру в бази­
се, повернутом преобразованием Адамара, можно одновременно измерить 

собственные значения любой совокупности операторов, имеющих вид про­

изведений I и Х. 
Среди генераторов стабилизатора могут быть и операторы, имеющие 

вид М= ZX, где Z- произведение операторов Z, действующих на одну 
совокупность кубитов, а Х - произведение операторов Х, действующих на 
другую совокупность кубитов. Поскольку квадрат каждого генератора М 

должен быть равен единице, число кубитов, на которые действует опера­

тор У, равный произведению Z и Х, должно быть четным. Следователь­
но, Z и Х коммутируют, и их можно измерить при помощи описанного 
выше метода. Однако такое измерение даст слишком много информации; 

мы хотим измерить произведение Z Х, а не каждый из сомножителей Z 
и Х в отдельности. Для осуществления желаемого измерения необходи­
ма дальнейшая модификация служебного состояния. Оно не должно выби-
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раться одновременно удовлетворяющим проверке четности матрицами Н z 
и Н х. Скорее, его следует приготовить так, чтобы биты четности Н z и Н х 
были коррелированы, то есть служебное состояние должно представnяться 

суммой таких строк, у которых оба бита четности либо тривиальны, либо 

нетривиальны. После измерения служебного состояния собственное значе­

ние оператора М получается суммированием четностей «.Z- и .К-измере­
ния». Индивидуальные четности Z- иХ- измерений являются абсолютно 
случайными и фактически ничего не сообщают о значениях операторов Z 
иХ. 

Теперь мы можем описать метод Стина в его общей форме, в кото­

рой он применим к любому стабилизирующему коду. Если k логических 
кубитов закодированы в блоке из n кубитов, то существует n - k независи­
мых генераторов стабилизатора. Со списком этих генераторов ассоцииру­

ется матрица 

Й = (Hz IHx), (21) 

имеющая n- k строк и 2n столбцов. Позиции единиц в Hz обозначают 
кубиты, на которые в перечисленных генераторах действует Z, а положе­
ния единиц в Нх обозначают кубиты, находящиеся под действием Х; ес­

ли единица возникает в одном и том же положении в Н z и Н х, то на 
этот кубит действует произведение У = Z Х. Далее, готовится служебное 
2п-кубитовое обобщенное состояние Стина - равновзвешенная суперпо­

зиция всех строк, удовлетворяющих проверкечетности Й. Затем выполня­
ется изображенная на рисунке 1 О квантовая схема, измеряются служебные 
кубиты и к результату измерения применяется Й. Полученные биты чет­
ности являются собственными значениями генераторов стабилизатора, что 

дает полный синдром ошибки. 

Измерение 

Рис. 1 О. Схема Стина для измерения синдрома. 2п-кубитовое состояние Стина ис­
пользуется для определения синдрома для п-кубитового блока данных. Каждый 

ХОR-вентиль на схеме представляет n выполняемых параллельна ХОR-вентилей 

Служебное состояние здесь приготовлено таким образом, что из ре­

зультата измерения не может быть извлечена никакая другая информация, 
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кроме синдрома, и, следовательно, эта процедура не нарушает когерент­

ность квантовых кодовых слов. В этой процедуре на каждый кубит в ко­
довом блоке действуют только два квантовых вентиля - необходимый ми­

нимум для определения как ошибки инвертирования бита, так и ошибки 

обращения фазы, поражающих любой кубит. 

В заключение отметим, что Китаевым [34] была описана другая стра­
тегия выполнения отказоустойчивого исправления ошибок. Он предложил 

семейство корректирующих ошибки квантовых кодов, способных испра­

вить множество ошибок в кодовом блоке и требующих лишь четыре ХОR­

вентиля для вычисления каждого бита синдрома. В данном случае, даже 

если для вычисления каждого бита синдрома мы будем использовать лишь 

один служебный кубит (а не обобщенное служебное состояние, аналогич­

ное состоянию Стина или Шора), из служебного кубита обратно в данные 

может вернуться лишь ограниченное количество ошибок. Тогда код можно 
выбрать таким образом, чтобы типичное количество ошибок, вернувшихся 

в данные в процессе вычисления синдрома, было заведомо меньше макси­

мального числа ошибок, которое код еще может выдержать. 

4. Отказоустойчивые квантовые вентили 

Мы убедились, что кодирование может защитить квантовую информа­

цию. Но мы хотим больше, нежели просто хранить квантовую информацию 

с высокой точностью воспроизведения; мы хотим оперировать квантовым 

компьютером, который обрабатывает эту информацию. Конечно, мы мог­

ли бы декодировать информацию, применить вентиль, а затем снова зако­

дировать ее, но эта процедура на время подвергла бы опасности квантовую 

информацию. Если мы хотим, чтобы наш квантовый компьютер работал на­

дежно, вместо этого,мы должны научиться применять квантовые вентили 

непосредственно к закодированным данным. В свою очередь, эти венти­

ли должны удовлетворять принципам отказоустойчивости, если мы хотим 

избежать катастрофического распространения ошибок. 

4.1. 7-кубитовый код 

Действительно, существует ряд вентилей, которые можно легко при­

менять с 7-кубитовым кодом Стина. Все три однокубитовых вентиля могут 

применяться побитово; то есть применение этих вентилей к каждому из 

семи кубитов в блоке обеспечивает применение того же вентиля к зако­

дированному кубиту. Мы уже видели, что именно так действует поворот 

Адамара R [см. уравнение (11)]. То же самое можно сказать о вентиле NOT 
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(так как каждое нечеrnое кодовое слово Хэммииrа является дополнением 

четного), 1 и вентиле сдвига фазы 

(22) 

(Нечетные кодовые слова Хэмминга имеют вес= 3 (mod 4), а четные- вес 
= O(mod4), поэтому для выполнения Р мы фактически применяем p-l 
побитово.) ХОR-вентиль также можно выполнять побитово, то есть путем 

применеимя к каждому кубиту блока целей своего ХОR-вентиля, исполь­

зующего соответствующий кубит из блока источников, как это показано 

на рисунке 11. Эта процедура работает, потому что четные кодовые слова 
образуют субкод, тогда как нечетные кодовые слова - его нетривиальный 

смежный класс. 

I 
Данные --1--........ ----

Данные----i+t--+---

Рис. 11. Схематическое изображение трансверсального ХОR-вентиля. Применяя 
ХОR-вентиль к каждому кубиту из блока цели и соответствующему кубиту блока 

источника, мы выполняем ХОR-вентиль, действующий на закодированные кубиты. 

Реализация вентиля отказоустойчива, поскольку на каждый кубит в обоих кодовых 

блоках действует свой вентиль 

Таким образом, существуют простые отказоустойчивые процедуры вы­

полнения вентилей NOT, R, Р и XOR. Но к сожалению, сами по себе они 
не образуют универсального набора. Для того чтобы иметь возможность 

выполнять произвольные унитарные иреобразования закодированной кван­

товой информации (с произвольной точностью), этот набор необходимо со­
ответствующим образом дополнить. Следуя Шору [15], добавим к нему 
3-кубитовый вентиль Тоффоли, который выполняется с помощью изобра­

женной на рисунке 13 процедуры.2 

Конструкция Шора отказоустойчивого вентиля Тоффоли предусматри­
вает два этапа. На первом этапе три закодированных служебных блока го-

1 Собственно, мы можем применить операцию NOT, действующую на закодированный 
кубит, при помощи лишь трех NOT, применяемых к выбранным кубитам в блоке. 

2Нилл и др. [19, 20] описывают альтернативный способ комплектования универсального 
набора вентилей. 
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Служебное -----1 ZАв !----­
состояние 

/0) Измерения 

275 

Рис. 12. Схема измерения, используемая на этапе приготовnения служебного состо­
яния для предложенной Шором реализации вентиля Тоффоли 

\0 
/0 
/0 

r---~----~----~+-~~--~~~~~~ 

jmтr--+----r-r----н 

I+НБ+-<t-Ну) 

Нffi---нв-+1 z EfJ ху) 

jкот 

/х~-------------~~+---+--+-Измерение 

/у Измерение 

/z Измерение 

Рис. 13. Отказоустойчивый вентиль Тоффоли. Каждая линия представляет блок из 
семи кубитов, а вентили выполняются трансверсально. Для каждого измерения 

стрелка указывает на совокупность вентилей, mторые nрименяются, если резуль­

татом измерения является 1, и не действуют, если результатом является О 

товятся в состоянии вида 

IA)anc = ~ L L !а, Ь, ab)anc· (23) 
a=O,l b=O,l 

На втором этапе, чтобы завершить выполнение вентиля, служебное состо­

яние взаимодействует с тремя блоками данных. Прежде всего опишем спо­

соб приготовления служебного состояния. Для начала каждый из трех слу­

жебных блоков кодируется в состоянии !O)code· Для приготовления закоди­
рованного состояния ко всем трем блокам применяются побитовые вентили 
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Адамара 

~ ~ L ~ \a,b,c)anc· 
У 0 а-0,1 Ь=0,1 с-0,1 

(24) 

Отметим, что это состояние можно представить в виде 

1 y/2(\A)anc + \B)anc), \B)anc =о NOTз\A)anc, (25) 

где NOT3 обозначает NОТ-вентиль, действующий на третий закодирован­

ный кубит. В завершение приготовления служебного состояния эти три бло­

ка измеряются в базисе {\A)anc, \B)anc}; если получается результат \A)anc, 
приготовление завершено, если результат измерения \B)anc' для заверше­
ния процедуры применяется вентиль NOT3 . 

Теперь объясним, как выполняется измерение в базисе {\A)anc, \B)anc}· 
Схематически оно осуществляется с помощью показаиной на рисунке 12 
схемы, где вентиль Zлв (обусловленный управляющим битом) обращает 

относительную фазу \A)anc и \B)anc· Из уравнений (23) и (25) можно уви­
деть, что Z АВ применяет фазовый множитель ( -1 )аЬ+с, выражающийся 
через значения трех служебных блоков а, Ь и с. Если контрольный бит обо­

значается х, тогда вентилями, которые нам необходимо применить, являют­

ся ( -1 )хаЬ и ( -1 )хс - произведение трехбитового и двухбитового фазовых 
вентилей. 

Но трехбитовый фазовый вентиль так же сложен, как и вентиль Тоф­

фоли, так что, похоже, мы попали в тупик. Однако из него можно выйти, 

выбрав управляющий блок таким образом, чтобы им был не закодирован­

ный кубит, а (проверенное) 7-битовое «кот-состояние» 

\cat) = _L(\0000000) + \1111111)). 
V2 

(26) 

Мы уже знаем, каким образом построить трапевереально действующие от­

казоустойчивые двух- и однокубитовые фазовые вентили. Их можно повы­

сить до необходимых нам трех- и двухкубитовых вентилей простым управ­

лением всех побитовых вентилей конструкции соответствующими битами 
кот-состояния. Наконец, мы применяем побитовый поворот Адамара к кот­

состоянию и измеряем его четность, завершая таким образом выполнение 

схемы измерения на рисунке 12. (Мы получим схему на рисунке 13, за­
метив, что если кот-состояние находится в базисе полученном повернутом 

Адамара, то трехбитовый фазовый вентиль можно представить как вентиль 

Тоффоли с кот-состоянием в качестве цели; следовательно, при таком ис­

полнении схемы измерения осуществляется один побитовый вентиль Тоф-
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фоли). Конечно, для обеспечения точности необходимо повторение измере­

ния. 

Все это время три блока данных терпеливо ожидали готовности слу­

жебного кубита. Применением трех ХОR-вентилей и поворота Адамара, 

состояние данных и служебного кубита преобразуются как 

L L /а, Ь, ab)anc/X, у, z)data ----7 

a=O,l Ь=О,l 

----t L L L ( -l)wzla, Ь, аЬ Е9 z)anclx Е9 а, У Е9 Ь, w)data· 
(27) 

a=O,l Ь=О,l w=O,l 

Теперь выполняется измерение каждого блока данных. Если результат из­

мерения О, то никакие действия не предпринимаются, но если результат 

измерения 1, то для завершения выполнения вентиля Тоффоли к служеб­
ному кубиту применяется определенный набор вентилей, как это показа­

но на рисунке 13. Отметим, что эта процедура разрушает исходные блоки 
данных, а новыми блоками данных становятся те, что в начале являлись 
служебными. Важной особенностью этой конструкции является то, что все 

этапы тщательно построены в соответствии с принципами отказоустойчи­

вости и минимизации распространения ошибок. Таким образом, для то­

го чтобы в любом одном из блоков данных одновременно появились две 

ошибки, в ходе выполнения процедуры должны возникнуть две независи­

мые ошибки. 

Немного досадно, что отказоустойчивые вентили образуют дискрет­

ный набор, но это также неизбежная черта любой отказоустойчивой схемы. 

Нет смысла создавать континуум отказоустойчивых вентилей, поскольку 

как тогда мы сможем избежать ошибки, применяя неправильный вентиль, 

отличающийся от предполагаемого на малую величину? В любом случае, 

так как наши отказоустойчивые вентили образуют универсальный набор, 

их достаточно для приближения любого желаемого унитарного преобразо­

вания с любой желаемой точностью. 

4.2. Другие коды 

Шор [15] описал, как обобщить этот отказоустойчивый набор венти­
лей на более сложные коды, способные исправлять большее количество 

ошибок, а Готтесмаи [ 17, 35] описал еще более общую процедуру, которую 
можно применить к любым квантовым стабилизирующим кодам. 

Конструкция Готтесмана начинается со следующего наблюдения: для 

любого стабилизирующего кода существует отказоустойчивая реализация 
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однокубитовых вентилей Х и Z, действующих на каждый закодированный 
кубит. Вспомним, что мы уже видели в разделе 3.6, что для стабилизиру­
ющего кода с размером блока n любой «оператор ошибки» М (представ­
ленный в виде темзориого произведения n матриц из набора {I, Х, У, Z}) 
можно записать в виде ZX и, следовательно, однозначно представить в ви­
де двоичной строки длины 2n. Если имеется k закодированных в блоке 
логических кубитов, то стабилизатор кода генерируется n - k такими опе­
раторами. Коммутирующие со всеми элементами стабилизатора операторы 

ошибок сами образуют группу. Генераторы этой группы представляютел 

двоичными строками длины 2n, которые должны удовлетворять n - k неза­
висимым двоичным условиям; следовательно, имеется n + k независимых 
генераторов. Из них n- k являются генераторами стабилизатора, но есть 2k 
дополнительных независимых операторов ошибок, не принадлежащих ста­

билизатору, но коммутирующих с ним. Эти 2k операторов сохраняют ко­
довое подпространство, но действуют нетривиально на кодовые слова и, 

следовательно, их можно интерпретировать как операции, действующие на 

закодированные логические кубиты. 

Собственно, эти 2k операторов можно выбрать в качестве однокуби­
товых операций zi и xi, где i = 1, 2, 3, о о о k нумерует закодированные 
кубиты. Сначала отметим, что n - k генераторов стабилизатора можно 
расширить до максимального набора n коммутирующих операторов; k до­
полнительных операторов можно идентифицировать как операторы Zi. Мы 
можем выбрать состояния вычислительного базиса в кодовом подпростран­

стве таким образом, чтобы они одновременно были собственными состоя­

ниями всех операторов Zi, с собственным значением +1, соответствующим 
значению О, и собственным значением -1 соответствующим значению 1. 
Тогда Zi обращает фазу i-го кубита. Остальные k генераторов Xi, которые 
коммутируют со стабилизатором, но не коммутируют со всеми Zi, можно 
выбрать так, чтобы они удовлетворяли соотношениям 

Так как xi антикоммутирует с Zi, он обращает собственное значение zi 
и, следовательно, значение i-го кубита. Все эти операции выполняются 

с применением максимум одного однокубитового вентиля к каждому ку­
биту в блоке; следовательно, эти операции без сомнения отказоустойчивые. 

Мы также видели в разделе 3.6, что возможно выполнение отказо­
устойчивого измерения любого оператора Z Х, а значит, в частности, воз­
можно отказоустойчивое измерение любого оператора ошибки xi, Yi, zi. 
Готтесмаи [17] показал, что если возможно выполнение вентиля Тоффоли 
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(который является универсальным для классических вычислений, сохраня­
ющих набор состояний вычислительного базиса), то для универсальных 

квантовых вычислений достаточно однокубитовых вентилей Х и Z вместе 
с возможностью измерения Х, У и Z для любого кубита. Следователь­
но, если мы покажем, что, действуя на любые три кубита, можно постро­

ить отказоустойчивый вентиль Тоффоли, то этим завершим доказательство 

возможности универсальных отказоустойчивых квантовых вычислений для 

любого стабилизирующего кода. 

Конструкция отказоустойчивого вентиля Тоффоли достаточно слож­

на, поэтому доказательство лучше построить следующим образом: Готте­

смаи показал, что в любом стабилизирующем коде отказоустойчивый ХОR­

вентиль может применяться к любой паре кубитов (независимо от того, 

находятся или нет эти два кубита в одном и том же кодовом блоке). Ис­

пользуя ХОR-вентиль, а также однокубитовые вентили и измерения, кото­

рые, как мы только что видели, можно выполнять отказоустойчиво, можно 

построить все вентили, необходимые в конструкции Шора вентиля Тоф­

фоли. Таким образом, с помощью любого стабилизирующего кода можно 
реализовать отказоустойчивую схему вентиля Тоффоли, что достаточно для 

выполнения универсальных отказоустойчивых квантовых вычислений. 

Несмотря на то, что отказоустойчивые квантовые вычисления, в прин­

ципе, можно реализовать с помощью любого стабилизирующего кода, неко­

торые из них лучше подходят для этой цели. Например, существует 5-ку­

битовый код, способный исправить одну ошибку [36,37]; Готтесмаи проде­
монстрировал универсальный набор отказоустойчивых вентилей для этого 

кода. Но их реализация достаточно сложна. 7-кубитовый код Стина требует 

блок большего размера, но он гораздо удобнее для вычислений. 

5. Порог безошибочности квантовых вычислений 

Существуют квантовые коды, способные исправить t ошибок, где t 
может быть сколь угодно большим. Если мы используем такой код и при­

держинаемся принципов отказоустойчивости, то непоправимая ошибка воз­

никнет только при появлении минимум t + 1 независимых ошибок в одном 
блоке до завершения процесса исправления. Поэтому если вероятность воз­

никновения ошибки на квантовый вентиль или вероятность возникновения 

ошибки хранения на единицу времени имеет порядок Е, то вероятность 

появления ошибки в расчете на один вентиль, действующий на закодиро­

ванные данные, будет иметь порядок Et+l, что гораздо меньше, чем Е, если 
эта величина достаточно мала. Действительно, может показаться, что при 

выборе кода со сколь угодно большим t мы можем сделать вероятность воз-
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никновения ошибки в расчете на один вентиль сколь угодно малой, но, ока­

зывается, это не так, по крайней мере, не для большинства кодов. Проблема 

в том, что по мере увеличения t сложность кода резко возрастает, и соответ­
ственно возрастает сложность процедуры исправления. В конечном счете, 

мы достигаем момента, когда выполнение исправления занимает так мно­

го времени, что становится возможным накопление t + 1 ошибок в блоке 
до полного завершения этапа исправления, и, таким образом, способность 

кода исправлять ошибки становится сомнительной. 

Предположим, что количество вычислительных этапов, необходимых 

для выполнения измерения синдрома, растет вместе с t, как степень tЬ. То­
гда вероятность того, что до завершения измерения накопится t + 1 ошибок, 
будет вести себя как 

Block Епоr Probability rv ( tb Е) t+l' (29) 

где Е -- вероятность появления ошибки на одном этапе. Тогда мы можем 
выбрать t, чтобы минимизировать вероятность ошибки (t"' е- 1 Е- 1 1Ь, при 
большом t), и получить 

Minimum Block Епоr Probability rv ехр ( е- 1 ьЕ- 1/Ь). (30) 

Таким образом, если мы рассчитываем безукоризненно выполнить все Т 

циклов исправления ошибок, то наши вентили должны иметь точность 

Е rv (logT)-b. (31) 

Аналогично, для выполнения квантового вычисления с участием Т кванто­

вых вентилей необходимы элементарные вентили заданной точности. 

В первоначально описанной Шором процедуре [15] степень, характе­
ризующая сложность измерения синдрома, равна Ь = 4; с помощью бо­
лее оптимизированной процедуры можно достичь несколько меньших зна­

чений Ь. Размер блока используемого кода растет вместе с t как t 2 (для 
рассмотренных Шором кодов), поэтому при выборе кода для оптимизации 

вероятности появления ошибки, размер блока имеет порядок (log Т)2 . Ко­
нечно, описываемый уравнением (31) скейлинг гораздо предпочтительнее, 
чем ТОЧНОСТЬ Е rv т- 1 , КОТОрая ПОтребовалаСЬ бы, еСЛИ бы КОДИрование Не 
использовалось вообще. Но при любой заданной точности существует пре­

дел продолжительности вычисления, при которой еще можно не опасаться 

появления ошибок. 

Это ограничение можно преодолеть, используя код специального ти­

па - каскадный код [18-24]. Чтобы понять идею каскадного кода, пред­
ставим, что мы используем исправляющий ошибки квантовый код Стива, 
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кодирующий единственный кубит в 7-кубитовом блоке. Но если мы вни­

мательнее рассмотрим один из семи кубитов в блоке, то обнаружим, что 

на самом деле это не один кубит, а друтой блок из семи закодированных 

с помощью того же кода Стина кубитов. А когда мы с еще большим разре­

шением исследуем один из семи кубитов в уже этом блоке, мы обнаружим, 
что он также является блоком из семи кубитов, и так далее (см. рис. 14). 
Если в этой иерархии каскадного соединения всего имеется L уровней, то 
отдельный кубит фактически кодируется в бЛоке размера 7L. Каскадное со­
единение оказывается полезным, поскольку, действуя по принципу «разде­

ляй и властвуй», оно позволяет более эффективно избавляться от ошибок. 

При таком методе сложность этой процедуры уже не так стремительно рас­

тет с повышением способности квантового кода исправлять ошибки. 

-8-
l.____---.. 

-8-
l.____---.. 

-8-
l ____ ---.. 

Рис. 14. Каскадное кодирование. Каждый кубит в блоке, при ближайшем рассмот­
рении, сам по себе является закодированным субблоком 

Мы убедились, что 7-кубитовый код Стина может исправить одну 

ошибку. Если вероятность возникновения ошибки на кубит равна Е, ошибки 

некоррелированы, а исправление отказоустойчиво, тогда вероятность отка­

за при исправлении имеет порядок Е2 • Если два кода соединяются в каскад, 
образуя блок размера 72 , то ошибка в нем возникает только при повре­
ждении двух из его субблоков размера семь, что происходит с вероятно­

стью порядка (Е2 ) 2 . При добавлении еще одного уровня каскадирования 
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ошибка в блоке размера 73 возникает только в случае повреждения двух 
из его субблоков размера 72 , а вероятность такого события имеет порядок 

( ( Е2 ) 2 ) 2 , и так далее. При наличии L уровней каскадного соединения кодов 
вероятность появления ошибки имеет порядок E2

L, тогда как размер блока 
равен 7L. Если частота появления ошибок в основных вентилях достаточ­
но мала, то отнесенную к одному вентилю вероятность появления ошибки 
можно уменьшить с помощью каскадного соединения кодов. Если это так, 

то добавление следующего уровня каскадирования приведет к дальнейше­

му понижению вероятности ошибки, и так далее. В этом состоит природа 

порога безошибочности квантовых вычислений: если кодирование значи­

тельно снижает вероятность появления ошибки, то, добавляя достаточное 
количество уровней каскадирования, частоту появления ошибок можно сде­

лать сколь угодно малой. Но если частоты появления ошибок изначально 

слишком высоки, тогда вместо улучшения кодирование только усугубит су­

ществующее положение вещей. 

Чтобы проанализировать эту ситуацию, необходимо принять некото­

рую конкретную модель ошибок. Я выберу наиболее простую из воз­

можных квазиреалистическую модель: некоррелированые стохастические 

ошибки. 1 На каждом такте вычислений каждый кубит в устройстве запу­
тывается с окружением. Пусть запутывание описывается уравнением (4) 
с тем лишь отличием, что теперь четыре состояния окружения предпола­

гаются взаимно ортогональными, а «ошибочные состояния» - имеющими 

одинаковые нормы. Таким образом, три типа ошибок (инвертирование би­

та, обращение фазы, обе одновременно) предполагаются равно вероятны­

ми. Полная вероятность ошибки на каждом такте вычислений обозначается 

как Estore· Помимо этих ошибок запоминающего устройства, повреждаю­

щих хранящиеся кубиты, существуют ошибки, вносимые самими кванто­

выми вентилями. Для каждого типа вентиля вероятность появления ошибки 
при каждом его выполнении обозначается Egate (при независимых значени­

ях, приписываемых вентилям каждого типа). Если вентиль действует более 

чем на один кубит (XOR или Тоффоли), то могут возникнуть коррелирова­
ные ошибки. Сделаем пессимистическое допущение, что ошибка многоку­

битового вентиля всегда повреждает все кубиты, на которые он действует; 
например, неправильный ХОR-вентиль вносит ошибки как в кубит источ­

ника, так и в кубит цели. Это предположение (среди прочих) сделано лишь 

для упрощения анализа. При более реалистичных допущениях мы обнару­
жили бы, что вполне можно пережить и несколько более высокие частоты 

появления ошибок. 

1 Более детальную харакrеристику модели ошибок я приведу в разделе б. 
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Эффективность каскадного кодирования можно проанализировать, по­

строив систему потоковых уравнений, описывающих эволюцию модели 

ошибки при переходе от одного уровня каскадирования к другому. Пусть, 

например, мы хотим выполнить ХОR-вентиль с последующим этапом ис­

правления ошибок в кубитах, закодированных с помощью каскадного кода 

Стина с L уровнями каскадирования (размер блока 7L). Эти процедуры 
можно описать с помощью таких же операций, но действующих на суб­

блоки размера 7L-l. Таким образом, вероятность появления ошибки E(L) 

для вентиля, действующего на блок размера L, может быть выражена через 
вероятность появления ошибки E(L-l) для вентиля, действующего на блок 
размера L- 1. Это соотношение представляет собой одно из потоконых 
уравнений. В принципе, решая систему потоконых уравнений, можно по­

лучить выражение для вероятности появления ошибки «на уровне L» через 
параметры модели ошибок и исследовать ее поведение с ростом L. Если ве­
роятность появления ошибки в блоке стремится к нулю с ростом его разме­

ра L, то это означает, что вероятности элементарных ошибок лежат «ниже 
порога». Так как вероятности элементарных ошибок могут зависеть от мно­

жества параметров, то на самом деле порог представляет собой некоторую 

гиперповерхность в многомерном параметрическом пространстве рассмат­

риваемой модели. 

Метод Стина измерения синдрома очень хорошо подходит для каскад­

ного кодирования. Все вентили корректирующей схемы (рис. 9) можно вы­
полнять трансверсально; выполнение вентилей на элементарных кубптах 

кодового блока означает применение точно таких же вентилей к информа­
ции, закодированной в каждом блоке размера семь, в каждом суперблоке 

размера 7 х 7, и так далее. Аналогично, когда при завершении вычисле­
ния синдрома мы измеряем элементарные кубиты в служебном блоке, тогда 

(после применения к кубитам классической коррекции ошибок Хэмминга) 
мы также измеряем кубиты, закодированные в каждом блоке размера семь, 

и (после применения коррекции ошибок Хэмминга к блокам) в каждом 

суперблоке размера 7 х 7, и так далее. Таким образом, необходимая для 
извлечения синдрома обработка квантовых данных может быть выполне­

на одновременно на всех уровнях каскадного кода. 1 После чего результаты 
некоторой классической обработки указывают, какие однокубитовые вен­

тили необходимо применить ко всем элементарным кубитам, чтобы завер­

шить этап исправления на всех уровнях одновременно. 

1 Разрушающее измерение закодированного служебного блока можно выполнить одновре­
менно на всех уровнях. Процедура неразрушающего измерения блока (проецирование блока 

на IO)code или ll)code) гораздо более трудоемка; в каждый момент времени она должна вы­
полняться на одном уровне. 
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Таким образом, петрудно понять, как (по крайней мере, в принципе) 

можно оценить порог безошибочности [38]. На каждом уровне каскадного 
кода блок из семи кубитов отказывает, если ошибки возникают как ми­

нимум в двух его субблоках. Если р L - вероятность появления ошибки 

в блоке на уровне L, то вероятность ошибки на уровне L + 1 равна 

(7) 2 2 PL+l"' 
2 

PL+ ... =21pL+··· (32) 

(с точностью до слагаемых более высокого порядка по PL), что будет мень­
ше PL при PL < 1/21. Следовательно, если вероятность появления ошибки 
в каждом элементарном кубите р0 < 1/21, то на первом уровне кодиро­
вания она будет меньше этой величины, еще меньше - на втором уровне 

и так далее - значение порога безошибочности р0 равно 1/21. 
Предположим, мы выполняем исправление ошибок каждый раз при 

осуществлении ХОR-вентиля или однокубитового вентиля. Грубо гово­

ря, Ро - это вероятность ошибки на кубит информации в момент начала 

цикла исправления ошибок. Для оценки порога безошибочности мы следу­

ем схеме на рис. 9 и увеличиваем вследствие появления ошибок значение ро 
(включая возможные ошибки хранения), которые возникли при только что 

выполненных квантовых вентилях и еще не были устранены предыдущим 

циклом исправления ошибок. Мы получаем выражение для ро через вероят­

ности ошибки вентиля и ошибки хранения; это выражение приравнивается 

к 1/21 для определения порога. 
Поступая таким образом и предполагая, что ошибки запоминающего 

устройства пренебрежимо малы, а все однокубитовые и ХОR-вентили име­

ют одинаковую вероятность появления ошибки Egate, мы [38] грубо оцени­
ваем порог частоты ошибок вентиля как 

Egate,O "' б · 10-4 
· (33) 

Аналогично, если ошибки вентиля пренебрежимо малы, предполагаемый 

порог частоты ошибок запоминающего устройства равен 

Estore,O "' 6 · 10-4 
· (34) 

Пороги для ошибок вентиля и запоминающего устройства по существу оди­

наковы, так как метод Стина хорошо приспособлен для работы с ошибка­

ми хранения. Кубиты редко лежат без дела; практически на каждом этапе 

на каждый из них действует вентиль. Следовательно, требование к точ­

ности запоминающего устройства значительно менее жесткое по сравне­

нию с предыдущими оценками порога, основанными на методе исправле­

ния Шора [23,35,39]. 
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Однако, как показывает более тщательный анализ, по ряду причин фак­

тическое значение порога, которое можно вывести из схемы на рисунке 9, 
несколько ниже оценок (33) и (34). Наиболее серьезное требование состо­
ит в том, что для осуществления исправления необходим запас закодиро­

ванных на уровне L хорошо провереиных состояний IO)code· Отдельное (и 
весьма сложное) вычисление требуется для определения порога надежного 

кодирования. Кроме того, необходимо проанализировать реализацию Шора 

вентиля Тоффоли, чтобы гарантировать возможность его надежного приме­

нении к соединенным в каскад блокам. 1 Наконец, для получения точного 
результата необходимо ограничить вклады высшего порядка в вероятность 

отказа, которые были опущены в уравнении (32). Полный анализ, учитыва­
ющий все эти факторы, еще не выполнен, но вполне разумно предположить, 

что конечные величины порогов запоминающего устройства и вентиля бу­
дут превышать 10-4 • Конечно, при более совершенной кодирующей схеме 
и/или протоколе исправления ошибок, возможно, удастся достичь гораздо 

более высокого значения порога безошибочности. 
Также следует задать вопрос, какой размер блока необходим для обес­

печения пекоторой заданной точности. Грубо говоря, если пороговал часто­

та ошибок вентиля равна со, а фактическая частота ошибок элементарного 

вентиля равна f <со, то L-кратное каскадирование кода понижает частоту 
появления ошибок до 

(35) 

Таким образом, чтобы быть достаточно уверенными в том, что мы можем 

безошибочно завершить вычисление при Т вентилях, выбранный нами раз­
мер блока 7L должен иметь порядок 

[ ] 

log2 7 
Ыосk ""' log соТ 
size log со/ f 

(36) 

Если каскадный код имеет размер блока n и может исправить t + 1 ошибок, 
степень log2 7""' 2.8 в уравнении (36) заменяется на logn/log(t + 1); эта 
степень приближается к 2 для рассмотренных Шором семейств кодов, но 
для «хороших» кодов, в принципе, может приблизиться к 1. 

Когда частоты появления ошибок находятся ниже порога безошибоч­
ности, также возможно сколь угодно продолжительное хранение неизвест-

1 Элементарные вентили Тоффоли не должны быть такими же точными, как одно- и двух­
корпусные вентили - вполне приемлема частота появления ошибок вентиля Тоффоли порядка 

10-3 , если достаночно низки частоты других ошибок. Этот вывод приятен, поскольку вентили 
Тоффоли сложнее в применении и на практике, вероятно, имеют меньшую точность. 
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наго квантового состояния. Однако, как мы уже отмечали в разделе 3.5, ес­
ли вероятность возникновения ошибки запоминающего устройства на один 
такт вычисления равна Е, то первоначальное кодирование состояния можно 

выполнить с точностью воспроизведения, не превышающей F = 1- О( Е). 
При каскадном кодировании мы можем сколь угодно долго хранить неиз­

вестную квантовую информацию с достаточно высокой точностью воспро­

изведения, но достичь сколь угодно высокой точности воспроизведения не 

можем. 

Каскадирование - важная теоретическая конструкция, так как она поз­

воляет утверждать, что возможны сколь угодно продолжительные вычисле­

ния. Но пока частоты ошибок достаточно далеки от пороговых значений, 

каскадное кодирование, возможно, будет не лучшим способом выполне­

ния определенного вычисления заданной длины. Действительно, выбран­
ный из первоначально описанного Шором семейства код может оказаться 

более эффективным, чем каскадный 7 -битовый код. Более того, каскадный 
7-битовый код и коды Шора кодируют лишь один кубит квантовой инфор­
мации в достаточно большом кодовом блоке. Но в разделе 4 мы видели, 
что отказоустойчивые квантовые вычисления можно выполнять, используя 

любые стабилизирующие коды, в том числе и те, что путем кодирования 

множества кубитов в одном блоке делают более эффективным использо­
вание объема nамяти. Если надежность наших аnnаратных средств близка 
к порогу безошибочности, то эти коды будут работать неэффективно. Но 

с усовершенствованием «железа» можно использовать более эффективные 

коды и таким образом повышать надежность нашего квантового компьюте­

ра nри меньших затратах объема памяти. 

6. Модели ошибок 

Отказоустойчивая схема должна быть приспособлена для защиты от 

тех типов ошибок, которые могут с большей вероятностью нанести ущерб 

конкретному устройству. И любое утверждение о величине допустимых ча­

стот возникновения ошибок (как и оценка порога безошибочности, набро­

сок которой мы только что сделали) бессмысленно, пока не будет тщатель­

ным образом определена модель ошибок. Подытожим некоторые важные 
nредположения о характере ошибок, лежащие в основе нашей оценки по­

рога безошибочности. 

• Случайные ошибки. Мы предnоложили, что ошибки не имеют си­
стематической составляющей. 1 Ошибки, имеющие случайные фазы, 

1 Нилл и др. [19] показали существование порога безошибочности дл>1 гораздо более об­
щих моделей ошибок. 
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накапливаются по сценарию случайного блуждания, так что с коли­

чеством применяемых вентилей приблизительно линейно растет веро­

ятность ошибки. Но если ошибки имеют систематические фазы, тогда 

линейно с числом применяемых вентилей может расти амплитуда ве­

роятности ошибки. Следовательно, чтобы наш квантовый компьютер 
работал хорошо, частота систематических ошибок должна удовлетво­

рять более жестким требованиям, нежели частота случайных ошибок. 

Иначе говоря, если мы допускаем, что систематические фазы тайно 

договариваются всегда складываться конструктивно, и если для слу­

чайных ошибок порог безошибочности равен Ео, то для (максимально 
законспирированных) систематических ошибок он будет иметь поря­

док Еб. Несмотря на то, что систематические ошибки могут стать про­
блемой для квантовых инженеров будущего, они не должны представ­

лять собой непреодолимое препятствие. Моя позиция состоит в следу­

ющем: (1) даже если наши аппаратные средства предрасположенные 
к появлению ошибок с систематическими фазами, эти ошибки будут 

стремиться к взаимному уничтожению в ходе достаточно продолжи­

тельного вычисления [40-42}, и (2) так как систематические ошибки 
можно, в принципе, понять и устранить, с фундаментальной точки 

зрения более важно иметь представление об ограничениях, наклады­

ваемых на работу машины случайными ошибками. 

• Некоррелированные ошибки. Мы предположили, что ошибки не кор­
релируют как в пространстве, так и во времени. Таким образом, когда 

мы говорим, что вероятность возникновения ошибки на кубит равна 

(например) Е "' 10-5 , то фактически имеем в виду, что для двух за­
данных кубитов вероятность одновременного повреждения ошибками 

обоих равна Е2 "' 10-10• Это очень сильное предположение. Действи­
тельно важное условие состоит в том, чтобы коррелированные ошиб­

ки, повреждающие множество кубитов в одном и том же кодовом бло­

ке, были в высшей степени маловероятны, так как кодирующие схемы 

будут отказывать при появлении нескольких ошибок в одном блоке. 

Квантовые инженеры будущего столкнутся с проблемой конструиро­

вания таких устройств, в которых кубиты одного блока были бы тща­

тельно изолированы друг от друга. 

• Максимальный параллелизм. Мы предположили, что в течение од­
ного такта может параллельна выполняться несколько квантовых вен­

тилей. Это допущение позволяет выполнять исправление ошибок во 

всех кодовых блоках одновременно, и поэтому важно для контроля 

ошибок хранения кубитов. (В противном случае, добавление к коду 
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следующего уровня каскадирования вело бы к росту вероятности от­

каза, поскольку каждому не занятому в процессе отдельному кубиту 

пришлось бы дольше ожидать своей очереди исправления ошибок.) 

Если мы пренебрегаем ошибками запоминающего устройства, то для 

анализа порога безошибочности параллельность выполнения операций 
не обязательна, но для ускорения вычислений она, безусловно, жела­

тельна. 

• Независимая от числа кубитов частота появления ошибок. Мы 
предположили, что частоты ошибок не зависят от количества храня­

щихся в нашем устройстве кубитов. Неявно это допущение касается 

природы аппаратных средств. Например, это предположение было бы 

необоснованным, если бы все кубиты хранились в единственной ион­
ной ловушке и делили бы один фононный канал передачи информа­

ции [43]. 

• Вентили могут действовать на любую пару кубитов. Мы предполо­
жили, что наша машина снабжена набором базовых вентилей, которые 
можно применить к любой паре хранящихся кубитов (или тройке ку­

битов, в случае вентиля Тоффоли), независимо от их близости друг 

к другу. На ирактике возможны издержки как по времени выполне­

ния, так и по частоте появления ошибок, связанные с перемещением 

кубитов для того, чтобы вентиль мог эффективно действовать на кон­

кретную пару. Выбор архитектуры, минимизирующей эти издержки, 

мы оставим конструкторам машин. При наличии вентилей, действую­

щих только на соседние кубиты, порог по-прежнему будет существо­

вать [21], но он станет значительно ниже. 

• Новые служебные кубиты. Мы предположили, что наш компьютер 
имеет доступ к достаточному запасу новых служебных кубитов. Слу­

жебные кубиты используются как для выполнения вентилей (Тоффо­

ли), так и для осуществления исправления ошибок. Вместе с накопле­

нием эффектов случайных ошибок генерируется энтропия, а процесс 
исправления ошибок выбрасывает ее из вычислительного устройства 

в служебный регистр. В принципе, пока поставляются свежие служеб­

ные кубиты, вычисление может продолжаться сколь угодно долго, но 

на ирактике мы захотим очищать служебные кубиты и использовать 

их повторно. Стирание служебного кубита неизбежно вызовет рассе­

яние мощности и выделение тепла; поэтому потребуется охлаждение 

устройства. 

• Отсутствие ошибок утечки. Мы иренебрегли вероятностью утечки. 
В нашей модели квантового компьютера каждый из кубитов живет 
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в двумерном гильбертоном пространстве, и мы предполагаем, что при 

появлении ошибки этот кубит либо запутывается с окружающей сре­

дой, либо поворачивется в двумерном пространстве в непредсказуе­

мом направлении. Но существует и другой возможный тип ошибки, 
при которой кубит просачивается из двумерного в более широкое про­

странство [44]. Чтобы контролировать ошибки утечки, мы можем по­
вторно запрашивать каждый кубит (например, используя показанную 

на рисунке 15 схему определения места утечки), не пытаясь точно диа­
гностировать, что произошло с просочившимся кубитом [23]. При воз­
никновении утечки кубит разрушается, и его необходимо отбросить; 1 

мы заменяем его свежим кубитом в стандартном состоянии, скажем, 

в состоянии IO). Затем мы можем выполнить стандартное измерение 
синдрома, которое спроецирует этот кубит на такое состояние, что 

ошибку можно будет исправить с помощью простого унитарного пре­

образования. 2 При использовании каскадного кодирования детектиро­
вание утечки должно выполняться только на самых нижних уровнях 

кодирования. Схема определения достаточно проста, поэтому наличие 

ошибок утечки лишь незначительно повлияет на порог безошибочно­

сти. 

Данные ---+1+--ф I~ф г 

Служебный /О) ~ ~ и 
кубит /-----+++----+rt--- змерение 

Рис. 15. Квантовая схема детектирования утечки. Допустим, что при утечке данных 
ХОR-вентиль действует тривиально, тогда при возникновении утечки результат из­

мерения равен О, в nротивном случае - 1 

Предположения нашей модели ошибок в достаточной степени реали­

стичны, чтобы обеспечить разумную оценку того, насколько хорошо может 

работать квантовый компьютер при наличии шума. Предположим, напри­

мер, мы хотим, чтобы наш квантовый компьютер решил сложную задачу 

факторизации с использованием алгоритма Шора; каким техническим тре­

бованиям должна отвечать машина? Располагая самым известным класси-

1 Конечно, мы можем впоследствии использовать его повторно. 
2 Действительно, так как еще до измерения синдрома мы знаем, что поврежденный кубит 

находится в определенной позиции в кодовом блоке, для диагностики и коррекции ошибки 

в известном положении мы можем примелить ускоренную версию исправления ошибок [45]. 
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ческим алгоритмом факторизации и самой быстродействующей существу­

ющей машиной, факторизацию ВО-разрядного ( 432-битового) числа можно 
выполнить за несколько месяцев [46]. Чтобы решить эту задачу с помощью 
алгоритма Шора, мы должны быть в состоянии хранить около 5·432 = 2160 
кубитов и выполнить около 38·(432)3 rv 3·109 вентилей Тоффоли [47]. Что­
бы иметь достаточно шансов выполнить такое вычисление с приемлемой 

точностью, необходимо, чтобы вероятность ошибки на вентиль Тоффоли 

была меньше 10-9 , а вероятность ошибки запоминающего устройства на 
время выполнения вентиля- меньше 10-12. 

Согласно потоковым уравнениям каскадирования для 7 -кубитового ко­
да, 1 для закодированных данных эти частоты возникновения ошибок мо­
гут быть достигнуты, если частоты ошибок на уровне отдельных кубитов 

равны Estore rv Egate rv 10-6 и если используется три уровня каскадирова­
ния, так что размер блока, кодирующего каждый кубит, равен 73 = 343. 
С учетом дополнительных служебных кубитов, необходимых для выполне­

ния вентилей и (параллельного) исправления ошибок, требуемое машине 

общее число кубитов будет иметь порядок 106 . 

При достаточно высокой частоте появления ошибок запоминающего 

устройства каскадирование может стать наиболее эффективной кодирую­

щей процедурой. Но если доминируют ошибки вентилей (и если частота 

их появления не слишком близка к пороговой), тогда лучше будут работать 

другие коды. Например, Стин [ 48] обнаружил, что с использованием кода 
с размером блока 55, способного исправить пять ошибок, эта задача факто­
ризации может быть решена квантовым компьютером при наличии 4 · 105 

кубитов и частоте появления ошибок вентиля порядка 10-5 . При более низ­
ких частотах появления ошибок можно применять коды, более эффективно 

использующие объем памяти путем кодирования множества кубитов в од­

ном блоке [17]. 
Несомненно, квантовый компьютер, содержащий около миллиона ку­

битов и имеющий отнесенную к одному вентилю частоту появления ошиб­

ки около одной на миллион, был бы очень мощным и ценным устройством 

(при достаточной скорости обработки). Конечно, с точки зрения текущего 

состояния технологии [49-52], эти числа выглядят удручающими. Но даже 
машина, удовлетворяющая гораздо менее жестким техническим требова­

ниям, может быть очень полезной [53). Во-первых, помимо факторизации 
квантовые компьютеры способны на многое другое, и некоторые из этих 

задач (в частности, квантовое моделирование [54]) можно выполнить с по-

1 Этот анализ [23] был выполнен скорее для измерения синдрома методом Шора, нежели 
методом Стина, на который мы ссылались в разделе 5 при обсуждении каскадноm кодирова­
ния. 
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мощью менее надежного или меньшего по размеру устройства. Более того, 

наша оценка порога безошибочности, возможно, по ряду причин слишком 

консервативна. В частности, она была получена в предположении, что фа­

зовые и амiUiитудные ошибки в кубптах равновероятны. Располагая более 

реалистичной моделью, лучше представляющей вероятности ошибок в дан­

ном устройстве, к ней можно было бы лучше приспоеобить схему исправ­

ления ошибок и, следовательно, пережить более высокую частоту появле­

ния ошибок. Но даже при сформулированных допущениях приведенный 

анализ отказоустойчивой схемы не вполне точен; при более тонком анализе 

можно ожидать обнаружение несколько более высокого порога безошибоч­

ности, возможно, значительно более высокого. Также значительных усо­

вершенствований можно достичь путем модификации схемы отказоустой­

чивости, или с помощью новых, более эффективных, способов применении 

универсального набора отказоустойчивых вентилей или средств выполне­

ния измерений синдрома ошибки. С учетом различных усовершенствова­

ний уже не кажется удивительным то, что квантовый компьютер сможет 

эффективно работать при вероятности появления ошибок в расчете на один 

вентиль, например, порядка 10-3 .1 

Конечно, частота появления ошибок, скажем, 10-5 весьма претенциоз­
на, но, наверное, эта величина не лежит за рамками возможно достижимого 

в будущем. В любом случае, сейчас мы имеем четкое представление о сте­

пени надежности работы полезного квантового компьютера, что само по 

себе представляет невероятный прогресс по сравнению с тем, что мы име­

ли всего лишь два года назад. 

7. Топологические квантовые вычисления 

7.1. Эффект Ааронова-Бома н правила суперотбора 

Теперь, когда мы не сомневаемся в возможности исправления кванто­

вых ошибок, важно взглянуть на эту проблему шире, а именно, попытаться 

выйти за рамки анализа абстрактных схем и исследовать потенциальные 

физические условия, в которых можно надежно хранить и обрабатывать 

квантовую информацию. В частности, мы могли бы рассчитывать на со­

здание внутренне отказоустойчивых квантовых вентилей, не требующих 

активного вмешательства оператора вычислительной машины для защиты 

ее от шума. Важный шаг в направлении к этой цели был недавно сделан 

Алексеем Китаевым [25], настоящий раздел основан на его идеях. 

1 Действительно, Залкой бьши предложены более оптимистичные по сравнению с моими 
оценки порога безошибочности [24]. 
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Топологические идеи естественным образом возникают при обсужде­

нии коррекции квантовых ошибок и отказоустойчивых вычислений. Топо­

логия интересуется «глобальными» свойствами объекта, которые остаются 

неизменными при его локальной деформации. Основная идея коррекции 

квантовых ошибок включает хранение и обработку квантовой информации 

в «глобальной» форме, устойчивой к локальным возмущениям. Конструк­

ция отказоустойчивого вентиля должна позволять ему действовать на эту 

глобальную информацию так, чтобы направленное им на закодированные 

данные действие оставалось неизменным даже при пекоторой деформации 

данного вентиля, то есть даже при его неидеальном выполнении. 

Пытаясь найти физическую реализацию отказоустойчивых квантовых 

вычислений, зададимся вопросом: существуют ли системы, в которых фи­

зические взаимодействия имеют топологическую природу? Несомненно, 

топология лежит в основе эффекта Ааронова ~ Бо.ма. Если электрон об­

ходит вокруг идеально заэкранированного магнитного соленоида, его вол­

новая функция приобретает фазу еiеФ, где е- заряд электрона, а Ф -запер­
тый внутри соленоида магнитный поток. Эта фаза Ааронова ~ Бома являет­

ся топологическим свойством пройденного электроном пути - она зависит 

лишь от количества оборотов вокруг соленоида и остается неизменной при 

непрерывной деформации траектории обхода (см. рис. 16). Это заставляет 
нас подумать о такой реализации квантовых вычислений, в которой закоди­

рованная информация могла бы измеряться и обрабатываться с помощью 

взаимодействий Ааронова~Бома- устойчивых к локальным возмущениям 

взаимодействий топологической природы. 

Полезно выразить эти доводы еще раз на языке правил суперотбора. 

Правило суперотбора, как я использую здесь этот термин, возникает (в тео­

рии поля или спиновой системы, определенной в бесконечном простран­

ствеином объеме), если гильбертоно пространство распадается на взаимно 

ортогональные секторы, каждый из которых сохраняется под действием лю­

бой локальной операции. Пожалуй, самым известным примером является 

правило суперотбора заряда в квантовой электродинамике. Электрическое 

поле, создаваемое зарядом, имеет бесконечный радиус действия. Следова­

тельно, никакая локальная операция не в состоянии создать или уничто­

жить заряд. Действительно, для этого необходимо создать или уничтожить 

простирающиеся в бесконечность силовые линии электрического поля, но 

ни одна локальная процедура не может справиться с этой задачей. 

Взаимодействие Ааронова~ Бома также имеет бесконечный радиус 

действия; по мере обхода вокруг соленоида электрон приобретает фазу 

Ааронова~Бома независимо от их взаимной удаленности. Поэтому можно 

сказать, что ни одна локальная операция не может уничтожить заряд, при-
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Рис. 16. Топологические взаимодействия. Фаза Ааронова- Бома, приобретаемая 

электроном при обходе трубки потока, остается неизменной при непрерывной де­

формации его пути 

нимающий участие в явлении Ааронова-Бома. Если мы рассмотрим два 

несущих такие заряды объекта, находящихся на значительном расстоянии 

друг от друга и хорошо изолированных от других заряженных объектов, то 

любой процесс, изменяющий заряд на одном из этих двух объектов, дол­

жен бьш бы действовать когерентно во всей содержащей их области. Таким 

образом, в присутствии локальных возмущений заряды достаточно устой­

чивы; мы можем ударить по частице молотком или повредить ее любым 

другим способом, но переносимый ею заряд мы этим не изменим. 

Следуя Китаеву [25], мы можем представить себе топологический 
квантовый компьютер - устройство, в котором квантовая информация ко­

дируется в квантовых числах, переносимых квазичастицами, лежащими на 

двумерной плоскости и влияющими друг на друга посредством дально­

действующего взаимодействия Ааронова-Бома. При нулевой температуре 

случайная пересталовка квантовых чисел между квазичастицами (ошибка) 
возникает только из-за явления квантового туннелирования, влекущего за 

собой виртуальную перестановку заряженных объектов. Амплитуда такого 

процесса имеет порядок e-mL, где т - масса самого легкого заряжен­
ного объекта (в естественных единицах), а L -расстояние между двумя 
квазичастицами. Если квазичастицы удерживаются на достаточно большом 

расстоянии друг от друга, вероятность появления ошибки, поражающей за­

кодированную информацию, будет чрезвычайно низкой. При конечной тем­

пературе Т появляется дополнительный источник ошибок, обусловленный 
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неизбежной при Т > О генерацией плазмы заряженных частиц с плот­

ностью, пропорциональной фактору Больцмана е-1::./Т, где D.. - массовая 
щель (не обязательно равная «массе кривизны» m). Иногда одна из частиц 
плазмы может проскользнуть незамеченной между двумя нашими части­

цами - носителями данных, что приведет к перестановке зарядов и, сле­

довательно, к ошибке. Итак, для достижения приемлемо низкой частоты 

появления ошибок необходимо поддерживать уровень температуры значи­

тельно ниже щели D.. (в противном случае нам пришлось бы тщательно 
контролировать термически возбужденную плазму). 

7.2. Дробный квантовый эффект Холла (и не только) 

Для того чтобы наше устройство было способно выполнять интерес­

ные вычисления, применяемые им явления Ааронова-Бома должны быть 

неабелевыми. Только в этом случае можно построить сложные унитарные 

преобразования, выполняя множество следующих друг за другом переста­
новок частиц. Такие неабелевы эффекты Ааронова-Бома могут возникнуть 

в системах с неабелевыми калибровочными полями. Природа оказалась 

весьма благосклонной - она снабдила нас некоторыми фундаментальными 

неабелевыми калибровочными полями, но, к сожалению, не слишком боль­

шим количеством, и, похоже, ни одно из них не подходит для практических 

квантовых вычислений. В таком случае нам остается надеяться на то, что 

подходящие для реализации идеи Китаева неабелевы эффекты Ааронова­

Бома могут возникать как сложные кооперативные явления в (двумерных 

электронных или спиновых) системах, в которых существуют лишь корот­

кодействующие фундаментальные взаимодействия. 

Тот факт, что дальнодействующие явления Ааронова-Бома могут воз­

никать в таких системах (как это показали наблюдения дробного квантового 

эффекта Холла), является одним из наиболее замечательных открытий по­

следних десятилетий. Электронная система в режиме квантового эффекта 

Холла настолько фрустрирована, что ее основное состояние представля­

ет собой в высшей степени запутанное состояние с простирающимися на 

болыпие расстояния сильными квантовыми корреляциями. Следовательно, 

когда одна квазичастица обходит вокруг другой, даже если они располо­

жены на большом расстоянии друг от друга, многоэлектронная волновая 

функция приобретает нетривиальную фазу Берри (такую как е2кi/3 ). Эта 
фаза Берри во всех ее наблюдаемых проявлениях неотличима от фазы Ааро­

нова-Бома, происходящей от фундаментального калибровочного поля, а ее 

экспериментальные последствия впечатляющи [55]. 
Наблюдаемые в режиме квантового эффекта Холла фазы Берри - абе­

левы (хотя имеются некоторые серьезные признаки того, что при соответ-
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ствующих условиях могут возникать неабелевы фазы Берри [56,57]) и, сле­
довательно, не особенно интересны с точки зрения квантовых вычислений. 

Однако Китаев [25] описал семейство простых спиновых систем с локаль­
ными взаимодействиями, в которых возможно существование квазичастиц 

с неабелевыми фазами Берри. (Гамильтониан системы настолько фрустри­

рует спины, что основное состояние представляет собой чрезвычайно за­

путанное состояние с бесконечным радиусом квантовых корреляций.) Эти 

модели настолько просты (хотя, к сожалению, они требуют четырехчастич­

ных взаимодействий), что можно даже представить такой материал, кото­

рый достаточно хорошо описывается одной из моделей Китаева. Основ­

ные топологические свойства модели относительно безразличны к точным 

микроскопическим деталям, поэтому технологическая проблема <<подгон­

ки» параметров материала, возможно, не будет слишком сложной. Более 

того, если бы можно было управлять процессом переноса отдельных ква­

зичастиц (возможно, при помощи подходящего магнитного пинцета), тогда 

эта система могла бы функционировать как отказоустойчивый квантовый 

компьютер. 

Модель Китаева представляет собой систему спинов, располагающих­

ся на ребрах квадратной решетки. Гамильтоннан выражается в виде суммы 

двух взаимно коммутирующих четырехчастичных операторов, один из ко­

торых соответствует узлам решетки, а второй - плакетам (см. рис. 17). По­
скольку они взаимно коммутируют, гамильтониан несложно диагонализо­

вать путем диагонализации каждого его слагаемого по отдельности. Опера­

торы на узлах напоминают локальные калибровочные симметрии (действу­

ющие независимо на каждом узле), а состояние, минимизирующее эти сла­

гаемые, инвариантно относительно локальной симметрии, подобно физиче­

ским состояниям, подчиняющимся закону Гаусса в калибровочной теории. 

Операторы на плакетах подобны операторам «магнитного потока» в калиб­

ровочной теории, а эти слагаемые минимизируются, когда магнитный поток 

всюду обращается в нуль. Возбуждениями в такой системе являются состо­
яния, в которых закон Гаусса нарушен на изолированных узлах (эти точки 

представляют собой «электрически заряженные» квазичастицы), и состоя­

ния, в которых магнитные потоки не равны нулю на изолированных плаке­

тах (квазичастицы магнитного потока). Квантовое запутывание основного 

состояния таково, что нетривиальная фаза Берри, связанная с обходом за­

ряда вокруг потока, идентична фазе Ааронова- Бома в аналогичной калиб­

ровочной теории. 

Эти явления Ааронова- Бома стабильны даже при деформации гамиль­

тониана данной модели. Действительно, если деформация достаточно мала, 

мы можем изучать ее влияние, используя теорию возмущений. Но пока воз-
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Рис. 17. Спиновая модель Китаева. Спины располагаются на ребрах решетки. Вза­
имодействуют четверки спинов, встречающихся на одном узле или окружающих 

один плакет 

мущения пространственпо локальны, топологические эффекты устойчивы, 

так как результаты теории возмущений определяются лишь суммой лока­

лизованных воздействий. Любая деформация модели, разрушающая даль­

нодействующие топологические взаимодействия, должна иметь непертур­

бативный характер. 

Можно предвидеть два типа непертурбативных эффектов [58]. Основ­
ным состоянием теории мог бы оказаться «конденсат потока» с бесконеч­

ным количеством магнитных возбуждений. В таком случае возникло бы 

дальнодействующее взаимодействие притяжения между заряженными ча­

стицами и их античастицами. Разделение зарядов стало бы невозможным, 

и не возникло бы никаких дальнодействующих эффектов. В калибровочной 

теории это явление назвали бы электрическим конфайн.ментом. И наобо­

рот, в основном состоянии мог бы образоваться конденсат электрически 

заряженных квазичастиц. Тогда возник бы конфайнмент магнитных воз­

буждений, и вновь дальнодействующие эффекты Ааронова-Бома были бы 

разрушены. В калибровочной теории это назвали бы явлением Хиггса (или 
магнитным конфайнментом). 

Таким образом, деформируя гамильтонпаи Китаева, мы можем ожи­

дать, что в конечном счете столкнемся с границей раздела фаз, за пределами 

которой возникает электрический конфайнмент или явление Хиггса. Размер 

заключенной в эти границы области определяет, как именно должен быть 

изготовлен материал, чтобы он вел себя по предписанию Китаева. Чрезвы­
чайно важный вопрос для разработчика материала состоит в следующем: 

смогут ли искусно подобранные двухчастичные взаимодействия так фруст­

рировать спиновую систему, чтобы в ней образовалось сильно запутанное 
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основное состояние, а между квазичастицами возбуждений возникли не­

абелевы взаимодействия Ааронова-Бома? 

Дробный квантовый эффект Холла и модели Китаева преподнесли впе­

чатляющий урок. Мы обнаружили калибровочные эффекты, возникающие 

как коллективные явления в системах с одними лишь короткодействую­

шими взаимодействиями. Возможно, стоит подумать о том, что известные 

в природе калибровочные симметрии могут иметь подобное происхожде­

ние. 

7.3. Топологические взаимодействия 

Как уже отмечалось, в спиновых моделях Китаева существует два типа 

зарядов, переносимых локализованными квазичастицами, которые можно 

назвать «электрическими» и «магнитными» зарядами. В модели простей­

шего типа «магнитным потокам», переносимым частицами, можно сопоста­

вить элементы некоторой конечной группы G, а «электрическим зарядам»­
неприводимые представления1 группы G. Если частица с зарядом, соответ­
ствующим неприводимому представлению D(v), квантовые числа которой 
закодированы во внутренней волновой функции I'Ф(v)), обходит вокруг по­
тока, обозначенного групповым элементом и Е G, то ее волновая функция 
преобразуется по правилу 

(37) 

Используя это взаимодействие, мы можем измерить магнитный поток 

путем рассеяния на нем подходящей заряженной частицы [59]. Напри­
мер, мы могли бы сконструировать изображенный на рисунке 18 флюкс­
итерферометр Маха-Цендера, чувствительный к относительной фазе, при­

обретаемой заряженными частицами, проходящими по траекториям справа 

или слева от потока. Если мы подходящим образом сбалансируем интер­

ферометр, то сможем различить, скажем, два значения потока u 1 , и2 Е G; 
поток u 1 будет обнаруживаться появлением частицы в одном плече интер­

ферометра, а поток u2 - появлением частицы в другом плече. Конечно, 

сконструированный нами интерферометр не будет безупречным, но, тем 

не менее, измерение потока может быть отказоустойчивым: при наличии 
большого количества заряженных налетающих частиц и при многократном 

повторении измерения мы можем определить поток с достаточно высокой 

статистической достоверностью. 

1 Также возможно существование «дионою>, переносящих заряды обоих типов; классифи­
кация переносимого дионом заряда достаточно тонкая, однако нам не потребуется детальное 

обсуждение свойств этих квазичастиц. 
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Рис. 18. Схематическое изображение интерферометра Маха-Цендера для измере­
ния потока. Измеряемый поток помещается внутрь. Если поток имеет значение и1, 

то пробный заряд появляется в одном плече, а при значении и2 - в другом 

Если два потока и1 и u2 принадлежат одному и тому же классу сопря­

женных элементов группы G, то существует связывающая их симметрия, 
а вся локальная физика не зависит от значения потока (см. ниже). Следова­

тельно, когерентность суперпозиции потоков 

(38) 

не будет разрушаться локальными взаимодействиями с окружающей сре­

дой. Тем не менее, флюкс-интерферометр (действующий многократно) 

спроецирует флаксон на одно из двух собственных состояний lи 1 ) (с ве­
роятностью lal 2 ) или lи2) (с вероятностью IЬI 2 ). 

Теперь представим, что два флаксона были тщательно откалиброваны, 

так что известно, что один из них несет поток и1, а второй- поток и2. 

Осторожно перемешая первый флаксон относительно второго, «переста­

вим» их, как это показано на рисунке 19, после чего вновь выполним из­
мерение потоков. После такого обмена, обход заряженной частицы вокруг 

правого флаксона топологически эквивалентен следующему обходу, совер­

шаемому до перестановки: сначала вокруг правого флаксона, затем вокруг 

левого и, наконец, вокруг правого флаксона в противоположном направле­

нии. Мы приходим к выводу, что обмен изменяет квантовые числа флаксо­

нов по правилу 

(39) 

что представляет собой нетривиальное взаимодействие, если два потока не 

коммутируют [60]. Таким образом, даже в отсутствие любых электрических 
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зарядов между некоммутирующими потоками существуют собственные ин­

тересные взаимодействия Ааронова-Бома. Так как обход одного потока во­

круг другого может привести к сопряжению его значения, два флаксона, 

несущие на себе сопряженные потоки, должны рассматриваться как нераз­

личимые частицы [61]. Перестановка двух таких объектов может изменить 
их внутренние квантовые числа; эти неразличимые в двумерии частицы, 

которые подчиняются экзотической неабелевой разновидности статистики, 

мы будем называть неабелевыми анионами [62]. 

Бюро стандартов 

магнитного потока 

Рис. 19. Обменное взаимодействие потоков. Обозначенный u 1 поток из своего ис­

ходного положения (заштрихованное) перемешается в новое (не заштрихованное), 

а затем заново измеряется. Изображенная траектория заряженной частицы, что об­

ходит исходное положение потока, топологически эквивалентна траектории, охва­

тывающей новое положение; следовательно, значение потока u 1 меняется на и~ = 
-1 = u 2 U1U2 

Мы будем использовать обменное взаимодействие (39) в качестве фун­
даментальной логической операции в нашем квантовом компьютере Ааро­

нова-Бома. Однако в действительности может оказаться удобным кодиро­

вание кубитов в парах флаксонов с тривиальным полным потоком [25]: мы 
будем рассматривать пары флаксон-антифлаксон вида lи,и- 1 ), но такие, 
в которых флаксон и антифлаксон удерживаются на достаточном рассто­

янии друг от друга, чтобы случайный обмен квантовыми числами меж­

ду ними был маловероятен. Для выполнения логической схемы мы можем 

протащить одну пару сквозь другую, как это показано на рисунке 20. Так 
как полный поток, проходящий через середину внешней пары, тривиален, 

ее состояние не изменяется, но внутренние потоки сопрягаются внешним 
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потоком: 

(40) 

эта операция, очевидно, изоморфна результату перестановки отдельных по­

токов, описываемому уравнением (39). Использование пар вместо отдель­
ных флаксонов имеет два преимущества. Во-первых, так как каждая пара 

имеет тривиальный полный поток, они не взаимодействуют, пока одна из 

них не протаскивается сквозь другую; следовательно, мы можем свободно 

перемещать пары по устройству, не вызывая никаких вежелательных взаи­

модействий с удаленными парами. Во-вторых, что более важно, пара может 

переносить заряд, даже если каждый ее элемент в этом отношении является 

нейтральным [63,64]. Заряд пары можно измерить, и эта операция измере­
ния заряда станет основным элементом универсального набора квантовых 

вентилей. Операцию ( 40) можно рассматривать как классический логиче­
ский вентиль; она преобразует одно собственное состояние потока в другое. 

Чтобы выполнять интересные квантовые вычисления, мы должны уметь го­

товить когерентные суперпозиции собственных состояний потока. Именно 

это мы можем осуществлять, измеряя заряд пары . 

® • ~·u;J u1~ ........ • 
"- • '8u;l u 1 1 ~ @ • 

Рис. 20. Взаимодействие «протаскивания». Одна пара потоков протаскивается 

сквозь другую. Внешний поток не изменяется, но внутренний поток сопрягается 

внешним 

Предположим, что u0 и и1 Е G связаны соотношением и 1 = v- 1u0 v 
для векоторой величины v Е G. Тогда, если мы рассматриваем собственные 
состояния потоков lио, u01) и lи1, и1 1 ) в качестве состояний вычислитель­
ного базиса, эффект протаскивания одной из двух пар сквозь пару lv, v- 1 ) 

можно интерпретировать как NOT- или Х -вентиль: 

(41) 
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(см. рис. 21 ). Теперь предположим, что мы хотим приготовить одно из со-
стояний 

(42) 

о~•-_"....,.. е 
х -х 

~- """"'• NОТ-пара 

Рис. 21. NОТ-вентиль. Протаскивание вычислительной пары потоков сквозь пару 
NOT обращает значение закодированного бита 

1 Заряд 1 

ff (IO) - 11)) 

• --------~L---------~ 

~INoт~=•l 
Рис. 22. Схематическое изображение интерферометра Маха- Цендера для измере­
ния заряда. Пара потоков, заряд которой должен быть измерен, помещается внутрь. 

Если пробный поток NOT появляется в одном плече, то было приготовлено состо­
яние заряда 1 +); если он появляется в другом плече, то было приготовлено состоя­
ние 1-) 

Мы можем спроецировать когерентную суперпозицию Ju0 , u01
) 

и Jщ, и;- 1 ) на базис {1±) }, путем рассеяния флаксона Jv) на паре или, дру-
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гими словами, оперируя зарядовым интерферометром, как это показано 

на рисунке 22. Когда флаксон lv) движется вокруг пары, он приобретает 
тривиальную фазу Ааронова-Бома, если пара находится в состоянии 1+ 
+),и нетривиальную фазу -1, если пара находится в состоянии 1-). Если 
интерферометр должным образом сбалансирован, то налетающая частица 

lv) будет детектироваться в одном плече интерферометра, когда состояни­
ем пары является 1 +), и в другом, когда состоянием пары является 1-). Это 
пример измерения заряда. Хотя интерферометр не будет безупречен, изме­

рение заряда (как и измерение потока) может быть отказоустойчивым, если 

оно повторяется достаточное количество раз. 

7.4. Универсальные топологические вычисления 

Работая с парами флаксонов в качестве состояний вычислительного 

базиса, мы увидели, как выполняется операция перестановки (или «протас­

кивания») в ( 40), как измеряется поток (с использованием предваритель­
но откалиброванных зарядов), и как измеряется заряд (с использованием 

предварительно откалиброванных потоков). Предположим теперь, что мы 

можем создать большой запас пар потоков. С помощью локальных про­

цессов можно создать пары, несущие нулевой заряд и тривиальный поток; 

с точностью до нормировки, состояние такой пары имеет вид 

\charge zero) = L \и, u-1
), (43) 

и 

где суммирование ведется по всему классу сопряженных элементов груп­

пы G. Поскольку при сопряжении любым элементом группы G это состо­
яние остается неизменным, оно имеет тривиальные взаимодействия Ааро­

нова-Бома с любым потоком и, следовательно, не имеет детектируемого 

заряда. После рождения такой пары можно выполнить измерение потока, 

проецирующее ее состояние на одно из собственных состояний пары по­

токов lи, и- 1 ). Выполняя множество таких измерений для большого коли­
чества пар, мы собираем большой резервуар калиброванных пар потоков, 

которые при необходимости можно извлекать в процессе вычисления. 

Но является ли наш квантовый компьютер универсальным - можем ли 

мы получить достаточное приближение любого желаемого унитарного пре­

образования? Чтобы исследовать этот вопрос, вспомним упомянутый в раз­

деле 4.2 результат: для универсальных квантовых вычислений достаточно 
универсальных классических вычислений в совокупности с возможностью 

выполнять однокубитовые вентили Х и Z и измерять Х, У и Z [17]. Дей­
ствительно, существуют такие группы G, что операции (40) оказывается 
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достаточно для универсальных классических вычислений. Мы обнаружи­

ли [65], что если G = А5- группа четных перестановак пяти объектов, то 
из уравнения (40) можно построить вентиль Тоффоли. Например, в каче­
стве состояний вычислительного базиса можно выбрать 

Uo = (125), u 1 = (234); (44) 

то есть потоки, соответствующие циклам дЛины три (3-циклам) с одним 

общим объектом. Тогда вентиль Тоффоли можно построить в общей слож­

ности из 16 элементарных операций «протаскивания»; кроме того, для уско­
рения выполнения этой операции используется шесть служебных пар. Ни 

в одной из меньших, чем А5, групп вентиль Тоффоли не был обнаружен. 1 

Так как А5 также является наименьшей из конечных неразрешимых групп, 
напрашивается вывод, что неразрешимость - необходимое условие для по­

рожденных сопряжением классических вычислений.2 

Как уже говорилось, Х -вентиль можно осуществить, протаскивая вы­

числительную пару вихрей сквозь пару с потоком v, таким, что u1 = 
= v- 1u0v; здесь мы выбираем v = (14)(35). Оказывается, Z-вентиль мож­
но построить при помощи шести этапов «протаскивания» и четырех слу­

жебных пар. Измерение Z аналогично измерению потока, и мы уже ви­
дели, что измерение Х можно выполнить путем измерения заряда пары, 

а именно, используя в зарядовом интерферометре в качестве налетающей 

частицы v. Остается лишь подтвердить, что мы можем измерить У. Хотя 
по данной схеме измерение У нельзя выполнить точно, оказывается, что 

вентиль «контролируемое У» можно построить с помощью 31 этапа «про­
таскивания» и семи служебных пар. Обращаясь к другому изобретенному 

Китаевым трюку [67], для выполнения У-измерения с любой желаемой точ­
ностью мы можем использовать вентиль «контролируемое У» повторно.3 

Следовательно, мы построили набор универсальных вентилей, используя 

лишь взаимодействия Ааронова-Бома потоков и зарядов; мы располагаем 

отказоустойчивым универсальным квантовым компьютером. 

1 Ранее Китаев сообщал, что универсальные классические вычисления возможны для 
G=S5. 

2Конечная группа неразрешима, если она имеет нетривиальную подгруппу, коммутант 
которой совпадает с ней самой. (Коммутантом группы называется множество всех возмож­

ных произведений коммутаторов аьа-lь- 1 элементов рассматриваемой группы. Имеет место 
следующий критерий: если группа G некоммутативна и не имеет нетривиальных нормаль­
ных подгрупп, то она неразрешима.- Прим. ред.) Барринггон [66] нашел признак разделения 
групп на разрешимые и неразрешимые по вычислительной сложности группового умножения. 

3 Фактически, измерение У (который имеет собственные значения ±i) с использованием 
вентиля контролируемое У не работает, поскольку метод Китаева не различает связанные 
комплексным сопряжением собственные значения. То, что мы действительно построили - это 
вентиль контролируемое wY, где w = е27еi/З. 
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К сожалению, спиновая модель, на которой основана данная конструк­

ция, не так проста. Так как группа А5 имеет порядок 60, реализующая 
данную схему спиновая модель Китаева имеет 60-компонентный спин, рас­
положенный на каждом (!) ребре решетки. Остается надеяться, что будет 
обнаружена более простая реализация вычислений Ааронова- Бома. 

7.5. Является ли природа отказоустойчивой? 

Открытие коррекции квантовых ошибок и отказоустойчивости на­

столько изменило наше представление о квантовой информации, что впору 

задаться вопросом об их потенциальном значении для фундаментальной 

физики. Действительно, основные вопросы, имеющие отношение к поте­

ре квантовой информации, озадачивали физиков на продолжении двадцати 

лет. 

В 1975 году, Стивен Хокинг [68] доказал, что квантовая информация 
неизбежно теряется при образовании черной дыры и ее последующем пол­

ном испарении. Суть доказательства предельно проста: из-за сильно иска­

женной причинной структуры пространства-времени черных дыр испускае­

мое излучение находится фактически на том же временном срезе, что и ис­
чезающее за горизонтом событий коллапсирующее вещество. Если кванто­

вая информация, первоначально закодированная в коллапсирующем веще­

стве, должна в конечном счете возродиться в информации, закодированной 
в микросостоянии излучения, то она должна находиться в двух местах од­

новременно. Другими словами, квантовая информация должна быть кло­
нирована, что, как известно, при обычных допущениях квантовой теории 

невозможно [69, 70]. Хокинг делает вывод, что не все физические процес­
сы могут управляться унитарной временной эволюцией; законы квантовой 

теории нуждаются в пересмотре. 

Эти аргументы убедительны, но многие физики им не доверяют. Воз­
можно, одна из причин для скептицизма состоит том, что для природы вы­

глядит странным допускать потерю даже маленького бита информации [71]. 
Если процессы с участием черных дыр могут разрушать информацию, то 
можно ожидать, что потеря информации неизбежна на масштабе порядка 

планконской длины ( Gh/ с3 ) 112 
'"" 10-33 см, на котором виртуальные чер­

ные дыры непрерывно возникают как квантовые флуктуации. Становится 

сложно понять, почему квантовая информация может быть так легко раз­

рушена на планконском масштабе, но так хорошо сохраняется на больших 
расстояниях, которые мы можем исследовать экспериментально, - в конце 

концов, нарушения законов квантовой механики ни разу не наблюдались. 
Наше сегодняшнее понимание отказоустойчивых квантовых вычис­

лений дает полезный и потенциально продуктивный способ разобраться 
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в данной проблеме. В спиновых моделях Китаева мы можем представить, 

что разрушающие квантовую информацию локальные процессы достаточ­

но просты. Тем не менее, если бы нам потребовалось проследить эволю­

цию системы с более грубым разрешением, отслеживая лишь информацию, 
закодированную в зарядах пространственпо разделенных квазичастиц, мы 

с поразительной точностью наблюдали бы унитарную эволюцию; мы не 
обнаружили бы ни одного признака шума, происходящего ниже этого уров­
ня.! 

Таким образом, весьма приятно полагать, что Природа внесла в свою 

структуру отказоустойчивость, скрыв от нас квантовый шум на масшта­

бе Планка. Открытие того, что квантовые системы можно стабилизировать 

с помощью соответствующих методов кодирования, заставляет нас задать­

ся вопросом: является ли природа отказоустойчивой? Если да, то квантовая 

механика может доминировать (с превосходной точностью) на промежу­

точных масштабах длин, но спотыкаться как на планконском масштабе (где 

высока частота появления «ошибок»), так и на макроскопическом масштабе 

(где стремительна декогерентизация). 
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