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ПРЕДИСЛОВИЕ 

На русском языке почти нет книг, nассященных систематическому 
обозрению арсенала кривых, имеюших важное значение в различных 

областях знаниn и в nрактике. 

Общие теоретические положения самоh математики, задачи гео
метрического характера, задачи из области механики, физики, есте- r 
пвознания и техниJ<и- вот та почва, на котараn развилось учение 

о кривых. Геометрические и механические свойства I<ривых исnоль- i 

зуются в различных механизмах, деталях машин, строительных кон

струкuиях, в оптике, в изобразительном искусстве, в архитектуре, 
в теории и праJпш<е геометрических построений, в черчении и т. д. 

Некоторые кривые непосредственно реализуются в физических яв
лениях, в природе и в обыденной жизни. Поэтому даже общее 

знакомство с отдельными кривыми и их свойствами возбуждает осо· 

быn интерес, развивает математическое мышление и обогащает созна

ние многообразными связями математической теории с конкретным 
опытом. 

С этой точки зрения книга, посвященная вопросам обшей теории 
кривых и описанию эамечательных свойств и особенностей формы 
отдельных кривых, может быть полезноn и для пре-подавателей и для 
студентов. Первые найдут в неn справочныи материал для составле
ния оригинальных задач , вторые получат обильныМ материал для 
углубления своих познаний и для рефератов в математическом 

кружке. 

При современном уровне развития техническоn мысли имеется 
также нужда в справочном материале о кривых, с которыми встре

чаются инженеры в своеn практическоn и исследоRательскоn работе. 

Можно полагать, что книга о кривых будет полезной и для них. 
В главах l, ll, lll и V изложен материал, относящиИся к о6щеl! 

теории кривых. Здесь приводится историческии очерк развития уче
ния о кривых, рассматриваются вопросы классификаJtии l<риuых, сnо

собы их nреобразованиn, даются общие сведения об алгебраических 

кривых произвольнаго порядка и, в частности, о кривых 3-го и 4-го 
порядков. 

Основная часть книги (главы IV, Vl и Vll) посвящена описанию 
отдельных кривых (или видов кривых), замечатеJJьных по СI:ЮИМ 
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своnствам. Одни из этих кривых интересны в теоретическом отношении, 
другие находят практическое nрименение, третьи обладают ориги

нальными особенностями формы, четвертые играли ту ипи иную роль 
в истории математики. 

При изJюжении материала, поСвященного этим замечательным 
кривым, можно было многие своnства их nолучить сразу как отражение 
общих своМстu кривых, например, 3-го или 4-го nорядков. Автор 
nреДпочел, однако, лреследуя интересы втузовского nреподавания 
математИ!<И, не ссылаться на общие nредложения теории кривых, 
а рассматривать своnства каждоn из замечательных кривых особо. 

В основу систематики кривых было nоложено обычное подразде

ление их на алгебраические н трансuендентные. Последовательность 
рассмотрения о-гдельных кривых в каждоИ из этих групn опреде

лялась или их конструктидными связями, или их принадлежиостью к 

одному семейству, определяемому по тому или иному приэнаку. 

Такой nринцип позволил придать изложению как бы непрерывный 

характер- каждая следующая кривая связывалась, по мере возмЬж· 

ности, с рассмотренными ранее кривыми теми или иными стеnенями 

родства. Обнаруживанию таких связей между отдельными, иногда 
весьма различными по свОей природе кривыми уделялось большое 
внимание на протяжении всеn книги. Помимо непосредственно&:\ зна
чимости такой систематики, она оказалась выгодноn и в отношении 

компактности изложения. Достаточно было, например, обнаружить, 
что лемниската Бернупли относится к семейству синусоидальных 

спиралеn, как тотчас лоявлялась возможность многие ее свойства 

формулировать сразу как своМства, nрисущие всем синусоидальныы 

спиралям. 

Последняя глава книги посвящена рассмо-грению общих воnросов, 
относяшихся к теории эволют и эвольвент, nараллельных кривых, 

катакаустик, изооnтических и радиальных кривых. 

Считаю своим nриятным долгом выразить искреннюю· благодар
ность профессору А. П. Нордену-редактору этой книги- за его 
ценные замечания и советы, которыми я восnользовался nри подго

товке рукописи к изданию. Ю. И. Левину выражаю большую призна
тельнос-гь за тща-гельный просмотр рукописи и устранение ряда по· 

грешностей. 

А. Савелов 



ГЛАВА! 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О КРИВЫХ 

§ t. Краткие сведения из истории развития 
учения о кривых 

ТПонятwе линии определилось в сознании человека в доистори· 
че&ие времена. Траектория брошенного камня, струя воды, лучи 
света, · очертания цветов и листьев растениn, извилистая линия берега 

реки и моря и другие явления природы nривлекали внимание наших 

предков и, наблюдаемые многократно, nослужили основой для посте

nенного установления понятия л и н и и. Однако пОтребовался боль
шой исторический период, прежде чем люди стали сравнViuатъ между 

собо~ формы кривых лини~ и отличать одну крнвую от друга~ . 

Первые рисунки на стенах пещерного жилища, примитионые орна
менты, украшавшие домашнюю утварь, свидетельствуют о том, что 

люди научились уже не только отличать nрямую от кривой , но и 

различать формы отдельных кривых и в их сочетаниях находить 

у давлетварение зарождающихся эстетических потребностей. Все это, 
однако, было еще далеко от того абстрактного понимания линии. 

которым располагает математика, и от сознательного исследования 

ее свойств. · 
Правда, исторические памятники глубокой древности показывают, 

что у всех народов на известной ступени их развития имелось поня· 

тие о к р у ж н о с т и, не говоря уже о прямой линии . Уnотреблялись 

nримитионые инструменты для построения этих линий, и были по

пытки измерять площади, ограничиваемые прямыми и окружностью-.-1 

Как видно, например, из древнейшего памятника математическоf:t 
культуры- «Паnируса Ринда » , египтяне за I 7....:.20 веков до начала 
нашей эры занимались квадратурой круга и nолучили довольно 

хорошее приближение дл.я числа "• равное ( 196 ) '. или 3,!604. tHo 

лишь с возникновением математики как науки стало развиваться и 

учение о линиях , достигшее в трудах греческих математиков высо· 

кого совершенства. 

~)еческие ученые создали теорию к о н и чес к их с е ч е н и tt -
линий, имеющих особенно большое значение в науке и технике. 



10 ОБЩИЕ СВР.дЕНИЯ О КРИВЫХ [гл. 1 

Открытие их лрилисывается Менехму ( 4 век до н. 9.), ученику Ев
докса J<нидскоrо и, как полагают, учителю Александра МакедоН

ского. Менехм определял 9ТИ кривые как сечения конуса плоскостью, 
nерпендикулярной к его образующеf:t. В зависимости от того, был ди 

угол nри вершине конуса острым, прямым или тупым, получаемая 

линия nредставляла собой эллиnс, параболу или гиперболу. 

Что послужило nоводом к этому открытию? Может быть, nоиски 
решения знаменитой делосекой задачи об у двоении куба, может быть, 

практическиn воnрос о том, насколько должен быть вытянут овал, 

находящиf:tся в качестве архитектурного украшения на фронтоне зда

ния, чтобы с известного места перед зданием он казался l<pyro!\1.\. 
Есть данные полагать, что Менехм знал свойства nарабо~ и 

гиnерболы, выражаемые в наши дни равенствами у<..!= 2р.х и ху =с, 
и использовал эти своi1ства для решения делосекой задачи у двое
ния куба. Ш сожалению, это nервое сочинение по теории конических 
сечений бшло утеряно. Также не дошла до нас работа греческого 
геометра Аристея, наnисавшего nять книг «О пространствеиных 
местах», из J<оторых много эаимствоыал Евклид для своей (также 
утраченноП) работы о конических сечениях.':! · 

Архимед решил задачу о квадратуре сегмента nарабольi1 Сравнивая 
фигуры, вnисанные в эллипс и в окружность, nостроенную на большой 

оси эллиnса как на диаметре, он оnределил и nлошадь элшшса. 

[Рднако все это были еще разрозненные сведения о конических 
сечениях. t Пер на я методическая обработt<а теории конических сечениtt 
принадлеЖИт Алоллонию ПергсJ<ому (3-2 век до н. 9.), трактат 
которого «0 конических сечениях» является t<лассическим сочинением 
греческоn математики. В nревосходвом изложении Аполлониn систе
матизиров.ал все, что было известно до него о кони•Jеских сечениях, 

сам открыл ряд важных своИсто этих кривых и установил их назва

ния, уnотребляемые доныне.). 
l.Ho не только конические сечения открыты греками. Ряд матема

ТИJ<ОВ в nоисках решения велИI<ИХ nроблем древности- задачи о 

трисекuии угла, об удвоении J<уба и о квадратуре круга- ислоль

зоuал для образования криных идею д n и ж е н и я:.J._ Так возникли 

сnираль Архимеда, циклоида, кнадратриса Динострата. Jf3 то же время 
лервоначальныtt метод- образование кривых путем раС~чения nоверх
ности nлоскостью- был использован для образования крwвых Персея 

как сечений тора. 

{? эnоху средневековья веJtикие достижения греческих ученых были 
забыты. 

}{ кривым математическая наука обратилась только в 17 веке, в 
связи с созданием а н а л ~~ т и ч е с к о ft г е о м е т р и и. 

1637 год- одна из великих дат в истории · математики -год 
появления книги Р. Декарта «Геометрия» , в которой были изложены 

основы м е т о д а t< о орд и н а т. Открытие этого метода для иссJiе
дования кривых быJiо фактом перnостеnенного значения. Метод коор-



§ 1] КРАТКИИ СВЕДЕНИЯ ИЗ ИСТОРИИ РАЗВИТИЯ УЧЕНИЯ О КРИВЫХ 11 

динат не только создал общиtt, единообразныn способ символиЧеско~ 

го задания каждой кривой в виде соотнетствуюшего ей уравнения, 

он давал также неоrраниченную возможность беспредельно увеличи~ v 
вать количество изучаемых крчвых, поскольку каждое произnольно 

записанное уравнение, связываюшее между собой две nеременвые вели

чины, представляло теперь, вообще говоря, новую кривую. 

Открытие метода координат nодготовило в свою очередь откры
тие могущественного метода науки- и с ч и с л е н и я б е с к о н е ч н о 

м а л ы х. Рождение дифференuиального и интегрального исчисления 

имело особо важное значение для изучения свойств l<ривых. Метод 
координат в соединении с анализом бесконечно малых позволил от 

частных способов и оригинальных приемов или гениальных догадок 

при иссле~вании кривых перейти к их исследованию о б щи м 

м е т одом.j 

LМноrочисленные проблемы механики, астрономии, геодезии, оптики, 
возникшие в 17- 18 века'5).стимулирооали глубокий интерес к иссле
дованию инфинитезимальных свойств тех линий, которые были из
вестны еще древним. Эти nроблемы (J!Ривели также к оп<рытию 
новых линий, возникших при рассмотрении чисто практических во

просов и в теоретических исследова1~иях.~ КрупнеИшие< математики 
эnохи- Декарт, Лейбниц, Гюйгенс, братья Бернупли-с необыкно

венным рвением занимались изучением кривых, отf<рывая все новые 

и новые виды и свойства их. 

t!-Iаряду с многочисленными nредложениями о проведении каса
тельных к кривым, об определении nлощадеn, ограничиваемых кри~ 

выми, длин дуг,· объемов тел врашения и т. п., вскрываются орга

нические связи одних кривых с другими:~ Робереаль и Паскаль nОI<а
зывают, что дуга сnирали Архимеда равна дуге nараболы, выбранной 

оnределенным образом и что, следооательно, задача :спрямления 
сnирали идентична задаче спрямления параболы. Ферма обобщает это 

предложение на алгебраические спирали высших порядков, устанав
ливая, что их спрямление сводится к спрямлению nарабол высших по

рядков. НеUль открывает алгебраическую кривую, котОрая спрям
ляется алгебраически (nарабола . Неnля). К этому же времени отно

сится сnрямление логарифмической сnирали, выпо,rшенное Торичелли, 
спрямление эпи- и гипоциклоид, выnолненное Де ла Гиром. Фаньяна 
в 1714 году, исследуя поnрос о спрямленци лемнискаты, заложил 

основы теории эллиnтических функций. 

!Наряду с исследованием геометрических свойств кривых иссле
дуЮтся и их мех а н и чес к и е своttства;\Гюйгенс открывает изохрон
ность циклоиды. И. Бернупли показывает, что uиклоида является 

Сiрахистохроной в nустом nространстве. Исследуются механические 

свойства параболы Нейля, uепной линии, овалов Кассини, овалов 

Декарта и целого ряда других теперь хорошо известных кривых. 

О том, насколько актуальной была задача исследопания кривых 
в ту эпоху, свидетельствует уже само название первого учебника 
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110 анализу- «Анализ бесконечно малых для понимания кривых 
линиn» Лоnиталя. 

Не только практические потребности века- запросы промыш

ленности, конструирование машин и механизмов, nостройка плотин 

и шлюзоR - поддерживали постоянныn и глубокий интерес к иссле

дованию кривых у *Ч ученых, но и та «радость созерuания формы», 

которая, по- слов~м ·· Кпе~!!<а, характеризует истинного геометра. 
Увлечение аналитическим методом исследования· кривых, особенно 

характерное Для 17 века, с течением времени вызвало реакuню со 
стороны некоторых ученых. Как недостаток этого метода отме- · 
чалось то обстоятельство, что употребление его не раскрыв~ет 
естественного происхождения криnоn, так как объектом исследования 

фактически является не сама кривая, а соответствующее eh у р а в

н е н и е. Плодотворные попытки возвратиться к синтетическому 
Методу древних nородили новое наnравление в исследовании сnоhств 

кривых 2-го nорядка. Первые достижения эдесь связываются с име
нами Дезарга и ПасJ<аля. Дезарг, исследуя проективные свойства 
фигур и используя установленное им nонятие инволюuии, обогатил 

теорию кривых 2-го nорядка новыми открытиями. Паскаль открывает 
свою знаменитую теорему о соотношении между шестью точками 

конического сечения, согласно котороl.t во всяком шестиугольнике,. 

вписанном в кривую 2-го порядка, точки пересечения противополож

ныХ сторон лежат на одно11 прямо11. Ле ла Гир приходит к важному 

nредложению о том, что директриса кривоt1 2-ro порядка является 

поляроМ ее фокуса. 

Новые методы исследования своhств кривых 2-ro порядка усnешно 
развиваются в 19 столетии. Брианшан доказывает теорему, дваИст

венную теореме Паскаля, и изучает nроеJ<тивные свойства гипербо
лы. Поиселе исследует кривые 2-го nорядка с помощью открытого 
им метода nроективных соответствий. Штейнер и Шаль исследуют 

проективные cnol.tcтвa этих кривых на основе понятия двоnного 

отношения и рассматривают их как nроиэводные от образов 

1-И стуnени. 
Критика аналитического метода исследования формы-, и своИсто 

кривых была осноnана, к.ак было уже сказано, на том обстоятель

стве, что при пользовании этим методом отсутствует наглядный 

обраЗ Кривой и исчезают геометрические построениЯ. Она дополня
лась и другими с-оображениями. Указывалось, что система координат 
является посторонним элементом исследования, с которым кривая свя

зывается искусственно. 

Эти воззрения повели, с одноn стороны, 1< созданию так назы· 

ваемой а л г е б р а и ч е с к о it г е о м е т р и и, · основы котараn были 
заложены Гессе и Клебшем. Исследован_ие своnств кривых сводилось 

здесь к исследованию и н в а р и а н т о в алгебраических форм. Эти 
Инварианты предстаuляли собоn некоторые величины, характеризую

Щие форму кривой и не меняющиеся nри изменении координатной 
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системы. Крупнейшим достижением этого наnравления в исследова

нии кривых было создание о б щ е U т е о р и и алгебраических кривых. 
Особые достижения в развитии этой теории связываются с именем 

Плюкк~ра. Однако в алгебраической геометрии полностыо отреш и_ть
ся от системы координат как постороннего элемента все-таки не 

удалось. 

Другое направление привело к nредставлению о так называемом 
н а т уральном ура в н е н и и кривой. Натуральное уравнение уже 
не зависит от nоложения системы координат и от вида ее; тОчнее 

говоря, оно не nредполагает вообще наличия системы координат. 

Это уравнение функционально связывает радиус кривизны К[>ИВОй и , 
длину~. т. е. те элементы, которые органически связаны с 

·с·амоЯ прирадой исследуемой линии. Было доказано, что натуральное 

уравнение полностью оnределяет кривую с точностью до ее поло

жения на плоскости. Наибольших усnехов это наnравление в иссле

довании кривых достигло в работах Чезаро , который присвоил ему 
название в н утре н н е tt или н а т у р а л ь н оn геометр и и. 

Мы упом·янем в заключение о плодотворной идее исnользования 

в е к т о р н о г о апnарат а при исследовании свойств линиn, кото

рая связывается с именем Грассмана , и о т оп о л о г и чес к о м 
м е т о д е исследования кривых, имеющих наиболее сложные формы. 

Изложенные нами исторические сведения о развитии методов 
исследования кривых носят самыя обшиtt характер и имеют цельЮ 

определить лишь осНовные вехи в этом развитии. Конкретные исто
рические справки относительно отдельных кривых приводятся в соот

ветствующих местах текста книги. 

§ 2. Способы образования кривых 

Исследование особенностей формы кривой и ее свойств сред
ствами дифференциальноn геометрии возможно лишь, если кривая 

выражена в аналитическоtt форме, т. е. ура в н е н и е м. Однако во 
многих задачах теоретического и в особенности Праi<тического 
характера, прежде чем исследовать уравнение кривой, необходимо 

его с о с т а в и т ь на основании некоторых данных, так или иначе 

определяющих эту кривую и выраженных в условии задачи. Эта пер
вая часть работы выстуnает в качестве самостоятельноМ проблемы, в 
отдельных случаях весьма трудноn, так как сnособы, которыми 

определяется кривая по условию задачи, могут быть очень разнооб

разными. На рассмотрении наиболее важных из них мы и хотим 
остановить внимание читателеl:t. 

1. Кривая определяется как линия nересечения 
д а н н ой поверх н о с т и nлоскостью, по л о ж е н и е к о т о рой 

о л ре д е л е н о. · В истории развития учения о кривых этот способ 
является nервым. Греки определяли кривые 2-ro nорядка как сече
ния кругового конуса. Таково же лроисхождение кривых Персея, 
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nолучаемых в результате сечениn плоскостью поверхности тора. Эволь

вента круга может быть определена как линия пересечения поверх
ности касательных к винтовой линии плоскостью, перпендИI<улярноn 

к ее оси, и т. д. 

· 2. К р и в а я о n р е д е л я е т с я к а к r е о м е т р и ч е с к о е м е с т о 
т о ч е к, о б л а д а ю щ и х д а н н ы м с в о n с т в о м. Этот способ осо
бенно употребителен. Он широко лрактиковался еше греческими 
математиками; так, ЕвJ<лид рассматривал коничесl<ие сечения как 
геометрические места точек, сохраняющих постоянное отношение 

расстояниА от данноf.t точки и от данноn прямоn. Как геометрическое 

место точек была определена Дисклесом его циссоида. Таким же 
сnособом определяет Никомед конхоиду. Такие линии, как овалы 

Декарта, овалы Кассини, улитка Паскаля, строфоида, верзиера 
и целый ряд других кривых, оnределяются обычно как геометриче

ские места. 

3. Кривая определяется J<ак траектория точки, 
характер движения которой обусловлен тем и л и 

и н ы м о бра з о м. Кинемати<rеский способ образования линий был 
также хорошо известен греческим ученым. Как траекторию точJ<И, 

участвующеtt одновременно в двух равномерных движениях, одно из 

которых совершается по прямой, а другое- по окружности, определил 

Архимед свою спираль. Все циклоидальные кривые являются траек
ториями точки, жестко связанной с кругом, которыn катится без 

скольжения по окружности другого круrа. Кинематическим путем. 

определяется квадратриса Динострата как траектория точки пересе- . 
чения вращающегося радиуса о;<ружности с хордоt1, двигаюшейся 

лараллельно самой себе . Леминската Бернупли может быть определена 
как траектория 'середины большого звена шарнирного антилараллело- · 
грамма, противоположное звено которого закреплено. Кинематически· 
определяются розы, кривые скольжения И многие другие линии. ·кине
матическии способ задания кривой полагалея Декартом в · основу 

определения кривых методом координат. 

4. О б р а з о в а н и е л и н и й п о с л о с о б у с о л р я ж е н и я 
nр о е к т и в н о с о о т в е т с т в у ю щи х эле м е н т о в. Этот способ 
сравнительно недавнего nроисхождения и во всеn полноте рассматри

вается в курсах проектиnной геометрии. В основу его полагается 

идея соответствия двух проективных рядов точек или двух проектив

ных лучков. 

Проеитивн.о соответствующи..ми называются два nрямолинейных 

ряда точеJ<, если любым четырем гармоническим точкам одного из 
них соответствуют четыре также гармонические точiНI второго ряда. 

Аналогично определяется проективное соответствие пучков прямых. 
На основе этих nонятий и возникает проективныtt способ образова
ния линий. Так, если имеются два прое1<rивных пучка nрямых, то 

геометрическое место точек nересечения соответствующих nрямых 

етих nучков представляет собой кривую 2-го поряд"а (рис. 1, а). 
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Точно так же, если заданы два лроективно связанных прямолинеl:.tных 

ряда точек, то огибающая nрямых, проходящих через соответствую

щие точки этих рядов, будет представпять собой кривую 2-го класса 

и одновременно 2-го порядка (рис. 1, 6). 
На криво!! 2-го порядка могут бын в свою очередь опреде

лены гармонические четверки точек, т. е. точки пересечения это" 

криво!! с четырьмя гармонически сопряже~<ными лучами пучка прямых, 

uентр которого находится в какой-либо точке это!! криво!!. Так воз
никает nонятие криволинеnноrо nроективного ряда, который в отли

чие от прямолинеl:.tного ряда называется проективным рядо.Аt 2-zo 
порядка. Аналогично устанавливается понятие пуч1Са 2-го порядка, 

а) Р) 

Рис. 1. 

под которым понимают упомянутую выше совокуnность прямых, про

ходящих через соответствующие точки двух прямолинейных проек

тивных рядов и огибающих кривую 2-го порядка. 
Понятие ряда 2-го порядка и пучка 2-го порядка позволяет опре

делить проективным способом алгебраические кривые высших nоряд

ков и классов. Так, если прямолинейный ряд (т. е. ряд 1-го nорядка) 

и ряд 2-ro порядка лежат в одной плоскости И. проективны между собой, 
то прямые, проходящие через их соответствующие точки, образуют, 
вообще говоря, пучок лучей 3-го порядка, огибающих крпвую 3-го 
класса. Точно так же, если пучок лучей 1-ro порядка и пучок лучеft 
2-ro порядка лежат в одной плоскости, то точки пересечения их соот

ветствующих луче!! образуют крпвую 3-го порядка. Аналогично два 
проективных пучка 2-го порядка определяют кривую 4-го порядка. 

Частным случаем nрое1пивноrо соответствия является перспектив
Ное соответствие, которое осуществляется путем nрое1пирования двух 

плоских систем из общего центра. Соотuетстuующие точки при этом 

:лежат на одном проектирующем луче, а соответствующие прямые 

принадлежат одной проектирующе!! плоскости. 

Способом nроектирования могут быть получены многие из часто 
встречающихся кривых. Сюда относится циклоида, являющаяся парал
лельной проекuией винтовой линии на плоскость, параллельную ее 
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оси. Спираль Архимеда может быть определена как проекция ~они
ческой винтовоtt линии на nлоскость, перлендик у лирную к ее оси. 

Овалы Декарта могут быть определены как проекции линии пересече
ния двух конических поверхностеn с nараллельными осями на nло

скость, перпендикулярную к этим осям, и т. д. 

5. Кривая определяется заданием ее дифференцн
а л ь н ы х с в о И с т в. Непосредственно задаваемое по условию задач и 
или вытекающее из этого условия соотношение между бесконечно 

малыми элементами кривоtt выражается сначала в виде некоторого 

д и ф ф ер е н ц и а ль н о г о ура в н е н н я. Последующее интегрирова
ние этого уравнения приводит к обычному уравнению искомой кри

воИ. ТакоИ способ определения уравнения крнвоИ характерен для 

многочисленных задач геометрии, механики, физики, техники. Так, 
nоказательная кривая может быть оnределена как линия, у которой 

подкасательная для всех точек имеет одно и то же значение. Трак
триса характеризуете я постоянством длины касательноn. Радиоидаль
на я спираль определяется 1<ак линия, для котараn радиус кривизны 

обратно пропорuИонален длине дуги. На основании геометрических 
соображеннn и законов механики выводятся дифференциальные урао

нения цепноn линии, изогнутоn оси балки и т. д. 

6. К р и па я о п ре д е л я е т с я к а к л и н и я, п о л у ч а е м а я в 

результате того или иного геометрического преоб
р аз о в а н и я у ж е из в е с т н о И к р н в о И. Этот способ образования 
кривых является особенно эффективным. Он не только дает неиссяка
емые средства для определения новых кривых, но и позволяет опре

делять своnства новоn 1<ривоn как отражение своnств преобраэуемоn 
крнвоn. 

К числу основных геометрических преобразованнn относятся 
аффинное, прое"тивное, zzн.вepclLЯ, "вадратичное, двойственное, 
"асательное. Рассмотрением своnств :пих преобраэова ниl::t мы эаlt
мемся в одноn из следующих глав. 

7. Мы заключим обзор различных способов, дающих средства 

для аналитического оnределения кривых, еще одним, естественным по 

сравнению с предыдущими, в том смысле, что составлять уравнение 

крив оn здесь уже не nриходится, так как крив а я за д а е т с я 

сразу ж е в а н а л и т и ческоn фор м е и представляет собоn 
граф н к тоn или нноn фу н к ц н н. Выше было замечено, что метод 

Декарта, которым определяется соответствие между лнннеn и уравне
нием, дает неоrраничевные возможности для оnределения кривых 

самых раэнообраз 11ых форм. В арсенале замечательных кривых, исполь
зуемых в науке и технике, имеется немало линиn, которые истори

чески возникли аналитическим nутем, т. е. определялись первона

чально как кривые, соответствущие определенным уравнениям. К ним 
относятся декартов лист- график функции, определяемой уравнением 

х' +у'- Заху= О. Сюда же от1юсятся параболы и гиперболы выс
ших порядков-· rрафи1<и фун1<циИ, определяемых уравнением у= сх'", 
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кривые Ламэ- графики функции, определяемой уравнением (-x0 )m+ 
+ ( f )n = 1. К аналитически оnределяемым кривым относятся также 
кривые, являющиеся графиками . тригонометрических функций1 показа

тельной функции и многие другие. 

§ 3. Систематика кривых. Общие теоремы 

1. Алгебраические и трансцендентные кривые. Бесконечному 
множеству уравнений, связывающих две переменные uеличины и отне

сенных к некоторой системе координат, соответствует бесконечное 

множество кривых самых раэнообразных форм. Отсюда ясна необхо· 

димость к л а с с и фи к а ц и и кривых. 

Так как характерные особенности формы кривой и ее. сооnства 
оnределяются особенностями и еваnетвами соответствующего еп урав

нения, то естественно положить о основу классификации кривы:< при

роду их уравнений- подразделение уравнений на а л г е 6 р а и ч е· 

с к и е и трансцендентные. Здесь, однако, возникает затру д· 
i-Jение, заключающееся в том, что nрирода уравнения кривоtl зависит 

не только от nрироды caмotl кривоtl, но и от той системы координат, 

к котараn отнесена кривая. Одна и та же кривая в одноn системе 
координат может выражаться-алrеараическим~уравнением, а в дру· 
гol:t- трансцендентным. Более того, иногда достаточно изменить 

nоложение системы, и уравнение кpиnott, которое было алгебрамчем 

ским, становится трансцендентным. Так, наnример, в nолярноh системе 
координат уравнение окружности с центром в полюсе имеет вид 

р =а и является, как видно, алгебраическим: но достаточно ломе· 

стить полюс о какую·либо точку (р 1, <р 1), каJ< уравнение принимает 

вид а'= р• + р;- 2рр 1 cos (<р - <р1) и становится, таким образом, транс· 
цендентным. 

Указанныh недостаток Q_Щ~ет, однако, .-У __ прямоу_!"_~~ьной 
декартовой системы координат. Параллельное смещение и nоворот ocen 
ЭTol:t системы й·е меняют Нё только nрироду уравнения этой кривой, 
но и стеnень этого уравнения, если оно было алгебраическим. Есте· 

ственно поэтому nодразделить все кривые на алгебраические и 

трансцендентные соответственно тому, будут ли их уравнения 
алгебраическими или трансцендентными в nрямоугольной системе 
координат. 

Вн-утри обширного семеnства алгебраи•Iеских линиn в свою очем 
р~дь производят подразделение кривых, в основу которого nола· 

гается nонятие порядка кривоn, оnределяемого стеnенью ее урав

нения. 

Соответственно этому алzебраllческой t<pttвoй n-zo порядка на
зывается кривая, уравнение которой, после освобождения его 

от дробей и радикалов, записывается в декартовой систе.ме 
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«оординат в виде 

А0х" + А1х"-1у + А,х•-•у• + ... + АпУ" + 
+Вох•-• + В1х"-у + В,х"-3у'+·. ·+ в •. ,у•- 1 + 
+ с,х•-• + с,х•-зу + ... + с._,уп-2 + 
+Lox+L1y+ 
+М=О. 

Очевидно, число членов уравнения равно (п + !) ~n + 2) Разумеется, 
в частном случае некоторые коэффициенты могут быть нулями. 

Если левая часть уравнения кривой разлагается на множители 

<р 1 (х, у), <р2 (х, у), ... , то такому уравнению будет соответстnовать 
система криnых <р1 (х, у)=О, <р2 (х, у)=О, ... В этом случае кри
вую n-ro порядка называют распадающейся или приводztмой. 

В частности, когда левая часть уравнения кривой, · которую мы 
обозначим через f(x, у), является однородной }!!ункцией п-го 
измерения, кривая вырождается в систему nрямых- линий. Действи
тельно, по известному своf.lству однородных функциn, мы, лолагая 

у=ах, будем иметь f(x, y)=x"f(J, а), и если а1, а2, ... , а.
корни уравнения /(1, е<)=О, то 

f(x, у)=А0 (а-а1 )(а-а,) ... (а -а.)х"= 

=Ao(f-a, )(f -a,) ... (f-a.)x"= 
=А0(у- а1х)(У -а2х) .. . (У- а.х). 

Приравнивая нулю каждыИ м1южитель, получим систему n nрямых 

(среди которых могут быть и мнимые). 

2. Общие теоремы об алгебраических кривых. Из числа общих 
теорем, связанных с лонятием nорядка алгебраической кривой, оста
новимся на следующих: 

1. Порядом алzебраич.еской кривой не зависит от положения 

этой кривой относrипельн.о cucme.Atьt координ.ат. 
Леttствительно, общее nреобразование системы координат осуще

ствляется по формулам х = а 1х1 + Ь1у1 + с1, у= а,х1 + Ь,у1 +с,, 
где х и у - старые коордиваты, а х1 и у1 - новые; так как правые 

части этих формул являются линейными функциями, то, будучи nод

сТавлены в уравнение кривой, они не смогут nоднять его степень. 
Но они не смогут и nонизить ее, ибо в противном случае nри об

ратном лереходе стеnень уравнения должна была .бы nовыситься, что 

lieBOЗ!'t!OЖHO. 

2. Две неприводu лtые алzе6раuчесюtе 1Сривые, одна из /Соmорых 
u.меет порядок т, а другая- nopяUok n, пересекаются не более 
чем в · mn точках. 
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Справедливость этаn теоремы вытекает из известноn теоремы о 
числе корней системы двух алгебраических уравнениn, одно из кото

рых степени т, а другое- степени n. 
Если уравнения данных кривых неполные, наnример , если высшая 

степень у в уравнении первой кривой равна т- р, а в уравнении 

второй кривой n- q, то степень уравнения, полученного после 

исключения у, будет не выше mn- pq и, следовательно, кривые 
будут пересекаться в этом случае не более чем в тп- pq точках. 

3. Алгебра11qеская кр11вая п-го порядка определяется n (п i 3) 

точка.м.zt. 

уравнении кривой порядка имеется Действительно, 
(n+I)(n+2) 

коэффициентов, для определения которых nотребуется 
2 

такое же количество уравнений, связывающих эти коэффициенты. 

Однако, как это легко видеть, имеется возможность разделить все 

коэффициенты в уравнении кривой на один из них; тогда число 

подлежащих определению коэффиuие•пов уменьшится на единицу 

и будет равно (п+ l)in+ 2) -1 = n(nt 3> Отсюда следует , что, 
~~+~ п~+~ задавая "f·-с---:г- точек кривой, мы получим систему --2- урав-

нений; решая которую найдем коэффициенты уравнения заданной 

кривой. 

Может случиться при этом, что некоторые коэффициенты не 
будут существовать или окажУ.тся неопределенными, что произойдет, 

если коэффициент, на который были разделены все члены уравнения 

искомой нераспадающейся кривой, является нулем. Такое обстоятель

ство будет nоказывать, что данных точек недостаточно для оnреде

ления кривой, и может иметь место в том случае, когда заданные 

n (n t З) точек расnоложены так, что всякая кривая п-го порядка, 
проходя через некоторые из них, неnременно nройдет и через все 

остальные. Так, например, кривая 3-ro порядка, проходящая через 8 
точек, расnоложенных известным образом, обязательно пройдет через 

некоторую девятую точку и, следовательно, такими девятью точками 

кривая 3-ro порядка не может быть определена. Подобным образом, 
кривая 2-го порядка, состоящая из двух nересекающихся nрямых, 

не может быть определена пятью точками, если эти точки заданы 
так, что четыре из них лежат на одной прямой. 

В общем случае можно утверждать следующее . 

4. Каждая Кр11вая п-го порядка, проходящая через n (п t 3) -1 

(n-l)(n-2) 
точек, проход11m также еще через 2 определенных то-

че/& плоскости, положение которых зависит от положения 

заданных точек. 
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ДеМствительно, пусть / 1 (х, у)= О и j, (х, у)= О- уравнения 
двух каких-либо кривых п-го порядка, каждая из которых nроходит 

через n(nt 3) -1 заданных точек. Тогда всякую иную кривую п-го 
порядка, nроходящую через эти заданные точки, можно выразить 

уравнением / 1 (х, у)~ kj, (х, у)= О, так как постоянныМ множитель k 
в этом уравнении можно определить для конкретноМ кривом · из 
равенства / 1 (а, Ь)- kj, (а, Ь) =О, где а и Ь- координаты точки 
этоn кривая, которая вместе с заданными точк.;:~ми вполне ее опреде· 

ляе·r. Но, с другой стороны, эта кривая проходит через точки пере
се••ения кривых / 1 (х, у)= О и / 0 (х, у)= О и, следовательно, имеет 
с ними n2 общих точек. Таким образом, эта кривая, проходя через 

n (n t 3) - 1 заданных точек, проМдет еще через п' - { n (п i 3)-

- 1 } (n-I)J"-2) 
точек плоскости, определенных заданн~ми 

точками. 

3. Класс алгебраической кривой. Формулы Плюккера. Алге
браические кривые классифицируются не только по их порядку, но и 
по их классу и роду (жанру). 

Класс алгебраической кривой определяется степенью ее урав

нения в тангенциальных координатах- так называются коэффи

циенты ll и v в уравнениях прямых их+ vy + 1 =О, касающихся 
данноМ алгебраической кривоМ. 

Класс кривой может быть определен также числом касательных. 
деnствительных и мнимых) которые можно провести k этаn кривой 
из произвольноn точки, не лежащей на неn. 

Для получения тангенциального уравнения кривоМ и, следова
тельно, для оnределения ее класса, представим себе, что данная кри

вая f(x, у)=О пересечена прямой llX+vy+ 1 =0. Условие того, 
что две точки ее nересечения с кривой совпадают между собой, 

записанное в форме равенства) связывающего и и v, и будет иско· 
мым тангенциальным уравнением заданной кривой. 

Так, например, желая найти тангенциальное уравнение окружности 

х'+у'=1, пересечем ее прямой llx+vy+1=0. Исключая у из 
уравнения этоМ прямой и окружности, получим (rz'+v')x'+ 2llx+ 
+(1-v')=O. Условием касания прямой и окружности будет сов
падение корней этого квадратного уравнения, что приводит к равен

ству v'(1-zz'-v')=0. Подобным же образом получим равенство 
и' (1 - tl0 - v') =О. Очевидно, полученные равенства будут удовле
творяться, если 1 - ll2 - v2 =О. Это и есть тангенциальное уравнение 
заданной окружности. ' 

Если, наоборот, необходимо перейти от тангенциального уравне

ния /(11, v) =О кривой к ее ооычному уравнению, то следует присое
динить " этому уравнению уравнение llX + vy + 1 =О пучка всех 
касательных к кривой,. проходящих через точку М (х, у). Условие 
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того, что эта точка будет точкой. касания, выразится рав~нством, оnреде
ляющим условие совпадения двух касательных в одну (так как в тан

генциал_ьных координатах каждая точка кРивой определяется как точк~ 
nересечения двух бесконечно близких касательных). Это равенство и 
будет искомым уравнением кривой в прямоугольноп системе. 

Так, например, если дана в тангенциальных координатах кривая 

11 + v + uv =О, то, желая иметь ее обычное уравнение, рассмотрим 
пучок прямых их+ vy + 1 =О, проходящих через произвольную 
точку М (х, у). Нэnдем те nрямые этого пучка, которые касаются 
кривой. Исключая ll из заданного уравнения кривой и ура~нения 

пучка, получим: v'y + v ( 1 +у-х)+ 1 =О. Для того чтобы две 
прямые, определяемые двумя значениями v в этом равенстве, совпали 

в одну, необходимо, чтобы эти значения v были равны между собой, 
а последнее произоl!дет, если будет справедливым равенство (1 + 
+у- х)2 -V =О, которое и представляет собой обычное уравне
ние заданной кривой. 

Порядок и класс линии, вообще говоря, не совnадают, за исклю
чением кривых 2-го порядка, которые одновременно являются кривыми 
2·го класса. В общем случае при оnределении класса кривой nрихо· 
дится nринимать во внимание не только ее порядок, но и ряд ее 

характерных особенностеП - наличие у нее двойных точек, точек nере
rиба, ДвоПных касательных и т. д. Именно, если n- порядок кривой, 
k- класс кривоt~, d -число двойных точек (узловых и изолирован
ных), r- число точек возврата, t- число двойных касательных 
(т. е. прямых, касающихся кривой в двух точках), w- число точек 
перегибэ кривой, то между всеми этими величинами существуют сле

дующие соотношения: 

k=n(n-1)-2d-3r, n=k(k-1)-2t-3w, 
w=3n(n-2)-6d-8r, r=3k(k-2) - 6t - 8w. 

Эти равенства называются формулами ПАЮ/С/Сера и были приве

дены им впервые в его «Системе эналитическоn геометрИи на пло
скости• в 1834 году. 

ИЗ первой формулы следует, в частности, что если кривая n·го 

порядка не имеет особых точек, то она будет криво!! класса n (п- 1), 
а число точек nерегиба такой кривоn определится равенством w :=. 
= 3n (n- 2), причем в числе этих точек перегиба могут быть и мни
мые. Форму па для определения числа только действительных точек 
перегиба кривой n·го порядка была получена Ф. Клейном. Она имеет вид 
w1=k+r1 + 2d1 - 2t1-n, где n и k, как и ранее, порядок и класс 
кривой, r1 - число деttствиз:ельных точек возврата, d1 - число деnстви

тельных двойных точек, t1 -число изолированных двоnных касатель
ных, а w 1 - число де_!1ствительных точек перегиба этаn кривой *). 

*) Ф. К лей н, Лекции о развитии математики в 19 столетии, 19371 

стр. 161. 
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4. Род алгебраической кривой. Циркулярные кривые. Из
вестно, что нерасладающаяся кривая п-го порядка может иметь 

(n-l)(n-2) 
не более чем 2 двойных точек. ЛеПствительно, если бы 

(n-l)(n-2) 
она имела, наnример, 2 + 1 двоnных точек, то через 

эти точки и через n- 3 других точек ее можно было бы, как 
легко видеть, провести кривую nорядка n- 2. Но тю< как каждая 
двойная точка лервой кривая должна считаться за две точки пере· 

сечения ее со второй кривой, то получается, что эти кривые имели бы 

2((n-l)2(n- 2) +l]+п-З=п(п-2)+1 общих точек. По
следнее, однако, невозможно, так как нерасnадающиеся кривые n-ro 
и (11- 2)-го порядка могут иметь не более чем п (п- 2) общих точек. 

Доказанное своttство нераспадаюшейся кривой будет справедливо 
и для точек высшеn кратности, если точку кратности k считать 

k(k-1) 
за --2-- дваИных точек. Например, кривая 5-ro nорядка может 

3·2 5 ·4 
иметь семь двойных точек и одну тройную: 7 + 2 = 2 . Это 

соглашение оправдывается тем, что через точку кратности k nро
ходит k ветвей этой кривой, Если их nредставпять себе отделен-

ными от J<ратной точки, то, пересекаясь попарно, они дадут k (k:; l) 

двойных точек, которые, совnадая, и образуют точку кратно

сти k. 
Теnерь мы имеем возможность определить nонятие рода кривоn: 

род, uлtz жанр, алгебраической кривой определяется ч.исло.м р, 

ЯВЛЯЮЕЦll.МСЯ раЗНОС/nЬЮ .между нд,llбOЛbUJll.М. ЧllСЛО.М двойНЫХ то

ЧеК, которые может u.меть кривая этого порядка, и их фак
тическим чuсло.м. у даююй крuвой. С ранее уnомянутыми число
выми характеристиками алгебраической криво« эта нОвая характе
ристика р связана соотношениями 

р = (n-l)(n-2) 
2 

(k-l)(k-2) 
р= 2 

d-r, 

t-w. 

Если рассматриваемая кривая имеет наибольшее число двойных 
т·очек, возможных для кривых ее nорядка, то, очевидно, это будет 
крuвая нулевого рода. Эти кривые обладают весьма важным свой
ством, а именно, координаты точ~еи, двигающейся по таиой кри

вой, лtогут быть выражены рациональными фуюсциями нетеота
рого паралtетра. 

Лля доказательства этого nредложения заметим, что кривая п-го 
(n-l)(n-2) 

nорядка и ну левого рода должна иметь 2 двойных то· 
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· чек. Через эти · точки и через n- 3 nростых точек J(ривой проведем 
кривые (n - 2)-го nорядка, образующие nучок. Сделать это можно, 

так как число выбранных 

(п+ J)(n-2) 
2 

(n-J)(n-2) 
нами точек, равное 2 + n- 3 = 

единицу меньше числа точек, необходи-

мого для оnределения кривой (n- 2)-го nорядка. Пусть / 1 (х,у) + + Лf, (х, у)= О- уравнение этого nучка. Если теnерь искать точки 
пересечения данной кривой с кривыми пучка, то, исключая из урав

нений одну из координат, мы nолучим для определения другой 

координаты уравнение степени n (n- 2). В этом уравнении нам бу
дут известны корни, являющиеся координатами точек, через которые 

были проведены кривые пучка. Но так как число таких точек равно 

(п- l)(n-2) + . 2 2 n - 3 = n (n - 2)- 1, то число известных корней 

в упомянутом уравнении б у дет на единицу меньше его степени. 

Подставив эти корни в уравнение, мы полуt!ИМ для определения 

искомоn координаты уравнение первой стеnени, коэффициенты 

которого будут рацион а льны м и функциями параметра Л, и, 
следовательно, искомая координата выразится через параметр Л ра
ционально. 

В силу этого свойства кривые нулевого рода называют также 
рациональными иривы.ми. 

Более сложными по своеn природе являются кривые л ер 8 о г о 

рода. Правые части их nараметрических уравнений могут быть вы
ражены эллиnтическими функциями параметра, 8 силу чего такие 

кривые н_азывают эллиптrzческu.мll, и при изучении их широко поль

зуются еваnетвами эллиnтических функциn:. 

Мы закончим рассмотрение материала, относящегося к вопросам 
классификации алгебраических кривых, уnоминанием о так называ

емых циркулярных кривых. Известно, что уравнение окружности, 
валисанное в однородных координатах, имеет вид х~ + х: + + 2Ах1х, + 2Вх.х, + сх; =О. Точки пересечения этоИ окружности 
с несобственноn nрямой х3 =О определяются системой ~=l, х3=0 

и ~: =- i, х3 =О. Полагая х1 = 1, находим эти точки 11 (1, l, О) 

и J, (1,- i, 0). Так как изменение коэффициентов А, В и С в урав
нении окружности не изменяет нэnденных координат, то можно 

утверждать, что в с я к а я окружность проходит через точки 11 и 12, 

которые являются несобетвенными и мнимыми точками этой ок

ружности и называются круzовы.ми или циилич,ески.ми точками пло

скости. 

Уnомянутые выше циркулярные кривые и являются алгебраи
ческими криными, nроходящими через циклические точки пло

скости. 
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5. Фокусы, диаметры, центр. Полюсы и поляры. Мы хотим 
далее привести оnределения таких элементов алгебраических кривых, 

которые являются обобщениями соответствующих элементов кривых 
2-ro nорядка. 

С nонятием uи~лических точек плоскости связано понятие фому
сов аЛI'ебраических кривых, которое обобщает понятие фокусов кри· 

вых 2-го nорядка. Кривые 2-го порядка обладают тем сво"стоом, 
что касательные, проведенные, например,· к эллиnсу из uиклических 

точек nлоскости, nересекаются в его фокусах. Отсюда следует, что 
фокусы криво" 2-го nорядка можно оnределить как то•1m пересе
чения ~&асательных 1С этой кривой, проведен.н.ых из циклuчес"uх 
точеJ& плос~&остtl. Это оnределение Плюккер расnространил, беэ 
какого-либо изменения, и на кривые n-ro порядка. 

Нетрудно установить, что если класс кривоJ::f равен k, то число 
фокусов ато" криво" будет равно k', соответственно числу точек 
пересечения k касательных, проведеиных к кривоR из циклической 
точки J1, и k касательных, nроведеиных из точки Jg. Однако из этих 
k' фокусов де"ствительными будут только k, ибо в де"ствительной 
точ_ке F будут nересекаться лишь такие касательные, уравнения ко
торых соответ_ственно и+ vi =О и tt- vi =О, где u и v- линеnные 
функции х и у. Корни системы t1 =О, v =О будут координатами 
действительных фокусов кривой. 

Понятие диалtетра алгебраической кривой п-го nорядка также 
возникает как обобщение nонятия диаметра кривоtt 2-го порядка, 

nод которым, как известно, разумеют nрямую, являющуюся геомет

рическим местом середин параллельных хорд. 

Назовем центром средних расстояний некоторой системы точек 
точку, координаты катара" равны средним арифметическим соответ

стоу·ющих координат точек системы. Можно показать, что если кри~ 
вую п-го поряд~&а пересе•ь системой параллельных прямых t1 на 
каждой uз них определить центр средних paccmoяюzii точек ее 

пересечения с данной кривой, то zеодетрическим .м.естом этих 

центров будет прямая лиюtя, наnравление которой оnределяется 

направлением параллельных хорд. Эту прямую и называют диамет~ 
ром криво" п-го nорядка. 

Может оказаться, что все диаметры данноn кривой пересекаются 
в одноn и тоn же точке, которую называют в таком Случае ньюто
новым центром ато" кривой. Если кривая обладает центральной 
си~>~метрией, то ньютонов центр совnадет с центром ее симметрии. 

Заметим· еще, что на кривые n-ro порядка обобщается и лонятие 
поляры точки относительно кривой 2-го nорядка. При атом задан

ной точке плоскости ставится в соответствие n- 1 поляр относи

тельно кривоh n-ro nорядка. Первая из этих поляр является кривой 
порядКа n- 1, вторая, являющаяся поляроИ заданноn точки относи
тельно первой nоляры, имеет порядок n- 2 и т. д., и, наконец, 

(п ~ 1 )-я лоляра является nрямо" •линие". 
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Отдельные своttства поляр точки относительно "ривоt:1 п-го по

рядка и в особенности сво~ства прямолине~но~ поляры сноеобразно 
повторяют известные сво1:1ства поляры точки относительно кривой 

2-ro nорядка, как это будет показано в дальнеnшем применительно 

к кривым 3-ro порядка. 

6. Теоремы Ньютона, Котеса и Шаля. Общие сведения об 
алrебраи•1еских кривых произвольнога порядка мы закончим рассмот

рением отдельных · теорем, касающихся сво11ств этих кривых, незави

симо от их nорядка. 

В первую очередь сюда следует отнести известную т е орем у 

Ньютон а, согласно кoropoft еслu через две фиксированяые точ

ки О и 0 1 npoвecmll параллельные прямые, пересекающие кр11вую 
n-zo порядка в точках R1, R2, • •• , Rn и S1, S9, •• • , Sn, то от
ношение произведений отрезков на первой и второй пря.мой, т. е. 

OR,·OR, .. . ORп б д - • 
отношение o.s •. o.s!···OtSn, у em величинои постоянн.ои пезави-

си.мо от направлеюtя секущих. 

Для доказательства это~ теоремы удобно записать уравнение 
кривоn n-ro порядка в полярноn системе координат. Полагая х = 
=pcos<p, у=р sin <р в приведеином в начале это~ главы общем 

уравнении такой кривой, получим ее уравнение в виде 

(Ао cos" <р +А, cos•~• <р sin 'f' +· .. +Ап sin" <р)р" + ... 
... +(Ко cos <р +Lo s!n <р)р +М=О. 

Пусть полюс системы совnадает С первой иэ заданных точек
точко~ О. Тогда отрезки OR, будут радиусами-векторами р1 точек, 
в которых кривая пересекается перво~ nрямо~. составляюще~ с по

лярно~ осью угол <р 1 , и по известному сво~ству корне~ алгебраи
ческого уравнения мы получим; 

м 
OR, ·OR, · · ·. ОRп = А, cos" f• +А, cos" 'f• sin f• + ... • (1) 

Произведем теперь параллельное смещение системы так, чтобы 

новое начало совnало со второf1 точкой 0 1• Очевидно, nри этом вторая 
nрямая окажется наклоненной к новоn полярноtt оси по-nрежнему nод 

углом q>1• Известно, что лараллельное смещение сИстемы не изменяет 
коэффициента при старше~ степени переменнаго в уравнении криво~. 

но изменяет свободны~ член М, обращая его в М,. Отсюда следует, 
что произведение радиусов-векторов · точек пересечения второ~ пря• 
мой с данной кривой определится равенством 

O,S,-O,S, · · · · O,Sn = А0 cos" f• + А1 с~;п 1 ft sin f• + ... · (2) 

Из равенств (1) и (2) следует, что OR,·OR, ... ·ORn = ~· =const, o,s,-o,s, .... o,s. м 
что и требовалось док83ать. 
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Теорему Ньютона можно сформулировать и иначе, а именно: ecлll 
через точку О провести две прялtые, которые перссекают кри

вую п-го порядиа в точках R1, R~ . ... , Rп и S1, S2, ••• , Sп, то 
отношение произведений отрезмов на amu.x nрЯ.АtЫх, т. е. отно-

шение ~~: :g~'.'.".' ." g~п есть величина постоянная, не зависящая 
от положения точки О, при условии, что направления секущих 
остаются неизменными. 

Обратимся теперь к ·так называемоП т е орем е К о т е с а, со
гласно котороП ecлll на ~<аждой пряжой, проходящей через дан
ную точ~<у О, IШйmll точ~<у R та~<, чтобы 

n 1 1 1 
OR = OR, + OR, +--·+ ОRп' 

где R1, R2, ••• , Rn- moчuu пересечения npn.Atoй с кривой п-го 
порядка, то геометрическое место morteк R есть прямая лtzния. 

Для доказательства этой теоремы поместим начало координат 
в точку О. Тогда, переписывая приведеиное выше nолярное уравне
ние кривой n-ro порядка в виде 

мfn+(K,cos<p+Losin<p) P~-t +-·· 

... +САо cos" 'f +А, cos•·• 'f' siп 'f' + .. -+А. s!n" <р)=О, 

будем, на основании известных своhств корнеn алгебраического урав-

1 + 1 + + 1 _ Ко cos ~ + L0 sin ~ 
нения, иметь OR, ORt . . . ORn -- М , или 

n Ко cos Cf + Lo sin <f 01[ =- М • Записывая последнее уравнение в лря-

моу'rольноn системе координат, лолучим уравнение nрямоп линии 
К0х + L0 y + nM =О, что и требовалось до1<азать. 

Эта прямая соответствует, в известном смысле, понятию поляры 
кривоh 2-го порядка, которая, как известно, есть геометрическое 

2 
место таких точек R, для которых удовлетворяется равенство R = 

1 1 
=т,+R,• где R, и R,-радиусы-векторы точек лересечения 

с кривоп прямоп линии, nроходящеп через заданную точку О. 
Мы упомянем в заключение о т е орем е Ша л я, которая также 

справедлива для всех алrебраиче~ких кривых, неэависимо от их по
ряд~а. Согласно этоп теореме, ecлll " 1<р11вой npoвecmll cltcmeжy 
параллельных касательных, то центр средних расстояний точек 

касания есть постоянн.ая точка, .положение которой не завtt

сит от паправлендя касательных. 

Эту постоянную точку принято называть абсолютным центром 
апгебраическоn кривоп. 



Г ЛАВА ll 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КРИВЫХ 

1. Точечные прообразования плоскости. Как уже говорилось, 
одним из наиболее продуктивных способов образования кривых яв
ляется получение новой кривой nутем того или иного пр е о бра

з о в а н и я уже известной кривой. 

В простейшем случае так назынаемоrо т о ч е ч н о r о лреобра

эования каждой точке данной кривоn nриводится u соответствие по 
определенному закону определенная точка плоскости; геометриче· 

ское место таких точек и nредставляет собой новую кривую, соот

ветствующую заданнои. 

Наглядно этот процесс точечного nреобразования можно пред

ставить, полагая, что плоскость, на которой была изображена кри
вая, заnолнена каким-либо веществом, способным деформироваться. 

Тогда процесс иреобразования сведется к де фор м а u и и такой 

nлоскости, nри котараn каждая точка ее вещества лереходит из 

своего начального положения в иrюе определенное положение. Соот· 
ветственно этому искажается u той или иной степени форма кри

вой, изображенной на деформируемой шюскости. 

Аналитически точечное преобраэование осуЩествляется тем, что 
в ураонении f(x, у)= О заданной криооИ произоодится замена пере-
менных 

Х=<р1 (х1,у 1),} 

у=<р,(х,,у,). 
(1) 

Получающееся ураонение F(x1, у1)=0 выражает в тоИ же системе 
координат новую кривую, соответствующую заданной *). 

Форыа и свойства этоИ навоИ кривой определяются двумя факта· 

рами: 1) формои и еваИствами преобразуемои кривой и 2) своИстоами 
самого преобразования, т. е. природоИ преобразующих функциИ 'f'l 
и Cfl:1· Соответственво этому одной из основных задач теории кривых 

*) Мыслцтся, таким образом, что система ненодвижна, а nлоскость дефор· 
мируется; на это следует обратить внимание, так как формулы (1) можно 
понимать и как формулы преобразоваюtн координат: при тако.\1 tюншtании их 
никакой деформации кр11вой, 'разумееrсяi не 11р_оизойдеr. 
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является детальное исследование свойств каждого конкретного пре~ 

образования, соответствующего определенно."у виду функuиl! 'l't и '1'•· 
Здесь в первую очередь следует усмотреть за свойствами прео6ра
зующих функций конструктивное, геометрическое содержание рас

сматриваемого преобразования. Далее важно установить, какое новое 
выражение получают те или иные свойства преобразуемой кривой. 

Это даст ключ к тому, чтобы немедленно усмотреть за свойствами 
прео6разуемой кривой свойства новой кривой . Наконеu, существенно 
важно nри изучении каждого преобраэования определить и н вар и

а н ты этого лреобразования, т. е. такие характеристики и свойства 
кривой, которые сохраняются при этом nреобраэовании. Устано.вить 

эти характеристики и свойства кривой важно уже по одному тому, 

что они присущи не только данной кривой, но и всему м н о ж е

с т в у кривых, получаемых из данной nутем рассматриваемого пре· 

образования. Эти свойства являются, следовательно, глубокими, внут· 
ренним.И своnствами, отражающими родство так!fХ кривых, которые 

как по своей форме, так и по своим индивидуальным качествам 

могут быть весьма и весьма различными. 

Из СJ<азанного следует, что геометрические преобраэования от· 

крывают не только неограниченные возможности для образования 

новых кривых, но и позволяют обнаружить новые свойства уже 
известных кривых. Вместе с тем они nриводят к установлению род

ственных связеn между кривыми, получаемыми одна из другоn nутем 

применения определенного прео6разования . 
В связи с этим мы и хотим далее рассмотреть в общих чертах 

наиболее часто встречающиеся точечные преобразования, среди 
которых простейшим является та" называемое aффllltltoe nреобразо
вание. 

2. Аффинные преобразования. На плоскости эти nреобразования 
осущеСiвляются формулами 

х=а11х1 +а12у 1 +а13,} 
у= а.,х1 + а.,у, +а.,, (\) 

где х и у- декартовы координаты точки прео6разуемой кривой, 
а х1 и у 1 - координаты соответствующей en точки новоn кривоn. 

Предполагается, что 1 ан а" 1 * О. При этом условии преобразова-
а21 a'JI! 

ние б'}дет обратимым и взаимно однозначным. 
Легко в~щеrь, что свободные члены а18 и ~93 в формулах (1) 

вызывают лишь смещение плоскости nараллельна координатным на· 

nравлениям, после того как она деформирована по формулам: 

х = iz 11x 1 + а12у 1 , } 

у= а01х1 + а.,у,. (2) 
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Эти последние формулы определяют центр.альное афф11Н!/Ое пр е
образование. Если в формулах этого преобразования коэффициенты· 

{ 1 при k=l 
таковы, что a 1ka1l + a 2ka21 = 0 nри k =1= l, то деформаuии плоско~ 
сти также не происходит, и преобраэование вызывает лишь n о в о· 
рот ее вокруг· начала координат на некоторый угол. Если указан
ная зависимость между коэффициентами не имеет места, то проис

ходит фактическая деформация плоскости, а следооательно, и криuоИ, 

изображенной на ней. 
Нетрудно показать, что в этом общем случае центральное аффин

ное преобразование можно всегда свести к так называемому чистому 
аффинному преобразованию, осуществляемому в прямоугольной си

стеме формулами: 

х=Лх1, } 

Y=r•y,, (3) 

в которых коэффициенты Л и р. выражаются определенным образом 
через коэффициенты формул (2). Наглядный смысл такого преобра
зования прямо усматривается из формул (3) и заключается u сжа
тии или растяжении nлоскости в наnравлении осей. Если nри этом 
Л или р. отриuательно, то доnолнительно происходит зеркальное отра· 

жение деформированной плоскости относительно оси у или оси х. 

Частным случаем ЧИСi,ОГО аффинного преобразования является 

подобие, которое получается, если в формулах (3) Л= р.. 
Таким образом, общее аффинное преобразование, определяемое 

формулами ( 1 ), сводится к движению nлоскости и к nреобразояанию 
ее по формулам (3). 

Свойства аффинного nреобразования таковы: 
1. Непосредственно из формул преобразооания вытекает, что при 

неограниченном возрастании х будет также неограниченно ноэрас~ 
тать х, (то же относится к у и у1 ). Отсюда следует, что если пре
обраэуемая кривая имеет бесконечные ветви, то и аффинно соответ

ствующая en кривая будет кривоn с бесконечными ветвями, nричем 

сохранится и характер ветвеn- nараболические, т. е. не имеюшие 

асимnтот, ветви лереnдут в nараболиЧеские, а гиперболические -
в гиперболические. Имея это · в виду, говорят, что nри аффинном 
nреобраэовании бесконечно удаленные тоrtки кривой переходят 

в бесконечно удаленные точки. 
2. Порядок 11 класс алгебраической кривой являются инва

риантами аффинного преобразования; в частности, прямая пере
ходит в прямую. 

3. Простое отношение тj:Jex morteк, лежащих на одной пря
~tей, является инвариантом аффинного преобразования. 

4. Параллельн..ые прямые переходят в параллельные, как э.то 

вытекает из первого своnства; но угол, nод которым лересекаются 

прямые, вообще говоря, изменяется. 
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5. Ес.ои U- площадь преобразуемоn фигуры, а U1 -площадь 
аффинно соответствующей en фигуры, то справедливо равенство 

И,=!!.. U, где l!.=la" a"l· 
а111 й22 

Перечисленные свойства аффинного преобразования и определяют 

так называемые аффинные свойства uривых, т. е. свойства, при
сущие всем аффинно родственным кривым. 

3. Трилинейная система координат. В практике применениМ как 
проективного преобразования, так и более общих раuиональных пре

образованиn, которые мы хотиМ далее рассмотреть, многие преиму· 
щества по сравнению с обычноn декартовой системой координат 
имеет так называемая проективная система координат, которую 

называют также трилинеiiной. 

Проеuтивны.ми uоордината.ми точки М (х, у) на плоскости на
зывают три числа t,, t,, t2, пропорциональные линейным фунuция.м 
ее деuартовых uоордщ<ат х и у, т. е., по определению, 

ро1 =а,х+ь,у+с,,} 
pt, = а,х + Ь,у +с,, 
pt3 = а3х + Ь3у + с3, 

(!) 

lг;: ~:а'~: 1: О,с,а-р ::;:::::::ны::•с::· р:.::~nл:;::я:::ит:::овию 
а3 Ь3 сз 

Из этого определения следует, что одновременное уменьшение 

или увеличение всех трех координат точки в одно и то же число 

раз не изменяет положения этаn точки на плоскости. Именно такая 

неустоnчивость проективных координат и дает особые преимущества 
при их применении. 

Разрешая формулы (!) относительно х и у, получим: 

/'' ь, с,, 1 а, ~1 Ct t 
'· ь, с, а, ,, с, 

х=~:~ ~', ~: ,. У= 
а, ,, с, 

(2) 
1 а, ь, '· 1 а, Ь, t, а, ь, '· а3 Ь3 t3 а, ь, ,, 

По этим формулам совершается переход от декартовых координат 

к лроективным. 

Нетру дно покаэать *), что геометрический смысл проективных 
координат заключается в том, что они, вообще говоря, пропорцио-

*) См., напримrр, Н. А. Г nа r о л е в, Проектнвная . rеометрия, 1936. 
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нальны расстояниям точки М от трех неподвижных прямых, опреде
ляемых уравнениями: 

а,х+ Ь1у+с1 =0, 
а,х+Ь,у+с,=О, 
а,х + Ь,у + с,= О, 

которые nри условии 1 :; ~: ~: / "= О образуют треугольник 0,0,0,. 
а3 Ь3 с3 

наэываемыh координатным треугольником проективной системы. 

Из равенств (1) следует, что уравнения <,=О, <2 =О и <з =О 
являются уравнениями Сторон координатного треуrолы-Iш<а. Очевидно 
также, что вершины координатного треугольника находятся в точках 

0 1 (1, О, 0), 0 2 (0, 1, О) и 0 8 (0, О, 1). 
Частным случаем проективноtt системы координат является одн.о~ 

родн.ая система координат, особенно употребительная в nрактике. 
Она nолучается, когда одна из сторон координатного треугольника 

является бесконечно удаленно~ . Если при >том две другие стороны 

nересекаются под прямым углом, то однородные координаты точки 

(мы обозначим их через х1 , х2, х3) связаны с ее декартовыми коор
динатами очень простыми соотношениями: 

откуда следует, что для перехОда от однородноtt системы координат 
к декартовоtt достаточно х1 заменить через х, Х-2- через у, а х3 -
через 1. Что касается формул, связывающих однородные координаты 
с проективными, то их леrко nолучить из формул (1) и (2) соответ
ствующими подстановкзми, причем окажется, что 

Большим nреимуществом проективноl! системы координат по срав· 

нению с декартовой является то, что в :поn системе бесконечно 
удаленные точки плоскости имеют к о н е ч н ы е координаты. Это дает 
возмо..кность исследовать поведение кривой на бесконечности так же, 

как это делается при анализе формы кривоtt вблизи ее обычноn 
точки. Особенное удобство проективные координаты имеют nри изуче
нии проективных своttств кривой, так как при проективных преобразо

ваниях nроективные коордиt1аты точки nереходят снова в проективные, 

между тем как , декартовы координаты при >rих nреобразованиях 
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не переходят в декартовы, ибо бесконечно удаленная nрямая, во

обще говоря, не остается бесконечно удаленной. Достоинство 
nроеJстивных координат заJ<лючается еще и в том, что при употреб

лении их все алгебраические линии выражаются о д н о родным и 

уравнениями, что приводит к большоn простоте и единообразию 

аналитических onepauиt.t, проводимых при исследовании кривой. Ha
l<oнeu, их 66льшая по сравнению с декартовыми координатами 
общность позволяет производить более г лубокне изменения формы 

уравнения кривой, чтобы сделать эту форму компактной по записи 
и выразительноn по геометрическому существу. Надо заметить, однако, 
что nри решении вопросов метричес1<оrо характера преимущества 

остается за декартовой системоn. 

Мы приведем теперь некоторые примеры уравнений линий в про

ективных координатах. 

Чтобы получить уравнение прямой ах+ Ьу +с= О в проектив
ных координатах, заменим х и у их выражениями по формулам (2): 

а 1 i: t: ~: 1 + Ь 1 ~: ~: ~: 1 +с 1 ~: ~: i: 1 =О. 
~. Ь3 с3 а, ~. с3 а, Ь3 ~. 

После соответствующих преобраэований получим однородное относи

тельно проективных координат уравнение uj~1 + !!2~, + !!3( 3 =О, где 

flt = 1 ~2 t2 ~~~~' tl~ = 1 :t ~~ ~1 
,, Из= 1 :: :: ~: \· 

а3 Ь3 сз а3 Ь3 с3 а Ь с 

Подобным образом можно прийти к заключению, что общее урав
нение кривой 2-го порядка в проективных координатах является одно
родным уравнением вида 

а11<! + 2а12:,;, +а.,~~+ 2а13:,;, + 2a23(,t3 + азз<! = О. 

ИспоJJьзуя это уравнение, nокажем, с какоn nростотой решаются не· 

которые задачи в nроективных координатах. Пусть, например, тре
буется найти уравнение кривой 2-го порядка, проходящей через три 
заданные тоtJКИ. Примем эти точки за вершины координатного тре
угольника. Так как кривая должна пройти через вершину 0 1, то, 
полагая ;, =О и <з =О в общем уравнении кривой, приведеином 
выше, получим а11 =О. Подобным образом заключим, что a2g =О и 
а33 ~О; следовательно, искомое уравнение запишется в виде а12~1~11 + 
+ йtз~t~з + а2з~'.!~З = О. 

В уравнении кривой 2-го порядка в проективных координатах t1, 

~~~ и ~3 являются линеИными функциями декартовых координат. Полезно 
усвоить взгляд на переменные ~1• ~2 и ~s в уравнении этаn кривой и 
вообще в уравнении любой линии, как на с о к р а щенные о 6 о 3 н аа 
ч е н и я линеИных функциМ. Это nозволяет мысленно видеть за п ро

ективным уравнением кривоИ структуру ее уравнения в обычной си-
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стеме. Такой взгляд как раз кладется в основу так называемого «спо
соба сокращенных обозначений», введенного Плюккером. Сущность 

этого сnособа заключается в том, что любые, вообще говоря, выра

жения nервого или высших порядков, входящие в декартово уравне

ние линии, обозначают одноn буквой и рассматривают эти выражения 

в качестве своеобразных координат, чтобы затем непосредственвым 

рассмотрением уравнения, без дополнительных выкладок, усматривать 

свойства кривых- «читать уравнения», как говорил Плюккер. 
Он показал, в частности, что всякое уравнение кривой 3-ro nо

рядка может быть представлено в виде рqг- s' =О, а уравнение 
кривоn 4-го порядка -в виде pqгs- Q.' =О, г де р, q, г и s- ли
неnные функции декартовых координат, а g- их квадратичная функ
ция. Из nервого уравнения можно немедленно «nрочитать~. что кри· 

вая 3-ro nорядка имеет, вообще говоря, три точки переrиба и 
что эти точки лежат на одноf::t прямой. Действительно, пересекая 
кривую прямой р =О, мы находим три точки пересечения в силу 
того, что порядок кривоn равен 3, но все эти три точки будут nри

надлежать и прямоn s = О, а так как прямые р =О и s = О могут 
иметь лишь одну общую точку, то, следовательно, все указанные 
точки совnадают в одну, н:оторая будет поэтому тoчJ<Otl лереrиба 

кривоn. Пересекая кривую прямыми q =О и г= О, мы получим еще 
две точки переrиба, которые, как и первая, будут лежать н_а той же 

прямоn s= О. 
Обратимся теперь к рассмотрению преобразования, обобщающего 

ранее рассмотренные аффинные преобразования и называемого про

ективным. 

4. Проективные nреобразования. •в декартовоn системе коорди
нат эти преобразования определяются формулами: 

aJ1X1 + йззУ1 +а~, 
a,1Xt + а,~у1 +ааа ' 

(\) 

где по-nрежнему х и у- координаты точки преобразуемоn кривоn, 

а х1 и у1 - координаты соответствующей ей точки. Предполагается, 

что а., а,. а23 о;С О. При этом условии преобразование будет обра-1 
а11 а., а13 1 
ааt азg аза 

тимым и взаимно однозначным. В лроективных координатах рассмат
риваемое преобразование оnределится формулами: 

рЕ,= a,Ei + Ь,Е2 + с,ЕЗ. } 
рЕ,~ a,Ei + ь,Е2 + с,ЕЗ. 
рЕ,= a,Ei + ь,<2 + с,ЕЗ. 

(2) 

где <,. <,, <,- проективные координаты точки преобразуемоn кривоn, 
а Ei, е2, еЗ- координаты соответствующей ей точки но отношению 
к тому же координатному треугольнику. 

2 А. А. Caueлou 
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Перечислим основные своl!ства nроективного nреобразования. 
Из формул (1) следует, что точкам nрямо!! а31х1 +а.,у1 +а,.=О 

соответствуют бесконечно удаленные точки (этим nроективное nре
образование существенно отличается от аффинного, при котором 
образами бесконечно удаленных точек могли быть только бесконечно 

удаленные точки). 
В силу линеl!ности формул (2) прямая при проететивном пре

о15раsовании перейдет в прямую и вообще линия n-ro nорядка
в линию того же порядка, линия п-го класса -в линию того же 

класса. Порядок и класс кривой являются, таким образом, инвариаи~ 
тами проективного преобразования. 

Основным свойством этого преобраsования является постоян.ство 
дsойн.оzо отношения четырех точек и четырех лучей, откуда следует, 
что гармоническим четверкам элементов при лроективном преобразо· 

вании соответствуют также гармонические четверки элементов. 

Чтобы осветить воnрос о частных случаях nроективного ·nреобра
зования, посмотрим, существуют ли на плоскости точки, переходящие 

nри nреобразовании в себя, и если существуют, то каково их число. 
Очевидно, проективные координаты таких точек должны быть связаны 

зависимостью ~~ : ~. : ~. = ~~ : ~2 : ~3. или 
~.=k~i.} 
~.=k~2. 
~.=k~З. 

(3) 

Подставим эти значения ~1• е,, · ~. в формулы (2), заменив в этих фор
мулах nроизвольныl! коэффициент р единиuеl!; мы nолучим три урав-

нения: • 

(а, -k)~i +Ь1~2+с,<3=0, } 
a,Ej +(Ь,- k)<2+ с,<З- О, 
а,е; + ь,е2 +(с,- k) <З =о. 

Для совместности этих уравнениl! необходимо, чтобы 

1 
a,;k ь,t::_k ~: /=о. 

а, ь, c3 -k 

(4) 

(5) 

Наllдя значения 1< из уравнения (5) и nодставив эти значения в урав
нения. ( 4), nолучим систему совместных уравнен и!!, решая которую и 

найдем координаты неподвижных точек. Различные типы решений 
кубического уравнения (5) оnределяют различные частные случаи nро
ективного преобразования. Рассмотрим наиболее интересные из этих 

случаев. 

Если все три корня k 1, k2, k3 действительны и различны, то на
пиnо будут три двоеtные Точки Р1, Р9., Р3 и соответственно три 
двойные прямые, соединяющие эти точки и образующие так назы~ 
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ваемый инвариантный треугольник Р1Р,Р, проективного преобразова
ния. Удобно принять его за координатный треугольник, так как nри 
9Том формулы преобразования принимают очень простой вид 

(б) 

Если один из корней уравнений (5) действительный, а два дру
гих- мнимые, то иняариантный треугольник имеет одну действитель

ную вершину и одну действительную сторону, противолежащую этой 

Если, наконеu, два действительных корня равны межд собою, 
вершине. ~ 

например k1 = k,, и если при этом все три уравнения (~) сводятся 
к одному, то задача определения двойных точек становится неопре· 

деленной. Двойной точкой в ~том случае будет любая точка, нахо
дяшаяся на прямой Р1Р,, определяемой уравнениями ( 4), которая 

будет двойной прямой. Формулы преобразования (б) принимают в этом 

случае вид 

(7) 

Эти формулы оnределяют частный, но особенно важный вид проек
тивного преобразования, так называемую гомологию. Все прямые, со

единяющие соответствующие в гомологии точки плоскости, проходят 

через одну точку -центр гомологии Р8; соответствующие в гомоло
гии прямые будут пересекаться на одноn и той же nрямой Р1Р2, 
называемой осью гомологии. Действительно, из формул (7) следует, 

е ,. 
что e:=t; t откуда непосредственно вытекает, что если какая-либо 

точка М (~1, ~.. Е3) лежит на nрямой а~1 + bl, = О, nроходящей через 
точку Р3, то и точка М1 (Ei, ~2. ~3) будет также лежать на этоl! nря
мой. Равным образом, если точка М nробегает какую-либо nрямую 
а~1 + bl, + с~,= О, то соответствующая ей точка . М1 будет nереме
шаться по прямой k1 (aEj + Ы2) + ck3~3 = О, причем обе эти nрямые 
nроходят, как видно, через точку пересечения nрямоl! ~. = О с пря
мой а~, + ье, = о. 

Добавим еще, что частным случаем гомологии являете~ инволю ... 
ЦllOIOtoe преобразование, которое nолучается, если в формулах (7) 
nоложить k1 = 1, k,=-1. Формулы инволюционного nреобраэоиа
ния, таким образом, имеют вид: 

e,=<i. <,= <2. е,=-~3. 

Если nри этом nрямая е,= О бесконечно удалена, то проективные 
координаты обратятся в однородные, переходя от которых к декар

товым х и у, мы получим формулы nреобразования в виде х =-х1 
и у=-у1, т. е. центральную симметрию. 

В заключение нашего краткого обозрения сущности проективных 

nреобразований заметим следующее. Подвергая задаиную криную раз
личным nроективным nреобрааованиям, мы nопучим целыl! рид новых 

2• 
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кривых. У всех этих кривых будут общими те свойства их, которые 
не нарушаются · проективным преобразованием. Такие свойства назы

вают проективн.ы.ми. По сравнению с аффинными еваnетвами про

ективные являются более глубокими и более общими свойствами кри
вых. Так, эллиnс, гипербола и парабола с проективноn точки зрения 
эквивалентны. 

Все нераспадающиеся кривые 3-го порядка с точки зрения их 
проективных своЯста можно разбить на пять групп. Представителем 
каждой групnы является одна из так называемых диверген.тн.ых па~ 

рабол (см. стр. 51). Любая из кривых одноЯ группы может быть 
получена в результате сечения плоскостью конуса 3-ro nорядка, на
правляющей которого служит соответствующая дивергентная nарабола. 

Заметим, что каждая из этих групп содержит бесконечное множество 
nроективно неэквивалентных между co6ot1 кривых, отличающихся зна

чением проективного инварианта (см. стр. 6\). 
Мы хотим далее рассмотреть преобразования, которые имеют с аф

финными и проективными преобразованиями то общее, что преобра
зующие функции их являются также рациональными, но это уже будут 

функции 2-Я степени. 
Частным случаем таких преобразованиt1 является инверсия. 

5. Инверсия. ГеометрическиЯ смысл этого преобразования зак.1ю
чается в том, что оно nереводит точку М (х, у), лежащую на луче ОМ, 
где О- начало координат, в точку М1 (х1, у1 ), которая лежит на тоt1 
же прямоt1, причем расстояния ОМ и ОМ1 связаны зависимостью 

ОМ· OM1 =const=r•. (\) 

Постоянная r2 называется степенью инверсии. 
Из этого оnределения сразу же вытекает, что точки, лежащие на 

окружности радиуса г с центром в точке О, nереходят сами в себя. 
Точки, лежащие внутри круга, переt1дут в его внешнюю область, 

и наоборот, точки внешнея области переЯдут внутрь круга. Инвер
сию называют также преобразованием обратными радиусалtи-век

торалщ относительно окружности радиуса г, называемой основной 

окружностыо. 

Формулы (\) теряют смысл, если в качестве преобразуемоl! точки 
взять центр основноt1 окружности . Однако ясно, что когда nроиз
вольная точка М приближается к точке О, соответствующая ей 
точка М1 неограниченно удаляется. Поэтому nолагают, что · началу 
координат соответствует единственная бесконечно удаленная точка 

плоскости . Приняв это условие, мы вправе утверждать, что инверсия 

является взаимно однозначным лрео6разованием. 

Формулы инверсии можно легко получить из равенства (!), пере
nисав его в виде 

(2) 
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Присоединяя сюда соотношение ~ = ~, которое вытекает из того, 
у у, 

что точки М и М1 лежат на одноll прямой, получим формулы пре

образования в виде 

(3) 

Если окружность, по отношению к которой инвертируется плоскость, 

отнесена к полярноn системе координат с полюсом в центре окруж

ности, то формула соответствия радиусов-векторов точек М и М1 
заnишется в виде 

рр, =r•. 

Леречислим основные свойства инверсии. 
Прямая, проходящая через точку О- uентр инверсии, перехо

дит в прямую, также проходящую через О, а прямая, не nроходя
щая через точку О, переllдет в окружность, проходящую через 
точку о. 

Окружности, проходящеll через uентр инверсии, соответствует 
прямая, не проходящая через О. Окружности, не проходящеll через 
точку О, соответствует окруЖность, также не проходящая через О. 
Если преобразуемая окружность проходит через какие-либ.о две соот
ветствующие в инверсии точки Р и Q, то и соответствующая en 
окружность пройдет через эти точки, так как при преобразовании они 
только поменяются местами. Таким образом, если считать прямую 
окружностью бесконечно большого радиуса, то можно утверждать, 
что при инверсии вся/Сая .оfСружн.осtnь переходит в омру:ж .. 
ность. 

Существенно важным свойством инверсии явлнется то, что она 
сохраняет величину у г л а между двумя прямым и или кривыми и отно· · 
сится, таким образом, к так называемым к о н фор м н ы м преобраэо
ваниям. Отсюда следует, в частности, что всякая окружность, ортО
гональная к основноtj окружности, nepetjдeт в себя; ортогональные 

прямые перейдут в ортогональные окружности. 

Наконеu, инверсия обладает и тем свойством, что отрезок между 
соответствующими точками М и М1 делится гармонически конuами 

того диаметра основноtj окружности, на котором они лежат. Поэтому 
каждая из точек М и М1 находится на поляре другой точки отно

сительно основной окружности. 

Мы добавим еще, что основная окружность при инверсии может 

быть и мнимой, тог да как преобразование и в этом случае остается 

действительным. Так, если в качестве основноn окружности взять 
мнимую окружность -"' +у'= - r•, . . то формулы преобразования 
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запnшутся в виде 

Пf»ЕОБРАЗОВАНИЯ КРИВЫХ 

Х=-~ 
xf+YJ' 

_ r2y1 

Y--xf+Y1' 

[гл. п 

и будут отличаться от формул (3) только знаками правых чаете". 
Отсюда следует, что инверсия по отношению к мнимо" окружности 
отличается от инверсии относительно действительной окружности 

тем, что новая кривая повернута на 180° вокруг центра инверсии по 
отношению к тому положению, которое она занимает при инверсии 

относительно действительной окружности. 

Мы рассмотрим далее так называемые квадратичные преобразова

ния, частным случаем которых является инверсия. 

6. Квадратичные преобраэования. В проективных координатах, 
в основу которых полагается спеuиально подобранны" координатны" 
треугольник, бпрацпональные нвадраmи<ные преобразования _выра
жаются формулами: 

(\) 

где el, е2, Ез- проективные координаты преобраэуемоИ ТОЧКИ, а е; , е~, 
е~ -координаты соответствующеn en точки; р .и р1 - постоянные, 
неопредел~нные множители. Из формул (\) следует, что преобраэова
ние является рациональным в том и другом направлениях и что пре

образующие функuии- квадратичные, откуда и проистекает название 
бираuионального квадратичного преобраэования. В частном случае, 
если две стороны координатного треугольника взаимно перлендику

лярны, а третья бесконечно удалена, проективные координаты обра
тятся в однородные и формулы преобразования запишутся в виде 

Переходя к декартовым координатам, получим формулы 

1 1 
Х=х;, У=~, 

которые и выражают квадратичное преобразование в декартовой си

стеме. 

Из формул (1) следует, что при о1 = 0 получим о~= О и <; = О, 
следовательно, каждоn точке стороны Е1 =О координатного треуголь
ника соответствует его вершина, и наоборот, вершине соответствует 

nротиволежащая сторона этого треугольника. Это сво:!:tство квадратич
ного преобразования позволяет сразу же прийти 1< следующему за

ключению. Если уравнение прямой ао1 + he0 + с~= О nодвергнуть 
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преобразоваиию (!), то получим уравнение ао2ЕЗ + ь;;;3 +се;;;= о, 
выражающее кривую 2-ro порядка; а так как произвольная прямая 

пересекает каждую сторону координатного треугольника (в собствен

ной или несобетвенной точке), то, очевидно, соответствуюшая eJ:I 
кривая 2-ro порядка проходит через все три вершины координатного 
треугольника. Некоторой особениостью отличается случай, когда пре
образуемая прямая имеет уравнение а;, + Ьо, =О и, следовательно, 
nроходит через ОАНУ из вершин координатного треугольника. Соот
ветствующая ей кривая 2-го порядка будет иметь уравнение ао203 + + boio3 =О, которое равносильно уравнениям <3 =О и ао2 + Ьо3 =О, 
выражающим две nрямые, одна из которых- еЗ =О -совпадает со 
стороной координатного треугольника. 

Более общая теорема о соотношении между преобразуемоtl и но

во!! кривыми утяерждает, что н;ривой п-го порядн;а np11 н;вадраmllЧ
ном преобразован.ии соответствует, вообще говоря, кривая по

рядка 2n1 иоторая в вершинах коордttнатн,ого треугольншеа tt.мeem 

п-н;ратные точн;/1, Оговорка •вообще говоря» в условии этоtl тео
ремы необходима, так как в частном случае, когда преобразуемая 
крияая сама проходит через nершины координатного треугольника, 

порядок новой криво!! будет ниже, чем 2n. Действительно, пусть 

заданная кривая проходит через вершины этого треугольника соот .. 
ветственно k1, k'l, k3 раз. Новая кривая, которую мы получим, при .. 
менив к заданной кривой квадратичное преобразование, с формально!! 

стороны (т. е. в соответствии с формулами преобразования) должна 

иметь nорядок 2n. Однако нужно учесть, что если кривая nроходит 
через какую-либо вершину k 1 раз, то по свойству квадратичного 
преобразоnания каждая ее точка, совпадаюшая с какоn-либо верши .. 
нotl треугольника, переtlдет в протияоnоложную сторону этого тре' 

угольника, и 9та сторона, таким образом, войдет в качестве компо

ненты в новую кривую k1 раз. То же следует сказать и о точках 
прохождения данноl! кривой через две другие вершины. Отсюда сле
дует, что новая кривая 2п-го порядка будет состоять из криооtl 

в собственном смысле и k 1 + k, + k, прямых, совпадающих со сто
ронами координатного треугольника. Не принимая во внимание эти 

прямолине~ные компоненты ново~ криво~, мы приходим к эаключе· 

нию, что порялок ее будет равен 2n - k 1 - k,- k 8• 

Точно так же нуждается в уточнении и та часть приведеиной 

выше теоремы, в котороl! говорится, что новая кривая имеет п-крат

ные точки в вершинах координатного треугольника. В случае, когда 
заданная кривая nроходит через nершины этого треугольника, крат

ность точек новоn кривой в вершинах треугольника nониэится. ДеИ
ствительно, пусть снова преобразуемая кривая проходит через вер

шины треугольника Р1 , Р2, Р3 соответственно k 1, k<J, kз раз; · · nусть. 
далее, эта кривая п-го nорядка nересекает. какую-либо из · · сторон 
треугольника, например сторону ё1 =О, в n точках, из числа кото· 
рых k, и k 8 совпадают с вершинами Р, и Р8• Образы 9ТИХ k, + k8 
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точек не должны быть относимы к новой кривоn, так как эти точки 

являются прообразами противолежащих сторон координатного тре~ 

угольника. Отсюда следует, что кратности k~, k~ и k~ точек новой 
кривой в вершинах координатного треугольника определятся по 

формулам; 

k: =n-kg-k8, 

k;=n-k,-k,, 
k; = n- k1 - k,. 

Так, например, кривая 2-го nорядка е,е, + е,е, + е,е, =О, nрохо
дящая через каждую вершину координатного треугольника 1 раз, 
переИдет не в кривую 4-го nорядка, как это было бы в общем слу· 

чае, а в линию порядка 4- 1- 1 - 1 = 1, которая в каждой вер
шине треугольника будет иметь не двойную точку, а точку крат
ности 2 - 1 - 1 = о. 

В конце nредыдущего nараграфа было замечено, что инверсия 
является частным случаем квадратичного преобразования. Именно, 

если в форму пах, определяющих инверсию, у заменить через -у, то 

инверсия, дополненная этим преобразованием, представляет собой 
квадратичное преобразование по отношению к такому координат

ному треугольнику, две вершины которого совпадают с цикличе ... 
скими точками плоскости. 

Заметим в заключение, что квадратичные преобраэования в свою 
очередь являются частным случаем бирациональн.ых преобразованllй, 

осуществляемых в обоих направлениях рациональными функциями и 

называемых по имени выдающегося итальянского геометра f<ремоны 

~еремоновылm препбразованиями. Как nоказал Клиффорд, все кремо
новы преобразования на nлоскости могут быть осуществлены nосле· 

ловательным nроведением квадратичных nреобразованиn. 

7. Двойственные преобразования. Рассмотренные нами до сих 
пор 1 nреобразования кривых были точечными преобразованиями, т. е. 

относили каждой точке заданной кривой оnределенную точку новоn 

кривоn. В этом параграфе мы займемся такими nреобразованиями, 

в основу которых положена идея с о о т в е т с т в и я т о ч к и и п р я

м оn. Эта идея реализуется с nомощью введенного Плюккером no· 
нятия скоординат nрямой> , nод которыми разумеют значения коэф· 

фициентов 11 и v в уравнении прямой 

(1) 

Если а и v заданы как функции х и у -координат точки, то тем 
самым каждой точке (х, у) ставится в соответствие определенная 

прямая (1 ). Простеllший случай такого соответствия мы nолучим, 

nопага я, что координаты и и v nрямо И определены как д р о 6 н О· 
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линейные функции х и у no формулам 

Пусть на nлоскости задана некоторая кривая 

f(x, у)= О. 
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(2) 

(3) 

Возьмем на этой кривой точку М (х, у); no формулам (2) этой точ
ке соответствует оnределенная nрямая (1). Если заставить точку М 

nеремещаться вдоль кривой (3), то соответствующая ей nрямая, также 
nеремещаясь, б у дет оnределять новую кривую- о г и б а ю щ у ю се

мейства тех nрямых, с которыми она совпадает при своем перемеще

нии. Так как производящая прямая в ·каждом своем nоложении будет 
играть роль касательно!! к новой кривой, то уравнение это!! кривой 

в тангенциальных координатах 

F(u,v)=O (4) 

мы nолучим исключением из (3) х и у с nомощью (2). 
Если в качестве nреобразуемоl! линии (3) взять nрямую, то урав

нение (4) окажется линейным относительно и и v и1 следовательно, 
выразит пучок nрямых, проходящих через некоторую точку. Эта 
точка и будет представпять собой «огибающую», т. е. новую «кри

вую» , соответствующую заданноn nрямой линии. Таким образом, 

при двойственном преобразовании не толысо точ.~ее соответст
вует прямая, но 11, обратно, пря.моа соответствуеiп точн:а. 

Это заключение выражает так называемый пр и н u и n д в ой с т
в е н н о с т и, применении которого во всей полноте раскрываются 

в проективной геометрии. Им. определяется и название рассматрива· 

емого преобразования. 

В общем случае двойственное nреобравование не б у дет инволю
ционным, т. е. nриведя в соответствие заданной точке оnределенную 

nрямую с nомощью определенного двойственного nреобраэования, 
мы, применяя к этоh прямой то же самое преобразование, лолучим 

не заданную точку, а, вообще говоря, некоторую иную. Точно так 

же, если к новой кривой nрименить то же nреобразование, которым 

она была получена, то получится не nрежняя, а иная кривая. Однако 
если коэффициенты в форму пах (2) таковы, что 

то nреобразование будет инволюционным, т. е. если точке М соот. 
ветствует прямая L, то nри том же преобразовании nрямой L будет 
соответствовать т а ж е с а м а я точка М, а новая кривая обратится 
в nервоначально ваданную. 
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Этот частный случай двойственного лреобраsования называется 

полярным преобразование.м. и рассматривается н курсах аналитиче· 
ской геометрии. Соотношение между лреобразуемой и новой кри
выми заключается здесь в том, что каждая из них представляет 

собой геометрическое мес.то nолюсов, полярами которых относитель

но некоторой кривой 2-го nорядка служат касательные к другой 

кривой. 

Возвращаясь к общему случаю двойственного лреобразования, 
заметим, что если в качестве nреобразуемой линии взять кривую n-ro 
nорядка, то уравнение ( 4) ново!! криво!! окажется уравнением п-й 
стеnени относительно и и v. Это показывает, что кривая п4го по

рядка переходит при двойственном преобразовании в кривую п-го 
~еласса. 

Так устанавливается соответствие между двумя кривыми, для 

одной из которых nервичными элементами служат точки, а для дру

гой- nрямые. При движении точки ло лервой кривой соответствую
щая ей nрямая б у дет леремешаться л о nлоскости, касаясь второй 
кривой. Очевидно, характер движения точки ло лервой кривой оnре
делит поведение касательной ко второй кривой. 

Эти соображения nозволяют усмотреть особенности формы новой 
кривой за особенностями формы заданной кривой. Так, наnример, то 

обстоятельство, что nри лереходе через точку возврата лреобразуе

мой кривой дВиrающаяся по ней точка меняет наnравление своего 
движения на прямо противоnоложное, отразится на nоведении каса

тельной к новой кривой так, что направление вращения этой каса

тельной изменится на nротивоnоложное, а такое явление можно на

блюдать в точке лерегиба. Таким образом, то<IСе возврата задан
ной кривой соответствует на новой кривой то<ка перегиба. 
Точно так же легко nонять, что особой точке заданной кривоА 

должна соответствовать «Особая» касательная новоt::t кривоt::t, 
а именно, двойной точ,ке- двойная касателышя (т. е. прямая, каса· 
ющаяся кривой в двух точках), изолированной moч,tce, в которой 
пересекаются мнимые ветви кривой, - изолированная иасательная. 

Неnосредственно из свойств двойственного лреобразования следует 

также, что если k точек заданной кривой лежат на одной прямой, 
то k соответствующих им касательных ·ко второй криво!! nройдут 

через одну и ту же точку. 

В случае nолярного лреобраsования соотношения между особен
ностями форм соответствующих кривых б у дут взаимно двойственны. 

Обобщая двойственное лреобраsование, в основу которого nола
галась идея соответствия точки и прямой, мы приходим к преобра· 

зованиям, в которых точке ставится в соответствие кривая. Анали

тически это лреобразование оnределяется равенством 

(5) 

которым оnределенно!! точке М (х1, у1) nриводится в соответствио: 
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кривая (5). Если nолага'Гь, что точка М nеремешается по пекоторой 

кривой 

(6) 

то соответствующая el:t кривая будет также перемещаться и при 

этом, вообще говоря, деформироваться. Огибающая ее отдельных 
nоложений и будет той новой кривой, которая ставится н соответ
ствие кривой (6). При наличии равенства (6) семейство кривых (5) 
будет однопараметрическим и, следовательно, уравнение новой кри

вой может быть nолучено по известному правилу составления урав

нения огибающеn однолараметрического семейства кривых. 

Основное свойство преобраэования, определяемого соответствием 

точки и кривой, заключается в том, что двум касающимся -~Рi!ВЫМ 

соответствуют кривые, также касающиеся между собой. В связи с 
9rим такое преобраэование называют касательным преобразованием. 

Заканчивая эту главу, nосвященную обозрению основных тиnов 
nреобразований кривых, мы nриведем следующие слова Дедекинда: 
сЧрезвычайно важную и характерную особенность нашего ума nред

ставляет собою nроцесс, эаключающиnся в том, что мы относим одну 
вещь к другой». 

Идея соответствия двух объектов пронивывает все математические 
дисциплины и применительно к геометрии дает могучие средства для 

изучения новых геометрических форм и их свойств, как только эти 

новые формы nриведены по оnределенному закону в соответствие с 

уже известными и изученными формами. 

Этот закон соответствия и оnределяется каждый раз, когда задано 
оnределенное nреобразование, которым одна геометрическая форма 

nереводится в другую. 

Исключительное вначение теории геометрических преобраэованиn 

в общей теории кривых становится, с этоh точки зрения, очеоидным. 



ГЛдВАIП 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О КРИВЫХ 3-ГО ПОРЯДКА 

\, Классификация Ньютона. Изложение общих сведений о кри· 
вых 3-ro порядка мы начнем с вопросов классификации. 

Первая классификаuия кривых 3-го порядка была выполнена Нью· 
тоном, которы~ и положил тем самым начало систематическому иссле

дованию этих кривых. 

Среди различных принципов, nолагавшихся в основу классифика· 
ции кривых 3-го nорядка, наиболее удобным является подразделение 
их на групnы в зависимости от к оличес т в а и ха рактер а 

б е с к о н е ч н ы х в е т в е n. 
Общее уравнение кривых 3-го порядка заnисывается в виде 

Ах'+ 3Вху + 3Сху' + Dy' + 3Ех' + 6F ху + 
+30y'+3Hx+3Ky+L=0. (!) 

Пусть у= kx + Ь- уравнение а с и м n т о ты кривой. Как из· 
вестно, для оnределения параметров k и Ь необходимо nодстаuить 
в уравнение это и кривой вместо у выражение kx + Ь и, взяв в по· 

. лучеином таким образом уравнении коэффициенты двух членов со 

старшими стеnенями х, nриравнять их нулю. Получаемая nри этом 
система с неизвестными k и Ь и служит для их оnределения. 

Для кривой (1) угловой коэффициент асимптоты определится 
раненетвам 

А+ 3Bk + 3Ck' + Dk' =О. (2) 

Второй параметр асимптоты- ее начальная ордината Ь- опреде· 
лится равенством 

(В+ 2Ck + Dk')b =-(Е+ 2Fk + Qk•), (3) 

где k имеет значение, найденное из уравнения (2). 
Уравнение (2), будучи кубическим относительно k, даст нам или 

три деnствительных значения для k, или одно деnствительное и два 
комплексных. Эти значения k и будут определять направление бес· 

конечных ветвеn и, разумеется, их количество. Однако нельзя утвер
ждать, что оnределяемые таким образом бесконечные ветви будут 

обязательно иметь асимптоты. Для того чтобы асимптота в направ11е-
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нии k деnствительно существовала, необходимо, чтобы при этом зна
чении k начальная ордината Ь оnределялась из равенства (3), чего 
может и не быть. 

Таким образом, к оличес т в о бесконечных ветвей кривой (\) 
зависит от числа действительных корней уравнения (2); характер 
ветвей оnределится равенством (3). 

Если при k = k 1, где k 1 - действительный корень уравнения (2), 
уравнение (3) имеет решение- действительное число Ь1, то соот
ветствующая ветвь кривой будет иметь асимптоту y=k1x+b1, т. е. 
будет ветвью Zllnepбoлllчecкoгo тиnа. Если же решение уравнения (3) при 
k = k 1 не существует или оказываетси неопределенным, то соответ

ствующая ветвь кривой будет параболической, т. е. не будет иметь 

асимnтоты. Очевидно, параметр Ь не оnределяется уравнением (3), 
если одновременно 

B+2Ck+Dk'=O, (4) 

E+2Fk+Ok' ,Р О (5) 
или 

B+2Ck+Dk'=O, (6 

E+2Fk+ Ok'=O. (7) 

В первом случае Ь не существует, во втором- остается неоnреде· 
ленным. Рассмотрим, когда эти случаи возможны. 

1. Если все три к о р н я ура в н е н и я (2) д ей с т в и т е льны 
и сред и н их н е т к р а т н ы х, то левая часть равенства ( 4), явля

ющаяся производной от левой части уравнения (2), не может рав
няться нулю и следовательно, соответственно трем значениям k бу· 
дут определены три значения для Ь; кривая имеет т р и а с и м n т о ты 
трех гиперболических ветвей. 

2. Если уравнение (2) имеет о д и н д е й с т в и т е л ь н ы й к о

рень и два комплексных, то равенство (4) также не будет 
удовлетворяться и соответствующее значение для Ь выразится оnре
деленным числом- кривая будет иметь о д н у а с и м n т о т у. 

3. Если уравнение (2) имеет д ей с т в и т е ль н ·.• й д в у кратный 
к о ре н ь, то nроизводная левой части уравнения (2) обратится в 
нуль и, следовательно, значение двукратного корня удовлетворит 

равенству (4). Если оно при этом у д о в л е т в ори т также н ер а· 

в е н с т в у (5), то Ь не существует и, следовательно, кратное значение 
корня соответствует nар а 6 олической ветви кривой, а третьему, 
однократному значению корня будет соответствовать г и л е р б о л и
ч е с к а я ветвь. 

4. Если двукратный действительный корень уравнения (2), обя· 
эательно удовлетворяя равенству (б), у д о в л е т в оря е т и р а в е н
с т в у (7), то значение Ь оказывается неопределенным, так как уравне
ние (3) обращается в тождество. При отыскании асимптот алгебраи
ческой кривоИ в подобном случае приравнивается нулю коэффициент 
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следуютего старшего члена равенства, которое получается, если 

в уравнение (1) подставить вместо у выражение kx+b. В нашем 
случае это будет коэффиuиент при х; уравнение, которым должно 

определиться значение Ь, окажется квадратным: 

Ь'(С+ Dk)+ 2b(F + Ok)+ Н+ Kk =0. (8) 

Обратимся теперь к рассматриваемому нами случаю. Так как 
мы предполагали корень уравнения (2) д в у к р а т н ы м, то С+ Dk ,Р 
ф О и, значит, уравнение (8) доставит нам два значения для Ь, кото
рые могут быть действительными различными, равными или комплекс
ными. Поэтому двукратному корню уравнения (2) соответствуют 
д в е n а р а л л е л ь н ы е а с и м n т о ты, которые могут совпасть в 

одну, а могут быть мнимыми. 

5. Положим теперь, что уравнение (2) имеет т р е х к р а т н ы я 
к о ре н ь. При этом значении корня обрашается в нуль не только 
первая, но и вторая производная от левой части уравнения (2), т. е. 
имеют место равенства 

B+2Ck+Dk'=O 

C+Dk=O. 

Здесь возможны следующие подслучаи: 
а) если E+2Fk+Ok',PO, то Ь не существует и кривая 

н е и м е е т а с и м п т о т; значение трехкратного корня соответствует 

в этом случае п а р а б о л и ч е с к о й ветви кривоn; 

6) если Е+ 2Fk + Ok' =О, а F + Ok ,Р О, то уравнение (3) 
для определения Ь уже не годится и заменяется уравнением (8), ко
торое станет линеПным, так как С+ Dk =О, и доставит только 
одно значение Ь; следовательно, кривая будет иметь только о д н у 
асимптоту; 

в) если E+2Fk+Ok'=O и F+Ok=O, но при этом Н+ 
+К k ,р О, то Ь не существует и, следовательно, а с и м п т о т у 

крив о А н е т (ваметим, что если и Н+ Kk =О, то кривая рас
падается на три параллельные прямые). 

На основе проведеиных исследований имеется возмож.ность, в за
висимости от вида корней уравнения (2), подразделить все кривые 
3-го ~орядка на с е м ь групп, которые мы и приводим, сохраняя 
название каждоА груnnы, данное Ньютоном, и указывая характерные 
формы кривых каждой группы. 

\-я r р у п па: все три корня уравнения (2) действительные и рав
пичные; кривая имеет три а с и м n т о ты и три гипербол и ч е· 
с к и е в е т в и. Кривые этой группы носят название hyperbolae redun
dantes (раскинутые гиперболы); уравнения их могут быть приведены 
к виду 

xy'+ey=ax'+bx'+cx+d, а>О. 
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Основные формы кривых этой группы определяются видом корней 
всnомогательного уравнения 

(9) 

причем различаются следующие случаи: 

1) все корни уравнения (9) комплексные или все действительные 
рааличные; кривая состоит из трех гиnерболических ветвеn и овала 
или иа двух гиперболических ветвей и одноn прямолинеМной ветви 

(прямолинейной называется гиперболическая ветвь, вытянутая вдоль 
прямоn, являющеnся ее асимптотоtt, которую она пересекает и к ко· 

тороn приближается в двух прямо nротивоположных направлениях 

и с разных сторон) (рис. 2, а и б); 
2) два корня уравнения (9) деМствительные и различные, а два 

других- комnлексные; кривая состоит из трех гиnерболических вет

веЯ (рис. 2, в); 
3) два корня уравнения (9) равны между собоМ, а осталь

ные корни или комплексные, или одновременно больше или мень
ше равных корнеtt; кривая состоит из трех гиперболических вет

веЯ, две из которых пересекаются между собоn, или из трех 
гиперболических ветвей, одна из которых имеет узловую точку 

(рис. 2, z и д); 
4) все корни уравнения (9) действительны, причем два средних 

no величине равны между собой; кривая состоит из трех гиnерболи
ческих ветвей и имеет изолированную точку (рИс. 2, е); 

5) три корня уравнения (9) равны между собоМ; кривая состоит 
из трех гиперболических ветвеМ, одна из которых имеет точку воз

врата (рис. 2, ж). 
2·я груnп а: уравнение (2) имеет один деМствительныn корень; 

кривая имеет о д н у а с и м п т о т у и о д н у б е с к о н е ч н у ю ветвь 
пр я м о л и н е м н о г о тип а. Кривые этой груnnы называются hyper
bolae defectivae (дефективные гиперболы); уравнения их имеют вид 

Основные формы кривых 9тоМ груnпы оп·ределяются видом корнеМ 

того же вспомогательного уравнения (9), причем рааличают следую· 
щие случаи: 

1) все корни уравнения (9) деМствительны и различны; кривая 
состоит иэ одной прямолинеМноЯ ветви и овала (рис. 3, а); 

2) два корня уравнения (9) действительны и различны, два дру
гих- комплексные; кривая состоит из одноn: бесконечной ветви пря· 
молинейнога характера (рис. 3, б); 

3) среди четырех деМствительных корней уравнения (9) два сред
них по ве~и"Чине Р.авны между собо~; кривая nредставляет бесконеч
ную nрямолинеоную ветвь, имеющую узел (рис. 3, в); 
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4) среди четырех действительных корней уравнения (9) два 66ль
ших или два меньших равны между собоn. Кривая состоит из изо

лированной точки и бесконечной nрямолинеllноll ветви (рис. 3, г); 

lf) 

~ 
ж) 

Рис. 2. 

11) уравнение (9) имеет трехкратньrl! корень. Кривая представляет 
собоn бесконечную nрямолинеnную ветвьJ им~ющую точку возвраrа 
(рис. 3, д). 
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3- я r р у п па: два корня уравнения (2) равны между собой, но 
не удовлетворяют равенству Е+ 2Fk + Ok' = О; кривые имеют д в е 
6 е с к о н е ч н ы е в е т в и смешанного характера, но только о д н у 
а с и м п т о т у. Кривые это!! группы называются hyperbolae parabollcae 
(параболи<еские гиперболы); уравнения их могут быть приведены 
к виду 

ху' +е у= Ьх' + сх + d. 

Основные формы кривых определяются видом корне!! уравнения 

bx'+cx'+dx + ~=0. (10) 

Здесь различают следующие случаи: 
1) корни уравнения (10) действительны и различны; если знаки 

корней одинаковые, то ~~;ривая состоит из двух бесконечных ветвей, 

Рис. 3. 

одна из которых прямопинеnная, если же корни имеют разные знаки, то 

кривая состоит из двух бесконечных ветвей и овала (рис. 4, а и 6); 
2) уравнение (1 О) имеет один действительный корень; кривая состоит 

из двух бесконечных ветвей смешанного типа (рис. 4, в); 
3) два б6льших корня уравнения (10) равны между собой по модулю; 

кривая состоит из двух пересекающихся ветвей, если корни имеют 

разные знаки, и из двух бесконечных ветвей, на одноn из которых 

узел, если корни имеют одинаковые знаки (рис. 4, 2 и д); 
4) два меньших корня уравнения (10) равны между собой; кри

вая имеет изолированную точку и состоит из двух бесконечных вет
вей (рис. 4, е); 

5) уравнение (10) имеет трехкратный корень; кривая состоит иэ 
двух бесконечных ветвеn, на одноn из Которых точка возврата 

(рис. 4, ж). 
4- я групп а: два корня уравнения (2) равны между собоn 

и удовлетворяют равенству Е+ 2Fk + Ok' =О; кривая имеет о д н у, 
д в е и л и т р и а с _и м n т о ты, nричем две из 9тих трех асимnтот 
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nар а л n е n ь н ы между собой и могут быть разЛичными, совпадающи
ми .и мнимыми. Кривые этоll группы называются hyperbollsml sectiomtm 

L 
о 

6) г) 

м' о 

е) 

Рис. 4. 

conicarrtm (тперl5ол11змы "oнuчec"ttx ceчeюtii); их уравнепая при
водятся к виду 

ху' +еу =Ьх' + сх+ d. 
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Основные формы кривых определяются знаком выражения d'- се• 
и знаком коэффициента с. Здесь различают следующие случаи: 

1) nри положительном с кривая имеет две параллельные асимптоты 
и бесконечно удаленную узловую точку, nричем если d'- се'> О, 
то кривая состоит из трех гиперболических ветвей, у одной из 
которых лараллельные асимnтоты, а если d'- се'< О, то кривая 
состоит из трех гиnерболических ветвей, на одной из которых точка 
перегиба (рис. 5, а и б); 

2) nри отрицательном с кривая nредставляет собой бесконечную 
ветвь nрямолинейного характера, имеющую бесконечно удаленную 

изолированную точку (рис. 5, в); 

г) 

о( 

Рис. 5. 

3) если с= О, то кривая состоит из двух бесконечных ветвей 
с общими асимnтотами и имеет бесконечно у да ленную точку возврата 

(рис. 5, z). 
5· я гр у п л а: все три корня уравнения (2) равны между собой, 

но не удовлетворяют уравнению Е+ 2Fk + Ok' =О; кривая имеет 
6 е с к о н е ч н у ю ветвь nар а 6 оn и чес к о r о тип а; асимптот 

нет. Кривые этой груnnы называются parabolae divergentes (расхо
дящиеся nараболы); их уравнения nриводятся к виду 

у• =ах'+ ьх• + сх + d. 

Основные формы кривых этой группы оnределяются видом корней 
вспомогательного уравнения 

ах"+ ьх• + сх+ d= О. (11) 

Здесь различают следующие случаи: 
1) если уравнение (11) имеет один действительный корень, то 

кривая состоит из одной бесконечной ветви параболического тиnа 
(рис. б, а); 
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2) если корни уравнения (11) деnствительны и различны, то кри
вая состоит из параболическоn ветви и овала (рис. 6, б); 

а) 

1) 

3) если все корни 
б6JIЫJJИX корня равны 

v 
а) ~) 

Рис. 7. 

Рис. 6. 

уравнения (11) действительны и среди них два 
между собой, то кривая состоит из параболи

ческоn ветви, имеющей узловую точку 

(рис. 6, в); 
4)если всекорни уравнения(11)действи

тельны и среди них два меньших корня 

равны между собоn, то кривая состоит из 
параболической ветви, имеющеn изолиро
ванную точку (рис . 6, г); 

5) если все корни уравнения (11) рав
ны между собой, то кривая представляет 

собой параболическую ветвь, имеющую 
точку возврата (рис. 6, д). 

6- я групп а: все три корня уравне

ния (2) равны между собой и удовле

творяют равенству Е+ 2Fk + Ok' =О, 
но не удовлетворяют равенству F + Ok= 

=0; кривая имеет две бесконечные ветви и только Одну а сим~ 
п т о -r у (рис. 7, а); называется она trldens (трезубец) и имеет уравнение 

ху =ах'+ Ьх' + сх + d. 
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7- я групп а: все корни уравнения (2) равны между собоR и удо
влетворяют уравнениям Е+ 2Fk + Ok' =О и F + Ok =О; кривая 
представляет собоА nараболическую ветвь (рис. 7, б), назы
вается parabola с11Ыса (кубическая парабола) и имеет уравнение 

y=ax'+bx'+cx+d. 

2. Другие принцилы классификации. Особое место в классифи
кации Ньютона занимает nятая груnпа так называемых д и в е р r е н т
н ы х nа р а б о л и вот в связи с каким обстоятельством. Известно, 
что все кривые 2-го порядка могут быть получены путем проектиро

вания одноn из них. Естественно nоэтому поставить воnрос о том, 
можно ли среди кривых 3-ro nорядка наnти такие, проектируя которые 
можно было бы nолучить все остальные. 

Ответом на этот вопрос служит замечательная т е оре м а 

Ньютон а, согласно которой каждая кривая 3-zo порядка .может 
быть расс.матривае.ма как сечение конуса, направляющей которого 
служllт одна из пяти д!lвергентных парабол. 

Значение этой теоремы заключается прежде всего в том, что 
она позволяет свести изучение проективных свойств всех кри

~ вых 3-ro nорядка к изучению проективных свойств пяти дивергент

ных парабол. 

Эта теорема дает также основу для nроективной классификации 
кривых 3-ro порядка, именно, для подразделения их на пять категорий, 

в каждой из которых объединяются кривые, nолучаемые nроектирова

нием оnределенной дивергентной параболы. 

Помимо ньютоновскоn классификации кривых 3-го порядка, имеется 
классификация, предложенная Плюккером, полагавшим в основу под
разделения кривых на группы природу их бесJ<онечно удаленных 

точек *). Соотношения между группами классификаuий Ньютона и 
Плюккера исследовал Кэли. 

Среди попыток присвоить отдельным кривым 3-го порядка оп
ределенные названия на основе свободной ассоциации форм этих 

кривых с формами, взятыми из областей ботаники, архитектуры 

и обыденной жизни, любопытна попытка, предпринятая Ньюме

ном (1869). 
В списке Ньюмена кривые 3-го nорядка выступают в роли самых 

различных образов; здесь можно встретить розу, лилию, тюльпан, часы 

с маятником, качели и стул, пилястру и даже надгробныА камень (всего 
сорок названий 1). 

•) Он пользовался для зтой цели установленным им так называемым 
асимптотическим уравнением кривых 3-го порядка С 1 С 9С 1 + ЛС =О, где С J =О, 
С~=О, С1 =0-уравнения асимптот кривой, среди которых две могут быть 
мнимыми, а С=О-уравнение прямой. на которой лежат точки пересечения 
кршsой с ее асимнтоtа1аш, 
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3. Основные теоремы. 
1. Пусть nекоторая прямая, уравнение которой можно записать 

кратко в виде и= О, nересекает данную кривую 3-ro порядка в точ
ках А, А1 , А, (рис. 8), а другая прямая v =О пересекает ее в точ
ках В, В1, В,. Проведем прямые АВ, А1В1, А,В,, уравнения которых 
р =0, q =0 и r =О. Так как мы знаем лишь две точки пересечения 
каждой ив 9тих прямых с данной кривой, то каждая из них пересе

чет 9ТУ кривую еще в третьей точке; назовем 9ТИ точки С, С1, С,, 
8 уравнение прямой се, выразим равенством w =о. 

Уравнение pqr =О и уравнение 11vw =О являются уравнениями 
3-й стеnени и, значит, их можно рассматривать как уравнения кри
вых 3-ro порядка (выродившихся). Таким образом, мы имеем три кри-

Рис. 8. 

вых 3-ro порядка- данную кривую и кривые pqr =О и иvw =О. 
Эти три кривые проходят через восемь точек А, А1, А,, В, 
8 1, B<J, С и С1 , но так как две кривые 3-ro порядка должны иметь 
в общем случае девять общих точек, то, очевидно, наши кривые 
имеют 9-ю общую точку. Чтобы убедиться в том, что 9Та 9-я точ

ка будет · точкоn С2, достаточно усмотреть, что она, находясь на 

кривой uvw =О, не может принадлежать прямой и= О и nря• 

моn v =О и, следовательно, находится на прямой w =О, т. е. на 
прямой се,. 

2. (Т е орем а М а к лор е н а.) Если в трех точках пересече· 
ния кривой 3-го порядка с некоторой прямой провести к этой 
кривой касательные, то тоЧ/С/1 их пересечения с кривой лежат 
также на одной прямой. 

Действительно, обращаясь к проделанному выше построению, nред· 

положим, что прямая v =О нео·граниченно приближается к прямой 

и= О. Точки В, В1 и В, будут также неоrраниченно приближаться 
к точкам А, А1 и А2, и следовательно, прямые АВ, А1В1 и А2В1 
в пределе обратятся в касательные к кривой, а точки С, С1 и С1 
их пересечения с криво И по-прежнему б у дут находиться на одной 

прямой. 



4] ТОЧКИ nЕРЕГИБА, КРАТНЫВ ТОЧКИ 

3. Если прямая проходит через две точки перещ(jа кривой 

3-го порядка, то ОIШ о6язательно пройдет и через третью точ
ку переги6а атой кривой. 

Деnствительно, если точки А и А1 прямой и =с: О являются точ
ками nереrиба кривой, то касательные в этих точках и в точке А11, со
гласно предыдущей теореме, будут пересекать кривую в трех точках, 

лежащих на одной прямо!!; но так как в каждой точке перегиба 
кривая имеет с касательно!! три общие, совпавшие друг с другом 

точки, то точки С и С1 совпадут с точками А и А1• Очевидно, при 
этом и точка С11 должна совпасть с точкой А2• В точке А11 совnа· 
дут, таким образом, три общие точки прямо!! и= О и криво!!; сле

довательно эта точка будет третьей точкой перегиба эаданноll кри-
во!! 3-го порядка. · 

4. Если через четыре точки крttвой 3-го порядка проведе!Ш 
кривая 2-го порядка, перссекающая заданную кривую еще в двух 
точках, то пря.мая, проведен.н.ая через эти две точки, пересе~еа
ет кривую 3-го порядка в определенной точке, о6щей для всех 
кривых 2-го порядка, проходящих через __ четыре заданные 
mOЧICU. 

Действительно, представим себе, что через заданные четыре точки 
проведена кривая 2-го порядка, пересекающая кривую 3-го порядка 

еще в точках М и М1• Проведем через эти же четыре точки еще 
какую-либо кривую 2-го порядка, и пусть она пересекает кривую 

3-го порядка еще в точках N и N1• Первая кривая 2-го порядка 
вместе с прямо!! NN1 образует некоторую линию 3-го порядка (рас
падающуюся), проходящую через восемь точек, а именно, через 6 то
чек пересечения первой криво!! 2-го порядка с данной криво!! 3-го 
порядка и через две точки пересечения прямо!! NN1 с это!! криво!!. 
Вторая кривая 2-го порядка вместе с прямо!! ММ1 также представ
ляет coбoll линию 3-го порядка, проходящую через те же восемь 
точек. Таким образом, заданная кривая и две образованные нами 
распадающиеся линии 3-ro порядка имеют восемь общих точек. На 
основании проделанного в начале этого раздела построения эаклю· 

чаем, что все эти линии 3-го порядка пройдут через одну и ту 
же определенную девятую точку. Эта девятая точка является точкой 
пересечения с эаданноll криво!! 3-го порядка прямо!! ММ1 и одновре
менно прямо!! NN1, которые, следовательно, будут пересекать задан
ную кривую в одно!! и тoll же точке. Так как эта точка уже опре

деляется заданием первой криво!! 2-го порядка, то теорему можно 
считать доказанной. 

4. Точки переrиба, кратные точки. Согласно докаванной выше 
теореме, если кр11вая 3-го порядка имеет три точк11 переги6а, 
то они лежат на одной пря.мой. В связи с этим может быть 
поставлен вопрос о количестве точек neperи6a, которые можеr иметь 

кривая 3-ro порядка в общем случае. 
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Известно, что точки перегиба алгебраической кривой совnадают 
с точками пересечения этой кривой и ее r е с с и а н ы *). Гесснана 
криво!! 3-го порядка, как в этом легко убедиться, будет криво!! 3-го 

nорядка. Отсюда следует, что максимальное число точек лерегиба 
у криво!! 3-го nорядка не будет лревышать д е в я т и. Однако легко 
сообразить, что действительными из этих девяти точек могут быть 

только три. В самом деле, если 6ы их было четыре, то эта четвер· 
тая точка, по доказанной выше теореме, лежала бы на той же прямой, 
что и три nервые, и, значит, кривая 3-ro порядка имела бы с nрямой 
четыре общие точки, что невозможно . 

.У каждой кривой 3-го порядка, не tlмеющей двойной точки, 
есть по .м.ен.ьшей .мере одна точ"а nepeгttбa. Действительно, всех 
пар значениn·· х и у, опреде"ляющих точки пересечения кривой 3-ro 
порядка и ее rессианы, должно быть девять, но так как мнимые зна~ 

чения всегда попарно сопряжены, то хотя бы одна из этих точек 

будет действительной (эта действительная точка может быть и беско .. 
нечно удаленноМ). · 

Рассмотрим воnрос о кратных т очках кривом 3-го nорядка. 

Крllвая 3-го порядка не может иметь более одной двойной 
mortJCll. 

ДеИствительно, предполагая противное, мы получили бы, что пря~ 

мая, соединяющая две ее двоnные точки, имеет с кривой четыре 

общие, nопарно совпадающие между собой точки, что невозможно. 

Такие же соображения убеждают нас в том, что кривые З·го порядка 
не могут иметь тройных точек. 

Нетрудно показать, что иривые 3-zo порядка, ll.Ateющue двойную 
точ1Су, являю те я рациональными 1Срuвы.ми. Леnствительно, поме
щая начало координат в двоМную точку, мы будем иметь уравнение 

криво!! в виде 

Ах' + 3Вх'у + 3Сху' + Dy' + 3Ех' + 6Fxy + 30у' =О. 
Если nоложить у= tx, то лолучим лараметрические уравнения нашей 
кривоМ: 

х 
З(E+2Ft+Ot') 

А+ ЗВt + ЗСt'+ Dt'' 

Зt (Е+ 2Ft + Ot') 
у=- A+ЗBt+ЗCt'+Dt" 

правые части которых р а ц и о н а n ь н ы. 

•) Гесснаной алгебраической j!\ивой F (х, у)= О называется кривая, 

определяемая уравнением 1 ~;; ~;: F; 1 ~О. См. Р. Уокер, Алrебраичес· 
Fx F~ О 

кие кривые, 1952. 
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Можно показать также, что рацuоЮlльная кривая 3-zo порядка 
с узловой точJсой или точ,кой возврата ц.меет одну действитель

н.ую точку nepe2uбa, а с иЗолированной точкой- три действи· 
тельные точюt перегиба. 

Применяя к кривым 3-го порядка формулы Плюккера (стр. 21), 
мы придем t< следующим соотношениям между основными характе .. 
ристиками этих кривых*): 

n 1 d 1 ' 1• 1 1 1 "' 

il~l?l~l g 1 
Напоминаем читателю, что эдесь n- порядок кривоп, · k- ее класс, 
d- число двойных точек (узловых и изолированных), r- число 
точек возврата, t- чис.по двойных касательных и w- число точек 

перегиба. 

5. Полюсы и поляры. Пусть имеется кривая, заданная в одно
родных координатах уравнением 

Ах3 + 3Вх'у + ЗСху' + Dy' + 3Ex'z + 
+ 6Fxyz + 3Qy'z + 3Hxz' + 3Kyz' + Lz' =О. (\) 

Обозначая левую часть этого уравнения через и, мы можем записать 
его в краткой форме в виде равенства 

и=О. 

Уравнение касательной к алгебраической кривой в заданной на 
ней точке М (х, у, z) можно записать в виде 

е~+ ~+С~=О ах '~ау дz • (2) 

где е, 'lJ и С- текущие координаты, а значения пронаводных вычис .. 
лены для точки l<асания. Применительно к кривой 3-ro порядка это 
уравнение выразится в виде 

Е (Ах'+ 2Вху +Су'+ 2Exz + 2Fyz + Hz') + 
+ 1J (Вх' + 2Сху + Dy' + 2Fxz + 20yz + Kz') + 

+ё<Ex'+2Fxy+Oy'+2Hxz+2Kyz+Lz')=O. (3) 

Если касательная проходит череэ эаданную точку плоскости 

•) Не . следует забывать, что формулы Плюккера связывают между собаR 
не только действительные злементы кривой, но и мнимые; для определения 
только действительных точек переrиба нужно пользоваться формулой KneA .. 
на (стр. 21). 
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Р (х1, у1, z1), то будет справедливо равенство 

х1 (Ах'+ 28ху +Су'+ 2Exz + 2Fyz + Hz') + 
+ у1 (Вх' + 2Сху + Dy' + 2Fxz + 20yz + Kz') + 
+ z1 (Ех' + 2Fxy + Оу' + 2Hxz + 2Kyz + Lz') =О. (4) 

Попученное равенство при фиксированных х1 , у1 и z 1 будет вы
ражать некоторую к р и в у ю 2-r о пор я д к а. Очевидно, точки каса
ния касательно~. проведенно~ иs sаданно~ точки Р (х1 , у 1 , z 1) к кри· 
вой 3-ro порядка, определяются как точки nересечения этаn кри
во~ с кривоИ 2-ro nорядка, выражаемо~ уравнением ( 4) *). 

Кривая 2-ro порядка, на которой лежат точки касания касатель

ных, nроведеиных к криво~ 3-ro nорядка и= О иs точки Р (х1, у1 , zt), 
называется первой полярой точки Р относительно кривой и= О, 
а сама точка Р называется полюсом. 

Уравнение nер во~ nоляры, как это видно иs ( 4), может быть 
заnисано в кратко~ форме в виде 

ди ди ди 
х,ах+У•ау +z, az =0. (5) 

Заметим далее, что точка Р(х1 , у1 , z1) будет иметь твкже nопяру 

относительно криво~ 2-ro nорядка (4). Рассуждения, аналогичные 
тем, которые были проведены выше, показывают, что уравнение этой 

новой поляры запишется в виде 

х (Ах:+ 2Вх1у1 +Су;+ 2Ex1z 1 + 2Fy1z1 + нz:) + 
+у (Вх; + 2Сх1у1 + Dy; + 2Fx1z1 + 20y1z1 + кz:) + 
+ z (Ех; + 2Fx1y 1 +ау:+ 2Hx1z1 + 2Ky1z1 + Lz;) =О. (6) 

Уравнение (6) nри фиксированных Х1 , у 1 и z1 выражает прямую 
линию, которую называют второй полярой точки Р (Х1 , у1, z 1) 
относительно криво~ 3-ro nорядка (\). Уравнение это~ второ~ nоляры,. 
как это видно из {6), может быть заnисано в виде 

х дu,+Yдu,+zдu!=O, (7) 
дх, ОУ. О., 

где u1 - левая часть уравнения (1) после замены х, у и z, на х1 , 

у, и z,. 
Соnоставляя уравнения (5) и (7) nерво~ и второ~ nоляр, мы 

видим, что каждое из них может быть получено из другого только 
nеренесением индексов. Это позволяет нам немедленно сделать еле~ 
дующие заключения: 

\) первал поляра есть геометрllчесн:ое место точен:, вторые 

поляры которых проходят через полюс; 

*) Так как кривые 3-ro и 2·ro порядков пересекаются, вообще говоря, 
в шести точках, то к кривой 3-ro порядка из внешней точки может быть 
nроведено в общем. случае шесть касательных. 
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2) вторая поляра есть геояетри<есtсое яесто точеtс, первые 
поляры tсоторых проходят через полюс. 

Если полюс лежит на самоп кривоn 3-ro порядка, то уравне
ние (7) nереходит в уравнение (2), и следовательно, вторая nоляра 
совпадает с касательной. Так как при 3ТОМ полюс лежит на первой 

nоляре, то вторая nоляра касается nерво" в nолюсе. Отсюда сле
дует, что кривая 3-ro порядка и ее первая nоляра имеют в nолю
се две общие совпавшие между собой точки, и значит, число их 
остальных общих точек не превышает четырех. 

Выведем теперь уравнение второй поляры бесконечно удаленной 
точки. С этой uелью переведем уравнение (6) в обычную систему 
координат, полагая в нем z = 1. 

Пусть nолюс Р (х1, у1) устремляется в бесконечность в опреде-

ленном направлении т= 1im ~ . Разделив все члены уравнения (6). 

после замены в нем z единицеn, на х~ и совершив предельный пере
ход, мы получим уравнение второй nоляры в виде равенства 

(А+ 2Вт+ Ст')х+ (В+ 2Ст+ Dm')y + 
+<Е+2Fт+От')=0. (8) 

С другой стороны, если заnисать уравнение диаметр а кривой 

3-го nорядка, соnряженного хордам, угловой коэффициент которых 

равен т (что предоставляется сделать читателям, опираясь на опреде
ление диаметра, см. стр. 24), то мы обнаружим, что оно имеет точно 
такой же вид, как уравнение (8). Отсюда следует, что вторая поляра 
бесконечно удаленной точки отн.осшпельно кривой 3-zo порядка 
является диа.метро.Аt атой кривой. 

Покажем, что tсаждая хорда tсривой 3-го порядtса гаряонrtче
ски делrипся этой кривой и первой полярой одной из точ,ек пере

сечения этой хорды с кривой. 
Леnствительно, если· хорду принять за ось абсцисс и начало 

системы поместить в точке пересечения хорды с кривоlt, рассматри· 

вая эту точку как полюс перпоn поляры, то уравнение этоn поляры 

запишется в виде 

Ех' + 2Fxy +О у'+ 2Нх + 2Ку =О. 
С осью абсuисс она пересекается в точках х' =О и х'' =- Ц{ 
Абсuиссы же точек пересечения криво" 3-ro nорядка с осью абсuисс 
оnределятся из уравнения 

Ах'+3Ех+3Н=0, (9) 
ЗЕ ЗН 

откуда х1 +х,=- А и х1х,=А (кривая проходит через н·а-

чало координат, и поэтому х3 = 0). 
Осталось показать, что точки, определяемые . уравн.ением (9). 

гармонически делят отревок между началом координат._ .11 .. то.~-
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( 2Н ) · коn -Е, О • Составив двоtlное отношение соответствующих отрез-

ков, мы убедимся, что оно равно - 1, что и доказывает теорему. 

Оригинальным своt~ством обладает первая поляра точки перегиба 
кривой 3-ro порядка, а именно, она распадается на две прямые. 

Заметим предварительно, что если начало координат nо~естить 

в точку перегиба кривой, то касательная к эrof::l кривой в начале 

координат должна иметь с кривой три общие точки. Взяв уравнение 

касательноn в виде у= тх, а уравнение кривой в виде 

Ах'+ 3Вх'у + 3Сху' + Dy' + 3Ех' + 6F ху + 
+ 3Оу' + 3Нх + 3Ку =О, 

мы nолучим nосле исключения у из этих уравнений уравнение 

х' (А+ 3Вт + 3Ст' + Dт') + 3х' (Е+ 2Fт +От')+ 
+Зх(Н+Кт)=О. 

Но это уравнение должно иметь трехкратный корень, равныn нулю, 
поэтому 

Е+2Fт+От'=О, Н+Кт=О. 

Исключая т, получим равенство 

ЕК' + 2FHK +ОН'= О, (10) 

которое в соединении с равенством L = О выражает необходимое 
условие существования точки перегиба у кривоn в начале коорди

нат . Чтобы убедиться в справедливости выСI<аэанноn теоремы, оста

лось только записать уравнение лервоn поляры начала координат: 

Ех' + 2Fxy + Оу' + 2Нх + 2Ку =О. 
Уравнение это определяет пару прямых, если дискриминант его 

равен нулю; но это как раз и имеет место, как показывает равен

ство (10). 
Так как первая поляра кривоn 3-го порядка должна иметь, по 

замеченному выше, общую касательную с кривоn, то в рассматри
ваемом случае распадения этоn поляры на две прямые одна из 

этих прямых является касательноn, а другая называется zар.моничес· 

кoii полярой точки перегиба кривоn 3-ro порядка. 
ГарАtоническая поляра является zeo.мempuчecкu.At .местом 

четвертых zарАtонических то'tек к трем mо'tка.м пересе'tен.ия 

с ICpllBOй хорд, проходящих через точ~&у nepemбa. Сnраведливость 
этого прямо вытекает из докаэанноn выше теоремы, если только 

учесть, что касательную, составляющую в паре с гармонической 

nоляраn первую nоляру, можно в данном случае не принимать 

во внимание, так как она с каждой хордой пересекается в точке 

переrиба. 
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6. Проективные свойства. Известно, что с проективноn точки 
зрения кривые 2-ro nорядка можно оnределить как геометрические 

места точек пересечения соответствующих элементов двух лроектив

ных nучков 1-ro порядка. Уравнения таких пучков заnисываются 

в виде 

С1 +ЛС,=0, 
Са+ЛС,=О, 

где С1, С,, С, и С,- линеИные функции. Исключая из этих ура вне· 
ниИ nараметр Л, мы nолучим символическую форму уравнения кри
вых 2-го порядка в виде равенства 

с, с.- с,с, =о. 

Подобно этому, кривые 3-ro порядка могут быть определены как 
геометрические места точек пересечения соответствующих элементов 

двух nроективно связанных между собоИ nучков: nучка nрямых С, + 
+ЛС,=О и nучка кривых 2-ro nорядка К1 +ЛК2 =0 (С1 и С,
линеиные, а К1 и К,- квадратичные функции). Исключая из уравне

ний этих пучков параметр Л, мы nолучим символическое уравнение 
кривых 3-ro порядка в виде 

с, к,- с,к, =0. 

Кривая 3-rp порядка, выражаемая этим уравнением, проходит, 
очевидно, через точки пересечения кривых 2-го порядка К1 = О и 
К,= О и через точку nересечения прямых С1 =О и С,= О, т. е. 
через вершину nучка. 

Так как в nолученное символическое уравнение кривоИ 3-ro 
nорядка входят 12 коэффициентов, а в общем уравнении кривой 

3-го nорядка таких коэффициентов только 9, то, как легко nоказать, 
таким уравнением можно выразить любую кривую 3-го порядка. 

Фундаментальное значение в теории кривых 3-го порядка имееi 

т е орем а С а ль м о н а, согласно которой ч.етыре касательные, про
веденные к кривой 3-zo поряд~еа, не имеющей особых точе~е, tlЗ 
любой tnoЧICll этой ~еривой, tt.Ateюm двойное отношение, величина 

которого не зависrtт от выбора точки н.а кривой *). 
Указанное двойное отношение не меняется при проективном пре

образовании кривоИ 3-ro nорядка и является ее единственным nро
ективным инвариантом. 

7. Циркулярные кривые. На основании теоремы Сальмона можно 
установить одно важное свойство циркулярных кривых 3-го nО
рядка, выражаемое так называемоh т е орем о J.1 Ха рта. Проведем 
из двух точек, взятых на кривоn 3-ro порядка, по четыре касательные 

•) См. Р. У о к ер, Алrе.браические кривые, 1952. 
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к данной кривой. Согласно теореме Сальмона двойное отношение этих 
пучков касательных одинаково; следовательно, две взятые на данной 

кривой точки и четыре точки лересечения соответствующих лучей 

nучков касательных будут находиться на одно!! и то!! же криво!! 

2-ro nорядка. Но соответствие лучей в пучках касательных можно 
осуществить четырьмя способами; значит, мы nолучим четыре различ· 
ные кривые 2-ro порядка, каждая из которых пройдет через точки 
nересечения соответствующих лучеn и две заданные точки криво~-! 

3-ro порядка. 
Представим себе теперь, что взятая нами кривая 3-ro порядка 

проходит через циклические точки плоскости и является, следова

тельно, циркулярной кривой. Точки пересечения касательных, праве
денных к циркулярноn кривой из циклических точек, являются, как 

было замечено ранее, фокусами этоn кривоn *). Если из циклических 
точек провести к циркулярноn кривоn по четыре касательные, то, 

nересекаясь nопарно, они определят- 16 фокусов это!! кривой**) 
и каждые четыре из них будут лежать, по замеченному выше, на 
кривой 2-ro порядка, проходящей через точки криво!! 3-ro порядка, 
из которых проведены касательные. Но эти взятые нами точки яв
ляются циклическими точками, а кривая 2-го порядка, проходящая 
через циклические точки, может быть только окружностью, как 

легко проверить. Мы приходим, таким образом, к заключению, что 
16 фо~&усов цир~&улярхой l&рuвой 3-zo поряд/Са располагаются 1ta 

четырех окружностях, по четыре фокуса на каждой. 
Оригинальным еваnетвам обладают циркулярные кривые, имеющие 

ось симметрии. Заметим предварительно, что если ось симметрии при
нять за ось абсuисс, а точку ее nересечения с кривой, т. е. вершину 

кривой,- за начало координат, то уравнение кривой запишется в 

виде 

х (х' +у')+ ах'+ Ьу' + сх =О, (!) 

или, в nолярных координатах, 

'+а cos'~+b sin'~ + О 
р COS ~ р С= ' 

откуда следует, что р1р2 =с. Отсюда ясно, что ecлtt си..и.метрич
".УЮ цир~&улярхую ~&ривую 3-zo поряд~&а ( 1) подверzхуть ихверси11, 
цехтр ~&оторой совпадает с ее вершихой, а степехь равм с, то 
получится та же самая кривая. Из этого предложения вытекает, 
что касательные, nроведеиные к кривоn (1) в точках пересечения ее 
с какой-либо прямо!!, проходящей ·через начало, образуют с этой пря

мой одинаковые углы. 

Заметим в заключение, что с проективноft точки зрения цирку· 
лярные кривые 3-ro порядка определяются заданием некотороrо 

*) См. стр. 24. 
••) Действительными буд-ут TOfiЬKO , че,tыр~.:_rфокуса. 
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пучка nрямых и nроективноrо ему пучка концентрических окружно

стеn. Точки пересечения соответствующих элементов этих двух пуч

ков будут принадлежать циркулярной кривой 3-ro порядка. 

8. Рациональные циркулярные кривые. Цирк у л яр н ы е кри• 
вые 3-ro порядка могут быть одновременно и р а ц и о н а льны м и. 

Такие кривые могут быть образованы инверсиеn кривой 2-го порядка, 
если полюс инверсии лежит на этой кривой. Действительно, если 

кривая 2-го nорядка прохОдит через начало и касается в начале оси 
ординат, то ее уравнение может быть записано в виде 

ах'+ Ьху +су'+ х =О, 

или, в полярных координатах р 1, <р. в виде 

р 1 (а cos' '1' + Ь cos '1' sin '1'+ с sln' <р) + cos <р=О. 

Подвергая это уравнение инверсии по формуле р1р =г'. получим 
уравнение новой кривой 

р cos '1' +г'(а cos' '1' +ь соз '1' sln '1' +с sln' <р)= О, 

или, переходя к прямоугольноJ.t системе, 

х (х' +у')+ r' (ах'+ Ьху +су')= О. 

Нетрудно убедиться, что полученное уравнение выражает рациональ
ную циркулярную кривую 3-го nорядка. 

Эта кривая имеет асимnтоту, параллельную оси ординат, и двой
ную точку в начале. Если Ь'- 4ас <О, т. е. если исходной кривой 
был эллиnс, то двойная точка будет изолированной (рис. 9, а). При 
ь•- 4ас =О инвертировалась парабола и двойная точка новой кри
вой будет точкой возврата (рис. 9, 6). Наконец, если Ь'- 4ас >О, 
то двойная точка новой кривой является узловой, а инвертируемая 

кривая была гиперболой (рис. 9, в). 
Покажем, что рациональные цrtркулярные кривые 3-го порядка 

являются подэра.ми параболы *). 
Действительно, уравнение касательной к параболе у'= 2рх мо-

жно заnисать в виде у =mx + 2~ ; уравнение перпендику л яра, 
опущенного на касательную из точки Р(а, Ь), имеет вид 

у- Ь = - _!_ (х-а). Исключая из этих двух уравнения параметр т, 
т 

получим уравнение подэры в виде 

2 (х-а) [у (у- Ь)+х(х-а)) +р(у-Ь)'= О. 

•) Подэрой данной кривой относительно какой~либо · точки ПllOCKOCTK 
называется новая кривая, представляющая собой геометрическое место осно
в~ниR перпендикуляров, опущенных на этой точки на касательные "эаданнuй 
кривой. 
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Перенося начало координат в точку Р (а, Ь), мы приведем получен· 
ное уравнение к виду 

х1 (х; +у:>+ ах: +Ьх1 у1 + -f у:= О. 
Легко убедиться, что полученная кривая 3-го порядка является ра ци-

Рис. 9. 

а) D) 

Рис. 10. 

ональноn циркулярной криво« с асимnтотой, nараллельноn оси 

ординат, и двоnноn точкой в начале координат, т. е. в точке Р. 
В зависимости от того, находится ли полюс Р вне параболы, 

на nараболе или в ее внутреннеn области, новая кривая в точке Р 

будет иметь узловую точку, точку возuрата или изолированную 

точку · (рис. 10, а, б, в). 



Г ll А В А IV 

ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ КРИВЫЕ 3-ГО ПОРЯДКА 

§ 1. Декартов лист 

1. Особенности формы. Де!>артовым листом называется кривая 
3-ro порядка, уравнение которой в прямоугольной системе имеет вид 

х'+у'-Заху=О. (1) 

Иногда удобно пользоваться лараметрическими уравнениями декартова 

листа, которые можно nолучить, лолагая у= t.x, присоединяя к 
этому равенству равенство (1) и ре_шая полученную систему относи
тель!{о .х и у; в результате будем ' иметь: 

Зоt 

Х= i+t" (2) 
Заt' 

y=i+t'' 

откуда следует, что декартов лист является рацион а ль н о ~t 

кривоu. 

вид 

Заметим еще, что полярное уравнение декартова листа имеет 

2а COSCf sin ер 
Р = cos3<p + sin'Cf' 

(3) 

Координаты х и у входят в уравнение декартова листа симмет~ 
рично, откуда следует, что uривая си.м.метрична относительна 

6иссектрисы у= х. Обычное исследование на особые точки *) при
водит к заключению, что начало координат является у э л о в ой 

т очко n декартова листа. Уравнения касательных к алгебраической 

кривой в ее особой точке, совпадаюшеИ с началом координат~ можно 
получить, как известно, приравнивая нулю группу членов низшей 

степени из уравнения этой кривой. В нашем случае имеем Заху= О, 
откуда получим х = О и у= О- искомые уравнения касательных в 
узлапоИ точке. Эти касательные совладают с координатными осями 

*) См., например, Г. М. Фихте н r о л ь ц, К)'рс дифференциального и инте
l'ральноrо исчисления, т. I. 

Э А. А. Ca~JJOB 
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и, следовательно, в начале координат кривая пересекает сама себя 

под nрямым yr лом. Jlerкo видеть, что в первом координатном yr л е 
кривая делает петлю, которая пересекается с прямой у= х в точке 

N ( {а, -}а). Точки этой петли, в которых касательные парал
лельны координатным осям, имеют координаты м, (а v2. а V4> и 
М,(а V4, а i/2) (рис. 11). 

Для окончательного заключения о форме кривой следует еще 

найти а с и м п т о т у у= kx + Ь. Заменяя в уравнении кривой у 
на kx + Ь, приравняем нулю в полученном уравнении коэффи
uиенты двух членов с высшими степенями х. ·Получим 1 + k3 =О 

и 3k'b-3ak=0, откуда k=-1 
М, и Ь =-а. Таким образом, де:

I 

картов ·лист имеет асимптоту 

у=-х-а; следовательно, во 

2-м и 4-м координатных углах 
ветви деJ<артова листа уходят в 

бесконечность. 

2. Свойства. Согласно т е о р е· 
м е М а к лор е н а (см. стр. 54), 
если в трех точках алгебраи

ческой кривой 3-ro порядка, ле

жащих на одноt-1 прямой, про

вести касательные к этой кривой, 

Рис. 11. то точки их пересечения с кривой 
будут лежать также на прямой 

линии. Применительно к декартову листу эта теорема доказывается 

просто. Выведем с этой целью предварительно условие пребывания 

трех точек декартова листа, соответствующих значениям / 1, t2 и 
t, параметра, на одной прямой. Если уравнение прямой имеет вид 

у= kx + Ь, то значения параметра, соответствующие точкам пере
сечения этой nрямой с кривой, должны удовлетворять системе 

Заt 

x=l+t'' 

Заk , 2ak 
Система эта приводит к уравнению t'-Т t +Т t+ 1 =0, корни 
которого и будут искомыми значениями t1, t, и /8 параметра, откуда 
следует, что 

t,t,t,= - 1. (4) 

Это рав~нствс и ••ляется условием пребывания трех точек М1 (tt), 
М, (t,) и М, (/3) декартова листа на одной прямой. 

Расnолагая этим условием, покажем справедливость теоремы Мак~ 
лорена для декартова листа. Действительно, касательную в точке 
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М1 (f!) можно рассматривать как прямую, которая пересекает декар
тов лист в двух совпадающих между собой точках, для которых 

t9 = t1, и в третьей точке, для которой соответствующее значение 

параметра обозначим через Т1• Условие (4) примет вид t;т, = 
::::::::- 1. Лля касательных в точках М11 и М3 получим аналогичные 
соотношения t: Т9=-1 и t: Т3 =-1. Перемножая эти три равен
ства, будем иметь (t1t,t,)' T1T,T,=-I, откуда на основании (4) 
заключаем, что и Т1 Т,Т3 =-1, т. е. точки N 1 (T1), N,(T,) и N8 (T8) 

лежат на одной прямоn. 

Определяя площадь, ограниченную петлей декартова листа, 
nолучим: 

9а' soo t'dt [ 1 Joo За' 
И=т (l+t')'=-Зa' I+t' о =2-. 

о 

3. Способ построения. Заметим предварительно, что если ось 
симметрии декартова листа принять за ось абсцисс, то уранпение его 
примет вид 

За 
Х---= 

у, __ _!_~х' 
- З а · 

х+у2 
(5) 

Пусть теперь имеется окружность с радиусом r и центром в точке 
М ( .;., О) и прямая х = - h. Возьмем произвольную точку Q этой 
окружности и проведем прямую QA 
и прямую QN, перпендикуляр
ную к оси абсцисс (рис. 12). Из 
точки пересечения R прямой QA 
с прямой х =- h проводим 
прямую RO до пересечения ее 
в точке Q1 с прямой QN. Та
ким образом, точке Q на окруж
ности будет поставлена в соответ

ствие точка Q1• Геометрическое 
меСТО ТОЧеК Q, предстаВЛЯеТ СО· 
бой декартов лист. 

Для доказательства заметим, 
что координаты точки Q можно 

!1 

Рис. 12. 

записать в виде x=f+r cos w, y=r sin w. где w-угол. состав· 
ляемы" радиусом круга, проведеиным в точку Q, с положительным 
направлением оси абсцисс. В соответствии с этим уравнение прямой QA 

может быть заnисано в виде ( х + i) s!n -I +у cos -'f =О. Полагая 
Э• 
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в этом уравнении х =- h, находим ординату у= ( h- -i) tg f 
точки R. Отсюда следует, что уравнение nрямо!! RQ1 заnишется в 
виде 

r-2h "' 
у= 2htg2 x. 

В то же время уравнение nрямо!! Q1N имеет вид 

x=-i+r.cos w. 

(6) 

(7) 

Исключая из уравнений (6) и (7) лараметр w, находим уравнение гео
метрического места точек Q1 в виде 

Зr 
,_ (r-2h)' х-2 , 
у -- --;п;г- --r- х . 

х+2 

Соnоставляя его с уравнением (5), заключаем, что найденное геомет
рическое место точек является декартовым листом. 

Преобразование точек окружности в точки декартова листа, осу

·ществляемое при таком его построении, называется преобразование.м 

Маклорена (см. стр. 87). 

4. Историческая справка. Вnервые в истории математики кривая, 
названная вnоследствии декартовым листом, определяется в письме 

Декарта к Ферма в 1638 г. как кривая, для которой сумма объемов 
кубов, nостроенных на абсциссе и ординате каждоtt 'точки, равняется 
•объему параллелелипеда, nостроенного на абсциссе, ординате и неко· 

торой константе. Форма кривой устанавливается вnервые Робервалем, 
который находит узловую точку кривой, однако в его представлении 

кривая состоит лишь из петли. Повторяя эту петлю в четырех квад

рантах, он получает фигуру, напоминающую ему цветок с четырьмя 

лепестками. Поэтическое название кривоt1 «лепесток жасмина~, однако, 
не nривилось. По-лная форма кривоt1 с наличием асимптоты была 
определена nозднее ( \692) Гюйгенсом и И. Берну л ли. Название 
<~:декартов лист» прочно установилось толькО с начала 18 века. 

§ 2. Циссоида Дионлеса 

\. Особенности формы. Среди многих способов образования 
цrlссоиды- кривой, открытой древними в поисках решения знамени· 

той задачи об удвоении куба, мы остановимся сначала на npocreй· 
шем. Воэьмем окружность (называемую производящеii) с диаметром 
ОА = 2а и касательную АВ к ней. Через точку О nроведем луч 
08 и на нем отложим отрезок ОМ= ВС. Построенная таким обра
зом точка М nринадлежит циссоиде. Повернув луч 08 на некоторый 
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угол и проделав указанное построение, мы наnдем вторую точку 

uиссоиды, и т. д. (рис. 13). 
Если точку О принять за nолюс, то р =ОМ= ОВ- ОС; но 

2а 08= cos ~ и ОС= 2а cos <р, откуда получаем полярное уравнение 

uиссоиды 

2а sin' ер 
р=~· (\) 

Польэуясь формулами nерехода от nолярных координат к декартовым, 

наnдем уравнение uиссоиды в nря

моугольной системе: 

у'=-2 х• , (2) 
а- х 

Параметрические уравнения 

ЦИССОИДЬI МОЖНО ПОЛуЧИТЬ, ЛОЛЭ

ГЭЯ х = ty; тогда, на основании 

уравнения (2), nридем к системе 

x=t• ~!' y=t(t'~J)' (3) 

Уравнение (2) показывает, что 
uиссоида является алгебраической 
кривоn 3-го порядка, а из уравне
ниn (3) следует, что она является 

р а ц и о н а ль н оn кривоn. 

Циссоида симметрична относи- Рнс. 13. 
тельно оси абсцисс , имеет бесконеч-
ные ветви; касательная к производящей окружности, т. е. прямая 

х = 2а, служит для нее асимптотой; начало координат является точ
ко11 возврата \-го рода . 

2. Свойства. Кинематически uиссоида может быть получена как 
траектория середины М катета ВС треугольника . АВС, nередвигаю
шегося в плоскости чертежа так, что его вершина В скольвит по оси 
ординат, а другоn катет АС всегда проходит через неподвижную 
точку Е на оси абсцисс (рис. 14). 

Деnствительно, обозначив середину отрезка ОЕ через D, замечаем, 
что поскольку ВС=ЕО, t::,BCE= t::, BEO, отчда L ВЕО= LCBE, 

ЕО 
и, следовательно, t::,NBE- равнобедренныn, а так как ED= 2 = 

в с = 2 = ВМ, то отрезок DM параллелен отрезку ВЕ. Пусть, далее, 

точка К есть точка nересечения с продолжением отрезка DM пря
мой, проходящей через точку В параллельна оси абсцисс. Опишем 
О!<ружность с центром в начале координат и радиусом, равным ()D, 
и nроведем к нeJI касательную во второ11 точке пересечении с 
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прямо" ЕО. Она про"дет, очевидно, через точку К. Обозначив точку 
пересечения прямо" DMK с окружностью через F, заметим, что тре
угольники DOF и МВК равны между сабо". Из равенства их сле
дует, что DF = МК, а значит, и DM = FК. Последнее равенство 
и показывает, чТо геометрическое место точек М будет циссоидоn. 

Другие способы образования циссоиды основаны на ее соотноше

ниях с парабола". Покажем в первую очередь, что циссоида яв· 
ляется подарой параболы относительно ее вершины. 

Пусть у'= 2рх- уравнение данно" параболы. Уравнение каса
тел,но" в произвольной точке М (Е, "1) это!\ параболы можно записать 

в виде рх -'Jjy +~=О, уравнение перпендикуляра, опущенного из 

начапа координат на эту касательную, б у дет у=- ..1 х; координаты 
р 

точки N пересечения его с касательно" определятся no форму лам 

р~· 
х=-2(р'+~') 

~· у=2(р'+~'). 
(4) 

Исключая из этих равенств параметр "1· мы nолучим уравнение у'= 
х• 

=-2р+х, выражающее циссоиду. 

Заметим далее, что координаты точки, симметричноn началу коор
динат относительно касательноn к nараболе у~= 2рх, nолучатся, 
если правые части формул (4) удвоить, и, следовательно, определятся 

формулами х =- /+~· , и у= . +~· , . Исключая из этих равенств 
р ~ р· ~ 

х• 
параметр "1· мы снова получим циссоиду с уравнением у• =- Р +х. 

Отсюда следует, что циссоuда является гео.метрическим. .местом 
точек, си.м..метричных вершине параболы относительно ее каса

тельных. 

Следует заметить, что геометрическое место точек, симметричных 
началу координат относительно касательно" к nараболе, можно рас· 
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сматривать как траекторию вершины другой параболы, одинаково!! с 
данной, которая катится по данноf;l параболе. Таким образом, возни
кает новый способ кинематического образования циссоиды uatc mpa
eumopuu вершины параболы. которая без скольжения катится 

по другой такой же параболе. 

Остановимся на метрических свойствах циссоиды; при этом нам 

будет удобно пользоваться параметрическими уравнениями uиссоиды 

в виде x=2aslп'cp, у=2а sin'~. 
cos ~ 

Площадь, огран.иченнля циссоrtдой и ее аси.м.птотой, равняется 

утроенной площади проссзводящего круга; действительно, 

2а 2 

И=2 ~ydx=16a' i sin' ер dcp = 3"а'. 

Это соотношение получено было Гюйгенсом и незаnисимо от него Ферма. 
Оnределяя площадь криволинейного 

треугольника ОАМС (рис. 15), найдем, 
интегрируя в границах от ер= О до 

n Зпа11 'l 
ер = 4 , что она равна - 4- - 2а . Если 

телерь провести касательные в точках 

А и С к производящему кругу, то 

площадь криволинейного треугольника 

· , ( З1tа11 
CMANC будет равна а - - 4--

11 

- 2а') =3 (а'- •:' ). Выражение, стоя- Рис. 15. 

шее в право!! части, определяет утроенную площадь криволинейного 

треугольника CLANC. Итак, . 
пл. CMANC = 3 пл. CLANC. 

Это соотношение было открыто также Гюйгенсом. 

Объем тела, образованного вращением части плоскости, ограня

ченноn циссоидой и ее асимптотоn, вокруг оси ординат определится 

по формуле 

" 
"' 2 

V=2" ~ (4a'- x')dy= i61ta8 5 (За sln'cp+ sln'cp- 2 s!n6 cp)d<p= 

6 , [з 1 • + 1 3 • 1 . 3 • 5 • J 5 , • 
= 1 "а · 2 · 2 2 · 4 · 2-2 ~ 2 = · 2" а · 

Если учесть, что объем тора, nолучаемого от вращения nроизводя

щего круга вокруг оси ординат, равняется 27t2a:J, то из полученного 
результата следует, что объем тела, получае.мого вращение.м части 
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плос~еости, ограниченной циссоидой и ее acu;.tnmomoil, поируг оси 
ординат, в пять раз боль/1./е обое.ма тора, получ-енного от вра

щения пртrзводящего круга вокруг той же оси. Это соотношение 
6ыпо получено также Гюnгенсом. 

Пусть теперь хс- абсцисса центра тяжести части плоскости, 

ограниченноn циссоидоn и ее асимnтотой; тогда no теореме Гюльдена 
будем иметь V= И · 27tx,, где V и И-соответственно объем и 
площадь, которые были оnределены выше. Подставляя их значения 

х 5 
в соотношение Гюльдена, получим Зхс = 5а или 20 ~ Хс =Т. 

Таким образом, центр тяжести части плостсости, ограни~ 

чиваемой циссоидой и ее acuA/.nmomoй, делит отрезок между 
вершшюй и acuдtnmomoй на две части, отношение которых 
равно 5. 

Это соотношение nозволяет в свою очередь оnределить объем 
тела, полученного вращением циссоиды вокруг ее асимптоты. По тео-

реме Гюльдена будем иметь V = И · 2" (2а - х,) = Э"а' · 2" ( 2а -
- 53а ) = 21't'!l:a3 . Этот резу лыат можно истолковать также как объем 
тора, nолученного от врашения nроизводящего круга вокруг асимптоты. 

Таким образом, обое.Аt тела, полученного вращением циссоиды вo
upyz ее асимптоты, равен объе.му тора, получ-енного от вращения 
производящего круга. Это соотношение установлено впервые 
Слюзом. 

Д л и н а д у г и циссоиды от ее вершины до точки с абсциссой х 

f 1 ~f8а'-Зх 
оnределится по формуле S=a ~ 2а-х V 2а-х dx=a(z-2) + 

+ а)Гз 10 (z-}Гз)(2+ )Гз) -у4а- Зх 
2 (z+JfЗ)(2-Jf3) 'где z_ а- х · 

3. Применекие циссоиды к решению делосскоil задачи. Как 
уже говорилось, uиссоида была открыта древними в поисках решения 

делосекой задачи об у двоении куба. История возникновения это!! 
задачи, согласно легенде, передаваемой Эратосфеном, такова: на 
острове Делосе жители страдали от мора, посланного им богами; 
no nредсказанию оракула богов можно было умиротворить, удвоив 
объем жертвенника, имевшего форму куба. Суть вадачи сводилась 
к определению ребра куба, объем которого был бы в два раза больше 

объема данного куба. Что касается самого повода постановки задачи, 
то справедливо полагать, что «nифия находилась скорее под внуше

нием математиков, нежели вдохновлялась самим богом)' (Цейтен), 
так как задача об удвоении куба являлась естественным перенесением 

в пространство планиметрической задачи о nостроенИи квадрата с пло

IЩIДЬЮ, в даа раза большей площади данного квадрата, и, следова· 
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тельно, могла скорее возникнуть в сознании математика, нежели 

в сознавии оракула. 

Открытие uиссоиды для целей решения делосекой задачи при

писывается ДиоJ<лесу, жившему в 3 веке до нашей эры. Воз
можность найти графическим nутем ребро куба с объемом, в 
два раза большим объема данного куба, усматривается из следую-

щих соображений . Пусть Ь- ребро данного куба, а В- ребро 

искомого; тогда 8 3 = 2Ь3 и, следовательно, В= Ь V2. Отсюда ясно, 
что графическое решение задачи должно свестись к построению V2. Пе
реnишем для этой цели уравнение циссоиды в виде (-f-)8 = 2а :_ х . 

Заметим далее, что прямая ~ = k 

отсеJ<ает от касательноn отрезок 

AD=2ak (5) 

(рис. 16) и nересекает циссоиду в 
точке М, координаты которой у до-

влетворяют уравнению 20 :._ х = k'. 

Это уравнение можно рассматривать 

как уравнение nр~мой, nроходящей 

через точку А (2а, О) и отсекающей 
на оси ординат отрезок 

ОС= 2ak'. (6) 

1 
Если теперь nринять а = -2 и 

на оси ординат отложить отрезок 

ОС= 2, соединить затем точку С с 
точкой А ( 1, 0), а точку nересечения 
nрямой СА с циссоидой соединить с Рис. 16. 
точкой О и продолжить полученный 
отрезок до nересечения с касательной, то, как это следует из фор· 

мул (5) и (6), отрезок AD и будет равен V2. 
Древние рассматривали только ту часть циссоиды, которая нахо

дится внутри nроизводящего круга. Вместе с дугой окружности 

nроизводящего круга эта часть образует фигуру, наnоминающую лист 

плюша, откуда проистекает название кривой*). Наличие бесконечных 
ветвей у циссоиды было установлено в 17 веке Робервалем и неза
висимо от него Слюзом. Кинематический способ образов-ания циссоиды 
с помошью треугольника приписывается Ньютону, который выполнил 

также спрямление циссоиды не только аналитическим ny t'eмJ но и 

графическим. 

*) Xt0'0'6;- ПЛЮЩ, 
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§ 3. Кривые 3-ro порядка, получаемые циссоидальным 
преобразованием 

1. Обобщение понятия циссоиды. Подобно тому "ак рассмо
тренная нами циссоида была получена описанным выше построением 

по двум заданным линиям- окружности и прямоt!:, можно получить 

новые линии, взяв, например, вместо окружности эллипс, а вместо 

прямо!!- nараболу или ка"ую-либо иную Лflнию. Эта идея nриводит 
к nонятию циссоuдального nреобразования. 

Сущность этого преобразования заключается в том, что если даны 
две кривые, выраженные в nолярно!! системе уравнениями р1 = f 1 ('f') 
и p,=/o('f'), то можно nостроить новую кривую, оnределяемую как 
геометрическое место точек, являющихся концами радиусов-векторов р, 

откладываемых так, что 

р=р,-р,. 

Исследованием общих своnств кривых, образуемых указанным 
способом, занимались многие ученые. Мы остановимся на одном 
из таких свойств, установленном Пеано. 

Пусть p1 =/1 ('f') и р2 =/о('f') - уравнения nроизводящих кривых, 
а р = f('f')- уравнение их циссоидальноn кривоn, и следовательно, 

р=р,-р,. 

Оnределяя nолярные nоднормали *) этих трех кривых, будем 
иметь: 

s dp, 
n1=~, 

s dp, 
ng=~, 

Но так как 
dp dp, dp, 
~=---;[<f-(i;f• то s.=s., -s." 

т. е. полярная поднормаль циссо/lдальной кр11вой равняется раз
ности соответствующих полярных под"'Нор.малей производящих 
KpllBЫX. 

Это свойство дает Простоt!: способ построения нормали в задан
ной точке циссоидальной криво~. Оно открывает также возможность 
определить графическим путем ц е н т р к р и в и э н ы в проиэоольно 
заданноМ точке такоn кривоn. Соответствующиn сnособ основан на 
том факте, что центр кривизны для кривоn р = f('f') можно оnре
делиtь графически, если только известен отрезок, выражающиn р". 
Деnствительно, радиус кривизны для кривоt!:, заданной в полярной 
системе, выражается, - как известно, равенством 

3 

(р' +р'') 2 
R= Р'+2р''-рр" ' 

*) СМ., например, Г. М. Фихте н r о ль ц, Курс дифференциальноrо и 
aнrtr.Panьkoro исчисления, t. 1. 
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р"=р+~- (р'+р'')2 
Р pR 

75 

(1) 

Осуществим теперь такое построение: пусть ОМ= р, МР

полярная нормаль и РО- поднормаль; как известно, РО = р' и 
1 

МР=(р'+р'2)0 (рис. 17). Проводим PBJ_PM, тогда 
,2 ·+ .~ 

0B=PO·tg(90°-j)=L и ВМ=ВО+ОМ=-Р_Р_; 
р р 

поэтому равенство ( 1) можно записать в виде 

р"=ОВ-ВМ MPR-R 

Пусть теперь С- uентр кривизны и, следовательно, МС = R; 
отложив от точки С отрезок СР1 = СР, nроводим Р1А 11 СВ; тогда 

АВ 
BM(MP-R) 

R 

и, следовательно, р" = 08- АВ, или р" = ОА. Итак, зная отре· 
зо1< мс; выражающий R. можно графически определить отрезок ОА, 
выражающий р". 

Возможно и обратное построение: по отрезку ОА = р" можно 
построить отрезок МС = R и, следовательно, наt!ти центр кривизны, 
что как раз мы и имели в виду. Пля 
этаn цели достаточно от точки О от
ложить отрезок ОА, соединить точку А 
с точкои Р, разделить отрезок РА 

точкой N пополам и провести через 

точки В и N прямую, которая пересе
чет МР в точке С- искомом центре 
кривизны. 

К циссоидальным кривым 9ТОТ сnо

соб можно применить, если только 

известны радиусы кривизны R1 и R, Рис. 17. 
nроизводящих кривых. Знан R1 и R,, 
мы сможем наttти р i' и р2, а это в свою очередь даст возможность 
определить р", так как р" = pj- р2. Зная же р", можно рассмотрен
ным выше nриемом наnти R, а значит, и центр кривизны. 

2. Uиссоиды кривых 2-ro порядка. Рассмотрим u и с с о и д ы 
кривых 2-ro пор я д к а, выражаемых ураВнением 

у'= 2рх+ qx'; (2) 
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вторую производящую кривую будем полагать прямой линией с урав-

нением 

X=k. 

В полярной системе уравнение кривой (2) запишется в виде 
2р cos~ 

Pt= sin 1 ~ q cos2 ~' 
з уравнение прямой - в виде 

k 
Р2= COS<f ; 

следовательно, уравнение их циссоиды выразится равенством 

k 2р coscp 
p=p2-Pt= COS<p - sin'cp-q COS2 <p' 

Переходя к декартсвоИ системе, получим: 

(3) 

(x-k)(y' -qx')+2px'=O. (4) 

Таково общее уравнение циссоид кривых 2-го nорядка. 

Если кривая (2)- э л л и п с с полуосями а у'2 и а Vt 
(Р =- v; а , q =-.}), nрямая (3) выражена уравнением 

av'2 
х = --2-, то уравнение ( 4) выразит д е к ар т о в л и с т, ось сим· 

метрии которого совпадает с осью абсцисс. 
2а 

Если кривая (2)- г и nер б о л а с полуосями 3 

(Р = f а, q =.} ) , а прямая (3) выражена уравнением х = - f, 
то уравнение ( 4) запишется в виде 

( х + f) ~'-.} х') + f ах• =О (5) 

и выразит кривую, называемую трисектрисой ЛolllltaAta (рис. 18). 
Трисектриса Jlоншама может быть определена также ·как геоме

трическое место точек Р nересечения касательных к окружности 

радиуса, равного а, проведеиных в точках С и В этой окружности, 
если эти точки являются концами дуг АВ= ш и АС= 2ш, г де ш -
любой центральный угол, а ТОЧJ(З А фиксирована. ДеИствительно, из 

w Зw 
рис. 18 следует, что <р = 2 , а L СОР=т=З<р, а в таком случае 

из треугольника ОСР получаем р = __1!__3 - полярное уравнение 
cos ер 

искомой кривой. Переходя к декартовой системе, получим приведеи
ное выше уравнение (5). Способ трисекции у г л а с помощью этой 
кривой uчевиден. Мы хотим еще обратить внимание читателя на то, 
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а 
что, nодвергая трисектрису р = cos Зtf инверсии, nолучим трех-

лепестt>овую розу р =а cos З'f' (стр. 166). 

Рис. 18. 

Нам осталось рассмотреть u и с с о и д у пар а б о л ы. Здесь 
удобно радиусы-векторы точек этои кривои определить не как раз· 

н ости, а как с у м м ы соответ

ствующих радиусов-векторов то· 

чек прямоИ и параболы. При этом 
условии общее уравнение (4) цис· 
соид кривых 2-ro порядка примет 
ВИД 

(x-k)(y'-qx' )-2px'=O. (6) 

Чтобы получить циссоиду пара

болы у'= 2рх и прямо И х = 
= ~ , положим в уравнении q=O, 

k = ~ Получаемое при •том 
уравнение искомой циссоиды 

дет иметь вид 

(х- ~ )у'-2рх'=О 

б у· 

(7) 

и выразит кривую, называемую 

смешанной t>yбut>oй (рис. 19). 
Как показал Генкель, смешан

ную кубику можно получить сле-

Рис. 19. 

дующим образом. Пусть имеется парабола у• = Вр ( х- ~ ) . Прове· 
дем в произвольной точке А касательную к •тоИ параболе; проведем, 
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кроме того, прямую ОР параллельно касательной АТ. Тогда геомет
рическое место точек Р пересечения касательной с ординатой точки А 
будет смешанной кубикой. Действительно, 

yp=PN=xtga=xy.4; 

но из уравнения параболы имеем 

у.4=4р= 4р 

У увр(х- ~) 
следовательно, уравнение искомой кривой запишется в виде 

4рх 

У= Jfвp(x- ~)' 
или у'(х- ~ )-2рх'=О 

я выразит, согласно (7), смешанную кубику. Составляя разность 
радиусов-векторов ОР и ОМ, можно убедиться, что при х-... оо 
эта разность стремится к нулю, следовательно, nарабола yi = 2рх 
б у дет служить для кубики (7) криволинейной асимптотой. 

Лоншам назвал рассмотренную кривую «Смешанной кубикой» 

в силу того, что ее ветвь имеет с одной стороны гиперболический 

характер, а с другой - параболический. 

§ 4. Строфоид\1 

1. Особенности формы. Кривая, называемая строфоидой, пред
ставляет собой rеометричес~_<ое место точек, построенных следующим 

Рис. 20. 

образом: дана фиксированная 

точка А и фиксированная пря

мая g, причем АС= а- пер
пендикуляр, опущенный из 

точки А на эту прямую; вокруг 

точки А вращается луч, на ко~ 

тором откладываются отрезки 

ВМ и ВМ, от точки его пе
ресечения с данной прямой, nри

чем так, что ВМ = ВМ1 =СВ; 
геометрическое место точек 

М и М1 и будет строфоидой 

(рис. 20).Точки М и М1 мы бу-
дем называть сопряженными. 

Принимая точку А за полюс, а прямую АС за полярную ось, 
nолучии 

р=АВ±ВС; но АВ=-0-, BC=atg<p, 
COOf 
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следовательно, полярное уравнение строфоиды б у дет иметь вид 

р=а 1± sin!f. 
cos~ 

Переходя к прямоугольным координатам, получим: 

У=±(х-а) У2а~х · 

70 

(!) 

(2) 

Параметрические уравнения строфоиды могут быть записаны в виде 

2at' 
Х= т::t=t'' 

at(t'-1) 
у=~- (3) 

l<ривая симметрична относительно оси абсцисс, как это видно 

из уравнения (2); из этого уравнения следует также, что прямая 

х = 2а является асимптото« строфоиды. Точка С (а, О) является 
узлово« точко« строфоиды. Де«ствительно, из уравнения (2) имеем: 

у'=±[(х-а) 20 х + У2а~х]• 
2 (2а- х)' .. r __ _ Jl 2а-х 

т. е. в точке (а, О) у'=± 1, откуда следует, что в это« точке 
строфоида имеет узел с касательными у= х и у=- х, и значит, 

ветви строфоиды nересекаются в узловоn точке под прямым yr лом. 

2. Свойства строфоиды. 
1. Строфаида является подэрой параболы относителы<о точ~еи 

пересечен11я оси параболы с ее директрисой. Де«ствительно, урав
нение касательно« к лараболе у• = 2рх в точке М (х1, у1) можно 
записать в виде у1у=р(х+х1), а уравнение перлендикуляра, опу-

щеНного из точки (- ~ , О) на эту касательную, запишется в виде 

РУ+ у1х=- р~, . Решая эти уравнения совместно, на«дем: 

или 

Х=-~ 
P'+Yf' 

pt' 
X=-l+t'' 

pt'-pt 
у= 2(I+t')' где t=ll. . 

р 

Полученная система выражает, как видно, строфаиду в параметри· 

ческо« форме. 

2. Гео.метричес~еое .место точе~е пересечения двух ~еасатель
ных, проведенных в сопряженных точ~еах М и М1 строфоиды, 
является Цltссоидой Дио~елеса. При доказательстве этого своllства 
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у д об но nользоваться параметрическими уравнениями строфоидьr, от

личными от (3), именно: 

x=1±s!n<p, 

3. Инверсrrя строфоrrды дает ту же самую строфоиду, если 
полюс uн.версии совпадает с точкой А, а степень инверсии равна а51• 
Действительно, из уравнения строфоиды следует, что 

а(!- sin ~) и АМ= а(!+ sin ~). 
cos Ч' cos Ч' 

Перемножая эти равенства, получим 

АМ,·АМ=а'. 

4. Определяя n о л я р н у ю nо д к а с а т е л ь н у ю и n о л я р н у ю 
nо д н о р м а ль в произвольной точке строфоиды, nолучим: 

S1 =~=±a(1 ± s!n <р), 
р 

S _'-+а l:t. sinCf! 
п-Р-- cos11 cp ' (4) 

откуда следует, что геометрические места точек, являющихся кон

цами S, и S., будут иметь уравнения р =±а (1 ± sin <р), что дает 

кардиоиду (стр. 121), и р=+а 1 ± :in~, что дает параболу. 
- cos ер 

Если через S1 и St обозначить подкасательные в соnряженных точ
ках М и М, строфоиды, то на основании ( 4) nолучим соотношение 

S, +S!=2a. 

5. Чтобы доказать следующее 6ригинальное своnство строфоиды, 
наnдем предварительно условие, nри котором три т очки с т р о

ф о и д ы, соответствующие значениям параметра t1, t2 и ! 8, л е ж -а т 

н а о д н ой nр я мой. Оnределение точек пересечения прямой и 
строфоиды сводится к решению системы 

2at' 
Х=Т+/'' 

at(t'-!) 
у=~, 

которая nриводит к уравнению 13 - 2kt'- ·~ t'-t- ~ =О, откуда 
nолучаем искомое условие 

(5) 

Нэnдем теперь соотношение между вначениями параметра t1, t9., 
t3 и t1 '' е т ы ре х т о ч е к с т р о ф о и д ы, л е ж а ш я х н а о д н о n 
о к р у ж н о с т и. Определение точек nересечения строфоидьr и ок-
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ружнопи сведется к решению системы 

х'+У'+Ах+Ву+С=О; 

2at' 
X=l+t~' 

которая nриводит к уравнению 

at(t'-1) 
у=~, 
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откуда на основании соотношения между коэффициентами и корнями 
в 

уравнения получаем: 11 + t, +tз +t•=-А и t1t,t,+t1t,t,+t1t3t,+ 
в +t,t,t,=A' откуда 

t, + t, + t, + t, + t,t,t, + t,t,t, + t,t,t, + t,t,t, =о. 

Исходя из последнего равенства , заметим, что уело вие, nри котором 
три точки строфоиды, соответствующие значениям параметра t1, t .. 
и t9 , лежат на окружности круга, проходящего через начало коор
динат, будет выражаться равенством 

t, + t, + t, + t,t,t, =о. (6) 

Теnерь 6еэ . труда можно докаэать следуюшее сво~ство стро
фоиды: если из t<аt<ой-либо точt<и М, лежащей оо строфоиде, 

провести к ней две касательные, ка~ 
сающиеся кривой в moчl(aX Р и Q, то 
точt<и М, Р и Q будут лежать на 
оt<ружности, проходящей через начало 

t<оордиоот (рис. 21 ). 
Доказательство этого свойства сво

дится к тому, чтобы покаэать, что значе

ния параметра t1, t2 и t3, соответствую
щие точкам М, Р · и Q, удовлетворяют 
равенству (6). Так как в точке касания 
совпадают две точки nересечения прямо~ 

с окружностью, то для них 13 = t,. Со
гласно этому условие nребывания этих 

двух совпавших точек и точки М на 

одно~ nрямо~ выразится, в силу (5), ра
венством t1t,+t1t,+t,t,=-1, откуда 

r 

Рис. 21. 

t, = -11 ± V t;- 1 . Одно из этих значени~ соответствует точке Р, 
другое- точке Q. Подставляя эти значения в равенство (6), убедим-
с я, что оно удовлетворяется. 
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6. П л о щ а д ь, ограниченная nет лей строфоиды, определится 
равенством 

а 

и S ~ ~-х- м' 
=2 (х-а) v 2а-х dx=2a'- т· 

о 

Вычисляя этот же интеграл, но в rраниuах от а до 2а, полу-
~а• 

чим 2а' + 2 - площадь между стросjюидой и ее ас•мптотой. 

Сумма найденных площадей равна площади квадрата со сторо
ной 2а. 

С n р я м л е н и е строфоиды выполняется в эллиптических инте
гралах. 

3. Косая строфоида. Рассмотренная ·нами строфоида представ
ляет собой частный случай так называемой косой строфоиды, на 

стереометрическом способе образо

вания которой мы и хотим оста

новиться. 

Представим себе конус с вер
шиной в точке V, образующими g1 
и g9. и касательноn к нему, про

ходящей через точку А nерпенди

кулярно к g, (рис . 22). Прове
дем секущую плоскость чер·ез эту 

касательную, и пусть точки М и 

М1 будут фокусами полученного сече
ния. Представим теnерь, что секущая 

плоскость поворачивается вокруг каса

тельной, тогда точки М и М1 опишут 
Рис. 22. кривую, называемую косой строфоll-

дой, которая будет лежать вплоск'ости , 
перпендикулярноП к нашей касательноn. Для оnределенияположения обра

зующих точек М и М1 на прямой АР, являющейся линией пересечения 
секущей nлоскости с плоскостью чертежа, достаточно, как известно, 

вписать в конус два шара, касающихся секущей плоскостиj точки 

касания и будут фокусами конического сечения, т. е. точками М 
и М1 . Построение кривой может быть однако упрощено и uеликом 

переведено на плоскость чертежа на осНовании нижеследующих 

соображений. Обозначив середину отрезка АР через В замечаем, 
что точки, аналогичные В, будут лежать на прямой !, параллельной 
образующей g,. Очевидно, эта прямая пройдет также через точки N 
и С, являющиеся серединами отрезков А V и АК, причем точка К 
выбрана так, что А V = АК. Если обозначить теперь V А= а, VP = 

а-Ь+с -а+Ь+с 
=Ь и АР=с, то будем иметь AM=--l--, РМ 2 
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с а-Ь 
и так как АВ=2 , то ВМ=ВМ1 =--2-, 

. . 1-
но ВС=2 РК= 

а-Ь - 2-, и следовательно, ВМ = ВМ1 = ВС. 
Полученное соотношение оnределяет планиметрический способ 

построения косоn строфоиды: пусть дан угол с вершиноn в точке С; 
берем на одноn из его сторон 

точку А и . проводим через g, 
нее произвольный луч, который 

пересечет другую сторону в 

точке В; ·тогда точки М и М1 
этого луча, построенные так, 

что ВМ=ВМ1 =ВС, принад
лежат строфоиде. 

Рассмотренная нами nрежде 

строфоида, в отличие от косой 

строфоиды, называется прямой. 

Она может быть nолучена, если 
вместо конуса взять цилиндр; 

именно, надо взять две парал

пели g1 и g2, на nервой из 

них- точку А; провести затем 

прямую АР и на ней найти 

точки касания двух кругов, ка- Рис. 23. 
сающихся лараллелей g 1 и g2• 

Найденные точки будут принадлежать строфоиде (рис. 23). Построе

ние можно упростить: пусть В- середина АР, геометрическое место 
точек В будет, очевидно, осью р цилиндра; если провести теперь 
через точку А прямую АК, перпендикулярную к g2, то треуголь
ники ВМ01, ВМ102 и ВСА окажутся равными между собой, следа-
вательно, 

ВМ1 =ВМ=ВС. 

Способ построения прямой строфоиды на основании полученного 
равенства очевиден. Справедливость этого равенства убеждает нас 
также в том, что nолученная кривая действительно является стро

фоидой, так как оно соответствует исходному определению этой 

кривой. 

Убедиться в том, что косая строфоида является обобщением 
прямой, можно также, составив уравнение косой строфоиды. Обо· 
значим с этоn uелью угол ACN через ~. точку А будем считать 

полюсом, а прямую АК- полярноя осью; тог да из треугольника АВС 
(рис. 22) получим: 

АС АВ ВС 
sin (а.+<р)= sin а = sin <f ' 

откуда 
АС sin а АС sin <f 

АВ= sin {• + ~), ВС= sin {• + ~), а так как радиусы-векторы 
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точек М и М1, принадлежащих строфоиде, определяются равенстuом 

р =АВ± ВС, то полярное уравнение косой строфоиды эапишеiся 
в виде 

-АС sina± sin!f 
Р- sin(•+~) 

Полага• эдесь ~ = .;-, получим уравнение прямой строфоиды. 

4. Историческая справка. Впервые строфоиду исследовал Тори
челли (1645), вследствие чего крИвую долгое время называли «Крылом 
Торичелли». Название «строфоида» nроисходит от греческого слова 

o<tpo~-f,- nоворот. В математическую литературу это название было 
введено лишь в середине 19 века . 

Кроме многочисленных геометрических приложениtt, строфоида 
встречаепя также в некоторых вопросах ОПIИКИ и начертательнОй 

геометрии. 

§ 5. Некоторые другие кривые 

1. Офиурида. Кривая, называемая офиуридой *), может быть опре
делена как подэра параболы относительно какой-либо точки, 

у 

м 

лежащей на касательной 1С вершине этой 

параболы. 

Пусть требуется найти подэру пара
болы 

(1)+bJ'=-4c~ (1) 

относительно начала координат (рис. 24). 
Уравнение касательной к данной па~ 

раболе в произвольной точке D (~. 1)) за
пишется в виде 

2с 
у-1)=- ~+Ь (х-~). (2) 

а уравнение перпендикуляра, опушенно

го на эту касательную из начала- в 

виде 

у- ~+Ь х 
- 2с · (3) 

Рис. 24. 
Исключая ~ и 1) иэ уравнений (1), (2) и 

(3), получим уравнение искомой подэры в виде 

х(х'+ у')=у (су -Ьх). (4) 

*) От O!f!Lo;- змея и oUpa- хвост. 
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Офиурида имеет в начале координат уз л о в у ю т очку с касатель

ными у=О и у=!!..х; nрямая х=с, т. е. директриса параболы, 
с 

является а с и м п т о т о И офиуриды. 

Полагая в уравнении ( 4) Ь =О, получим уравнение uиссоиды, 
которую можно рассматривать, следовательно, как частный вид офиу
риды. 

2. Трисектриса Маклорена. Трисектрису Ман:лорена можно 
определить как кривую, являющуюся подэрой параболы относи

тельно такой точ,ки ее ocu, 1Соmорая удалена от дupe1Cmptlcы 
на расстояние, равное рас-

стоянию директрисы от фо- !1 
н:уса (рис. 25). 

Определим подэру парабо-
ЛЬ! 

1i'=-4a(!+3a) (5) 

относительно начала коорди

нат, что как раз и будет удо
влетворять приведеиному выше 

определению. Уравнение каса
тельной в произвольной точ

ке D (!, "1) данной параболы за
пишется в виде 

2а 
y-1j=---;-(x-!), (6) 

а ураRнение перпендикуляра, 

г 

Рис. 25. 

опущенного на эту касательную из начала координат- в виде 

:r 

(7) 

Исключая ! и "1 из уравнений (5), (6) и (7), получим уравнение 
искомоn подэры в виде 

х (х' +у')= а (у'- Зх'). (8) 

Как видно, трисектриса Маклорена является кривоИ 3-ro порядка; 
ось абсuисс она пересекает в двух точках (-За, О) и (0, О); в на

чале координат имеет уз е л с касательными у=± уз· х. 
Полярное уравнение трисектрясы Маклорена удобно записать, 

принимая за nолюс точку В (- 2а, О) лересечения директрисы nара
болы с ее осью. Перенося начало координат в точку В (- 2а, О), 
мы лолучим уравнение трисектрясы в виде 

(х- За)(х'+ у')+4а'=О. 

Если телерь изменить наnравление оси абсцисс на nротивоноложное 
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то соответствующее полярное уравнение трисектрисы Маклорена за-
nишется в виде 

р8 cos '1' + Зар•- 4а8 =0. (9) 

Пользуясь известной тригонометрической формулой cos '1' =4 cos 8 f 
- 3 cos f, можно привести уравнение (9) к виду 

а 
р=--. 

cosf 
(10) 

Полученное уравнение трисектрисы Маклорена определяет способ 
трисекции угла с помощью этой криво!!. Пусть вершина данного 
угла находится в точке В (рис. 25), одна из его сторон проходит 
через точку N, а другая пересекает трисектрису в точке А. Вос
ставим в точке N nерпендикуляр к полярной оси и найдем на нем 

точку А 1 так, чтобы ВА 1 = ВА = р. Тогда BN =а, ВА 1 = р = 
а 1 = cos L NBA, , и, следовательно, L NBA1 = 3 L NBA. 

Из уравнения ( 1 О) следует также, что трисектриса Маклоре на 

может быть получена в результате инверсии розы р =а cos f 
относительно полюса. 

Обращаясь к иным способам определения трисектрисы Маклорена, 
заметим, что она может 6ыть отнесена к семеJ:::I:ству так называемых 

кривых Крамера, получаемых следующим построением: дан круг 

у 
с центром в точке 0 1 и ра
диусом r (рис. 26); uентр это
го круга отстоит от начала 

координат на расстоянии, рав· 

ном l; проводим под произ
вольным углом w хорду АМ, 

оnускаем из точки М перпен
дикуляр МР на AQ, а через 

:т: начало проводим луч ON па
раллельно АМ, который пере
сечет МР в точке М1 ; геомет

рическое место точек М1 (х, у) 
и будет кривой Крамера. 

Из рис. 26 имеем х = ОР= 
= -l- РО1 =-1-(РА-

Рис. 26. - r); но так как по известной 
геометрической теореме АМ' = 

=2rPA, а с другой стороны, ив треугольника МРА, имеем АМ= 

=~, AMSI= Р~1 и, следовательно, PA=2rcos9 w, откуда х= 
сов (а) cos (о) 

-=-l-(2rcos' w-r)=-l-rcos 2w; кроме того, y=-xtgw. 
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Исключая из последних двух уравнени" параметр ro, Получим урав
нение кривых Крамера в виде 

х(х' +у')=- (r+ l) х' -(l-r)y'. 

Полагая в •том уравнении r = 2а и l =а, получим х (х' +у')= 
=а (у' - 3х')- уравнение (8) трисектрисы Маклорена. 

Трисектриса Маклорена может быть построена также с помощью 
особого преобразования окружности, которое называется преобразо
ван!lе.А< Моклорена *). 

Пусть в плоскости задана прямая q и три точки А, В и С 
(рис. 27). Возьмем произвольную точку М плоскости и поставим 

в соответствие etl точку М1, которую определим так, чтобы она 
лежала на прямой МС, а пря
мые МА и М1В пересекзлись 
бы в точке R, nринадлежащей дан
ной прямой q. Подвергая такому 
преобразованию точки, принадле
жащие окружности, можно полу

чить, в зависимости от положе

ния точек А, В и С и прямой 
q, ряд известных кривых и, в 

~астности, трисектрису Макло
рена. 

Пусть точка М лежит на окруж

ности, точка В есть середина 

Рис. 27. 

радиуса 01А (рис. 26; точке В соответствует точка 0 1), а третья 
точка С является бесконечно удаленной в направлении, перпендику
лярном к 01А. Прямую q будем считать также бесконечно удален
ной. Чтобы найти для произвольной точки М окружности соответ
ствующую ef::l по правилу Маклорена точку М1, достаточно выполнить 
такое же построение, которое мы рассматривали выше, определяя 

трисектрису Маклорена как частны" случай кривых Крамера. Это 
обстояте.льство и показывает, что рассмо.тренныИ частный вид пре· 
образования Маклорена переводит окружность в трисектрису Мак

лорена. 

Мы отметим в заключение некоторые иные случаи пр е о бра
зования окружности по Маклорену: 

1) если фиксированные точки А, В и С расположены так, что А 
лежит на преобразуемой окружности, В является бесконечно удален
rюй точкой диаметра, проходящего через А, фиксированная прямая q 
совпадает с диаметром, перпендикулярным к первому, а точка С 
является бесконечно удаленной точкой прямой q, то окружность пре
образуется в п с е в д о в е р з и е р у (см. стр. 90); 

*) Мы уже польэовались этим преобраэованием для построения декар
това листа (crp. 67). 
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2) если точка А лежит на преобразуемоJI окружности, точка В 
является серединой радиуса АМ, прямая q перпендикулярна к АМ, 
в С- ее бесконечно удаленная точка, то окружность преобразуется 
в дек.артов лист (см. стр. 67); 

3) если точки А и В являются концами диаметра преобразуемой 

окружности, С- бесконечно удаленная точка в направлении, перпен· 
дикулярном к АВ, а прямая q бесконечно удалена, то окружность 

преобразуется в ц и с с о и д у Д и о к л е с а (см. стр. 68); 
4) если точка А лежит на окружности, В является uентром этой 

окружности, точка С бесконечно удалена в направлении, перпенди· 
кулярном к АВ, а q- бесконечi-ю удаленная прямая, то окружность 
преобразуется в строф о и д у (см. стр. 78). 

3. Кубика Чирнгаузена. Рассмотренные выше офиурида и три· 
сектриса Маклорена были определены как подэры параболы. Мы 

хотим теперь рассмотреть кривую, для которой сама парабола слу· 

z 

---
Рис. 28. 

жит подэрой. Эта 11егатив"ап 
подэра параболы называется ку
бикой Чир11гаузена или mpll
ceкmpucoй Каталана. 

Подставим перед собою за
дачу найти ' кривую, для кота· 
рой парабола у'= 2рх + р', 
или, в полярной системе. р = 
= l ! СОSЦ1 СЛУЖИТ ПОДЭрОЙ ОТ· 
носительна точ1<и F- фокуса 

этой параболы (рис. 28). 
Проведем из фокуса F ра

диус·вектор FN, восставим к 
нему в точке N перпендику

ляр N М и найдем о г и б а ю
щ у ю таких перпендикуляров. 

жет быть записано в виде 
Уравнение перпендикуляра NM мо-

х cos w +у sin w = 1 _ ~os "' • (1) 

Для нахождения огибающей продифференцируем уравнение (1) по 
параметру w: 

·. . р sin (!,\ 

-xsшw+ycosw=- (1 cosю)l . (2) 

Исключая из равенств (1) и (2) х и у, получим параметрические 
у равнения искомой кривой в виде 

. 3(1,1 3(1) 
Р""Т pcos 2 

х=----, у=----. 

2sin'f 2sin8 f 
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Переходя к полярной системе, будем иметь: 

р=--р-
2 sin 8 Т 

Зw 
и tg<p=-ctg 2 . 
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Исключая параметр оо, получим полярное уравнение кубики Чирн· 

гауэена в виде р cos' •-; ~ = f, или, в декартово!! системе, 

2(2р+х>'=21р(х'+ у'). 

Кривая является, как видно, линиеtt 3-ro порядка, с и м м е три ч

н о n о т н о с и т е л ь н о о с и а б с ц и с с, с которой она пересе-

кается в точках (-f, о) и (4р, 0). Вторая из точек пересечения 
является у в л о в о й с касательными, образующими угол в 60°. 

Элементарные соображения позволят читателю убедиться, что 
кубика Чирнгаузена является огибающей отраженных от параболы 
световых луче!!, перпендикулярных к ее оси, т. е. катакаустикой 

параболы. Поверхность вращения это« криво« можно наблюдать при 
надлежащем освеЩении в стакане чая, быстро мешая чай металличе
ской ложка«. 

4. Верзиера. Обзор замечательных кривых 3-го порядка мы за
кончим рассмотрением кривой, исследование которой связывается 

с именем Марии Аньези (1718-1799). 

.r. 

Рис. 29. 

Пусть имеется круг с диаметром ОС= а (рис. 29) и отрезок 
BDM, построенный так, что ОВ: BD =ОС: ВМ; геометрическое 
место точек М представляет собой кривую, называемую верзиерой. 

Из рис. 29 видно, что заданная пропорция может быть перепи-

сана в виде J0 = f; но BD = lfy (а-у), следовательно, урав-

нение верзиеры запишется в виде У = -~, или 
]/у( а-у) х 

а• 

у= х'+а'' (1) 
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Иэ полученного уравнения следует, что верзиера является криво!! 
З~го nорядка, с и м м е три ч н ой о т н о с и т е ль н о о с и орд и н а т; 
ось абсцисс служит для нее а с и м n т о т о й; в точке С верзиера 

и окружность имеют общую касательную, параллельную оси абсцисс. 
Параметрические уравнения верэиеры могут быть записаны в 

виде 

а• 
x =t, у= t' +a'. 

Польэуясь этими уравнениями и известным из аналитическоf::l гео
метрии соотношением между координатами трех точек, лежащих 

на одной nрямой, приходим к заключению, что значения t 1, t9 

и t3 параметра t, определяющие три точки верзиеры, лежащие на 
одно!! прямо!!, связаны соотношением 111, + 1113 + t,t, =а'. Полагая 
t1 = ti = t8, получим значение пара метра, соответствующее т очка м 

nер е г и б а верзиеры и определим координаты этихточек х= ± ;З , 

За 
У=т· 

П л о щ а д ь между верэиероll и ее асимптотой равняется учетве· 
ренной площади производящего круга. 

О б ъ е м т е л а в р а щ е н и я верзиеры вокруг ее асимптоты в два 

раза больше объема тора, nолученного от вращения производящего 

круга. 

Обобщением верзиеры является геометрическое место точек, кото
рые определяются таким же построением, как и для верэиеры, но 

ось абсцисс уже не является касательно!! к произnодящеll окруж

ности, а смешена nараллельна caмoll себе на некоторое расстояние, 

Получаемая в этом случае · кривая известна под названием агвинеи 
Ньютона. 

Ближаllшеll родственнипеll верэиеры является псевдоверзиера, 
которую можно получить, удвоив все· ординаты верзиеры. Уравнение 
ее может быть получено, следовательно, непосредственно иэ ( 1) и 

2а' 
запишется в виде у = xs + а:~ . 

Конструктr.вно псевдоверзиера может быть определена маклоре
новым nреобраэованием окружности ( стр. 87). 



ГЛАВА V 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О КРИВЫХ 4-ГО ПОРЯДКА 

1. Классификация. Общая теория кривых 4-го порядка n во
nросы, относящиеся к их классификации, слабо развиты по сравнению 

с теорией кривых 3-го порядка. 

Одна из ранних поnыток классификации этих кривых связывается 
с именем Вар и н г а {1792), который nодразделил их на 12 классов, 
объединяющих 84 551 кривых частного вида. 

Э 1! л ер и К р а мер, nолагая в основу классификации по в е д е
н и е к р и в ы х в 6 е с к о н е ч н о с т и, подразделили кривые 4-ro 
порядка на 9 категорий, соответствующих следующему распределе
нию их бесконечно удаленных точек: 

1) четыре мнимые точки, поnарно сопряженные; 
2) две действительные различные и две мнимые сопряженные; 
3) четыре действительные различные; 
4) две мнимые соnряженные и две деnствительные совпавшие; 
5) две действительные различные и две действительные сов-

павшие; 

6) две действительные двойные; 
7) две сопряженные .мнимые двойные; 
8) одна однократная и одна трехкратная; 
9) одна четырехкратная. 
П люк к ер подразделил кривые этих групп на 152 вида n длЯ 

каждого из этих видов указал форму канонического уравнения. 

В более позднее время классификация Эйлера и Крамера была 
ваменена классификацией, основанной на рассмотрении пр ироды 

и ч и с n а о с о б ы х т о ч е к к р и в о й. 

В этой классификации все кривые 4-го порядка подразделяются 
на 4 большие группы со следующими характеристиками: 

1) кривые, не имеющие особых точек; 
2) кривые С ОДНОЙ ДВОЙНОЙ ТОЧКОЙ *); 

*) К 9ТОЙ группе относятся, в частности, так называемые скривые дьяволн; 
их уравнение у•- х4 +ау'+ Ьх' =О; в начале координат двойная или изо
лированная точка, в зависимости or ср_авнительной величины а и Ь. 
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3) кривые с двумя двойными точками, называемые aллunmtttte

cuu.Aш , так как координаты точки таких кривых выражаются эллип

тическими функциями параметра; 

4) кривые с тремя двойными точками или одной трехкратной, 

являющиеся р а ц и о н а льны м и кривыми 4-ro порядка. 
Плюккеровс1<Ие характеристики кривых 4-го nорядка, не имеющих 

точек кратности выше двух, таковы: 

1 """ 1 

Число 

1 

Чшо 1 
Ч"с.о 1 Число двойных 

Род двойных точек касатель- точек 

точек возврата ных лереrнба 

3 12 о о 28 24 
2 10 1 о 16 18 
2 9 о 1 10 16 
1 8 2 о 8 12 
1 7 1 1 4 10 
1 6 о 2 1 8 
о 6 3 о 4 6 
о 5 2 1 2 4 
о 4 1 2 1 2 
о 3 о 3 1 о 

Заметим еще, что в конце 19 столетия Кэли, Цейтен и Крон 
nроизвели классификацию кривых 4-го порядка, отnравляясь от дан
ных тоnологии. Они выделили 36 типов этих кривых, распределяе
мых в 13 груnп. 

Мы nриведем далее некоторые свойства наиболее изученных 
кривых 4-го nорядка, а именно рацион а льны х, э л л и n т и ч е
с к их и бицир к ул я рных. 

2. Рациональные кривые. Рациональными являются кривые 4-ro 
nорядка, имеющие три двойные точки (см. стр. 23). Координаты 
точки таких кривых являются целыми рациональными функциями 

4-й степени от nараметра. 

Укажем два сnособа конструктивного образования рациональных 

кривых 4-го nорядка. 

С nроективной точки зрения рациональная кривая 4-го nорядка 
оnределяется nересечением nрямых, принадлежащих некоторому nучку, 

с nрямыми пр9ективно соответствующего ему nучка касательных к. 

некотороl! кривой 2 -го nорядка. 
Рациональные кривые 4-го nорядка, могут быть получены также 

к в а др а т и ч н ы м nр е о бразов а н и е м кривой 2-го nорядка. Дей
ствительно, если рациональную кривую 4-го порядка отнести к 

координатному треуголь~:~ику, вершины которого совпадают с тремя 

двоttными точками этой кривой, то уравнение ее запишется в виде 

ах;х: + ьх;х; + сх;х; + 2dx1x,x; + 2ех,х,х; + 2gx,x,x : =О. 
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Пользуясь формулами квадратичного nреобразования 

Xt=PX~X~, 

х2 =рх:х~, 

Хв=РХ~Х~, 

получим уравнение 

ах;'+ ьх;' + сх;' + 2dx;x; + 2ех;х; + 2gx;x; =О, 
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которое выражает кривую 2-го nорядка. Подвергая эту кривую обрат
ному квадратичному преобразованию, мы nолучим исходную рацио

нальную кривую 4-го nорядка. 
Если nреобразуемая кривая 2-го порядка, наnример окружность, 

nересекает какую-либо сторону координатного треугольника в двух 

точках, то соответствующая кривая 4-го порядка должна иметь, по 

свойству квадратичного nреобраэования, в противолежащей вершине 

этого треугольника две касательные и, значит, уз л о в у ю 

т очку. Если указанные две 
точки совпадают в одну, то 

совпадают в одну и соответ~ 

ствующие им касательные, и 

следовательно, кривая 4-ro 
порядка будет иметь в вер

шине треугольника т очку 

в о э врат а. Если, наконец, 

точки nересеЧения кривоn 
2~го порядка со стороной 
треугольника будут мни-

мыми, то противолежащая 5, 
вершина треугольника яв· 

ляется и э о л и р о в а н н о lt 
т о ч к о й кривой 4-го по- Рис. 30. 
рядка. 

На рис. 30 все эти случаи nредусмотрены, причем соответствую· 
щие элементы помечены одинаковыми цифрами. 

Из сказанного следует, что если преобразуемая кривая 2-го по· 
рядка nересекает стороны координатного треугольника в шести точках, 

то кривая 4-ro nорядка будет иметь три узловые точки; если 

эти шесть точек мнимые, то им будут соответствОвать три изолиро~ 
ванные точки; если они nопарно совпадают, то соответствующая 

кривая 4-го порядка будет иметь три точки возврата . 

Особенности формы этой кривой зависят также от того, nepece· 
кает ли кривая 2-ro порядка стороны координатного треугольника 
или их nродолжения. Частные формы кривых, зависящие от этого 
обстоятельства, представлены на рис. 31-34, где в качестве npeuб· 

разуемой кривой 2-го nорядка взята окружность. 
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Проследить особенности формы получающихся при квадратичном 
преобразовании кривых 4-ro порядка можно, осуществляя преобра· 

вование заданной кривой 2-го порядка аналитически, но можно вос

пользоваться и г р а фи ч е с к и м способом осуществления такого 

преобразования. На описании этого сnоСоба мы и хотим остано-

Рис. 31. Рис. 32. 

Рис. 33. Рис. 34. 

вmъся. Заметим предварительно, что если прямая с1 проходит через 
вершину координатного треугольника, то при преобрааовании еИ 

будут соответствовать две прямые- прямая с,, проходящая череа 

"У же вершину, и противолежащая сторона треугольника (кривая 
2-го порядка, которая должна соответствовать прямоИ в общем слу
чае, здесь расnадается). Определив углы, составляемые прямой с1 и 

соответствующей ей прямо!! с, с биссектрисой yr ла А, мы убедимся, 
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что эти углы равны (рис. 35). Это обстоятельство и определяет 

графический cnocoбt осуществления квадратичного преобразования; а 

именно, чтобы найти точку Pg, соответствующую заданной точке Р1, 

соединяем данную точку Р1 с какой-либо вершиной треугольника, 
например с А, и проводим через вершину А прямую с,, симметрич
ную прямой Р1А относительно биссектрисы yr л а А (рис. 36). Про
водя аналогичное построение относительно вершины В, получим 
искомую точку Р, как точку пересечения найденных прямых. 

Cz 

с с 

Рис. 35. Рис. 36. 

Осуществляя графическим путем квадратичное преобраэование 

для ряда точек nреобразуемой кривой, мы получим соответствующие 

точки новой кривой. 

Графический способ дает возможность определить наличие бес
конечно удаленных точек кривой 4-ro порядка, получаемой в резуль
тате квадратичного преобраэования некоторой кривой 2-го порядка. 

Для этой uели нам потребуется у р а в н е н и е б е с к о н е ч н о 
у д а л е н н о А п р я м о А в т р и л и н е А н ы х к о о р д и н а т а х. 

Чтобы получить такое уравнение, наnомним, что трилинеnнЬ}е 

координаты точки М (х1, х2, х3) пролорциональны расстояниям р1, 
p'i, Рз этоя точки от сторон координатного треугольника, т. е. 

(1) 

Заметим, далее, что если. а1 , а2, а3 - длины сторон координат
ного треугольника, то, соединив какую-либо внутреннюю точку М 

треугольника с его вершинами, мы nолучим три треугольника с 

основаниями а1, а2, а8 и высотами р1, р2, р3• Площадь U координат· 
ного треугольника может быть выражена, таким образом, равен-
ством 

а1р1 + а,р, + а,р, = 2 И. (2) 

Равенство это 6у дет сnраведливым и в том случае, когда точка М 

лежит вне треугольника. Правда, в этом случае высота одного из 

трех упомянутых ·выше треугольников выразится числом отрицатель

ным, но nри этом и плошадь координатного треугольника будет 

равняться сумме площадей двух треугольников, имеющих вершину 
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в точке М без nлощади треугольника с отрицательным значением 

высоты. Таким образом, равенство (2) имеет место при любом поло
жении точки М на координатной плоскости. 

Теперь рассмотрим уравнение вида 

а1х1 + а,х, + а,х, =О. (3) 

Будучи уравнением перво" стеnени, оно выражает прямую. Заменяя 
в этом уравнении х1, х2, х3 их выражениями из ( 1 ), nолучим: 

( а1р1 + а,р, + а,р3) р =О. 
Так как, согласно (2), первы!.t множитель не может равняться 

нулю, то nоследнее равенство возможно лишь при р =О. Но тогда, 

имея в виду соотношения (l), можно заключить, что хотя бы одно 
из расстояний р1, р2, Ps будет бесконечно большим, так как в про
тивном случае мы имели бы х1 =О, х2 =О, Хз =О, что невозможно. 

Это заключение показывает, что любая точка прямоИ (3) будет 
бесконечно удаленно", а уравнение (3) будет уравнением бесконечно 
удаленной прямоn в трилинейных координатах. Так J<ЭJ< а1 : а2 : а3 = 
= sin А : sin В: siп С, то уравнение (3) можно записать также в 
виде 

х1 sin А+х• sin В+х, sin С=О. 

Подвергая 9ТО уравнение бесконечно удаленно" прямо" квадратич

ному преобразованию, получим: 

х;х; sin А+ х;х; siп В+ х;х; sin С= О. 

Нетрудно убедиться, что 9ТО уравнение выражает окружность, опи
санную около координатного треугольника. 

Таким образом, квадратичное преобразование устанавливает 
соответствие между точками описанной около коордuнатноzо 
треуzольн.ика окружн.ости и точками бесконеttн.о удален.t-tой 

пря.мой. 

Отсюда следует, что кривая 4-ro порядка, получаемая в резуль
тате квадратичного · преобразования криво" 2-го порядка, будет иметь 

бесконечно удаленные точки лишь в том случае, если преобразуемая 

кривая nересекает окружность, оnисанную около координатного 

треугольника. 

Чтобы определить направление, в котором удалена точка криво" 
в бесконечность, достаточно построить указанным выше графическим 
путем образ точки nересечения кривой с описанной около коорди
натного треугольника окружностью. 

З. Эллиптические нривые. Эллиптичес~еилщ, как уже сказано 
аыше, называются кривые 4-ro порядка с двумя двоnными точками. 

Подобно тому как раuиональные кривые 4-ro порядl<а могут быть 
nолучены квадратичным преобразованием кривых 2-го порядка, эллип· 
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тические кривые 4-ro порядка получаются квадратичным преобразо

ванием кривых 3-ro порядка, н~ имеющих двоttных точек и прохо

дящих через две вершины координатного треугольника. 

4. Бициркупярные кривые. Обратимся к групnе бицир~tулярных 
кривых 4-ro порядка, характеризующихся тем, что две их дво"ные 
точки совnадают с u и к л и чес· к и м ·и т очка м и плоскости. 

Эти кривые nолучаются в результЗ'Ге стереографическо~ nроекции 
линии nересе~ения nоверхности шара с поверхностью 2-ro порядка~ 
не nроходящ~~ через центр nроекции. 

Они могут быть получены также с помощью инверсии циркуляр

но~ криво~ 3-го nорядка, nричем фокусы это~. кривой будут соот· 

ветствовать фокусам nолученной кривой 4-го nорядка *), отк у да, по 
теореме Харта (см . стр. 62), имеем: 16 фо~tусов бицир~tулярной 
крttвой 4·20 порядка лежат на ч,етырех окружностях, по tte
mыpe фо~tуса на ~tаждой. 

Интересными свойстваW' обладают бициркулярные кривые 4-ro по· 
рядка, если они одновременно являются рациональными кривыми . 

Будучи рациональными, эти кривые должны иметь три дво~ные точки, 

но две двоhные точJ<И их должны соипадать с uиклическими точками 

nлоскости, и следовательно, они б у дут иметь только одну двоnную 

точку, не являющуюся бесконечно удаленно~. 

Общее уравнение таких кривых может быть записано в виде 

(х' + у2)2 + (dx +е у) (х' +у')+ ах'+ Ьху +су'= О. (1) 

Уравнение касательных в двоnноn точке имеет вид 

ах• + Ьху +су'= О. 
В зависимости от знака (или равенства нулю) дискриминанта Ь9 - 4ас 
двоnная точка кривой окажется изолированноn, точкой возврата или 

узловой. 

В разделе, посвященном кривым 3-ro порядка, мы показали, что 

рациональные циркулярные кривые 3-ro порядка могут быть полу

чены иннереней кривоn 2-го порядка, если полюс инверсии лежит на 

этой кривой. Подобно этому, бициркулярные раuиональные кривые 
4-ro nорядка могут быть образованы инверсией кривой 2-ro nорядкп , 
но уже при условии, что полюс инвеrf:ии не лежит на этаn кривоn. 

Чтобы убедиться в этом, заnишем уравнение (1) в nолярных 
координатах р,. q>: 

p; + (d cos q> +е sin q>)p1 +<а cos' q> + Ь cos q> sln q> +с sln ' q>)=O. 

Подвергая это уравнение инверсии р1 р = r 2, nо11учим: 

~+(d cos '1'+ е sln q>)~ +<а cos'q> +ь cos q> sin '1' +с sin'q>)=O, 
р р 

*) См. В е u t е 1, A1gebraische Kurvcn, 1911. 

4 А . А. CaвeJlQU 
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или 

{'(а cos'<p+b cos '1' sln '1' +с sln2 <p)+r'p(d cos '1' +е sln <р) +г' = О. 

Возвращаясь к прямоугольной системе, будем иметь: 

ах'+ Ьху +су'+ г' (dx +е у)+ г• =О (2) 

- уравнение, выражающее, как uидно, кривую 2-ro nорядка, которая, 

Рис. 37. Рис. 38. 

Рис. 39. Рис. 40. 

будучи инвертирована в обратном nорядке, nере~дет в кривую (1). 
Из уравнения (2) видно, что знак (или равенство нулю) дискр•JМи
нанта bg- 4ас указывает и на то, какая кривая 2-ro порядка- 9Л· 
лиnе, nарабола или гипербола - инвертировалась. 

На рис. 37 представлена инверсия 9ллипса, причем полюс инвер
сии находится в uентре эллиnса, который является изолированной 

точко~ кривоn. На рис. 38 и 39 nриведена инверсия nараболы, а "" 
рис. 40- инверсия гиnерболы, nричем полюс инверсии находится в 
фокусе rиnербо11ы. 
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По поводу биuиркулярных рациональных кривых 4-го порядка 

следует заметить еще, что они, nодобно рациональным и циркуляр

ным кривым 3-ro порядка, могут быть образованы как л о д эры, но 
уже не nараболы, а эллипса или гиперболы. 

f{ замечательным бициркулярным рациональным кривым 4-ro по
рядка относятся: 

1) у л и т к а Па с 1< а л я, получаемая инверсией эллипса или ги
перболы nри условии, что nолюс инверсии находится в одном из 
фокусов; она же · является nодэрой окружности относительно какаИ

либо точки, не совпадающей с uентром окружности (стр. 106); 
2) к ар д и о и д а, получаемая инверсией параболы при условии, 

что nрлюс инверсии находится в фокусе параболы; она же является 

подэрой окружности относительно точки, принадлежащеn ей (стр. 121); 
3) э л л и п т и чес к а я и г и nер 6 о л и чес к а я л е м н и с к а ты 

Б у т а, получаемые инверсией эллиnса и гиперболы при условии, 

что полюс инверсии лежит в · центре этих кривых; кроме того, эллип

тическая лемниската является nодэрой эллипса, а rи.nерболическая

подэроЯ гиперболы относительно центра этих кривых ( стр. 144 ); 
4) л е м н и с к а т а Берн у л· л и, получаемая инверсией равносто

роннеn гиперболы при условии, что nолюс инверсии совnадает с 
центром гиперболы; она же является подэрой равносторонней rиnep· 

болы относительно ее uентра (стр. 155). 
Мы добавим еще, что к биuиркулярным кривым 4-го порядка 

общего типа (не рациональным) относятся такие замечательные кри· 
вые, как о в а л ы Д е к а рта, о в а л ы К а с с и н и к р и вы е 
Пер с е я. Этими кривыми мы заnмемся в дальнейшем. 

б. Кривые высших порядков. Первые исследования по к л а с
с и фи к а и и и к р и в ь1 х 5 -г о пор я д к а принадлежат Крамеру, 

к<1торыn, nолагая в основу этой классификации nрироду бесконечно 
удаленных точек таких кривых, разбил их на 12 категорий со м но· 
гимн подразделениями (1750). 

Кривы е 6-г о и вы с ш и х пор я д к о в исследованы лишь по 
их отдельным nредставителям. Предложений общего характера о та
ких кривых почти нет, равным образом не существует сколько-нибудь 

законченной классификации их. 

В последующ•1х параграфах мь1 обратимся к рассмотрению отдель
ных видов кривых 4-ro и высших порядков, замечательных по с~оим 
СЕ.Юйствам и применениям. 
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ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ КРИВЫЕ 4-ГО И ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ 

§ 1. Конхоида Никомеда 

1. Особенности формы. Первое исследование .'<О11ХО11ды приnи
сывается Никомеду (3 век до н. э.), катары~ и nрименил ее для 
решения задачи о трисекuии угла. 

Кривая оnределяется следующим образом: из точки. О, называе
мо« полюсом конхоиды и отстоящеh от nрямо11 LL1, наgываемоn ее 

базисом, на расстоянии ОЕ =а, nроводят луч ОМ, катары~ вра
шают вокруг точки О и в каждом его nоложении откладывают от 
точки его нересечения с прямо~ LL1 отрезок КМ = l (рис. 41 ). 

Рис. 41. 

При повороте луча от 0° до 180° мы nолучим таким nостроением 
rеометрическое место точек М- первую ветвь кривоn; nри даль

не~шем повороте мы, откладывая отрезок nо-nрежнему по наnравле

нию луча , будем откладывать его фактически в сторону, обратную 

nрежнеh, и получим таким nостроением геометрическое место точек 

М,- вторую ветвь криво~. 

Чтобы вывести полярное уравнение конхоиды, принимаем полюс 
конхоиды за полюс полярноf.:l системы, а перпендикулярную к отрезку 

ОЕ nрямую- за полярную ось. Из рисунка, который nредnолагает, 
что 1 <а, имеем р = ОК + l, и следовательно, nолярное уравнение 
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конхоиды б у дет иметь вид 

P--·-+t - sin_. r; · 

101 

(\) 

Уравнение ее в декартово~ сИстеме можно получить или по фор
мулам лерехода, или непосредственно из тех соображениИ, что 

ОМ МР Vx'+Y' У 
t:;OMP~D.KMS и, значит, ок=мs• или --1--=у-а' от-
куда 

(х' +у') (у- а)'- t'y' =О. (2) 

Так как исходная npoпopu'iя останется в силе и в том случае, если 
вместо точки М взять точку М1, то уравнение (2) выражает конха
иду в целом, с двумя ее ветвями. 

х 

Рис. 43. 

Из уравнения (2) следует, что t<онхоида является aлre6paи•teCt<o~ 
криво~ 4-r о пор я д t< а . 

Форма конхоиды зависит от вели11Ины nараметров а и / .- Заметим, 
что кривая пересеt<ает ось ординат в точках (0, а + l) и (0, а - [), 
однако уравнение (2) удовлетворяется также значениями х = О, у = 

=О; следоватеJJьно, точка (0, О) также принадлежит конхои_де и 
является ее о с о б оn т очко h. 

Известно, что уравнения касательных к алгебраической кривой 

в ее особой точке, совпадающеn с началом координат, Можно 
nолу•шть, приравнивая нулю группу членов .с . liИЗше~ степенью 
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переменных, нходящих н уравнение этой кривой. Соответственно 
этому уравнения касательных к коихаиде в начале координат будут 

иметь вид а'х' + а'у' -!'у'= О, или у=± V 0 х. Отсюд; 
zt-aв 

следует, что при l <а особая точка конхоиды будет из олиров а н
н о~ (рис. 41 ), при 1 =а конхоида имеет в начале т о ч к у в о а
врата с касательно~ х=О (рис. 42); при L>a кривая имеет в 
начале уз е л (рис. 43). 

Коихаида имеет а с и м n т о т у, роль котараn играет базисная 

прямая LL1, как это следует из того, что 

lim MP=Iimp sin <р= lim (-.-"-+ 1) sin <р=а. 
f.....O f.....O ор.....О SIП r.p 

2. Свойства. Координаты точки перегиба для криво~. заданной 
в nолярной системе, должны, как известно, удовлетворять равенству 

р' + 2р''- рр" =О. В нашем случае nолучим р = 20 с":'~ , или, пepe-
Sin r.p 

ходя к прямоугольным координатам, у'= 2ах·'. Отсюда следует, что 
точки персгиба всех конхоид с одним u те.м. же пара.мет· 
ром а, но с разными ЗJШчения.ми параметра l, лежат на пара
боле Нейля у'= 2ах'. 

Исключительно просто могут быть построены н о р м а ль и к а~ 

с а т е ль н а я в заданной точке конхоиды на основании того, что 

полярная поднормаль Sп кривой оnределяется равенством Sп = р', но 
р' для конхоиды р = ~ + 1 и для ее 6азисно~ прямо~ р = . ...,.".._ n, n~ 

имеют одно и то ·же значение - а .c~s Ч' ; следовательно, nоднормаль 
SIЛ ff 

конхоиды в точке М и nоднормаль 6азисно~ nрямо~ в соответству
юще~ точке К выражаются одним и тем же отрезком (рис. 41 ). 
Сnособ построения нормали и касательной к коихаиде на основании 
этого обстоятельства очевиден. 

Площадь, ограниченная прямой, проходяшей через полюс кон
хоиды перпендикулярно к ее базису, дугами верхней и нижнеn вет
ве~ ее и радиусом-вектором ОМ, соответствующим углу <р (рис. 41), 
оnределяется по формуле 

U=-21 {\(~+!)'-(..,!!....-l)'jd<p=2at t ..!!;L =2alintg -2' . 
} SlПff SIЛ!f J SIЛff -

Отсюда следует, в частности, что вся площадь, заключенная между 

ветвями конхоиды, является величиной бесконечно большой. 

Отметим, что циссоидой двух ветвей кон.хоиды является ои
ру:ж:ность с центрод в полюсе t>онхоиды и paдuycoJ< 2/. 

Определен и е цен т р а к р и виз н ы в заданной точке кон
хоиды можно осуществить графически, nользуясь ранее рассмотрен-
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ным приемом (см. стр. 74). Этим nриемом можно воспользоваться, 
так как в точке М конхоиды р" имеет такую же величину, как и р" 
для базисной прямой в точке К; но для базисной nрямой р" можно 
определить графически, так как радиус кривизны это!! прямо!! из

вестен (=оо). Применяя здесь графически!! способ определения р", 
найдем, что для базисной лря- · 
мой в точке К, а значит, и ----...;::,~ 
для конхоиды в соответст

вующеl! точке М р" выража
ется отрезком ВК (рис. 44). 
Отложив, далее, отрезок 

ВА = ВК, мы определим точ· 
ку А, соединим ее с точкоИ Р, 

и отрезок АР разделим точ

кой N пополам. Проведем те· 
перь РВ1 ..L МР. Прямая, 
проходящая через точки 8 1 

и N, пересечет МР в точ
ке С, которая и будет иско-
мым uентром. 

3. Конхондальный цир· 
куль. Основанием прибора 
служит рама ABCD (рис. 45). 

' ' ' ' ' ' ' ' -....: 
с 

Рис. 44. 

Между боковыми планками этаn рамы натянута проволо
ка MN. В точке О, являющеl!ся серединой AD, укреплена рей
ка OL, которая может вращаться вокруг О. На проволоку MN 

1 о 

надета свободно двигаю· 
щаяся муфта, снабженная 

Г,:~~~~~~~~~~;J]с стерженьком. На рейку OL 
надевается uилиндрик, кото

рый может свободно двигать
ся вдоль это!! рейки. По 
краям цилиндрика закреn· 

лены чертящие острия, а 

посередине- шаl!бочка, при 

помощи которой цилиндрик 

надевается на стерженек муф· 

ты. При вращении рейки OL 
вокруг точки О цилинд
рик будет двигаться посту

сз 

Рис . 45. 

nательно вдоль рейки и в то же время nоворачиваться в горизонталь

но!! плоскости вокруг стерженька муфты. Проволока MN играет роль 
базиса конхоиды. Длина цилиндрика равна 2!. Если цилиндрик сделать 
раздвижным, то при помощи этого прибора удастся вычертить конхоиды 
всех трех основных форм. 
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4. Историческая справка. llооодом .к оnределению конхоиды 

послужили, как уже было сказано; nопытки древних решить задачу 

о трисекuии угла. Пусть угол а необходимо разделить на три рав· 
ных части (рис. 46). Отложим для этой uели на одной из сторон 
данного угла а отрезок ОС=!. ~з точки С радИусом, равным !, 
аnисыnаем окружность. Прооодим, далее, через точку С nрямую;. 
nараллельную другой стороне данного у г л а. Принимая эту nрямую 
эа базис, а точку 0- вершину данного угла- за nолюс, строим 
коихаиду. Соединяем, наконеu, точку О с точкой М пересечения 

конхоиды с окружностью. Тогда угол МОх будет равен i а. Дей
ствительно, лродол~ая ОМ до nересечения с базисом конхоиды в 

!/ 

Рис .. 46. 

точке N, . получим MN=l (по . основному свойству конхоиды), и, сле
дооательно, 6 CMN -·равнобедренный; равнобедренным является и 
.Ь. О.СМ .. Соотношение величин углов этих треугольников nоказывает, 
что L МОх= i а. 

В истории математики коихаида замечательна еще и тем, что на 
не~ демонстрировал Декар-r; своn способ nостроения нормалей и ка
сательных к кривым *). 

Сnособ нахождения точек перегиба конхоиды был наnден Гюй
генсом и Ферма. Гюt1rенс установил также тот факт, что nлощадь, 
заключенная между конхондай и ее базисом, является величиноn бес

конечно большой. 

б. Конхоидальные кри.вые. Базисом конхоиды Никомеда, рас
смотренноИ нами, являлась nрямая. В общем случае роль базиса 

fdОЖет играть л ю 6 а я к р и в а я. К еще более общему пониманию 

~онхоиды можно приПти, если раСсматривать базис · в ви~е произволь
н~й кривоп, а отрезок постоянной длины l откJtадыВать от точки 

*) Д е к <1 р 1, Геометрия. 1938. 



§ 11 кьнхоидл никомР.д,, 

nересечения луча с базисом У.Же не по направлению 
моn, составЛяюшеh с лучом угол ю. 

Рассмотрим частныn случа«, когда ба
зис, как и в случае к.онхоиды Никомеда, 
прямолинеn~ыn. Если за нач.Зло коо-рди
нат принять основание nерпендикулярз, 

опушенного из полюса С на базис, а дли
ну этого перпендикуляра полагать рав

ной а, то параметрические уравнения 

соответствующеn конхоиды будут иметь вид 

х= а c!gj-l cos (ш+ j), 
y=-lsin (ш+j), 

как это можно усмотреть из рис. 47. 

о 

с 

105 

луча, а по nря-

.r 

Рис. 47. 

Угол 1 здесь играет роль nараметра, а заданный постоянный угол ю 

имеет для одноh ветви значение w, а для другоn w + 1t. Исклю
чая из приведеиных уравнений nараметр 1• получим уравнение 

у 
м, 

.r 

Рис. 48. 

Рис. 49. 

[ху cos ш- (у' +ау-!') sln ш]'=(х sinш+y cos ш +а cos ш)(l'-у'), 
выражающее 1tосую ионхоиду, называемую так в отличие от обык .. 
нnвенно" конхоиДы Никомеда, соответсtвуюшеn w =О и w =т.: 
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В зависимости от задаваемо~:~ величины yr л а ·ы косая коихаида 

будет иметь различные формы, которые могут быть достаточно слож

ными и отличными одна от друга"- На рис: 48 и 49 приведены ко
• сые конхоиды, nричем nервая соответствует w = 4 , а вторая, назы-

ваемая ортоконхоидой, - значению u> = -; . 

§ 2. У литка Паскаля 

1. Свойства. У лzumcy Пасиаля можно определить как к о н х о· 
и д у, базисом которой является о к р у ж н о с т ь. 

Пусть имеется окружность с радиусом r, которая проходит через 
полюс О и имеет uенто на полярно" оси (рис. 50). Представим себе, 

что вокруг полюса О вращается 
луч ОМ, и в t<аждом его поJюже
нии от точки N пересечения его 
с окружностью откладывается отре

зок NM=l. При повороте луча 
ОТ 0° ДО 180° МЫ ПОЛJЧ ИМ rеомет-

1 <Zr рическое место точек М. При даль
нейшем повороте луча, отклады

вая отрезок l, как и в nервом 
случае, по наnравлению луча, мы 

фактически будем откладывать его 

Рис. 50 в сторону, противоположную преж-

не", и получим геометрическое ме

сто точек М1 • Геометрическое место точек М и М1 и будет улиткоn 
Паскаля. 

Полярное уравнение улитки имеет вид 

p=2rcosrp+t. 

Переходя к прямоугольным координатам, получим: 

(х' +у'- 2rx)' -t' (х' +у')= О. 

(1) 

(2) 

Итак, улитка Паскаля является алгебраическое:t линией 4-ro порядка, 
форма которой зависит от двух параметров г и /. Вычисляя произ
водные левой части формулы (2) в точке (0, 0), мы получим нули, 
откуда сл~ет, что начало координат является для улитки о с о б о f.t 
т очко"· Приравнивая нулю группу членов с низше" степенью из 

уравнения криво", получим уравнение касательных в особой точке 

Y4r'-l' в виде 4r'x' -l'x'- t'y' =О, или у=± --1-- JC. Следователь-

но, если l < 2r, то касательные будут дее:tствительными. и осо
бая точка - уз л о в о 11 (рис. 50); если t> 2r, то касательные 
окажутся мнимыми, а особая точка - и з о л и р о в а н н о й (рис. 51); 
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если l = 2r, то обе касательные совnадут с осью абсrtисс, и особая 

точка будет т очко~ в о з врат а (рис. 52). 
Следует заметить, что в nоследнем случае уравнение улитки заnи· 

шется в виде p=2r(l+cosq>) и выразит кардиоиду, которая 
принадлежит, таким образом, к семейству улиток. 

?fiC. 51 . Pftc. 52. 

У1щтка Паскаля представляет со§ой подэру окружностtt 
относипzелы-tо произволыю выбранной точки. плоскости. В самом 

деле, проведем из точки А как иэ uентра окружность радиусом t 
(рис. 50) и построим четырехугольник ANMD, которы~ будет как 
видно, прямоугольником, и, следовательно, точка М улитки является 

основанием перпендику ляра, 

опущенного из полюса О на 
касательную в точке D к ок
ружности . Ясно, что геомет· 

рическое место таких точек, 

т. е. улитка, и будет подэроll 

окружности относительно по- в 

люса О. 
Улllтка Паскаля полу

чается в результате ин.вер· 

CllU ICpttвoй 2-го поряд/Са от- Рис. 53. 
нос/lтельно фо~еуса. В самом 

деле, подвергнув указанному преобраэованию рр1 = k' кривУ'о 
k' 

_ р = 2, cos ~ +l, получим улитку р1 = 2r cos Ч' + t. 
Если t> 2r, то преобраэуемая кривая - эллипс, ему соответ

ствует улитка с изолированно!! точкоll; при != 2r инвертировалась 
парабола, ell соответствует улитка-кардиоида; если же t < 2r, то 
инвертировалась гипербола, соответствующая ell улитка имеет уэло· 
вую точку. 

У литка Паскаля может быть отнесена также к числу три с е к т
ри cJ т. е. кривых) поаволяющих осуществить трисекuию уrда. 
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Деnствительно, если взять улитку с петлей, nроходящеn через центр 
круга (для этого следует положить l = r), то, как это следует из 
рис. 53, треугольники M 1NC и NCO будут равнобедренными, и сле-

довательно, L OM1B=i L ОСВ. 
Следует заметить еще, что улитксl Паскаля является одним из 

членов семейства о в а л о в Д е к ар т а (стр. 135); она является так
же эпитрохоидоll (стр: 118) и моJJ<ет быть, таким образом, 
отнесена к циклоидальным кривым. 

Площадь, ограничиваемая улиткой для случая Z> 2r, оnреде-

'' ляется по формуле И= { \ (2r cos '1' + !)' d<p =" (2r'+ !'). 
d 

Д л И н а д у г и выражается эллиnтическим интегралом 2-ro рода . 

2. Применении в технике. У литка Паскаля исп6льауется как 
линия для вычерчивания nрофиля эксцентрика, если требуется, 

чтобы скользящий по nрофилю стержень совершал гармонические 

колебания . 

Действительно, nоступательное перемещение S точки М (рис. 54) 

определится по формуле S= р = 2r cos wt +Z=2r si9(wl + 1-J+l, 

где w-уrловая скорость эксцентрика. СкоросТь v=S1 = 
=- 2rw sin wt возвратно nостуnательного движения стержня будет изме

няться без скачков. Этим своf!ством 
9ксцентрики, очерченные по улитке 

Паскаля, выгодно отличаются от экс

центриков, очерченных по спирали Ар

химеда, у которых, благодаря постоян

ству скорости v, в конце каждого хода 
стержня происходят удары (скорость 

скачком меняет значение v на- v), что 
·вызывает быстрое изнашивание меха

низма. 

Одна · из составных частеn в механиз· 

ме для поднятия и опускания семафора 

очерчена по у литке Паскаля . Своnство 
Рис. 54. эксцентрика, очерченного по улитке, 

оказывается здесь весьма полезным, 

так как с·корость поднятия или опуск'ания плеча семафора, являясь 
минимальноn в начале nоднятия или оnускания, достигает макси

мального _значения в середине хода семафора . Этим обесnечи
вается nлавныn перевод плеча семафора с незначительнЬlм началь
ным и конечным толчками, а также облегчается nреодоление сиЛ 
инерции ~~ - трения, особенно сказывающихся в начальный момент ра

боты : привода. 
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§ 3. Циклоидальные кривые 

1. Параметрические уравнения. Один из сnособов кинематиче· 
ского образования кривых эаключается в следующем: nолагают, что 

некоторая кривая катится без скольжения по другой кривой; какая
либо точка, неизменно связанная с первой кривой, будет оnисывать 
nри этом новую линию. Так, можно nредставить себе эллиnс, катя· 
ши~ся no другому эллиnсу, и исследовать линию, по которой будет 

nеремещап .. ся его центр, или определить траекторию фокуса nарабо
лы, катящеttся по npямoJ:t, и т. д. 

Среди кривых, образуемых указанным сnособом, выделяются кри

вые, я~ляющиеся траекториями точки, неизменно свяэанноJ:t с кругом, 

которыn катится без скольжения по другому кругу. Получаемые nри 
этом линии называются циклоидальными. 

Uиклоидальные кривые могут быть как трансцендентными, так и алге6~ 

раическими. Последние nредставляют особый интерес, к ним относятся~а
кне известные кривые, как J<ардиоида, астроида, кривая Штеtlнера и т. д. 

При образовании циклоидальных кривых вычерчивающаЯ точка 
отстоит от uентра nроизводящего (nодвижi-JОrо) круга на оnределен
ном расстоянии. В частном случае, к которому мы и обратимся в 
nервую очередь, она находится на окружности nроизводящего круга ; 

Заметим, что при этом условии получаемые кривые подразделяются 

на эпицтслоиды и zипоцztклоиды в зависимости от того, распола

гается ли nроизводящий круг с наружноn или с внутренней сто· 

раны неnодвижного. круга. 

Вывод уравнений как тех, так и других кривых одинаков, они 

имеют целый ряд общих свойств, nоэтому в дальнейших рассужде· 

ниях мы будем рассматриnать оба эти вида кривых одновременно. 
Пусть r и R- радиусы катяшегася и неnодвижного кругов. По· 

местим начало координат в uентр неподвижного круга; будем 

считать, кроме того, что в исходном положении вы1.1ерчивающая 

точка М совnадала с точко.n А, в котороh производящиn круг ка
сался неnодвижного, и ось абсцисс наnравим через точку А (рис. 55 
и 56). Угол M01N между радиусами, проведенными в вычерчиваю· 
щую точку nроиэводяшего круга и в точку касания его с неnодвиж

ным кругом, обозначим через t. Введем еше характерный для рас· 

сматриваемых кривых nараметр т=~, которыn называется ·их .мо~ 
дулем. Так как Rачение nроизводящего круга nредnолагается совер· 

шающимся без скольжения, то AN = MN, или R · L NOA = rt, отку· 

да L NOA= )[t=mt. 
Теnерь без труда могут быть nолучены nараметрические ураuне

ния эnициклоид (рис. 55). Имеем: 

x=OP=OD+ME=(R+r)cosтt+rsln L МО1Е, 
y=MP=01D+01E=(R +г) sln mt -г cos L М01 Е; 
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но sln L M01E=sin(t- L OO,D)= sin [t-( i-mt)J=-cos (t+mt), 
cos L М01Е = sin (1 + mt), и так как, кроме тоrо, r = mR, то 

у 

Рис. 55. Рис .. 56. 

nа р а м е тричес к и е ура в н е н и я э п и u и к л о и д можно запи

сать в виде 

x=(R+mR)cos mt-mR cos(t+mt), } 
y=(R+mR)sin mt-mR sin(t+mt). 

Подобным образом, для гипоuиклоид (рис. 56) получим: 

x=OP=OD+ME=(R-r) cos mt+r sin L МО,Е, 
y=MP=01D-01E =(R-r) sin ml-r cos L МО,Е; 

но sin LM01E= sin [1t-l- ("i- mt )]= cos (t- ml) и 
cos L МО1Е = sin (t- mt), 

(1) 

и п а р а м е т р и ч е с к и е у р а в н е н и я r и п о u и к л о и д б у дут 

иметь вид 

x=(R-mR) cos mt + mR cos (t- ml), } 
y=(R-mR) slп mt -mR sin (1-mt). 

(2) 

Заменим в параметрических уравнениях ( 1) эпиuИклоиды моду ль т 
числом- т; мы получим систему 

x = (R-mR) cos mt +тR cos (t- mt), } (З) 

у= -[(R-mR) sin mt- mR sin (1- mi)J. 

Сопоставляя эти уравнения с параметрическими уравнениями (2) 
rипоuиклоиды, замечаем. что первые уравнения в том и другом случае 

одинаковы, а вторые отличаются только знаком npaвon части. Это 
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показывает, что уравнения (3) выразят также гипОIIиклоиду, распола
rающуюся симметрично rиnоциклоиде (2) относительно оси абсцисс. 

Это обстоятельство дает возможность выразить эпициклоиды и 
гиnоциклоиды одними и теми же уравнениями 

x=(R+тR) cos тt -тR cos (t+тt), 

y=CR+тR) sin т/ -тR sin (1 + тt), (4) 

если только условиться считать, что в этих уравнениях модуль т 

может быть как положительным, так и отрицательным числом, пола-

гая, следовательно, что при отрицатель

ном значе.нии молу ля радиус nроиз

водящего круга г= тR выразится так
же числом отрицательным. При таком 
условии уравнения (4) будут общими 
nар а м е три ч ее к и м и ура в н е н и я

м и эпицш<лоид и rипоциклоид; nри 

т> О эти уравнения выразят элиuик
лоиду, при т< О- гилоuиклоиду. Во 
втором случае предполагается, что 

1 т 1 < !, так как для гилоuиклоид 
1 г 1 < R- Если модуль т, будучи отри
цательным числом, превысит по абсо

лютному значению единицу, то произ

водящиn круг будет охватывать неnод· 

вижныU; получаемая при этом кривая 

расnоложится вне неnодвижного круга 

и относится, следовательно, к семеnству 

эпициклоид. Такие, частного вида, эnи· 

циклоиды называются перициклоидами. 

т-2 

а) 

®-; 
6) 2. Особенности формы. Форма эли

циклоид и гиnоuиклоид определяется 

в каждом частном случае величиноn 

моду ля т (рис. 57 и 58). Если т -
рацион а ль н о е число и, следова· 

тельно, может быть представлено в виде 

несократимой дроби !!. , то как эли- m--f 
q 

циклоида, так и гипоциклоида будут 

замкнутыми кривыми, так как nосле 

того как производящий круг сделает q 
nолных оборотов, вычерчивающая точ- о) 

ка М совпадет с исходноU точкоn А; Рис. 57. 
на протяжении такого пути она q раз 
будет находиться на окружности неподвижного круга, соответственно 
этому кривая будет состоять из q ветвей и иметь q точек возврата 
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(для rипоuиклоиды это последнее заключение б у дет иметь место только 
1 1 

при т< 2 ; при т> 2 вместо q точек возврата гипоциклоида 

имеет q узловых точек). Если р= 1. то точки возврата будут 

а) 6) 

д} г) 

Рис. 58. 

следовать одна за дpyroU в таком же порядке, в каком одна ветвь 

следует за другой; при рое 1 между началом и концом каждой ветви 
находятся р- 1 точек возврата, , отдельные : ветви будут nри этом 

пересекаться, и на кривоn появятся узловые точки. 

Мы хотим еще обратить внимание читателя на особыtt вид формы 

гипоциклоиды, у которой т=+ . Вычерчивающая точка в этом слу
чае будет совершать возвратно nоступательное движение вдоль диа

метра неnодвижноrо круга, и rиnоциклоида обратится в отрезок пря
мой (рис. 58, в). 

Если модуль эпициклоиды или гипоциклоиды является числом 

и р р а ц и о н а л ь н ы м, то какое бы количество оборотов ни сделал 

производящий круг, вычерчивающая точка М не nридет в начальное 

положение; кривая в этом случае не замкнется и будет состоять из 
бесчисленного количества ветвей, 
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3. Свойства эпициклоид и гипоциклоид. 
1. Эпицшслоиды и гипоцшслоиды с рациональныд .модулем яв

ляются алzебраическu.Аш кривыми. 

Лпя доказательства этого nредложения умножим второе из урав

нений (4) на i, а затем, складывая и вычитая эти уравнения, получим, 

использовав известные формулы Эnлера: 

x±yi=(R +тR)e ±mti -mRe ±Im+ 11". (5) 

Если положить е"= В, х + yi =е, х-yi = ~. то равенство (5) 
сведется к двум уравнениям 

е= (R + mR) вт- mRвm+~, 

~ = (R + тR) в-т- тRв-т-•. 

При рациональном значении т оба эти равенства, являющиеся но

выми nараметрическими уравнениями эnициклоид и гипоuиклоид, 

будут алгебраическими , и следовательно, выражаемые ими кривые 

также являются алгебраическими. 

2. Определим теперь направление касательно!\ к кривым ( 4). Диф· 
ференцируя ура•тения (4) по параметру t, получим: 

x=2Rт(l +т)siп f cos (mt+ f). 
у =2Rт(l +т) siп f siп (тt+ f). 

Поэтому tg а= { = tg (mt + f), и, следовательно, 

«=mt+ f· (6) 

·такова формула, по которой определяется угол между .касательной 
к кривым (4) и осью абсцисс. Пользуясь этой формулоn, нетрудно 
установить, что касательная в 

произвольной точке эпицтслоиды 

ll гllnоциклоиды npoxoдllm через 

точку производящего круга, дllа· 
яетральн.о противоположную 

точке касания его с неподвижным 
кругом, а норлаль- через точку 

у 

касания этих кругов. ;z-
Деиствительно, из рис. 59 сле-

дует, что угол, составленныИ радиу- Рис. 59. 
сом-вектором, проходящим через 

точку К, диаметрально противоположную точке N, с прямоf:t КМ, 

проходящеn через точку К и вычерчивающую точку М, равен ~, 
а следовательно, угол, составленный этой орямои с осью абсцисс, 
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равняется mt + 1-, т. е. углу сх. что и nодтверждает высказанное 
выше предложение. 

3. Определяя д и ф ф ер е н ц и а л д у г и кривых ( 4), получим: 

dS=V x'+.Y'dt=2Rт(1 +т> sin fdt. (7) 

Отсюда, заметив, что d~ =(т+ f) dt, как это следует из (6), 

получим формулу для определения рад и у с а крив из н ы в про· 
ИЗВОЛЬНОЙ ТОЧКе ЭПИЦИКЛОИД И ГИПОUИКЛОИд: 

R _ ~ _ 4Rm (1 +т) . t 
к - da - 2m + 1 SIП 2 · (8) 

Используя равенство (7), получим выражение д л и н ы д у г и кри

вых ( 4) S = S 2Rт ( 1 +т) sin ~ dt +С. Если дугу отсчитывать от 
исходно~ точки А, то будем иметь начальное условие S =О при 
t=O, откуда С=О и, следовательно, 

S=8Rт(l+т) sin' {. (9) 

Если же дугу отсчитывать не от исходной точки А, а от точки, 
соответствующеn значению параметра t = 1t, т. е. от точки, являю

шеnся серединой ветви кривоП, то форму л а для определения длины 

дуги принимает вид 

S=-4Rm(l+т)cos ~· (\0) 

Исключая из равенств (8) и ( 1 О) парамеiр t , получим н а т у
ра ль н о е ура в н е н и е эпициклоид и .rипоuиклоид 

S'+(2т+ l)'Ri= 16R'т'(l +т)'. (11) 

По отношению к переменным S и Rx это уравнение выражает, как 
видно, эллипс или гиnерболу, в зависимости от значения модуля т. 

В связи с этим можно утверждать, что если эпициклоида или гипо

цшслоида матятся по пря.Аtой, то гео.Аtетричесмое .м.есто цент
ров uJc кривизны, соответствующих mortкa.At масания, будет 
эллипсом или гиперболой (см. стр. 251 ). 

4. Для определения эволюты кривой ( 4) воспользуемся изве
стными уравнениями эволюты для кривой, заданной в параметриче

ско~ форме: 
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В нашем случае получим: 

R(l+m) Rm <= 1+ 2111 cosmt+ 1+ 2111 cos(t+mt), 

R (1 +т) . + Rm . + 'lj= 1 +Zm SIП mt l + Zm SIП (t mt). 
(12) 

Уравнения эти своим видом напоминают уравнения (4), но отли
чаются от них знаками вторых членов npaвof! части. Однако отличие 
это можно устранить. Повернем с этой це11ью систему на некоторыn 
угол в, оставив за собой право расnорядиться величиной этого угла. 
Пользуясь формулами перехода при повороте системы, получим: 

- . R+mR Rm 
Х =О COS б- 'lj SIП б= l + Zm COS (mt +б)+ l + Zm COS (/ + mt +б), 

у=< sin e+'l cos e=~t~·: sin (mt +eJ+ 1 ~~т sin (t + mt +е). 
Пусть теперь е= tn1t. Если при этом угол тt +е обозначить через 
т<, то t + тt +е= т< +' - 1t и, следовательно, уравнения иско
мои эволюты заnишутся в виде 

- R+mR Rm 
Х= I+Zm cosm<- 1+ 2111 соs(<+т<), 

- R + mR . Rm . ( + ) 
у = 1 +2m SIП nl't- 1 +2m SIЛ 't nl't . 

Из этих уравнений следует, что авалюта эпициклоиды (шпоцик

лаиды) представляет собой снова этщиклоиду (шпоциклоиду), 
подобную данной кривой (4), с коэффициен-

1 mo,u подобия, равньtА< 1 + 2111 , 11 поверну-

тую относительно данной кривой на угол 
т" *) (рис. 60). 

5. Используя формулу (9), опреде-
лим д л и н у S о д н ой в е т в и эпициклои
ды и rипоциклоиды. Полагая, что начало 
дуги соответствует значению t =О пара

метра, а конец- значению t = 21t, получим 

S= 8Rт (1 +т). 
Определим п л о ша д ь U с е к т о р а, ог

раниченного одной ветвью кривой и двумя 

радиусами неподвижного круга, проведенны- Рис. 60. 
ми в начало и конец этой ветви. Как изве~ 

стно, дифференциал площади сектора, ограниченного двумя радиу

сами-векторами и дугой кривой, можно выразить равенством 

dU= xdy ;-у dx 

*) Не следует забывать, что для rиnоциклоиды .>.t.одуль rn <о. 
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Лm·l нашего случая после соответствующих nреобразованиn поду•тм 

dU =т (R + тR) (R + 2тR) sin' f dt, 
откуда .. 

И=~ dU =m.",(R+mR)(R+2mR). 
ti 

6. Ориrинальныn способ образования эnиuиклоид и rипоциклоид 
был установлен Франсуа в 1871 г. Он ПОI<аэал, что если две сто
роны ОА tt 08 шарнrrрного параллелогралска вращаются равно
мерно, но с разн.ы.мu yzлoвы.Alll скоростя.мtt w1 и w11, то четвер

тая вершина М описывает эпицшслоиду uлu гипоцтслоиду. дей
ствительно, если в начальный момент обе прямые ОА и ОВ распола

гаются вдоль одной nрямой, то, nринимая эту прямую за ось абсuисс 

и полагая ОА = /1, ОВ = /2, заметим, что через промежутоl< времени, 
раоныn t, будем иметь LOAx=tw1 и LOBx=tw, и, следовательно, 
!Очки А, В и М можно определить комплексными числами z1, z2 и z: 

z1 =l1ew•/l, z 9=12ewsti, Z=Z1 +z9 

и, следовательно, 

z = z.ewtti + [9.ewtti, 

или, на основании формулы Эnлера, 

z=(l1cos w1t+t, cos w,t)+i(l1 sin w1t+t, sln w,t), 

откуда, если z=x+(y. будем ~_ь: 

х =11 ccis w1t + l, cos w,t, 
у= .11 sin w1t + t, sin w,t. , 

(13) 

В зависимости от эначениn !1 и 1-. полученные уравнения выразят, 
как видно, эпиuиклоиду или rипоuиклоиду. 

Уравнение (13) является частным случаем уравнения 

Z=lo+t,e~•tt+t,e~•tt+ ... +t.е~п", 
выражающего так называемые цшслоиды высших поряд!СоВ, рассмот
ренные Беллермэном (1890). Кривые эти представляют собоn •·раек
тории полигона , аналогичного параллелограмму Франсуа. 

7. Эпrщшслоида является /Сата/Саусmu/Сой о!Сружности (см. 
стр. 279). Пусть на дугу окружности радиуса а nадает пучок nарал
леllьных Jiyчen. Наnдем огибающую отраженных лучей, которая, как 

известно, и будет катакаустикой окружности. Отраэиншись в точке М 
(рис. 61), луч будет иметь уравнениеу-а sin ~ = tg 2~ (х-а cos ~). 
или 

х s1n 2~ -у cos 2~=а s1n ~- (14) 

Дифференuируя последнее уравнение по параметру а, получим: 

2xcos2a+2ysin2a=acosa. (15) 
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Решая систему уравнениИ (14) и (15) относительно х и у, получим 

параметрические уравнения оrибающе~ отраженных лучей 

х =Т (2 siп а sin 2а + cos а cos 2а), 

у= f(sin 2а cosa- 2cos 2а sin а). 

Путем несложных преобразовани!t эти уравнения можно привести к 

виду 

За а 
Х=4 cos а-т cos За, 

За . а . 3 у = 4 Stn а - 4 SIП а. 

Отсюда следует, что искомая катакауст1ика nредставляет собоh эпи

циклоиду, МОдуль J<OTOpOJ.t равняеТСЯ z; радиус неnОДВИЖНОГО круга 
у 

Рис. 61 . Рис. 62. 

равен nоловине радиуса сферического зеркала, а радиус производя

щего круга- четверти радиуса этого зеркала. 

Если светящаяся точка помещена на окружности, то, с помощью 

аналогичных выкладок, получим nараметрические уравнения к ар

д и о и д ы, предсТавляющеn собоИ эnициклоиду с модулем, раыным еди

нице. Одинаковые радиусы производящего и неподвижноrо кругов 
составляют в этом случае одну треть радиуса сферического зеркала . 

8. Не останавливаясь на доказательстве, отметим еще некоторые 

своnства эnиuиклоид и гипоuиклоид *). 
Цен..,тр кривztзны, соответствуюш,zlй произвольно заданной 

точке М эпициклоиды или гипоцшслоиды, определяется пересече
нuедt нормали МС в этой точк_е с полярой точки М относи
телыtо неподвижного t<руга (рис. 62). 

"')См. L о r _i а, Spezielle algebraische und transcendente ebene Kurven, 
в. 11, 1911. 
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Эпицu1Слоида является огибающей прямых, проходящих че
гез две точки, двигающиеся по й1Сружности tcpyza с угловьt.Мll 
С1Срростя.м.и, отношение 1Соmорых постоянно. 

Подэра эпицшслоиды относительно центра неподвижного круга 
является розой. 

4. Трохоиды. Рассмотренные нами эnициклоиды и гипоциклоиды 
являются, как было замечено, частными случаями циклоидальных кри

вых. В общем случае предполагается, что вычерчивающая точка на

ходится не на окружности производящего круга, а отстоит от его 

центра на том или ином расстоянии, которое мы обозначим через h. 
Получаемые при этом кривые называются трохоuда.ми. 

Рис. 63. 

Трохоиды nодразделяются на эпитрохоuды и гипотрохоuды в 

зависимости от того, б у дет производящиn круг катиться no внешней 
или по внутренне!! стороне неnодвижнога круга. 

Если h > r, то трахаиду называют удлиненной, nри h < r-у!Со
роченной, nри h =г трахаида становится эnициклоидоlil или гипо
uиклоидоn. 

Параметрические уравнения трохоид можно nолучить на основа
нии тех же рассуждений, которые проводились при выводе уравне· 

ни!! эпициклоид и гипоциклоид. В соответствии с рис. 63 имеем: 

но 

х= ОР= OD + МЕ= <R.+ mR.) cos mt+ h sln L.M01E, 

у= MP=01D+ 0 1E = (R.+ mR,) sln mt - h cos L.MO,E; 

sln LM01E= sln [t- ( -i- mt)] =- cos (t+тt), 

cos L. МО1Е = sin (t + mt); 
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следовательно, п а р а м е т р и ч е с к и е у р а в н е н и я э п и т р о х о и д 

имеют вид 

x=(R + mR) cos mt -lz cos (t+ mt), 
у =<R+mR) sin mt-h sin (t+тt). 

Подобные рассуждения приводят к заключению, что у р а в н е н и я 

г и nо т р ох о и д имеют вид 

х = (R- mR) cos mt + h cos (t- mt), 
у= (R- mR) sin mt- h sin (t-mt). 

Сопоставляя уравнения эпитрохоид и гипотрохоид, замечаем, что 
вторые из них получаются из первых, если т заменить на -т и 

h - на - h, а направление оси ординат 

заменить на nротивоположное. Замечаем 
также, что если положить h = r, то по
лучатся, как и следовало ожидать, урав

нения эпициклоид или соответственно ги

nоциклоид. 

Эти обстоятельства nриводят к мысли 

заnисать о б щи е nа рам е три ч е с к и е 

у р а в н е н и я циклоидальных кривых 

x=(R+ mR) cos mt- h cos (t+ mt), 
у =<R+ mR) sin rnt- h sin (t + тt), (l) 

считая, что в этих уравнениях параметры 

т и h могут быть любыми положитель
ными и отрицательными числами. 

На рис. 64, а и 64, б приведены уко
роченная и у длинеиная эnитрохоиды. Ха

рактерно!! особенностью второll из них 

является наличие nетель, а перnой- на

личие точек nерегиба, лежащих на од

ноll окружности. 

Среди трохоид особенно интересны так 
называемые трохоидальн.ые розы, для 

а) 

б) 

Рис. 64. 

J\Оторых h = R +г= R + mR. Уравнения их заnишутся в виде 

или 

x=<R+ mR) cos mt -.<R+ mR) cos (t +тt), 
у= (R + mR) sin mt- (R + mR) s!n (t + mt), 

x=(R+mR) · 2 s!n (mt+ ~) s!n ~. 

у= - (R + mR) · 2 cos (rn + ~ ) sin i, 
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откуда x'+y'==4(R+·тR)'sin'~ ~=-ctg(mt+~)= 

= - tg l1"- (mt + ~) J. Переходя к nолярным коорд.инатам, nолучим: 
р= 2(R+тR) sin 2111 ~ 1 ( rp+i)· 

Если полярную ось повернуть на угол, равныn 2 , то последнее 

уравнение заnишется в виде 

р = 2 (R + mR) sin 2111 ~ 1 rp. 
1 

Полагая 2"' + 1 = !' и 2 (R + mR) =а, будем иметь: 

р=а sin !''Р· 

Таково обшее уравнение трохоидальных роз, которые nри рщи
ональном значении fJ. будут линиями алгебраическими (см. стр. 162). 

Pttc. 65. 

1 
Из равенства 2111 + 1 = !' следует 

1-1'-m = ~; следовательно, роза с nара-

метром !' < 1 является эnитрохоидой, 
nри !' > 1 роза будет nредставпять собой 
rипотрохоиду. 

На рис. 65 nриведена эnитрохо-

1 
идальная роза с nараметром !' = ·:z . 

Среди замечательных кривых, являю
щихся трохоидами, мы отметим еще у л и т-. 

к у Па с к а л я, которая представляет со
бой эnитрохоиду для случая, когда 

R = r nри любом h. Действительно, уравнение ( 1) заnишется для 
указанного случая в виде 

х = 2r cos t- h cos 2t, у = 2r sln t- h sin 2t, 

откуда 

х- h=2 cos t(r- h cos t), у= 2 sin t(r- h cos t). 

Если теперь лереnти к полярным координатам, полагая х- h = 
= р cos 'f' и у= р sin 'f'• то будем иметь: 

p=2(r- h cos t), f=<p, 

и, следо"вательно, р = 2 (r- h cos <р)- уравнение улитки Паскаля. 
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Отметим в заключение, что если в уравнениях rипотрохоиды 
tiОJIОжить R = 2r, то получим уравнения 

R t t ·(R · · t х = 2 cos 2 + h cos 2 = 2 + h ) cos 2. 

R . t h . t (R h ) . t 
у=2 SIП 2- SlП 2= 2- SIП ~2 .' 

выражающие, как видно, э Jl л ипс. Это обстоятельство исnользуется 
в конструкции эллиптического циркуля. 

§ 4. Кардиоида 

1. Уравнение. Кардиоиду можно определить как траекторию точ
ки, лежащей на окружности круга радиуса г, которыt1 катится по ок

ружности нелодвижного круга с таким же радиусом . Она будет предстан

л ять co6ot1, таким образом, э n и u и к л о и д у с модулем т, равным l. 
Это обстоятельство nозволяет сразу же заnисать лараметрические 

уравнения кардиоиды, заменяя в ранее приведеиных nараметрических 

уравнениях эпициклоид модуль т единицей (см. стр. 110, уравне
ния (1)). Будем иметь: · 

х = 2r cos t - r cos 2t. \ 

y=2rsiпt-rsiп2/. f 
(1) 

Чтобы nолучить nо л яр н о е ура в н е н и е кардиоиды, удобно 

принять за полюс точку А (рис. 66), а полирную ось направить по 
оси абсцисс. Так как че-
тырехугольник А001М бу- У 
дет равнобедренной трапе

uие", то nолярны" угол ~ 
точки М окажется равным 
у г л у поворота производя· 

щего круга, т. е. парамет

ру t. Учитьtная это о6стоя
тельстоо, заменим во вто

jюм уравнении системы (1) 
у через р siп t. Сокращая по
лученное таким образом ра

венство на sin t, nолучим 

полярное уравнение кардио-

. ИДЫ 

p=2r(I-COS<p). (2) 

По uиду этого уравнения 

Рис. 66. 

можно заключить, что кардиоида является одноn из у л и т о к Па

с к а л я. Она _может быть олределе~а, сл~доuате,аьно, .. как .К о н х о и д t!. 
круг а. 
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Переводя уравнение (2) в nрямоугольную систему координат, 

nолучим: 

(х' +у'+ 2r х)' = 4r' (х' +у'). (3) 

Из этого уравнения следует, что кардиоида является алгебраической 

кривой 4-г о n о р я д к а. 

2. Свойства. Прежде всего, nоскольку кардиоида является эnи· 
uиклоидоn с т = l, на нее можно перенести все своUства рассмот
ренных нами в предыдушем параграфе эnициклоид. 

Вот эти свойства и характеристики. 

1. Касательная в произвольной точке кардиоиды проходит через 

точку окружности производящего круга, диаметрально противопо

ложную точке касания кругов, а нормаль- через точку их касания. 

2. Угол р., сОставляемыn касательной к кардиоиде с радиусом-
вектором точки касания, равен nоловине yr л а, образуемого этим 

радиусом-вектором с nолярной осью. Действительно, tg 1~ = f = 
2' ( 1 - cos ~) tg .f. откуда "= -2~ . Из этого соотношения нeno-

2rsin ~ 2' г 
средственно вытекает, что угол, составляемый касательнои к кардио-

3 
иде с осью абсuисс, 

AMN, рис. 66). 

равняется 2 <р (как внешний угол треугольника 

Расnолагая формупои р. =-;-, можно доказать, что касательные 
1< кардtюllде, проведею<ые в J<OIЩax хорды, проходящей через 

Рис. 67. 

полюс, вза11.<tно перпенд!IJ<у
лярны. 

Деnствительно, так как 
1 1 

f't= 2'ft и f'•= 2('f, +1t), 

то 1 = f'•- f'l =.; (рис. 67). 

Заметим еще, что геомет
рическое место точек nересе

чения этих касательных есть 

окружность х' +у'= 9r'. Дей
ствительно, уравнение nервой 

касательнои на основании урав

нений ( 1) кардиоиды, 6у дет иметь 

вид х sln ~-у cos ~= 
= Зr sin ~ . а второй касательной х cos 'f +у sln ~ = Зr cos f . И~
ключая из этих уравнений nараметр, nолучим уравнение указанной .ок-

ружности. 
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3. Рад и у с к р и виз н ы в произвольноn точке кардиоиды опре
делится по формуле 

R 8r . ~ 
к.=аsш2. 

2 
Можно показать также, что радиус кривиз"ы рав,.яется 3 

ляр,.ой "ормали N в зада,.,.ой mo~rce. 

(4) 

по-

Деnствительно, N = у р' + р'' = 4r siп f, откуда на основании 
2 ( 4) получаем R. = 3 N . Соотношение это может быть использовано 

для построения центра кривизны кардиоиды. 

4. Эволют а кардиоиды, согласно общему свойству эволют эпи
uиклоид, будет также кардиоидоn, подобно« данной, с коэффиuиен-

1 
том подобия, равным З , и повернутой относительно данноn на 

угол !80°. 
5. Д л и н а д у г и кардиоиды от точки А до произвольной точки М 

определится по форму л е 

S=l6rsiп'f. (5) 

Если длину дуги отсчитывать от точки А1, диаметрально противопо
ложно« точке А, то формула для определения длины дуги может 
быть записана в виде 

S=-8rcosf. (6) 

6. Н а т ура ль н о е ура в н е н и е кардиоиды получится, если из 
равенств (4) и (6) исключить параметр. Оно будет иметь вид 

9Щ+S'=64r'. (7) 

7. _площадь, ограниченная кардиоидой, определится по фор

муле 

И=2. i .( р' d<p= 4r' .~(!-со~ <p)'d<p=6"r' 
о о 

и, как видно, равна ушестеренноn площади производящего круга. 

Д л и н а все" кардиоиды определится по формуле . . 
S=2 J ур'+р''4<р=2 J 4rsiпfd<p=l6r 

и, как видно, равна восьми диаметрам производящего круга. О 6 ъ
е м тeJia, полученного от вращения кардиоиды вокруг ее оси, 
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равен ~ 1tr3. Поверхность тела, полученного от вращения кардиоиды 
128 

вокруг ее ОСИ, равняется 5 . 'l't'Г9• 

Мы видели, что кардиоида органически связана с окружностью. 
Она явля~тся конхоидоtt круга и эпиuиклоидой. Она имеет с окруж
ностью и иноn характер родства- мардиоида является подэрой 

окружности отн.осительн.о mo•t
t<u, пршшдлежащей этой омруж
ности. 

Деnствительно, пусть О М есть 
11ерпендикуляр, олущенныП на ка

сательную к окружности с ради

усом, равным 2r, л'роведенную в 

точке N ,(рис. 68). Та,; как ОМ='; 

=ОВ+ВМ, или p=2r cos 'f' + 
+ 2r, то rеометричесi<ИМ местом 
точек М будет кардиоида с уранне
нием p=2r(l + cos <p). 

Заметим в заключение, что кар
диоида относится также к семеп-

Рнс. 6R. ству синусоидальных спиралей (см. 

стр. 150), и от дельные своnства 
ее пов:торяют общие своПства этих кривых. Из этих свойств следует, 
n частности, что uн.версuя мардиоиды отн.осительн.о точки воз

врата дает параболу. 

§ б. Кривая Штейнера 

1. Свойства. Кривую Штейнера можно оnределить как гипо
uиклоиду, получаемую в том случае, когда радиус r лроиэнодящего 
круга в три раза меньше радиуса R неподвижного круга, т. е. когда 

1· 
модуль равен 3 . 

Полагая в nриведеННЬJХ ранее общих параметрических уравнениях 

гипоuиклоид (см. стр. 110, уравнения (2)) т=.}, получим уравне
ния кривой Штейнера 

t 2t 1 х = 2r cos 3 + r cos 3 , 

2 . t . 21 } 
у= Г SIП З - Г SШ -3 , J 

(1) 

где t. как и прежде, угол лонорота nроизводящего круга . 

Исключая из. уравнений (1) nараметр t, будем иметь: 

(х'+у')'+ 8rx(3y'- х'). + \Br'(x'+ y')-27r'=O. (2) 
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Уравнение (2) nоказывает, что кривая Штейнера является алгебраи

ческои линией 4-г о nор я д к а. Общий вид кривоn nриводится на 
рис. 69 и 70. 

!/ 

Рис. 69. Рис. 70. 

Свойства кривой Штейнера, nрисушие ей как гиnоциклоиде, 

таковы: 

1) рад и у с крив из н ы в nроизвольной точке R, = 8r sin ~; 
2) д л и н а д у г и от начальной точки А до некоторой точки М (t) 

оnределится равенством S= ~ r sin' ~; соответственно этому длина 
16 

одной ветви равняется З r , а длина всей кривой lбr; 

3) п лош а дь, ограничиваемая кривой, равняется 21tr'i!; 
4) эволют а кривой Штейнера nредставляет собой также кривую 

Штейнера, nодобную данной, с коэффициентом подобия, равным 3, 

и nовернутую относительно данной кривой на угол f (рис. 70); . 

5) н а т ура л ь н о е ура в н е н и е кривой Штейнера nри условии, 

что длина дуги отсчитывается от точки, для которой t = 1t, запи
шется в виде 

R~ + 9S' = 64r'. 

Все приведеиные соотношения получаются из общих, ранее уста 

новленных соотношений для циклоидальных кривых при замене в 

1 
этих общих соотношениях модуля т числом - 3 . 

Обратимся теnерь к рассмотрению индивидуальных своtlств кри
вой Штейнера, среди которых особенно интересны свойства ее каса· 
тельных. 
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Уравнение касательной к этой кривой в точке М1 сuответствую
ще" значению параметра t = <, имеет вид 

х siп i-+у cos i = r sin ~ . (3) 

Кроме точки М, касательная (3) имеет с криво" еще две общие 
точки: М1 и М, (рис. 71). Для 
определения значени" параметра t, 
соответствующих этим двум точ

кам, присоединяем к уравнению (3) 
уравнения (!) и исключим х и у; 
nриходим к заключению, что иско

мые значения t должны удовлетво
рять уравнению 

. (t+') ··-t sш 3 б slп 12=0. 

Приравнивая нулю второ" множи
тель, nолучим двукратны" корень, 

Рис. 71. оnределяющи" точку касания М, 
для которо" t = <. Приравнивая ну

лю лервыn множитель, nолучим для t два значения: 

Эти значения и определяют точки М1 и М2, которые мы будем назы
вать связанны.ди точками касательной. Определяя координаты сця
аанных точек, получим: 

у,= r ( slп J + 2 siп i ) 
и 

у,= r ( sin i - 2 slп i-). 
На"дем теnерь длину отрезка м,м,. Имеем М,М,= 

= v (х,- х1)'+ (у,-у1)'- 4r, откуда следует, что расстояние .меж
ду связан.ны.Аm mottкaмu касательной в произвольной nzoч1ee кривой 
Штейнера является для каждой данной кривой величиной посто
янной, равной удвоенному диалtетру производящего круга (или 

круга, вписанного в эту кривую). 
Оnределяя координаты точки N- середины отрезка М,М,, nо

J1учим: 
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отсюда следует, что точка N принадлежит окружности с uентром в 

начале координат и радиусом r. Итак, mottкa, делящая отрезок 

.между связан.н.ы.ми точками касательной к крuвой Штейнера 
пополам, лeжrlm но. окружности вписанного в ату uривую upyza. 

Заметим, далее, что уравнения касательных в связанных точках 
М1 и М, запишутся в виде 

х cos Тz +у sin Тz = - r cos "f , 
x_sin ~-у cos"f2=-r sin -i, 

откуда ясно, что касательные в связанных точ,ках кривой Штей~ 
нера взаимно перпенди"улярны. Координаты точки С их лересечения 
оnределятся по формуJiам 

' xc=-r cos З, 

. ' 
Ус=-г sш 3 . 

По виду этих равенств заключаем, что точка пересечения взаимно 

перпен.дитсулярных касательных " кривой Штейнера лежит на 
~~. окружности вписанного в эту крztВую круга. 

Оригинальный сnособ образования рассматриваемой кривой, от· 

крытыn Штейнером, заключается в следующем. Пусть дан треуголь
ник, около которого описана окружность. Если из любоh точки Е 

этаn окружности опустить перпендикуляры на стороны треугольника, 

то их основания будут лежать на одноn и тоn же прямоn, которую 

называют прялtой Ctt.AICOНLl. Огибающей прялtых CllAtCOНLl, соот
ветствующих различным, положенrся.м точки Е, будет кривая 
Штейнера *). 

Чтобы показать еще один способ образования кривой Штейнера, 
заметим предварительно следуюшее: если полагать, что вычерчиваю

шая точка в начальныn момент находилась по-прежнему на оси абсцисс, 

но уже не в точке касания кругов, а в диаметрально противополож

ноh точке, то кривая по сравнению со своим прежним положением 

окажется nовернутои на угол 60°, и лараметрические уравнения ее 
заnишутся в виде 

t 2t 
х=2гсоs 3 -гсоs 3 , 

2 . t + ! 2t у= Г SIП 3 Г S П 3 • 

Находя из этих уравнений угловой коэффиuиент касательной в nро
извольно эаданноf:t точке кривой, мы сможем записать уравнение 

*) См. L о r i а, Spezielle a1gebraische und transceпdeпte ebene Kurven, 
1911, в. 1!. 
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касательной н этой точке в виде 

х cos f; +у sin f; = r cos f. (4) 

Заметив· это, покажем, что если две точ.,ки М1 u Mi; совпада
ющие с некоторой точ1Сой А окружности, начнут двигаться по 

окружности в противоположных направлениях и ma1e, что угло
вая скорость одной i1з HllX будет в два раза больше угловой 
скорости другой, то огllбающей прямых М,М, будет кривая 
Штейнера. 

Чтоб~! показать справедливость этого предложения, будем пола

гать радиус окружности равным r, центр окружности nосчитаем нача
лом координат, а ось абсцисс направим через точку А. Обозначим 
угол АОМ, через а , тогда i.. АОМ, = 2а. Заnисав по этим данным 
уравнение прямоn ММ,, получим: 

а+ . а 3> 
Х COS 2 у SIП 2 = Г COS l. (5) 

Соnоставляя это уравнение с уравнением ( 4), заключаем, что пр я· 
мую М,М, можно рассматривать как к а с а т е ль н у ю к кривоn 
Штеnнера. Огибающеn таких прямых и будет некоторая кривая 
Штеnнера. 

2. Подэры криво~ Ште~нера. Кривая Штеnнера · интересна, в 
частности, формами своих n о д эр, рассмотрением которых мы и хотим 
закончить этот параграф. 

34 
Уравнение касательноn (5), принимая во внимание, что cos 2 = 

= cos8 1-- 3 cos f sin 21-, можно nереnисать в виде 
х cos ; +у sin-;- = r ( cos 3 ;-- 3 cos ; sin 2 ~ ) . (6) 

Уравнение перnендикуляра, опущенного из точки S(a, 0), относи
тельно котороП мы хотим наПти . nодэру кривой Штейнера, на каса
тельную, б у деТ иметь вид 

(х-а) sin Т-у cos% =0. (7) 

Оnределяя sln % и cos Т из ура•нения (7) и подставляя их выра· 
жения: в уравнение (6), мы исключим лараметр а и nолучим (заменяЯ, 
кроме того, х-а на х, т. е. nеренося начало в точку S) ура в н е· 
н и е nо д эры кривоn Штеnнера относительно точки S (а, О) в виде 

(х' + у'У' +[(а+ Зг)у' +(а -r)x']x=O, (8) 
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_или, если переhти к полярной системе, в виде 

p=4r cos3 <p -(а+ 3r) cos <р. 
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(9) 

Из уравнения (8) следует, что подэра кривой Штейнера являеrся 
алгебраической линией 4-ro порядка. имеющей в начале трехкратную 
точку. 

у 

:r 

Рис. 72. Рис. 73. 

Интересны отдельные формы подэр, соответствующие частным 

случаям уравнения (8) и соответственно уравнения (9): 
1) если а=О, то уравнение (х'+у'>'+rх(Зу'-х')=О, или 

р = r cos З<р выразит трехлелеетновую розу- подэру кривой Штей
нера относительно начала координат (рис. 72); 

у у 

Рис. 74. Рис. 75. 

2) если a=r, то уравнение (x'+y')'+4ry'x=0, или р= 
= - 4r cos <р slп' <р выразит прямой двулllсmник- подэру кривоА 
Штейнера относительно точки S (рис. 73); 

3) если a=-r, то уравнение (x'+y')'+2rx(v'-x')=0, или 
р = 2r cos <р cos 2<р выразит прямой трехлистюш, подэру кривой 
Штейнера относительно точки S1 (рис. 74); 

5 А. А Савелов 
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4) если а=- Зг, то уравнение (х'+ у')'= 4rx', или р= 4rcos'rp 
выразит одн.олистншс- подэру криво~ Штейнера относительно точки 

S, (рис. 75). 
Мы заметим еще, что площадь одного лепестка дву листинка 

равна { 1tr'~; площадь большого лепестка трехлистника равна 

~г' (З1t + 8), а малого ~г' (3" - 8); 

5 • 
щадь Однолистника равна 2 "' . 

1 
вся площадь равна 2 1trg; пло~ 

§ 6. Астроида 

1. Свойства. Астроида, как и рассмотренная выше кривая Штеnнера, 
является частным случаем гипоuиклоид, а именно, rипоциклоидоU с моду

! 
лем т, равным 4 . 

D 

Рис. 76. 

Она представляет собой, следовательно, траекто-

рию точки, лежащеn на окружно

сти круга радиуса r, которыМ ка

тится по внутреннеМ стороне друго

го, неподвижного круга, радиус R 
которого в четыре раза больше. 

Параметрические уравнения 
астроиды можно получить, пола

гая в уравнениях гипоциклоиды (см. 
1 

стр. 11 О, уравнения (2)) т = 4 . 
Вот эти уравнения: 

3 t 1 3t ] x = 4 Rcos 4 +4 R cos 4 , 

1(1) 
3 . t 1 . 3t 

у=4 R sш 4-тR sш 4, 

где t , как и ранее, угол поворота производящего круга (рис. 76). 
Исключая из уравнениМ (1) параметр t, получим: 

(х' +у'- R' )' + 27 R'xY' =О. (2) 

Из уравнения (2) следует, что астроида является алrе6раическоn кри, 
воn 6-г о n о р я д к а. 

Параметрические уравнения ( 1) астроиды можно nривести к виду 

x=R cos•:, } 

y=Rslo• 4 . 
(3) 
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Исключая иэ этих уравнений параметр t, получим часто употребляе
мы!! вид уравнения астроиды 

2 2 2 

x 3 +y3 =R3 - (4) 

Полагая в ранее выведенных общих соотношениях для uиклои-
1 

дальных кривых модуль т=- 4 , получим соответствующие соот-

ношения для астроиды: 

1) р а д и у с к р и в и э н ы в произвольной точке астроиды опре

деляется по формуле 

(5) 

2) д л и н а д у г и астроиды от точки А до произвольной точки M(t) 
3 t 

определится по формуле S = 2 R s1п' 4 ; длина одной ветви равна 

-}R. а длина всей криво!! 6R; 
3) для получения н а т ура ль н о г о ура в н е н и я астроиды за

метим предварительно, что если началом отсчета длины дуги пола

гать- не точку А, для которой t =О, а точку, для которой t = 1t, то 
длина дуги определится формулой 

S _3R( ,t 1)- 3R t, ---у s1n 4 - 2 --4 cos 2 , (6) 

исключая параметр t из уравнениl! (5) и (6), получим натуральное 
уравнение астроиды 

( ЗR)' Щ+4S'= 2 ; 

4) эволют а а строи д ы есть также астроида, подобная дан
ноn, с коэффициентом подобия, равным 2, повернутая относительно 

данноll на угол .;- (рис. 77); 

3 
5) площадь, ограниченная всей астроидоll, равна в"R'; объем 

32 
тела, полученного от вращения астроиды, равняется l05"R'; поверх-

12 
н о с т ь тела, образованного вращением астроиды, равна б "R'. 

Обратимся теперь к рассмотрению некоторых частных свойств 
астроиды. 

Астроllда является огrrбающей отрез~>а постоянной дЛllНЬt, ~>он
цы ~>оторого с~>ользят по двум взаи.мно перпендrшулярным пря
.мыл<. 

о• 
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Примимаем эти прямые за оси координат и, обозначая угол на· 
клона скользящего отрезка ND = R через о: (рис. 78), будем иметь 
уравнение прямой ND в виде 

х slп о:-у cos о:+ R slп о: cos о:= О. 

Дифференцируя это уравнение по nараметру о:, получим: 

х cos о:+ у sln о:- R slп'o:+R cos'o:=O. 

(7) 

Исключая из nоследнего уравнения и уравнения (7) nараметр о:, 
2 2 2 

будем иметь уравнение огибающей в виде х3 + у3 = R3 ' т. е. 
астроиду. 

Практически перемещение отрезка ND можно осуществить с по
мощью так называемых кардановых кругов. Один из этих кругов 

Yf 

I 

Рис. 77. Рис. 78. 

с радиусом R неподвижен, а другой, с радиусом г, в два раза мень
шим, катится по внутренней стороне не~од1шжного круга. Любые дuе 

диаметрально противоположные точки N и D катящеrося круга будут 
перемещаться по двум взаимно nерnендикулярным диаметрам Ох и Оу 
неподвижного круrа (см. рис. 58, в). Ясно, что огибающей диаметра 
катящеrося круга и /будет астроида. · 

Рассмотренный способ образования астроиды можно истолковать 
также следующим образом . Прямоугольник ODCN, две стороны ко
торого лежат на двух взаимно перпендикулярных прямых, деформи

руется так, что диагональ его сохраняет длину, равную R; огибаю· 
щая диагонали и будет астроидой. Так как nри этом перnендикуляр, 

опущенный из вершины С на диагональ DN, служит нормалью к оги
бающей, то астроида представляет собой гео.метричес~еое .место 
оснований перпендщсуля.ров, опущенных из вершины С прямоуголь
ника на его диагональ. 
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2. Своliства касательных к астроиде. Уравнение (7) выражает 
прямую ND, т. е. касательную к астроиде в некотороU точке М, 
причем параметр а. представляет собо~ угол, составляемыU этоU ка· 

сательнои с осью абсцисс. Уравнение другоU касательной, перпенди

кулярной к nepвou, будет иметь вид 

xcosa.+ysln«+Rsln«cos«=O. (8) 

Исключая иа уравнений (7) и (8) параметр "• получим уравнение 

R' (х'-у')'= 2 (х' +у')'. или, в полярноМ системе, р = ;'I cos 2'f', 

которое выражает четырехлепестковую 

.иесто вершин пря.иого угла, стороны 

которого касаются астроиды, есть 
четырехлепестковая роза. 

розу. Итак, гео.м.етрич,еское 

Другое своUство касательных к 
астроиде таково: каждая касательная 

пересекает астроиду в двух точках, 
касательнwе в которых пересекаются 

в точ~ее, лежащей н,а окружности 

описанного около астроиды круга. 
Доказательство этого предложения npe .. 
доставляем читателю. 

Оnределим п о д э р у астроиды от
носительно точки Р, лежащей на бис
сектрисе \-го координатного угла на 

расстоянии ОР= с от начала коорди
нат. Выше было покааано, что астроиду 
можно рассматривать как огибающую 
отрезка ND = R. скользящего своими 
конuами по координатным осям. Отсюда 

у 

D 

/( 

Рис. 79. 

следует, что искомую nодэру можно оnределить как геометрическое 

место оснований nерпендикуляров, оnущенных из точки Р на nря

мую ND (рис. 79). Проведем ОЕ ..1. ND, и OQ, где Q- середина 
отрезка ND. Точку Р nосчитаем nолюсом, а nрямую РК nолярной 
осью. ПолярныМ угол КРМ точки М nодэры обозначим через 'f'• а 
радиус-вектор РМ- через р. Тогда, как легко видеть, угол QОЙ= 2'f'. 

1 R ' R 
Так как OQ = 2 ND= 2 , то ОЕ = 2 cos 2'f'. Но, с другоU сто-

роны, ОЕ ~ 08 + РМ =с cos 'f' + р. На основании nоследних двух 
равенств, полярное уравнение nодэры заnишется в виде 

R 
р=2 СО$ 2'f'-C COS 'f'• 

а в nрямоугольной системе с началом в точке Р в виде 

(х' +у') (х' +у'+ сх)' = ~· (х'-у')'. 
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Полученная rаким образом кривая 6-ro порядка имеет в начале коор
динат четырехкратную точку и называется «ЖyJCo.At». В частном слу-
чае, при с= О, жук становится розой (см. стр. !62). · 

З. Косая астроида. Обобщением рассмотренной астроиды является 
так называемая косая астроида, которая представляет собой оги
бающую отрезка ND постоянной длины R. скользящего своими кон
цами по двум прямым, пересекающимся под произвольным углом 1· 

Рис. 80. 

Полагая 3ТИ nересекающиеся прямые координатными осями, обозна
чим угол, составляемый прямой ND с осью абсцисс, через t. Тогда 
из треугольника OND (рис. 80) будем иметь: 

ON OD R 
sin (t-1) = siп t = sin 1' 

откуда 

ON= sin(l-y) R. 
S1П 1 

OD= sint R 
sm 1 ' 

и следовательно, уравнение nрямоn ND в отрезках на осях зали-
х у R 

шется в виде sin (t -у) + sin 1 = sin 1 • Дифференцируя это урав-
нение по t и исключая из полученного после дифференцирования 
равенства и уравнения прямой параметр t, получим параметрические 
уравнения косой астроиды в виде 

х=--!-.-- cos t sin'(t-1), 
SIП 1 

У=~ cos(t-1) sin't; 
SIП 1 

при 1 = ~ эти у равнения выражают рассмотренную ранее прямую 
астроиду. 
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§ 7. Овалы Декарта 

1. Определение овалов по Декарту и их свойства. Кривые, 
называемые овалами Декарта, могут быть оnределены различно. 
Мы остановимся на том определении их, которое употреблял сам 
Декарт. 

Пусть две прямые пересекаются в точке А. На одно~ из них фик
сированы две точки F и F1• Из точки F как из uентра описываем 
окружность произвольным радиусом, точку пересечения это~ окруж

ности с прямо~ FF1 обозначим через В. Определим теперь на вто
ра~ из двух данных прямых точку С так, чтобы АС= k АВ, где 
k- заданная постоянная. На этоn же прямоА отложим от точки А 

отрезок AN = AF1• Опишем, наконеu. из точки F, как из uентра 
вторую окружность радиусом CN, 
которая пересечет первую окруж

ность в точке М. Геометрическое 
место точек М и будет овалом 

Декарта (рис. 81). 
Приведеиное определение мо

жет быть сведено к более про

стому. Из рисунка усматриваем, 

что MF=FB=FA+AB= 
1 

=FA+k АС, MF1=NC= 

=АС- AN =АС- F,A. Из Рис. 81 . 
этих равенств получаем : kMF-

-MF1=kFA -АР,. Если k=- !Ji-. то полученное равенство пере
пишется в виде тМF + пМF1 = тFА + пF,А, и так как правая часть 
последнего равенства является величиной постоянной, то, обозначив 
ее через с, получим основное равенство, которым определяются овалы 

Декарта, в виде 

тМF + пМF, =с. (1) 

Итак, овалы Декарта представляют собой геометрические .места 
точек, расстояния каждой из которых от двух фиксированных, 
точем, называемых фoteyca..мtt, у..мн.оженн.ые на данные числа, и.ме .. 
ют постоянную сумму. 

На основе этого определения легко получить nо л яр н о е ура в
н е н и е овалов. Будем полагать точку F nолюсом системы, прямую 
FF1 - полярно~ осью, а расстояние FF1 обозначим через d. Тогда 
MF=p, MF1 = V p'+d'- 2pd cos q>, и следовательно, равенство (1) 
перепишется в виде тр + п V р' + d'- 2pd cos q> =с или 

(п'-т')р' +2р(тс-п'd cos q>)+п'd' - с'=О. (2) 
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Заметим, что если n = -J-, то уравнение (2) принимает вид р = 
= ,2dn', cos q>- з 2mc 1 и будет выражать, как видно, уnит к у 

n -т n -т 
Па с к а л я, которая входит, следовательно, в семейство овалов, при-
чем особая точка ее совnадает с точкой F. · 
. . Уравнение овалов Декарта в прямоугольной системе заnишется 

в виде тVx'+Y'+пV(x-d)'+Y'-c. 
Путем соответствующих nреобразованиl! это уравнение может 

быть nриведено к виду 

(х' +у'- 2гх)' -t'(x' +у')- k·=O, (3) 

rде r, l и k- некоторые постоянные, связанные определенными соот
ношениями с параметрами т, n и d. 

Приведем еще уравнение овалов Декарта в б и nо л яр н о 11 си
стеме, которое оказывается очень nростым и будет полезным в даль

неМшем. Принимая точки F и F1 за nолюсы системы, будем иметь 
это уравнение в виде 

тр+пр1 =с. (4) 

llекарт построил свои овалы в связи с исследованиями по оптике. 

Подобные исследования, предnринятые многими учеными, имели в 1 7 
столетии большое практическое значение и выэывались необходимо

стью усовершенствовать оптические инструменты, употребляемые s 
практике навиrаuии. Одноtt из воэ~tикших на этоh почве задач, была 
аадача об оnределении такой кривой, которая nр е л о м л я л а бы 

n у ч и, в ы х о д я щи е и з о д н о 11 т о ч к и т а к, ч т о б ы n р е л о м
ленные лучи nроходили через другую заданную точ

ку. Геометрически эта задача сводилась к разысканию кривой, нор
маль к которой в любой ее точке обладает тем свойством, что от
ношение между синусами углов, образуемых ею с прямы-1'и, со

единяющими ату точ.JСу с двумя данными точJСами, имеет напе

ред заданное значение. 

Овалы Декарта и удовлетворяют как раз указанному требованию. 
Для доказательства этого замечательного свойства их nродифферен

uируем биnолярное уравнение (4) по длине дуги s. Будем иметь 

т 1.- + n ~~ =О. Но, как известно, 1.- = cos ф, dJ~ = cos ф1, где ф 
и ф1 - углы между касательно!! и радиусами-векторами р и р 1 (рис. 82) . 
. Следовательно, nредыдущее равенство можно nереnисать в виде 

т cos ф + n cos ф1 =О. (5) 

Отложим теnерь на радиусах-векторах FM и F,M соответственно 
отрезки MD =т и MD, = n и nостроим на них nараллелограмм. 

,Тогда МС = MD + MD1, и следовательно, пр.,МС = 11р., MD + 
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+ пр.,МD1 =т cos ф + n cos ф 1, откуда, на основании (5), пр. 1МС = 
=О и, значит, МС _L 1. 

Мы пришли к заключению, что диагональ nостроенного nарал~ 

пелограмма о n р е д е л я е т н а n р а в л е н и е н о р м а л и к овалу в 

точке М. 
Если, далее, угол FMC обозначить через 1· а угол F,MC че

рез 1•· то 
MD = _!}s:_ или ~in 1 = DC = ~ = const. 
sin Tt sin 1 ' sш Т1 MD т 

Таким образом, если овал Лекарта разделяет две среды с отноше-

нием nоказателей преломления 
n 
т· 

то лучи света, выходящие из 

Рис. 82:. 

точки F- фокуса овала, после преломления в любой точке онала 

встретятся в точке F, -другом его фокусе. 
В сипу этого свойства овалы Лекарта называют также а план е

т и чес к и м и, т. е. не отклоняюшими, линиями . 

Помимо двух фокусов F и F1, овалы Декарта имеют еше и т ре
тиn фок у с F,, как это показал Шаль, и этот третий фокус равно
правен относительно основного свойства овалов с двумя первыми, 

а именно, справедливы равенства 

mMF + nMF1 =с, 

m,MF + n,MF, = с 1 , 

m.MF1 + n,MF, =с,. 

Умножая правые части первого и второго из этих равенств соот
ветственно на с 1 и с и вычитая из первого равенства второе, полу

чим (mc1 - m1c) MF + nc1MF1 - n1cMF, =О; обозначая постоянные 
коэффициенты через а, ~ и 1• получим: 

aMF + ~MF1 + 7MF, =О. 
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Таким образом, овалы Декарта являются zеометрич..ески.ми .мес
тами точек, расстояюtя каждой из которых от трех фикси

рованных точек, умноженные на некоторые ч,исла, имеют сум

му, рав~tую ~tулю. 

Вопрос о том, знал ли Декарт о существовании 3-го фокуса своих 
овалов, остается открытым. Следует заметить еще, что, nомимо трех 
фокусов, лежащих на одно" прямоn, овалы Декарта имеют бесчис
ленное множество фокусов, расположенных в плоскости, перпендику-

Рис. 83. 
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лярной к плоскости 9тих овалов и проходящей через прямую FF,F,. 
Фокусы эти расnолагаются, как это показал Дарбу, на некотороU 
кривоn 3-го порядка. 

Детальное исследование особенностей формы овалов Декарта при
водит к заключени10, что каждый из них состоит из двух э а м к н у

ты х л и н и й, одна из которых объемлет другую. На рис. 83 при
ведены . формы овалов, соответствующие определенным значениям 

параметров r и l уравнения (3) при меняющемся значении параметра k. 
При k =О получается частныn случаn овала -у л и т к а Па с

к а л я, узловая точка которой совпадает с одним из фокусов. овала. 

При k >О овал состоит из двух замкнутых линиn, одна из которых 
находится внутри петли улитки, а другая- в н е ее. При возрас
тании k внутренний овал стягивается к точке F1 -другому фокусу. 
Внешний овал, имея для значений k, близких к нулю, сердцевидную 
форму, переходит затем в выпуклыn овал. При k <О внутренний 
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овал располагается внутри улитки, но уже вне ее петли и, имея для 

малых значениn модуля k форму, напоминающую форму ущерблен
ной луны, nереходит затем, при возрастании модуля k, в выпуклый 
овал, стяrивающийся nостепенно в точку, совпадающую с третьим 

фокусом овала. 

2. Другие · способы образования овалов. Первыn из них при
надлежит Ньютону. Он показал, что овал Декарта можно опреде
лить как геометрическое место точек, отношение расстояний "ото

рых от двух заданных окружностей является постоянным. 

Рис. 84. 

Центры этих окружностей будут фокусами овала. Действительно, 
пусть имеются две окружности с центрами в точках F и F1 и радиу· 
сами r и r, (рис. 84); тогда искомое геометрическое место точек 
будет характеризоваться равенством 

Р- r = ': , или тр- np1 = тr- nr1 = const, т. е. будет оваЛом 
Pt-Гt m 
Декарта. 

Используя определение овалов Декарта по Ньютону, можно полу
чить еще один способ их образования, открытый Ша л е м. 

Рис. 85. 

Пусть имеются две окружности с uентрами в тоqках О и 0 1, 

радиусами r и r1 (рис. 85). Направим из точки N прямую, иереее
кающую окружности в точках D1, Q, и D, Q. Если теперь проuеСiи 
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в эти точки радиусы окружностеR, то они пересекутся в четы

рех точках М, М1, М,, м,, которые принадлежат овалу Декарта и 
при вращении секущеn вокруr точки N будут nеремешаться по 
этому овалу. 

Действительно, применяя известную теорему Менелая, например, 
OV O,Q, MD MD 

к треуrольнику ОМ01, получим NO, Q,M DO =- 1, откуда MQ, = 

NO, DO NO, r t М 
= ON o1Q 1 = ON ;:; = cons , и следовательно, точка удовлетво-

ряет приведеиному выше оnределению овалов по Ньютону. 
Шаль показал также, что касательная в точке М. овала и каса· 

тельные к окружностям в соответствующих точках nересекаются в 

одной и той же точке. Это обстоятельство определяет простой cno· 
соб построения касательной в заданноn точке овала. 

Приведем в заключение с т е ре о м е т р и ч е с к и А способ обра

зования овалов Декарта, основанный на том, что линия пересечения 

поверхностей двух ~еруговых ~еонусов с параллельны.ми ося.ми 
прое/Стrtруется на плос~еость, перпе~tди~еулярную /С этrt.м ося.м, 
в овал Де~еарта. В самом деле, nусть заданы уравнения двух ко
нусов 

(х-а)'+ (у- Ь)' = k' (z- с)', 

(х- а1)' +(у - Ь1)' = k: (z- с1)'. 

Исключая из этих уравнений z, получим уравнение 

k1 V<x-a)'+(y-b)'-kV(x-a1)'+(y-b1)' =(c-c,)kk1, 

выражающее, как видно, овалы Декарта. 

§ 8. Каппа 

Эту кривую, сходную по своеn форме с rреческоR буквоn х 

(кanna), можно оnределить как геометрическое место точек касания 

касательных, проведен.ных из начала координат IC окружности 
радиуса а, центр н;оторой пере.мещается по оси абсцllсс. 

Из треуrольника ОМС (рис. 86) имеем р = t cos <р. t = V р' + а•. 
Исключая из 9тих равенств параметр t, получим полярное уравнение 
каnnы в виде 

p=actg<p. 

Переходя к прямоуrольноR системе, получим уравнение 

(х' + у')у'=а'х'. 

(!) 

(2) 

Кап па является алrебраическоR кривоR 4-r о п о р я д к а, симмет
ричной относительно осей. В начале имеет уз е л с совnавшими 
касательными х =О. Прямые у=± а служат для кривоR а с и м
пtотами. 
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Исследование каппы связывается в истории математики· с реше

нием задачи, предложенной в 1662 г. Слюзу одним из учеников 
Декарта. В задаче требовалось найти кривую, обладающую тем свой
ством, что отрезок МС, перпендикулярный к любому ее радиусу-

у 

Рис. 86. 

ве11тору ОМ, имеет одну и ту же длину. Определение это. как 
видно, эквивалентно первому, сформулированному Слюэом. 

Барроу показал, что каппу можно определить следующим обра

зом: откладываем на полярной оси отрезок ОА =а и в точке А 
восставляем перnендикуляр к этой оси. Проведем из nолюса 
произвольныn луч; .пусть он nе

ресекает этот перпендику л яр в 

точке В. От ложи м на луче отре
зок ОМ= ВА; геометрическое 
место точек М при вращении луча 

вокруг полюса и будет каппой. 

Kanna может быть оnределена 
еще и так: из начала коорди

нат радиусом, равным а, строим 

окружность (рис. 87), проводим 
произвольныll радиус ОА и пер
пендикулярныll к нему луч ON; 
проводим, наконец, nрямую АМ 

Рис. 87. 

параллельно полярной оси; геометрическое место точек М будет каn

по!!. Действительно, из рисунка получаем р =ОМ= а ctg ер- урав-
нение каппы. 

Определяя nолярную nодкасательную S1, nолучим S1 =ОС=~= 
=-а cos' ер. Телерь легко убедиться, что отрезок ОС может ~ыть 
получен непосредственно, ·если из точки В опустить на ОА nерпен· 
дикулярВС.Всамом деле, OC=OA-AC=a-aslп'ep=acos'cp. Мы 
нашли графический способ построения nодкасательной, а значит, 
и касательной в произвольной точке калпы. 
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Квадратуру каппы выnолнил впервые Гюйгенс, показзв, что пло
щадь, заключенная между осью ординат, ветвью каплы и ее асим-

птотой равна половине nлощади 

у производящего круга. 

Заметим в заКлючение, что 
капnа является членом семейства 

кривых, выражаемых уравнением 

р =а ctg k'f и называемых узлами. 
Все эти кривые имеют в начале 
координат узловую точку и асим

nтоты, параллельные координат-

х ным осям. Отличительным cвoUcт-
====::~'f:o,...f-.d;:+:::==::::. вом узлов является то, что, подвер-

Рис. 88. 

гая инверсии относительно начала 

координат узел р =а ctg k'f, по
лучим также узел р = а tg k'f, 
конгруэнтный данному, но повер-

нутый на 90°. 
Членами семейства узлов, по

мимо каппы, являются, в частности, 

1 
строф о и д а, для которой k = 2 , и так называемая «Ветряная 

мельница», получаемая при k = 2 (рис. 88). 

§ 9. Кривые Персея 

1. Способы образования. Кривые Персея, названные так по 
имени греческого геометра Персея, являются линиями пересечения 
поверхности тора плос~&о

стями, параллельны.ми ezo 
оси. Их называют также спи
рическими линиями (от латин

ского spira -тор). 
Пусть тор произведен вра

щением окружности радиуса R, 
лежащеп в плоскости x 10 1z1 

координатной системы (х1,у1, z1) 

(рис. 89). Расстояние uен- 'fi 
тра производящей окружности 

от начала координат обозна-

z, 

Рис. 89. 

чим через d. Уравнение поверхности тора эапишетс.я в виде 

(х: +у:+ z: + d" - R')' = 4d' (х: +у;). 

Уравнение секущей плоскости возьмем в виде 

I 

I 

(1) 
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Расположим теперь в этой секущей плоскости координатную си

стему хОу, начало котороn совпадает с основанием перпендикуляра, 
опущенного из точки 0 1 на секущую плоскость. Возьмем некоторую 
точку М (х, у), принадлежащую линии пересечения поверхности тора 
с секущей nлоскостью, т. е. кривой Персея. Тогда, как это следует 
из рисунка, х1 = х, у 1 = р, z1 =у. Исключая иэ этих равенств и 

$ ф- + 
p>d-R p>R p>d 

а) d) OJ 
Рис. 90. 

уравнения (1) х1 , у 1 и z1, получим уравнение кривых Персея в виде 

(х' +у'+ р' + tf'- R')' = 4d' (х' + р'). (2) 

По виду полученного уравнения заключаем, что кривые Персея яв

ляются алгебраическими линиями 4-r о п о р я д к а, для которых оси 
координат служат осями симметрии . 

На рис. 90, а, 6, в представлены характерные формы кривых 

Персея для случаев d>R-открытый тор, d=R-замкнутыl! тор 
и d < R- самопересекающийся тор. 

Помимо рассмотренного стереометрического способа образования 

кривых Персея, они могут быть получены также и планиметр и
ч е с к и м и способами. Остановимся на одном иэ них. 
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Пусть дань1 две фиксированные точки F(m, О) и F 1 (-т, 0), 
Требуется найти геометрическое место точек М таких, что 

мf".мр; =с ом• +с,, (3) 

где с и с1 - заданные константы. Нетрудно убедиться, что искомые 
линии являются кривыми IIepceя. 

Действительно, равенство (3) можно лереnисать в виде 

[ (х- т)'+ у'] [ (х+ т)'+ у']= с(х'+ у')+ с1, 

или, после соответствующих лреобраэований, в виде 

(х' +у')'- (2m'+ с) х' +(2m' - с)у' + т•- с1 =О. ( 4) 

Но nриведеиное выше уравнение (2) кривых Персея может быть 
заnисано также в виде 

(х' +у')'+ (2р'- 21f'- 2R') х' + (2р' + 21f'- 2R')y' + 
+ [ (р + d)'- R'] [ (р-d)'- R'] =О. (5) 

Соnоставляя уравнения ( 4) и (5), видим, что они совладают с точ
ностью до обозначения постоянных. 

Полагая в равенстве (3) с= О, мы получим овалы Kaccuнtl 
(стр. 146); если еще и с1 =т•, то лолучается ле.мнuс/Саmа Бернулли 
(стр. 155); наконеu, nри с1 = т• получаем ле.мнис/Саmу Бута. 

2. Лемниската Бута. Уравнение этоl! кривой, исходя из (4), 
мы получим в виде 

(х' +у')'- (2m'+ с) х' +(2m'- с) у'= О. (6) 

Форма криво!! зависит от соотношения между параметрi1Ми т и с. 

Если с> 2т', то, полагая 2т' +с=а' и c-2m'=b', будем иметь 
уравнение лемнискаты Бута в виде 

(х' +у')'= а'х' + Ь'у'. (7) 

Если с< 2m', то, полагая 2m'+ с= а' и 2m'- с= ь•, будем иметь 
уравнение лемнискаты Бута в виде 

(х' +у')'= а' х'- Ь'у'. (8) 

Легко показать, что в nервом случае лемниската Бута является 
подэрой эллипса относительно его центра, а во втором - подэрой 

гиперболы относительно ее центра. 
х' У' 

Действительно, пусть а~- ± """"Б' = 1 - уравнение эллипса или ги-

перболы) х~: ± У~{ = l -уравнение касательной в точке (х1) у1); 
тогда уравнение перпендикуляра, опущенного на касательную из 

uентра) заnишется в виде ~~ X:::t= ~~у=О.Искпючаях1 иу1)получим 
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уравнение подэры в виде уравнения (7) (подэра эллипса) или в виде 
уравнения (8) (подэра гиперболы). В соответствии с этим различают 
аддunтичес~еую лемнискату Бута, выражаемую уравнением (7) 
и имеющую изолированную точку в начале (рис. 91 ), и гипербодиче
С/Сую, выражаемую уравнением (8) (рис. 92). Гиперболическая лемми
ската Бута имеет в начале координат уз л о в у ю т очку. Приравни
оая нулю члены с низшими степенями переменных в уравнении (8), 

получим уравнения касательных в этой точке в виде у=± f х. 
Нам осталось отметить еще два частных случая значений пара

метров т и с в уравнении (б). В первом из них, когда с= 2m', 
лемниската Бута вырождается в п а р у о к р у ж н о с т е И 

xt + у11 ± 2mx =О, во втором, когда с= О, она становится л е м н и
с к а т о й Б е р н у л л и. 

~ 
·-срх 

Рис. 91. Рис. 92. 

Заметим еще, что точки F и F 1, которые фигурировали при пла
ниметрическом определении кривых Персея, называют фо~еуса.ми этих 
кривых. Они имели абсuиссы т и -т. В случае лемнискаты Бута 
эти абсциссы оnределятся на основании введенных соотношении, со

гласно которым 

или 

2т'+с=а', c - 2m'=b', 

2т'+с=а', 2т'-с=Ь'. 

Решая эти системы относительно т, получим т = ± { V а11 - bi 

rv--для эллиптической лемнискаты и т=± 2 ai + bg для гипербо-

лической. Как видно, эти абсuиссы в два раза меньше абсuисс фо
кусов эллипса и гиперболы с полуосями а и Ь. 

Леммискату Бута можно получить также следующим образом: 
дан круг с радиусом R и uентром С на полярноИ оси, удаленным 

от nолюса на расстояние k; nроводим из полюса луч, пересекаю
щио окружность в точках Р и Р1, и на этом луче откладываем 

отрезок ОМ= РР1; геометрическое место точек М будет лемниска
той Бута эллиnтического тиnа, если nолюс находится внутри 
круга, и гиперболического, если полюс находится вне круга. 
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Предоставляя читателю получить уравнение лемнискаты Бута, 

исходя из этого определения, заметим, что указанныtt способ ее 
образования дает возможность графического построения этоtt кривой. 

В заключение укажем еще некоторые своttства лемнискаты Бута. 

Ле.м.н.uската Бута является ортогональной проекцией н,а 

плосмость хОу лuншz пересечения поверхности параболоида 
х' +у'= cz с поверхJ<Остью ~<он уса а' х' + Ьу' = c'z'. Для дока
зательства этого предложения достаточно исключить z из уравнений 

указанных поверхностей. 

Лемнис~<ата Бута получается в результате инверсии !<ри

вой 2-zo порядн:а a'x'±by'=k' с центром в начале 1<оординат 
и степенью k4. Для доказательства этого предложения удобно урав
нение лемнискаты (х' +у')'= а'х' ± Ьу' заnисать в полярно!! форме 
в виде р2 = а2 cos'i! ~ ± Ь2 sin2 <р. 

Пользуясь указанным полярным уравнением лемнискаты Бута, 

nолучим формулы для определения площади, ограничиваемо!! ею: 

' 2 

для эллиптической лемнискаты U = 2 ~ (а' cos' '!' + Ь' s!п' '!') d'f' = 

= 1 (а'+ Ь'), для гиперболической 
arctg% r а11 -"'Ь' а аЬ 

И= J (а' cos''f'- Ь' sin''f')d'f'= --2-arctg -;;+ 2 . 
о 

Д л и н а д у г и ее выражается в эллиптических интегралах. 

Мы исследовали лемнискату Бута как частный случай кривых 
Персея. Уместно ваметить, что эллиnтическая лемниската получается 
в результате сечения самоnересекающегося тора (d < R), nричем 

R- а' d- Уа'-Ь' ь• 
-2 Уа'-Ь' - 2 и р=2 Уа'-Ь' · 

Гиперболическая лемниската nолучается в результате сечения откры

того тора (d> R), причем параметры оnределяются равенствами 

а' Jla' + Ь' Ь' 
R=2~ d=-- 2- - р 2Уа'+Ь'. 

§ 10. Овалы Кассинн 

1. Особенности формы. Выше были рассмотрены кривые Пер
сея, которые были определены, в частности~ как геометрическое место 

точек М, удовлетворяющих условию 

Мf'·МГ~=с·ОМ'+ с1, 
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где F и F1 - фиксированные точки, О- точка, являющаяся середи
ной отрезка FF1, а с и с1 - nостоянные. Овалы Касспни являются 
частным случаем кривых Персея, когда с= О, т. е. когда MF·MF1= 
= lfC'; = const. Они могут быть определены, следовательно, как 
zео.метрич.еские места - moч,eiC, произведение расстояний иаждой 

из н;оторых от двух фин;сированных точен; является величиной 
постоянной. 

Пусть фиксированные точки F и F1, называемые фон;усами ова
лов, лежат на оси абсцисс и имеют абсциссы, равные с и -с, а 

nостоянная величина nроизведения MF-MF1, равна а'. Тогда равен
ство, определяющее овалы Кассини, запишется в виде 

lf(x- с)'+ у' V (х +с)'+ у'= а•. 
После nреобразований nолучим уравнение овалов 

(х' +у')'- 2с' (х'-у')= а• ~с'. 

Переходя к nолярной системе, б у д ем иметь: 

р=с у cos 2'f'± у cos'2'f'+ ( ~: -1) 

(1) 

(2) 

Из уравнения (1) следует, что овалы Кассинн являются алгебраи
ческими линиями 4-r о пор я д к а, симметричными относительно 

координатных осей. 

В зависимости от величины nараметров а и с различают три 

основные формы овалов Кассини, соответствующие трем соотноше

ниям а>с, а=с, а <с-
1. а> с. Для этого случая в уравнении (2) из двух знаков nеред 

внутренним корнем следует брать только nлюс, так как для отри

цательных значени~ этого корня соответствующие значения р б у дут 

мнимыми. При изменении 'f' от нуля до f радиус-вектор р будет изме

няться от р1 = V а2 +с <.а до р2 = V a'l - с2 • Как легко подсчитать, 

при изменении 'f' от О до -;- nроизводная р' остается отрицательной, 

следовательно, радиус-вектор в указанных выше границах будет 
монотонно убывать. Кривая имеет в этом случае форму замкнутой, 
симметричной относительно координатных ocen линии. 

2. а= с. При таком соотношении nараметров уравнение (2) nри
нимает вид 

p=cV2cos2'f' 

и выражает n е м н и с к а т у Б е р н у n л и, являющуюся, таким обра
вqм, частным случаем овалов Кассини. 
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3. а<с. Для удобства исследования будем полагать -~: =sin 2а. 
Уравнение (2) можно будет заnисать тогда в виде 

р =с V cos 2q> ± V cos' 2q>- cos'2a. (3) 

Заметим при этом, что так как а< с, то sln 2а < 1 и, значит, 
а< 45°. Из уравнения (3) следует, что при изменении полярного 
yr ла 1> от О до а: каждому значению его будет соответствовать два 
деЯствительных значения р, причем при q> =О этими значениями 

будут p1=Vc'+a' и p,=Vc'-a'. При возрастании'!' от О до а 
р1 будет убывать, а р,- возрастать. При '!' =" эти значения ока
жутся равными между собо~. При дальне~шем возрастании угла '!' 

от а до ~ соответствующие значения р будут уже мнимыми. Овал 

будет состоять в этом случае из двух замкнутых линий. 

Для уточнения особенносте~ формы овалов следует отметить еще 
х(х'+у'-с') 

один важныя факт. Иэ уравнения ( 1) получим: у'=- У (х' +У'+ с'), 
откуда следует, что пронаводная обращается в нуль при х =О; 

следовательно, касательная в точке пересечения овала с осью орди

нат параллельна оси абсuисс (если только при этом у =1= 0). Далее, 
производная у' обращается в нуль также для таких точек. овала, 
координаты которых удовлетворяют уравнению х' +у'-с'= О, 
т. е. для точек пересечения овала с окружностью х9. + yi =с ... 

V4c•-a4 all 
Координаты этих точек х=± 2с , у=±2С, откуда сле-

дует, что абсuиссы их являются деЯствительными лишь при условии 

а< с V2. Итак, овалы, пара.метр а к;оторых так;ов, '!-то 
а< с V2, пересек;аются с ок;ружностью х' +у'= с' в четырех 
точках, касательные в которы;; параллельны оси абсцисс. 

Овалы, для которых а> с V2, не будут иметь общих точек 
с окружностью. Точки, в которых касательная параллельна оси абсuисс, 
являются здесь точками пересечения кривой с осью ординат. 

Овалы, для которых а= с V2, отличаются тем, что точки их nе
ресечения с окружностью х' + у• = с• совпадают в одну, находящуюся 
на оси ординат и являющуюся для овала точкоЯ сплющенности. 

Исследование особенностеЯ форм овалов Кассинн нельзя закон
чить, не указав на особый характер расположения их т о чек 
п е р е г и 6 а. Исходя из полярного уравнения (2), можно убедиться, 
что радиус кривизны в произвольноЯ точке овала определится по 

а'р 
формуле R. = р' + с• cos 2~ . Из этого равенства следует, что в точ-

ках овала, для которых р' +с' cos 2q> =О, радиус кривизны обра
щается в бесконечность. Это и будут точки перегиб а овала, которые 
располагаются, как видно, на лемнискате Бернулли р• =- с• cos 2q>. 



§ 10) ОВАЛЫ КАССИНН 149 

Заметим, что как окружность х• +у'= с', на котороА лежат 
точки овалов с касательными, nараллельными оси абсuисс, так и лем

ниската p\J =- с2 cos 2<р, на которой лежат точки переrиба, не зави
сят от величины nараметра а и, следовательно, у всех конфокаль
ных овалов точии, касательные в 1Соmорых параллельны оси 

у 

I 

Рис. 93. 

абсцtlсс, лежат на одноll 11 moll же окружносm11 х' +у'= с', 
а точки nepezuбa- на одной и той же лелtн.искате р2=-с2 cos 2<р. 

Проведеиное исследование nозволяет nредставить эволюцию форr.< 

конфокальных овалов J<ассинИ nри изменении nараметра а. Прк 
а= О овал вырождается в две 
точки F и F1; nри возрастании а 
от О до с около точек F и F1 по
явятся замкнутые линии, которые, 

увеличиваясь в размерах, сом

кнутся при а= с, образовав лем

нискату. При дальнеАшем увели

чении а овал будет представпять 

собой замкнутую линию, имею

щую вогнутости в положительном 

и отрицательном направлениях оси 

ординат и соответственно четыре 

точки nерегиба. При а= с V2 
Рис. 94. 

вогнутости исчезают. При дальнеАшем увеличении параметра а кри
вые будут иметь форму счистых» овалов (рис. 93}. 

2. Способ построения. Способ построения овалов К!ссини очень 
прост. Зная параметры а и с, находим положение фокусов F и F1 

и вершин А и А1 (рис. 94}. Проводим из точки А .луч, который 
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пересечет окружность, Щl_исанную из начала координат радиусом, 

равным с, в точi<ах N и N 1• Если теперь из фокусов f и F1 описать 
окружности радиусами, равными AN и AN1, то точка М их nере

сечения будет принадлежать овалу. ДеUствительно, MF1 ·MF = 
= AN1 ·AN = const в силу известноU теоремы о произведении секу
шеи на ее внешнюю часть. Меняя направление луча ANN1, можно 
построить сколь угодно много точек овала. 

Укажем в качестве nримера одно явление, при исследовании 
которого имеют дело с овалами Кассини. 

Два параллельных тока, текущие по бесконечно длинным прямо
линейным проводникам, создают в плоскости, перпендикулярноn к 

этим проводникам, потенциальное поле, эквипотенциальные линии 

которого представляют сабо~ семеиство овалов Кассини. Фокусы 
этого семеnства находятся в точках пересечения проводников с пло

скостью потенциального поля. 

Семеиство овалов Кассинн можно наблюдать, рассматривая арагони
тоную или селитряную nластинку в nоляризованном свете. 

Известныи интерес с точки зрения истории науки представляет 
тот факт, что овалы Кассинн были открыты астрономом 1 7 века 
Доминикусом Кассинн nри его попытках определить орбиту Земли, 
которая, по его мнению, не была эллипсом, как это nолагал Кеnлер. 

§ 11. Синусоидальные спирали 

1. Особенности формы. Синусоидальными спиралями называют 
обширное семейство кривых, выражаемых в полярной системе урав

нением pm = ат siп тrр или уравнением 

(1) 

При р а и и о н а л ь н о м т эти кривые являются а л г е 6 р а и
чес к и м и линиями того или иного порядка, в зависимости от зна

чения т. Но и nри этом ограничен!'IИ синусоидальные сnирали отли

чаются большим разнообразием форм. В частности: 

1) при т=1 получим p=acosrp- окружность; 
2) при т=- 1 имеем р =_а_- п р я м у ю; 

cos ~ 
3) при т= 2 получим р' =а' cos 2rp- л е м н и с к а т у Б ер-

ну л л и; 

а' 
4) при т=- 2 имеем р' = cos 2~ -равно с r о р о н н ю ю г и-

перболу; 

5) при т={ имеем р=асоs•.;.-кардиоиду; 
1 - ~ - ~ 2а 

6) при т=- 2 получим р 2 =а 2 cos ~.или р= 1+ cos~-
nар а б о л у. 
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Приведеиные частные случаи синусоидальных спиралей покаэы
вают, насколько различными по своеn природе могут быть кривые, 

относящиеся к их семейству. Ясно поэтому, что исследование этого 

семеnета а в целом представляет значительные трудности. Однако 
относительная простота уравнения (1) позволяет без особого труда 

обнаружить целыn ряд общих свойств синусоидальных спиралеn, 

а также сделать некоторые общие замечания относительно Особен

ностеn формы этих кривых. 

Обратимся к исследованию этих свойств. 
Непосредственно из уравнения (1) следует, что при по л о ж и

т е л ь н о м значении индекса т кривая прохоДит через nолюс и 
полностью помёщается внутри круга с радиусом, равным а. При 
о три ц а т е ль н о м значении индекса т радиус-вектор может при

нимать сколь угодно большие значения, следовательно, кривая в этом 

случае будет иметь бесконечные ветви и, кроме того, уже не проИдет 
через полюс. 

Далее, так как уравнение pm = am cos т'f не меняется при замене 'f 
на - 'f, то все синусоидальные спирали с и м м е т р и ч н ы относи

тельно полярной оси. Заметим еще, что если полярную ось повер-

нуть на угол ~, то, заменяя в уравнении (1) 'f через 'ft + 2", 
т т 

получим: 

pm=amcos[т('f•+ ~ )] или pm=amcosт'f1, 

откуда следует, что по отношению к ново~ полярной оси кривая 

будет также симметрична. Это обстоятельство позволяет утверждать, 

что синусоидалыtые спирали с индексом т= f!_ , где р и q-q 
взаимно nростые числа, и.меют р осей си.м..м.етрии, проходящих 

через полюс. 

При цел о м по л о ж и те ль н о м индексе т радиус-вектор 

является периодической функциеn с периодом ~. При изменении . т 

полярного у г л а от 'f =О до 'f = 2,.; он т раз пройдет через мак
симум; поэтому кривая будет состоять из т л е nес т к о в, каждыn 

ив которых располагается внутри угла, равного ~. В полюсе такая 
спираль будет иметь кратную т очку. 

Заметим еще, что синусоидальная сnираль с положительным 

дробным индексом т= Е . также состоит из р лепестков, которые q 
могут пересекаться, и, таким образом, кривая будет обладать крат
ными точками, nомимо кратной точки в nолюсе. 

Несколько ниже мы покажем, что инверсия синусоидальной спи· 
рали от.носительно nолюса дает синусоидальную сnираль с индексом 

обратного знака no отношению к данной. Поэтому можно утверждать, 
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что синусоидальные спирали с uелым отриuа·тельным индек· 

сом состоят из т бесконечных ветвей, получаемых инвер· 

тираваннем лепестков соответствующей синусоидальной спирали 

с положительным индексом. Каждая из этих ветвей касается базисной 
окружности и асимптотически приближается к лучам, угол между 

~ 
которыми равен m. 

На рис. 95 изображена синусоидальная сnираль с индексом т= 4 
(сnлошноl! линиеl!) и с индексом т=- 4 (nунктирноl! линиеl!). 

2. Общие своАства. 
1. Угол 1'-· составляемый ~еасательной в произвольной то~~ее 

спирали с радиусом-ве~етором то~/Сu ~еасания, равен т<р + i, 
где <f'- полярный угол точки касания. 

Действительно, по известной формуле 

tgf'o=f.=tg(т'f+i) 
и, следовательно, 

(2) 

Для спиралей pm = am s!n т<р получим соответственно 1'- = т<р; 

для кардиоиды 1'- = f +Т; для лемнискаты 1'- = 2<р + ~; . 
Простоя способ nостроения касательно!! к синусоидальной спи

рали на основании полученных формул очевиден. 
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2. У>ол т лежду дву.мя касательны.ми, проведенны.ми в концах 
хордьt, проходящей через полюс системы, является для иаждой 

спирали величиной постоянной (рис. 96). В самом деле, на основа-

нии (2) имеем !'t=тер1 +1'·1'•=тер,+.;.=т(1t+ер1)+.;.. от-

куда T=P.t-f'•=·т'!'t +1--т1t -тер1 -.;.=-т1t=COПSt. 
3. Определяя рад и у с крив из н ы в nроизвольной точке сnи-

рали, получим: 

• 
(р' + р'') 2 v р' + р'' 

R= Р'+2р''-рр-;;-=~ (3) 

но V р' + р'' = __ Р_, следовательно, 
COS!n'f 

R- Р 
-(т+ 1) созт~' 

(4) 

Замечая, что в равенстве (3) числитель V р' + р'' есть величина 
1 

nолярной нормали N, будем иметь R: N = т+ 1 = const, т. е. от-

ношение радиуса ~ерttвизны « длине по
лярной нор.мали ямяетtя для ~еаж
дой синусоидаЛьной спирали величиной 

- й 1 постояннои, равно т+ 1 • 

Для кардиоиды это отношение 
2 1 

равно З . для лемнискаты 3 . 
4. Перепишем равенство ( 4) в ви-

R cos т~ 1 Рис. 96. 
де --Р--= т+ 1 ; замечая, что 

R cos тер есть nроекция радиуса кривизны на радиус-вектор точки 

касания, nриходим к заключению, что отн.ошен.ие проетсции радиуса 

~еривизны l<ll радиус-ве~етор точ~еа ~еасания « это.му радиусу-ве~ето
РУ ямяется для всех точе~е синусоидалыюй спирали величиной 

постоянной, равной т~ 1 • 

5. Если радиусы-векторы точек, являющихся nроекциями центров 
кривизны на соответствующие радиусы-векторы спирали обозначить 

через г, то р - r и будет nредставпять nроекцию радиуса кривизны, 

о которой мы только что говорили. Таким образом, р- r = т~ 1 , от-

( 1 ) т _..!._ тrnam 
кудаr=р 1- т+ 1 = т+ 1 асоs"'тер,илиr"'=<т+ 1 )"' соsтер. 
Полученное уравнение nоказывает, что гео.метрическое .место про
е~ецttй центров ~еривизны синусоидальной спирали l<ll соответ-
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ствующrtе радиусы-векторы есть снова синусоидальная спираль 

с те.м же полюсом и тем же индексо.м, чдtо и данная. 

б. Получим теперь н а т ура n ь н о е ура в н е н и е синусоидаль-
1 

ных спиралей. Так как dS = V р' + р'' drp =а cosiii -l тrpdrp, 
то 

1 

S=a S cosiii- 1 тrpdrp. (5) 

..!. 
С другой стороны, заменяя в равенстве (4) р через а cosm тrр, 
будем иметь: 

а .!_ -J 
R= m+ 1 cosm тrр, (б) 

откуда 

m-1 ..!.-2 
dR= т+! acosm тrpsinтrpdrp. (7) 

Комбинируя равенства (5), (б) и (7), исключим переменную 'f и полу
чим искомое уравнение в виде 

7. Инверсия синусоидальной спирали относительно полюса 
дает снова синусоидальную спираль с rтдексом, противополож-

о 

Рис. 97. 

ным по 31/аку индексу данной cnrr
paлu. ЛеПствительно, подвергая сnи
раль pm = am cos т~ инверсии 
PPt = 1, получим p;-m =am cos тrр. 
Отсюда следует, в частности, что ин
версия окружности р =а cos 'f дает 

а 
nрямую р = cos Cf , инверсия лемни· 

скаты дает равностороннюю гиnер

болу, инверсия кардиоиды дает па· 
раболу и т. д. 

8. Подэра сrтусоrrдальной спирали с индексом т относи
тельно полюса системы является также синусоидальной спиралью 

с индексом т ~ 1 
Действительно, nусть р и 'f- координаты точки касания М, 

а р1 и ср1 - координаты основания N nерпендику л яра, опущенного 

из nолюса на касательную. Тогда из треугольника OMN (рис. 97) 
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1 

получим 0N=p1 =pcos(<j>1 -<j>), или p 1 =acosmт'fCOS(<j>1 -<j>). 
Заметим теперь, что согласно равенству (2) 'ft - 'f = 1'- --;- = 

=т'f+-i--i=т'f, откуда 'f= m':t-!. На основании послед
него равенства уравнение подэры запишется в виде 

т т 

р,т+l=ат+l cos т~! 'f· 

Отсюда немедленно заключаем, что подэроеt окружности является 
к ар д и о и д а, подэроМ равностороннеМ гиперболы является л е м н и
с к а т а, подэроМ параболы-пр я м а я и т. д. 

§ 12. Лемниската Бернупли 

\. Свойства. Одной иэ самых замечательных алгебраических линий 
4-го порядка является лемнис~<ата Бернулли. Кривая эта обладает 

uелым рядом оригинальных геометрических и механических свойств. 

С нею связывается в истории математики ряд важных теоретических 
открытий. 

Как и другИе о в а л ы К а с с и н и, ле.мнис~еата представляет 
собою геометрическое .место точе1е М, произведение расстояний 
~<аждой из ~<оторых от двух фи~<сированных то~е1< F 11 F1 есть 
постоянная величина. Эта постоянная может выражаться любым 
nоложительным числом, заданием которого определяется к в а др а т 

по л о в и н ы рас с т о я н и я между фиксированными точками. 

Располагая фиксированные точки F и F1 - фокусы лемнискаты
на оси абсцисс и обозначая их абсциссы через а и -а, будеМ 

иметь MF·MF1 =a', или VCx-a)'+Y'V(x+a)' +Y' -a', или 

(х' +у')'- 2а' (х'-у')= О. 

Переходя к полярным координатам, получим: 

р' = 2а' cos 2'f. 

(1) 

(2) 

По виду полярного уравнения лемнискаты заключаем, что ira 
кривая, будучи членом семейства овалов Кассини, относится также 
и к семейству с и н у с о и д а л ь н ы х с п и р а л е й, представляя собою 
спираль с индексо>1 т= 2. 

Польэуясь ранее проведеиными исследованиями формы и свойсто 
синусоидальных спиралеМ (стр. 151), заключаем, что лемниската 
состоит иэ двух лепестков и что начало будет для нее двойнои 
тоЧкой с касательными у=± х. По виду этих уравнений заключа
ем, что касательные в двойной точке вэаrиtно перпендику

лярны. Иэ уравнения (2) следует также, что при 'f =О р =а V 2, 
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т. е. ось абсцисс пересекается пемнискатой в точках А (а V2, О) и 
А 1 (-а V2. 0). 

Свойства лемнискаты многочисленны и разнообразны. Мы оста
новимся сначала на тех из них, которые повторяют рассмотренные 

ранее общие свойства синусоидальных спиралей и не нуждаются 
поэтому в особых доказательствах. 

1. Угол ~~ составляемыn касательной в nроизвольной точке 
синусоидальноn сnирали с радиусом-вектором . точки касания, равен 

т<р + ~; следовательно, для лемнискаты он равен 2<р + ~. 
2. Угол 1 между двумя касательными, проведеиными в концах 

хорды, nроходящей через полюс системы, является для каждой 

Рис. 98. 

синусоидальноn спирали величиной постоянноn, равной - m-rt, 
значит, для лемнискаты он равен - 21t, откуда следует, что 
«асательн.ые " ле.мнискате, проведенные в концах хорды., про
ходящей через полюс системы, параллельны между собой. 

Иэ рис. 98 видно, что угол, составленный перпендикуляром, 
оnущенным на касательную иэ начала координат, с полярноn осью, 

в т р и р а з а 6 о л ь ш е полярного yr па точки касания. Это 
обстоятельство показывает, что лемниската может быть уnотреблена 
для трисекции у г л а. 

3. Р а д и у с к р и в и з н ы синусоидальных спиралей определяется 

по формуле R = ( + 1 ~ ; следовательно, для лемнискаты он оп-
т cosmrp 

ределится по формуле R = 3 c~s 2~ , и так как полярная нормаль 

лемнискаты определяется равенством N = V р' + р'' = ___1.._2 , то 
cos !f 

1 R = 3 N, т. е. радиус t<рllвизны лемнискаты в произвольной ее точке 

в три раза меньше полярной нормали в этой точке. Отсюда вы
текает простой способ построения центра кривизны в произвольной 

точке лемнискаты . 
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Заметим еще, что, согласно общему своllству синусоидальных 
спиралей, геометрическое место npoeкuиn иентрав кривизны лемни

скаты на соответствующие радиусы-векторы есть также лемниската 

4а' 
с уравнением р' = 9 cos 2'f'. 

4. Н а т ура ль н о е ура в н е н и е лемнискаты имеет вид 

S=3J dR • 
V (~R)·-1 

5. И~tверсия ле.м~tискат.ы 

ную спираль р-• = 2а' cos 2'f', 
р' = 2а' cos 2'f' дает синусоидаль

т. е. paв~tocmopo!tltiOIO гиперболу. 

6. Подэроll синусоидаль-

ной спирали pm = ат cos тер 

является спираль 

т 

pm+l = 
- т 

=а m+l cos т+ 1 'f'; следова-

тельно, подэрой ле.мн.искаты 
является синусоидальная спи .. 

2 2 2 
раль p8=(JI2a)B cos З 'f' . Ле.м-

н.иската в свою очередь яв

ляется подэрой рав~<осторо!t
"ей гиперболы. 

Деl:tствительно, равносто-

!1 

ронняя гипербола является си- Рис. 99. 
нусоидальноll спиралью с урав-

х 

нением p-'i =а-' cos 2<р, следовательно, подэра ее имеет уравнение 
p'i = а9 cos 2ср, выражающее, как видно, лемнисКату. 

Далее следуют свойства лемнискаты, не являющиеся общими 

свойствами синусоидальных спиралей. 

7. Ле.м.н.исмата является гео.метрически.м .м.есто.м точек, си.м
.метрtlЧ~<ЫХ с це~tтро.м paв~tocmopoltlteй щперболы по от.~tоше~<ию 

к ее касательным. 

В самом деле, пусть р_, = а-• cos 2'f' - уравнение гиперболы, 
К (х1 , у 1)- точка касания, М (х0, у 0)- точка искомого геометриче-

ского места, а N ( ~о , ~о)- точка пересечения касательной с пря
мо!! МО (рис. 99). Уравнение касательно!! запишется в виде 
хх1 -уу1 = а•, а уравнение прямо!! МО- в виде ух,+ ху 1 =О. 
Так как точка N лежит и на касательно!! и на прямо!! МО, .то ее 
координаты должны удовлетворять как первому, так и второму урав

нению. Следовательно, будут справедливы равенства х0х 1 -у0у1 =а2, 
у0х1 + х0у1 =О. Кроме того, xf-у 1 = а•, так как то4ка К лежит 
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на гиnерболе. Исключая из этих трех равенств nараметры х1 и у1, 
nолучим уравнение (х5 +у~)'= а• (хб- уо), выражающее лем
нискату. 

8. Кинемэтически лемниската может быть nолучена как траек
тория середины большого звена шарнирного антипараллелоrрамма, 
противоположное звено которого закреnлено. Деttствительно, пусть 

длина меньшего звена равна 2а, а большего 2а V2 (рис. \00). 
Так как при движении антиnараллелограмма разность расстояниl! 
точки Е от точек А и В будет оставаться nостоянно!!, то точка Е 

будет nеремешаться по гиnер

боле, которая при выбранной 

нами длине большого и малого 
звеньев окажется равносторон· 

ней. Прямая EF- ось сим
метрии антилараллелоrрамма

делит угол между фокальными 

х радиусами-векторами ЕВ и ЕА 

nополам и, следовательно, по 

известному свойству гиnербо

лы, будет играть роль каса
тельной к гиnерболе. Остается 

Рис. 100. заметить, что середина М зве .. 
на DC является точкой, симме

тричной с точкой О по отношению к ЕР, т. е. I< касательной к ги
перболе. Поэтому на основании свойства 7 заключаем, что точ
ка М описывает лемнискату. 

9. Отрезон; бztссен;трttсы угла .между фон;альны.мтt радttуса.мtt
вен;торади то~н;и ле.мнисн;аты равен отрезн;у от центра ле.мни

сн;аты до пересе~ения ее оси с атой 6иссен;трисой. 

Это своИство легко доказать, пользуясь биполярным уравнением 
пемнискаты. Если фокусы ее nринять за полюсы системы, то урав .. 
нение это запишется в виде p1pg =ag, откуда следует, что лемни
скату можно выразить параметрическими уравнениями р1 = ае", 
р11 = ае-и, или, если восnользоваться гиперболическими функuиями, 
в виде 

р1 =a(chtt + sh и), p,=a(ch и- sh и). (3) 

Если теперь nринять во внимание, что F,D+F,D=2a (рис. 101) 
и F,D: F,D= р1 : р,, и выразить F,D и F,D через р1 и р,, то на 
основании (3) будем иметь: F1D =а(\+ th и), F,D =а(\ - th и) и 
OD =F,D-F,O= -a thи. Подставляя значения F1D и F,D в изве
сТное соотношение между элементами треугольника F1M 1 • FgM1 = 
= M1D'+F1D · F,D, nолучим M,D'=(a th и)' и, следовательно, 
M 1D ~ OD, что и требовалось доказать. 

1 О. Ряд интересных свойств лемнискаты связывается с ее ква
дратурой. 
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Определим площадь с е к т о р а между ее осью и радиусом
вектором, соответствующим углу <р : 

(4) 

При '1' = -i получим: 

(5) 

т. е . площадь, ограниченная лемн.ис~Сатой, равняется площади квад

рата со сторохой а у-2. 
Квадратура лемнискаты, выполненная Фаньяна в 1750 г. , была 

в то время фактом принциnиального значения, так как показывала 

r:• 2 

Рис. 101. 

ошибочность утверждения Чирнгаузена о том, что квадратура кривых, 
состоящих из нескольких леnестков, невоэможна. 

Из соотношениИ ( 4) и (5) следует 

и.=и, sin2<p. 
т 

(6) 

Эта формула nозволяет определить радиус-вектор, делящий в первом 
квадранте площадь nоловины лепестка лемнискаты в заданном отно-

U т 
шении т : n. Действительно, если требуется, чтобы U ~ ~ U'f' = -п, 

т 
~~ т т 

то на основании (6) 1 _ •in 2~ = n и, следовательно, sln 2<р = т _ n. 

Полученное уравнение позволяет определить угол <р, соответствующий 
1 

искомому радиусу-вектору. Если положить т= n, то sln 2<р = 2 

И <р= ln2. 

На основании 3лементарных соображениll можно nоказать, что 
перпехдикуляр, опущеххый из фокуса лемюшсаты ха радиус
вектор какой-либо ее то~ки, делит площадь соответствующего 
сектора пополам. 
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Интересное свойство лемнискаты было обнаружено в 1835 г. 
Штейнером. Пусть точки F; и F; являются точками, гармонически 
соnряженными с точками F1 и Fi относительно точек А1 и А2 
{рис. 101). Имеем OF1=0F,= a и OA1=0A,=aV2. С другой 
стороны, как известно из nроективноя геометрии, OF, . OF; = ОА; и 
OF, · OF; = ОА:, откуда oF; = oF; = 2а. Проведем теnерь через 

точку О nрямую, составляющую с осью абсцисс угол <р ( <р < ~) , 
и пусть М1 и М~- точки пересечения ее с лемнискатоn. Основания 

перnендику л яров, оnущенных на эту прямую из точек F; и F; обо
значим через N 1 и N,. Тогда 

N 1M 1 = ON1 - ОМ1 = 2а cos <р- а V 2cos 2<р, 

N1M, =ON1 +ОМ,=2а cos <p+aY2cos 2<р, 

откуда N1M 1 • N 1M, = 4а' cos' <р- 2а' cos 2<р = 2а' и, следовательно, 
площадь пря.моугольнu/Са, построенного на отрежах N 1M 1 и N 1M, 
является велич.ин.ой постоянной, равной площади, оzран.ичивае
.мой ле.мнискатой. 

11. Определяя д л и н у д у r и лемнискаты между точками, для 

которых <р1 =О и '1'• = <р, будем иметь: 

s = t v р' + р'' d<p =а t d~ =а r d~ (7) ) J Vcos2~ J Vi-2sin'~ 
Как видно, длина дуги лемнискаты выражается 9ллиптическим интегра

лом 1-ro рода. Учитывая, что таблиuы :тлиптических интегралов вида 

t d~ составлены в предnоложении, что k' < 1, можно J У 1-k' sin' ~ 
интеграл {7) подстановкоя 2 sln' <р = sin • в nривести к нормальному 

виду. Подстановка эта возможна, так как <р < ~ . После · соответст
вующих nреобраэованиЯ nолучим .формулу 

в 

S=-" \ dб =-" F(-1 в) 
V21J ft-~sin'6 V2' V2' ' . 

Для оnределения длины всеn лемнискаты полагаем ер= 1-; тогда 

2sin'~ч>= 1 и, следовательно, соответствующее значение в равно ..;-. 
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Тогда длина четверти лемнискаты выразится полным эллиnтическим 

интегралом L-ro рода 

' 2 
S а \ dO 

= j/"2 ~ ft--}siп'O 
2. Построение. Построение лемнисi<аты можно осуществить на 

основании того, что радиус-uектор np011ЗПOJIЫIO~ точки является ка

тетом треугольника, гипотенуза которого равна а V2 cos r.p, а дру
гой катет равен а; это становится очевидным, если уравнение лемни

скаты записать в виде p'=a'(2cos'rp-1). 
Это обстоятельство позволяет осуществить построение точек лем

нискаты следующим образом: откладынаем на оси абсцисс от точки О 
отрезки ОА = ОА1 =а (рис. 102); 
на оси ординат откладываем отре

ЗО1< ОВ=а; радиусом, равным АВ= 

=а (2,описываем окружность с цент
ром в начале; nод nроизвольным уг-

лом rp (но меньшим ~) проводим пря
мую N 10N; из точки N опускаем 

на ось абсцисс перпендш<уляр ND; 
из точки А радиусом, равным OD, 
засе1<аем .на 08 точ1<у С. Тогда 

ОС'= АС'- ОА' = OD' -ОА'= 
=(0NcOS'f)'- OA'=(ay2 cos rp)'
- а2, откуда следует, что l<атет ОС 
и будет определять длину радиуса-век-

тора точки лемнискаты, соответствую-

Рис. 102. 

щеn у г л у rp. Теперь остается радиусом, раnным ОС, сделать засечки fla 
прямоЯ N 10N в точках М1 и М,. Эти точки будут принадлежать 
лемнискате. Поверflув nрямую N 10N на некоторыn угол и повторив 
указанное построение, получим вторую пару точек криво~\ и т. д. 

3. Применения лемнискаты. Историческая справка. В тех
ниJ<е лемниската исnользуется, в частности, в J<ачестве nереходноn 

кривой на закруглениях малого радиуса, кш< это имеет место 

на железнодорожных линиях ·В горной местности и на трамвайных 

nутях. 

В качестве примера nрименения леt~шискаты в области физики можно 

указать, что эквипотенциальные линии поля, создаuаемого двумя па

раллельными токами, текущим~! по бесконечно длинным проuодникам, 

n плоскости, J< ним перl)ендикулярнои, в часпюм CJJyчae являются 

лемнискатами. 

6 А. А. Савелоu 
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Как показал Бонати, лемниската является кривоn, обладающеn rем 
своnспюм, что тяжелая материалы-1ая точка, выходя из состояния nо

коя, пробегает nод действием силы тяжести дугу этоt1· криnоn в та

кое же время, как и соответствующую хорду. Центр ле!\шискаты при 
этом совnадает с исходным положением двиrающеИся точки, а ось 

ее образует с вертикалью угол в 45° *). 
Уравнение лемнискаты встречается вnервые в математическоl-1 ли 

тературе в статье Я. Берну11ли в «Acta eraditortim» в 1694 г. 
Особое внимание математиков 1< изучению своnств лемнискаты 

было привлечено в связи с исследованиями Фаньяно, которыft, как уже 

упоминалось, впервые выполнил квадратуру лемнискаты и, занимаясь 

ее спрямлением, положил ·начало теории эллиптических функuи«. 

Название кривой происходит от греческого слова Л.1J!J.V(axo,- nо
вязка. 

§ 13. Розы 

\. Порядок, особенности формы и свойства. Розами, или кри
выми Гвидо Гранди, называют семеt::~ство кривых, полярное уравнение 

которых записывается в виде 

р=а sin k<p (1) 

или в виде р =а cos kcp, г де а и k- nостоянные; в дальнеf::lшем мы 
будем считать их положительными числами. 

Если модуль k = ~, т. е. число р а u и о н а ль н о е, то розы 
будут а л г е бра и чес к и м и линиями, причем всегда чет н о r о 
nор я д к а. Для доказательства nерейдем к деi<артовой системе. Вос
nользуемся известной тригонометрическоМ формулой 

sin А<р= (~) cos A - I '1' sin '1' - (~ ) cos А - з'Р sin3 <p + 
+ (~) cos А-Б'? sin' '1'-

где А- любое nоложительное число. Применяя эту формулу к левой 

_и npaвott частям тождества sin тер ===== sin n ~ер, получим: 

("; )cosm-t '1' sln '1'- (~) cosm-з '1' sin3 '1' + ('~) cosm-• 'f' sin' 'f' -

= ( n) cosn- I!!: ер sin ~ ср - ( n) соs11-з ~ер sin3 ~ ер+ 
I n n ,3 n n 

+(n) n-tsm . ~т 
5 cos п'~' sш п'~'- .. . (2) 

*) См. L о r i а, Spezielle algebraische und transcendente ebene Kurven, 
1911, в. 1. 
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Заметим, что, по формулам перехода, 

х 

COS'f= Ух'+у'' 

кроме того, из уравнения роз следует, что 

163 

sin'!!_<p=_t=Yx'+.v', COS'!!_'f=Ya'-p' =Уа' (х'+у') 
n а а 11 а 

Подставляя 9ТИ значения в тождество (2), мы и найдем ураuненне 

роз в декартоnоИ системе: 

а"[(";) xm-ly _ ('~) хт-зуз + (~) ;m-'y' _ ... ] = 

т+l п-1 

=(';)<x'+y')-2-[a'-(x'+y')J---,---
m-1 n-3 

-(~)(х'+у')-2-[а'-(х'+у')]---,-- + ... 

Полученное уравнение будет раниональным, если т и n являются 
числами нечетными. · Если же одно из них будет четным, то уравне

ние может быть сделано рациональным только после возвышения 

обеих частеt1 его u квадрат. В первом случае его стеnень окажется 

ранной т+ n, а во втором- 2 (т + n). Таким образом, есл11 числа 
т и n являются неч,етн.ы.лш, то порядок розы равен т+ n, если 
одно из этих чисел четное, то роза будет алгебраич,еской ли

нией порядка 2 (т+ n). 
Обратимся к исследованию формы роз. 
На основании того, что nравая часть уравнения не может nревы

шать величины а, зю<лючаем, что вся l<ривая умещается внутри круга 

с радиусом, рав11ым а. Далее, так как sin kcp является функuие" пе~ 

риодической, то роза состоит из конгруэнтных леnестков, симмет• 

ричных относительно наибольших радиусов, каждыU из которых ра

вен а. Количестно этих леnестков заuисит от величины модуля k. 
Простые соображения nриводят к следующим заключениям: 
1) если модуль k- целое число, то роза состоит из k лелест

коu nри k нечетном и из 2k лелесткоu nри k четном (рис. 103, а, 6); 

2) если модуль k-рациональное число, равное ';i-<п> 1), 

то роза состоит и'з т леnестков в случае, когда оба числа т и n 
нечетные, и из 2m лепестков, если одно из этих чисел является 

четным; при этом, в отличие от nервого случая, каждыt-1 следующий 

лелесток будет частично покрывать предыдущий (рис. 103, в, г, д, е); 

3) если модуль k- число и р р а u и о н а ль н о е, то роза состоит 
иэ бесчисленного множества лепестков, частично накладывающихся 
друг на друга. 

6• 
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Добавим еще, что количестно раз л и ч н ы х роз о д н о r о и 
т о г о ж е nор я д к а р в случае, если р яn;тяется числом, кратным 4, 
равняется зна,тению известноИ функuии 1t (р), выражающей число 

простых чисел, меныних р. Еслт1 же р 11е делится Шl 4, а только 

0000 
а) d) 

г) 

/(• 1 

oi 
P"r . 103. 

е) 

на 2, то количество роз одного и того же nорядю1 р равно 

"(P)+"(f) . Так, в частности, число роз 4-го nорядка равно 

"(4) = 2 ( k = 3, '' = {), число различных роз 6-го nорядка равно 

7t(6)+7t(3)=4 (k=2, k=-}, k=5 и k=-})*>· 
Розы относятся к семейству циклоидальных l<ривых. Они являются 

т р ох о и д а м и, точнее, rипотрохоидами, если k < l, и эпитрохои
дами, если k > 1, как это было nо1<аЗа1ю выше (стр. 120). 

С семейством циклоидальных кривых розы связаны и тем, что 
они являются nо д эр а м и э n и- и r и nо ц ~~ к л о и д относительно 

uентра их неnодвижноrо круга. Доказательство этого предложения 

мы нредоставим читателю. 

Покажем, что если дна равных между coбotl отрезка ОА и АМ 

[ЛИны а (рис. 1 04) вращаются вокруг точек О и А со скоро-

>~') См. L_o г i а1 Algcbraische und transccndcnte еЬепс Kurven, U. 
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стями, опюшение которых равно т, то rpaerпorшen точки М бу~ 
дет роза. 

Пусть в начальныn момент отрезки ОА и АМ сонпадал~r с по
лярноh осью. Если угол попорота отрезr<а ОА через некоторый проме
жуток времени обозначить через а, то LAOP=o., LMAB=ma. и, 

та. та 2r.p 
значит, р = 2а cos 2 . Но так l<al< '1' =а+ 2 , то а= 111 + 2 и, еле· 

т 
довательно, р = 2а cos т+ 2 'f· 

Представим себе теперь. что радиусы ОА и 08 некотороn ок-
ружности вращаются вокруг uентра со скоростями, отношение 

А 

в_ -- . 
• 8 

. . I2J mp 1' 
о. р о 

Рис. 104. Рис. 105. 

t<оторых равно т. Покажем, что геометрическое место оснопаниtt 
перпендикуляров Р, опущенных из точки А на ОВ, явтrется pcr 
зоn (рис. 105). 

ПoJraraeм, что n начальный момент радиусы совпадали с положи
тельным наnравлением оси абсuисс. Длину каждого из них обозна
чим а. Через неr<оторыtt nромежуток времени координаты точек А, 
В и Р оnределятся равенствами 

ХА= а cos m<p, хв=а cos <р, 

УА= а sin ln'f, Ув=а sin 'f, 

Хр=р COS <р, 

ур=р sin 'f, 

где р и <р- полярные 1<0орди11аты точки Р. Из услоuш1 пер11ендику .. 
1шрности нрямых 08 и АР ст.~дует, что 

или, на основании предыду~uих раuевстu, 

р sin 'f-a sin fll'f=- cos~(p cos "'-а cosm"''' 
Slll t r , , 

откуда р =а cos (т- 1) 'f· 
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, Мы предоставим читателю убедиться в том, что если некоторая 
точка совершает гармоническое колебание вдоль прямоtl, вращаю

щейся с постоянноtl скоростью вокруг неподвижной точки- uентра 

колебаний, то траектория этаn точки будет розой. 

nлощадь о д н о г о лепестка р о 3 ы оnределяется по 

формуле 

Д л и н а д у r и розы выражается эллшпи•1еским интегралом 2-ro 
рода. 

2. Четырехлепестковая и трехлепестковая розы. Четырехле

nестковая роза выражается уравнением р =а sin 2ср, или, в декарто

во~ системе, (х' +у')'- 4а'х'у' =О. 
Трехлеnестковая роза имеет уравнение р = а sin З'f, или, в де

картоuоИ системе, (х' +у')'= а (3х'у-у'). 
Первая из них яuляется алгебраической линиеh б-го nор я д к а; 

начало координат служит для нее четырехкратной точкоn с каса

тельными, совпадающими с осями I<Оординат (рис. 103, б). Четырех-

лепестковая роза является э n и т р о х о и-

до tl для случая, ко г да r = { R и, сле-
5 

довательно, I(ОГда /1 = R_ + r = 4 R (см. 
стр. 118); nодобным образом, трехлеnе
стковая роза есть эпитрохоила для слу-

~,.-~-------'"""-=х ч·ая, когда r= f R и, следовательно, 
Рис. 106. "огда h=R+r=+ R (рис. 103, а). 

Четырехлепестковая роза есть nо д эр а а строи д ы, а трех

лепестковая является nо д эр о~ крив о~ Ш т е~ н ер а (см. стр. 133 
и 128). 

Отметим еще следующие свойства четырехлепестковоn розы. 
1. Четырехлепестковая роза есть геометрическое .место ос

нований перпендиttуллров, опущенных из на~ала ttoopдuнam 1/lL от
резои постоянной длины, концы JComopoгo скользят по коорди
натным ося.м. 

Де~ст.ительно, из рис. 106 имеем PD =:t;, откуда MD = 
~r--y-, CD OD 

= V у2 +:?";!<роме того, MD = PD. Заменяя члены пропорции соот-

ветствующими выражениями, получим уравнение (х-.~ + у~)3 -4а2хУ2= 0,. 
выражающее розу. 
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2. Четырехлепест"овая роза является гeoAtemputtecuu.м .мec
mo.At вершuн прямых углов, стороны "оторых иасаюrпся асrпро

иды (см. стр. 133). 
3. Четырехлеnестковая роза nолучается в результате инверсии 

относительно начала координат, так называемой к r е с т о о бра а н оn 
J< р и в ой, имеющей ураnнение 
а' at 
Xi +У'= 1, или, в nолярной 

2а 
системе, р = sin 2~ (рис. 1 07). 

Площадь, ограничиваемая 

четырехлепестковой розой, рав· 

1 ' · на 2 1ta , !lлощадь, ограничи-

ваема~ трехлепестковой розоИ, 

1 ' равна 4 1ta. 

11 
/1 

1 1 
_ ,/ 1 

------т-

1 

!/ 

1 о 

--------1--
----..... 1 

\ 1 

11 
\1 
'1 

11 
11 
1 \ 
1 ,, ___ _ 

---t-------
1 

1 

1 

--г~-::::.~---=~ 
1/ 
1/ 
1/ 

3. Историческая справка. Рис. 107. 
Исследованием роз занимался 

х 

впервые итальянский геометр Гвидо Гранди. Полная теория этих кривых 
была изложена им в сочинении «Fiores geometrici ех rhodanearum et 
claelarum descriptione resultantes», изданном в 1728 г. Математическим 
исследованием формы цветов и листьев занимался также Хабеннихт
геометр 19 столетия, результаты которого были изложены им в сочи · 

нении «Die analitische Form ·der BШter» , изданном в 1896 г. Свои 
суждения он основывал на том, что в подавляющем большинстве 

случаев абрис листа или леnестка nредставляет собой кривую, сим
метричную относителыю оси, и так каJ< расстояние между двумя лю· 

быми точJ<ами ее будет величиной конечноn, то в полярноtt системе 
уравнение такой кривой можно заnисать в виде р = F (q>), где nравая 
часть является фунюlИей однозначной, непрерьшной и периодической 

функцией с периодом 27t. Характеристи~а этаn функции дополняется 
еще и тем соображением, что равным по абсолютноtl величине sна · · 

чениям rp должны соответствовать равные значения р и, следовательно, 

искомую функцию можно выразить, наnример, как F(q>) = f(cos q>). 
В nервом nриближении ее можно nредставить равенством 

р=ао+ а1 cos '1' +а, cos 'q> + а, cos 3 '1' + .. . + а. cos"q>. 

Выражая эдесь cos' '1' по известной формуле через cos q> , cos 2q>, .. . 
... , cos krp, можно заnисать искомое уравнение абриса листа или цветоч· 

ного леnестка в виде р = Ь0 + Ь1 cos '1' + Ь, cos 2q> + ... + ь. cos nq>, 
rде коэффициенты определяются в конкретном случае на основании 

соответствующих измерений. Хабеннихт получил це11ыt1 ряд уравнениh, 
которые с весьма хорошим nриближением выражали аналитич_ески 

формы листьев клена, щавеля, ивы и т. д. Вот некоторые из этих 
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уравнени~: 

р = 4 (1 + cos З<р) + 4 sin' З<р- лист щaue.OR; 

р = 4 (1 + cos З<р)- 4sin 2 З<р- лист трилистника; 

р = 3 (1 + cos' <р) + 2cos 'f + sin 2 'f- 2sin 2 З<р cos' f -лист nлюща . 

4. «Колосья>). Бш1жайшими родственниками роз являются кривые, 

имеющие уравне1ше вида р = ~k ИJIИ р = ~k , где /z- любое 
SIП tf COS tp 

ра uиональное число. 

Нетрудно видеть, что эти кривые возникают, если подвергнуть 

инверсии относительно круга с радиусом, равным а, розу р =а sin kff 
ил и р = а cos k<p. · 

При uелом и нечетнам значении модуля k число лепестков розы, 
как было замечено выше, равно k. Соответственно этому криnые 

р = ~k будут состоять из k конгруэнтных гиперболических вет
sш l' 

нetl, nолучаемых инвертированием каждого лепестка розы. В случае, 
если k целое ~~ четное число, число ветвеU будет равно 2k. 

Ввиду сходства каждоИ ветви с абрисом колоса ячменя) эти кри

вые называют «колосьяАtll» (A.hrenkнrve). 
К «колосьям» относятся некоторые известные кривые: 

р = __,..;- - " р е с т о о б р а з н а я к р и в а я ( стр. 166); 
SIO -'f 

а 
р=--~--трисектриса Ма1<лорена (стр. 85); 

соsз 

а 
р = cos 3~ -три с е к три с а Л о н ша м а (стр. 76). 

§ 14. Кривые скольжения 

Мы рассмотрим в этом разделе кривые, J<оторые образуются ки

нематически следующим образом. На nлоскости Р заданы две кри
вые lz и k 1, на дpyrott плоскости Р1 . 

задан треугольнш< АВС. Пусть 
nлоскость Р1 скольз1п по nлоско
сти Р таким образом, что две вер

шины А и В треугольника АВС 
перемещаются при этом скольжении 

по l<ривым k и k 1 неподвижно« 
Рис. 108. nлоскости Р (рис. 108). Тогда третья 

вершина С треугольника будет опи
сывать на nлоскости Р кривую rotl или иноtt формы) в зависимости 

от .вида и взаимного расположения J<риuых k и fl 1• 
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Назовем криnые k и k1 направляюrцi!Мil, а траекторию вер

шины кривой скольжения и исследуем ее форму -для наиболее nро

стых случаев. 

1- Скольжение по двум взаимно перпендикулярным nрямым. 
Чтобы получить уравнение r<ривоn скольжения для этого случая, при

нимаем nрямые k и k 1 эа коор
динатные оси, стороны треуголь

ника АВС обозначим через а, Ь 

и с, углы его через а, ~ и Т· 
а отрезки BD и DA, на которые 
делится сторона АВ nерпендику
ляром CD = h, опущенным на нее 
из вершины С, будем nолагать 
равным т и n (рис. 1 09). 

Обозначая угол, составленныl-1 

прямой АВ с отриuательным на
правлением оси абсцисс, через <р, 

будем иметь: 

x=ED+DN=m cos cp+h siп ер, 
y=CN +DQ= Itcoscp+п sin ер. 

Tal<onы лараметрические 

х 

Рис. 109. 

у раn н е н и я определяемо« кривоИ. Находя из этих ураrшений 
sin <р и cos <р и лольэуясь соотношением sin 2 <р + cos 2 ер= l, полу
чrн.-t уравнение криноt! скольжения для рассматриваемого случая 

в виде 

(nx-hy)'+<hx-my)'=(mll-11')', 

или, как это следует из рисунка, 

b'x'+a'y'-2chxy=(mn-h')'. (1) 

По виду этого уравttения заключаем, что оно выражает э л л иnс. 

Заметим, что вершиной С может быть любая точка плоскости Р1 , 

и следовательно, каждая точка этоt1 nлоскости будет '?Писывать, 

вообще говоря, эллипс. В связи с этим обстоятельствоМ рассматри
ваемыt1 тип скольжения плоскости Р1 по nлоскости Р называют эл

лunmllttecкu.м. 

Отметим два частных случая кривой скольжения при эллиnтиче
ском движении плоскости: 

1) если nроизводящая точка С лежит на АВ, то треугольник АВС 
обратится в отрезок АВ и кр1шоИ скольжения будет эллипс 
х' yt 
-.•+ьг=1; 

2) если точка С лежит на окружности круга с диаметром АВ, 

т. е. треугольник АВС прямоуrольный, то h' = mn., и ураннение ( i) 
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nримет вид Ь'х' +а)!'- 2аЬху =О, откуда следует, что кривая 
ь 

СКОЛЬЖеНИЯ ВЫрОЖдаеТСЯ D ЭТОМ случае В П р Я М у Ю у= {i Х. 

Этот последнии факт позволяет установить простоn сnособ опре
деления величины и направления ocen эллиnса, описываемого в общем 
случае nроизводящей точкой С. Построим окружность на стороне 
АВ треугольника АВС юiк на диаметре, nроведем через uентр М 
этой окружности и точку С диаметр А 1В1 • Каждая точка этого диа
метра будет двигаться по тому или иному эллиnсу, а концы его

точки А 1 и В1 - по nрямым ОА 1 и ОВ1 • Точi<а С, также nринад
лежащая этому диаметру, будет оnисывать эллипс (1). Отсюда сле
дует, что прЯмые ОА1 и ОВ1 будут играть по отношению к эл
липсу (1) такую же роль, какую играли координатные оси по отно-

хз у2 
шению к эллипсу ~ + ~ = 1, ·И значит, направления ocen эллипса 

(1) будут совпадать с прямыми ОА1 и ОВ1, а самые оси будут 
равны 2А1С и 2В1С. 

Заканчивая на этом рассмотрение nервого вида кривых скольже
ния, уместно упомянуть об о 6 р а щ е н и и эллиnтического движения. 
Именно, если точку С перемещать по эллипсу, то точки А и В 
будут перемещаться по прямым ОА и ОВ. Это обстоятельство 
ис11ользуется в устроttстве та1< называемых э л л и n т и чес к и х 
nр я м и л, nричем, nоскольку движение по эллиnсу nрактически 

трудно осуществить, заменяюТ дугу эллиnса дуrоИ окружности, nе

ресекающей дугу эллипса в четырех то•1ках С, С1 , С2 и С3 (рис. 110). 

о, 

Рис. 110. 

При вращении стержня 01С вокруг точi<и 0 1, точка В другого 
стержня АВ, один конеu которого скользит по прямой 0 10, а дру
гой шарнирно связан в точке С со стержнем 01С, будет nереме
щаться nри этом, но уже не по nрямой 883, а по некоторой кривой 

4-ro nорядка, nересекающеn nрямую 883 в четырех точках. 
Прямило будет точным, если точку С взять носередине стерж
ня АВ. 
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2. Скольжение по прямой и окружности. Здесь кривая будет 

траекторие1:1 вершины С треугольника АВС, одна из вершин кото.

роrо А является концом врашающеrося радиуса ОА, а другая 

вершина В nеремешается поступат~ль
но вдоль нeJ<oropon прямоn. В тех
нических терминах ОА- к р и в о ш и n, 
АВ- ша ту н. 

Располагая координатную систему, 
как представлено на рис. 111, будем 

иметь: 

OP=x-bcos(et+q>), (1) 

ON=y-bsiп(et+q>), 

OD=k=~-

- ь cos (<:< + q>) +с cos Ч'· 

(2) 

(3) 

Так как ОР' + ON' = r', то на ос
новании равенств (1) и (2) получаем 

у 8 

-~ 

Рис. 111. 

х' +У'+ Ь' - r' 
2 Ь (х cos "+у slп <:<) cos q> + Ь (у cos " - х sin <:<) Х 

Х siп q>, а нз равенства (3) следует: х- k = (Ь cos "-с) cos q> 
-Ь sin а sin ер. 

Опр~деляя из двух последних равенств cos ер и sin rp, nодставим 
их выражения в соотношение cos2 rp + sin11 ер= 1. Принимая при этом 
во внимание то, что b'l. + с2 - 2Ьс cos а= а2, с sin а= а sin 1 и 
Ь- с cos а= а cos i• получим уравнение кривоh скольжения u виде 

4а'Ь' (х sin 1 +у cos 1)' = 
=а'(х' +у' + Ь'- r' )' + 4Ь'(х'+ у') (х -k)'+ 

+ 4ab(x - k)(x' + y'+b' - r')(y sin 1-х cos 1), 

или, nосле соответствующих преобразований, в виде 

[а cos 1(x'+Y'+b'-r')- 2bx(x-k)J'+ 
+ [а siп 1(х'+ у'+ Ь' -r') + 2Ьу (x-k)J'= 

= 4а'Ь' (х sln 1 +у cos 1)'. (4) 

Из полученного уравнения следует, что кривая скольжения яв· 

ляется в рассматриваемом случае алгебраической линией 4-r о па
р я д к а. 

где 

Уравнение (4) может быть записано в условной форме в виде 

tl=a cos 1(х'+ у'+ b'-r')- 2bx(x-k), 

v=a sin 1(х'+ у' +Ь'- r')+2by(x--k), 

w = 2аЬ (х sin 1 +у cos 1J. 

(б) 
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Так как nри 11 =О, v =О, очевидно, и w =О, то кривая ( 4) nроИ
дет через точки пересечения кривых 2-ro порядка: 

а cos т(х'+ у'+Ь'- r2)- 2Ьх(х- k) =0, (6) 
а sin т(х'+ y'+b'-'r'J+ 2Ьу(х -k)=O, (7) 

лежашие на прямоИ 

2аЬ (х sin Т+ у cos Т)= О. (8) 

Мож110 убедиться, что эти точки будут о с о бы м и т очка м и 

кривой (4). ДеИствителыю, если F(x,y)=и'+v'-w', то Fx(x,y)= 
= 2ии:, + 2vv~- 2ww:, и f~. (х, у)= 21111_~ + 2vv;- 2·ww;, откуда 
ясно, что · при ll =О и v =О, и, следовательно, при w =О, nроиз
водные обращаются n нуль. Лля оnределения координат этих особых 
точек достато•tно решить совместно уравttение нрямоИ (8) с уравне-

нием одной· "3 кривых (6) или (7), 
u результате чего можно приttти к 

заключению, что эти особые точки 

будут действительными или мнимыми, 

В 3ЗВИОIМОСТИ ОТ ТОГО, больше ИЛИ 

меньше нуля величина !J.=b'k'-(b'-
. - r') (Ь'- с'). Число этих особых 
точек равно, очевидно, двум. Итак, 
две особые точки кривой (4) ле
жат на пря.мой, проходящей че· 

рез н.а,tало координат и состав~ 

ляющей с осью абсцисс угол 180°-т. 
Частны~ и практически важны~ 

случаИ рассматриваемой кривой будем 
Рис. 112. иметь, полагая 1 = 180°, т. е. по-

лагая, что производящая точка С 
лежит на отрезке АВ. Из уравнения (4) nолучим уравнение кривой 

скольжения для этого случая в виде 

ia(x' + y'+b'-r') + 2bx(x-k)l'+ 4b'y'(x-k)'=4a'by'. (9) 

Очевидно, эти кривые с И м м е три ч н ы относительно оси абсцисс; 
на этаn же оси расположатся особые точки кривых, действительные 

или мнимые. 

Практически эти кривые реализуются как траектории движения 
како~~либо точки шатуна в эк с u е н тричес к о~ крив о л и н е n
н оП nер е д а ч е (рис. 112). Соответствующее этому случаю уравне
ние (9) б у де r выражать кривую скольжения в виде двух овалов, 
симметрично расположенных относительно оси абсцисс . Фактически, 

однако, в силу самого устройства nередачи будет осуществляться 

только один из этих овалов. 

Следует отметить, наконец, и такой частны~ случай, когда на~ 
лравляющая прямая nроходит через центр направляющей окруn·аюсти, 
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т. е. ко г да k =О. В уравнении (9) останутся тог да только члены с 
юtадратами nеременных и, СJJедовательно, крив~я симметрична опю~ 

сительна обеих координатных ocen. 

Рис. 113. 

Практически эта кривая осуществляется как тrаектория какой

либо точ1<и шатуна и цен трал'' н оn к р и u о л~~ н е tt н о tt nер е

д а ч е (рис. 113). Здесь также кривая в uелом представляет coбoll 
не один, а два овала. 

3. Скольжение по двум окружностям. Криная скольжения 
является траеJ<ториеtl вершины С треугольника АВС, две другие 
uершины которого скользят по Оt<ружностям с радиусами r и R. 

Эту кривую мОжно также рассматривать как траеJпорию вер
шинм С треугольниi<а АВС, построенного на стороне АВ четырех
сторонника ОАВО, стороны которого шарнирно связаны между собоn 
в его вершинах, причем сторона 001 неподвижна, Cl две другие 
оrащаются около точе1< О и 0 1 (о технической терминологии звено 
АВ называется w а т у н о м, а звенья ОА и 0 18- крив о w и
па м и). 

Обозначим nо~nрежнему стороны треугольника через а, Ь и с, 
углы его через а, ~ и т. расстояние между центрами напраnляющих 
окружностей через k, координаты точек С, А и В соответственно 
через (х, у), (х1 , у1 ) и (х,, у,), а угол, составленный стороной АС 

с отрезком 001, через '!' (рис. 114). Тогда, как это следует из 
рисунка, будем иметь следующие соотношения: 

х1 =х- Ь cos <р, х,=х- а cos ('!'+т). 

у1 =у -Ь sin <р, у,=у- а sin (<р +т). 

Подставляя эти значе>Jия в уравнения направляющих окружностей 

х;+у:=г' и (х,-!г)'+у;=R'. ПОJJучим: 

[(х - k) cos т+ у siп 11 cos 'Р - ((x - k) siп 1 - у cos 11 со' <р = 

~-~+~+~-~ . ~+~+~-~ 
2а И Х COS <р +у SIП <р = 2Ь 

Оnределяя из этих урапнениn cos ер и sin <р и подставляя их эна·~е~ 

ни я u соопюшение cos-z rp + sin-.! <р = l, получим уравнение искомоn 
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крнооИ в условной за[Jиси в виде 

u'+v'=w', 
где 

u=a f(x- k) cos 1+ у sln 1](х'+ y'+b'-r')
-bx[(x-k)'+Y' +a'- R' J, 

v=a [(х- k) sin 1-у cos 11 (х'+ у'+ b'-r')+ 

+by[(x-k)'+Y'+a'-R'J, 
w=2ab sin 1 [x(x-k)+ у' +kyctg1]. 

(1) 

Как видно, кривая скольжения будет здесь алгебраическоn линиеn 
6-го порядка. Так как при 11=0 и v=O имеем w=O, то 

с 

Рис. 114. 

кривая проходит через точi<И пересечения кривых З·го порядка 11 =О 
и v =О, nричем точки эти будут лежать на окружности w =О. 
Как и в nредыдушем случае, эти точки будут о с о бы м и точками 
рассматриваемой кривоn скольжения. Таким образом, особые точки 

рассматриваемой кривой скольжения лежат на окружности w =О. 
Эта окружность, как можно видеть из ее уравнения, nроходит через 
uентры О (0, О) и 0 1 (k, О) наnравляющих окружностей. Она будет 
nроходить также через вершину О, треугольника 0020 1, построен· 
ного на отрезке 001 и подобного производящему треугольнику АВС 
(рис. 115); n этом можно убедиться путем · несложных выкладок. 

Более детальное исследование показывает, что число особых 

точек кривой, лежащих на это11 окружности, равно трем*). 
Нее сказанное об особых точJ<ах резюмируется в следующем 

nредложении : еслu на неподвижно.м звене 001 ttетырехсторон
ншса nocmpOltmь треуголыщк 0010 2, подобный про11зводлсце.му 
треуzолышку АВС, и описать около него окружность, то на 

*) См. W i е 1 е i t n е r, Spezielle ebcne Kurven, 1908. 
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этой окружности лежат три особые точки кривой скольже .. 
н11я (две из которых могут быть мнимыми). 

Рис. 115. 

Вершины треугольника 0010, называют фок:усашt кривоn сколь
жения. 

4. Кривые Уатта. Частным и практически важным случаем 
только что рассмотренных кривых скольжения является случаl:t, когда 

вычерчивающая точка С лежит на отрезке АВ; треугольник АВС 
вырождается в отрезок АВ и соответственно треугольник 00,0,
в отрезок 001• Если nри этом точка С делит отрезок ·АВ в отно
шении т : n, то и точка 0 2 делит отрезок 001 также в отношении 
т : n. Окружность, Описанная около треугольника 0010j, вырож
дается в nрямую, nроходящую через точки О и 0 1, nоэтому эдесь 
фокусы кривой скольжения и ее особые точки расположены н.а 

прямой, проходящей через точюt О и 0 1. 

Еще более частным случаем будет случай, когда R = r и т= n, 
т. е. когда направляющие окружности одинаковы, а вычерчивающая 

точка С находится в середине отрезка АВ. Исследование этих кри
вых связывается с reopиen параплелограмма Уатта, в силу чего их 
называют кривыми Уатта. Своеобразная форма этих кривых дает 
nовод называть их также ле.мниск:атоttда.мzz. Полагая в уравнении (1) 

стр. 174. R= r, a= -f, b=-f и 1=180°, nолучим общее уравне
ние лемнискатоид в виде 

( k )' [( k )' с' k' ]' 4 х-т х-т +У'+т+r'-4 + 
+ 4 '[( k)'+ '+с' '+ k']' 'k' • у Х-2 у т-r 4 =С у, 
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Если начало координат nоместить в середину отрезка 001, то; пере
ходя 1< новой системе и заменяя для удобства дальнейших выкладок с 

через 2с и k через 2k, nолучим: 

(х' +у') (х' +у'+ с'- r'- k')' + 4t,'y' (х' +у'- r') =О. ( 1) 

Кривая симметрична относительно координатны~ осей; один из 
фокусов ее совпадает с начало~' коердинат, дв~а рругих имеют 
абсuиссы ± k, одна из двойных точек кривQ~ · соr(nаДает с началом 

J<оординат, две другие имеют абсциссы ± V kY. + r'l- с2 и, как 
видно, будут действительными лишь если k' + r' >с'. Чтобы опре
делить вид осабоИ точки в нача;Jе координат, наttдем касательные 

к кривой в этой тосtке. Их уравнение имеет вид 

c2 -k1 -r1 

у=± ]f4k'r' (с' k' r')' 
(2) 

Следовательно, особая точка в начале координат будет уз л о в о и, 

ecJiи 4k'r'><c'-k' - r')'. и изолированной, еспи 41г'г'< 
<<с'-k'-г')'. 

Заметим, что k, r и с должны удовлетворять соотношениям 
1 k - г 1 <с< k +г, I<Оторые служат условиями существования че
тырехсторонника ОА801 . Для осуществления nервого неравенства 
требуется еще, чтобы k +с> r, а для осуществления второго 
чтобы k+с<г. 

Таким образом, если k +с> г, то лемнискатоида будет иметь 
в начале уз л о в у ю точку, если !г+ с< r- из олиров а н н у ю. 
Частные случаи лемнискатоид с узлово~1 и изолированной точками 

в начале координат представлены на рис. 116 и 117. 

у 
у 

х 

"Рис. 116. Рис. 117. 

Для оnределения вида особых точек лемнискатоиды 

(-V k'+r'- с', О) и <+ V k'+г'- с', О) следует перенести начало 
координат в испытываемую точку, наnример в перву ю; nриравнивая 

нулю члены с низшими стеnенями nеременных в уравнении (1), nолу~ 
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чим уравнение касательных к исследуемой l<ривоt-1 в этой точке в 

виде 

х' (r' + k'- с')'+ k'y' (k'- с')= О. 

Из этого уравнения следует, что nри с> k l<асательные действитель
ны и, следовательно, кривая имеет у 3 л о в у ю точку (рис. 118); nри 
c<k особая точка будет изолированноМ (рис. 119). 

Рис. 118. J.>ис. 119. 

Заметим еше, что в последнем случае лемнискатоида, помимо 

точки перегиба в начале координат, будет иметь еще четыре точки 
перегиба. Это обстоятельство позволяет, подбирая надлежащим об

разом лараметры k, r и с, добиться того, чтобы дуга кривоn 
между точками перегиба весьма мало отличалась от nрямой. Тех

нически зтим обесnечивается nрямолинеА1-1ость хода поршня ларовоn 

машины. 

ОсобыИ случаИ получим при c=k. Уравнение (1) расnадается 

при этом на дnа: х' +у'- r' =О (х' + у')(х' +у'- r') + + 4k'y' =О. Исследуемая кривая расnадается, следовательно, на 
окружность и лемнискату Бута. 

В случае, если r = k V2, эта по- у 
следняя _обращается в лемнискату 

Бернулли. 

§ 15. Овалы Мюнгера 

Рассмотрим круг с uентром в 

точке С и радиусом r и точку О 
в его плоскости (рис. 1 20). Про
ведем через точ1<у О луч t, и nусть 
Р- точка nересечения этого луча 

с окружностью круга. Спроекти-

Рис. 120. 

руем точку Р ортагональна на диаметр М и обозначим ее проекuию 

через Q. Полученную таким образом точку Q снова проектируем на 
;1уч t, ее nроекuию обозначим через Р1 . Повторяя такоn nроцесс, 
мы nолучим на луче t точки Р1, Р9., ... , Pn. Геометрическое место 
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точек Pn, которое образуется, если изменять положение луча t, 
представляет собой кривую, называемую овалом Мюнгера. 

Чтобы наnти уравнение овалов Мю1~rера, принимаем точку О за 
полюс, а прямую ОВ- за полярную ось. Если теперь длину отрезка 

а) 

ОС обозначить через d, то уравнение 
заданного круга можно записать в 

виде 

p'-2dp cos <р+d'-г'=О. (1) 

Обозначим теперь радиусы-век
торы точек Р1, Р2, • •• , Р n через р1, 
Р2• ... , Pn; тогда, как это видно из 

чертежа, 

p1 =pcos'<p, p,=pcos'<p, ... 
. . . 'Pn = Р cos2n Ч'· 

Подставляя выражение р = ~ 
COS n!f' 

--"t"'--.,.--7-l"----- в уравнение (1), получим уравнение 
овалов Мюнrера 

Ph- 2dp. cos2"+1 'Р + (d'-
- г') cos'" 'Р =О. 

Переходя к прямоугольным коорди
натам, будем иметь: 

(х' +у')'"+' - 2 dx'"+' (х' + y'i" + 
+ (d'- г') х'" =О. (2) 

Из уравнения (2) следует, что 
овалы Мюнгера являются алгебраиче
скими линиями пор я д к а 2 (2n + 1). 

Рис. 121. В начале координат они имеют точку 
к р а т н о с т и 4n с касательными, 

совпавшими с осью ординат. )'{роме этой точки, они пересекают ось 

абсuисс еще в двух точках, с абсциссами d ±г, т. е. в точках А и В. 
Из уравнения (2) следует также, что кривые Мюнrера с и м м е три ч н ы 
относительно оси абсцисс. В точке В они касаются окружности. 

Если в уравнении (2) положить n =О, то получится окружность. 
При n = 1 уравнение (2) принимает вид 

(х' +у')'- 2 dx' (х' +у')+ (d'- г') х' =О (3) 

и выражает кривую. 6-го nорядка. В зависимости от того, будет 
ли точка О лежать вне круга, на его окружности или внутри круга, 
кривые (3) б у дут иметь одну из характерных форм, представленных 
на рис. 121, а, б, в. 
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Особый интерес представ11яет при этом случай, когда d =О. Со
ответствующая кривая симметрична относите;Jыю оси ординат. Она 
состоит из двух одинаковых овалов и была названа Мюнгером двой· 
ной линttей. Уравнение двойноtt линии в nолярной системе выра

жается равенством р ·= r cos<t ер; в nрямоугольноtl системе оно имеет 
вид (х' +у')'- г' х• =О. Полярное урав11ение ее можно записать 

в виде р = i cos 2ср + i, откуда следует, что двойная лuнttя я в· 
ляется конхоидой розы . 

§ 16. Кривые Ламэ 

Уравнение крuвых Ла.мэ имеет вид 

(1) 

г де показатель т может быть любым рациональным числом , а nоста~ 

янные а и Ь- положительные числа. 
Пусть сначала т является nо л о ж и т е льны м рациональным 

числом, выражающимся дробью )!_. 
q 

Первый случай: f'_ > 1. 
q 

а) р- чет н о е, q - н е чет н о е; кривая симметрична относи· 
тельно ocen координат, которые пересе1<ает в точках (±а, О) и 
(0, ± Ь) (рис. 122, а) ; 

б) р- н е чет н о е, q- чет н о е; кривая располагается в первом 

координатном угле, состоит из трех дуг, одна из которых проходит 

через точки (а, О) и (0, Ь), а две другие уходят в бесконечность, 

асимптотически приближаясь к прямоh у=.!!.._ х; касательная в точ-
а 

ке (а, О) nараллельна оси у, в точке (0, Ь)- оси х (рис. 122, 6); 
в) р- н е чет н о е, q- н е чет н о е; кривая распол а гается в 1-м, 

2-м и 4-м координатных углах, имеет асимnтоту у= -~ х; каса
тельные в точках (а, О) и (0, Ь) лараллельны осям (рис. 122, в). 

Bтopoll случай: L<1. 
q 

а) р- чет н о е, q- н е чет н о е; кривая симметрична относи

тельно координатных осей; в точках . (±а, О) и (0, ± Ь) имее1 
заострения (рис. 123, а); частным случаем является эволюта эллипса 
(см . стр . 267); 

б) р-:- н е чет н о е, q- чет н о е; кривая расnолагается в nер

вом координатном угле и напоминает параболу; в точках (а, О) и 

(0, Ь) касается осей координат (рис . 123, 6); 
в) р-нечетное, q-нечетное; кривая располагается в 1-м, 

2-м и 4-м координатных углах, простирается в бесконечность, 
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в точках (а, О) и (0, Ь) касательные совnадают с осями координат 

(рис. 123, в). 
Будем считать теперь т числом рациональным и отрицательным, 

выражающимся дробью - 1!._ . Различают следующие случаи: 
q 

а) р -чет н о е, q- н е чет н о е; кривая симметрична относитель
но координатных осей и состоит из четырех ветвей, ас~1мnтотически 

r.h 
~ 

Рис. 122. 

а) 

у 

х 

Рис. 123. 

приближающихся к nрямым х =±а и у=± Ь; в начале изоли
рованная точка (рис. 124, а); частным случаем является кресто-

а2 Ь2 

образная кривая Х' + у; = 1; 

6) р .,...-н е ч е т н о е, q- ч е т н о е; кривая расnолагается в nер
вом координатном угле, состоит из трех ветвеU, асимnтотически nрибли

жающихся к nрямым х =а и у= Ь; в начале координат имеет точку 

заострения с касательной y=_l>_ х(рис. 124, б); 
а 

в) р- н е чет н о е, q - н е чет н о е; кривая состоит из двух 

ветвеtt гиперболического типа, одна из которых проходит через на · 

чало; nрямые х =а и у= Ь явJiяются асимшотами (рис. 124, в). 
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Одно из оригинальных свойств рассматриваемых кривых заклю-

( х )т ( y)m _ чается в том, ЧТО огибающая кривых Ла.АfЭ а + ь - 1 

од.нu.Аt и тем же показателе.Аt т, пара

.метры а и Ь которых связаны соотн.о· 

шение.м (~)п -t--(~)п=l,гдес1 rt с2 -за
дан.нные постоянные, представляет со
бой кривую ЛаА<Э, выражаемую уравне-

нием (t) т~пп +(~)m~nn=t. 
Доказательство этого nредложения удоб

но nровести, полuзуясь известным для на хож

дения огибающих методом неопределенных 

коэффициентов *). 
В частном случае, если семеИспю кри

вых Ламэ б у дет семеt1стuом эллиnсов 

( ~ )' + ( -');-)' = 1, полуоси а и Ь которых 

связаны соотношением .!!_ + !!_ = 1, то orи-
Cr С1 

бающая выразится уравнением (f) ~ + 
2 ., ., " + ( f,) "= 1 или x ·j-+ yt= c,t . Отсюда еле· 

дует, что астроида является огибающей 
коаксиальных эллиnсов, т. е. эллиnсов, 

имеющих общий центр и одинаковое наnра

вление осей. 

_) у . '-

ь 
а а з; 

о/\ ( 

Рис. 124. 

Заметим в заключение, что, как легко nроверить, кривые Ламэ, 

для которых т=]!__> О, будут алгебраическими линиями поридка 
q 

pq, если же т=- f <О, то порядок кривой равен 2pq. 

§ 17. Параболические и гиперболические кривые 

}{ этому семейству относятся кривые, выражаемые уравнением 

y = c.xm, 

где с есть некоторая nостоянная, которую мы будем nредnолагать 

nоложительной, а т- любое раци011альное число. В зависимости от 

*) См. В. И. М и л и н с к и А, Днфф.:р::нц11а.1ыын rеом.:трнн, 1934. 
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знака покаэателя т различают два семеJ.:tства рассматр~1ваемых кривых: 

параболич,есюсе кривые, если т> О, и zиперболические, если т< О. 

1. Параболические кривые у= схт, где т= L >О. 
q 

Непосредственно из уравнения следует, что каждая параболиче
ская кривая должна состоять из одноИ ветви, лростирающеt1ся в 'бес~ 
конечность и проходящеИ через начало координат; кроме того, все 

параболические кривые, соответствующие одному и тому же эна-

и 

х 

Рис. 125. Рис. 126. 

чению с, проходят при х = 1 через одну и ту же точку; далее, у' = 
=mc.xm-l, и, значит, nри х=О у'=О, если т> 1, и у'=оо, ес;tи 
т< 1, т. е. касательная к пара6олическоИ кривои в начале координат 
совпадает с осью абсцисс, если т> 1 и с осью .ординат, если т< l . 

Частные особенности форм nараболических кривых определяются 

конкретным значением показателя т. 

1-И случаИ: т=.1'.>1· q 
а) р- чет н о е, q- н е чет н о е; кривая симметрична относитель

но оси ординат, располагается над осью абсцисс (рис. 125, а); 
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б) р- н е чет н о е, q- чет н о е; кривая симметрична относи
тельно оси абсцисс, располагается сnрава от оси ординат, в начале 

имеет точку возврата !-го рода (рис. 125, 6); 
в) р- н е чет н о е, q- н е чет н о е; кривая располагается в nер

вом и третьем координатных углах, в начале перегиб с касательной 
у= О (рис. 125, в). 

2-й случай: m=1. < t . q 
а) р- чет н о е, q- н е чет н о е; кривая симметрична отно-

сительно оси абсцисс, располагается справа от оси ординат 

(рис. 126, а); 
б) р- н е чет н о е, q- чет н о е; кривая симметрична относи

тельно оси ординат, располагается над осью абсцисс, в начале имеет 

точку возврата !-го рода (рис. 126, 6); 
в) р-нечетное, q- нечет- YJ 

н о е; кривая расnолагается в nер-

вом и третьем !ШОрдинатных углах, 

в начале имеет точку nерегиба с 

касательной х =О (рис. 126, в). 
По nоводу эволюции форм nара

болических кривых при изменении 

параметра т следует заметить, что 

близость их к координатным осям 

в окрестности начала и к прямым z 
х = 1 и у= с в окрестности точ-
ки М (рис. 127) будет тем боль- Рис. 127. 
шеn, чем бо~ьше т, если т> 1, 
и чем меньше т, если т< ! . Таким образом, nредельной фор· 
моn ветви кривой, расnоложенной в первом координатном угле, nри 

неограниченном nриближении tn к нулю будет ломаная ОВМ. Если 
же т> 1 и неограниченно возрастает, то соответствующеn nредель

ной формой ветви кривой будет ломаная ОАМ. 

2. Свойства параболических кривых. 
1. Оnределяя по д к а С а т е ль н у ю St для произвольной точки 

параболической криuоn, получим: St = ~ = сх;_1 = ..::..._. Отсюда 
у cmx т 

вытекает nростоп сnособ nостроения к а с а т е ль н оn в · nроизвольно 
заданной точке nараболическоU кривой. 

2. Если М (х1, у1)- некоторая точка кривой, то дуга ОМ делит 
площадь прямоугольника МАОВ на две части U1 и U2, отношение 

которых равно т (рис. 128). 
3. Отношение объемов тел вращения вокруг оси абсцисс кри

волинейных треугольников ОАМ и ОМВ равняется 2m. 
4. Определение д л и н ы д у г и парабош1ческоn кривой от точки 

О до некотороn точки М (х, у) сводится к нахождению интеГрала 
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х 

S = ~ / 1 + c'm'x'<m-I) dx. В силу условий ИIПеi·рируемости диф-

фере~щиальных биномов, этот интеграл выражается через элементар

ные функции лишь для таких криных, значение показателя т кото

рых обращает в целое число дробь 
1 1 1 

2m - 2 или дробь 2m-2+ 2 · 
I-lаиболее известными членами се

меf.!стна параболичесних кривых, nо

мимо, разумеется, I<вадратичноИ na-
Uz раболы, являются кубическая пара

бола и полукубическая парабола, 

или парабола Нейлл. 

3. Кубическая парабола у= сх' 
Рис. 128. {piiC. 125, в). Одним из важш.Iх ври -

менениИ кубической параболы в 

тexiJИI<e является использование ее о ка•1еспзе п е р е хо д н о И к р и

в о И на железнодорожных Jlиrщях. Kai< известно, дуга nереходноИ 
криuоn является uставкой между прямолинеt1ным и круговым участка

ми nути. В точ1<е сопряжения с nрямолинеt~ным учасп<ом радиус кри
визны переходной кривой должен равняться бесконечности, а затем, 

по мере продвижения поезда по nереходной l<pивott, должен убывать 

с тем, чтобы в точ1<е сопряжения переходнои кривоИ с Оl<ружностью 

nринять значение, равное зна•tению радиуса R этоИ окружности. 
Этим обстоятельством щsеспеч ~шается nо степенно е нарастание 

mv' 
це11тробеж110И силы от О до R . 

Идеальной nереходной J<ривоИ является р а д и о и д а л ь н а я сп и

р а ль, из натурального уравнения котароИ R = -f следует, что вели
чина R изменяется обратно пропорционально пешJ•Jине S, т. е. рас
стоянию, проходимому поездом по переходной кривой. Для за!< руг ле
ни и небольшага радиуса роль nереходной кривой играет часто лем

ниската Бернулли, радиус кривизны котароИ можно nриближенно 

определить 'равенством R = '!.., где р- полярный радиус-вектор точк и. 
р 

Однако наиболее удобной переходflой кривой с точки зрения 
простоm технических формул яuляеrся кубическаи парабола . Ее ра 
диус кривизны может быть выражен nриближенно равенством R = 

= ~. Дейсrвительflо, для параболы у= -6~х' имеем: R=(l+:::> f = 

су( l+i,)' 
= ____ х____ Для небольших по сравнению со зна•tением 
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<' 
параметра с значений х, членом iсз можно пренебречь и nолучить 

указанное nриближенное раuенстnо, которое широко исnользуется 

n техниl<е переходных кривых на железнодорожном транспорте. 

3 

4. Полукубическая парабола (парабола Нейля) у= сх' 
(рис. 125, 6). Эта J<ривая nривлекJJа ВliИМание математиков 17 столетия 
в связи с nостановкон Лейбниuем задачи о нахождении криuоИ, облада
юшеИ тем своИством, что тяжелая материальная точка, дН~JrЭясЬ nод 
действием силы тяжести вдоль дуги этой l<рrшоИ, имеет постоянную 

о<Орость удаления от начального горизонта (т. е. скорость nадения). 

Зада 1tа была решена Гюйгенсом в 1687 ·г., ИСJ<омая кривая ОJ<азалась 
полукубической параболой. 

Одним из геометрических своnств полукубическоn параболы 

является то, что она служит э в о л ют оn обычноn квадратичноn 

параболы. 

Сп р я м л е в и е nараболы Неnля выnолняется о конечном виде. 
О б.,) е м тела, nолученного от вращенш1 около оси абсuисс l<ри

волиt1еnного треугольника ОМР, сторонами которого являются отре
зок ОР оси абсuисс, дуга ОМ параболы Нейля и ордината МР 
точки М, определяется по формуле 

·' V=тt r c2x3dx=C!1tX4=1ty2x. 
J 4 4 
о 

Так как тti~ есть nлощадь основа1шя полученного тела, таl< назhlвае
мого нейлоида, то обоеде нейлоида равен 1temвepmu произведения 
плоrцадu его основания на высоту. 

Среди других шiраболичесJ<ИХ кривых заслуживает уnоминания 
еще парабола 4-го порядка у= сх•. Кривая эта интересна тем, что, 
как было nоказано Торичелли, она является образующеn nоверхности 

жидкости, находящеnся во вращающемся сосу де и истекающеn через 

небольшее отверстие в дне этого сосуда. 

5. Гиперболические кривые у= cx·-m, т= _р_ >О. Подобно 
q 

тому как уравнение параболических кривых является обобщением уравне· 
ния квадратичной параболы, уравнение rиперболи•1еских l<ривых об· 

общзет уравнение гиnерболы ху =с и имеет вид xPyQ =с, где с
постояива я, которую мы б у де м считать nоложительноn. 

Непосредственно из уравнения видно, что при изменении х от 

- оо до + оо ордината у= сх-т меняется монотонно и nри х = 
=О имеет разрыв. Заметш .. f также, что nри х--+ со у--+ оо. Это 
обстоятельство nозволяет утверждать, что гиперболические кривые 

состоят из ветвеn гиперболического тиnа, дJJЯ которых оси 1(00р· 

динат служат асимптотами. Далее, все кривые с одним и тем же 
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значением параметра с, но с различными показателями т, имеют общую 
точку (1, с). 

Особенности в расположении ветвеn относительно системы коор-

динат определяются значением nоi<азателя т= _Е_ . На рис. 129, а, б, в 
q 

представлены все три сдучq,я такого расnоложении. 

!1 

~ ,)' ~-
у 

~ 
х о х 

\' 
х 

р- четное р-неvетное 

q-люdое q-нечетное 

о) d) д) 

Рис. 129. 

Оnределяя nо д к а с а т е ль н у ю S1 rиnерболичесt<оn кривоn для 
у cx- m х 

nроизвольной точки, nолучим: S1 = ут =- cтx-m-t =-т. Спо-

соб построения 1< а с а т е ль н о u на основании этой формулы оче

виден. 

Согласно условию интегрируемости дифференциальных биномов, 
сnрямление гиnерболических кривых в элементарных функuиях в ко

нечном виде невыполнимо. 

6. Политропные кривые. Рвесмотренные нами nараболические 
и гиперболические кривые объединяются иногда в общем семе~~ 

стве так называемых политропных крuвых, уравнение которых запи

сывается в виде у= cxm. 
Политрапные кривые интересны, в частности, своими применениями 

в термодинамике, где они выступают в роли так называемых а д и а

б а т и чес к их и из о т ер м и чес к их кривых. Если изменение 
объема и давления газа происходит без потери и приобретеtшя теп

ла , то изменение называется адиабатическим. При адиабатическом 
изменении между объемом v и давлевнем р газа имеет место зави

симость pva. =с, полученная впервые Пуассоном, где с и о. - неко-

торые постоянные, nричем о. = .!..Е. , г де с Р - теплоемкость данного 
Cv 

газа при постоянном давлении, а С11 - теплоемкость газа при посто

янном объеме. Очевидно, о.> l , так как при nостоянном объеме 
теплота, получаемая газом, целиком идет на повышение тем

пературы, а при настоянном даВJiении часть этого тепла тратится 
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на преодоление давления при расширении газа. Параметр с nолитро

nы определяется величинами начального объема и начального дав

ления . Кривые, соответствующие уравнению pva. =с, называют адиа
батами. Из этого ураввения и тех замечаниn, которые мы сде
лали выше, следует, что адиабаты являюmся noлumpona.мu 
zиперболическоzо пшпа. 

При изотермическом изменении состояния газа соотношение меж

ду его объемом v и давлением р определяется формуло" Мари

отта vp= с. Соответствующая изотерма будет равносторонне" Ги
перболо". 

Политрапные кривые имеют важное значение н nрикладной матема
тике в качестве и н т ер nо л я ц и о н н ы х к р и вы х. Суть дела здесь 
такова: из уравнения политроп следует, что lgy- т lg х -lg с= О; 
полагая lg х = (, lgy = 1j, lg с= с,, получим 11- т<- с1 =О. Это 
уравнение в системе I011 выражает прямую. Таким образом, если в 
системе координат ~011 нанести точки, координатами которых 
являются оогарифмы коорди- lJ 
нат х, у точек, принадлежа

щих политроnе, то точки эти 

будут лежать на прямо", уг

лово" коэффиuиент которо" 

равен покаэателю т при х 

в уравнении политропы. Этим 
еваnетвам политраnных кри

вых и nольэ)'ются, употребляя 

их в качестве интерполяцион· 

ных кривых. 

Пусть известно, например, 

что некоторая эмпирическая Рис. 130. 
кривая проходит через точ-

ки М1 (х1 , у 1 ), м, (х,, у,), ... , м. (х., у.). Если эта кривая относится 
к семеnству политроп, то достаточно в системе ~01] построить со
ответствующую ef.1 прямую, чтобы показатель т этаn политропы, как 

у г лов о" коэффиuиент nолученно" прямо", был определен. В слу
чае, когда эмпирическая кривая не является политропоn, в систе

ме ~OYJ е" будет соответствовать уже не прямая, а ломаная. Может 
оказаться, однако, что отклонение этаn ломаноn от прямоn незна

чительно. Тогда по известным способам определяют наиболее 
nодходящие значения параметров этоf.1 прямоf.1 и тем самым по

лучают возможность наnти ее yr лов оn коэффициент, т. е . значение 

показателя т в уравнении соответствующеf.1 политропы. Так для дан· 
ноn эмпирическоn кривоn получается более или менее блИзкое к 

истине аналитическое выражение в виде уравнения некотороf.1 поли

тропы. 

Укажем в заключение способ построения политрапных кривых. 
Заметим предварите11ьно, что если числа х1, у 1 и х2, у, удовлетво-
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ряют уравнению ПОJ1Итропы у= cxm, то среднее rеометричес1<0е 

Ха= V х1х2 и у3 = (у 1у2 этих чисел будут также удовлетворять 
ему. Оснопьшаясь на этом, можно получить как угодно много точек 
политроnы, ваходящихся между дпумя ее известными точками М 1 (х1 , у 1 ) 
и М2 (х2, у2). 

Построим с этаn целью nолуо~<ружности на ОР = х, и OD = у1 
как на диаметрах (рис. t 30). Проведем M,N _[_ OD и М 1С _[_ ОР. 
На оси абсuисс и оси ординат радиусами, раnными соответственно 
ОС и ON, сделаем засечки в точках S и Q. Тогда прямые SMa и 
ОМ3, проведеиные параллельна осям координат, пересе1<утся в точ
ке М3, принадлежаще~ nо11итроnе. Действительно, х, = OQ =ОС= 
= уОР-ОЕ= ух1х2 • y,=OS=ON= yOD·OF = уу 1у2 , но 
такие числа, как бы;ю замечено выше, удовлетворяют ураuнению по

литропы. 



ГЛАВА VJJ 

ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ КРИВЫЕ 

§ 1. Общие сведения о трансцендентных кривых 

Тран.сцендентны.м.u называются кривые, уравнения которых, 

б у д учи записаны в nрямоугольной системе координат, не являются 

алгебраическими. 

Разлагая в ряд nравую часть уравнения такой, например, транс

uендентноn кривоlil:, как у= sin х, мы nолучим уравнение, содержащее 
алгебраические функции, однако число членов в нем будет неоrра

ниченным, а степень бесконечно большоn. Это дает основание рас
сматривать трансцендентные кривые как алгебраические линии беско

вечно высокого nорядка. Соответственно этому можно полагать, что 
характерные точки алгебраических кривых (точки пересечения с лря

моn, точки переrиба, особые точки и т. д.) у трансuендентных 
кривых могут встречаться в б е с к о н е ч н о м к о л и чес т в е. И это 
11а самом деле так: трансце11дентная кривая может нересекать прямую 

в бесконечном числе точек, у нее может быть бесконечное множе· 
ство вершин даже на сколь угодно малом интервале (например, у 

Кривой у= siп J. вблизи начала координат), бесконечное количество 
х 

точек перегиба, асимnтот и т. д. 

Но помимо этаn особенности, у трансцендентных кривых могут 
быть характерные точки особой nрироды, которые не существуют у 

алгебраических кривых. f{ ним относятся mortкu прекращения, обла· 
дающие тоn особенностью, что окружность достаточно малого ради

уса, nроведенная из такой точки как из центра, пересекает кривую 

только в одноn точке (например, крИвая у= х ln х, имеющая то~ку 
прекращения в начале координат). Сюда относятся также угловые 
mortKil, в которых прекращаются две ветви кривой, nричем каждая 

из них имеет в этой точке свою касательную (например, кривая 
1 

у= х arctg х + 2 1п ( 1 + х'), имеющая yr ловую точку в начале коор· 

дина т). 

Трансцендентная кривая может иметь также lilCll.Atntnotnttttecкyю 

точку, к которой неограниченно nриближается ветвь кривой, делая 
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вокруг этаn точки бесконечное количество оборотов (например, лога

рифмическая спираль р =а"', для которой асимптотическоn точкоn 
является полюс). 

Помимо указанных характерных точек, трансцендентные кривые 
могут обладать весьма своеобразными особенностями формы. Кривая 

может иметь, наnример, пун.ктирн.ую ветвь, состоящую из бесконеч

ного множества изолированных точек (наnример, кривая у= ух sin х 
имеет пун1пирную ветвь, располаrающуюся вдоль отрицательноn 

части оси абсцисс и состоящую из множества изолированных точек 

с абсuиссами - 'lt', - 21t, - 37t и т. д.). 

Особым своttством трансцендентных кривых является и то, 

что для некоторых из них длина дуги, отсчитываемая от какой-либо 

точки. кривоМ до ее асимптотическоМ точки, является величиноМ конеч· 

ноМ, у других же эта длина неограниченно велика. 

Своеобразными являются кривые, в уравнения которых перемен-

ные входят в ирраuиональноl! стеnени, например, кривая у= xv'-. 
Если брать для у2 его приближенные значения с возрастающей 
стеnенью точности, то nолучится ряд алгебраических кривых, которые 

все более и более уnодобляются кривом у= xV2 никогда, однако, 
не 11оспроизводя ее точно. ЛеПбниu назвал такого рода кривые 
интерсцендентны.ми *). 

Сложность nрироды трансцендентных кривых затрудняет их иэу· 
чение, и если в вопросах м е т р и чес к о г о характера (кривизна, 

квадратура, сnрямление) многие из этих кривых изучены основательно, 
то о области исследования их nроективных свойств сдела1ю пока 

очень мало. 

Нет также до сих пор удовлетворительной классификации транс
цендентных кривых. Поnытки оnределить основы теории трансцен
дентных кривых были мало состоятельны и сводились r л а оным обра· 
зом к тому, чтобы создать общую теорию, охватывающую своими предло

жениями одновременно и алгебраические и трансцендентные кривые. 

Одна из таких попыток заключалась в следующем. Было заме
чено, что у подавляющего большинства известных трансцендентных 
кривых, так же как и у всех алгебраических кривых, угловой коэф

фициент у' касательной в иаждой точке кривой является кор
нелt алгебра1'"еского уравнещtя, коэфф11Циенты которого пред
ставляют собой полиномы от х 11 у. ИнЬJми словами, дифферен
циальные уравнения подавляющего большинства известных в науке 

трансцендентных кривых являются уравнениями п е р в о r о лор я д к а 
вида 

r- n 
!fг (х, y)y'n-r =О, 
r=D 

•) intcrscindo (лат.)- разрывать. 
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где / 0, / 1, f.,. .. , fп- nолиномы без общих множителеИ. Указанное 
свойство углового коэффициента касательноl.t присуше также, как 

уже сказано, всем алгебраическим кривым. 

Это обстоятельство дало nовод д. Лориа объединить как все 
алгебраические кривые, так и почти все известные трансцендентные 
кривые в одну общую груnпу так называемых паналгебраичесl</lХ 

tеривых, различающихся степенью, равной числу n, т. е. стеnени 

диффере.щиального уравнения кр•шои, и рангом, равным, числу v
высшеn стеnени полинома среди полиномов / 0, / 1, f<J, .•• , fп.· 

Приводим эти характеристики для некоторых кривых: 

Кр11ВЗЯ Ранг 

Прямаn . . . . . . . . . • • • • • . О 
Кривые 2-ro nорядка . . . . . . 1 
Кривые 3-ro 11орядка . . . . . . 2 
Лоrарифм~tческая спираль . . . 1 
Показательная кривая . . . . . 1 
Квадратриса ... .. , . . . . . . 2 
Кохлеоида . . . . . . . . . . . • . 2 
Трактриса . . . . . . . . . . . . . 2 
Uепная линия. • . . . . . . . . . 2 
Гиперболическая спираль . . . 2 
Llиклоидальные кривые. . . . . 2 
Спираль Архимеда. . . . . . . . 4 

Степень 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
2 
2 

Паиалгебраические кривые обладают, как это nоказал Лориа *), 
многими свойствами, nрисущими алгебраи11еским кривым. Известные 

в теории алгебраических кривых понятия гессианы и поляры он 

обОбщает своеобразно и на nаиалгебраические 1<р11вые. 
Он показывает далее, что точ.ки касания касательных, про

веденных из данной точ,ки плоскоспщ к паналzебраич,еской кри

вой степени n и ранzа v, лежат на алzе6раюtеской кривой 

поряд1<а n + v, для 1<оmорой данная mo""a является n-1<ратной **). 
Это свойство дало Лориа повод наметить общую классификацию 

кривых по следующеМ схеме: 

1) кривые, у которых точки касания прямых, проведеиных из 

Любой точки плоскости, лежат на алгебраической кривоn, называются 

ltpttвымtt nepвozo иласса (паналгебраическими кривыми); 

2) кривые, у которых указанные выше точки лежат на паналгебра
ическоn кривоМ, называются кривыми второzо класса; 

3) кривые, у которых эти точки лежат на кривой второго класса, 
называются кривыми mpemьezo класса и т. д. 

*) L о г i а, Spezielle algebraische und transcendente еЬепе Kurven, 
1911, в. 11. 

**) Предложе~шс остается в силе и в том случае, когда число точек при
косновения бесконечно. 
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Мы заметили, что своf1ство трансцендентных кривых, которое 
дало Лориа повод ввести nонятие паиалгебраических кривых, спра
ведливо для nодавляющего большинства известных трансцендентных кри
вых, но не для всех. Исключением являются, например, цеnная линия рав
ного сопротивления, клофоида и др. Наличие этих исключениИ в значи

тельноft степени умаляет значение nринцила Лориа, и соэда1.ше общей 
теории криuых по-прежнему остается делом будущего. 

§ 2. Спираль Архимеда 

!. Свойства. Сn11раль Арх11меда может быть определена как 
траектория точки, участвующеИ одновременно в двух равно ме р

н ы х движениях, одно из которых совершается вдоль прямоn, а 

N 

Рис. 131. 

другое- по окружности. 

Предположим, что не
которая точJ<а равномерно 

движется по прямоn ON, 
а прямая ON равномерно 

Р вращается вокруг точки О 

(рис. 131 ). Принимая то••ку О 
за полюс системы, начальное 

положение ОР прямоn ON 
за полярную ось и считая, 

что в начальный момент дви

жения тЬЧ.ка М' былЭ"в по-
люсе, замечаем, что расстоя

ние ОМ, проnденное ею вдоль прямоИ ON и полярный угол <р возрас
тают, в силу равномерности движения, проnорционально времени и, 

следовательно, пропорциональны друг другу. Поэтому полярное 
ураонение спирали Архимеда заnишется в виде 

р=а<р, (1) 

где а- коэффициент пропорциональности. Переходя к декартоuоп 

системе, получим: 

у х'+у'=а arctg ~-

Иэ уравнения ( 1) следует, что двум одинаковым по абсолютной нели
чине, но противоnоложным по знаку значениям t:p соответствуют 

также одинаковые по модулю, но nротивоnоложные по знаку значе

ния р. В силу этоrо обстоятельства кривая будет состоять из двух 
ветвей, одна из которых раскручивается nротив хода часовой стрелки 

и соответствует положительным значениям <р, другая - по ходу часо

воn стрелки и соответствует отрицательным значениям r,p. В целом 
кривая симметрична относительно перпендикуляра 1( полярноП оси, 
на котором лежат точки пересечения дRух ее ветвеn (д в о Ины е 
т очки с11ирали). 



§2] CПИP:\Jifo 1\.РХИМР.JlЛ 193 

Расстояние l между двумя последовательными витками п-м и 

n + 1-м определится по форму л е l =а ( <р + 21t) - arp = 2a1t и яв
ляется, как видно, величиной nо с т о я н н ой. В силу этой особен

ности в расположении виtков реальный образ сnирали Архимеда 

можно видеть, например, наблюдая туго завернутый рулон бумаги с 

его торuовой стороны. 

Определяя угол fL между рэдиусом·вектором произвольной точки 

кривоИ и касательноtl к нett в этой точJ<е, получим tg 1.1. = f = ~ = 
= <р и, следовательно, IJ. = arctg <р. Если <р ~се, то 1.1.---+ -i, т. е. по 
.Atepe развертывания cmzpaлu она cmpe.Attuncя стать н.ор.м.альн.ой 

1е своим радиуса.Аt-вектора.м.. Нужно обратить внимание и на то 
обстоятельство, что величина yrJJa f.1. не зависит от nараметра а, и 

значит, все спирали Архимеда пересекают радиусы-векторы, соответ

ствующие одному и тому же значению у г л а q>, nод одним и тем же 
углом. 

Определяя полярную поднормаль. Sп, получим Sп = р' =а, т. е. 
полярная поднорлtаль для всех molfeK заданной спирали Архимеда 
является величиной постоянн.оii, равной параметру этой спи

рали. Из этого своt!спза следует, что J<Онцы всех nоднормалей будут 

лежать на окружности радиуса а с центром n начале. Отсюда выте
кает nростой сnособ построения касательноt1 g любой точке задан· 

ной сnирали. 

Л лоща д ь с е к т о р а, ограниченного дугоИ спирали Архимеда 

и двумя радиусами-векторами р 1 и р2, соответствующими углам q>1 

и rpg, опреде;Jится по формуле 

(2) 

и 1 ' Если <р1 = О и, следовательно, р1 = О, то = ба р . 

Из формулы (2) следует, что площадь, ограниченная полярной 

осью и п-м витком спирали, определится равенством 

Ип=(а·2•n)'- r;~2•(n-: 1)1' =~"'а' [п'-(п-1)']. (3) 

Аналогично nоJJучим: 

(4) 

Из равенств (3) и (4) следует, что площадь, ограниченная п-м и 

n + 1-м витками, равняется 
Un+1 - Ип = i ·"'a' [(п + 1)3 - п'- п' -f-(n- 1)'] =8"'а'п, 

1f66 А.. А. Саве.пом 
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откуда следует, что площади, заключ.енн.ые .Аtе:жду · последователь
н.ы.мtl вum1Caмu спирали Apx1u.teдa, растут в ариф.Аtетtиеской 
прогрессzш, разность которой равняется 81t3a 2 • 

Д л и н а д у г и сnирали Архимеда между точками М1 (р 1 , 'f1) и 

м, (р,, 'f•) оnределится no формуле 

S = Г v' р' + р'2 d'f =а ~' у' 1 + 'f' d<f = 
9t 91 

= -2° ['f у! +'f' +Jn('f+ yl +'f')l•' . .. 
Отметим еще неi<Оторые сво~ства исследуемоt1 кривой. 

Спираль Apxu.Ateдa является орmо2он.алыюа проекциеii на 
плоскость хОу лшши пересе'{енил винтовой поверхности z = 
= k arctg f с поверхностью конуса х2 + yi = a2z2 • Действительно, 
исключая z из ураuнениf·l винтовой поверхности и rюверхности конуса, 

nолучим Ух~+ У~ =/г. arctg l..; переходя J< nолярным координатам, 
а х 

будем иметь р =ak'f- ураонение сnирали Архимеда. 

Спираль Apxtu.ceдa есть nor)эpa эвольвенты отсружности отно

сительно центра основной отсру:Jiсности (см. стр. 254). 
Спираль ApxllMeдa есть частный cлy'lai'i обобщенной эволь~ 

венты он:ружносmll (см. стр. 255). 
Ближайшим о6о6шением сnирали Архимеда является кр1шая 

р = aq> + l, nредставляюшая с обоИ 1<Ш1хоиду этоМ cnиpam1 и н азыва
РМая неоидой. Она находит nрименение в 1<онстру1сции прядильной 

машины. 

2. Спрямление окружности с помощью спирали Архимеда. 
J<ак уже было замечено выше, угол ~ между радиусом-вектором 
nроизвольной точки спирали Архимеда и касательной к ней в этой 

точке оnределяется равенством tg ~ = <р, откуда следует, что tg f.LA = 
=21t и, значит, 0C=0Atg{~A=OA·21t (рис. 132). Таким образом, 
отрезок ОС выражает длину 01<ружности с радиусом, равным ОА. 
Зная отрезки ОС и ОА. выражающие длину окружности и радиус 
круга, нетрудно nостроить, расnолагая только · циркулем и линеttкоtt, 

треугольник, равновеликиn кругу и, преобраэовав этот треугольник 

в равновеликии ему квадрат, осуществить квадратуру круга. 

Спираль Архимеда может служить также в качестве линии, nозво
ляющей разделить заданный угол на любое число равных между 

собой часте". В самом деле, так как изменение радиуса-вектора 
сnирали проnорционально изменению угла, то для деления угла ВАС 
(рис. 133) на n равных частеИ достаточно разделить радиус-вектор 
АВ на n равных частеИ AN1, N 1N , , . . . , N._,B и сделать радиусами, 
равными AN1, ANg, .•• , АNл_1, засечки М1, Mi•···• Мп-l на дуге 
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спирали. Проведя радиусы-векторы АМ1 , АМ.1, ••• , AMn_1, мы разде 
лим угол ВАС на ll равных частеtl. В не1<оторых готовальнях стаw 

'--v-' 
с 

~11[. 132. 

рога образ1.tа n состаn принадлеж

ностеtt входила металлическая nла-

Рис. IЗЗ. 

G:тинка с тщательно выгравированвон на неn спирю1ью Архимеда в 
качестве nрибора для деления yr;1a на равные части. 

3. Применеине в технике. В области техники сnираль Архимеда 
находит, в частности, применение в так называемых к у л а ч 1< о вы х 

мех а н и s м. ах, которые представ

ляют coбott насаженную на ось 

шаИбу; профиль котароИ очерчен 

по некотороИ кривоИ . Вращатель

ное движение этоtt шаtlбы nреоб
раэуется в возвратно-постуnательное 

движение стержнSI MN, скользя

щего своим концом по ее nрофилю 

(рис. 134). 
Закон, по которому движется 

стержеНI~ MN, определяется видом 
кривоИ профиля эксцентрика. 

В некоторых механизмах требуется, 

чтобы равномерное вращение экс 

центрика вызывало равномерное же 

движение стержня, т. е . требуется, 

чтобы поступательное перемещение 

м, 

ОМ точки М было nропорционально углу поворота эксцентрика . 
Обеспечить это требование можно, очертив профиль эксцентрика по 
спирали Архимеда . Возuрапю-поступательное движение стержня MN 
достигается тем, что эксцентрик очерчивается двумя дугами спирали . 

Профиль сердцевидного ЭI<Сцентрика, nолучаемого nри этом, пред
ставляет coбoll кр1шую nостоянной ширины. В самом деле, ОМ= а:р, 
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ОМ1 =а(";- <р), откуда ММ1 = a.t = const. l·ехнически это евая
ство используют, связывая с nрофилем эксцентрИI<а не один, а два 

стержня, касающиеся его в диа

метрально противоnоложных точ

ках М и М1 • 

В качестве второго объекта 
применения спираJiи Архимеда в 

технике можно пр~шести с а м о

цен три р у ю щи lt л а трон, 

направляющие канавки которого 

выполнены по спирали Архимеда 
(рис. 135). При одном nоворо

те диска этого латрона кулачки 

перемещаются на величину ра

диального расстояния смежных 

I<ЭНЭВОIС 

Рис. 135. 4. Историческая справка. Изо-
бретение cnиpamt Архимеда nри

писывается по некоторым источникам (Пann) Канону Самосек ому, однако 
своПства ее были изучены Архимедом, который не только определил 
сnособ построения касательной к этоИ кривоt1, но и выполнил ее 

квадратуру. Он показал также, что спираль может быть использо
вана для квадратуры круга. Спрямление спирали Архимеда было 
выполнено лишь в 17 веке Кавальери, Робервалем, Ферма и Паска
лем. Стереометричес1<ий способ образования спирали nриписывается 
Пanny. 

§ 3. Алгебраические спирали 

Рассмотренная нами в nредыдущем nараграфе спираль Архимеда 
является одним из членов семейства так называемых алгебраических 

спиралей. Под этим именем в общем смысле понимают линии, поляр

ные уравнения f (р, 'f') =О которых являются алгебраическими отно
сительно р и q>. 

Родство этих линий оnределяется и общим стереометрическим 

способом их образования, а именно все они являются ортого

нальны.Аut проетсцил.АШ на плоскость хОу лuнuu nepecerteнnя 

ВШ/fnовой поверх!<ости z = k arctgf с поверх!<остью вращеi<I/Я 

f(z, v' х' +у')= О, где/- алгебраическая функция.Действителыю, nро
ектируя линию пересечения указанных поверхностеИ на nлосJсость 

хОу, получим кривую f (k arctg ? , v' х' +у')= О или, в nолярной 
системе, f(k<p, р)=О, являющуюся алгебраической сnиралью. 

Мы рассмотрим в этом параграфе алгебраические снираЛИ1 обла
дающие наиболее прьстыми уравнениями, 
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1. Гиперболическая спираль р = f· Из уравнения видно, что 

двум одинаковым по модулю, но противоположным по знаку значе· 

ниям 'f' соответствуют два также од~1наковые по модулю, но протиnо· 
положные по знаку значения радиуса-вектора р, т. е. кривая будет 

состоять из двух ветвеh, симметрично располаrающихся относительно 

nерпендикуляра к noJJяpнo« оси, восставJJенного в полюсе *). 
Так как при ер~ оо р ~О. то полюс явпяется а с и м n т о т и-

чес J< о И т очко й сnирали. Далее, МР = р sin ер= а sin <р, следова
~ 

тельно, lim МР = lim ~Ж= а; nоэтому nрямая, параллельная nоляр-
,-о , ..... о tp 

ноn оси и отстоящая от нее на расстоянии, равном а, является 

а с и м n т о т о" гиnерболическо" сnирали (рис. 136). Таким образом, nри 

Рис. 136. 

возрастании 'f' от U до оо точка М nробегает асимnтотически" уча· 
сто!< кривой и, пересекая nолярную ось, устремляется к nолюсу, 

делая вокруг него бесчисленное множество витков, расстояние между 

которыми быстро убывает. 
Если одним из характерных nризнаков спирали Архимеда было 

постоянство величины ее поднормали, то аналогичным своUством 

rиперболическоn спирали является постоян.сmбо величин.ы ее под· 

иасательных, ибо S1 = ~ =.;. : (-~)=-а. Из этого своnства 
р ~ ~ 

следует, что конuы подкасательных для всех точек заданной rиnepe 

болическо" сnирали будут лежать на окружности круга с радиусом, 
равным а, и uентром в nолюсе. Вытекающиn отсюда простоn способ 
построения к а с а т е ль н ой в заданной точке гиперболической спи· 
рали очевиден. 

Оnределяя nлощадь с е к т о р а, ограниченного дугоn гипербо· 
лическоn спирали и двумя радиусами·векrорами р1 и р~, соотвеr· 

*) На рис. 136 и:ибражена только од1-tа ветвь. 

1J17 А, А. Саве.uоо 
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с1вующими углами ср1 и ср2, будем иметь: 

И=~Гр'd<р=~ f'~=~(ргр,). 
!f'l 'PJ 

Д л и н а д у г и гиперболической спирали между точками М1 (р1, <р1) 
и М2 (р2, 1'•) определяется равенством 

'f'~ 'Р!! 

S= S VP'+p''d<p=a S Vl.tf' d<p= 
'1'1 fl 

=а[- VJ +f' +Jп(<р+ Vl +'f'')]". 
f ~ 

Стереометрически гиnерболическая сnираль может быть onpe· 
делена как проекция на плоскость хОу вuнтовой линzш из 
mocLкu, лежащей на оси цилиндра, несущего эту винтовую 
ЛllHll.IO. 

Согласно обшему свойству алгебраических спиралей она может 
быть оnределена тщ<же КШ< проекция на плоскость хОу линrш 

пересе•tения вuн.товой поверхности z = arctg f и поверхности 

вращенuя z V х' +у'= с *J. 
Соnоставляя уравнения сш1рали Архимеда и гиперболической сnи

рали, замечаем, что любая из них может быть получена из другой 

nр е о бразов n н н е м и н о ер с 1-1 и относительно noJiюca. 

2. Конхоида гиперболической спирали. Кривая эта является 
ближайшим обобщением гиперболической спирали и получается в ре

зультате увеличения радиусов-векторов последней на величину t 
(t > 0). Следовательно, она выражается уравнением р = _!!__ + t 

~ 
(рис. 137). 

В качестве а с и м п т о Ты она имеет ту же прямую, что и гипер
болическая спираль, так как nо-nрежнему lim МР = lim р sin <р = 

"_о 'Р-о 

= lim (_!!__ + t) siп 1' =а. Координаты точек перегиба для кривой, 
'f'-0 <р 

эадашю~ в nолярноn системе, являются, каt< изuестно, I<Орнями не

чепюй кратности уравнения р' + 2р'' - рр" =О. Применительно к 
рассмаiриваемой 1<ривой это уравненне запишется в виде 'f' (t<p+ а)'
- 2at =О. При 1' = О левая часть его отрицательна; при возраста· 

нии <р она будет nозрастать и сможет принять значение, равное нулю, 

толы< о один раз; при отрицателы11>1Х значениях ер , она всеr да отри-

*) ПoвepxtiOCTI.J образована вращением раtшосruрuнней rинсрбошз.~ вокруг 
се асшштuты. 
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цательна; следовательно, кривая будет иметь одну т очку nер е· 

rиба при <р=<р 1 , где О<<р1 <1 . 
При возрастании <р от О до +оо р->- l, т. е. кривая, закручи

ваясь против хода часовой стрелки, .асимrпотически nриближается 

Рис. 137. 

к Оl<ружности р = l. При измевеJННI о:р от О до -со р изменяется 

от - оо, при ер=-+ обращается в нуль, после чего будет отклады· 
ваться в противоположном направJJении. Поэтому вторая nетвь кривой 

пересечет сама себя и далее 

будет асимnтотически при· 

ближаться к той же окружно· 

сти, что и первая ветвь, но 

уже с внутреннеn стороны. 

3. Спираль Галилея 
р = а<р' -! (!;;:;, 0). Обшее 
уравнение этой кривой имеет 

вид р = с1<р' + с,<р + с3, од
нако на~лежащим поворотом 

nолярноn оси его всегда мож

но привести к виду р = a<p'
-l. КJ')ивая с и м м е три ч
н а относительно поляр

ноn оси, имеет д в оn н у ю 

р 

Рис. 138. 

т очку в полюсе системы с касателы1ыми, образующими с nолярноn 

осью yr лы, ~авные ± ~· Она имеет также бесконечно много 
дооnных точек на полярноn оси, для которых р = ak21tY. -l, где 
k = 1, 2, 3, ... (рис. 138). 

При l =О получаем спираль р = ао:р'\ которая о nолюсе имеет 
острие с касательными, совпавшюш с полярноИ осью (рис. 139). 
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Спиrаль Галилея вошла в историю математики в 17 столетии 
п сuязи с постановкоИ проблемы определения формы линии, по ко~ 

тороn должна двигаться свободно падающая в области экватора 

Рис. 1.19. 

точка, если бы она не обладала начальноn скоростью, сообшаемоn 
еП вращением земного шара. 

4. Спираль р =-.;. Эта кривая получается, если спираль Галилея 
~ 

nодвергнуть инверсит1 рр 1 =а~; она состоит из двух бесконечных 

о 

Рис. 140. 

ветвей, напоминающих ветви пара· 

балы, и в начале имеет двоnную 
асимnтотическую точку (рис. 140). 

5. Спираль Ферма р =а~
Так как каждому положительному 

значению ер соответствуют два зна

чения р, противоnоложные по знаку, 

то кривая 6у дет обладать ц е н т

ральной симметрией. Ее мож
но считать состоящеn из двух вет

в ей, одна из которых соответствует 

nоложительным значениям р, другая

отриuательным. Обе эти ветви на
чинаются в полюсе, г де кривая имеет 

т очку nер е г и 6 а. И та и другая 
ветви; делая бесчисленное количество оборотов вокруг полюса, удг
ляются в бесконечность. Обозначив расстояние между двумя сосед· 
ними витками через d, получим 

a=a(V'f+2"- V<f) 
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и, следовательно, lim d =а lim (V <р + 2" - V~) =О. Последнее равен-
'f'-+= f-00 

ство показывает, что по .мере удаления от полюса расстояние между 
вит~еа.ми неограндченн.о убывает. Эта любопытная особенность 
в расположении витков спи

рали Ферма отличает ее от 

других спиралеА, например 

от спирали Архимеда, у ко
торой расстояние между 

соседними витками было nо
стоянным, или от логариф

мическоn спирали, у которой 

расстояние это неоrраниченно 

возрастает (рис. 141). 

6. Параболическая сnи
раль p=aV~+Z (l>O). 
Параболическая спираль по-

р 

лучается из спирали Ферма Рис. 141. 
путем удлинения всех ра-

диусов последнеn на величину l. Она является, следователь· 
но, конхоидоn спирали Ферма. Кривая состоит из двух в е т· 

вell p=+aV~ +Z и р=-а~ +t. Вторая из этих ветвеJI 

р 

Рис. 142. 

образует сама 

ВО ДВОЙНЫХ 

(рис. 142). 

с coбoll и с первоА ветвью бесчисленное множест
т о ч е к; она имеет также одну т о ч. к у п ер е г и б _а 

В истории математики эта кривая 

неА именно иллюстрировал Я. Берну л ли 
го метода исчисления бесконечно малых 

кривых. 

7 л. А. Савеп:ов 

замечательна тем, что на 

применение леnбницевско

к исследованию своАств 
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а 
7. Спираль р = Y<f (<жезл>). Здесь снова каждому значению ер 

соответствуют два значения р - положительное и отрицательное. 

Кривая состоит из двух в е т в е n, каждая из которых асимптоти· 
чески приближается к полюсу (рис. 143). 

Рис. 143. 

1 

При ср=О р=±оо, и так как lim S1 = lim (-2аср')=0, то 
,_о , ..... о 

nолярная ось служит а с и м n т о т ой. Точки 

являются т о ч к а м и n е р е г и б а. 
Жезл есть zеометричес~еое .место ~еонцов поднормалей cmtpaлu 

Ферма; с другоn стороны, спrrраль Ферма есть геометрическое 
.место концов подкасательных жезла. В справедливости этих 
утверждения читатель легко может убедиться. 

§ 4. Логарифмическая спираль 

1. Свойства. Логарифмической спиралью называется кривая,· 
выражаемая в полярноn системе уравнением 

р=а•, 

г де а - произоольное положительное число. 

Непосредственно из уравнения следует, что если а> 1, то при 
ер= О р = 1, а при ер__...+ оо р неограниченно возрастает, и спираль 
развертывается против хода часовой стрелки; при ер ~ - сх:> р не

ограниченно убывает и спираль закручивается по ходу часовоА 
стрелки, делая около nолюса бесконечное количество оборотов, стре

мясь к нему как к своеn а с и м n т о т и чес к о А т очке. Расстояния 
между витками погарифмическоn сnирали возрастают по закону гео

метрической прогреесии (рис. 144). Если постоянная а< 1, спираль 
вакручивается вокруг полюса против хода часовоА стрелки. 
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Если логарифмическая спираль задана уравнением р = Са•, то, 
nовернув полярную ось на некоторыll угол, всегда можно коэффи
циент С привести к единице; действительно, после поворота оси на 

проиэвольный угол 'f't будем 
иметь р=Са•+••, или р= 
= Са••а•. Если теперь положить 

lnC 
'Pt =- ii10, то уравнение спи-
рали примет простеllшиll вид 

р = а•, который мы и будем 
иметь в виду в дальнейшем. 

Покажем, что угол f-L, со
ставляемый касательной в 

произвольной mo,tкe логариф

мической cnttpaли с радиусом-

веитором точки касания за-

Рис. 144. 

висит лrrшь от параметра а и, следовательно, для ка:ждоli спи
рали является величиной постоянной. 

Деr:tствительно, как известно, tg f-L = 1,; в нашем случае 
р 

t =~-...!.. g !'- а• ln а- ln а· (\) 

Таким образом, каждая логарифмическая спираль пересекает все 
свои радиусы-векторы под одним и тем же углом. В силу этого 

sамечательного свойства лога

рифмическую спираль называют 
также равно у г о ль н о 11. Из 
всех кривых подобным свой

ством обладает, кроме логариф

мической сnирали, только ок .. 
ружность, которая пересекает 

Р свои радиусы-векторы под пря· 

мым углом.1 
Заметим, что так как вели· 

чина yr па 1.1. зависит от величины 

1J nараметра а, то всегда можно 

определить этот параметр так, 

Рис. 145. чтобы соответствующая спираль 
nересекала свои радиусы-век

торы nод наnеред заданным углом 1'-t· Для определения нужного значения 
1 

nараметра а достаточно решить уравнение tg !'-! = тпа• откуда а= 

= е'tг "'· Из это!! формулы следует, в частности, что спираль р = е• 
пересекает свои радиусы-векторы под углом в 45°. 

Получим, далее, формулы для определения длины по л яр
н о й к а с а т е л ь н о 11 MD, n о л я р н о 11 Ji о р м а л и МС, по д к а· 

7* 
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с а т е ль н о !1 OD и по д н о р м а л и ОС для логарифмической спи
рали (рис. 145): 

S =OD=-1.'.=~=_!.._ 
t ~· a'f'lna lna р, 

S,. =ОС= r'=a'Ina=Ina · р, 

T=MD = V р' -1- Sl = v~p-,-+-iil"~•~a = v 1 + In; а р, 

N=MC=VP'+S~=VP'+Iпa · р'-V 1 +Iп'ар. 

(2) 

Таким обраэом, полярная иасательная, полярная нормаль, под

ll:асательная и поднормаль пропорциональны радиусу-вектору 

точки касания. 

Из полученных формул следует также, что для спирали р = е• 

полярная касательная равна полярной нормали, а подкасательная -
поднормали. 

Найдем р а д и у с к р и в и з н ы спирали 

R Р'+2р'' рр" 

8 

(а'• + a'•In' а)2 
р V 1 + ln' а; (3) 

таким образом, радиус кривrrзны в произвольной точке лоzарrrфмu
ческой спирали пропорционален радrrусу-вектору этой точки. 

Сопоставляя равенства (2) и (3), nриходим к заключению, что 
радиус крuвuзны в проuзвольной точке лоzарuфмuческой спирали 
равен полярной нормали для этой точки. На основе этого своl!
ства можно простым построением найти uентр кривизны в nроиз

вольно заданной точке логарифмической сnирали. Проводим для этоl! 
цели касательную MD в заданной точке, затем нормаль МС; тогда 
точка С и будет искомым uентром (рис. 145). 

Определим д л и н у д у г и логарифмической сnирали между точ

ками (р1, q>1) и (р,, q>0). Имеем: 

'f't 4i»J 

S= S VP'+p''dq>= S Va'•+a'•In'a dq>= 
f1 'Р1 

= YТ+"iii'"O (а••- а••) = YТ+"iii'"O (р,- р,) ln а ln а · 

Записав полученную формулу в виде 

S-~ -р, Ina (4) 

и сопоставляя ее с nолученной выше форму л ой для определения 

длины { полярно!! касательной, получим S = Т,- Т1, т. е. длина 



§ 4] ЛОГАРИФ?.ПfчР.i::::КАЯ СПИРАЛЬ 205 

дуг11 логар11фМ11Ческой спирал11 равняется разност11 полярных 
касательных, проведеняых в монце и начале дуги. 

Если в формуле (4) положить р1 =О, то, обозначая р, через р, 
получим: 

s- У~ -т· -Р lna - t 
(5) 

таким образом, длt!На дуги логарuфмuческоll cпupaлtt от полюса 
до проttзвольной точки ее равна длине полярной касательной; про· 

веденной " спирали в этой точ.~ее. 
Это своМство логарифмическоn спирали, открытое Торичелли, 

дало ему возможность осуществить спрямление спирали г р а фи ч е .. 
с к и м nутем. Последнее было sамечательным достижением для той 
эпохи не только само по себе, но еще и потому, что nолюс является 

асимnтотической точкой для спирали. 

Отметим еще одно важное свойство логарифмическоt-1 сnирали, 

а именно, длина дуги логариф~ической спирали, отсчитывае.леая 
от полюса до некоторой точ/Сlt, пропорциональна радиусу-вектору 
sтой точки, как это следует из (5). 

Н а т у р а ль н о е ура в н е н и е логарифмической сnирали имеет 
1 

вид S=kR, где k=\Пй• как это следует из равенств (3) и (5). 
Таким образом, длина дуги лоzариф.Ашчесtсой cnupaлlt, отсчиты

ваемая от полюса, пропорцttональна радиусу кривизны ко1ща 
этой дуги. 

По виду натурального уравнения заключаем также (см. стр. 251), 
что ecлtt логарифми~еская спираль катшпся по прялой MD 
(рис. 145), то геометрическое лесто центров кривuзны, соответ
ствующuх точкал касания, является прямой лttнtteй, nроходящеn 
через nолюс (рис. 145- nрямая CD). Заметим еще, что так как nри 

указанном качении сnирали угол MDO =Т- 1-' не меняет своеn ве
личины, то, очевидно, и полюс спирали перемещается также по пря

мой CD. 
Среди многочисленных и оригинальных своf:tств логарифмическоА 

спирали особыn интерес представляет ее способность не изменять 

своеn nрироды nри различного рода nреобразованиях, .к которым 

так чувствительны другие кривые. Так, эволюта логарифмическоn 
сnирали, ее nодэра, катакаустика снова являются логарифмическими 
сnиралями. Преобразование nодобия, инверсия логарифмическоn сnи
рали дают опять-таки логарифмическую спираль. К доказательству 

некоторых фактов, относящихся к этому своnству логарифмическоn 

спирали, мы и хотим обратиться. 

Наnдем эволют у логарифмическоn сnирали р = а•. Пусть р1 
и <р1 --полярные координаты uентра кривизны, соответствующего 

nроизвольноn точке (р, 'f) сnирали. Тогда p1 =Sn=p1na, 'f1='f+y 
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(рис. 145); присоединяя к этим уравнениям уравнение р = а• самой 
спирали и исключая р и ер, nолучим уравнение эволюты в виде 

-1PJ =a'1-i, или p1 =Caft, где C=a-iJna. Полученное уравне-
nа . 
ние показывает, что эволютой логариф.м.ич.еской спирали является 
логарифми~еская спираль, коН2руэнтная данной, но повернутая 
относительно нее на некоторый угол. Если взять спираль, пара-

• 
метр а которой удовлетворяет уравнению а- 2 In а= 1, то такая спи
раль будет служить сама для себя эволютой. 

Посмотрим, далее, как ведет себя спираль р = a'f' по отношению 

к преобразованию по д о б и я. Пусть все ее радиусы-векторы умно
жены на некоторыit множитель С; получится кривая с уравнением 
р =Са', т. е. снова логарифмическая сnираль, конгруэнтная данноА, 

lnC 
но повернутая относительно нее на угол Ift =- тпа . 

Неизменяемость сnирали nри преобразовании nодобия является 
основоА любоnытного явления, состоящего в том, что если лист бу .. 
маги с изображенной на нем 

логарифмической спиралью бы

стро поворачивать вокруг по

люса по ходу часовой стрелки 

о р 

Рис. 146. Рис. 147. 

и против, то можно наблюдать кажущееся увеличение и уменьшение 
сnирали. 

Покажем теперь, что и и н в е р с и я с центром в полюсе вы
зывает только nоворот ЛоГарифмической спирали на некото
рый угол, но не изменяет ее формы. В самом деле, nусть рр1 = k', 
'f1=-'f; тогда уравнение р=а• перейдет в уравнение p1=k'a", 
которое выражает ту же сnираль, но повернутую на угол, paв-

Ink3 
НЫЙ - liiQ· 

По д э р а л о г а р и ф м и ч е с к о Я с п и р а л и относительно по
люса является также логарифмической сnиралью. Действительно, nусть 

М1 (р1, 'f1)- точка под9ры, соответствующая точке М (р, 'f) данной 

спирали (рис. 146). Тогда р= .:;1' и 'f=i+'f'•-f'· Подставляя 
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. р ~+f-jL 
~ти выражения р и q> в уравнение спирали, получим sid 1-1 =а 2 , 

2--р. 
или p1=slnp.-a 2 atf'1, или p1=ca'fl, так как p.=const. 

Покажем, что moч.tcu '/&асания tсасательных к логарифмической 
спирали, проходящrtх через некоторую точму Р плоскости, ле

жат на оТ<ружности, проходящей через точТ<у Р и через полюс 
спирали (рис. 14 7). 

В справедливости 9Toro легко убедиться, nриняв во внимание, 

что углы, сосгавляемые каждоn касательной к спирали с радиусами~ 

векторами точек касания, имеют для данноn спирали одну и ту же 

величину. Отсюда следует, что вершины этих углов должны лежать 
на окружности круга, проходящего через данную точку Р и через 
полюс спирали, так как при этом условии, опираясь на одну и ту 

же дугу окружности, эти углы будут иметь одинаковую меру. Что 
касается размеров этоn окружности, то можно показать аналитически, 

что диаметр ее равен нормали для тоn точки логарифмическоh спи~ 

рали, радиус-вектор котороn равен ОР. 
Заметим в заключение, что логарифмическая спираль находится 

в интересном соотношении с л о к с о др о м оn- кривоn на поверх· 

ности шара, которая. пересекает все меридианы под одним и тем же 

углом и определяет, таким образом, наиболее удобную ориентацию 

движения судна в открытом океане*). При стереографическоn проек· 
ции полушария меридианы переходят в радиально расположенные 

прямые. а так как в этой проекции равные углы nереходят в равные, 

то лаксодрома спроектируется в линию, которая будет пересекать 
радиальные nрямые под одним и тем же углом, т. е. в логарифмиче

скую спираль. 

2. Построение. Построение логарифмическоn спирали может быть 
осуществлено по точкам и с помощью специального прибора. 

По строе н и е по т очка м. Проводим И3 полюса лучи под 

угл-;;;.,, равным, например, i друг к другу (рис. 148). Тогда значе· 
ния радиусов-векторов нашеn спирали, которые придется откладывать 

на этих лучах, начиная ат радиуса-вектора ОА = 1, · направленного 
11: 11: '/\' 11: 

по полярной оси, будут а в, (а')', (а')', . . . Выразив число а • 
соответствующим масштабу отрезком 08, откладываем этот отрезок 

на луче ON и получаем точку В нашеn спирали. Величину (а;-)'=08° 
радиуса-вектора, который нужно отложить на следующем луче, нахо· 

дим графическим путем, построив треугольник О ВС, подобный треу
гольнику ОАВ, в результате чего будем иметь ОВ'=ОС; величину 
радиуса-вектора, который нужнр отложить на следующем луче, полу· 

чим, построив треугольник ODC, подобный треугольнику ОАВ, и т. д. 

•) В силу постоянства угла между курсрм корабля и_маrнитной стрелкой. 
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Для определения точек спирали, расположенных по ходу часовой 

стрелки от точки А, придется строить систему уменьшающихся подоб
ных треугольников, как это nоказано на рис. 148. 

Пр и бор д л я вы ч ер ч и в а н и я л о г ар и ф м и ческоn сп и
р а л и состоит из стержня АВ, к одному из концов которого при
крепляется рама в виде окружности (рис. 149). Один из диаметров 
этаn окружности является осью диска с заостренными крайми, пло

скость которого перпендикулярна к плоскости рамы. Другим концом 

стержень АВ может свободно проходить через шайбу О, а эта по
следняя может свободно вращаться вокруг оси, nерлендикулярноn к 
плоскости рисунка, и закреnленной на нем в некоторой точке. Если 

взять рукой за раму и перемещать ее, прижимая к плоскости чер

тежа; то диск, вращаясь, будет оставлять на бумаге след в виде 

N 

р 

Рис. 148. 

линии, состзвляющеl-1 с наnра

влением стержня о д и н и т о т 

ж е у г о л. Так реализуется 

Рис. 149. 

основное свойство логарифмической спирали. Если в приборе обеспе

ЧJ1ТЬ возможность изменять угол между осью диска и стержнем, то 

можно вычерчивать сnирали р = a'f, соответствующие различным 
значениям а. 

8. Логарифмическая спираль в технике и в природе. Примене
нии логарифмической спирали в технике основаны на еваnетое 9Той 

кривой пересекать все свои радиусы-векторы nод одним и тем же 

углом. Так, наnример, вращающиеся 1южи в различных режущих ма
шинах имеют nрофиль, очерченный по дуге спирали, благодаря чему 
угол резания, т. е. угол б между лезвием ножа и направлением .ско-

п 
расти его врашения~ остается равным 2 -11- И1 следовательно, неиз· 

менным в силу постоянства угла р.. В зависимости от обрабатывае
мого материала требуется тот или иной угол резания, что обесnечи
вается выбором параметра соответствующеn спирали. На рис. 150 
представлен нож соломорезки. 
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В гидротехнике по логарифмической спирали завертывают . трубу, 

подводящую ток воды к лопастям турбинного колеса. Постоянство 
угла fJ. обеспечивает эдесь то, что nотери энергии на изменение на~ 

правпения течения в трубе оказываются минимальными, и следова~ 

тельно, наnор воды используется с 

максимальноn проиэводительностыо. 

В теории механизмов логарифми
ческая спираль применяется при 

проектировании зубчатых колес с пе
ременным передаточным числом. Суть 
дела эдесь такова: пусть два квад

рата расположены так, как nокаэано 

на рис. !51; через середину и конец 
каждой стороны этих квадратов про

ведены дуги одинаковых логарифми

ческих спиралей с полюсами в иент

рах квадратов, одна из которых за

кручивается по ходу часовой стрелки, 

а другая - против; в точке Р спи- Рис. 150. 
рали касаются между собой. Нетрудно 
nокаэать, что при вращении квадратов вокруг их центров дуги спи

ралей будут катиться одна по другой без скольжения. Действительно, 

Рис. 151. 

nусть М и М1- две точки спиралей, взятые так, что ОМ+ 01М1 = 
= ОР + 01Р, или в иных обозначениях 

р'+р:=р+р,. (!) 
Очевидно, для качения без скольжения необходимо, чтобы 

РМ= РМ;; (2) 

но РМ = }"! + In' а ( , _ ) а РМ = у1 + ln' а ( _ ') из pa-
ln а Р Р ' 1 ln а Р1 Р1 ' 

венства же (1) следует р'-р=р,-р;, и, 3Начит, равенство (2) дей
ствительно имеет место. Передаточное число, т. е. отношение уrло-
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·вых скоростей логарифмических колес, будет непрерывно меняться, до

стигая в течение каждого оборота колеса четыре раза максимального 

значения и четыре раза минимального. 

Рис. 152. Рис. 153. 

Вприроде по логарифмической спирали очерчены некоторые рако

вины (например, haliotis splendes, рис. !52). В подсолиухе семечки рас
nоложены по характерным дугам, блиаким, как показывают соответ~ 

Рис. 154. 

ствующие измерения, к дугам логарифмической спирали. В связи 

с подобными фактами некоторые исследователи считают логарифмиче

скую спираль кривой, яnляющейся одним из выражений законов орга

нического роста (рис, 153 и 154). 
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Значительное место занимает логарифмическая спираль и в теории 

эстетики (см. об атом М. Г и к а, Эстетика пропорциl! в природе и 
искусстве, 1936). 

4. Историческая справка. В истории математики логарифмическая 
спираль упоминается впервые в письме Декарта к Мерсену в 1638 г., 
в котором Декарт определяет новую спираль как линию, отношение 
длины дуги которой к радиусу-вектору является постоянным. Неза
висимо от Декарта логарифмическая спираль была открыта Тори
челли, который выполнил также ее спрямление и квадратуру. Осо
бенно много внимания · логарифмической спирали уделил Я. Бернулли, 

называвши!! ее spira mirabllis -дивная спираль. Открытые им свой
ства логарифмической спирали оставаться неизменной при различных 

преобразованиях настолько поразили его, что он был склонен при
дать им мистический смысл и пожелал иметь на своей могильной 

плите изображение spira mirabllis с надписью: «Eadem mutata resurgo» -
сизмененная, воскресаю прежнеll>. Только в 19 веке было показано, 
что в основе замечательного свойства логарифмическоll спирали оста

ваться неизменной при преобразованиях лежит тот факт, что лога

рифмическая спираль переходит в себя при линейных преобразова
ниях nлоскости, образующих групnу (см. Ф. К л е 11 н, Высшая геомет
рия, 1939, стр. 169). 

Заметим в заключение, что название логарифмической сnирали 
было предложено Вариньоном. 

§ б. Цепная линия 

1. Вывод уравнения. Цепной линией называется кривая, форму 
которой nринимает под действием силы тяжести однородная гибкая 

нерастяжимая тяжелая нить с закрепленными концами. 

Для вывода уравнения атоо криво!! примимаем ось ее симметрии 

эа ось ординат, а ось абсцисс проведем на расстоянии ОА от вер
шины, оставив за собой право назначить величину этого отрезка в 

Рис. 155. 

дальнейшем (рис. 155). Выделим дугу АМ от вершины А до АеКО· 
торой точки М (х, у) цепноll линии. Так как нить находится в со· 
стоянии равновесия, то на дугу АМ можно смотреть как на твердое 
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тело, nодверженное действию трех сил: CJ.VIЫ Т натяжения нити в 
.точке А, направленн<?n по касательной АС, силы t натяжения нити 

в точке М, иаправленноИ по касательной MN, и, наконец, силы Р, 
равной весу куска АМ нити. Если длину дуги АМ обозначить через 
S, а линейную nлотность ее через Т· то Р= тS. 

Раскладывая силу t на составляющие МЕ и MD, имеем: 

ME;""t sin а, 
MD=t cos а. 

Так как нить находится в состоянии равновесия, то, очевидно, 

tsina=тS. 

tcosa=T. 

Разделив первое из этих равенств на второе, получаем: 

tga= -ts. 
Заменяя tga через dy и обозначая !.. через а, имеем: 

dx 1 

S=a'!l'. 
dx" (1) 

Полученное соотношение позволяет дать геометрическое опреде~ 

ление uелной линии как кривой , у которой длина дуги, отсчиты
ваемая от вершины до произвольной точ,тси, пропорциондльНil 

угловоА<у tcoэффllЦlleнmy иасательной, проведенной в ионце дуг11. 
Дифференuируя равенство (1) no х, будем иметь: 

dS d'y 
dx=a dXi ' 

откуда,всилутого,что~=У1+ (~)•. nолучаем дифферен· 
ц и а л ь.н о е у р а в н е н и е цепноn линии в виде 

d'y = ..!._ .. 1 1 + (t!l..)' (2) 
dx" aV dx" 

dy d'y dp dp 1 
Полагая dx = р и dx ' = Тх , nолучим dx =а V 1 + р•. Инте· 

грируя это уравнение, будем иметь: ln (р + у 1 + р') = 7 + С. 
Но система координат выбрана так, что nри х = О р = О, поэтому С= О • 

.< 

Потенuируя, nолучим P+V1+p•=e0 , откуда 
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dy 
Заменяя· р через dX и снова интегрируя, получим: 

х х 

у=f(ей +е-")+С,. 

Польэуясь теперь правом назначить величину начальной ординаты ОА 
по нашему усмотрению, положим ОА =а; тем самым мы введем на· 
чальное условие у= а при х =О, благодаря которому получим С1 =О. 

Итак, уравнение цепной линии может быть заnисано в виде 

х х 

"("+ -. у=2 е е ), (3) 

и_ными словами, 

y=ach ~- (4) 

2. Свойства. Определяя угловой коэффициент касательной, будем 

на основании (4) иметь tgо.=у'=sh~и,значит, 

cos о.= 1 = -г=~1~=.с- 1 
Y1+tg'a -v 1+sh'~ chf 

а 

у' 

откуда 

у cos о.=а. (5) 

Чтобы раскрыть смысл этого соотношения, заметим предварительно, 
что им определяется простой с п о с о б по с тр ое н и я к а с а
т е л ь н о й в любой точке М 

цепной линии. Действительно, 
если на ординате МР как на 
диаметре построить окруж

ность (рис. 156), а затем ра
диусом, равным а, сделать на 

окружности засечку в точ1<е N, 

то cos L MPN =..!: и, следо-
У 

вательно, LMPN= a, а так 
как LMKP= LMPN, то зна-
чит, и LMKP=o., а отсюда r 
следует, что прямая МК и будет Рис. 156. 
касательной. 

Одновременно раскрывается и смысл соотношения (5): оно пока
вывает, что проекция ординати произвольной то~ки цепной линии 
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на нормаль в этой точке является величиной постоянной, рав

ной параметру а цепной линии. 

Оригинальные свойства цепной линии Связываются с понятием ее 

рад и у с а крив из н ы. Так как для депноll линии у'= sh ~ 

и y"=__l_ch ~ то 
а а' 

3 

(l+y")' 
R= у" 

(1+sh' ~)f 
__l_ch~ 
а а 

х у' 
achlla=a· (6) 

откуда следует, что ордината любой точки цепной линии есть 

средняя пропорциональная .между пара.метро.м а и радиусом "Р"
визны в этой moч.l'e. 

Определяя, далее, д л и н у н о р м а л и в произвольной точке цеп-
ной линии, получим : -

V--- х '1 ~---х- х У' 
N=y .1 +Y''=ach 0 V 1 +sh' 0 =ach' 0 = 0 . 

Сопоставляя полученный результат с (6), приходим к заключению, 
что радиус "ривизны в произвольной точ"е цепной линии равен 
длин.е нормали в этой щочке. 

Это соотношение позволяет быстро находить uентр кривизны для 
любо!! точки цепной линии. Подобным соотношением между R и N 
обладает, кроме цепноn линии, окружность, с тем лишь отличием, 

что для окружности эти отрезки совпадают, в то время как для цеп· 

ноn линии они располагаются по разные стороны от точки касания. 

Определяя д л и н у д у г и цепной линии от ее вершины до про
извольной точки М (х, у), имеем: 

S= f у1 +y''dx= f ch ~dx=ash7=Vy'-a'. (7) 

Из полученного результата следует, что длину дуги АМ можно 
рассматривать как катет прямоугольного треугольника MN Р (рис. 156), 
гиnотенуза которого равна у, а другой катет равен параметру а 

цепной линии. Отсюда вытекает изящны!! способ спрямления дуги АМ, 
согласно которому длина дуги цепной линии от ее вершины до 
некоторой точки равна проекции ордttн.аты этой moчtcll Нfl ка

сательную~ проведенную в этой точке. 

Если из найденных выше равенств (6) и (7) исключить у, то по-
лучится соотношение 

(8) 

являющееся н а т ура ль н ы ·м ура в н· efl и е м депноl! nинии. 
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Из этого уравнения следует, что если цепная линия катится 

по прямой, то центр 1Срuвизн.ы, соответствующий точ.ке каса· 

нuя, пере.мещается по параболе. 

Определяя n n о iц а д ь, ограниченную цепной линией, двумя ее 
ординатами и осью абсцисс, будем иметь: 

И=а xs, ch ~dx=a'[sь~]x'= 
а а х1 

х, 

=a'sh~-a'sh~= аУ у:-а• -alfy:-a•. (9) 

Полученное выражение для площади И открывает возможность осу~ 
шествить определение это~ площади графическим путем. Де~стви

тельно, если из вершины А радиусом АВ= у1 и АС= у, сделать 

засечки В и С (рис. 157), то ·QB=Vyl-a', OC=lfy:-a•, и 
следовательно, прямоугольник со сторонами ВС и а 6у дет равнове
лик криволине~но~ трапеции ВМ1М,С. 

Отметим соотношение между площадью И и соответствующе~ е~ 

дуго~ S цепно~ линии. Ввиду того, что S = r V 1 +у" dx= 
х, 

= {1 ch ~ dx =а sh ~-а sh:!., имеем И= aS, т. е. площадь, огра-J а а а 
х, 

нич.иваеяая цепной лшшей, двумя ординатамu и осью a6cцttcc, 
пропорциональна длине со-
ответствующей дуги. У 

Одна из классических за
дач вариационного исчисле

ния, рассмотренная а~лером 
в 17 44 г . , заключалась в 

отыскЗf:!ИИ кривой, проходя

щей через две данные точки 

и о6ладающе~ тем сво~ст

вом, что nоверхность вра

щения это~ криво~ вокруг 

данной прямой имеет н а и-

м е н ь ш у ю n л о ша д ь по Рис. 157. 
сравнению с nлощадями по· 

верхностей вращения всех иных кривых, проходящих через эти две 

данные точки. Решение задачи показало, что искомой кривой являет

ся цепная линия. Соответствующая поверхность была названа к а т е
н о и дом. 

Если два металлических кольца припожить одно к другому и в та

ком состоянии погруэить в мыльную пену, а затем аынуть и раэаести, 
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то nоверхность пленки , стремясь обладать наименьшей площадью, 

nримет форму катеноида (рис. !58). 
Отметим в заключение еще одно интересное своnство цепной 

линии. Пусть М1 (х1 , у 1 ) и М, (х,, у,)- точки цеnноП линии, ка
сательные в которых взаимно 

nерnендику лярны. Оnределяя их 
угловые коэффициенты, имеем 

y;=sh~ и y:=sh~ . 
В силу nерnендику лярности 
касательных у ;у;+ 1 =О, или 

sh~sh~+ 1 =0; (10) 

но, согласно (7), sh ~=~ и 
а а 

sh~=~, rдeS1 и S11 -длины 
а а 

дуг, отсчитываемые от верши· 

ны цепной линии до точек М1 
и М,. Подставляя эти выраже-

_ _j ния в равенство ( 1 0), получа
ем S 1S0 =-a'. Таким обра-

Рис. 158. вом, если прямой угол пере· 
.мещается по плосмости ma~e, 

что его стороны смользят по цепной линии, то проzсзведение длин 

дуz, отсчитывае.мых от вершttны цепной линии до точ,еи касания, 

является величиной постоянной. 
Далее, если равенство ( 1 О) nривести к виду 

-'-+-'-=1, 
сь•:!.!.. ch1 ~ 

а а 

то на основании (6) будем иметь _!_ + _!_- _!_ Таким образом, 
я, я.- а· 

сум.ма кривизн цепной линтt в точках, касательные в которых 

взаимно перпендикулярны, является для каждой цепной линии 
величиной постоянной. 

3. Применении в технике. В области техники цепная линия 
используется в расчетах, связанных с nровисанием нитеn- проводов, 

тросов и т. n. Вот некоторые соотношения, используемые в 9rих 
расчетах. 

1. Соотношение между nараметром а, длиной 2S цепной линии и 
стрелой провисан~я h (рис. 159). Согласно формуле (7) имеем 
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ss-ht 
а=~· 
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(11) 

2. Соотношение между параметром а, длиной 2S и ординатои d. 
Cor ласно формуле (7) имеем S = V d' - а'. 

3. Соотношение между длиной 2S, параметром а и шириной про
Ь 

лета 2Ь. Согласно формуле (7) имеем S=asha. 
4. Соотношение между параметром а, стрелой провисгния h и 

шириной пролета 2Ь. Неnосредственно иэ уравнения uепноn линии 

получаем h =а ch.!!...- а. Если правую часть того равенства раз
а 

пожить в бесконечныn ряд, то 

ясь в правой части одним чле

ном, nолучим nростую nри-

1 ь• 1 ь• 
h = 2f а + 4Г Q3 + . . . Ограничива-

ь• 
ближеиную формулу: а """ '5Ji. 

При выводе уравнения uеп
ной линии было замечено, что 

а= !.._, где Т- натяжение ни-
1 

ти в вершине, а -r- у дельная 
плотность материала,. из кото

рого сделана нить. Палее, го
ризонтальная составляющая си

лы натяжения t в произвольной 
точке цепноЯ линии оnреде

у 

d 

q 

Рис. 159. 

лялась выражением t cos а., и в силу равновесия нити оправдывалось 
равенство t cos ~=Т. Исключая Т из этого равенства и nредыду-
щеrо, получаем 

t= ,:.1a=arV 1 +tg•~=aтV1 +Y''=arch~=&Y• 

т. е. сила натяж;енrtя t в произвольной точке цепной линии равна 
весу куска нrtти, длrtна которого равна ординате этой точки. 

В некоторых технических расчетах цепная линия заменяется nа· 

р а б о л о и. Делается это на основании следующих соображении: 

если в уравнении uеnной линии у= а ch ~ правую часть предста
вить в виде бесконечного ряда, то оно примет вид 

( 1 х• 1 х• ) 
у=а 1 +Т! й' + 41 0-, + ... ; 
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в случае, когда стрела провисания h незначительна, параметр а будет 
достаточно большим (как это следует из формулы (11)), и для ма
лых значений х члены ряда будут быстро убывать. Это обстоятель' 
ство дает иногда возможность ограничиться в правой части только 

двумя членами ряда и заменить тем самым цепную линию nараболоn 

+ 1' у=а 20 х. 

В качестве реальной, а не апроксимирующей кривой провисания 

парабола выступает, если, пренебрегая весом нити, полагать, что эта 
нить несет нагрузку, равномерно распределенную по ее горизонталь

ной проекuии. Примерам nодобной нити может служить uепь вися· 
чего моста, поддерживающая настил моста с помощью ряда верти· 

кальных стержней . Условия равновесия нити выразятся в этом слу
чае равенствами t cos а= Т, t siп a=qx, где q- нагрузка, приходя
щаяся на единицу длины проекции дуги 2S. 

Разделив второе из этих равенств на первое, получим tg а= -j х, 
или * = -j х. Интегрируя последнее уравнение, будем иметь 

у = * х' +с- уравнен~е параболы. 
Говоря о применениях цепной линии в технике, следует упомя

нуть, наконец, о так называемой линии свода, имеющей уравнение 

х х 

у=с(е0 +е-0). 

Как видно из уравнения, кривую эту можно получить аффинным 

преобразованием обыкновенной цепной линии. 

Она находит применение в строительной технике при проектиро
вании сводов. 

4. Цепная линия равного сопротивления. Эта кривая является 
своеобразной вариацией рассмотренной нами цепной линии; она выра

жается уравнением 

e*Jcos~l=t. (1) 

Это кривая, форму которой принимает гибкая тяжедая нить с п е
ре м е н н ы м поперечным сечением~ nлощадь которого меняется про· 

nорционально меняюшейся силе натяжения нити при переходе от од

ного сечения к другому. Такая нить во всех сечениях имеет одина· 
ковую прочность и, следовательно, одинаковую вероятность разрыва. 

Этим обстоятельством и объясняется ее название. 
Из уравнения (1) видно, что кривая проходит через начало; в силу 

nериодичности косинуса она состоит из бесчисленного количества 

одинаковых ветвей, симметричных относительно прямых х = kтta, г де 
k- целое (рис, 160). 
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Определяя из уравнения (1) угловой коэффицИент i<асательноИ 
dy х х 

в произвольной точке, получим tga=dX=tga, и, значит, а=а· 

Характерное свойство рассматриваемой кривой заключается, та
ким образом, в том, что уzол наклона касательной к этой кривой 

IUl\JJlUI 
Рис. 160. 

nponopцrroНflлeн а6сциссе точн:и н:асанrrя. Отсюда следует, что 
значениям х = kaтr:. соответствуют верш и н_ы кривоn, лежащие 

на оси абсцисс, а прямые х = (2k + 1) ~ являются ее а с и м п· 
т от а м и. 

Определяя д и ф ф е ре н ц и а л д у г и цепноя линии равного 
dS 1 

сопротивления, nолучим dX: = --х-, откуда 

cos-
а 

f dx (" х) S= --x-=a1ntg 4 +20 . 
cos -

а 

(2) 

Р а д и у с к р и в и э н ы, как в этом легко убедиться, выразится 
равенством 

R=~· 
cos

а 

Исключая из уравнения (2) и (3) переменную х, получим: 
s s 

R=.;.<e"+e-a) 

(3) 

-н а т ура ль н о е ура в н е н и е цепноя линии равного сопротивле· 

ния. По виду этого уравнения заключаем, что если цепная линия 

равного сопротивлен.ия катится без СIСольже.н.ия '(ZO прямой, то 
геометричесн:им местом ее центров н:ривизны, соответствующих 

точн:ам иасания, 6удет о6ын:новенНflя цеnНflЯ линия. 

Из равенства (3) и из того, что ~ = (1, вытекает, что R cos а= а, 
т. е. проен:ция радиуса н:ривизны цепной линии равного сопротив· 
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ления на нормаль в ее вершине является величшtой постоянной. 

Этим оnределяется nростой сnособ nостроения центра кривизны 
в любой ее точке. 

5. Историческая справка. Вопрос о форме кривой nроnисания 
вnервые рассматривался Галилеем (1638), который nолагал, что эта 
кривая будет обычной nараболой 2-го nорядка. Гюйгенс оnроверг это 
утверждение, nоказав, что форму параболы кривая провисания может 
иметь лишь в том случае, если нагрузка на каждый отрезок нити 

будет пропорuиональна не длине этого отрезка, а длине его горизон· 

тальной nроекции. В 1669 г. утверждение Галилея было оnровергнуто 
также чисто эксnериментальным путем. Законченное решение воnроса 
о форме кривой nроnисания было достигнуто Лейбницем, Гюйгенсом 

и И. Берну л ли с помощью метода бесконечно малых. 

§ 6. Трактриса 

1. Своikтва. TpaiCmpttca nредставляет собой кривую, у ко
тороИ длина касательной является величиной nостоянной, которую 

мы обозначим через а. Дифференциальное уравнение трактрисы 

nоэтому имеет вид VY'+Si=a, или у'+у'(~)'=а', откуда 

S. y;z;-_y; П s cos' t d х= -----j---dy. оложиму=аs!nt, тогда х=а Siiit f= 

=а S ...:!!--а S sln tdt, или Х=а ln tg -2t +а cos t +С. Положим 
SIП t 

начальную ординату равной а; тогда значение nараметра t, соответ-
ствующее ей, будет равно i и, следовательно, С= О. 

Таким образом, nараметрические уравнения трактрисы могут быть 

записаны в виде 

х =а ln tg f +а cos t, (1) 
у=а slnt. 

Исключая nараметр t из этих уравнений, получаем· уравнение трак-
rрисы 

(2) 

Форму трактрисы удобно определить, польэуясь ее параметриче
скими уравнениями (1 ). Из этих уравнений следует, что параметр t 
может изменяться лишь в интервале О< t < "· Поэтому всегда будет 
у> О; nри t-+ О х-+- оо и у-+ О, при t-+" х-+ оо и у-+ О, при 
t = i х =О и у =а. Ясно, что ось абсцисс является а с и м п т о

т о 1! трактрисы. 
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Нетрудно убедиться, что каждой паре значений t и "-1 пара
метра соответствуют одинаковые значения у, а значения х отличаются 

только знаком; отсюда следует, что трактриса с и м м е три ч н а отно:

сительно оси ординат. 

Для определения формы кривой в точке А (0, а) найдем предва
рительно yr лавой коэффиuиент - касательной в произвольной точке 
трактрисы. Это позволит нам попутно выяснить rеометриче.ский смысл 
параметра t. Дифференuируя параметрические уравнения трактрисы, 

имеем dx= а cos' 1 dt и dy =а cos t dt, отку-да tga;= ~ = tg t, и 
. . . SШ t dX 

следовательно, а;= t. Таким образом, параметр t представлпет 

собой угол, составляе.м.ый касательной к mpaкthpuce с положи· 
тельным. направленле.м оси абсцисс. 

В точке А (0, а), т. е. при t = ~ , имеем о.=~; следовательно, 
А (0, а) будет для трактрисы точкой возврата (рис. 161). 

у 

Рис. 161. 

Остановимся на рассмотрении некоторых свойств трактрисы. 
Площадь, ограниченная трактрисой и ее асимптотой, опреде

лится по формуле 
+оо • 
S S а cos! t 1ta' 

И= ydx= asiпt-.-di= ·- · 
SlП t 2 ' 

-оо О 

как видно, она равняется половине площади ~>руга, paдttyc t>оторог~ 

равен параметру траt>трисы. 

О 15 ъ е м тела, полученного от вращения трактрисы вокруг ее 
асимптоты, определяется по формуле 

+оо • 
V=1t S y'dx="J а• slп't а cos' t di= 1"а'· 

SIП t 3 ' 
-оо 

как видно, этот объем равен половине объема шара с радиусом, 
равны..м пара..метру тpaJCmpucы. 
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Д л и н а д у г и трактрисы, отсчитываемая от точки А (0, а) до 
точки, соответствующей произвольному значению переменной t, олре~ 
делится по формуле 

S= j V x'_+Ji'dt= ~ V (а :;е у+ (а cos t)'dt= 

=-а lп slп t. (3) 

Поверх н о с т ь тела, полученного от вращения трактрисы вокруг 
ее асимптоты, определится по формуле . 

Р = 4" S а sln t а ~0811 dt = 41ta•, 
&IП . 

2 

и, как видно, эта поверхность равняется поверхности шара с радиу

со.и, равны-и пара.иетру трактрисы. 

Определим рад и у с крив из н ы в произвольно~ точке трак
трисы: 

• 3 

(1 + у'')0 (1 + tg' t)2 cos• t R =--у-.,--= а sin t а ctg t. (4) 

Полученное выражение определяет просто~ сnособ nостроения 
центра кривизны для произвольноn точки трактрисы. Делаем с этой 
целью из заданно~ точки М радиусом, равным ОА =а, засечку 

r 

Рис. 162. 

в точке N на оси абсцисс и nроводим нормаль до пересечения с NC 
в точке С (рис. 162). Тогда CM=actgt=R и, следовательно, 
точка С является искомым центром кривизны. Отсюда следует, что 
центр кривизны для про!!ЗВольной точки трактрисы есть точка 

nересеченая нор.иали с nерпендикуляро.и к оси абсцисс, восстав

ленным в точке nересеченая касательной к трактрасе в sаданной 
точке с втой осью. 

Чтобы найти н а т у р а 11 ь н о е у р а в н е н и е трактрисы, достаточно 

из nолучеиных ранее формул (3) и ( 4) исключить параметр t. Сделав 
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9ТО, находим искомое уравнение 

R=a )fe'ff-1. 
Найдем теnерь эволют у трактрисы. Известно, что nараметриче

ские уравнения энолюты кривой х = <р1 (1), у= 'f'• (1) могут быть за
nисаны в виде Х = х - R sin а, У= у+ R cos а; в нашем случае 
nолучим: 

X=alntgf, 
а I+tg•f 

У=----
2 tgf 

- параметрические уравнения аволют~ тракт_:>Исы. Исключая пара

. метр 1, nриходим к уравнению у=-;. (е0 +е-а), по которому узнаем 
цеnную линию. Таким образом, эволютой тран:трисы является 
цепная АUIШЯ, и соответственно тран:триса представляет собой 
эвольвенту цепной линии. 

В заключение nриведем оригинальный сnособ nостроения трактрисы 
с nомощью nерочинного ножа. Если нож с двумя лезвиями раскрыть, 
как показано на рис. 163, и вести конuом одного лезвия по пря-

Рис. 163. 

моl! АВ, играющей роль асимnтоты для вычерчиваемо!! трактрисы, то 
направление второго лезвия в каждой точке траектории его движе

ния будет касательным к этой траектории и, так как длина отрезка 

касательной окажется nри этом nостоянной, то след, оставляемый 

лезвием на бумаге, является трактрисоh. 

2. Применеине трактрисы. Одной из частей в механизме кару
сельного токарного станка является так называемая а н тиф р и к

ц и о н н а я nят а. Кривая, по которой очерчен nрофиль вертикаль-

ного сечения этой пяты, должна удовлетворять условию ....3__ = r = 
cos~ 

= const (рис. 164). Условие это выражает техническое требование, 
согласно которому снашивание пяты во время работы станка должно 

быть равномерным. Ясно, что левая часть этого равенства оnределяет 
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длину касательной, считаемую от точки касания М до точки N пере~ 
сечения касательной с осью у. Таким образом, кривая вертикального 

профиля антифрикционной пяты обладает тем свойством, что длина 

ее касатель~ой п? с т о я н н а и, следовательно, является трактрисой. 

8. ИсторическаЯ справка. Происхождение трактрисы связывается 
в · истории матема.тики с именем ученого врача Перро, жившего 
в 17 веке в Париже, который предложил математикам и, в частности, 

Лейбницу найти крИвую, по которой должна перемещаться в горизон· 

тальной плоскости. тяжелая материальная точка М, прикрепленная 
к концу нити, если другой конец этой нити nеремещать по некото~ 

рой прямой, лежащей в той 

же плоскости. Как сразу же 
было подмечено, траектория 

точки М, представляя со~ 

бой огибающую натяну

той нити в различны~ ее 

положениях, будет харак~ 

теризоваться постоянством 

отрезка касательной, равно~ 

го длине этой нити. Об этом 
способе образования трак

трисы наnоминает и само ее 

название: traho - тащить 

Рис. 164. (лат. ). Кривая была исследова-
на Лейбницем и Гюйгенсом. 

Последний обобщил задачу Перро, предполагая, что свободный конец 
нити перемещают не по прямой, а · по произвольной кривой. Так, 
наряду с обыкновенной трактрисой- трактрисой прямой линии
возникло понятие трактрисы окружности, трактрисы параболы и т. д. 

По терминологии Гюйгенса, эти кривые nазывались тракториями. Сама 
кривая по отношению к своей трактрисе называется эквитангенциаль

ной кривой. Ясно, что эквитангенциальная кривая произвольно · задан~ 

ной кривой представляет собой геометрическое место концов отрезка 

постоянной длины, откладываемого от точки касания вдоль каждой 

касательной заданной кривой. Этим обстоятельством оnределяется 
сnособ nостроения эквитангенциальноJ:t кривой, как только задана 

соответствующая ей трактриса. 

Мы заметим еще, что в истории математики трактрИсе было суж~ 
дено сыграть выдающуюся роль в связи с о1крьпием Н. И. Лобачев
ским его геометрии и nоследующим развитием учения о неевклидо~ 

_вых геометриях. Было nоказано, что гиперболическая геометрия Лоба~ 
чепекого и эллиптическая геометрия Римана реализуются на nоверх~ 

ностих nо с т о я ·н н ой крив и 3 н ы. Такие поверхности могут быть 
получены, если вращать вокруг оси абсцисс кривую, обладающую тем 
своttством, что произведение радиуса кривизны R в любой ее точке 
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на нормаль N в этаn точке является величиноn постоянноn, т. е. 
RN =С. Если С> О, то соответствующая поверхность имеет посто
янную л о л о ж и т е л ь н у ю кри

визну (например, nоверхность ша
ра). На ней будет осуществляться 
геометрия Римана . Если С< О, то 
nолучится nоверхность nостоян

ноИ о три ц а т е ль н оn кривиз

ны, на которой лакальна осуще

ствляется геометрия Лобачевского. 

Нам остается nоказать, что 

трактриса обладает еваnетвам 

RN = const. Действительно, по
скольку для трактрисы 1 R 1 = 
=actgt, INI=atgl, а направ
ления R и N противоположны, то 
RN=-a'. 

Полученная при вращении трак
трисы nоверхность постоянноn от

риuательноn кривизны названа 

Бельтрами псевдосферой(рис. 165). 

4. Трактриса окружности. Рис. 165. 
Уравнение этой трактрисы выво-

дится сравнительно просто, если nолагать · ее константу равной ра

диусу данной окружности. 

Пусть М (х, у)- точка трактрисы, а N- ведущая точка, дви-
rающаяся no окружности с радиусом, равным а (рис. 166). 

Имеем 

/>1 ОС'+ NC' =а', 

но 

OC=OP-ND=x-a cosa= 
dx а =x-adS=x- 8, , 

NC = МР- MD =у- а sln а= 
р 

Рис. 166. 

· dy ау' 
=у - а ifS=Y - sc· 

Подставляя эти выражения в пер

вое равенство, nолучаем дифференциальное уравнение искомой трак· 
трисы в виде 

( а )2 ( ау' )2 0 x-so: +у~ ·sc =а. 
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Для интегрирования полученного уравнения перейдем к полярным 

координатам; уравнение примет вид р'- 2арр' =О, откуда '!' = 
JfP'+p'' 

н 

Р11с. 167. 

r Jf4a' -p' = J --Р1-- dp, и следовательно, полярное 

уравнение трактрисы окружности будет иметь 
вид 

'f'=-arcsiп L+ У4а'-р'. 
2а р 

Кривая состоит из двух ветвеh, симмет
ричных относительно полярно!! оси. Центр 

круга является для нее а с и м n т о т и ч е
с к о 11 т очко 1! (рис. 167). 

б. Полярная трактриса. Полярная тракт
риса, названная Котесом traktrix complicata 
(свернутая трактриса), является криво!!, име

ющеn для всех своих точек одну и ту же 

ве11ичину отрезка полярно!! касательно!!. 

Из •того определения следует, что дифференциальное уравнение 

полярно!! трактрисы запишется в виде р у 1 + р' (~)'=а, или 
d'f'= Уа';-р' dp. Полагая p=acost, получим 'f'=t-tgt+C, и 

р 

так как t = arccos ~, то 

'f'=arccos _f__ Уа'-р' +с. 
а Р 

Надлежащим поворотом полярно!! оси постоянную С можно обратить 
в нуль. Изменив, кроме того, наnравление отсчета полярного угла на 

противоположное, мы получим уравнение полярно!! трактрисы 

'f'= у а'-р' -arccosi.., 
Р а 

и так как arccos ~ = ~- arcsin f, то, повернув дополнительно по
~ 

лярную ось на угол 2 , мы сможем записать уравнение в виде 

'f'=-arcslп L+ У а'-р'. 
а Р 

Сопоставляя это уравнение с полученным выше уравнением трак
трисы окружности, мы видим, что они одинаковы. Отсюда следует 
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что полярная траttтриса является одновре.иеНJ<о mpattmp11coй 

оttружности (рис. 167). 
Предоставляем читателю убедиться в том, что полярная тpatt

тpllca является подэрой гиперболи<еской спирали относительно 
полюса. 

§ 1. Квадратриса Динострата 

Квадратриса Динострата является одной иэ многих кривых, 
открытых древними в поисках решения задачи о делении угла в за~ 

данном отношении и о квадратуре круга. Изобретение ее приписы
вается знаменитому софисту Гиппию из Элиды ( 420 г. до ·н. э.), эа
н.имавшемуся nepвon из указанных задач. Возможность решения задачи 
о квадратуре круга с помощью этой кривой показал впервые Дино

страт (2-я половина 4-го века до н. э.). 
Квадратриса Динострата получается следующим образом. Пусть 

радиус ОА =а начинает равномерно вращаться с угловой скоростью 

ft вокруг центра, а прямая, перпендикулярная к AD, одновременно 

Рис. 168. 

начинает равномерно передвигаться от точки А к точке D со скоро

стью ~ (рис. 168). Тогда точка М их пересечения будет описывать 
квадратрису. 

Исходя иэ этого определения, нетрудно получить параметриче
ские уравнения квадратрисы. Пусть положение точки М на чертеже 

соответствует моменту t времени, прошедшему от начала движе· 
ния. Тогда 

x=0K=a-~t=a(1 --j.), 

y=MK=OKctg L NOB=a ( 1 -4-)ctgi (1- ~). 

Если теперь угол ~ ( 1 - у) обозначить чер€э 11, то пар а м е три-
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чес к и е ура в н е н и я квадратрясы запишутся в виде 

Х=~ и, } 

y=~llcfgll 
(!) 

(следует заметить, что параметр rr равен углу NOB). Исключая из 
уравнений (1) параметр и, получим уравнение квадратрясы в виде 

y=xctg~ . (2) 

Чтобы получить соответствующее полярное уравнение, заметим пред .. 

варительно, что согласно (1) х=~ и, но, с другой стороны, как это 

видно из рисунка, и= ~- r.p, следовательно, х = ~ (-;-- ер), а так 
х 

как р = cos 11 , то искомое полярное уравнение квадратрисы запишется 

в виде 

(3) 

Исследуя форму квадратрясы Динострата по уравнению (2), при-
ходим к следующим заключениям: 

1) 1. 1" t ~х 1" х 2а . ' ~х так как rmy= tmxcgz-= tm --=-··- lrm cos т= 
х-о х-о а х-о tg ;: 1t х-о а 

= ~ *) , то н а ч а л ь н а я о р д и н а т а кривой равна ~; 
~ ~ 

2) так как ctg ;; =О при х =±а, ± 3а, ± 5а, ... , то кривая 
пересекает ось абсцисс бесконечное число раз; 

3) так как у= оо при х = ± 2а, ± 4а, ± ба, . .. , то кривая 
имеет бесконечно много асимnтот, параллельных оси ординат. 

Нетрудно убедиться, наконец, в том, что точки пересечения кри-

вой с прямой у=~ являются точками перегиба. 
~ 

Форма кривой соответственно проведеиному анализу представлена 

на рис. 169. 
Следует заметить, что древние, не располагая уравнением квад· 

ратрисы и определяя эту кривую лишь кинематическим путем, имели 

nредставление тол~ко о той ч.асrи ее, которая соответствует интер .. 
валу -а";;;х";;;+а. 

Как уже уломиналоtь, с помощью квадратрясы можно графически 

находить длину окружности и площадь круга, а также делить угол 

в заданном отношении . 

•) По оравилу Лоnиталя, 
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Сnособ решения nервых двух задач вытекает неnосредственно 
из того. что начальная ордината квадратрисы оnределяется равен-

ством ОР =:!:!!..... Это соотношение позволяет, как только известны 
n 

отрезки ОР и 2а, наМти nостроением с nомощью циркуля и линеМки 
отрезок, равныМ длине окружности. ДеМствительно, соотношение это 

х 

Рис. 169. 

2"а 2а 
можно переписать в виде пропорции """"2tl = ОР , и следовательно, 

отрезок 21ta, выражающий длину окружности, может быть построен 
как четвертыf:1 пропорциональныn отрезок по отношению к известным 

отрезкам 2а и ОР. А так как nлощадь круга равна 2>ta i, т. е. рав
на nлощади треугольника с основанием, равным длине окружности, 

и высотоh, равноf:1 ее радиусу, то, построив такой треугольник и 

nреобразовав его no извест
ным планиметрическим пра· 

вилам в равновеликий квад· 
рат, мы осуществим к в а д

р а т у р у к р у г а. 

Применеине квадратрисы 

для д е л е н и я у г л а в за· 

данном отношении осущест· 

вляется следующим обра
Рис. 170. 

зом. Пусть угол COD требуется разделить на три равные части. 
Накладываем с этоМ целью на рисунок шаблон (из жести или цел
лулоида) квадратрисы так, чтобы основание ее совnало с одноя из 
сторон данного угла, а середина ее основания -с вершиноn этого 

угла (рис. 170). 
Вычертив no ребру шаблона дугу AN квадратрисы, убираем его 

и из точки N оnускаем nерnендикуляр NK на ОА. Теnерь доста
точно разделить отрезок КА на три равные части, в точках деления 
восставить перпендикуляры к ОА; тогда, соединив с вершиной угла 
точки nерес~чения этих перпендику ля ров, мы и осуществим трисек

цию угла COD. 
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Определяя п л о щ а д ь, ограниченную дугой квадратрисы для 
интервала -а ~ х ~+а, ~олучаем, nольэуясь форму л ой интеrри-

s хх 4a1 1n 2 
рования по частям: И= 2 х ctg 2а dx = --n- . 

о 

Укажем в заключение стереометрический способ образова-
ния квадратрисы: если обыкновенную винтовую поверхность пере
сечь плоскостью, проходящей через ее образующую, то 
проен:ция линии пересечения на плоскость, перпендикулярную 

н: оси этой вrrнтовой поверхностrr, будет квадратрrrсой Дина
страта *). 

Квадратриса Динострата не является единственной кривой, с по
мощью которой осуществляется квадратура круга. Для этой uели 
могут служить также квадратрuса Чиршаузена, имеющая уравне-

ние у=а sln ;: , кривая Оцанама с уравнением х=2а sin' Ja и,на
конеu, так называемая н:охлеоuда. Все эти кривые были известны уже 

р 

Рис. 171. 

в 17 веке. Наиболее интересной из 
них является кохлеоида, которой мы 

и nосвящаем следующий параграф. 

§ 8. Кохлеоида 

Кривая, называемая кохлеоидой, 
относится к числу квадратрис, из

вестных еще в 17 столетии. Ее урав
нение имеет вид 

р=а sin~. (1) 
~ 

Из этого уравнения следует, что 

при <р =О р =а. При неограничен
ном возрастании <р радиус-вектор р будет неограниченно приближать
ся к нулю, причем в силу колебаний значений синуса значения р 

будут также колебаться, обращаясь в нуль nри <р =1t, 21t, З1t, ... , и про
ходя через затухающие· максимумы при значениях <р, являющихся 

корнями уравнения tg <р- <р =О (рис. 171). 
Использование кохлеоилы как квадратрисы основывается на ·том 

n 2а 21t:a 2а 
обстоятельстве, что при '1'= 2 р=-;, откуда "Zil=p, и следо-
JJательно, отрезок 21ta, выражающий длину окружности, может быть 
построен как четвертый пропорuиональныl! по отношению к отрез

кам 2а и р. Располагая же отрезком, равным 2тса, нетру дно квадри
ровать круг с радиусом а. 

*) См. L о r i а, Spezielle algebraische und transcendente ebene Kur\'en, 
1911, в. 11. 
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Кохлеоида обладает рядом интересных свойств, открытых в 18-19 
веках. Ваг одна из задач, при решении котараn искомая кривая 

оказывается кохлеоидоn. На прямой PQ дается точка О и вне пря
мой- точка А, причем ОА =а и L. AOQ =а (рис. 172). Из точки А 
проводим АВ j_ ОА и биссектрису ОВ угла AOQ. Далее проводим 
ВС j_ ОВ и биссектрису ОС угла BOQ и т. д. Требуется наnти 
кривую, на которой будут лежать точки А, В, С, .. . , если указан
ный процесс будет продолжен неограниченно. 

Если точку О принять за полюс, а прямую PQ за полярную 

ось, то точки В, С, D, . .. будут иметь nолярные углы, равные· 

о 

Рис. 172. 

а 

2, "2i , 21 , ... , 2'1, а соответствующие радиусы-векторы их опреде .. 

лятся по формулам 

Pt=~, pg=~, Рз=~, ... , Pn= Pn-Ia • 

cos 2 cos 21 cos za cos fn 

Перемножая эти равенства, получим: 

а а а а Pn 
а (2) 

cos 2 cos 2Г cos 21 ... cos 2д-

Если теnерь заметить, что 

sin !Х =2 sfn fcos f=2<J sln .,;. cos i cos -;.-= ... 
= 2n sin in- cos ~ cos --f, ... cos in·, 

. а 
sш -

то равенство (2) можно переписать в виде р = ~~. Пола-
п SIП а а: 

гая 2а. ='f, имеем р.=~ sinт. Так будет выглядеть уравне-
sю а ' 

ние кривой, на которой располагаются точки А, В, С, D, .•• По 
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виду этого уравнения заключаем, что искомая кривая является кох

леоидоn. 

Пругая задача, при решении котороtt искомая кривая оказывается 
также кохлеоидоtt, такова: требуется найти геометрическое место 

точек, являющuхся цен.тра.м.и тяжести дуг данной оиружности, 

имеющих начало в одной и тotl же точке А. 
Принимаем uентр данной окружности за полюс, а nрямую ОА за 

nолярную ось. Возьмем nроизвольную дугу АА1 = 2a'f', где а-ра
диус данной окружности (рис. 173). По
лярныn угол центра тяжести этаП дуги 

равен 'f'• а соответствующиn радиус

вектор, будучи оnределен по известным 

формулам, окажется равным а sin ff • 
~ 

Отсюда следует, что искомое геометри-

ческое место выражается уравнением 

р =а sin lf' и, значит, представляет со-
~ 

бой кохлеоиду. 

В связи с только что рассмотренной 
эадачеn удобно установить следующее 
свойство касательноtt к кохлеоиде: ка-

Рис. 173. сательн.ая в произвольной точке М 
кохлеоады проходит через точку А1, 

си.м..м.етричную точ,ке А относuтельно радиуса-веитора moч,uu ка

сания. Де!-%ствительно, определяя yro11 j.1 между касательной к кохлео
иде и радиусом-вектором точки касания, имеем по известно~ формуле 

t _ р _ sin ~ . а(~ cos ~- sin ~) 
gf'-7-a -~- . ~· 

'Т1 siП<f (3) 
~ cos~- sin ~ · 

Но, с другой стороны, если точку nересечения радиуса-вектора 

точки М с nрямой АА1 обозначить через D (рис. 173), то MD = 
=OM-OD=a sin~ -acOS'f', откуда 

~ 

'Т1 sin 'Т1 (4) 
sin '11-'11 COS<f 

Сопоставляя равенства (3) и (4), заключаем, что правые части их 
отличаются только знаком; следовательно, прямая А1М совпадает 
с каоательноh к кохлеоиде в точке М. 

Заметим' еще, что так как положение точки А1 зависит только 
от положения точек А и М, то каждая прямая, проведенная через 
полюс кохлеоиды, nepeceuaem ее в бесконеч,но.м .множестве точек, 
касательные в н:оторых проходят через одну 11 ту же точн:у А. 
Геометрическое место точен: А 1 есть он:ружность с центром 
в пол10се н:охлеоиды и радиусом ОА. 
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Отсюда следует та1<же, что mo•uut ~асания касательных, про· 
веденных ua любой moч!Cu А 1 о~&ружности с цен.тро.Аt в полюсе 

кохлеоuды, лежат на биссеитрисе угла АОА1 • 
Кохлеоиду можно nолучить также, решая следующую зада-rу: 

дано бесконечное множество окружностей, r<асающихся данноtl пря

мой u одной и той же точr<е; от 

этой точки от ложе11ы на данных 

окружностях дуг>~ одинаково" 

дл>1ны. Требуется найти геометри

ческое место конuов этих дуг. 

Приr-rr1мая данную то•{ку А за 

no.rJюc, данную прямую- за по

лярную ось и взяв оr<ружность nро

изFюлыюго радиуса а с нентро~r 

11 точr<е О, будем иметь iM = 
= 2аср = S, где S= const- за
ла~rная длина дуг, отr<ладываемых 

от точки А (рис. 174). Из 

/':, АОМ nолучаем: р = 2а sin '1'· 
Исключая а из nоследнего и nре-

Рнс. 174. 

дыдущего равенств, будем иМеть уравнение искомого геометриче-

ского места в виде р =S sin tp , т. е. кохлеоиду. 
~ 

Не останавливаясь на доказательстве, заметим еще, что кох:.. 

леоида .Аtожет бьtть получена каи проекция винтовой линшс нл 
плосиость, перпен.дикулярн.ую к ее ocu, из мамой-либо точки 
этой ВUН.mовой ЛllН.llll *). 

Название кривой ввиду сходства ее с nрофнле" раковины**) 
nредложено Юнгом ( 1883). 

§ 9_ Показательная кривая 

1. Свойства. Показательной н;ривой называется кри.вая, явл"ш
щаяся графиком nоказательноn функuии у= ах. 

Полагая а> 1, замечаем, что nри изменении .х от О до + оо 
у монотонно возрастает от 1 до + оо, а при изменении .х от О 
до - оо у монотонно убывает от l до О. Отсюда следует, что вся 
1<ривая расnолагается над осью абсuисс. В отриnательном наnравле
нии оси абсuисс она асимnтотически nриближается к ней, а в nоло
жительном-неограниченно удаляется от нее (рис. 1.!5;_ сnлошная 
линия). 

Если а< 1, то кривая, как это nрямо следует из ее урав
нения, будет асимnтотически приближаться к оси абсuисс справа 

*) См. L о г i а, Spezielle algebraische und t ~anscendent.e ebene Kurven, 
1911, в. 11. у 

**) xriJ)O,- r .НIТКЗ, 
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и неограниченно QТходить от нее слева от оси ординат (рис. 175, 
пунктирная линия). 

Все кривые семеИства у= а' проИдут через точку (0, 1 ); чем 
больше а. тем круче nоднимается соответствующая кривая по опю~ 

шеншо к оси абсцисс. 

Обратная по отношению J< nокаэательной, т. е. JJОrарифмическая 
функция у= 1g0 х графически выражаетея тоИ же линиеn, что и по
каза'fелЬная. Ее положение относительно системы определяется по 
общему nравилу, т. е. путем эеркалыюr0 отражения графика прямоn 
функttии 0Тносительно биссектриGы 1-го кGординатного угла (рис. 176). 

Логарифмическая кривая представляет собой графическую заnись 
таблицы логарифмов по основанию а, в 1<отороt1 числа выражаются 
абсuиGсами, а лоГарифмы этих чисел-сеответствующими ординатамн 
точек wpивQJ.t. Известные о15щие своttства 

лОгарифмов отражаются эдесь n особев

ностях распол.ожения кривой опюсительно 

системы координат. 

у 

z 
Рис. 175. Рис. 176. 

Характерное свойство рассматриваемой кривой заключается в том, 

что подкасательная пеказательной кривой относшпельно ее аси.лm

тоты является велич..иной постоянной. ЛействитеJ!ьно, St = 
_у_а'_1 
-у- ахгnа -~· 

Эт0 ссновнqе свойство ее было замечено впервые Торичелли 

и Гюйгенсом. д·екарт дQказал его оригинальным nутем, не nрибегая 
1< методу бесконечно малых. На языке дифференциального исчисления 
доказа.тельатве еводится к решению дифференциального уравнения 

S1 = const, или .!., = k, откуда dy = k dx и у= Ае•'. 
у у 

Определяя n л Q щ а д ь, ограниченную показательной !<ривоn, ее 
асимnтотоt1 и двумя ординатами у1 и у2, получим: 

U= f' a'dx=-da (a·'·•-a"•)=S1(y,-у1); 
XJ 

( 1) 
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площадь, ограндченная показательной !Срuвой, ее асимптотой 
и дву.лtя ординатами, равнtl произведению подкасательной н.а 
разность эmllx ординат (Торичелли). 

Оnределяя О б ъ е м тела, полученного от вращения вокруг асимп
тоты вышеуt<азанной фигуры, будем иметь: 

х, 

1t y~-yf 
2 ---тnй (2) 

Если в формуле (1) положить х1 =-оо, то U=S1y 2, т. е. 
площадь, ограниченная показательн.ой кривой, ее аси.м.птотой 

и ординатой у, равна площади пря.Аtоугольншса со сторона.ми, рав
нылщ подtсасательной и данной ординате. 

1t yt 3 1tStys 
Если в формуле (2) положить х1 =- оо, то V= 2 ln ~ = 2 Т, 

т. е. объе.Аt тела, пелученнаго от вращения вокруг оси абсцисс 

фигуры, ограНtl'tенной показательн.ой 1Сривой, ее асимптотой 

11 ординатой у, равен { о6эелtа /СО· у 
нуса, высота которого равна подка

сательн.ой, а радиус основания равен 
данной ординате у. 

Сnрямлен и е покаэательноf.t кри
воtt, осуществленное вnервые Лоnита

лем в 1692 г., выполняется в логариф
мических функциях. Деttствительно, 

S = f' у 1 + ln' а ·а2Х dx; пользуясь 
х, 

nодстав0вкоf.t V 1 + Iп:.! а ·a'l.x = z, полу-
чим: 

z. 

S=-1- С z'dz = 
ln а J z~- 1 z, 

1 ( z- 1 ]'' 1 = 21na ln z+ 1 z, +lna(z,- z ,). 

д 

Рис. 177. 

Мы отметим в заключение один из сnособов построения показа
тельной кривой. 

Откладываем на оси абсuисс отрезок ОА = 1, а на оси ор· 
динат-отрезок ОВ =а (рис. 177); если ВС j_ АВ, то ОС= а'; 
если, далее, CD j_ ВС, то OD=a' и т. д. Таким nутем будут 
лолучены ординаты для абсцисс, равных 1, 2, 3,... Для пест

роения точек с отриuательными абсuиссами проводим АВ, j_ АВ, тог
да ОВ1 =а-•; nроводим, далее, 81С1 j_ АВ1, тогда ОС1 =а-• и т. д, 
Таким образом, будут получены ординаты для значении абсuисс, 
равных - 1, - 2, ••• 
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2. Кривая Гаусса. Среди кривых, родственных покаэательной 
кривой, особенно большое значение в естествознании имеет так назы

ваемая крttвая нор.мального расnределения вероятностей, или кprt· 

вая Гаусса, выражаемая уравнением 

у = _h- e -h':lx'J v;;- . 
Из уравнения следует, что кривая с и м м е три ч н а относительно 

001 ординат и что ось абсцисс является для нее а с и м л т о т оn 

(рис. 178). 
Для оnределения характерных точек находим у' и у". Имеем 

2h1 2h' 
у'=- v;;- xe-h'-'' и у"=- v;;- (- 2h'x'+ l)e-h'x'. Корнем 

первоn nроизводноп является х =О, и так как при этом у"< О, то в 

~ 0 I 

Рис. 178. 

точке М (О, .;. ) кривая 
имеет м а к с и м у м. Корви 

второll производной х = 
-+ 1 -- 11 V2" оnределяют 

две точки nереrиба 

N,(h ~' J;e) 
N,(- vl- . vh-)· 11 2 тtе 

В теории ошибок кривая Гаусса графически выражает за к о н 

рас л ре д е л е н и я с луч а" н ы х ошибок, долущенных при мно· 
гакратном измерении како~-ли6о величины. Закон этот дает зависн· 
мость между вероятностью доnустить ошибку известноп величины 
и величиноП самоП ошибки. По оси абсцисс откладывается величина 
ошибки, а по оси 0рдинат - вероятность появления такой_ ошибки. 

В теории ошибок устанавливается, что величина площади, ограничен· 

ноп криво" Гаусса, осью абсцисс и двумя ординатами, соответствую
щими а6сuиссам х1 и х2, выражает вероятность того, что ошибка 

заключается между числами х1 и х11• Поэтому можно предполагать, 
что площадь, ограниченная кривой Гаусса ll ее асимптотой, рап~ 

няется единице, так как достоверно, что ошибка лежит_ в пределах 

от - 00 до + 00. 
Действительно, определяя эту nлощадь, nолучим: 

+со +со 

и= _ h_ J e-h'x' dx = - 1- S е-•' dz, где z hx y,t y,t = . 
- w - со 

Интеграл, стоящи" в npaвott части, та1< 11il3ьtваемый интеграл Пуас

сона, равняется, как это доказывается в l<ypc <.~x ана:шза, }17, откуда 
\:Лед)" iТ, ЧТО и= (, 
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3. Степенно-показательные кривые. В заключение этого пара· 
графа nриводим примеры кривых, которые можно было бы назвать. 
степехн.о-показательными. 

1. у= х". Кривая состоит из одной ветви; в точке [-}, U )~]
верш и н а; (0, 1)- т очка пр е к ращения (рис: 179). 

2. хУ =ух. Кривая состоит из двух в е т в е 1! - прямой у= х 
и второf\ ветви1 расположенной в первом кrюрдинатном угле и имеющеn 

. ;z х 

Рис. 179. Рис. 180. ?ис. 181. 

а с и м n т о ты х = 1 у= 1; ветви пересекаются точке 

х=у=е (рис. 180). 
3. x ·-r =у)'. Кривая состоит из nрямой у= х и конечной ветви, 

обрывающейся в точках (0, 1) и (1, 0). Ветви пересекаются под пр я· 
1 

мым углом в точке х=у=е (рис. 181). 

§ 10. Кривая затухающих колебаний 

При изучении некоторых вопросов в области физики и техники 
приходится иметь дело с колебаниями, амплитуды которых умень

шаются с течением времени благодаря сопротивлению, оказываемому 

этому колебанию той или иной силой (например, колебание упругой 
nластинки в сопротивляющейся среде, колебательные процессы при 

замыкании и размыкании электрического тока, при разряде конден

саторов и т. п.). 

Закон изменения амплитуд такого колебания выражается форму по 11 
у= Ае_., sin (wt +а), где у- величина амплитуды, t- время и А, k, 
w, а - положительные постоянные, имеющие тот или иной физический 

смысл в зависимости от рассматриваемого явления. 

Графически •тот закон выражается кривой 

(1) 

называемой кривой затухающих синус01tдальных колебаний. 
Обратимся к исследованию особенностей ее формы. 

8 А. А. Савелов 
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Очевидно, ординаты кривой не· nревосходят по абсолютноn вели
чине соответствующих ординат кривых у= Ae-kx и у=- Ae-kx. Это 
означает, что исследуемая кривая б у дет nомещаться между этими двумя 

лаказательными криш.1ми, касаясь их в тех точках, для 1<оторых 

sln (wx+aJ= 1. 
Оnределяя точки пересечения кривоh с осью абсцисс, nолучим 

шх+а=п", откуда 

x=(n1t-a)~. (2) 

Таким образом, кривая пересекает ось абсцисс в бесконечном числе 

у 

Рис. 182. 

точек, nричем расстояние между двумя соседними точками, как это 

видно из (2), является ·величином постоянноМ, равноМ .;; (рис. 182). 

Найдем теперь вершины и точки перегиба кривой. Имеем 

y'=Ae-kx[w cos (wx+aJ-k sin (wx+aJ. 

Полученное выражение первоМ nроиэводноМ для удобства дальнеМ· 
ших выкладок полезно преобразовать. Умножив и разделив его на 

Vk'.+w', nолучим: 

y'=Ae-•-'Vw'+k' [,~ cos (wx+aJ- , r k sin (шх+а>] 
.~+~ .~+~ . 

п • k . б 
олаrая у •' + k' = cos q> и, следовательно, у •' + k' = sш q>, у дем 

иметь у'= Ае-•х V ш' + k' [ cos q> cos (шх +а) - sin q> sin (wx +а)], 
или, окончательно, у'= Ae-kx V ш' + k' cos (wx +а+ q>). 
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Корни перво~ производноn являются корнями уравнения 

cos (wx+ а.+ <р)=О,котороеудовлетворится, если wx +а.+ <р= ; , 

3 i , ... , (2n + 1) 1- , . . . , и следовательно, 

х=[(2п+1>1--а.-<рн. (3) 

Тю<овы значения абсцисс, соответствующих верш и н а м кривой. Для 
определения т о чек пер е г и б а находим вторую производную: 

у"=- Ae-kx (w' + k')[ cos <р sin (wx +а.+ <р) + 
+ sin '? cos (wx +а.+ <р)] = Ae-kx (w' + k') sin (wx +а.+ 2<р). 

Корни второn производноn и, значит, абсциссы точек переrиба 

определятся равенством 

x=[n1t-a.-2<p]~. (4) 

Соnоставляя выражения (2) и ( 4), замечаем, что точки переrиба 
смещены влево от точек nересечения кривой с осью абсцисс на рас~ 

стояние, равное ~. 
Следует определить еще точки, в которых кривая затухающих 

колебаний касается лаказательных кривых у= Ae-kx и у=- Ae-kx. 
В этих точках, как было уже замечено, sin (wx +а.)=± 1 и, следо-

вательно, wx+ а.= 1-, 3 1-, ___ , (2п + 1) 1- _ Таким образом, абсциссы 

искомых точек определятся равенством 

(5) 

СопоставЛяя (5) с (3), заключаем, что точки, в которых кривая 
затухающих колебаниR у= Ае-•х sin (wx +а.) касается nоказательных 
кривых у= Ae-kx и у=- Ae-kx, сдвинуты по сравнению с ее вер· 

шинами вправо на расстояние ~ . 
Наttдем амплитуды, соответствуюшие двум соседним вершинам 

криво~. Имеемуn = Ае-•хп sin (wxn + a.),yn+t = Ae-•·'n+t sin (wx .. , +а.). 
Так как wxn+, - wxn = "• как это следует из (3), то 1 sin (wxn +а.) 1 = 
= 1 sin (wx .. , +а.) 1· Взяв отношение найденных амnлитуд, получим .. 
12!!..1 = e-k <хп-х1'~+ 1 > =е-;;;- = const, отк у да следует, что а.Аtплитуды 
Упн 
затухающих н:олеба~шй у6ывают по зан:о~<у геометрzzчесн:ой про-

грессии. Величина ~, являющаяся натуральным логарифмом отнош~· 
ния соседних. амплитуд, характеризует быстроту затухания колебани• 

и называется логарифмическим. декреме~<тоя затухаю/Я, 

В• 
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Существует интересная связь между кривоll затухающих колебаниll 
и логарифмическоn спиралью. Пусть точка М движется с постоянной 
yrлoвoll скоростью w по логарифмической спирали р = Ае-•• no на
правлению к ее nолюсу; тог да проеиция Р этой точи и на ось 

ординат будет совершать затухающие колебаюzя (рис. 183). 

у 

Рис. 183. 

Деllствительно, если за начало nути точки М nринять точку N, 
то расстояние ее проекции- точки Р-от начала координат в мо
мент t определится равенством 

S=OP=OM sin(wt+a). 

Но ОМ- радиус-вектор логарифмичеСI<оl! спирали, равныll Ае-••, а 
wt +а;= <р; следовательно, S =А е-•• sш '1'· Полученное выражение 
nоказывает, что расстояние S будет меняться по закону затухающих 
колебаниll. 

§ 11. Циклоида 

1. Геометрические своl\ства. Кривую, называемую циклоr~дой, 
можно определить как траеиторию точки, лежащей на оиружности 

круга, который бе~ ·скольжштя катll!пся по прямой. 

Рис. 184. 

Принимаем прямую, по котороll катится круг с радиусом r, за · 
ось абсцисс. Полагаем, что в исходном положении вычерчивающая 
точка находилась в начале координат, а после того ка!< круг повер

нулся на угол t, заняла положение М (рис. 184). 



§ 11] ЦИКЛОИдА 241 

Имeeм:x=OS=OP-SP,y=MS=CP-CN;нoOP=М'P=rt, 
SP= MN = r siп t, СР = r, CN = r cos t; следовательно, параметриче· 
ские уравнения циклоиды запишутся в виде 

x=rt- r siп 1,} 
y=r-rcost. (l) 

Исключая параметр t, получим уравнение циклоиды в прямоугольной 
системе 

x=r arccos r--; У-V2ry- у'. 

Из самого способа образования uиклоиды заключаем, что она 
должна состоять из конгруэнтных арок, каждая мз которых соответ~ 

ствует полному обороту производя

щего круга. Расстояние между нача
лом и концом каждой такоtt арки 

равно 2"r -длине окружности про
изводящего круга, а наибольшая ор

дината- диаметру этого круга. 

Точки соnряжения арок, для кота· 
рых х =О, ± 21tГ, ± 41tr, ... , яв
ляются особыми. Для уяснения их 
природы найдем угловой коэффи

циент касательной в произвольной 

у 

точке циклоиды. Имеем tg а = ~ = Рис. 1BS. 

r sin t t ( n t) n t =r-rcosl=ctg 2 =tg 2 - 2 , откудаа= 2 -2 . В точке со-

пряжения арок, например при t =О, получим а= -;.; следовательно, 
в точках соnряжения арок касательные к ним совnадают в одну, 

перпендикулярную к оси абсцисс, и значит, эти точки будут точками 

возврата. 
Рассмотрим далее ряд своhств uиклоиды и прежде всего своt~ства 

ее касательных и нормалеl-1. 

Обращаясь к рис. 185, видим, что прямая NK, проходящая через 
точку М и высшую точку N производящего круга, составляет с осью 

абсцисс угол, равныМ ~- f; она, следовательно, и будет касатель-
ной к циклоиде в заданноМ точке М. · 

далее, так как угол NMP= -i, то прямая МР будет нормалью 
циклоиды в точке М. Таким образом, касательная " цшслоиде 
в произвольной ее moчiCe проходит через высшую точiСу npoliзвo· 

дящего круга, а нор.маль- через его низшую точку. 

Это своt~ство определяет npocrol-1 способ построения касательной 
и нормали в любой точке заданном циклоиды.·. 
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Рад и у с к р и в и э н ы в произвольной точке циклоиды опреде

лится равенством 

R=4г s1п f. (2) 

Важное свойство радиуса кривизны циклоиды можно обнаружить, 

определив длину нормали в соответствующей точке. Имеем: 

V-, -, (' +( sint )' . t N =у 1 +у' =г ( 1 - cos t) r 1 1 - cos t = 2г SIП 2. (3) 

Сопоставляя равенства (2) и (3), получим соотношение R = 2N, т. е. 
радиус крuв!lЗнЫ в произвольной то•ке циклоиды равен удвоенной 

длине соответствующей нор.Аtали. 

·Определяя д л и н у д у г и циклоиды от исходном точки, г де t =О, 
до некотороИ точки М (t), будем иметь: 

1 1 

S= J V dx'+ dy'= J 2г s1n fdt = 4г ( 1- cos f )= 8г sln'f. (4) 

Полагая t = 2'1t', приходим к заl<лючению, что длшш одной aprctt 
циклоиды равна 8г, т. е. •етырем диаметрам производящего круга. 

Исключая из равенств (2) и ( 4) параметр t, получим н а т ура ль. 
н о е ура в н е н и е циклоиды в виде 

R' +<S- 4г)'= 16г'. 

Па виду полученного уравнения заключаем, что если цшслоида ка
тится по. rtрямой, то геометрrt•еское место ее центров кри
вuзны, соответствующих точма.м касания, представляет собой 
окружность, paдrtyc которой в Четыре раза больше радиуса про
изводящего круга. 

Уравнения 9 в о люты циклоиды имеют вид: е= гt +г s1n t, 
1'J =- r + r cos t. Если произвести nараллельное смещение системы, 
помести~ . начало координат в точку 0 1 (- r-re, - 2r), то, пользуясь 
формулами перехода, согласно которым Е=х1 - Г7t, ~=у,- 2г, 
t = tt - 1t, лолучим nараметрические уравнения искомо" эволюты 
в системе х101у1 в виде x 1 =rt1 -rsint1, y 1 =r-rcost1, т. е. 
эволюта цшслоиды llредставляет собой также циклоиду, конгру· 
вюпную данной, но смещенную относительно данной nараллельным 
перенесением вниз на расстояние, равное 2r1 и влево - на расстояние, 
равное 1tГ (рис. 186). 

площадь, ограниченная однои аркой циклоиды и ее базисом, 
в три раза больше площади nроизводящего круга: 

2~г 2тt 

И= J ydx=г'J (1- co~t)'dt =3"~'._ 
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О 6 ъ е м V и rт о в ер хн о с т ь Р тела врашения арки 1щклоиды 
вокруг оси абщисс оnределятся равенствами 

21tr 2~ 

V = " J y'dx = "'' J ( 1 - cos t)' dt = 51t2r", 

21tr 2~t 

P=21t ~ ydS = 21tr ~ (1- cos 1)2r sin ~· df = ~ "r•. 

Объем и nоверхность тела врашения арки циклоиды вокруг оси 

6 " 32 ' ординат равны соответственно 1t r и 3 т;r-. 

Объем и поверхность тела вращения арки uиклоиды вокруг ее 

оси симметрии равны соответственно ~а (91t2 - 16) и 81t ( 1t ~ { ) r2• 

у 

I 

Рис. 186. 

Заметим еще, что u е н т р т я ж е с т и· арки циклоиды находится 

в точке ( "'• j- r), а центр тяжестИ фигуры, ограниче"ной аркой 
циклоиды и ее базисом -о точке ( 1tГ, i r). 

2. Механические свойства. Одной из замечательных задач, nо
ставленных и решенных n 17 столетии, была следуюшая задача: в вер
тикальной плоскости найти такую кривую, что время, nотребное для 
того, чтобы тяжелая материальная точка, двигаясь по этоf:1 кривоn, 
спустилась до определенного горизонта, н е з а в и с е л о от исходного 

положения этой материальной точк·и на кривой. 
Искамои так называемой т а у т охр о н н о И или из охр о н н ой 

кривоИ оказалась циклоида. 

В конКретной постановке решение этоМ задачи может быть оформ· 
пена следующим образом. Предположим, что на торцовой стороне 
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вертикально поставленнои доски вырезан желобок в форме циклоиды 

(рис. 187). Определим, не учитывая трения, время, в течение кото
рого металлический шарик из точки М (t0) скатится до низшеh точки К 

нашего желобка. 

Располагая систему координат, как указаНо на рисунке, будем 
иметь параметрические уравнения uиклоиJIЫ в виде 

x =r(t- sin t), y=r(!- cos t). 

Пусть х0, У о- координаты исходного положения шарика, т. е. точки М, 
а t0 - соответствующее en значение параметр а. Скатившись из поло
жения М в некоторое положение N (t), шарик снизится по вертикали 
на расстояние h, причем 

h=y-y 0 =r(!- cos t)-r(!- cos t 0)=r(cos 10 - cos t). 
Как известно, скорость падающего 

муле v = ]12gii. Применительно к 
v=]/2gr(cost0 -cost) . Но так как, 

тела определяется по ФоР

нашему случаю, получим 

с другоМ стороны, скорость 

'х 

Рис. 187. 

есть первая производная nути S по времени Т, то последнее равен
ство можно записать в виде дифференциального уравнения 

dS ~~--~----~ 
ат= v 2gr(cos t,- cos t). 

Для· uиклоиды dS = 2r sin { dt; следовательно, полученное дифферен-

2rsiп ~dt 
циальное уравнение перепишется в виде dT= y 2gr(cost, cost) 

откуда 

• t f 2rsin 2 dt 

Т= Jf2gr ( cos 10 cos 1) 
lo 

. 
у- ~n d cos!... 

-2 !... 2 
g 1 t -./ cos~...!..- cost' v 2 2 lo 

Итак, время Т, в течение которого шарик из положения М ска

тится в положение К, определится по формуле Т="-./!... Полу-. v g 
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ченное выражение покззьrвает, что период Т н е за в и с и т от tfl, т. е. 

о т и с ход н о г о nо л о ж е н и я М шар и к а, и, очевидно, два ша

рика, один из которых скатывается из точки М, а дpyrotl из точки N, 
окажутся в точке К в один и тот же момент. Скатившись в точку К. 
шарик, двигаясь по инерuии, nродолжит движение, и если предпола

гать отсутствие трения, то через такоn же nромежутОJ< времени, ко

торый ему понадобился, чтобы скатиться из М в К, он поднимется 
до точки М1, находящейся на одноh высоте с точкоt1 М. Затем он 

снова скатится Вниз и nоднимется опять до nоложения М. Таким 
образом, будет осуществлено движение так называемого u и к л о и-

даль н о r о м а я т н и к а с периодом колебания Т0 = 47t V~. 
Отличительным своffством этого маятника, по сравнению с обыч

ным, является то, что период ezo колебания не зависит от a.Atnлu
myды (сво~сrво изохронности). 

Для обычного маятника, дви
rаюшеrося по дуге окружности, 

сво~ство изохронности оправды

вается приближенно лишь для 

небольших амплитуд, когда дуга 
окружности незначительно откло

няется от дуги циклоиды. 

Для уменьшения влияния тре

ния циклоидальный маятник удоб

но устроить, как указано на рис. 

188. Движение шарика, nодвешен
ного на нити, осуществляется здесь 

по uиклоиде, являющеttся эвот.-

Рис. 188. 

вентои циклоиды, по которой очерчена доска, направляющая нить во 

время качания маятника. 

Вnервые циклоидальный маятник построил Гюйгенс в 1673 г., 

он же показал в своей работе «0 маятниковых часах», что циклоида 
является единственной кривой, no которой точка совершает изохрон
ные колебания. Исследования эти были связаны с работой Гюйгенса 
по изобретению маятниковых часов. 

Вторая :замечательная задача, которая привлекла внимание матема

тиков 17 века, была поставлена И. Бернупли в 1696 r. и заключа
лась в следующем: среди всех линий, соединяющих две данные точки 

М и N, не лежащие на одной вертикали, найти ту, двигаясь по кото
рой под действием силы тяжести материальная точка nерейдет из 

положения М в положение N в крат чай шее время. 

Искомая кривая оказалась циклоидой, которую в силу этого ее 

своRства назвали 6 р а х и с т охр о н ой. 

3. Трохоиды. Обобшением uиклоиды являются трохоиды- тра
ектории точки, жестко связанной с кругом, катящимся по прямой, но 
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находяшеnся уже не на окружности проиэводяшего круга, а на про· 

извольнам расстоянии d от его центра. 
Мы nредоставляем читателю получить параметрические уравнения 

трохоид, которые имеют вид 

x=rt-dsint,} 
y=r-d cos t. 

(\) 

Если d < r, то кривая называется укорочею<Оil цrшлоидой. Каж· 
дая ветвь ее имеет две точки перегиба (рис. 189, а). Если d>r, 

~-----~ 
о z s р · •х 

а; 

кривая называется удлuненной цtислоидой; она имеет узловые точки 

(рис. 189, б). 
Обыкновенная, уrшроченная и удлиненная циклоиды являются 

родственными кривыми не только по общему сnособу их кинемати· 

ческого образования, но и по образованию их стереометрическим 

nутем, а именно, все они могут быть определены как параллельные 
проекцшz винтовой линии нд плос"ость, перпендшсулярную к ее 
оси. В зависимости от того, будут ли углы, составляемые проекти
руюшими лучами с обраэуюшеn цилиндра, несушеrо винтовую линию, 

равны, больше или меньше yr л а подъема ~ винтовой линии *), полу
чатся обыкновенная, удлиненная или укороченная UИJ<лоиды. 

Для доказательства этого предложения необходимо предварительно 

видоизменить сие те~ у ( 1 ), повернув координатные оси на некотqры.n 

•) р.-уrол между ка.сательной к винтовой линии .и ось.ю 2;. 
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угол Л и поменяв местами ось абсuисс и ось ·ординат. После соот
ветствующих преобразованиn параметрические уравнения трохоид в 
новой системе запишутся в виде 

x=dcos8-rsinЛ-e,} 

y=d sin е- r cos л.е. (2) 

Пусть теnерь х =а cos t, у= а sin t, z =а ctg }'o·f- уравнения 
аинтовой линии; уравнения nроектирующего луча, составляющего с 

координатными осями yr лы t:X, ~ и Т· запишутся в виде 

х-а cost_y-a sint_z-actgp.·t 
~ - -----cosr-- cos r 

Полагая z =О, получим уравнения проекции в виде 

х =а cos t- а ctg 1'- • cos" t, } 
cos 1 

. cos' 
y=aslnt-actgl'-· - - 1. cos 1 

(3) 

Сопоставляя системы (3) и (2), заключаем, что система (3) выражает 
трохоиду, дilя котороИ радиус r производящего круга равняется 

-. j cos~ а + cos2 ~ 
а ctg 1'- V cos' 1 =а ctg 1'- tg 1· Так как а представляет собоИ 
здесь расстояние вычерчивающеlt точки от центра nроизводящего 

круга, то при 1 = 1'- а= r и, следовательно, проекuия будет обык· 
новенноtl uиклоидоИ, при 1 < 1'- а< r и ПОilучим укороченную uи· 
клоиду, и наконеu, при 1 > 1'- а> r и, следовательно, проекuия 
будет удлиненной uиклоидоtl. 

4. Историческая справка. В истории математики uиклоида 
занимает особое место. Благодаря nростоте образования этой кривой, 

многие ее геометрические и механические свойства были открыты 

еще в 16 веке, т. е. до создания метода бесконечно малых. Своnства 
эти устанавливались или чисто эмпирическим путем, или на основе 

тех остроумных геометрических nостроениИ, разработка которых и 

подготовила почву для уяснения иде" ново" математики. Первым 
обратился к циклоиде как к объекту математического исследования 

ГалилеИ. Он дал название кривоtl и остроумным путем установил 
одно из сооj;tств циклоиды, именно то, что площадь ее в три раза 

больше площади производящего круга, сравнивая вес двух метал· 

лических пластинок одинаковой толщины, одна из которых была 

очерчена по uиклоиде, а другая- по окружности производящего 

круга. Ученик Галилея Торичелли определил площадь циклоидыJ 
используя кинематиче.ские соображения. Оригинальное доказатель· 
ство теоремы Галилея дал в 1634 г. Роберваль и независимо 
от него Декарт и Ферма. В то же время Паскаль оnределил объем 
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и nоверхность тела вращения циклоиды, а также центры их тяжести. Сnо
собы построения касательноn к циклоиде устанавливаются Декартом, 
Ферма и Робервалем. В 1658 г. Рен оnределяет длину дуги циклоиды. 
Все эти исследования nроиsводились с помощью частных nриемов 
геометрического или механического характера. 

Дальнейшее изучение циклоиды относится уже к 9лохе могучего 
движения в истории математики, связанного с открытием леnбницев

скоrо метода исчисления бесконечно малых. Среди ряда замечатель
ных кривых циклоида была особенно привлекательна для испытания 

общности и силы нового метода как nотому, что многие ее еваяства 
были уже известны, так и потому, что применение нового метода 

к исследованию циклоиды оказывалось очень удобным в силу про· 
стоты ее инфинитеэимальных своhств. 

Среди своИсто циклоиды, открытых к эту эпоху такими учеными 
как Лейбниц, братья Бернулли, особое значение, выходящее за 

пределы самой математики, имело открытие Гюйгенсом в 1673 г. 
свойства изохронности циклоидального маятника как одной из 

закономерностей лрироды. Исследования Гюйгенса в связи с 9тим 
открытием имели еще и то значение, что они . nривели к установле· 

нию таких важных понятий дифференциальной геометрии, как nони· 
тия эволюты и эвольвенты. 

Глубокий научный интерес имело также открытие в 1696 г. 
Д. Бернупли и другими математиками свойства циклоиды быть 
брахистохроноn. И здесь следует отметить, что, помимо значимости 

этого свойства с естественнонаучноИ точки зрения, его открытие 

представляло собой круnную веху в истории математики, так как 

nри установлении 9того свойства в работах Бернупли были заложены 
основные идеи вариационного исчисления. 

§ 12. Кривые Штурма 

1. Качение параболы и эллипса по прямой. Рассмотренные 
нами в nредыдущем лараграфе циклоида и трохоиды определялись 

как траектории точки, находящейся в плоскости круга, который 

катится без скольжения вдоль nрямой; можно рассматривать кривые, 

образуемые аналогичным nутем, но вместо круга взять катящиИся по 

nрямой 9ллилс, гиnерболу или nараболу. Получаемые nри 9ТОМ кривые 
были исследованы Штурмом. 

Прежде чем обратиться к выводу уравнений кривых Штурма, 
наnомним читателю известное из кинематики nредложение, согласно 

которому бесконечно малое леремещение nроизводящей точки F 
(рис. 190), находящейся в nлоскости катящейся кривой, наnример 
nараболы, можно рассматривать как дугу окружности, центр которой 

находится в точке касания К nараболы с nрямой, по которой она 
катится (так называемый мгновенный центр). Ясно, что nри 9том 
касательная к траектории точки Р в любой момент движения является 
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одновременно касательно" к окружности 

а отсюда следует, что нормаль FK н 
в любой .момент движения проходит 
щую этому .моменту точну 

касания К. 

Заметив это, обратимся к 
исследованию кривой, являю

ше"ся т рае к т ори е" ф о
к у с а п а р а б о л ы, параметр 

которо" равен р, предполагая, 

что napaбona катится по оси 

абсцисс. 

Пусть FA- касательная в 
точке F (х, у) к траектории, 

у 
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с центром в точке К, 
mpaeнmoputt точни F 
через соответствую-

Рис. 190. 

описываемо" фокусом параболы. Прямая FK, соединяющая точку 
F с точкой касания К, будет, как замечено выше, нормалью к 
это" траектории в точке F. Обозначая угол, составленны" касатель
но" FA с осью абсцисс, через "'· имеем: 

у =FN=FK siп (90°-«)=FKcos "'· (1) 

Для определения FK учтем предварительно два известных сво"ства 
параболы; во-nервых, то, что касательная к ней в любоn ее точке 

составляет равные углы с фокальным радиусом-вектором и с осью 

параболы и, во вторых, то, что nоднормаль РЕ для всех точек дан

ной параболы является величиноn постоянной, равной ее nарамет

ру р. 

Используя nервое из этих сво"ств, имеем L FCA = L DKQ = 
= LFKA=90° -«; отсюда следует, что LEFK= 180° -2«. ЭN 
же сво"ство приводит к заключению, что L ЕРК = "'· Теперь имеется 
возможность определить F К: 

КЕ КЕ 
FK= sin(IS0'- 2•) = si_n 2•, но KE=PE!ga=ptga, 

следовательно, F К= ~~g2: = 2 с~' а . Подставляя найденное значе
ние FK в уравнение (1), получим: 

у= "L c~a' 

и так как cos а= ~~ , то у = ~ ~~ = ~ vт=t=Y' , или :~ = 

= * у у'- ~· . Это и есть дифференциальное уравнение искомо" 
траектории. Интегрируя его, получим 

ln~ +У у'-?) =1ne%-x +1пС. 
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Если считать, что в исходном положении ось параболы совпа~ 

дала с осью ординат, то при х =О имеем у=~- . При этом ус-

ловии С= f, и nолученное уравнение может быть заnисано окон
чательно в виде 

Таким образом, траеюпор11я фо~<уса параболы, 1<аmящейся по 
прямой, является цепной линией. 

Такие же соображения позволяют найти дифференциальное урав
нение т рае к т ори и фок у с а э л л ипс а, катящеrося по прямоU, 

которую мы посчитаем осью абс

I 

Рис. 191. 

цисс (рис. 191). 
Пусть F А - касательная к тра

ектории фо1<уса в некотором по

ложении катяшегася эллипса, тогда 

прямая FK будет нормальюкэтой 
траектории в точке F. Имеем: 

y=FN=FKsiп LFKN= 
dx 

= FK cos ~=FK liS. (2) 

Подобное выражение получим для у1 - ординаты второго фокуса 
F1 (x1,y1):y1 =F1N1 =F1Ksiп LF1KN1. Но по свойству фокальных 
радиусов·векторов эллипса L F1KN1 = L F KN. Следовательно, 

dx 
у1 = F1K cos ~ = F1K d8. (3) 

Присоединяя к равенствам (2) и (3) известные для эллипса соот
ношения FK+F1K=2a, уу1 =Ь' и исключая FK, F1K, у1, получим 
дифференциальное уравнение 

у'-2у dx +Ь'-0 
dS -' (4) 

которое выражает траекторию фокуса эллипса, катяшегася по пря

мой. Форма этой траектории напоминает форму укороченной ци
клоиды. 

Заменяя в уравнении ( 4) Ь' через -Ь', получим дифференuиаль
ное уравнение т рае к т ори и ф о 1< у с а гиперболы, катящейся 

по прямой; ее форма близка к форме удлиненной uиклоиды. 

Мы nриведем еше, не останавливаясь · на выводе, д~lфференuиаль
ное уравнение т рае к т ори и u е н т р а эллипс а, J<атящеrося по 



§ 12) КРИВЫВ ШТУРМА 251 

nрямоИ. Оно имеет вид 

y'dy 
dx = c;:Vr;(a;;;,=""y5,#) (Т':у:f' ==;ь"'') 

Траектории точек, лежащих в плоскости эллипса, катящегося 
уже не по прямой, а по другому эллипсу, были исследоuаны Бирманом, 

который вазвал их эпиэллипсида.Аш. 

2. Кривые Манrейма. Мы рассматрf1вали в этом nараграфе 
траектории точки, положение котароИ в плоскости катящеИся J<pивott 

было фиJ<сировано. Можно, одна1<0, рассматривать траектории точ1<и, 

находящеnся в плоскости катяшеnся кривоИ, предполагая, что при 

этом сама производящая точка меняет положение относительно этой 

кривой, оставаясь с ней конструктивно свяэанноl.:t некоторым опреде

ленным обра3ОМ. 
Так, наnример, можно рассматривать траекторию центра кри· 

виэны, соответствующего точке касания заданной кр~шоn с пря

моn линией, по котороtt катится кривая. Получаемая таким обра
зом линия называется по отношению к катящейся кривоn иривой 

Манzей.Аtа. 

Если катящаяся кривая выражена натуральным уравнением 

R=f(S), (5) 

то уравнение соответствующей ей кривоn МанrеИма nолучаете• очень 
nросто, как это вnервые и nодметил Мангеnм. Если nрямую, по 
котараn катится данная кривая, nринять за ось абсцисс, а отсчет 

длины дуги этаn криnой проводить от такой ее точки, которая 

совпадала с началом координат в исходном положении кривоИ, то 

S будет играть роль абсциссы точки кривой Мангейма, а R- роль 

соответствующей ординаты. Следовательно, уравнение кривой Мангейма, 
соответствующей заданной кривой (5), nолучится, если в этом урав· 
нении S заменить через х, а R -через у, и значит, такое уравнение 
заnишется в виде 

y=f(x). 

Так, наnример, для лоrарифмическоn сnирали, имеющей нату· 

ральное уравнение R=kS, кривой Маигейма будет nрямая y=k x; 
S' 

для цеnной линии R =а+ а кривои Манrейма является nарабола 

у=~+ а; для эвольвенты окружности R' = 2aS кривоИ Маигейма 
а 

является парабола у2 = 2ах и т. д. 
В предыдущих nараграфах для многих рассматриваемых кривых 

были указаны соответствующие им кривые · МанrеИма. 
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§ 13. Эвольвента окружности 

1. Свойства. Как и циклоида, эвольвента окружности является 
nредельноn формоn эnициклоид. Однако, если циклоиду можно 
представить себе как эnициклоиду для случая, когда радиус R 
неподвижного круга бесконечНо велик, то эвольвента представляет 

у 
собоn эnициклоиду, nолученную в 
nредnоложении, что радиус R не· 
nодвижного круга конечен, а радиус 

r nроизводящего круга бесконечно 

велик. Подобное представление рав
носильно представлению об эволь-

f------'г------"~МI:r,у) венте как о траектории точки, ле· 
жащеh на прямоf.1, которая без ско

льжения катится по окружности кру

z га радиуса R. 
Рис. 192. Принимаем центр круга за на· 

чало координат и nолагаем, что в 

начальный момент производящая прямая l была перпендикулярна 
к оси абсцисс, а вычерчивающая точка занимала положение А 

(рис. 192), затем nрямая l nоверну л ась на некоторыn угол t и вы· 
черчивающая точка заняла nоложение М. Тог да, cor лас но рисунку, 
будем иметь следующие соотношения: 

х=ОР= ON+CM=R cos t+MD sin t, 
y=MP=DN-DC=R sin t-MD cos t. 

Но так как MD = AD = Rt, то окончательно nараметрические 
уравнения 9оольвенты можно заnисать в виде 

х = R cos t + Rt sln t, } 
y=Rsint-Rtcost. (!) 

Полагая, что прямая, катясь по окружности, последовательно 

оnисывает один оборот эа другим, мы представляем себе эвольвенту 

в виде спирали, выходящеn из точки А и состоящей из бесчислен
ного множества витков. 

Определяя у г ловоl! коэффициент касательноn в nроизвольноn 

у Rt sin t 
точке кривоn, nолучим tg ~ = ~ = Rt cos 1 =!gl, откуда~=l(рис.193), 

т. е. касательная к эвольвенте в любой ее точке параллельна 

paдttycy окружности, проведенному в точку касания. 
Это свойство эвольвенты окружности является следствием известного 

своnства касательной к эволюте бы,_-ь нормалью эвольвенты. И так 
как эволюта, в нашем случае окружность, является геометрическим 

местом центров кривизны эвольвенты, то, очевидно, радиус кривизны 
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для эвольвенты окружности определится по формуле 

R.=MD=Rt. (2) 

Таким образом, радиус кривllзны в проl!звольной точке эвольвенты 
окружностll пропорционален углу 

поворота проllзводящей прямой. 

Оnределяя, далее, д л и н у д у
г и S эвольвенты, б у де м иметь: 

t t 

S= \ Vdx'+dy'= S Rtdt= 
в о 

=~Rt'. (3) 

Исключая из равенств (2) и (3) Рис. 193. 
параметр t, получим н а т ура ль н о е 
ура в н е н и е эвольвенты в виде R~ = 2 RS. По виду этого урав
нения заключаем, что если эвольвента окружности катится по 

прямой, то геометрическое место ее центров кривизны, соот

ветствующих точ-1сам касания, явлнется параболой. 

Площадь с е к т о р а ОМА, ограниченного дугоn эвольвенты, 
осью абсцисс и радиусом-вектором ОМ, определится по форму л е 

1 

Рис. 194. 

И=~ J (xdy-ydx)= 

t 

=~) R't'dt=}R't' . (4) 

Если принять во внимание фор
мулы (2) и (3), то nоследнее ра
венство можно записать в виде 

И=~· ~Rt'-Rt=}SR •. 

т. е. площадь сектора ОМА эвольвенты равна одной третll 
произведения длины дуги эвольвенты на радиус кривизны в конце 
этой дуги. 

Заметим еще, что nлощадь сектора ОМА может быть выражена 
также равенством 

1 1 - -
И=з SR.=y AD·AM. 

Подэрой эвольвенты окружности относительно начала коор

динат является спираль Архимеда. Деnствительно, опустив на 
касательную к эвольвенте в nроизвольной точке М перпендику ляр 
OS (рис. 194), замечаем, что полярные координаты р и ер его основания 



254 ТРАНСЦВНДЕНТНЫВ КРИВЫЕ [гл. vп 

S выразятся равенствами р = OS = NM = Rt, 'f' = t - ~. Исключая 

nараметр t, nолучим уравнение р = R ( 'f' + I), выражающее сnираль 
Архимеда, nовернутую относительно ее обычного положения на угол, 

равныn ~-
С т е р е о м е т р и ч е с J< и эвольвента окружности может быть опре

делена как шшия nересечения поверхности касательных к винтовой 

линш1 плоскостью, перпендикулярноn к ее оси. 

Деt1ствительно, пусть нинтоnая линия задана уравнениями 

х =а cos t, у= а sin t, z = Ы. Уравнения касательной в произволь
ной точке этой винтовой линии запишутся в виде 

x-acost у-а sшt z-Ы 

-а sin t ---acost -ь-

Полагая z =О, nолучим систему 

х=а (cos t + t sin t), у =а (sin t - t cos t), 

которая выражает, как видно, эвольвенту окружности. 

В области техники эвольвента окружности находит применение, 
как и все uиклоидальные кривые, прежде всего при профилировании 

зубчатых колес. По эвольвенте окружнос~и очерчивается профиль 
шайбы, являющеnся деталью подъемного механизма разводного моста. 

Лопасти турбинного колеса также иногда очерчиваются по эвольвенте. 

2. Обобщенная эвольвента окружности. Подобно тому ка1< тро· 
хоиды являются обобщением эnи- и гипсциклоид и представляют собоU 

у 

z 

Рис. 195. 

траектории точки, жестко свяэаннои с 1;1роизводящим кругом и нахо

дящеnся на произвольнам расстоянии от его центра, так к понятию 

обобщенной эвольвенты можно nриhти , nредполагая, что вычерчиваю

щая точка М лежит не на nроизводящеn nрямоh, а удалена от нее 

на расстояние /1. 
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Обращаясь к рис. 195, получим параметрические уравнения 
обобщенной ЭIЮJiьвенты. Имеем: 

x=OP=OB+CE+ED=R cos t+Rt sin t+lz cos t, 
у=МР= MD + DP=MD +АВ -AC=h sin t+R sin t-Rt cos t, 
или 

Частные случаи: 

x=(R+h) cos t+ Rt sin t, 
У= <R+h) sin t- Rt cost. 

1) h >О-удлшштая эвольвента окружности; если h < R. то 
кривая имеет две точки перегиба, если h = R, то на оси абсцисс
точка сплющенности, при h > R кривая вогнута по наnравлению к 
центру; 

2) h <О-укорочею<ая эвольвента окружности; имеет двойную 
точку; интересен случаи, когда h =- R; уравнения обобщенной 

Рис. 196. 

эвольвенты принимаКJт nри этом вид х = Rt sin t, у=- Rt cos t. 
Полагая х=у1 и у=-х1, получим ~=tgt, и следовательно, 
угол t можно рассматривать как nолярный угол ер по отношению к 
новой системе координат. Так как, кроме того, х2 + у2 = R'lf'A, или 
р' = R'<p', то уравнение обобщенной эвольвенты в рассматриваемом 
случае может быть заnисано в виде р = R<p и выразит сnираль Ар
химеда, которая является, таким образом, частным видом обобщенной 

эвольвенты окружности. На основе этого обстоятельства конструируют 
прибор для вычерчивания сnирали Архимеда. 

На рис. 196 представлены удлиненнаЯ и укоро••енная эвольвенты 
окружности, 
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§ 14. Погонная линия 

Представим себе, что на некотороЯ криваЯ 

F(e,'JI)=O 

[гл. vн 

(1) 

задана точка М (е1, '1}1) и, кроме того, на плоскости указана точка 
N(x1,y1) (рис. 197). 

Пусть точка М начинает равномерно двигаться по криваЯ (1). 
Поставим перед собоЯ задачу наЯти ту кривую, по котораЯ должна 
также равномерно двигаться точка N так, чтобы в любоn момент 

движения касательная, nро

ведеиная к траектории точки 

N, проходила бы через соот
ветствующее 9тому моменту 

положение точки М. 

Так формулируется из
вестная э а д а ч а о n о r о н
н оn л и н и и. 

Рис. IY7. Название криваЯ оnреде-
ляется тем обстоятельством, 

что по не я должна двигаться точка N, сnреследующая» другую точку М. По
гонная линия б у дет наиболее выrодноn траекториеn преследования 

в том смысле, что преследующая точка N, перемещаясь по погонной 
линии, в любой момент времени стремится двигаться к точке М по 

касательной к своеn траектории, т. е. по кратчаnшему nути, соеди

няющему точки N и М в этот момент. Именно по такой кривоИ 

должна бежать собака, догоняющая охотника или преследующая 

эаяца, если nредnолагать, что охотник и заяц будут двигаться по 
наперед заданной криваЯ (1). 

Задача о nогонной линии была nоставлена Леонардо да Винчи. 
Решена Бужо в 1732 г. 

Чтобы вывести уравнение nогонной линии, примем прямую, про
ходящую через начальные положения точек М и N, за ось абсцисс. 
Начальное положение точки N поСчитаем началом координат. Отно
шение nостоянных скоростей точек N и М обозначим через k. 

Если полагать, что за бесконечно малыt1 промежуток времени 
точка N nрошла расстояние dS, а точка М- расстояние dS1, то, 
согласно условию, получим соотношение dS = k dS,, или 

V dx'+d.r'=k V de'+d"''· (2) 

Теперь следует выразить de и d'Jj через х,у и их дифференциалы. 

Это можно сделать следуюшим образом. Согласно условию задачи 
координаты точки М· должны удовлетворять уравнению касательнаЯ 
к искамоя криваЯ, т. е. уравнению 

dy 
"1-У=ах (е-х). 
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Присоединяя к этому уравнению уравнение F (Е, 71) =О данноn кри
вой, оnределим из полученной таким образом системы ~ и 11 и под· 
ставим их значения в уравнение (2), в результате чего дифферен

циальное уравнение погонной линии запишется в виде 

( dy d'y) 
Ф х, у, liX' ах• =О. 

Две проиэвольные константы интегрирования наnдутся из начальных 
условий, согласно которым у= О и у'= О при х =О. 

В общем случае для nроизвольно заданноn <Кривоn охотника• 
F (Е, 71) =О решение nолученного уравнения является достаточно 
трудным. Задача значительно упрощается, если исследовать простеh4 

ший случаn, когда кривой охотника является пр я м а я л и н и я. 

Пусть в начальный момент точка М находилась на оси абсцисс · 
на расстоянии, равном а, от начала координат, а затем стала двигать

ся по nрямоn е= а в nоложительном направлении. Определяя е и 71 

иэ сис1·емы <=а, '71-У= :~ (Е-х), nолучаем <=а и "'=Y+ 
~ ~ + dX (а-х), откуда dE =О и d'!j =(а-х) dx' dx и, следователь-

v--- d'y 
но, уравнение (2) nримет вид dx' + dy' = k (а-х) JX' dx, или 

V1+ (IO'=k(a-x):;.. 
dy 

Для интегрирования 

dp =k(a-x) dx' или 

полагаем dX = р; тог да 

dx _ dp . 
k(a-x)- Jfl +Р'' 

1 

VI + P' = 
следоватеJIЬНО, 

ln(p+ V1 +P')=ln C- ln(a-x)•,илиp+V1 +Р' =--с-, . 
(а-х)" 

dy 
Так как, согласно условию, в начальный момент прих=О dX..=p=O, 

1 1 

то С=а" и, значит, P+Vl+p'=(1-~)-•; сдруrоllстороны, 

V 1 + р'-р = 1 ( 1 - ~) ~. Исключая р иэ nолучен-
Р+ Jfl+p' а 

ной системы, находим: 

dy 1 х -- х -
[ 

1 1 J 
p=dx = ?. ( 1 - и) •- ( 1 -и )• . 

Интегрируя nолученное уравнение, будем иметь: 

1 
( x\1--1--J • 

+ al 
1 li 

(3) 
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Так как у= О при х =О, то С= k' ~ 1 и окончательно уравнение 
погонной линии заnишется в виде 

y=;k[( ~~~~+ ~ +(I-:i: i ]+k:~I; 
при этом предполагается, что k ор 1. 

Если k = 1, то после интегрирования уравнения (3) получим 
уравнение nогонной линии в виде 

у=~ [ (1 ~~)'-1п ( 1- ~) l+c. 
Требуя , чтобы кривая проходила через начало, получим С=- ~ . 

Исследуя форму кривой на основании nолученных уравнений, 

приходим к следующим заключениям: 

1. Касательная в начале совпадает с осью абсцисс. 

2. В интервале О < х <а производная у' положительна, как это 
следует из равенства (3), след.овательно, кривая nоднимается над 
осью абсцисс. 

3. При х - а у'- со, т. е. касательная к кривой стремится 
стать перпендикуляр1юtt к оси абсцисс. 

ak 
4.Прих=аиk>1 rюлучаему=k'- 1 ; при х-а и k<1 име-

ем у- со; при х-а и k = 1 имеем у - оо, как это видно из 

уравнения nогонной линии, соответствующего этому случаю. 

v 

d) 

Рис. 198. 

Таким образом, при k > 1 погонная линия пересечет nрямую 
t =а и, следовательно, точка N действительно догонит точку М 

(рис. 198, а). 
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При k ~ 1 nогонная линия асимптотически приближается к nря

мой х =а и, следовательно, на конечном расстоянии точка N не 
сможет догнать точку М (рис. 198, 6). 

Следует заметить в заключение, что при рацион а ль н о м зна· 
чении k, не раnном единице, погонная линия является а л г е бра и
чес к о tt, в частности, при k целом- i<pивotl: параболичесJ<оrо тиnа 

(если k = 2, т. е. скорость собаки о дuа раза больше скорости 
охотни,<а, погонная линия является J< у б и к оn Ч и р н r а уз е н а 
(стр. 88)). При k=1 и nри k иррациональном nогонная линия 
является т р а н сцен д е н т н о t1 кривой. 

Мы хотим nривести еще один сnособ образования погонноlt ли

нии, nредложенный Гауссом. Пусть требуется на11ти кривую, обла
дающую тем своиством, что любые две касательные ее отсекают на 

Рис. 199. 

дашюn nрямоn отрезок, отношение J<оторого J< длине дуги между 

точками касания является величиной постоянно«. 

Пусть r-данная. прямая, М И N- точки касания, а М1 и N1 -соот
ветствующие точки прямой r (рис. 199). Представим себе, что 

точка М1 движется равномерно по прямой г, тогда, очевидно, соот· 

ветствующая ей точка М должна также равномерно перемещаться по 

кривоn, так как только при этом условии б у дет сохраняться nосто

янство отношения длины дуги MN и отрезка M1N1• Отсюда следует, 
что условия, определяющие искомую кривую, совладают с услшщ

ями, определяющими nогонную линию. 

§ 15. Кривые Рибокура 

Рассмотренная нами ранее (стр. 220) трактриса имела своАство 
постоянства произведения радиуса кривизны R в nроизвольной ее 

точке на 1-юрмалъ N в этой точ1<е. Это свойство выражаJiось ра
.венством 

.RN=c. 
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Мы заnмемся теnерь кривыми, обладающими своr:tством, выража-
емым равенством 

R 
н=k=const. (1) 

Определяя R и N по известным форму лам, получим дифференциаль
ное уравнение крuвых Рuбокура в виде 

3 

(l+y'')2 =_l_y(I+y''){ где_l_=k, 
у" n ' n 

иначе у• = ~ ( 1 +У")·, о у• y'dy' следовательно, у' dy' n dy у н = dy- , l+v·•= v• 
1 

откуда, после интегрирования, 2 In(l +Y"')=n !пу-п In С, или 

у'= у (f)'"- 1 и окончательно 

Выбирая надлежащим образом начало системы координат, можно 
С1 обратить в нуль и искомое уравнение кривых Рибокура запи-
сать в виде 

fy dy 

Х= о Y(f)'"- 1 . 
(2) 

Согласно условиям интегрирования дифференциальных биномов 
интеграл, стоящиn в правой части, может быть выражен в элемен-

1 1 1 
тарных функциях в конечном виде, если 21i = k или 21i- 2 = k, г де 

1 1 
k- целое число, иначе, если n = 2k или n = 2k + 1 . Таким о бра-

! 
зом, если n = h, где h- любое целое число, то из (2) будем 

1 

1 ) y"m+Tdy 
иметь (полагая n=- т+! dx= ~~ -~- __ ,_.Заменяя те-

V ст+•-ут + ' 
1 1 (т+ I)um+ 1 du перь ym-:t=i через tl и ст+Т через а, получим dx 

Если nоложить и= а sin t, то 
1 

х==(т+ !)С) s!nm+ltdt, y=Cs!nm+•t. (3) 
о 
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Равенства (3) служат параметрическими уравнениями кривых f'и-
1 

бокура для случая, когда n = h, где h- любое целое число. 

/{ этому семе"ству относятся некоторые хорошо известные кривые: 
1) при т= О имеем х =-С cos q>, у= С sin q>- о к р у ж н о с т ь; 

2) при т=1 имеем x=~(2t-sin2t),y=f(\-cos2t)
ц и к л о и д а; 

х х 

3) при т=-2имеему=f(.е-ё+е-с)-цепная линия; 
4) при т=-3 имеем х'=2С(у-С)-парабола. 
В общем случае, соответственно этим четырем кривым, Рибокур 

выделяет четыре группы: 1) оt>ружностll высшllх порядt>ов, если 
т+ 1 -положительное нечетное число, 2) кривые цшслоидальноzо 
тllna, если т+ 1 -положительное четное число, 3) t>pllвыe т11nа 
цепной лин.ии, если т+ 1 -отрицательное нечетное число 
4) параболы высших порядt>ов, если т+ 1 -отрицательное четное 
число. 

Не nриводя детальных выкладок, заметим, что д л и н а д у г и 
1 

криво" Рибокура S=(т+1)С S slпmtdt, а ее радиус криви
о 

э н ы R =-(т+ 1) С slnm t . Исключая из этих двух равенств nара
метр t, получим н а т ура ль н о е ура в н е н и е кривой Рибокура 

S=-_!_ j' ,. dR 

tn V [<т~ I)сГ ~- 1 

1-n 
Полагая эдесь (т+ 1) С =а и т= Т+/i , nолучим: 

s-n+IJ dR 
-n-1 V (~)2;:!:,' -1 

Сопоставляя это уравнение с натуральным уравнением синусо
идальных спирале" (см. стр. 154), можно прийти к заключению, что 
кривые Рибокура и синусоидальные спирали объединяются в общем 

::~'~"'.. J~'; ~::···:~'·:::~:·:::"· .. ::::~~:,~ 
вых Чезаро. Кривые Чезаро определяются также как линии, у ко

торых радиус кривизны в произвольной точке Р пропорционален 
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соответствующему отрезку нормали, отсекаемому на этаn нормали 

полярой точки Р относительно некоторой окружности. 

Следует заiltетить, что nроблема нахождения кривых, удовлет-

воряющих равенству ~= const, была поставлена еще И. Бернупли 
в 1716 г. при исследовании воnроса о том, как наtlти в вертикаль
ноn плоскости кривую, обладающую тем cnoncrвoм, что материаль

ная точка, перемещаясь nод действием силы тяжести по этой кривой, 

оказывала бы на эту кривую во всех своих положениях одинаt<овое 

давление, равное весу этоИ материальной точки. 

Задача Бернутш была решена ЛеИбниuем и рядом других ученых. 
Детальное исследование этих кривых было осуществлено в 1880 r. 
Рибокуром в связи с его работами по теории минимальных nоверх

ностеl::f. 

§ 16. Клофоида 

Если логарифмическая сnираль, рассмотренная нами в одном из 
предыдущих nараграфов, являлась кривои, у котарои кривизна ме

няется обратно пропорционально длине дуги, то клофоида *) опреде
ляется как ~&ривая, "Кривизнд которой лtен.яется прялсо пропорцио

·нальн.о длине дуги. 

Согласно этому определению натуральное уравнение клофоиды 
·можно заf!исать в виде 

R=~! a=const, (1) 

dS da S S 
и Tal< как R = d. . то ilS =· и, следовательно, dll. =а dS' OTI<Y да 

(2) 

Если систему прямоуrОJIЬНЫХ координат nыбрать так, чтобы кри
)3ая касалась оси абсuисс в начале и полагать, что отсчет длины 

дуги ведется от начала l<оординат, то постоянная С обратится ~ нуль 
и уравнение (2) заnишется в виде 

(3) 

Используя это равенство и известные соотношения, согласно ко-
dх dy . 

'l'Орым dS = cos r;., dS = sш а, б у д ем иметь: 

S' . S' 
dx = cos ia dS, dy = sш Za dS. 

*) ~л.с.)в~- нрясть. 
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Интегрируя последние равенства, получим nар а м е три ч е с к и е 
у р а в н е н и я клофоиды 

s 
Х= s cos ~dS, у= 

о 

(4) 

Постоянная интегрирования равна нулю, так как при нашем выборе 

системы координат при S =О должно быть х =О и у= О. 
Интегралы, стоящие в правых частях полученных уравнениn, не 

выражаются, как известно, в конечном виде и могут быть заменены 

лишь соответствующими бесконечными рядами. 

Клофоида касается оси абсцисс в начале J<Оорд1шат, имея nри 
этом кривизну, равную нулю. При возрастании длины дуги кривизна 
кривой пропорционально воз-

растает и клофоида закручи- У 
вается, делая бесконечное ко· 

личество оборотов вокруг точ-

ки М1 (рис. 200). Координаты 
gтon точки оnределяются по 

формулам 

х, = s cos ~dS, о .z 

о 

"' S' 
у,=' sinz.dS. 

ъ 

Известно, что каждыИ иэ этих 

интегралов равняется Y2;w_ Та- Рис. 2ОО. 

ким образом, точка М1 ( v;;w, v;;;a). является а с и м n т о т и ческой 
т о ч к о n клофоиды. Изменяя S от О до - оо, получим вторую ветвь 
криuой, расnоложенную в третьеМ координатном у г л е и имеющую 

асимnтотическую точку М, ( - v;;;a , - v;;;a). 
Клофоида юfеет применение в железнодорожной технике. где 

она известна под назваш1ем радиоидальноii спирали, будучи идеаль
ной лереходной кривой (см. стр. 184). 

Первое исследование клофоиды произведено в 1874 г. физи
ком Корню при изучении им вопросов, связавных с явлением ди

фракuии света. В связи с эт~м клофоиду называют также спиралью 
Норнiо. · · · · ·· · . . 

Мы хотим обратить внимание читателя на то, что натуральные 

уравнения как логарифмической с-nирали, так и клофоиды являются 
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частными случаями уравнения 

(5) 

выражающего кривые, называемые псевдосnttраля.ми. 
Среди известных кривых к ним относятся, кроме логарифмическо" 

спирали (т=\) и клофоиды (т=- 1), также эвольвента окруж-
1 

ности, для которо" т=т· 

Характерное сво~ство псевдоспиралей заключается в том, что их 

вволюты являются также псевдоспиралями. Убедиться в этом 

о 

Рис. 201. 

можно, используя способ определения эволют 

для кривых, заданных натуральными уравнения· 

ми (см. стр. 268). Согласно этому способу, 
если через R и S обозначить длину дуги и ра
диус кривизны заданно" кривой, а через R1 

и S1 -длину дуги и радиус кривизны соответ-
dR 

ствующе" еп эволюты, то R1= R dS и S, = R. 
;z Применительно к уравнению (5) получим 

R1 =a'l.тgtm-1, S1 =aSm, или, исключая S, 
1 2m-1 

R1 =тат S,---т (6) 

-натуральное уравнение эволюты псевдосnи· 

рали, являющейся, как видно, также псевдо

спиралью. 

Полагая в уравнении (6) т=-1, получим натуральное уравне-

ние эволюты клофоиды R1 =-...!._S~ ·(рис. 201). 
а 

Заметим в заключение этого параграфа следующее. 
Зависимость между углом о;, составляемым касательной к клофоиде 

с осью абсцисс, и длиной ее дуги S выражается, как мы видели, ра
венством (3) 

Обобщая, можно рассматривать зависимость 

a=f(S), (7) 

где f(S), вообще говоря, произвольная функция. 
Исследованием кривых, в предположении, что они эаданы уравне· 

нием (7), занимался Краузе. Среди этих кривых специфическую форму 
имеют кривые, выражаемые уравнением 

a=k sin S. (8) 
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Чтобы получить их натуральное уравнение, продиq>ференuируем урав· 
da 1 S пение (8) по S. Получим .iiS = k cos S, или R = k cos , откуда 

R=k secS. (9) 
Кривые, натуральные уравнения которых имеют вид (9), наэы· 

ваются узорными н:ривы.ми. 

11) ' uu 
:: о о 

Рис. 202. 

На рис. 202, а, б, в представлены формы узорных кривых для 

случаев k=i• k="• k=21t. 
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ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

§ 1. Эволюты и эвольвенты и их обобщения 

1. Эволюты и эвольвенты. Понятие эволюты данноtt кривоtt как 
2eoJtempuчec~&oгo .места центров ее кривизны и, одновременно, как 

огибающей нордалей данной нривой, установлено Гю~rенсом в 1665 r. 
Сама данная кривая по отношению к своей эволюте называется эволь· 
вен.той и определяется как ортоzональн.ая траектория JСасатель· 

ных " эволюте. 

В силу того, что н.ор.мали к эвольвенте являются 1Сасатель

ньищ к эволюте, эвольвенту заданной кривоn можно вычертить не

прерывным движением. Для этаn цели изготовляется шаблон заданной 
кривой. В какоn-либо точке ее закрепляется конец нерастяжимоn 
нити, которую обвертывают вокруг кривоn, а на другом его конце 

эаJ<репляют чертящее острие. Если теперь развертывать нить, остав
ляя ее всегда в натянутом состоянии, то острие вычертит эвольвенту. 

Наиболее общие соотношения между эволютоR и соответствующе~ 
ей эuольвентоn, помимо уже уnомянутых, ТЭI<овы : 

l) при монотонном изменении радиуса кривизны R эвольвенты 
nриращение его nри перемещении центра кривизны из начала ка

коn-либо дуги sl эволюты в конец ее равняется длине этаn дуги; 
ес~и за положительное направление на эволюте выбрать то, .которое 

соответствует возрастанию радиуса кривизны эвольвенты, то указан

ное своRство nриводит к равенству dR = dS1, согласно которому 
дифференt!tlал дуги эволюты равен дttффере~<циалу радиуса нptt· 
вuзны эвольвенты; 

2) точке э1<стремума радиуса .. кривизны эвольвенты соответствует 
на эволюте, вообще говоря, т о ч 1< а в о з n р а т а; 

3) точке эвольвенты, в котараП кривизна ее равна нулю, соот
ветствует бесконечно удаленная точка эволюты и соответственно ее 
б е с к о н е ч н а я в е т в ь, асимптотой к отораn служит нормаль к эволь

венте в точке ее нулевоn кривизны. 

Приведеиные выше определения эволюты дают возможность вы
разить ее аналитически. 
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В общем случае, когда заданная кривая имеет уравнение 

f (х, у)=О, 

соответствующая ей эволюта оnределится уравнениями 

<=x--J-p~; 1/=У--1-Р*-· 
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(1) 

(2) 

где е и "'l- координаты точки эволюты, соответствующие точке 
с координатами х и у заданноtl криво~;t, и, кроме того, 

(I0'+ ($)' 
р= 8 • 

д'f д'f дf 

дх' дхду ах 

д'f д'/ дf 
8 = ахау д.У' ах· 

'!!.. ?!. о 
дх ду 

Уравнения (2) выражают координаты е и 11 точ1ш эволюты кривой 
( 1) как функции nараметров х и у, связанных между собой равен

с-rвом (1). 
Значительно nроще находится эволюта в случае, когда заданная 

кривая выражена параметрическими уравнениями 

X='f'(t), y=<ji(t). (3) 

Если координаты точки эволюты обозначать nо-nрежнему через Е и 
"'~• то nараметрические уравнения ее б у дут иметь вид 

<= х-.Ух~+.У~ 
ху -ух' 

· Xs+Y' "'i=Y+ х -.-.. - . . -. . 
ху-ух 

(4) 

Пользуясь этими уравнениями, легко найти, наnример, э в о лют у 
э л л и пса х =а cos t, у= Ь sin t, nараметрические уравнения кота~ 
роИ имеют вид 

<=а'-Ь' cos•t, 
а 

а2-Ь2 . s 1/=- - 0- SIП t. 

Исключая nараметр t, nолучим уравнение 

( ' )} + ( ~ )} а2 -Ь':! а'-Ь1 =l, 
а Ь 

по виду которого приходим к за i<ЛJочению, что эволюта эллипса яв

ляется частным случаем кривых Ламэ (рис. 123, а). 
Особенно удобно определяется эволюта кривой, если пос:1едняя 

задана н а т у р а л ь н ы м у р а в н е н и е м 

R= <p (S). (5) 
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Употребляемый эдесь способ выгоден и в том отношении, что дает 
возможность просто решать и обратную .задачу, т. е. оnределять 

эвольвенту по заданноИ эволюте. 

Суть этого способа такова. Пусть R и S- радиус кривизны и 
длина дуги эвольвенты, а R1 и S,- радиус кривизны и длина дуги 
соответствующеИ эволюты. Обозначим, кроме того, через а и а1 уг
лы, составляемые с осью абсцисс касательными в соответствующих 

da 1 da1 1 
точках эвольвенты и эволюты. Тогда iiS = R., dS

1 
= R;, и так как 

dS1 = dR и da1 = da ( а1 =а+~) , то '1{ = ~,' и, следовательно, 
dR \ 

R,=R tiS• J (6) 
S,=R+c . . 

где с- постоянная, которую, выбрав надлежащим образом начало 
отсчета длины дуги эволюты, можно обратить в нуль. Уравнения (6) 
выражают эволют у к р и в ой (5). 

Определяя из этих уравнений R и S, получим уравнения 
R=S1, 

S - s S,dS, 
- R1' 

(7) 

выражающие э в ольвен т у крив ой, заданнои натуральным урав

нением. 

Применим этот способ к определению эволюты эпицикл о и д ы., 

натуральное уравнение котароИ имеет вид 

R' s• 
ii'+Б'= 1. 

Для nростоты дальнеиших выкладок, выразим это уравнение в пара· 

метрическоИ форме, полагая R =а cos t и S = Ь siп t. Польэуясь 
уравнениями (6), получим: 

dR -а sin t as 
R1 = R iiS =а cos t ----ьооsт =-Ь sln t, 

S1=R=a cost. 

Исключая nараметр, будем иметь ~+#=(Б-)', т. е., как видно, 
снова эnициклоиду. 

В качестве второго примера наИдем • в оль в ен т у о к р у ж н о
с т и, натуральное уравнение к отороИ R1 =а, г де а - радиус этой 
окружности, На основании уравнений (7) имеем: 

S= s S,dS,= s S,dS,=~ 
R1 а · 2о' 

R=S,. 
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Исключая S1, nолучим R' = 2aS- натуральное уравнение эвольвенты 
оf(ружности. 

Определяя эвольвенту эв<;~львент~, мы получ~м вторую эвольвенту 
заданной кривоll. Для окружности, наnример, натуральное уравнение 
второй эвольвенты имеет вид 

R'=~ aS'. 

Кривая, выражаемая таким уравнением, названа спиралью Штурла. 
Штурм определил ее как кривую, для котороll радиус кривизны 
в любой ее точке равняется радиусу-вектору этой точки. 

Мы остановимся еще на одном способе определения эволют и 
эвольвент. 

Если а- угол, составляемыn с осью абсuисс касательно~ к не
которой кривой, а р =ер (а)- расстояние этоn касательной от на•tала 

координат, то касательная выра.sится уравнением 

х cos (90°-а)+ у sin (90°+<>) -р=О, 
ИJIИ 

-х sin <>+у cos а -'!'(<>)=0. (8) 

При различных значениях сх, меняюшихся от- оо, до+. оо, урам
нение (8) выразит множество касательных к заданной кривой, сле

довательно, можно считать, что оно определяет заданную кривую как 

огибающую ее касательных. 

Если теnерь nродиффереf!uировать уравнение (8) по параметру ~. 
то получится уравнение 

- х cos а-ysin а- '1''(<>)=0, (9) 

которому, как нетрудно видеть, соответствует прямая, перпендику

лярная к nрямой (8). При меняющихся значениях а уравнение (9) 
выразит семеj;tство нормалей к заданной кривой и одновременно се

мейство касательных к новой кривой, которая является огибающеn 

прямых (9). Очевидно, что к р и в а я (9) б у д е т э в о л ют ой к р и
в оn, за д а н н оn ура в н е н и е м (8), а эта последняя в свою 
очередь есть эвольвента криво!! (9). 

Чтобы от уравнения (9) перейти к обычному уравнению эво
люты, достаточно, согласно общему сnособу нахождения огибаю
щеll, nродифференuировать уравнение (9) по параметру а и, 
nрисоединяя к nолученному уравнению уравнение (9), nараметр " 
исключить. 

Наоборот, если требуется найти эвольвенту кривоll, заданной 

уравнением (8), достаточно умножить обе части этого уравнения на 

da и проинтегрировать его. Чтобы от полученного таким путем урав
нения эвольвенты перейти к ее уравнению в точечных координатах, 

достаточно обычНhl.\f nутем f'!сключить nараметр а. 

1J•8 А. А. Caвenou 
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Так, например, для эвольвенты окружности и>~еем р =а~ (рис. 193), 
следовательно, согласно (8), она выразится уравнением 

-xsin~+ ycos~ -а~=О, 

а ее эволюта, согласно (9), уравнением - х cos ~-у sin ~-а= О, 
которое представляет, как видно, окружность. 

Для логарифмической спирали величина р определится равенством 

p=e'f'sin~, или, в силу того, что (J.=Const=c, равенством р=се19, 
где q>=~-f' (рис. 145). Следовательно, согласно (8), эта спираль 
может быть выражена уравнением - х sin а:+ у cos '1.- ce«-~L =О, а · ее 
эволюта- уравнением - х cos а-у stn а- сеа:-р. =О, которое вы· 

разит также логарифмическую спираль, как в этом легко убедиться, 
если указанным выше путем привести это уравнение к уравнени1о 

в точечных координатах. 

2. Эволютоиды. Рассмотрим некоторые обобщения понятий эволюты 
и Эвольвенты. Первым из них являются линии, исследованные еще 

Рис. 203. 

боА также окружность 

данной. 

Реомюром и названные эволютоидажи. 
Эволютаида заданной кривой представ

ляет собой огибающую, но уже не норма
лей этой кривой, как ее эволюта, а nря ... 
мых, отклоняющихся от нормалей на неко

торый угол, величина которого nостоянна. 

Ясно, что nри этом сама данная кривав 

будет изогональной траекторией касательных 

к эволютоиде, nодобно ·тому как эвольвента 

была ортогональной траекторией касатель
ных к эволюте. 

Простейшим nримерам является эво
лютоида окружности, представляющая со

меньшего радиуса и конuентрическую с 

Аналитически эволютаиду можно выразить следующим образом. 

Пусть 

f(E, 11)=0 (10) 

-уравнение заданной кривой, для котараn должна быть найдена 

эволютоида. Постоянный угол, составляемый прямыми, огибающей 
которых будет эволютоида , с нормалями заданной кривой, обозначим 

через Т· 
Пусть М (х,у)- точка эволютоиды, соответствующая точке N (E,1j) 

заданной кривоА (10) (рис. 203). Определяя угловой коэффиuиент 
nрямой NM и nодставляя его в уравнение nучка прямых, проходящих 
через точку N, получим уравнение прямоА NM в виде 

(х-Е) ( 1 -attgт) + (у-11) (tgт +~)=о. (1 1) 
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Искомая эволютоида и будет огибающеn прямых (11), следовательно, 
для аналитического выражения ее нужно лродифференuировать .):рав· 

нение (11) no лараметру о, что приведет к равенству 

l+ ('!i)' 
-(x-<)tgт+Y-"'1=~- (12) 

d;~ 

Решая систему уравнениИ (11). и (12) относительно разносrеn· х-Е 
и у- "lj, лолучим уравнения 

1+ (~ ) ' '- ' d; (t ..L d~ ) X-;~COS Т~ gT 1 (/1 , 
d" 1 

(·d~ ) ' f 
' 1 + d; ' d~ ) 1 

y-"1j=COS Т d'~ \ d; tgт-1 , J 
d:i 

(13) 

которые и определят координаты точки М (х,у) эволютоиды как 
функuии координат точки N (о, "1/) заданной кривой. Присоединяя 
к этим уравнениям уравнение (10) и исключая < и "lj, мы получим 
у р а в н е н и е э в о л ю т о и д ы в прямоугольной системе: 

Пользуясь уравнениями (13), можно лолучить интересное соотно· 
шение, определяющее nростой способ nостроения эволюТОидЫ по 
точкам. Возведем с этой целью в квадрат обе час·fи каждЬГо из 
уравнений ( 1 3) и сложим nолученные равенства, nолучим 

[ 1 +(~\'l' 
(x-<J'+<v-"'l)'=cos'т . d; J 

t/~Yj \ 'l 

k·! 
Выражение, стоящее слева, есть квадрат расстояния MN, а дробь 
в nравой части яв;1яется квадратОм радиуса кривизны заданноn кри· 

воn ( 1 О); отсюда следует, что 

MN=Rcosт. 

Таким образом, точка М эволютоиды, соответствующая точке N за
данной криво", может быть получена, если радиус кривизны NC за
данной кривой в точке N сnроектировать на nрямую NM, nроходя
щую через точку N и составляющую с нормалью угол Т· Отсюда и 
вытекает, как это было замечено еще Реомюром, простой способ 
nостроения эволютоиды по точкам, если нормали к заданной кривоn 

известны. 

3. ·эволюта Браудэ. Другим обобщением эволюты является так 
называемая эволюта Браудэ, оnределяема~ следующим обрааом: на 

' /,8• 



272 ДОЛОЛНИТР.ЛЬНЫР. СВВдР.НИЯ {гл. V IIJ 

нормали ваданноn кривой н какой-либо ее точке N откладывают от
резок NM = kR, где R- радиус кривизны этой J<ривой в точке N, 
а k- некоторое число; геометрическое место конuов М таких от
резков и будет эволютой Браудэ для заданной кривой. 

Пусть заданная кривая выражена уравнением y=f(x). Возьмем 
на это!! кривой некоторую точку N (х, у) и nусть точка С (Е, ~)
центр кривизны, соответствующий точке N, а М (Е1, ~1)- соотвеi· 
ствующая точка эволюты Браудэ (рис. 204). Применяя формулы для 
определения координат точки, делящеn отрезок в заданном опю

о 

шении, nолучим: 

, <+•х 
,,=1+), ' 

) _1-k 
причем , - -k-

~+·У ~.=1+'' (14) 

E=x-y(I+Y'> 
ji ' 

~=Y+ l+.y'. 
у 

Таким образом, эволюта Браудэ вы
х ражается уравнениями (14). 

Рис. 204. Присоединяя к этим уравне~иям 
уравнение заданной кривой и исклю

чая параметры х и у, лолучим уравнение эволюты Браудэ для задан

но!! кривой в декартовой системе. 

Применяя указанный сnособ " оnределению эволюты Браудэ для 
параболы у=х', nолучим: 

, _х(•-4х') ,,_ 1+• 1 +2х'('+З) 
~.= 2(1+•> 

что дает в общем случае рациональную кривую 3-го nорядка. 
. 1 

Если nолагать Л=- 3, т. е. считать, что k =- 2 , то эволюта 
Браудэ будет директрисой заданноn nараболы. Отсюда следует, что 
центр t<рuвизнЬt в любой то<t<е парабол~>~ отстоит от заданной 

на ней точми н.а расстояние, в два раза больше.е, чем расстояние 

этой точии от директрисы, считаемое по нормали. Этим обсто
ятельством указывается способ nостроения uентра кривизны для про~ 

извольноn точки nараболы. 

Для ·астроиды, заданной уравнениями х = cos3 t, у= sin:s t, эво
люта Браудэ выразится уравнениями 

Е _ (Л - .2) cos' t + 3 cos t , _ ---1-+т--- ' 

что дает кривую 6-го порядка. 

~. 
(Л-2) sin' I+З sin t 

I + Л 

~ частном случае, когда Л= 2 и, следовательно, nри {l =} 

эволюта Браудэ для астроиды обращается в окружность с рад«усом, 
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3 
равш.1~ 2 ; при Л=- 2 и, следовательно, nри k =- 1 получается также 

окружность. Интересен случаll, когда Л=- 4; эволюта Браудэ об
ращается эдесь в четырехлепестковую розу. 

Заметим еще, что эволюта Браудэ для синусоидальных спиралей 
является также синусоидальноt:J спиралью. Определяя, например, эва· 

3 
люту Браудэ для лемнискаты и полагая при этом k = 2 , мы получим 

равностороннюю гиперболу, что можно использовать для построения 
центра кривизны в nроизвольной точке лемнискаты, если известно 

направление ее нормали в рассматриваемой точке. · 

4. Эллиптические эволюта и эвольвента, Мы обратимся теnерь 
наиболее интересному обобщению понятнА эволюты и эволь

ненты. 

Пусть имеем нить длиноll l, заданную кривую К и точку О, сов
!lадающую с началом координат. Представим себе, что один конец 

нити закреплен в какой-либо 
точ1<е А заданноh криnоh, а 

другоll ее конец- в точке 

О (рис. 205). Чертящим ос
трием М натянем нить и бу~ 

дем nеремещать ero так, что~ 
бы нить оставалась в натя

нуто~t состоянии и nри дви

жении его огибала бы за~ 

данную кривую. 

Кривая, вычерчиваемая при 
этом острием, будет, очевид

но, своеобразным обобще

нием nонятия эвольвенты. 

у 

к 

Рис. 205. 

Чтобы получить ее аналитическое выражение, условимся в следую

щем: пусть заданная кривая имеет уравнение у= f(x), точка М (е, '1) 
есть некоторое положение чертящего острия, а в точке В (х, у) нить 
касается заданноh кривоh. Так как длина нити предполагается равноn 

l, то ОМ +MB+S=l, где S=SA, или 

ve• + '~' + V<e- х)' + <'1-у)' -t-s. (15) 

Уравнение прямой МВ, 1<ак касательно!! к данноМ криво!! в точке 
В (х,у), запишется в виде 

'1 -У=У' (Е-х). (16) 

О~ределяя иэ уравнениll ( 15) и ( 16) текущие координаты е и '1 
точки М, мы получим уравнения, которые и будут выражать ис1<омую 

кривую К1 в функциях х и у. 

1/19 А. А. Саеепое 
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Важное своnство этой кривой заключается в следующем. Если 
на продолжении nрямой ВМ отложить отрезок MN= ON и опре

делить координаты точки N, то отношение их даст угловоn коэффи
циент прямой ON. Если, с другой стороны, оnределить у г л о вой ко
эффициент касательноf! к исследуемоn кривоtl в точке М·, то можно 

обнаружить, что произведение нэnденных yr ловых коэффиц"tентов 

будет равняться -1, т. е. касательная nерпендикулярна к прямой ON 
и, значит, совпадает с высотой треугольника OMN, а так как этот 
треугольник равнобедренный, то она будет одновременно и биссек

трисой угла OMN. Отсюда следует, что касательная т к !lсследу
емой кривой К1 образует с прямолzиtейны~ии чacmя.Atll нити рав
ные углы. Вследствие этого нормаль n будет образовывать равные 
углы с прямыми ВМ и МО. 

Это последнее обстоятельство приводит к интересным выводам. 
а именно, если полагать, что точка О является светящеhся, а иссле
дуемую кривую считать способной отражать лучи; то первоначально 

заданная кривая 6.удет огибающей этих лучей, т:е. будет к а т а к а у
с т и к оn заданной кривой. 

Если nостроить эллиnс с фокусами в точках О и В, nроходящий 
через точку М, то касательная т к исследуемой кривой К, б у дет 
одновременно касательноn к эллипсу. Это дает nовод рассматривать 
кривую К1 как о г и б а ю щ у ю э л л и nсов с фокусами в точках 

О и В и большой осью,. равной l- S. В силу этого обстоятельства 
исследуемую кривую К1 называют эллztптической эвольвентой кри
воl::t К; кривую К в свою очередь называют эллиптической эволютой 
кривой К1 • 

§ 2. Параллельные кривые 

В предыдущем параграфе мы уже пользовзлись уравнением вида 

у cos ~ - xsin~ - <p(~) = O. (1) 

При nостоянном значении сх это уравнение выразит прямую, отсто
ящую от начала координат на расстоянии, равном ер (сх); при меняю

щихся значениях а-- множество прямых, касательных к некоторой 

кривой, являющеnся о г и 6 а ю щей этих nрямых. Это nоследнее об
стоятельство дало нам возможность считать, что уравнением ( 1) 
оnределяется некоторая .. кривая К. 

·Если уравнение (1) продифференцировать по параметру ~. то nо
лучится уравнение 

-y sin ~- х cos ~-<р' (~)=0. (2)• 

При фиксированном значении ~ это уравнение выражает прямую, nер
пендику лярную к nрямой ( 1 ), как это видно из соотношения коэф

фициентов при х и .у в уравнениях (1} и (2). Кроме того,. согласно 

рбщей теории огибающих, уравнению (2) должны удовлетворять ко
ординаты точки, в которой прямая ( 1) касается огибающей ( 1 ). 
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Таким образом, прямая (2), проходя через точку касания и будучи 
перпендикулярноn к касательноn, является н о р м а лью кривоu К. 

После этих предварительных замечаний рассмотрим уравнение 

у cos a-xsina- [q>(a)+cJ =0, (3) 

в котором с предполагается nостоянным. 

По аналогии с уравнением ( 1) это уравнение nри меняющихся 
значениях а выразит огибающую прямых (3), которые мы будем nо
лучать, фиксируя а. Назовем эту огибающую криво~ К1 • Между пер
во~ крино~ К и второ~ криво~ К1 существуют определенные соот

ношения, а именно, в точках, соответствующих одному и тому же 

значению а, прямые (1) и (3), т. е. касательные к кривым К и К,, 
п а р а л л е л ь н ы между собой; назовем такие точки соответствую
щими точками кривых К и К1 и обозначим их через N и М. Кроме 
того, если уравнение (3) продифференцировать по параметру а, то 
полученное nосле дифференцирqвания уравнение не будет отличать

ся от уравнения (2), а отсюда следует, что нормаль к криво~ К 
в ее точке N совпадает с нормалью к криво~ К1 в соответствую
ще~ точке М. Таким образом, кр11вая К 11 кр11вая К1 11меют 
в соответствуюtцllХ точках параллельные 1Сасательн.ые и об1цую 
н.ор.м.аль. 

Кривые, обладающие таким свойством, называются параллельны.ми, 
и так как расстояние между ними, считаемое по общей нормали 

(именно в этом смысле и б у дет уnотребляться термин «расстояние» 

в этом naparpaфe), остается по с т о я н н ы м, равным с, то кривые эти 
называют также эквидистантны..ми. 

Так как nостоянная с можно nриnисывать различные значения. 
то каждой криво~ будет соответствовать множество е~ параллельных 

кривых. 

Эквидистантными для прямо!! будут все прямые, е~ nараллельные, 
для окружности - окружности, концентрические с данная. 

Примерам nараллельных кривых являются также эвольвенты, СО· 

ответствующие заданной кривой. 

Кривую, nараллельную заданной, можно nостроить, откладывая 
на нормалях заданной кривой отрезки одной и той же длины. 

Параллельная кривая· может быть определена также как траек
торuя центра круга, который катится вдоль заданной крuвой, 
или как огибающая окружностей неизменного· радиуса, центры 
которых лежат на заданной кривой. 

Рассмотрим в качестве примера кривую, пар а л л е ль н у ю э л-
липе у 

рассматривая ее как огибающую окружносте~ 

(х-а)'+ (у-~)' .- с'= О, 

(4) 

(5) 
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нентры которых находятся на заданном эллипсе; следовательно, па

раметры а и ~ удовлетворяют соотношению 

a!l ~~ 
;;;+Ъ'-1 =0. (б) 

Для определения параллельном, согласно общему способу нахож· 
дения огибающей, мы должны продифференцировать уравнение (5) по 
одному из параметров, считая- другой параметр функцией первого, 
определяемой равенством (6). Это приводит здесь, как, впрочем, и 
в иных случаях, к громоздки-м выкладкам. Имея это в виду, мы вос
пользуемся часто употребляемым искусственным приемом. 

Умножим обе части уравнения (6) на неопределенный множитель ). 
и сложим полученное уравнение с уравнением (5): 

(х-а)'+(у-~)'-с'+Л [~+~-IJ=o. (7) 
Дифференцируя уравнение (7) по а и ~. получим: 

х-а-~=0, у-~-~=0. (8) 

ИсклЮчая теперь из уравнений (5), (6) и (8) параметры а, ~ и Л, мы 
и найдем уравнение огибающей окружностей (5). Определим с этоll 

целью сначала параметры а и ~ из уравнения (8); получим: 

а'х 
а=;;;+ л• 

Ь'у 

~=b'+l." 

Подставляя эти значения в (5) и (6), будем иметь систему 

л•х• л•у• • } 
(а'+ Л)' + (Ь' +Л)' = с-,. 

a~.x!l Ь11у' 

(а'+ Л)' + (Ь' +Л)' = l. 

(9) 

Из nолученных двух уравнений нужно искJiючить, наконеu, нара

метр Л, в результате чего уравнение параллельной к эллипсу будет 
найдено. По виду его можно заключить, что эта кривая является 
алгебраической кривой 8-го пор я д к а. Уравнение ее громоздко, 

проще выглядят параметрические уравнения этоll кривой, которые 

можно получить, решая относительно х и у уравнения (9): 

x=(l + ~) ~/Л'-Ь'с' )., Jl а'-Ьз ' 

У = (I+~) ya:~~~· , 
где ). играет роль параметра. 

Исследование этих уравнений показывает, что nараллельная к эл
липсу состоит из двух замкнутых ветвей- наружной, напоминающей 
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овал, внутреннеn, форма котароИ уже зависит от соотношения 

между nолуосями заданного эллипса и расстоянием с между ним и 

его параллельной. 

На рис. 206, а nриведена форма внутренне~ ветви для случая 
а> с> Ь; npfl с= Ь nриведеиная форма растягивается вдоль боль
шоИ оси эллипса так, что верхняя и 

нижняя дуги nриходят n соnриi<Основе
ние; при с= а nроисходит растяжение 

вдоль малой оси эллипса до соприкос

новения левой и правоn дуг. 

На рис. 206, б nриведена форма 

внутре1шеИ ветви для случая Ь >с> 
b':J а~ > -0 ; nри а< с< Ь форма таl(ая же, 

но ветвь вытянута вдоль малоn оси 

эллипса. 

На рис. 206, в nриводится фор-

ма внутренней ветви для случая 

Ь' а2 
с ~а; nри с~ 7i оnал вытягивается 

вдоль малой оси заданного эллиnса 

и nересекает его в четырех точках. 

о} 

Заметим еще, что параллельная к 

9ллилсу называется тороидой. Назва-
ние это связано со следующим об- tf) 
стоятельством: nредставим себе тор как 

nоверхность, яuJ1яющуюся огибаюшей 

шаров одного и того же радиуса , uент

ры которых лежат на его осевоt! Оi<руж~ 

ности; nараллельна nроеJ<тируя такой 

тор на nлоскость, мы заметим, что его 

осевая окружность сnроектируется в 

эллиnс, а шары- в О!<ружности, оrибаю

щеИ которых и б у дет тороида (ее част-
ныИ слу.ча~). О) 

Читатель заметил, что выкладки, Р~1с. 206. 
nроизведенные nри оnредеJiении торои-

ды, были достаточно громоздкими. Они становятся несравнимо проше, 
если кривая, для котороtt ищется nараллельная, задана натуральным 

уравнением. 

ДеИствительно, nусть R и S- радиус кривизны и длина дуги 

задаююt1 кршюt!, а R1 и S 1 - соответствующий радиус кривизны и 

длина дуги искомой параJJлельной. Очевидно, 

(10) 

где l = const. С другой стороны, u силу того, что эволютой как 

9 А. А. Савслоо 
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первоn, 

та же 

так и второй из 3ТИХ двух параллельных является одна и 

кривая, мы имеем возможность, на основании формулы (6) 
dR 

nараграфа (стр. 268), заnисать соотношение R dS = nредыдущего 

R dR, 
= 'dSt' или RdR -(R+t)dR'-(R+l)dR '!§._ откуда 

dS - dS, - dS dS,' 

(11) 

и следовательно, 

(12) 

Система уравнениn (1 О) и ( 12) и оnределяет искомую парал
лельную. 

Применим этот способ для определения n а р а л л е л ь н о й 
к а строи д е. Радиус кривизны R и длина дуги S астроиды вы-

Рис. 207. 

. R 3 . t 
ражаются равенствами = 2 а sш 2 , 

3 t 
S=-та cos 2 , где а - радиус опи-

санного круга. Обозначая через R1 и S1 

радиус кривизны и длину дуги искомой 

параллельноn, имеем: 

Форма параллельноl! к астроиде приводится 

на рис. 207. 
Рассмотрим в заключение два интересных соотношения из теории 

параллельных кривых. 

Пусть имеются две замкнутые nараллельные линии. Выше мы 
имели равенство (11), согласно которому между дифференциалами 

дуг двух nараллельных кривых имеется соотношение dS1 = 
=( 1 + ~) dS,откуда, учитывая, что R=~, получим dS1 =dS + tdct 

и, следовательно, ,, 
S1 = S+ t J dct, но 

таким образом, S1 = S + 2l1t, т. е. разность между neptlлtempaмu 
двух замкнутых гладких параллельных лuн.ий равняется длttн.е 
о!Сружности, диаметр /Соmорой равен расстоянию Аtежду этиюz 
параллельны.ми. 



§ 3] КАТАКА~·СТИI<И 279 

Предста.вим себе, далее, две выnуклые гладкие и замкнутые па

раллельные линии и поставим перед собоn задачу определить пло

щадь, заключенную между ними. 

Пусть MN и M1N 1 -дуги, заключенные между соответствую
щими точками этих параллельных (рис. 208). Будем считать эти дуги 
бесконечно малыми, т. е. положим MN = dS. Если, кроме того, уг'ол, 
составляемыn нормалью ММ1 с каким-либо постоянным направлением, 

обозначить через 1• то угол, составляемыtt нормалью NN1 с тем же 
направлением, будет т+ dт и, значит, L DNN1 = dт. Пло
щадь MM 1N1N =площадь MM1DN + nлошадь DNN1; полагая эту 
площадь дифференuиалом dU площади, заключенной между нашими 
замкнутыми nараллельными линиями, и рассматривая площадь DNN1 

как nлощадь кругового сектора с радиусом l и uентральным уг

лом dт. а площадь MM1DN- как 

nлощадь прямоугольника со сторона- _~>~1'"'---~ 
1 

ми t и dS, получим dU = ldS + 2 t'dт. 

откуда V=l S dS+}t' S dт. Пер-
вый из 9тих интегралов по зам-

кнутому контуру даст S, а второй- 2"; 
следовательно, 

V=tS+"t'; 
таким образом, площадь, заключенная 

между двумя выitуtмыми замкнутыМ!/ 

Рис. 208. 

параллельными линllями, равняется сумме плоrцад!l прямоуголь
ншса со сторонами, равными расстоянию Аtежду этими tcpuвы.J,tи 

и длине периметра внутренней параллельной, и площади круга, 

радиус которого равен расстоянлю .между этu.АШ параллельны.ми. 

Соотношение это дает возможность быстро определить, например, 
площадь между эллипсом и тороидоА. 

§ 3. Катакаустики 

Kamatcaycmtшoй данной кривой называется ощбающая лу•ей, 
отраженных этой кривой. 

Исследование катакаустик, начатое еще в 17 столетии, представляло 
практическиА интерес в связи с nроблемами оnтики и привлекло вни· 

мание ряда крупных ученых. Особенно много в разработке теории 
этих кривых сделал И. Бернулли. 

Мы будем рассматривать катакаустики кривых для частного случая, 
когда падающие лучи nараллельны между собоh. 

Пусть 

-уравнение 

та1<аустику. 

9• 

(!) 

отражающеn кривой, для которой нужно найти ка

Будем nолагать, что nадающие лучи nараллельны 



280 дополнительныР. СRJшвния [гл. Vlll 

оси ординат, тогда уравнение любого из этих лучей имеет 
вид х-Е=О. 

Уравнение нормали к кривой (1) в точке М (o,l)) (рис. 209) запи-

шется в виде х- Е+ (у -1)) '{;! = О. Если угол, составленный нор
малью с осью абсцисс, обознач~ть через е, а угол, составляемый от
раженным лучом с той же осью,- через 1· то, r<ак это видно из ри-

сунка, 1 = 28-90°, откуда tg 1 = tg (28 - 90°) =- 1 ;t~g: 0 , 

у 

Рис. 209. 

d' 
так как tg 8=- ~· то tg1 = 

!-(~)' 
=---d-~- и следовательно, 

2~ 
отраженный луч выразится 

нением 

(х-Е)[1- ('fJ)'J+ 
+ d~ 

2(у - 1)) d; = о. 

ура в-

(2) 

Так как катакаустиr<а является 
огибающей лучей (2), то для опре

деления ее достаточно продифференцировать уравнение (2) по Е, а за
тем из полученного уравнения и уравнения (2) выразить х и у

координаты точки Р катакаустики, соответствующей точке М задан

ной кривой . 

Дифференцируя (2) по Е, получим: 

d~ I+(i )' 
- (х- Е) d; + (У - 1)) = - ([';} . 

Из уравнений (2) и (3) имеем: 

d~ 
d' 

х=Е- d'~ ; 

d;• 

2av 
(3) 

(4) 

Уравнения (4) выражают координаты х и у точки Р катакаустики 
в функциях Е и 1)- координат точки М заданной кривой. 

Присоединяя к этим уравнениям уравнение ( 1) отражающей кривой 
И ИСКЛЮЧЗЯ 11ЗрЗМ€ТрЫ е И 1j, ПОЛJЧИМ уравнение КЗТаi<ЗJСТИКИ. 

Используя уравнение (3), можно получить важное своl!ство ка· 
такаустики, которым указывается сnособ ее построения по то•1кам. 

Определим дл)) этаn цели длину l отраженного луча, nод котороtt 
мы понимаем д., и ну . отрезка от точки М(~. 1)) отраженного луча до 
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точки Р (х, у) касания его с огибающей. На основании уравнения ( 4) 
имеем 

1 1+(~)' 
l=MP= V(x-e)'+(Y-"1)' =2~· 

d;' 

Если учесть, что радиус кривизны 

JIЯtотся равенствами 

R и угол отражения ' опреде-

R =[1+ (~)']{ 
d'~ 
d[i 

1 
COS't = 1 , 

[1 + (~)']' 
1 

то приходим к заключению, что ! = 2 R cos 't. 

Таким образом, если М (е. "!)-точка отражающей кривой, а С
центр кривизны этой кривой в точке М, то точку Р l<аrакаустики 
параллельных лучеf!: можно получить, проектируя середину N отрезка 
МС 11а отраженный луч (рис. 209). 

В 1<ачестве примера рассмотрим "а т а к а у с т и к у па раб о л ы 
7J2 = 2р~. ко г да падающие лучи nараллельны оси ординат. 

Пользуясь уравнениями (4), получим: 

_ ~(Зр-2;) 
х=зе. У- 2р 

Присоединяя 1< этим уравнениям уравнение параболы и исключая е и 
Тj, получим уравнени.е 

54ру' = х (2х- 9р)', 

которое и выражает катакаустику nараболы. 

Если из этого уравнения найти дифференциал 

визны кривоtl, то б у де м иметь: 
дуги и радиус кри· 

dS= 2х+Зр, 
2 у'брХ 

R= (2х+Зр)'. 
12р 

Исключая х, мы выразим катакаустику nараболы натуральным урав-

нением 

S=-~ 
2. f dR 

. v(-{;)+-1. 
По виду этого уравнения заключаем, 

синусоидальной спиралью с 

что эта кри_пая является 

1 
индексом, раuным -Т . 
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Следовательно, она может быть выражена в полярноn системе уравнением 
1 1 . 

р ---а= а-3 cos +. Кривая с таким уравнением называется к у 6 и~ 

к о й Ч и р н г а у э е н а (см. стр. 88). 

Для u и к л о и· д ы <=а arccos а-;; .1_ "}f2a1j- "'1' уравиения ка

такаустики имеют вид 

х=<+ "}f2a11- Va11-11' , у=а- (а-~)'. 
а 

Присоединяя к этим уравнениям уравнение самоn циклоиды и исключая 

< и "'1· лолучим уравнение 

x=_!!_arccos а- 2У -Vay-y9 , 
2 а 

по которому узнаем, что каmа~Саусттса цшслоиды. является mа1Сже 

цпн;лопдой, радиус nроизводящего круга котороll равеи лоловине 

радиуса nроизводящего круга данной uиклоиды. 

Предостанляем читателю убедиться в том, что катакаустикой л о~ 

г ар и ф м и чес к о 11 к р и в о 11 у= а ln ~- для луче!!, лараллельных 
а у+а у+а 

оси абсцисс, является ц е n н а я л и н и я х = f- ( е 2 + е - 2) , 
а катакаустикой крив оn Ш т ей н ер а является а строи д а. 

Что касается катакаустики окружности, то она была рассмотрена 
в ~азделе, nосвя~енном эnицик1:юидам. 

§ 4. Поl!Эj>ь;; подоиды, изооптические кривые 

\ . Подэры. Подэрой данноn кривоИ К отно.сительно какой-либо 
точки плоскости называется новая J<ривая, являющаяся zeoмempll· 

чески.м .мecmo.At осн.ован.ий перпен.дикуляров, опущеюtых из этой 

mo'iJCU н.а касательные к задан.н.ой кривой. 
Будем полагать, что точка, относительно которой нужно найти 

nодэру заданной кривоh, совпадает с началом координат. 

Пусть заданная кривая выражена в плюккеровых коордИнатах 

уравнением j(ll,v)= О, т. е. является огибающей прямых 

(1) 

и, следовательно, любая из nрямых ( 1) есть касательная к этой "Ри· 
вой. Перпендикуляр к такоll касательной, nроходящий через начало 
координат и точку М (х,у) (рис. 210) выразится уравнением 

-vx+ny=O. 

Из равенств (1) и (2) находим: 
х 

и=--л·ll+yll • 

.. .... 

v=---Y __ 
х'+у' 

(2) 

(3) 
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Эти формулы оnределяют соотношение между плюккеровыми коор~ 
динатами заданной кривой и точечными координатами ее nодэры. 

Соответствие, устанавливаемое формулами (3) между прямыми и 
точками плоскости определяют так называемое подэрное преобразо
вание. Оно складывается из Полярного nреобраэования и инверсии 
заданноn кривоn. Деnствительно, подвергнем заданную кривую 

f (ll, v) =О сначала полярному преобразованию относительно окруж
ности с центром в начале координат и радиусом, равным единице. 

Такое nреобразование определяется, как известно, формулами 

ll=-E. V=-71· (4) 

Оно. приводит в соответствие nрямоn llX + vy + 1 =О, т. е. nрямой 
-Е х -71у + 1 =О, точку Р (Е, 71) nлоскости, являющуюся nолюсом 
этой nрямоn относительно окружности х' +у'= 1. Таким образом, 
возникает новая кривая, «nолярная» заданноn, с уравнением F (Е,71) =О 
в точечных координатах. 

Подвергнем теперь эту кривую инверсии относительно того же 
круга с центром в начале и радиусом, равным единице. Это послед
нее nреобразование осуществляется формулами (см. стр. 37) 

~- у 
·•-х•+у•· (5) 

Так возникает новая кривая, которая и будет nодэроn кривоn ( 1 ), так как 
nоследовательное применение формул (4) и (5) равносильно, как это 

легко видеть, применению формул (3) nодэрного nреобразования. 
Пусть задана кривая 

f(x,y)=O (6) 

и точка С (а, Ь). Чтобы наnти уравнение nодэры кривоn (6) относи
тельно точки С, заметим, что уравнение касательной к эroJ::t кривоn 

заnишется в виде 

(7) 

а уравнение nрямоn, nроходящеn через точку С и nерnендикулярноn 
J< этой касательноJ;t, имеет вид 

дf . дf 
(Е-а)ау--(71-Ь) riX=O. (8) 

Исключая из уравнений (6), (7) и (8) х и у, получим уравнение 
nодэры кривоn (6). 

В главах Vl и Vll мы уже рассматривали nодэры ряда кривых. 

В частности, было показано, что 

nодэра окружНости относительно какоf.1-либо точки, . не совпа-
дающеn с ее центром, есть улитка · Паскаля (см. стр. 107); 

nодэра nараболы относительно ее вершины является ц и с с о и

до 11 (стр. 70); 
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подэра параболы у'= 2 рх относительно точ1<и (0, Ь), лежащеИ 
на касательноИ в nершине это И параболы, есть о фи у р и д а ( стр. 84); 

подэра астроиды относительно ее центра симметрии является ч е~ 

тырехлепестковои розой (стр. 133). 
Добавим доnолнительно, что 
подэра параболы относителыю фокуса есть 1<асательная n nер

шине это« nараболы; 
подэра параболы относителыю любоИ точки (а, О) плоскости, за 

исключением уже упомянутых, является к о 11 х о и д ой С л юз а; для 
параболы у'= 2рх эта кривая выразится уравнением 2у2 (х-а)+ 
+2(х-а)'х+ру2 =0; 

х' у' 
nодэра эллипса {ii + ~ = 1 отноцпельно его центра выражается 

уравнением а'х'+ Ь'у'=(х' +у')'; 
х! у:! 

подэра гиnерболы (i'2- /i! = 1 относительно ее фокуса выра-

жается уравнением [.х (х-а)+ у']'= а' (х- с)'- Ь'у'. 

2. Негативные подэры. 
ной кривой можно обратить, 

Рис. 210. 

Задачу об определении подэры задан
т. е. оnределять кривую, для которой 

задашшя кривая является подэро«. Эта 
искомая кривая называется негативной 

подэрой заданной криво«. 

Ясно, что негативная nодэра данноn 

кривой К1 (рис. 21 О) относительно l<а
коtt-либо точки О явJшется огибающеtt 
тех nрямых, которые nерпендИJ<улярны 

к прямым, соединяющим точJ<и кривоП К1 
с точкой О. Это обстоятельстяо опре
деляет простоп способ д11я нахождении 
негатиnной подэры в· случае, J<Огда кри~ 

uая К1 выражена полярным уравне11ием, 
а точка О совпадает с началом коор-
ДИIIЭТ. 

Прямые, огибающеn которых является негативная подэра, могут 
быть выражены при этом уравнением 

Х COS<p+ у SiП 'f -р (q>)= 0. 

Дифференцируя это уравнение по <р, будем иметь: 

- .x siпq> +Y COSq> - p'('f) = O. 

(9) 

(10) 

Исключая из уравнений (9), (10) и уравнения заданной кривой х и у, 
мы и лолуч!'lм искомое уравнение негативной подэры. 

3. Подоиды. В простом отношении к подэре заданной кривой К 

11аходится кривая, ЯВJiяющаяся геометрическим ·местом точе1< Р, с и м· 
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м е три ч н ы х какой-либо заданной точке О относительно касатель
ных к данноn I<ривой К. Такую кривую называют подоидай заданной 

кривой К относительно заданной точки О. 

Из nриведеиного оnределения следует, что подоидоИ какой-либо 

кривоn является линия, которая может быть получена n ре о бра з о
в а н и е м по д о б и я л о д эры этой кривой с центром подобия 
в точке О и коэффициентом подобия, равным 2. 

Пусть 
f(x, у)=О (11) 

-уравнение заданной кривой, для которой должна быть найдена 

nодоида относительно начала координат. Касательная к кривой (11) 
n точке N (х, у) (рис. 211) выразится урав-
нением 

(X- x)<IL +<У-у) <IL=o (12) Р!Ц) 
дх ду ' 

где Х и У- текущие 1<оординаты. 

Пусть P(i, 11) - точ~<а подоиды, соот
ветствующая точке N заданной криrюИ, а 

М (-} .} ) - точ1<а подэры. Прямая, пер
певдикулярная к прямой ОР и проходящая 

через точку М, будет иметь уравнение 

~з+"fl' 
Хо+ У11- - 2- =0. (13) 

Рис. 21 1. 

Но так как эта nрямая явля~тся одновременно касательноtt к задан

ной кривой в точке N, то по (12) и (13) 

' ~ <'+~' 
ат=аг= 2 ( дr дt) . 
дх дУ х iJX + Уау 

Определяя из этих равенств е и 11• получим: 

( дf дf) 
' 2 х дХ +удУ д/ 
< = (дf..)' (i!!...)' дх ' дх + ду 

( д( д!) 
2x<JX+Yay , дr 

1j = (i!!...)' (i!l...)' дУ дх + ду 
(14) 

- параметрические уравнения подоиды кривой (11). 

4. Изооптические кривые. Мы останов им внимание читателя, 
заключая этот naparpaф, на ловятин uзoonmtPtecкux кравых, что 

позволит нам приttти к обобщению понятия подэры заданно« кривой. 

Изооптическоt1 для заданной кривоtt К называется новая кривая, 
nредставляющая собоИ mpaeкmopiliO верutшtы дан.н.ого угла i• !Соmо
рый nepe.r~teщaemcя в плоскост·и ma1C, ttmo стороны его при лю
бQ.и положенrт угла т;асаются заданной Т<ривой. 
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Эта кривая является, следовательно, геометрическим местом то.чек, 
из которых заданная кривая видна n о д о д н и м и т е м ж е у г л о м, 
что и определяет ее название. 

Если 1 = ~;-, то кривую называют ортооптичеСJсой. 
Для аналитичес~<ого выражения изооnтической кривоtl удобно 

nредnолагать кривую К заданноtl уравнением 

-xsin~+ycos~-/(~)=0, (15) 

т. е. nринять ее за огибающую nрямых (15), как это мы уже делали 
не один раз в nредыдущих nараграфах (стр. 269). Угол ~ в уравне

нии (15) представляет собой, как мы знаем, угол, составленныtt каса~ 
тельноtl к кривой (15) с осью абсцисс; если этот угол фиксировать, 
то уравнение (15) выраэит одну иэ касательных к данной кривой К. 

Вторая касательная, составляя с перnоП угол 1• будет составлять 
с осью абсцисс угол ~ + r и, эначит, по аналогии с уравнением (15), 
может быть выражена уравнением 

-xsin(~ +r)+ ycos<~+r)-л~+r) =0. (16) 

Из уравнений (15) и (16) следует 

х sin r = cos <~+r). /(~)- cos ~.л~+ r). 

у sin r=sin <~+ r) ·/(а.)- sin ~. л~+r). 

Этими уравнениями определяются х и у- координаты точки nере
сечения касательных к заданноn кривой К, составляющих между 

Рис. 212. 

собой yгoJJ r. т. е. координаты точки 
изооnтической кривой. 

Если т= i-, то соответствующие 
параметрические уравнения ортаоnтиче

ской кривоt1 запишутся в виде 

х=- sin а.·/(~)- cos ~·t( ~~ I)• } 
y=cos~·t(~)- sin ~ ·t(~ + 2)· 

(1 7) 

Для логарифмической сnирали р = е•, наnример, имеем/(~)= ON = 
=р sin f'=ke• (рис. 212), где k=sinf'=const. Тогда, согласно (17) 
и nринимая во внимание, что а= <р + f1, nолучим: 

х = - sin (ер+ 1') ke•- cos (ер + 1') ke•••, 

у= cos (ер+ 1') ke•- sin (ер+ 1') ke•+•, 

откуда х' +у'= (k' + k'e'") е••. Обозначая nостоянный коэффициент 
в nравой части череэ С', будем иметь р=Се•, откуда следует, что 
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ортаоптическая кривая для логариф.мической спирали является 
также логарифАшческой спиралью. 

Подобным обр3зом можно бы.IJ.о бы убедиться в том, чтО ортоопти
х! у~ 

ческа я кривая для эллипса и гиnерболы ~± fi!= 1 является окруж· 

н остью х' +у'= а'± ь•. а для nараболы- ее директрисоп. 
Изооnтические линии этих кривых б у дут уже кривыми 4-го nоряд

ка; для эллипса и гиnерболы, в частности, они б у дут к р и вы м и 

Пере е я. 
Понятие изооптическоn линии можно обобщить,рассматриuая кривую, 

являющуюся геометрическим местом вершин nостоянного yr л а, которыU 
перемещается в плоскости так, что одна из его сторон касается одноn 

из двух заданных кривых, а вторая касается другоn кривоn. 

В случае, когда этот постоянный угол лрямоn, траекторию его 

вершины называют подэрой одной uз заданных ирuвых относи

тельно другой заданной uривой. Это и есть то обобщение понятия 
подэры, о · котором упоминалось выше. 

§ 5. Радиальные кривые 

При движении точки по кривой меняется величина радиуса кри~ 

визны этоtt кривой и его наnравление. 

Возьмем фикс·ированную точку и от нее будем откладывать от~ 

резки, равные по длине радиусам кривизны заданноtt кривоtt и оди

наковые с ними по направлению. Геометрическое место концов таких 

отрезков nредставляет собой своеобразный годограф радиуса кривизны 

этой кривой и называется' радиальной uривой, соответствующей за
данной кривой. 

Оnределим радиальную кривую, предnолагая, что заданная кривая 

выражена натуральным уравнением 

S=<ji(R). (1) 

Пусть фиксированная ТОЧJ<а, от которой мы должны откладьшать 

указанные выше отрезки для построения радиальноn кривоtt, совnа

дает с полюсом полярной системы. Полярную ось этой системы на
nравим nараллельна тому радиусу кривизны заданной кривой, с 

откладывания которого вдоль полярноf.t оси мы начнем nостроение 

радиальной кривой. 

Угол q> между nолярной осью и радиусом-вектором р какой-либо 

точки Р радиальной кривой будет, очевидно, равен углу 1 между 
нормалями заданноtt кривой, одна из которых параллельна nолярной 

оси, а другая параллельна радиусу-вектору точки Р. 

Если S и R- длина дуги и радиус кривизны заданной кривой (!), 
dS 

то di=R, или 
(2) 
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Так как при нашем выборе системы координат 1 =ер и R = р, 
а из уравнения (1) заданноИ кривой следует dS=o/'(R)dR, или 

dS =о/' (р) dp, то равенство (2) принимает вид d<p = ?'Р(р) dp, отк у да 

<р= s o/'ip)dp; (3) 

это и есть по л яр н о е ура в н е и и е радиальной кривой, соответ

ствуюшеи кривой ( 1 ). 
Применим указанный способ оnределения радиальной кривои· для 

кривых, выраженных натуральным уравнением вида 

S-J ЛdR 
- у(~)" -1· 

(4) 

Та1< ~ак при этом dS = ~ / то уравнение (3) принимает 

v Ш"- 1. 
BИf:J. 

л dp 

<р = f р vш·-
1 

Полагая (~)~~- -1 =z<J., получим р =а (z' + 1 );;:-, оп< у да 

а _!_ _, 
= ; (z'+ 1)" ·2zdz, и уравнение (5) запишется н uиде 

2Л s dz 2Л 
'1' = V: z' + 1 = -;;.-arctg z. 

Возвращая z его nрежнее значение, получим: 
а 

р=--,--. 

cosli ~ 

(5) 

dp = 

(6) 

Это и есть уравнение раднально11 кривоtf для кривых, выражаемых 
уравнением ( 4). 

Отметим, в частности, следующие случаи: если ~ =- 2 .и Л= 1, 
то уравнение ( 4) выразит циклоиду, а уравнение (6) принимает вид 
р =а cos ер; таким образом, радиальной кривой для циклОиды является 
окружность; если 1'- = 2 и Л = 1, то уравнение ( 4) вырази г цепную 
линию раВ!юrо сопротивления, а уравнение (6) принимает вид р = 

=_а_; таким образом, радиальная кривая для цепной линии раnного 
cos 9 

сопротивления есть прямая. 

Исследование иных частных случаев nредоставляем читателю. 
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Заметим еще, что радиальная кривая для трактрисы, натуральное 

уравнение которой R=a y,'!f; -1, uыразится уравнениемр=аlg<р 
и представляет собой криuую, называемую 1<a11notl (стр. 140). 

Задачу о разыскании радиальнои криво«, соответствуюшей неко
торой ЗаданноИ кривой, можно обратить, т. е. определять кривую, 

для которой заданная кривая является радиальной. Искомую кривую 
называют в этом случае антирадиальной по отношению к заданноtt 
кривой. 

Если заданная кривая выражена в полярно« системе уравнением 

<р = /(р), то, заменяя <р через 1 и р- через R. nолучим 1 = f(R), 

откуда d1=f'(R)dR, и так 1<ак d1=~, то S= S RJ'(R)dR; это 
и есть натуральное уравнение искамоИ антирадиаJIЬНОй кривой. 
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Торичелли 11, 84, 185, 205, 211, 247 
Тороида 277 
Точка аснмптотическаи 189 
- прекращсния 1bl9 
- угловая 189 
Точки кратные кривой тр~тьего по

рядка 56 
- 11rреrиба крнвой третьего no-

,PIJДKa 55-57 

Точки циtслнчесюtс 23, 
Трактриса 220-225 
- окружности 225-227 
- полярная 226-227 
Трезубец 52 
Трехлистник прямой 129 
Трисектриса Каталана 88-89 
- Лоншама 76, 168 
- Маклорена 85-87, 168 

. Трисекция угла 76, 86, 104, 107, 156 
Трохоиды 118-121, 245-247 

сУзлы:t 142 
Улитка Паскаля 99, 106-108, 120, 136 

Фаньяна 11, 159, 162 
ФерА<а 11, 104 
Фокусы кривой 24 
Формула Клейна 21 
Фор~1улы Плюккера 21 

Х абеннихт 167 

Центр абсолютный 26 
- Ньютона 24 
- средних расстояний 24 
U11клоида 240-248, 261 
- удлиненная 246-247 
- укороченная 246-247 
Циклоиды высших порядков 116 
Циссонда Диоклсса 68-73, 79, 88 
Циссоиды кривых второго tюрядка 

75- 78 

Чезаро 13 

Шаль 12, 139 
Штейнер 12, 160 

Эвольвента 266-270 
- вторая 269 
- окружности 252- 254, 268 
- - обобщенная 194, 254-255 
- эллиnтическая 274 
Эволюта 266-270 
- Браудэ 271-273 
- эллипса 267 
- :,плиnтическая 273-274 
Эвалютоида 270-271 
Эйлер 91, 215 
Эпитрохоиды 118-121 
ЭllИЦИКЛОИДЫ 109-118 
Эnиэ.1липсиды 251 




