






































































































































































































































































































































































































































































































§ 10. 1 .  Точное выражение для характеристики рассеяния 

Очевидно, что 

243 

l+iб 
lim V1 + а  I(tn-2 , а) = lim л-:tQ j а-+- 1 е>-+-1 (tn-1 + tn-2) (tn-1 + а) 1 

1+ioo J 
Отсюда следует, что 

. · ( 1) 
л-:tQJ1 + ао IIm 'Рп(а, ао)ещ n- = - lim 1 х 

а-+-1 а-+- 1 2 (i1Г)n-
1+ioo 1+ioo J J h(t 1 )h(t2) . . . h(tп-2)dt1dt2 · · ·dtп-2 х · · ·  (t1 + ao) (t2 + t1 ) (tз + t2) . . . (tn-3 + tn-4) (tn-2 + tп-з) х 1 1 100 V'ieiq dtn-1 х 
у'1 - tn-1 (tп-1+ а) (tп-2 + 1 )

. 
-оо 

(10. 1 . 1 1 ) 

Применяя интегральную теорему Коши к третьей строке выражения 
( 10 .1 .1 1 ) , получаем следующие соотношения: 

'Рп( -1 , ао) = 'Рп-1 ( 1 , ао) , } 
'Рп (а , -1 ) = 'Рп-1 (а, 1 ) 

и ,  кроме того, 

и 

'Р1 (-1 , ао) = О , 'Р2 (-1 , ао) = 'Р1 ( 1 , ао) = /1 2 . + ао 
Используя (10.1 .8) и (10. 1 . 12) , можно доказать, что 

Ф(а, ао) = Ф(ао , а) 

Ф(±1 , а0) = О, Ф(а, ±1) = О. 

(10. 1 . 12) 

(10. 1 . 1 3) 

(10. 1 . 14) 

(10. 1 . 15) 
Равенство ( 10. 1 . 14) является формулировкой принципа взаимности. 
Первая часть соотношения ( 10 . 1 . 15) означает непрерывность рассеянно­
го поля в плоскости у = О при l z l  > l ,  а вторая часть этого соотношения 
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nоказывает, что при скользящем облучении не возникает рассеянное 
поле. 

С помощью преобразований, аналогичных тем, которые мы совер­
шили с функцией Xn в § 8.6, можно показать, что 

( 10. 1 . 16) 

Таким образом, ряд (10 .1 .4) , как и ряд (8 .5 .1) для тока, имеет ма­
жорирующую геометрическую прогреесию со знаменателем (8.6. 1 1) и, 
следовательно, сходится абсолютно и равномерно при любых значениях 
q > О. 

§ 10.2.  Асимптотические представления для функций 
IPn(a, ao) 

10.2.1. Асимптотические ряды для функций rt'n(a, ao) 

Применяя лемму 2 из § 9 . 1  к функциям 'Pn (a, ao) ,  можно получить 
следующие асимптотические разложения при q -+ оо: 

(10 .2 .1 ) 

где am - коэффициенты ряда Тейлора 

00 

V1+t = L am(t - 1)m , ( 10.2.2) 
m=O 

n-l 
l+ioo iq I: (t, - 1 ) J е ·�1 um(t1 , t2 , . . .  , tп-1)dt1dt2 . . .  dtn- 1 

( ) n-1 n-2 ' 10.2.3 
1 (t1 + a) (tn-1 + ао) П Jl-=t; П ( 1  + ts) 

р=1 s=2 
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где 

( 10.2.4) 

( 10.2.5) 

( 10.2.6) 

Первое слагаемое в формуле (10.2.3) показывает, что в первом прибли­
жении дифракция краевых волн nроисходит так же, как и дифракция 
плоских волн. Остальные слагаемые учитывают более сложную струк­
туру краевых волн и выражаются через производные от интегралов 
Френеля с помощью функций cp�m) (q, a) , определяемых согласно (9.2.6) 
и (9.2 .9) . 

Формула (10.2 .3) представляет полное асимптотическое разложение 
функции 'Рп (а, а0) .  Теперь наша цель состоит в выводе простого прибли­
жения, аналогичного (9.4. 10) и (9.4 . 12 ) ,  для функции Хп(z, а) . Оставляя 
лишь член с т =  1 в ряде ( 10.2 .3) , получаем 

где 

n-1 l+ioo l+ioo iq 2.: (t.- 1) 
х ! · ·

·! е s=l u1 (t1 , t2 , · · · , tn-1 )dt1dt2 · · · dtn- 1 n-1 n-2 ' 
1 1 (t1 + a) (tn- 1 + ао) П � П (1 + ts) 

р=1 s=2 

( 10.2. 7) 

( 10.2.8) 

(10 .2 .9) 
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и функция fn задается выражением (10.2.5) . Очевидно, что в точке t1 = 
t2 = . . . = tn-l = 1 

(10.2. 10) 

Тождественные n - 3 производные в формуле (10.2.10) дают n - 3 
тождественных интеграла в функции T1rp. После подстановки ( 10.2.9) 
в (10.2.8) получаем 

11rp = 1pn-3 (q, 1) {о [ 1р�1 ) (q, а )1p(q, ао) ]+о [ 1р�1) (q , ao)ip(q, а)] + 

+ (п - 3)ipn-4 (q, 1)0 [1p�1 ) (q, 1)ip(q, a)ip(q, ao)] } · (10.2 . 1 1) 

ПоследУющая подстановка T1rp в (10.2.7) дает приближение 

Из формул (9.3.2) и (9 .3 .10) следУет, что 

1p�1) (q, a) = 
v1 + a0 [ 1 + Jq(l + a) ] ( 0 [�] 1p(q, a) Jq 1 + q( 1 + а) q ' 

для q » 1 и -1 ( а ( 1. Это дает асимптотическое выражение 

iрп(а, ао) = r.p(q, a)r.p(q, ao)r.pn-3 (q, 1) { 1 + О  [ �] } ,  
которое выполняется при n = 3, 4 , 5, . . .  , q » n и - 1 ( а ( 1 .  

Введем функцию 

(10.2 .12) 

(10.2. 13) 

( 10.2 .14) 

и ( ) _ ( ) _ 'Pn(1 , a)r.pn (1 , ao) [ 'Pn( 1 , 1) ] s-n-l s,n а, ао - ips а, ао (1 1) (1 1) , (10.2. 15) 'Pn-l , ipn-l , 
которая понадобится нам в дальнейшем для изучения асимптотических 
выражений при q --+ оо. · 
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10.2.2. Оценка функции Иn,2(о, ао) 

Поскольку ip1 ( 1 , 1) = 1 , то 

где 

Ип,z (а, ао) = 'Рп (а, ао) - 'Pz ( 1 , ct)'P2 ( 1 , ао)'Р�-3 ( 1 , 1 ) , 

'Р2 ( 1 , а) = у'2(1  + а) 
1/+ioo eiq(t- 1) f2 (t)dt , 

) 
i1r Jf-=t t + а  
1 1 

= J1 + t ' 

JI+avт:+ao 'Pn (a, ао) = (i1Г)n-1 х 
n-1 

( 10.2 .16) 

( 10.2 . 17) 

l+ioo iq I: (t8-1 )  л J е s=l fп (t1 , tz , . . .  ' tn- 1 )dt1dt2 . . .  dtn-1 . ( ) n-l n-2 10.2 . 18 
1 (t1 + а) (tп- 1 + ао) П � П ( 1  + ts) 

p=l s=2 
Функция Ип,2 может быть переписана в виде 

Jl+a� 1J+ioo 1J+ioo Ип,2 (а, ао) = 
(i1Г)n-1 

. . . Хп,2 (t1 , . . . , tп-1 ) х 
1 1 

Х [Fп,2 (t1 , . . . , tn- 1 ) - 1] dt1dt2 . . . dtп-1 , (10.2. 19) 

где 

n-1 iq ni:\t.-1) 2n-2 п !2 (ts)e s=l 
( ) s=1 Xn 2  t1 , .. . , tn-l = 1 2 ' n- n-

n=4,5, . . . 

(tl + a) (tn-1 + ао) П y'l=t; П (1 + ts) 
р=1 s=2 

n-2 
( 1  + t1 ) ( 1 + tn-1) П (1 + t8)2 

s=2 

, ( 10.2 .20) 

( 10.2.21 )  
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и 
(10.2 .22) 

Можно показать, что в окрестности точки t1 = t2 = · · · = tn-1 = 1 
разложение Fn,2 - 1 в ряд Тейлора начинается с квадратичных членов 
и имеет вид 

1 n-2 Fп,z (t1 , . . .  , iп-1 ) - 1 = 4 L (tm - 1 ) (tm+l - 1 ) + . . . 
n=3,4 , . . . m=1 

( 10.2.23) 

Поэтому, применяя лемму 2 из § 9.1 к Un,2 при q ---+ оо, получаем 

(10.2 .24) 
u4,z (a:, а:о) rv -�ip�l) (q, 1) [ip(q, a:) 'P�1) (q , а:о) + 'P�1 1 (q, a:)ip(q, а:о)] ' 

Uп,z (a:, a:o) "' -�'Р(п-Б) (q, 1 ) 'P�1) (q , 1) х [ 'P(q, a:) 'P�1J (q, a:0)ip(q, 1 )+ 
n=5,6,7 . . . 

(10.2 .25) 

10.2.3. Асимптотическое представление для 'Pn+m(a, ао) 

В соответствии с (10 .2 . 15) функция Un+m,n равна 

) ( ) 'Рп ( 1 ,  а:)iрп ( 1 ,  а:о) [ 'Рп( 1 , 1) ] m-1
( ') Un+m,n(a:, a:o =ipп+m O:, O:o ( ) ( ) . 10.2.26 'Рп-1 1 , 1 'Pn-1 1, 1 

Нас интересует асимптотическое представление этой функции для 
q » т +  n. Для этого подставим ( 10.2. 14) в (10.2.26) : 

Un+m,n(O:, а:о) = <p(q, O:)ip(q, O:o)'Pm+n-З (q, 1 ) ( 1  + Рm+п) -

_ 'P(q, a:)<p(q, a:o)'P211-4(q, 1 ) ( 1  + Рп)2 (n- 1) (m-1) ( 1 ) ( 1  + )m-1 (n-2)m( l ) ( 1  )m 'Р q, Рп ' 'Р q, + Pn-l 
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где q » т + n и 

В результате имеем 

и, следовательно, 

1 ( ) _ cpn ( 1, а) cpn ( 1, а о) [ cpn ( 1 , 1) ] m� 1 1 < 
cpn+m а, ао ( ) � cpn�l ( 1, 1 ) cpn� l 1, 1 

Q [ q� n±;'-l ] 
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(10.2 .27) 

(10.2.28) 

для q >> т + n. Это неравенство играет фундаментальную роль при 
выводе приближенных выражений для диаграммы рассеяния. Подроб­
ное исследование формул (10.2.25) и ( 10.2 .28) при n = 2 показывает, 
что ( 10.2 .28) дает завышенную оценку для разности в левой части. 
Оказывается, что в данном случае эта разность в q раз меньше по 
сравнению с оценкой ( 10.2.28). 

§ 10.3. Первое приближение для диаграммы рассеяния 

На основании (10 .2 .1) 

v'2 ср2 (а, ао) "' -- [ �cp(q, ао) - v'1 + aocp(q, а)] +  а - ао 
+ -1-о [�cp�1) (q, а0) - v'1 + aocp�1) (q, а)] а - ао 

( 10.3.1) 

при q » 1 . Преобразуем первый член в правой части: 

�cp(q, ао) - v'l + aocp(q, а) = 

= � [cp(q, ао) - V1 � ао cp(q, 1)] -
- v'1 + а0 [cp(q, a) - J1 � а cp(q, 1)] . ( 10.3.2) 
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Но 
1+ioo . � v'l + а  j e'q(t- 1) dt cp(q, а) - У �cp(q, 1) = ( 1 - а)-;;:- )1 - t (t + a) (t + 1 )  = 

1 

1 - а [ ] = -2-cp(q, а) +  (1 а)О ср�1) (q, а) при q » 1 .  ( 10.3.3) 

Поэтому, подставляя ( 10.3.3) в ( 10.3.2) , получим для 'Р2 (а, а0) следую­
щее асимптотическое выражение: 

'P2 (a, aa) rv-- ( 1 -ао) -cp(q, ao) - ( 1 -a) - -cp(q, a) + 1 [ ff+a (i!i+ao ] 
а - ао 2 2 

+ -1-о [vl + acp�1 ) (q, а0) - v'l + a0cp�1 ) (q, а)) при q » 1 .  ( 10.3 .4) а - а0 

Эта формула имеет ту же погрешность, что и ( 10.3. 1 ) , но оказывается 
более удобной при вычислении характеристики рассеяния. 

Подставляя теперь в формулы ( 10 . 1 .3) и ( 10. 1 .4) выражение ( 10.3.4) 
и пользуясь для функций 'Pn(a, ао) первым членом асимптотического 
разложения ( 10 .2 .7) при n = 3, 4, . . .  , находим 

где 

Здесь 

Ф1 (а, ао) = Ф1 (а, ао) + Ф1 (-а, -ао) , } 
Р1 (а, ао) = Л (а, ао) + Л  (-а, -ао) .  

( 1 0.3.5) 

( 10.3.6) 

eiqeiк(a-ao) [ {l+c; J1 -ao ] + а + ао ( 1+ao) y 2-2-cp(q , -ao) - ( 1 -a) -2-cp(q, a) -
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1 .5 г---г----;:------,----;-----г----, 

1 .0 

d;;' N' kt = m  � � {}u=7Т/2 
0.5 

Рис. 10.3.1 .  Диаграмма рассеяния плоской волны на ленте при нормальном 
падении 

а резонансный знаменатель 

( 10.3.8) 

совпадает с аналогичной величиной (9.5.6) для тока. 
Напомним, что функция r.p(q, а) выражается через интеграл Френеля 

по формуле (9.2.9) и принимает значение r.p(q, -1 )  = 1 . Учитывая это 
свойство функции r.p(q, а) , петрудно показать, что 

( 10.3.9) 

Таким образом, полученная приближенная формула удовлетворяет 
строгим соотношениям (10. 1 . 15 ) .  Кроме того, она удовлетворяет также 
и принципу взаимности 

(10.3 . 10) 
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1 .5 .----.,..---.,.----..,.----,-----,.----. 

1 .0 

� ..,; ki "" m  � 
� 

0.5 

Рис. 10.3.2. Диаграмма рассеяния плоской волны на ленте при наклонном 
падении 

Абсолютная погрешность первого приближения F\ (а, ао) имеет соглас­
но (9.3.2) и ( 10.3.4) следующую оценку: 

р- п. п _ �v'1 + aoO(y'q) 
1 (� , �о ) - [1 + q(1 + а) ] [1 + q(1 + ао) ] при q » 1 . (10.3. 1 1) 

Кроме того, из (10.3.9) и (10.3.5) следует также, что 

( 10.3 . 12) 

На рис. 10.3. 1 и 10.3.2 построены графики функции 

( 10.3. 13) 

при 110 = тг/4 и 1!0 = тг/2. Оказывается, что уже при kl = J28 они 
в пределах графической точности совпадают с точными кривыми для 
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функции h, которые были вычислены по строгим рядам, полученным 
методом разделения переменных в эллиптической системе координат. 

Интересно отметить, что полученная здесь функция Ф1 (а, а0) пол­
ностью совпадает с выражением (7.8. 10) , найденным выше на основе 
физических соображений, и, следовательно, оценка ( 10.3 . 1 1) служит 
строгим обоснованием этого приближенного выражения. 

Формула (10 .3 .7) не отличается по степени сложности от выражения, 
полученного в работе Хаскинда и Вайнштейна [ 122/ , но имеет более вы­
сокую точность. В частности, для интегрального поперечника рассеяния 

2 S(ao) = -k Im{ Ф( -ао ,  ао) }  ( 10 .3 . 14) 

формула (10.3 .7) дает согласно (7.8.18) при нормальном падении 
(ао = О) плоской волны выражение 

S(O) = 41 [1 - 2 fi cos(q - т;/4) + 3, cos(2q) + О  (q-5/2) ] v ;  qЗ/2 7r q2 

Тогда как из результатов работы [122] следует 

( 10.3 . 15) 

Как и следовало ожидать, выражение (10 .3 .15) совпадает с известной 
формулой (31 .5) , приведенной в книге [121 / . А выражение Хаскинда и 
Вайнштейна ( 10.3. 16) правильно описывает только первый член асимп­
тотического разложения, не зависящий от kl, т. е. член, соответствующей 
приближению геометрической оптики. Лишь в случае siп 2q = О она 
дает также и первый поправочный член порядка (kl)-312. В связи 
с выражением (10.3. 16) интересно также оценить погрешность наших 
формул, опубликованных в [5 , 13/ . Можно показать, что согласно этим 
формулам 

S(0) =4l [1 + siп 2q _ � cos(q�;/4) + cos(�q) +O(q_512)] . 7rQ v 7r q 7rQ 
( 10.3. 17) 

Сравнивая теперь выражения ( 10.3. 16) и ( 10.3 . 17) с точной формулой 
( 10.3. 1 5) ,  мы видим, что формула (10.3 . 1 7) , найденная на основе физи­
ческих соображений, и формула Хаскинда-Вайнштейна ( 10.3 .16) , полу­
ченная существенно более сложным путем, имеют одинаковый порядок 
погрешности. 
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§ 10.4. N-e приближение для диаграммы рассеяния 

10.4.1 .  Вывод приближенной формулы 

Оставим n первых членов в ряде ( 10 . 1 .4) , а для остальных воспользу­
емся асимптотическим представленнем ( 10.2 .28). Полученные при этом 
результаты для функции ( 10 . 1 .3) представим в виде 

где 

Причем 

Фп (о:, о:о) = Фп(о:, о:о) + Фп(-о:, -о:о) , } 
Рп (о:, о:о) = Ё'п (о:, о:о) + Ё'п ( -а, -о:о) .  

n 
Фп(о:, о:о) = ei""' L ( -1 )m'Pm (o:, -/Зm)eiq(m-1)-i�<fЗm -m=1 

( -l)"ei""''Pп ( 1 ,  о:)'Рп ( 1 , /Зп) 
'Pn- 1 ( 1 , 1) 

или 

00 

m=1,3,5 

( 10.4. 1 )  

( 10.4.2) 

n � 
Фп(о:, о:о) = еiм L ( -l )m'Pm(o:, -/Зm)eiq(m-1)-i�<fЗm - ( -1 )n � Х 

=1 n 
( 10.4.3) 

х ['Рп( 1 , !Зп)eii'if3п - 'Рп( 1 , -!Зп) 'Рп( 1 ,  1 ) eiq-i�<f3п ] 'Рп ( 1 ,  о:) ei"a , 'Pn-1 ( 1 , 1 )  'Рп-1 ( 1 , 1 )  

'Dn = 1 - [ 'Рп( 1 ,  1) eiq] 2 'Pn-1 ( 1 ,  1 ) ( 10.4.4) 

и n = 2, 3, 4 . . . .  Можно показать, что полученное выражение (10 .4.2) 
для Фп удовлетворяет теореме взаимности 

Ф"(о:, о:о) = Фп(о:о , о:) .  ( 10.4.5) 
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10.4.2. Проверка граничных условий 

Из формулы ( 10.4.3) видно, что рассеянное поле можно искать в виде 

n 
Фп(а, ао ) = ei"a L ( -1 )m'Pm (a, -!'1т)eiq(m-l)-i�<!Зm+ 

m=l 
n 

+ е-iм 2..:: ( _1 )m'Pm( -а, !'1m)eiq(m-1)+i"!З= + 
m=l 

Накладывая на функцию Фп(а, а0) требование 

Фп(±1 , ао) = О, 

получим систему линейных уравнений: 

А + В 'Рп( 1 , 1 ) eiq = -(- 1)п 'Рп( 1 , ;3п) е;qп+i�<!Зп , ) 
'Pn-1 (1 , 1 ) 'Pn-1 ( 1, 1) 

А 'Рп( 1 , 1 ) еiч + В = -(- l)п 'Рп( 1 , -;3п) е;чп-i�<!Зп . 'Pn- 1 ( 1 , 1) 'Рп-1 ( 1 , 1 ) 

Откуда 

( 10.4.6) 

(10.4.7) 

( 10.4.8) 

( 10.4.!>) 
Подставляя величины А и В в выражение (10.4.6) , убеждаемся, что оно 
совпадает с ( 10.4.2) , где Ф(а, ао) определяется согласно ( 10.4.3) . Таким 
образом, найденное приближенное выражение удовлетворяет строгому 
соотношению 

Фп(±1 , ао) = Фп(а, ±1 ) = О. ( 10.4.10) 

10.4.3. Оценка погрешности 

Абсолютная погрешность п-го приближения определяется в основном 
погрешностью (п+ 1)-го члена, то есть значением Ип+ 1,п(а, ао ) . Поэтому 
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в соответствии с формулами ( 10.2 .27) и (10 .2 .28) имеем оценку 

IFп (a, ao) l  = О[Ип+l ,п(а, ао)] � 
о [q-�] � 

[l + yfq( l + a)] [l + )q( l + (- l)nao)] ' 
(10.4 . 1 1 ) 

где n = 2 , 3, . . . и q >> n. При n = 2 эту оценку можно уточнить, если 
учесть асимптотические представления (10.2.27) и (9.3.2 ) . Оказывается, 
что 

IЛ(а, ao) l  = О[Из,2 (а, ао)] � 

�V1 + аоО (q-1) ":::: при q � 1 .  (10 4 12) - [1 + q(l + а)] [1 + q( 1 + ао)] ....-....- · · 

Кроме того, из формул ( 10 . 1 . 15) , ( 10.4. 1 ) и (10.4. 10) следует 

Рп(а, ±1) = Рп(±1 , ао) = О. (10.4. 13) 

Это равенство и соотношение ( 10.4.12) показывают, что оценка (10.4. 1 1 )  
является, по-видимому, завышенной. 

Таким образом, найденное n-e приближение ( 10.4.3) позволяет опре­
делить диаграмму рассеяния в дальней зоне с точностью до любой 
заданной степени (kl) -n/2 при 2kl » n. Погрешность данного прибли­
жения при заданном значении q можно сделать (согласно (10. 1 . 16) и 
(10 .4. 1 1) )  как угодно малой, увеличивая число n. Однако практическую 
ценность полученные выражения могут иметь только при 2kl >> n, когда 
для вычисления функций 'Рп можно пользоваться асимптотическими 
формулами, а сами функции убывают с ростом n достаточно быстро. 

10.4.4. Интегральный поперечник рассеяния 

В заключение параграфа проведем проверку наших результатов. Для 
этого уточним формулу (10.3. 15) , используя приближение второго по­
рядка для вычисления более полного асимптотического разложения ин­
тегрального поперечника рассеяния ( 10.3. 14) при нормальном падении 
плоской волны. Согласно ( 10.4.2) и ( 10.4.3) 

(10.4.14) 
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где 

iZq 
- �

2 
['P� ( 1 , a)eiqa - 'Pz ( 1 , a)'P2 ( 1 , -а)'Р2 ( 1 ,  1)eiq] , 

'Dz 
= 

1 _ [4?2 ( 1, 1 ) e
;q]
2 

( ) 1 + а ( ) ' 1101 а, а = --, 1111 1 ,  1 = 1 . 
'Pr ( 1 , 1 ) r 2а r 

Полагая а = О в ( 10.4. 14) ,  получим 

причем 

l+ioo . 
J2 1 ещ(t-1) dt 4?2( 1 , 0) = т; )1 - t tvТ+t' 

'Pz (O, O) 

4?2 ( 1 , 1 )  

1 

l+ioo . 
1 1 f§+t etq(t-1) - ----dt i7Г 1 - t t2 

' 
1 

l+ioo . 
2 j etq(t- 1) dt 

= i7Г vt - t ( 1  + t)312 
· 

l 

При q » 1 эти выражения можно представить в виде 

eirr/4 5 e-irr/4 
'Pz ( 1 , О) = --q-1/2 + ---q-3/2 + 0 (q-5/2) , 

Vi 8 Vi 

irr/4 3 -irr/4 ( 'Pz (l , 1 ) = _e_q-l/2 + __ e __ q-3/2 + О  q-5/2) . )2:;;: 8 vz:;;: 
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(10.4. 15) 

( 1 0.4. 16) 

(10.4. 17) 

( 10.4. 18) 

( 10.4. 19) 
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Определяя с помощью этих выражений функцию Ф2 (О, О) и подставляя 
затем ее в формулу ( 10.3.14) , находим искомое асимптотическое разло­
жение для интегрального поперечника рассеяния 

S(0) = 4l [1 _ 2 
!'j_cos(q - JГ/4) + �cos 2q_ \( � qЗ/2 7Г q2 

_ ..!_ Г'{ cos (3q + 7Г/4) - (71Г/4) cos(q + 7Г/4) 
7Г \1 � qб/2 

_ _..!__ sin 4q - (51Г /2) sin 2q 0 ( -7 /2) ] 2 3 + q . 7Г q 
( 10.4.20) 

Как и следовало ожидать, полученное выражение для S полностью 
совпадает с асимптотическим представленнем (31 .5) из книги [ 121 ] . 

§ 10.5. Зависимость между приближенными 
выражениями для тока и диаграммы рассеяния 

Выше мы нашли независимым путем приближенные выражения для 
плотности тока, возбуждаемого на ленте, и для диаграммы рассеяния 
в дальней зоне. Выясним теперь вопрос, какая связь существует между 
этими выражениями. 

Из формул ( 10. 1 . 1 ) ,  ( 10 .1 .3) и (8.4.7) следует, что 
00 

Ф(а, ао) = 21Гik�LFп(ka, kao)ei""'. (10.5 . 1 ) 
n=l 

Но на основании (8.3. 1 ) ,  (8.3.2) это выражение можно переписать как 
00 

Ф(а, ао) = ik�eiкa J ](z, a0)e-ikzadz. ( 10.5.2) 
-оо 

Величина Ф(а, ао) выражается через функции IPn (a, ао) , а J(z, а0) 
через функции Хп(z, ао) . Связь между функциями IPn и Xn определяется 
согласно (8.5.7) ,  ( 10. 1 . 7) формулами 

00 

Х (z а )eikz = __ 1_ f eikzt IPn(t, ао) dt n ,  О 2 . � '  7Г2 у 1 - t2 
-оо 

00 

IРп (а, ао) = -ik� J eik(l-a)z Хп(z, ao)dz. 
-оо 

( 10.5.3) 

( 10.5.4) 
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Подставляя теперь в выражение ( 10.5.2) функцию (9.6.3) , с помощью 
формулы ( 10.5.4) получаем 

n � 
Ф�(а, ао) = еiка L ( -1 )m'Pm(a, -!3т)eiq(m-1)-iкf3m - ( - 1)n � Х 

m=l n 

Х [хп(2l, !Зп)еiк/3п - Xn(2l, -!Зп) Xn(2l, 1) eiq-iкf3n] 'Рп( 1 ,  а)еiка 
Xn-1 (2l, 1 )  Xn-1 (2l, 1 )  

Так как 'Рп ( l , а) f= Xn(2l, а) , то очевидно, что 

где Фп (а , ао) определяется формулой (10 .4.3) и, кроме того, 

Ф�(а, ао) f= Ф�(ао , а) , 

где 
Ф�(а, ао) = Ф�(а, ао) + Ф�( -а, -аа ) .  

( 10.5.5) 

(10.5.6) 

(10.5. 7) 

( 10.5.8) 

Ясно также, что функция Ф� (а, ао) не удовлетворяет граничным усло­
виям (10. 1 . 15) . Таким образом, непосредственное интегрирование при­
ближенных формул для тока, погрешность которых может быть как 
угодно малой, приводит к выражениям для диаграммы рассеяния, ко­
торые не удовлетворяют принципу взаимности и граничным условиям. 

Этот результат является довольно неожиданным и поэтому инте­
ресным. Хорошо известно, что интегрирование тока j1°> (z, а0) ,  соответ­
ствующего приближению физической оптики, дает выражение для диа­
граммы, которое не удовлетворяет принципу взаимности и граничным 
условиям (см . ,  например, [ 13] ) .  Аналогичный факт был обнаружен нами 
для тонкого вибратора [14] . Ожидалось, однако, что если ток вычислить 
более точно, то интегрируя его, можно получить выражения, которые 
будут удовлетворять принципу взаимности и граничным условиям. Те­
перь мы видим, что такие надежды не оправдались. 

В связи с этим приобретает важную роль разработка методов, ко­
торые бы позволяли по приближенным выражениям для тока находить 
рассеянное поле, удовлетворяющее принципу взаимности и граничным 
условиям. Примером такого метода может служить развитая выше, в 
главе 7, физическая теория излучения. 
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Вернемся теперь снова к выражению (10 .5.5) и оценим разность 

( 10.5 .9) 

{ 1 [ ( 1  (3 ) iкf3n ( 1  (3 ) 'Pn ( 1 ' 1 )  iq-iкf3n1 х ( 1 1 )'D 'Pn ' n e - !.рп , - n ( 1 1 ) е -'Рп-1 ' n 'Рп-1 ' 

1 
л 

[xп(2l, f3n)eiкf3n - Xп(2l, -f3n) Хп(2l , 1 )  eiq-iкf3п] } · 
Хп-1 (2!, 1 )'Dп Xп-l (2l , 1 ) 

Согласно формулам (9.4.8) , (9.4 . 10) и (10 .2 . 14) 

Xn(2l , а) = �.p(q, a)ipn-1 (q, 1) [ 1 + О (%) ] , 
( 10.5 . 10) 

'Рп(а, 1 )  = ip(q, a)ipn-2 (q, 1 )  [ 1 + О (%) ] 

при q >> n. С помощью этих соотношений можно показать, что при 
q » n 1 Хп(2l , f3п) _ 'Рп( l , fЗп) 1 � O(q-1) 

Xn-1 (2!, 1) 'Pп-r ( l , 1 )  "' 1 + Jq(1 + fЗп) ' 
( 10.5. 1 1) 

j'Dn - ±>n j ( O(q-2) , ( 10.5 . 1 2) \ Xn (2l, -fЗп) Хп(2l, 1) _ 'Рп( 1 , -f3п) 'Pn ( 1 , 1 ) 1 O(q-312) 
2 2 ( . Xп-l (2l, 1 ) 'Pn-1 ( 1 , 1 ) 1 + y'q(1 - fЗп) 

( 1  0.5. 13) 
Следовательно, 

( 10.5. 14) 

для q » n. Сравнивая это неравенство с (10.4 . 1 1) ,  мы видим, что Ф� 
совпадает с Фп с точностью до величины порядка Fп(а, а0) , т. е. порядка 
погрешности, с которой определена функция Фп(а, ао) 

Вычислим теперь ток на ленте, исходя из приближенных выражений 
для диаграммы рассеянного поля в дальней зоне. Согласно ( 10.5 .2) 
имеем 00 л 

J-( ) _ 1 J ik(z-l)a Ф(а, ао) d z , ао - -. е г;---;; а. 27Гz V 1 - а2 . - оо  

( 10.5. 15) 
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Подставляя сюда приближенное выражение Фп(а, а0) из ( 10.4.3) , нахо­
дим 

n � ]�(z, ао) = -eikz L ( -1 )m Хт(z, -,Вт)eiq(m-l )-iк/3= + ( -l)n� х 
m=l n 

( 10.5. 1 6) 

х [Ч'п(1 , ,Вп)еiкi3п _ Ч'п(1 , -,Вп) Ч'п(
l , 1 )  eiq-iкi3п] Хп(z, 1) eikz . 

Ч'n-I ( l, 1 )  Хп- 1 (2!, 1 ) 

Сравнивая эту формулу с выражением (9.6.3) , мы видим, что они 
отличаются. Следовательно, ток 

J�(z, ао) = j(o) ( z, ао) + J�(z + l, ао) + J�(l - z, -ао) ,  ( 1 0. 5. 1 7) 

вычисленный по как угодно точным выражениям для диаграммы рас­
сеяния, не обращается в нуль на краях ленты и отличен от нуля на всей 
ленте при скользящем падении плоской волны: 

J�(±l , ao) '1 О, J�(z, ±1) '1 О. ( 10.5 . 18) 

Т. е . ток J�(z, а0 ) не удовлетворяет краевым и предельным условиям 
(8.5. 19) , (8.5.20) . 

С помощью соотношений ( 10.5. 1 1 ) ,  ( 10 .5 .12) и ( 10.5. 13) нетрудно 
показать , что 

(10.5. 19) 

при q » n и О � z � оо, где функция Rn(z, ао) определяется форму­
лой (9.6 . 13) . Иначе говоря, ток J�(z, ао) , вычисленный по диаграмме Фп(а, ао) , отличается от тока J(z, ao) на величину порядка его погреш­
ности. 
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§ 10.6. Дополнительные замечания 

• Некоторые результаты этой главы были опубликованы в работах 
[18, 22, 24] . 

• Первое приближение, полученное по формуле (10.3.6) , было ис­
пользовано в [67] для вычисления рассеянного поля. Как показано 
в работе [68] , данные на рис . 8 из [67] , использующие (10.3.6) , 
являются результатом неправильных численных расчетов в [67] . 



Глава 1 1  

Дифракция плоской волны 
u 

на ленте, ориентированпои 
в направлении поляризации 
(граничная задача Дирихле) 

Выше, в главах 8-10, мы рассмотрели асимптотическое решение гра­
ничной задачи Неймана. Ниже будет изложено в более краткой форме 
аналогичное исследование для граничной задачи Дирихле. 

§ 11 . 1 . Формулировка и решение функциональных 
уравнений 

Пусть плоская волна 

Ех = e-ik(zao+y�)-iwt , Нх = о, ,а ао = cos ио ( 1 1 . 1 . 1 )  

падает на  идеально проводящую ленту с координатами у = О ,  - оо  � х � 
оо, -l � z � l. Так же как и в § 8.2, можно показать, что краевые волны 
рассеянного поля обладают свойствами симметрии . Поэтому ток, вtп­
буждаемый на ленте падающей волной ( 1 1 . 1 . 1 ) ,  мы можем представить 
в виде 

где 

Здесь 

. с 
Jx(z, ао) = 27r J(z, ао) , 

J(z, ао ) = j(o) (z, ао) + J(z + l , ао) + ](l - z, -ао ) . 

( 1 1 . 1 .2) 

( 1 1 . 1 .3) 

( 1 1 . 1 .4) 
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соответствует току, возбуждаемому на неограниченной плоскости 
( -оо � z � оо, у = 0) , а величина 

00 
J(z, ао) = L iп (z, ао) ( 1 1 . 1 .5) 

n=1 

описывает волны, возникающие при последовательной дифракции на 
краях ленты. 

Представим далее парциальную краевую волну тока в виде интегра­
ла Фурье 00 

Jп(z ,  ао) = j Gn(t, kao)eiztdt ( 1 1 . 1 .6) 
-00 

и обозначим через Еп(z, у, а0) электрический вектор поля, излучаемого 
этим током. Тангенциальная компонента Ех согласно ( 1 .2.2) равна 

( 1 1 . 1 . 7) 

где 00 
Ах = � j Jп((, ао)НЬ1) ( kVy2 + (z - ()2) d(. ( 1 1 . 1 .8) 

-оо  

Подставляя сюда выражение (8.3.5) для функции Ханкеля, получим 

Поэтому 

J\X) ei (vy+wz) 
Ах = i Gп(w, kao) v dw, 

00 . 

у ;? о. 

J ezzt Епх (z , О , ао) = -k Gп(t, kao) �
dt. 

k2 - t2 -оо 

В результате условия 

J(z, ао) = О при l z l  > l , 

Enx ((, O, ao) = О при ( > О 

( 1 1 . 1 .9) 

( 1 1 . 1 . 10) 

( 1 1 . 1 . 1 1) 

( 1 1 . 1 . 12) 
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приводят нас к рекуррентной системе функциональных уравнений 
00 j G1 (t, kao)ei(tdt = -j(o) (( - l , ao) ,  ( < О, 

-оо 

00 j [сп (t, kao) + Gn-l ( -t, -ka0)e-i2lt] ei(tdt = О, 
-оо 

( < О, n = 2, 3, . . .  

Joo ei(t Gn(t, kao) г,;:;--:::;dt = О, ( > О , n = 1 ,  2, . . .  , 
у k2 - t2 -оо 

( 1 1 . 1 . 13) 

где контур интегрирования проходит по веrцественной оси и огибает 
точку ветвления t = -k сверху, а точку ветвления t = k � снизу. 

Применяя далее к этой системе метод факторизации, находим 

G (k k ) _ _  
1_ �vг=-aQ iкао 1 а, а0 - 'k � е , 27rt а+ ао 

( 1 1 . 1 . 14) 

Vk - t Joo e-i2lu 
Gп(t, kao) = - --.� 

� 
Gn-l (-и, -kao)dи. ( 1 1 . 1 . 15) 21rz k - и( и - t )  n==2 ,3 , . . .  - оо '-" 

Здесь, как и раньше, символы "" и '----' указывают, с какой стороны 
контур интегрирования огибает соответствуюrций полюс. 

§ 11 .2 .  Диаграмма рассеяния и уравнение краевых волн 

Согласно ( 1 1 . 1 .7) , ( 1 1 . 1 .9) поверхностные токи jп(z+l ,  ао) и jп (l-z, -ао) 
излучают соответственно поле 

00 . 

Enx = -k J Сп(  -w, -kao) е:У eiw(z-l)dw, 
-оо  

у )  о, ( 1 1 . 2 . 1 )  

где v = (k2 - w2) 112 и Iш v ) О. Поэтому полное рассеянное поле при 
у ) О можно представить в виде 
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!00 00 ] ei(vy+wz) 
- k L [сп(w, ko:o)eiwl + Сп (  -w, -ko:o)e-iwl --

v
--dw. 

_ 00  n=l 

Полагая здесь 

w = k cos т, v = k sin т, z = r cos fJ, y = r sin fJ 

( 1 1 .2.2) 

и применяя метод перевала [78] , получим для рассеянного поля в даль­
ней зоне выражение 

оо [ . . ] ei(kr+7r/4) 
Ex = 21ГikL Gn(ko:, ko:o)e'м+Gп(-ko:, -ko:o'J;-'"a. � , 

n=l 27rkr 

где а = cos fJ и о:0 = cos fJo .  
Введем функцию 00 

G(o:, о:о) = L Gп(ko:, ko:o) .  
n= l  

( 1 1 .2.3) 

( 1 1 .2 .4) 

В соответствии с выражением ( 1 1 . 1 . 15) члены этого ряда определяются 
рекуррентной формулой 

00 . 
vт=й f е

щ
и 

Gп(ko:, ko:o )  = -2
-. - � Gn-l (ku, -ko:o)du, 

n=2 з 
7rl v'l+u( и+ а) ' , . . .  - СХ)  

( 1 1 .2.5) 

где q = 2к = 2kl и точка ветвления и = - 1 обходится сверху, 
полюс и =  - а сверху и точка ветвления и = 1 снизу. Следовательно, 
ряд ( 1 1 .2.4) можно рассматривать как ряд Неймана для интегрального 
уравнения 

00 . - vl -o: 1 е
щ

и 
G(o:, ao) = Gl (ko:, ko:o ) + --.- v'1+U � G(и, -о:о)dи, 27rl 1 + и( и+ а) 

где 

-= 

G- (k k ) _ .;г=-а� iка.о 1 о:, о:о - е . 
0: + о:о 

( 1 1 .2 .6) 

( 1 1 . 2. 7) 
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Это интегральное уравнение впервые было получено (для функции 
G( -а, а0) ) иным путем в работе [124] и использовалось затем в работах 
[122 , 125, 134] для асимптотического решения задачи о дифракции на 
ленте. Однако сущность уравнения оставалась завуалированной. Наш 
вывод вскрывает его физический смысл. Член ряда Неймана порядка n 

для этого уравнения описывает диаграмму краевой волны п-го порядка. 
Поэтому уравнение ( 1 1 .2.6) , как и уравнение (8.4. 10) , можно назвать 
уравнением ""раевых волн. 

§ 11 .3. Ряд последовательных приближений 
и интегральное уравнение для тока 

11.3.1 .  Ряд по функциям �n(z, ао) и некоторые свойства 
этих функций 

Пользуясь формулами ( 1 1 . 1 .5) , ( 1 1 . 1 .6) и ( 1 1 . 1 . 14 ) ,  ( 1 1 . 1 . 15) ,  можно 
получить следующее выражение для тока: 

00 

](z, ао) = eikz L) - l)m�m(z, -fЗт)eiq(m-1)-i�<fЗm
' 

m=l 

где, по-прежнему, f3rn = (- 1 )mao и 
00 

с (z а) = _ _  
1
_ J eikz(t-l) v'1 - t dt "1 ' 27Гi t+ ("; ' 

- оо  

1 
�п(z, a)eiq(n-l)+ikz = - --- х 

2( 7Гi)n n==3,4 , . . .  
1+ioo 1+ioo J J g(t1 )g(t2) . . . g(tп-1 )dt 1dt2 . . . dtn- 1 х 

· · · 

(t1 + o:) (t2 + t1 ) (tз + t2 ) . . .  (tп- 1  + tn-2) 
х 

1 1 
00 

х J eikztп vг=--Гп dt � n , 
iп+ t n- 1 -оо 

( 1 1 .3. 1 )  

( 1 1 .3.2) 

( 1 1 .3.3) 

( 1 1 .3.4) 
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где 
(l=t .  g(t) = у l+teщt , q = 2к:, к =  kl . 

Перепишем эти выражения для положительных значений z : 

� i (1 ) 6 (z , а) = v L-ф(kz ,  а) , ф(kz ,  а) = 
J 'Pkz (kz , а) , 

с (z a)eiq+ikz = _1_ <,2 ' ( 1Гi)
2 

1 �п(z, a)eiq(n- 1)+ikz = __ х 
( 1Гi)" n=3,4, . . . 

2(1 + а) 

( 1 1 .3 .5) 

( 1 1 .3.6) 

( 1 1 .3 .7) 

( 1 1 .3 .8) 

где интегрирование ведется по левому берегу разреза от 1 --+ 1 + ioo, где 
arg{ ( 1 - t) 112} = -7Г/4, а функция ср�1) (q, а) - производпая от интеграла 
Френеля (см .  (9.2 .6) , (9.2.9 ) ) .  

Из этих формул следует, что при z > О и z --+ О 

�п (z, a) = o (vk) при n = 1 , 2 , . . .  , ( 1 1 .3.9) 

т. е. каждая парциальная краевая волна тока вблизи ребра ленты имеет 
ту же особенность, что и первичная волна Зоммерфельда. 

Кроме того, из приведепных выше формул ( 1 1 .3 .2) , ( 1 1 .3 .3) и ( 1 1 .3 .4) 
вытекают при z < О соотношения 

6(z, a) = vll+Qe-ikz(1+a) , 
} 

= �п-1 (21 - z, a)e-i2kz , 
z < O ( 1 1 .3. 10) 

�п (z, а) 

с помощью которых петрудно проверить, что J(z, а0 ) = О  при l z l  > l .  
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11 .3.2. Интегральное уравнение для тока 

'Умножая обе части равенства ( 1 1 . 1 . 15) на eizt и интегрируя затем по t 
в пределах от -оо до оо, получим рекуррентную формулу для тока 

где 

причем 

00 

Jп(z, ао) = � J K(s - 21 , z)Jп-l (s, -ao)ds, 
-оо 

00 00 . 
1 J · J е•хи du 

K(x, z) = - -. e'zt�dt �--, 4m k - u и - t 

00 

-оо -оо ...._... 

K(x, z) = О  при х < О, 

К(х, z) = -� J ei(x+z)udu = -7r8(x + z) при z < О. 
-00 

( 1 1 .3 . 1 1 )  

( 1 1 .3 . 1 2 ) 

( 1 1 .3. 13) 

( 1 1 .3. 14) 

Следовательно, формулу (1 1 .3 . 1 1 )  можно ареобразовать к виду 
00 

Jп(z, ao) = � j K(x, z)Jn- 1 (2l + x, -ao)dx, 
о 

откуда, в частности, вытекает равенство 

Jп(z, ao) = -Jп-1 (2l - z, -ao ) при z < O. 

Очевидно, что ряд 
00 

j(z, ао) = L::>п (z, ао) 
n=l 

( 1 1 .3. 15) 

( 1 1 .3. 16) 

( 1 1 .3. 17) 

можно рассматривать как ряд Неймана для интегрального уравнения 
второго рода 

где 

00 

j(z, ао) = J1 (z, а0) + � j К(х, z)j (2l + х, -a0)dx, 
о 

( 1 1 .3 . 18) 

( 1 1 .3. 19) 
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Применяя к результатам Шварцшильда [139] теорему двойственно­
сти, можно далее показать, что результирующая краевая волна тока 
( 1 1 .3 . 17) удовлетворяет уравнению ( 1 1 .3 . 18) с ядром 

, f;eik(x+z) 
K(x, z) = - при х > О  и z > О. 

z х + z  
( 1 1 .3 .20) 

Выкладки, аналогичные тем, которые были приведсны нами в § 8.7, 
позволяют убедиться в эквивалентности ядер ( 1 1 .3. 12) и ( 1 1 .3.20) . Таким 
образом, как в случае граничной задачи Неймана, наше решение ( 1 1 .3 . 1 )  
оказывается эквивалентным решению Шварцшильда и отличается от 
него только формой записи. Шварцшильд доказал равномерную схо­
димость своего решения, поэтому мы не будем останавливаться на 
этом вопросе, тем более, что в главе 8 уже был указан путь такого 
доказательства. 

Выше мы получили формальное решение функциональных уравне­
ний для граничной задачи Дирихле и установили связь этого решения 
с другими известными работами. Перейдем теперь к асимптотическому 
исследованию найденного решения. 

§ 11 .4. Асимптотические представления для функций 
{n(z, а) 

Применяя к функциям �n ( z, сх) при z � О лемму 2 из § 9 . 1 ,  можно 
получить следующие асимптотические разложения при q --+ оо: 

6(z, cx) "' v21f;(q, cx)ф(kz, 1 )+ 

+ _!:_ � v2 arnф(q, c:t) 
i 1Г L." irn дqrn 

rn=l 

l+ioo J eikz(t-l)�drn(t)dt , 

где drn(t) - коэффициенты ряда Тейлора 

00 
( 1  + х)-112 (х + t )- 1 = L drn(t) (x - l)rn 

rn=O 

( 1 1 .4 . 1 )  

( 1 1 .4 .2) 
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и 

�п (z, а) � V'i,ф(q, a)1/P-2 (q, l)ф(kz, 1 )+ 

+ 1 � 1 l
j
+ioo

eikz(tп-l)vr=т;;dtn Х (i7r)" t;;:l m! 
n-l 

l+ioo l+ioo п-1 п � Vm(tr , . . .  , t")dtr . . .  dtn- 1 f 1 iq 2:: (t5-l) s=l х . . . е s=1 =:..._ _____ n_--:-1 ------, 
1 1 (t1 + a) П( l + ts) 

8=2 
где 

vт(tr , t2 , . . .  , tn) = [ (t1 - 1 )�+ дtr 
д д ]т + (t2 - 1 )-8 + · · · + (tn-1 - 1 ) -8 - 9п(1 , 1 , . . .  , 1 , tn) , t2 tn- 1 

Согласно формуле ( 1 1 .3.6) здесь 

l+ioo 
ф(q, а) = -. _

1_ J eiq(t-1 ) v'1 - t dt = 
шV'i t + а  

1 

i (1 ) 
V2(1 + а) i.fJq 

(q, a) . 
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( 1 1 .4.3) 

( 1 1 .4.4) 

( 1 1 .4.5) 

( 1 1 .4.6) 

Правая часть формулы ( 1 1 .4.1) и каждый член ряда в (11 .4.3) вы­
ражаются через сумму произведений однократных интегралов типа 
<.p�m) (q , a) и 

(1 1 .4.7) 

где <.р�т) (q, а) и <Pm (z) определяются согласно (9.2.6) и (9.2.7) . Нужно 
подчеркнуть, что хотя эти функции выглядят громоздкими, они могут 
быть выражены лишь через интегралы Френеля, степенные и экспонен­
циальные функции q, a и z (см. , например, формулы (9.2 . 10)-(9 .2 .13) ) .  
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Природа возникновения функций ip�m\q, а) и if'm(z) была изложена 
в §  9.2. Функции ip�m) (q , а) порождаются членами (ts - 1)m в ряде Тей­
лора ( 1 1 .4 .4) . Функции if'm(z) возникают за счет дифференцирования 
формулы ( 1 1 .4.5) по переменной tn-1 , которая связана с переменной tn 
множителем (tn-1 + tn)-1 . Производная m-го порядка этого множителя 
в �ке tn- 1 = 1 порождает величину ( 1  + tп)-m и, следовательно, 
функцию if'm(z) . 

Асимптотические свойства функций ip�m) (q, а) описываются форму­
лой (9.3.2) , тогда как асимптотическое поведение функций dif'm(z)/dz 
следует прямо из ( 1 1 .4 .7) . Вводя новую переменную х = z(t - 1 ) , 
немедленно получаем 

( 1 1 .4.8) 

Полагая z = О  в ( 1 1 .4.7) , видим, что 

:z if'm(z) = О  [1 ] при m = 2, 3, 4, . . .  для z --+  О. ( 1 1 .4.9) 

В соответствии с (9.2 . 7) и (9.3. 1 1) находим соотношение 

( 1 1 .4 . 10) 

В этой главе функции ф(kz, а) играют ключевую роль. Их поведе­
ние определяется формулой ( 1 1 .4.6) и асимптотическими свойствами 
функций 1p(kz, a) из (9.3 . 1 ) ,  (9.3.2) и (9.3. 1 1 ) .  В соответствии с этими 
выражениями 

[ -1/2 ] 
ф(q, а) = О  1 + �( 1  + а) ' 

( 1 1 .4. 1 1 ) 
д [ q-3/2 ] 

ф�1) (q, а) = дq ф(q, а) = 
О 1 + q( 1 + а) 

для q » 1 и -1 '( а '( 1 .  Из сопоставления функций ф(kz, 1 ) и 
dij>2 (kz)/dkz также следует, что 

dij>2(kz)jdkz = О  [Ф (kz, 1 )] при kz --+ оо ,  [dif>���z) /Ф(kz, 1 )] --+ 0  при kz --+ 0. 

( 1 1 .4. 12) 

( 1 1 .4. 13) 
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Эти две асимптотики могут быть объединены соотношением 

� d�z cf?2 (kz) J � O [ф(kz, 1) ]  при O � kz � oo. ( 1 1 .4. 14) 
Используя эти асимптотические выражения для функций 'P�m) ( q, а) , 

cf?m(kz) и ф(q, а) , можно вывести ключевые приближенные выражения 
для функций �п(z, а) , подобные приближениям из главы 9. Рассмотрим 
следующее приближенное выражение: 

где 
1+ioo 

Т1� = (i�)n ! vг=t;;eikz(tп- 1) dfп X 
1 

1+ioo 
n- 1  

l+ioo n-1 п � v1 (t1 , . . .  , tn)dt1 . . .  dtn-1 

( 1 1 .4 . 15) 

х ! ! iq I: (t, -1) =1 е s=l .:::..8 -=------n---:1;--------, ( 1 1 .4. 16) 
1 (t1 + а) П ( 1  + l8) s=2 

( 1 1 .4 . 1 7) 
Функция 9п определяется формулой ( 1 1 .4.5). Нужно отметить, что она 
содержит множитель (tп- 1 + tn)- 1 , который связывает tn- 1 с tn и 
порождает множитель ( 1  +tn)-2 в функции v1 и множитель dcpz (kz)/dkz 
в функции Т1� . Опуская другие детали вычислений, которые были ранее 
изложены в главе 9, приведем окончательную асимптотическую оценку 
для T1f. : 

Т1� = ф(kz, 1)фп-з (q, l) x 

ol•( )·1. ( 1 ) ( 1 )0 [dcpz (kz)/dkz] } + 'f/ q, a 'rq q, ф(kz, l) · ( 1 1 .4 . 18) 
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После подстановки этого результата в (1 1 .4 . 15) последнее выражение 
принимает вид 

�п (z, а) i'::j V'iф(q, a)фn-2 (q, 1)ф(kz, 1) х 

х { 1 + 0 [ф�1) (q, а) ] + (п - 2)0 [ф�1\q, 1) ] + ф(q, а) ф(q, 1 ) 
ф�1) (q, 1) 0 [dtj;2(kz)/dkz] } + ф(q, 1) ф(kz, 1) · ( 1 1 .4 .19) 

Асимптотические оценки, приведеиные в (1 1 .4 . 1 1 )  и (1 1 .4. 14) , позволяют 
упростить это выражение: 

�п(z, а) i'::j V'iф(q, a)фn-2(q, 1)ф(kz , 1){ 1 + О [ � J } 
при q » n, О :(  z :( оо и -1 :( а :( 1 .  

Используя эти формулы, нетрудно видеть, что 

l c ( ) _ �п (z, 1)�n (2l , a) [ �п (2l , 1) ] m- 1 1 <,n+m z, а ( ( ) :( �n-1 2l, 1) �n-1 2l, 1 

( 1 1 .4 .20) 

:( IФ(q, a)ф(kz, 1)1/Jm+n-z (q, 1) 10 ( n: m) ( 1 1 .4 .21) 

или 

l c ( ) - �п (z, 1)�п(2l , а) ( �n(2l , l ) ] m-1 1 <,n+m z , a  ( ) :( �n-1 2/, 1) �n-1 (2!, 1 

( О 
[ q-З(m+n-1)/2 ] 
Vkz(l + kz) [1 + q(l + а)] (1 1 .4.22) 

при q » n + m и О :( z ( оо. Представленные здесь асимптотические 
выражения ( 1 1 .4.20) и (1 1 .4.22) играют важную роль при выводе при­
ближенных выражений для тока. 
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§ 1 1.5 .  Первое приближение для тока 

Представим ток ( 1 1 .3. 1 )  в виде 

00 
+ eikzJ1 + aoe-it«>o L �m(z, -ao)eiq(m-1) -

m=2,4, . . . 
00 

- eikzJ1 - аоеiмо L �m(z , ao)eiq(m-1) . 
m=3,5, . . . 
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( 1 1 .5 . 1 )  

Подставляя сюда первые члены асимптотических представлений 
( 1 1 .4 . 1 ) ,  ( 1 1 .4.20) , получим 

( 1 1 .5 .2) 

где 

( 1 1 .5 .3) 
х [vl + ao1/J(q, -ао)е-iкао - vl - a:o1/J(q, a:o)t/J(q, l)eiмo+iq] eikz, 

( 1 1 . 5.4) 

а абсолютная погрешность имеет величину - { q-3/2 } 
R 1 ( z ' 00) = 0 -vт;;=k=-z(_1_+_k

--=
z
'-
) [-1 +-q-( 1---а-0

-
)] 

( 1 1 .5.5) 

при q >> 1 и О � z � оо. Полная нормированная плотность тока ( 1 1 . ! .  3) 
имеет в данном приближении следующий вид: 

( 1 1 .5.6) 

где 
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Полученные выражения интересно сравнить с результатами работы 
[125] , где вычислено несколько первых членов асимптотического разло­
жения при q » 1 .  Заменяя в формуле ( 1 1 .5.3) z на l - z, ао на -ао и 
полагая k (l - z) » 1 и q( l  ± а0) » 1 ,  находим следующую величину для 
волны тока, бегущей от конца z = l : 

J а - -- e'klao 1 - i ----- еiЗп/4 V1 - ао . [ 3 ] eik( 
I (( , о) - 2..j1r 1 + а0 2k(( 1 + ао) (k()312 

i � eikl(2-a0)+ik( 
- 32?Т 1 - ао (k1) 312(k() 312 ' 

( = l - z .  ( 1 1 .5.9) 

Эта же формула получается из выражений (26) , приведеиных в работе 
[ 125] ,  если там устранить опечатки, 11менно, формулы (26-2) и (26-3) 
следует писать там в виде 

л еiЗп/4 vг=--aQ ei<(ao-x+l) Ф2(хiао) = 3 4..j1r (1  + ао)2 ( 1 - х)5/2 ' 

л 1 � e-iE(ao+x-3) 
Фз(х lао) = 32?Т ( 1 - ао) ( 1 - х)З/2 

§ 11 .6 .  N-e приближение для тока 

Оставим в ряду ( 1 1 .3. 1 )  n первых членов, а для остальных воспользуемся 
асимптотическим представленнем ( 1 1 .4 .22) . В результате для полного 
тока получим выражение 

где 

J(z, ao) = Jп(z, ao) + Rп(z, ao) ,  

Jп (z, ао) = V 1 - a&e-ikzao + Jп(z + l, ао) + Jn(l - z , -ао) , 

Rп(z, ао) = Rп(z + l, ао) + Rn(l - z, -ао) , 

n 
Jп (z, ао) = eikz L ( -1 )m�m(z, -fЗт)eiq(m-l )-i�<fЗm_ 

m=l 

( 1 1 .6 . 1 )  

( 1 1 .6.2) 

( 1 1 .6.3) 
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fЗп = ( -l)"ao , 

Dл n = 1 - [ �n(2l, 1 )  eiq] 2  
( ) при n = 2, 3, . . .  �n-l 2l, 1 
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( 1 1 .6.5) 

Абсолютная погрешность Rn ( z, ао) имеет при q » n и О � z � оо 
следующую оценку сверху: 

Rп(z, ао) � О  . 1 - 1 { q-Зn/2 } 
Ykz(1 + kz) [1 + q [1 + ( -1 )"ао] ] 

§ 1 1 .7. Ряд по функциям Фп(а, а0) 
для диаграммы рассеяния 

( 1 1 .6.6) 

В соответствии с формулой ( 1 1 .2.3) рассеянное поле в дальней зоне 
равно 

( 1 1 .7. 1 )  

где а =  cos {) и ао = cos 1'Jo , 

Ф(а, ао) = Ф (а, ао) + Ф ( -а, -ао) , ( 1 1 . 7.2) 
CXJ 

Ф (а, ао) = vТ="aei"aL( - 1)my'1 +f3mФт(a,-f3m)eiq(m-l)-it<f3m . (1 1 .  7.3) 
m=l 

Функции Фп(а, ао) имеют следующий вид: 

1 
Ф1 (а, ао) = --, а + ао 

о!. (а ао) eiq(n-l) = 
1 

х '1-'n ' (i7Т)n-l 
n=3,4, . . .  

l+iCXJ J 
1 

g(t)dt ( 1 1 .7.4) 
( t + а) ( t + а о) ' 

( 1 1 .7.5) 

где g(t) определяется формулой ( 1 1 .3.5) , а интегралы берутся вдоль 
левого берега разреза от 1 -+ 1 + ioo, где (1 - t) 112 = [ ( 1 - t) 1 12]e-i71"14 . 
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Очевидно, что функции Фп (а, а0) симметричны, 

'Фп (а, ао )  = 'Фп(ао , а) ,  ( 1 1 . 7.6) 

и, следовательно, диаграмма рассеяния удовлетворяет принципу взаим­
ности, т. е. 

Ф (а, ао) = Ф(ао , а) .  ( 1 1 .7.7) 

В соответствии с работой Шварцтильда [139] , ряд ( 1 1 . 7.3) сходится 
абсолютно и равномерно при любых значениях q > О. 

Заметим далее, что функции Фп (а, а0) удовлетворяют соотношению 

lim �д
д 

'Фп(а, ао) = �Фп-1 ( 1 , ао) ,  а�- 1 а 2 ( 1 1 . 7.8) 

пользуясь которым можно убедиться в справедливости равенства 
д 

liш �-д Ф(а, а0) = О . 

a�±l а (11 .7.9) 

Последняя формула означает непрерывность рассеянного поля в плос­
кости у =  О при l z l  > l. Действительно, компонента Hz рассеянного поля 
пропорциональна производной 

Требование непрерывности поля при у =  О, l z l > l эквивалентно условию 
Hz = О , т. е. условию ( 1 1 .7 .9) .  

§ 11 .8 .  Асимптотические представления функций Фп(а., а.о) 
Применяя к функциям 'Фп(а, ао) лемму 2 из § 9. 1 ,  можно получить сле­
дующие асимптотические (в смысле Пуанкаре) разложения при q -+  оо: 

( 1 1 .8 . 1 )  

где Ьт - коэффициенты ряда Тейлора 

( 1 1 .8.2) 
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(1 1 .8.3) 
n- 1 

l+zoo n-1 П vг=-ts Vm(tl , . . .  , tn-l )dtl . . .  dtn-l 1 ezq s:>;l (t,- 1) s=l ��--------------n--�2---------

где 

1 (t1 + ao) (tn-1 + а) П ( 1 + ts) 
s=2 

n-2 

(1 + t1 )-112( 1 + tn-1 )-1/2 L � 
s=2 

n=4,5,6, . . .  

(1 1 .8 .4) 

( 1 1 .8 .5) 

( 1 1 .8.6) 

а функция ф(q, а) определяется формулой (1 1 .3.6) . Очевидно, что каж­
дый член ряда ( 1 1 .8.3) , как показано в (9.2.6) , есть сумма произведений 
однократных интегралов типа ер� т) (q, а) . 

J\!Iы опускаем детали асимптотического анализа первого члена с 
т =  1 в ряде (1 1 .8.3) . Этот анализ подобен тому, который был проделан 
подробно в §§ 9.4, 10 .2 и 1 1 .4 .  Используя результаты этого подхода, мы 
получаем 

Фп (а, ао) = �ф(q, а)ф(q, ao)Фn-3 (q, 1 ) х х{ 1+0 [ф�J ) (q, a) + ф�l ) (q, ao) ] + (n - 3)0 [ф�l) (q, l) ] } . 
ф(q, а) ф(q, ао) ф(q, 1 ) 

Принимая во внимание (1 1 .3.6) и (1 1 .4. 1 1 ) , находим 

( 1 1 .8.7) 

1 
Фп(а, ао) = 2ф(q, а)ф(q, ао)Ф

п-з (q, 1 ) { 1+0 [n/q]} при q » n. ( 1 1 .8.8) 
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И ,  наконец, пользуясь этой формулой, нетрудно получить другое важное 
асимптотическое соотношение: 

I'Фп+т(а, ао) -
'Фп(l , а)'Фп(l , ао) [ 'Фп(l , l) Jm-l ) � 'Фп-1 ( 1 , 1 )  'Фп- 1 ( 1 , 1 )  

qO [q-З(m+n- 1)/2] 
:;( при q '' n + m. (11 8 9) 
- [ 1  + q( 1 + а:)] [1 + q( 1 + ао)] // · · 

Уточним это неравенство для значения n = 2. С этой целью изучим 
асимптотическое поведение функции 

Пользуясь интегральными выражениями { 1 1 . 7.4) и { 1 1 .7.5) , представим 
{ 1 1 .8. 10) в виде 

где 

1+ioo 1+ioo J . . . J Хп,2 (t1 , t2 , . . · , tn- 1 ) Х 

1 1 
Х [Fп,2 (t1 , t2 , . . . , tп-1 ) - 1] dt1dt2 . . . dtn-1 , 

n-l 1 iq 2:: Us- 1) пп- г;----г 
е s=l у 1 - ts 

s=l n-l n-2 
(tl + ao) (tn- l + а) П ( 1 + t8)312 П ( 1  + ts) 

s=l s=2 

( 1 1 .8. 1 1) 

( 1 1 .8. 12) 

и функция Fп,2 (t1 , t2 , . . .  , tn) определяется формулами (10.2 .2 1 )  и 
(10.2.22) . Разложение функции Fn,2 - 1 в ряд Тейлора в окрестности 
точки t1 = t2 = · · · = tn- l = 1 имеет вид (10.2 .23) . Учитывая эти 
замечания и применяя к функции V n,2 лемму 2 из § 9. 1 ,  получим при 
q >> n следующие выражения: 

Vз,2 (а, ао) "' -:
6 ф

�1\q, а)ф�1) (q, ао) ,  } V 4,2 ( а, ао) "' -;2 Ф�1>(q, 1)[Ф(q, а)ф�1>(q, ао) +Ф�
1)(q , а)ф(q, ао)) , 

( 1 1 .8 . 13) 



§ 1 1 .9. Первое приближение для диаграммы рассеяния 281 

Vп,z (a, ao) � - 2!+1 ф�1) (q, 1 )фn-5 (q, 1) х  
n=4,5 . . . 

+ ф(q, 1 ) [Ф(q, а)ф�1) (q , ао) + ф�l) (q , a)ф(q, ao)] } ·  (1 1 .8 . 14) 
Откуда 

,; , ( ) _ Фz (l , a)Фz (l , ao) 
� 

- � . ;. (1) ( ) ,;,(1) ( ) '1-'3 а, ао ф1 (1 , 1 ) 8 '�-'q q, a '1-'q q, a0 , ( 1 1 .8 . 15) 

,;, ( ) Фz (1 , а)фz (1 , ао) [Фz (1 , 1) } n-3 '1-'n а, ао - "' Ф1 (1 , 1 ) Ф1 (1 ,  1 ) 
"' -�ф�1) (q, 1)фn-5 (q, 1 ) { (n - 4)ф( q, а)ф(q, ао)Ф�l) ( q, 1 )+ 

+ ф(q, l) [Ф(q, а)ф�1) (q, ао) + Ф�1) (q, а)ф(q, ао)] } · ( 1 1 .8. 16) 
Пользуясь далее оценками (9.3.2) , (1 1 .3.6) и (1 1 .4. 1 1) , получаем 

,;, ( ) _ Фz (1 , а)фz (1 , ао) [Фz (1 , 1 ) ] n-3 
= '1-'n а, ао Ф1 ( 1 , 1 )  Фr ( l , 1 )  

0 (q-3(n-1)/2] 
= [ ( l )] [ ( )] при п = 3, 4, . . .  и q » n. ( 1 1 .8 . 17) 1 + q + а  l + q 1 + ao 

Найденные выше асимптотические представления позволяют теперь 
перейти к построению приближенных выражений для рассеянного поля. 

§ 11 .9. Первое приближение для диаграммы рассеяния 

Ограничиваясь в асимптотическом разложении (1 1 .8 . 1) первым членом, 
получим 

Фz (а, ао )  = ф(q, а) - ф(q, ао) + а - а0 
+ 0  ['P�Z) (q, a) - 'P�2) (q, ao) ] 

� v1 + ao при q » 1 . ( 1 1 .9 . 1) 
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Мы хотим построить такое выражение для полного рассеянного 
поля, которое бы удовлетворяло граничным условиям ( 1 1 . 7.9) . С этой 
целью добавим в правую часть ( 1 1 .9 . 1 ) нулевую величину ф(q, 1 ) �ф(q, 1 ) 
и рассмотрим комбинации ф(q, а) � ф(q, 1 ) , ф(q, а0) � ф(q, 1) . Можно 
показать, что 

1 � а [<.p(2) (q а) ] ф(q, а) � ф(q, 1 ) = -2-ф(q, а) + (1 � а)
О Jr-ia при q » 1 . 

Используя эту аппроксимацию, выражение ( 1 1 .9 . 1 ) можно преобразо­
вать (в пределах его погрешности) к виду 

1 [ l � a  1 � ао ] 'Ф2 (а, ао) = �а � ао -2-ф(q, а) � -2-ф(q, ао) + 

+ О [<P�
2> (q, a) ] 

+
О [<P�2) (q , ao ) ] . 

v'Т+"й v'l + ао 
(1 1 .9.2) 

Подставляя теперь в ряд ( 1 1 . 7.3) выражение ( 1 1 .9.2) и пользуясь для 
остальных функций асимптотическим представленнем ( 1 1 .8 .8) , находим 

где 

�v'1 � ао it<(a+ao) ----------�е � а + ао 

л=--а� [ 1 � а olo( ) 1 + ао о!,( )] iq+it<(a-ao) � -- '�-' q, a � -- '�-' q, �аа е � а + ао 2 \ 2 

� i2q [ � ( ) it<a 
� �е v 1 � ао'Ф q, ао е 0 � 

( 1 1 .9 .3) 

( 1 1 .9.4) 
Замечая, что 

liш �8
8 ф(q, а) = _21 , } а--+-1 а 

liш �8
8 ф(q, а) = О, 

а--+1 а 

( 1 1 .9.5) 
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можно убедиться в справедливости равенства 

где 

. � д lнn v 1 - а2-д 
Ф1 (а, ао) = О, <>-+±1 а 
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( 1 1 .9.6) 

( 1 1 .9.7) 
Абсолютная погрешность данного приближения определяется фор-

мул ой 
Н (а, ао) = Л(а, ао) + Л( -а, -ао) , 

где в соответствии с ( 1 1 .9.2) 

- о [q-1/2] Н (а, ао) = при q » 1 .  [ 1  + q(1 + а)) [ 1  + q( 1  - ао) ] 
Из формулы ( 1 1 .9.6) также следует, что 

lim V1 - а2 д
д Р1 (а, ао) = О. <>-+±1 а 

( 1 1 .9.8) 

( 1 1 .9.9) 

( 1 1 .9. 10) 

Для контроля полученных результатов вычислим интегральный по­
перечник рассеяния 

2 S = -k Im{Ф (  -ао, а0) }  ( 1 1 .9 . 1 1 )  

при нормальном (ао = О) падении. На основании ( 1 1 .9.3) имеем 

Ф1 (0, 0) = 1 - iq + [ф(q, О) - дф(q, О) ] eiq - ф2 (q, О) . ei2q . ( 1 1 .9. 12) 
да 1 + ф(q, 1 )ещ 

Подставляя сюда асимптотики 

( 1 1 .9 . 13) 

получим для интегрального поперечника следующее выражение: 

S = 4! [1 -
sin(q - 7r/4) + O(q-7/2)] ' v'2J;q5/2 (11 .9. 14) 

которое совпадает с двумя первыми членами асимптотической формулы 
(31 .4) , приведеиной в книге [ 12 1 ] .  
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Найденное нами первое приближение ( 1 1 .9.3) имеет такой же ха­
рактер сложности, как формулы из работ [5] и [ 134] ,  но является по 
сравнению с ними более точным. Действительно, можно показать, что 
при нормальном падении плоской волны формулам [5] , найденным на 
основе физических соображений, соответствует величина 

S = 4l [1 - sin(q - 1Г/4) + O(q-з)J ' 2/7iq5/2 
( 1 1 .9 . 15) 

а формулам из работы [ 134] ,  выведенным на основе интегральных урав-
нений, величина 

S = 41 [1 - 203 sin(q - 1Г/4) О( -7/2)] . 128 vf2;q5/2 + q ( 1 1 .9 . 16) 

Заметим теперь, что согласно равенству 
s 
4l 

Im{IJ!( -ао, ао) } 
q ( 1 1 .9. 17) 

нормированный интегральный поперечник рассеяния меньше на поря­
док по сравнению с диаграммой рассеяния. Таким образом, выражения 
для диаграммы рассеяния, полученные ранее в статьях [5] и [134] , 
имеют одинаковый порядок абсолютной погрешности, равный (kl)-312 . 
Погрешность же первого приближения ( 1 1 .9.3) согласно ( 1 1 .9.9) имеет 
порядок (kl) -512 при q( 1  ± а) » 1 и при q( 1  ± ао) » 1 .  

§ 11 .10. N-e приближение для диаграммы рассеяния 

Оставляя в ряде ( 1 1 .7.3) n первых членов и подставляя в остальные 
асимптотическое выражение ( 1 1 .8.9) , получим 

где 

n Фп(а, ао) = J1 -aei""'L ( -1 )mJ1 +J3mV!m(a,-J3m)eiq(m- l)-i�<;3",_ 
m=l 

-(- 1)n
V1 - a Фп(�, а\ еi(qп+м) х ( 1 1 . 10. 1 ) 

'Dn Фп- 1 1 , 1 

Х [ J1 -J3n'l/>п ( l , J3п)ei�<
i3n -J1+J3n'l/>п ( 1 ,  -J3п) ф�=�����/q-i�<;Зп] , 

(/"\n = 1 - [ Фп ( 1 ' 1) eiq] 2 ' v ( ) 
n = 2, 3, . . .  

Фп- 1 1 ,  1 ( 1 1 . 10.2) 



§ 1 1 . 10. N-e приближение для диаграммы рассеяния 

Диаграмма рассеяния определяется при этом формулой 

где 
l]in(a, ао) = Фп(а, ао) + Фп( -а, -ао) , 
Р(а, ао) = Fn (a, ао) + Fп( -а, -ао) .  
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( 1 1 . 10.3) 

( 1 1 . 10.4) 
( 1 1 . 10.5) 

Величина Pn характеризует абсолютную погрешность данного прибли­
жения и в соответствии с формулой ( 1 1 .8 .9) имеет оценку 

_ 
0 [q-(Зn-2)/2] 

IPп(a, ao) l � [ 1 + q( 1 + a)] [1 + q( 1 + (-1 )nao) ] ' n = 2, 3 . . .  ( 1 1 . 10.6) 

при q >> n. Для значения n = 2 эту оценку можно уточнить. Принимая 
во внимание ( 1 1 .8 . 15) и ( 1 1 .4. 1 1 )  находим, что 

1 - 1 о [q-3] Р2 (а, ао) � [1 + q( 1 + а)] [1 + q( 1 + ао)] при q » 1 .  ( 1 1 . 10.7) 

Заметим, что l]in(a, а0) удовлетворяет принципу взаимности и пре­
дельным условиям 

liш �д
д 

l]iп(a, ао) = О, 
а-7± 1 а ( 1 1 . 10.8) 

в чем можно убедиться, если воспользоваться соотношением ( 1 1 .7.8) . 
Поэтому функция Pn (а, ао) также удовлетворяет условию 

liш �д
д 

Рп(а, ао) = О. 
а-+±1 а 

( 1 1 . 10.9) 

Это равенство и соотношение ( 1 1 . 10.7) показывают, что величина по­
грешности , определяемая согласно ( 1 1 . 10.6) , является, по-видимому, 
завышенной. 

В целях контроля полученные результаты интересно сравнить с 
теми, которые имеются в литературе. Вычислим для этого во втором 
приближении интегральный поперечник рассеяния при нормальном и 
скользящем направлениях падающей плоской волны. Можно показать, 
что 

( 1 1 . 10. 10) 
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Подставляя сюда выражения 
-i1Г/4 27 i1Г/4 ф2 (о, о) = _e __ q-3/Z _ _ _ 

e _q-5/2 + O(q-7/2) , 2 v'21r 16 v'21r 
-i1Г/4 2 1 i1Г/4 

. ; ,2 ( 1  О) = e __ q-3/2 _ _ _ 
e _q-5/2 + O(q-7/2) 

'!-' ' 4v'21r 32 v'21r ' 
-i1Г/4 15 i1Г/4 'Ф2 (1 ,  1 )  = _е -q-3/2 - - e 

__ q-5/2 + O(q-7/2) ,  
s& 64}2; 

получим согласно ( 1 1 .9 . 1 1 ) 

8 = 41 [1 - sin(q - 7Г/4) q-5/2+ 
v'21r 

27 sin(q + 7Г/4) _7;2 cos 2q -4 О( -9/2)] + 8 J2; q - �q + q 

( 1 1 . 10 . 1 1) 

( 1 1 . 10. 12) 

( 1 1 . 10 .13) 

( 1 1 . 10 . 14) 
в случае нормального падения плоской волны. В соответствии с ( 1 1 . 10.7) 
все выписанные здесь члены являются верными. 

где 

При скользящем падении плоской волны 

( 1 1 . 10. 15) 

( 1 1 . 10. 16) 
+}2( 1 - а)фz (а, -1)eiq+iк:(o:-l)] + �2 Ф2 ( 1 , 1)ф� ( 1 ,  -1)ei2q } ·  

Заметим, что при q » 1 

_ 
}'=""2 (;-:-1---а--:-) lj+ioo eiq(t- l) f(t)dt 

i7Г Vl=t(t + а) ' 
1 

( 1 1 . 10 . 17) 
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где 
t - 1 3 2 f(t) = -
4v'2 + 

32v'2(t - 1 )  -

- -5-(t - 1 )3 + �(t - 1)4 + о  [(t - 1 )5] .  
128v'2 21 1v'2 

Переходя здесь к пределу при а -+ -1  и учитывая формулу 

получим 

1+ioo J eiq(t-1 ) im+З/2 ( 1 ) 
v1 - t 

(t - 1 )mdt = 
qm+1/2 г т +  2 ' 

1 

• 7Г  · 31!" 
_ 

5Г(5/2)е'4 _512+ 35Г(7 /2)е'4 _7;2+О( _9;2) 
26J27Г 

q 
210J27Г 

q q . 
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( 1 1 . 10 . 18) 

( 1 1 . 10 . 19) 

( 1 1 .1 0.20) 

Асимптотическое разложение для функции Фz ( 1, 1) описывается форму­
лой ( 1 1 . 10 . 13) ,  а для функции Ф2 ( 1 ,  - 1 )  такое разложение имеет вид 

ei� -1/2 3 e-i� -З/2 Ф2 ( 1 ,  - 1) = - --q - 4 -q + 
2yl2; 2 yl2; 

45 ei� [ ] + ---q-5/2 + о  q-7/2 . 
28 yl2; 

( 1 1 . 10 .21) 

Подставляя теперь выражения ( 1 1 . 10 . 13) , ( 1 1 . 10 . 19) и ( 1 1 . 10.21 )  в фор­
мулу ( 1 1 . 10 . 16) , получим с помощью ( 1 1 . 10 . 15) 

s = 4l -q-1/2 - --q-3/2 + --q-5/2+ 
{ 2 1 3 

vп 4vn 64vn 

+ _1_ [� _ 
sin(2q + 7Г/4) ] q-7/2 _ 

vп ы2 sV21r 

_ _  1_ [� _ 
21 cos(2q + 7Г/4) ] -9/2 + О( -1 1/2) .  vп 16384 64v'27Г 

q q ( 1 1 . 10.22) 

Согласно оценке ( 1 1 . 10 .7) все выписанные здесь члены асимптотиче­
ского разложения являются верными. Как и следовало ожидать, наши 
выражения ( 1 1 . 10 . 14) ,  ( 1 1 . 10 .22) полностью совпадают с аналогичными 
формулами (31 .4) и (31 .7) , приведеиными в книге [121 ] .  
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§ 11 .11 .  Зависимость между приближенными 
выражениями для тока и диаграммы рассеяния 

На основании соотношений ( 1 1 .2.3) и ( 1 1 .7 . 1 ) можно записать 
00 Ф(а, ао) = -27Гik L Gп(ka, kao)ei""' . ( 1 1 . 1 1 . 1 )  

fl=l 

С учетом ( 1 1 . 1 .5) и ( 1 1 . 1 .6) это выражение можно представить в виде 

00 Ф(а, ао) = -ikei""' j J(z, ao)e-ikzadz . ( 1 1 . 1 1 .2) 
-оо 

Подставляя сюда приближенное выражение ( 1 1 .6 .4) и учитывая форму-
лы 

00 
" (z а )eikz = _ _  

1_ J eikztvr=t.!· (t а )dt <,п , О 27Гi o/n , О , 

Фп (а, ао) = 

-оо 
00 

ik J eikz(1 -a) .: (z а )dz л=с;; <,n , О , 

-оо 

( 1 1 . 1 1 .3) 

( 1 1 . 1 1 .4) 

получим n Ф�(а, ао) = � L (- 1)1"\"'1 + fЗтФт(а, -fЗт)eiq(m- 1)-i�«fЗ", _ 
m=l 

- (-1 )n
V1 - a  Фп ( 1 , а) ei(qn+�«a) х 
±>n �п- 1 (21 , 1 ) 

( 1 1 . 1 1 .5) 

[ !1/:)1 (3 <' (2/ {3 ) i�«fЗn �(3 <' (2[ (3 ) �n(2
l , 1) iq-i�«fЗп] Х y L - /Jn<,n ' n  е - y L + fJn<,n , - n Еп-1 (2/ , l )

е ' 
где iJn определяется выражением ( 1 1 .6.5) . Сравнение ( 1 1 . 1 1 .5) с ( 1 1 . 10. 1 ) 
показывает, что функция Ф�(а, ао) отличается от Фп(о:, ао) .  Следова­
тельно, функция 

Ф�(а, ао ) = Ф�(а, ао) + Ф�(-а, -ао) ( 1 1 . 1 1 .6) 

не будет удовлетворять принципу взаимности и граничным условиям 
( 1 1 . 10.8) . Таким образом, непосредственное интегрирование приближен­
ных выражений для тока дает диаграмму рассеяния, которая не удовле­
творяет принципу взаимности и граничным условиям. 



§ 1 1 . 1 1 .  Зависимость междУ приближенными выражениями 

Принимая далее во внимание формулы ( 1 1 .8.8) и 

нетрудно убедиться, что при q » n 

о ( -3/2 ) 1 �n(2l , a) Фn( l , a) 1 q 
�n-1 (2[, 1 ) - Фn-1 ( 1 ,  1 ) � -1 +-----'-q (

-;-
1
-
+�a--,..) ' 

Поэтому 
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( 1 1 . 1 1 .7) 

( 1 1 . 1 1 .8) 

( 1 1 . 1 1 .9) 

Сравнивая это с ( 1 1 . 10.6) , мы видим, что Ф�(а, а0) отличается от функ­
ции Фп(а, ао) в пределах ее погрешности. 

Из формулы ( 1 1 . 1 1 .2) следует, что 

00 

}(z, ао) = - 2�i J Фп(а, aa)e-ik(l-z)ada. ( 1 1 . 1 1 . 1 1) 
-со 

Подставляя приближенное выражение ( 1 1 . 10.1 )  для диаграммы 
Фn(а, а0) и используя ( 1 1 . 1 1 .3) , находим, что 

n 

}�(z, ао) = eikz 2:) -l )m Vl + f3m �m(z, -fЗт)eiq(m-1)-iкfЗm -
m=l 

- (-l )n_1_ �n(Z , 1) ei(qn+kz) Х [ )1 - f3п1/!п ( 1 , (3п)еiкf3п_ 'Dn Фп-1 ( 1 , 1 ) 
- �+ f3 ·'· ( 1  -(3 ) Фп(1 ,  1) eiq-i�<fЗпJ . ( 1 1 . 1 1 . 1 2) У l т fJn'f/n ' n 1Рп- 1 ( 1 , 1 ) 

Полученное выражение отличается от функции Jn ( z ,  ао) , определяе­
мой формулой ( 1 1 .6.4) , в пределах погрешности, задаваемой формулой 
( 1 1 .6 .6) . 
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§ 11 .12. Основные результаты математической теории 
краевых волн 

• Предложенная теория основана на решении функциональных 
уравнений. Для тока на ленте и для рассеянного поля в дальней 
зоне получено решение в виде точных и асимптотических рядов. 

• Точные ряды выражаются через новые специальные функции, 
содержащие многократные интегралы. Эти ряды, в отличие от 
классических рядов по функциям Матье, сходятся тем быстрее, 
чем короче длина волны. 

• Показано, что полученное строгое решение эквивалентно решению 
Шварцшильда [ 139] и ряду Неймана для интегрального уравнения, 
сформулированного К. Вестпфаль в работе [ 124] . 

• Для токов и диаграмм рассеяния построены равномерные асимпто­
тические разложения. Эти разложения справедливы в произволь­
ной точке наблюдения на ленте и в дальней зоне. Они применн­
мы при произвольных углах облучения и наблюдения, включая 
направления под углами скольжения. Погрешность полученных 
формул не превышает величины порядка (kl)-n/2 при kl » n, где 
n - любое целое положительное число. 

• Показано, что непосредственное интегрирование приближенных 
формул для тока (диаграммы) приводит к таким выражениям для 
диаграммы рассеяния (тока) , которые не удовлетворяют принципу 
взаимности и граничным условиям. 

• Результаты проведеиных исследований позволяют дать строгое 
обоснование приближенных решений, найденных в предыдущих 
разделах с помощью параболического уравнения и физической 
теории дифракции. Некоторые результаты этих исследований бы­
ли опубликованы в [23} . 

• Развитая здесь математическая теория может быть применена к 
другим задачам дифракции. В следующей главе мы проиллю­
стрируем это на примере задачи о дифракции плоской волны на 
открытом резонаторе. 



Глава 1 2  

Дифракция на открытом 
резонаторе , образованном 
параллельными лентами 

В этой главе мы рассмотрим краевые волны, возбуждаемые плоской 
волной в волноводе, состоящем из двух параллельных пластин конеч­
ного размера. Особенность такой системы заключается в том, что она 
обладает резонансными свойствами, т. е. способна на некоторых часто­
тах накапливать внутри себя поля с большой энергией. Такой волновод 
представляет собой простейший случай открытого резонатора, который 

' _используются в оптических квантовых генераторах. Собственные ко­
лебания такого резонатора впервые были изучены в работе Фокса и 
Ли [142] . Указанные авторы, исходя из принципа Гюйгенса-Кирхгофа, 
сформулировали интегральное уравнение и численным путем нашли 
некоторые его собственные функции и собственные значения. Позднее 
Вайнштейном [1 12] , на основе физических соображений, было проведено 
аналитическое исследование собственных колебаний двухмерного плос­
кого резонатора. Заметим также, что одномодавый резонатор, состоя­
щий из плоских пластин с геометрическими параметрами kb < З1r /2 
и kl » 1 был рассмотрен Джонсом [143] и Вильямсом [144J. Решение 
задачи для случая kb « 1 и kl « 1 было дано Пименовым [145J . 

Задача о возбуждении такого резонатора плоской волной является 
менее изученной. Она рассматривалась в работе Фиалкавекого [147J , где 
были найдены приближенные выражения для резонансной части поля 
внутри резонатора. Однако эти результаты, полученные с помощью тео­
ремы Фредгольма для интегрального уравнения второго рода, служат 
в основном для обоснования собственных функций, построенных ранее 
Вайнштейном [1 12J .  
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Рис. 12.1.1.  К дифракции плоской волны на открытом резонаторе 

Нас в данной задаче интересует физическая картина формирования 
дифракционного поля путем многократной дифракции краевых волн. 
Именно с такой точки зрения на основе теории, развитой в главах 8--11 ,  
исследуются ниже свойства рассеянного поля в дальней зоне и внутри 
резонатора. 

§ 12.1 .  Вывод основных функциональных уравнений 

Рассмотрим дифракцию плоской волны 

Нох = eik(z cos 'l'o+y sin l;?o) , О < IPo < 7r ( 1 2 . 1 . 1 )  

на двух параллельных (идеально проводящих) пластинах, ориентация 
которых в свободном пространстве определяется соотношениями 

-оо < х < оо, -l < z < l , у = ±Ь, ( 12 . 1 .2) 

как показано на рис. 1 2. 1 . 1 .  Представляя падающую волну в виде 

н = нС1J + нrzJ х Ох Ох ' 

сведем рассматриваемую задачу к двум следующим: 
А) возбуждение открытого резонатора полем 

Б) возбуждение открытого резонатора полем 

( 12. 1 .3) 

( 12 . 1 .4) 
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Задача А) соответствует возбуждению системы четным (относительно 
координаты у) электрическим полем 

где 
g(z) = G(u)eiиz , с о о С( и) = 27Г v cos v Ь, 

v0 = )k2 - u2 , и = k cos cpo . 

( 12. 1 .5) 

( 12 .1 .6) 

Задача Б) соответствует возбуждению системы нечетным (относительно 
координаты у) электрическим полем 

где 

о 27Г Ez = ± ck g(z) при у =  ±Ь, 

g(z) = G(u)eiиz , ic о о С( и) = -v sin v Ь, 27Г 

v0 = Vk2 - и2 , и = k cos cpo . 

( 1 2 . 1 .7) 

( 12. 1 .8) 

Этим термином четного и нечетнога возбуждения (по отношению к 
электрическому полю) мы будем часто пользоваться в дальнейшем. За­
метим также, что в соответствии с приведеиным выше представленнем 
для падающего поля, рассеянное поле может быть записано в виде 
Нх = н2> + Н�2) . Здесь н2> возбуждается падающим полем нg> , и 
Н�2) возбуждается падающим полем н6;> . Для упрощения выражений 
мы будем иногда опускать индексы 1 и 2. 

В случае четного возбуждения рассеянное поле ищется в виде 
00 

Нх = - 4: J F(w, u)ei(wz+vy) cos vb dw при у >  Ь, 
-оо 

00 

Hx = -i4: J F(w, u)ei (wz+vb) sin vy dw при - Ь < у < Ь, ( 12 . 1 .9) 
-оо 

00 

Нх = 4: J F(w, u)ei(wz-vy) cos vb dw при у <  -Ь, 
-оо 

где 
( 12. 1 . 10) 
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Контур интегрирования проходит по вещественной оси и огибает 
разрез -k -t -k - ioo сверху, а разрез k -t k + ioo снизу. Для функции 
v выбираем ту ветвь, на. которой v = k при w = О. Полю ( 12. 1 .9) 
соответствует поверхностный ток с плотностью 

00 

Jz = J F(w, u)eiwzdw, у =  ±Ь 
-оо 

и электрическая напряженность 

где 

00 
21Г J ( ) ( ) iwz Ez = - ck L w F w, и е dw, 

-оо 

у =  ±Ь, 

L(w) = v ( 1  + e2ivb) = 2v cos vbeivb. 

( 12. 1 . 1 1 ) 

( 1 2. 1 . 12) 

( 12. 1 . 13) 

При нечетнам возбуждении будем искать рассеянное поле в виде 

00 

Hx = i4: J F(w, u)ei(wz+vy) siп vb dw при у > Ь, 
-оо 

00 

Нх = 4: J F(w, u)ei(wz+vb) cos vy dw при - Ь < у <  Ь, 
-оо 

00 
Нх = i4: J F(w, u)ei(wz-vy) siп vb dw при у <  -Ь. 

-оо 

( 12 . 1 . 14) 

Этому полю соответствует при у = ±Ь поверхностная плотность элек­
трического тока 

00 

Jz = ± J F(w, u)eiwzdw 
-оо 

и электрическая напряженность 

где 

00 
21Г J о 

Ez = =F ck L(w)F(w, u)ezwzdw, 
-оо 

L(w) = v ( 1 - ei2vb) = -i2v siп vb eivb . 

( 12 . 1 . 15) 

( 1 2 . 1 . 16) 

( 1 2 . 1 . 1 7) 
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Заметим, что корни уравнения 

L(w) = О (12 . 1 . 18) 

определяют постоянные распространения волн в безграничном плоском 
волноводе со стенками при у = ±Ь. В случае четного возбуждения эти 
корни равны 

Wm = Jk2 - (�)2 (2m - 1)2 , m = 1 , 2, 3, . . . , ( 12 . 1 . 19) 

а при нечетнам возбуждении 

(12 . 1 .20) 

В случае отрицательного аргумента под корнем Wm определяется как 
Wm = i /wm / ,  а в остальных случаях Iш Wm = О, Rewm > О. Наряду с 
этими корнями уравнение ( 12 . 1 . 18) имеет также корни w = -wт. Ко­
рень wo = k при нечетнам возбуждении соответствует чисто поперечной 
волне. 

Накладывая теперь граничные условия 

Jz = О  при у =  ±Ь и /z / > l ,  

Ех + Е� =  О при у =  ±Ь и / z /  < l, 

( 12 . 1 .21 )  

( 12 . 1 .22) 
приводим задачи А) и Б) к решению функциональных уравнений 

00 J F(w, u)eiwzdw = О, / z /  > l, 
-оо 

00 J L(w)F(w, u)eiwzdw = g(z) ,  / z / < l .  
-00 

Решение этих уравнений изучается в следующем параграфе. 

§ 12.2.  Формулировка и решение функциональных 
уравнений для краевых волн 

( 12 . 1 .23) 

Для четного возбуждения падающее поле задается выражением ( 12 . 1 .3) , 
которое может быть записано в виде 

H(l) = � [eik(z cos<po+y sin <po) _ eik(z cos <pa-ysin<po)] Ох 2 
· ( 12 .2 .1 ) 
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Определим вначале ток, который оно возбуждает на поверхности резо­
натора, если его ширина 2l = оо. Резонатор превращается в этом слу­
чае в две плоскости, полностью экранирующие друг друга. Очевидно, 
что ток, возбуждаемый на внешних (освещаемых) сторонах плоскостей 
(у = ±Ь±) , равен 

J
· (O) = �eik(z cos<po-bsin <po) ( 12 2 2) z 41Г о о о 

Согласно определению, данному в §  2 . 1 , функцию ( 12.2.2) можно назвать 
равно.мерн,оi1 'tастъю mo'/Ca при 'tеmно.м возбуждении. Равномерная 
часть тока при не'tеmно.м возбуждении равна 

j(O) = 'f�eik(z cos<p0-bsin <po) при у =  ±Ь± . z 47Т ( 12.2.3) 

Результирующая равн,о.мерна.я часть тока, возбуждаемая полем ( 12. 1 . 1 ) ,  
есть сумма токов ( 12.2.2) и ( 12.2.3) . Как и следовало ожидать, она равна 

Jz = 
{ О 

�eik(z соs<ро-Ь sin <ро) 
27Г 

при у =  +Ь, 
( 12.2 .4) 

при у =  -Ь. 

Выражения ( 12.2.2) и (12 .2.3) удобно записать в единообразной форме 

· G(и) iuz Ь Jo = 
L(и) 

е при у = + 

через соответствующие им функции G(и) и L(u) . 

( 12.2.5) 

Пользуясь указанными определениями и учитывая свойство симмет­
рии краевых волн, будем искать ток, возбуждаемый в резонаторе при 
у = +Ь, в виде 

00 
Jz = }o(z, и) + L [jп(z + l , и) + Jп(l - z , -и)] ,  ( 12.2.6) 

n=1 
где Jo (z , и) есть величина ( 12.2 .5) , а Jп - краевая волна п-го порядка. 

Положим 00 

Jп (z, и) = J Fn(w, и)eiwzdw. ( 12.2.7) 
-оо 

Электрическое поле, возбуждаемое этим током в паре с током, текущим 
по пластине при у =  -Ь, согласно ( 12 . 1 . 1 1) и ( 12 . 1 . 1 5) ,  будет равно 

00 
27Т J ( ) ( ) iwz En,z = - ck L w Fn w, и е dw, 

-оо 

у =  ±Ь ( 12.2.8) 
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при четном возбуждении и 

00 

En,z = =f�� J L(w)Fп(w, u)eiwzdw, у =  ±Ь 
-00 

при нечетнам возбуждении. 
Замечая, что 

С( и) F0(w, и) = L(u) б( и - w), 

находим при у = ±Ь 

и 

27Г Ео z = - -k g( z) при четном возбуждении , с 

21Г Ео z = =t= -k g ( z) при нечетнам возбуждении. , с 

Отсюда следует, что граничные условия 

Eo,z + Е� = О при у = ±Ь 
и 

Ez + Е� = О при у =  ±Ь, /z/ < l 
приводят к требованию 

En,z = О  при у =  ±Ь, z > О, n = 1 ,  2, 3 . . .  

( 12 .2.9) 

( 12.2. 10) 

( 12.2 . 1 1 )  

( 12.2. 12) 

( 12.2. 13) 

(1 2.2 . 14) 

( 12.2. 15) 
В результате, для определения краевых волн мы получаем следующую 
систему рекуррентных функциональных уравнений: 

00 J F1 (w, u)eiw(dw = -jo(( - l , u) при ( < О, 
- оо 

00 J [Fп(w, и) + Fn-l ( -w, -u)e-i2lw J eiw(dw = О  
- оо 

при ( < О, n = 2 , 3 . . .  , 
00 J L(w)Fп(w, u)eiwzdw = О, при ( > О, n = 1 , 2, 3  . . .  , 

- оо 

аналогичную системе (8.3. 10) в задаче о ленте. 

( 12.2. 16) 
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Применяя к этой системе метод факторизации, находим 
1 G(u) e-iul 

F1 (w, u) = -2 . L ( )L ( ) 
�

• 1ГZ + и _ w w- и 

1 /= ei2lt Fn(W, и) = . ( ) L+ (t)Fn-l (t, -и)---;::::;dt. 21ГzL_ w t+ w n=2,3, . . .  -оо 

( 12 .2 . 17) 

( 12.2. 18) 

Откуда 

1 G(и)e(-l )niul 
Fп(w, и) = 

(21Гi)n L_ [( -1 )nu] L_ (w) х n=3,4, . . .  
00 00 "' А А 

( 12.2 . 19) 

Х 1 · · ·! h(t::l )h(tn-2�· . .  h(tl)dtn-l�tn-2 . . .  dt� 
n 

' ( 12_2_20) 
-= -= (tn- 1+  w) (tn-2+ t n- l ) . . .  (t1+ t 2) (t 1+ (-1 ) и) 

где 
( 12 .2 .21) 

Факторизация функции L (  w) , т. е. представление ее в виде произведения 
( 12.2 .22) 

описывается в работах Вайнштейна [96, 120] . Функция L+ голаморфна 
при Im w > - lш k и не имеет там нулей. Функция L_ голоморф на при 
Im w < Im k и не имеет там нулей. В этих работах показано, что 

L+ (w) = Vk + wex+(w) , L_ (w) = L+ (-w), ( 12.2 .23) 
где значение (k + w) 112 определяется ветвью с О ( arg{k1i2 } < 1Г/2. 
Кроме того, 

ooe�i1t)4 f .2 ь dw 
lн(1 ± е' v )--+ w - u  

ooeiЗn/4 

+ 

{ О при Re и > О 

lн( l ± e'2ЬJk2-u2 ) при Rе и < О, 
З7Г/4<аrg(и)<", 

( 12.2.24) 
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причем ветвь логарифма выбирается так, чтобы при lи l -+ оо в пределах 
полосы - Iш k < Iш и < Iш k функция Х+ (и) · Х- (и) стремилась к нулю. 
Для этого мы должны брать главное значение логарифма ln z = ln l z l  + 
i<p, -1Г < <р < 1Г. Верхний (нижний) знак в формуле относится к случаю 
четного (нечетного) возбуждения. 

Первое слагаемое в (12 .2 .24) может быть приближенно представлено 
через функцию Вайнштейна 

где 

00 

U(s, p) = � 1 ln( 1 - ei2rrp-t2/2) dt _ 
' 21Гt t - se1rr/4 

-оо 

s =  ffи, 

р = � - [�] 
при четном возбуждении, } 
при нечетнам возбуждении. 

Здесь [х] обозначает целую часть х. 

(12 .2.25) 

( 12.2 .26) 

( 12.2 .27) 

Абсолютная погрешность, допускаемая при переходе к функции 
U(s, p) ,  имеет величину порядка (kb)-1 при s = О и (kЬ)-312 при 
s = (2kb) 112 . Эта функция была введена и изучена Вайнштейном. Ее 
таблицы для вещественных значений s и р даны в книгах [96, 120, 146] . 
Там же приведены асимптотические формулы для U(s, p) .  В частности, 

где 

-irr/4 оо И. ( ) 
U(s, p) � _е __ L т р 

2 при s » 1 ,  
s т=О (seirr/4) т 

. (2m - 1 ) ! !  оо ei2nrrp 
Иm(Р) = -z у'2; L т+З/2 1Г n=l n 

и (2m - 1) ! !  = 1 · 3 · 5 · · · (2m - 1 ) .  
Кроме того, функция U(s, p) обладает свойствами 

И( -s, p) = -U(s, p) . 

N � ±l , ±2, . . .  , }  U(s, N + р) = U(s, p) ,  

(12 .2 .28) 

( 12.2.29) 

( 12.2 .30) 
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Подставляя выражения ( 12 .2 .23) в ( 12.2.21 ) ,  получим 

( 12 .2 .31) 

Здесь ветвь для уТ±t выбирается так, что Vf = 1 .  Сравнивая ( 12 .2 .31)  
с выражением (8.3.24) , мы видим, что они отличаются лишь медленно 
меняющимся множителем, имеющим при kt # Wm ограниченную вели­
чину. Заметим также, что при kb --t оо функции Fn ( w, и) переходят в 
соответствующие функции для изолированной ленты, которые образуют 
равномерно сходящуюся последовательность. Учитывая эти замечания 

00 
и физические соображения, можно предположить, что ряд I: Fn(w, и) 

n=l равномерно сходится и допускает почленное интегрирование. 
В заключение параграфа сформулируем интегральное уравнение 

ДЛЯ фуНКЦИИ 
00 

Ф (w, и) = L(w) L Fп(w, и) . ( 12.2.32) 
n=l 

Обращаясь к формуле ( 1 2. 2 . 18) ,  нетрудно видеть, что функция Ф(w, и) 
удовлетворяет иnrпегралъному уравнению краевых волн 

где 

л л L+(w) Joo ei2lt Ф(t, -и) Ф(w, и) = Ф1 (w, и) + -2-. -(-) 
� dt , 

JГZ L_ t t+ w -оо 

Оно является аналогом уравнения (8.4. 10) в задаче о ленте. 

§ 12.3. Строгие выражения для рассеянного поля 
в дальней зоне и внутри резонатора 

( 12 .2 .33) 

( 12.2 .34) 

В соответствии с формулами ( 12. 1 . 1 1) , ( 12 .2 .6) и ( 12 .2.7) иреобразование 
Фурье для тока можно представить в виде 

00 
F(w, и) = Fo(w, и) + L [Fn(w, и)eiwl + Fп(-w, -и)e-iwl] . ( 12.3. 1 )  

n=l 

Подставляя в формулу ( 1 2 . 1 .9) это выражение и учитывая соотношение 
( 12 .2 .10) ,  получим при у > Ь 
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(12.3.2) 
()() ()() 

- 4: J cos vbeivy L [Fп(w, и)eiw(z+l) + Fп(-w, -и)e-iw(l-z)] dw. 
_00 n=l 

Заметим, что все функции Fn(w, и) пропорциональны величине 

1 L+(w) L+ (w) -ivb ----- = ----- = е 
L_ (w) L(w) 2v cos vb ' ( 12 .3.3) 

которая имеет полюсы в точках w = Wn. Поскольку эти точки являются 
корнями уравнения cos(vb) = О, то ясно, что подынтегральное выраже­
ние в формуле ( 12 .3.2) не будет иметь особенностей при w = Wn. 

Применяя к формуле (12 .3.2) метод перевала [78] , можно получить 
следующее выражение для поля в дальней зоне: 

Здесь 

причем 

w = k cos tp, 

ei(kr+?r/4) 
Нх = Ф(w, и) � 

2-тrkr 

r = .Jy2 + z2 , 
Ф(w, и) = Ф(w, и)eiwl + Ф( -w, -и)e-iwl , 

4 2 .  ()() 

Ф(w, и) = ....!!.....!:.L (w)e-ikbsin<p L Fn(w, и) , 
с 

и =  k cos tpo , v = k sin tp, 

О <  tp < -тr, О <  tpo < -тr. 

n=l 

( 12.3.4) 

( 12 .3.5) 
( 12 .3.6) 

( 12 .3.7) 

( 12 .3.8) 

Первое слагаемое в формуле ( 12 .3.6) описывает цилиндрическую волну, 
уходящую от левого конца резонатора (z = -l), а второе - волну от 
правого конца (z = l) .  

Соверiiiенно аналогично находится рассеянное поле при нечетнам 
возбуждении. Оно также может быть представлено в виде ( 12 .3.4)­
( 12.3.8) через функции L(w) , L± (w) , Fn(W. и), соответствующие нечет­
ному возбуждению. Здесь необходимо объяснить некоторые детали ,  
относящиеся к вычислению дальнего поля. 
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Во-первых, в формуле ( 12.3.2) имеется слагаемое, расположенное вне 
интегрального выражения. Аналогичное слагаемое имеется в выраже­
нии для поля при нечетнам возбуждении. Сумма этих двух слагаемых 
дает плоскую волну, которая существует во всей области у > О и 
отличается по знаку от падающей волны, задаваемой формулой ( 12 . 1 . 1 ) .  

Во-вторых, слагаемые с т = 1 в интеграле ( 12.3.2) и в аналогичном 
выражении для нечетнаго поля содержат полюс при w = и. Вследствие 
этого они создают плоскую волну, которая существует вне зоны тени 
геометрической оптики позади резонатора. Оказывается ,  что эта плос­
кая волна полностью <<Гасит>> плоскую волну, упомянутую в первом 
комментарии. 

В результате полное рассеянное поле содержит пучок плоской волны, 
который <<гасит>> падающую волну ( 12 . 1 . 1 )  в зоне геометраоптической 
тени позади резонатора. Однако в дальней зоне угловая ширина этого 
пучка стремится к нулю, и поэтому он не дает вклад в дальнее рассеян­
ное поле. 

Перейдем к изучению поля внутри резонатора. Из формул ( 12 . 1 .9) и 
( 12 .3 .1) следует, что при четном возбуждении рассеянное поле в области 
-Ь < у <  Ь равно 

н 
4Jri G(и) . О i (иz+v0b) х = ----sшv уе -

с L(и) 
( 12.3.9) 

00 00 4;i J sin vye'vb L [ Fп( w, и)e•w(z+l) + Fп( -w, -и)e-•w(l-z) ] dw. 
_00 n=l 

Изменяя переменную интегрирования с w на -w для второго слагаемого 
внутри квадратных скобок, получаем 

н 
41Тi G( и) 

. О i(иz+v0b) х = ----sшv  уе -
с L(и) 

(12.3.10) 
00 00 42 J sill vye'vb L [Fп(w, и)e'w(z+l) + Fп(w, -и)e'w(l-z) ] dw. 

_00 n=l 

Здесь необходимы некоторые комментарии. Во-первых, подынте­
гральное выражение содержит полюсы wm, которые являются корнями 
функции L(w) . Для этих значений Wm ,  как это следует из (12 . 1 . 10) , 
( 12 . 1 . 19) и ( 12 . 1 .20) , величины v;, = k2 - w;, должны быть действи-
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-k , - ' 

\ 

х 
1 
1 
jc 1 

Рис. 12.3.1.  Контур интегрирования при преобразовании выражения ( 12.3.10) 
к виду ( 12.3. 15) 

тельными. Условие Irn v;, = О приводит к уравнению гиперболы w� = 
k'k"/w'm , которое описывает расположение показанных на рис. 12.3.1 
полюсов. Мы здесь предполагаем временно, что волновое число k имеет 
малую мнимую часть О � Irn k « 1 .  Поэтому все полюсы Wm с Re Wm > О 
лежат выше контура интегрирования, а все полюсы с Re Шт < О лежат 
ниже. Для того чтобы однозначно определить функцию v = (k2 - w2) 112, 
мы вводим разрезы вдоль линий k -+  k + ioo и -k -+ -k - ioo. 

Продолжим анализ формулы ( 12.3 .10) . Рассмотрим внимательнее 
первое слагаемое. С учетом выражений (12 . 1 .6) и ( 12. 1 . 13) оно равно 

Нх = -i sin(ky sin IPo)eikz cos <po 

и, как мы видим, <<Гасит» первичное поле (12 . 1 .3) . 
Рассмотрим теперь интеграл 

j sin vy eivbpn(ш, u)eiw(dш при ( > О 
г 

( 12.3. 1 1) 

( 12.3.12) 
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по контуру Г, охватывающему в положительном направлении разрез 
k ---+ k + ioo (рис. 12 .3 . 1 ) .  Выражение (12 .3 .12) можно представить в 
виде 

где 

J siп vy :J{+ ( w, и )eiw( d(' 2v cos vb 
г 

::Н:+(w, и) = L(w)Fп(w, и) . 

( 12.3. 13) 

( 12.3. 14) 

Согласно (12.2 . 16) функция :J{+(w, и) голаморфна при Im w > О и ,  
следовательно, интеграл (12 .3. 12) равен нулю. Учитывая этот результат 
и переходя в формуле (12.3 . 10) к интегралу по контуру Г ,  получим для 
полного поля внутри резонатора выражение 

8 2 00 • 

н _ 1r '""" Sl!l VmY ivmb 

х - - L......- , ( ) е х 
С L Wm 

m=l 
-

00 
х L [э:-п(Wт, и)eiwm(z+l) + Э'"п(Wт, -и)eiwm(l-z) ] ' 

m=l 

в котором 
IYI < b, l z l < l , 

(12 .3 .15) 

( 12.3. 16) 

Э'"n(w, и) =L-(w)Fп(w , u) , } с e-i(иl+vob) {L- (и) при четном возбуждении, ( 12.3. 17) 
Э'"1 (w, и) =-. -2 � 

х 
Z81Г w- и -L_ (и) при нечетнам возбуждении, 

где v0 = k sin 1p0 , а L'_ (w) означает производную L_ (w) по аргументу w .  

При нечетнам возбуждении полное поле внутри резонатора опреде­
ляется аналогичным выражением: 

(12.3. 18) 

Функцию L'_ (w) можно представить в виде 

( 12.3. 19) 
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где 

fo = 2 , fl = f2 = · · · = 1 . ( 12.3.20) 

Таким образом, полное поле внутри резонатора является суперпозицией 
волнаводных волн, бегущих от его концов. Заметим, что начиная с 
векоторого номера m, величины Wm становятся чисто мнимыми и ,  следо­
вательно, соответствующие им члены ряда, описывающие затухающие 
волны, будут экспоненциально убывать . 

§ 12.4. О физическом смысле и асимптотических 
разложениях для функции Э"n(w, и) 

В предыдущем параграфе мы показали, что функция 1'п(kcos<p, и) 
определяет диаграмму краевой волны п-го порядка, излучающейся в 
свободное пространство, а функция 1' n ( Wm, и) описывает амплитуду 
краевой волны, распространяющейся внутри резонатора. Изучим эти 
функции более детально. 

Начнем с функции 1'2(w, и) . Исходя из формул (12 .2 . 19) и (12 .3. 1 7) , 
для нее можно получить выражение 

G(и)eiul L
2 
(wm) ei

2w",l 
1'2 (w, и) = . L + . -21ГzL_ (и) fm2Zwmb (wm + w) (wm + и) m 

1 G(и)eiul 
(21Гi)

2 L_ (и) 

k+ioo . J L�(t) e'
2
1tdt 

..; k2 - t2 ( t + w) ( t + и) ' k 
( 12.4. 1 ) 

где интеграл берется по  левому берегу разреза k -+ k + ioo, где 
arg [(k - t) 11

2
] = -7Г/4 . Первая строка здесь описывает краевые вол­

ны, возникшие при дифракции на левом конце резонатора (z = -l) 
волнаводных волн, пришедших от его правого конца (z = l ) .  Вторая 
строка относится ко вторичной краевой волне, порожденной при z = -l 
вследствие дифракции первичной краевой волны, бегущей от правого 
конца резонатора по его внешней поверхности (у = ±Ь±) .  

Еще более интересная физическая картина содержится в функции 
Fз ( w, и). Согласно формулам ( 12 .2 .20) и (12 .3. 17) ее можно представить 
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(12.4.2) 

Поясним смысл этой формулы. Первая строка здесь описывает краевые 
волны, возникшие следующим образом. Падающая волна, ударившись 
в левый конец резонатора (z = -l) , возбуждает внутри резонатора 
Jюлноводные волны (с номером m1 ) . Каждая из этих волн, добежав до 
противоположного конца резонатора (z = l) , порождает, в свою очередь, 
бесконечное множество новых волноводных волн (с номером m2) . Эти 
последние бегут к противоположному концу резонатора и излучаются 
в окружающее пространство. Описанная картина схематически изобра­
жена на рис. 12 .4 . 1 ,  а. 

Вторая строка в формуле (12 .4.2) имеет следующий смысл (см. 
рис. 12.4.1, 6) .  Первичные волноводные волны возбуждают при дифрак­
ции на правом конце резонатора вторичные краевые волны, распро­
страняющиеся по внешней стороне резонатора. Эти волны, достигнув 
противоположного конца, порождают третичную краевую волну, излу­
чающуюся в свободное пространство. 

Переходим к третьей строке (см. рис. 12.4 . 1 ,  в). Падающая волна 
создает на внешней поверхности резонатора первичные краевые волны. 
Достигнув противоположного конца резонатора, они возбуждают внут-
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Рис. 12.4.1. Схема волн, описываемых функцией J"3( w, и) 

ри него волнаводные волны. Последние бегут к противоположному кон­
цу резонатора и излучаются в окружающее пространство. Описывать 
подробно смысл последней строки в формуле (12.4.2) мы уже не будем, 
он ясен из рис. 12.4. 1 ,  г. 

Остальные функции :f n ( w, и) качественно не отличаются от функции 
:t"з(w, и) . Они имеют лишь более сложную структуру, состоящую из 
большего числа тех же элементов, которые входят в :Тз (w, и) и схе­
матически изображены на рис. 12.4 . 1 .  Заметим также, что интегралы 
по разрезу всегда связаны с краевыми волнами, бегущими по внешней 
поверхности резонатора, и перейдем к вопросу об асимптотических 
Представлениях для них. 

Функции :Тт(w, и) содержат многократные интегралы типа 

�vl + ao tnn (a, ао) eiq(n-1) = х r (i1r)n- 1 n=3,4, . . .  ,m- l  

( 12 .4.3) 
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где h(t) h(t) ехр[2 X+ (kt) ] ,  а функция h(t) определяется соглас-
но (8.3.24) . Следовательно, 

v1 + av1 + ао r?.n (a, ао) eiq(n-1) = х r (i;r)n- 1 n=3,4, . . . ,m-1 

где а = cos t.p, ао = cos t.po, q = 2kl, а интегралы берутся по левому берегу 
разреза 1 --+ 1 + ioo. Сравнивая выражение (12 .4.4) с ( 10 . 1 .7) ,  мы видим, 
что оно отличается от последнего только дополнительным множите­
лем ехр [2:Е X+ (kt8) ] .  Поскольку этот множитель является ограниченной 
аналитической функцией переменных t8 , к интегралу (12 .4.4) можно 
применить лемму 2 из § 9. 1 об асимптотических разложениях при q >> 1 .  
Очевидно, что асимптотическое разложение функции �п(а, ао) легко 
построить, исходя из аналогичного разложения функции 'Рп(а, ао) .  Для 
этого достаточно ввести дополнительный множитель ехр [2(n - 1) X+ (k)] 
в первое слагаемое формулы (10.2.3) и дополнительный множитель 

п-1 
2 L X+ (kts) е s=1 

в правую часть формул ( 10.2.5) и (10.2.6) . Главный член найденного 
таким путем разложения имеет вид 

�п(а, ао) "' r.p(q, a)r.p(q, ao)'Pn-3(q, 1)e2(n- 1) X+ (k) при q » 1, ( 12 .4.5) 
n=3,4, . . .  

где функции r.p(q, а) по-прежнему определяются формулами из §§ 9.2 и 
9.3. 

Приведеиные соображения позволяют в принципе построить при 
kl » 1 асимптотические ряды для функций Э'"n (w, u) .  Однако при этом 
возникают следующие трудности. Первая - сложная комбинационная 
структура функций Э'"п(w, и) , которая отражает взаимодействие боль­
шого числа волн различного типа, возбуждаемых в резонаторе. Вторая 
трудность заключается в том, что функция X+ (kt) не является табули­
рованной. Табулиравано лишь ее приближенное выражение - функция 
U(s, p) .  Причем 

(12 .4.6) 
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Поэтому, пользуясь функцией Вайнштейна И, мы можем корректно 
определить ограниченное число членов асимптотического разложения 
для функции :Y'n(w, и) . Так, например, полагая 

X+ (kt) = U(v'2fЬt,p) ,  

можно получить следующее асимптотическое разложение для .функции 

( 12.4.7) 

при q = 2kl -+ оо, где 'P�m) (q, а) есть производныв интеграла Френеля и 
определяются формулой (9.2.6) . Коэффициенты am являются коэффи­
циентами ряда Тейлора 

()() 
v'l+te2И(v'2ki1t,p) = L am(t - l)m. ( 12 .4.8) 

m=O 
Нетрудно показать, что при kb >> 1 коэффициент а1 содержит член 
порядка (kb)- 112 , коэффициент а2 включает член nорядка (kb)- 1 , а 
в коэффициент аз входит член порядка (kЬ)-З/2 . Но в силу соотно­
шения (12 .4.6) коэффициент а0 определен с погрешностью (kЬ)-З/2 . 
Следовательно, мы не имеем права удерживать в (12 .4.7) уже члены 
с коэффициентом аз. 

Учитывая, однако, то обстоятельство, что свойства резонатора опре­
деляются в основном волноводными волнами, мы проведем дальнейший 
анализ функций :У n ( w, и) , пренебрегая в них всеми интегралами по 
разрезу, т. е. пренебрегая взаимодействием волн по внешней стороне 
резонатора. 

§ 12.5. Приближенные выражения для диаграмм 
рассеяния и амплитуд краевых волн 

Опуская в формуле (12 .2 . 18) члены порядка (kl)- 112 , т. е. пренебрегая 
взаимодействием волн по внешней стороне резонатора, можно получить 
следующее рекуррентное соотношение для функций :Y'n(w, и) : 

( 12 .5 . 1 ) 
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Амплитуды волнаводных волн удобно представить в виде 

J'n(Wmn ' и) = L Rmn-l ,mпJ'n-l (wmn- 1 ' -и) ( 1 2.5.2) 
тп- 1 

или 

Rmn-1 ,mпRmn-2,mп-1 · · · Rm1 ,1112 Х 

( 12.5.3) 

где 

( 12 .5 .4) 

( 12.5.5) 
а суммирование ведется по всем индексам mv , принимающим значения 
1 , 2, 3, . . . .  При нечетнам возбуждении эти индексы, согласно ( 12 . 1 .20) , 
принимают также значение, равное нулю. Функцию Rm,n естественно 
назвать коэффициентом трансформации волноводной волны с номером 
m в волнаводную волну с номером n, возникающую в результате ди­
фракции на концах резонатора. Изучим свойства этих коэффициентов. 

Прежде всего покажем, что конструкцию выражения ( 12.5.4) мож­
но объяснить, исходя из простых физических соображений. Согласно 
( 12 .3. 15) волнаводная волна номера m, бегущая от края z = -l, опреде­
ляется выражением 

и может быть представлена в виде суммы волн Бриллюэна 

распространяющихся под углом !fm(Wm = k cos rpm, Vm = k sin rpm) к 
оси z (рис. 12.5. 1 ) .  Рассмотрим дифракцию на полуплоскости у = Ь, 
-оо � z � l плоской волны, описываемой первым слагаемым в этой 
формуле. При дифракции на полуплоскости возбуждается краевая ци­
линдрическая волна, амплитуда которой в направлении IPn пропорцио­
нальна произведению 
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z 
- - - - .... 

Рис. 12.5.1.  К дифракции волны Бриллюэна на конце открытого резонатора 

Корень 
J
k + Wrn,n здесь можно рассматривать как <<зародыш» функ­

ции 

Кроме того, при четном возбуждении 2iwrnb = L'(wrn) · Таким образом, 
мы видим, что произведение Rrn,nL+(wп) , определяющее амплитуду п-й 
волны, пропорционально амплитуде цилиндрической волны, возникшей 
при дифракции т-й волны на конце резонатора и распространяющейся 
в направлении 'Pn = arccos(wп/k), которое соответствует направлению 
волны Бриллюэна для п-й волноводной волны. Перейдем теперь к 
количественной оценке коэффициентов Rrn,n· 

Присвоим индекс j распространяющейся волноводной волне с самым 
высоким номером т = j. Тогда все волны с номером т < j будут распро­
страняющимися, а волны с номером т > j затухающими. Предположим 
далее, что частота падающей волны близка к критической частоте j-й 
волны. В этом случае Wj � О и, следовательно, на основании ( 12 . 1 . 19) ,  
1 2 . 1 .20) 

. 

kb 1 - + - = j + р при четном возбуждении, 
1Г 2 
kb 
- = j + р при нечетнам возбуждении, 1Г 

( 12.5.6) 

( 12.5.7) 

где р < 1. Очевидно, что целые числа j при четном и нечетнам типах 
возбуждения могут не совпадать. Кроме того, j » 1 при условии 
kb >> 1 ,  которое мы будем предполагать выполненным. Оказывается, что 
определенная таким образом j-я волна обладает особыми свойствами, 
которые выделяют ее среди всех остальных волнаводных волн. Действи­
тельно, так как 

WJ = /fь�, wrn = /fь v41Г(j - т) при о < IJ - тl < j, ( 12 .5.8) 
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то величина ( 12 .2 .26) принимает значения 

Sj = � < 1 , lsm l :::::: V47Тij - m l » 1 при О <  lj - ml < j. ( 12 .5.9) 
Поэтому (см. [96, 120] ) 

2U(sj , P) :::::: ln Т + i (i + l)fЗosj , !Зо = 0.824, 2s2 } И ( Sm , р) :::::: О при j - т "/= О 

и, следовательно, 

IRj,j l :::::: 1 , IRm,m l :( IRm,j l , 

IR 1 � Sj при О < IJ. - ml < j, J,m � 
. 1 1 "  1 y 7Т J - m  

1 IRm 1 
:::::: при О < lj - ml < j. '1 fm 47ТIJ - m l  

Наряду с этими оценками полезны также формулы 

R . .  � -ei(M+/3o+i/3o)s1 

м 

= 
f2k

l ],] � , v ь · 
2w R - 1 R · J,m - Wm + Wj 1'1 ' 

R � Rm,з m,n � 1 + Wn/Wm 

(12.5. 1 0) 

( 12.5. 1 1) 

( 12.5. 12) 

( 12.5 . 13) 

( 12.5. 1 4) 
Таким образом, все коэффициенты Rm,n оказываются малыми по срав­
нению с Rj,j , модуль которого близок к единице. В силу этого j-я 
волна слабо трансформируется в другие типы волн и слабо излучается 
в окружающее пространство. Волны других номеров т =/= j , напротив, 
хорошо излучаются из резонатора, так как слабо отражаются от его 
концов и слабо трансформируются в остальные типы волн. Полученные 
результаты позволяют приближенно просуммировать многократные ря­
ды ( 12.5.3) для функций :Jn(wm, и) . 

Начнем с оценок для функции :J2 (wm2 , и) .  Представим ее в виде 

1 :J2 (Wт2 , и) = Rj,m2:J'l (wj , -и) + L Rm1,m2:1'1 (wml ' -и) , ( 12 .5 . 15) 
ffii 
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где штрих означает, что при суммировании следует пропустить слагае­
мое с индексом т1 = j . Пусть О <  Jj - тz l < j , тогда в силу (12 .5. 1 1) 

( 12.5 . 16) 

Если же mz = j и О < lj - т 1 l < j , то 

( 12.5 . 1 7) 

При достаточно малых значениях Sj члены ряда в формуле ( 12 .5 . 16) 
могут оказаться одного порядка с первым слагаемым. Поэтому при тz # 
j мы не можем отбросить ряд в формуле ( 1 2.5 . 15) .  

Займемся далее функцией J'з . Запишем ее в виде 

( 1 2.5 . 18) 

При О <  lj - т1,2 ,з l < j, соблюдая тот же порядок слагаемых, имеем. 

[ s ·  ] 1 ( s ·  ) ' ( 1 ) 
J'з( Wm3 ,  и) = О J . 1 + --з;2 � L О -. -- + 

1Г(J - тз) 47Г 1 - тз m1 J - т1 

1 .L' [ Sj ] 1 L 
11 [ 1 ] 

+-- о + -- о . 
47Гз;z (з· - т )З/2 (41Г? (j - тz) (j - тl) ffi2 2 ffi2,ffil 

Если же тз = j, то 

J"з (wJ , u) = 0(1 )  + 2_ ,L'o (-. -1-) + 
47Г J - т1 ffil 

1 .L' [ Sj ] 1 L 11 [ 1 ] +-- о + -- о . 
47ГЗ/2 (J. - т )З/2 (41Г)2 (j - тz) (j - тl ) m2 2 m2 ,m1 
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Пренебрегая членами порядка (j - m2)-1 (j - т1)-1 , получим 

:fз(wm, u) = Rj,m [Rj,j:f1 (wj , u) + �1Rm1 ,j:f1 (Wm1 0 и)] + 
+ :f1 ( Wj , U) 2.:' Rm1 ,mRj,m1 • ml 

(12.5. 19) 

Аналогичные оценки можно провести и для функций :14,5,6 . . . .  Такие 
оценки показывают, что 

:fп(wт, u) = Rj,mR'J:;3 x n=3,4,5, . . . 

1 
+ R'J:j3:f1 (Wj , -(-1)nu)L Rm1 ,mRj,m1 0 ( 12.5.20) 

m1 
пренебрегая при т # j членами типа 

а также малыми величинами более высокого порядка. 
Для расшифровки физического смысла этой формулы удобно ввести 

следующую символику. Будем понимать под символом т(п) волновод­
ную волну с номером т, которая n раз пробежала по отрезку волновода, 
отражаясь от его концов. Трансформацию т-й волны в v-ю волну 
изобразим в виде т -t v. Тогда первое слагаемое первой строки в 
( 12 .5 .20) можно наглядно представить с помощью преобразования 

j (n- 1) -t т, 
которое показывает, что возникшая при первичной дифракции j-я волна 
n - 1 раз пробежала между концами резонатора и при последнем 
отражении возбудила т-ю волну. Слагаемые, относящиеся к ряду из 
квадратных скобок, описывают следующие преобразования волн: 
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И, наконец, последнему слагаемому в формуле (12 .5.20) соответствуют 
преобразования 

Обратим внимание на следующий деликатный момент. Переходя от 
формулы ( 12.5.3) к выражению (12 .5 .20) , мы пренебрегли, в частности, 
рядом 

( 12.5 .21) 

где суммирование осуществляется по всем значениям индексов, кроме 
m1 = m2 = · · · = mп-1 = j. При достаточно малых значениях величи­
ны Sj члены ряда (12 .5 .21) сравнимы с некоторыми из удержанных в 
( 12.5.20) . Однако, как мы увидим сейчас, рядом (12 .5 .21) можно тем 
не менее пренебречь при вычислении результирующей краевой волны 
l::n=1 З"п(  Wrn , u) , которая нас интересует в конечном счете. 

Действительно, пользуясь формулой ( 12.5.20), ветрудно показать ,  
что 

� З"п(  Wrn, и) = З"1 ( Wrn, и) + З"2 ( Wrn, и) + �j [з:-1 ( Wj, и)+ 

+ Rj,j3"1 (wj , -и)] ( Rj,rnRj,j + L:'Rrn1,rnRj,rn1) + 
m1 

( 12.5.22) 

где 
'DJ = 1 - RJ,J · ( 1 2.5.23) 

Выясним, какой вклад в ряд l::n=1 З"n(Wrn,  и) могут дать отброшенные 
члены ( 12.5.21 ) .  Это проще всего сделать, взяв из (12 .5 .21) слагаемое 

(12 .5 .24) 

При вычислении l::n=1 З"n(wm, и) такое слагаемое дает дополнительное 
выражение 

( 12.5 .25) 
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где 
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'Dm = 1 - н;,,т. (12 .5 .26) 

Но согласно условиям задачи [Rj,j [  = 1 и [Rm,m [ « 1 .  Поэтому ясно, что 
величиной (12.5.25) можно пренебречь по сравнению с (12 .5.22). 

§ 12.6. Резонансная часть поля внутри резонатора 

Выражение (12 .5 .22) вместе с формулами (12 .3 . 15) и ( 12.3. 18) определяет 
поле внутри резонатора. Резонансная часть этого поля имеет вид 

где 

{ sin(vmy) } 
х [А( т, (З)eik(z+l)am + А( т, -(З)eik(l-z)am] , 

cos(vтy) 

(3 = u/k = cos tpo, 

t:o = 2 , fl = f2 = . . . = 1 ,  

А( т, (3) = B(m, (3 )  + R1,jB(m, -(3) , 

(12 .6 .1) 

( 12 .6.2) 

( 12 .6.3) 

( 12 .6 .4) 

Мы опустили здесь верхние индексы в величинах а�·2) , v�·2) , ф�'2) , 
н<1 :2) R(1 '2) и D(l ,2) которые соответствуют компонентам поля н<1'2) J ,J , m,n 1 , х · 
В выражении (12 .6 . 1 )  множитель sin(vmy) соответствует полю Н�1 ) , а 
множитель cos( VmY) соответствует полю Н�2) . 
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Кроме того, при четном возбуждении 

(1 ) - . 1 2 - [ (1 )] 2 - .2:_ ( - ) - } Vm - у k Wm - 2Ь 2m 1 , m - 1 ,  2, 3, . . .  , 

· ( 1) - [kb 1 ] (1 ) - kb 1 · (1 ) 
J - --; + 2 ' р - --; + 2 - J ' 

а при нечетнам возбуждении 

1 при а > О 

v(2) = V k2 - [w(2)] 2 = .2:.. (2m) = ?!.m m m 2Ь Ь ' т � о, 1 , 2 , 3, ' ' ' ' } 
v/!)(ka) = 1/J�\-ka), 

� ,и( hkoc.,,<>J) { 1 при а > О 
1/J�) (ka) (1 - ei2kb�) при а < О 
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( 12 .6 .5) 

( 12.6.6) 

( 12.6.7) 

о ( 12.6.8) 

Упрощенный вариант формулы (12 .6 . 1 ) ,  связанный с использованием 
приближенных соотношений ( 12 .5 .8) , был получен ранее иным путем в 
работе [ 147] , но содержит там некоторые опечатки. 

При выполнении условий 

(М + fЗo)sJ = (2n + 1 )7r, 

fЗо = 0.824, n = О , 1, 2, . . .  
SJ = у'4:;;р = V'ikFюJ � 1 } 

в соответствии с формулой (1 2.5 . 12) ,  

(12 .6 .9) 

(12.6. 10) 
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система становится резонансной для j-й волны, которая симметрична 
относительно оси z : 

где 

Т(о:, (З) = � ·Ф- (k(З)e-iklf3, T(o:j , ±o:1) = O(JkjЗ).  
Q; -

( 12.6 . 12) 
Полагая здесь ера = 7Г/2, мы получаем формулу Фиалкавекого [ 147] 

(-1 )пм { - sin vзy } Нх =  ( /2) (3 . COS WjZ, n = 0, 1 , 2, . . .  , n + 1 1Г а  t COS VjY (12.6. 13) 

где М - большой параметр (см. (12 .5. 12)) , который указывает на кон­
центрацию поля в резонаторе. 

При выполнении условий 

если 

(М + fЗa)sj = 2n7Г, Sj = � = V2k'Ьo:j � 1 } 
fЗа = 0.824, n = 1 , 2, 3, . . .  ' ( 12.6. 14) 

( 12.6. 15) 
система становится резонансной для j-й волны, которая антисиммет­
рична относительно оси z: 

HxJ = e-ikb sin <po х (- 1 )nM sin(wJ·z) ei(kЬ+7Г/4) { - sin(vJy) } 
2n7Гfla Кь i cos(vзy) 

(12.6. 16) 

Этот резонанс может наблюдаться при освещении резонатора под углом 
ера < 90° и Wjl/2 � 7Г/2. Второе условие выполняется при М(7Гр) 112 � 7Г .  
При ера = 90° этот резонанс не существует (Hx,j = 0), поскольку 

T(o:m, +0) = T(o:m, -0) . ( 12 .6. 1 7) 
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Заметим, что падающее поле н6�'2) не рассеивается, если ера = 
ер},;,'2) = arccos(w2'2) /k) при т = О, 1 , 2, . . . .  В этом случае пласти­
ны резонатора располагаются в узлах падающего электрического поля 
ЕЬ;'2) и не возмущают падающего поля. Отметим, что формулы (12 .6 . 1 ) , 
(12.6. 1 1 )  и ( 12 .6 .16) были выведены при условии 

u = k cos epa # wm, т = 0, 1 , 2, . . .  , j - 1 (12.6. 18) 
и поэтому не применимы в случае ера = epg'2) или ера = 1r - epg'2) при 
т = О, 1 , 2 , . . .  ,j - 1. Это замечание справедливо и для результатов, 
полученных в [147] .  

Изучим как происходит исчезновение рассеянного поля н6�'2) при 
и --+  wg'2) ? О и ер0 --+ epg'2) ? О (т = О, 1, 2, . . .  , j - 1) . Для это­
го воспользуемся строгими формулами (12.3 .15) , (12 .3 .17) , ( 12.3. 18) и 
асимптотическими формулами (12 .5 . 1 ) , ( 12.5.2) , (12.5.3) , в которых пре­
небрегается всеми многократными краевыми волнами, бегущими по 
внешней поверхности пластин резонатора (у = ±Ь±) .  

В соответствии с формулами ( 12.3. 1 5) и (12.3.18) полное поле имеет 
вид 

sin VmY 
i COS VmY 

00 
х L [�п(Шm, u)eiwm(z+l) + �n(Шm, -u)eiwm(l-z)] ' ( 1 2.6. 19) n=l 

где верхние индексы опущены .  
Используя соотношения 

Э"l (ш, шт) = О при ш # шm, включая ш --+ шm, 

liш Э" (w и) = cL (шт) e-i(wml+vmЬ) 
{ -1 } 1 

1 m, 
2 . ( ) ' -= 1 � z4 tum 

Rm,n:.FI (Wm, Wm) = -:.FI (Wп, -Шm) 
и формулы (12.5 . 1 ) ,  (12.5.2) и ( 12.5.3) , получим 

Э"п(Шm, Шv) = -Э"п-l (Шт, Шv) , n =3, 5, 7, . . . } _ . ll - 0,1 ,2,3, . . .  ,J . 

Э"п(Шт,-Шv) = -:t'п+I (Шm, -wv) , n  = 1 , 3, 5, . . .  

( 12.6.20) 

(12.6 .21) 

( 12.6.22) 

(12 .6.23) 
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Следовательно 
00 L
Э"п(Wm , Wv) = О, 

n=2 v = 0, 1 , 2, 3, . . .  , j  ( 12.6.24) 
00 L
Э"n(Wm, -wv ) = О, 

n=l 

и 

( 12.6.25) 

Если <ро -+ 1Г - <р
�
'
2) 

и и -+  -w
�
'
2)
, то формула (12 .6 .19) переходит в 

= 
{ i sin vmy } 

e-zwmz = { нШ } . 
COS VmY Н(2

) 
Ох 

(12.6.26) 

Следовательно, при углах падения <ро = <р
�
'
2) 

и <ро = 1Г - <р
�
'
2)
, 

относящихся к направлениям волн Бриллюэна, падающее поле н
6�
'
2) 

не 
испытывает дифракцию на резонаторе. В этом случае краевые волны 
попарно компенсируют друг друга и полное поле внутри резонатора в 
точности совпадает с падающим полем н

6�
'
2)
. Подчеркнем здесь, что 

числа w�) и w�) различаются. Поэтому, когда рассеянное поле H�l) 
исчезает, рассеянное поле Н

�2) 
существует и наоборот. 

§ 12.7. Излучение из открытого резонатора 

Поле в дальней зоне определяется формулами (12.3.4)-(12.3.8) через 
функции L(w)Fп(w, u) .  Последние с погрешностью порядка (kl)-112 
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можно представить (см. (12 .5. 1 ) )  в виде 

( 12 .7. 1 )  

где величину 

( 12 .  7.2) 

естественно назвать диаграммой излучения волны с номером т из 
полубесконечного плоского волновода. Физические рассуждения, изло­
женные на первых страницах § 12 .5 , показывают, что именно величина 
Р( Wm, w) пропорциональна амплитуде краевой волны, которая возника­
ет при дифракции m-й волны Бриллюэна на крае резонатора. 

Запишем с помощью (12 .7 . 1 )  выражение 

Входящий сюда ряд 

приближенно описывается формулой (12 .5.22) . Заметим, что резонанс­
ные члены там по своей величине разделяются на группы. ОставляЯ для 
простоты только главные из них, имеем 

00 
L Э'п(Wт, -и) = Э'1 (wm, -и) + Э'2(wm, -и)+ 
n=l 

( 12.7.4) 

С помощью этого выражения и формул (12 .7.3) , (12 .7.4) и (12 .3 .7) 
нетрудно найти диаграмму результирующей волны, излучаемой левым 
концом резонатора (z = -l) в окружающее пространство: 

3 

Ф(w, и) = "L: Фп(w, и) + ФD(w, и) ,  w = kcos i.p, и = k cos i.po , ( 12.7.5) 
n=l 
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где 

Ф1 (w, и) = ± L;�:)���u) e-i(иlH) , .; = kb(siпip + siп ipo) , 

Фz (w, и) = ±VkL+(и) t P(wт�w) ei (ul-0
, 

т Шт и 

Фз(w, и) = ±.JkL_ (и) tt Р(шт, ш) 
Rт1 ,тe-i(ul+O , т т1 Шт1 - и  

_ г,R2 
о [L+(и) о 1 L (и) о z] о" Фv(ш, и) =±vk_ы ---е'и + R o  0 ----e- zu Р(ш 0 , ш)е-'� . D о ш о + и 1'1 ш о - и 1 

J J J 

(12 . 7.6) 

(12 .7.7) 

( 12.7.8) 

( 12 . 7.9) 
Верхний индекс здесь берется, если резонатор возбуждается полем 
нg) , а нижний индекс берется, если резонатор возбуждается полем 
н6;) о Функции Ф1 ,2 ,3 представляют диаграмму излучения краевых волн 
первого, второго и третьего порядка соответственно. Функция Ф D опи­
сывает резонансную часть излучения, созданную всеми волноводными 
волнами с индексом j и порядком n > 3. 

Заметим, что формула ( 12.7.5) при подстановке в (12 .3.6) дает выра­
жение для диаграммы направленности полного рассеянного поля 

Ф(w, и) = Ф(w, и)eiwl + Ф( -w, -и)e-iwl , 
W = k cOS ip, и =  k cOS ipo, ( 12. 7. 10) 

которая в точности удовлетворяет теореме взаимности, т. е. Ф(ш, и) = 
Ф(и, w). 

Перейдем к физическому анализу выражения (12.7.5) . Рассмотрим 
сначала функцию Ф1 , которой соответствует рассеянное поле 

L ( )L ( ) i(kr+1r/4) 
Нх = ± - и + ш e-ik(l cos <po+Ьsin <po) e 

ei(wt-vь) 2(ш - и) v21rkr ' ( 12. 7. 1 1 )  
где w = k cos ip  и v = k sin ip. Пусть далее Jr/2 < ip < 7r и Jr/2 < ipo < 1r, 
тогда ш < О и и < О и 

н _ .;k+W� [ i(wl+vb) ± i(wl-vb)] х - 2(ш - и) е е х 

e-ik(l cos <po+b sin <po) ei(kr+1r/4) VfiЬ1kj VfiЬ1kj Х � еИ( (Zb/k)w,p)-U( (2b/k)u,p) . ( 12 .7. 12) 21rkr 
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Мы видим, что рассеянное поле есть сумма двух краевых волн, уходя­
щих от ребер у = ±Ь, z = -l. Диаграмма направленности этих волн 
пропорциональна диаграмме цилиндрической волны, возникающей при 
дифракции плоской волны на изолированной полуплоскости. Заметим, 
что впервые такое представление поля в виде суммы двух краевых 
волн было дано Вайнштейном [96, 120] при исследовании излучения из 
открытого конца волновода. Он же обратил внимание на важную роль 
краевых волн в задачах дифракции. 

В случае, когда kb » 1 и стенки резонатора далеко разнесены, 
функции И( J2Ь!kw,p) и И( J2Ь!ku,p) ,  учитывающие их взаимодей­
ствие, близки к нулю. Поэтому, складывая поля (12.7. 12) при четном 
и нечетнам типах возбуждения, находим 

н - 2 cos('P/2) sin('Po/2) -ik(! cos <po+bsin <po)
ei(kr+тr/4) 

х - е --===-cos 'Р - cos 'Ро J21rkr 

для полной краевой волны первого порядка, где 

( 12.7. 13) 

представляет расстояние от левого конца нижней пластины. Как и сле­
довало ожидать, мы получили цилиндрическую волну от изолированной 
полуплоскости у = -Ь, -l � z � оо, на которую падает плоская волна 
( 12. 1 . 1 ) .  При условии 7r/2 < 'Ро < 7r левый конец верхней пластины 
(z = -l, у = +Ь) находится в тени и не дает вклад в рассеянное поле в 
рамках рассматриваемого приближения. 

и 

Возвращаясь к выражению (12.7.5) заметим далее, что 

( /2) 2 ( /2) 2ikl COS 'Pm 
T(wm 

w) = 
cos 'Р cos 'Pm е 

e2U(sm ,p)+X+(w) ' i J2 f.mkb( COS 'Р + COS 'Pm) COS 'Pm 

где 

Sm = �Wm, Wm = k cOS 'f'm, 

Re wm ? О, s = �w, w = k cOS 'f'. 

( 12.7. 14) 

( 12 .  7. 15) 

(12.7. 16) 

Формулы (12.7. 14) , (12.7. 1 5) показывают, что диаграмма излучения m-й 
волноводной волны, набегающей на левый конец резонатора, имеет 
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Рис. 12.7.1.  Излучение волн Бриллюэна из открытого конца резонатора 

максимум вблизи направления ер = тr - epm . Это явление легко объяс­
нить, исходя из физических соображений. Волнаводную волну номера 
т можно рассматривать как суперпозицию двух плоских волн (волн 
Бриллюэна) , распространяющихся под углом epm к оси z (см. рис. 12 .7 . 1 ) .  
У открытого конца резонатора волна Бриллюэна представляет собой 
плоский участок синфазной поверхности, наклонной по отношению к 
оси резонатора. Хорошо известно, что максимум излучения, испуска­
емого такой поверхностью, направлен по нормали к ней, т. е. как раз 
в направлении ер = тr ± epm . Из этих соображений следует, что такое 
явление происходит лишь при излучении волны из открытого конца 
резонатора, когда источник поля расположен между пластинами. 

В задаче рассеяния, которую мы изучаем в этой главе, источники по­
лей являются внешними для резонатора. Этими источниками являются 
волны н6�) и н6;) . в предыдущем параграфе показано, что эти волны не 
рассеиваются резонатором, когда их направления совпадают с направ­
лением волнаводных мод ер�) = arccos( w�) 1 k) и ер};_) = arccos( w�) 1 k) . 
В соответствии с теоремой взаимности, рассеянные поля Н�1) и Н�2) 
будут в точности равны нулю в направлениях ер = ±ер�) , 1Г ± ер�) и 
ер = ±ер};_) , тr ± ер�) соответственно. Отсюда следует, что излучение из 
концов открытого резонатора с внутренним источником и рассеяние 
внешнего поля на открытых концах существенно различаются. Там, где 
излучение из резонатора имеет максимум, рассеянные поля Н�1 '2) из 
открытых концов в точности равны нулю! 

В результате можно сформулировать следующее строгое утвержде-
ни е: 

ф(l) ( ±w�) , и) = ф(l) ( w, ±и�)) = О, } 
ф(2) ( ±w};_) , и) = ф(2) ( w, ±и};_)) = О. 

( 12.7. 17) 

Продемонстрируем это утверждение с помощью асимптотических выра-
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жений (12 .5. 1 )-(12 .5.3) . Поскольку функции ф(1 •2) (w, и) являются сим­
метричными, то есть ф(1,2) (w , и) = ф(l ,2) (и, w), то достаточно рассмот-

(1 2) (1 ,2) реть рассеяние лишь в направлении падения сро = r.pN' , где О �  'PN � 
1rj2 и и =  w�'2) > О, N = 1 , 2, 3, . . .  , j . 

Опуская верхние индексы и используя ( 12.3 .6) , можно представить 
диаграмму направленности (12.3 .7) в виде 

где 

ф( ) ф- ( ) iwl + ф- ( ) -iwl W, WN = W, WN е -W, -WN е , 

2 00 
Ф(w, wN) = i±!:_e-ikЬsin <pL+(w) L:t'п(W, WN) · 

С n=l 

С помощью (12 .5 .1) ряды могут быть записаны как 

n=l 

( 12.7. 18) 

(12.7 . 19) 

В соответствии с формулами ( 12 .6.20) и (12.6.24) эта величина равна ну­
лю и поэтому Ф(w, wN) = О. Заметим, что сингулярности при w = -Wт 
в ( 12 .7.20) подавляются множителем L+ (-wm) = О  в формуле (12 .7 .19) . 

Диаграмма направленности излучения от правого конца ( z = +l) 
резонатора может быть представлена в виде 

- 47r2 'kЬ . Ф(-w, -wN) = i-e-' sш<pL_ (w) x 
с 

х {:rl (-w, -wN) + J'2 (-w, -wN) + �:t'п(-w, -wN) } . (12 .7 .21) 

Используя (12 .5 . 1 ) , (12.6 .20) , (12.6 .24) и (12 .3 .17) , получаем 

L� (wm) ei2wml 
:t'z (-w, -wN) = L L'( ) _ J'1 (wm ,WN) =  m Wm Wm W 

= -:11 (-w, -wN) , (12.7.22) 
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Сингулярности при w = Wm поДавляются множителем L_ ( wт) = О 
в (12 .7.2 1 ) .  Формулы ( 12 .7.22) и (12.7.23) показывают, что 
- ( 1 2) Ф( -w, -wт) = О. Поэтому как рассеянное поле Нх ' вне резонатора, 
так и рассеянное поле H�l ,Z) внутри резонатора равны нулю, когда они 
возбуждаются падающей волной н6�·2) в направлении углов Бриллюэна 
tp�'2) .  Это происходит вследствие попарной компенсации краевых волн, 
как показано в ( 12.6.23) . 

Однако асимптотические формулы ( 12.7.5) и ( 12.7.9) не обеспечи­
вают точного равенства нулю рассеянного поля Н�1 •2> , возбуждаемого 
внешним полем н6�·2) , падающим под углами Бриллюэна. Причина 
этого состоит в нарушении условий компенсации ( 12 .6.23) для краевых 
волн порядка n ;) 3. В этом случае результирующее поле совпадает с 
краевыми волнами третьего и более высоких порядков. 

Очевидно, что амплитуда краевых волн третьего порядка мала. Ве­
личина резонансной части этого поля определяется с помощью оценок, 
справедливых при условиях ( 12.6.9) и (12.6. 14) : 

( 12 .7.24) 

( 12 .  7.25) 

( 12 .  7.26) 

В соответствии с этими оценками 

( 12 .7.27) 

{ при 
Фп(w, и) = 0(1 )  

при 
(12 .7.28) 
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( 12. 7.29) 
Следовательно, функция ФD(w, и) имеет наибольшее значение при 
lw l � Wj, lи l � Wj · Резонансное поле в этой системе возбуждается крити­
ческими волнами с индексом j. Поэтому наиболее интенсивное возбуж­
дение происходит, когда резонатор освещается плоскими волнами под 
углом ера , близким ±epj , 1r ± 'PJ · В соответствии с теоремой взаимности 
излучение из резонатора оказывается наиболее интенсивным вблизи 
углов ер = ±epj '  7Г ± t.pj . 

Напомним, что диаграмма полного рассеянного поля имеет вид 
Ф( w, и) = Ф(l) (w, и) + ф(2) (  w, и) , ( 12. 7.30) 

где функция ф(l) отвечает четному, а функция ф(2) нечетному возбужде­
нию, создаваемому падающим электрическим полем (12 . 1 . 5) и ( 12 . 1 .7) 
соответственно. Здесь w = k cos cp, и  = k cos epa и функции ф(l ,2) (w, и) 
определяются формулами ( 1 2.7. 5)-(1 2.7.9) , которые выполняются при 
у > Ь, т. е. при О < ер < 1r . Мы предполагаем также, что О < ера < 7Г /2. 
Для вычисления поля в области - 7Г < ер < О следует использовать 
свойства симметрии 

( 12 .7 .31) 
Заметим, что диаграммы Ф1 (w, и) и Ф1 (-w, -и) для краевых волн 

первого порядка, рассеянных левым и правым концами резонатора, 
сингулярны в направлении основного теневого лепестка (ер = ера) ,  где 
w = и. Эти сингулярности, однако, компенсируют друг друга и их сумма 
равна 

х (1 + ei2kbsin <po ) + ikb cos epaei2kbsin <po , 

= - { -.
1- + [ikl + .!!:_И(V2kh(3, p(2) )] siн epa} х 2 sш ера d(З 

х ( 1  _ ei2kbsin 'l'o ) + ikb cos epaei2kbsin 'l'o . 

( 12.7.32) 

( 12.7.33) 
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Здесь {3 = coS ipo , и p(l ,2) определяется формулами ( 12.6. 5) ,  ( 12.6.7) и 
1 d 

V2'kЬ df3
u(V2kЬf3, p) = 

где s = V2kЬrз и 
00 

и.' ( ) = J dt 00 ei2rrpn 
о р e-i2rrp+t2/2 - 1 

= у'2;� Vn . 
-оо 

(12.7.34) 

( 12. 7.35) 

Более подробно функции Вайнштейна U(s, p) описаны в приложении В 
в [96] . 

Учитывая формулы (12 .7.32) и (12 .7.33) ,  введем нормированную 
диаграмму рассеяния 

где 
h(w и) = Ф(w, и) = h(I ) (w и) + h(2) (w и) , ikd , , , 

h(l ,2) (w, и) = i/,(1 ,2) (w, и)eiwl + i/,(1 ,2) ( -w, -и)e-iwl , 
ф- (1 ,2) ( ) h- (1 ,2) (  ) = w, и ( ) w, и ikd , d = 2 l siп !po + bcos ipo . 

(12 . 7.36) 

(12.7.37) 

( 12. 7.38) 

В случае, когда tg ipo > Ь/l, параметр d равен ширине того участка 
плоской волны, который падает непосредственно на сам резонатор. Этот 
параметр можно также интерпретировать как ширину геометраоптиче­
ской зоны тени позади резонатора. 

Величина 2d представляет собой первый член высокочастотного 
асимптотического разложения для интегрального поперечника рассея­
ния 

S = 2d Re {h(k cos ipo , k cos ipo) } . ( 12. 7.39) 
Используя формулы ( 12 .7. 5)-( 12.7.9) , находим, что функция h равна 

3 
ji(l ,2) (w, и) = L hп(w, и) + h2'2) (w , и) . ( 12 .7.40) 

n=l 
В соответствии с оценками (12.7.27)-(12.7.29) резонансная часть функ­
ции h,(1 ,2) (w, и) достигает максимального значения вблизи lw l � Wj , lи l � 
Wj ,  то есть при ip � !рj , 1Г  ± IPj и ipo � !pj , где 

( 12.7.41) 
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Рис. 12.8.1. Сплошной линией показана функция 20 lg lhl1) 1 ,  которая опреде­
ляет полное поле краевых волн первого порядка, расходящихся от обоих кон­
цов резонатора. Пунктирной линией изображена функция 20 lg lho l , которая 
определяет поле, рассеянное одиночной лентой (у = -Ь, iz i � l )  при облучении 
ее плоской волной 

§ 12.8.  Результаты численных расчетов 

В этом параграфе представлены результаты численных расчетов функ­
ции lh (  w, и) 1 при нормальном падении плоской волны, когда ipo = 1r /2 и 
и =  k cos ipo = О. 

На рис. 12.8 . 1 и 12.8 .2 показаны результаты расчетов для резонатора 
с параметрами kb = I001r и kl = 507r, для которых в работах [142] и [ 147] 
исследовались собственные колебания. В этом случае h(2) (w, O) = О  и 
h (w, О) = h( 1) ( w, 0) . Сплошной линией на рис. 12.8 . 1 обозначена функция 
20 lg lh�1\ которая соответствует диаграмме полного поля краевых волн 
первого порядка, расходящихся от обоих концов резонатора. 
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Рис. 12.8.2. Сплошной линией показано суммарное поле, излучаемое крае­
выми волнами первого и второго порядков. Пунктирная линия изображает 
диаграмму направленности 20 lg lho l  поля, рассеянного одиночной лентой (у = 
-Ь, lz l  � l ) ,  при возбуждении ее плоской падающей волной [26] 

На рис. 12 .8 .2 сплошная линия обозначает суммарное поле от крае­
вых волн первого и второго порядков. Краевые волны третьего порядка 
и резонансная часть h �) практически не влияют на диаграмму рассея­
ния при выбранных параметрах kb и kl. Оказывается, что в этом случае 
[ h�1) [  � 10-4 и [h�) [ � 10-5 . Малые значения [/��) [ обусловлены малым 
значением Rj,j � 0 . 1 .  Функция [h (1) [ быстро осциллирует при изменении 
угла ер и равна нулю для углов Бриллюэна 

_ (l ) _ . [ (2n - 1)1Г ] ер - epn - arcsш 2kb , n =  1 , 2, 3, . . .  , j. ( 12 .8 . 1 )  



§ 1 2.8. Результаты численных расчетов 331 

;<:u l 1 1 1 1 0·0о 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 

Рис. 12.8.3. Произведение Mlh�) (O, O) l для значений kl = 507r, kb = ( 100+p)7r 
и о ( р ( 0.3 [26] 

Для сравнения пунктирной линией на рис.12 .8 . 1 и 12.8.2 изображена 
функция 20 lg 1 ho 1 ,  которая соответствует диаграмме направленности 
поля, рассеянного одиночной лентой (у = -Ь, l z l  � l ) ,  возбуждаемой той 
же самой падающей плоской волной. В интервале О � r.p � 45° кривая 
для ho близка к огибающей максимальных значений функции h(l ) . Обе 
кривые плавно сливаются при увеличении угла r.p. 

Вторая компонента рассеянного поля h(2) (w, О) появляется, если kb i= 

1 (2) ( ) 1 n1r, n = 1 ,  2, 3, . . . .  На рис. 12 .8 .3 изображено произведение М hv 0, 0 
для kl = 507r, kb = ( 100 + p)1r и О � р � 0.3. На этой кривой видны 
отчетливые резонансные пики вблизи значений р = Pn << 1 ,  которые 
удовлетворяют условиям (см. формулу ( 12.6.9) ) 

(M + /Jo)� = (2n + 1)7r, n = 0, 1 , 2, 3  . . .  , 

когда 

(2) � 1 [ (2)] 3 � 1 hv (0, 0) � M!Jo Rj,j � M!Jo ' 

( 12.8.2) 

( 12.8.3) 

Интегральный поперечник рассеяния определяется формулой 

S = 4/ Re{h(1 ) (0, 0) + h(2) (0, 0) } . ( 12.8.4) 

Для использованных выше параметров kl = 507r, kb = ( 100+p)7r и р « 1 
справедливы следующие асимптотические оценки: 

h(2) (0, 0) = О(р) + О [ Х:] , ) 
h��J(o, О) = О [ �] , h�) (O, O) = О [�] . 

( 12.8.5) 
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Рис. 12.8.4. Сплошная линия показывает пространствеиное распределение 
резонансного излучения h�) (w, О) для значений kl = 507Г, kb = (100 + р)7Г и 
р = 0.005. Пунктирная кривая изображает диаграмму рассеяния от одной 
нижней пластины (у = -Ь, l z l  ,;:;; l ) .  Сплошные вертикальные отрезки обо­

значают расположение нулей (<р = <р�)) функции h(2) (w, O) , и пунктирные 

вертикальные отрезки показывают расположение нулей ( <р = <р�) ) функции 
h(1) (w, O) [26] 

Согласно этим оценкам 

S = 4l R.e{h(1) (0, 0) + h(2) (0, 0)} = 4l { 1 + О [�f] } ( 12.8 .6) 

даже в резонансном случае, когда р(2) = Pn · Следовательно, для данно­
го типа открытого резонатора, состоящего из плоских параллельных 
пластин (с параметром Af >> 1 ) ,  резонансная часть интегрального 
поперечника рассеяния мала по сравнению с его не резонансной частью, 
вызванной рассеянием от освещенной внешней стороны резонатора. 

Другое интересное наблюдение следует из рис. 12 .8 .2 . В соответствии 
с ( 12.8.6) интегральный поперечник рассеяния резонатора почти равен 
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интегральному поперечнику рассеяния одиночной ленты. Это означа­
ет, что полная энергия, рассеянная резонатором, и полная энергия, 
рассеянная одиночной лентой, практически равны. Однако диаграмма 
резонатора h(l) содержит намного больше минимумов, чем диаграмма 
ленты h0. Из этих двух фактов следует, что максимумы в диаграмме 
резонатора h(l) должны быть выше по сравнению с максимумами в 
диаграмме ленты ho. Это ясно видно на рис. 12 .8 .2 , особенно в интервале 
о �  <р � 45° . 

Пространствеиное распределение резонансного излучения h�) (w, О) 
показано сплошной линией на рис. 12.8 .4 для значений kl = 507Г, kb = 
( 100 + р)1Г и р = 0.005, что близко к значению р = 0.0046, соот­
ветствующему первому резонансному пику на рис. 12.8 .3 . Сплошные 
вертикальные отрезки на рис. 12.8.4 обозначают расположение нулей 
( r.p = r.p�) ) функции h (2) ( w, О) , и пунктирные вертикальные отрезки 
показывают расположение нулей ( <р = <pg) )  функции h (1) ( w, О) . Как 
и прежде, пунктирная кривая изображает диаграмму рассеяния от 
одной нижней пластины (у = -Ь, l z l  � l ) .  Как и ожидалось, наиболее 
интенсивное резонансное излучение h �) ( w, О) наблюдается в интервале 'PJ2) � <р � 90о . 

]\Ложно предположить, что в пределах графической точности функ­
ция lh(1i (w, O) I ,  изображенная на рис. 12 .8 .2 ,  не изменится, если зна­
чение kb = 1007Г заменить величиной kb = 100.0057Г. Сравнение 
рис. 12.8.2 и рис. 12.8.4 показывает, что диаграмма резонансного из­
лучения ll��) (w, O) I качественно близка к диаграмме lh(1i (w, O) I  почти 
во всем диапазоне углов r.p, за исключением углов, близких к главному 
лепестку. Огибающая максимумов диаграммы ih(li (w, O) l лежит выше 
огибающей диаграммы lh�)(w, O) I .  Эта разница составляет 10 дБ для 
большей части диапазона углов и достигает 15 дБ для <р = 7° и 25 дБ 
для <р = 90° . 

§ 12.9.  Основные результаты 

• Исследовано поле, рассеянное резонатором, образованным двумя 
параллельными пластинами. Это поле состоит из двух компонент 
H�l) и Н�2) с различным типом симметрии относительно централь­
ной плоскости резонатора. Найдены точные и асимптотические 
выражения для поля внутри и вне резонатора. Установлены сле­
дующие свойства этого поля. 
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• Резонансные частоты полей H�l) и Н�2) различаются. Одновремен­
но находиться в резонансе эти поля не могут. 

• Резонанс в системе является результатом синфазной интерферен­
ции критических волноводных волн, отраженных от открытых 
концов резонатора . 

• Диаграммы рассеяния компонент н2) и Н�2) имеют нуле­
вые значения в направлении соответствующих волн Бриллюэна, 

(1 ,2) 'РО = 'Pn · 

• Компоненты H�l) или Н�2) полностью исчезают как внутри, так и 
вне резонатора, когда направление падающей волны приближается 
к соответствующим углам Бриллюэна (r.p ---+ r.p�'2) ) .  Это явление 
является следствием того, что пластины резонатора оказываются 
в узлах касательной компоненты электрического поля падающих 

H(l) н<2J ВОЛН Ох И Ох . 
• Влияние резонанса на рассеянное поле пренебрежимо мало вблизи 

основного теневого лепестка, но может быть заметным в боковых 
лепестках. Основной вклад в рассеянное поле создается краевыми 
волнами первого и второго порядка, принадлежащими к нерезо­
нансной компоненте. Ее максимумы превышают максимумы резо­
нансн9й компоненты для большинства направлений рассеяния. 

• Для данного типа резонатора, состоящего из двух параллельных 
пластин, полная энергия рассеянного поля (вне резонатора) , со­
держащаяся в резонансной компоненте поля, всегда мала по срав­
нению с полной энергией нерезонансной компоненты в том случае, 
когда kd » 1 ,  где d = 2(1 sin r.po + b cos tpo) и tg r.p0 > Ьjl .  

§ 12.10. Дополнительные замечания 

• Некоторые результаты этой главы были опубликованы ранее в [26] . 

• Общие свойства других типов открытых резонаторов рассмотрены 
в книгах [ 1 12, 1 13] и [ 148] . Однако там основное внимание уделя­
ется изучению собственных колебаний. Эта глава, напротив, по­
священа изучению рассеивающих свойств открытых резонаторов. 
Именно такие свойства наиболее важны для радиолокации. 

• Отметим также исследование резонансного рассеяния на решетках 
[ 148] и анализ дифракции на концах открытых волноводов [ 149] . 



Заключение 

Предлагаемая монография посвящена систематическому изучению кра­
евых волн и их роли в формировании дифракционного поля. Ниже 
кратко излагаются ее основные результаты. 

В главе 1 исследовано поле, рассеянное <<черными>> телами, поверх­
ность которых считается идеально поглощающей (с коэффициентом 
отражения, равным нулю). Это поле концентрируется в окрестности 
геометраоптической границы тени и называется теневым излучением. 
Это излучение является составной частью полей, рассеиваемых всеми 
большими (по сравнению с длиной волны) непрозрачными телами. В 
случае металлических тел теневое излучение переносит половину всей 
рассеянной энергии. 

Этот результат представляется фундаментальным. Он показывает, 
что даже с применением идеальных поглощающих покрытий, наноси­
мых на металлические тела, их полная рассеянная мощность может 
быть уменьшена только в два раза. Это означает, что против бистати­
ческого радара (с разнесенными в пространстве передатчиком и прием­
ником) невозможно полностью замаскировать отражающий объект при 
помощи любых поглощающих покрытий. 

Развитая в книге теория дифракции на черных телах дает объясне­
ние таким известным явлениям, как дифракция Френеля и рассеяние 
вперед (forward scattering) . Первое есть результат интерференции тене­
вого излучения с падающей волной, а второе фактически представляет 
собой теневое излучение в направлениях его наибольшей интенсивности. 

Отметим также следующие свойства черных тел. Различные тела, 
создающие одинаковую тень, создают одинаковое рассеянное поле ( тео­
рема о теневом контуре) . Черные тела не отражают электромагнитные 
волны в направлении на радар. Однако в некоторых других направлени­
ях они рассеивают больше энергии, чем такие же металлические тела. 
Это наблюдение согласуется с известным фактом, что радиопоглоща­
ющие покрытия могут увеличивать рассеянное поле в направлениях, 
соответствующих минимумам диаграммы рассеяния. 
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В данной книге главным образом исследуется дифракция на идеаль­
но проводящих телах с острыми изломами (ребрами) на их поверхности. 
В главах 2-7 излагается физическая теория дифракции ( ФТД) . Здесь 
представлены ее основные идеи и результаты, а также дано ее развитие 
с привлечением метода параболического уравнения для исследования 
многократной дифракции (глава б). Предварительно этот метод апроби­
руется на решении классической задачи о дифракции на клине (глава 5) . 

В приближении ФТД вычислены радиолокационные поперечники 
рассеяния для таких тел вращения, как конечный конус, параболоид, 
сферический сегмент и комбинация, состоящая из двух соосных конусов 
с разными углами раствора. Полученные результаты удовлетворительно 
согласуются с данными эксперимента. Расчеты выполнены при учете 
только первичных краевых волн. Для больших (по сравнению с длиной 
волны) отражающих тел краевыми волнами высоких порядков можно 
пренебречь. Однако их влияние необходимо учитывать в случае дифрак­
ции на телах, которые имеют выраженные резонансные свойства. 

Примерам таких тел служат тонкие проводники конечных размеров 
(вибраторы) .  Многократная дифракция краевых волн в вибраторах 
исследована в приближении ФТД с использованием метода параболиче­
ского уравнения (главы б и 7) . Для рассеянного поля получены прибли­
женные выражения, обладающие ценными свойствами. Они справедли­
вы для вибраторов любой длины, как для длинных проводников, так и 
для коротких диполей. Они пригодны для любых направлений облуче­
ния и рассеяния и удовлетворяют принципу взаимности. Полученные 
выражения согласуются со строгой теорией, основанной на решении 
интегральных уравнений. 

Наряду с аналитическими исследованиями в книге предложен ме­
тод экспериментального измерения той части рассеянного поля, кото­
рая излучается <<неравномерной>> (по терминологии ФТД) компонентой 
поверхностного тока. Показано, что именно эта компонента является 
причиной деполяризации радиолокационного сигнала, отраженного от 
металлических тел. 

Теория, развитая в главах б и 7, дает приближенное описание 
многократных краевых волн. Более точное исследование таких волн, 
основанное на строгом решении функциональных уравнений, проведено 
в главах 8-1 1 для задачи о дифракции на ленте. Здесь получены новые 
точные и асимптотические выражения для тока и для рассеянного поля. 
Эти выражения удовлетворяют принципу взаимности, граничным усло­
виям и применимы для произвольных направлений возбуждения и рас­
сеяния. Погрешность асимптотических формул не превышает величины 
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порядка (kl)-n/2 при условии 2kl » n, где n - любое положительное 
целое, k - волновое число и 21 - ширина ленты. 

Теория, также основанная на решении функциональных уравнений, 
построена в главе 12 для задачи о дифракции на открытом резонато­
ре, образованном двумя параллельными пластинами. Здесь показано, 
что резонансное увеличение поля в такой системе является следствием 
синфазной интерференции критических волноводных мод, многократно 
отраженных от открытых концов резонатора. Получены асимптоти­
ческие выражения для поля внутри и вне резонатора. Исследовано 
влияние резонанса в системе на величину рассеянного поля в дальней 
зоне. Показано, что это влияние пренебрежимо мало вблизи главного 
(теневого) лепестка диаграммы рассеяния, но может быть заметным в 
боковых лепестках. Установлены новые физические явления, связанные 
с направлениями волн Бриллюэна. 

Теоретические подходы и их результаты, изложенные в этой книге, 
могут быть полезны при исследовании дифракции на других, более 
сложных рассеивающих телах и структурах. 
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Приложеине 1 .  
Связь между гауссовой системой единиц ( СГС) и международной системой (СИ) 

Гауссова система единиц широко используется в теоретической физике. 
Она часто называется абсолютной симметричной системой. Эта система 
построена на трех независимых основных единицах: сантиметр (см) , 
грамм (г) , се'К,унда (с) и обозначается ниже символом СГС. Все элек­
тромагнитные единицы являются производными от этих трех основных 
единиц и устанавливаются с помощью физических законов, которые 
определяют соотношения между ними. Многие гауссовы единицы не 
имеют названий. 

Приведеиные ниже таблицы показывают соотношения между элек­
тромагнитными единицами в гауссовой системе ( СГС) и в междуна­
родной системе (СИ) , в которой основными единицами являются .метр 
(м) , -к;u.лограмм (кг) ,  се-к;уж)а (с) и ампер (А) . Здесь также приведены 
таблицы с основными формулами (для электромагнитных полей и их 
источников) , которые часто используются в данной книге. Эти формулы 
записаны в обеих системах единиц. 

Основные электромагнитные единицы 

Символ Физическая Название в Единица Единица 
величина с гс с гс си 

q заряд - � 10-9 Кл кулон (Кл) 

р плотность за- - � 10-3 Кл/м3 Кл/м3 
3 ряда 

J ток - �lo-9 А ампер (А) 
3 

j плотность то- - �10-5 А/м2 А/м2 
3 ка 
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Основные электромагнитные единицы 

Символ Физическая Название в 
величина с гс 

j поверхностная -

плотность 
тока 

ф электрический -

потенциал 

Е напряженность -

электрическо-
го поля 

D электрическая -

индукция, 
или вектор 
электрическо-
го смещения 

н напряженность Эрстед 
магнитного 
поля 

в магнитная ин- Гаусс 
дукция 

- энергия эрг 

- плотность эрг/см3 

энергии 

- ПОТОК мощно- эрг/с 
сти 

- плотность эрг/(с · см2) 
потока 
мощности 

Единица 
с гс � lo-7 А/м 

300 В 

3 · 104 В/м 

3 · 104 В/м 

1 3 
- · 10 А/м 
47Г 

10-4 Тл 

10-7 Дж 

0.1 Дж/м3 

10-7 Вт 

10-3 Вт/м2 

Единица 
си 

А/м 

вольт (В) 

В/м 

Кл/м2 

А/м 

тесла ( Тл) 

джоуль ( Дж) 

Дж/м3 

ватт ( Вт) 

Вт/м2 
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Гармонические электромагнитные поля (e-i"'t) 
в свободном пространстве (пустоте) 

Система СГС Система СИ 

У' Н 
41Т ·е "kE х = -J - z  

с 
У' х Н = je - iWEoE 

У' х Е = -41Т jm + ikH 
с 

У' х Е = -jm + iw{loH 

У' ·  Е = 41Тре ре У' · Е = -Е о 

У' ·  Н =  4прm pm 
У' · Н = -

J.lo 

с - скорость света 

Уравнения состояния, или материальные уравнения, 
для свободного пространства 

Система СГС Система СИ 

D = E  D = ЕоЕ 

В = Н B = J.LoH 

Ео = (1/361Т) · 10-9 Фарад/метр 
J.lo = 41Т · 10-7 Генри/метр 
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Уравнения непрерывности (e-i"'1) 

Система СГС Система СИ 

V' о je = iwpe V' о je = iwpe 

V' о jm = iwpm V' o jm = iwpm 

Формулы для поля в свободном пространстве (e-i"'1 ) 

Система СГС 

E = -V' x Am+ 

+ !:__ [V'(V' о А е) + k2 А е] 
k 

Н = V' Х А  е+ 

+ !:__ [V'(V' о Am) + k2Am] 
k 

1 1 eikR 
Ae,m = 

_ 

je,m __ dv 
с R 

k = ':'!__ 
с 

Система СИ 

E = -V' x Am+ 

+ if!f! [V'(V' о А е) + k2 А е] k Ео 

H = V' x Ae+ 

+ !:__� [V'(V' о Am) + k2Am] k JLo 

1 j eikR 
А e,m = 47Т je,m 

Rdv 

k = wyiEOjiO 
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Вектор Пойнтинга 

Система СГС Система СИ 

с 
Р = S

1r Re {Е х Н* } 
1 

Р = "2 Re {Е х Н* } 

Эквивалентные поверхностные токи 

Система СГС Система СИ 

je = 4: [n х н] je = [n х Н] 

jm = -� [n х Е] 47Г 
jm = - [n x E] 

Здесь n - вектор единичной внешней нормали к той стороне 

поверхности, по которой текут эквивалентные токи. 

Волновые поля, создаваемые источниками 

в свободном пространстве (дальние поля) 

Система СГС Система СИ 

E = H x k  E = {if!H x k  
tQ 
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Волновые поля, создаваемые источниками 
в свободном пространстве (дальние поля} 

Система СГС Система СИ 

H = k x E H = {!Lk x E  
f-to 
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Здесь k - единичный вектор в направлении распространения волны. 
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Ключевая теорема эквивалентности 

Пусть в свободном пространстве имеются сторонние электрические и 
магнитные токи с объемной плотностью je,m . С помощью произвольной 
воображаемой поверхности S разделим пространство на две области У 
и W с источниками j�m и j�m (см. рис. 1 .2 . 1 ) .  Выберем точку наблю­
дения Р внутри области W (вне области У) .  Определим две единичные 
нормали к поверхности S. Нормаль n направим внутрь области V, а 
нормаль N = -n - внутрь области 1V. На стороне поверхности S, 
обращенной к области У, зададим поверхностные токи с плотностью 

Здесь векторы 

jS n  = �[n х Н] ,  , 411' 
jms = - � [n х Е] . ,n 411' 

Е = Ev + Ew , H = Hv + Hw 

(П2 . 1 )  

(П2.2) 

обозначают пол'Ное электромагнитное поле, созданное всеми сторонни­
ми источниками, расположенными как в области У, так и в области W. 
Напоминаем, что здесь, как и во всей данной книге, используются гаус­
сова система единиц (СГС) и зависимость от времени в виде ехр( -ir..vt) . 

Обозначим через f.v, 1Cv поле, создаваемое в точке Р токами j�m, 
находящимися в области У. Символами f.s, 1Cs обозначим поле, со­
здаваемое в точке Р поверхностными токами j�m, которые согласно 
формуле (П2.2) определяются, в свою очередь, как источниками j�m, 
так и jWm· Используя векторную формулу Грина [32] , можно доказать 
следующую ключевую теорему (теорему 1 ) .  

Теорема 1.  В области W сумма полей, излучаемых порознь токами 
j�m и j�m, равна нулю: 

f.v (P) + f.s(P) = О, 1Cv(P) + 1Cs(P) = О. (П2.3) 
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Здесь 

A�m = - Y'm �dV, 
1 J ikr 
с r 

v 
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(П2.4) 

(П2.5) 

Все дифференциальные операции производятся здесь по координатам 
точки наблюдения Р(х, у, z ) . Величина eikr /r есть функция Грина сво­
бодного пространства, r = yf(x - �)2 + (у - 17)2 + (z - ()2 - расстояние 
между точками наблюдения и интегрирования. 

В формулах (П2.3) предполагается, что функция eikr /r всюду ко­
нечна и непрерывна в области V вместе со своими первой и второй 
производными. Это условие выполняется для точек наблюдения Р, 
находящихся вне области V. 

Однако точку Р можно поместить и в обласmъ V, но тогда ее 
следует окружить поверхностью сферы !JC бесконечно малым радиусом 
и заменить в формулах (П2.3-П2.5) поверхность S поверхностью S + !J .  
Можно показать, что интегралы по сфере !J в пределе, когда ее радиус 
стремится к нулю, оказываются равными полному полю со знаком 
минус: 

f.u(P) = -Е(Р) , :Кu (Р) = -Н(Р). (П2.6) 

Заметим, что при вычислении этих пределов используются калибровоч­
ные соотношения Лоренца 

(П2.7) 

где величины 

(П2.8) 

суть скалярные потенциалы полей, создаваемых поверхностными заря­
дами 

Ps = 
4� (n · Е) , Ps = _!__(n · н) . 47Г 

В этом случае соотношения (П2.3) преобразуются к виду 

f.v (P) + f.s(P) = Е(Р) , :Кv(Р) + :Кs(Р) = Н(Р) . 

(П2.9) 

(П2. 10) 

Рассмотрим теперь некоторые следствия ключевой теоремы 
(П2.3, П2.10) .  
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А. Эквивалентные поверхностные токи 

Перепишем соотношения (П2.3) для полей в области W в виде 

t:v = -t:s, :Н:v = -:Jis. 

Зададим поверхностные токи 

•е С [N Н] •е Js N = -4 х = -Js n ' 1Г ' 
•m С [N Е] •m Js N = - - х = -Js ' 41Г ,n 

(П2 . 1 1 ) 

(П2.12) 

на стороне поверхности S, обращенной к области W. Обозначим излу­
чаемое ими поле через f.s,N, :Н:s,N, Очевидно, что оно отличается лишь 
знаком от поля, порождаемого токами (П2.1) :  

f.s,N = -f.s, 1fs,N = -1Cs. (П2. 13) 

Согласно (П2 . 11 )  оно полностью эквивалентно полю, излучаемому сто­
ронними источниками, находящимися в области V: 

f.s,N = f.v,  1fs,N = 1fv. (П2. 14) 

Этот результат дает основание называть поверхностные токи (П2.12) 
э-к:вивален,тн,ъt.ми то-к:а.ми. 

Соотношения (П2.14) представляют собой одну из известных фор­
мулировок теорем эквивалентности. Ее замечательным свойством явля­
ется то, что поле, создаваемое в точке наблюдения Р эквивалентными 
токами (П2.12) , не зависит от формы поверхности S. Эту поверхность 
можно деформировать как угодно, разумеется сохраняя неизменным по­
ложение сторонних источников j�m и jwm. При этом их поле Ev, w ,  Н v, w 
на поверхности S естественно изменяется, соответственно изменяются 
там и поверхностные токи ji�, но величина излучаемого ими поля 
f.s,N(P) , 1fs,N(P) остается пос�оянной. 

Б. Отсутствие обратных волн в однородном пространстве 

В соответствии с формулой (П2.2) поле f.s,N(P) , 1fs,N(P) в области W 
можно представить в виде суммы 

(V) (W) f.s,N = f.s,N + f.s,N • 
(V) (W) 1fs,N = 1( S,N + :J{ S,N (П2.15) 

Здесь верхние индексы у слагаемых указывают на их происхождение. 
Поле er;:'k, :н:r;:'k возбуждается эквивалентными поверхностными тока-
ми 

js,N = 4: [N х Hv] , jsN = -
4
с [N х Ev] , , 1Г 

(П2. 16) 
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где величины Ev , Hv представляют поле в свободном пространстве, 
по рождаемое толысо сторонними источниками j�m из области V. А поле 

ё. �и;:} , 1!�и;:} излучается эквивалентными поверхностными токами , , 

js,N = 
4� [N х Hw], П'N = _...2:_ [N х Ew], , 47Г 

(П2. 1 7) 

которые в свою очередь определяются полем Ew, Hw сторонних ис­
точников j�m из области W. 

С учетом (П2.15) соотношения эквивалентности (П2.14) можно за­
писать в виде 

f. 
_ 

f. 
(V) + 

f. 
(�V) j{ V = j{(V) + j{(W) . V - S,N S,N ' S,N S,N (П2. 18) 

Изменим теперь положение или величину хотя бы одного из источников 
j�m. Очевидно, что при этом изменится поле Ew, Hw на поверхности 
S и, следовательно, изменятся как токи (П2. 17), так и излучаемое ими 

(W) (W) - (W) - (W) 
поле ё.8,N , 1!s,N · Обозначим его новые значения через ё.8,N , 1!s,N · 
Теперь соотношения (П2.18) принимают следующий вид: 

(V) - (W) 
f.v = f.s,N 

+ 
f.s,N , (П2. 19) 

Сравним соотношения (П2. 18) и (П2.19) .  Их левые части и первые члены 
- (W) 

в правых частях одинаковы. Вторые же члены различаются: ё.8 N =1 
(W) - (W) (W) , 

ё.8,N , 1!s,N =1 1!s,N · Однако, вычитая (П2.19) из (П2 .18) ,  мы приходим 
- (TV) (W) - (W) (W) к противоположному заключению: f.s,N = ё.8,N , 1!s,N = 1!s,N · Воз-

никшее противоречие означает, что данные поля тождественно равны 
нулю: 

(W) _ - (W) _ 

f.s,N (P) = f.s,N (P) = 0, (П2.20) 

Напомним, что здесь точка наблюдения Р находится в той же обла­
сти W, где располагаются сторонние источники j�m. 

С физической точки зрения данный результат можно трактовать как 
отсутствие обраm'НЪtХ волн в однородном пространстве. Это означает, 
что эквивалентные токи, находящиеся на поверхности S, не излучают 
обраm'Но в ту область, откуда пришло возбуждающее их поле от реаль­
ных источников. Данное явление есть результат коллективного действия 
всех эквивалентных источников, расположенных на поверхности S. 
Каждый эквивалентный источник излучает поле во всех направлениях, 
включая и область , содержащую реальные источники, но в этой области 
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его поле полностью гасится коллективным излучением всех остальных 
эквивалентных источников. 

Факт взаимного гашения обратных волн, излучаемых эквивалентны­
ми источниками, позволяет также выяснить смысл ключевой теоремы 
для поля в области V. Как показано выше, это поле описывается 
формулами (П2. 10) : 

Е(Р) = ё.v (Р) + ё.s(Р) , Н(Р) = 1fv(P) + 1fs(P) . 

Поля f.s(P) и 1fs(P) опять можно представить в виде суммы 

Теперь уже слагаемые er) и 1{r) играют роль обратных волн и сле­

довательно равны нулю. Слагаемые же e�W) и 1(�W) ' согласно теореме 
эквивалентности, определяют поле f.w ,  1fw , создаваемое источниками, 
которые находятся в области W. В результате, как и следовало ожидать, 
полное поле в области V равно сумме полей, которые излучаются источ­
никами 

j�m 
и 

j�m 
(находящимися соответственно в областях V и иr) : 

Е(Р) = ё.v + f.w, Н(Р) = 1fv + 1fw.  (П2. 21 ) 

Это представление справедливо и на границе области V, где оно полно­
стью согласуется с исходными значениями (П2.2) для поля на поверх­
ности S. 

В заключение отметим, что соотношения эквивалентности получены 
выше в общем случае, когда сторонние источники находятся в обеих 
областях (V и W) . В случае же, когда источники располагаются только 
в одной из этих областей, указанные соотношения являются очевидными 
следствиями ключевой теоремы (П2.3, П2.10) .  В §  1 .2 они представлены 
в виде теорем 2 и 3. 
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