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К ЧИТАТЕЛЮ 

В настоящее время математическое моделирование выполняет роль 

одного из эффективных инструментов в деятельности инженера. При­

менение методов математического моделирования существенным об­

разом определяет качество и сокраrцает сроки и стоимость разработки 

современных технических систем и технологических процессов, обеспе­

чивает возможность детального информационного сопровождения жиз­

ненного цикла изделий, анализа их надежности, прогноза отказов и 

аварийных ситуаций. Уровень развития любой инженерной школы во 

многом стал зависеть от полноты и адекватности математических 

моделей, используемых в научной, проектно-конструкторской и педа­

гогической деятельности этой школы. 

Учебная и научная литература по математическому моделированию 

посвящена в основном общим методологическим подходам и этапам 

реализации этих подходов средствами современной вычислительной 

техники. Существенно меньше внимания уделяется построению и кри­

тическому анализу математических моделей конкретных технических 

устройств и протекающих в них процессов. Это приводит к тому, 

что возможности и преимущества математического моделирования при 

разработке технических устройств и технологических процессов ис­

пользуются еще недостаточно. 

В связи с этим Московский государственный технический универ­

ситет имени Н.Э. Баумана совместно с академическими и отраслевыми 

научными организациями приступает к выпуску серии книг <<Матема­

тическое моделирование в технике и в технологии>> с целью способство­

вать более широкому и эффективному применению математического 

моделирования в инженерной практике. За последние годы наш универ­

ситет накопил определенный опыт подготовки и издания тематических 

серий учебников и монографий по отдельным дисциплинам и научным 

направлениям: <<Математика в техническом университете>>, <<Механика 

в техническом университете>>, <<Физика в техническом университете>>, 

<<Информатика>>, <<Электроника>> и др. Планируется, что предлагае­

мая вниманию читателей новая серия книг учебно-монографического 

содержания должна носить междисциплинарный характер. В книгах 

этой серии будет предпринята попытка с единых позиций изложить 

современные подходы к математическому моделированию технических 

систем и технологических процессов и проиллюстрировать их на кон-
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кретных примерах из различных областей инженерной деятельности. 

Научную базу перспективных направлений в совгеменном машино­

строении и приборастроении составляют, по суrцеству, упорядоченные 

совокупности математических моделей соответствующих технических 

объектов и процессов их производства. Теоретической основой при 

построении большинства таких моделей служат главным образом ме­

ханика и электродинамика. В связи с этим первая книга планируемой 

серии посвящена математическим моделям механики и электродинами­

ки сплошной среды. 

Результативность математического моделирования в технике и в 

технологии во многом зависит от эффективности методов количествен­

ного анализа nостроенных моделей. Поэтому вторая книга серии будет 

посвящена изложению методов вычислительной математики, ориенти­

рованных на использование все увеличивающихся возможностей вычи­

слительной техники. Содержание первых двух книг должно определить 

уровень изложения материала в остальных книгах серии и упорядочить 

не всегда однозначную терминологию в таких быстро расширяющихся 

сферах приложений математического моделирования, какими являются 

техника и технология. 

Предполагается, что издание планируемой серии книг может дать 

дополнительный импульс к дальнейшему совершенствованию nодго­

товки инженеров и аспирантов, поскольку универсальность матема­

тических моделей и их инвариантность по отношению к моделируе­

мым объектам и пропессам различной природы должны способствовать 

укреплению межпредметных связей между циклами естественнонауч­

ных, общеинженерных и специальных дисциплин и дать возможность 

избежать излишнего дублирования материала при изучении этих дис­

циплин. 

К подготовке книг по отдельным инженерным направлениям при­

влечены лидеры ведущих научно-педагогических школ нашего универ­

ситета, Сформировавшихея и продолжающих развиваться в тесном кон­

такте с научными и производственными организациями нашей страны 

и имеющих активные международные связи. В создании серии при­

мут также участие сотрудники академических и отраслевых научных 

организаций. Планы такой совместной работы на~:ши отражение и в· 
составе сформированного редакционного совета этой серии книг. 

И.Б. Федоров 

Академик РАН, ректор МГТУ 

им. Н.Э. Баумана, председатель 

редакционного совета серии 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Математическое моделирование в настоящее время все глубже про­

никает во все сферы человеческой деятельности,. но в развитии и совер­

lllенствовании современных техники и технологии его роль является 

реlllающей. С общих позиций математическое моделирование мож­

но рассматривать как интеллектуальное ядро быстро развивающихся 

информационных технологий [126]. Особенность математического мо­
делирования состоит в том, что абстрактным отражением существую­

щего либо создаваемого технического устройства или технологического 

процесса является его .мате.мати-чес'/'i,аЯ .модель (ММ), количественный 

анализ которой позволяет получать новые знания об этом объекте или 

процессе. 

Под математическим моделированием в инженерной практике по­

нимают адекватную замену исследуемого технического устройства 

или технологического процесса соответствующей ММ и ее последую­

щее изучение методами вычислительной математики с привлечением 

средств современной вычислительной техники. Такое изучение ММ 

можно рассматривать как проведение вы-ч.ис.л.иmе.л.ьпого эncnepu­

.м.enma на ЭВМ. 

Математическое моделирование тесно связано с инженерной прак­

тикой, опирается на достижения классической и вычислительной ма­

тематики, активно использует сведения из естественнонаучных дис­

циплин, предполагает уверенное владение вычислительной техникой 

и программированием на ЭВМ. Поэтому для инженера любой специ­

альности математическое моделирование -- инструмент, творческое 

nрименение которого может способствовать прогрессу в любой отра­

сли техники. 

В этой книге, открывающей серию <<Математическое моделирова­

ние в технике и в технологии>>, изложен материал, который определяет 

теоретическую, методическую и терминологическую базу этой серии. 

Основное внимание уделено построению и обоснованию адекватности 

ММ механики и электродинамики сплоlllной среды, описывающих явле­

ния преобразования и переноса таких физических субстанций, как мас­

са, энергия, количество движения и электрический заряд. Эти явления 

лежат в основе функционирования больlllинства технических устройств 

и технологических процессов. В построении ММ выдержан единый 

nодход, опирающийся на использование законов сохранения этих суб-
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станций и уравнений состояния рассматриваемой сплошной среды, не 

противоречаш;их второму закону термодинамики. 

Рассматриваемые ММ составляют научный фундамент многих об­

щеинженерных и специальных дисциплин и находят применение при 

разработке современных технических устройств и технологических 

процессов. Изложение материала ориентировано, прежде всего, на сту­

дентов старших курсов технических университетов, освоивших курсы 

высшей математики, физики и теоретической механики. Книга может 

быть полезна также аспирантам, инженерам, преподавателям и науч­

ным работникам. 

Эта книга состоит из двенадцати глав и двух приложений, пара­

графы в которых имеют двойную нумерацию (например, 4.5- пятый 

nараграф в четвертой главе или П2.3 - третий параграф во вто­

ром приложении); ссылки в тексте на nараграфы и главы набраны 

nолужирным шрифтом (например, см. 4.5, см. П2.3 или см. 12). Ана­
логично пронумерованы формулы и рисунки (например, (2.3)- третья 
формула в главе 2, рис. 12.1 -первый рисунок в главе 12). Номера 
библиографических источников, помещенных в конце книги, заключе­

ныв квадратные скобки. Также в конце книги приведен nредметный 

указатель, содержаш;ий в алфавитном порядке (по существительному 

в именительном падеже) все введенные в книге термины с указанием 

страницы, на которой термин оnределен или описан (на этой стра­

нице термин можно найти по выделенным no.ttyжupuы..м. ~урсив о.м 

словам). Выделение термина в начале параграфа светлъш -курсивом. 

означает, что в этом параграфе он отнесен к ключевым словам и, 

чтобы понять излагаемый материал, читатель должен знать значение 

данного термина. Читатель может уточнить это значение, найдя при 

помощи предметного указателя необходимую страницу, на которой дан­

ный термин оnределен или пояснен. После предисловия nомещен список 

основных обозначений, где наряду с их краткой расшифровкой указа­

ны параграфы этой книги, в которых можно найти более подробное их 

объяснение. Используемые символы и сокращения объяснены в каждом 

параграфе. Принятая структура справочного аппарата книги позволя­

ет читателю знакомиться с материалом интересу_ющего его отдельно 

взятого nараграфа. 

Авторы благодарны професеарам В.Н. Кукуджанову, К.И. Рома­

нову и И.В. Станкевичу за полезное обсуждение этой книги и будут 

призлательны всем, кто выскажет свои замечания о ней. 



ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

х Е Х -элемент х nринадлежит множеству Х (наnример, М Е S­
точка М nринадлежит nоверхности S) 1.6 

'= 1, N - число 'Е N nринимает nоследовательно все значения из 
множества N натуральных чисел от 1 до N включительно 
2.1 

V\S* разность множеств V и S* 4.4 

U символ оnерации объединения множеств 7.2, 7.3 
n символ оnерации nересечения множеств 7.6 

S* С V0 - nодмножество S* включено в множество Vo (Vo включает 
S*) 12.3, П2.1 

S 8 ~ S - nодмножество S 8 включено в множество S или совnадает с 
ним 7.1 

[х] 

1. 1 
(-)т 

z 
k 

а·Ь 

ахЬ 

а@Ь 

Ai'iYB 
'V 
'V2 

'V§ 

скачок величины х nри nереходе через поверхность разрыва 

4.4 
абсолютное значение числа или модуль вектора П1.1 

символ транспонирования 1.6, П1.1 

символ, означающий <<не суммировать по индексу k>> П1.1 

- скалярное произведение векторов а и Ь П1.1 

- векторное nроизведение векторов а и Ь П1.1 

- диадное nроизведение векторов а и Ь П1.1 
~ ~ 

- внешнее произведение тензоров А и В П1.3 

-дифференциальный оператор Гамильтона 1.6, П1.4 

-дифференциальный оnератор Лапласа П1.4, П1.5 

- дифференциальный оnератор Лапласа, действующий в ко-

ординатной плоскости 5.2 

- бигармонический дифференциальный оператор 6.5 

'V~ - бигармонический дифференциальный оnератор, действую-
щий в координатной плоскости 5.2 

grad = 'V - символ дифференциальной операции вычисления градиен­

та П1.4 

div = 'V · - символ дифференциальной операции вычисления диверген­

ции П1.4 
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rot = '\7 х символ дифференциальной операции вычисления ротора 

П1.4 

А: И---> W - оператор А отображает множество И на (или в) множе­

ство W П2.1 

UxW 
D(A) 

R(A) 

- декартово произведение множеств U и W П2.1 

- область определения оператора А П2.1 

- область значений оператора А П2.1 

:3 - квантор существования (3х - <<существует такой элемент 

х, что ... >>) П2.1 

В о А - композиция операторов В и А П2.1 

JR - множество действительных чисел (числовая прямая) П2.1 

[а, Ь], (а, Ь) - отрезок и интервал с концами в точках а, Ь Е JR П2.4 

( ·, ·) - скалярное произведение элементов гильбертова простран-

ства П2.1 

11· 1/ - норма элемента нормированного пространства П2.1 

supJ[v] - точная верхняя грань функдионала J[v] на множестве V 
vEV П2.3 

inf J[v] - точная нижняя грань функдионала I[v] на множестве V 
vEV 

П2.3 

А - массовая плотность свободной энергии 4.3 

А - матрица поворота репера П1.1 

CXij элементы матрицы поворота репера (i, j = 1, 2, 3) П1.1 

Ар работа 2.4 

Ar - коэффициент логлощения излучения поверхностью 7.4 

ао скорость звука 8.2 

а(Т) температурапроводность изотропной среды 5.1 

а - радиус-вектор частицы среды в системе материальных ко-

ординат Оа1а2аз 3.1 

В - вектор магнитной индукции 12.1 

Ь - вектор плотности объемных сил 3.5 ·-

Ь* - вектор Бюргерса 1.7 
Ь* - модуль вектора Бюргерса 1. 7 

С - матрица коэффициентов упругости 1.6 

Cpq - элементы матрицы С (р, q = 1, 6) 1.6 
со жесткость линейной цепочки атомов при растяжении 1.5 

с тензор коэффициентов упругости 1.6, 5.1 
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Cklmn - компоненты тензора коэффициентов упругости (k, l, т, n = 

= 1, 2, 3) 1.6, 5.1 

с - скорость распространения электромагнитных волн ( ско-

рость света) в вакууме 12.1 

cv - объемная теплоемкость 1.6, 5.1 

ер удельная массовая теплоемкость при постоянном давлении 

9.1 
Cv удельная массовая теплоемкость при постоянном объеме 

8.1 

Се: - удельная массовая теплоемкость при постоянной деформа-

ции 5.1 

удельная массовая теплоемкость при постоянных напряже­

ниях 5.1 

D - вектор электрического смещения 12.1 

D* - вектор скорости перемещения в пространстве точки поверх-

ноет~ разрыва 4.4 

D(C) - коэффициент концентрационной диффузии 3.3 

D(P) - коэффициент барадиффузии 3.3 

D(T) - коэффициент термадиффузии 3.3 

D(ij) - компоненты симметричного тензора второго ранга (i, j = 

= 1, 2, 3) П1.2 

D <ij> - компоненты антисимметричного тензора второго ранга 

(i, j = 1, 2, 3) П1.2 

Е - модуль продольной упругости (модуль Юнга) 5.1 

Е* - энергия 3.3 

Е - вектор напряженности электрического поля 3.3 

eijk - символ Леви-Чивиты (i, j, k = 1, 2, 3) П1.1 

ei - орты репера ортогональной системы координат (i = 1, 2, 3) 

2.2, П1.1, П1.5 

{ ei} - репер ортогональной системы координат (i = 1, 2, 3) П1.1, 
П1.5 

F -функция напряжений 1.7, 5.2 

g - ускорение свободного падения 8.2 

Hi - коэффициенты Ламе (i = 1, 2, 3) П1.5 или проекции векто-

ра Н на оси Oxi 12.2 

Н - вектор напряженности магнитного поля 12.1 
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h 

ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

массовая nлотность энтроnии 4.3, линейный размер (тол­
щина 6.2 или высота 8.2) 
nостоянная Планка 1.5 

I момент инерции nлощади nлоской фигуры 6.1 

11;; nервый инвариант тензора наnряжений 1. 7 

l2 единичный тензор второго ранга 2.3, П1.2 

l4 единичный тензор четвертого ранга 1.6, П1.2 

Iklij комnоненты единичного· тензора четвертого ранга (k, l, 
i, j = 1, 2, 3) 1.6, П1.2 

Jол момент инерции материальной системы относительно оси 

ОА 2.3 

J* 

Jo 
·(е) 

J 

якобиан 3.1 

тензор инерции в точке О 2.3 

вектор nлотности электрического тока 3.3 

К* кинетическая энергия 2.3 

kв nостоянная Больцмана 1.2 
Lo - вектор момента количества движения относительно точ-

ки о 2.3 

М 0 - вектор момента силы относительно точки О 2.4 

m 

вектор намагниченности 12.1 

масса 2.3 

Nк координационное число кристаллической решетки 1.5 

Nл число Авогадро 1.1 

Nv число частиц в единице объема 1.2 
n,n* единичный вектор нормали к nлощадке 1.6, 3.5, 5.1 

nроекции (наnравляющие косинусы) единичного вектора 

нормали на оси Oxi nрямоугольной системы координат i = 
= 1, 2, 3) 1.6 

О(х) символ nорядка величины х 8.6 
Oxi оси nрямоугольной системы координат (i ==1, 2, 3) 1.6 

Р модуль вектора силы 6.1 

Р вектор силы 2.4 

р(е) вектор электрической nоляризованности 12.1 

р - давление 1.1 

- вектор наnряжения 1.6 или вектор nлотности nоверхност­
ных сил 5.1 
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Qe электрический заряд 3.3 

Qk обобщенные силы материальной системы (k = 1, К), имею­
щей К степеней свободы 2.4 

q 

вектор количества движения 2.3 

- обобщенные координаты, скорости и ускорения 

альной системы (k = 1, К) с К степенями свободы 

вектор плотности теплового потока 1.6, 3.3 

RJ.L универсальная газовая постоянная 1.2 

R вектор реакции связи 2.3 

r - радиальная координата П1.5 

s 
S* 

поверхность или ее площадь 3 

поверхность разрыва 4.4 

S матрица коэффициентов податливости 1.6 

Spq элементы матрицы S (р, q = 1, 6) 1.6 

S вектор Умова- Пойнтинга 12.2 

§ - тензор коэффициентов податливости 1.6, 5.1 

матери-

2.1 

компоненты тензора коэффициентов податливости (k, l, 
т, n = 1, 2, 3) 1.6, 5.1 

sgnx 

т 

t 

t* 

И е 

и 

и 

v 

v 

v 

v 

функция знака числа х 11.1 

абсолютная температура 1.1, 4.3 

время 1.2 

время релаксации 1.2 

электрическийпотенциал 3.3 

массовая плотность внутренней энергии 4.2 

вектор перемещения частицы среды 3.1 

пространствеиная область или ее объем 3 

активационный объем 1.8 

модуль вектора скорости 1.2 

вектор скорости материальной точки 2.1 или частицы 

среды 3.1 

тензор скоростей 3.1 

w р мощность 2.4 

w вектор ускорения материальной точки 2.1 
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х - радиус-вектор материальной точки в прямоугольной систе-

ме координат Ох1х2хз 2.1 или частицы среды в системе 
пространствеиных координат 3.1 

Xi проекция радиус-вектора х на оси Oxi (i = 1, 2, 3) прямо-
угольной системы координат 2.1, 3.1 

а коэффициент теплообмена (теплоотдачи) 5.1 

а(Т) - температурный коэффициент линейного расширения 5.1 

а~) - температурный коэффициент объемного расширения 5.1 

&(Т) - тензор коэффициентов температурной деформации 5.1 

а~Т компоненты тензора коэффициентов температурной дефор­
мации (i, j = 1, 2, 3) 5.1 

/Зv сжимаемость 1.2 

8· ' t криволинейные координаты (i = 1, 2, 3) 6.4, П1.5 

пластическая деформация сдвига 1.8 

- скорость сдвиговой деформации ползучести 1.8 

- диссипативная функция 4.3 

дт параметр термаупругой связанности 5.1 

бij - символ Кронекера (i, j = 1, 2, 3) 1.6, П1.1 

дАр - возможная работа 2.4 

би - вектор возможного перемещения материальной точки 2.4 
или частицы сплошной среды 6.1 

с: - деформация 1.5 

с:о - постоянная электрическая 12.1 

с:* - объемная плотность энергии 3.3 

Еи интенсивность деформации 11.4 

с;(е) проницаемость диэлектрическая 12.1 

Ет - коэффициент излучения поверхности 7.4 

с:т - температурная деформация изотропной среды 5.2 

c:v - объемная деформация 5.1 

е0 
- вектор углового ускорения 2.2 

е - тензор малой деформации 1.6, 3.2 

Eij - компоненты тензора малой деформации (i, j = 1, 2, 3) 3.2 

тензор температурной деформации 1.6, 5.1 

компоненты тензора е(Т) (i, j = 1, 2, 3) 1.6, 5.1 



показатель адиабаты 9.2 

модуль объемной упругости 1.5, 5.1 

одна из констант Ламе 5.1 

Л(Т) теплопроводность изотропной среды 3.3 

'г~) 12 /\ теплопроводность газа . 
'(Т) 
л тензор теплопроводности 1.6, 5.1 

л~J> компоненты тензора теплопроводности (i, j = 1, 2, 3) 5.1 

J..L модуль сдвига (одна из констант Ламе) 1.7, 5.1 

J..L' 

J..Lo 

коэффициент упрочнения 1.8 

постоянная магнитная 12.1 

JL ( m) проницаемость магнитная 12.1 

вязкость газа 1.2 

J..LD вязкость динамическая 8.1 

v коэффициент Пуассона 1.7, 5.1 

VD вязкость кинематическая 8.1 

П* 

п 

р 

Рд 

Ре 

а 

энергия активации 1.3; энергия потенциальная 2.4 

поляризационный потенциал (вектор Герца) 12.2 

плотность среды 3.3 

плотность дислокаций 1. 7 

объемная плотность электрического заряда 3.3 

напряжение 1.5; нормальное напряжение 3.5 

авр предел прочности (временного сопротивления) 11.5 

интенсивность напряжений 11.2 

предел текучести 11.1 

постоянная Стефана- Больцмана 7.4 

а(е) проводимость электрическая 12.1 

т 

тензор напряжений 1.6, 3.5 

компоненты тензора напряжений ( i, j = 1, 2, 3) 1.6, 3.5 

касательное напряжение 1. 7, 3.5 

напряжение Пайерлса 1. 7 

15 

касательное напряжение, действующее на дислокацию 1.8 

предел текучести при сдвиге 1.8 



16 ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

х(е) - восприимчивость диэлектрическая 12.1 

x(m) - восприимчивость магнитная 12.1 

w - круговая частота колебаний 1.5, 2.5 

(А) - вектор угловой скорости 2.2 

Единицы измерения физических величин 

А - ампер (основная единица измерения силы электрического 

тока) 3.3 

К - кельвин (основная единица измерения температуры) 1.1, 
4.3, 8.5 

кг, м, с - килограмм, метр и секунда (основные единицы измерения 

массы, расстояния и времени) 2.1, 8.5 . 

В=Вт/А=кг·м2j(с3 ·А) -вольт (единица измерения разности элек­
трических потенциалов (электрического напряжения)) 3.3 

Вт= Дж/с= кг· м2 jc3 - ватт (единица измерения мощности) 2.4 

Дж = Н · м = кг · м2 / с2 - джоуль (единица измерения энергии и рабо­
ты) 2.3 

Кл= А· с - кулон (единица измерения электрического заряда) 3.3 

Н= кг· м/с2 - ньютон (единица измерения модуля вектора силы) 
2.4 

Ом = В/ А = кг · м2 / ( с3 • А 2) - ом (единица измерения электрического 
сопротивления) 12.1 

Па= Н/м2 = кг/(м · с2 ) - паскаль (единица измерения давления и ме­
ханического напряжения) 1.1, 3.5 

Тл =В· с/м2 = кг/(с2 ·А) - тесла (единица измерения модуля векто­
ра магнитной индукции) 12.1 



ВВЕДЕНИЕ 

СоверПiенство больПiинства технических устройств определяется 

главным образом эффективностью иреобразования и перемещения ог­

раниченного числа физuчеспuж субсmаицuй: массы, энергии, x:o­
JI.U'Ч.ecmвa движени.н и его .м.о.м.ента, электрического заряда, а также 

информации. Эти процессы подчинены фундаментальным законам при­

роды, составляющим предмет изучения механики, физики, химии и 

других естественнонаучных дисциплин. Не всегда в развитии техни­

ки эти законы играли первичную роль. Много примеров изобретения 

технических устройств, которые, наоборот, натолкнули на открытие 

или уточнение фундаментальных научных положений. Видимо, такие 

ситуации возможны и в настоящее время. 

Но магистральная линия создания принципиально новых и совер­

Пiенствования существующих технических устройств и технологий -
это реализация возможностей, открывающихся при использовании ре­

зультатов фундаментальных исследований. Этим, в частности, объяс­

няется и современный акцент в инженерном образовании на фундамен­

тальную научную подготовку. РеПiающую роль при реализации резуль­

татов таких исследований играет математическое моделирование. 

B.l. Роль математического моделирования 
в развитии техники и технологии 

На пути реализации в технике наиболее перспективных научных 

открытий и разработок обычно стоят препятствия, связанные с от­

сутствием или ограниченными возможностями конструкционных или 

функциональных материалов и с недостаточностью достигнутого тех­

нологического уровня. Поэтому процесс реализации научных и тех­

нических идей - это процесс поиска разумного компромисса между 

желаемым и возможным, что доказывает история развития таких бы­

стро развивающихся технических отраслей, как ядерная энергетика, 

ракетно-космическая техника, ведущие отрасли приборастроения и вы­

числительная техника. 

При создании технических устройств и систем различного назначе­

ния обычно рассматривают несколько возможных вариантов nроект­

ных реПiений, ведущих к намеченной цели. Эти варианты принято 

называть альmериаmuва.ми. Учет противоречивых требований и 
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поиск компромисса в решении комплекса возникающих при этом вза­

имосвязанных проблем предполагают наличие достаточно полной и 

достоверной количественной информации об основных параметрах, ко­

торые характеризуют возможные для выбора альтернативы. 

В складывавшейся десятилетиями последовательности основных 

этапов разработки технических устройств в большинстве отраслей 

машиностроения и приборастроения некоторый начальный объем не­

обходимой информации формировался путем так называемых проек­

тировочных расчетов, степень достоверности которых должна была 

обеспечивать лишь довольно грубый отбор альтернатив. Основная 

часть необходимой для принятия окончательного решен~я количествен­

ной информации (как по степени подробности, так и по уровню до­

стоверности) формировалась на стадии экспериментальной отработки 

технических устройств. По мере их усложнения и удорожания, а так­

же удлинения стадии их экспериментальной отработки значимость 

проектировочных расчетов стала расти. Возникла необходимость в по­

вышении достоверности таких расчетов. Она должна была обеспечить 

более обоснованный отбор альтернатив на начальной стадии проекти­

рования и формулировку количественных критериев для структурной 

и параметрической оптимизации. 

Развитие сверхзвуковой авиации, возникновение ракетно-космиче­

ской техники, ядерной энергетики и ряда других быстро развива~ 

щихся наукоемких отраслей современного машиностроения и приба­

ростроения привели к дальнейшему усложнению разрабатываемых и 

эксплуатируемых технических устройств и систем. Их эксперимен­

тальная отработка стала требовать все болыпих затрат времени и 

материальных ресурсов, а в ряде случаев ее проведение в полном объ­

еме превратилось в проблему, не имеющую приемлемого решения. 

В этих условиях существенно повысилось значение расчетно-теоре­

тического анализа характеристик таких устройств и систем. Этому 

способствовал и прорыв в совершенствовании вычислительной техни­

ки, приведший к появлению современных ЭВМ с большим объемом 

памяти и высокой скоростью выполнения арифметических операций. В 

результате возникла материальная база для ст~овления и быстрого 

развития математического моделирования и появились реальные пред­

посылки для использования вы'Чuсдиmе.!l.ьного эх:спери.м.ента не только 

в качестве расчетно-теоретического сопровождения на стадии отработ­

ки технического устройства, но и при его проектировании, подборе и 

оптимизации его эксплуатационных режимов, анализе его надежности 

и прогнозировании отказов и аварийных ситуаций, а также при оценке 

возможностей форсирования характеристик и модернизации техниче-
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ского устройства. В равной степени это относится и к разработке, и к 

внедрению перспективньrх технологических процессов. 

Так, вычислительный эксперимент позволил снизить затраты на 

проведение натурных аэродинамических испытаний созданного в США 

аэробуса и добиться уменьшения аэродинамического сопротивления на 

20% по сравнению с существовавшими аналогами. Известны приме­
ры математического моделирования условий, возникающих при авто­

мобильных авариях и крупных техногеиных катастрофах. На основе 

.мате.мати-чес?Сой .модели (ММ) биосферы Земли [91] составлен про­
гноз последствий ядерньrх взрывов при возможном военном конфликте, 

приводящих к так называемой <<ядерной зиме>>. 

Отметим, что определенные предпосылки к широкому применению 

математического моделирования и вычислительного эксперимента в 

технике были созданы благодаря разработке методов аналогового моде­

лирования [137]. Основу большинства этих методов составляло исполь­
зование электрических моделей-аналогов для исследования пропессов в 

механических, тепловых и гидравлических системах. Явления счита­

ют математически аналогичными, если их описывают одинаковые по 

форме уравнения. Математическая аналогия между пропессами в элек­

трических цепях и другими физическими явлениями позвол:rет создать 

моделирующие установки, которые, по существу, являются специали­

зированными аналоговыми вычислительными машинами (АВМ) [142]. 
Так, на основе эле?Сmротепловой аналогии были разработаны и из­

готовлены многочисленные установки для моделирования пропессов 

теплопроводности и теплообмена применительно к различным элемен­

там конструкций и технологического оборудования в машиностроении, 

энергетике, металлургии, химической промышленности и других от­

раслях техники [38, 57, 69]. Но, несмотря на простоту проведения вы­
числительного эксперимента и достаточную для инженерной практики 

точность получаемых результатов, со временем АВМ были вытесне­

ны более универсальными и производительными ЭВМ. Тем не менее 

и сейчас при разработке ММ наряду с электротепловой аналогией в 

методических целях используют электромеханическую и электроги­

дравлическую аналогии для построения э?Свивалеитиых эле?Сmри-чес?Сих 

схе.м проектируемых и исследуемых техии-чес?Сих объе?Сmов [35, 99]. 
В настоящее время математическое моделирование и вычислитель­

ный эксперимент с использованием ЭВМ стали составными частями 

общих подходов, характерных для современных информационньrх тех­

нологий. Принципиально важно то, что математическое моделирование 

позволило объединить формальное и неформальное мышление и есте­

ственным образом сочетать способность ЭВМ <<во много раз быстрее, 



20 В ВЕЛЕНИЕ 

точнее и лучше человека делать формальные, арифметические опера­

ции, отслеживать логические цепочки с удивительными свойствами 

человеческого интеллекта- интуицией, способностью к ассоциациям и 

т. д.>> [91]. Не менее важно и то, что современные средства отображения 
информации дают возможность вести с ЭВМ диалог- анализировать 

альтернативы, проверять предположения, экспериментировать с ММ. 

Практическая реализация возможностей математического модели­

рования и вычислительного эксперимента существенно повышает эф­

фективность инженерных разработок особенно при создании принципи­

ально новых, не имеющих прототипов машин и приборов, материалов и 

технологий, что позволяет сократить затраты времени и средств на ис­

пользование в технике передовых достижений физики, химии, механики 

и других фундаментальных наук. Отмеченные возможности математи­

ческого моделирования и вычислительного эксперимента еще далеко не 

исчерпаны, представляются достаточно перспективными и поэтому за­

служивают детального рассмотрения. 

В.2. Основные этапы 

математического моделирования 

Для обсуждения и обоснования основных подходов к разработке про­

блем математического моделирования технических устройств и процес­

сов в них целесообразно предварительно рассмотреть условную схему 

(рис. B.l), определяющую последовательность проведения отдельных 
этапов общей процедуры вы-ч.ис.п.ите.аьиого э.,..;спери.меита (35]. Ис­
ходной позицией этой схемы служит mеzни-чеспий объепm (ТО), 

под которым будем понимать конкретное техническое устройство, его 

агрегат или узел, систему устройств, технологический процесс, фи­

зическое явление или отдельную ситуацию в какой-либо системе или 

устройстве. 

На первом этапе осуществляют неформальный переход от рассма­

триваемого (разрабатываемого или существующего) ТО к его рас-чет­

ной сzе.че (РС). При этом в зависимости от направленности вычи­

слительного эксперимента и его конечной цели выделяют те свойства, 

условия работы и особенности то' которые вместе с характеризую­
щими их параметрами должны найти отражение в РС, и, наоборот, 

аргументируют допущения и упрощения, позволяющие не учитывать в 

РС те качества ТО, влияние которых предполагают в рассматриваемом 

случае несущественным. Иногда под РС подразумевают содержа­

тельную моде.л.ь [93] ТО, а в некоторых случаях- понцеnmуа.л.ь­

ную .чоде.л.ь. 
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Рис. B.l 

В сложившихся инженерных дисциплинах (например, в сопротивле­

нии материалов, электротехнике и электронике) помимо описательной 

(вербальной) информации для характеристики РС разработаны специ­

альные приемы и символы наглядного графического изображения. Для 

ряда новых направлений развития техники подобная символика нахо­

дится в стадии формирования. 

При разработке новых ТО успешное проведение первого этапа в зна­

чительной мере зависит от профессионального уровня инженера, его 

творческого потенциала и интуиции. Полнота и правильиость учета в 

РС свойств ТО, существенных с точки зрения поставленной цели иссле­

дования, являются основной предпосылкой получения в дальнейшем до­

стоверных результатов математического моделиро~ания. И наоборот, 

сильная идеализация TQ ради получения простой РС может обесценить 
все последующие этапы исследования. 

Содержание второго этапа состоит, по существу, в формальном, 

математическом описании РС. Это описание в виде математических 

соотношений, устанавливающих связь между параметрами, характе­

ризующими РС ТО, и называют .маmе.маmичеспой .моде.л.ью (ММ). 

Надо сказать, что для некоторых типовых РС существуют банки 

ММ, что упрощает проведение второго этапа. Более того, одна и та 



22 ВВЕДЕНИЕ 

же ММ может соответствовать РС из различных предметных обла­

стей. Однако при разработке новых ТО часто не удается ограничиться 

применением типовых РС и отвечающих им уже построенных ММ. Со­

здание новых ММ или модификация существующих должны опираться 

на достаточно глубокую математическую подготовку и владение мате­

матикой как универсальным языком науки. 

На третьем этапе проводят качественный и оценочный количе­

ственный анализ построенной ММ. При этом могут быть выявлены 

противоречия, ликвидация которых потребует уточнения или пере­

смотра РС (пунктирная линия на рис. B.l). Количественные оценки 
могут дать основания упростить модель, исключив из рассмотрения 

некоторые параметры, соотношения или их отдельные составляющие, 

несмотря на то что влияние описываемых ими факторов учтено в РС. В 

большинстве случаев, принимая дополнительные по отношению к РС 

допущения, полезно построить такой упрощенный вариант ММ, кото­

рый позволял бы получить или привлечь известное точное решение. 

Это решение затем можно использовать для сравнения при тестирова­

нии результатов на последующих этапах. Передко для одного и того же 

ТО удается построить несколько ММ, отличающихся различным уров­

нем упрощения, т. е. иераржию ММ, что в данном случае означает 

упорядочение ММ по признакам их сложности и полноты. 

Построение иерархии ММ связано с различной детализацией свойств 

изучаемого ТО. Сравнение результатов исследования различных ММ 

может существенно расширить и обогатить знания об этом ТО. Кро­

ме того, такое сравнение позволит оценить достоверность результатов 

последующего вычислительного эксперимента: если более простая ММ 

правильно отражает некоторые свойства ТО, то результаты исследо­

вания этих свойств должны быть близки к результатам, полученным 

при использовании более полной и сложной ММ. 

Итог анализа на рассматриваемом этапе- это обоснованный выбор 

рабочей ММ ТО, которая подлежит в дальнейшем детальному количе­

ственному анализу. У спех в проведении третьего этапа зависит, как 

правило, от глубины понимания связи отдельных составляющих ММ 

со свойствами ТО, нашедшими отражение в его Рр, что предполагает 

органическое сочетание владения математикой и инженерными знани­

ями в конкретной предметной области. 

Четвертый этап состоит в обоснованном выборе метода количе­

ственного анализа ММ, в разработке эффективного алгоритма вычи­

слительного эксперимента, а пятый этап- в создании работоспособной 

программы, реализующей этот алгоритм средствами вычислительной 

техники. Для успешного проведения четвертого этапа необходимо вла-
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деть арсеналом современных методов вычислительной математики, а 

при математическом моделировании довольно сложных ТО выполнение 

пятого этапа требует профессиональной подготовки в области програм­

мирования на ЭВМ. 

Получаемые на шестом этапе (в итоге работы программы) резуль­

таты вычислений должны прежде всего пройти тестирование путем 

сопоставления с данными количественного анализа упрощенного вари­

анта ММ рассматриваемого ТО. Тестирование может выявить недо­

четы как в программе, так и в алгоритме и потребовать доработки 

программы или же модификации и алгоритма, и программы. Ана­

лиз результатов вычислений и их инженерная интерпретация могут 

вызвать необходимость в корректировке РС и соответствующей ММ. 

После устранения всех выявленных недочетов триаду <<модель - ал­

горитм - программа» можно использовать в качестве рабочего ин­

струмента для проведения вычислительного эксперимента и выработки 

на основе получаемой количественной информации практических ре­

комендаций, направленных на совершенствование ТО, что составляет 

содержание седьмого, завершающего <<технологический цикл» этапа 

математического моделирования. 

Представленная nоследовательность этапов носит общий и универ­

сальный характер, хотя в некоторых конкретных случаях она может 

несколько видоизменяться. Если при разработке ТО можно использо­

вать типовые РС и ММ, то отпадает необходимость в выполнении ряда 

этапов, а при наличии и соответствующего программнога комплекса 

процесс вычислительного эксперимента становится в значительной сте­

пени автоматизированным. Однако математическое моделирование ТО, 

не имеющих близких прототипов, как правило, связано с проведением 

всех описанных этапов. 

Осуществление отдельных этапов математического моделирования 

требует определенных знаний, навыков и практической подготовки. 

Если первый, седьмой и частично шестой этапы применительно к 

моделированию ТО типичны для деятельности инженера, то второй, 

третий и четвертый этапы предполагают наличие серьезной мате­

матической подготовки, а пятый- навыков в разработке и отладке 

ЭВМ-программ. Поэтому к математическому моделированию сложных 

ТО приходится привлекать и инженеров, и математиков, и програм­

мистов. Однако для координации их усилий необходимы специалисты, 

способные осуществить каждый из рассмотренных этапов на высоком 

профессиональном уровне. 

Подготовка таких специалистов составляет одну из ключевых про­

блем, от успещного решения которой зависит эффективное исполь-
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зование возможностей математического моделирования при создании 

технических устройств и их систем. Решение этой проблемы, веро­

ятно, по силам ряду созданных в последние десятилетия технических 

университетов. 

У спех в решении указанной проблемы в значительной степени зави­

сит от укрепления междисциплинарных связей между курсами высшей 

математики, физики, теоретической механики, химии, информатики и 

инженерными дисциплинами. При этом связующим звеном могут быть 

ММ явлений и процессов, являющихся предметом изучения в дисципли­

нах естественнонаучного цикла и лежатих в основе функционирования 

ТО в конкретных областях техники. Эта связь может обеспечить ме­

тодическое единство и преемственность циклов математической, есте­

ственнонаучной и специальной подготовки будущего инженера. 

Такие инженерные дисциплины, как прикладная механика (в част­

ности, сопротивление материалов), гидравлика, теория тепломассооб­

мена, электротехника, электроника и некоторые другие, можно с опре­

деленных позиций рассматривать как упорядоченное множество РС и 

ММ соответствующих ТО. Прежде всего в инженерных дисциплинах 

изучают РС и ММ так называемых типовых элементов, часто встреча­

ющихся в данной отрасли техники. Например, в электротехнике роль 

простейших типовых элементов играют пассивные эде-х:тричеспие 

двухnодюсни-х:и: резисторы, конденсаторы и катушки индуктивно­

сти. Но даже каждому из таких, казалось бы, простых элементов в 

зависимости от условий его работы соответствуют несколько РС, ко­

торым отвечает иерархия ММ [35]. 
В электротехнике и электронике, по существу, сформирован так 

называемый банк РС и ММ типовых элементов, что в сочетании 

с принятой системой наглядного графического представления связей 

между этими элементами позволяет строить ММ достаточно сложных 

устройств. Аналогичная ситуация существует в инженерных дисципли­

нах, предметом изучения которых являются механические, тепловые, 

пневмогидравлические системы и системы, в которых одновременно 

протекают процессы различной физической природы. Так, в сопроти­

влении материалов банк РС построен с учето:w формы типовых эле­

ментов на основе принятых предположений (гипотез) о распределении 

перемещений или механических напряжений в этих элементах. Причем 

каждой РС (стержню, балке, пластине, оболочке [145]) соответствует 
ММ, область применения которой ограничена принятыми гипотезами. 

Следует отметить определяющую роль гипотез при формировании 

РС типовых элементов [14]. При этом целесообразно отдавать пред­
почтение более простым гипотезам по сравнению с искусственными 
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и обычно трудно проверяемыми. Если простая гипотеза верна, то ее 

обычно легко аргументировать и подтвердить экспериментально, и, на­

оборот, если она вызывает сомнение, то ее петрудно опровергнуть либо 

на основе контрпримеров и непосредственных наблюдений, либо исходя 

из соответствующим образом поставленных экспериментов, либо при 

получении противоречивых результатов уже на стадии количественно­

го анализа ММ, построенной с использованием этой гипотезы. Однако 

принятие простой гипотезы не всегда равносильно построению про­

стых РС и ММ изучаемого ТО. 

Остановимся на особенностях построения ММ в инженерных дисци­

плинах. Математик-теоретик обычно выбирает для исследования уже 

построенную ММ, т. е. начинает работу с формулировки математиче­

ской задачи и затем уже не подвергает сомнению эту формулировку, а 

лишь обосновывает свои преобразования и этапы решения задачи. При 

этом в некоторых случаях полученные результаты удается применить 

непосредственно к конкретному ТО. Но в технике ни одну достаточно 

сложную задачу нельзя поставить таким образом. Любое формулиро­

вание технической задачи является условным. Если некоторое след­

ствие формулировки такой задачи неверно или неприемлемо, то задачу 

приходится переформулировать, так как любая последовательность ма­

тематических символов, записанных при построении ММ, является в 

действительности последовательностью утверждений содержательно­

го характера, связанных с конкретным исследуемым ТО. Поэтому при 

математическом моделировании ТО необходимо учитывать как мате­

матическую, так и содержательную сторону задачи, связывая одну с 

другой. 

Если не принять во внимание относительность соответствия ММ 

реальному ТО, то это может привести к ошибкам, связанным с при­

писыванием ТО свойств его ММ [93]. В этом отношении характерны 
слова русского математика, механика и кораблестроителя А.Н. Крыло­

ва (1863-1945): <<Сколько бы ни было точно математическое решение, 
оно не может быть точнее тех приближенных предпосылок, на коих 

оно основано. Об этом часто забывают, делают вначале какое-нибудь 

грубое приближенное предположение или допущение, часто даже не 

оговорив таковое, а затем придают полученной формуле гораздо боль­

шее доверие, нежели она заслуживает>>. 

Отмеченные особенности дают повод для того, чтобы еще раз под­

черкнуть важность умения согласовывать этап формирования РС с 

этапом построения ММ изучаемого ТО (этапы I и II на рис. В.1). Это 
умение студенты обычно приобретают при выполнении междисцип­

линарных курсовых работ и проектов, при самостоятельном решении 
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прикладных математических задач, имеющих конкретное техническое 

содержание. Для формирования таких навыков необходимы специаль­

ные учебные пособия, в которых на примерах ТО, изучаемых в инже­

нерных дисциплинах, была бы детально и аргументированно раскрыта 

взаимная связь рассматриваемых этапов. В качестве примера такого 

пособия можно назвать выдержавшую пять изданий книгу В.И. Фео­

досьева [144], содержание и методическое значение которой для углу­
бленного понимания особенностей математического моделирования ТО 

существенно шире ее названия. 

Акцент на взаимной связи этапов формирования РС и построения 

ММ исследуемого ТО не противоречит, а дополняет в.ьщвинутый и обо­

снованный А.А. Самарским и его сотрудниками [126] методологический 
императив- совершенствование триады <<модель- алгоритм- про­

грамма>> и ее внедрение в современные информационные технологии. В 

этой триаде основное внимание уделено проблемам анализа построен­

ных ММ методами вычислительной математики при помощи средств 

вычислительной техники (этапы IV и V на рис. В.1). Подчеркнуто, 
что изолирование этапов, связанных с построением ММ или разработ­

кой алгоритмов и пакетов программ, как и обучение выполнению этих 

этапов по отдельности, не гарантирует эффективное использование 

преимуществ математического моделирования. Наличие современных 

ЭВМ само по себе еще не решает проблему. Необходимо <<интеллекту­

альное ядро» вычислительной техники, которым является ее матема­

тическое обеспечение, составляющее, по оценкам, не менее 80% общей 
стоимости разработки информационных технологий. 

Удобства, предоставляемые программным обеспечением современ­

ных ЭВМ их пользователям, часто приводят к стремлению обратиться 

при количественном анализе ММ к существующим и постоянно совер­

шенствуемым универсальным пакетам типа Mathcad [109], Matlab и 
т. п. Более того, универсальность ММ и формирование банков типовых 

ММ позволяют создавать программные комплексы типа NASTRAN 
или ANSYS, в которые исходная информация вводится даже не в виде 
ММ, а в виде РС изучаемого ТО. 

Однако метод, который годится для решени~ многих стандартных 

задач, часто не является наилучшим при решении конкретной задачи, 

особенно нестандартной, а нередко и вообще не применим. В инженер­

ной практике решать приходится в основном нестандартные задачи, 

потому что стандартные почти все решены или могут быть решены 

без особых творческих усилий. При решении новых и сложных задач, 

не имеющих близких аналогов, путь формального обращения к уни­

версальным пакетам и программным комплексам может привести к 
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получению результатов, которые не удастся интерпретировать приме­

нительно к рассматриваемому ТО. В таких случаях анализ ММ нужно 

строить на умелом сочетании качественных оценок, аналитических ме­

тодов и применения ЭВМ, помня, что цель расчетов -не числа, ,а 

понимание [150]. Все это говорит о том, что ЭВМ, освобождая нас от 
многих забот и обязанностей, не освобождает во всяком случае от двух 

из них - от необходимости <<владеть математикой и творчески мы­

слить>> [143]. 

В.З. Формы представления 

математических моделей 

При математическом моделировании достаточно сложного техн.и­

'Чес-х:ого объе-х:та (ТО) описать его поведение одной .мате.маmu'Чес-х:ой 

.моделью (ММ), как правило, не удается, а если такая ММ и была бы 

построена, то она оказалась бы слишком сложной для количественного 

анализа. Поэтому к таким ТО обычно применяют npuн:цun депо.м­

nозuцuu. Он состоит в условном разбиении ТО на отдельные более 

простые блоки и элементы, допускающие их независимое исследование 

с последующим учетом взаимного влияния блоков и элементов друг 

на друга. В свою очередь, принцип декомпозиции можно применить 

и к каждому выделенному блоку вплоть до уровня довольно простых 

элементов. В таком случае возникает иерархия ММ связанных между 

собой блоков и элементов. 

Иерархические уровни выделяют и для отдельных типов ММ. На­

пример, среди сmрупmурны.х ММ ТО, отображающих связи между 

составляющими этот объект элементами и его геометрические харак­

теристики, к более высокому уровню иерархии относят топологические 

ММ, а к более низкому уровню, характерному большей детализацией 

ТО,- геометрические ММ [99]. Иерархические уровни фунпцuона.ttь­
ных ММ, описывающих происходящие в ТО механические, физиче­

ские, химические или информационные процессы, отражают степень 

детализации описания этих процессов. С этой точки зрения обычно вы­

деляют два основных уровня - макро- и микроуровень [99]. Модели 
первого уровня описывают процессы в системах с сосредоточенны­

ми параметрами, т. е. когда pac'Чem'l-ta.н схе.ма ТО представляет собой 

дuспреmную cucme.мy, а модели второго уровня - в системах с рас­

пределенными параметрами (в понmuнуа.ttьны.х cucme.мax). 

Если состояние дискретной системы изменяется во времени t, то для 
нее наиболее распространенной фор.мой представления ММ являет­

ся дuфференцuа.ttьна.н, содержащая обыкновенное дифференциальное 
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уравнение (ОДУ) или систему таких уравнений в сочетании с заданны­

ми на'ЧаJ&ьными усо~&ови.вми, определяющими состояние этой системы 

в некоторый момент времени t0 , принимаемый за начальный. Иско­

мыми переменными в таких ММ будут зависящие от t параметры 
дискретной системы, характеризующие состояние ТО (например, пере­

мещения, скорости и ускорения элементов механических устройств, а 

также приложеиные к этим элементам силы и моменты; температура и 

тепловые потоки в тепловых системах; давление и расход жидкости или 

газа в гидравлических и газодинамических системах; напряжение и си­

ла тока в электрических цепях и т. п.). В некоторых случаях ММ махро­

уровня удается представить в интеграо~&ьной форме, используя один 

из вариационных nринциnов (например, приицип Га.м.и.л.ьтоиа -
Остроградс"..ого применительно к механическим системам (см. 2.6)). 

Если эволюцию ТО определяет его состояние не только в текущий 

момент времени t, но и в некоторый предшествующий момент t- t', 
то ММ макроуровня включает ОДУ вида u(t) = f(t,u(t),u(t-t')) или 
u(t) = f(t,u(t),u(t- t'),u(t- t')) относительно искомой функции u(t), 
где й = dujdt. Такие ОДУ называют уравнениями запаздывающего и 
нейтрального типа соответственно и относят к дифференциао~&ьно­

фунпцtюнао~&ьным уравнени.вм (ДФУ) [93] (или к дифференциаль­
ным уравнениям с отклоняющимся аргументом). Запаздывающая ре­

акция ТО на изменение своего состояния может определяться более чем 

одним промежутком времени t - t'. Тогда ДФУ будет включать не 
одно, а несколько дискретных запаздываний. В более общем случае 

запаздывание может быть непрерывным во времени, что приводит, 

например, для линейной ММ к интегро-дифференциао~&ьному урав­

нению (ИДУ) вида 
t 

u(t)= J K(t,t')u(t')dt'+f(t), t~to. 
to 

Заданную функцию K(t, t') называют ядром этого ИДУ, а о рассматри­
ваемом ТО говорят, что он обладает памятью, поскольку его эволюция 

зависит от всей предыстории изменения состояния ТО. 

Когда состояние дискретной системы можпо считать не изменяю­

щимся во времени, ее ММ будет включать лишь конечное (в общем 

случае нелинейное) уравнение или систему таких уравнений (в частно­

сти, систему линейных алгебраических уравнений- СЛАУ). Если для 

рассматриваемого ТО удается выделить поддающееся количествен­

ной характеристике некоторое важное свойство (надежность, долговеч­

ность, массу, стоимость, какой-либо параметр, определяющий качество 

ТО) или сочетание таких свойств и при помощи действительной функ-
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ции установить их связь с параметрами, определяющими состояние 

ТО, то говорят об оптимизации ТО по критерию, выражаемому этой 

функцией. Ее называют цедевой фунпцией, поскольку ее значения 

характеризуют меру (или степень) достижения определенной цели со­

вершенствования ТО в соответствии с выбранным критерием. В силу 

ограниченности располагаемых ресурсов в реальной ситуации имеют 

смысл лишь те экстремальные значения целевой функции, которые до­

стигаются в области возможного изменения параметров ТО, обычно 

ограниченной системой неравенств. Эти неравенства вместе с цел~ 

вой функцией и ММ ТО в виде конечного нелинейнаго уравнения или 

систем таких уравнений· входят в математическую формулировку за­

дачи оптимизации ТО по выбранному критерию, называемой (в общем 

случае) задачей нео~~инейного nрогра.ч.мировани.н [6]. В частном 
случае линейной ММ в виде СЛАУ, линейной целевой функции и линей­

ных перавеяств говорят о задаче дuнейного nрогра.м.мировани.н. 

К таким задачам обычно приходят пр~ рассмотрении проблем техни­

ко-экономического содержания. Задачу оптимизации ТО, описываемого 

ММ, включающей время, относят к классу задач оптимального упра­

вления [19]. 
Дифференциальная форма ММ также характерна и для континуаль­

ных систем. В общем случае эта форма включает дифференциальное 

уравнение с частными производными (или систему таких уравнений) с 

заданными начальными и граничными усдови.нми (последние опре­

деляют условия взаимодействия системы с окружающей средой на 

границах пространствеиной области, конфигурация которой соответ­

ствует рассматриваемому ТО). Начальные и граничные условия объ­

единяют общим термином праевые усо~~ови.н. Эти условия входят в 

математическую формулировку праевой задачи для дифференциаль­

ных уравнений математической физики [85]. Среди ММ микроуровня 
выделяют одномерные, двумерные и mрежмерные ММ, если иско­

мые параметры ТО зависят от одной, двух и трех пространствеиных 

координат соответственно. Два последних типа ММ являются много­

мерными ММ. Одномерную ММ микроуровня, искомые переменвые 

в которой не зависят от времени, можно представить в виде систе­

мы ОДУ с заданными граничными условиями (в простейшем случае 

одного искомого переменнога такая ММ включает лишь одно ОДУ и 

граничные условия). 

Так как краевой задаче можно поставить в соответствие интеграль­

ную формулировку [21], то и ММ микроуровня также может быть 

представлена в интегральной форме. При определенных условиях эту 

форму удается привести к вариационной форме ММ, содержащей 
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фун:~циона.л., который допустимо рассматривать на пекотором множе­

стве функций, включающем искомую функцию, обращающую в нуль 

вариацию фующиона.л.а, т. е. являющуюся его стационарной точх:ой. 

Построение функдионала и соответствующей ему вариационной 

формы ММ микроуровня обычно основано на пекотором содержатель­

ном с физической точки зрения вариационном принциле механики или 

электродинамики сплошной среды (например, на принциле минимума 

потенциальной энергии континуальной системы в положении равнове­

сия или на принциле минимума времени прохождения светового луча 

между двумя точками оптически неоднородной среды). В этом слу­

чае стационарная точка функдионала соответствует его экстремально­

му (в частности, минимальному) значению на допустимом множестве 

функций. Такая форма ММ, отвечающая эпсmре.иально.му вариа­

ционно.иу nринциnу, позволяет, сравнивая значения функдионала на 

любых двух функциях из допустимого множества, оценивать в инте­

гральном смысле близость этих функций к стационарной точке, что 

важно при качественном анализе ММ и при сравнении различных при­

ближенных решений соответствующей краевой задачи [21,34,36,43]. 
При выполнении некоторых ограничений можно построить двой­

ственную вариационную фор.иу ММ микроуровня, включающую 

пару альтернативных фунх:цио'Н.а.л.ов, достигающих в одной и той же 

стационарной точке равных между собой альтернативных экстремаль­

ных значений (минимума и максимума) [19]. Такая форма ММ дает 
возможность по разности значений этих функционалов, вычисленных 

на пекоторой функции из допустимого множества, количественно оце­

нить погрешность, возникающую при выборе этой функции в качестве 

искомой (см. П2.4). 

В 2 с использованием представлений аналитической механики крат­
ко рассмотрены ММ дискретных систем, которые можно считать обоб­

щением и упрощением ММ континуальных систем на основе припятых 

дополнительных предположений. Поэтому основное внимание в кни­

ге уделено построению и анализу ММ континуальных систем с при­

влечением фундаментальных положений механики и электродинамики 

сплошной среды. При изложении выдержан е,диный подход, базирую­

щийся на применении законов сохранения физичесх:их субстанций и не 

противоречащий второму закону термодинамики уравнений состояния, 

в которые входят параметры этой среды. В свою очередь, параметры 

сплошной среды в соответствии с используемым в статистической фи­

зике подходом являются характеристиками, усредненными по большо­

му ансамблю микрочастиц [122]. Физические представления о свойствах 
и взаимодействии микрочастиц кратко изложены в 1. 
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Однако количественный анализ ММ, построенных с использованием 

подходов статистической физики для изучения характеристик и поведе­

ния большинства технических устройств и технологических процессов, 

несмотря на все возрастающие возможности современной вычислитель­

ной техники, осуществить трудно. Поэтому в книге при построении 

ММ механических и электродинамических процессов, протекающих в 

ТО, использован так называемый феноменологический подход, который 

опирается на три основные гипотезы. 

Согласно первой гипотезе, все тела, состоящие в действительно­

сти из отдельных микрочастиц, которых очень много в существенном 

для конкретного ТО объеме, рассматриваются как среда, заполняю­

щая предоставленную часть пространства сплошным образом. Такая 

идеализация позволяет при построении ММ использовать аппарат диф­

ференциального и интегрального исчисления. 

Вторая гипотеза определяет пространство, в котором рассматри­

вается материальное тело как совокупность точек, задаваемых числа­

ми - координатами этих точек в евх:.л.идово.м. npocmpaucmвe, в 

котором определено с-к;а.ллрное произведение ве-к;торов. В этом про­

странстве расстояние между двумя любыми точками А и В, поло­

жение которых в выбранной систе.ме -к;оординат определено ради­

ус-ве-к;тора.ми ХА и хв соответственно, можно представить в виде 

J(xA- хв) ·(хА- хв). 
В соответствии с третьей гипотезой при построении и анализе 

ММ будет использовано абсолютное время, т.е. не будут учитываться 

релятивистские эффекты, вызванные движением тел со скоростями, 

близкими к с-к;орости света в ва-к;уу.ме. 



1. ЭЛЕМЕНТЫ ФИЗИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

Свойства конструкционных и функциональных материалов и рабо­

чих тел, используемых в технике и в технологии и рассматриваемых 

в инженерной практике как сnлошная среда, определяются их ми­

кроструктурой и микромеханизмами протекающих в них процессов. 

Поэтому важно располагать сведениями о физических моделях, описы­

вающих на микроуровне формирование этих свойств, особенно в связи 

с интенсивным развитием нанотехnоАогий, оперирующих объекта­

ми размерами порядка нанометров (10-9 м). Значительная часть таких 
сведений (за исключением моделей, описывающих электрические и маг­

нитные свойства веществ) составляет предмет физической механики. 

1.1. Агрегатные состояния вещества 

Большинство известных в природе веществ могут существовать в 

трех состояниях: газообразном, жидком и твердом, называемых агре­

гатными состо.нни.н.мu [148]. Четвертым агрегатным состоянием 
передко считают n.t&аз.му - частично или полностью ионизированный 

при высокой температуре газ, в котором объе.мные nлотности положи­

тельных и отрицательных электрических зарядов примерно одинаковы, 

что находит отражение в термине <<квазинейтральность плазмы>> [113]. 
Агрегатное состояние вещества зависит главным образом от та­

ких его nара.м.етров состо.нни.н, как абсолютная те.мnература Т 

и действующее на вещество внешнее дав.t&ение р, стандартными еди­

ницами измерения которых являются соответственно К (кельвин) и Па 

(паскаль). Эти параметры являются аргументами урав?(ени.н состо­

.ннu.н, определяющего nдотностъ вещества при тер.модина.ми-чес~о.м 

равновесии. От этих параметров также зависит отношение LS. = П*/ к* 
средней nотенциадъной энергии П * взаимодействия частиц вещества к 
ИХ среднеЙ 1\:и'Н.еmи-чес~ой энергии к*. В ГазОQбразНОМ СОСТОЯНИИ Ll << 1, 
в твердом - LS. » 1, а в жидком - LS."' 1. Переход вещества из га­
зообразного состояния в жидкое и затем в твердое состояние связан 

со скачкообразным увеличением значения LS. и вызывает существенное 
изменение его физических свойств. При этом изменяются расстояния 

между частицами и характер взаимодействия. 

Газ состоит из молекул и атомов, расстояния между которыми 

сравнительно велики, что приводит к относительно слабому взаимо-
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действию между этими частицами и достаточно свободному движению 

в занимаемом ими объеме. В газообразном состоянии взаимодействие 

между электрически нейтральными частицами определяется СШ&tмtи 

Вап-дер-Ваальса, имеющими электрическую природу. Притяжение 

частиц вызвано взаимной поляризацией молекул, а отталкивание ча­

стиц - соприкосновением электронных оболочек атомов, входящих 

в состав молекул. Потенциальная энергия П~Р сил притяжения про­

пордиональна т-6 (r - расстояние между частицами), а потенци­
альная энергия П~т сил отталкивания уменьшается существенно бы­

стрее с увеличением r. Это приводит 
к немонотонной зависимости П * ( r) = 
= П~т(r)- П~р(r) суммарной энергии 
взаимодействия от r (рис. 1.1). Аб-

сцисса r * определяет наименьшее воз­
можное расстояние между неподвиж­

ными частицами, абсцисса ro - рас­

стояние между их равновесными по­

ложениями, а значение П0 - глуби­

ну <<потенциальной ямы>>, равную энер­

гии связи частиц и имеющую порядок 

102 ••• 103 Дж/моль (джоуль является 
стандартной единицей измерения энер-

гии; он равен кинетической энергии 

п· 

о 

-п~ 
r 

Рис. 1.1 

тела массой 2 кг, имеющего скорость 1 мjс, а .моль, численно рав­
ный .молепул.аркой .массе вещества, определяет его массу в грам­

мах, содержащую количество частиц, равное 'Чис.п.у Авогадро NA ~ 
~ 6,022 ·1023 /моль). Для одноатомных (в том числе инертных) газов 
зависимость П * ( r) аналогична. 

По сравнению с газообразным состоянием в жидком и твердом со­

стояниях молекулы и атомы расположены значительно ближе друг к 

другу, а энергия связи между частицами имеет порядок 107 Джjмоль 
[148]. Это приводит к сохранению жuд'Х:остл.ми и тверды.ми тела.ми 
своего объема. Тепловое движение частиц жидкости представляет со­

бой сочетание их малых колебаний относительно положений.равновесия 

и частых перескоков из одного положения равновесия в другое, что ха­

рактеризует ближний nорндоп в расположении частиц. В твердом 

теле частицы совершают лишь малые колебания относительно поло­

жений равновесия, причем в случае кристаллической структуры имеет 

место как ближний, так и далький nорндоп в расположении частиц, 

определяемый типом 'Х:рuсталди'Чес'Х:ой peшem'X:u. В газах отсутствует 

и дальний, и ближний порядок. 



34 1. ЭЛЕМЕНТЫ ФИЗИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

Наряду с существованием вещества в каком-либо одном агрегат­

ном состоянии при определенных условиях оно может находиться в 

равновесии в контактирующих преетранетвенных областях, разделен­

ных поверхностями раздела, одновременно в нескольких состояниях, 

называемых в этом случае фаза.м:и вещества. При равновесии фаз 

их температуры и давления в них совпадают. Прави.л.о фаз, выве­

денное в 1876 г. Дж. У. Гиббсом, устанавливает число v* = n - 'Р + k 
параметров состояния при их общем числе n, которые можно изменять 
независимо, сохраняя неизменным число 'Р существующих в равновесии 

фаз вещества, состоящего из k компонентов. Для однокомпонентно­
го (индивидуального) вещества (k = 1) при n = 2 (температура Т и 
давление р) существует определенное сочетание значений Т тт и Ртт 
( mройн.а.н moчna), при котором в равновесии могут находиться три 
('Р = 3) фазы (например, пар, вода, лед). На диаграмме состояния тако­
го вещества (рис. 1.2) из этой точки выходят три кривые, разделяющие 
области существования каждого состояния. Равновесие двух ( 'Р = 2) фаз 
возможно при независимом изменении в определенных пределах лишь 

одного (v* = 1) параметра состояния. При подводе к веществу теплоты 
точки на кривой 1 соответствуют процессам сублимации (возгонки), 
на кривой 2- плавлению твердого тела с кристаллической структу­

рой, а на кривой 3- испарению жидкости. Эти процессы называют 

фазовым. nережодо.м.. На кривой 3 отмечена приmичеспа.н moч­
na с координатами Ткт и Ркт, которая соответствует исчезновению 
различия в физических свойствах жидкого и газообразного состоя­

ния индивидуального вещества. Некоторые индивидуальные вещества 

имеют несколько равновесных фаз в одном агрегатном состоянии (на­

пример, углерод имеет две разновидности кристаллической структуры 

в виде алмаза и графита). В этом случае может быть несколько трой­

ных точек. Для многокомпонентных веществ вид диаграммы состояния 

существенно усложняется, поскольку дополнительными аргументами 

становятся концентрации компонентов. 

р 

Ркт 

Ртт 

о 

Твердое 
тело 

Рис. 1.2 

Газ 
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1.2. Газообразное состояние 

Любое вещество можно перевести в газообразное состояние, подо­

брав соответствующие значения nара.м.етров состолния: абсо.л.ютной 

те.м.nературы Т и дав.л.ения р (см. рис. 1.2). В связи с тем что область 
существования газообразного состояния очень обширна, свойства га­

зов при изменении значений Т и р меняются в широких пределах. 

Так, в нормальных условиях (при Т= 293 К и атмосферном давлении 
р ~ 0,1 МПа) n.л.отность газа примерно в 1 тыс. раз меньше !Iлотности 
того же вещества в твердом или жидком состоянии, а при nара.м.етрах 

состолния, соответствующих х:ритичесх:ой точх:е; плотность боль­

шинства газов возрастает более чем в 100 раз. 
Количественно основные свойства газов удается описать при помо­

щи .м.ате.м.атичесх:их .м.оде.л.ей (ММ) молекулярио-кинетической теории, 

в соответствии с которой газ рассматривают как совокупность слабо 

взаимодействующих частиц, находящихся в непрерывном хаотическом 

(тепловом) движении (французское слово gaz предnоложительно про­
исходит от греческого <<хаос>>). Такие ММ дают достаточно надежные 

результаты в случае, когда среднее расстояние между частицами за­

метно иревосходит (минимум на порядок) радиус области, в которой 

проявляют себя си.л.ы Ван-дер-Ваа.л.ьса, что характерно для довольно 

разреженных газов. Тогда объем, занятый газом, иревосходит минимум 

на три порядка тот условный объем, в пределах которого отмечается 

существенное влияние этих сил. Поэтому можно принять объем частиц 

газа иренебрежима малым и рассматривать их как материальные точ­

ки, что соответствует ММ совершенного газа. 

При тепловом равновесии совершенного газа все направления дви­

жения его частиц равновероятны, а цх скорости подчиняются рас­

пределению Максвелла в виде зависимости n/nr. от скорости v, где 

n - число частиц, имеющих скорость 

v, а nr,- число всех частиц. Большин-

ство частиц имеют значения скорости, 

близкие к наиболее вероятному значе­

нию Vн.в, которое соответствует мак­

симуму этого расnределения при фик­

сированной температуре и для молекул 

азота (рис. 1.3) при Т= 293 К состав­
ляет v~.в = 417 м/с, а при Т= 773 К -
v~.в = 688 мjс. Однако существует не­
которая часть молекул, которые имеют 

заметно меньшие и большие значения 

293К 

Рис. 1.3 
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скорости. Распределение Максвелла устанавливает связь средней ква­

дратичной скорости v = Н частицы газа и его температуры в виде 
зависимости от Т средней кинетической энергии одной частицы: 

(1.1) 

где т -масса частицы газа; kв ~ 1,38 ·1023 Дж/К- nocmoяnna.н 
Бо.л.ьц.м.апа. Например, для молекул азота v = 509 м/с при Т= 293 К 
и v = 840м/с при Т= 773 К. 

Рассматривая давление газа в сосуде как действие ударов его частиц 

на стенки сосуда, равное импульсу, передаваемому в единицу времени 

на единицу площади, можно записать р = Nvmv2 /3, где Nv - число 
частиц в единице объема. Отсюда с учетом (1.1) получим уравнение 
состояния совершеиного газа р = NvkвT. Записанное для одного 
.моля, оно известно как уравнение К.л.аnейропа - Мепде.л.еева 

pVIl = RllT, 

где vll - объем ОДНОГО моля; Rll = kвN А ~ 8,314 к Дж 
·МОЛЬ 

са.л.ьпая газовал nocmoяnnaя, Nл- 'Число Авогадро. 

(1.2) 

упив ер-

Кинетические свойства газа - диффузию, вязкость, теплопровод-

ность - молекулярио-кинетическая теория рассматривает как перенос 

его частицами массы, -х:о.ли'Чества движения и энергии соответствен­

но. Однако модель совершенного газа непригодна для анализа этих 

процессов, поскольку в них определяющую роль играют столкновения 

частиц и их размеры, влияющие на частоту столкновений. Поэтому 

вводят условный диаметр d частицы, связанный соотношением I = 
= ( v'2Nv1rd2

)-1 со средней длиной I ее свободного nробега, т. е. со 
средним расстоянием, проходимым частицей между двумя ее последо­

вательными столкновениями в условиях тер.модина.мu'Чес-х:ого равно­

весия газа. Из анализа вероятности столкновения частицы, имеющей 

скорость v, и частицы с произвольной скоростью следует длина свобод­
ного пробега [152] 

v2 

=4 V2 
bld2Nvw( Л~)' 

(1.3) 

где 

х 

Ф(х) = хе-х + (2х + 1) е-У dy. 2 J 2 

о 
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Эффект вязкости проявляется при изменении скорости в направле­

нии, перпендикулярном макроскопическому движению, т. е. когда слои 

газа движутся относительно друг друга. Тогда благодаря хаотическо­

му движению частиц газа между слоями происходит обмен количеством 

движения: более медленные слои ускоряются, а более быстрые замед­

ляются. Если частицы газа считать упругими сферами диаметром d, 
скорость v которых определяется лишь их последним столкновением, 
то для дипа.м.ичес-х:ой влз-х:ости газа можно получить [152] 

00 

47rNvm( т )3/2/ 3 ( тv2 ) 
f.LD = 3 21rkT lvv ехр - 2kT dv. 

о 

Отсюда с учетом (1.3) имеем 

Это соотношение не учитывает влияние предыдущих столкновений 

частиц на процесс переноса количества движения. Более точная модель 
mv Т дает f.LD = 0,461~. аким образом, вязкость не зависит от давления 

v2тrd2 

р, что верно для достаточно разреженных газов. Если в последнем 

равенстве d выразить через I, то получим 

т1Jl -
f.LD = 0,461 Nv = 0,461pvl, (1.4) 

где р = т/ Nv - плотность газа. 

Аналогично модели, описывающей эффект вязкости газа, можно 

построить модель, описывающую перенос энергии частицами газа из 

области с более высокой температурой в область с более низкой темпе­

ратурой, что приводит к выражению для men.л.onpoвoдн.ocmu газа 

Л~Т) = Nvvlvcfv, где cfv - теплоемкость частицы газа при его посто­
янном объеме. Эта формула учитывает лишь энергию, связанную с 

поступательным движением частицы, и не учитывает информацию 

об обмене энергией между поступательными и вращательными сте­

пенями свободы для многоатомных молекул газа. Для таких молекул 

распределение энергии между вращательными и поступательными сте­

пенями свободы происходит довольно быстро, а передача энергии на 

колебательные степени свободы, число которых зависит от структуры 

молекул, как правило, заметно запаздывает. Это запаздывание можно 
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приближенно описать уравнением релапсационного тиnа tk, d:tk = 

= ek- ek, где tk, - вреМ.11 релапсации, характеризующее в данном 

случае темп перераспределения энергии; ek - энергия k-й степени 

свободы молекулы, соответствующая k-й форме ее собственных коле­

баний; t- время; ek- равновесное значение этой энергии. Отметим, 

что для поступательных степеней свободы Дж. К. Максвеллом была 

предложена формула t~ = J..Lг j р, которая для воздуха при Т = 273 К и 
f..Lг = 0,00172 Па· с дает значение t~ = 1,7 ·10-10 с. 

Процесс диффузии в газе без примесей приводит к выравниванию 

параметров его состояния в занимаемом объеме и носит название са­

модиффузии. При наличии примесей в газах или при смеси газов 

диффузия способствует выравниванию в объеме их концентраций. Ко­

эффициент диффузии Dг в газе устанавливает связь между средним 

значением расстояния, проходимого частицей газа при ее хаотическом 

движении, и временем [148]. В случае самодиффузии при интервале 
времени t* между столкновениями для этого расстояния имеем I = vt*. 
Поэтому Dг "'ljt* = lv (более точно Dг = ~lv). Так как v"' v'Т и l"' 1/р, 
ТО Dг "' .JТ / р. 

В отличие от совершенного газа в случае реального газа силы вза­

имодействия оказывают существенное влияние. Для описания свойств 

реального газа применяют различные уравнения состояния [152], отли­
чающиеся от (1.2), например уравнение Ван-дер-Ваальса 

(1.5) 

где а1/VД- внутреннее давление, обусловленное действием сил притя­

жения между частицами газа; Ь1 = ~7rd3 N А -поправка на собственный 
объем частиц, учитывающая действие сил отталкивания между ними. 

Если известна зависимость энергии П~р(х) сил притяжения от рассто­

яния х между двумя частицами, то 

00 

а1 = -27rN1 1 П~р(х)х2 dх. 
d 

На практике часто используют полученltЪiе экспериментально за-
1 t:J.V: 

висимости сжимаемости {Jv = -- л~-' отри Т. Для совершенного 
Vp up 

газа с учетом (1.2) получаем {Jv = 1/р, т. е. {Jv не зависит от Т. Тео-
ретически наиболее обоснованным является вириальное уравнение 

состо.нншс [147] pVJ.t = RT(1 + BjVJ.t + c;v; + ... ), в котором коэф­
фициенты соответствуют парным (В), тройным (С) и более высокого 

порядка (для последующих коэффициентов) соударениям частиц газа. 
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1.3. Жидкость 

Ж идпостью называют агрегатное cocтo.Ilнue вещества, проме­

жуточное между газообразным и твердым состояниями: подобно газу 

она принимает форму заполняемого сосуда и ее свойства при отсут­

ствии внешних воздействий обычно не зависят от направления, т. е. 

жидкость обладает изотроnией, а qодобно твердо.м.у те.л.у она со­

храняет свой объем, образует поверхность раздела с газообразной сре­

дой, обладает пекоторой прочностью на разрыв [148]. По химическому 
составу различают однокомпонентные (или чистые) жидкости и мно­

гокомпонентные смеси (растворы). 

Если при равновесии фаз вещества в жидком и газообразном состо­

яниях, соответствующих точкам на кривой 3 (см. рис. 1.2), структуры 
молекул жидкости и газа одинаковы, то такую жидкость называют нор­

мальной. Молекулы Н20 (воды) за счет возникновения дополнительных 
связей объединяются по мере понижения температуры в группы по 

две, три, а при затвердевании воды - по четыре молекулы [152]. 
Жидкости с такой особенностью называют ассоциированными. Груп­

пы со значительным числом объединенных молекул образуют жидпие 

пристаJ&.~&ы с зависящими от направления свойствами, т. е. обладаю­

щие анизотроnией. Наконец, существуют так называемые квантовые 

жидкости (например, жидкий гелий), которые при низких температу­

рах обладают сверхтекучестью. 

У жидкости расстояние между молекулами значительно меньше, 

чем у газа. Если в {1.5) для реа.л.ьного газа предполагается Ь1 « VIL, то 
для жидкости ь1 "'VIL, а в ~рити-чес~ой то-ч~е ь1 :::::: VIL/2 [152]. Поэто­
му взаимодействие между молекулами жидкости существенно сильнее, 

что обусловливает наличие у нее поверхностного натяжения на границе 

раздела с любой другой средой. Даже небольтое уменьшение расстоя­

ний между молекулами жидкости приводит к появлению значительных 

сил взаимного отталкивания, что объясняет ее малую сжи.м.ае.м.ость. 

В пределах сравнительно малых объемов жидкости существует 

б.л.ижний nop.Ilдo~ в расположении соседних молекул, которые соверша­

ют тепловые колебания относительно положений равновесия со средним 

периодом t0, близким к периодам колебаний атомов в ~риста.л..л.и-че­

с~ой решет~е твердого тела, и с амплитудой, определяемой объемом, 

предоставляемым молекуле соседними молекулами. Через интервалы 

времени t* >> t0 эти положения равновесия скачкообразно и хаотически 
смещаются на расстояния порядка 10-10 м [152]. Такие скачки связа­
ны с преодолением потенциального барьера высотой П*, называемой 

энергией аптивации. Продолжительность t* пребывания молекулы 
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в ее временном положении равновесия уменьшается с ростом темпера­

туры Т пропорционально величине ехр ( k~~), где kв - постошt·н,ал 
Больц.м.аиа. Для низкомолекулярных жидкостей t* ~ 10-12 ... lo-11 с, а 
для высокомолекулярных и сильновязких t* значительно больше. Ес­
ли характерное время внешнего воздействия велико по сравнению с t*, 
то за это время частицы много раз перемещаются из одного положе­

ния равновесия в другое, что проявляется в текучести жидкости. Если 

же характерное время внешнего воздействия или его период изменения 

малы по сравнению с t*, то молекулы жидкости не успевают изменить 
своего положения и жидкость не проявляет свойства текучести. 

1.4. Твердое аморфное тело 

1.'верды..м. mело.м. называют агрегатное состояние вещества, ха­

рактеризуемое стабильностью формы и тепловым движением атомов, 

совершающих малые колебания относительно своих положений равно­

весия. Различают твердые а.м.орфиы.е, не имеющие mo'Ч'X:U плавлеиили 

обычно обладающие изотропией свойств, и твердые -х:ристалли'Чес-х:ие 

тела. При повышении температуры вещество в аморфном состоянии 

размягчается и переходит в жидкое состояние постепенно, что обусло­

влено отсутствием у него присущей кристаллам строгой периодичности 

в расположении атомов, ионов, молекул и их групп в объемах, раз­

меры которых велики по сравнению с межатомными расстояниями. 

Но у вещества в аморфном состоянии существует согласованность в 

расположении соседних частиц (ближний порлдо-х:). С увеличением рас­
стояния между частицами эта согласованность исчезает и на больших 

расстояниях порядок <<размывается>>, переходит в <<беспорядок>>. Ближ­

ний порядок характерен и для жидкостей, но в жидкости соседние 

частицы интенсивно обмениваются местами. Однако такой обмен за­

трудняется по мере возрастания вязкости жидкости, поэтому твердое 

аморфное тело можно рассматривать как переохлажденную жидкость 

с весьма большой вязкостью. Учитывая это, аморфное состояние не­

которых металлов и полупроводников, имеющих в исходном состоянии 

кристаллическую структуру, можно получить при очень быстром охла­

ждении расплава этих веществ, как бы <<замораЖивая>> неупорядочен­
ное расположение атомов. 

Примерам твердых тел в аморфном состоянии служат поли.м.еры., 

состоящие из макромолекул, включающих большое число атомов, со­

единенных между собой химическими связями и образующих, как пра­

вило, повторяющиеся сегменты (мономеры). Многократное повторение 

моиомеров в макромолекулах и дало название этому виду материалов. 
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Различают линейные (или цепные) и разветвленные макромолекулы, 

а также умеренно сшитые (типа резин), когда возникает химическая 

( -х:овадентнал) связь между атомами, принадлежащими различным 

макромолекулам. Полимеры с умеренно сшитыми макромолекулами 

обладают большей жесткостью, чем полимеры с линейными макромо­

лекулами, лишенными поперечных связей. Нарядуснеупорядоченным 

расположением макромолекул полимеры первого типа могут образо­

вывать некоторое подобие кристаллической структуры, стабильность 

которой мала, поскольку определяется сида.м.и Ван-дер-Ваадьса. 

Число способов упаковки макромолекул в полимере очень велико. 

Поэтому свойства полимеров весьма разнообразны и существенно зави­

сят от взаимного расположения макромолекул. При внешних тепловых 

и механических воздействиях структура полимера меняется в резуль­

тате серии элементарных движений отдельных сегментов, приводящих 

к изменению конфигурации макромолекул. Растянутая и затем пре­

доставленная самой себе линейная макромолекула за некоторое время 

порядка t*, называемое временем структурной релаксации, приобре­
тает наиболее вероятную форму клубка, соответствующую минимуму 

энергии межатомного взаимодействия. Чтобы растянуть такой клубок, 

требуется время того же порядка t*. Подвижность сегментов при их 
взаимодействии с соседними макромолекулами уменьшается, что вы­

зывает увеличение t*. 
Разнообразие структуры макромолекул и возможных элементар­

ных движений составляющих их сегментов приводит к наличию спек­

тра значений ti, i = 1, N, где N может быть достаточно большим. 
С увеличением температуры Т сегменты становятся более подвиж-

ными, поэтому значения ti уменьшаются, причем t; = Bi ехр ( ~~), 
где Bi - предэкспоненциальный множитель; Пi - энергия актива­

ции i-го релаксационного процесса, определяющая порог его чувстви­

тельности к внешнему механическому воздействию; kБ - постолн­

нал Бодьц.м.ана [8]. Для линейных макромолекул Bi ~ 10-13 ... 10-5 с, 

п; ~ 30 ... 125 кДж' а t; ~ 10-7 ... 109 с. 
МОЛЪ 

В зависимости от значения температуры полимеры могут нахо-

диться в трех основных физических состояниях - стеклообразном, 

высокоэластичном и вязкотекучем. С каждым из этих состояний связан 

определенный комплекс физических свойств полимера. 

На рис. 1.4 приведены зависимости деформации € от абсолютной 

температуры Т для полимера с линейными макромолекулами (кривая 

1), кристаллической структурой (кривая 2) и умеренно сшитыми ма­
кромолекулами (кривая 3), а римские цифры J, II и III соответствуют 
зонам стеклообразного, высокоэластичного и вязкотекучего состояний. 
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Е ] 

Ткр Ттек 

Рис. 1.4 

Эти зависимости получены при нагреве с заданной скоростью образ­

ца полимера, нагруженного постоянной растягивающей силой. При 

низкой температуре все полимеры деформируются подобно обычному 

упругому твердому телу, причем .модуль продольной упругости может 

находиться в пределах 0,2 ... 5,0 ГПа. Такая деформация связана в пер­
вую очередь с изменением средних межатомных и межмолекулярных 

расстояний в полимере. При температуре выше температуры стекло­

вания Тет наряду с упругой появляется обратимая высокоэластичная 

деформация, которая вызвана изменением конфигурации макромоле­

кул за счет относительного поворота сегментов и может иревосходить 

упругую деформацию на три порядка. Повышение температуры те­

кучести Т тек приводит к вязкому течению с накоплением необратимой 

деформации, связанной с относительным смещением макромолекул (это 

обстоятельство важно в технологическом отношении, так как позволя­

ет осуществить процесс формования изделий из полимерного материа­

ла). Отметим, что при разгрузке образца упругая деформация исчезает 

практически мгновенно, а высокоэластичная деформация уменьшает­

ся постепенно. При этом макромолекулы под действием теплового 

возбуждения стремятся вернуться в исходное положение и принять 

энергетически наиболее выгодную конфигурацию, соответствующую 

минимальному запасу потенциальной энергии. 

Кривая 1 на рис. 1.4 свидетельствует о том, что соответствующий 
полимер с увеличением температуры проходит все физические состоя­

ния. Если линейные макромолекулы образуют кристаллическую струк­

туру, то наряду с ней в полимере обычно присутс1'вуют и неупорядо­

ченные макромолекулы, которые при Т > Тет переходят в высокоэла­
стичное состояние и вносят свой вклад в полную деформацию, понижая 

модуль продольной упругости (кривая 2). При Т> Ткр кристалличе­
ская структура разрушается и в зоне II кривая 2 почти скачкообразно 
достигает кривой 1. В случае умеренно сшитых макромолекул дополни­
тельные связи препятствуют относительному смещению макромолекул. 
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Поэтому при повышении температуры вязкого течения не наступает. 

Такой полимер <<не замечает» температуры текучести Т тек (криваЯ 3), 
и зона высокоэластичного состояния расширяется вплоть до границы 

химического разложения полимера при температуре Тх. 

Следует подчеркнуть, что для полимеров (как типичных предста­

вителей твердых аморфных тел) микроструктура и процессы, происхо­

дящие на микроуровне, являются определяющими при формировании 

их механических и теплофизических свойств, проявляемых на макро­

уровне, т. е. в рамках представлений о материале как о спдошной среде. 

Поэтому микроструктуру и микромеханизмы протекающих в полиме­

рах процессов необходимо учитывать при построении м.атемати-ч.есх:их 

модедей, описывающих поведение таких материалов при внешних воз­

действиях. 

1.5. Твердое кристаллическое тело 

Для твердого присmа.4.11и'Чеспого теда характерна простран­

ствеиная периодичность в расположении равновесных состояний ато­

мов, относительно которых они совершают колебания, и наличие mo'Ч­

nu nлавлени.в - температуры перехода твердого тела в жидкое 

состояние. Линии, проходящие через равновесные положения атомов, 

образуют так называемую npucma.4./lu'Чecnyю решетпу, для описа­

ния которой достаточно задать размещение атомов в ее элементарной 

ячейке, поскольку параллельным переносом (трансляцией) этой ячейки 
можно воссоздать любую область решетки. На рис. 1.5 представлены 
элементарные ячейки некоторых типов кристаллических решеток: а -
объемноцентрированной кубической ( ОЦК); б- гранецентрированной 

кубической (ГЦК); в- гексагональной плотноупакованной (ГПУ). Ха­
рактерные размеры элементарной ячейки определяют. в системе коор­

динат, учитывающей симметрию расположения узлов кристаллической 

х' 3 

а б 

Рис. 1.5 

х' 3 
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решетки. Оси такой системы называют npucma.a.ttoгpaфu-чecnu.мu. 

Для перечисленных типов решеток эти оси образуют пря.м.оугольиую 

систе.м.у ~оордииат Ох~х~х~. 
Структура кристаллической решетки определяется равновесием 

сил межатомного взаимодействия; Эти силы быстро убывают с уве­

личением расстояния между атомами, при этом каждый атом взаимо­

действует в основном с ближайшими соседними атомами. Число Nк 

ближайших соседних атомов (поордин.ацион.н.ое 'ЧUСдо) для ОЦК- и 

ГЦК-решеток равно 8 и 12 соответственно, а для ГПУ-решетки Nк = 6 
при с/а> J813 и Nк = 12 при cja = /873. 

Сближению атомов в кристаллической решетке препятствуют силы 

отталкивания, существенно возрастающие при соприкосновении элек­

тронных оболочек атомов. Притяжение между атомами может опре­

деляться несколькими типами так называемой .межаmо.мн.ой связи. 

Коваден.mн.ая связь возникает в результате обобществления валент­

ных электронов парой соседних атомов. Это повышает вероятность 

пребывания электронов в промежутке между ядрами атомов, увели­

чивает плотность <<электронного облака>>, которое как бы стягивает 

положительно заряженные ядра. М ema.a.ttu-чecna.н связь по физиче­

ской природе сходна с ковалентной. Внешние валентные электроны 

в атомах металлов сравнительно слабо связаны с ядром и свободно 

перемещаются в кристаллической решетке, образуя так называемый 

электронный газ. Атомы при этом превращаются в положительно 

заряженные ионы, которые электростатически взаимодействуют с элек­

тронным газом. Ион.н.а.н связь обусловлена присоединением одним 

атомом валентных электронов другого атома и электростатическим 

взаимодействием Образовавшихея nри этом разноименно заряженных 

ионов. 

Классификация кристаллов по тиnам связи условна, поскольку 

во многих случаях наблюдается комбинация различных тиnов связи. 

Например, в uн.mep.мema.a.ttuдaж (химических соединениях метал­

лов: Al2Cu, MgZn2, Al2MgCu и др.) одновременно могут действовать 
валентная и металлическая связи. В присутствии атомов водорода, 

ядро которого слабо связано с электроном, возникает так называ­

емая водородная связь, имеющая энергию взаимодействия (1 ... 5) х 
х 106 Дж/моль [148]. Универсальным тиnом является связь за счет сил 
Ваи-дер-Ваальса, которые возникают между электрически нейтраль­

ными частицами. В частности, этим типом связи можно объяснить 

существование так называемых молекулярных кристаллов и кристал­

лов затвердевших инертных газов. Вследствие малой энергии взаимо­

действия такие кристаJшы имеют сравнительно низкую температуру 
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плавления, большие значения те.мпературиого -к:оэффициеита линей­

ного расширеии.а, большую сжимаемость и малую твердость. 

Тепловое и механическое воздействия на кристалл nриводят к 

изменению расстояний между узлами кристаллической решетки. Так 

как атомы в решетке взаимодействуют главным образом со своими 

ближайшими соседями, для выяснения влияния этих воздействий с 

качественной стороны достаточно рассмотреть взаимодействие лишь 

одной пары атомов в линейной цепочке. 

Зависимость nотенциальной энергии П* взаимодействия пары ато­

мов в линейной цепочке от расстояния r между ними имеет характер, 
изображенный на рис. 1.1, причем значение П0 оnределяет работу, 
которую необходимо совершить для разрушения этой цепочки, и соот­

ветствует расстоянию ro, на котором суммарная сила взаимодействия 
dП*( ) f(r) =Т равна нулю (рис. 1.6). 

п·; f 

r 

Рис. 1.6 

Вследствие асимметрии кривой П* ( r) относительно точки r = ro при 
механическом воздействии (растяжении или сжатии цеnочки) внешняя 
сила и отклонение дr = r- ro атома от положения равновесия связаны 
нелинейной зависимостью, причем жесткость со = df 1 dr = d2П* 1 dr2 

связи между атомами уменьшается nри растяжении и возрастает nри 

сжатии цепочки по сравнению с жесткостью С0 = d2П* ldr2 ir=ro в 
положении равновесия. Это соответствует аналогичному изменению 

.модулей упругости кристаллического твердого тела. 

При повышении температуры Т увеличиваются кинетическая энер­

гия Kj. теплового возбуждения атомов и амплитуда их колебаний от­
носительно положений равновесия. В случае симметрии кривой П* ( r) 
в окрестности положения равновесия (штриховая линия на рис. 1.6) 
колебания были бы гармоническими и среднее положение атома в кри­

сталлической решетке не зависело бы от температуры. Но вследствие 

асимметрии кривой П*(r) колебания атомов ангармоничны и отклоне­

ния от положения равновесия r = ro неодинаковы (дr' > /дr"/). Поэтому 
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среднее расстояние r между ионами увеличивается, что приводит к 
температурному расширению кристаллического тела. Жесткость рас­

сматриваемой линейной цепочки C0 (r) = df jdrjr=r' соответствующая 
среднему расстоянию r, уменьшается с повышением температуры, в 
связи с чем уменьшаются модули упругости кристаллического тела. 

Для количественной оценки влияния теплового и механического 

воздействий на одномерную модель материала в виде линейной цепоч­

ки атомов используют методы классической статистической физики. 

Эти методы применимы к большинству металлов при температуре 

Т> Tv = f;J.;Jv/kБ, где Tv -характеристическая температура Дебая; 
fi ~ 1,0546 ·10-34 Дж· с- nосто.ннна.н Планпа; wv = a{/61r2Nv­
предельная пругова.н -частота упругих полебанuй кристалличе­

ской решетки; а- усредненная скорость звука в кристаллическом теле; 

Nv -число атомов в единице объема; kБ - nостолннал Бо.л.ьц.м.ана. 

Такая температура достаточна для возбуждения почти всех возможных 

форм колебаний атомов в кристаллической решетке, когда справедлив 

закон Дюлонга- Пти для приходящейся на один атом теплоемкости 

dv = 3kБ при постоянном объеме. 
Используя функцию распределения Больцмана частиц по уровням 

энергии в виде 'ФБ(дr) = А.ехр( _п·~~r)), где А. - коэффициент 
пропорциональности, 

* С8 2 'УоС8 ( )3 П(дr)=-fiдr+-(дr) ---дr + ... , 
2 ro 

(1.6) 

f 1 -внешняя сила, растягивающая линейную цепочку атомов; 6-уо = 
r d

3

п*\ = - соо -d 
3 

(для большинства металлов 'Уо ~ 1,5 ... 2,5), и усредняя 
о r r=ro 

отклонения дr от положения равновесия, для деформации линейной 

цепочки атомов можно получить выражение [36] 

~= дr = _!_ (1+6]1 )fi/C0 +(3+];):'YokБT/(roC8), (1.7) 
то то 1 + ( 3 + !) f 1 

где ] 1 = 'Yo!I/(roC0) и у;= /t /(kБТС0 ). При fi =О темnературный 
поэффицuент лшtейного расширенu.н 

"'(Т) _ д~ 1 _ 3-уоkБ. 
~о - - 2 ' 

дТ !I=O roC8 
(1.8) 

для металлов а~Т) ""10-5 1/К. 
При отсутствии теплового воздействия (Т --t О) предельным пере­

ходом из (1.7) для деформации~ цепочки атомов найдем ~о= дr/ro = 
= f1/(roC0). В случае изотермического сжатия кристалла с кубической 
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решеткой гидростатичесх:им давдеиием р внешняя сила, действующая 

на каждую линейную цепочку, fi = -pr5, а относительное изменение 
объема V кристалла при малых деформациях дV/V = Зсо = -3pro/C0. 
Тогда модудь объемпой упругости при изотермичесх:ом процессе де­

формирования хо = -pj(дVjV) = C0j(3ro) и вместо {1.8) получим 

(Т) "fokв 
ао = -2-

r0xo 
{1.9) 

Таким образом, С0 и 'Уо можно выразить через макроскопические 

характеристики кристаллического материала ха и а~Т), измеряемые 
экспериментально. 

Представим fi через условное папряжение u = f1/r5 в цепочке 
атомов и приведем {1.7) с учетом {1.9) и выражения для хо к виду 

(1 + 2-уоо-) ...!!__ + а(Т)т(1 +'У~) 
хо Зхо 0 27 

с=~--~~~~~-~~--~ 1 + "(ОО' (1 + 'У•) 
хо 9 

(1.10) 

где "'~* = (о-{.;;о)
2

• При u =!=О из (1.10) следует, что зависимость а(Т) = 
а0 Т 

= дс/дТ от u и Т довольно слабая, так как величины ujx0 и а~т)Т 
одного порядка {lo-3 .•• 10-2), но а(Т) с ростом Т несколько увели-

чивается. В линейном приближении а(Т) ~ а~Т) (1- "foU / хо), т. е. при 
растяжении а(Т) уменьшается, а при сжатии возрастает. Однако при 
iul/ хо < 10-2 температурную деформацию можно рассматривать не­
зависимо от деформации, вызванной механическим воздействием. 

Величина, обратная производной дс/дu, характеризует относитель­

ное изменение жесткости кристаллического материала. Дифференци­

руя (1.10) по u, в линейном приближении получим xfxo = (дсjдu)- 1 ~ 

~ 1- 2'You / хо- З"fоа~т)Т. Таким образом, жесткость материала умень­
шается при растяжении и увеличивается при сжатии, но абсолютное 

изменение дх = х- хо = -2"foU модуля объемной упругости довольно 
мало по сравнению с х0 . Для большинства металлов относительное из­

менение объема при нагреве от Т ~ О до температуры плавления Тпл 

составляет дпл = За~Т)Тпл ~ {5 ... 7) ·10-2 [155], т. е. изменение xj хо во 
всем интервале О < Т< Тпл температур оценивается в 10 ... 15%. Одна­
ко модудь сдвига и модудь прододьиой упругости могут изменяться 

более существенно, так как с повышением температуры изменяется 

х:оэффициеит Пуассона v, роль которого не может быть учтена при 
рассмотрении взаимодействия атомов в линейной цепочке. 
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При растяжении цепочки атомов зависимость силы f от расстояния 
r является немонотонной (см. рис. 1.6). При fi =О из (1.6) следует, что 

dП*(r) dП*(дr) 1 0 0 (дr) 2 
0 f = d = d = Содr- 3f'oC0-- = C0 ro(1- 3f'oe)e 

r r /1=О ro 

и дf /ддr = С0(1- 6/'ое), т. е. деформации е*= r*/ro -1 = 1/(6/'о) соот­
ветствует максимальное значение f* = C0ro/(12'Yo). Условное напряже­
ние, разрывающее цепочку атомов, а*= f*/rб = хо/(4/'о), т. е. его зна­
чение примерно на порядок ниже значения хо. Величина З'Уое = е/(2е*) 
характеризует отклонение зависимости f (е) от линейной. Следова­

тельно, .модуль продольиой упругости с погрешностью до 1 % можно 
считать постоянным, если jej ~ 0,01/(З'Уо) ~ 10-3 . 

Взаимодействие атомов в пространствеиной кристаллической ре­

шетке более сложное, чем в линейной цепочке. В частности, именно 

пространствеиным взаимодействием атомов можно объяснить попереч­

ное сужение материала при растяжении. Например, в случае кубиче­

ской решетки (ем. рис. 1.5, а и б) увеличение расстояния между атомами 
в направлении растяжения приводит к возникновению сил притяжения 

не только между атомами в линейных цепочках, но и между диагональ­

но расположенными атомами (рис. 1.7, а и 6). Поэтому в соответствии с 
условием равновесия каждого атома в поперечном направлении должны 

возникнуть силы отталкивания, что возможно, когда атомы сближают­

ся в этом направлении, т. е. происходит поперечное сужение материала. 

[[] 
а 6 

Рис. 1.7 

Строгий расчет пространствеиного взаимодействия атомов в кри­

сталлической решетке возможен в предположении, что силы их вза­

имодействия центральные, а колебания около положения равновесия 

гармонические. Первое предположение означает, что силы притяжения 

и отталкивания между атомами действуют по направлениям, соединя­

ющим точки, которые соответствуют положениям равновесия. Однако 

для металлов это предположение является довольно грубым. Поэтому 

результаты расчета часто не отвечают экспериментальным данным. 

Учет ангармонизма колебаний атомов и отклонения их от линии, со­

ответствующей положению равновесия, приводит к лучшему согласию 

между теорией и экспериментом, но соответствующие .мате.матиче-
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с-х;ие .моде.11и существенно усложняются. Практически более целесо­

образным для описания упругого поведения твердого кристаллического 

тела при механическом воздействии является экспериментальное опре­

деление совокупности необходимых характеристик. Реакцию кристал­

лического материала на тепловые воздействия также можно описать с 

помощью экспериментально определенных теплоемкости, температур­

ного коэффициента линейного расширения и теплопроводности. 

1.6. Термоупругие и теплофизические 
свойства кристаллов 

Большинство твердых тел с кристаллической структурой являются 

поликристаллическими, т. е. состоят из множества отдельных хаотиче­

ски ориентированных мелких кристаллических зерен. Отдельно взятое 

кристаллическое зерно в твердом поликристаллическом теле можно 

рассматривать как кристалл с однородной по его объему и определенно 

ориентированной в пространстве -х;рисmа.!!.!!и'Ч.ес-х;ой решет-х;ой. Свой­

ства и ориентация отдельных зерен, их форма и размеры влияют на 

формирование усредненных характеристик поликристаллического ма­

териала (см. 5.4). 
Каждый атом в кристаллической решетке взаимодействует в основ­

ном лишь со с ближайшими соседними атомами, расположенными на 

расстоянии порядка 10-10 м. Механика сn.t~ошной среды (в частно­
сти, теория упругости) оперирует заведомо большими расстояниями. 

Это дает возможность пренебречь радиусом действия межатомных сил 

и считать, что силы, действующие на какую-либо часть кристалла 

со стороны окружающих частей, передаются непосредственно через 

точки, лежащие на поверхности раздела. Такое допущение позволя­

ет ввести понятие вenmopa н.аnр.нжен.и.н как векторной суммы сил 

взаимодействия между частями кристалла, приходящейся на единицу 

площади поверхности раздела. 

Если в кристалле выделить поверхность S (штриховая линия на 
рис. 1.8, а), то через фиксированную точку М Е S (рис. 1.8, б) на этой по­
верхности можно провести множество плоскостей, каждой из которых 

в окрестности данной точки будет соответствовать свой вектор р(М) 

напряжения. Проекции Pi(M) этого вектора на оси Oxi nря.моуго.!!ьной 
систе.мы -х;оординат при помощи (3.47) можно выразить через -х;о.мnо­
ненты aji(M) (i, j = 1, 2, 3) тензора наnряжений u и направляющие 
косинусы nj единичного вектора n нормали к этой площадке. 

Механическое воздействие на кристалл вызывает искажение кон­

фигурации кристаллической решетки. При умеренной интенсивности 
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а б 

Рис. 1.8 

такого воздействия искажения решетки носят упругий характер, т. е. 

ее конфигурация восстанавливается после снятия нагрузки. Возникаю­

щие искажения в окрестности каждой точки М Е S можно описать при 
помощи теизора е .ма.ttой дефор.мшции с компонентами €ij (М). Тепловое 

воздействие на кристалл также вызывает искажение решетки, описы­

ваемое компонентами е~Г = а~Г дТ(М) тензора е(Т) те.мпературной 
дефор.мации, в линейном приближении пропорциональными отклоне­

ниям дТ(М) =Т( М)- То температуры Т( М) в точке М Е S от тем­
пературы То естественного состо.ннUJI, в котором решетка не имеет 

искажений, а коэффициентами пропорциональности являются компо­

ненты a~J) тензора а(Т) х:оэффициентов те.мпературной дефор.мации. 
Благодаря взаимодействию атомов в пространствеиной кристалли­

ческой решетке каждая компонента тензора напряжений может влиять 

на каждую компоненту тензора деформации, причем связь между ком­

понентами CТij, fij и €~Г зависит от свойств кристалла и структуры 
его кристаллической решетки. В предположении линейно-упругого по­

ведения кристалла эту связь представляют в виде, аналогичном (5.2) 
для дuнейной анизотропной тер.моупругой среды, но записанном в 

х:ристамографи'Чесх:их ос.нх Ох~ решетки рассматриваемого кристал­
ла (здесь и далее использовано пpaвU.tto су.м,.м,ированUJI по одинах:овъш 

индех:са.м): 

S (Т)л 
€kl = klmnCТmn + akl и.Т, k, l, т, п = 1, 2, 3, (1.11) 

где Sklmn - компоненты тензора § х:оэффициентов подат.ttивости 
кристалла. Обратным по отношению к (1.11) яв~ется равенство 

CТkl = Cklmn(emn- а[Jдт). (1.12) 

Здесь Cklmn - компоненты тензора С х:оэффициентов упругости 
кристалла, причем 

(1.13) 
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где Iklij- компоненты едшtU'Ч1Юго теюора l4 четвертого раига; бkl­
си.мвол Кроие-к:ера. 

Тензоры с компонентами a[J и Sklmn (или Cklmп) характеризу­
ют термаупругие свойства кристалла. Изменение Ь..Т температуры 

кристалла связано с затратами энергии, которая перераспределяется 

между колеблющимися атомами в кристаллической решетке. Погло­

щаемая единицей объема энергия равна сvЬ..Т, где cv - объе.миая 

теплое.м-к:ость, значение которой, строго говоря, зависит от условий 

механического воздействия на кристалл (см. 5.1). При неоднородном 
распределении температуры Т(М) (М Е V) в объеме V кристалла 
путем обмена энергией между колеблющимися атомами происходит 

перенос тепловой энергии из областей с более высркой температурой 

в области с более низкой температурой. Интенсивность этого обмена 

характеризуют соотношением 

_ (Т) дТ 
Qk - - лkl 

8 
, , 

xl 
или q =_).(Т). "VT, (1.14) 

где Qk- проекции на оси Ох~ вектора q плотиости теплового пото-к:а; 
т -т 

Лkl -компоненты mе"Н.Зора menлonpoвoдн.ocmu ..Х кристалла; 

"V - дифферею.J.,иальиый оператор Га.мильтоиа (действие этого опера­

тора на функцию, описывающую распределение температуры, опреде­

ляет градuен.m me.м.nepamypы "VT с проекциями 8Т / дх~). Объемная 
теплоемкость и тензор теплопроводности характеризуют теплофизиче­

ские свойства кристалла. 

Из (3.12) следует симметричность тензора €, что, в свою очередь, 
согласно (1.11), приводит к симметричности теизора второго раига 
а<т)' который можно привести к главиьш осям, и которому можно 
поставить в соответствие диагональную матрицу третьего порядка. 

Некоторые из главиых зиачеиий теизора а<т) могут быть отрица­
тельными, но равный сумме трех главных значений те.мпературиый 

-к:оэффициеит объе.миого расширеиия а~) > О. У кристаллов с объ­
емноцентрированной (ОЦК) и гранецентрированной (ГЦК) кубически­

ми кристаллическими решетками или с гексагональной плотноупако­

ванной (ГПУ) решеткой главные оси совпадают с ортогональными 

кристаллографическими осями (см. рис. 1.5). Для кристаллов с ку­
бической решеткой а<т) является шаровьш теизоро.м, поскольку на­
правления вдоль этих осей равноценны. Поэтому кристаллы с ОЦК­

и ГЦК-решетками обладают изотрор,ией по отношению к те.мпера­

туриой дефор.мации. У кристаллов с ГПУ-решеткой главное значение, 

соответствующее оси Ох3, в общем случае отлично от двух остальных 
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равных между собой главных значений, что гарантирует изотропию 

этих кристаллов лишь по отношению к направлениям, параллельным 

основанию элементарной ячейки. При изменении температуры сфера, 

выделенная в кристалле, в случае ОЦК- и ГЦК-решеток сохраняет 

свою форму, а в случае ГПУ-решетки переходит в эллипсоид вращения 

относительно оси Ох~. 
~(Т) 

Тензор второго ранга >. также является симметричным, так как 

при сопоставлении этого тензора с матрицей А третьего порядка, ис­

пользуя (1.14) и свойство -х:о.м..м.утативности с-х:а.лярного произведе­
ния, для произвольнога вектора \!Т можно записать 

(\!Т) т А \!Т= -('VТ)т q = -qт\1Т =(А \1Т)т\1Т =(\!Т) т Ат\1Т, 

где (-)т - си.м.вод транспонирования. Сравнивая левую и правую части 
т (Т) (Т) 

этого равенства, заключаем, что А= А , т. е. >..kl = >..1k . В главных 
~(Т) (Т) 

осях структура тензоров >. и а у кристаллов с ОЦК-, ГЦК-
---(т) 

и ГПУ-решетками одинакова, но все главные значения тензора >. 
положительны в силу второго за-х:она тер.м.одина.м.и-х:и (см. 4.3). 

Тензоры четвертого ранга § и С имеют по 81 компоненте. Но 
так как тензоры U, е И а(Т) симметричны, ТО ЧИСЛО независимых 
компонент каждого из этих тензоров сокращается до 36, поскольку 
перестановка индексов в первой и второй паре не изменяет значения 

компоненты. Так, для тензора С имеем Cijmn = Cjimn = Cijnm, что 
позволяет сопоставить его с матрицей С шестого порядка с элементами 

Cpq = Cijmn, р, q = 1, 6. Соответствие индексов этих элементов индексам 
компонент cijmn определено следующим образом: 

ij или mn 23 или 32 13 или 31 12 или 21 
рили q 4 5 6 

Такому представлению тензора С отвечает представление тензора 
и в виде вектора и = (ан 0"22 0"33 0"23 0"31 0"12) т' тензора е в виде 
вектора € = (€11 €22 €33 2€23 2€31 2€12)т И ТеНЗОра а(Т) В виде 
вектора а(Т) - (а(Т) а(Т) а(Т) 2а(Т) 2а(Т) 2а(Т))т Тогда вместо 

- 11 22 33 23 31 12 . 
(1.12) запишем в матричной форме ... 

и= С (€- а(Т) Ь..Т). (1.15) 

При отсутствии температурной деформации, используя (1.15) и 

свойства коммутатявности скалярного произведения для произвольно­

го вектора €, можно записать €тС€ = gти = ит€ = (С€)т€ = gтСт€. 
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Из сопоставления левой и правой частей этого равенства следует, 

что С =С т, т. е. матрица С является симметрической, Cpq = Cqp, или 
Cijmn = Cmnij. Таким образом, из 36 элементов этой матрицы лишь 
21 эл~ент независим и соответствует 21 независимой компоненте тен­
зора С, характеризующего общий случай ан.изотропии кристалла по 

отношению к его упругим свойствам. 

Тензор S можно сопоставить с симметрической матрицей S шестого 
порядка, обратнойматрицеС. Из (1.15) получим, чтое=Sи+о.(Т)дТ. 
Соответствие между индексами элементов 8pq матрицы S и индексами 
компонент 8ijmn тензора S определено выше, но 8pq = 8ijmn лишь в 
случае, когда и р, и q равны 1, 2 или 3. Если либо р, либо q равно 4, 5 
или 6, то 8pq = 28ijmr"' а если и р, и q равны 4, 5 или 6, то 8pq = 48ijmn· 

В кристаллах с кубической решеткой все оси Ох~ равноправны 

(см. рис. 1.5, а и б), и матрица S коэффициентов податливости содержит 
лишь три отличных от нуля независимых элемента: 

8н 812 812 о о о 

812 8н 812 о о о 

S= 
812 812 8н о о о 

(1.16) 
о о о 844 о о 

о о о о 844 о 

о о о о о 844 

Такой же вид имеет и матрица С коэффициентов податливости, причем 

обращение матрицы S дает 

С _ 8н +812 
н- 8к ' 

1 
С44=-8 , 

44 

В этих равенствах буквы 8 и С можно поменять местами. Отличие 
параметра 

от единицы характеризует степень анизотропии упругих свойств кри­

сталлов. Практически изотропными являются кристаллы вольфрама, 

близки к изотропным кристаллы алюминия. 

Кристаллы с ГПУ-решеткой обладают высокой степенью симме­

трии относительно кристаллографической оси Ох~ (см. рис. 1.5, в). 
Поэтому их упругие свойства в плоскости, перпендикулярной этой 
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оси, являются изотропными, а матрица S коэффициентов упругости 
включает пять независимых иенулевых элементов: 

811 812 81з о о о 

812 811 S1з о о о 

S= 
81з 81з 8зз о о о 

(1.17) 
о о о 844 о о 

о о о о 844 о 

о о о о о 866 

причем 866 = (8н - 812)/2. Для перехода к 
матрице S, используют равенства [94] 

матрице С, обратной 

Сн = 8зз + 1/2 ' 012 = Sзз _ 1/2 ' 
28г 811 - 812 28г 811 - 812 

где 8г = (8н + 812)8зз- 2С~3 , и обратно, если в этих равенствах буквы 
8 и С поменять местами. 

Различие в поведении кристаллов с ОЦК- и ГПУ-решетками прояв­

ляется при действии всестороннего давления р, вызывающего в крис­

талле наnрЯженное состолние с компонентами akl = -pбkl, которому, 
согласно (1.11) при дТ=О, соответствуют компоненты E:k!=8klmnO'mn= 

= -p8klmnбmn = -p8klmm тензора деформации. Тогда деформация в 
направлении вектора, заданного в кристаллографических осях напра­

вляющими косинусами nk, будет равна E:klnknl = -p8klmmnknl, а линей­
ная сжимаемость кристалла в этом направлении-

3 
eklnknl ""' 2 !Зп = - = 8ktmnnknl = L- 8v7 nv, 

р ~"(=1 

поскольку для рассматриваемых типов кристаллических решеток из 

всех коэффициентов податливости 8klmn с двумя одинаковыми индек­

сами во второй паре отличны от нуля только коэффициенты, имеющие 

одинаковые индексы и в первой паре ( нор.м.а.аьные наnрлженил не влия­
ют на дефор.м.ации сдвига, если кристаллографические оси ортогональ­

ны). Так как n~ + n~ + n~ = 1, то для кристаллов с кубическими решет­
ками с учетом (1.16) получаем fЗn = 811 + 2812, т.е. линейная сжимае­

мость не зависит от направления. Для кристаллов с~ГПУ-решетками с 
учетом (1.17) получаем fЗn = Sн + 812 + 81з- (8н + 812- 81з- 8зз)п~, 
т. е. линейная сжимаемость обладает осевой симметрией относитель­

но оси ох; (см. рис. 1.5, в). Сфера, выделенная в таком кристалле, ПОД 
действием всестороннего давления переходит в эллипсоид вращения от­

носительно этой оси, тогда как в случае кристаллов с кубическими 

решетками сфера сохраняет свою форму. 
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Податливость кристаллов с кубическими решетками в направлении 

действия растягивающей или сжимающей силы равна [36] Sn = Sн­
- S44(S- 1)(nin~ + n~n~ + n~ni), т. е. при S = 1 она не зависит от 
направления. Вдоль ребра куба Sn = Sн, вдоль диагонали его грани 

1 - 1 -
Sn = Sн- 4s44(S- 1), а вдоль диагонали куба Sn = Sн- 3s44(S -1). 

Для большинства металлов с ОЦК- и ГЦК-решетками S > 1, но для 
кристаллов ванадия, молибдена, ниобия и некоторых других металлов 

S < 1. Податливость кристаллов с ГПУ-решетками Sn = Sн(1- n~) + 
+ Sззn~ + (2Slз + S44)n~(l- n~), т. е. зависит лишь от угла между 
направлением действия силы и осью Ох~. 

1. 7. Несовершенства структуры кристаллов 

Представление о том, что атомы в кристалле колеблются около 

строго фиксированных узлов х:ристами-чесх:ой решетх:и, является иде­

ализированным. Такая идеализация не мешает рассматривать свойства 

твердых ?qJиста.л.дu-чесх:их тед при сравнительно низких иапрнжеиилх 

и температурах, когда эти тела упруги. Но с увеличением температуры 

и напряжений необходимо учитывать наличие несовершенств струк­

туры реальных кристаллов в виде точечных и линейных дефектов и 

искажений в зоне границ между кристаллическими зернами в поли­

кристаллическом материале. 

К точечным дефектам относят вanaнcuu (не занятые атомами 
узлы кристаллической решетки) и внедренные в междоузлия атомы, 

а также искажения решетки основного вещества атомами nримесей 

в сплавах типа mвердыж растворов. В зоне точечных дефектов 

возникает поле напряжений с запасом потеицuадьиой эиергии. 

Относительная концентрация Св = ехр (- k~"т) вакансий и внедрен­
ных атомов зависит ОТ· температуры Т и энергии Ив, требуемой для 

образования этих дефектов (здесь kв - постонииан Бодьц.м.аиа). В 

первом приближении для вакансии Ив можно оценить по энергии, не­

обходимой для удаления атома с поверхности кристалла путем разрыва 

Nк/2 межатомных связей (Nк- х:оордииациоииое -чuсдо решетки). Ес­

ли каждая связь имеет энергию П0 (см. 1.5), то Ив= П()Nк/2. Для ато­
мов основного вещества, внедренных в объемноцентрированную ( ОЦК) 
и гранецентрированную (ГЦК) кубические или в гексагональную плот­

ноупакованную (ГПУ) решетки, энергия образования выше, чем для 

вакансий (например, для меди- в 3-4 раза). Поэтому в кристалле без 
примесей концентрация внедренных атомов существенно меньше кон­

центрации вакансий. 



56 1. ЭЛЕМЕНТЫ ФИЗИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

Благодаря тепловому возбуждению точечные дефекты не остаются 

в кристалле неподвижными, они дрейфуют по его объему. Дрейф 

(или диффузия) точечных дефектов может происходить хаотически 

( самодиффузия) или же направленно в соответствии с градиентами 
концентрации дефектов, температуры или первого инварианта Iн;. 

тензора наnряжений u. Вакансии и атомы примесей малых радиусов 
(по сравнению с радиусами атомов основного вещества) диффундируют 

в зоны сжатия, а внедренные атомы и атомы примесей больших 

радиусов-- в зоны растяжения. 

Скорость диффузии растет с увеличением температуры. При темпе­

ратуре, близкой к точх:е nлав.!l.енил, направленная диффузия вакансий, 

которую следует рассматривать как перенос вещества в обратном на­

правлении, может заметно повлиять на деформирование материала во 

времени под нагрузкой, что необходимо учитывать при режимах его 

технологической обработки. 

В отличие от точечных дефектов дucJConaцu.н является линейным 

дефектом, поскольку искажения кристаплической решетки располага­

ются вдоль пекоторой пространствеиной линии. Основные характери­

стики дислокаций рассмотрим применительно к простой кубической 

решетке. 

Возникновение дислокации можно представить как результат ча­

стичного сдвига в кристаллической решетке под действием х:асаmе.!l.ь­

ного наnряжения т, причем различают праевую (рис. 1.9, а) и вин­
товую (рис. 1.9, 6) дucJConaцuu. Краевая дислокация имеет условное 
обозначение (рис. 1.10), в котором вертикальная черта указывает рас­
положение лишнего слоя атомов, как бы вдвинутого в кристаллическую 

решетку, а горизонтальная соответствует расположению n.ttocnocmu 
спо.аьжени.н, в которой произошел частичный сдвиг (она обычно со­

впадает с плоскостями наиболее плотной упаковки атомов в решетке). 

Смещение слоев атомов вдали от искажения решетки определяется 

вепторо.м Бюргерса Ь*. Для простой кубической решетки модуль Ь* 

б 

Рис. 1.9 

"~­~--
ь. 

6 
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вектора Бюргерса краевой дислокации с од­

ним· лишним атомным слоем (см. рис. 1.9, а) 
равен одному периоду решетки, а винтовой 

дислокации - шагу винтовой ломаной, кото­

рая образуется, если проследить за РJ1СПоло­

жением атомов в зоне искажения (рис. 1.9, в). 
В общем случае дислокации могут иметь сме­

шанную ориентацию с краевыми и винтовы­

ми составляющими (см. рис. 1.10). 
Лишний слой атомов искажает кристал-

57 

Рис. 1.10 

лическую решетку в зоне краевой дислокации и создает поле само­

уравновешенных внутренних напряжений. Вблизи кромки этого слоя 

(ядра дислокации) искажения решетки на­

столько велики, что расположение атомов 

можно рассчитать только с учетом их энер­

гии взаимодействия [56]. В области за пре­
делами нескольких межатомных расстояний 

от ядра дислокации поле напряжений мож­

но найти методами теории упругости. Если 

считать кристалл неограниченным и упру­

гоизотропным, то фу11:х:ция напряжений, удо­

влетворяющая бигармоническому уравнению 

(5.38), записанному в полярных координатах 

о 

Рис. 1.11 

<р, r (рис. 1.11) в предположении плос-х;ого дефор.мированного состоя­
ния (Ezz =О) будет равна [36] F = -Br(lnr)sin<p, а компоненты тензора 
напряжений -

C7rr = ! (8

8
F +! 8

8

2 ~) =-В sin<p, 
r r r<p r 

д2F в 
CJrprp = -

8 2 = --sin<p, 
r r 

e7zz = v(e7rr +e7rprp) = -2vB sin<p, 
r 

(1.18) 

гдеВ-коэффициент пропорциональности; v- -х;оэффициент Пуас­

сона. При обходе вокруг линии краевой дислокации по замкнутому 

контуру составляющая вектора перемещения при <р = О имеет прира­
щение, равное ь*. в этом случае в= 2 (ь. ) ' где J.L- .модуль сдвига. 

71'1-v 
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-ф-
--ot---_._---~о--. - -

-ф-

Согласно (1.18) поле напряжений в ок­
рестности краевой дислокации имеет раз­

граниченные плоскостью скольжения зо­

ны всестороннего сжатия и растяжения 

(рис. 1.12). Потенциальную энергию это­
го поля не удается вычислить строго, 

во-первых, в связи с трудностями уста­

новления истинного расположения атомов 

в ядре дислокации (при r --+ О) и, во-вто-

Рис. 1.12 
рых, вследствие неопределенности разме­

ров области, в пределах которой поле на­

пряжений остается невозмущенным другими дислокациями. В первом 

приближении потенциальную энергию П*, приходящуюся на едини­

цу длины линии краевой дислокации, оценивают значением поряд­

r 

Рис. 1.13 

ка р.Ь~ [155]. 
В окрестности винтовой дислокации, 

параллельной оси Oz (рис. 1.13), возника­
ют лишь касательные напряжения O"tpz = 
= а z<p = р.Ь* / ( 21Гr), а потенциальная энер­
гия такого поля напряжений в расчете на 

единицу длины винтовой дислокации так­

же имеет порядок р.Ь;. Указанные свой­
ства дислокаций качественно справедли-

вы и для анизотропных кристаллов, но 

количественные соотношения будут зави­

сеть от упругих характеристик кристал­

лов (см. 1.6) и от ориентации дислокации относительно -х:ристамогра­
фи-чес-х:их осей. 

Как и точечные дефекты, дислокации могут перемещаться в объеме 

кристалла. Вдоль лишнего слоя атомов краевая дислокация перемеща­

ется лишь благодаря диффузии вакансий и внедренных атомов. В зону 

сжатия (см. рис. 1.12) преимущественно попадают вакансии, а в зону 
растяжения - внедренные атомы, которые <<пристраиваются>> к кром­

ке лишнего атомного слоя. Процесс диффузии протекает во времени 

так, что краевая дислокация как бы переползает из одной плоскости 

скольжения в другую. В сплавах типа твердых растворов атомы приме­

сей также благодаря диффузии собираются в окрестности дислокаций, 

образуя <<облака>> примесей, причем в зоне сжатия располагаются ато­

мы примесей меньших радиусов, а в зоне растяжения - больших. 

Если рассматривать точечный дефект как сферическое включение в 

изотропной упругой среде, то его появление в поле напряжений краевой 
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дислокации приведет к изменению потенциальной энергии этого nоля с 

учетом ( 1.18) на величину 

ДП* = _ Uc Д V = ! рЬ.д V 1 + v sin у; 
3 r 37Г 1- v ' 

где Uc = Urr + u'P'P + Uzz = l1и/3 - среднее наnр.нженuе; д V- из­
менение объема, связанное с наличием точечного дефекта; r.p и r -

полярные координаты этого дефекта относительно ядра дислокации. 

Действующая на точечный дефект сила f = -У'(дП*) (У' - диффе-
д~п· 

ренциа.аьный оператор Га.м.и.аьтона) имеет радиальную fr =--д-= 
В1 . ~ 1 д~п· В1 r = 2 sшr.p и тангенциальную J<p =---д-= - 2 cosr.p составляющие, 
r r rp r 

а модуль этой силы f = J П + f~ = B1 jr2
. На рис. 1.14 сплошными 

линиями отмечены эквипотенциальные линии дП* = const, а штрихо­
выми -ортогональные к ним траектории диффузии точечного дефекта 

в поле напряжений краевой дислокации. Стрелки указывают направле­

ние движения для случая д V > О (внедренные атомы и атомы примесей 
больших радиусов). Для вакансий и атомов примесей малых радиусов 

д V < О, поэтому направление движения будет обратным. Отметим, что 
взаимодействие краевой дислокации с точечными дефектами аналогич­

но взаимодействию электрического диполя с точечными зарядами. 

Для винтовой дислокации в изотропном кристалле I1и =О, что при­
водит к отсутствию взаимодействия с точечными дефектами. Однако 

/' .... -­
/ ,. 

/ / 
1 / 

-~Пi 

Рис. 1.14 
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в анизотропном кристалле в окрестности винтовой дислокации I1и =1 О, 
вокруг такой дислокации также образуются <<Облака» примесей. 

Движение краевой дислокации в плоскости скольжения возможно 

и без влияния диффузии точечных дефектов. При этом дислокация 

может выйти на поверхность кристалла и образовать ступеньку эле­

ментарного сдвига размером ь.. Перемещение дислокации из одного 

устойчивого положения в другое связано с преодолением определенного 

энергетического барьера. Поэтому при движении дислокации в плоско­

сти скольжения возникает сила сопротивления, и для ее преодоления 

необходимо наличие внешнего касательного напряжения (см. рис. 1.10), 
имеющего для кристалла без примесей порядок т.,...., J.L ·10-4 [63] и на­
зываемого паnр.нжение.м Пайер.л.са. Для кристалла с примесями в 

начале движения дислокации требуется существенно большее напря­

жение, так как необходимо преодолеть дополнительное сопротивление, 

чтобы <<вырвать» ее из <<облака» примесей. 

Винтовая дислокация также способна двигаться, но в направлении, 

перпендикулярном ее оси, при наличии nроекции на эту ось внешнего 

касательного напряжения (см. рис. 1.10). Две параллельные винтовые 
дислокации одинаковых знаков (с одинаково направленными вектора­

ми Бюргерса) отталкиваются, а обратных знаков- притягиваются, 

что напоминает взаимодействие параллельных nроводников с электри­

ческим током. При слиянии двух дислокаций противоположных зна­

ков искажения кристаллической решетки исчезают, а потенциальная 

энергия кристалла уменьшается. Для слияния винтовых дислокаций 

одинаковых знаков необходимо произвести работу по преодолению сил 

отталкивания, равную разности потенциальных энергий объединенной 

дислокации с модулем 2Ь. вектора Бюргерса и двух исходных дисло­

каций: J.L(2Ь.) 2 - 2~.tb; = 2J.Lb;. Аналогичный вывод справедлив и для 
краевых дислокаций, расположенных в одной плоскости скольжения. 

Со свободной поверхностью кристалла винтовая или краевая дис­

локация взаимодействует так же, как и с зеркально расположенной 

относительно этой поверхности дислокацией противоположного зна­

ка (рис. 1.15, а и 6). Именно при таком расположении дислокаций по­
ля напряжений в плоскости антисимметрии полнQстью компенсируют 

а б 

Рис. 1.15 
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друг друга, что соответствует условиям на свободной от напряжений 

поверхности кристалла. Следовательно, эта поверхность притягивает 

и винтовую, и краевую дислокации, а после выхода их на поверхность 

потенциальная энергия кристалла уменьшается. 

Краевые дислокации взаимодействуют между собой подобно элек­

трическим диполям. Если одну из дислокаций поместить в начало 

nря.моуго.п.ьной системы х:оординат, то в случае упругоизотропных 

кристаллов возникают зоны притяжения и отталкивания с границами 

на биссектрисах координатных углов (рис. 1.16). Для параллельных 
краевых дислокаций одинаковых знаков точки устойчивого равновесия 

располагаются в плоскости лишнего атомного слоя, а для дислокаций 

разных знаков - на биссектрисах координатных углов. В связи с этим 

под действием теплового возбуждения при нагреве кристалла краевые 

дислокации собираются в устойчивые конфигурации - дислокацион­

ные стенки (рис. 1.17, а и б), которые являются границами блоков и 
объясняют мозаичную структуру кристаллических зерен в поликри­

сталлическом материале. 

___ ..J.. __ _ 

--~--
___ ..J.. __ _ 

__ ...._ __ 

а б 

Рис. 1.16 Рис. 1.17 

Границы блоков, как и границы кристаллических зерен, можно 

считать поверхностными дефектами кристаллической решетки. Эти 

границы также взаимодействуют с дислокациями и препятствуют их 

движению. Например, если две краевые дислокации одного знака на­

ходятся в одной плоскости скольжения и одна из них входит в состав 

дислокационной стенки (рис. 1.18, а), то при их взаимодействии возни-

f -
а б 

Рис. 1.18 
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кает сила отталкивания, обратно пропорциональная расстоянию r. При 
r > Н к этой силе добавляются проекции сил отталкивания от сосед­
них дислокаций в стенке. При r <Н эти проекции меняют знак, что 
несколько уменьшает силу отталкивания со стороны дислокационной 

стенки. Если подвижная дислокация находится в плоскости скольже­

ния, проходящей между дислокациями в стенке (рис. 1.18, 6), то сила, 
действующая на нее от ближайших дислокаций в стенке, обращается в 

нуль на расстоянии r = Н /2. При r > Н /2 возникает сила отталкива­
ния, которая достигает максимального значения f*, а затем стремится 
к нулю при r ~ оо. Значение f* тем выше, чем меньше Н, т. е. чем чаще 
расположены дислокации в стенке. Внешнее касательное напряжение т 

в плоскости скольжения действует на единицу длины линии дислока­

ции с силой f = тЬ •. Если f > /*, то подвижной дислокации удается 
преодолеть силы отталкивания со стороны дислокационной стенки и 

она либо занимает место в положении устойчивого равновесия (точка О 
на рис. 1.15, 6), присоединяясь к стенке, либо (при f »!*)продолжает 
движение в плоскости скольжения. В кристалле линии дислокаций рас­

положены произвольным образом и могут пересекаться между собой, 

образуя пороги, которые тормозят дальнейшее движение дислокаций. 

Торможение возникает вследствие того, что кинематически возможное 

направление движения порога не совпадает с направлением движения 

остальных частей дислокаций, образующих порог при своем пересе­

чении. Таким образом, дислокации как бы цепляются друг за друга, 

создавая неподвижные узлы. В итоге возникает пространствеиная сет­

ка дислокаций со средним размером ячейки 

1 
z~--

v%.' 
(1.19) 

где Рд- nлотность дислопаций, которую можно представить как 

длину линий дислокаций, приходящихся на единицу объема кристалла, 

или как число их линий, иерееекающих участок поверхности единичной 

площади. Если считать, что ячейки дислокационной сетки образу­

ют микрообъемы кубической формы, то ребро такого куба должно 

быть равно l ~ Рдl3 , откуда и следует (1.19). Например, в отожжен­
ных кристаллах металлов Рд ~ 108 ... 1010 м-2 , а после значительного 
nJI.acmuчecкoгo дефор.м.ирования - Рд ~ 1014 ..• 1016 м-2 [42]. 

Линии дислокаций между узлами пространствеиной сетки стремят­

ся выпрямиться, чтобы уменьшить потенциальную энергию, связанную 

с искажением кристаллической решетки. Поэтому можно говорить о 

пекотором линейном натяжении дислокации, численно равном потен­

циальной энергии J.LЬ;, приходящейся на единицу ее длины. 
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При действии в плоскости скольжения внешнего касательного на­

пряжения т между точками А и В закрепления в узлах сетки дисло­

кация выгибается по дуге радиусом r = JJ.b~/(тb*) = JJ.b*/т (рис. 1.19, а, 
позиция 1). Минимально возможный радиус дуги l/2 соответствует 
критическому напряжению 

JJ.b* 
ткр = 2-z-· (1.20) 

При т> Ткр +т. равновесие линии дислокации становится невозможным 

и она расширяется в виде двойной спирали, закрепленной в точках А и 

В (позиции 2-4 на рис. 1.19, а). Краевые составляющие дислокации 
стремятся двигаться в направлении вектора Ь*, а винтовые соста­

вляющие дислокации расходятся перпендикулярно к нему. Благодаря 

закреплению в точках А и В при движении винтовых составляющих 

возникнут участки дислокаций с ориентацией, соответствующей крае­

вой дислокации обратного знака (сечение 3 на рис. 1.19, б). Эти участки 
около точек закрепления переходят в винтовые составляющие дисло­

кации, приближающиеся друг к другу (позиция 4 на рис. 1.19, а). В 
результате образуется замкнутая петля линии дислокации (позиция 5), 
продолжающая расширяться (сечение 3 на рис. 1.19, б), а оставшийся 
между точками закрепления участок .l(ИСЛокации повторяет описанную 

эволюцию, которая характеризует работу генератора петель дислока­

ций, получившего название источнипа Франпа - Рида. 

а 

1 
А ..... 

-------~----~---------
в 

3 --._~~------~-----

5 __ ,---L:~:в------------L--

б 

Рис. 1.19 

Если в кристалле нет препятствий движению петель дислокаций, то 

каждая из них выходит на свободную поверхность, производя элемен­

тарный сдвиг. Итогом работы такого генератора петель дислокаций 

будет разделение кристалла на две части по плоскости скольжения. 

Но в реальном кристалле имеются препятствия движению дислокаций 

в виде дислокационной сетки, границ блоков и зерен, включений при­

месей. Дислокации останавливаются перед препятствиями (рис. 1.20), 
образуя cnonлeнuJl, в которых возникают направленные навстречу 
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т' - - - - - - - - -..L- _-=:':-. 
__!__. - 11 

-------~--------..L------~---~-

-----~---~-0 -
т 

-т' 
Рис. 1.20 

напряжениям т .мuпронаnр.нженu.н т' в плоскости скольжения, бло­
кирующие источник дислокаций при условии 

(1.21) 

Источник дислокаций может активизироваться снова либо при увеличе­

нии т, либо при разрушении препятствия, либо при переползании ча­

сти петель дислокаций вдоль лишнего 

слоя атомов в другие плоскости сколь­

т ------------
Рис. 1.21 

жения, где нет препятствий движению 

дислокаций. В последнем случае станет 

меньше дислокаций в скоплении, умень­

шится значение т' и источник дислока­
ций продолжит свою работу до тех пор, 

пока снова не будет выполняться усло­

вие (1.21). 
В случае наличия в плоскости сколь­

жения препятствий в виде включений 

примесей (рис. 1. 21) дислокации при т > 
> Ткр +т* могут продавливаться между 
включениями, оставляя на них кольце­

вые петли. Эти петли также создают 

встречное напряжение в плоскости скольжения и, кроме того, уменьша­

ют эффективное расстояние lэФ между включениями, увеличивая Ткр· 

Следует отметить, что по сравнению с рассмотренными выше свой­

ствами дефектов кристаллической решетки .мате.маmи'Чес-х;ие .моде.л,и, 

описывающие движение и взаимодействие этих дефектов в реальных 

кристаллах, существенно сложнее [55, 75, 98, 134]. 

1.8. Микромеханизмы 
неупругого деформирования кристаллов 

Модели исmо'Чни-х;а Фран-х;а -Рида и взаимодействия -х;раевых дис­

.л,о-х;аций с препятствиями (см. 1. 7) позволяют подойти к объяснению 
микромеханизма неупругого деформирования твердых -х;риста.л,.л,u'Че-
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C'ICUX тел. Heynpyгa.ll (необратимая, сохраняющаяся после снятия 

внешней нагрузки) дефор.маци.ll (в отличие от уnругой) кинематиче­

ски не может появиться при растяжении или сжатии 1Срuстаддu'Чес'1Сой 

peшem1eu и возникает, как правило, при относительном скольжении 

атомных плоскостей под действием 1еасательного напряжения r. Это 

происходит в плос'IСостях С'IСольженил преимущественно по тем напра­

влениям, в которых расстояния между атомами в решетке являются 

наименьшими, поскольку напряжение Пайердса r* в таких направле­

ниях наименьшее. Совокупность плоскости и направления скольжения 

называют системой спольжени.ll. 

В простой кубической решетке (см. рис. 1.9, а и б) имеются три ор­
тогональных плоскости скольжения и по два направления скольжения в 

каждой из них - всего шесть систем скольжения. Каждое направление 

лежит одновременно в двух плоскостях скольжения, но оно входит в две 

независимые системы скольжения, так как значения r в разных плос­

костях могут быть различными. В кристаллах с гранецентрированной 

кубической (ГЦК) решеткой (см. рис. 1.5, б) можно выделить 12 не­
зависимых систем скольжения, которые соответствуют направлениям 

скольжения вдоль диагоналей граней, лежащих в четырех октаэдри­

ческих плоскостях (заштрихованы на рис. 1.22, а) с наиболее плотной 
упаковкой атомов. В кристаллах с объемноцентрированной кубиче­

ской ( ОЦК) решеткой имеются четыре четко выраженных направления 
скольжения вдоль диагоналей куба. Но каждому из этих направлений 

соответствует много различных плоскостей скольжения, поэтому в во­

просе о числе систем скольжения в кристаллах с ОЦК-решеткой нет 

определенности. Для каждой диагонали куба наибольшую плотность 

упаковки атомов имеют проходящие через его ребра три плоскости 

(заштрихованы на рис. 1.22, б). Однако скольжение может проходить 
в любой плоскости, содержащей эту диагональ, если для этой плос­

кости оказывается наибольшим касательное напряжение. Вероятные 

плоскости скольжения образуют как бы веер вокруг каждой диагонали 

куба. 

а б 

Рис. 1.22 

6 
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Кристаллы с гексагональной плотноупакованной (ГПУ) решеткой, 

вытянутые вдоль оси ох; (см. рис. 1.5, в) при cja > J813, имеют 
три четко выраженных направления скольжения, лежаrцих в плос­

кости основания шестигранной призмы (рис. 1.22, в) и совпадающих 
с ее диагоналями и сторонами. Для таких кристаллов реализуется 

так называемое базисное скольжение при трех независимых системах 

скольжения в плоскости основания. Для идеальной ГПУ-решетки при 

cj а = J813 плотность упаковки атомов в основании и гранях пирами­
ды (заштрихованы на рис. 1.22, в) одинакова. Поэтому в кристаллах с 
ГПУ-решеткой, близкой к идеальной, возникает и так называемое пира­

мидальвое скольжение. В <<сплющенноЙ>> ГПУ-решетке при с/ а< J8f3 
доминирует призматическое скольжение в плоскостях граней приз­

мы (155]. В некоторых случаях неупругое деформирование кристаллов 
с ГПУ-решеткой происходит путем двойникования (рис. 1.23, а и б), 

когда в результате потери устойчивости исходной формы равновесия 

решетка переориентируется в объемах, размеры которых значитель­

но превосходят межатомные расстояния. Двойникованне может иметь 

место и в кристаллах с ГЦК- и ОЦК-решетками (114]. 

а 

-т 
б 

Рис. 1.23 

Если все атомы в плоскости скольжения смещаются относительно 

пара.тrлельного слоя атомов одновременно, то касательное напряжение т 

должно составлять значение порядка J.L/10, что намного превышает экс­
периментальные значения для предела me'X:y'Чecmu Тт при сдвиге (155]. 
При последовательном частичном смещении одной части кристалла 

относительно другой, происходящем в процессе движения краевой дис­

локации в плоскости скольжения, требуется существенно меньшее зна­

чение т, лучше согласующееся с экспериментальными данными. Это 

подтверждает предположение о дислокационном м~анизме неупругого 

деформирования кристаллических тел. 

Для хорошо отожженных кристаллов чистых металлов (без приме­

сей) Тт"'Т*. Примеси создают около ядрадислокации <<облака>> (см. 1.7), 
являющиеся одной из причин увеличения тт, т. е. уnро'Чnепи.вкристал­

лического материала. В этом случае движение дислокации возможно 

и при т*~ т~ Тт, когда приложенвое внешнее напряжение т еще не 
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может <<вырвать» ее из «облака» и перемещение происходит вместе с 

<<облаком>> благодаря диффузии образующих его атомов примесей. В от­

личие от практически мгновенно возникающей неупругой деформации, 

называемой nластичеспой и соответствующей движению свободных 

дислокаций, такое перемещение приводит к появлению и развитию 

во времени дефор.м.ации nолзучести и ускоряется с повышением 

температуры, увеличивающим скорость диффузии. Эти деформации 

являются количественной характеристикой явлений nластичности 

и nолзучести соответственно. 

Повышение температуры вызывает уменьшение концентрации ато­

мов примесей в каждом <<облаке» и более равномерное распределение 

их по объему кристалла, что уменьшает значение Тт. Однако при рез­

ком росте температуры Т такое перераспределение атомов примесей не 

успевает произойти и изменение т т запаздывает во времени t по сравне­
нию с установившимся значением т~(Т), соответствующим длительной 

выдержке при температуре Т. Это запаздывание в первом приближе­

нии можно описать уравнением 

* ( п; ) dтт о(Т) 
tтехр kвТ dt + Тт = Тт ' (1.22) 

г де t; - коэффициент, играющий роль постоянной времени процесса 

диффузии примесей; п; - энерги.н а'IСmивации этого процесса; kв -
постоянная Больц.мана. 

Другой причиной повышения предела текучести Тт по сравнению 

с напряжением Пайерлса т. являются препятствия движению дисло­

каций в виде узлов пространствеиной дислокационной сетки (см. 1.7). 
Для начала движения участка дислокации, -концы которого закрепле­

ны в узлах этой сетки, необходимо, чтобы с учетом (1.20) касательное 
напряжение составляло т;;;:: Ткр +т. = 2J.Lb./l +т., где J.L- .модуль сдви­
га; Ь. - модуль вe'ICmopa Бюргерса; l - средний размер ячейки сетки. 

Тогда, согласно (1.19), получим 

(1.23) 

где Рд -плотность дислокаций. Значение Рд можно увеличить в ре­

зультате предварительного пластического деформирования (наклепа) 

и соответствующей термической обработки, создав тем самым в кри­

сталле пространствеиную дис.nокационную сетку с меньшим средним 

размером ячейки. 

Однако зависимость Тт от Рд не .является монотонной (рис. 1.24). 
С уменьшением Рд значение Тт сначала понижается, а затем начи­

нает расти, так как строение кристалла приближается к идеально-
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Рд 

Рис. 1.24 

му (бездефектному), что характерно, 

например, для нитевидных кристаллов 

и некоторых кристаллических струк-

тур, полученных методами иаиотех­

иологий. Наличие примесей (легирова­

ние) способствует повышению Тт при 

одинаковых значениях Рд (штриховая 

линия на рис. 1.24). 
Повышение Тт происходит и в про­

цессе неупругого деформирования, так как часть вновь Образовавшихея 

дислокаций присоединяется к дислокационной сетке, увеличивая плот­

ность дислокации Рд и уменьшая средний размер ее ячеек. После снятия 

внешней нагрузки эти дислокации не исчезают, а остаются в составе 

дислокационной сетки. Поэтому при последующем нагружении (неза­

висимо от его направления) Тт возрастает, происходит uзomponnoe 

ynpoчnenue кристаллического материала. 

Препятствия движению дислокаций в виде включений примесей или 

разнородных компонентов многофазного сnлава-смеси также приводят 

к росту Тт. В таком случае, согласно (1.23), 

J.Lb* 
Тт-Т*=2z;-, (1.24) 

где lп -среднее расстояние между включениями в плоскости сколь-

жени я. 

Влияние температуры в (1.23) и (1.24) непосредственно сказывается 
лишь через модуль сдвига J.L, который изменяется в зависимости от 
температуры практически мгновенно. Однако изменение Т может 

привести к структурным изменениям в кристалле, которые также 

влияют на значение Тт· Например, при изменении Т меняются размеры 

включений примесей или фаз в сплавах и величина lп. Этот процесс 

связан со скоростью диффузии и развивается во времени, в связи с чем 

полное изменение Тт обычно запаздывает по сравнению с изменением 

Т, причем это запаздывание также можно описать при помощи (1.22). 
С повышением Т дислокации могут преодолевать препятствия сво­

ему движению при т< Тт. Благодаря тепловому возбуждению атомов 

дислокации освобождаются от закрепления в умах пространствеиной 

дислокационной сетки или же обходят препятствия в виде включений, 

что приводит к накоплению во времени деформации ползучести. 

В процессе неупругого деформирования кристалла перед препят­

ствиями образуются с~опдеии.н дисдо~аций, в которых возникают .м.и­

~роиапряжеиия т' (см. рис. 1.17), что также приводит к упрочнению 
кристаллического материала. Для дальнейшего развития мгновенной 
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пластической деформации необходимо увеличивать т. Зависимость 

между т' и пластической деформацией сдвига rp в системе скольже­
ния в первом приближении можно принять линейной (114]: 

т'= р' (Т)(р, (1.25) 

где 1-L'(T) -зависящий от Т поэффициеит уnро'Чиеии.11. 
После снятия внешней нагрузки (т= 0), если т'> Ткр +т*, то ис­

точншс Фраю~а - Рида, создающий скопление дислокаций в плоскости 

скольжения, начнет работать под действием напряжения т' в обратном 

направлении. При этом дислокации противоположного знака, порожда­

емые источником дислокаций, и дислокации в скоплении будут взаимно 

уничтожаться, что приведет к снижению т', и при т':::;:; Ткр +т* работа 
источника дислокаций прекратится. 

Ситуация, когда т'> Ткр +т*, может возникнуть при достаточно 
большой пластической деформации сдвига 'У· При малых значениях 1 
обычно т' :::;:; Ткр + т* и источник дислокаций после снятия внешней на­
грузки как бы запирает дислокации в скоплении перед препятствием, 

фиксируя значения остаточных микронапряжений т~ = т'. Это объяс­
няет два важных явления - auuэomponuoe уnро'Чиеиие кристалли­

ческого материала и эффепт Баушиигера, заключающиеся в том, 

что после предварительного пластического деформирования значение 

предела текучести увеличивается при повторном нагружении в том же 

направлении и уменьшается при повторном нагружении в противопо­

ложном направлении. Действительно, в первом случае источник дис­

локаций начнет работать при условии т'> Ткр +т*+ т~, а во втором -
при т'> Ткр +т*- т~. Таким образом, предел текучести возрастает 
на величину т~ в направлении предварительного пластического дефор­
мирования и на столько же падает в обратном направлении. Можно 

считать, что при этом проявляется память кристаллического матери­

ала. Он как бы помнит свою историю нагружения, причем ячейками 

памяти являются плоскости скольжения, а носителями информации­

дислокации в скоплениях перед препятствиями, создающие остаточное 

напряжение т~. 
С течением времени достигнутое при пластическом деформирова­

нии упрочнение материала снижается, происходит процесс частичного 

восстановления исходной структуры, называемый воэврато.м.. Этот 

процесс ускоряется при повышении температуры. При более высокой 

температуре, соответствующей процессу отжига материала [113], 
упрочнение полностью исчезает. 

Движение дислокаций в плоскости скольжения можно представить 

при помощи .м.ежаuu'Чеспого аналога (рис. 1.25, а). Перемещение и 
элемента с сухим трением пропорционально числу дислокаций, пора-
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а б 

Рис. 1.25 

ждаемых источником, что в конечном счете пропорционально пласти­

ческой деформации сдвига /р· Сила Р пропорциональна т, а сила Ртр 

трения и натяжение Р' пружины- значениям Тт и т' соответственно. 
На рис. 1.25, б приведена диаграмма Р- и, аналогичная диаграмме 

т- /р, которая характеризует поведение механического аналога и свой­

ства плоскости скольжения при повторном нагружении в различных 

направлениях (жесткость пружины в соответствии с (1.25) предпола­
гается постоянной). 

При быстром повьппении температуры в процессе пластического 

деформирования число дислокаций в скоплении перед препятствием 

остается прежним, но значение т', как и Тт, понижается пропорцио­
нально уменьшению коэффициентов упругости кристалла (для упруго­

изотропного кристалла - пропорционально уменьшению значения JL). 
При неизменном значении т число дислокаций в скоплении растет до 

тех пор, пока снова не будет выполнено условие 

т~ Тт(Т) +т'(Т) = Тт(Т) + JL1(T)/p, (1.26) 

учитывающее (1.25). 
С течением времени при повышенной температуре процесс выхода 

дислокаций из скоплений становится существенным вследствие пере­

ползания в параллельные плоскости скольжения (см. 1.7). В кристал­
лах с ГЦК-, ОЦК- и ГПУ-решетками благодаря наличию пересекаю­

щихся плоскостей скольжения есть и другой путь выхода дислокаций 

из скоплений и преодоления препятствий. Дислокации в скоплении рас­

щепляются (диссоциируют) и переходят в смежные плоскости скольже­

ния, таким образом покидая скопления и обходя пц.епятствия (рис. 1.26). 

Рис. 1.26 
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Расщепление дислокации (как и ее переползание) связано с тепло­

вым возбуждением атомов, необходимым для преодоления определенно­

го энергетического барьера, который характеризуется энергией акти­

вации П*. Вероятность осуществления расщепления или переползания, 

а значит, и скорость этих процессов пропорциональны ехр (- ~;). Но 
тепловое возбуждение само по себе не может вызвать направленно­

го перемещения дислокаций. Вероятность переползания дислокаций в 

свободную плоскость скольжения и обратно в скопление под действи­

ем только теплового возбуждения одинакова. Также одинакова веро­

ятность расщепления и объединения дислокаций. Преимущественная 

направленность процесса в таком случае определяется действу10щим 

на дислокаци10 касательным напряжением т д. 

Учесть влияние тд можно следу10щим образом. Когда дислока­

ция благодаря переползанию или расщеплени10 покидает скопление, 

его nотенциадьна.н энергия уменьшается на величину дП* = Vдтд, где 
Vд -коэффициент пропорциональности, называемый апmивацион­

ны.м объе.мо.м. Напротив, если дислокация появляется в скоплении, 

то его потенциальная энергия увеличивается на дП*. Таким образом, 

вероятность направленного процесса пропорциональна разности 

ехр(-П*-дП*)-ехр(-П*+дП*)=2ехр(- П* )sh Vдтд. (1.27) 
kвТ kвТ kвТ kвТ 

Этой же величине пропорциональны скорости процессов освобождения 

дислокаций из скопления и преодоления ими препятствий, связанные в 

конечном счете со скорость10 деформации подзу'Ч.ести. 

Для дислокации в скоплении значени10 Т д соответствует напряжение 

т', а для дислокации перед препятствием в виде пространствеиной дис­

локационной сетки или ряда включений- разность т- т'. При т> Тт 
скорость деформации ползучести определяется, главным образом, ско­

ростьJО выхода дислокаций из скоплений. Понижение т' в этом случае 
компенсируется дислокациями, которые попада10т в скопление при воз­

никновении мгновенной пластической деформации сдвига в плоскости 

скольжения. Если т< т т, то скорость деформации ползучести определя­

ется как процессом обхода дислокациями препятствий и освобождения 

от закрепления в узлах дислокационной сетки, так и процессом выхода 

дислокаций из скоплений, поскольку он влияет на значение т'. В этом 
случае даже при постоянных во времени t значениях т и Т скорость 
t( с) = dr / dt деформации сдвига при по.азу'Ч.ести изменяется до устано­
вившегася значения t~), т. е. до тех пор, пока не сравняются скорость 
обхода дислокациями препятствий и скорость выхода дислокаций из 

скоплений. 
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После снятия внешней нагрузки (т= О) при повышенной темпера­

туре продолжается движение дислокаций под действием остаточных 

микронапряжений. Дислокации покидают скопления, что приводит к 

рела-к:сации этих напряжений во времени. При этом снимается ани­

зотропное упрочнение кристаллического материала, исчезает эффект 

Баушингера, материал <<забывает>> свою историю нагружения, память 

материала как бы стирается. 

Таким образом, при выполнении условия (1.26), когда приращение 
мгновенной пластической деформации сдвига отсутствует, процессы в 

плоскости скольжения с учетом (1.27) можно описать системой диффе­
ренциальных уравнений 

-уСе)= v'Yexp(- k~~) sh Vд~Б;т'), } 

т' ( П* ) V. т' -у'=- ='У(с) -1./ ехр --- sh-д-, 
11' 'У kвТ kвТ 

(1.28) 

г де v'Y и v~ - коэффициенты пропорциональности, имеющие порядок 

наибольшей 'Частоты ~о.л,ебаний атомов в кристаллической ре-

шетке. 

Рис. 1.27 

Для отражения описанных процессов, развивающихся во време­

ни в плоскости скольжения, механический аналог, представленный 

на рис. 1.25, а, следует дополнить двумя нелинейными элементами 

вязкого трения (рис. 1.27). Один из них включен последовательно с 
пружиной и моделирует процесс выхода дислокаций из скопления, а 

второй - параллельна элементу сухого трения и моделирует процесс 

обхода дислокациями препятствий. 

1. 9. Микромеханизмы разрушения._ 
кристаллических тел 

Твердые -к:ристалличес-к:ие тела разделяют на хрупкие и пластич­

ные в зависимости от характера их разрушения и значения пласти­

чес-к:ой дефор.м.ации, накопленной к моменту разрушения. Но характер 

разрушения не определяется однозначно свойствами кристаллического 

материала, а зависит от вида напряжеююго состояния и от истории 
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нагружения. Например, известны эксперименты, проведеиные с образ­

цами из мрамора [119], когда при одноосном сжатии разрушение носило 
хрупкий характер, а при дополнительном наложении всестороннего да­

вления разрушение происходило после значительного пластического де­

формирования. В то же время металлы, которые в условиях одноосного 

растяжения имеют большие удлинения при разрыве, при напряжен­

ном состоянии, близком к всестороннему растяжению, разрушаются 

как хрупкие тела без заметного пластического деформирования. 

Если разрушен.ие происходит после существенного пластическо­

го деформирования, то его называют внз'lш.м [119]. Такое разрушение 
растягиваемого образца кристаллического материала связано с умень­

шением поперечного сечения и ростом истинных напряжений до тех 

пор, пока процесс равномерного накопления неупругой дефор.мации не 

перестанет быть устойчивым. Тогда у образца появляется так назы­

ваемая шейка, в зоне которой возникает напряженное состояние типа 

всестороннего растяжения, зарождается и развивается трещина и про­

исходит разрыв образца [82]. При распространении трещины в матери­
але пластическая деформация локализована вблизи вершины трещины. 

Поэтому непосредственно процесс распространения трещины не приво­

дит к заметному пластическому деформированию образца в целом. 

Напряженное состояние типа всестороннего растяжения можно со­

здать в растягиваемом образце искусственно, например путем тонкого 

надреза, имитирующего трещину. Тогда такой образец может разру­

шиться при наличии лишь локальных пластических деформаций в зоне 

надреза. Этот вид разрушения следует отнести к a;pynno.мy, а точ­

нее- к пвазиzруnпо.му [119]. 
При любом виде разрушения кристаллических материалов условия 

его протекания связаны с процессами образования 

щин. Микромеханизм зарождения трещин может 

быть различным. Одной из причин возникновения 

микротрещин является образование скоплений ва­

кансий в кристадли-ческой решетке. Этот микро­

механизм может действовать даже при отсутствии 

внешней нагрузки. Вакансии вследствие диффузи­

онного движения стремятся объединиться в дис­

кообразное скопление, которое в частном случае 

можно представить как замкнутую петлю краевой 

дислокации (рис. 1.28). 

и развития тре-

_,_ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

т 

Рис. 1.28 

Источником зарождения микротрещин в кристаллах служит так­

же скопление дислокаций в плоскости скольженил перед препятстви­

ем (см. 1.1). Каждая от дельно взятая краевая дислокация может 
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рассматриваться как потенциальный источник образования микротре­

щины. Действительно, лишний слой атомов, вдвинутый в кристал­

лическую решетку, как бы расклинивает ее, вызывая напряженное 

состояние типа всестороннего растяжения (см. рис. 1.12), которое спо­
собствует разрыву межатомных связей и раскрытию микротрещины. 

В скоплении перед препятствием (рис. 1.29, а) поля .м,их;роиапр.нжеиий 
от всех дислокаций суммируются. При значительном внешнем каса­

тельном напряжении т число дислокаций в скоплении может стать 

настолько большим, что растягивающее напряжение в зоне перед пре­

пятствием превысит прочность межатомных связей и тогда образуется 

клиновидная микротрещина (рис. 1.29, 6). При этом дислокации в скоп­
лении получат свободу перемещения и часть их, дойдя до края микро­

трещины, выйдет на образовавшуюся свободную поверхность, вызвав 

раскрытие микротрещины в результате сдвига частей кристалла, рас­

положенных выше и ниже плоскости скольжения. 

_ _t_ --- -L -- _.J...--L-. -т 
а 

nb. 

~~~~~~3 
б 

Рис. 1.29 

Клиновидная микротрещина будет находиться в равновесии с по­

лем микронапряжений в скоплении, если ее длина L ~ п2 Ь*, где n­
число дислокаций с модулем ве-ктора Бюргерса Ь*, вошедших в по­

лость микротрещины [89]. Значение n пропорционально общему числу 
дислокаций в скоплении перед препятствием, которое, в свою оче­

редь, линейно зависит от т и длины скопления, т. е. от расстояния 

между препятствиями, тормозящими движение дислокаций. Такими 

препятствиями могут быть границы кристаллических зерен и блоков, 

включения примесей и т. п. Поэтому для кристаллических тел с мень­

шими размерами зерен и частым расположением включений примесей 

следует ожидать (при прочих равных условиях) зарождения микротре-

щип с меньшими значениями L. ." 
Наряду с рассмотренными схемами предложено много других схем 

дислокационного механизма зарождения микротрещины, причем не­

которые из них имеют экспериментальное подтверждение [149]. Не­

которое увеличение объема кристаллических тел при пластическом 

деформировании (пластическом разрыхлении) косвенно подтверждает 

этот механизм, так как само по себе пластическое деформирование 

кристаллов не вызывает изменения объема. Это увеличение объема ис-
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чезает после термической обработки благодаря релаксации остаточных 

микронапряжений в скоплениях дислокаций (см. 1.8) и захлопыванию 
микротрещин. 

Вершина микротрещины является концентратором напряжений, 

что может привести к дальнейшему увеличению ее длины. Процесс 

развития трещины в наиболее простом варианте для линейно-упругого 

изотропного материала был рассмотрен А. А. Гриффитсом [107]. При 
одноосном растяжении напряжением u полосы единичной толщины из 
материала с .м.оду.л.е.м. продо.л.ьной упругости Е объе.м.нал п.л.отность ее 

0'2 
потенциа.л.ьной энергии будет равна Е. Пусть в полосе перпендику-

у 2 у L у 
лярно деиствующему напряжению возникла трещина длинои , малои 
по сравнению с шириной полосы (рис. 1.30). Появлещrе трещины при­
ведет к перераспределению напряжений: они увеличатся у ее краев и 

уменьшатся до нуля на свободной поверхности трещины. Потенциаль-
1Г L2 u2 

ная энергия полосы в целом понизится. Уменьшение П* = 4 2Е потен-
циальной энергии можно найти из решения задачи теории упругости о 

растяжении достаточно широкой полосы с поперечной трещиной [119], 
т. е. материал полосы в пределах заштрихованной на рис. 1.30 площади 
круга диаметром L как бы разгружается. 

t t t t t t t t t t t t О' 

Рис. 1.30 

Отсюда следует, что с увеличением L запас потенциальной энер­
гии в полосе быстро уменьшается, т. е. процесс развития трещины мог 

бы протекать самопроизвольно. Однако образование свободной поверх­

ности трещины связано с затратами энергии И s на единицу площади 
этой поверхности. Эта энергия аналогична энергии поверхностного на­

тяжения жидкости. Если длина трещины увеличивается на дL, то 

затрачивается энергия 2U s дL. При этом потенциальная энергия по-
1ГL u2 

ласы уменьшается на дП* = Т Е дL. При дП* > 2U s дL трещина 
будет самопроизвольно расти. Из условия дП* = 2U s дL можно найти 
критическую длину 

ИвЕ 
Lкр = 8--2-, 

1r0" 
(1.29) 
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при которой трещина еще может находиться в равновесии при напря­

жении а. 

Если среди микротрещин в кристаллическом материале есть такие, 

для которых L > Lкр, то возникают необходимые условия для их роста 
и последующего разрушения материма. Рассмотренный подход при­

водит к понятию масштабного эффекта при разрушении. Вероятность 

появления микротрещин длиной L > Lкр в теле больших размеров вы­
ше, чем в теле малых размеров. Поэтому крупные детали при прочих 

равных условиях обычно разрушаются при меньших напряжениях, чем 

мелкие. Для кристаллических тел с зернами малых размеров вероят­

ность разрушения меньше, чем для крупнозернистых. 

Вся трудность практического приложения теории Гриффитса со­

стоит в определении поверхностной энергии И s. Эта теория подтвер­
ждается экспериментами для стекла и других твердых а.м.орфных тед, 

которые можно рассматривать как весьма вязкие жидкости (см. 1.4). 
В таких телах, являющихся в обычных условиях хрупкими, развитие 

трещины не вызывает возникновения пластической деформации вблизи 

ее вершины. Поэтому в качестве Иs можно принять энергию поверх­

ностного натяжения. 

Хорошее совпадение теории с экспериментом имеет место также 

для тех кристаллических материалов, у которых при распространении 

трещины происходит расщепление кристаллической решетки без за­

метного пластического деформирования. К таким материалам относят­

ся кристаллические тела без дефектов (в частности, без дислокаций), 

а также жаростойкие неметаллы, имеющие кристаллы с ионной или 

х:овадентно'й связью (например, Аl2Оз, SiC, SiзN4). В таких случаях 
значение И s можно оценить как работу, затрачиваемую на расщепле­
ние кристаллической решетки, т. е. на разрыв межатомных связей. Эта 

работа пропорциональна энергии взаимодействия атомов в кристалли­

ческой решетке в точке перегиба кривой П*(r) на рис. 1.6, если эту 
энергию отсчитывать от минимального значения при r = ro. 

В кристаллах металлов вблизи вершины трещины существует об­

ласть, в которой возникает пластическая деформация. Эта область при 

развитии трещины движется вместе с ее вершиной, поэтому все новые 

объемы материала пластически деформируются, а зq;гем разгружают­

ся. При этом совершается необратимая работа, которая существенно 

увеличивает общую поверхностную энергию И s, но теоретически опре­
делить ее значение довольно трудно. Выяснить это можно при проведе­

нии эксперимента со стандартными образцами с надрезами и с заранее 

созданными трещинами фиксированных размеров, в котором значение 

И s может быть определено как константа данного материала [119]. 
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С понижением температуры преде.л. те,.у-чести металлов повышает­

ся, а сопротивление кристаллической решетки расщеплению остается 

практически постоянным. Поэтому развитие трещин в кристаллах 

металлов при пониженной температуре протекает с менее развитой 

пластической деформацией, значение И s уменьшается и при заданном 
значении ст в соответствии с (1.29) снижается Lкр, т. е. могут <<ожить» 
и начать развиваться более мелкие трещины. Даже при одноосном ра­

стяжении металлический образец в условиях низких температур может 

разрушиться ( проявить хладноломкость) еще до появления заметных 
пластических деформаций. В меньшей мере хладноломкости подверже­

ны металлы с гранецентрированной кубической решеткой (например, 

медь, алюминий и сплавы типа твердых растворов на их основе), так 

как в кристаллах этого типа много систем. сх;о.л.ьжени.н, позволяющих 

этим кристаллам сохранять высокую пластичность и при низких тем­

пературах. 

С повышением температуры для большинства металлов предел 

текучести понижается и разрушению растягиваемого образца пред­
шествует значительная пластическая деформация и образование так 

называемой шейки, поскольку вследствие увеличения И s лишь для 
достаточно большого напряжения ст выполняется условие L > Lкр, ко­
торое реализуется только при существенном уменьшении поперечного 

сечения образца в зоне шейки. Однако для образцов из низкоуглеро­

дистых сталей при температуре 500 ... 650 К удлинение при разрыве 
заметно снижается. Этот эффект, получивший название синеломко­

сти, связан с особенностями диффузии атомов углерода в кристал­

лической решетке железа, препятствующих движению дислокаций и 

повышающих предел текучести, но не влияющих на распространение 

трещин. 

При дальнейшем повышении температуры на разрушение метал­

лов начинает влиять длительность нагружения. Вследствие диффузии 

дефектов кристаллической решетки (в частности, диффузии вакансий 

к краям микротрещин и к поверхностям пор на границах кристалли­

ческих зерен и включений примесей) трещины и поры, для которых 

L < Lкр, растут во времени до тех пор, пока их размер не превысит 
критический и процесс разрушения не начнет быстро прогрессировать. 

С ростом температуры скорость диффузионных процессов также ра­

стет (см. 1.7) и при постоянной нагрузке время до разрушения образца 
уменьшается. При заданной температуре большим значениям ст, со­

гласно (1.29), соответствуют меньшие значения Lкр, т. е. необходимое 
условие L > Lкр разрушения выполняется за более короткий промежу­
ток времени. 
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При работе материала в условиях знакопеременных нагрузок воз­

можны образование и рост трещин даже при сравнительно малых 

напряжениях, что приводит к усталостиому разрушению. В силу не­

однородности распределения напряжений в поликристаллическом ма­

териале в отдельных зернах активизируются наиболее благоприятно 

расположенные системы скольжения, в которых движение дислокаций 

происходит при сравнительно низком уровне действующих внешних на­

грузок. В таких системах образуются устойчивые полосы скольжения, 

в которых при знакопеременном и неравномерном по объему зерна сдви­

ге возникают поры, а также выступы и впадины на границах зерен и 

включений примесей. Это один из возможных механизмов зарождения 

микротрещин, которые по мере увеличения числа циклов нагружения 

постепенно растут до тех пор, пока не будет выполнено необходимое 

условие L > Lкр разрушения или же пока микротрещины не сольют­
ся в магистральные трещины, нарушающие целостность образца-или 
детали. На рис. 1.31 [119] приведены зависимости относительной ам­
плитуды 0'/0'-1 изменения напряжения в алюминиевом образце при 

симметричном цикле нагружения (О' -1 - условный предел выносли­

вости, определенный на базе 2 ·107 циклов) от числа циклов Nц для 
различных этапов развития усталостиого разрушения: 1 - появле­

ние первых следов пластической деформации в зернах; 2 - появление 

первых микротрещин, обнаруживаемых при помощи электронного ми­

кроскопа; 3 - начало объединения микротрещин в трещины, видимые 

под оптическим микроскопом; 4 - появление первой визуально на­

блюдаемой трещины; 5 - разрушение. Существует так называемый 

физический предел выносливости (штриховая линия на рис. 1.31), ни­
же которого при любом Nц не наступает ни один из этапов процесса 

усталостиого разрушения. При определенных условиях в результате 

упрочнени.н .м.атерuала вблизи вершины трещины или торможения рас­

пространения трещины у границ зерен и включений примесей рост 
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трещины может прекратиться или существенно замедлиться, что по­

вышает сопротивляемость усталости и увеличивает долговечность де­

талей, подверженных знакопеременному нагружению. 

Влияние температуры на сопротивление усталости зависит от мно­

гих факторов и неоднозначно для различных кристаллических мате­

риалов. С повышением температуры на микромеханизм образования 

и роста усталостных трещин накладываются диффузионные процес­

сы, особенно около границ зерен и включений примесей. Микроме­

ханизм усталостиого разрушения существенно усложняется в случае 

переменных тепловых воздействий (теплосмен), когда взаимодейству­

ют процессы циклического упрочнения материала, повышающие его 

долговечность, и процессы термического разупрочнения и накопления 

повреждений при повышенных температурах [29, 133]. 



·2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

Построение математических моделей механических взаимодействия 

и движения материальных тел, которые допустимо считать абсо.л.ют­

'IЮ твердыми, базируется на основных положениях теоретической меха­

ники. В своем классическом варианте, заложенном еще Г. Галилеем и 

И. Ньютоном, она описывает такие взаимодействие и движение, опира­

ясь на понятие силы, тогда как добавление к описанию энергетических 

характеристик составляет содержание ее раздела - аналитической 

механики [72]. Подчинение этих характеристик основным приици­

па.м аиалитичеспой .мехаиипи, т. е. таким общим утверждениям, 

из которых остальные положения вытекают как логические следствия, 

позволяет построить наиболее общие модели поведения (равновесия и 

движения) механических систем [78]. 

2.1. Основные понятия и определения 

В аналитической механике под .материальной системой пони­

мают совокупность .материальных точеп - малых частиц, имею­

щих массу, но не имеющих объема, - положение или движение каждой 

из которых зависит от положения или движения остальных матери­

альных точек этой совокупности. Основной единицей измерения массы 

является килограмм (кг). 

Говорят, что определена поифигурация материальной системы, 

если установлено соответствие материальных точек системы и точек 

пространства в выбранной систе.ме -к:оординат. Конфигурацию назы­

вают иачальиой, если она определена в начальный момент времени. 

Конфигурацию, определенную в последующие моменты времени, назы­

вают аптуальиой. 

Модель абсо.ttютио твердого тe.tta- это совокупность матери­
альных точек, остающихся на неизменных расстояниях друг от друга. 

Мысленно эту ситуацию можно обеспечить с помощью лишенных мас­

сы нерастяжимых стержней, соединяющих эти точки. В общем случае 

материальная система может включать как абсолютно твердые тела, 

так и совокупность материальных точек с изменяющимися между ними 

расстояниями. 
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Устройства в виде стержней, нитей, шарниров и других тел, накла­

дывающие ограничения на положения и/или скорости материальных 

точек, называют свнзн.ми. Положение в пространстве в момент вре­

мени t материальной точки М, (с;= 1, N) материальной системы, состо­
ящей из N материальных точек, можно задать радиус-ве",.торо.м. x<')(t) 

с проекциями xi')(t) ('i = 1, 2, 3) на оси пр.а.м.оуго.л.ьной систе.м.ы ",.оор­
динат Ох1х2хз. Основной единицей измерения модуля радиус-вектора, 

расстояния между материальными точками, их координат и переме­

щений является метр (м), а основной единицей измерения времени -
секунда (с). 

При отсутствии связей в материальной системе число стеnеней 

свободы материальной точки совпадает с числом ее координат x~')(t), 
однозначно определяющих ее положение в пространстве. Поэтому для 

такой системы в целом это число будет равно ЗN. 

Если при наличии связей накладываемые ими ограничивающие 

условия на положения материальных точек системы можно привести 

к виду 

fv(x(l), ... , x(r;), ... , x(N), t) =О, 1J = 1, Nc, (2.1) 

то говорят о голоно.мных связях, называемых также позиционными 

или геометрическими. Если равенства (2.1), в которых t считают пара­
метром, не зависят друг от друга, то Nc ~ ЗN и число степеней свободы 
системы n = ЗN - Nc. Случаю Nc = ЗN соответствует движение систе­
мы во времени по заранее заданному закону. Неголоно.мные (кине­

матические) связи, не сводящиеся интегрированием по времени к виду 

(2.1), выражают зависимости не только между координатами матери­
альных точек системы, но и между их скоростями v<') = dx(r;) /dt = ±<'). 
При наличии N~ неголономных связей n = ЗN - Nc - N~. Голономвые 
связи называют стационарными или сплероно.мны.ми, если время 

t не входит в (2.1). Зависящие от времени связи называют несmацио­
нарны.ми или реоно.мны.ми. 

При наличии Nc голономных связей положение в пространстве 

материальной системы, состоящей из N материальных точек, можно 
однозначно определить набором из К = ЗN - Nc любых независимых 
величин qk (k = 1, К), называемых обобщенными поординаmа.ми. 

Ими могут быть К из ЗN координат xi') материальных точек, если 
относительно этих К координат удается разрешить систему (2.1), 
однако такой способ обычно мало пригоден [84]. Более эффективен 

такой выбор обобщенных координат, который позволяет упростить 

построение зависимостей вида 

(r;) - (r;)( t) х -х q1, ... ,qk, ... ,qк, . (2.2) 
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Подстановка (2.2) в (2.1) должна обращать последние в тождества, и 
при построении математической модели материальной системы отпа­

дает необходимость использовать (2.1). 
При движении материальной системы ее обобщенные координаты 

изменяются во времени. Величины Qk = dqk/dt и iik = d2qkfdt2 назы­
вают обобщенньмси споросm.нми и обобщенными успоренuJiми 

соответственно. Далее полагаем функции (2.2) дважды непрерывно 
дифференцируемыми по всем своим аргументам. Тогда с учетом прави­

.л.а су.м..м.ированил по одина?Совы.м. латинским инде?Сса.м., используемого 

далее без дополнительного упоминания, можно записать 

(2.3) 

а для вектора ускорения материальной точки М,-

Ясно, что в случае стационарных связей в (2.3) дх(') jдt =О, а в (2.4) 
д2 х(') /дt2 =О и д2х(е;) /(дqkдt) =О. 

Единицами измерения модулей векторов скорости и ускорения явля­

ются м/с и мjс2 соответственно. Так как в качестве обобщенных 
координат могут быть выбраны величины, имеющие различный гео­

метрический смысл (расстояния, длины дуг, углы, площади, объемы), 
а в некоторых случаях и не имеющие непосредственного геометрическо­

го толкования, то различны и единицы их измерения, а также единицы 

измерения обобщенных скоростей и ускорений. 

Для материальной системы с голономными связями обобщенные 

скорости независимы и произвольны, поэтому задание значений обоб­

щенных координат не позволяет предсказать поведение системы в по­

следующие моменты времени. Одновременное задание всех обобщенных 

координат и обобщенных скоростей системы дает возможность пред­

сказать ее дальнейшее движение. 

2.2. Кинематика абсолютно твердоГо тела 

Поведение многих технических устройств можно описать при по­

мощи математических моделей абсо.л.ютно твердого те.л.а или систем 

этих тел. При изучении движения такого тела в пространстве наряду 

с инерцuаАьной nря.м.оуго.л.ьной систе.м.ой ?Соординат Ох1х2хз (не­
подвижной или движущейся прямолинейно с постоянной скоростью) 
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с репером ei (i = 1, 2, 3) используют и подвижную систему коорди­
нат О'х~х2х~ (в общем случае неинерциальную), жестко связанную 
с данным телом, в которой координаты любой точки тела остаются 

неизменными. Положение последней системы задают радиус-в ех:тор 
~ r'(t) = 00 и элементы сщ .м.атрицы А поворота репера, определя-

ющей ориентацию репера е~= aijej (i, j = 1, 2, 3) системы координат 
О'х~х2х~ относительно репера системы координат Ох1Х2Хз (см. Пl.l). 

В начальном положении тела эти системы координат обычно при­

нимают совпадающими, а переход к текущему положению системы ко­

ординат О'х~ х2х~ осуществляют тремя последовательными поворотами 
ее осей, определяемыми тремя эй.л.еровы.м.и уг.л.а.м.и, и затем переносом 

точки О' в соответствии с вектором r' (см. Пl.l). В текущем поло­
жении тела введем еще систему координат О'хtХ2Хз, полученную из 

системы Ох1х2хз ее параллельным переносом в точку О' и поэтому 
имеющую тот же репер ei (рис. 2.1). 

Рис. 2.1 

Положение произвольной точки М тела можно задать либо соста­

вляющими Xi радиус-вектора ж в системе координат Ох1х2х3 , либо 

составляющими х~ радиус-вектора ж' в системе О'х~х2х~, либо соста­
вляющими ri радиус-вектора r в системе О'х1х2хз, причем, согласно 
(П1.4), ж'= Ar. Связь между этими радиус-векторами определяет со­
отношение 

ж = r' + r = r' +А - 1 ж' = r' +А т ж', (2.5) 

поскольку А - 1 =А т (см. Пl.l). 
Дифференцируя по времени t левую и правую части (2.5) и учиты­

вая, что радиус-вектор ж' произвольной точки тела не зависит от t, для 
вектора скорости v* этой точки получаем 

dж о * о 1 л· т 1 1 л· ТА 
--;Jj=ж=v =r + ж =v + r, (2.6) 
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где v' = r'- вектор скорости точки О' относительно точки О. Так как 
А т А= А -l А= Е, где Е- единичная матрица третьего порядка, то 
·т т· ·т т т· ·т 
А А= -А А. Поскольку (А А) =А А, заключаем, что матрица А А 

кососимметрическая и для нее можно ввести обозначение 

-wз 

о 

·т 
Тогда А Ar =(А) х r и вместо (2.6) запишем 

v* = v' +(А) х r, (2.7) 

где (А) - вектор угловой спорости вращения тела. Дифференци­

рованием (2.5) по времени t можно также получить v* = v' + r и из 
сопоставления с (2. 7) записать 

(2.8) 

Вектор ускорения произвольной точки тела находим, дифференцируя 

(2.7) по t и учитывая (2.8): w* = v = v' + w х r +(.А) х r = w' + € 0 х 
х r +(.А) х ((.А) х r), г де w' = v' - вектор ускорения точки О', € 0 = w -
вектор углового ycпopeп'UJl. 

Если материальное тело не является абсолютно твердым, а предста­

вляет собой систему .м.атериа.п.ьных mо'Чех: с заданными уравнениями 

связей, то при движении такой системы радиус-вектор х', определя­

ющий положение пекоторой материальной точки в системе координат 

О'х~х~х~, в общем случае будет зависеть от времени t. Теперь с учетом 
(2.8) запишем 

. А·т' Ат., r= х + х =(A)Xr+vr, (2.9) 

где Vr = А т х' - вектор отпосительпой спорости материальной 
точки относительно системы координат О'х~х~х~, но с компонентами, 
определенными в системе координат Ох1х2х3 . Тогда вместо (2.7) для 
вектора Va абсолютпой спорости этой точки получим 

(2.10) 

где Ve = v' +(.А) х r- вектор ее nерепоепой спорости. 

Относительную скорость Vr в (2.9) можно рассматривать как ло­
кальную производную радиус-вектора 3;1 по времени при условии, что 

ориентация ортов системы координат О'х~х~х~ остается неизменной в 
·т 

пространстве, т. е. матрица А является нулевой. Заменив в (2.9) r на 
Vr, запишем 

(2.11) 
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где Wr = А т х' - локальная производпая вектора Vr по времени, явля­
ющаяся вектором относительного ycnopeни.ll материальной точки 

относительно системы координат О'х~х~х~, но с компонентами, опре­

деленными в системе координат Ох1х2хз. Дифференцируя (2.11) по t и 
учитывая (2.9) и (2.11), находим вектор Wa абсолютного успорени.ll 

этой точки: 

Wa = Va = v' + ~ х r +(А) х r + Vr = w' + € 0 х r + 
+(А) Х ((А) Х Т+ Vr) +(А) Х Vr + Wr = We + Wr + Wc, (2.12) 

где We = w* = w' + € 0 х r +(А) х ((А) х r) - вектор nереносног о ycno­
peни.ll этой точки; Wc = 2(А) х Vr- вектор пориолисова (или поворот­

ного) ycnopeни.ll этой точки. 

Равенства (2.10) и (2.12) выражают теоремы сложения скоростей и 
ускорений материальной точки. 

2.3. Основные динамические величины 
материальной системы 

При изучении движения .м.атериадьной системы важное значение 

имеют понятия и величины, характеризующие распределение масс в 

этой системе. Простейшее из таких понятий- центр инерции (или 
центр .масс)- геометрическая точка, положение которой определяет 

радиус-вектор 

(2.13) 

N 
где т*= 2: т,- масса системы, состоящей из N материадьных то-

<;=1 
'Чек; т, - масса материальной точки с номером ( = 1, N; :z:(r;) -

радиус-вектор материальной точки в прямоугодьной системе коорди­

нат Ох1 х2х3 . При движении системы материальных точек положение 

центра инерции изменяется не только по отношению к этой системе 

координат, но и по отношению к материальным точкам этой системы. 

Для абсодютно твердоготеда массой т* 

1 N 
хс = r' +х~ = r' + -* l:т,х'('), 

т <;=1 

где r' - радиус-вектор начала системы координат О'х~х~х~, жестко 
связанной с телом; х~,- радиус-вектор центра инерции в этой системе 
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координат, остающийся в ней неизменным; х'(с;)- заданный в системе 
координат О'х~х~х~ радиус-вектор принадлежащей телу материальной 
точки массой те;. 

Пусть О - начало инерциальной прямоугольной системы коорди­

нат Ох1х2хз. Мо.м.ен.m uн.epцuu материальной системы относительно 

оси О А, направленной по орту е, определяют соотношением 

N N 

Jол = L т.,h~ = L т, (lx(c;) 12 - (е· х<">) 2 ), (2.14) 
c;=l c;=l 

где h.,- расстояние материальной точки с номером'"= 1, N до оси ОА. 
Единицей измерения момента инерции является кг · м2 . 

Учитывая свойства операций умножения векторов (см. Пl.l) и 
т - т ........ 

равенство е · 12 ·е= 1, где (·) - симвод транспонированш, l2 -

едини-чный тензор второго ранга, можно записать 

lx(c;)\ 2 - (е· х(с;)) 2 =е т ·lx(c;)I2I2 ·е- (е· ж('))( е· х(~")) = 

=е т· (lx(c;) I2I2- х(с;) 0 х<">) ·е. 

т ~ 

Тогда (2.14) примет вид квадратичной формы Jол =е ·Jo ·е, образо-
ванной тензоро.м. второго ранга 

N 

Jo = 'Lт.,(lx(c;)\2I2- х(с;) ®х<">), (2.15) 
c;=l 

определенным для точки О и называемым mен.зоро.м. uн.epцuu мате­

риальной си~темы в этой точке. 

Тензору J о можно сопоставить симметрическую матрицу 

N 

J . - J··-~т х(с;)х(с;) 
~j - Jt - ~ с; i j ' i, j = 1, 2, 3, 

c;=l 

диагональные элементы которой 

N N 

J1 = 'Lт.,((х~'))2 + (х~")) 2 ), J2 = 'Lт,((х~'))2 + (xi'))2), 
c;=l c;=l 

N 

Jз = L т.,((хi"))2 + (х~"))2) 
c;=l 
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являются моментами инерции Ji относительно координатных осей Oxi, 
а взятые с обратным знаком внедиагональные элементы- центробеж­

ными моментами инерции. 

При движении системы материальных точек компоненты тензора 

инерции изменяются вследствие изменения расположения этих точек 

по отношению к припятой координатной системе и их взаимного рас­

положения. Тензор инерции абсолютно твердого тела, определенный 

в системе координат, жестко связанной с этим телом, ·при движении 

остается неизменным. 

Тензор инерции в силу его симметричности можно привести к глав­

ным ocJCM инерции. Диагональные компоненты тензора J, приведеи­
ного к таким осям, называют главными моментами инерции. 

Материальная точка массой m,, двигаясь со скоростью v<•), имеет 
пинеmичеспую энергию к;= (m,/2)v<•) · v<•), измеряемую в джо­
улях (Дж= кг· м2 jc2). Система из N материальных точек обладает 
кинетической энергией 

1 N 1 N 
К*= 2 L m,v<•). v<•) = 2 L:m,lv(')12. 

<;=1 1 <;=1 

(2.16) 

Если подставить (2.3) в (2.16) и ввести обозначения 

k,m=1,K, 

гдеК-число обобщенных сх:оростей tlk системы материальных точек, 
то получим 

К* = К0 +К{+ К2. (2.17) 

В случае стационарных связей выбирают обобщенные х:оординаты Qk 

так, чтобы время t явно не входило в (2.2). Тогда Bk =О и К0 =О 
и кинетическая энергия системы, подчиненной стационарным связям, 

будет являться квадратичной формой обобrценных скоростей в виде 

к* 1к .. = 2 kmQkQm· 

Как следует из определения (2.16), кинетическая энергия всегда не­
отрицательна (К*= О лишь при условии v<•) =О,<;= 1, N). Поэтому в 
случае стационарных связей матрица, образованная из элементов Kkm, 

k, т= 1, К, является положительно определенной. Можно показать [78], 
что в случае нестационарных связей слагаемое К2 в (2.17) остается 
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положительно определенной квадратичной формой обобщенных скоро­

стей. 

Если материальная точка с радиус-вектором х(с;) в системе коорди­
нат Ох1х2хз принадлежит абсолютно твердому телу, сохраняющему 
при своем движении точку О неподвижной, то, используя (2.7) при 

т ~ 2 
v' =О, с учетом равенства w · l2 · w = lwl , где w - вектор уг.л,о-
вой скорости вращения тела, и свойств операций умножения векто­

ров (см. Пl.l), запишем 

v(c;) · v(c;) = (w х х(')) · (w х х(')) = w · (х(с;) х (w х х('))) = 

= lwl2 lx(c;) 1
2 - (w · х(')? = wт · (lx(')I2I2- х(с;) ® х(')) · w. (2.18) 

Подставляя этот результат в (2.16) и учитывая (2.15), для рассматри-
1 т ~ 

ваемого тела находим кинетическую энергию К*= 2w · Jo · w. 
В общем случае движения абсолютно твердого тела для принад­

лежащей ему материальной точки с радиус-вектором r(c;) в системе 
координат О'х1х2хз (см. рис. 2.1), движущейся вместе с телом со ско­
ростью v', в соответствии с (2.7) и с учетом (2.18) запишем 

v(c;) ·v(c;) = (v' +w х r(')) · (v' +w х r(')) = 
= lv'l 2 + (w х r(c;)) · (w х r(c;)) + 2r' · (w х r(c;)) = 

= lv'l 2 + 2( v' х w) · r(c;) + wт · (lr(c;) I2I2- r(c;) ® r(c;)) · w. 

Подставляя это выражение в (2.16) и учитывая (2.13) и (2.15), получаем 
1 т ~ 

К* = 2(m*lv'l2 +2M(v' х w) ·rc+w ·Jo, ·w), где rc- радиус-вектор 

центра инерции тела в системе координат О'х1х2хз, Jo, - тензор 
инерции тела относительно точки О'. 

Если поместить начало системы координат О'х1х2хз (см. рис. 2.1) в 
центр инерции материальной системы, имеющий в системе координат 

Ох1х2хз радиус-вектор хс = r', т. е. rc =О, то положение материальной 
точки массой m., будет определяться радиус-вектором х(с;) = хс + r(c;), а 
вектор скорости этой точки, согласно (2.10), будет равен v~c;) = vc +.;.(с;), 
где vc = хс- вектор скорости центра инерции системы. Тогда для 

кинетической энергии запишем 

Поскольку 
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в итоге получим 

Вектор, равный произведению массы т, материальной точки и 

вектора v(c;) ее скорости относительно неподвижной системы коорди­
нат Ох1 х2хз, называют полu'Чесmво.м движенuJС этой точки Q~c;) = 
= т,v(с;). Единица измерения модуля этого вектора- кг· мjс. С учетом 
(2.13) главный вenmop поли'Чесmва движенuJС материальной си­
стемы 

N N 
Qv = '2:.: т,v(с;) = '2:.: т,х(с;) = т*хс = т*vс. (2.19) 

<;=1 <;=1 

Момент поли'Чесmва движенuJС материальной точки относи­

тельно точки О, называемый также пинеmи'Чеспи.м .моментом, 

равен L~) = :z:(c;) х т,v(с;). Единицей измерения модуля этого векто­
ра является кг· м2 jс. Определим главный .момент поли'Чесmва 
дв·иженuJС материальной системы в целом с учетом (2.10) и (2.13) и 
преобразований, аналогичных ( 2.18): 

N N 
Lo = l:x(c;) х т,v<') = l:(r' +r(')) х т,(v' +"-' х r+v~')) = 

<;=1 <;=1 

N 

= r' х т*(v' + "-' х rc) + rc х т*v' + '2:.: r(c;) х т,("-' х r<'))+ 
<;=1 

N 

+ '2:.: r(c;) х т,v~"-) = r' х Q~e) +тех т*v' + Jo, · "-' + Lg}, 
<;=1 

где Q~e) =т* ( v' + "-' х те)- главный вenmop nереносног о поли'Че­
N 

сmва движенuJС; Lg} = l::.:r(c;) х т,v~') -главный момент количеств 
<;=1 

относительного движения материальных точек относительно точки О'; 
(с;) u u 

Vr - отиосите.льиая сх:орость материальнои точки маесои т,. 

Если материальная система является абсолютно твердым телом, а 

оси системы координат О'х~х~х~ (см. рис. 2.1) жестко связаны с ним, 

то Vr =О, Qv = т*(v' +"-' х х~) и Lo = r' х Qv +х~ х т*v' +Jo, ·"-', 
где х~- радиус-вектор центра инерции в этой системе координат. 
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2.4. Работа и потенциальная энергия 
материальной системы 

Вектор ди любого бесконечно малого перемещения .м.атериа.ttьной 

точtси, допускаемого наложенными на нее в фиксированный момент 

времени t свлзл.м.и, называют возможным nеремещением. В nрл­

.м.оуго.ttьной систе.м.е tсоординат Ох1х2хз оно совпадает с вариацией 

дж радиус-веtстора этой точки. Используя (2.2), можно записать дж= 
дж --

=-д дqk, k = 1, К, где qk - вариации обобщенных tсоординат qk, 
Qk 

тогда как для элементарного действительного перемещения точки с 
дж дж 

радиус-вектором ж получим dж = -д dqk + -д dt. В случае го.ttоно.м.ных 
Qk t 

стационарных свлзей время t явно не входит в (2.1) и (2.2). Тогда dж 
будет одним из возможных перемещений. Вариацию дж при фиксиро­

ванном t называют изохронной. 
Работу Р ·дж силы Р на возможном перемещении дж точки ее при­

ложения называют возможной. Единицей измерения модуля вектора 

силы является ньютон (Н= кг· мfс2 ), а для измерения работы (как и 
любого вида энергии) используют джоуль (Дж) (см. 2.3). 

Если в N точках М, (~ = 1, N) .м.атерuа.ttьной систе.м.ы приложены 
силы p(r;), то возможная работа этих сил будет 

N 

бАр= L p(r;) · бж(r;), 
<;=1 

где бж(r;) - возможное перемещение точки М,. Заменив возможные 
nеремещения вариациями бqk (k = 1, К) обобщенных tсоординат, с 

учетом npaвu.tta су.м..м.ированил по одинаtсовы.м. индеtсса.м. запишем 

(2.20) 

где 

(2.21) 

обобщенн.ан c"UJ&a, отнесенная к обобщенной кординате qk, называе­

мой в этом случае обобщенным nеремещен.ием. Вместо использо­

вания (2.21) для нахождения Qk удобнее вычислить бАр= бА~) для 
такого возможного nеремещения, при котором бqm =О для всех т= 

= 1, К, кроме т= k, и тогда из (2.20) получим Qk =бА~) fбqk. 
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Положение материальной точки М, при относительном движении 

материальной системы определяет радиус-вектор х'(<;) в подвижной 
системе координат О'х~х~х~ (см. рис. 2.1), поэтому х<') = r'(t) + х'(<;), 
где r'(t) - заданная функция времени t, определяющая положение 
точки О' относительно точки О. Тогда дх(') = дх'(<;) и в (2.21) х<') 
следует заменить на х'('). 

Для точки М, абсолютно твердо2о тела дх(') = дr' +д-дхх'('), где 
дr'- возможное перемещение начала О' системы координат О'х~х~х~, 
жестко связанной с этим телом, а б'/9 - вектор возможного поворота 

тела. Тогда 

где 

N N 
дАр= Lp(') · бr' + Lp(<;) · (д-дхх'(')) = Р* · дr' + М(у ·д-д, 

N 

Р*= Lp(<;) 
<;=1 

N 

и М(у = .L:x'(') х р(<;) 
<;=1 

главный вenmop системы действующих на тело сил и главный 

.м.о.м.енm этой системы сил относительно точки О' соответственно. 

На действительном бесконечно малом перемещении dx точки М 
приложения силы Р элементарная работа этой силы d' Ар = Р · dx 
(символ d' указывает, что правая часть этого равенства не обязательно 
является полным дифференциалом). При конечном перемещении этой 

точки из одного положения (1) в другое (2) получим 

(2) 

Alf = J P·dx. 

(1) 

(2.22) 

Этот интеграл можно вычислить при известных законах движения 

точки М и изменения силы. 

Если силу Р можно выразить через градиент некоторой скалярной 

функции Ир(х,t) радиус-вектора х ее точки приложения в инерv,и­

аль7-tой систе.ме -к:оординат и времени t, т. е. Р = \!Ир, где \1 -
дифференциальный оператор Га.м.ильтона, то такую сu.л.у называют 

nоmенцuа.аьн.ой, а функцию Ир ( х, t), определяемую с точностью до 
постоянного слагаемого и характеризующую действующее на мате­

риальную систему сu.л.овое nоле, - сu.л.овой. В случае, когда эта 

функция не зависит от t, силовое поле считают сmацuонарн.ь&.М. 
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Тогда с учетом (2.22) получим 

(2) (2) 

А12 1 1 (2) (1) р = '\!Up·dx= dUp=Up -Ир, (2.23) 

(1) (1) 

т. е. работа не зависит от конкретного пути перехода точки приложения 

силы из начального положения (1) в конечное (2). 
Функцию П*(х,t) = -Up(x,t) называют поmен:циальпой эперги­

ей силового поля. Если ее принять равной нулю в пекоторой точке Мо, 

то из (2.23) следует, что потенциальная энергия в точке М равна ра­
боте потенциальной силы Р на перемещении точки при.Jtожения этой 

силы из положения М в положение Мо. 

Если аргументами силовой функции являются радиус-векторы то­

чек приложения системы потенциальных сил р(<;) и, быть может, время 
t, тор(<;)= (дUpjдx~'))ei, где х~')- координаты радиус-векторах<')= 
= x~')ei (i = 1, 2, 3) точки приложения силы р(<;) в системе координат 
Ох1х2хз с реперо.м ei. При стационарных голономных связях время t 

явно не входит в (2.2), и в случае стационарного силового поля можно 
записать 

N 

dAp = Lp(<;) · dx(') = 
<;=1 
N дUр дх~') N дUр дх(') дUр 

= L -wei · 7f-ej dqk = L --т-У 7/- дij dqk =д dqk = 
<;=l дхi qk ,=1 дхi qk qk 

=dUp=-dП*, k=1,K, i,j=1,2,3, (2.24) 

где дij- си.мвол Кронех:ера, т. е. элементарная работа системы потен­

циальных сил является полным дифференциалом, а работа не зависит 

от конкретного п:·ти перехода материальной системы из начального 

положения в конечное. Из (2.24) для обобщенной силы имеем 

(2.25) 

а признаком потенциальности обобщенных сил является равенство 

дQk/дqm = дQтfдqk. Если силовое поле не является стационарным, то 
П* = П* ( q1, ... , q к, t) и по-прежнему Q k = - дП* / дqk, но элементарная 
работа уже не будет полным дифференциалом силовой функции, поэто­

му работа системы сил будет, вообще говоря, зависеть от конкретного 
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пути перехода материальной системы из начального положения в ко­

нечное. 

Используя (2.3) и (2.21), .мощность при действительном движении 
материальной системы можно представить в виде 

где v<')- вектор скорости материальной точки с номером<;. Единицей 
измерения мощности является ватт (Вт= Дж/с). 

Материальная система может двигаться в сопротивляющейся среде, 

влияние которой механически проявляется в том, что на каждую точку 

системы действует сила Р~), зависящая от скорости v<') этой точки 
и имеющая направление, противоположное направлению вектора v< r;). 
При малыхскоростях можно считать эту зависимость линейной, т. е. 

р~) = -,_"~)v('), где,_"~)~ О- коэффициент сопротивления. Мощность 

N N 

WD =-Lp~) ·v<') = L11-~)lv<')l 2 , 
<;=1 <;=1 

расходуемую в этом случае на преодоление сопротивления, называют 

.мощностью диссиnации. В случае стационарных голономных свя­

зей, используя (2.3) при дх(r;) fдt =О, можно перейти к обобщеииы.м 
сх:оростя.м <ik и для соответствующих им обобщенных сил соnро­
тивления получить 

k,m= 1, К. (2.26) 

2.5. Уравнения динамики материальной системы 

При мысленном освобождении .материадьиой систе.мы от нало­

женных на нее связей для сохранения поведения этой системы к ее 

.материадьиы.м точх:а.м, М, (<> = 1, N) необходимо приложить впол­
не определенные силы R(r;), называемые реапция.м.и связей. Тогда 
каждую материальную точку можно рассматривать как свободную и 

уравнение ее движения записать в виде 

(2.27) 
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где w(c;) -вектор ускорения этой точки; р(с;) - приложенпая к ней 
заданная внешняя сила, которую в отличие от реакции связи обычно 

называют апmивной. Говорят, что при записи (2.27) использован 
npuнцun освобождени.11 от связей. 

Воз.м.ожная работа реакций связей на воз.м.ожных nере.м.ещениях 

дх(с;) материальных точек рассматриваемой системы имеет вид 

N 

дА'р = L R(c;) ·дж( с;). 
c;:l 

Если дА'р =О, то связи называют идеальньши. 

В систему 3N уравнений (2.27) входят 6N неизвестных wi') и Ri'). 
В случае идеа.л.ьных го.л.оно.м.ных связей должны быть заданы еще Nc 
уравнений вида (2.1), из которых следуют Nc ограничений на вариации 
дх~') составляющих радиус-вектора :z:(c;) в форме 

~ дfv д ~с;)= О 
~ (с;) xt ' 
v'"'l дхi 

i = 1, 2, 3. 

Эти ограничения при помощи неопределенных множителей Лагранжа 

Av введем в условие дА'р =О идеальности связей: 

Если выбрать Nc значений Av так, чтобы обратились в нуль мно­
жители при Nc вариациях бхi'), которые будем считать зависимыми от 
ограничений, т. е. 

R( с;) - ~ \ д f v - о 
i ~лv (с;)- ' 

v=l дхi 
(2.28) 

то остальные вариации будут произвольными и для них также должно 

быть справедливо (2.28), что позволяет найти реакции связей. Объеди­
няя (2.27) с (2.28), получаем уравнени.11 Лагранжа nервого рода 

Nc дf 
т W (c;)- р(с;) +""'' _v_e· r -1 N ~- 1 2 3 

' - ~ лv (с;) t' " - ' ' • - ' ' ' 
v=l дхi 

(2.29) 

где ei ~ орты репера nря.м.оуго.л.ьной систе.м.ы ?Соординат Ох1х2хз. 
Эти уравнения совместно с (2.1) описывают движение материальной 
системы. 
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Реакции связей можно рассматривать как равнодействующие сил 

взаимодействия между парами материальных точек с номерами ~ и 

f.L· Эти силы, согласно третьему закону Ньютона, попарно равны по 

модулю и противоположны по направлению, т. е. R~') = -Щр.). Поэтому 
сумма всех этих сил равна нулевому вектору, т. е. 

(2.30) 

Для момента рассматриваемой пары сил, лежащих на прямой, про­

ходящей через указанные точки с радиус-векторами х<') и х(Р.) соот­
ветственно, запишем х<') х R~') + х(Р.) х Щр.) = (х(')- х(Р.)) х R~') =О, 
поскольку векторы х<')- х(Р.) и R~) коллинеарные. Суммируя это ра­
венство по всем парам точек, получаем 

N 

I::x(') х R(') =О. (2.31) 
<;=1 

Суммируя (2.27) по ~ и учитывая (2.30), находим 

N N 
Z:::т,w<') = Lp(.;) = Р*, 
<;=1 <;=1 

где Р* - г.аавный вех:тор системы активных сил. Отсюда, полагая 

т,= const и принимая во внимание, что w<') = v<'), получаем с учетом 
(2.19) запои сожракекu.а полu-чества двuжекu.а материальной 
системы в виде 

(2.32) 

где т* и vc - масса материальной системы и вектор скорости ее 

центра инерции соответственно; Qv - г.аавиый вех:тор х:о.аи-ч.ества 

движенил этой системы. При Р* =О из (2.32) следует, что vc и Qv 
будут постоянными векторами. 

Умножим левую и правую части (2.27) векторно слева на х<') и 
просуммируем результат по ~: 

N N N 

L(x(c;) х т,w<')) = L(x(c;) х р(с;)) + L(x(c;) х R(')). 
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Учитывая (2.31) и равенства w(c;) = ;Z:(c;) и 

N d N dL 
"""(х(с;) х т wC')) =- """(х(с;) х т ;Е('))=____!}_ 
~ <; dt~ с; dt , 
c;=l c;=l 

где Lo- главный .м.о.м.ент х:оличества движения относительно начала 

системы координат Ох1х2хз, приходим в итоге к запон.у сохран.ен.ин 

.мо.мен.та подичества движен.ин материальной системы в форме 

N 
dLo = """(х(с;) х р(с;)). 
dt ~ 

<;=1 

(2.33) 

Умножив левую и правую части (2.27) скалярно на dx(c;) и просум­
мировав произведение по<;, с учетом равенства w(c;) · dx(c;) = (1/2)dlv(c;) 12 

получим 

N N N 

dK* = d L ~' lv(c;) 12 = L р(с;) · dx(c;) + L R(c;) · dx(c;), 

c;=l c;=l c;=l 

(2.34) 

т. е. дифференциал х:инетичесх:ой энергии материальной системы равен 

сумме элементарных работ активных сил и реакций связей. 

Пусть активные силы являются потенциальны.м.и, nотенциа.льная 

энергия П* явно не зависит от времени и на материальную систему 

наложены идеальные стационарные связи. Тогда dx(c;) будет одним из 
возможных перемещений (см. 2.4), поэтому для идеальных связей вто­
рая сумма в правой части (2.34) станет равной нулю. Согласно (2.24) 
первая сумма в правой части (2.34) будет полным дифференциалом, 
равным -dП*. В итоге (2.34) примет вид dK* + dП* = О, или 

К* + П* = const, (2.35) 

что выражает запон. сохран.ен.ин .механ.ичеспой энергии, равной 

сумме кинетической и потенциальной энергий. ~Ясно, что (2.35) спра­
ведливо, если наряду с потенциальными имеются и такие непотенци­

альные силы, которые при движении системы не совершают работу. 

Материальную систему, для которой имеет место (2.35), называют 
пон.сервативн.ой. 

Пусть на материальную систему наложены только идеальные го­

лономные связи. Рассмотрим ее движение относительно инерциальной 

систе.м.ы х:оординат Ох1х2хз. Продифференцировав (2.3) по обобщен-
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ной cx:opocmu izk, для материальной точки с номером \ = 1, N по-

лучим 

-----, 
дizk дqk 

k=1,K. (2.36) 

С учетом (2.2) и (2.3) также запишем 

!!:_(ах<')) =~(ах<') rln +ах<')) =ах<'). 
dt дqk дqk дqn дt дqk 

(2.37) 

Представим возможное перемещение 8х(.;) через обобщенные коор­
динаты qk в виде (дх(.;) jдqk) 8qk (см. 2.4), умножимскалярнона него 
(2.27) и, просуммировав результат по \, с учетом (2.20) получим 

(2.38) 

где Qk -обобщенная сила, отнесенная к обобщенной координате qk. 
Приняв во внимание (2.36) и (2.37), иреобразуем сх:а.л..нрное произведе­
иие вех:торов в левой части (2.38) к виду 

и после nодстановки в (2.38) с учетом (2.16) запишем 

(2.39) 

Вариации 8qk обобщенных координат независимы между собой, 
поэтому равенство (2.39) будет выполнено при условии равенства 

нулю множителей при каждой вариации 8qk, т. е. приходим к системе 
дифференциальных уравнений 

d дК* дК* 
dt ( дizk ) - дqk = Qk, (2.40) 

называемых уравн.ени.н.м.и Лагранжа второго рода. Если выра­

зить К* и Qk через qk и izk, то (2.40) станет системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка относительно К функ­

ций qk(t). 
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Если обобщенные силы Qk потенциальны, то с учетом (2.25) и в си­
лу независимости потенциальной энергии П* от обобщенных скоростей 

Qk (2.40) можно представить в виде 

d ( дL) дL _О 
dt дqk - дqk - ' (2.41) 

где L = К* - П* - пикетичеспий nотекциад [77] (в аналитической 
механике часто для L используют термины фукпци.11 Лагракжа 
или J&агракжиак, которые в математической литературе имеют иной 

смысл). 

В (2.40) и (2.41) не входят наперед неизвестные реакции связей, 
а число К уравнений в этих системах не зависит от количества ма­

териальных точек материальной системы и равно чис.л.у ее cmeneueu 
свободы, что является важным преимуществом по сравнению с уравне­

ниями движения (2.27) в прямоугольной системе координат. Реакции 
связей можно найти, подставив полученные из решения (2.40) или (2.41) 
qk в (2.2) и использовав (2.27) в виде р(.;) = m,x(c;) - R(c;). 

В положении равновесия системы примем потенциальную энергию 

П* стациоиариого си.л.ового nо.л.я равной нулю и qk = О. В этом по­
ложении Qk = -дП* jдqk =О (см. 2.6), поэтому представление в его 
окрестности потенциальной энергии рядом Тейлора будет начинаться 

с квадратичных слагаемых: 

П*(qt, ... ,qк)=~Ckmqkqm+ ... , k,m=1,K, (2.42) 

где Ckm = д2П* j(дqkдqm) - постоянные коэффициенты, поскольку 
производвые вычислены при qk = О. 

Если квадратичная форма в (2.42) положительно-определенная, то 
при qk = О функция П* имеет строгий локальный минимум и в силу те­
оремы Лаграижа положение равновесия устойчиво, т. е. при достаточно 

малых начальных значениях qk и Qk они будут малыми и в процессе по­
следующего движения. Ограничиваясь в (2.42) лишь квадратичными 
слагаемыми и представляя в случае стационарных связей кинетиче­

скую энергию системы в виде положительно-определенной квадратич­

ной формы К*= ~KkmQkQm (см. 2.3), из (2.41) получаем однородные 
уравкеки.11 .мады:ж; по.л.ебан.ий 

(2.43) 

относительно устойчивого положения равновесия этой системы. 



2. 6. Основные вариационные принцилы аналитической механики 99 

Производные дх(.;) jдqk, входящие в выражения для коэффициен­
тов Kkm, зависят от qk, но если их вычислить при qk =О, то эти 
коэффициенты будут постоянными. Тогда (2.43) станет системой К 
линейных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянны­

ми коэффициентами, описывающей гар.мони-чеспие по.л.ебани.н [48] 
.материа.л.ьной систе.мы, и ее решение можно искать в виде qm = 
= Am sin( wt +ер). Это приведет к системе К однородных алгебраических 
уравнений Am(Ckm- Kkmw2 ) =О относительно Am. Такая система име­
ет нетривиальное решение при условии 

(2.44) 

где К и С- положительно определенные матрицы порядка К с элемен­

тами Kkm и Ckm соответственно, а Е- единичная матрица порядка К. 

Так как матрица к-1с также положительно-определенная [151], то все 
ее собственные значения w2 , определяемые из (2.44), положительны. 
Упорядоченная по мере возрастания последовательность w1 ~ w2 ~ ... 

. . . ~ wк образует спектр собственных -частот по.л.ебаний мате­
риальной системы. Каждому значению Wa (а= 1, К) отвечают а.м­
n.л.итуда А~) и фаза ер~) по.л.ебаний обобщенной координаты qm, и 
общее решение ( 2.43) примет вид 

к 

qm = LA~)sin(wat+ep~)). 
a=l 

Для нахождения А~) и ср~) необходимо располагать начальными зна­
чениями qm и clm. 

При наличии сопротивления движению материальных точек, ис­

пользуя (2.26) для нахождения обобщенной си.л.ы сопротив.л.енил, из 

(2.44) получаем систему К уравнений Kkmiim + Bkmclm + Ckmqm =О, ре­

шение которой следует искать в виде qm = Am exp>.t, причем 5. в общем 
случае будут комплексными числами [18]. 

2.6. Основные вариационные принципы 
аналитической механики 

Принципы ана.л.итичес-х:ой .механи-х:и могут быть не только вари­

ационными. Невариационный принцип представляет собой некоторое 

общее для всех движений свойство, которое имеет место или для данно­

го момента времени (дифференциальный принцип), или для конечного 
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отрезка времени (интегральный принцип). Например, закон сохранения 

энергии в виде (2.35) является интегральным невариационным прин­
ципом, а второй закон Ньютона в виде (2.27) -дифференциальным 
невариационным принципом. Вариационный принцип аналитической 

механики дает признак, по которому отличают действительное пове­

дение (движение или равновесие) .м.атериадьной систе.м.ы от любого 

кинематически возможного при тех же условиях. При таком поведе­

нии определенная функция, зависящая от координат и их производных, 

имеет стационарную точ'I'Ьу, которая в некоторых случаях может быть 

и экстремумом этой функции. Ниже рассмотрим лишь вариационные 

принципы, сначала дифференциальные, а затем интегральные. 

Исторически первым вариационным принципом а,налитической ме­

ханики считают ее <<золотое правило» - npuкцun возможных nе­

ре.мещекий, или nрикциn Лагракжа, 

N 

Lp~) · бх(') =О, (2.45) 
<;=1 

где р~) - равнодействующие сил, действующих на .м.атериадьные 
точ'I'Ьи с номерами с;= 1, N; бх(.;) - воз.м.ожные пере.м.ещения этих 
точек. Этот принцип равносилен условию равновесия материальной 

системы с годоно.м.ны.м.и стаv,ионарны.м.и связя.м.и. Действительно, в 

положении равновесия для каждой ее материальной точки р~) =О, 
и после умножения этого равенства скалярно на бх(.;) получим, что 
(2.45) - необходимое условие равновесия. Но (2.45) является и до­
статочным условием равновесия. В самом деле, предположим, что 

воз.м.ожная работа (2.45) всех действующих сил равна нулю, но си­
стема не находится в равновесии и хотя бы для одной материальной 

точки р~) #О. Тогда за малый промежуток времени возникнет неко­
торое действительное перемещение dx(.;), для которого р~) · dx(') #О. 
В случае голономных стационарных связей действительное перемеще­

ние совпадает с одним из возможных (см. 2.4), и поэтому, суммируя 
по с;, получаем отличие возможной работы от нуля, что противоречит 

исходному предположению. 

Если связи, наложенные на материальную систему, к тому же еще и 

идеадьные, для которых возможная работа реа'I'Ьv,ий связей равна нулю, 

то вместо (2.45) получим 

N 

Lp(.;) · дх(<>) =О, (2.46) 
<;=1 
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где р(.;) - заданные активные си.11.ы. В этом случае нет необходи­
мости рассматривать реакции связей. Поскольку возможную работу, 

согласно (2.20), можно выразить через обобщенные си.11.ы Qk и вариа­
ции обобщенных координат бqk, то (2.46) примет вид 

(2.47) 

Для голономных связей К в (2.47) совпадает с чис.11.о.м. степеней сво­
боды материальной системы, бqk произвольны и поэтому в положении 

равновесия Qk =О. В случае стационарного си.11.ового по.11.я его потен­

циа.ll.ьная энергия П* явно не зависит от времени и, следовательно, в 

положении равновесия такой системы в соответствии с (2.47) Qkбqk = 
ап· = - -8 бqk = бП* = О, т. е. П* имеет стационарное значение. Согласно 

Qk 

теореме Лагран.жа [4], если это стационарное значение соответству-
ет строгому локальному минимуму, то положение равновесия устой­

чиво. 

Обобщением дифференциальных вариационных принципов (2.45) и 
(2.46) является npuн.цun Да.л.а.мбера - Лагран.жа в виде 

N 

I)p(.;)- m,w<•)) · &r(•) =О (2.48) 
<;=1 

или с заменой р(.;) на Р~), где m, и w<•) - масса и вектор ускорения 
материальной точки с номером <; = 1, N. Действительное движение 

материальной системы отличается от кинематически возможных тем, 

что для него возможная работа сил, включая си.л.ы ин.ерции m,w<•), 
равна нулю. Из этого принципа можно вывести уравнения движения 

системы, когда на нее наложены голономные связи или неголономные, 

но описываемые линейными соотношениями [78]. 
Пусть при кинематически возможных движениях каждая матери­

альная точка материальной системы в фиксированный момент времени 

имеет одинаковые с действительным движением радиус-вектор и век­

тор скорости, но отличающиеся на бw<•) векторы ускорения. Это за 
малый промежуток времени tlt с точностью порядка (tlt) 3 приведет 

к возможному отличию на бх<•) = ~(tlt) 2 бw<•) ее радиус-вектора х<•). 
Подставив бх<•) в (2.48) и сократив на (tlt)2 , получим 

N 

L(p(.;)- m,w<•)) · бw<•) =О. 
<;=1 
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Отсюда при m, = const и в силу независимости р(.;) от w<') следует 

(2.49) 

Неотрицательную величину, характеризующую меру отклонения дей­

ствителыrого движения системы от сравниваемых с ним возможных 

движений, 

(2.50) 

ввел К. Гаусс и назвал ее nрuнужденuе.м.. Для действительного 

движения она принимает наименьшее значение, равное нулю. При этом 

(2.49) выражает nринциn наименьшего nринужденил ( npuнцun 
Гаусса). 

Пусть материальная система с идеальными связями переходит из 

начального положения, соответствующего моменту времени to, в ко­
нечное, соответствующее моменту времени t 1 . При этом материальная 

точка с номером~= 1, N в фиксированный момент времени t Е (to, t1) в 
своем действительном движении находится в точке с радиус-вектором 

х<'> (t) в прл.м.оуг.о.л.ьной систе.м.е координат Ох1х2хз, а при пекото­
ром кинематически возможном движении - в точке с радиус-вектором 

x<'>(t) + 8x<'>(t), причем для всех материальных точек этой системы 

(2.51) 

Отличие кинеmи'Чесrьой энергии этой точки при возможном и дей­

ствительном движениях с точностью до величин второго порядка ма­

лости составит !m (Ж(')+ 8Ж<'>) 2 - !m (Ж<'>)2 ~т ж<'> ·&Ж(') = 8К* а 
2 ' 2 ' ' ,, 

для материальной системы в целом 

N N 
дК*= L &к;= L т,ж<->. &Ж(<;). (2.52) 

<;=1 <;=1 

В данном случае &Ж(') - изохрониал вариацuл ж<'>, для которой опе­
рации варьирования и дифференцирования по времени перестановочны. 

Действительно ж<->+ &Ж(<;)=!!:_ (х<'> + 8х<'>) =ж<->+ !!:_Jx(<;) откуда еле-
' ~ ~ ' 

дует 

(2.53) 
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Преобразуем с учетом (2.53) интеграл no времени от левой части (2.48) 
интегрированием no частям: 

t1 N t1 N j I: р(<;) · бж(') dt = J I: m,w(') ·б ж(') dt = 
~ <;=1 ~ <;=1 

N tl N 

= I: m,x(<;) . бж(<;) 1:: -J I: m,x(<;) . бх(<;) dt. 

<;=1 to <;=1 

Отсюда, учитывая (2.51) и (2.52), nолучаем интегральный вариацион­
ный npuнцun Га.мtмьmона - Остроградского в виде 

t1 N 

j ( бК* + I:P(') · бж(')) dt =О. 
to '=1 

(2.54) 

Если (2.54) выnолнено для какого-либо кинематически возможного 
движения, то это движение является действительным, nоскольку из 

(2.54) следует (2.40). В самом деле, так как 

N д~ д~ I: р(') · бж(') = Qk бqk и б К* = д бqk +у бqk, k = 1, К, 
<;=1 qk qk 

где Qk и qk - обобщенные сиды и соответствующие им обобщенные 

х:оординаты, то вместо (2.54) заnишем 

(2.55) 

Аналогично (2.51) и (2.53) имеем бqk(to) = бqk(t1) =О и бqk = d(бqk)/dt. 
Учитывая эти равенства, интегрированием no частям найдем 

Подставляя этот результат в (2.55), nолучаем 

tl 

J( d дК* дК* ) 
-(-. ) - --Qk бqkdt=O. 
dt дqk дqk 

to 
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Отсюда в силу непрерывности подынтегральной функции вытекает 

(2.39), что равносильно (2.40). 
Если р(<;) являются потенциадьны.м.и сида.м.и, то их воз.м.ожная 

работа, входящая в (2.54), равна взятой с обратным знаком вариации 
бП* потенциадьной энергии. Тогда вместо (2.54) получим 

tl tl J (дК*- бП*) dt = J бLdt =О. 
to to 

Здесь L = К* - П* - -х:инетичес-х:ий потенциад, причем бL будет 

изохронной вариацией, для которой операции варьирования и инте­

грирования по времени перестановочны [72], что позволяет записать 
дSн =О, где 

tl 

Sн = J Ldt -
to 

(2.56) 

действие no Гамильтону. Можно показать [84], что среди всех ки­
нематически возможных движений действительному движению систе­

мы соответствует минимальное значение S н, что выражает nринциn 
Гамильтона наименьшего действи.н. 



3. ДВИЖЕНИЕ И Р АННОБЕСИЕ 
СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

Наряду с .мате.мати'Чес-х:и.ми .модел.н.ми .материальных систе.м в 

механике рассматривают модели тел, объем которых заполнен непре­

рывной материальной средой (так называемой сnлошной средой). 

При изучении свойств сплошной среды слово <<точка>> часто используют 

применительно как к точке пространства, так и к частице этой среды. 

В дальнейшем термин то'Ч-х:а будем использовать только для обозначе­

ния меставнеподвижном пространстве, а термин -частица сnлош­

ной среды - для обозначения малого элемента сплошной среды. 

В любой момент времени t объем V сплошной среды, ограничен­
ный поверхностью S, занимает некоторую область пространства. Если 
в выбранной систе.ме -х:оординат в этот момент времени установлено 

соответствие частиц некоторого объема сплошной среды и точек про­

странства, то это означает, что определена поифигурация сnлошной 

среды. Непрерывный переход от на'Чальной -х:онфигуршции в момент 

времени t = to к пекоторой последующей ( а-х:туальной) конфигурации, 
сопровождаемый изменением расстояний между частицами, называют 

nроцессо.м деформирования или просто деформированием. При 

изучении этого процесса учитывают только начальную и конечную кон­

фигурации. Промежуточные состояния, или последовательность кон­

фигураций, через которые происходит деформирование, при этом не 

рассматривают. Под деформацией понимают изменение формы или 

размеров области, занятой сплошной средой. Используемый в даль­

нейшем термин те-чение служит для обозначения непрерывного (или 

мгновенного) изменения состояния среды. Изучение истории изменения 

конфигурации среды является частью исследования течения, для кото­

рого задано переменмое во времени и в пространстве поле скоростей 

частиц среды. 

3.1. Способы описания движения среды и деформация 

Пусть в начальный момент времени t = to 'Части-ца сплошной сре­

ды находится в точке Ро пространства, определяемой радиус-ве-х:торо.м 

а с проекциями а1 (I = 1, 2, 3) на оси Оа1 пр.н.моугольной систе.мы 
-х:оординат Оа1а2аз (рис. 3.1). Координаты щ, определяющиеположе­
ние частицы в на'Чальной -х:онфигура-ции, называют .материальными. 
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iз 

Рис. 3.1 

В деформированном состоянии эта частица займет по.тюжение Р, опре­

деляемое радиус-вектором х с проекциями Xk (k = 1, 2, 3) на оси O'xk в 
общем случае иной прямоугольной системы координат О'х1х2хз. Коор­

динаты xk, задающие положение частицы в а-ктуа.л.ьной -конфигурации, 
называют nрострапствеппы.ми. 

Ориентацию осей Оа1 относительно осей O'xk (см. рис. 3.1) опре­
деляют направляющие косинусы а 1 k = аы = j 1 · ek, равные скалярным 
произведениям ортов j 1 и ek, входящих в реперы {j 1} и { ek} принятых 
систем. -координат. У слови.н ортогопадьпости осей этих систем 

координат имеют вид Щkаkм = 81м, аыщm = 8km• М, т= 1, 2, 3, где 
81м, 8km- си.м.во.л.ы Кроне-кера (здесь и далее, как и ранее, при записи 

формул использовано прави.л.о су.м..м.ирования по одина-ковым. инде-кса.м.). 

Вектор и(а1,а2,аз, t), соединяющий на рис. 3.1 точкиРои Р, называ­
ют вепторо.м nере.мещепи.н. Проекции и1(а1 ,а2,аз,t) этого вектора 
в системе координат Оа1 а2аз являются функциями материальных ко­
ординат и времени, причем 

(3.1) 

Этот же вектор в системе координат О'х1х2хз имеет компоненты 

Uk(xl,x2,xз,t). Обозначив его в этой системе U(xl,X2,Xз,t), запишем 

(3.2) 

Если вектор Ь (см. рис. 3.1) определяет положени; начала координат 
О' относительно точки О, то и = Ь + х - а. В дальнейшем (без 

потери общности изложения) будем полагать Ь =О и j к= ek при К= 
= k = 1, 2, 3, т. е. будем полагать, что системы координат Оа1а2аз и 

О'х1х2хз совмещены с общим началом в точке О. Тогда 

(3.3) 
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Движение частиц сплошной среды в пространстве можно описать с 

помощью уравнений вида 

xi=xi(a1,a2,aз,t), i=1,2,3, или x=x(a,t), (3.4) 

которые задают в пространстве положение частицы, занимавшей в 

начальной конфигурации положение с материальными координатами 

ai. Если в системе пространствеиных координат задано векторное поле 
v(x, t) скорости частиц среды с проекциями щ(х, t), то (3.4) будет 
решением нормальной системы дифференциальных уравнений 

dx 
или dt = v(x, t) (3.5) 

при начальном условии х = x(a,to). 
Учитывая (3.3), при заданной функции (3.1) находим вектор ско-

рост и 

dx d(a+u(a,t)) du(a,t) ди 
v = dt = dt = dt = дt' 

так как а не зависит от t, а при заданной функции (3.2) -

dx d(a+U(x,t)) dU(x,t) дU дUdxi 
v = dt = dt = dt = дt + дхi dt ' 

т. е. это равенство задает скоростьвнеявном виде. 

В процессе движения частица среды следует по линии, называе­

мой mpaenmopueй. В фиксированный момент времени .t&uкueй топа 

называют кривую, касательная к которой в любой точке этой кривой 

совпадает по направлению с вектором скорости в этой точке. Движение 

сплошной среды считают усmаковивши.мс.ll (или сmациокаркы.м), 

если поле вектора скорости не зависит от времени. При установившем­

ся движении линии тока совпадают с траекториями частиц. 

Для функций Xi = xi(a1,a2,aз,t), непрерывно дифференцируемых 

по материальным координатам, соответствие между векторами х и а 

будет в каждый момент времени взаимно однозначным тогда и только 

тогда, когда отличен от нуля .11nобиак 

J* = det ( дхi ) = дх1 дх2 дхз _ дх1 дхз дх2 + дхз дх1 дх2 _ 
даk да1 да2 даз да1 да2 даз да1 да2 даз 

дх2 дх1 дхз дх2 дхз дх1 дхз дх2 дх1 ----+-------= 
да1 да2 даз да1 да2 даз да1 да2 даз 

дхi дхk дхт ( 
= eikm да1 да2 даз 3.6) 



108 3. ДВИЖЕНИЕ И РАВНОВЕСИЕ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

системы (3.4). Здесь eikm - си.м.вод Леви- Чивиты. При J* =f О (3.4) 
можно однозначно разрешить относительно материальных координат: 

(3.7) 

Оnисание движени.sс или деформирования сплошной среды при 

помощи (3.4) называют лагранжевым, а при помощи (3.7) - эй­

леровым. При этом материальные и пространствеиные координаты 

часто называют лагранжевыми и эйлеровыми соответственно. Ла­

гранжево описание позволяет изучить движение любой фиксированной 

частицы среды, а эйлерово - поведение среды в любой фиксированной 

точке пространствеиной области, занятой этой средой [111]. Эйлеро­

во описание дает возможность найти начальное положение частицы, 

находящейся в момент времени t в заданной точке пространства. 
Если в начальной конфигурации две бесконечно близкие частицы 

среды имеют материальные координаты ai и ai + ai, то в актуальной 
конфигурации, согласно (3.4), их пространствеиные координаты будут 
соответственно Xi(a, t) и Xi(a +а, t), где а - вектор с проекциями 

щ, имеющий бесконечно малую длину. Тогда для проекций вектора~' 

соединяющего эти частицы в актуальной конфигурации, получим 

~i = Xi(a +а, t)- Xi(a, t) = ~Xi ak + O(lal2
). 

uak 

Отсюда следует, что при конечных значениях OXi/дak расстояние lal 
между двумя частицами, будучи бесконечно малым в начальной кон­

фигурации, остается бесконечно малым и в актуальной конфигурации. 

Продифференцировав первую группу уравнений из (3.4) .!_10 матери­
альным координатам aj, получим тензор второго ранга F с -к:о.м.nо­

нента.м.и FiJ = 8xi/8aj, j = 1, 2, 3, называемый материальным гра­
диентом деформации. Если продифференцировать первую группу 

уравнений из (3.7) по пространствеиным координатам Xj, то получим 

тензор второго ранга Н с компонентами Hij = 8ai/8xj, называемый 
nространственным градиентом деформации. Компоненты тен-

F~ н~ ~ дх· даk да· дхk 
зоров и связаны между собои соотношениями -д ' -д = -д ' -д = 

~ ~ ak х; Xk а; 

= 8ij, причем F-1 =Н. 

Рассмотрим изменение положений двух бес:коiечно близких частиц, 
находящихся в начадъной конфигурации в точках Ро и Qo (рис. 3.2). 
Эти частицы в пекоторой актуальной конфигурации будут занимать 

положенияРи Q соответственно. Используя (3.7), квадрат расстояния 
между точками Ро и Q0 можно представить в впде 

2 даk даk 
jdal = dakdak = - dxi- dxj = Cij dxi dxj, (3.8) 

OXi OXj 
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Рис. 3.2 

т - ....... -т -
или jdaj2 = dx ·С· dx. Тензор второго ранга С= Н ·Н с компонентами 

Cij = ~~~ ~:; называют mензором деформации Коши. Здесь и далее 
одна точка между тензорами означает операцию сверт"..и по одному 

индексу (см. П1.3). Аналогично при помощи (3.4) найдем квадрат 
расстояния между точками Р и Q: 

2 дхk дхk 
jdxl = dxkdXk =-д dщ -д dщ = Gijdщdaj, (3.9) 

ai щ 

т - - -т -или jdxj2 = da · G · da. Тензор второго ранга G = F · F с компонентами 

Gij = ~:: ~:; называют mен.зором деформации Грина. 
Если сплошная среда совершает перемещение как абсодютио твер­

дое тедо, то разность jdxj2 - ldal2 =О. В общем случае эта разность 
служит мерой деформации окрестности двух бесконечно близких ча­

стиц среды. Используя (3.8) и (3.9), получаем 

2 2 (дхk дхk ) ldxl -ldal = даi даi - Oij dai daj = 2Lij dai daj, (3.10) 

или ldxl2 -ldal2 = dат · (G- l2) · da = dат · 2L · da, где l2 едиии-ч-
иыu теизор второго раига с компонентами дij. Тензор второго ранга 

L~ G~ ~ 1 ( дхk дхk J: ) = - l2 с компонентами Lij = 2 даi даj - Uij называют mензо-

ром поне'Чной деформации Грина или лагранжевым mензором 

поне'Чной деформации. Ту же разность при помощи (3.8) и (3.9) пред­
ставим в виде 

1 
2 2 ( даk даk) 

dxl -idai = дij- дхi дхi dxidXj = 2EijdxidXj, 

Е 1 ( J: даk даk ) ~ 
г д~ ij ~= 2 Uij - дх; дхj - компоненты тензора второго ранга Е= 

= l2- С, называемого mен.зором деформации Альманзи или зй­

леровым mензором поне'Чной деформации. 
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Ясно, что теизоры е, G, Е и Е являются си.м.метричиы.ми. Учи­
тывая ( 3.1) и ( 3. 2), компоненты те изоров Е и Е можно выразить через 
вех:торы u(a1,a2, аз, t) и И(х1,х2,хз, t) nере.мещеиия: 

и 

. ди· дU; 
Тензоры с компонентами -д ' и -д называют соответственно .мате-

а; х; 

риальпы.м и npocmpancmв еппы.м градиепmа.ми nере.мещепия. 

В фиксированный момент времени составляющие пространствеино­

го градиента поля вектора скорости v = v(x, t) с проекциями щ на оси 
nря.моугольиой систе.мы х:оордииат Ох1х2хз можно представить в виде 

(3.11) 

1 ( дv; дv·) где ViJ = 2 дх; +ах: -компоненты симметричного mеюора cno-

pocmeй V; Wij = ~ ( :~; - ~~:) __ - компоненты аитиси.м.метричио­
го menэopa завихреппосmи W, которому соответствует вenmop 
завихреппосmи W =У' ж х v = 2eijkWkjei. Поле вектора скорости 

является безвихревым, если W =О во всех точках рассматриваемой 
области. 

3.2. Тензор малой деформации 

Если в процессе перехода некоторого объема сплошной среды от 

иачальиой х:оифигураv,ии в момент времени to к ах:туальиой в момент 
времени t компоненты .материальиого и nростраиствеииого градиеи­

тов nере.мещеиия малы по q>авнению с единицей, т. е. lдuifдaJI « 1 и 
lдИi/ дхj 1 « 1, i, j = 1, 2, 3, то описание дефор.мироваиия сплошной сре­
ды может быть проведено с использованием теории малой деформации. 

В этом случае вместо лаграижева теизора х:оиечиой дефор.маv,ии ис­

пользуют лаграпжев mеюор .малой дефор.мацuи Т с компонентами 
1 (ди· ди·) д lij = 2 да; + да: , а вместо теизора ефор.маv,ии Аль.маизи- эйлеров 

mеюор .малой деформации е с компонентами IЩ = ~ ( ~~; + ~~: ) . 
Для широкого класса задач механики сплошной среды, а именно для 

задач механики деформируемого твердого тела, характерна малость не 

только градиентов перемещения, но и модуля lul (илиiИI) по сравне­
нию с характерным размером тела. В этом случае различие между 
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nростра-н.стве'Н.'Н.Ы.М.U И .м.атерuа.n.Ъ'Н.Ы.М.U 'Х:ООрдu-н.ата.м.u мало И лагран­

жев и эйлеров тензоры малой деформации можно полагать равными, 

т. е. 1 =е, или lij = C:ij· Далее отождествим эти координаты, а си.м..м.е­
трU'Ч'Н.Ый теизор второго раига е с компонентами 

Eij = !(дщ + дUj) 
2 дхj дхi 

(3.12) 

будем называть mен.эоро.м. .малой деформации. 

Сооmн.ошен.u.н Коши (3.12) связывают три составляющие ве-к­

тора пере.м.ещеиия и с шестью (вследствие симметрии) компонентами 

тензора деформации е. Следовательно, для определения составляющих 

вектора nеремещения необходимо проинтегрировать шесть уравнений 

(3.12), считая Eij заданными функциями nространствеиных координат. 
Так как число уравнений больше числа неизвестных, то эта задача мо-

жет иметь решение только nри наложении некоторых дополнительных 

условий на ЭТИ функции. То, что между комnонентами е должны су­

ществовать зависимости, следует и из физических соображений: если 

тело разделить на отдельные элементы и каждый элемент деформиро­
вать nроизвольно, то из этих деформированных элементов не удастся 

вновь составить сnлошное тело. 

При установлении указанных условий примем, что сплошная среда 

занимает односвязную область V, в которой компоненты C:ij являются 

дважды непрерывно дифференцируемыми функциями координат. Со­

единим фиксированную точку МоЕ V с nроизвольной точкой М Е V 
кривой, целиком лежащей в области V. Тогда 

щ(М) = ui(Mo) + j dщ = Ui(Mo) + j ;;; dxj, 

МоМ МоМ 

nричем для однозначного определения щ (М) криволинейный интеграл 
не должен зависеть от пути интегрирования. Так как 

где t..Vij = ~ (~~; - ~~:) -комnоненты mен.эора .л.ин.ейн.ого nоворо­
та, характеризующего поворот окрестности 'Частицы сп.п.ошиой среды 

как единого жесткого целого, то криволинейный интеграл nредставим 

в виде 

(3.13) 
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Второй интеграл в правой части (3.13) вычислим по частям: 

1 1 I

Xj(M) 
v.щ dxj =- <A.lij d(xj(M)- Xj) = -ищ (xj(M)- Xj) Xj(Mo) + 

Л1оЛ1 Л1оЛJ 

+ 1 (xj(M)-xj)d<AJij=<AJij(Mo)(xj(M)-xj(Mo))+ 

Л1оЛ1 

k = 1, 2, 3. 

Используя тождество 

дw· · д2и· д2и · 2 ---.!2.. = ~ J 
дхk дхjдХk дхiдХk 

_ _!__ ( дщ + дuk) _ ~ (дщ + дuk) = 2 (&ik _ &jk) 
- дхj дхk дхi дхi дхk дхj дхj дхi ' 

в итоге с учетом (3.13) можно записать 

где uik = Eik + (xj(M) - Xj) ( ~~; - ~~:). Интеграл в правой части 
последнего равенства не будет зависеть от пути интегрирования, ес­

ли подынтегральное выражение буяет полным дифференциалом, т. е. 
дU·k дU· ~ 
-д ' = д •m, т= 1, 2, 3. Тогда с учетом симметрии тензора е получим 

Xm Xk 

равенства 

(3.14) 

называемые ус.л.овUJСми совместности деформаций, из которых 

д2с д2с22 лишь шесть являются независимыми: три условия вида д ; 1 + -д 2 = 
х2 х1 

= 2 д2 С12 и три - вида ~ ( дс2з + дс31 + дс12 ) = д2 сзз (остальные 
дх1дх2 дхз дх1 дх2 дхз ~ дх1дх1 

получаем циклической перестановкой индексов). 

Если (3.12) подставить в (3.14), то последние обращаются в то­
ждества, поэтому (3.14) иногда называют тождествами Сеп-Ве­
папа. При помощи си.мвола Леви- Чивиты eikm их можно предста­

д2с 
вить в виде условия равенства нулю компонент Sij = eikmejrs д дms = 

Xk Xr 

=О (r, s = 1, 2, 3) тен.зора § песовместпости деформаций или 
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в инвариантной по отношению к выбору системы координат форме 

У' ж х (У' ж х€) = О, где нижний индекс х у диффере-н,циаль-н,ого опера­

тора Га.мильто-н,а У' означает, что дифференцирование проведено по 

пространствеиным координатам Xk. 

Многосвязную область, мысленно проводя необходимые разрезы, 

можно свести к односвязной. Но для полученной таким образом одно­

связной области наряду с выполнением (3.14) необходимо потребовать 
равенство векторов перемещения в противолежащих точках на краях 

разрезов. Для тензоров конечной деформации условием совместности 

является обращение в нуль компонент уже не тензора § второго ранга, 
а те-н,зора 'Четвертого ра-н,га [59]. 

Выясним геометрический смысл компонент тензора €. В предпо­
ложении малой деформации допустимо в (3.10) заменить Lij на fij и 
записать 

jdxj2 - jdaj2 dai daj 
jdaj2 = (2 + е)е = 2fij jdaj jdaj' 

где е= (jdxj- jdaj)/jdaj - оmн.осumе.л.ьн.ое уд.л.uн.ен.uе линейного 

материального элемента начальной длины jdaj, имевшего направляю­
щие косинусы ni = dai/idai относительно осей прн.моуголь-н,ой систе.мы 
-х:оорди-н,ат Ох1х2хз. Отсюда, полагая jej « 1 и пренебрегая значением е 
по сравнению с 2, находим е= fijninj. Если принять, например, n1 = 1 
и n2 = nз = О, то е = fll· Следовательно, диагональная компонента тен­
зора е соответствует относительному удлинению вдоль оси координат 

бесконечно малого линейного элемента, первоначально параллельного 

этой оси. 

В случае линейного элемента начальной длины jda(l)l при n1 = 1 
и n2 = n3 = О разность перемещений его концов в направлении оси 
Ох2 составит дди2 dai1

), а угол его поворота в плоскости х1 Ох2 будет 
а1 

ди da(1) ди2 ~ 
11 ~ tg11 =-д 2 1 

(1) ~-д . Аналогично угол поворота в этои 
а1 (1+e 11 )da1 а1 

плоскости линейного элемента начальной длины jda(2) 1 при n2 = 1 и 
дщ da~2) ди1 у 

n1 = nз =О составит 12 ~ tg/'2 = -д (2) ~ -д . гол т= 1'1 + /2 
а2 (1 + 1022) da2 а2 

представляет собой изменение первоначально прямого угла между рас-

сматриваемыми линейными элементами. Его называют уг.л.о.м сдвига 

в указанной плоскости. Отождествляя при малой деформации мате­

риальные и пространствеиные координаты, получаем т = 8щ / 8х2 + 
+ 8и2/ 8х1 = 2f12 = f21· Таким образом, компонента fij тензора € при 
i =1= j соответствует половине изменения угла в плоскости Xi0Xj меж­
ду двумя бесконечно малыми линейными элементами, первоначально 
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параллельными осям Oxi и Oxj. Компоненты C:ij при i f= j называют 
дефор.маци.ll.ми сдвига. 

Тензор е в силу его симметрии можно привести к г.аавны.ч ос.н.ч 

oxi. При этом г.аавные зна-чени.н Ci этого тензора называют главны­

ми дефор.маци.ll.ми. Элементарный прямоугольный параллелепипед 

с ребрами, параллельными главным осям, имевший начальный объем 

dVo = dX1 dX2dXз, в результате деформирования будет иметь объем 
dV = (1 + с:1) dX1 (1 + с:2) dX2(1 + с:з) dХз, поэтому относительное изме­
нение объема при малой деформации составит c:v = (dV- dV0 )/dV = 
= (1 + с:1)(1 + с:2)(1 + с:з)- 1:::::: с:1 + с:2 + с:з = I1e, где 11-е = C:ii - nервый 
инвариант тензора е. Отсюда следует, что деформации сдвига не вы­

зывают изменения объема окрестности -частицы среды. 

3.3. Плотность и перенос 
физических субстанций сплошной среды 

Количественной характеристикой любой физической субстанции 

является ее объе.мнй.ll nлотность, т. е. количество этой субстан­

ции в единице объема тела, занимающего пространствеиную область 

!2. Рассмотрим окрестность точки М Е !2 С JR3 , имеющую объем ~V 
и диаметр d, равный точной верхней грани расстояний между дву­
мя произвольными точками этой окрестности. Пусть в этом объеме 

находится .масса ~т пекоторой сn.аошной среды. Предел (если он су­
ществует) 

lim ~mv = р(М) 
d-+0 .u 

(3.15) 

называют nлотностью среды в той точке М пространства, к ко­

торой стягивается рассматриваемая окрестность при d---+ О. Основной 
(стандартной) единицей измерения плотности среды является кгjм3 . 

Аналогично можно ввести понятие объемной плотности энергии 

как предел 

*(М) 1· ~Е* 
€ = lill лv, 

d-+0 .u 
(3.16) 

где Ь..Е* - количество энергии в объеме Ь..V. Основной единицей 

измерения объемной плотности энергии являетсй Джjм3 . Если объем 
д V содержит э.л.ептричеспий зар.llд Ь..Qе, то предел 

Ре(М) = lim ~Qe 
d-+O .uV 

(3.17) 

называют объемной плотностью электрического заряда, основной еди­

ницей измерения которой является Клjм3 (Кл- кулон является еди­
ницей измерения электрического заряда). 
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В некоторых случаях вместо объемной плотности физической суб­

станции r.p удобнее рассматривать ее .массовую nлоmн.осmь r.p(m), т. е.· 
количество субстанции, приходящееся на единицу массы среды. Ясно, 

ЧТО r.p(m) = r.p / р. 
Если функции р( М), с:* (М) и Ре (М) ограничены в ограниченной 

замкнутой области f1 С JR3 И непрерывны В f1 всюду, кроме, быть 
может, векоторого .м.н.ожесmва точеп объема нуль, которое можно 

заключить внутри области сколь угодно малого объема, то эти функции 

интегрируемы в области n. в дальнейшем пространствеиную область 
n будем обозначать так же, как и ее объем V. Тогда для массы т, 
энергии Е* и электрического заряда Qe в этой области можно записать 

m= 1 p(M)dV, 
v 

Е*= 1 с:*(М) dV, 

v 
Qe = 1 Ре(М) dV. (3.18) 

v 
Понятие объемной плотности применимо не только к физическим 

субстанциям, выражаемым скалярными величинами (массе, энергии, 

заряду), но и к субстанциям, выражаемым векторными величина­

ми. Пусть векторное поле скорости движения среды задано вектор­

ной функцией v = v(x, t), зависящей в общем случае от времени t и 
координат Xi, i = 1, 2, 3, радиус-вектора х = х1е1 + х2е2 + хзез, опре­
деляющего положение точки пространства относительно декартовой 

прямоугольной системы nростраиствеииых ~оордииат Ох1х2хз с ор­

та.м.и ei (рис. 3.3). Тогда произведение pv будет вектором объемной 
плотности ~одu'Ч.ества движеии.я сплошной среды. Аналогично век­

торное произведение х х (pv) является вектором объемной плотности 
.м.о.м.еита ~оди'Ч.ества движеии.я среды относительно начала координат. 

Модули этих векторов измеряют в кг/(м2 ·с)= Н· сjм3 и кгj(м ·с)= 
=Н· сjм2 соответственно. 

Рис. 3.3 

Если pv -- непрерывная функция координат в пространствеиной 

области объемом V всюду, кроме, быть может, векоторого множес­
тва точек объема нуль, то для находящейся в этой области среды 
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векторы количества движения и момента количества движения можно 

представить соответственно в виде 

Qv = J pvdV, 

v 
Lv = J х Х pv dV. 

v 
(3.19) 

Большинство процессов в технике и в технологии связано с пе­

реносом в пространстве конкретных физических субстанций: массы, 

энергии, электрического заряда, количества движения или его момента. 

Интенсивность переноса физической субстанции определяют п.t~отно­

стью nотопа, равной количеству субстанции, переносимой в единицу 

времени через единичную площадку, перпендикулярную направлению 

переноса. Выделяют nеренос субстанции понвептивный (или мо­

лярный) и диффузионный (или молекулярный). 

Конвективный перенос физической субстанции связан с движени­

ем сплошной среды, определяемым векторным полем ее скорости v = 
= v(M,t), М Е JR3, в момент времени t. Для физической субстанции, 
выражаемой скалярной величиной, плотность потока конвективного пе­

реноса является вектором, коллинеарным вектору скорости v и равным 
произведению v и объемной плотности этой субстанции. Так, направле­
ние и интенсивность конвективного переноса массы определяет вектор 

nлотности nотопа .массы pv, совпадающий с вектором объемной 
плотности количества движения среды и имеющий одинаковую с ним 

единицу измерения модуля. 

Направление и интенсивность конвективного переноса энергии и за­

ряда определяют соответственно вектором e*v плотности потока энер­
гии и вектором PeV п.t~отности злептри'Чеспого топа. Модули 

этих векторов измеряют в Вт/м2 и А/м2 соответственно (А - ам­
пер является основной единицей измерения силы элептри'Чеспого 

топа). 
Диффузионный перенос физических субстанций может происходить 

и при отсутствии направленного движения среды (например, при ха­

отическом молекулярном движении в жидкости, газе или плазме и 

тепловом движении ионов, атомов и молекул в твердом теле). При 

неравномерном пространствеином распределении И"Среде пекоторой фи­

зической субстанции объемной плотностью С хаотическое движение 

микрочастиц среды постепенно приводит к выравниванию этого рас­

пределения. В изотропной среде, свойства которой одинаковы во всех 

направлениях, диффузионный перенос физической субстанции, вызван­

ный неравномерным пространствеиным распределением скалярной ве­

личины С, происходит в направлении убывания объемной плотности, 

т. е. в направлении, противоположном направлению градиента \7 жС 



3. 3. Плотность и перенос физических субстанций сплошной среды 117 

сr.а.лярного по.ля, задаваемого в пространстве в текущий момент вре­

мени t функцией С(х, t). 
При построении .м.ате.м.ати-ч.есr.их .м.оде.лей (ММ) широко использу­

ют эмпирический закон диффузионного переноса 

(3.20) 

где j(C) -вектор плотности потока физической субстанции при диф­
фузионном переносе; К(С) -эмпирический коэффициент диффузион­
ного переноса этой субстанции. Функцию С(х, t) обычно предполагают 
непрерывно дифференцируемой необходимое число раз по всем ее ар­

гументам. Она выполняет роль nотенциальной фунпции по отно­

шению к векторному полю плотности потока этоЙ субстанции при ее 
диффузионном переносе. 

Например, функция С(х, t) может задавать распределение в среде 
объемной плотности некоторого вещества (примеси в жидкости или га­

зе, ионов в плазме, легирующего элемента в сплаве). В этом случае 

С, к<с) и j(C) называют соответственно объемной попцентрацией 
вещества, измеряемой в кг jм3 , поэффициенто.м попцентрацион­
ной диффузии [81], измеряемым в м2 jc, и вектором nлотности 
nотопа данного, '?ещества в этой среде, модуль которого измеря­

ют в кг/(м2 ·с), а (3.20) выражает эапок Фипа, описывающий явление 
понцентрационной диффузии. При неоднородном пространствеи­

ном распределении температуры Т(х, t) и дав.ления р(х, t) возникают 
явления тер.модиффуэии и бародиффуэии, в связи с этим (3.20) 
следует заменить уравнением 

j(C) = -К(С)'\1 жС- К(Т) ~ '\1 ж Т- К(Р) ~ '\1 жР, (3.21) 

где К(Т) И К(Р) - поэффициенты термадиффузии И барадиффу­
зии [135], измеряемые в м2 /с. 

Интенсивность диффузионного переноса физической субстанции не 

всегда связывают с градиентом скалярного поля объемной плотности 

этой субстанции. Так, в ММ nроцесса теnлоnроводности - про­

цесса диффузионного переноса в среде теплоты как одной из форм 

энергии - в качестве потенциальной функции вместо с:* используют 

функцию Т= Т(х, t) распределения в пространстве в текущий момент 
времени t абсо.лютной те.м.пературы, характеризующей при опреде­
ленных условиях объемную плотность тепловой энергии среды. Это 

приводит к эмпирическому закону теплопроводности ( запону Био -
Фурье) 

(3.22) 
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где q- вектор nлоткости теn.~&ового nотопа, модуль которого 

измеряют в Втjм2 ; л<т)- теn.~&оnроводкость среды, Вт/(м·К). 
Линейную связь вектора плотности потока физической субстанции 

с градиентом пекоторой потенциальной функции используют и в тех 

случаях, когда перенос этой субстанции происходит путем движения 

микрочастиц под действием внешнего поля. Так, элептричеспое 

nоле, сила действия которого на электрические заряды не зависит от 

их скорости, вызывает в электропроводящей среде электрический ток, 

вектор плотности которого равен 

(3.23) 

где а<е) - эдех:три'Чесх:а.н nроводи.м.ость среды; Ие = Ие(х, t) - элеп­
тричеспий nотенциал этого поля, В. Если ввести вектор Е= 

= - 'V жИе каnряженкости элептричеспого noJ&Я, то из (3.23) по-
лучим уравнение 

(3.24) 

обобщающее запои О.ма на случай сплошной среды (модули векторов 
j(e) и Е измеряют в Аjм2 и В/м соответственно). 

При неравномерном распределении давдени.н, заданном функцией 

р = р( х, t) и измеряемом в Па = Н/ м2 = кг/ (м · с2 ), через пористую среду 
может просачиваться жидкость или газ. Тогда вектор скорости частиц 

жидкости или газа подчиняется запоку Дарси 

(3.25) 

где хр- позффициект фUJ&ьтрации, м2 /(с·Па). 
Потенциальная функция в (3.20) может зависеть от пространствеи­

ных распределений нескольких физических величин. Например, в слу­

чае многокомпонентной смеси химически реагирующих веществ диф­

фузионный перенос физических субстанций связан с выравниванием 

неравномерного пространствеиного распределения так называемого хи­

мического потенциала, который зависит от концентраций этих ве­

ществ, температуры и давления. В этом случае вектор плотности 

потока конкретной субстанции можно представить линейной комбина-.,. 
цией векторов, коллинеарных градиентам концентрации, температуры 

и давления соответственно. Тогда говорят о концентрационной диффу­

зии, терма- и барадиффузии субстанции. 

Не затрагивая особенностей различных процессов диффузионного 

переноса, ограничимся лишь констатацией того, что в большинстве 

случаев при построении математических моделей вектор j(C) плотно­
сти потока конкретной физической субстанции можно считать линейно 
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зависящим от градиентанекоторой потенциальной функции Ф(х, t), ко­
тораяневсегда совпадает с объемной плотностью С этой субстанции. 

Эту зависимость можно записать в общей форме 

(3.26) 

где к(Ф) -коэффициент пропорциональности. Если среда анизотроп­
на, т. е. ее свойства различны в разных направлениях, то в (3.26) К(Ф) 
будет теизоро.м второго ранга коэффициентов переноса конкретной 

субстанции. 

Представленные соотношения характерны для диффузионного пе­

реноса субстанций, объемная плотность которых является скалярной 

величиной. Объемные плотности количества движения и момента ко­

личества движения являются векторными величинами, что усложняет 

выражения для плотностей потоков этих субстанций при диффузион­

ном переносе. 

3.4. Закон сохранения массы среды 

Пусть в ишча.л.ьиой х:оифигурации рассматриваемое тело занимает 

объем Vo и ограничено поверхностью So. Тогда при переходе к ах:­

туа.л.ьиой х:оифигурации оно будет занимать объем V, ограниченный 
поверхностью S. Примем, что в начальной конфигурации объем dVo 
является прямоугольным параллелепипедом с ребрами da1, da2, dаз, 

параллельными осям системы Оа1а2аз .материа.л.ьиых х:оордииат, т. е. 

dVo = da1da2daз. 
При переходе к актуальной конфигурации элементарный объем 

сп.л.ошиой среды не разрушается и в общем случае может быть предста­

влен косоугольным параллелепипедом, проекции ребер которого на оси 

системы простраиствеииых х:оордииат Ох1х2хз будут dx?), dx~2 ) и 
dxp>, i = 1, 2, 3 (ребро da1 элементарного параллелепипеда в начальной 
конфигурации соответствует ребру d:z:{I) с проекциями dx?) в актуаль­
ной конфигурации и т. п.). Тогда с учетом (3.4) и (3.6) получим 

dV = (dx(l) х dx(2)) · dх(З) = eijkdx?>dx)2>dxi3) = 

axi axj axk * 
= eijk -а da1 -а da2 -а dаз = J dVo, (3.27) 

а1 а2 аз 

где eijk (j, k = 1, 2, 3) - си.мво.л. Леви- Чивиты; J* - .нх:обиаи, опре­

деленный в (3.6) и характеризующий изменение элементарного объема 
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сплошной среды при переходе от начальной конфигурации к актуаль­

ной. При таком переходе nлотность среды в рассматриваемом элемен­

тарном объеме непрерывно изменяется во времени t от р0 (а1,а2,а3 ) = 
= dтjdVo до р(х 1 ,х2,хз, t) = dт/dV, где при отсутствии обмена массой 
между телом и окружающей средой масса тела 

т= j podVo = j pdV = const. (3.28) 

Vo V 

Отсюда следует, что dт = p0dVo = pdV. Тогда с учетом (3.27) получим 
уравнение неразрывности 

Ро = pJ* (3.29) 

в материальных координатах, выражающее в этих координатах запон 

соzран.ени.Jl .массы. 

Учитывая (3.5) и правила дифференцирования определителя, про­
изводную якобиана (3.6) по времени t можно записать в виде 

dJ* = eijk ( дщ дхj дхk + дхi дщ дхk + дхi дхj дvk) = 
dt да1 да2 даз да1 да2 даз да1 да2 даз 

= е•з·k дхi дхj дхk дvm = J*'\lж. v, ) 
· да1 да2 даз дхт (

3
.
30 

где Vm (т= 1, 2, 3) - проекции вектора v скорости частиц среды 

на оси Oxm системы пространствеиных координат, а нижний индекс 
х у дифференциального оnератора Гамильтона '\1 ж означает диффе­
ренцирование по пространствеиным координатам. Таким образом, ди­

вергенция '\1 ж • v вектора скорости, вычисленная в пространствеиных 
координатах, является локальной скоростью относительного изменения 

элементарного объема среды. 

В силу независимости р0 от времени из (3.29) с учетом (3.30) следует 

соотношение _Р_ = J*.J!.. + р- = J* .J!.. + р'\1 · v =О где v -d ( J*) d dJ* ( d ) 
dt dt dt dt ж ' 

вектор скорости. Отсюда при J* =f О получаем уравнение неразрыв-
ности 

dp 
dt + р'\1 ж • v = о, или (3.31) 

в системе пространствеиных координат, выражающее в этой систе­

ме закон сохранения массы среды. У читывая выражение для полной 

производной : = ~ + v · '\1 жР. это уравнение можно записать в дивер­
гентной фор.ме: 

др 
дt + "Vж · (pv) =О, или 

др д(рщ)- о 
дt + дхi - ' (3.32) 
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где '::; - локальное изменение плотности во времени; V ж • (pv) = 

= дд(рvi) -изменение плотности за счет х:онвех:тивного переноса. 
Xk 

В случае кесжu.мае.мой сплошной среды ее плотность неизмен-

на, но неоднородная несжимаемая среда в различных точках простран­

ства и в различные моменты времени может иметь разную плотность, 

поэтому (3.31) и (3.32) остаются в силе. Если же несжимаемая среда 
однородная (р = Ро = const), то из (3.31) или (3.32) следует 

't"7 v о или дщ = о. 
Vж' = ' 

дхi 
(3.33) 

Уравнение неразрывности в виде (3.31) или (3.32) применимо и 
к смеси n разнородных веществ, заполняющих некоторый объем V. 
Для каждого <;-го вещества, <; = 1, n, можно ввести плотность р(<>), 
характеризующую его объемную концентрацию в смеси, а при помощи 

векторной функции v<<>)(x, t) можно задать векторное поле его скорости. 
Тог да для плотности смеси получим 

n 

р= L::>(<>), (3.34) 
c;=l 

а из условия, что вектор pv п.аотности nomox:a смеси при конвектив­
ном переносе равен сумме векторов p<<>)v(<>) плотностей потоков отдель-
ных веществ, найдем вектор средней скорости смеси 

1 n 
v =- LP(<>)v(<>). 

р <;=1 

(3.35) 

Пусть в смеси не происходит превращения веществ. Тогда для 

каждого <;-го вещества справедлив закон сохранения массы в виде (3.31) 
или (3.32) 

d (<>) 
_Р_ +p(<>)'V ··v(c;-) =О 

dt ж ' 
(3.36) 

Ясно, что, суммируя по <; вторые равенства (3.36) и учитывая (3.34) и 
(3.35), получим уравнение неразрывности смеси в виде (3.32). 

Если же в смеси происходит превращение веществ за счет хим:I­

ческих реакций или ионизации, то для каждого <;-го вещества такие 

процессы характеризует скорость m~) изменения массы этого вещества 
в единицу времени в единице объема, причем из условия сохранения 

массы смеси следует, что 

n 

z=т~) =О. (3.37) 
c;=l 
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В этом случае вместо второго уравнения (3.36) получим выражение, 
соответствующее закону сохранения массы ~-го вещества: 

(3.38) 

Суммируя (3.38) по ~ с учетом (3.34), (3.35) и (3.37), снова получим 
(3.32). 

Величина p(')v является вектором плотности потока ~-го вещества 
при конвективном переносе, определяемом движением смеси в целом, 

а величину j(') = p(')(v(')- v) можно рассматривать как вектор плот­
ности потока этого вещества при диффузионном. nереносе, вызванном 

отличием скорости ~-го вещества от средней скорости смеси. Тогда 

(3.38) можно представить в виде 

(3.39) 

Принимая во внимание (3.34) и (3.35), петрудно установить, что сумма 
по~ всех векторов j(') равна нулевому вектору О. 

Скорости отдельных веществ в смеси обычно не известны. Но для 

описания х:онцентрационной диффузии ~-го вещества в смеси можно 

примелить зах:он Фих:а в виде (3.20), а в общем случае при наличии 
явлений тер.м.одиффузии и: барадиффузии использовать (3.21). Тогда, 
обозначив объемную концентрацию ~-го вещества через С,, т. е. С,= 

= р('), с учетом (3.21) вместо (3.39) можно записать уравнение nере­
носа этого вещества [135]: 

Здесь Т и р - температура и давдение; D~c), D~T) и D~p) - х:оэффи­
циенты х:онцентрационной диффузии, тер.м.одиффузии и барадиффу­

зии ~-го вещества соответственно. Если средняя скорость смеси равна 

нулю, т. е. v =О, а явления термадиффузии и барадиффузии не суще­
ственны и D~C) = const, то из (3.40) следует, что 

(3.41) 
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Для нахождения объемной концентрации С,(х, t) в объеме V, ограни­
ченном неподвижной поверхностью S, необходимо .м.ате.м.ати'Чесх:ую 
.модель, включающую (3.41), дополнить х:раевы.м.и условия.м.и. В эти 
условия должны войти функция С~(х) = C,(x,to), задающая в объеме 
V распределение С, в момент времени to, принимаемый за начальный, 
т. е. на'Чальные условия, и грани'Чные условия на S. 

Если m~) не зависит от С, или же зависит линейно, то (3.41) являет­
ся линейным уравнением параболического типа. При установившемся 

процессе переноса и независимости m~) от С, из (3.41) следует урав­
нение Пуассона, которое переходит в уравнение Лапласа, если m~) =О. 
Подчеркнем, что все эти варианты уравнений вытекают из локальной 

формы закона сохранения массы пекотарого вещества в смеси. 

3.5. Внешние силы и тензоры напряжений 

В механике сплошной среды различают два типа внешних сил, дей­

ствующих на тело: распределенные в его объеме и по ограничивающей 

его поверхности. 

П.л.оmносmь объе.мных си.л. характеризует вектор 

Ь(М) = lim ~FV' 
d-.o u 

(3.42) 

где дF- вектор силы, распределенной в объеме д V среды в окрестно­
сти точки М в ах:туальной х:онфигурации (предполагается, что предел 

в (3.42) существует, когда окрестность диаметром d стягивается к точ­
ке М). Часто используют также вектор f(M) = р(М)Ь(М) (р(М) -
плотность среды в окрестности точки М), характеризующий n.л.оm­

носmь .массовых си.л.. Модули этих векторов измеряют в Нjм3 и Н/кг 
соответственно. 

Если на элементарную площадку дS поверхности S, ограничиваю­
щей тело объемом V в актуальной конфигурации, действует сила Ь..Р с 
проекциями D.Pi (i = 1, 2, 3) на оси системы пространственных х:оорди­
нат, то n.л.оmносmь nоверхностных си.л. характеризуется вектором 

р( N) = lim ~Ps 
d1--+0 L..l 

(3.43) 

при условии, что этот предел существует при стягивании окрестно­

сти дS диаметром d' к точке N. Модуль этого вектора измеряют 

в Па = Н/м2 . Поверхностные силы вызывают на поверхности тела 
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иаnр.нжеии.н u<n) = р (верхний индекс (n) в обозначении вектора на­
пряжения означает, что положение в пространстве площадки dS задано 
единичным вектором n внешней нормали к этой площадке). 

При приведении сил, действующих на элемент д V объема или дS 
поверхности, к пекоторой точке такого элемента, в общем случае может 

возникнуть момент дМ. Примем, что 

mv = lim дМ =О М Е V; 
d->O дV ' 

l. дМ О N S ms = 1m лs = , Е , 
d'->0 ~ 

т. е. отсутствуют .мо.менты, расnределенные в объе.ме и no nо­
верхности тела. Сосредоточенные внешние силы, приложеиные в 

отдельных точках тела, можно рассматривать как предельный случай 

объемных или поверхностных сил, действующих в окрестности этих 

точек. 

Напряжения возникают не только на площадках в окрестности то­

чек, принадлежащих поверхности тела. Если тело объемом V, нахо­
дящееся в равновесии под действием заданной системы внешних сил, 

рассечь на две части произвольно ориентированной плоскостью, про­

ходящей через фиксированную точку М Е V тела и затем одну часть 
отбросить, то для сохранения равновесия оставшейся части в общем 

случае необходимо к секущей плоскости приложить систему поверх­

ностных сил. Эти силы заменят действие отброшенной части тела 

на оставшуюся и вызовут в окрестности точек этой плоскости соот­

ветствующие напряжения. Ясно, что вектор u(n)(M) напряжения в 
окрестности точки М будет зависеть от того, каким образом через 

эту точку проведена секущая плоскость, т. е. от направления единич­

ного вектора n внешней нормали к этой плоскости. Для точки М Е V 
совокупность пар векторов u<n)(M) и n определяет наnр.нженное со­
сто.нние в окрестности этой точки. 

Чтобы полностью описать напряженное состояние в окрестности 

рассматриваемой точки, нет необходимости принимать во внимание 

все возможные пары векторов u(n) и n. Можно доказать, что для этого 
достаточно задать векторы напряжения на трех взаимно перпендику­

лярных площадках, содержащих рассматриваемуЮ точку. 

Пусть u<n1 ) - вектор напряжения, действующий на площадке с 

единичной внешней нормалью n1. Тогда u(ni) = ain1
) n 1 + a~n 1 ) n 2 + 

+ a~n 1 ) n 3 , где a]n1
), j = 1, 2, 3, - проекции вектора u(ni) на направле­

ния трех взаимно перпендикулярных единичных нормалей nj, задаю­
щих ориентацию элементарных площадок, содержащих рассматрива­

емую точку М Е V. Очевидно, что векторы u<n2 ) и u(nз) могут быть 
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представлены аналогично, и в итоге можно записать 

,..(ni) - a(ni) n · ,; 1 2 3 
v - j ]' • = ' ' . (3.44) 

Если в качестве единичных внешних нормалей в (3.44) выбрать 
орты ei репера пр.н.м.оуго.ttьиой систе.м.ы х;оордииат Ох1х2хз, то при эй­

.ttерово.м. onucauuu движения сплошной среды девять компонент a)ei) = 
= O'ji образуют mен.зор паnр.нжепий (mен.зор паnр.нжепий Ко­
ши) а-, являющийся теизоро.м. второго раига. Этот тензор задает 

пространствеиную меру напряженного состояния в точке и зависит 

от пространствеиных координат х1, х2 , хз и времени t. Компонен­

ты ан, а22, азз, соответствующие проекциям на Н!;Шравления ортов 

ei векторов напряжения в площадках, перпендикулярных этим ортам, 

называют иор.чальиы.ми паnр.нжепи.н.ми. Компоненты O'ij (i # j), 
соответствующие проекциям этих векторов напряжения, лежащим в 

плоскостях указанных площадок, называют пасаmельпы.ми паnр.н­

жепи.н.ми. 

Заменив в (3.44) a]ei) на O'ji и nj на njei, где щ -направляющие 
косинусы внешней нормали n = niei произвольно ориентированной 

площадки, получим вектор напряжения в этой площадке 

,..(n) -a--n·e·-;:;; ·n v - ]t J t- v • 

Нормальное напряжение в этой площадке равно 

(3.45) 

(3.46) 

Если O'n >О, то такое напряжение называют расm.нгивающи.м па­

nр.нжепие.м, а если O'n <О- сжи.мающи.м. Сидавые грапи-ч.пые 

уеловин следуют из (3.45), если рассматривать окрестность точки N 
поверхности S с единичным вектором n(N) внешней нормали при за­

данном векторе р( N) плотности поверхностных сил с проекциями Pi ( N) 
на оси пространствеиных координат: 

&(N) · n(N) = p(N), или O'ji(N)nj(N) = Pi(N), N Е S. (3.47) 

В случае актуальной конфигурации для содержащей рассматривае­

мую точку (на поверхности тела или внутри его) произвольной элемен­

тарной площадки dS, ориентацию которой задает единичный вектор n 
внешней нормали с направляющими косинусами nj, имеем 

dP = u(n) = (j . n, 
dS 

ИЛИ (3.48) 
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где dP - вектор приложенной к этой площадке элементарной силы 

с проекциями dPi на оси пространствеиных координат. Пусть в иа­
'Чальиой х:оифигурации этой площадке соответствует площадка dSo с 
единичным вектором N внешней нормали, имеющим направляющие 

косинусы NJ (J = 1, 2, 3) в системе .м.атериальиых х:оордииат. Тогда 

T (N) dP y(N) dPi (! ) = dSo с проекциями 1 = dSo = 1, 2, 3 будет вектором напря-

жения относительно этой конфигурации, причем 

или (3.49) 

где Т - mензор паnр.нжепuй Пuо.л,ы - К uрхгофа с компонен­

тами Т л, являющийся материальной мерой напряженного состояния в 

точке и зависящий от материальных координат а1 , а2, аз и времени t; 
dPr и тJN) - проекции на оси материальных координат векторов dP 
и т<N) соответственно. 

Если переход от начальной конфигурации к актуальной вызван 

деформированием тела, то и иногда называют тензором истинных на­

пряжений, а Т- тензором условных напряжений [49]. У становим связь 
между этими тензорами. Используя (3.48) и (3.49), можно записать 

dP =и· ndS =Т· N dSo, или, учитывая, что dPr = 88а1 dPi, 
Xi 

(3.50) 

Для представления вектора n dS в актуальной конфигурации введем 
два ортогональных ему и неколлинеарных вектора db и db', таких, что 
их векторное произведение дает ndS = db' х db, или 

(3.51) 

где eijk - си.м.вол Леви- Чивиты. Аналогично в случае начальной 

конфигурации введем два ортогональных вектору N неколлинеарных 

вектора dbo и db~, таких, что N dSo = db~ х dbo, или 

N1dSo = еикdЬоrdЬ~к' К= 1, 2, 3. (3.52) 

Поскольку dbi = 
8
8

xi dbor и dbk = 
8
8

xk dЬ~к' то вместо (3.51) запишем 
а1 ак 

(3.53) 
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Непосредственным вычислением можно установить, что е 1 J к J* = 
дх· дх· дхk ( ) = eijk -
8 

' -д 1 -д , где J* - л-кобиан (3.6), поэтому, умножая 3.53 на 
а1 aJ ак 

дхj/даJ и учитывая (3.52), получаем 

Выражая отсюда N1dSo и подставляя в (3.50), находим 

что дает 

или 

1 .- ....... -т 
и= -F·T·F 

J* ' 
(3.54) 

где F- .м.атериа.ttъный градиент деформации. Обратное по отношению 
к (3.54) соотношение имеет вид 

* дат даJ ~ ~ ~т 
Тл = J -д -д aji, или Т= J*н.и.н , 

Xi Xj 

где Н - nространственный градиент деформации. 

(3.55) 

Если в окрестности произвольной точки сплошной среды прост­

ранственный и материальный градиенты деформации удовлетворяют 

условиям ддхi = &il, где &il - cu.м.вo.tt Кроне-кера, то из (3.54) и (3.55) 
а1 ~ 

следует, что aji = Тл, или и= Т, т. е. тензоры напряжений Коши и 
Пиолы - Кирхгофа совпадают. Эти условия обычно используют при 

малой деформации твердого тела. 

Ясно, что в случае симметрии тензора и его можно привести к г.ttав­

ны.м. о·сл.м. ОХа. При этом гдавные значенил а а (а= 1, 2, 3) этого тензо­
ра называют главпьши паnрлжепи.в.ии. Площадку, равнонаклонен­

ную к главным осям и имеющую внешнюю нормаль с направляющими 

косинусами Na = 1/JЗ, называют о~mаэдричес~ой, а составляющие 
aN и TN вектора напряжения u(N) в ней по нормали и в ее плоскости­
соответственно пор.иальпы.и и ~асаmельпы.и о~mаэдричес~и.ии 

паnр.вжепи.в.ии. С учетом (3.46) запишем 
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где Iнr- первый инвариант тензора (j. При помощи (3.45) получим 

(3.56) 

где I2и- второй инвариант тензора а. 
Для площадки, произвольно ориентированной относительно глав­

ных осей, 

3 ( 3 )2 
т~= ~ст~п;- ~стап; , (3.57) 

гдепа-направляющие косинусы внешней нормали к этой площадке. 

В случае не равных между собой всех главных напряжений, когда ст1 > 
> ст3 , наибольшее касательное напряжение Tmax = (ст1- ст3)/2 возникает 
в площадке, параллельной оси ох2 и равнонаклоненной к двум другим 

главным осям, т. е. при п2 =О и п~ = п5 = 1/2. Действительно, при 
п2 = О, обозначая п~ = z и учитывая, что в этом случае п5 = 1 - z, из 
(3.57) получаем т~= cтiz+cт~(l- z)- (стtz+ст3(1- z))

2 и в соответствии 
с необходимым условием экстремума т~ по z приходим к указанному 
результату. 

3.6. Законы сохранения количества движения 
и момента количества движения среды 

Обобщая за~он сохранени.н ~оличества движени.н .материальной 

систе.м.ы на случай сплошной среды, можно с учетом первого равенства 

(3.19) записать 

d~v = :t! pvdV= J pdS+ J bdV. (3.58) 

v s v 

Левая часть (3.58) соответствует скорости изменения во времени t 
вектора ~оличества движения Qv среды, занимающей в а~туальной 
~онфигурации область объемом V, ограниченньrм поверхностью S (р и 
v -плотность среды и вектор скорости ее частиц соответственно). 
Правая часть (3.58) равна главно.м.у ве~тору систе.м.ы сил, характери­
зуемых в данном случае векторами р и Ь плотности поверхностных и 

объе.м.ных сил соответственно. Необходимо отметить, что (3.58) явля­
ется основным постулируемым динамическим соотношением механики 

сплошной среды, аналогичным закону Ньютона в механике материаль-

ной точки. 



3. 6. Законы сохранения количества движения и момента количества движения 129 

Для средней части (3.58) с учетом (3.27) и (3.29) получим 

~ j pvdV = ~ j pvJ*dVo = 

v Vo = j( d(pJ*) J*dv) dVr = J dv dV 
v dt + р dt о р dt . (3.59) 

Vo V 

Отметим, что проведеиное преобразование с учетом (3.32) и выраже­
ния d<p 1 dt = д<р 1 дt + v · "\1 ж <р полной производной (нижний индекс х у 
дифферен:циадъиого оператора Га.м.идътоиа "\1 ж означает дифференци­
рование по простраиствеииы.м. .,..оордииата.м.) для любой непрерывно 

дифференцируемой в области V функции <p(x,t) (скалярной, векторной 
или тензорной) позволяет записать 

:t J р<р dV = J р ~~ dV = J (д~:) + "\1 ж • (p<pv)) dV. (3.60) 

v v v 

Если векторы в (3.58) и (3.59) представить в проекциях на оси 
пря.м.оугодъиой систе.м.ы .,..оордииат Ох1х2хз, заменив, согласно (3.45), 
проекции Pi вектора р = u(n) на ajinj, i, j = 1, 2, 3, где aji - .,..о.м.по­
иеитъz теизора (i иапряжеиий Коши, а nj - направляющие косинусы 

единичного вектора внешней нормали к поверхности S, то, объединив 
(3.58) и (3.59), с учетом теоре.мы Остроградс.,..ого - Гаусса получим 

/( 
d1Ji ) 1 /( dvi дaji ) р- -Ь· dV- a--n·dS= р--- -Ь· dV=O dt 1 

Jl J dt дх. 1 
' . • • J 

(3.61) 

v s v 

где щи bi- проекции векторов v и Ь соответственно. Отсюда следуют 
уравненив движенил среды 

dv ~ 
или р dt = "\1 ж • и + Ь. (3.62) 

Эти уравнения выражают локальную формулировку запона сохране­

нив поди-чесmва движенил сплошной среды. Дивергеитиую фор.м.у 

этих уравнений 

д(рщ) _ д(aji-PViVj) Ь· 
дt - дх· + 1 

J 

(3.63) 

можно получить из (3.62) с учетом выражения для полной производной 
dv; дv; ( дv; ) В u ( О) dt = дt + Vj дх1 . частном случае неподвижнои среды v = из 

(3.62) и (3.63) следуют ее уравненив равновесия. 
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Для представления уравнений движения в .м.атериадьных -х:оордина­

тах преобразуем левую часть (3.61) с учетом (3.27), (3.29) и (3.50): 

k, I, J = 1, 2, 3, 

~т 

гдеРои Ьi- плотность среды и проекции вектора Ь0 = J*b ·Н пло2'но-

сти объемных сил на оси 08.i системы материальных координат; Н­
пространственный градиент дефор.м.ации; NJ - проекции на оси 08.i 
единичного вектора N внешней нормали к поверхности So, ограничи­
вающей область Vo, занятую средой в начадьной -х:онфигурации; Tjk­

компоненты тензора напрлжений Пиоды - Кирхгофа Т. Отсюда сле­
дует локальная формулировка закона сохранения количества движения 

в этих координатах: 

Обобщение за-х:она сохраненuл .мо.м.ента -х:одичества движенил .ма­

териадьной систе.м.ы на случай сплошной среды с учетом второго 

равенства (3.19) дает 

~jxxpvdV= j(mv+xxb)dV+ jmsdS+ jxxpdS, (3.64) 

v v s s 

где х- радиус-ве-х:тор частицы спдошной среды; mv и ms- .м.о.м.ен­

ты, распредеденные по объе.м.у V и по поверхности S. Эти моменты 
учитывают при построении .мате.матичес-х:их .модедей сплошной сре­

ды, называемых микрополярными. Используя (3.60), интеграл в левой 
части ( 3. 64) можно преобразова ть к виду 

!!_ j х х pv dV = j р d( х х v) dV = 
dt dt 

v v 

J (dx dv) j dv = р dt х v + х х dt dV = рх х dt dV, 
v v 

поскольку (dxjdt) х v = v х v =О. Последний интеграл в правой части 
(3.64) с использованием (3.47), теоремы Остроградского - Гаусса и 
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симвода Леви- Чивиты eijk (т= 1, 2, 3) примет вид 

где ei - орты репера системы координат Ох1х2хз. Подставив ире­

образованные интегралы в (3.64), с учетом (3.62) получим интеграль­
ную форму запона сожраненu.в момента полu'Чества двuженu.в 

сплошной среды 

j(mv+eijkO"jkei)dV+ jmsdS= jxx (Р~~ -'Vжu-Ь)dV=O. 
v s v 

Отсюда при mv =О и ms =О следует eijkUjk =О, т. е. Uij- Uji =О, что 
соответствует симметрии тензора u, а с учетом (3.55)- и симметрии 

тензора Т. При наличии моментов, распределенных по объему и/или 
по поверхности тела эта симметрия в общем случае отсутствует. 



4. ОСНОВЫ ТЕРМОДИНАМИКИ 
НЕОБР АТИМЫХ ПРОЦЕССОВ 

В современном представлении термодинамика - феноменологиче­

ская теория общих закономерностей процессов, протекающих в макро­

скопических телах и связанных с взаимными иревращениями различ­

ных видов энергии и других форм движения. 

В термодинамике необратимых пропессов к настоящему времени 

наибольшее распространение получили два основных направления. В 

основу первого направления, являющегося развитием классической тер­

мостатики, положен принцип локального тер.м.одина.м.ичес-х:ого равно­

весия. Второе направление, называемое рациональной термодинамикой 

необратимых процессов, характеризуется в первую очередь отказом от 

принципа локального термодинамического равновесия и иной трактов­

кой второго закона тер.м.одина.м.и-х:и, рассматриваемого не как ограни­

чение на протекающие процессы, а как ограничение на вид уравнений, 

описывающих поведение реальных тел и сред. Именно второе напра­

вление использовано далее при построении математических моделей 

различных сред. 

4.1. Основные понятия термодинамики 

При исследовании поведения сплошной среды любое тело, зани­

мающее в а-х:туа.л.ъной r.онфигураv,ии объем V или любую его часть 
(конечную или бесконечно малую) и ограниченное поверхностью S, бу­
дем рассматривать как тер.иодика.ии-ч.еспую систе.иу. Если она 

обменивается с окружающей средой массой и энергией, то ее называ­

ют отпрытой. Если же происходит обмен с окружающей средой лишь 

энергией, то систему называют запрытой. В том случае, когда отсут­

ствует обмен и массой, и энергией, систему называют изо.л.ировакн.ой. 

Состояние термодинамической системы в окрестности произволь­

ной точки в любой момент времени характерИзуют nара.иетра.ии 
тер.иодика.ии-ч.еспого cocmoJCKUJC, которые могут изменяться при 
взаимодействии системы с окружающей средой. Если при постоянных 

внешних воздействиях они не изменяются в течение рассматриваемого 

промежутка времени, то система находится в состоянии тер.иоди­

ка.ии-ч.еспого равн.овесuJС. Это равновесие считают устой-ч.ивы.и, 

если при прекращении любых малых внешних воздействий система 
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возвращается к исходному состоянию. В противном случае термоди­

намическое равновесие считают неустой:чивы.м. 

При взаимодействии с окружающей средой термодинамическая си­

стема проходит ряд последовательных состояний, совокупность кото­

рых называют тер.модина.ми-чеспи.м nроцессо.м. Термодинамиче­

ский процесс принято называть равновесны.м, если в любом промежу­

точном состоянии при фиксированных внешних воздействиях в течение 

конечного промежутка времени параметры термодинамического состо­

яния системы не изменяются. В противном случае процесс называют 

неравновесны.м. При заданных внешних воздействиях реальные про­

цессы в термодинамической системе всегда происходят с пекоторой 

конечной скоростью изменения параметров термодинамического состо­

яния и поэтому всегда будут неравновесными. Однако в ряде случаев, 

когда эти параметры изменяются довольно медленно, процесс прибли­

женно можно считать равновесным. 

Равновесный процесс, который и в прямом, и в обратном направле­

ниях проходит через одну и ту же последовательность состояний, носит 

название обрати.мого, а в противном случае - необрати.мого, для 

которого характерна диссиnаци.н (рассеяние) энергии. 

К параметрам термодинамического состояния в зависимости от 

необходимости учета различных · процессов, протекающих в термо­
динамической системе, относят, например, п.п,отность, абсо.п,ютную 

те.мпературу, тензор деформации, а также параметры, учитываю­

щие структуру рассматриваемой среды, которые назвают внутрен­

ни.ми nара.метра.ми термодинамического состояния. Так как все 

эти параметры отражают различную физическую природу среды, то 

вид уравнений, устанавливающих соотношения между ними, может 

быть разнообразным, но должен удовлетворять и некоторым основным 

nринциnа.м рациональной тер.модина.мипи [108]. Суть этих прин­
ципов состоит в следующем. 

В соответствии с nринциnо.м взаи.мной св.нзи сплошная среда 

имеет разные состояния, описываемые известным числом параметров, 

примимаемых в качестве базисных. Через эти параметры можно выра­

зить все остальные при помощи некоторых определяющих уравнений. 

Выбор базисных параметров не является однозначным. Среди параме­

тров состояния можно выделить реаптивные nере.менные, характе­

ризующие реакцию среды на внешние воздействия, и аптивные, ха­

рактеризующие процессы, порожденные этими воздействиями [58, 108]. 
Каждое активное переменвое связано с реактивными при помощи опре­

деляющего уравнения. При этом также существует и обратная связь, 

т. е. каждое реактивное переменвое зависит от активных переменных. 
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В соответствии с npuнцunoм nрuчuнностu любое активное пере­

менвое может зависеть от настоящих и прошлых значений реактивных 

переменных, но не от их значений в будущем. 

Согласно npuнцuny равноnрuсутствu.н, если какая-либо ве­

личина входит в одно из определяющих уравнений в качестве веза­

висимого переменного, то она может присутствовать и в остальных 

определяющих уравнениях. Прuнцun объептuвностu требует со­

хранения вида определяющих уравнений при произвольных вращении и 

трансляции в пространстве и во времени тела, рассматриваемого как 

абсолютно твердое. Смысл npuнцuna .лопа.~&ьностu заключается в 

том, что значения активных переменных и эволюционные уравнения 

для внутренних параметров состояния системы в окрестности рассма­

триваемой точки зависят лишь от значений реактивных переменных в 

окрестности этой точки. Отказ от принципа локальности приводит к 

более сложным, нелокальным моделям сплошной среды. 

Прuнцun затужающей nам.нтu гласит: более отдаленные в 

прошлом состояния термодинамической системы слабее влияют на зна­

чения активных и реактивных переменных в данный момент време­

ни. Согласно npuнцuny доnустимости все допущения, связанные 

с определяющими уравнениями и уравнениями эволюции внутренних 

параметров состояния, должны удовлетворять законам сохраненШI фи­

зических субстанций и ограничениям, следующим из второго зако­

на тер.модина.мики. Любая изолированная термодинамическая система 

имеет по крайней мере одно естественное состо.ннuе, в котором 

может находиться неограниченно долго, что составляет суть так назы­

ваемого нулевого запона термодuнамuпu. 

4.2. Закон сохранения энергии 

Применительно к произвольному объему V сn.л.ошной среды в ак­

туа.л.ьной конфигурации запон сожраненu..ll энергuu (или nервый 

запон термодuнамuпu) гласит: скорость изменения во времени t 
полной энергии Е* тер.моди11.а.мической системы равна сумме .мощно­

сти W р действующих на эту систему механических сил и скоростей 
Qo: изменения всех других видов энергии, т. е. 

(4.1) 

В общем случае скорости Q о: представляют собой мощности тепловой, 
электромагнитной, химической и других видов энергии, поступающей 

в данную термодинамическую систему. 



4.2. Закон сохраненИ.Il энергии 135 

В прикладных исследованиях часто приходится рассматривать вза­

имные превращения механической энергии и теплоты, что характерно 

для так называемого тер.мо.меzанuчеспого nроцесса. Поэтому без 

потери общности среди всех величин Q а выделим лишь мощность Q 
тепловой энергии, приобретаемой системой. Тогда (4.1) примет вид 

(4.2) 

где 

Q= jqvdV- Jq·ndS= jqvdV- jqinidS, i=1,2,3. (4.3) 
v s v s 

Здесь qv - объемная плотность мощности внутренних источников 

(или стоков) теплоты, Втfм3 ; q - вектор nлотности теnлового 
nото".а с проекциями Qi на оси Oxi nр.н.моугольной системы ".оординат; 
ni - проекции на оси Oxi единичного вектора n внешней нормали к 
поверхности S, ограничивающей объем V. 

Полная энергия термодинамической системы помимо ".инетичес".ой 

энергии 

К* = ~ j pv · v dV, 
v 

или К*=~ J PVjVjdV, j = 1, 2, 3, 

v 
(4.4) 

где р - nлотность среды; v - вектор скорости с проекциями Vj на 

оси Oxj, включает зависящую от nараметров тер.модина.мичес".ого 
состо.нни.н системы внутреннюю энергию 

И= J pudV, 
v 

(4.5) 

гдеи-массовал nлотность внутренней энергии, Дж/кг. При запи­

си (4.4) не учтен возможный вклад в кинетическую энергию энергии 
вращения частиц среды, поскольку предполагаем, что .моменты, рас­

nределенные no объему и no nоверхности, отсутствуют. 
Для мощности механических сил запишем 

W? = J b·vdV + J p·vdS = J biщdV + J PiVidS, (4.6) 
v s v s 

где Ь и р - векторы nлотности объемных и nоверхностных сил с 

проекциями bi и Pi соответственно. Тогда (4.2) с учетом (4.3)-(4.6) 
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можно представить в виде 

~~ ~щщdV + :t1 pudV= 
v v 

= 1 biщdV + 1 PiщdS+ 1 qvdV- 1 qinidS. (4.7) 
v s v s 

Учитывая (3.60), иреобразуем слагаемые в левой части (4.7): 

d 1 1 du dt pudV = р dt dV. (4.8) 

v v 

Второе слагаемое в правой части (4.7) иреобразуем с учетом (3.11), 
(3.47) и фор.м.улы Остроградского - Гаусса к виду 

(4.9) 

поскольку свертка си.м..м.етричного тензора u с антиси.м..м.етричны.м. 
тензоро.м. W равна нулю (см. П1.2). 

Применив формулу Остроградского-Гаусса к четвертому слага­

емому в правой части (4.7) и подставив (4.8) и (4.9) в (4.7), запишем 

Отсюда, учитывая уравнения (3.62) движения среды, получаем инте­
гральную формулировку закона сохранения энергии 

J ( du дqi ) 
р- -(7 .. \f;· +- -qv dV =О dt J~ ~J дхi ' 

v 
(4.10) 

а в силу принципа локальности - локальную формулировку этого 

закона в виде уравнен.и.н nереноса эн.ергии 

или ( 4.11) 
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а 
где \1 х = ах; ei; ei - орты репера системы пространственных х:оор-

динат. К дивергентной фор.м.е представления этого закона 

(4.12) 

или а;;+ 'Vx · (€*v- u · v + q)- Ь · v- qv =О, где €* - объемная 
плотность nо.л.н.ой энергии, можно перейти, если использовать (3.32) 
и (3.63). 

В .м.атериальиых х;оординатах щ закон сохранения энергии примет 

вид 

du dLij дqf о 
Ро dt = Tjidt- даi +qv, (4.13) 

du т~ dL t"7 о о 
или Ро dt = · ·dt- v а· q + qv, где Ро -плотность среды в ишч.аль-

иой х:онфигураи,ии; Т и L - тензор Пиолы - Кирхгофа и лагранжев 
тензор х:оие'Чной дефор.м.аи,ии с компонентами Tji и Lij соответствен-

t7 а . . 
но; v а = -а J i; J i - орты репера системы материальных координат; 

а; 
~т 

q0 = J* q ·Н - вектор плотности теплового потока с компонентами qf 
"Т 

в начальной конфигурации, J*- лх;обиаи (3.6), Н - пространствен-

ный градиент дефор.м.аи,ии; qv = J*qv. 

4.3. Второй закон термодинамики 

Степень охлаждения или нагрева тер.м.одина.м.и'Чесх:ой систе.м.ы ха­

рактеризуют те.м.nературой. В классической термодинамике поня­

тие температуры вводят для состояния тер.м.одина.м.и'Чесх:ого равнове­

сил системы, постулируя, что две системы, каждая из которых нахо­

дится в равновесии с третьей системой, находятся в равновесии и между 

собой. Любая из этих трех систем может играть роль термометра, ко­

торый определяет температуру в пекоторой удобной, но, вообще говоря, 

произвольной шкале. Все имеющиеся экспериментальные данные сви­

детельствуют о том, что при любом масштабе шкалы используемого 

термометра существует температура, ниже которой никакая термо­

динамическая система не может быть охлаждена, т. е. температура 

ограничена снизу. Если точная нижняя грань припята за нуль, то тем­

пературу Т называют абсо.л.ютн.ой. Шкала абсолютной температуры 

не зависит от свойств материи, причем для любого масштаба этой 

шкалы Т > О. Основной единицей измерения абсолютной температуры 
является кельвин (К). 
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Наряду с абсолютной температурой фундаментальным параметром 

любой термодинамической системы считают энтроnию Н - термо­

динамическую функцию состояния системы, характеризующую меру 

диссипации энергии, ДжjК. В классической термостатике прираще­

ние энтропии dH = дQ /Т полагают полным дифференциалом ( дQ -
бесконечно малое количество теплоты, получаемое термодинамической 

системой при абсолютной температуре Т). Тогда для системы, совер­

шающей бесконечно медленно циклический обратим.ый терм.одинам.и­

чес~ий процесс, справедливо равенство 

fд~ =0. 

Понятие энтропии обобщено на необратим.ый терм.одинам.ичес~ий про­

цесс, для которого [108] 

в 

/
дQ 

Нв-Нл> Т' (4.14) 

А 

причем интегрирование ведется вдоль любого пути, связывающего со­

стояния А и В. Но введенное таким образом понятие энтропии примени­

мо к исследованию ограниченного класса термодинамических явлений, 

поскольку (4.14) справедливо лишь для квазистатических процессов, 
т. е. процессов, протекающих бесконечно медленно. Оно дает возмож­

ность оценить меру необратимости этих процессов, но не позволяет 

получить ограничения на определяющие уравнения, описывающие из­

менения парам.етров терм.одинам.ичес~ого состолнШI. 

При использовании понятия энтропии применительно к термодина­

мической системе полагают, что Н - аддитивная функция, присущая 

любому количеству материи, т. е. энтропия любого тела равна сумме 

энтропий его частей. Для сп.л.ошной среды, занимающей область V и 
имеющей п.л.отность р, 

Н= 1 phdV, (4.15) 

v 
где h - м.ассовал п.л.отность энтропии. Изменение энтропии проис­

ходит как вследствие изменений внутри системы, так и в результате 

взаимодействия системы с окружающей средой. Тогда полное произ­

водство энтропии в теле в единицу времени t будет 

Г н = dd~ - / ps dV + /11 · n dS, (4.16) 

v s 
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г де s = s + qv / (рТ) -поступление энтропии за единицу времени на еди­
ницу массы от внутренних источников; "1 =т;+ qjT- вектор потока 

энтропии; qv - объемная nлотность мощности внутренних источ­

ников теплоты; q - вектор nлотности теnлового nото-х:а; s и т; -
производство и приток энтропии, обусловленные всеми прочими эффек­

тами); n - единичный вектор внешней нормали к ограничивающей 

тело поверхности S. 
Второй закоп тер.модuпа.мuкu в форме перавепства К.л.а­

узuуса - Дюге.ма постулирует: общее производство энтропии в 

термодинамической системе всегда неотрицательно (Гн ~ 0), что, со-
гласно (4.16), можно записать в виде ' 

dd~ ~ J psdV- !·11·ndS. (4.17) 

v s 

Используя (3.60), (4.15) и формулу Остроградс-х:ого - Гаусса, 

вместо ( 4.17) получаем 

dH d J J dh J dt = dt ph dV = р dt dV ~ (ps - 'l ж • "1) dV, 
v v 

откуда в силу nринциnа ло-х:альности следует локальная форма нepa-
dh 

венства Клаузиуса - Дюгема р dt ~ - 'l ж • "1 + ps. Процесс, в котором 
s = О и т;= О, называют nростым тер.мо.меzаnu'Ческu.м, и последнее 
неравенство принимает вид 

или в декартовой прямоугольной системе координат Ох1х2хз 

dh дqi Qi дТ 
рТ-+----

8 
-qv ~0, i= 1, 2,3, 

dt дхi Т Xi 

(4.18) 

(4.19) 

где Qi- проекции вектора q на оси Oxi. В дивергентной фор.м.е вместо 
(4.18) запишем 

(4.20) 

или а~:)+ д~i (рhщ +~)-~·~О, где щ - проекции на оси Oxi 
вектора v скорости ч.астиц сnлошной среды. 

dh 
В .материальных -х:оординатах ai вместо (4.18) имеем роТ dt ~ 

>-- дqf + q~ дТ + q0 где в нач.альной -х:онфигурации Ро - плотность 7 даi т даi v' 
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~т 

среды; q'f - проекции на оси Oai вектора q0 = J* q · Н плотности те-

плового потока; J*- я-к:обиан (3.6); Н- пространственный градиент 
дефор~ации; qy=J*qv. 

Для последующего изложения необходимо отметить, что массовая 

плотность внутренней энергии и, используемая в соотношениях (4.11) 
и (4.13) за-к:она сохранения энергии, является потенциальной функци­
ей (потенциалом) массовой плотности энтропии h -к:о~понент тензора 
-к:оне'Чной или ~алой дефор~ации и, возможно, еще некоторого известно­

го количества параметров термодинамического состояния. Естественно 

стремление иметь в качестве аргументов такие реа-к:тивные пере~ен­

ные, которые могут быть определены экспериментально, но h этим 
свойством не обладает. Поэтому вместо и целесообразно использовать 

иную термодинамическую функцию, но также потенциальную. 

Перейти от и к такой функции можно при помощи преобра­

зоваишr Лежаидра, состоящего в следующем [12]. Рассмотрим в 
N-мерном пространстве JRN дважды непрерывно дифференцируемую 

функцию f(y1, У2, ... , у N) и систему N нелинейных уравнений 
8
8 f = Zn, 
Yn 

n = 1, N, где Zn- заданные числа. Если для некоторых значений Zn 

решение этой системы есть Yn и в точке пространства JRN с координа-

тами Yn определитель det( 8 
8~ ) #О, т= 1, N, то, согласно теореме 

Yn Ym . 
о неявной функции [52], существует окрестность этой точки, в которой 
между Yn и Zn имеет место взаимно однозначное и непрерывно диф­

ференцируемое соответствие Yn = Yn ( z1, z2, ... , z N). Составим функцию 
j*(z1,z2, ... ,zN) = ZnYn- j(y1,y2, ... ,yN), в которой все Yn выражены 
через Zn. Эту функцию называют преобразованием Лежандра функции 

f (Yl, У2, ... , у N), причем общее число функций f* равно 2N + 1 - 1 [27]. 
Преобразование Лежандра дает возможность получить большой на­

бор термодинамических потенциалов. Основными среди них являются: 

массовая плотность свободпой зиергии 

A=u-Th (4.21) 

с аргументами Т и Eij - -к:о~понента~и тензора ~алой дефор~ации 

(j = 1, 2, 3), а также с другими реактивными переменными - аргу­

ментами и; массовая плотность mер.модииа.Мичес~ого потенциала 
Гиббса G =А- O"ijEij/ р с аргументами Т и O"ij -компонентами тен­

зора напряжений, а также с другими реактивными переменными -
аргументами А; массовая плотность тепловой функции HQ = G + Th, 
одним из аргументов которой (в отличие от G) является h. 

Если продифференцировать левую и правую части (4.21) по времени 
t и полученный результат объединить с (4.11), то за-к:он сохранения 
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энергии примет вид 

dh дqi 
рТ dt =- дхi +qv+бv, (4.22) 

dh ~ ~ (dA dT) или рТ dt =-"\!ж ·q+qv + 8v, где 8v =и· ·V- р di + hdi - дисси-

nаmивн.а.в фун.пци.в, характеризующая рассеяние энергии в термоди­

намической системе при необратимых процессах. В пространственных 

х:оординатах (j ·.у= CТji ViJ, где CТji и ViJ -компоненты тензоров вто­
рого ранга напряжений Коши (j и сх:оростей У соответственно. В 
материальных координатах вместо u ··У в выражение для 8v войдет 

~ dL dL· ~ ~ 
свертх:а Т· ·di = Tji d;1

, где Т и L- тензор напряжений Пио.л.ы -
Кирхгофа и .л.агранжев тензор х:оне'Чной дефор.м.ации с компонентами 

Tji и Lij соответственно, а значение плотностир следует заменить ее 

исходным значением ро. 

Вычитая (4.22) из (4.18), получаем общее диссиnаmивн.ое н.ера-
вен.сmво 

или (4.23) 

В материальных координатах ak оно примет вид 

_ qf дТ +Т·. dLiJ _ Ро ( dA + h dT) >- О. 
Т даi 3 ~ dt dt dt ~ , 

(4.24) 

Согласно nрин.циnа..и Гиббса, в состоянии термодинамического 

равновесия энтропия Н изо.л.ированной тер.м.одина.м.и'Чесх:ой систе.м.ы 

достигает максимального значения во всех возможных состояниях си­

стемы с заданным значением внутренней энергии И, а во всех воз­

можных состояниях с заданным значением Н минимального значения 

достигает И. Отсюда следует, что в этом состоянии абсолютная тем­

пература Т сплошной среды не меняется от точки к точке. Действи­

тельно, для неподвижной среды массовая плотность и( h) внутренней 
энергии зависит лишь от массовой плотности h энтропии, поэтому 

И = j ри(h )dV. 

v 

Используя неопреде.л.енный .м.ножите.л.ь Лагранжа Л1 для ограничения 

Н= Но= const, получаем, что истинное распределение h должно быть 
стационарной то'Чх:ой фунх:циона.л.а 

J[h] = f pи(h)dV + Л1 (! phdV- Но), 
v v 
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которому соответствует уравнение Эй.л.ера du/dh = >ч, т. е. в силу (4.21) 
т= лl = const. 

Для действительного процесса закон сохранения энергии (nервый 

зах:он тер.м.одина.м.их:и) можно записать в вИде dE* = dA(e) + dQ, где 

Е*= 1 p(~щvi+и)dv -

v 

полная энергия термодинамической системы; А(е)- работа действую­
щих на систему механических сил; Q - количество теплоты, получен­

ное термодинамической системой. Если в этом равенстве символ d при­
ращения в действительном процессе заменить символом б произвольной 

допустимой вариации, то в общем случае оно не будет справедливым. 

Обозначая через М1 соответствующую невязку, получаем 

дЕ*= б 1 Р(~щщ +и )dV = бА(е) + бQ + бS1, ( 4.25) 

v 

учитывая при этом, что бS1 = О на действительных вариациях. Ес­

ли функцианалы б Е*, бА (е), бQ и Ы"! определены, то ( 4.25) является 
вариационной фор.м.ой первого закона термодинамики для возможных 

приращений определяющих функций. При заданных значениях векто­

ров р и Ь плотности поверхностных и объемных сил с проекциями Pi и 
bi на оси пространствеиных координат 

бА(е)= lpiбuidS+ lbiбщdV, (4.26) 

s v 

где бщ - проекции на эти оси допустимой вариации би вектора 

перемещения; S - поверхность, ограничивающая область объемом V. 
Выражение для бQ в (4.25) можно получить следующим путем. 

дq д(q ;т) q· ат 
Заменим в ( 4.22) ах: на Т a~i + "f дхi. Тогда ( 4.22) примет вид 

Интегрированием этого равенства по области V получаем 

dQ = 1 pTdhdV- dQ', 

v 
( 4.27) 
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где 

причем dQ' - так называемая непо.мnенсированна.н тетмота 
(dQ' =О для обратимых процессов и dQ' >О для необратимых термо­
динамических процессов). 

В классических моделях сплошной среды при простых термамехани­

ческих процессах dQ' линейно зависит от приращений определяющих 
функций. Поэтому dQ в ( 4.27) также линейно зависит от этих прира­
щений, так что dQ можно рассматривать как значение функцианала 

бQ = j pTбhdV- бQ' 
v 

( 4.28) 

на действительных приращениях определяющих функций. Этот функ­

ционал является вариационной формой второго закона термодинамики, 

и его следует рассматривать на допустимых вариациях определяющих 

функций. 

Очевидно, что в равенстве (4.25) не все переменные можно задавать 
независимо. Задают лишь часть из них, а остальные из него находят. 

Выделим явно задаваемые функции. Для этого зададим бn в виде 

бn =б j pviщdV- :t j pщбxidV, (4.29) 

v v 

поскольку на действительных вариациях бхi = dxi = Vi dt. У читывая 
равенства dV = J*dVo и d(pJ*)/dt =О (см. 3.4), получаем 

dn = d j pщvidV- :t j pviщdtdV = 

v v J d J = d (pJ*)viщdVo- dt (pJ*)1чщdtdVo =О. 

Vo Vo 

Подставляя (4.26), (4.28) и (4.29) в (4.25), находим 

б J P(~viЩ- и )dV- ~ J pviбxidV + 
v v 

+ j PiбщdS + j biбuidV + j pTбhdV- бQ' =О. (4.30) 

s v v 
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Проинтегрировав (4.30) в пекотором произвольнам интервале вре­
мени (to, t1) и введя обозначения 

tl tl 

S н = f dt j р ( Vi;i - и) dV, дА=- j pviбxidv\:: + j dt j PiбиidS, 
to V V to S 

tl 

бА*= f (! pTбhdV- дQ' + f biбщdV) dt, 
~ v v 

получим вариационное уравнение Седова [12] 

бSн +бА +бА*= О, (4.31) 

справедливое для произвольных области V и интервала времени (to, t1). 
Эта особенность приближает ( 4.31) к локальной формулировке зако­
на сохранения энергии и позволяет путем вычисления бА из (4.31) 
установить связь между реах:тивиы.м.и (аргументами) и ах:тивиы.м.и 

(определяющими функциями) пере.м.еииы.м.и, т. е. получить уравнения 

состояния сплошной среды. Вторая особенность состоит в том, что 

(4.31) содержит вклады, связанныеснеобратимыми процессами. 
Для качественного анализа важен случай, когда V- весь объем, 

занятый сплошной средой, а to и t1 - моменты времени, в которые 

значения определяющих функций известны. Тогда дхi =О при t = to и 
t = t1. Поэтому бА можно выразить через заданную на S плотность 
поверхностных сил. В этом случае S н - действие по Га.м.и.rtътоиу для 

всего объема сплошной среды. 

4.4. Условия на поверхности разрыва 

При установлении зах:оиов сохраиеиия .массы, эиергии, x:o.rtu-чecmвa 

движеиия cn.rtoшuoй среды и ее .м.о.м.еита x:o.rtu-чecmвa движеиия пред­

полагалась непрерывность рассматриваемых функций и их производ­

ных. Однако при построении математических моделей реальных про­

цессов нередко возникает необходимость учитывать возникновение в 

рассматриваемой пространствеиной области V ,:гак называемых no­
вepxuocmeй разрыва, на которых разрывны искомые функции или 

их производные. Если на такой поверхности разрывны только произ­

водные искомых функций либо по координатам, либо по времени, то 

разрыв называют слабы.м. Если же разрывны искомые функции, то 

разрыв называют сильиы.м или ударпой волиой, когда сильный раз­

рыв подвижен, т. е. движение точек М* Е S* поверхности разрыва S* 
во времени t характеризует вектор скорости D*(M*, t) [71]. 
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Условия на поверхности разрыва можно получить с использованием 

интегральной формулировки законов сохранения физических субстан­

ций (массы, энергии, количества движения и его момента), предста­

вленной в шх:туа.льной -х:онфигурации в виде 

:t j p1dV + j 'Ф ·ndS = j flvdV + j fl8·dS, (4.32) 

V\8* 8 V\8* 8* 

где р- п.лотность среды; 1 - .м.ассовал п.лотность субстанции; 'Ф -
п.лотность ее пото-х:а; n - единичный вектор внешней нормали к по­

верхности S, ограничивающей изменяющуюся во времени область V; 
nv - объе.м.нал п.лотность мощности внутренних источников этой 

субстанции; {18. - поверхностная плотность мощности источников 

субстанции на поверхности S*. Применительно к законам сохранения 
массы и энергии, а также к за-х:ону сохранепил э.ле-х:три-чес-х:ого зарл­

да (см. 12.2) 1, flv и {18• - скаляры, а 'Ф -вектор, но в случае 

законов сохранения количества движения и момента количества дви­

жения 1, flv и n8• - векторы, а 'Ф - тензор второго ранга. 

Несложно проверить, что при отсутствии поверхности разрыва 

из (4.32) следуют рассмотренные ранее интегральные формулировки 
законов сохранения. Действительно, при 1 =: 1 и отсутствии потока 
массы и ее внутренних источников ( 4.32) переходит в интегральную 
формулировку закона сохранения массы 

:t- j pdV=O, 
V\8* 

равносильную (3.28). При 1 =с:*, 'Ф = q- и· v и flv = Ь · v + qv, где 
с:*= и+ jv\2 /2 - массовая плотность по.лной энергии; и - массовая 
плотность внутренней энергии; v -вектор скорости -частиц сп.лош­
ной среды; q - вектор п.лотности теп.лового пото-х:а; и - тензор 
напряжений Коши; qv -объемная плотность мощности внутренних 
источников теплоты, из ( 4.32) при помощи фор.м.у.лы Остроградс-х:о­
го- Гаусса получаем (4.10). При 1 = v, 'Ф =-и и flv = Ь, где Ь­
п.лотность объе.м.ных си.л, из ( 4.32) следует интегральная формулиров­
ка закона сохранения количества движения в виде (3.61). Наконец, nри 
1 = xxv, 'Ф · n = рхх- m8 и flv = mv + ххЬ, где х- радиус-ве-х:тор 

частицы среды, определенный в прл.м.оуго.льной систе.м.е -х:оординат 

Ох1 х2хз; р = и· n - вектор п.лотности nоверхностных си.л; m8 и 
mv - .м.о.м.енты, распреде.леиные по поверхности S и объе.м.у V со­

ответственно, согласно ( 4.32) приходим к интегральной формулировке 
(3.64) закона сохранения момента количества движения. 
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Пусть поверхность разрыва S* делит область V на две подобласти 
vk, k = 1, 2, каждая из которых ограничена участком sk с s поверх­
ности S и поверхностью S* о Тогда непрерывность функций, входящих 

в (4032), и их провзводных в каждой подобласти позволит применить 
(3060) и формулу Остроградского- Гаусса, записав 

~jpTdV= !д~~) dV + J(pT®v)ondS+ J(p(k)y(k)®D*)on(k)dS= 

vk vk sk s• 

= J (д~~)+ \7 ж о (pT®v)) dV + J p(k) (T(k) ®(D* -v(k))) on(k)dS, 

vk s• 

jwondS= jvжФdV- jw(k)on(k)ds, 

sk vk s· 

где®- символ операции диаднога у.м.ноженил вех:торов; верхним ин­

дексом k отмечены значения параметров на поверхности разрыва со 
стороны подобласти Vk, причем п(k)- единичный вектор внешней по 
отношению к Vk нормали к S*, а нижний индекс х у дифференциа.л.ьного 
оператора Га.м.и.л.ьтона \7 ж означает дифференцирование по простран­
ственны.м. х:оордината.м.о Сумма по k интегралов в левых частях этих 
равенств равна левой части (4032)0 Поэтому вместо (4032) получаем 

j (д(~~) +\7жo(pT®v+Ф)-nv)dV= 
V\S* 2 

= j !1s· dS- j L (p(k)y(k) ® (D*- v(k))- w(k)) о n(k) dSo 

s• s· k=l 

Если направление единичного вектора п* нормали к S* выбрать из 
условия D* оп* ~О и учесть, что п(2) = -n(l), то в итоге получим 

j ( 8(~~) +\7жo(pT®v+Ф)-nv)dV= 
V\S* 

= j ( n8 • + [рТ ® (D*- v)- Ф] оп*) dS, 
s• 

где [о] означает скачок соответствующей величины при переходе через 

поверхность S* в выбранном направлении вектора п* (например, если 
п* = п(l), то [Ф] = ф(2)- ф(l))о 

Так как полученное интегральное равенство справедливо для про­

извольных V и S*, то из него следуют локальные условия 

(4033) 
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в любой точке области V \ S* и 

(pT®(D*-v)-Ф] ·n*=-Пs· 
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. (4.34) 

в любой точке поверхности разрыва S*. Если в ( 4.33) для каждой суб­
станции конкретизировать функции Т, Ф и Пv так, как это было 

сделано применительно к (4.32), то придем к локальным формулиров­
кам в дивергентной фор.м.е законов сохранения массы (3.32), количества 
движения (3.63) и энергии (4.12), а из закона сохранения момента коли­
чества движения при отсутствии моментов, распределенных по объему 

и по поверхности, получим установленное в 3.6 свойство симметрично­
сти тензора и. Используя (3.32) и выражение для полной производной 
по времени, (4.33) можно представить в виде 

(4.35) 

При отсутствии на поверхности разрыва S* поверхностных источ­
ников массы, количества движения и энергии из (4.34) следует 

[p(D*- v)] · п* =О, } 
[pv ® (v- D*)] · п* =[и]· п*, 
[p€*(v- D*) +q] ·n* = [vт .и] ·n*, 

(4.36) 

где (·)т - си.м.во.л. транспонирования. Отметим, что поверхностные 
источники таких субстанций, как объемная плотность э.л.е~тричес~ого 

заряда, количество движения и энергия, необходимо в общем случае 

учитывать при взаимодействии сплошной среды с э.л.е~тро.м.агнитны.м. 

по.л.е.м. (см. 12.5). 
Первое равенство ( 4.36) означает непрерывность проекции векто­

ра pv плотности пото~а .м.ассы на направление вектора n * нормали 
при переходе через поверхность разрыва, но допускает при этом скачко­

образные изменения плотности и вектора скорости частицы среды. Это 

равенство можно представить в виде p< 1)v~1 ) = p(2)v~2) + D~(p(l)- р(2)), 
где v~1 ) = v<1) · n*, v~2 ) = v<2) ·n* и D~ = D* · n* ~О. 

Второе равенство (4.36) в проекциях на координатные оси Oxi 
принимает вид [pvi(Vj- Dj)]nj = [aji]nj, i, j = 1, 2, 3, где щ, Di и 
п; - проекции на эти оси векторов v, D* и п* соответственно, а 
O"ji - ~о.м.поненты тензора и. Умножая последнее равенство на п; 

и учитывая первое равенство ( 4.36), получаем 

0"(2) - a(l) р(2) . lv~2) 1 = 
p(l) - р(2) p(l)' 

* *· - ( D*) * где <Т= O"jininj, Vn = v- ·n . 

а(2) _ a(l) p(l) 

p(l) - р(2) р(2)' 
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Неравеиству К.ttаузиуса- Дюгема (4.19), выражающему второй 
за-х:ои термодииами-х:и, при Т = h и Ф = qjT, где h - массовая 

nлотность энтропии, а Т - абсо.ttютнал температура, соответствует 

условие на nоверхности разрыва в виде [ph(v- D) + qjT] · п* ~О. 

4.5. Термодинамический подход 
к построению математических моделей 

Основные nоложения термодинамики nозволяют оnределить общую 

структуру математи-ч.ес-х:их моде.ttей (ММ) достаточно широкого клас­

са реальных nроцессов, характерных для современной техники и тех­

нологии. Эта структура может быть конкретизирована nрименительно 

к сп.ttошной среде с известными или nредnолагаемыми свойствами. 

В nрикладных исследованиях обычно исnользуют модели, оnисыва­

ющие структурно-неоднородную многокомnонентную сnлошную среду 

как макроскоnически однородную с усредненными характеристиками. 

Это часто не nозволяет отразить существенные особенности nоведения 

такой среды, наnример, nри высокоинтенсивных термомехани-ч.ес-х:их 

процессах с быстро изменяющимися параметрами термодинами-ч.ес-х:о­

го состояния [68]. Математические модели таких nроцессов должны 
учитывать изменения микроструктуры среды, а также явления заnаз­

дывания и nерекрестные эффекты nри аккумуляции и nереносе энергии, 

массы и количества движения. 

Обоснованный учет отмеченных особенностей возможен с nривле­

чением соотношений термодинамикинеобратимых nроцессов, nричем 

в рамках термодинамического nодхода к nостроению ММ реальных 

термамеханических nроцессов можно выделить три основных nути, 

базирующихся на рассмотрении сред с внутренними параметрами 

термодинами-ч.ес-х:ого состояния, сред с памятью и сред с-х:оростно­

го типа. 

Рассмотрим nервый nуть. Предnоложим, что состояние сnлош­

ной среды в окрестности любой ее -ч.астицы можно оnисать четырьмя 

термодинамическими функциями, которые выnолЩiют роль а-х:тивных 

переменных: массовыми плотностлми свободной энергии А и энтро­

пии h, теизором напряжений Пиалы - Кирхгофа Т с комnонентами 
Tji (i, j = 1, 2, 3) и вектором Q0 п.ttотности теплового пото-х:а с комnо­

нентами qf. В качестве аргументов этих функций nримем реа-х:тивные 
переменные: лаграижев тензор -х:оне-ч.ной деформации L с комnонента­
ми Lkm, k, т= 1, 2, 3; абсолютную температуру Т; .маmериаль'Ный 
градuе'Нm me.мnepamypы с комnонентами iJk = дТ/даk, где ak -
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.материа.ttьные ~оординаты рассматриваемой частицы среды, и вну­

тренние nара.метры тер.модина.ми'Чес~ого состолнил х(а)' х~)' xi~ 
(а= 1, ак, f3 = 1, /Зм, 'У= 1, 'YN ). Физический смысл этих параметров 
зависит от свойств конкретной сплошной среды и особенностей реаль­

ного термамеханического процесса. Введение этих параметров дает 

возможность связать макроскопическое поведение сплошной среды с 

процессами, протекающими на микроуровне. Например, скалярными 

параметрами х(а) могут быть температуры отдельных структурных 
элементов среды или концентрации фаз и веществ, входящих в состав 

среды. Роль векторных внутренних параметров с компонентами х~) 
могут выполнять потоки массы, энергии и количества движения, пере­

носимые элементами микроструктуры среды, а тензорных параметров 

с компонентами Xk~ - микронапряжения [40, 41]. Таким образом, в 
общем случае 

А - A(L Т .а (а) (jЗ) (-у)) 
- km, ''Vk, Х 'Xk 'Xkm ' 

h h(L т .а (а) (13) (-у)) 
= km• '·vk, Х 'Xk • Xkm ' 

Tji = Tji(Lkm, Т, {}k, Х(а), Х~), Xk~), 
(4.37) 

о_ o(L Т .а (а) (jЗ) . ('У)) 
qi - qi km• '·vk, Х • Xk 'Xkm · 

Предположим, что скорости изменения внутренних параметров за­

висят лишь от текущего состояния сплошной среды в окрестности 

рассматриваемой частицы, т. е. 

dx(a) = х(а) (L Т {}k Х(а) Х(fЗ) ХЫ) 
dt km• ' ' ' k ' km ' 

(jЗ) 

dxi = х~fЗ) (L Т 1J х(а) х(fЗ) xbl) 
dt t km• ' k, ' k ' km ' 

( 4.38) 

dbl 
Xij ('Y)(L Т {} (а) (fЗ) (-у)) 
~ = Xij km• ' k, Х • Xk • Xkm · 

Подставляя в общее диссиnативное неравенство ( 4.24) функцию 

А= A(Lkm, Т, 1Jk, Х(а), Х~), Xk~), приходим к неравенству 

_ (Ро оА _т .. ) dLij _ Ро(оА + h) dT _ Ро оА dx(a) _ 
8Lij Jt dt ОТ dt ох(а) dt 

аА dx~fЗ) оА dx~]) дА d1Ji ат qi 
- PD--тifi ~-PD-т-:J ~- Ро 81J· dt -да· Т ~О, 

дхi дxij t t 

выполнение которого является необходимым условием реализуемости 

рассматриваемого термамеханического процесса в сплошной среде с 
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внутренними параметрами состояния. Это неравенство линейно по 

отношению к скоростям изменения реактивных переменных, которые 

или не являются определяющими переменными (такие, как dLij / dt, 
dTjdt и diJi/dt), или же заданы при помощи (4.38). Так как второй 
за-х:он. тер.м.один.а.м.и-х:и справедлив для nроизвольных скоростей nроцес­

сов, достаточным условием реализуемости рассматриваемого процесса 

являются равенства 

(4.39) 

и неравенство 

(4.40) 

где бv - диссипативн.ал фун.-х:ци.н. Отсюда следует, что конкретная 

форма уравнений (4.38) не должна противоречить этому неравенству. 
Исключив из (4.13) nри nомощи (4.21) .массовую плотиость вн.у­

трен.н.ей эн.ергии и, с учетом (4.39) получим 

д2А dT 8q? 
-роТ-- -- =б v - _t + Qv-

8Т2 dt 8ai 

( 
8h dLij дh dx(a) дh dх~,в) дh dx~J)) 

-роТ 8Li; dt + 8х(а) "dt + ах~,в) "dt + ax~-r) "dt · 
t tJ 

Слагаемые, заключенные в скобки в правой части этого равенства, за­

висят от скорости изменения внутренних параметров состояния среды 

и характеризуют mер.мо.м.еа:ани-чеспую свнзанносmь nротекающих 

в ней nроцессов. 

Второй nуть nостроения математических моделей термамеханиче­

ских процессов основан на использовании интегральной формы соот­

ношений, связывающих активные переменные (А, h, Tji и qi) и ре­
активные переменные (Lkm, Т и {)k, а в общем случае и внутренние 
nараметры состояния). Такая форма позволяет'"""учесть предысторию 

рассматриваемых nроцессов, т. е. построить ММ среды, обладающей 

свойством памяти и называемой сnлошной средой с nа.мнmью. 

Если текущее состояние частицы среды в момент времени t характе­
ризовать в материальных координатах некоторой векторной функцией, 

зависЯIЦей от текущих значений реактивных переменных, которые, в 

свою очередь, зависят от t, то ее можно представить в виде ip(t). 
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Тогда влияние состояния этой частицы в момент времени r < t на со­
стояние в момент времени t с учетом npuн:цuna затухающей nа.м.нти 
можно учесть при помощи функции <p(t, r) = т(t- r). <;>(r), где т(s)­
векторная функция, координатные функции которой ограничены при 

s = t- r >О, положительны и монотонно убывают по мере увеличе­
ния <<срока давности», выполняя роль весовых коэффициентов влияния 

предшествующих значений реактивных переменных и внутренних па­

раметров состояния. Влияние всей предыстории изменения состояний 

будет отражать функция 

t t 

Ф(t)= 1 <p(t,r)dr= 1 1 (t-r)·<;>(r)dr. (4.41) 

-00 -00 

Применительно к свободной энергии, зависящей от совокупности 

значений реактивных переменных в текущий и предшествующие мо­

менты времени, можно записать А= А(Ф(t)), а для ее полной произ­
водной по времени -

- - - t 

ddA = d~ ddФ = d~(т(O)·<;>(t)+ 1 дт(~-r) ·<;>(r)dr). 
t dФ t dФ t 

(4.42) 

-оо 

Тогда вместо (4.24) получимнеравенство 

выполнение которого является необходимым условием реализуемости 

рассматриваемого термамеханического процесса в сплошной среде с 

памятью. 

Отличие третьего пути Применепия термодинамического подхода 

к построению ММ термамеханических процессов от первого пути со­

стоит лишь в том, что в качестве аргументов активных персменных 

дополнительно используют скорости изменения реактивных персмен­

ных (например, dLkm/dt, dT/dt и т.д.). В этом случае говорят о ММ 
процессов, протекающих в сnлошной среде споросmного тиnа. 

Три рассмотренных пути построения ММ представляют большое 

разнообразие возможностей при моделировании реальных термамеха­

нических процессов, протекающих в сплошной среде. Наиболее широ­

кие возможности обеспечивает использование втьрого пути, однако его 

недостаток состоит в том, что за математическим формализмом не все­

г да ясно видно физическое содержание моделируемых явлений. 
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Формально можно показать, что первый и третий пути являются 

более простыми вариантами второго пути, т. е. среды с внутренними 

параметрами состояния и скоростного типа можно рассматривать как 

частные случаи среды с памятью. Действительно, если в (4.41) функ­
цию т(t- т) заменить функцией тоб(t- т), где вектор то образован 
постоянными весовыми коэффициентами влияния реактивных перемен­

ных и внутренних параметров состояния, а б(t- т)- фу'Н:к:цшс Диршк:а, 

то получим Ф(t)::: т· '{)(t), что соответствует <<нулевой памяти». То­
гда аргументом массовой плотности свободной энергии будет функция 

то· '{)(t), явно зависящая лишь от текущих значений этих переменных и 
параметров. Если же принять координатные функции векторной фун­

кции т(s) достаточно быстро убывающими при 8 >о, то в линейном 

приближении получим [67] т(s) = тоб(s) +т1 d~~s), что отвечает <<беско­
нечно короткой памяти>>. Тогда, согласно (4.41), аргументом массовой 

плотности свободной энергии будет то· t.p(t) + т1 · d~~t), что соответ­
ствует математической модели среды скоростного типа. 



5. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
ТЕРМОУПРУГОЙ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

Сплошн.ую среду, в которой при внешних механических воздействи­

ях в состоянии покоя наряду с н.ор.малън.ъши н.апряжен.ия.ми могут 

возникать и -х:асателън.ые н.апряжен.ия, в механике принято называть 

твердым телом. Если эти воздействия не приводят к возникновению 

деформации, то говорят об абсолютн.о твердом теле, а в противном 

случае- о деформируемом твердо.м. теле. Среда обладает свой­

ством уnругости, если она после снятия механического воздействия 

возвраuцается в первоначальное состояние (твердое тело полностью 

восстанавливает свои размеры и форму). 

Помимо механического воздействия среда может испытывать и те­

пловое воздействие, которое приводит к Измен~нию ее температуры, 

что вследствие теплового расширения вызывает появление темnера­

турпой деформации. В этом случае при сохранении средой свойства 

упругости принято говорить о тер.м.оуnругой сnлошной среде. М а­

те.мати-чес-х:ие .модели такой среды широко используют в инженерных 

приложениях, поскольку большое количество реальных технических 

устройств в процессе изготовления, испытаний и эксплуатации под­

вергается совместным механическим и тепловым воздействиям. При 

изменении температуры среды во времени процесс ее дефор.мирован.ия 

называют пеuзотер.м.ичеспим. 

5.1. Классическая термоупругость 

Рассмотрим деформируемое твердое тело- тер.моупругую сплош­

н.ую среду, имеющую хотя бы одно естествен.н.ое состоян.ие, в котором 

отсутствуют напряжения и деформации, а температура во всех точках 

одинакова. В этом состоянии тело занимает объем V, ограниченный 
поверхностью S, а положение любой точки М Е V тела задает ради­
ус-ве-х:тор х(М) с координатами Xi(M) (i = 1, 2, 3) в пря.моуголън.ой 
системе -к;оордин.ат Ох1х2хз. 

Пусть в начальный момент времени t = О среда в естественном со­
стоянии имеет абсолютн.ую температуру То= const. При отклонении 
температуры Т(х, t) от значения То в теле возникают те.мпературн.ые 
дефор.мации, определяемые тепзором темnературпой деформа­

ции -е<ТJ с -к;о.мпон.ен.та.ми е~?, i, j = 1, 2, 3. Будем полагать, что связь 
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между этими компонентами и приращением дТ = Т(х, t)- То линейна 

и имеет вид 

(5.1) 

где a~J) - компоненты тенэора а(Т) второго ранга, называемого 
тен.зором поэффициен.тов темnературкой деформации. Так­

же линейной будем считать связь между компонентами Uij тенэора u 
наnряжений и компонентами C:ij тенэора е .м.алой дефор.м.ации, кото­
рую с учетом (5.1) и nравила су.м..м.ировани.н по одинах:овы.м. индех:са.м. 
представим в виде 

C:ij = Sijklakl + a~J) дТ, k, l = 1, 2, 3, (5.2) 

или е= S · ·u + а(Т) дТ, где Sijkl -компоненты тенэора S четвер­
того ранга, называемого тен.эором поэффициен.тов nодатливо­

сти. При таких предположениях сплошную среду называют лин.ейн.ой 

термоуnругой. В изотермических условиях, когда в (5.2) дТ =О, 

сплошную среду считают лин.ейн.о-уnругой. При этом c:~j) - компо­
ненты тен.зора е(е) уnругой деформации. Совокупность значений 
aij и C:ij характеризует н.аnр.llжен.н.о-деформирован.н.ое состо.llн.ие 
такой среды. 

Использование тензора малой деформации предполагает, что эйле­

рово и лагранжево оnисани.н движени.н сплошной среды эквивалент­

ны (см. 3.2). При этом считают, что положения частиц сnлошной 
среды в начальной и ах:туа.л.ьн.ой х;онфигураци.нх совпадают, т. е. Xi = 
= ai, где ai - .материальные х:оординаты частицы. В этом случае 

полная производная d( ·) / dt по времени t совпадает с частной произ­
водной д(·)/дt, а плотность р не зависит от t. Эти допущения, иногда 
объединяемые термином nрин.циn н.а-чальн.ыz размеров [145], лежат 
в основе построения .м.ате.м.атичесх:их .моделей (ММ) так называемой 

пласси-чеспой термоуnругости. 

Если при изменении температуры среды в ней не возникает напря­

жений, то из (5.2) следует, что Eij = a~J) дТ, т. е. в силу симметрии 
тензора е тензор а(Т) также симметричен. Тензор а четвертого ранга 
с компонентами Cijkl, удовлетворяющими (1.13), наЗывают тен.зором 
поэффициен.тов уnругости. Умножая обе части (5.2) на компонен­
ты этого тензора, получаем соотношения 

выражающие запон. Дюа.м.еЛJl- Нейман.а. 
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Тензоры §и С можно соnоставить с симметрическими матрицами 
S и С шестого nорядка (см. 1.6), имеющими в _.?бще~ случае по 
21 независимому элементу. Поэтому и тензоры S и С имеют не 
более 21 независимой комnоненты и характеризуют общий случай 

аиuзотроnиой лииейиой тер.м.оуnругой сnлошной среды. Если 

nри этом темnературная деформация отсутствует, то среду называют 

аиuзотроnиой лииейио-1Jnругой. 

Значения комnонент тензора С (и элементов матрицы С) зависят 
от ориентации осей выбранной системы координат. Если nоворотом 

системы координат симметрическую матрицу С удается nривести к 

виду 

Сп с12 С1з о о о 

с12 с22 С2з о о о 

С= 
С1з С2з Сзз о о о (5.4) 
о о о С44 о о 

о о о о Css о 

о о о о о сбб 

т. е. число иенулевых независимых элементов этой матрицы равно 9, 
то в этом случае среду называют линейной термауnругой ортотроn­

иой, а соответствующие координатные оси- главиы.м.и ос.н.м.и ор­

тотроnии. В частном случае Сп= С22 = Сзз, С12 = С1з = С2з и 
с44 = Css = с66 =(Сп- CI2)/2 имеем линейно-уnругую uзотроnиую 
среду, уnругие свойства которой зависят всего от двух независимых 

nараметров, обозначаемых Л= С12 и 1-l =(Сп- С12)/2 и называем~ 
поистаита.м.и Ла.м.е. В этих обозначениях комnоненты тензора С 

для изотроnной среды nринимают вид 

(5.5) 

1 
где Iijkl = 2 (бik бjl + бil бjk)- комnоненты едини'Ч:nого тензора 'Четвер-

того ранга; бij - си.м.во.л. Кроне-к:ера. При отсутствии темnературной 

деформации говорят о лииейио-1Jnругой uзотроnиой среде. 

В случае изотроnной линейной термауnругой среды 

(5.6) 

В инженерных nриложениях 1-l отождествляют с .м.одуле.м. сдвига [113, 
148] (.м.одуле.м. уnругости второго рода [145]): G = р, а в качестве 
другого независимого nараметра часто исnользуют .м.одуль nродоль­

ной уnругости [113, 148] (модуль уnругости nервого рода [145], или 
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.моду.л.ь Юнга) Е. Эти модули и константы Ламе связаны соотноше­

нием Е= 2G(1 +v) = J.LC~:~), где v- поэффициент Пуассоиа. 
В некоторых случаях в качестве двух независимых параметров удоб­

но использовать G и модуль объе.мной уnругости [113, 148] (модуль 

всестороннего сжатшr) х = 3>.; 21J. = 
3

(
1 
~ 

2
v), вводимый как отно­

шение всестороннего давления р к объе.мной деформации ~v = ~ii• 
взятое с обратным знаком. 

Вместо (5.1) для изотропной линейной термаупругой среды получим 
~~J) = а(Т) D.Tбij, где а(Т)- те.м.пературный коэффициент .л,инейного 
расширения. Тогда с учетом температурной деформации обобщенный 

эапон Гупа примет вид 

( ) Uij V (Т) 
е··= 1 + v -- -Ukkб· ·+а D.Тб· · ~з Е Е ~з ~з. (5.7) 

Если подставить (5.3) в уравненuя движения (3.62), то с учетом (3.12) 
и симметрии тензора С получим уравнения движения среды в 
nере.мещениях 

(5.8) 

где щ и bi - проекции вектора и пере.м.ещенuя и вектора Ь п.л,отности 

объе.м.ных си.л, на оси координат Oxi. Для изотропной, нонеоднородной 
среды из (5.8) следуют уравнения 

которые в случае однородности изотропной среды переходят в уравне­

ния Ла.ме 

(5.9) 

В качестве ншча.л,ьных ус.л,овий для уравнений в перемещениях обыч­

но задают в теле векторные поля перемещений U 0 (M) и скоростей 
v 0 (M) (М Е V) в начальный момент времени t =О, поэтому 

ui(M,O) = ui(M), i.ч(М,О) = v'j(M), М Е V. (5.10) 

Поверхность S тела может иметь участки Su ~ S, на которых могут 
быть заданы так называемые пине.матичеспие граничные ус.л.овия 

(5.11) 
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где иi проекции на оси координат заданной векторной функции 

u(N, t) персмещения точек поверхности. На остальных участках Sp = 
= S \ Su поверхности тела силовые граничные условия вида (3.47) сле­
дует представить при помощи (3.12), (5.1) и (5.3) через перемещения: 

( диk (Т) ) о Cijkt дхt -akl ~Т пj(N)=pi(N,t), NESp, (5.12) 

где пj- направляющие косинусы единичного вектора внешней норма­

ли к поверхности; p'f- проекции на оси координат заданной векторной 

функции p0 (N,t) плотиости поверхностных сил. для изотропной сре­
ды (5.12) принимает вид 

(IL(Z~; + ~~~) + (л~~:- (3Л + 2р)а(т) ~т)бij) пj = pf(N, t). 

К уравнениям движения в персмещениях необходимо добавить урав­

нение для нахождения в теле me.м.nepamypnozo nо.л.нТ(М,t), М Е V. 
Это уравнение следует из зах:оиа сохранения энергии ( 4.22), если .мас­
совую плотиость энтропии h и диссипативиую фуих:v,ию дv выразить 
при помощи массовой плотности свободной энергии А через абсолют­

ную температуру Т. 

) Т-~ 
в разложении функции А (Е ij, е свободной энергии, г де е = -т;-, в 

ряд Тейлора относительно параметров естественного состояния Eij = О 
и Т= То (е= О) ограничимся квадратичными слагаемыми: 

дА( О, О) дА(О, О) 
A(Eij,e)=A(o,o)+ &ij Eij+ ае е+ 

1д2А(О,О) д2 А(О,О) 1д2А(О,О) 2 + -2 д д Eijckt + д де cije + -2 де2 е +... (5.13) 
Eij Ekl Eij - -

Такой подход наряду с допущением о малости компонент тензора 

деформации предполагает и малое отклонение Т от То, т. е. 1е1 « 
<< 1. Возможность не учитывать последнее предположение рассмотрена 
в [39]. 

Примем, что в естественном состоянии А(О,О)=О. Согласно второму 

( ) 
1 дА(О О) 

равенству 4.39 , энтропия естественного состояния равна- То де , 
ее также можно положить равной нулю. Тогда с учетом (5.1), (5.3) и 
(5.13) первое равенство (4.39) при принятых выше допущениях можно 
представить в виде 

дA(Eij, е) дА(О,О) д2 А(О,О) 
O"ij = Р = Р + Р Ekl + 

&ij дcij дEijдckt 

д2 А(О, О) (Т) 
+ Р дсijде е = CijktEkt - Cijklйkt 6.Т, 
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где д2А(О,О) = C;jkl; 82 А(О,О) = -ToCi 'kl а~~) и !::1Т =Т- То, а дА(О,О) =О, 
&;j&kl Р &;jде з Р дtщ 

поскольку в естественном состоянии при C:kl =О и Т= То напряжения 
отсутствуют. В итоге вместо (5.13) запишем 

(5.14) 

где В(Т) включает все слагаемые, зависящие только от температуры. 

с учетом первых двух равенств (4.39) и (5.14) для диссиnативной 
фун-кции из ( 4.22) получим 

( дА дА· ') бп=а··i··-р -i .. +-T+hT =0 t) tJ д t] дТ , C:ij 

а (4.22) запишем в виде 

(5.15) 

d2 B(T) 
где с~ = Т~ - удельная массовая теn.лоемпость среды nри 

nосто.Jiнной деформации, Дж/(кг·К); qi - проекции вектора q 
n.л.отности теn.л.ового nото-ка на оси координат Oxi; qv- объе.м.на.н 

n.л.отностъ мощности внутренних источников теплоты. 

Так как, согласно (5.3), Cijktikl = Uij + CijktO'.k~)t, вместо (5.15) 
можно записать 

(5.16) 

с (Т) (Т)/ где Си= с~+ Т ijklO'.kl o:ij р - удельная массовая теn.лоемпость 
nри nосто.Jiнныж нanp.Jiжeн'U.Jlж, которую, как правило, и определя­

ют в теплофизических экспериментах, поскольку ее измеряют у образ­

цов материалов в иенагруженном состоянии. Для изотропной среды 

o:~J) = а.СТ) Oij и Си= с~+ 3Т(3Л + 2р)(а.СТ))2 / р = с~(1 + "Ут), где "УТ = 

= Tx(ar:)) 2 j(pc~), ar:) = 3о:(Т) - темnературный поэффициент 
объемного расширени.JI. У большинства металлов параметр "Ут при 

те11~пературе Т= 293 К мал (табл. 5.1), что свидетельствует о не­
значительном различии между Си и с~. В большинстве инженерных 

приложений допустимо считать с~ = Си и при р = const для деформи­
руемого твердого тела использовать удельную объемную теn.лоем­

пость cv = с~р, дж/(м3 ·К). 
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Таблица 5.1 

Металл 'У т Металл т Т 

Алюминий 0,043 Медь 0,028 
Вольфрам 0,006 Молибден 0,007 
Железо 0,016 Никель 0,021 
Золото 0,038 Серебро 0,040 
Кобальт 0,020 Тантал 0,010 

В соответствии с nринциnо.м равноnрисутствия представим по­

следнее соотношение ( 4.37) без учета внутренних nара.метров тер­

.модина.ми'Чесх:ого состояния в виде линейной функции qi = /3ijkE:jk-

- .л~J)-aj + "fi(T- То)+ 9i реах:тивных nере.менны.х: компонент E:jk тензо­
ра малой деформации, приращения д.Т = Т- То температуры и проек­

ций 19i = дТ/дхi nространствен:ного градиента темnературы 
(fЗijk, .л~J>, тi и 9i - компоненты тензоров соответственно третьего, 
второго и nервого рангов). В силу неравенства (4.24) при бv =О эти 
тензоры следует выбрать так, чтобы общее диссиnативное неравенс­

тво (4.23) было выполнено при произвольных значениях реактивных 
переменных, т. е. 

Достаточными условиями выполнения этогонеравенства являются ра­

венства нулю компонент fЗijk, 'Yi и 9ii квадратичная форма ~.л~J>19p?i 
должна быть неотрицательно определенной. Соотношение 

или q = _;х(Т) . \!Т, (5.17) 

(Т) ~(Т) 
где \j -компоненты тензора Л теп.л.оnроводности, являющие-

ся элементами неотрицательно определенной симметрической матри­

цы третьего порядка; \l - дифференциальный оnератор Га.ми.льтона, 

выражающий зах:он Био - Фурье для анизотропной среды. Для изо­

тропной среды .л~J> =).(Т) бij, где ).(Т) -ее теnлоnроводность. 
Подставляя (5.17) в (5.15), получаем уравнение теn.л.оnровод-

ноет и 

· _ (т) . а ( (т) ат ) 
рееТ- -тcijktakl eij + дхi \j дхj + qv, (5.18) 

описывающее нестационарное распределение температуры в анизо­

тропной термаупругой среде с учетом влияния скорости изменения 
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деформации как частного случая тер.м.о.м.ехани-чес-кой связанности. В 

случае однородной изотропной среды при ,Х(Т) = const (5.18) принимает 
вид 

(5.19) 

где аСТ) = ,Х(Т) /(рее)- те.мnературоnроводность среды, м2 jc. 

В качестве начального условия для (5.18) или (5.19) должно быть 
задано распределение температуры Т0(М) в начальный момент време­

ни t =О, т. е. 
Т(М,О)=Т0 (М), MEV, (5.20) 

а линеаризованные граничные условия имеют вид 

(Т) 8Т(N, t) ( ) 
Лij (N) дх. ni(N) = a(N, t) Tc(N, t)- T(N, t) , N Е S, 

J 

(5.21) 

где щ -направляющие косинусы единичного вектора внешней нор­

мали к поверхности S в ее точке N; а и Те - заданные зависи­

мости поэффициента теnлообмена и температуры окружающей 

среды соответственно. Если на участках Sт~S поверхности тепло­

обмен с окружающей средой весьма интенсивен и можно считать, 

что а ---t оо, то вместо (5.21) используют грани-чные условия nер­
вого рода T(N, t) = Tc(N, t), N Е Sт. Если же на участках Sq ~ S 
поверхности Tc(N,t) » T(N,t), то условия (5.21) переходят в грани-ч-

д (Т)( )дТ(N t) -( ) S ные условия второго ро а \j N дх·' ni = q N,t, N Е q, где 
] 

q(N,t) ~ a(N,t)Tc(N,t)- заданная зависимость nлотности теnлового 
nото-ка, подводимого к поверхности. В теории теплопроводности общий 

случай в виде (5.21) называют грани-чны.ми условиями третьего 
рода. 

Математическая модель, включающая (5.9)-(5.12) и (5.18)-(5.21) 
характеризует свяэанную дина.ми-чеспую эада-чу тер.моуnруго­

сти. Можно показать [96], что эта задача имеет единственное решение. 
Если в (5.9) допустимо иренебречь инерционными членами рд2щjдt2 , 
то уравнения Ламе переходят в уравнения равновесия в nере.че­

щенияz 

(5.22) 

отпадает необходимость в начальных условиях (5.10), а соответству­
ющая ММ характеризует свяэанную пваэистати-чеспую эадачу 

тер.моуnругости. Когда состояние термаупругой среды остается 
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неизменным во времени, то имеем сmацuон.арн.ую задачу mep.м.o­

ynpyгocmu. При этом температурное поле не зависит от напряжений 

или деформации. 

Если на поверхности S заданы лишь силовые граничные условия ви­
да (3.47), а начальные условия заданы в напряжениях, то целесообразно 
в ММ перейти от персмещений к напряжениям. Для этого в шесть не­

зависимых условий сов.м.естиости деформаций (3.14) подставим (5.2) 
и получим 

EP(Sikpqapq +а~~) ~Т) a2 (Sjkpqapq + a)r) ~Т) _ 
axjaXm axiaXm 

_ a2 (Simpql7pq +а~;: ~Т) a2 (Sjmpql7pq +а);:{ ~Т) 
- axjaxk axiaxk 

(5.23) 

Эти уравнения необходимо рассматривать совместно с уравнениями 

движения среды (3.62), которые после исключения из них персмещений 
при помощи (3.12) и (5.2) принимают вид 

a2 (Sijpqapq+a~3'!) ~Т) a 2ak· a2ak · аьi аь · 
2 = ~ + J +-+ _J. (5.24) 
р at2 axjaxk axiaxk axj axi 

В случае изотропной и однородной среды при не зависящих от 

температуры коэффициентах из (5.23) с учетом (5.6) находим, что 

Л ( a
2
au б a

2
au б a

2
au б a

2
au б ) 

J-L(Л + 2J-L) axjaXm ik- axiaxm jk + axiaxk jm- axjaXk im + 
1 ( a2aik a2ajk a 2ajm a2aim ) +-. + - + 

2J-L axjaXm axiaxm axiaxk axjaxk 

т а2т а2т а2т а2т 
+а< ) (а а бik- а а бjk +а а бjт- а а бiт) =о, Xj Xm Xi Xm Xi Xk Xj Xk 

и после умножения на бkт и суммирования получаем 

a
2
aik a 2au а (aajk aaij) -:-----+ -- --+-- + 

axjaxj axiaXk axj дхi axk 

2Л ( a
2
au б a

2
au ) 2 (Т) ( д2Т б а2Т ) О + ik + + J-La ik + = . 

Л+ 2J-L axjaxj axiaxk axjaxj axiaxk 

Для изотропной среды (5.24) можно представить с учетом перемены 
индексов и соотношений ( 5. 6) в виде 

а (дajk aaij) _ р а2 (2Лаu бik 2 (Т) б лт) abi abk - --+-- --- +aik+ J-La ikи -----. 
axj axi axk J-L8t2 л+ 2J-L axk axi 
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(5.25) 

которые вместе с (5.16), (5.17) и соответствующими ?Сраевы.ми услови­
ями составляют ММ связанной динамической задачи термаупругости 

в напряжениях. 

Если элементарный объем dV термаупругой среды рассматривать 
в качестве тер.модииа.мичес~ой системы, то для простого тер.мо­

.мехаиичес~ого процесса при qv- дqi/дxi =О объе.миал плотиость 
энтропии в таком объеме будет постоянна. В этом случае тер.моди­

иа.мичес~ий процесс называют изоэнmроnичеспи.м, а если и qv = О, 
и qi =О (i = 1, 2, 3)- адиабаmичеспи.м. Тогда из (5.15) для изотроп-

Тх'а.<Т> d€' 
ной среды следует dT = - v v и с учетом условия Т = Т0 при 

реЕ Т ( 1 (Т) 1 ) 

g~ =О после интегрирования получим То= ехр - х ~Е E:v , где и' и 

g~ - значения модуля объемной упругости и объемной деформации при 
изоэнтропическом процессе. Таким образом, увеличение объема ведет к 

понижению температуры и наоборот, но при одинаковых абсолютных 

значениях g~ рост температуры при сжатии больше, чем ее понижение 
при расширении. Для малых абсолютных значений показателя экспо­

ненты допустима линеаризация, т. е. при !:lT = Т - То 

!:lT ( х' а(Т) f 1 
) х' а(Т) g1 

-=ехр _ v v _ 1 ::::::- v v. 
То pcg pcg 

(5.26) 

При всестороннем изоэнтропическом сжатии тела давлением р = 
= -x'gv из (5.26) получим дТ/То:::::: тюV) /(pcg). Например, для меди 
при То= 1000 К и сжатии давлением р = 100 МПа прирост темпера­
туры составит всего !:lT:::::: 1,44 К. И для других металлов взаимосвязь 
деформированного и температурного состояний при изоэнтропическом 

процессе достаточно слабая, но, строго говоря, приводит к отличию 

значения х' от значения х при Т= const, т. е. в изоmер.мичеспо.м 
nроцессе деформирования. Действительно, в последнем случае под 

действием давления р объемная деформация fV = -рjи, а для изоэн­

тропического процесса с учетом (5.26) g~ = -р/ х' = -р/ х +а~;> !:lT = 

= -р/ и- T0и'(aV))2f\r/(pcg). Отсюда и' = x(l + 'Ут ), поэтому для 
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большинства металлов в силу малости параметра 'УТ при температуре 

То= 293 К (см. табл. 5.1) различие между значениями х' их мало. Это 
различие возрастает пропорционально увеличению температуры То. 

Дефор.маи,ии сдвига не вызывают изменения объема. Поэтому связь 

между температурной деформацией и касательными напряжениями 

для изотропной среды отсутствует, а значение модуля сдвига G, ес­

ли оно не зависит от Т, остается одинаковым для любого процесса 

деформирования (как и значение совпадающей с G константы Ламе р.). 
Поскольку Л= х- 2J.L/3, имеем >.'=Л+ ттх >Л, т. е. значение другой 
константы Ламе в изоэнтропическом процессе больше, чем в изотер­

мическом. Из приведеиных выше выражений, связывающих модуль 

продольной упругости Е и коэффициент Пуассона v с х и р, получим 

1 <Е'= 3(1+/'т) < 1+ Т· 
Е 3+/'тЕ/р, 'У 
При статических способах экспериментального определения упру-

гих характеристик материалов процесс деформирования происходит 

сравнительно медленно и температура образцов вследствие теплообме­

на с окружающей средой остается практически неизменной, т. е. про­

цесс является изотермическим. При динамических способах теплообмен 

с окружающей средой и передача теплоты в объеме образца обычно не 

существенны и процесс деформирования близок к изоэнтропическому. 

Поэтому значения упругих характеристик, определяемых в статиче­

ских и динамических условиях, несколько различаются между собой, 

хотя это различие часто лежит в пределах точности проводимых изме­

рений. В дальнейшем, если нет специальной оговорки, различия между 

изоэнтропическими и изотермическими упругими характеристиками 

не учитываются. 

В термаупругой среде могут возникнуть поверхн.ости разрыва зна­

чений параметров, определяющих ее состояние. Из второго равенства 

(4.36) в случае малой деформации получаем связь скачков [iti] скорости 
перемещения и [uji] напряжения на поверхности разрыва в виде 

(5.27) 

где D~ -нормальная составляющая скорости поверхности разрыва; 

nj- направляющие косинусы нормали к этой поверхности, а из (3.12) 
следует, что 

(5.28) 

Если считать отклонения температуры Т от значения То малыми и 

принять в (5.18) коэффициенты постоянными, то получим 

(5.29) 
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Наконец, из (5.3) и (5.17) следует, что 

л~J> [T]nj = о. (5.30) 

Последнее равенство (5.30) означает, что [Т]= О, т. е. температурное 
поле непрерывно, а скорость распространения теплоты бесконечна. 

Из (5.27), (5.28) и (5.30) находим р[щ](D~)2 - Cijktni[vk]nj =О, а так 
как в общем случае [щ] =/:.О, то значение D~ должна удовлетворять усло­

вию det(p(D~)28ik- Cijklninj) =О. Для частного случая изотропной 
среды отсюда получим скорости 

(5.31) 

распространения продо.л.ьных и попере'Чных во.л.н соответственно в тер­

моупругой среде. Если при решении задачи термоупругости с заданны­

ми начальными и граничными условиями определен скачок какой-либо 

из функций щ(ж,t), €i;(ж,t), ai;(ж,t), Т(ж,у), то скачки остальных фун­
кций могут быть найдены из (5.27)-(5.30). 

5.2. Температурные напряжения 

Если допустимо не учитывать влияние эффекта тер.м.о.м.еханu'Че­

сх:ой связанности полей температуры Т и деформации на процесс 

теп.л.опроводности, то задачу mepмoynpyгocmu можно рассматри­

вать как песв.В'занпую, т. е. температурное поле находить предва­

рительно и независимо от напряженно-деформированного состояния 

среды (см. 7). Для оценки влияния зтого эффекта продифференцируем 
левую часть (5.22) по Xi, i = 1, 2, 3, положив bi = 0: 

J.L д2 (дui)+(Л+J.L) д2 (дUj)-(3Л+2J.L)a(T) д2Т = 
дхjдХj дхi дхiдхi дхj дхiдхi 

= дx~~xJ(Л+2J.L)~~~ -(3Л+2J.L)a(T)(T-To)) =0, j= 1,2,3, 

а затем после двукратного интегрирования получим 

(5.32) 

где и; - проекции вех:тора пере.м.ещени.н на оси Ох; пр.н.м.оуго.л.ьной 

систе.м.ы х:оординат; €у - объе.м.на.н дефор.м.аци.н; Л, J.L и а(Т) - х:он­
станты Ла.м.е и те.м.nературный х:оэффициент .л.инейного расширенил 
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среды соответственно; То - температура естественного состолних 

среды; rp(x1,x2,x3) -гармоническая функция пространственных ?>:о­
ординат. Подставляя (5.32) в (5.19), получаем 

(5.33) 

((3Л+2 )а{Т)? 
где бт =То (Л 1-L) - параметр термоупругой связанности, учи-. + 2р. реЕ 
тывающий влияние изменения объемной деформации на изменение тем-

пературы в окрестности рассматриваемой точки; t - время; а(Т), р 
.и Се - те.м.пературопроводность среды, ее пдотность и удельная 

массовая тепдое.м.t>:ость при постолнной дефор.м.ации; qv - объе.м.нан 

nдотность мощности внутренних источников теплоты. Для метал­

лов бт « 1 и имеет тот же порядок, что и 'УТ (см. табл. 5.1), этим 
параметром можно пренебречь по сравнению с единицей, однако для 

некоторых полимерных материалов он существенно больше (например, 

для поливинилбутираля бт = 0,431). 
Пренебрежение влиянием эффекта термомехалической связанности 

характерно для .м.ате.м.атичесt>:их .м.одедей теории температурных на­

пряжений [15]. Эти модели для пространствеиной задачи термоупру­
гости следуют из соотношений, приведеиных в 5.1, если пренебречь 
первым слагаемым в правой части (5.15) или (5.16). Здесь рассмотрим 
часто встречающуюся в инженерных приложениях плоскую задачу для 

изотропной однородной тер.м.оупругой среды. Этой задаче соответству­

ет задание или в виде линейной функции одной из проекций веt>:тора 

пере.м.ещенин и, например в виде u3 = uЗ + Е:33 х3, причем uЗ = const, 
Е:33 = const, и в общем случае щ(х1,х2) ф О, и2(х1,х2) ф О, или в виде 
трех компонент тензора напряжений, например 0'33 = <113 = <123 = О и в 
общем случае <111(Х1,Х2) F 0, 0'22(XI,X2) F 0, <1I2(XI,X2) F 0. 

В первом варианте из (3.12) следует, что €33 = Е:33 и Е'13 = €23 =О, а 
соотношения (5.7) принимаютвид 

0'11- VI0'22 - = <122- V1<111 - = } 
Е: н = Е1 + Е:т- €33, Е'22 = Е1 + Е:т- €33, 

о (1 + V1)a12 
а33 = v(ан + <122) + (Е:зз- Е:т )Е, Е'12 = Е1 ' 

(5.34) 

где v1 = v/(1- v); Е1 = Е/(1- v2
); lт = (1 + v)Е:т; €33 = vE:33 ; v и 

Е - t>:оэффициент Пуассона и .м.одудь прододьной уnругости; Е:т = 
= а(Т)(Т- То) - те.м.пературнал дефор.м.ацил. Отметим, что равен­
ства (5.34) соответствуют rмоспому деформированному сосmоJС­
нию, которое может быть реализовано в достаточно длинном цилин-
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дрическом теле. Если же высота цилиндра стремится к нулю, то реали­

зуется второй вариант, соответствующий nдоспо.му наnр.нженно.му 

сосmо.ннuю, при котором 

(5.35) 

Решение плоской задачи ищут в двумерной области. В этой области 

для стационарной задачи тер.м.оуnругости при отсутствии объе.м.ных 

си.n. можно тождественно удовлетворить уравненин.м. равновесU.JI ддиrs = 
Xr 

=О, r, s = 1, 2, если компоненты тензора напряжений выразить при 

помощи фунпцuu наnр.нженuй (фунпцuu Эрu) F = F(x1,x2) и 
представить в виде 

(5.36) 

Из шести ус.n.овий сов.м.естности дефор.м.аций (3.14) для плоской задачи 
д2с д2с д2с 

отлично от тождественного нуля лишь одно: д ~~ + д ~2 - 2д д12 =О. 
х2 х1 х1 х2 

Подставив в него (5.34), с учетом (5.36) и равенств Е1 = Е/(1- v2 ) и 
lт= (1+v)a<T)(T-To) получим 

4- Еа(Т) 2 
V 2F + -

1
--V2T =О, 
-ll 

(5.37) 

д2 д2 

где v~ = v~v~ и v~ = -д 2 + -д 2 - бuгар.монuоцеспuй дuфференцu-
хl х2 

tJ.~&ьnый оnератор и дифференциа.n.ьный оnератор Лап.л.аса, опреде-

ленные в плоскости х1Ох2. 

Так как стационарное температурное поле в двумерной области 

при постоянном значении теn.n.оnроводности среды >,(Т) удовлетворяет 
уравнению V~T + Qv />,(Т)= О, то вместо (5.37) можно написать V~F = 
= Еа(Т) л<т>(~ -v). При отсутствии внутренних источников теплоты 

(qv =О) получим бuгар.монu-цеспое уравнение 

V~F=O. (5.38) 

В случае задания на замкнутом граничном контуре односвязной 

двумерной области сu.n.овых граничных ус.n.овuй в виде uqmnq = p':n, т= 
= 1, 2, где nq- направляющие косинусы вектора внешней нормали к 
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контуру, ар~- проекции на координатные оси Oxm заданного вектора 
nJtomнocmu поверхностных сш, с учетом (5.36) запишем 

о a2i' dx2 a2F dx1 а (ai') 
Pt = стнn1 +ст21n2 =-а 2 -d +а д -d =-а -а , 

х2 S Xt Х2 S S Х2 

о а2 i' dx2 а2 i' dx1 а ( ai') 
Р2 = ст12n1 +ст22n2 =-д д -d --д 2 -d =--д -д ' 

Х1 Х2 S Xl S S Xt 

где s - длина дуги граничного контура, отсчитываемая от некоторой 

его точки, в которой примем F = О. Отсюда на этом контуре 
s 

Pq(s) = 1 p~ds, 
о 

В случае односвязной области значения постоянных не влияют на 

распределение компонент тензора напряжений и можно положить Ct = 
=С2 =Сз =0. 

Сначала находим функцию F, а затем при помощи (5.36) компонен­
ты стн и ст22. Далее определяем с:З3 из условия 

1 стзз dSз = Р, 
Sз 

(5.39) 

где Sз- площадь торцевого сечения цилиндрического тела, на одном 

из торцов которого (при хз =О) примем иЗ =О; Р - равнодействующая 
сил, приложеиных к телу в направлении оси Охз. 

В полярных координатах представление компонент тензора напря­

жений через функциюнапряжений F(r,!p) имеет вид 

1 ai' 1 a2F 
CТriP = CТIPr = r2 а!{) --:;: ara!p. 

a'F 
При д({) =О из (5.38) следует уравнение 

d4 i' 2 d3 i' 1 d2 i' 1 dF 
dr4 + -:;: dr3 + r 2 dr 2 + rЗ dr = О, (5.40) 
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общее решение которого F(r) = A1 1nr + A2r2lnr + Азr2 + А4. В этом 
случае 

А1 
CТrr = 2 + А2(1 + 2lnr) + 2Аз, 

r 
(5.41) 

и СТr<р = a<pr =О. Непосредственной проверкой петрудно установить, что 
уравнения равновесия в полярных координатах 

дarr arr- а"'"' 1 даr"' 0 --+ +---= ' 
дr r r д<р 

~ да'Р'Р + OO"r<p + 2ar<p =О 
r д<р дr r 

(5.42) 

удовлетворяются тождественно при произвольных значениях постоян­

ных А1 , А2 и Аз. 
Рассмотрим задачу Ламе для длинной круглой трубы, нагружен­

ной давлением Ра на внутренней поверхности радиусом а и давлением 

Рь на внешней поверхности радиусом Ь. В этом случае при плоском 

деформированном состоянии компоненты тензоров деформации и на­

пряжений зависят лишь от радиальной координаты, причем из (5.34) 
следует 

(5.43) 

где €zz - деформация в осевом направлении. Используя (5.41) и 
интегрируя первое соотношение (5.43) по r, находим 

А1 
E1ur = -{1 + v1)- + 2r(1- v1)(Аз + A2lnr)­

r 
- (1 + v1)rA2- E1V€zzT +С (5.44) 

и после подстановки во второе соотношение (5.43) приходим к равен­
ству 4r А2/ Е1 = С= const, из которого следует А2 = О и С = О. После 
нахождения в (5.41) А1 и Аз из граничных условий O"rrlr=a = -ра и 
O"rrlr=b = -рь получаем 

2 ( Ь
2

) ь2 ( а
2

) Раа 1 - Т2 - Рь l- Т2 
O"rr = Ь2 2 ' 

-а 

Раа2 ( 1+~) -рьЬ2 ( 1+ ~) 
а'Р'Р= Ь2 2 • 

-а 

Поскольку, согласно (5.7), напряжение в осевом направлении O"zz = 
= v(arr + а'Р'Р) + E€zz = 2v(paa2 - рьЬ2 )/(Ь2 - а2 ) + E€zz, то O"zz = const 
при €zz = const. В частности, если осевое перемещение торцов трубы 
равно нулю, то €zz =О и O"zz = 2v(paa2 - рьЬ2 )/(Ь2 - а2 ). В этом случае 
из (5.44) находим 

0 {1- v- 2v2)(paa2 - рьЬ2 )r2 + {1 + v)(pa- Рь)а2 Ь2 

Ur = Е(Ь2 - a2)r 
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р 

При известном значении Р из (5.39) следует O"zz = 1r(b2 _ а2 ), а из 

(5.44) - Ur =и~- E1r(~!;= а2 ). Ясно, что для трубы со свободными 
торцами Р =О, а для трубы с днищами Р = 1Г(раа2 - рьЬ2 ). 

На распределение напряжений от действия давления следует нало­

жить распределение температурных напряжений, которые при осеси­

метрячном температурном поле T(r)- То= '!9(r) определяются соотно­
шениями [26] 

r 

Ее/Т) J 
8(r) = Ь2 _ а2 -д(r')r' dr', 

а 

v8(b)- Еа(Т)-д(r) 

1-v 

Если известно значение Р, то C:zz находят из (5.39) при о-зз = O"zz + o-~z· 

5.3. Интегральная и вариационная 
формы моделей термаупругости 

Для несвязанной задачи тер.м.оупругости один из вариантов инте­

гра.л.ьной фор.м.ы .м.ате.м.атичес?Сой .м.оде.л.и (ММ) основан на обобщении 

принципа воз.м.ожных пере.м.ещений на случай деформируемого тела. 

Пусть иапряжеииое состояние тела, занимающего объем V, кото­
рый ограничен поверхностью S, характеризуют ?Со.м.поиеиты O"ji (j, i = 
= 1, 2, 3) теизора напряжений, определенные в пря.м.оуго.л.ьной систе.м.е 
?Соординат Ох1х2хз. В положении равновесия тела эти компоненты удо­
влетворяют уравиеиия.м. равновесия среды 

дo-ji(M) + bi(M) =О, М Е V, 
дхj 

(5.45) 

которые следуют из уравнений движения среды (3.62), если среда 

неподвижна относительно выбранной системы координат. В (5.45) bi­
проекции на оси Oxi вектора Ь п.л.отности объе.м.иых си.л.. Умножив 

(5.45) на проекции 6ui(M) вектора 6u(M) возможного перемещения 
точки М Е V тела и проинтегрировав по V, запишем 

J( дo-ji + Ьi) 6uidV = J д(о-jiдщ) dV-
дх· дх· v J v J 

J д6и· J - о- .. __ ~ dV + b·6u·dV =О 
)t дх. ~ ~ . 

v J v 
(5.46) 
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Используя теорему Остроградсх:ог.о -Гаусса и (3.47), получаем 

J д(иt~~щ) dV = J UjinjбиidS = J PiбиidS, 
v s s 

где щ(N) и Pi(N) - проекции на оси припятой системы координат 

единичного вектора n(N) внешней нормали к поверхности S и вектора 
р плотиости поверхностных сил в окрестности точки N Е S. Тогда 
вместо (5.46) запишем 

(5.47) 

С учетом симметрии тензора напряжений (aij = aji) и соотношений 
Коши (3.12) имеем 

и··дбщ = Uji (дбиi + дбщ) =и··бе·· 
зz дхj 2 дхj дхi ~з ~1 ' 

(5.48) 

где eij -компоненты тезора малой деформации. Подставляя (5.48) в 
(5.47), получаем обобщение принципа возможных перемещений в виде 

1 Uij бeij dV = 1 bi биi dV + j Pi биi dS. (5.49) 

v v s 

Интеграл в левой части (5.49) характеризует работу, совершаемую 
напряжениями на возможных деформациях. Если к телу в К точках 

Mk Е V = V U S (k = 1, К) приложены сосредоточенные силы Fk, то в 
правую часть (5.49) следует добавить возможную работу Fk · бuk, где 
бuk- возможное перемещение точки Mk· 

При использовании (5.49) зависимости bi(M) (М Е V) и Pi(N) 
(N Е S) обычно известны. Если на части Su ~ S поверхности S тела 
заданы х:ииематичесх:ие г.раиичиые условия вида (5.11), то бщ(N) =О, 
N Е Su, и в (5.49) S следует заменить на Sp = S \ Su. 

Поскольку (5.49) получено в результате иреобразования уравнений 
равновесия, то обобщением принципа возможны~ перемещений являет­

ся утверждение, что для равновесия деформируемого тела необходимо, 

чтобы возможная работа всех внешних сил была равна работе, совер­

шаемой напряжениями на возможных деформациях. Можно доказать и 

достаточность этого принципа для равновесия деформируемого тела. 

Действительно, если предположить наряду со справедливостью (5.49) 
отсутствие равновесия, то после преобразований, обратных по отноше­

нию к выполненным при получении (5.49), придем к противоречию. 
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Если на деформируемое тело наложены идеальные связи, то (как 

и в случае абсо.л.ютно твердого те.л.а) применение принцила возмож­

ных перемещений позволяет не рассматривать реакции таких связей. 

Важной особенностью этого принцила является его справедливость для 

произвольнаго закона деформирования материала тела. 

Если для описания деформирования использовать за ?Сон ЛюамеJtЯ­

Неймана и выразить в (5.49) (Jij при помощи (5.3), то получим ин­
тегральную форму ММ термаупругости для линейной анизотроnной 

термоуnругой среды. В этом случае (5.49) можно рассматривать как 
условие стационарности ?Свадрати-ч.ного фун?Сционала [36] 

J[щ] = Ф[щ]-J biиidV-J PiщdS, (5.50) 

V Sp 

где 

ф[ ·]=~~С·· (дщ дui _ 2 ~'!'))(дит диn _ 2 (T))dv Ut g t]mn ~ . + ~ . EtJ ~ + ~ Emn · 
и~ и~ иХn иХт 

v 
Здесь Cijmn, т, n = 1, 2, 3, - компоненты тензора ?Соэффициентов 

уnругости материала тела; e~J)- компоненты тензора темnератур­
ной деформации. В случае .линейной изотроnной термоуnругой среды 

с учетом (5.5) первое слагаемое правой части (5.50) примет вид 

Ф(иi]= j((~+~)(eтт-3e(T)) 2 +J.teijeij)dv, (5.51) 
v 

где Л и J.t - ?Сонстанты Ламе; еСТ) - температурная деформация; 
eij = Eij- Emm8ij/3 - ?Сомnоненты девиатора деформации, а dij -
си.м.во.л Кроне?Сера. Подынтегральные функции в функционале Ф опре­

деляют объе.м.ную n.лотность nотекциадькой энергии деформа­

ции такой среды. 

В частном случае отсутствия температурной деформации (5.50) пе­
реходит в фукtщиокад Лагракжа [30], достигающий на истинном 
распределении перемещений ui(M) (М Е VUS) значения, соответству­
ющего минимуму nотенциальной энергии в положении равновесия. При 

наличии температурной деформации J[щ] также достигает минимума 

на истинном распределении ui(M). Действительно, для любого возмож­
ного распределения ui(M) = ui(M) + бщ(М) из (5.50) и (5.51) с учетом 
(3.12) и (5.49) имеем 

6J[8ui] = J[ui] - J[ui] = j ( х( 8eii)2 + J.t дeij дeij) dV ~ О, (5.52) 

v 
где х = Л+ 2J.t/3 - .модуль объе.м.ной уnругости. 
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Функционал (5.50) в сочетании с его условием стационарности 

oJ[uiJ =О составляет вариационную фор.м.у ММ термаупругости для 
линейной термаупругой среды. Этот функционал допустимо рассма­

тривать на непрерывных и кусочно дифференцируемых по простран­

ствеиным координатам распределениях перемеrцений, удовлетворяю­

rцих кинематическим граничным условиям, выполняюrцим для него 

роль главных условий. Для анизотропной термаупругой среды из его 

условия стационарности следуют уравнения равновесия в перемеrце­

ниях как частный случай (5.8) при отсутствии инерционных сил и 
силовые граничные условия в виде (5.12), являюrциеся для этого функ­
ционала естественны.м.и условШI.м.и. 

Вариационная: форма ММ термаупругости в случае области V слож­
ной формы позволяет провести приближенный численный анализ при 

помоrци метода конечных элементов (9, 21, 25, 36,43-45,61, 100, 102, 124, 
128,132]. При этом значение ощ(М) (М Е VUSp) можно рассматривать 
как локальную погрешность относительно истинного распределения 

перемеrцений. Для оценки среднех:вадраmи'Ч.ной nогрешности введем 

величину 

Z(oui) = J ouioщdV 
v 

и, поделив на нее левую и правую части (5.9), запишем 

Правая: часть этого равенства является функционалом, минимальное 

значение которого равно наименьшему собственно.м.у зна'Ч.ению XI оnе­

ратора задачи для системы однородных дифференциальных уравнений 

~ (J.L(дoui +дощ))+~ (л дощ)+ хощ = 0 
дхj дхj дхi дхi дхj 

с однородными граничными условиями ощ ( N) = О при N Е Su и 

( (дощ дощ ) , дouk _. ) _ 0 J.L -- + -- + л--иi · n · -
дхj дхi дхk 3 3 

на участках Sp поверхности S. Тогда nолучим 

(5.53) 
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Для достоверной оценки сверху значения Z(щ) достаточно распо­

лагать приближенными значениями Х~ ~ Х1 и дJ'[ui] ~ дJ[ui]· Зна­
чение х~ можно найти исходя из общих свойств собственных значе­
ний (см. П2.4), а для определения значения дJ'[ui] построим фуиr;;цио­

иал, альтериативиый по отношению к (5.50). С этой целью, используя 
симметрию тензора напряжений, теорему Остроградского - Гаусса и 

соотношения Коши (3.12), преобразуем интеграл 

(5.54) 

В предположении, что напряжения удовлетворяют уравнениям рав­

новесия (5.45) и силовым граничным условиям (3.47), т. е. являются 
статически возможными, а перемещения удовлетворяют кинематиче­

ским граничным условиям (5.11), из (5.54) с учетом (5.50) получим 
функционал 

J[щ,uij] = Ф[щ]-1 O"ij€ijdV + 1 O"ijn/iiidS, 

V Su 

что позволяет после представления при помощи (3.12) и (5.2) переме­
щений и деформаций через напряжения записать функционал 

I[uij] = -Фl[uij] + 1 O"ijn/iiidS, (5.55) 

Su 

в котором 

где Sijmn - компоненты теизора r;;оэффициеитов податливости ма­

териала тела. Для изотропной термаупругой среды с учетом (5.6) в 
(5.55) получаем 

ф [ ··J = -/((O"mm)2 
+ SijSij + (Т)) dV 

1 O"tJ 18х 4J.L O"mm€ ' 

v 

где Sij = O"ij- O"mm8ij/3- компоненты девиатора напряжений. 

(5.56) 
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Функционал (5.55) допустимо рассматривать на статически воз­
можных распределениях напряжений Uij (М), М Е V U S. В частном слу­
чае отсутствия температурной деформации (5.55) переходит в фунп­
цuонй./& Kacmuлuaнo [30], достигающий максимума на истинном рас­
пределении напряжений a;j(M), М Е V U S. При наличии температур­
ной деформации J[aij] также достигает максимума на распределении 
a;j(M). Действительно, для любого статически возможного распреде­
ления Uij(M) = aij(M) + бaij(M) из (5.55) и (5.56) с учетом (3.12), (5.45) 
и (5.54) получим 

J[ ~-] _ J[ . ·] = ! J ( (бaii) 2 бщ бщ) dV >-О. 
atJ atJ 4 9(..\/2 + р/3) + /-L r 

v 

Из проведеиных иреобразований следует J[ui] = I[aij], и поэтому 
справедлива цепочка неравенств 

(5.57) 

Тогда, заменяя в (5.53) Xl на х~ и дJ[бui] на дJ' = J[ui]- J[aij], для 
среднеквадратичнойпогреruностиполучаем 

(5.58) 

Таким образом, функцианалы (5.50) и (5.55) вместе со своими усло­
виями стационарности бJ[ui] = О и бl[aij] = О составляют двойствен­
ную вариационную фор.м.у ММ термаупругости для линейной термо­

упругой среды. Такая форма позволяет не только провести прибли­

женный численный анализ ММ, но и получить оценку возникающей 

при этом погреruности. 

Второй вариант интегральной формы ММ термаупругости основан 

на обобщении для неравномерно нагретого тела теоремы Бemmu -
Мапсвелла [97]. 

Пусть в окрестности одной и той же точки тела под действием двух 

различных систем нагружающих факторов возникают два различных 

напряженно-деформированных состояния, определяемых тензорами и, 

€ и и', €' соответственно. Согласно (5.3), для ли~йной анизотроnной 
тер.м.оуnругой среды запиruем 

и= С· ·(е- а(Т) дТ), и'= С· ·(€'- а(Т) дТ'), 

где С и а(Т)- тензоры ~оэффициентов уnругости И те.м.nературной 
дефор.м.ации соответственно; дТ и дТ'- отклонения температуры в 



5.3. Интегральная и вариационная формы моделей термоупругости 175 

рассматриваемой точке тела от температуры То естественного состо­

яния для двух систем нагружающих факторов. Проведем свертывание 

тензоров в первом равенстве с тензором е', во втором равенстве - с 
тензором €, а затем вычтем почленно из первого результата второй. 
Тог да получим 

__, ~ ~ ~1 ~ С~ ~(Т) лтl __, С~ ~(Т) лт 
е · ·и - е · ·и = е · · · ·а ~ - е · · · ·а ~ , 

или в записи через компоненты этих тензоров с учетом симметрии 

тензоров второго ранга 

~ . . .:-1 - ~1 <:'·.-С·. ,_,(Т)("'·. лтl- <:'1 лт) VtJ"'ij Vij"'tJ- t)ffln ..... mn "'tJ~ "'ij~ ' i, j, m, n = 1, 2, 3. 

Интегрируя это равенство по V и используя (5.54), получаем 

1 ( l7ijf~j - a:jfij) dV = 1 ( l7ijnju~ - a:jЩUi) dS-

v s 

/( 
1 дl7ji дaji) j( (Т)( 1 1 )) 

- Щ дхj - Ui дхj dV = Cijmnamn fijдT - fijдT . 
v v 

Отсюда с учетом (3.47) и (5.45) приходим к обобщению утверждения 
теоремы Бетти - Максвелла в виде 

1 (piu~- p~ui)dS + 1 (biu~- b~щ)dV = 1 Cijmna[J(fijдT1 - f~jдT), 
~ v v 

где штрихом отмечены параметры, соответствующие второй системе 

нагружающих факторов. Для изотропной термаупругой среды вместо 

последнего равенства с учетом (5.5) получим 

1 (piu~-p~ui) dS + 1 (biu~-b~ui) dV = 1 3ха(Т) (eiiдT1 -е~iдТ), (5.59) 

s v v 

где а<Т) - температурный ~оэффии,иент .л.инейного расширения ма­
териала тела. 

Во второй системе нагружающих факторов примем дТ1 = О и 
Ь~(М) = /i(Мо)бз(М,Мо), где бз(М,Мо) - дельта-фунпци.в, обла­
дающая в случае функции fi (М), М Е V = V U S, непрерывной на 
замыкании V области V, свойством 

{ 

П(Мо)/i(Мо) j fi(M)бз(M,Mo)dV(M) = 41Г ' 
v о, 

MoEV; 

Mo~V, 
(5.60) 
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где f2(Mo) - телесный угол, под которым из точки МоЕ V видна 
<<внутренность» области V (в частности, f2(Mo) = 41Г при Мо Е V и 
f2(Mo) = 27Г, если точка Мо лежит на гладком участке поверхности 
S). Пусть .л,ииейио-упругае сп.л,ошиае среда с константами Ламе Л 

и J-t занимает неограниченную область V00 • Примем ft(Mo) = 1, l = 
= 1, 2, 3, т. е. Ь~(М) = бз(М, М0) является единичной сосредоточенной 
силой, приложенной в точкеМоЕ V00 в направлении оси Oxz. Эта сила 
в точке М Е V вызывает первмещения [21, 97] 

(5.61) 

где r(M, Мо) - расстояние между точками М и Мо, а дифференциро­

вание проводится по координатам точки М. 

При помощи (5.61), используя соотношения Коши (3.12) и обобщеи­
иого за-х;оиа Гу-х;а, можно найти 

а затем вычислить проекции p~l)(M,Mo) = и}~)(M,Mo)nj(M) вектора 
напряжений на площадку, проходящую через точку М и имеющую на­

правляющие косинусы щ(М) единичного вектора n(M) нормали к этой 
площадке. Подставляя в (5.59) u~1)(M,M0) вместо и~, p~l)(M,M0 ) вме­
сто р~ и бз(М, Mo)бil вместо Ь~(М), с учетом указанного выше свойства 
дельта-функции получаем так называемое граничное интегральное 

уравнение 

n~~o) щ(Мо) = J (Pi(N)u~1)(N,Mo) -ui(P)p~1)(N,Mo)) dS(N) + 
s 

+ J ( bi(M) u~l) (М, М о)+ (3Л + 2J-t)~~ka(T) D.T) dV(M), 
v 

где М Е V, N Е S и МоЕ V. Отсюда при помощи метода граничных 
элементов [11, 16, 17, 21, 28, 36, 43, 66, 141] можно найти недостающие 
значения uz(Mo) и pz(Mo) в граничных точках Мо Е S, а затем и 
значение щ (М о) в любой внутренней точке М о Е V. 
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5.4. Двусторонние оценки характеристик 
неоднородных материалов 

Реальные материалы по своей структуре являются неоднородными. 

Металлы и сnлавы состоят из кристаллических зерен, в nределах ка­

ждого из которых nространствеиную ориентацию х:ристамографи-че­

сх:их осей можно считать фиксированной. Такие .материалы. nринято 

называть noлunpucmaллu:чecnu.мu. Свойства отдельных зерен и nро­

странствеиная ориентация их кристаллографических осей оnределяют 

характеристики такого nоликристаллического материала в целом. К 

по.мnозuцuопиы.м (или по.мnозuта.м) относят материалы, образо­

ванные объемным сочетанием химически разнородных комnонентов с 

четкой границей раздела между ними [113]. Обычно комnозиты состо­
ят из связующего комnонента (матрицы), объединяющего включения в 

виде nорошков, волокон, нитевидных кристаллов, nленок, ткани и т. n. 
Ясно, что характеристики комnозита также зависят от свойств мат­

рицы и включений. Наименьший объе.м Vo, усреднение по которому 
свойств комnонентов материала дает nредставление о характеристи­

ках материала в целом, называют nредставительпы..м. 

Двойствен'ltая вариа-ционная фор.м.а .м.ате.м.ати-чесх:ой .м.оде.л,и (ММ) 

.л,инейной анизотропной тер.м.оупругой среды nозволяет nолучать оцен­

ки термамеханических характеристик леоднородного материала по из­

вестным свойствам комnонентов, составляющих этот материал. Такие 

оценки nредставляют интерес, наnример, nри создании новых матери­

алов nутем варьирования их структуры и комnонентов. 

Сначала рассмотрим nоликристаллический материал, состоящий из 

хаотически ориентированных кристаллических зерен с одинаковыми 

свойствами. Это может быть металл либо интер.м.ета.л,.л,ид в чистом 

виде или с однородной концентрацией nримесей в виде твердого рас­

твора. Благодаря хаотической ориентации зерен такой материал по 

отношению к nредставительному объему Vo можно считать изотропной 
.л, инейной тер.моупругой сп.л,ошной средой, т. е. изотроnным по отно­

шению к усредненным по Vo х:о.м.понента.м. те'Н.Зоров напряжений и 

деформации, оnределенным в пря.м.оуго.л,ьной систе.м.е х:оординат: 

O'ij = ~о j O'ij dV, 

Vo 

Ёij = ~ J EijdV, 

Vo 

i, j = 1, 2, 3, 

nричем связь O'ij и Emn в отдельно взятом зерне устанавливается 

зах:о1tо.м. Дюа.м.е.л,я - Ней.м.а'ltа (5.3) 

O'kl = Cklmn(Emn- а[JдТ), k, l, т, п = 1, 2, 3. (5.62) 
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Здесь Ь.Т - изменение температуры относительно температуры То 

естестве'Н:н.ого состонии.н, а компоненты Cklmn и о:~~ теизоров 'Ко­
эффициентов упругости и температурной дефор.м.ации, как и компо­

ненты тензоров напряжений и деформации, определены в соответствии 

с ориентацией кристаллографических осей o~k этого зерна. 

М оду.л:и уnругости, связывающие эти усредненные компоненты и 

называемые эффепmuвны .. м:и, введем из условия равенства объе.м.иой 
плотиости потенциальной энергии деформации в изотропной среде и 

в реальном поликристаллическом материале при отсутствии те.м.пера­

туриой дефор.м.ации, т. е. с учетом (5.62) 

(5.63) 

где, согласно (5.5), CiJmn = Лбijdmn + J.L(бimdjn + dindjm); Л И f..L -

-х:оистаиты Ла.м.е; бij- си.м.вол Kpoue-x:epa; и;j и eij- компоненты, со­

ответствующие истинному напряженно-деформированному состоянию, 

удовлетворяющему условиям равновесия и совместности деформаций. 

Обратным по отношению к (5.63) будет равенство 

(5.64) 

(5 6) S o ~ ~ .>. + дiтn д;n + дin д;m 5 
где, согласно . , ijmn = Uij umn JL(>.+2JL) 411- , а ijmn 

компоненты те'Н.Зора -х:оэффициеитов податливости кристаллических 

зерен, причем SijklCklmn = SijklCklmn = 4 ( бim djn + din djm). 
Пусть на поверхности So, ограничивающей представительный объ­

ем Vo, заданы проекции ui,(N) (N Е So) ве-х:тора пере.м.ещеии.н, приводя­
щие к непрерывным распределениям иi(М), М Е Vo, которым соответ­
ствуют компоненты eij(M) = const, совпадающие с компонентами E\j· 
Такие распределения являются допустимыми для функцианала (5.50), 
причем с учетом (5.57), (5.63) и соотношений Коши (3.12) при отсут­
ствии те.м.пературиой дефор.м.ации и объемных си~ имеем 

Отсюда 

J ( Cijmn - CiJтn) dV ~ О, 
Vo 
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что равносильно перавенетвам 

1 ( Cklmn- Cklтn) dV ~О, 
Vo 

так как компоненты C&mn определяют изотропный тензор и сохра­
няют свои значения при любой ориентации осей координат. Для вы­

полнения последних неравенств необходима, согласно (П1.15), нео­

трицательность двух линейных инвариантов тензора с компонентами 

Cktтn-Cklmn' т.е. 

(5.65) 

Пусть теперь на поверхности So заданы проекции p'/(N) (N Е Во) 
вептора объе.м.ной плотности поверmостных сил, вызывающие на­

пряженное состояние с компонентами cтfj(M) = const, М Е Vo, совпада­
ющими с компонентами aij· Такое распределение напряжений является 

допустимым для функцианала (5.55), поэтому с учетом (5.57) и (5.64) 
при отсутствии температурной деформации запишем 

Отсюда 

1 (Sktmn- Sklтn)dV ~О, 
Vo 

поскольку тензор с компонентами C&mn также является изотропным. 
Для выполнения этихнеравенств необходимо, согласно (П1.15), чтобы 

(5.66) 

Из (5.65) и (5.66) получаем двусторонние оценки 

зcklkl - ckkmm 15 
~1-t;::: )' 30 2(3Sktkt - Skkmm 

где х = Л+ 2~-t/3 - .модуль объе.м.ной упругости. Если поликристал­

лический материал состоит из зерен с кубической кристаллической 

решеткой, то верхняя и нижняя границы для этого модуля совпадают 

и х = (Сн + 2С12)/З = (1/3)/(Sн + 2812), где Cpq и Spq, р, q = 1, 6, -
элементы матриц шестого порядка, соответствующих тензорам с ком­

понентами Cktmn и Sklmn (см. 1.6). При этом для .м.oдy.IUl сдвига имеем 

_ С н - С12 + зс44 ~ ~ 5 _ 
/-LV - 5 7 1-t 7 48н - 4812 + 3844 - /-LR, 
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где индексы (·)v и (·)R обозначают верхнюю и нижнюю оценки, полу­
ченные в предположениях однородности деформированного состояния 

В. Фойгтом в 1928 г. и однородности напряженного состояния А. Рей­
ссом в 1929 г. [20, 154]. В случае зерен с гексагональной плотноупако­
ванной кристаллической решеткой xv ~ х ~ XR и J.tv ~ J.t ~ J.tn, где в 
соответствии с (36] 

2Сн + Сзз + 2С12 + 4С1з 1 
~= ~= ' 9 2Sн + Sзз + 2812 + 4S1з 

7Сн + 2Сзз - 5С12 - 4Сtз + 12С44 
J.tv = 30 

15 
1-tR = 2(7Sн + 2Sзз- 5812- 4S1з + 3844). 

Для многофазного сплава-смеси, состоящего из N фаз с хаотиче­
ской ориентацией разнородных кристаллических зерен, при усреднении 

свойств зерен необходимо учитывать объемное содержание 1]11 (v = 
= 1, N) каждой фазы. В этом случае 

N 

"' (11) xv = LJ 1J11Xv , 
11=1 

N 

N 

J.tv = L 1J11J.tt>' 
11=1 

N 
1 "' 1J11 

1-tR = LJ М' 
11=1 J.t R 

причем Е 1]11 = 1, что соответствует правилу смешивания [67]. От-
11=1 

сюда можно получить двусторонние оценки для ~одудл nрододьной 

уnругости Е= 9x~-t/(3x + J.t) и оценки для коэффициента Пуассона 
v = E/(2~-t)- 1. Такой подход примен:И:м и для двусторонней оценки 
характеристик композита. Для материалов с сильно различающимися 

свойствами фаз (или компонентов композита) эти оценки обычно ока­

зываются довольно грубыми, а в случае пористых материалов нижние 

оценки становятся некорректными. Это обусловлено тем, что при таком 

подходе не учитывается взаимодействие между зернами или компонен­

тами композита. 

Для оценки характеристик поликристаллического материала можно 

использовать решение задачи Эшелби [156] о в3аимодействии с изо­
троnной динейно-уnругой сn.л.ошной средой изотропного линейно-упру­

гого сферического или эллипсоидального включения. Заменив включе­

ние анизотропным кристаллическим зерном, удается учесть взаимо­

действие отдельно взятого зерна таttой формы с окружающим его 

материалом [20, 36], причем не только при хаотической ориентации 
кристаллографических осей зерен. Таким же образом удается учесть 

взаимодействие включений с матрицей композита [67]. Для оценки 
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упругих характеристик леоднородных материалов с произвольными 

формой и ориентацией их комnонентов, в том числе материалов, струк­

тура которых содержит ячейки периодичности [10, 31, 33, 110], можно 
также использовать статистический подход [20, 154]. 

Двусторонние оценки удается сблизить, если функцианалы в (5.57) 
рассматривать на допустимых распределениях перемещений и напря­

жений, соответствующих однородному напряженно-деформированному 

состоянию отдельно взятого зерна, но отражающих неоднородность 

этого состояния в объеме материала [67]. На рис. 5.1 штрихпунктирные 
линии соответствуют таким улучшенным оценкам для сплава карби­

да вольфрама и кобальта в зависимости от объемного содержания Т/1 
карбида вольфрама [36]. Каждая фаза припята изотропной, причем 

для карбида вольфрама х<1 ) ::::: 419 ГПа, р.( 1 ) = 288 ГПа и для кобальта 
х<2) = 172 ГПа, р.(2) = 79,3 ГПа. Штриховые линии построены с исполь­
зованием решения задачи Эшелби, а сплошные - согласно nравилу 

смешивания по формулам 

1 Т/1 1- Т/1 -=-+--
"R х(1) х(2) ' 

Ev = 9xvp.v , 
Зxv+p.v 

ER = 9XRIJ.R 
ЗхR + JLR 

Крестиками отмечены экспериментальные значения модуля Е. 

Для двусторонней оценки эффективного значения те.м.nературного 

х:оэффиv,иента .~&uнейного расширени.а аСТ) поликристаллического ма­
териала с хаотической ориентацией кристаллографических осей соста­

вляющих его однородных зерен рассмотрим представительный объем 

Vo, заключенный в абсолютно жесткую оболочку. При однородном по 

Е; х; р., ГПа 

600 

500 

400 

300 

200 

о 0,2 0,4 0,6 
Рис. 5.1 

0,8 711 



182 5. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОдЕЛИ ТЕРМОУПРУГОЙ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

этому объему изменении Ь.Т температуры примем, что перемещения 

ui(M) =О, М Е Vo. В этом случае €ij(M) =О и функционал (5.50) на 
таком допустимом для него распределении перемещений будет равен 

поскольку подынтегральное выражение инвариантно относительно по­

ворота кристаллографических осей. Значение аСТ) определим из равен­
ства 

ЗVо ха<Т>а<vТ)(дТ)2 = ~ jc.. (€* - а<Т) Ь.Т) (€'!'.- а~~) t::.T) dV 2 2 ~Jmn mn mn IJ IJ , 
Vo 

где aV> = а~'{) - температурный -х:оэффициент объе.мно2о расшире­
ния кристаллических зерен. Правая часть этого равенства совпада­

ет с минимальным значением J[ui] функцианала (5.50) на истинном 
распределении перемещений ui(M) (М Е Vo) и компонент €ij тензора 
деформации, соответствующих этому распределению. Для функцио­

нала (5.55) допустимым будет однородное распределение напряжений 
O'fj(M) = -Зха<Т) Dij, на котором он примет вид 

В итоге с учетом (5.57) запишем 

cklmna[Jai~> ~ 3xa<T>aV) ~ Зха(Т) (2aV)- 3xSkkmma(T)). 

Отсюда следуют верхняя оценка Cktmna[Jai~> /(ЗхаV>) ~ а<т> и ниж­
няя оценка aV) / (3xSkkmm) ~аС Т). Если кристаллические зерна облада­
ют изотропией упругих характеристик, но сохраняют анизотропию по 

отношению к температурной деформации, то верхняя и нижняя оценки 

сападают и а(Т) = aV> /3. 

5.5. Термаупругая среда 
с внутренними параметрами состояния 

При· достаточно быстром изменении температуры тер.моуnру2ой 

сплошной среды возможно запаздывание во времени t изменения ее 
свойств. В этом случае .мате.матичес-х:ая .модель (ММ) такой среды, 
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характерная для х:J&ассичесх:ой тер.м.оуnругости, требует уточнения. 

Воспользуемся термодинамическим подходом к построению уточненной 

модели, связанным с введением внутренних nара.м.етров состо.ннWI. 

Для термаупругой среды, находящейся в состоянии тер.м.одина­

.м.ичесх:ого равновеси.н, одним из основных реактивных nере.м.енных, 

определяющих ее свободную энергию, является абсоJ&ютна.н те.м.nера­

тура Т. Если же в среде протекает неравновесный тер.м.одина.м.иче­

сх:ий nроцесс (или лопа.~~ьно неравновесный, т. е. неравновесный в 

окрестности пекоторой частицы сnJ&ошной среды), то можно в качестве 

внутреннего параметра состояния ввести еще и тер.м.одина.м.ичесх:ую 

те.м.nературу Ф, которая совпадает с абсолютной в том случае, когда 

скорость изменения Ф равна нулю. Если Т служит мерой средней ки­

нетической энергии в равновесном процессе, то Ф - в неравновесном. 

Для описания процесса переноса теплоты в среде введем векторный 

внутренний параметр состояниях, который, например, для кристалли­

ческих материалов можно ассоциировать с вектором плотности потока 

фононов. 

Кинетические уравнения, описывающие изменения во времени Ф и 

х, примем в линейном приближении в виде обыкновенных дифферен­

циальных уравнений (ОДУ) 

(5.67) 

где tт и t~ - вре.м.ена реJ&ах:сации внутренних параметров состояния, 

обратно пропорциональные частотам собственных колебаний молекул 

в перавновесном процессе и частотам взаимодействия фононов соответ­

ственно; Ф и Xi - значения Ф и Xi в равновесно.м. тер.м.одина.м.ичесх:о.м. 

nроцессе; Xi - проекции вектора Х на оси Oxi системы nростран­
ственных х:оординат. Этим ОДУ удовлетворяют функции 

t -- J ( t-t')дФ , Ф=Ф- ехр --- --dt 
t* дt' ' 

о т 

(5.68) 

По аналогии с (5.14) в предположении lxl ~ 1 для .массовой nJ&от­
ности свободной энергии запишем 

1 
pA(ekl, Т, Ф,хk) = 2 ( CijklEklEij + Hijklf3k!/3ij + FijXjXi)-

- Cijklekle~Г + рВ(Т) + рВ1 (Ф, Т)-

- Dijklf3klEij- KijkXkEij, j, k, l = 1, 2, 3, (5.69) 
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где р - nдотность среды; Cijkl -компоненты тензора 'l"оэффиv,и­

ентов уnругости С; Eij - ко.м.nоненты тензора .м.адой дефор.м.аv,ии 
~. . . _ (Ф) (Т). (Ф) (Т) 
е, fЗtз - Eij - Eij , Eij и Eij - компоненты тензоров те.м.nератур-
ной дефор.м.аv,ии, определяемые температурамиФ и Т соответственно, 

(Ф) (Т) 
причем IEijl « 1, IEij 1 « 1 и IEij 1 « 1. Ясно, что fЗij-+ О при Ф-+ Т. 
При температуре То естественного состолнил В(То) = В1 (Т0 ,То) =О, 
т. е. свободная энергия- функция только деформации, а при Eij =О 

свободная энергия зависит лишь от Т, Ф и Xi. 
Поскольку при малой деформации можно отождествить тензоры 

наnрлжений Коши (; и Пиоды - Киргофа Т, из первого равенства 
(4.39) и из (5.69) следует, что 

(5.70) 

а из второго равенства ( 4.39) и из (5.69) для массовой плотности 
энтроnии получим 

(Т) 
Cijkl дEij dB дВ1 h= --Ekt ___ -- --
р ат dT дт· 

(5.71) 

Поскольку при температуре То естественного состояния h =О и Ekl =О, 

из (5.71) следует, что в этом состоянии dB/dT + дВ1 /дТ =О. 
Подставив (5.71) в (4.22), придем при условии малости деформации 

к закону сохранения энергии в виде уравненил теnдоnроводности 

где аР') = &~~)/дТ В дальнейшем положим также д€~~)/дФ =а/~) t) t) . tJ t) . 
Диссипативная функция для рассматриваемой сплошной среды, как 

следует из (4.40) при условии малости деформации, имеет вид 

6v = -р дА дФ- Р дА дХi =(к· ·kE·.- F.k ·х ·) дхk + 
дФ дt дХi дt tJ tJ 3 3 дt 

( 
(Т) (Т) дВ1) дФ + Dijl.:lakl Eij - Hijklakl fЗij - Р дФ дt · 

Очевидно, что б D -+ О при Ф -+ О и Xi -+ О. 
Дальнейшая конкретизация (5.70) и (5.71) связана с выбором вида 

функций для равновесных значений внутренних параметров состояния 
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и вектора плотности теплового потока. В данном случае nримем их в 

nростейшем виде 

(5.73) 

не nротиворечащем nринциnам рациональной термодинамики. Кроме 

(
d2 B д2В ) д2В того, nоложим Се = -Т dТ2 + дТ2

1 = -Т дТд~. Тогда уравнение (5. 72) 

с учетом (5.68) и (5.73) nримет вид 

t 

ат РСе 1 ( t- t') ат ' (Т) Oeij 
РСет+ tГ ехр- tj, ot'dt =-TCijklakl т+qv+ 

о 

д ( (Т) ( дТ Jt ( t - t') &2Т ') ) + дv + дхi лij OXj- о ехр -т дxj8t' dt ' (5.74) 

где л~J) = 'Pikzkj -комnоненты тензора теплопроводности. 
Задав выражение для Xi в виде второго равенства (5.73), с учетом 

третьего условия ( 4.39) независимости А от оТ/ oxi nолучим Fkj = О и 
Kijk =О. Поэтому nосле nодстановки (5.70) с учетом равенств (5.68) 
в уравнения движения среды (3.62) nолучим систему трех интегро­
дифференциальных уравнений с частными nроизводными 

(5.75) 

где D1, D2 - аналоги коэффициентов Ламе Л и J.L (тогда Dijkl = 
= Dtдijдkl + D2(дikдjl + дilдjk)), учитывающие влияние скорости изме­
нения градиента абсолютной температуры на вектор nеремещения и с 

nроекциями иi на оси Oxi системы nространствеиных координат. 
Для однозначного решения (5.74) и (5.75) используют начальные 

уеловил 

Т(М,О) = Т0 (М), 

иi(М,О) = иi(М), 
MEV, 

Т(М,О) = Т0(М),} 
iч(М,О) = vi(M), (5.76) 
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где то - известное в начальный момент времени t =О значение 
скорости изменения абсолютной температуры, а остальные функции 

совпадают с введенными в (5.10). Для (5.75) справедливы граничные 
ус.л.ови.н (5.11), а для (5.74) вместо граничных условий (5.21) имеем 

t 

л<1) (N) (дТ(N, t) - /ехр(- t- t') д2Т(N, t') dt') ni(N) = 
tJ дх. t* дх ·дt' 

J о q J 

= a(N,t)(Tc(N,t) -T(N,t)), N Е S, 

где ni - направляющие косинусы внешней нормали к поверхности S, 
ограничивающей рассматриваемую область V; а и Те - коэффициент 

теплообмена и температура окружающей среды. 

В данном случае справедливы условия (5.27) и (5.28) на nоверх­
ности разрыва, а из (5.72) при дv =О и постоянных коэффициентах 

следует равенство рсе([Т] + [Ф] +ToCijktйk~)[eij])D~ = [qj]nj, из (5.70) и 
второго равенства (5. 73) получим 

(5.77) 

и [qi] = 'Pij[Xj], из (5.67) с учетом второго равенства (5.73)- tТ[Ф]D~ = 
=О и t~[ю]D~ = Zij[T]nj, где [·]-скачок соответствующего параметра 
при переходе через поверхность разрыва в направлении вектора n * нор­
мали с направляющими косинусами nj (см. 4.4), а D~- нормальная 
составляющая скорости поверхности разрыва. 

Последовательно исключая в (5.77) [сщ], [eij], [ю] и [qi], а также 
учитывая непрерывность термодинамической температуры ( [Ф] =О при 
tт =f. О и D~ =f. 0), получаем систему линейных однородных алгебраиче­
ских уравнений 

ВнХ +В12[Т] =О, В21Х + Вт[Т] =О, 

где В н - матрица третьего порядка с элементами Bнik = Cijktnjnj -
- p(D~)2 fJik; В 12 -матрица-столбец размера 3 х 1 с элементами B12i = 
= (Cijkl- Dijkt)ak~)njD~; В21- матрица-строn размера 1 х 3 с элемен-

в - ГТ' С (Т) *· В - (D*) 2 +,(Т) * *ft*· Х тами 21i- .LQ ijklakl nj, т- -рее n лij njni q• -вектор 

значений скачков [iti]· Так как в общем случае Х =/:-О и [Т]=/:- О од­
новременно, то скорости распространения скачков [iti] и [Т] следуют 
из условия равенства нулю определителя этой системы, что приводит 

в общем случае к четырем различным значениям D~. По аналогии с 

терминологией, припятой для ММ классической термоупругости, зна-
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чения D~ можно назвать скоростями распространения квазиупругой 

термаупругой волны и скоростью квазитемпературной волны. 

Скорости распространения упругих возмущений и теплоты мож­

но получить из условий det(Bн) =О и Вт= О соответственно. Для 

изотропной среды nервое условие приводит к (5.31), а из второго 

условия следует D~ = Jл(т)j(pc€t~). Отметим, что (5.74) в отличие 
от (5.18) описывает процесс теплопроводности с конечной скоро­

стью распространения теплоты, для анизотропной среды равной D~ = 

л~Гninjf(pc€t~). Кроме того, (5.74) учитывает неравновесность 
процесса аккумуляции теплоты и эффекты связанности полей темпе­

ратуры и деформации. Ясно, что D~ --+ оо при t~ --+ О, что присуще ММ 

класической термоуnругости. 

5.6. Термоупругая среда с фазовыми переходами 

При изменении фазы вещества (при фазовом, переходе) происходит 

качественное изменение свойств вещества. Рассмотрим фазовые пере­

ходы в -х:ристалли-ч.ес-х:о.м твердом теле (сплаве), т. е. превращение 
исходной высокотемпературной фазы, часто называемой аустенитом, 

в низкотемпературную, называемую мартенситом, а также обратный 

переход низкотемпературной фазы в высокотемпературную. Превра­

щения такого типа называют фазовыми переходами второго рода (в 

отличие от фазовых переходов первого рода, когда вещество изменяет 

свое агрегатное состо.ание), характерным признаком которых являет­

ся изменение типа -х:ристалли-ч.ес-х:ой решет-х:и. Такой фазовый переход 

может быть инициирован не только охлаждением или нагревом тела, 

но и приложеиными к нему напряжениями. 

Характер фазовых переходов при нагреве и охлаждении в общем 

случае различен. Полагают, что фазовый переход аустенита в мартен­

сит начинается при температуре М8 и заканчивается при температуре 
М 1. Обратный переход ( мартенсита в аустенит) начинается при тем­
пературе As и заканчивается при температуре А 1. В общем случае 
At > Ms > As > Mt и Ms- Mt i= At- А8 • В связи с трудностями при 
определении последних небольших количеств остаточного мартенсита 

температуру А 1 принимают соответствующей объемной доле мартен­
сита в сплаве, равной 0,01, а температура Mt- объемной доле аусте­

нита в сплаве, равной 0,01. 
При построении .мате.мати-ч.ес-х:ой .модели (ММ) термамеханиче­

ских пропессов с фазовыми переходами используем соотношения для 

сплошной среды с внутренни.ми пара.м.етра.м.и состо.ани.а. Как и в 4.5, 
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состояние среды в окрестности любой точки М Е V в объеме V сре­
ды определим четырьмя термодинамическими функциями ( ах:тивны.ми 
пере.менны.ми: .массовой пдотностью свободной энергии А и энтро­

пии h, тензоро.м напрлжений с х:о.мпонента.ми C7ij = C7ji ( i, j = 1, 2, 3) 
и вектором пдотности тепдового потох:а с проекциями qi на оси Oxi 
системы пространственных х:оординат). Аргументами этих функций 

будут реах:тивные пере.менные: тензор .мадой деформации с компонен­

тами gij = gji, абсодютнал температура Т, ее градиент с проекциями 

{)i = дТ/дхi и внутренний параметр состояниях Е [0, 1], равный объ­
емной доле мартенсита в сплаве. Тогда вместо (4.3~) запишем 

А= A(c=kt,T,rJk,X), h = h(c=kt,T,rJk,X), } 

C7ji: C7ji(c=kt, т, rJk, х), qi = qi(c=kt, т, rJk, х), 

k,l-1,2,3. 

(5.78) 

Использовав преобразование Лежандра и= А+ Th, где и - массо­

вая плотность внутренней энергии, с учетом (5. 78) приведем уравнение 
( 4.11) зах:она сохраненuл энергии к виду 

(5.79) 

где р - пдотность среды, припятая неизменной в процесе фазовых 

переходов; qv- объе.мнал ыотность мощности внутренних источни­

ков теплоты, () = д(·)/дt. Вычитая (5.79) из локальной формы (4.19) 
неравенства Кдаузиуса - Дюге.ма, получаем 

( 
дА ) (дА ) · дА · дА . qi дТ - р-- -(7i· ii·-p -+h T-p-rJi-p-x- --~о. 
дgij 3 3 дТ дrJi дх Т дхi 

В силу произвольпасти значений Ёij, Т и iJi отсюда следуют достаточ­
ные условия 

дА 
C7ij =р-д , 

gij 

дА 
дrJi =О.,. (5.80) 

реализации фазового перехода как простого тер.мо.механичесх:ого про-

цесса. 

Примем, что малы как полная деформация (Jgijl « 1), так и темпера­
турная и фазовая деформации, определенные тензорами с компонентами 

/~') = i~') и g~x) = g(.~) соответственно. Отметим, что /~"') =О при 
tJ }t t} }t t} 

температуре То естественного состолнил, а &~J) / дt = О при х = О. 
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В линейном приближении €~J) = а&х)х, где а~])- компоненты тензора 
коэффициентов фазовой деформации. 

Представим первое равенство (5.78) в виде 

(5.81) 

где CiJkl = CJikl = CiJlk = CktiJ- компоненты тензора коэффициентов 
уnругости; В(Т, х) - часть свободной энергии единицы массы тела, 

зависящая: от Т и х, причем В(То,О) =О. Отметим, что при E"ij =О 

из (5.81) следует А= В, т. е. при отсутствии полной деформации 

свободная: энергия тела зависит лишь от Т и х. 

Из (5.81) и первого равенства (5.80) дифференцированием получим 

с ( (Т) (х)) 0 _ S (Т) (х) S 
aij = ijkl E"kt- € kl - € kl · тсюда E"ij - ijklakl + E"ij + E"ij , где ijkl -

копоненты тензора коэффициентов nодат.ливости. В случае изотроп­

ного материала в этих равенствах следует использовать (5.5) и (5.6). 
Подставив (5.80) в (5.79) и отбросив слагаемые, содержащие линей­

ную и квадратичную зависимости h и h от E"ij, €;]') и €~) и имеющие 
более высокий порядок малости, получим 

где 8v = -р~~Х - диссиnативнал футщи.н. Если принять, что qi = 

= -л~J) ::,где л~?= л~J)(Т,х)- компоненты тензора теn.лоnровод­
ности, придем к уравнению теnлоnроводности в виде 

· . . О€~г д ( (Т) дТ ) 
реЕТ- pmEx + TCijktE"kt дТ = дхi \j дхj + qv + 8v, (5.82) 

д2В 
где сЕ= -Т дТ2 - удельная: массовая: теn.л.ое.м.кость nри nостолн-

д2В 
ной дефор.м.ации; тЕ = Т дТдх - удельная: массовая: конфигурационная 

теплоемкость при постоянной деформации (количество энергии, затра­

чиваемой на фазовый переход единицы массы в единицу времени при 

постоянной деформации) [118]. Отметим, что в (5.82) второе слагаемое 
в левой части и последнее слагаемое в правой части отличны от нуля 

при t Е [ts, t1], где t 8 и t1- моменты времени соответственно начала и 
окончания фазового перехода. 
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Как следует из (5.82), характер изменения внутреннего параметра 
состояния х может существенным образом влиять на процесс тепло­

nроводности в зоне фазового перехода. Для определенности рассмо­

трим переход мартенсита в аустенит, происходящий при Т Е [А8 , At]· 
Кинетическое уравнение для определения х запишем в виде t~ х = х- х, 

где t~ - вре.м.л релах:сации параметра х, ах= Х! = 0,01 -его уста­
новившееся значение, равное объемной доле мартенсита в сплаве к 

моменту окончания фазового перехода при Т = А 1. Из этого уравнения 
следует, что 

( 
t-t ) x(t) = х1 - (х1 - xs)exp -Т , 

х 

(5.83) 

где Xs = 0,99 - объемная доля мартенсита при t = t8 • 

Влияние абсолютной температуры и скорости ее изменения на 

развитие фазового перехода можно учесть в явном виде, если принять 

х(М, t) =Т(~,~ ~1А1 , М Е V, t Е [t8 , ttJ· Тогда вместо (5.83) получим 

t _ 1 ( t-t')ax(M,t') , x(M,t) = x(M,t)- ехр -т дt' dt. 
t. х 

(5.84) 

Более сложным вариантом кинетического уравнения, используемым 

при построении ММ в синергетике и механике разрушения, является 

уравнение t~x = х(х- х), решением которого при х = Х! будет 

(5.85) 

-(М t)- T(M,t)- А, М V а при х , - А А , Е , -
.- 1 

t -l 

x(M,t)= (~+ exp(-~(M,t)) lexp(f(M,t~)dt') , 
Xs tx 

t. 

(5.86) 

где 

t 

f(M,t) = t~ 1 x(M,t')dt'. 
х t. 
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Для описания фазового перехода аустенита в мартенсит при Т Е 

Е [М,, Ms] необходимо в (5.83) и (5.85) принять Xt = 0,99 и Xs = 0,01, 
а в (5.84) и (5.86) положить x(M,t) = (Ms- T(M,t))j(Ms- Mt) и Xs = 
= 0,01. Влияние напряженно-деформированного состояния на процесс 
фазового перехода в первом Приближении можно учесть, если считать 

температуры Mf, М8 , At и А8 зависящими от ~ij· 
При помощи (5.83)-(5.86) можно провести анализ кинетики фазовых 

переходов в сплавах с эффектом памяти формы и оценить влияние 

этого явления на процесс теплопроводности при t Е [t8 , tt]· Рассмотрим 
тело с однородной по объему V температурой Т и положим бv =О и 
qv =О. Тогда, пренебрегая в левой части (5.82) третьим слагаемым, 
характеризующим эффект тер.м.о.м.ехани-ч.ес-х;ой св.нзанности, получим 

т. . а(Тс- T)S [ ] (5 87) 
рс10 - pm10 X = V , t Е t8 , t 1 , . 

где а- -х;оэффициент теп.л.ооб.м.ена тела с окружающей средой, име­

ющей температуру Те; S- поверхность тела. 

Численное решение с использованием (5.83)-(5.87) позволяет вы­
-• t;o:s 

явить влияние параметра tx = --у на зависимость от безразмерного 
- ~s ~ т-т. 

времени t = -v безразмерной температуры(}= т. т.о (рис. 5.2) их 
ре., с- о 

(рис. 5.3). Расчеты проведены при c.,(T:n~To) = 1 и значениях (}А.= 0,45, 

(} л1 = 0,55. Сплошная кривая на рис. 5.2 соответствует случаю, когда 
вся поступающая от окружающей среды теплота идет на повышение 

температуры тела, т. е. в (5.87) опущено второе слагаемое в левой ча­
сти, а значение сЕ увеличено на л/':..." л •. Штриховые линии на рис. 5.2 

е 1! /i 1 jl 

r/ /~t(; J. 1 

/; L ;Y;/i ; 0,53 

/~1\ ,/у; '/ 1 1 

' ' 
iJ 1"1 /7 1 : "'-//0' ' 

0,51 

1 ".?'/ ' ' 1 /~"./ 1 1 

}; ?~ ' 1 1 
' 

0,49 

// .d-~ ~\ / ~ j/ ,. 
-tP' ~---v ~2./"' / ' / 1 

0,47 

у_",.,. / ' ' " ............ 1 1 
0,45 

0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 2,0 

Рис. 5.2 



192 5. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОдЕЛИ ТЕРМОУПРУГОЙ СПЛОШНОЙ СРЕдЫ 

х ...... .... F==== r\== 1"\-... о. 

~ 
~~ 2 "'1 

~Q.. .......... 
0,8 

0,6 

............... 
'<"" 

' '-о ', ', 
',_l)"\.. 

'\.' ~-
0,4 

\ '":-~\ . 0,2 

zJ ~- q 
.......... ' о 

0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 2,0 

Рис. 5.3 

и рис. 5.3 построены с использованием (5.83), штрихпунктирные- с 

использованием (5.85), помеченные крестиком - (5.84), кружком -
(5.86), кривые 1 построены при t~ = 10, а кривые 2- при t~ = 0,1. До­
полнительный анализ показывает, что при Cg(Tc -То)/те > 1 уменьша­
ется влияние изменения х на изменение (}. Это связано с относительным 
снижением затрат энергии на фазовый переход. 

5. 7. Термоупругая среда скоростного типа 

Одним из возможных вариантов линейной тер.моупру2ой сплош-н,ой 

среды является среда, при построении .мате.мати'Чес-к:ой .модели (ММ) 
которой наряду с такими реа-к:тив-н,ы.м,и пере.меюtы.ми, как -к:о.мпо-н,е-н,ты 

IЩ ( i, j = 1, 2, 3) те-н,зора .малой деформации, абсолют-н,а.н температу­
ра Т, проекции {)i ее градиента на оси Oxi прн.моу2олъ-н,ой системы 
-к:оорди-н,ат (аргументы а-к:тив-н,ых пере.ме-н,-н,ых), используют скорость 

Т= дТ / дt изменения температуры во времени t. При построении ММ 
такой среды введем в рассмотрение тер.моди-н,а.ми'Чес-к:ую температуру 

Ф, совпадающую с абсоЛютной температурой, если Ф --4 О. Предполо­
жим, что в -н,ераве-н,стве Клаузиуса- Дюи.м,а можно заменить Т на Ф. 

Тогданеравенство 

дh д (qi) 
рФ дt + Ф дхi Ф - qv ;;;:: О, 

где р - плотность среды; h - .массовая плот-н,остъ энтропии; qi -
проекции вектора плотности теплово2о пото-к:а на оси Oxi системы 
пространстве-н,-н,ых -к:оорди-н,ат; qv- объе.м,-н,а.н плот-н,остъ мощности 
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внутренних источников теnлоты, nри nомощи видоизмененного оnреде­

ления массовой nлотности свободной энергии А= и- Фh (и- массовая 

nлотность внутренней энергии) с учетом (4.11) nредставим в виде 

(5.88) 

где д D = O'ijЁij - р( А+ hФ) - диссипативна.н функция; O'ij - комnонен­
ты тензора напряжений. 

Положим, что активные nеременвые А, h, O'ij, qi и Ф зависят от 
реактивных nеременных tk!, Т, Т и '19k, k, l = 1, 2, 3. В этом случае 
(5.88) с учетом равенства 

nримет вид 

Так как неравенство (5.89) в рассматриваемом nроцессе сnраведли­
во для nроизвольных скоростей изменения аргументов E:ij, Т и 19i, то из 
него следуют соотношения 

(дА+ h дФ)т + .!!!:_ ( дФ дсk1 + дФ '19· + дФ дrJk) ~О 
дТ дТ рФ дckl дхi дТ ~ д19k дхi ' 

дА дФ дА дФ 
O'ij = р-д - рh-д , -. + h-. =о, 

E:ij E:ij дТ дТ 
(5.90) 

( дА дФ) (дФ)-1 
qi = -рФ дrJi + h дrJi дТ . 

Отметим, что в левой части (5.89) множитель nри Т не равен нулю, 
nоскольку Т - задаваемый аргумент. Из равенств 
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в силу произвольности дc:kt! дхi и дiJk/ дхi с учетом неравенства (5.90) 
получим 

дФ дФ 
qi~+qt~=O, 

UC:kl UC:ki 

Поскольку в общем случае qiqi =/:О, то отсюда следует дФ/дс:kl = 
=О и дФjдiJk =О, т. е. термодинамическая температура не должна 
зависеть от градиента абсолютной температуры и тензора деформации. 

Тогда (после проделанных выкладок) бv = -р(дАjдТ + hдФ/дТ)Т и 
упрощаются выражения (5.90): 

qi дФ ~ _,.,. дА } iJi Ф дТ- риv::::::: О, aij = Р дeij' 

дА дФ дА (дФ)-1 
at + h дт = 0' qi = - дiJi рФ дт · 

(5.91) 

С учетом второго равенства (5.90) и первого равенства (5.91) уравнение 
(4.11) зах:она сохранения энергии примет аналогичный (4.22) вид: 

(5.92) 

Дальнейшая конкретизация ММ рассматриваемого варианта тер­

маупругой среды связана с выбором вида функций свободной энергии 

и термодинамической температуры. Зададим их в следующей форме: 

Ф(Т,Т) =Т+ Ф(Т,Т), 

где Cijkl и e~J> - компоненты тензора х:оэффициентов упругости и 
тензора те.мпературной дефор.мации соответственно; тiГ - компо­
ненты тензора, определяемого скоростью измененИя абсолютной тем­
пературы. Отметим, что Ф(Т, Т) = О при Т= То и Т= О. Отсюда с 
учетом первых двух равенств из (5.91) получаем 

(5.93) 
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а при Eij =О имеем рА(О, Т, Т, {)k) = Dij{)j{)i/2 + рВ(Т, Т)+ Ei(T, T){)i· 
Последнее равенство может быть использовано для описания прочес­

са теплопроводности в абсолютно твердо.м теле. От аналогичных 

по смыслу равенств, следующих при Eij =О из (5.14) и (5.69) соответ­
ственно для ММ х:ласси'Чесх:ой тер.моупругости и ММ, описывающей 

релаксационные эффекты при распространении и аккумуляции тепло­

ты, оно отличается учетом скорости Т изменения абсолютной темпера­
туры. 

Так как O'ij = О при Ekl = ck;) = 'Yki) = О, то Fijk = О. Если считать 
Т~ То, то можно принять Ei(T, Т)= Ei(T) = EfT. Кроме того, при 

IIJ!(T T)l дiJ! 
линеаризации положим ;, << 1 и -. = 1/Jo = const. Тогда вместо 

дТ 
(5.93) получим 

(5.94) 

где )/~) = DijTo - компоненты тензора теплопроводности, а Ei = 
ZJ 1/Jo 

_ EfTo 
-То. 

Используя (5.94) и принятые при получении этих соотношений 
допущения вместе с третьим равенством ( 5. 91), запишем 

(5.95) 

Обозначив 
То д2В 

с-----

~- 1/Jo дТдТ' 

и подставив (5.95) в (5.92), получим уравнение теплопроводности 
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Начадьные усдовия сохраняют вид (5.76), а граничные усдовия имеют 
вид (5.21) с добавлением в левую часть слагаемого E{fni, где ni -
проекции на оси Oxi единичного вектора внешней нормали к поверх­
ности S, ограничивающей область V, занятую термаупругой средой. 
Отметим, что (5.96) описывает процесс теплопроводности с конечной 
скоростью 

Dq= 
,(Т)-­
"':ij njni 

pcet~ 

распространения теплоты в направлении вектора n с проекциями ni. 
Если этот вектор определяет нормаль к nоверхности разрыва, т. е. 

n = п*, то Dq совпадает с D; (см. 5.5). 

Для рассматриваемой ММ уравнения движения дuнейной анизо­

троnной тер.м.оуnругой среды в nере.м.ещениях следуют из (5.8) при 
. д (Т) 

добавлении в правую часть слагаемого -Cijkl{}j~, причем сохраня­
дТ 

ют силу начальные и граничные условия (5.10)-(5.12). 



6. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ 
ПРИКЛАДНОЙ МЕХАНИКИ 

При решении многих прикладных задач, возникающих в инженер­

ной практике, возможно рациональное упрощение .мате.м.ати-чесх:их 

.м.оде.ttей (ММ) механики сn.ttошной среды, которое не приводит к поте­

ре достоверности результатов количественного анализа, но делает эти 

результаты более обозримыми и поддающимися более ясной в прак­

тическом отношении интерпретации. Такие упрощенные ММ принято 

относить к разделу механики, обычно называемому прикладной ме­

ханикой. В частности, к ним относятся ММ, используемые в курсах 

сопротивления материалов и строительной механики различных ти­

пов конструкций и сооружений. При этом один из основных приемов 

упрощения ММ связан с принятием и обоснованием так называемых 

пине.матичеспиz гиnотез, устанавливающих определенные огра­

ничения на перемещения, что в сочетании с использованием npuнцuna 

воз.м.ожных nере.мещений и с анализом воз.можной работы приложен­

ной внешней нагрузки позволяет выявить в рас-четной схе.ме (РС) рас­

сматриваемого техни-чесх:ого объех:та и его ММ наиболее существен­

ные факторы и иренебречь влиянием менее существенных. Результа­

том такого упрощения являются широко используемые в прикладной 

механике РС стержн.11 (тела, одно измерение которого существен­

но больше двух других) и РС обо.л.очпu (тела, толщина которого 

значительно меньше двух других измерений). Если множество равно­

отстоящих от поверхностей оболочки точек, называемое срединной 

nоверхностью, лежит в плоскости, то говорятоРС nластины (или 

n.л.астинпи, подчеркивая этим ее малую толщину по сравнению с дву­

мя другими размерами). В этой главе кратко рассмотрим РС и ММ 

стержня, оболочки, пластинки и мембраны. 

6.1. Математические модели стержня 

Если вдоль произвольной линии перемещать плоскую фигуру так, 

чтобы ее плоскость была пеi:шендикулярна кривой, то контур этой фи­

гуры опишет боковую поверхность приво.л.инейного стержн.11. Эту 

фигуру называют nоnеречным еечение.м стержня, которое может 

быть переменным, если фигура при движении изменяет свою форму 

и/или размеры. В частном случае перемещения фигуры вдоль прямой 
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получим nрн.молинейкый стержень, а когда перемещение фигуры 

сопровождается ее вращением около прямой - естественно запру­

чеккый стержень (примером такого стержня является спиральное 

сверло). 

В плоскости фигуры площадью F выберем nря.м.оуго.л.ьную систе.м.у 
х:оординат 066. Точку С с координатами 

S6 1 1 6с=р-= F 6dF, SF..2 11 6с=р-= F 6dF, 
F F 

. где 8~;3 и 86- статические моменты площади F относительно осей 06 
и 06 соответственно, принято называть центром тяжести этой пло­
щади, а применительно к поперечному сечению стержня - центро.м 

тнжестu сечемин [145]. При этом St;.з и St;2 называют статиче­
спи.ми .мо.мента.ми сечекин. Если начало координат совместить с 

точкой С, то St;з = SF..2 = О. В этом случае оси координат называют 

цектралькы.ми. Если при движении фигуры ее плоскость перпен­

дикулярна кривой и точка С остается на этой кривой, то кривую 

называют осевой линией стержкн. , 
Пусть оси 06 и 06 являются центральными осями сечения пло­

щадью F. Центробежный .мо.мент инерции сечемин 

lt;2t;.з = 1 66dF 
F 

поворотом этих осей на угол ао = ~ arctg 1
21( 2~ , где 

2 (з- (2 

lt;2 = 1 ~5dF, 
F 

lt;з = 1 ~~dF 
F 

осевые .мо.менты инерции этого сечеки.Jl относительно осей 06 
и 06 соотl!_етств~но, обращается в нуль [145]. При новом положе­
нии осей 06 и 06, которые называют главными, осевые момеlfrы 
инерции достигают экстремальных значений /2 и Iз, называемых глав­
ны.ми .мо.мента.ми инерции. Их сумма дает "'nоАJiрный .мо.мект 

инерции сечемин lp, не зависящий от ориентации центральных осей. 
При построении .м.ате.м.атичесх:их .м.оде.л.ей (MMj стержней в ка­

честве х:ине.м.атичесх;ой гипотезы обычно принимают, что множество 

точек, расположенных в плоскости любого поперечного сечения стерж­

ня до его дефор.м.ированuя, после деформирования стержня по-прежне­

му образует плоскость, перепендикулярную деформированной осевой 
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линии (гиnотеза Берн.уААu). Кроме того, считают размеры попе­

речного сечения малыми по сравнению с длиной осевой линии и ее 

радиусом кривизны, пренебрегают относительными удлинени.tl.ии, пе­

репендикулярными этой линии, и используют npuн.цun Сен.-Вен.ан.а, 

утверждающий, что различные, но статически эквивалентные нагруз­

ки вызывают в стержне одинаковые наnр.tlженные cocmo.tlни.tl (за ис­

ключением зон вблизи точек приложения нагрузки, размеры которых 

порядка размеров поперечного сечения) [127). 
В деформированном состоянии криволинейного стержня с его осевой 

линией длиной L свяжем репер { ei} подвижной системы координат с 
nравой тройкой базисных векторов (ортов) ei, i = 1, 2, 3, направив 
орт е1 по касательной к осевой линии в сторону возрастания коор­
динаты s, отсчитываемой вдоль этой линии (рис,.: 6.1). В поперечном 
сечении стержня орт е1 задает направлени.._? ос~ 6, а орты е2 и ез -
направления главных осей этого сечения 6 и 6 соответственно. На 

стержень действуют распределенные вдоль осевой линии момент m 0 (s) 
и нагрузка, направление и интенсивность которой определяет вектор­

ная функция q0 
( s), причем линии действия этой нагрузки иерееекают 

осевую линию. Кроме того, в сечениях с координатами st (10 = 1, Np) 
приложено N р сосредоточенных сил p(t), линии действия которых 
также иерееекают осевую линию, а в сечениях с координатами s, ( <; = 
= 1, Nм)- Nм моментов М('). На концах стержня при s =О и s = l 
могут быть заданы силы р(О), р(!) и моменты М( О), М(!). 

[2 ------------~~~:-r?s 
---"""" _.-·~L 

~~-...::=";;:·-· ~,,,. 

--~------ .{1-- --

Рис. 6.1 

Рассмотрим поперечное сечение с координатой s, точка осевой 

линии которого имеет радиус-вектор x(s) в неподвижной системе 

координат Ох1х2х3 . Если в исходном состоянии стержня положение 

этой точки определял радиус-вектор X
0 (s), то вектор ее перемещения 

u(s) = x(s)- X 0 (s). Тогда dujds = dxjds- dx0 jds = е1 - е]', где е]'­
орт, касательный к осевой линии в исходном состоянии стержня и 

входящий в репер {ei} подвижной системы координат с осями o[f, 
связанной с осевой линией в этом состоянии. Для перехода от этого 

репера к реперу {ei} помимо вектора и нужно знать углы {)j (j = 

= 1, 2, 3) поворота осей О~ относительно осей O(f. От этих углов 
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зависят в (П1.7) элементы lXij .матрицы А поворота репера (см. Пl.l). 
Используя (П1.9), последнее равенство с учетом прави.л.а су.м..м.ировани.н 

по одинах:овы.м. индех:са.м. можно представить в виде 

dи dиi 
ds = ds ei +к. х и= (1- ап)е1- а21е2- а31 е3. (6.1) 

Здесь щ- проекции вектора и на оси системы координат с репером 

{ei}, а к. -вектор, определяющий кривизну и кручение (см. Пl.l) 
осевой линии в деформированном состоянии стержня и связанный с 

аналогичным вектором К.0 = кjej для его исходного состояния соотно­
шением [87, 127] 

(/3 d{)j 0 ) 

к.= ij ds + lXij"-j ei, (6.2) 

г де !Зн = cos {)2 cos {)3; fЗ12 = !З23 = !332 = О; !З13 = - sin {)2; !З21 = - sin {)3; 

!З22 = 1; !331 = sin {)2 cos {)3; !333 = cos {)2. 

В качестве воэ.м.ожных пере.м.ещений выберем векторы 8и = ei 8щ 
и 8{} = ei 8{)i. При использовании принципа воз.м.ожных пере.м.ещений 
вариацию потенциа.л.ьной энергии дефор.м.ации можно представить как 

воз.м.ожную работу внутренних силовых факторов на возможных пе­

ремещениях. Для элемента стержня длиной ds при фиксированном 
поперечном сечении с координатой s приращение такой работы равно 
d8Au = (Q+dQ) ·d8и+ (М +dM) ·d8iJ, где 

Q(s) = 1 инeidF, 
F(s) 

M(s) = 1 eijk~UtjekdF -

F(s) 

(6.3) 

векторы соответственно равнодействующей, приложенной к точке осе­

вой линии, и момента; eijk.(i,j,k=1,2,3)- си.м.во.л. Леви-Чивиты; 
ин - х:о.м.поненты тензора напряжений в поперечном сечении стерж­

ня. Но в действительности в этом сечении 8{} f= О, что приводит к 
затрате части потенциальной энергии на работу на возможном пере­

мещении 8(iJ+diJ) момента (-e1ds) х Q силы Q относительно точки 
осевой линии с координатой s + ds. В итоге, пренебрегая величинами 
более высокого порядка малости, получаем 

L 

8Au = I(Q · dои +М· doiJ- (е1 х Q) ·од) ds 
ds ds .,._ 

о 

и после интегрирования по частям находим 

8Au = Q(L) · 8и(L)- Q(O) · 8и(О) + M(L) · 8iJ(L)-
L 

- М(О) · 8iJ(O)-1 ( ~~ · 8и + (d:: + е1 х Q) · 8{}) ds. 

о 
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Возможная работа заданной внешней нагрузки, действующей на 

стержень, будет равна 

8А0 = р(О) · 8и(О) + p(L) · 8u(L) + М(О) · 819(0) + M(L) · 819(L) + 

L Np Nм 

+ 1 ( q0 ·8и+m0 ·819+ Lp(€) ·8u8(s-s€)+ z=м(с;) ·8198(s-s,))ds, 
о €=1 €=1 

где 8(s- s€), 8(s- s,)- фун.пци.11 Дирапа, обладающая по отношению 

к непрерывной функции f ( z) свойством 

+оо 1 f(z) 8(z- zo) dz = f(zo). 
-00 

В соответствии с принципом возможных перемещений в виде 8Au = 8А 0 

(см. 5.3), объединяя слагаемые при произвольных возможных переме­
щениях 8u(s), 819(s), s Е (0, l), и используя (П1.9), получаем уравнения 
равновесия 

(6.4) 

где Qi и Mi - проекции векторов Q и М на оси O~i, и условия на 
концах стержня 

( Q(O) + р(О)) · 8и(О) =О, (М(О) + М(0)) · 819(0) =О, } 
(6.5) 

( Q(L)- p(L)) · 8u(L) =О, (M(L) + M(L)) · 819(L) =О. 

Если на концах стержня заданы только х:ине.м.ати-ч.есх:ие грани-ч­

ные условия, т. е. заданы перемещения точек осевой линии и ее углы 

поворота, то 8u =О, 819 =О и все равенства (6.5) удовлетворяются ав­
томатически. Наоборот, если торец стержня, например при s = L, не 
закреплен, то векторы 8u, 819 произвольны и должны быть заданы си­
ловые грани-чные условия Q(L) = p(L) и M(L) = мСL). Аналогично на 
торце при s =О, но с учетом того, что орт е1 репера { ei} направлен 
в сторону возрастания координаты s, а внешняя нормаль к плоскост~ 
этого торца - в противоположную сторону' в проекциях на оси o~i 
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имеем Qi(l) = IPi(o)l и Mi(O) = IMi(o)l· В общем случае при смешан­
ных граничных условиях из (6.5) следует, что для каждого значения 
i = 1, 2, 3 может быть задано ui(O) либо pi(o), Ui(l) либо pi(L), 'l?i(O) либо 
Mi(o), 'l?i(L) либо Mi(L). 

Систему четырех векторных уравнений (6.1), (6.2) и (6.4) с неиз­
вестными и, к., Q, М и 'l?j следует дополнить соотношением, св~­
зывающим м и вектор дк. с проекциями дк.i = К.j- к.i на оси o~i· 

Гипотеза Бернупли и допущение о малости размеров поперечного се­

чения по сравнению с ради:усом кривизны осевой линии позволяют в 

случае материала стержня, подчиняющегося зах:ону Гух:а, установить 

линейную связь между этими векторами. Из второго равенства (6.3) 
получим 

Мз = -!~ан dF, 
F 

(6.6) 

где ан = Еен - нормальное напряжение в поперечном сечении; Jf­
.м.о_2у.л.ь прl}_,дольной упругости материала стержня; ев = dиtfd6_+ 
+ 6дк.2 - 6дк.з - относительное удлинение в направлении оси 06. 
Тогда, учитывая, что оси O(k (k = 2, 3) главные и центральные, 
согласно (6.6) запишем 

(6.7) 

Величину Elk назьшают жестпостью npu uзгuбе стержня uз­
гuбающuм моментом Mk. Для произвольной формы поперечного 
сечения стержня прут.нщuй момент М1 = JLlкдк.t, где JL- .модуль 

сдвига материала стержня, а Iк - геометрический параметр сече­

ния, пропорциональный жестх:ости стержня при его х:ручении. Для 

сечения, обладающего центральной симметрией (например, кругло­

го или кольцевого) и сохраняющего ее при деформировании стержня, 

Iк = Ip (см. 6.2). Ясно, что для стержня с переменным поперечным 
сечением значения Ik и Iк зависят от s. 

При малых значениях углов 'l?j можно принять fЗн = fЗзз = 1, fЗ21 = 
= -'l?з и {331 = -fЗiз = '1?2, а также о:н = 0:22 = о:3з = 1, 0:12 = -0:21 = 'l?з, 
о:1з = -о:зi = -'1?2 и о:2з = -о:з2 = '1?1. При этом будет малым и модуль 
вектора дк., поэтому К-i ~ к.i. Тогда выражения для производных 

векторов и, Q и М по s в (6.1) и (6.4) становятся линейными. 
Если осевая линия криволинейного стержня в исходном состоянии 

является плоской кривой, то к.]' = к.2 = О и в случае, когда при деформи­
ровании стержня она остается плоской, '1?1 = 1'J2 =О. Тогда из (6.1)-(6.4) 
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и (6.7) nри отсутствии сосредоточенных сил и моментов следует 

dщ 
ds - и2/'\;3 + cost?3 = 1, 

du2 . 
ds + Ut /'\;3 - SШ t93 = 0, 

dt?3 о 
/'\;3- ds = /'\;3• (6.8) 

При малом значении угла t93 уравнения (6.8) становятся линейными, 
если nринять cos'!?3 ~ 1, sin 1?3 ~ 1?3 и /'\;3 ~ /'\;3. 

Для nрямолинейного стержня в (6.2) /'\;']=О. Если nри его дефор­

мировании осевая линия остается плоской, то в третьем и четвертом 

уравнениях системы (6.8) следует nоложить /'\;3 =О и, исключив из них 
/'\;3, записать dt93 jds = M3/(EJ3). При малых значениях угла '113 можно 
принять sin t?3 ~ t?3 и ds ~ dx1, где Xt - координата поперечного сече­

ния стержня, отсчитываемая вдоль осевой линии ведеформированного 

прямолинейного стержня. Тогда из второго уравнения (6.8), считая ut 
пренебрежимо малым, находим dи2/dx1 ~ t93 , поэтому nредыдущее ра­
венство можно представить в виде 

(6.9) 

Пусть шарнир но закреnленный стержень длиной L сжат силой Р, 
линия действия которой совnадает с осевой линией ведеформированно­

го nрямолинейного стержня (рис. 6.2). При отклонении этой линии от 
исходного nоложения (штриховая линия на рис. 6.2) М3 = -Ри2 и в слу­
чае Е/3 = const общее решение (6.9) имеет вид и2(х1) = Ctsin(knxl) + 
+C2cos(kпx1), где kn = ylPj(E/3). Так как и2(О) = и2(L) =О, то С2 =О 
и С1 sin(knL) = О. Отсюда следует, что наряду с сохранением прямо­
линейного положения равновесия (С1 =О) возможны положения равно­

весия, соответствующие значениям knL = n1r, что отвечает значениям 
силы Pn = n 21r

2 EI3/ L2 . Наименьшее значение Р1 = Ркр = 1r2 Е/3/ L2 , для 
которого существует отличное от прямолинейного nоложение равнове­

сия стержня, называют nервой npumu'Чecnoй силой или эй.l&еровой 

си.л.ой [145]. При этом n = 1, осевая линия принимает форму полуволны 
синусоиды и говорят, что произошла nomep.11 ycmoй'Чuвocmu пря­
молинейного положения равновесия стержня. В случае РЕ [Pn, Рnн) 
возмоЖно равновесие, когда осевая линия принимает форму n полуволн 
синусоиды. 

Рас смотренное решение линейного уравнения ( 6. 9) не nозволяет при 
nотере устойчивости стержня найти наибольшее отклонение осевой 
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Рис. 6.2 

линии от исходного положения. Найти зависимость этого отклонения 

от значения силы Р можно из решения нелинейнаго уравнения 

EI d2U2 
3 d:J;2 

---------=12 __ 3_/,....2 + Pu2 =О, 

( 1 + (:::) ) 

учитывающего отличие от единицы знаменателя в выражении для кри­

визны ~3 . Решение этого уравнения при различных условиях закреп­

ления и нагружения стержня (в том числе, плоского криволинейного) 

удается выразить через эллиптические интегралы первого рода [117]. 

6.2. Кручение прямолинейных стержней 

Пусть прл.м.о.л,инейный стержень в виде тонкостенной круглой труб­

ки, которая имеет толщину h, средний радиус R и длину L, на одном 
из торцов нагружен ,.рутлщи.м. .м.о.м.енто.м. Мк, а его противополож­

ный торец жестко закреплен (рис. 6.3). При деформировании трубка 
будет закручиваться. Тогда каждое ее поперечное сечение (исключая 

закрепленный торец), оставаясь, согласно гипотезе Берну.л,.л,и, плоским 

и перпендикулярным оси трубки, повернетсянанекоторый угол отно­

сительно этой оси. Естественно предположить, что угол tp поворота 

h 

Рис. 6.3 
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любого поперечного сечения пропорционален расстоянию х1 от закреп­

ленного торца, т. е. 

(6.10) 

где <f!L- угол поворота торца, к которому приложен крутящий момент. 
При деформировании в элементе трубки, заключенном между двумя 

бесконечно близкими поперечными и продольными сечениями, возник­

нет дефор.м.ацил сдвига, характеризуемая углом т (рис. 6.4), равным, 
согласно (6.10), 

(6.11) 

а на гранях элемента появятся касательные напjшжени.н т. В этом 
случае напряженное состояние принято называть 'Чисmьш сдвuго.м. 

Для тонкостенной трубки при h/ R « 1 эти на­
пряжения можно считать однородными по ее 

толщине. Из (6.11) следует, что возможная 
деформация сдвига бт = (R/L)б<f!L· Поэтому 
воз.м.ожна.н работа, совершаемая напряжени­

ем т на этой деформации, составит 

L 

бАт = 21ГRh J тб1dх1 = 21ГR2 hтб<f!L· 
о 

Рис. 6.4 

Приравнивая в соответствии с принципо.м. воз.м.ожных пере.м.ещений 

бАт возможной работе бА0 = Мкб<f!L приложеиного к трубке крутящего 
момента, при произвольной вариации б<рL получаем 

(6.12) 

Ясно, что (6.12) сразу следует из условия равновесия элемента труб­
ки между ее произвольным поперечным сечением и торцом, к которому 

приложен крутящий момент. Следует отметить, что при принятых 

предположениях касательные напряжения во всех поперечных сечени­

ях трубки оказались одинаковыми, не зависящими от расстояния х1 

от закрепленного торца. Однако это справедливо при условии, что на 

торце при х1 = L крутящий момент М создан за счет равномерно рас­
пределенных по нему касательных напряжений, в точности равных т. 

В противном случае в поперечных сеЧениях трубки, близких к этому 

торцу, распределение касательных напряжений будет зависеть от осо­

бенностей, связанных с приложением этого момента. В соответствии с 
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принципо.м. Сен-Венана эти особенности будут сказываться на рассто­

янии порядка характерного размера поперечного сечения трубки. 

Если материал трубки подчиняется за~ону Гу~а и имеет .модуль 

сдвига f.L, то 
т= f.L"Y· 

Тогда из (6.11) и (6.12) следует 

МкL 
'PL = f.Llp ' 

(6.13) 

(6.14) 

г де lp = 27Г R3 h - полярный .м.о.м.ент инерции се-чения трубки. Величина 
f.Llp определяет жестпость nри пручении трубки. 

Благодаря однородности распределения касательного напряжения 

в поперечном сечении тонкостенной трубки ее удобно использовать в 

качестве образца материала при экспериментальном определении мо­

дуля f.L сдвига и зависимости т от 'У за пределами линейно-упругого 

деформирования материала. Однако при больших значениях т возмож­

но искажение формы поперечного сечения трубки вследствие потери 

устойчивости. Дело в том, что напряженное состояние чистого сдвига 

эквивалентно плос~о.м.у напряженно.м.у состоянию растяжения-сжатия 

в направлениях, составляющих угол 7Г /4 с осью трубки. При потере 
устойчивости на поверхности трубки возникают складки, расположен­

ные под таким углом к оси. 

При кручении прямолинейного стержня в виде толстостенной круг­

лой трубы внешним радиусом R2, внутренним радиусом R1 и длиной 

L при тех же условиях нагружения и закрепления, что и в случае 
тонкостенной трубки, каждый кольцевой слой такой трубы, имеющей 

средний радиус r Е (R1, R2) и толщину dr, можно рассматривать как 
тонкостенную трубку, для которой вместо (6.11) запишем 

dcp r 
"f(r) = r dx = L'PL· (6.15) 

Тогда при б"f(r) = (r/L)бcpL с учетом (6.13) найдем 

L R 

бА;= 27Г J dx1 J т(r)б"Y(r)rdr = f.L];"-7; бсрL, 
О R1 

г де 1; = ~ ( R~ - Rf) - полярный момент инерции сечения трубы. 
Приравнивая бА; и бА0 = Мкб'РL, получаем 

МкL 
'PL = f.LJ; ' (6.16) 
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а с учетом (6.13) и (6.15)- т(r) = Mкr/J;. Значение 

(6.17) 

где w; = J;/ R2 - nолJiрный момент conpomuвлeнuJI ceчeнuJI 
трубы, определяет наибольшее касательное напряжение в трубе при 

r = R2. Для сплошного круглого стержня, у которого R1 =О, уравнения 
(6.15)-(6.17) остаются в силе, но J; и w; следует заменить на J; = 
= 1r R~/2 и w; = 1r R~/2 соответственно. 

При увеличении Мк значение Tmax увеличивается и, согласно (6.17), 
при Мк = ттw; достигает nредеда me'I'Oyчecmu Тт материала трубы при 
сдвиге. При дальнейшем увеличении Мк область nдастичес'I'Оой де­

фор.м.ации будет расти в направлении оси трубы, причем ее граница, 

согласно (6.13) и (6.15), будет окружностью радиусом rт = TтL/(J..I/.PL)· 
Если материал соответствует идеадьной уnругоnдастичес'I'Оой сnдош­

ной среде, то из равенства бА0 = бАт при произвольной вариации б<рL 
с учетом (6.13) и (6.15) найдем 

Мк~21r ll'i'PLT2 dr+21r jTт'PLr2 dr~ 
R1 rт 

Полученная зависимость Мк от I.{)L справедлива при изменении 'PL от 
TтL/(R2p,) до TтL/(Rll.t). При достижении значения 'PL = TтL/(RIJ.L), 
соответствующего значению rт = R1, труба воспринимает наиболь­

ший крутящий момент Mmax = 27rтт(R~- R~)/3. В случае сплошного 
круглого стержня (R1 =О) Mmax стремится к значению 27rтт~/3 при 
'PL --t оо. Отметим, что началу пластического деформирования круг­

лого стержня, согласно (6.17), соответствует значение крутящего мо­
мента М к = Тт w; = Тт1Т ~/2, т. е. для исчерпания несущей способности 
круглого стержня из рассматриваемого материала достаточно прило­

жить крутящий момент, на треть больший по сравнению с моментом, 

вызывающим начало пластического деформирования. 

Рассмотренные случаи распределения касательных напряжений в 

поперечном сечении при кручении стержня качественно можно упо­

добить распределению скорости вращательного движения идеадьной 

несжи.м.ае.м.ой жид'/'Оости в замкнутом цилиндрическом сосуде, непро­

ницаемые стенки которого соответствуют контуру поперечного сечения 

стержня. При этом вектор касательного напряжения соответствует 
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вектору скорости жидкости. На таком качественном уровне можно го­

ворить о гидро.меzаничеспой аналогии между течением жидкости 

и расnределением касательных наnряжений nри кручении. 

Если боковая nоверхность стержня с nроизвольным nоnеречным се­

чением свободна от касательных усилий, наnравленных вдоль его оси, 

то в любой точке на участках гладкого контура касательное наnряже­

ние nри кручении стержня вокруг этой оси наnравлено по касательной 

к контуру, а в точке контура, являющейся вершиной выстуnающего 

угла, равно нулю. Это неnосредственно следует из условия nариости ка­

сательных наnряжений и согласуется с гидромеханической аналогией. 

Строгое обоснование этой аналогии оnирается на идентичность уравне­

ний, входящих в .мате.маmи'Чес11:ие .модели (ММ) указанных процессов. 

Предnоложение о том, что nоnеречные сечения стержня nри кру­

чении остаются nлоскими, для nроизвольной формы сечения несnра­

ведливо [145]. Искажение nервоначально nлоского nоnеречного сечения 
называют деnланацией. 

Рассмотрим цилиндрический стержень длиной L с произвольным 
nоnеречным сечением nлощадью F в прн.моуго.л.ьuой систе.ме 'll:oop­
диuam Ох1х2хз с реперо.м {ei}, образованным орта.ми ei, i = 1, 2, 3, 
nричем оси Ох2 и Охз являются г.л.авuы.ми ц.еuтра.л.ьuы.ми осн.ми этого 

се'Чеuин. К одному из торцов стержня nриложен крутящий момент Мк, 

а другой торец закреnлен так, что он не может nоворачиваться относи­

тельно nродольной оси Ох1, но его точки могут перемещаться вдоль 

этой оси. Угол ер поворота любого поперечного сечения зависит от 

расстояния Xl этого сечения от закрепленного торца. При малой де­

формации примем, что 

(6.18) 

где{)- угол закручивания стержня на единицу длины, а epL- угол 

поворота торца, к которому приложен момент Мк. 

Выделим в поперечном сечении с координатой х1 точку Р(х1,х2,хз). 
В результате деформирования эта точка переместится в новое положе­

ние P'(xl +щ,х2+и2,хз+из) (на рис. 6.5 показаны точкаРиточка 
Р{, являющаяся nроекцией точки Р' на плоскость сечения с координа­

той х1). Если считать угол ер малым, то О1Р{ ~ О1Р = r, cosep ~ 1 и 
sinep ~ер. Тогда с учетом (6.18) получим -

и2 = rcos(a +ер)- rcosa ~ -хзер = -x1xзfJ,} 
из= rsin(a +ер)- rsina ~ х2ер = x1x2fJ. 

(6.19) 

Полагая, что все поперечные сечения стержня искажаются одина­

ково, можно принять 

(6.20) 
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Рис. 6.5 

где П(х2 ,х3) -пока еще неизвестная фун.пция деnлан.ациu. Теперь 
следует проверить, удовлетворяют ли перемещения в виде (6.19) и 
(6.20) трем уравнениям. (5.22) равновесия в пере.м.ещениях, в данном 
случае при отсутствии объемных сил и температурных деформаций 

82ui + (' + ) 82щ О . . 1 2 3 ' 
принимающим вид J.t дхjдХj л J.t дхiдХj = , z, J = , , , где л 
и 11- - х:онстанты Л а.м.е. Несложно проверить, что эти уравнения 

удовлетворяются тождественно при i = 2, 3, а при i = 1 - при условии 

(6.21) 

В соответствии с (6.19), (6.20), законом Гука и соотношениями Коши 
(3.12) для х:о.м.понент тензора напряжений находим 

ан = а22 = а33 = а23 = а32 = О, 

0"12 = 0"21 = J.~,19(;~- Х3)' (6.22) 

а13 = а31 = 11-1?(;~ + х2). 
От функции депланации П(х2,х3) удобнее перейти к фуипции паса­

тельных н.аnряжеиий, определяемой соотношениями 

aw 
а12=-а , 

хз 

aw 
0"13 =- ах2. (6.23) 

Исключая из (6.21)-(6.23) а12, а1з и П, получаем уравнение Пуассона 

a2w а2Ф 
-а 2 +-а 2 = -2J.t1?. 
х2 хз 

(6.24) 

Можно показать [139], что для .л.инейно-упругой сп.л.ошной среды (6.24) 
следует из ус.л.овий совместности дефор.м.аи,ий. 
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Так как боковая поверхность 86 стержня свободна от нагрузки, 

то напряжения (6.22) в любой точке РЕ 86 должны удовлетворять 

сuJ&овы.м граничным усJ&овш.м (3.47) при Pi =О в виде O'ji(P)nj(P) =О. 
Здесь nj -направляющие косинусы внешней нормали к 86, причем 

n1 = dx1jds =О, n2 = dxзfds и nз = -dx2jds, где s - длина дуги 
контура Г поперечного сечения, отсчитываемая против хода часовой 

стрелки (см. рис. 6.5). При i = 2, 3 эти условия удовлетворяются 
тождественно, а при i = 1 с учетом (6.23) их можно представить в 
виде 

дФ dхз дФ dx2 dii! 
--+--=-=0 
дхз ds дх2 ds ds ' 

(6.25) 

т. е. на контуре Г должно быть Ф = const. Для стержней со сплошным 
(односвязным) поперечным сечением можно принять Ф(Р) =О VP Е 86, 

а в случае многосвязных сечений на каждом замкнутом контуре функ­

ция касательных напряжений должна быть постоянной. 

Касательные напряжения в поперечном сечении создают относи­

тельно оси Ох1 момент 

Для односвязного поперечного сечения интегрированием по частям с 

учетом нулевого значения функции Ф на контуре и следующего из 

условия равновесия отсеченной части стержня равенства М1 = Мк 
получим 

Мк = 2 J J Ф dxdy, (6.26) 

F 

что позволяет выразить fJ, от которого зависит Ф, через заданное зна­
чение Мк. В силу принцила Сен-Венана нанекотором расстоянии от 

торцов стержня касательные напряжения будут определяться лишь 

значением момента Мк и практически не будут зависеть от способа 

задания этого момента на торце при х1 = L и создания усилий, уравно­
вешивающих его на торце при х1 = О. 

Математической модели, включающей (6.25) и граничное условие 
Ф =О на контуре поперечного сечения стержня, соответствует вариа­

цио·н:н.ая фор.ма ММ, содержащая фующионаJ& 
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который допустимо рассматривать на непрерывных в области F функ­
циях Ф, удовлетворяющих граничному условию и имеющих в F кусочно 
непрерывные производные. На истинном распределении Ф*(х2,х3 ) фун­

кции Ф в F этот функционал достигает минимума. А.~tътернативны.м 
по отношению к нему функционалом, достигающим на истинном рас­

пределении максимума, будет 

Его допустимо рассматривать также на непрерывных в области F 
функциях Ф, имеющих в F кусочно непрерывные производные и удо­
влетворяющих (6.26), но не обязательно удовлетворяющих граничному 
условию. Функционалы J[Ф] и J[Ф] составляют двойственную вариа­
ционную фор.му ММ цилиндрического стержня при кручении. 

Сопоставим ММ кручения цилиндрического стержня с ММ уста­

новившегася плоскопараллельного вращательного движения идеальной 

несжимаемой жидкости в цилиндрическом сосуде, поперечное сечение 

которого совпадает с поперечным сечением стержня. В случае движе­

ния жидкости параллельно координатной плоскости х20хз, используя 
соотношения 

(6.27) 

введем скалярную фующию то'/'Са 1/II(X2,xз) (здесь v2 и vз - проек­

ции вектора скорости жидкости на оси Ох2 и Охз соответственно). 

Тогда для такого движения уравнение неразрывности (3.33) в ви-
дv2 дvз 

де -
8 

+ -
8 

= О удовлетворяется тождественно, а для вращательно-
Х2 Хз 

го движения частиц жидкости с постоянной угловой скоростью w1 = 
= -

2
1 (адvз-

8
8

v2 ) относительно оси Ох1, используя (6.27), получаем урав-
х2 хз 2 2 

нение Пуассона 88 ~1 + 88 ~1 = -2w1, идентичное (6.24) для функции Ф. 
х2 Хз 

На непроницаемых стенках сосуда нормальная составляющая скоро-

сти равна нулю, т. е. dф1 jds =О, что идентично граничному условию 
(6.25). Таким образом, ММ совпадают с точностью до обозначений, что 
обосновывает гидромеханическую аналогию. Линии то'/'Са ф1 = const, 
в каждой точке которой вектор скорости жидкости направлен по ка­

сательной к этой линии, соответствует при кручении mpaenmopu.11 
пасательных наnр.11жений Ф = const. К этой траектории касателен 
вектор т= а12е2 + а1зез. 
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Из (П1.18) и (П1.25) для цирх:у.л.лции вех:тора v = v2e2 + vзез по 
произвольному плоскому замкнутому контуру Г' при w1 = const следует 

где F'- площадь области, охватываемая контуром Г'. Вместе с тем, 
интегрируя (6.24) по области F', ограниченной траекторией касатель­
ных напряжений Ф = const в виде контура Г', в соответствии с теоре­
.м.ой Остроградсх:ого- Гаусса и (6.23) получаем 

(6.28) 

т. е. циркуляция вектора т соответствует циркуляции вектора v. 
Помимо гидродинамической аналогии полезно иметь в виду так 

называемую .мембранную (или nлено'Чную) аналогию [139, 145]. 
Равновесие тонкой пластинки, не имеющей жестх:ости при изгибе и 

называемой .мембраной, описывается уравнением N(1/ R1 + 1/ R2) = 
= -р, где N - равномерное натяжение на единицу длины контура 

мембраны; R1 и R2- радиусы кривизны ее деформированной средин­

ной поверхности под действием давления р. Перемещение точек этой 

поверхности в направлении нормали к ней в ведеформированном со­

стоянии называют nрогuбо.м .мембраны. Если при малых прогибах 

w(х2,хз) принять 1/ R1 ~ д2wjдх~ и 1/ R2 ~ д2wjдх~, то получим урав-
не ни е 

д2w д2w р 

дх~ + дх~ = - N' 
(6.29) 

идентичное (6.24) для функции Ф. При закреплении мембраны по плос­
кому контуру, подобному контуру односвязного поперечного сечения 

стержня, граничное условие w =О на этом контуре будет идентично 
граничному условию Ф =О. Линии равных прогибов на поверхности 

мембраны будут соответствовать траекториям касательных напряже­

ний, а объем, ограниченный срединной поверхностью мембраны и плос­

костью ее контура, будет пропорционален крутящему моменту Мк. 
Гидромеханическая и мембранная аналогии позволяют получить на 

качественном уровне представление об особенностях распределения ка­

сательных напряжений в прямоугольном поперечном сечении стержня, 

нагруженного крутящим моментом. В отличие от стержня с круг­

лым поперечным сечением, когда наибольшие касательные напряжения 

возникают в наиболее удаленных от оси стержня точках на контуре 
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сечения, в данном случае в наиболее удаленных угловых точках каса­

тельные напряжения равны нулю, а наибольших значений достиГают 

в серединах длинных сторон контура. Действительно, скорость враща­

тельного движения жидкости вдоль длинной стороны контура будет 

больше, чем вдоль короткой, а в углах равна нулю. В мембранной 

аналогии значение касательного напряжения пропорционально моду­

лю градиента функции w прогиба мембраны. В углах этот модуль 
равен нулю, а наибольшего значения достигает в серединах длинных 

сторон контура. Строгое решение задачи о кручении стержня с прямо­

угольным поперечным сечением [139] подтверждает эти выводы. Такое 
решение позволяет найти функцию депланации в виде [97] 

h (2n- 1)1Гхз 
8Ь~ оо ( -1)n 8 Ь2 

П(х2,хз) = Х2ХЗ- -;з L (2n-1)3 (2n-1)7ГЬз 
n=1 ch 2~ 

. (2n- 1)1rx2 
sш ь2 , 

г де Ь2 и Ьз -длины сторон контура вдоль осей Ох2 и Охз соответствен­
но. На рис. 6.6, а изолиниями перемещения щ = '!?П изображено откло­
нение квадратного поперечного сечения (Ь2 = Ьз) от плоского (сплошные 
линии соответствуют отклонениям от плоскости в одну сторону вдоль 

продольной оси Ох1 , а штриховые- в противоположную). Вдоль осей 

симметрии сечения щ =О. На рис. 6.6, б и в представлены изолинии это­
го перемещения при Ь2/Ьз < 1,4513 и Ь2/Ьз ~ 1,4513 соответственно [97]. 

а 

в 

Рис. 6.6 
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Пусть в отличие от рассмотренной вьпnе круглой тонкостенной 

трубки прямолинейный тонкостенный стержень имеет поперечное се­

чение, ограниченное двумя гладкими замкнутыми кривыми, одна из 

которых вложена в другую (рис. 6.7), причем толщина h(s) стенки в 
общем случае является функцией длины s дуги средней линии сечения, 
отсчитываемой от пекоторой выбранной точки. Условия закрепления 

и нагружения примем такими же, как и в случае тонкостенной труб­

ки, но, полагая касательные напряжения т( s) неизменными по толщине 
стенки, теперь необходимо учитывать их зависимость от s. Следуя ги­
дромеханической аналогии, можно предположить в силу постоянства 

расхода несжимаемой жидкости в замкнутом канале, соответствующем 

стенке, что т(s )h(s) = const. Действительно, из рассмотрения элемента 
ABCD, вырезанного из стержня (см. рис. 6.7), следует, что в си­

лу париости касательных напряжений они равны т = т( s) на гранях 
АВВ'А', ADD'A' и т1 на гранях ВСС'В', CDD'C'. На грань АВВ'А' 
действует сила dF = т(s)h(s)dx, а на грань CDD'C' - сила dF1 = 

= т(s)h(s)dx+ д(т(s);(s)dx) ds. Проектируя эти силы на продольную ось 
8 

d(F F) 
стержня, из условия равновесия элемента АВС D получаем ~ = 

= d(т(s)h(s)) =О, т. е. т(s)h(s) = const =Со. 
ds 

с' 

Рис. 6.1 

Для установления связи т( s) с действующим на тонкостенный стер­
жень крутящим моментом М к представим поперечное сечение в виде 

контура Г, соответствующего средней линии стенки стержня (рис. 6.8). 
Сила dF = т(s)h(s)ds = Cods, приложеиная в точке Р8 и соответствую­
щая элементу дуги ds, создает относительно произвольной точки О 
момент dM = Cor(s)ds, где r(s) - плечо этой силы, равное длине 

перпендикуляра, опущенного из точки О на касательную к средней ли­

нии в точке Ps. Но r(s)ds есть удвоенная площадь заштрихованного 
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Рис. 6.8 

на рис. 6.8 треугольника с основанием ds и вершиной в точке О. Обхо­
дя весь контур средней линии, находим М= 2CoFo, где Fo -площадь, 
ограниченная этим контуром. Отсюда с учетом равенства М= Мк по-

лучаем 

М к 
т(s) = 2h(s) Fo · {6.30) 

Для вычисления угла 'PL поворота сечения, в котором приложен 
крутящий момент Мк, при линейной связи междуМки 'PL приравня­
ем работу Мк'РL/2 к накопленной в стержне nотенциадьной энергии 

дефор.м.ации. Для материала, подчиняющегося закону Гука, плотность 

этой энергии при чистом сдвиге составляет т2 /{2р), а полная энергия 
с учетом (6.30) будет равна 

J т
2 

M
2
L J ds L -ds--к_ --

2р - 8pF(f h( s). 
г г 

Таким образом, 

МкL J ds 
'PL = 4pF(f h(s). 

г 

В случае неупругого поведения материала стержня сохраняет силу 

(6.30), но энергетический подход для нахождения 'PL требует уточ­
нения. 

Пусть крутящим моментом Мк нагружена полоса длиной L, толщи­
ной h и шириной Ь (рис. 6.9, а), причем h « Ь. Такую полосу можно рас­
сматривать как тонкостенный стержень, но снезамкнутым профилем 

поперечного сечения. В соответствии с мембранной аналогией можно 

считать, что в плоскости хз = О касательные напряжения равны нулю, 
а по толщине полосы они распределены линейно, т. е. т(хз) = 2тmах.Хз/h, 
г де т max. - наибольшее касательное напряжение в поперечном сечении 

полосы при хз = h/2, поскольку между ее близкими сторонами мембра­
на будет прогибаться практически по параболе (за исключением зон 

около углов). 
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ь 

а б 

Рис. 6.9 

Качественная картина траекторий касательных напряжений в попе­

речном сечении полосы с учетом гидромеханической аналогии показана 

на рис. 6.9, б. Исходя из этой картины незамкнутый профиль полосы 
можно условно представить как замкнутый тонкостенный толщиной 

h/2 с разрезом по плоскости хз =О с нулевыми касательными напря­
жениями. Выделяя в таком замкнутом профиле тонкостенное кольцо 

толщиной dхз и площадью F(x3 ) = 2Ьхз и применяя (6.30), запишем 
вклад этого кольца 

в уравновешивание приложеиного крутящего момента. Тогда после 

интегрирования, положив М= Мк, получим 

h/2 

м - 8bTmax 1 2d - bh2Tmax 
к - -h- хз хз - 3 . (6.31) 

о 

Такой же результат следует из решения задачи о кручении стержня с 

прямоугольным поперечным сечением, если h/b ---t О [139]. 
Для установления связи междуМки углом{}= 'PL/ L закручивания 

полосы на единицу ее длины используем (как и выше) энергетический 

подход, приравняв работу Мк'РL/2 к запасенной в полосе потенциаль­
ной энергии деформации 
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В итоге с учетом (6.31) находим 

-д= 3 Мк = Tmax. 
1-Lbhз 1-Lh 

(6.32) 

Выражение !-Lbh3 /3 характеризует жесткость полосы при кручении. 
Рассмотренный подход и (6.31), (6.32) в первом приближении спра­

ведливы для прямолинейного тонкостенного стержня с произвольным 

незамкнутым профилем поперечного сечения, если этот профиль раз­

бить на n участков постоянной толщиной hi и длиной bi, i = 1, n. Тогда 
суммарная жесткость при кручении будет равна сумме жесткостей от­

дельных участков и вместо (6.32) получим 

3Мк 
{}= -..".n--

1-L I: bih~ 
i=l 

(6.33) 

Из (6.31)-(6.33) следует, что наибольшее касательное напряжение на 
i-м участке будет равно Tmax,i = -д!-Lhi· 

Если материал стержня считать идеальным упругопластичным, 

то при весьма больших углах закручивания касательные напряже­

ния практически по всей площади поперечного сечения будут равны 

пределу текучести тт, но их направления будут различными. Для вычи­

сления предельного значения крутящего момента в этом случае можно 

применить (6.26), предварительно найдя распределение по сечению 
функции Ф. 

Для стержня с односвязным поперечным сечением рассмотрим две 

близкие траектории Г и Г' касательных напряжений, являющиеся одно­

временно изолиниями функции напряжений. Если вырезать из стержня 

объем, заключенный между цилиндрическими поверхностями с напра­

вляющими Г и Г', то получим тонкостенный стержень с поперечным 

сечением замкнутого профиля. Тогда из условия ттдh = const, справед­
ливого для такого стержня, следует, что расстояние дh между этими 

траекториями должно быть постоянным. Это означает, что изолинии 

Ф = const будут эквидистантными, причем контуру поперечного сече­
ния будет соответствовать изолиния Ф = О. Откладывая от контура по 
направлению внутренней нормали одинаковое расстояние дh, перейдем 

К ИЗОЛИНИИ Ф = Ттh И Т. Д. 
Для многоугольного поперечного сечения изолинии также будут 

многоугольными, причем их вершины будут лежать на биссектрисах 

углов контура. Например, для прямоугольного поперечного сечения со 

сторонами Ь2 и Ь3 < Ь2 (рис. 6.10) биссектрисы углов и отрезок прямой 
между точками их пересечения разбивают площадь этого сечения на 
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Рис. 6.10 

четыре части. Таким образом, поверхность, задаваемая функцией 

Ф, в данном случае представляет собой четырехскатную <<крышу>> с 

<<коньком>> высотой ттЬз/2. В соответствии с (6.26) предельное значение 

крутящего момента М пред= Т т:~ ( ь2- ь;) равно удвоенному объему под 
этой <<крышеЙ>>. 

Характерной особенностью многоскатных <<крыш>>, соответствую­

щих функции Ф для различных форм поперечного сечения стержня, 

является одинаковость наклона всех скатов, определяемого значением 

Тт. Это служит основанием для так называемой nесочной аналогии, 

поскольку <<крыша>> совпадает с поверхностью кучи песка, имеющей 

основание, одинаковое по форме с поперечным сечением стержня. 

6.3. Изгиб стерЖней и балок 

Из рассмотренной в 6.1 .мате.матичес'Х:ой .модели (ММ) стерж'Н.Н 
следует, что если в его произвольном поперечн.о.м сечен.ии вектор 

равнодействующей Q перпендикулярен, а вектор момента М лежит 
в этом сечении, то в данном сечении возникают лишь н.ор.мальн.ые 

н.апряжен.ил. Такое н.апряжен.н.ое состоян.ие называют одноосны . .м. в 
отличие от_ общего случая сложного наnр.яженного сосmо.яни.я. 

Е<:_:ш ос~ 06 направить по касательной к осевой лин.ии стерж'Н.Н, а оси 
06 и 06 совместить с главн.ы.ми и цен.тральн.ы.ми ося.ми произвольного 
сечен.ия, то тен.зор н.апряжен.ий будет иметь лишь одну отличную 

от нуля компоненту ан, а Q = Q1e1 и М= М2е2 + Мзез, где Q1 и 
Mk, k = 2, 3, - проекции векторов Q и М на соответствующие оси 
координат; ei, i = 1, 2, 3,- орты репера систе.мы 1\:оордин.ат. 

В случае Q1 =О отн.осительн.ое удлин.ен.ие оси стерж'Н.Н также 

равно нулю и говорят о чисmо.м. изгибе стержня. При этом, если 

материал стержня подчиняется за~он.у Гу'Х:а, имеем линейную зависи­
мость изменения напряжения от координат точки сечения (см. 6.1) 

(6.34) 



6.3. Изгиб стержней и балок 219 

где Ik- осевой момент инерции сечения относительно оси O~k· Если 

одно из значений Mk равно нулю, а другое отлично от нуля, то такой 
изгиб принято называть nр.н.мы.м [145], а в случае Mk =f. О- посы.м. 
Множество точек поперечного сечения стержня, в которых ин= О, 

называют нейтра.~~ьной линией. При прямом изгибе изгибающим 

моментом Mk такая линия совпадает с осью O~k, а, согласно (6.34), 

наибольшее по абсолютному значению напряжение lиi~) lmax = Mk/W'f", 

где Wl" = l~lmax/ Ik (j =f. k)- .момент соnротивленu.н сечени.н nри 
uз_:ибе моментом Mk, l~lmax- расстояние наиболее удаленной от оси 
O~k точки поперечного сечения стержня. При косом изгибе нейтральная 

линия совпадает с направлением вектора М лишь при условии /2 = 
= ! 3 (например, для круглого, кольцевого или квадратного поперечных 

сечений), а значение lинlmax соответствует точке сечения, наиболее 

удаленной от нейтральной линии. 

Если в поперечном сечении стержня действие внешней нагрузки 

приводит к возникновению лишь :е_авн,.9действующей Р = Ре1, прило­
женной в точке с координатами ~2, ~3, не совпадающей с центром 

тяжести сечения, то такой изгиб носит название внецентренпо­

го раст.нженu.н (или сжатия) стержня. Тогда Q1 = Р, М2 = Р~3 и 
М3 = Р~2, а (6.34) примет вид 

(6.35) 

где F- площадь поперечного сечения. В этом случае из уравнения 

1/ F + ~3 ~3 / I 2 + ~2 ~2 / I 3 = О нейтральной линии следует, что ее рассто-

яние [50] от центра тяжести сечения r= (1/F)/V(~З/12 ) 2 +(~2/13 ) 2 и 
увеличивается по мере приближения точки приложения силы Р к это­

му центру, т. е. нейтральная линия может как иерееекать поперечное 

сечение, так и находиться за его пределами [145], причем в последнем 
~луч~е напряжения во всех точках сечения будут одного знака. При 

~2 = ~3 = О напряжения в сечении распределены равномерно, что соот­

ветствует однородному раст.нжению (или сжатию) стержня. 

При построении ММ стержня в 6.1 предполагалась малость раз­
меров его поперечного сечения по сравнению с радиусом кривизны его 

осевой линии. Это допущение не является обязательным при постро­

ении ММ чистого изгиба стержня в рамках гипотезы Берну.л..л.и, рав­

носильной представлению изгибаемого стержня в виде пучка волокон, 

каждое из которых может растягиваться или сжиматься напряжением 

ин. При построении такой модифицированной ММ обычно говорят об 
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изгибе бруса большой кривизны [145]. Пусть осевая линия -к:риво.!}__ииеj­
иого стерЖ'НЛ является плоской кривой, лежащей в плоскости 606, 
и в некотором его поперечном сечении до изгиба имеет кривизну ~з. 

Пока еще неизвестные значения кривизны нейтрального волокна, не 

испытывающего при изгибе стержня относительного удлинения, до из­

гиба стержня обозначим ~о, а после изгиба момеН_!ОМ М3- ~3 . Тогда 

относительное удлинение волокна с координатой 6 будет равно 

(6.36) 

Где д{2 = 1/~з -1/~о И Д~= ~3- ~О· 
Строго говоря, при изгибе форма и размеры поперечного сечения 

изменяются, однако эти изменения существенны для тонкостенного 

профиля сечения, аЕля сплошного сечения ими можно пренебречь [145]. 
Поэтому значение 6 координаты волокна при изгибе допустимо счи­
тать неизменным. Для этого волокна напряжение стн = Е€11, где Е -
.модуль продольиой упругости материала стержня. Тогда с учетом 

(6.36) запишем 

1 1 6+д~2 
Q1 = стн dF = Е д~ - - dF = О, 

1 + (6 + д~2)~о 
F F 

поскольку в предпоследней части второго равенства первый интеграл 

определяет стати-чес-к:ий .мо.меит се-чеиин относительно его нейтраль­

ной линии. Тогда с использованием (6.36) получим 

(6.37) 

а условие Q1 = О представим в виде 

1 стн dF = 1 1/ ~3- 1/ ~~ + {2 dF = F- _!_ 1 dF =О. 
11 ~з + 6 ~о 11 ~з + 6 

F F F 
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Отсюда петрудно найти I"I:Q, зате~- ~(2 и в итоге из (6.37) установить 
нелинейную зависимость а11 от 6. 

Пусть при чистом изгибе моментом_ М3_ криволинейного стержня 

с осевой линией, лежащ~й в плоскости 6 06, и симметричным отно­
сительно главной оси 06 поперечным сечением в пекотором сечении 
стержня площадью F изменение кривизны составило ~1"1:3. Если при 

n.ласти-чес?Со.м. дефор.м.ироваиии материала стержня связь между на­

пряжением а и деформацией Е определяет зависИмость а = f (Е), то в 
случае справедливости гипотезы Бернулли и малости I!_азмеров сечения 

по сравнению с радиусом кривизны имеем Ев = Е}1 + 6~,.,;3, где Е]'1 -

относительное удлинение осевой линии, и 

1 aнdF= 1 j(E11 )dF=O, М3 = 1 cf2a11 dF = 1 ~j(Ен) dF. (6.38) 

F F F F 

Первое равенство (6.38) позволяет выразить Е]' 1 через ~,.,;3, а второе­
установить связь ~1"1:3 с М3 и затем найти распределение напряжений 

ан в поперечном сечении. 

Если при пластическом деформировании материала стержня напря­

жение по абсолютному значению не превышает а* (например, а*= ат 

в случае, когда материал стержня соответствует идеальной уnруго­

n.ласти-чес?Сой среде с nреде.ло.м. me?Cy-ч.ecmu ат), то несложно найти 

предельное значение МЗ изгибающего момента в сечении. При этом 

предельное состояние, которое реально не достигается, соответствует 

наличию в сечении двух областей с напряжениями разных знаков, но по 

абсолютному значению равных а*. Эти области разделяет нейтральная 

линия, причем площади этих областей в силу первого равенства (6.38) 
одинаковы и равны F/2. Тогда из второго равенства (6.38) следует 
М* =а* Sl/2, где l - расстояние между центрами тяжести площадей 

упомянутых областей. 

Если поперечное сечение стержня симметрично и относительно оси 

0(3, а функция /(Е) нечетная, т. е. материал одинаково деформируется 
при растяжении и сжатии, то с:]' 1 =О и 

h/2 

М3 = 1 (2f(с:н) dF = 2 j сf2!(~~,.,;3)Ь((2) d(2, (6.39) 

F О 

где h- высота сечения в направлении оси 06, а переменпая ширина 
Ь((2) сечения является четной функцией координаты (2. Например, 
для стержня из идеального упругопластичного материала в случае 
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прямоугольного поперечного сечения (Ь = const) из (6.39) следует Мз = 
=~а т W~3 (3- e~je~ax), где W~3 = bh2 /6- момент сопротивл~ния изгибу 
стержня с прямоугольным сечением; ет = а т/ Е, а emax = 2дкз. При 
неограниченном возрастании дкз изгибающий момент стремится к 

предельному значению Миред = атЬh2 /4, что в 1,5 раза больше значения 
Мт = атЬh2 /6 момента Мз при условии ет = emax, соответствующем 
началу пластического деформирования. 

При чистом изгибе моментом М цилиндрического nрямолинейно­

го стержня, осевая линия которого в недеформированном состоянии 

совпадает с координатной осью Ох1 , а материал подчиняется закону 

Тука, из (6.7) следует, что кривизна 

м 
кз = Еlз (6.40) 

изогнутой осевой линии постоянна, т. е. эта линия будет дугой окруж­

ности радиусом r = 1/ кз. Если перемещение w( х1) точек этой линии от­
носительно ее исходного положения, называемое nрогибо-м cmepЖH.Il, 

отсчитывать в направлении координатной оси Ох2, то торец стержня 

при х1 = L, к которому приложен момент М, будет иметь прогиб 

где L- длина стержня. 

1- соsкзL 
W L = ---,.---- (6.41) 

При малых прогибах осевой линии по сравнению с длиной стержня 

угол 193 поворота поперечного сечения стержня также мал и dw / dx1 = 
= tg193 ~ 193 . Тогда, пренебрегая величиной 195, малой по сравнению с 
единицей, получаем 

_ d
2
w ( ( dw )2) -З/2 ~ d2

w 
кз- d 2 1 + d d 2 

х1 х1 х1 
(6.42) 

и с учетом (6.40) после интегрирования находим 

( ) Мх~ со по 
W Xl = 2ЕJз + IXl +vo· 

Если торец стержня при х =О закреплен жестко, т. е. помимо условия 

w(O) =О имеем ddw / =О, то со= С} =О и при х1 = L 
Xl х1=О 

ML2 

w(L) = 2Еlз · (6.43) 
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Ограничиваясь в разложении cos кзL в ряд первыми тремя членами, 
вместо (6.41) с учетом {6.40) и {6.43) получаем 

WL~ ML _! (ML) 3 =w(L)_!(w(O))З 
L 2Еlз 3 (2EJ3) 3 L 3 L ' 

причем в данном случае WL < w(L). Поскольку при разложении косину­
са ряд знакопеременный, относительная погрешность lwL- w(L)Ifw(L) 
не превышает w2 (L)/(3L2

). Если ограничиться погрешностью в 3%, 
то (6.43) обеспечивает такую погрешность при w(L)/ L ~ 0,3. Столь 
значительные прогибы возможны лишь у сравнительно тонких (по 

сравнению с длиной) стержней. 

При чистом изгибе стержня гипотеза Бернулли справедлива для 

любого поперечного сечения при условии, что изгибающий момент 

на торцах стержня создается распределением нормальных напряже­

ний в виде {6.34). При нарушении этого условия, согласно npuuцuny 
Ceu-Beuaua, она справедлива при некотором удалении от торцов. Из­
гиб стержня под действием сил, перпендикулярных его осевой линии, 

называют nоnеречиьс.м. При таком изгибе гипотеза Бернулли являет­

ся лишь некоторым приближением. Рассмотрим степеь приближения 

этой гипотезы на примере nоперечного изгиба nр.н.молииейиого стерж­

и.н, обычно называемого в таком случае балпой. 

Пусть торец балки при х1 =О закреплен 
жестко, а к торцу при х1 = L приложе­
на поперечная сила Р (рис. 6.11). Такую 
балку принято называть поисольиой. В 

ее поперечном сечении с координатой х1 
возникнет изгибающий момент Мз(хi) = 

Рис. 6.11 

= P(L- х1). Тогда в рамках гипотезы Бернулли из (6.34) при М2 =О 
следует 

P(L-x1)x2 
О'н(х1,х2) = 

13 
, {6.44) 

а с учетом (6.40) и (6.42) уравнение, описывающее перемещение w(ч) 
точек осевой линии балки и называемое в данном случае nрогибо.м. 

б d2w P(L-x1) И 
алпи, примет вид dx~ = Еlз . нтегрируя это уравнение и 

учитывая условия закрепления w(O) =О и ddw 1 =О, находим 
Х1 Х1=О 

PLx2 Рх3 

w(xl) = 2Еlз - 6Еlз · {6.45) 

Проведем сравнение полученных результатов с точным решением 

задачи об изгибе балки в виде полосы толщиной Ь, длиной L и высо­
той h (рис. 6.12). Полоса закреплена одним своим краем (при х1 = 0), 
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ь 

Рис. 6.12 

а на другом (при х1 = L) нагружена распределенными касательными 
усилиями, которые дают результирующую силу Р, изгибающую по­

лосу в плоскости х1 Ох2. При достаточно малой толщине полосы (при 
bj h « 1 и Ь/ L « 1) ее иаnрлже'н:н.ое состолиие можно считать n.ttocx:u.м, 

дан да12 О да21 да22 О 
описываемым уравиеиuл.ми равиовесuл -д +-д = и -д + -д = , 

Х1 Х2 Х1 Х2 

где amn, т, n = 1, 2, - х:о.мnоиеиты си.м.метричиого т!изора иаnрл-

жеиий. Представление этих компонент через фуих:цию F иаnрлжеиий 
соотношениями 

(6.46) 

позволяет удовлетворить уравнения равновесия тождественно. При 
- д4F 

этом F удовлетворяет бигармоническому уравнению вида (5.38): д 4 + 
д4F д2F х1 

+ -д 4 + 2 д 2д 2 = О. Этому уравнению и граиичиьш ус.ttовuл.м для поло-
х2 х1 х2 -

сы удовлетворяет решение в виде многочлена F = (L- х1)х2(с2 + с4х~). 
Действительно, согласно (6.46) имеем ан = 6c4(L- х1)х2, а22 =О, 
а12 = с2 + Зс4х~. Края полосы при х2 = ±h/2 свободны от напряжений, 
т. е. а22 = О, а12 = О. Отсюда следует с2 = -Зс4h2 /4. При х1 = L резуль­
тирующая касательных усилий, положительное направление которых 

противоположно направлению оси Ох2, равна 

h/2 h/2 

-Ь 1 a12dx2 = Зс4Ь 1 (~- х~) dx1 = c4~h
3 

~ Р. 
-h/2 -h/2 

2Р 
Отсюда находим с4 = bh3 и напряжения 

12P(L- Xl)X2 
ан = bh3 ' а22 = О, ЗР ( х2 ) 

al2 = - 2bh 1 - 4 h; . (6.47) 
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В сечении с координатой х1 сила Р создает изгибающий момент 
Мз(хt) = P(L- х1). Если учесть, что для полосы bh3 /12 = /3 , то первая 

. формула {6.47) полностью согласуется с {6.44). 
Наибольшее по абсолютному значению -х:асате.п.ьное наnряжение 

возникает при х2 =О и равно Tmax = O't2(Xt,O) = 3P/(2bh), а нормальное 
напряжение- при Xt =О и х2 = h/2 и равно O'max = Р L/Wз. Отношение 
Tmax/O'max = h/(4L) уменьшается по мере увеличения L по сравнению 
с h. Отметим, что это справедливо для любой балки с большим 

отношением ее длины к высоте ее сечения. Поэтому для таких балок 

касательные напряжения обычно не учитывают. 

Перейдем непосредственно к оценке степени приближения гипотезы 

Бернулли. Для этого найдем зависимости от координат х1 и х2 про­
екций и1 и 1L2 ве-х:тора пер.м.ещенил на оси Ох1 и Ох2 соответственно. 
Из (6.47), соотношений Коши (3.12) и обобщенного за-х:она Гу-х:а в виде 
(5.35) при ~т= О следует 

(}щ _ PL-xt ои2 _ PL-xt ощ + ои2 --Ph2 -4x~ (6.48) 
ох1 - Еlз х2 , ох2- -v Еlз х2 , ох2 ох1 - 8р1з ' 

где v -х:оэффициент Пуассона, а f.L - .м.оду.п.ь сдвига материала 

полосы. 

После интегрирования первых двух соотношений (6.48) находим 

(6.49) 

и, подставляя в последнее равенство (6.48), получаем 

Отсюда следует, что 

P(L- Xt) 2 d92 
- 2Е/з + dxt = С2 = const, 

v Рх~ Рх~ d91 
2Е/з - 2f.J,/з + dx2 = Ct = const. 

Из этих равенств путем интегрирования выражаем функции 92 ( х1), 

91 (х2) и после подстановки в (6.49) получаем 

(6.50) 
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Для нахождения постоянных Cl (l = 1, 4) в (6.50) используем очевид­
ное равенство С1 + С2 = -Ph2 /(8J11з) и три условия закрепления края 
полосы при х1 = О, исключающие ее перемещение в плоскости х1 Ох2 
как абсолютно твердого тела. В точке с координатами х1 = х2 = О по­
ложим и1 = и2 = О и запретим в этой точке либо поворот элемента оси 
Ох1, т.е. 

ди2 =О 
дх1 ' 

либо поворот нормали к элементарной площадке, т. е. 

ди1 =О. 
дх2 

(6.51) 

{6.52) 

PL3 PL2 Ph2 PL2 

Тогда Сз =о и с4 = бЕiз' но для {6.51) с1 = 2Е/з - 8J.Llз и с2 =- 2Еlз' 
PL2 PL2 Ph2 

а для {6.52) С1 = 2Еlз и С2 = - 2Еlз - BJ.Llз. Искажение края полосы 

(при х 1 =О) после ее нагружения показано на рис. 6.13, а и б. В первом 
м ~ А 

случае деиствне касательного напряжения т = а12 = 
2
bh в точке 

м ЗР 
приводит к повороту элементарнои площадки на угол 112 = 

2
J.Lbh, а 

углы полосы, где касательные напряжения равны нулю, остаются 

прямыми. Во втором случае на тот же угол, но по ходу часовой стрелки, 

поворачивается ось полосы. 

а б 

Рис. 6.13 

Аналогичные формы принимает след поперечного сечения полосы 

при любом значении х1 Е (0, L). Нелинейпая зависимость ut от х2 в 
(6.50) означает, что плоское до деформирования поперечное сечение 
полосы после деформирования уже не остается плоским. Если край по­

лосы при х =О жестко закреплен во всех своих точках, то и после ее 

нагружения он останется плоским. Тогда в силу принципа Сен-Венана 
полученные результаты будут применямы лишь к поперечным сечени­

ям полосы нанекотором удалении от этого края. 

Из (6.50) с учетом найденных выражений для Cm получим, что при 
выполнении (6.51) прогиб осевой линии полосы w1(x1) = и2(х 1 ,О) полно-

стью совпадает с (6.45), а прогиб w2(x1) = w1(x1)- ~::~ отличается на 
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величину, пропорциональную "У12· При х1 = L это отличие составляет 
"Y12L и по сравнению с w1 ( L) имеет порядок h2 / L2, что в большинстве 
практически важных случаев несущественно. 

Из приведеиных выше соотношений ясно, что для нахождения на­

пряжений в балке и ее прогиба необходимо располагать зависимостью 

Мз(хl) изгибающего момента от продольной координаты х1 . Получе­

ние этой зависимости обычно (кроме некоторых элементарных случаев) 

требует предварительного определения реакций в местах закрепления 

балки. При шарнирном закреплении конца балки в идеальном случае 

принимают, что на этом конце изгибающий момент равен нулю и мо­

жет возникнуть лишь реакция в виде поперечно направленной силы. 

При жестком закреплении (защемлении) конца балки в общем случае 

возникают изгибающий момент и поперечная сила. 

Рассмотренные ММ кручения и изгиба стержня лежат в осно­

ве построения ММ плоских и пространствеиных стержневых си­

сте.м, представляющих собой совокупность соединенных между собой 

стержней, нагруженных сосредоточенными и распределенными сила­

ми и моментами. Если для определения реакций в местах закрепления 

стержневой системы достаточно уравнений ее статического равнове­

сия, то систему называют статичеспи оnреде.л.и.мой, в противном 

случае, когда для определения реакций требуется привлечение допол­

нительных условий, накладываемых на перемещения и углы поворота 

поперечных сечений стержней [145], систему называют статичеспи 
неоnреде.л.и.мой. 

6.4. Математические модели оболочки 

Ободоч-ку можно представить как тело, образованное множеством 

отрезков длиной h, перпендикулярных пекоторой поверхности. Если 
точки пересечения отрезков с этой поверхностью делят их пополам, то 

она будет срединной поверхностью оболочки. При h = const говорят об 
обо.л.очпе nастоннной толщины. 

В неподвижной прямоуго.л,ьной системе -координат Ох1х2х3 с репе­
ром {е%} (k = 1, 2, 3) при помощи радиус-ве-ктора X

0 (f31 , /32) зададим 
г.л,ад-кую срединную поверхность S оболочки с -координатными .л,ини­
я.м.и /Зi, i = 1, 2, являющимися .л,иниями -кривизны этой поверхности. 
Тог да положение любой точки М Е S на этой поверхности будет од­
нозначно определено ортогона.л,ьными -криво.л,инейными -координатами 

/Зi, а векторы xi = дх0 /д/Зi будут параллельны касательным к соответ­
ствующим координатным линиям (см. П1.5). 
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С каждой точкой М Е S свяжем репер {ej} (j = 1, 2, 3) с правой 

трой'tСой единичных ве'tСторов- ортов е1 = ж1/ HJ., е2 = ж2/ Н2 и ез = 
= е1 х е2, где Hi = lxfl. Обозначим через к,1(М) и к,2(М) главные 
кривизны поверхности S в точке М Е S и примем характерные для 
оболочек допущения [101]: азз =О и Езз = €13 = €23 =О, где O'jk и Ejk­

'tСо.мпоненты симметричных тензоров соответственно напряжений и 

.малой дефор.мации в произвольной точке оболочки в системе криволи­

нейных координат {Jj, определяемой репером {ej}· Последняя цепочка 
равенств характеризует гиnотезу Кирхгофа - Л.ява и означает, 

что прямолинейный элемент оболочки, нормальный к поверхности S, 
в процессе дефор.мирования оболочки сохраняет свою длину и остается 

прямолинейным и нормальным к деформированной срединной поверх­

ности. Это допущение аналогично гипотезе Бернулли, используемой 

при построении .мате.мати'ЧеС'tСой .модели (ММ) стержня (см. 6.1). 
Соотношения Коши (3.12) для иенулевых компонент Ejk в криво­

линейных координатах, согласно (П1.33), (П1.34) и условиям, Кодацци, 

примут вид [112] 

1 дщ 1 дН} 
щ [jjj; + и2 "'iifЩ 8jj;' + "'1 U3 

€11 = 
1 + "'1fJз 

1 ди2 1 дН2 
Н2 8(32 + Щ Н} Н2 8(31 + "'2u3 

€22 = --"'--'------:-~--"'::-.;__ __ _ 
1 + к,2fJЗ 

(6.53) 

а для нулевых компонент -

(6.54) 

... 
где щ({J1,fJ2,fJз)- проекции ве'tСтора пере.мещения и= щеj на напра-
вления ортов ej; Н1 = Н}(1 + к,1fJз) и Н2 = Н2(1 + к,2fJз) - 'tСоэффици­
енты Ла.ме, выражаемые через производные по {Ji координат Xk точки 

оболочки (см. П1.5). Из (6.54) при Езз = €13 = €23 =О интегрированием 
по fJз находим 

(6.55) 
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где иj = иj(/31,!32) = щ(!З1,/З2,0)- проекции вектора перемещения U 0 = 
= иjej точки М Е S на направления ортов ej (проекцию иЗ принято 
называть nрогибо.м. обо.л.очпи), 

(6.56) 

углы поворота (с точностью до малых более высокого порядка) эле­
мента срединной поверхности S вокруг касательных к координатным 
линиям ;31 и !З2 соответственно, обусловленные ее деформированием. 

Подставив (6.55) в (6.53), получим 

Ен = Е1 + д,ч!Зз, € 22 = Е2 + дк,~fЗз :} 
1 + ""1/Зз 1 + ""21-'З 

W1 + 'WJ/33 W2 + 'W2/ЗЗ 
€12 = + ' 

1 + ""1/Зз 1 + ""2/Зз 

(6.57) 

где 

1 диJ. и2 дН]_ о 
€1 =Н]_ д/31 +Н]_ Н2 д/32 +к,1 из, 

1 ди2 и} дН2 о 
€2= Н2 д/32 +Н]_ Н2 д/31 +к,2из, 

1 д'!?1 '1?2 дН]_ 
д,."1 = -Н]_ д!З1 - Н]_ Н2 д/32 ' 

1 ди2 и} дН]_ 

(.V
1 = Н]_ дfЗt - Н]_ Н2 д/32 ' 

1 д'!?2 '1?1 дН2 
Дк,2 =- Н2 дf32- Н]_ Н2 д/31 ' 

1 ди} и2 дН2 

w2 = Н2 д/32 - Н]_ Н2 д/31 ' 

(6.58) 

1 д'!?2 '!?1 дН]_ 
w 1 =-Н]_ д/31 + Н]_Н2 д/32' 

1 д'!Э1 '!?2 дН2 
ro2 =- Н2 д/32 + Н]_Н2 д/31. 

Можно показать [112], что при деформировании срединной поверхности 
E"i - относительное удлинение в направлении орта ei, Дк,i - изме­

нение значения соответствующей главной кривизны, WI + w2 = /'12 -

угол сдвига в плоскости ортов е1 и е2, (w2- w1)/2 = '!9з- угол поворо­
та элемента срединной поверхности вокруг нормали к ней. Величина 

дк,12 = ( ro1 + к,1w2 + ro2 + к,2w1)/2 характеризует кручение этой поверх­
ности. 

Уеловин Гаусса и Кодацци приводят к трем условиям, сов.местно­

сти дефор.маций срединной поверхности, связывающим шесть величин 

E"i, д,."i, /'12 и Ак,12 [112]: 

( 
дН2 д(Н2Е2) д(Н]_/'12) ""2 дН]_) 

к, 1 €1 д/31 - д/31 + д/32 + ""1 /'12 д/32 + 
д(Н26.к,2) _ 6. дН2 _ д(Н]_Ак,12) _ 6. дН]_ _ 

+ д/31 к,1 д/31 д/32 ""12 д/32 - 0, (6.59) 
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( 
дН} д(Н}€1) д(Н2'У12) 11:1 дН2) 

1\;
2 €2 д/32 - д/32 + д/31 + 11:2 'У12 д/31 + 

д(Н}6~~:1) _л дН} _ д(Н26~~:12) _
6 

дН2 _ 
+ д/32 Ul\;2 д/32 д/31 11:12 д/31 - о, (6.60) 

~~:2д~~:1 + 11:1д11:2-

1 ( д 1 ( дН2 д(Н2€2) 1 д(Н}'У12) 'У12 дН}) 
- Н} Н2 д/31 Н} €1 д/31 - д/31 + 2 д/32 + 2 д/32 + 

Эти условия записаны в предположении, что деформации срединной 

поверхности малы, поэтому их влиянием на значения ll:i и Hf можно 
пренебречь. 

Рассмотрим элемент оболочки постоянной тошдины h, занимаю­
щий область dV, ограниченную -к:оординатньши поверхн.остл.м.и fЗз = 

Рис. 6.14 

= ±h/2 и нор.м.альны.м.и се-ченил.м.и 

срединной поверхн.ости S, касатель­
ными к линиям кривизны, проходя­

щим через точки М, М' Е S с криво­
. линейными координатами соответ­
ственно fЗi, fЗi + d/31 и /32, /32 + d/32 
(рис. 6.14). Срединная поверхность 
этого элемента имеет площадь dS = 

= HfdfЗi (см. П1.5). 
Пусть к этому элементу на поверхности fЗз = h/2 площадью dS+ = 

= Н}(1 + ~~:1h/2)df31H2(1 + 11:2h/2)dfЗ2 приложена нагрузка, определяе­
мая заданным вектором напряжения и+, а на поверхности fЗз = -h/2 
площадью dS- = H}(1-~~:1h/2)df31H2(1-~~:2h/2)df32- нагрузка, опре­
деляемая заданным вектором напряжения и-. Кроме того, на оболочку 

действуют объе.м.ные силы с вектором плотности Ь. Тогда действу­

ющие на этот элемент оболочки векторы усилия и момента, отнесен­

ные к единице площади срединной поверхности, будут соответственно 

равны 

р= (1+ ~~:~h)(1+ ~~:~h)и++ (1-~~:~h)(1-~~:~h)и-+ 

h/2 

+ j (1 + ~~:1f3з)(1 + ~~:2fЗз)Ьdf3з, 
-h/2 
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m=(l+ к~h)(l+ к~h)~eзxu++(l- к~h)(1- к~h)~езхи-+ 
h/2 

+ j (l + к1/1з)(l + к2/1з)/1зез х bd/13 • 

-h/2 

В любом сечении элемента оболочки, перпендикулярном коорди­

натной линии /1i, действуют напряжения l7ij, являющиеся проекциями 

вектора напряжения O"i = l7ijej на направления ортов ej. Тогда на еди­

ницу длины координатной линии I1m (т= 1, 2, причем здесь и далее 
т -# i) будут приходиться векторы усилия и момента 

h/2 

Qi = J (l + Km/1з)ui d/1з, 
-h/2 

h/2 

Mi = j (l + кm/1з)/1зез х O"id/1з. 
-h/2 

Их можно представить в виде Qi = Qijej, М1 = -М12е1 + Мне2 и 
М2 = -М22е1 +М21е2, где 

h/2 

Qij= J (l+кm/1з)aijd.8з, 
-h/2 

h/2 

Ма= j (1+кm.Вз)<7il.8зd.8з, 
-h/2 

l=1,2. (6.62) 

В сечении элемента оболочки, перпендикулярном координатной 

линии Pi, со стороны остальной части оболочки действуют сила 

-QiH~d/1m и момент -MiH~d/1m, а в сечении, перпендикулярном ко-

ординатной линии /1i + d/1i- сила QiH~ df1m + 8~~~;',. d/1i df1m и момент 
8М·Н0 

М iH~ d/1m + "'jl 8~. m d/1i df1m· Для равновесия элемента оболочки нe-
t,m ' 

обходимо равенство нулевому вектору О главного ве~~ора систе.м.ы 

всех действующих на этот элемент сил и главного .м.о.м.ента этой си­

стемы относительно точки М Е S, т. е., пренебрегая слагаемыми более 
высокого порядка малости, получим 
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Отсюда следуют два векторных уравненШI равновесил элемента обо­

лочки: 

От (6.63) несложно перейти к уравненил.м. движенил оболочки путем 
д2uо 

добавления в правую часть первого уравнения слагаемого ph дt2 , 

рhз ( д21Э д21Э ) а в правую часть второго - слагаемого l2 к1е1 дt/ + к2е2 дt22 , 

учитывающих влияние сил инерции (здесь р- пдотность материала 

оболочки, а t- время). 

Подставовка (6.62) в уравнение Q12- к2М21 - Q21 + к1М12 =О, 
являющееся проекцией второго уравнения {6.63) на направление орта 
е3 , приводит к тождеству, что позволяет ввести обозначение S12 = 
= Q12- К2М21 = Q21- KIM12 = s21· Если разрешить проекции второго 
уравнения (6.63) на направления ортов е1 и е2 относительно усилий, 
то получим 

(6.64) 

(6.65) 

где mi - проекции вектора m на направления этих ортов. Тогда с 
учетом (6.64), (6.65) проекции первого уравнения (6.63) на направления 
ортов ej можно представить в виде 

( д(МнН2) М дН2 2 д(Н12Н)_) 2 к2 Н дН() 
Kl д/31 - 22 дf31 + дf32 + К1 12 д/32 + 

д(QнН2) _ Q дН2 д(S12Н1) S дН} _ 
+ д/31 22 д/31 + д/32 + 12 д/32 -

=-Н! Н2(Р1 + к1m1), (6.66) 
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1 
где Н12 = 2(Mt2 + М21); Pj - проекции вектора р на направления 

ортов ej. 

Для замыкания ММ оболочки необходимо установить связь меж­

ду величинами, определяющими деформации срединной поверхности 

оболочки, и усилиями и моментами. Считая материал оболочки ли­

нейной изотропной термаупругой средой, для определения объе~ной 

nдотности nотенциадьной энергии дефор~ации оболочки воспользу­

емся подынтегральной функцией в (5.51). В данном случае с учетом 
(6.57) эта энергия, приходящаяся на единицу площади срединной по­
верхности, составляет [112] 

W = (€1 + €2)2- 2(1- v)(€1€2- 1~2/4) Eh + 
2(1- v2) 

+ (д";1 + Д";2)2 - 2(1- v)(д";1Д";2- (д";t2)2 ) Еhз _ 
24(1- v2 ) 

- (€t + €2)81- (д";l + Д";2)82, (6.69) 

где Е и v - ~одудь nрододьной уnругости и "'оэффициент Пуассона 

материала оболочки; 

h/2 
Еа(Т) J 

81 = -- дТ(/Зз) d/Зз, 
1-v 

-h/2 

h/2 
Еа(Т) J 

82 = 
1 

_ v дТ(/Зз)/Зз d/Зз, 

-h/2 

(6.70) 

а(Т) - те~nературный "'оэффициент динейного расширения матери­
ала оболочки; дТ(fЗз) =Т- То - функция, задающая при фиксиро­

ванных значениях fЗi распределение по толщине оболочки отклонения 
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температуры Т от температуры То естественного состолни.а, при ко­

торой в оболочке отсутствовали деформации и напряжения. Из (6.69) 
дифференцированием получим 

(6.71) 

Соотношения (6.71) можно свести к трем дифференциальным урав­
нениям (ДУ) относительно проекций uj вектора U

0
, если через них 

при помощи (6.56)-(6.58) в (6.71) выразить деформации и изменения 
кривизны, а затем полученные выражения для усилий и моментов под­

ставить в (6.66)-(6.68). Другой путь связан с возможностью разрешить 
(6.71) относительно деформаций и изменений кривизны и подставить в 
(6.59)-(6.61). Тогда (6.59)-(6.61) и (6.66)-(6.68) составят систему ше­
сти ДУ относительно усилий и моментов. Выбор того или иного пути 

зависит от заданных грани-чных ус.л.овий. 

Рассмотрим оболочку, срединная поверхность которой ограниче­

на кусочно гладким замкнутым контуром Г, к которому пряложены 

усилия Q'[ = Q'[jej и моменты M'l = - М}2е1 + М}1 е2 и М 2 = - М22е1 + 
+ М21 е2. Воз.м.ожную работу этих силовых факторов можно предста­
вить в виде [112] 

8Ао = f ( (М2 · 8д- Q2 · 8u)H} dfЗ1- (М!· 8д- Q~· би)Н2 dfЗ2) = 

г 

= f ( (M:X281'J2 + M:X181'J1- Q'228u'2- Q'218u'1- Q'2зби3)Н1 dfЗ1-
г 

- (M}181'J1 + M}281'J2- Q'11 8и'1- Q'12 8и'2 - Q'138u3)H2 dfЗ2). (6. 72) 
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Если вектор внешней нормали к контуру Г, лежащий в плоскости ортов 

ei, составляет с ортом е1 угол О, то из рис. 6.15 следует 

и!= и(n) cosO- и(s) sinO, и2 = и(n) sinO + и(s) cosO,} 

'191 = -a(n) cosO- -a<s) sinO, '192 = -a(n) sinO + -a(s) cosO, 

HJ. df31 =- sinOds, Н2 df32 = cosOds, 

г де ds - дифференциал длины дуги кон­

тура Г; и(n), и<s) и 19(n), 19(s) - проек-

ции векторов и и tJ соответственно на 

направления внешней нормали и касатель­

ной к г. 

Подставляя соотношения (6.73) в (6.72) 
и вводя обозначения 

Рис. 6.15 

Q(n) = Q11 cos2 0 + Q22 sin2 0 + ( Ql2 + Q2I) sinO cosO, 

Q~n) = Q13 cos0+Q23 sin0, 

s<s) = (Q22- Q11) sinO cosO + Q12 cos2 О- Q21 sin2 О, 

м<п) = М11 cos2 О+ М22 sin2 О+ (М1'2 + М21) sinO cosO, 

м<s) = (М22 - M11)sin0 cosO + M12cos20- М21 sin2 О, 
находим 

(6.73) 

n 

(6.74) 

дА о= f (Q(п)ди(п) + Q~п)ди3 + s<s)ди(s)- м<пJд-а(п))ds- дА~, 
г 

где с учетом (6.56) и (6.73) 

дА~= f м<sJд-a(s) ds = f м<s\,..1- к,2)ди(п) sinO cosOds + 

г г 

+ f (к,I sin2 О+ ,..2 cos2 О)ди(s) ds + f м<s) д~:'З ds. 

г г 

После вычисления последнего интеграла по частям в предположении 

непрерывности и однозначности м<sJ и иЗ на г находим 

дА0 = f ( Q(n)- M(s)(к,I- к,2) sinO cosO )ди(n) ds + 

г 

+ f ( s<s) + м<s) (к,I sin2 О+ ,..2 cos2 О)) д·u(s) ds + 

г 

+ f ( Q~n) + д~s(s))ди3ds-f м<п)д-а(n)ds. (6.75) 

г г 
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Полагая наложенные по Г связи идеадьны.ми, т. е. бА0 =О, на сво­

бодных участках контура Г, не нагруженных усилиями и моментами, 

из (6.75) получаем четыре сидовых грани'Чных усдовия 

Q(n)- м(s)(~1 - ~2 )sin0 cosO =О, 

s(s) +M(s)(~1sin2 0+~2cos2 0) =О, 

Q(n) дм(s) - м(п) = о, 
3 +~-0, 

а на участках с жестким закреплением - четыре х:ине.маmи'Чесх:их 

грани'Чных усдовия и(п) = и(s) = иЗ =О и 19(п) = О. В общем случае в 
окрестности любой точки М Е Г из каждой пары связанных между 

собой величин 

(Q(n)- м(s)(~l- ~2)sinO cosO, и(п)), 

(s(s) +M(s)(~1sin2 0+~2cos2 0), и(s)), 

( 
(n) дМ(s) 0 ) 

Qз +~,из' 

(м(п), -a(n)), 

(6.76) 

имеющих смысл соответственно обобщенных сиди обобщенных пере.ме­

щений, может быть задана лишь одна. При совпадении участка контура 

Г с координатной линией fЗ1 = const имеем О= О. Тогда пары величин 
(6.76) с учетом (6.73) и (6.74) принимаютвид 

(Qн, и~), (Q12+~2M12, и2), ( Q1з+ ~'2 а:;~2 , иЗ), (Мн, '!91), (6.77) 

а при совпадении с координатной линией fJ2 = const -

Если контур Г является замкнутой координатной линией (например, 

в случае сферического купола), то на таком контуре должны выпол­

няться условия периодичности, т. е. вдоль этой ... линии обобщенные 
перемещения должны быть непрерывны и однозначны. 

Вариационная фор.ма ММ оболочки может быть получена из условия 

равенства нулю в положении равновесия вариации дW- дАр полной 

энергии оболочки, где бАр- возможная работа на допустимых обоб­

щенных перемещениях внешних силовых факторов, в том числе задан­

ных на контуре Г усилий и моментов. При выполнении этого условия на 
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истинном распределении uj (М) (М Е S) перемещений uj фynx:цuona.rt 

J[uj] = j (w- pjuj- mi19i) dS­

s - j ( Qin)- м<s) (к. 1 - к.2) sinO cosO) и(п) ds­

г 

- j ( (s(s) + м(s) (к.1 sin2 е+ к.2 cos2 О) )u(s) + 
г 

достигает минимума, соответствующего минимуму nomenцua.rtьnoй 

эnергии Qболочки в положении равновесия. Этот функционал допу­

стимо рассматривать на непрерывных и кусочно дифференцируемых 

распределениях uj (М) перемещений, удовлетворяющих на Г кинема­
тическим граничным условиям, причем через эти перемещения при 

помощи (6.56) и (6.73) следует представить обобщенные перемещения 
u(n), u(s), '!9i и 19(n), 19(s) и с использованием (6.58) выразить Ei, 112, t:lк.i 
и Ь.к. 12, являющиеся, согласно (6.69), аргументами W. При вычисле­
нии интегралов по Г на тех участках контура, г де заданы какие-либо 

кинематические граничные условия, должны быть опущены соответ­

ствующие слагаемые. 

В результате преобразования функцианала J[uj] можно получить 
- -* 

функционал J[F], который на истинном распределении F (М) (М Е S) 
векторной фуnх:ции nапр.нжеnий F достигает максимума, значение ко­
торого совпадает с минимальным значением J[uj] [1]. A.rtьmepnamuв-

nыe фynx:цuona.rtы J[uj] и J[F] входят в двойствеnnую вариациоnnую 
фор.м.у ММ оболочки. 

С точки зрения рационального использования материала оболочки 

наиболее целесообразным является ее безмоментпае состояния, когда 

напряжения по ее толщине распределены равномерно. В этом случае 

при Mi =О и m =О имеем Q12 = Q21 = S12, Н12 =О и из (6.64), (6.65) 
следует Q1з = Q2з =О, а из (6.66)-(6.68)- три уравнения 

д(QнН2) _ Q дН2 д(S12HJ.) S дНJ. _-Но но 
8{31 22 д/31 + дfЗ'J. + 12 д/32 - 1 2 Р1, 

д(Q22HJ.) _ Q дНJ. д(S12Н2) S дН2 _-Но но 
8(32 11 8{32 + 8{31 + 12 д{31 - 1 2Р2, 

(6.79) 

к.1 Qн + к.2Q22 = Рз 
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относительно трех неизвестных Qн, Q22 и 812· Теперь вместо (6.75) 

получим пары обобщенных сил и перемещений в виде ( Qin), и(n)) 
и (8(s), и<sJ), а вместо (6.77) и (6.78) - соответственно (Qн, и]'), 
(812, и2) и (Q22, и2), (812, и]'). После решения (6.79) из первых трех 
равенств (6.71) можно найти €1, €2 и 1'12, а затем перейти к решению 
относительно иj системы первых двух уравнений (6.58) и уравнения 

полученного nочленным сложением пятого и шестого равенств ( 6. 58). 
Для достаточно длинных цилиндрических и конических оболочек 

иренебрежение всеми моментами не всегда оправдано. В некоторых 

случаях можно иренебречь лишь частью моментов и воспользоваться 

так называемой полубезмоментной теорией оболочек. В качестве при­

мера рассмотрим круговую цилиндрическую оболочку радиусом ro и 
толщиной h. Орт е1 направим по образующей, а орт е2 - по каса­

тельной к срединной поверхности в окружном наnравлении. Тогда в 

чи.л.ипдричесх:ой систе.м.е х;оордипат fЗ1 = z, /З2 =ер, а радиус-вектор 

произвольной точки срединной поверхности r = /З1 е 1 + rofЗ2 е2 + ro ез, по­
этому Н!= 1 и Н2 = ro = const. 

Положим М 1 = О, m = О и Н12 == О. Так как д Н!/ дfЗ1 ::: О, то из 
(6.64) следует Q1з =О, а из (6.65)- roQ2з = дМ22/дер. Тогда уравнения 
(6.66)-(6.68) nримутвид 

дQн 1 д812 -- + --- = -р1, 
дz ro дер 

1 дQ22 д812 Q2з - -- + --+- = -р2, 
ro дер дz ro 

(6.80) 

Q22 1 дQ2з 
-----=рз. 
ro ro дер 

При однородной по толщине оболочки температуре 82 =О и при 
Мн =О из четвертого равенства (6.71) nолучим дк1 = vдк2. Тогда 
пятое равенство (6.71) примет вид М22 = Eh3 дк2fl2, а первые три 
останутся без изменений. Из (6.58) с учетом (6.56) при к1 =О и к2 = 1/ro 
находим 

дио 
- 1 €1- --, 

дz 
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а из (6.59)-(6.61) nосле исключения д~1 и д~12-

3 д2 Д~2 д2 ( д2 
Et 2 д2 Е2 82

112) д2 Е1 82
"/12 

ro дz2 + д<р2 д<р2 + ro дz2 - ro дzд<р + д<р2 - ro дzд<р =О. 

Приведеиных соотношений достаточно для нахождения всех неизвест­

ных nри условии их непрерывности и однозначности по <р и задании 

соответствующих граничных условий на торцах оболочки. 

Если у оболочки так называемая стре­

ла подъема f (рис. 6.16) мала по сравне­
нию с наименьшим линейным размером 

проекции оболочки на плоскость, прохо­

дящую через ее оnорные точки, то гово­

рят о noJJoгoй оболочпе [112). В этом 
Рис. 6.16 

случае справедливо неравенство ~1~2Н} Н2 « 1, а при ~1~2 =О усло­
вию Гаусса удовлетворяют коэффициенты Hf = 1 и Н0 = r nолярной 
системы координат fЗ1 = r, fЗ2 = <р. 

Для пологой оболочки можно пренебречь величинами ~1Q1з, ~2Q2з 

и ~1m1 , ~2m2. Тогда уравнения (6.66), (6.66) при Pi =О примутвид 

Им удовлетворяет функци.н напрлжений F(/31,/32), вводимая соотноше­
ниями 

S Hf Н2 _ дFrз1 дН2 Frз2 дНf Frз1 
12 -h- - - д/32 + д/31 Н2 + д/32 Н!' 

Здесь FfЗi = дF/д/Зi, причем 

(6.81) 

где использованы обозначения дифференциальных операторов 

(6.82) 
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В соотношениях (6.56) доnустимо nренебречь слагаемыми tчи'! 
и ";2и2, в выражении для д";12 - слагаемыми ";1w2 и ";2w1, а в 

уравнениях (6.59), (6.60) - слагаемыми с множителями ";1 и ";2, 
что упрощает в (6.58) выражения для Д";i· Тогда эти упрощенные 
уравнения тождественно удовлетворяются упрощенными выражениями 

для д";i и Ll";12, причем Д";l +д";2 = -\l~u3. Учитывая это равенство и 
подставляя с использованием упрощенных выражений для Д";i и Д";12 

при mi =О в уравнение (6.68) соотношения для моментов из (6.71), 
можно с учетом (6.81) получить [112] 

Eh3 2 2 о 2 - 2 
12(1- v2) \7 f3 \7 f3u3 + h \7 fЗ,.F = Рз- \7 f382· (6.83) 

Это уравнение отражает условия равновесия элемента пологой обо­

лочки. В нем можно учесть инерционные силы при движении этого 

элемента в направлении нормали к срединной поверхности, если в ле­

вую часть добавить слагаемое рhд2и2fдt2 • В результате nодстановки 
в уравнение (6.61) соотношений для Ei из (6.58) и 'У12 = WI + w2, выра­
женных через усилия с использованием (6.71), получим с учетом (6.81) 
уравнение 

(6.84) 

которое вместе с (6.83) входит в ММ пологой оболочки. 
Если для пологой оболочки принять Hi = 1, что равносильно выбору 

fЗi = Xi в координатной плоскости x10xz, совnадающей с плоскостью, 
проходящей через опорные точки оболочки (см. рис. 6.16), то вместо 
(6.83) и (6.84) будем иметь соответственно [101] 

(6.85) 

д2 д2 
где \7~ =-д 2 +-д 2 - диффереи:циальиый оператор Лапласа, действу-

хl х2 

ющий в плоскости х1 Ох2, а функция напряжений определена соотноше-

ПИЯМИ 

512 
= 

h 
(6.86) 

Выше при построении ММ оболочки предполагалось, что ее про­

гибы малы по сравнению с толщиной h. Оболочпу, прогибы которой 
сопоставимы с h, обычно называют гибпой. В этом случае необходи-
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мо учесть нелинейную зависимость деформации срединной поверхности 

оболочки от перемещения u.3, записав вместо ( 6. 58) для пологой обо­
лочки 

(6.87) 

Тогда (6.85) следует заменить уравнениями [101} 

Е~ (( &~)~~ ( ~~)&~) 
12(1 - v2 ) \7~\i'~иЗ + h к.2 - дх~3 дх~ + к. 1 - дх~3 дх~ + 

д2ио д2~ 
+2hд аз д д =рз-\7~82, 

Xl Х2 Х1 Х2 
(6.88) 

(6.89) 

При жестком закреплении пологой оболочки по контуру Г, ограни­

чивающему ее срединную поверхность, граничные условия для прогиба 

~3 могут быть заданы непосредственно, а для функции напряжений 

F их следует выразить через равные нулю перемещения ui. Напри­
мер, на участке контура при х1 = const в силу (6.87) Ei =О и с учетом 

8Ч? Q 
(6.71) и (6.86) 8х~ = ~2 = -81. При шарнирном закреплении контура 

могут встретиться несколько вариантов задания граничных условий. 

Так, в случае, изображенном на рис. 6.17, а, иЗ= О, М11 =О и Q11 = 
= S12 =О. Последнее равенство, согласно (6.86), равносильно равенству 
82 F 82 F 
-
8 2 = -

8 8 
=О, а из условия Мн =О с учетом (6.71) и (6.87) следует, 

х2 xr х2 

Еhз (82uo 82uo) 82uo 
что - 12(1 _ 112 ) 8х~з + v 8х~з -82 =О. Поскольку 8х; =О, nолучаем 
82u~ 12(1 - 11

2 )82 В 7 б о 
8х~ = Еhз . случае, представленном на рис. 6.1 , , u 3 =О, 

8u0 

-
8 

3 =О и снова Qн = S12 =О. На свободном участке контура при 
Xr 

х1 = const из (6.77) следует, что Qн =О, Q12 + к.2М12 =О, Q1з + 88м12 =О 
Х2 

и М11 =0. 
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~ггггuггг г 1 
а б 

Рис. 6.17 

Необходимо отметить, что при определенных условиях нагружения 

и закрепления оболочки возможна потер.н устойчивости ее положения 

равновесия, соответствующая исходной форме срединной поверхности. 

Н агрузпу, при которой происходит изменение положения равновесия, 

принято называть приmи-чеспой [3]. 

6.5. Математические модели 
пластинки и мембраны 

Срединнан поверхность S пдастиюi:и внедеформированном состо­
янии является частью плоскости. Поэтому положение точки М Е S 
на ней удобно определять в '/Соординатной ыос'/Сости х1 Ох2 пр.н.мо­

угодьной систе.мы '/Соординат Ох1х2хз, а для круглых и кольцевых 

пластинок - в пoJtJlpнoй систе.ме координат. 

Перемещение w = иЗ точек срединной поверхности в направлении 
оси Ох3 при деформировании пластинки называют nрогибо.м. nлa­
cmuн.nu. Если прогибы пластинки сопоставимы с ее толщиной h, то 
говорят о гибпой nластин.пе. В этом случае для построения .мате­

.матичес'IСой .модеди (ММ) пластинки в рамках гипотезы Кирхгофа -
Лява можно воспользоваться ММ подогой ободоч'IСи при значениях 

гдавных 1Сривизн Ki =О, i = 1, 2. Тогда уравнения (6.88), (6.89) примут 
вид 

(6.90) 

Eh3 

где Dц = 
12

(
1 

_ v 2 ) - так называемая цидин.дри-чеспа.в жecmnocmь 

пластинки, связывающая изгибающий момент и кривизну срединной 

поверхности при чистом изгибе длинной прямоугольной пластин-
д2 д2 

ки [138]; V'~ =-д 2 +-д 2 - дифференцимьный оператор Лапдаса в 
xl х2 -

прямоугольной системе координат Ох1х2; F- фун'JСция напр.нжений, 
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определенная в (6.86); Рз- распределенная нагрузка в направлении оси 

Охз, приходящаяся на единицу площади срединной поверхности; 81 и 
82 определены в (6.70) с заменой /Зз на хз; Е и v- .модуль продолъиой 

упругости и поэффи-циеит Пуассоиа материала пластинки. 

В полярных координатах уравнения (6.90) имеют вид [138] 

где 

а L(w,w) можно получить заменой F на w в операторе L(w,F). 
Если при деформировании пластинки срединную поверхность мож­

но считать цилиндрической с образующей, параллельной, например, 

оси Ох2, то 82 и прогиб w будут зависеть лишь от Xl, а д2 F 1 дх~ и 
д2 F 1 дх~ при 8 1 = О примут постоянные значения [138]. Тогда второе 
уравнение (6.90) станет тождеством, а первое перейдет в обыкновенное 

d4 w д2 F d2 w d2
82 

дифференциальное уравнение (ДУ) Dц-d 4 - -8 2 -d 2 = Рз- -d 2 • 
х1 х2 х 1 х 

Вместо (6.56) для углов поворота нормали к срединной поверхности 
при деформировании пластинки получим 1'Ji = -дwlдxi, а для дефор­
.мшций пластинки вместо (6.57) -

(6.91) 

где использованы обозначения (6.87), в которых Ki =О, а ui- проекции 

ве.",тора пере.мещеиил и на направления осей Oxi. При использовании 
этих обозначений для пластинки остаются справедливыми выражения 

(6.69) для потеициалъиой эиергии деформации W, приходящейся на 
единицу площади срединной поверхности, и (6.71) для усилий и момен­
тов при 812 = Q12 = Q21 и Н12 = М12 = -М21· 

Воз.можиую работу усилий и моментов, приложеиных к произволь­

ному кусочно гладкому плоскому замкнутому контуру Г, ограничиваю­

щему срединную поверхность пластинки, с учетом обозначений (6.73) 
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и (6.74), можно, согласно (6.75) при к,i =О, представить в виде 

дА о= f ( Q~n) ди(n) + 8(8)ди(8)) ds + 

г + f ((Q~n) + дМ(8) jдs)дw- мСп)д19(n)) ds, (6.92) 

г 

г де и Сn) и и ( 8 ) - перемещения точек контура в его плоскости в напра­
влениях n нормали и s касательной к нему; 19(n) = дw / дп. При нало­
женных по контуру Г идеа.л.ьных свлзлх дА0 =О. Поэтому на свободных 

участках этого контура, не нагруженных усилиями и моментами, при 

произвольных вариациях перемещений и угла 19Cn) из (6.92) следуют че­
тыре си.л.овых граничных ус.л.овил: Q(n) =О, S(8 ) =О, Q~n) + дМ(8) / дs =О 
и мСn) =О, а на участках с жестким закреплением- четыре -кине.м.а­
тичес-ких граничных ус.л.овил: и(n) = иС8) = w =О и 19(n) =О. В общем 
случае в окрестности любой точки М Е Г из каждой пары связанных 

между собой обобщенных си.л. и обобщенных пере.м.ещений 

(Q~n), и(n)), (8(8
), и(8)), ( Q~n)+ д~~8), w ), (мСn), 19(n)) (6.93) 

может быть задана лишь одна из величин. При совпадении участка 

контура Г с координатной линией х1 = const в (6.73) и (6.74) ()=О. 
Тогда вместо (6.93) получим 

(Qн, и]'), (812, и2), ( Q1з + 
8J/x:2, w ), (Мн, 19t), 

а при совпадении с координатной линией х2 = const -

(Q22, и2), (812, и]'), (Q2з+ 8J/x:1
, w), (М22, 1Э2). 

Если в (6.69) подставить соотношения для деформаций и измене­
ний кривизны срединной поверхности пластинки из (6.87), то потен­
циальная энергия W(иj) пластинки будет функцией перемещений иj 
(j = 1, 2, 3) точек этой поверхности. Тогда вариационную фор.м.у ММ 
пластинки можно получить из условия дW- дАр= О, где дАр- воз­

можная работа на допустимых обобщенных перемещениях внешних 

силовых факторов, в том числе заданных на контуре Г усилий и момен­

тов. При выполнении этого условия на истинном распределении иj(М) 

(М Е S) перемещений фун-кциона.л. 

J[иj] = 1 (W- рзи3) dS-1 ( Q(n)иCn) + sС8)иС8 ) + 
s г ( ) 

+ ( Q~n) + д~s 
8 

)иЗ- мCn)19(n)) ds (6.94) 
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достигает минимума, соответствующего минимуму потенциа.л,ь-ной 

энергии оболочки в положении равновесия. Этот функционал допу­

стимо рассматривать на непрерывных и кусочно дифференцируемых 

распределениях иj(М) перемещений, удовлетворяющих на контуре Г 

кинематическим граничным условиям. При вычислении интегралов по 

Г на тех участках контура пластинки, где заданы какие-либо кинема­

тические граничные условия, должны быть опущены соответствующие 

слагаемые. 

Путем преобразования функцианала J[иj] можно получить функ­

ционал (см. П2.3), достигающий в положении равновесия максимума, 

значение которого совпадает с минимальным значением J[иj]. Эти 
а.л,ьтернативные фующиона.л,ы составят двойственную вариационную 

фор.м.у ММ пластинки. 

С уменьшением h цилиндрическая жесткость Dц пластинки резко 
уменьшается. При уменьшении жестх:ости при изгибе становится 

менее существенным и влияние перепада температуры по толщине 

пластинки, которое отражает слагаемое 8 2 . Если в первом уравнении 

(6.90) положить Dц =О и 8 2 =О, то оно перейдет в ДУ с частными 

производными второго порядка 

(6.95) 

для которого достаточно задать на контуре Г одно граничное условие, 

т. е. вместо (6.93) для (6.95) и второго ДУ (6.90) получим 

(6.96) 

В итоге придем к ММ гибпой мембраны, прогибы которой могут су­

щественно превышать ее толщину h. В этом случае для потенциальной 
энергии деформации, приходящейся на единицу площади мембраны, по­

лучим 

(6.97) 

где Ei и 112 определены в (6.87), .а функционал (6.94) примет вид 

J[иj] = j (Wм- рзи3) dS- j ( Q(n)1/~) + s<s)u(s) + Q~n)11,3) ds. (6.98) 

s г 

В случае малых по сравнению с h прогибах пластинки в левой 
части второго ДУ (6.90) можно пренебречь нелинейными слагаемыми. 
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Тогда оно совпадет с линейным ДУ (5.37) для n.аос~ого наnрлженного 
состолнШl и может быть решенонезависимо от первого ДУ (6.90) при 
граничных условиях, определяемых по первым двум парам величин 

в (6.93). После его решения станут известными зависящие от F 
коэффициенты первого ДУ (6.90), которое теперь будет линейным с 
граничными условиями, устанавливаемыми по двум последним парам 

величин в (6.93) .. Таким образом, допущение о малости прогибов 
равносильно линеаризации ММ пластинки. При этом функционал 

(6.94) не изменится и для таких аргументов функции W, как дкi и 
дк12, по-прежнему останутся справедливыми три последних равенства 

(6.87), но деформации срединной поверхности пластинки, от которых 
тоже зависит W, примут вид 

ди} 
Е"1 = --, 

дх1 

ди} ди2 
112 =-д +-д ' 

Х2 Х1 

соответствующий соотношенШl.м Коши. 

(6.99) 

При малых прогибах мембраны в ее ММ также можно ограни­

читься линейными зависимостями (6.99) для деформаций, являющихся, 
согласно (6.97), аргументами функции Wм, входящей в функционал 
(6.98). Как и при малых прогибах пластинки, второе ДУ (6.90) после 
иренебрежения нелинейными слагаемыми может быть решено незави­

симого от ДУ (6.95) при граничных условиях, следующих из первых 
двух пар величин в (6.96). После его решения и вычисления зависящих 
от F коэффициентов в ДУ (6.95) решение последнего при граничных 
условиях, определяемых последней парой величин в (6.96), даст зави­
симость w(x1,x2) прогиба мембраны от координат точек ее срединной 
поверхности. Если плоское напряженное состояние этой поверхности 

соответствует равномерному натяжению во всех направлениях, опре-

N д2F д2F N д2F 
деляемых напряжениями ин = и22 = -h , то -д 2 = -д 2 = -h , -д д =О и 

х1 х2 х1 х2 

(6.95) переходит в уравнение равновесия (6.29) мембраны с равномер-
ным натяжением N и малыми прогибами. 

Если условия закрепления пластинки по ее контуру и приложенвые 

к ней нагрузки позволяют определить во всех точках срединной по­

верхности усилия Qн, Q22 и 812 , не решая второе ДУ (6.90), то ММ 
пластинки включает лишь первое ДУ (6.90), которое с учетом (6.86) 
можно представить в виде 

2 2 д2w д2w . д2w 2 
Dц '\12 '\l2w- Qн-д 2 - Q22-д 2 -2812 д д = Рз- '\1282. 

Х1 Х2 Х1 Х2 
(6.100) 

Граничные условия для этого ДУ следуют из последних двух пар 

величин в (6.93), а в (6.94) Q(n) и 8(s) можно выразить при помощи 
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(6.74) через известные значения Qн, Q22 и 812. Эти значения будут 
равны нулю, если при 8 1 = const края пластинки могут свободно 
смещаться в ее плоскости [138]. В этом случае вместо (6.94) и (6.100) 
получим соответственно 

J[uj]= J(w -рзи3)dS-/(( Q~n) + д~s(s) )иЗ-М(n)19(n)) ds,} 

s г 

Dц V'~V'~w = Рз- V'~82. 

(6.101) 

В рамках последней ММ пластинки из (6.71) и (6.87) следует М11 + 
( д2w д2w) + М22 = -Dц(1 + v) дх~ + дх~ -282. Тогда, используя обозначение 

М= Мн + М22 , из второго равенства (6.101) получаем уравнение Пуас-
1+v 
2- 1 11 2 

сона У' 2М = -р3 - _:::__У' 28 2, которое может быть решено независимо 
1+v 

в случае свободно опертой по многоугольному контуру Г пластинки (в 

частности, прямоугольной пластинки), поскольку в этом случае на кон­

туре определено граничное условие М= О. Затем для такой пластинки 

1 (- 2 ) можно решить еще одно уравнения Пуассона Y'~w = --D М+ --82 
ц 1+v 

с граничным условием w = О на контуре Г. Расщепление дУ с би-
гар.монu'Ч.ес11:и.м аuффереUЦUа.lf.ЬНЫ.М оnераторОМ У'~ = Y'~V'~ на ДВ!). по­
следоватеЛЬНО решаемых ДУ второго порядка существенно упрощает 

количественный анализ рассматриваемой ММ пластинки. Следует от­

метить, что, как и в случаях нагружения стержней и оболоЧек, при 

определенных условиях нагружения и закрепления пластинки возмож­

на потеря устой'Чивости ее положения равновесия [3]. 
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Выше (см. 5.2) показано, что при определенных условиях в задаче 
тер.моупругости можно пренебречь влиянием эффекта тер.мо.механи­

чесх:ой связанности и рассматривать такую задачу как несвязанную. 

Это позволяет при построении .мате.матичесх:их .моделей (ММ) про­

цессов теплопроводности, протекающих в сплошной среде, не прини­

мать во внимание параметры напряженно-дефор.мированного состоя­

ния среды. Данная глава посвящена ММ таких процессов, протекаю­

щих в твердо.м теле, описывающим me.м.nepamypnoe cocmo.нnue 

этого тела; процессы переноса тепловой энергии в жидкостях и газах 

рассмотрены в 8 и 9. 

7 .1. Граничные условия 
и условия сопряжения 

Если затраты энергии на деформирование твердого тела малы по 

сравнению с изменением его внутренней энергии, то дифференциаль­

ная фор.ма .мате.матичесх:ой .модели (ММ) процесса теплопроводно­

сти (кондукции) будет включать уравнение теплопроводности (5.18) 
с отсутствующим первым слагаемым в правой части, а особенности 

конкретного процесса будут отражать заданные на поверхности S тела 
граничные условия, описывающие условия его теплообмена с окружа­

ющей средой. Когда нахождение распределения температуры в теле 

неразрывно связано с одновременным определением температурного 

поля в окружающей среде, в теплоносителях или контактирующих с 

ним твердых телах, на соответствующих участках поверхности кон­

такта (контактной поверхности) задают ус.л.овu.н соnр.нжепи..н тем­

пературных полей. Задачу men.л.onpoвoдnocmu, в математическую 

формулировку которой входят такие условия, ПРJ,!НЯТО называть со­

nр.нжеппой. 

Простейший вариант задания условий сопряжения температурных 

полей соответствует идеальному тепловому контакту рассматрива­

емого твердого тела с окружающей средой или соседним твердым 

телом. В этом случае в любой момент времени t в каждой точке 

N Е Ss при переходе через контактную поверхность 8 8 <;;;; S выполняют­
ся условия непрерывности распределения температуры и плотности 
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теплового nomox:a: 

T(N, t) =Т~, t), >,(Т) дТ~~' t) n;(N) = );СТ) <ff~~' t) n;(N),} (7.1) 

N Е 88 , ~- 1, 2, 3, 

где ni - проекции единичного вектора внешней нормали к поверхности 

88 на оси Oxi системы простраиствеи:н.ых -к:оордииат; Т и _х(Т) -

температура и теплопроводность рассматриваемого тела; Т и );(Т} -

температура и теплопроводиость среды или соседнего тела. В теории 

теплопроводности условия (7.1) соответствуют граничным условиям 
четвертого рода [80]. 

На контактной поверхности могут действовать распределенные ис­

точники теплоты с поверхностной моiЦНостью q8 (N, t), N Е Ss, измеря­
емой в Втjм2 • Тогда в правую часть второго равенства (7.1) следует 
добавить величину q8 (N,t). Теплота может выделяться вследствие ра­
боты сил трения при относительном движении рассматриваемого тела 

и среды или соседнего твердого тела и в результате физико-химических 

процессов, протекающих на поверхности 8 8 , а также может соответ­

ствовать потоку результирующего излучения на этой поверхности. В 

последнем случае плотиость q nотопа результирующего uзлу­
чеиuн определяет количество теплоты, отдаваемое телом с поверхно­

сти единичной площади в единицу времени в процессе теплообмена 

излучением, т. е. qs = -q. 
Применяемые в технике материалы твердых 

тел в большинстве случаев непрозрачны для те­

плового излучения, однако в общем случае не­

которая доля Drqп падающего на поверхность 

потока излучения плотностью qп (рис. 7.1) мо­
жет проходить через нее ( Dr - поэффuцuеит 

nроnуспаиuн uзлучеиuн). Оставшаяся доля 

частично поглощается на поверхности (Arqп) и 
Рис. 7.1 

частично отражается от нее (Rrqп), причем Ar + Dr + Rr = 1, где Ar 
и Rr - поэффuцuеиты nогЛощеиuн и отражеиuн uзлучеиuн 
поверхностью. Отраженное излучение вместе с собственным C:rq0 и 

пропускаемым изнутри q1 излучениями дает плотиость nотопа эф­
фептuв иого uэлучеиuн 

q* = Rтqп + C:rq0 + q', (7.2) 

где C:r - поэффuцuеит uэлучеиuн поверхности (ее <<степень чер­
ноты>>); q0 = croT4 - плотность потока излучения абсолютно черного 
тела с температурой поверхности Т; cr0 ~ 5,67 ·10-8 Вт/(м2 ·К) - nо­
стонииан Стефаиа - Больцмаиа. Из баланса потоков излуче-
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ния (см. рис. 7.1) следует q = q*- Qп = erq0
- ArQп- DrQп + q', и в итоге 

nосле исключения Qп имеем [37] 

_ eruoT4 + q'- (1 - R,. )q* 
q = ----=-:--,;___----'-'о,_ 

R,. 
(7.3) 

Для абсолютно черного тела (Ar = er = 1, q' =О, Dr = R,. =О) nлот­
ности эффективного и собственного излучений равны. Такой же ре­

зультат будет и для любого тела с неnрозрачной nоверхностью (q' =О, 
Dr = 0), если с другими излучающими телами оно находится в состо­
янии темnературного равновесия, nоскольку в этом случае, согласно 

закону Кирхгофа [46], q= О и er = Ar. Когда темnературное равновесие 
между телами или участками вогнутой nоверхности одного и того же 

тела отсутствет, q i= О и возникает необходимость nривлечения ММ, 
оnисывающих теnлообмен излучением. 

На nрактике теnловой контакт между соnрикасающимися тверды­

ми телами обычно нельзя считать идеальным. Поверхности деталей, 

находящихся в контакте, являются шероховатыми и имеют отклоне­

ния от nравильной геометрической формы. При неидеальном теnловом 

контакте в (7.1) нарушается равенство темnератур (T(N, t) i= T(N, t), 
N Е 88 ), nоэтому вместо (7.1), оnуская аргументы функций, следует 
заnисать 

(т) дТ - -(т) дТ 
Л -ni = as(T- Т) =Л -ni, 

OXi OXi 
(7.4) 

где а8 - поэффициен.m пон.mапmн.ого теnлообмена, зависящий 

от большого числа факторов [34,83, 115], nоскольку теnлота между со­
nрикасающимися nоверхностями в общем случае nередается теnлопро­

водностью в местах фактического контакта выступающих неровностей, 

теnлоnроводностью и конвекцией через среду, заnолняющую свободное 

nространство между nоверхностями, и излучением. 

Роль теплового излучения зависит от значений темnератур Т и Т 

контактирующих участков nоверхностей, от зазора между ними и от 

значений коэффициентов er, Ar и fr, Ar. Если зазор мал по сравнению с 
расстоянием, на котором заметно изменяются вдоль соnрикасающихся 

участков значения Т и Т, то в nервом nриближёнии можно считать, 
что эти участки образуют замкнутую систему, nричем q* = Qп и q* = qп. 
Тогда с учетом (7.3) в случае неnрозрачных nоверхностей nолучим 
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Когда обе поверхности обл~ают свойствами серого тела (~r = Ar 
и E:r = Ar) и температуры Т и Т близки между собой, полученное 
соотношение можно записать в приближенной форме [34] 

-q~ a0 (f+T)3(f-T)( ~ + 2_ -1). 
2 Ar Ar 

(7.5) 

Механизм передачи теплоты через газ в свободном пространстве 

между поверхностями зависит от соотношения между средней шири­

ной 83 зазора и длиной l среднего свободного nробега частиц газа. Если 
83 » l, то газ ведет себя как сплошная среда и передача теплоты про-
исходит путем конвективного nереноса и теплопроводностью, однако 

интенсивность конвективного движения в газе при малых значениях 

83 незначительна. Поэтому плотность теплового потока, передаваемого 

через газ, можно представить в виде 

л~т\т-т) 
qг = дз ' (7.6) 

где Л~Т) - теплопроводность газа, возрастающая с ростом его сред­
ней температуры (f + Т) /2. С уменьшением давления газа значение 
l увеличивается и может стать сравнимым с 83 • При l > 83 газ уже 
нельзя рассматривать как сnдошную среду, интенсивность теплопере-

дачи через газ резко падает и для нахождения qг следует использовать 

представления молекулярио-кинетической теории (см. 1.2). 
Для шероховатых поверхностей площадь фактического контакта 

выступающих неровностей составляет незначительную долю 'ГJS но­

минальной площади соприкосновения. Эта доля зависит от шерохо­

ватости и геометрического совершенства контактирующих поверхно­

стей, от контактного давления сжатия поверхностей и механических 

характеристик материалов соприкасающихся твердых тел. В наибо­

лее благоприятных случаях 'ГJS ~ 0,01 ... 0,02. В местах фактического 
контакта выступающие неровности обминаются, образуя контактные 

пятна. Форма этих пятен близка к кругу, причем в широком диа­

пазоне изменения свойств поверхностей и контактного давления для 

соприкасающихся металлических деталей радиус r круга меняется не­
значительно [115]. При возрастании контактного давления увеличение 
площади поверхности фактического контакта происходит за счет уве­

личения числа контактных пятен. 

Благодаря большой тепловой проводимости контактного пятна при 

соприкосновении металлических деталей к нему стягиваются линии то­

ка теплового потока (рис. 7.2). Поскольку расстояния между соседними 
контактными пятнами велики по сравнению с r, взаимное влияние пя-
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Рис. 7.2 

тен на расположение линий тока можно не учитывать и использовать 

решение задачи теплопроводности для двух полуограниченных тел, со­

прикасающихся через круглое пятно радиусом r, а плотность теплового 
потока, передаваемого в местах фактического контакта, представить в 

виде 

4ТJs(T- Т) 
qт = -

1rr(lj Л(Т) + 1/ Л(Т)) 
(7.7) 

Суммируя вклады за счет всех механизмов передачи теплоты в зоне 

контакта, согласно (7.5)-(7.7) можно записать 

(7.8) 

При умеренных температурах и атмосферном давлении обычно JqJ « 
<< Jqг 1, поэтому влиянием теплового излучения на значение а8 можно 
пренебречь, но надо иметь в виду, что с падением давления и уве­

личением температуры значения JqJ и Jqгl могут стать сопоставимыми. 
Значения Jqгl и Jqтl оказываются в большинстве случаев одного порядка, 
причем для мягких металлов обычно Jqгl < /qт/, а для более твердых­
наоборот. 

В реальных конструкциях пятна фактического контакта распреде­

лены неравномерно по поверхности соприкосновения деталей. Напри­

мер, неплоскостность и волнистость поверхностей листового материала 

и проката приводят к тому, что в соединении образуются зазоры, замет­

но превышающие высоту выступающих неровностей, что исключает 

возможность фактического контакта на значительных участках по­

верхности соприкосновения. При этом существенная часть контактных 
пятен приходится на зоны, где имеются элементы крепления (сварные 
точки, заклепки, болты). Следует ожидать, что в зоне сварных точек 

температуры соединяемых элементов будут весьма близкими, а условия 

теплового контакта приблизятся к идеальным. Заклепки и болты сами 

обладают дополнительным mер.мичеспи.м соnротивлением переда­

че теплоты, но благодаря большому местному контактному давлению 
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его значение сравнительно мало. Это также приводит к выравниванию 

температуры элементов, соприкасающихся в зоне заклепок и болтов. 

В итоге возникает неравномерное распределение температуры по по­

верхности соединяемых элементов, что, в свою очередь, влияет на 

механизмы контактного теплообмена излучением и теплопроводностью 

через газ. 

Один из путей выравнивания температуры в зоне контакта и повы­

шения значения а8 состоит в применении тонких прослоек из мягких 

теплопроводных металлов (алюминия, меди, олова, свинца, кадмия и 

т. п.) [83, 115]. Такие прослойки могут скомпенсировать влияние гео­
метрических несовершенств соприкасающихся поверхностей и приве­

сти к существенному увеличению значения 'r/S даже при сравнительно 
невысоких уровнях контактного давления. В этом случае условия со­

пряжения нестационарных температурных полей в контактирующих 

элементах можно представить в виде 

(7.9) 

Здесь а8 и а8 - коэффициенты контактного теплообмена между про­

слойкой с постоянной по ее толщине h8 температурой Т8 и элементами с 
температурами Т и Т соответственно; с~) - объе.м.на.н теnдое.м.кость 
материала прослойки. При записи последнего равенства (7.9) предпола­
гается, что прослойка достаточно тонкая и передача вдоль нее теплоты 

теплопроводностью несущественна. Ясно, что при отсутствии прослой­

ки (hs =О) имеем а8 = а8 и (7.9) принимает вид (7.4). Отметим, что 
из (7.4) формальным путем можно получить все три рода граничных 
условий для несопряженных задач теплопроводности (см. 5.1). 

Рассмотрим твердое тедо, ограниченное внешней S и внутрен­
ней S' поверхностями (рис. 7.3). К этим поверхностям путем конвек­
тивного переноса подводятся тепловые потоки плотностью qк ( N) = 
= a(N) (Te(N')- T(N)), N Е S, и qк(N') = a(N')(T~(N')- T(N')), 
N' Е S', где а - коэффициент теnдооб.м.ена со средой, имеющей тем­
пературу Те, а также падающие потоки излучения плотностью qп(N) 

и qп(N'). С поверхностей тела отводятся потоки собственного излуче­

ния Er(N)croT4(N), N Е S, и Er(N')croT4 (N'), N' Е S'. Отметим, что а и 
Er могут зависеть от температуры поверхности, а Те, а, qп и Т могут 
изменяться во времени t. 

Строго говоря, qп(N) нельзя задать независимо от распределения 

температуры T(N), N Е S, если поверхность S имеет вогнутые участ-
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ки, как и Qп(N') независимо от распределения T(N'), N' Е S'. Если в 
полости тела среда диатер..ии-чна, т. е. не излучает, а также не по­

глощает и не рассеивает излучение, то элементарная площадка dS(P') 
в окрестности точки Р' Е S' (см. рис. 7.3) посылает на единичную пло­
щадку в окрестности точки N' Е S' поток излучения плотностью 

dq0 ( N') = q* ( Р') d<p Р' ,N', (7.10) 

где d<pp',N' = (cosf3p,cosf3N')dS(P')/(1Гl~,,N,)- элементарный угловой 
коэффициент, записанный в предположении, что поверхность обладает 

диффузными свойствами, т. е. распределение собственного и отражен­

ного излучений по направлениям подчиняется закону Ламберта [46]. 
Для замкнутой непрозрачной поверхности S' с учетом (7.2) и (7.10) по­
лучаем интегральное уравнение 

Qп(N') =j(Rr(P')qп(P')- стоеr(Р')Т4 (Р')) cos/3~; cosfЗN' dS(P'). (7.11) 
1Г Р' N' 

g ' 

В частном случае сферической полости радиусом r 0 (рис. 7.4) 
cosfЗp, = cosfЗN' = l~, N'/(2ro). Тогда из (7.10) следует 

' 

q0 (N') = ~ !q*(P')dS(P') = const, N',P' Е S', 
47Гr0 

S' 

что позволяет получить решение для (7.11) в виде 

А''= 1--
1
- JR,.(P')dS(P'). 

41Гr2 
О S' 

В общем случае полости nроизвольной формы Qп # const и (7 .11) при­
ходится решать совместно с уравнением. теплопроводности в теле, 
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т. е. рассматривать сопряженную задачу радиационно-кондуктивного 

теплообмена. Решение такой задачи существенно усложняется, если в 

полости находится поглощающая, излучающая или рассеивающая из­

лучение среда [2,46]. При наличии вогнутых участков на поверхности 
S происходит их взаимное облучение, что также приводит к необходи­
мости построения ММ радиационно-кондуктивного теплообмена. 

Для произвольной точки обеих поверхностей тела запишем гранич-

ноеусловие 

(7.12) 

которое для последующего анализа удобно привести к безразмерному 

виду 

(7.13) 

Здесь Bi =ahj>..(T); Xi = Xijh, h- характерный размер, в качестве 
которого можно принять толщину тела (в общем случае переменную) 

в направлении, нормальном к срединной поверхности, одинаково уда­

ленной от внешней и внутренней поверхностей тела и отмеченной 

на рис. 7.3 штриховой линией; fJ=T/f, T=Tc+Arqnfa- приведен­
пая температура, которая позволяет единым выражением представить 

тепловой поток, подводимый путем конвективного переноса, и погло­

щаемое поверхностью излучение; N = C:rcroT3 ja. 
Если в (7.13) N{)4 « 1- {), то собственное излучение поверхности 

можно не учитывать. Тогда (7.13) по виду аналогично граничным ус.л.о­
вил.м. третьего рода, но в отличие от (5.21) нелинейно относительно 
температуры Т. 

Чис.л.о Био Вi в (7.13) является отношением термического сопро­
тивления hj )..(Т) тела в направлении нормали к срединной поверхности 
к термическому сопротивлению 1 j а при теплообмене путем конвектив­
ного переноса между телом и окружающей средой или теплоносителем 

и характеризует степень неравномерности распределения температу­

ры тела в этом направлении. При Bi » 1 отводом теплоты внутрь тела 
за счет теплопроводности можно пренебречь, приравняв правую часть 

(7.13) нулю, и считать, что на поверхности устанавливается равновес­
на.JС темnература Т, соответствующая равновесию конвективного и 

лучистого тепловых потоков в рассматриваемой точке поверхности и 

удовлетворяющая неливейному уравнению 

N194 + 19 = 1, (7.14) 

где N = "€rcroT3 ja; 19 =Т jT; Т= Те+ Arqп/Ii (черта над параметрами 
означает, что их значения в случае зависимости от температуры по­

верхности следует брать при искомой температуре Т). Зависимость 19 
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Рис. 7.5 

от N представлена на рис. 7.5. Отметим, что случай Bi » 1 соответ­
ствует грани-ч.ны.м. условил.м. nервого рода. 

При Bi"' 1 уравнение (7.13) с учетом (7.14) при условии N ~ N 
принимает вид 

:! щ = Bi(i9- {} + NfJ
4

- NfJ4
) ~ Bi(i9- fJ), 

UXi 
(7.15) 

г де Bi = Bi ( 1 + N (i93 + ""J2 
{} + ""JfJ2 + {}3)) , что вновь аналогично гранич­

ным условиям третьего рода. 

7.2. Модель термически тонкого тела 

Если в (7.15) Bi « 1, то тер.м.и-ч.еское соnротивление тела с поло­
стью (см. рис. 7.3) в направлении нормали к его срединной поверхности 
мало по сравнению с суммарным термическим сопротивлением тепло­

обмена на его поверхности. Тогда изменением температуры в этом 

направлении можно иренебречь по сравнению с разностью IT- Tl 
равновесной те.м.nературы Т и температуры поверхности Т. Такое 

допущение характеризует .м.ате.м.ати-ч.ескую .м.одель (ММ) mер.миче­

спи mон.пого тела (иногда говорят о теле, тонкостенном в тепловом 

отношении). В этом случае граничные условия, заданные по этому на­

правлению, необходимо объединить с диффере:t;циальным уравнение.м. 
теnлоnроводности в одно выражение, исключив в нем производные по 

указанному направлению. Рассмотрим эту процедуру на примере обла­

сти V в виде длинной круглой трубы внутренним радиусом R1 и наруж­

ным радиусом R2, поперечное сечение которой изображено на рис. 7.6. 
Трехмерное температурное поле в стенке трубы удобно представить 

в цилиндри-ческой систе.м.е координат Or<pz, причем ось Oz совпадет с 
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Рис. 7.6 

осью трубы. В случае неустановившегося nроцесса теn.л.оnроводности 

распределение температуры Т( М) (М Е V) в стенке трубы описывается 
уравнением [34] 

дт 1 д ( т ат) 1 д ( т дт) д ( т дт) cv-=-- >..< )r- +--.л<)_ +-.л<)_ +qv, 
дt r дr дr r2 дr.р дr.р дz дz 

где t- время; qv - объе.м.ная n.л.отность мощности внутренних ис­

точников теплоты. Материал стенки трубы будем считать однородным, 

т. е. его объе.м.ная теn.л.ое.м.?~:ость cv и теn.л.оnроводность >,(Т) не зави­
сят от координат, но могут зависеть от Т. Умножим это уравнение на 

r и проинтегрируем по тотцине h = R2 - R1 стенки трубы: 

R2 

cv-rdr = >..< ) R2- - R1- + J дТ т ( дТI дТI ) 
дt _ дr r=R2 дr r=R1 

R1 

R2 R2 R2 

д J >..с т) дТ д J т дт J +- ----dr+- .л< >-rdr+ qvrdr. 
дr.р r дr.р дz дz 

(7.16) 

R1 R1 R1 

Граничные условия на каждой из боковых поверхностей трубы 

ат атl u примем в виде (7.12), причем -а ni =-а на наружнои поверхности 
Xi r r=R2 

ат атl u и -а ni =--а на внутреннеи. Кроме того, при выполнении 
Xi r r=R1 

условия Bi « 1 примем, что Т не зависит от r. Тогда вместо (7.16) 
запишем 

. ат _ __!_~(.л ст> ат) ln(R2/ R1) 
cv дt - R2 дr.р дr.р h/ R + 

д (.л<т)дТ) 2а(Т-Т)-€тстоТ4 
_ 

+ дz дz + h + qy. (7.17) 
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Здесь R = (R1 + R2)/2- средний радиус трубы (см. рис. 7.6); а- -х:о­

эффициент теn.л,ооб.мена наружной поверхности трубы со средой, име­

ющей температуру Те; Ar -коэффициент поглощения наружной по­
верхностью трубы падающего на нее потока излучения плотностью qп; 

er -коэффициент излучения наружной поверхности; О'о - nосто.ннна.н 

Стефана- Бо.л,ьц.мана (параметры, отмеченные штрихом, относятся 

к внутренней поверхности трубы); 

Т= R2(aTc + Arqп) + R1(a'T~ + A~q~) 
2aR ' 

R2 

Qv = h~~ qvrdr. 
R1 

Отметим, что (7.17) отличается от уравнения для двумерного тем­
пературного поля Т(у, z) (у= R<p) в пластине толщиной h коэффици-

R R2 R R+h/2 w 

ентом h ln R
1 

= h ln R _ h/2 при первом слагаемом в правои части и 

R2 h R1 h - -
коэффициентами R = 1 + 

2
R и R = 1-

2
R в выражениях для Т, а и 

€r· Первый из этих коэффициентов меньше единицы на величину не 

более (
2
Rh-h)

2
, т. е. при h/R < 0,1 отличие не превышает 0,5%, что 

существенно меньше той погрешности, с которой определены тепло­

физические свойства материалов. Таким образом, при h/ R < 0,1 ММ 
процесса теплопроводности в трубе с однородной по толщине стенки h 
температурой можно заменить ММ этого ~роцесса в пластине той же 

толщины, но при вычислении параметров Т, а и €r следует учитывать 

различие площадей наружной и внутренней поверхностей трубы. 

Когда тело имеет малое термическое сопротивление во всех на­

правлениях, его температуру Т можно считать одинаковой по всему 

его объему. При этом отдельные участки внутренней поверхности S' 
тела с полостью (см. рис. 7.3) будут находиться в состоянии темпе­
ратурного равновесия и при наличии в полости диатер.мичной среды 

Ar(N')qп(N') = er(N')e7oT4 (N'), N' Е S' (см. 7.1). В этом случае те­
плообмен излучением в полости не оказывает влияния на температуру 

тела. Если внешняя поверхность S тела имеет вогнутые участки, 

то при er = const вместо значения er следует исПОльзовать значение 

Er = ( 1 + ~ Clr -1)) -l [38], где So- минимальная по площади пево­
гнутая поверхность, <<обтягивающая>> такое тело. 

В результате интегрирования уравнения теплопроводности по объ­

ему V тела с малым термическим сопротивлением получим [34] 

Ст dT ~(~ ) ~ 4 S dt = а Т- Т - erO'oT , (7.18) 



7.2. Модель термически тонкого тела 

г де С т = J cv dV - полная теплоемкость тела; 
v 
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а=~ j adS, ~ 1/ 1/ 1/ Т= &.S aTcdS+ &.S ArqndS+ &.S qvdV. 

SUS' ~~ s v 

Ясно, что в случае сплошного тела S' = eJ, следовательно, интегралы 
по внутренней поверхности исчезают. 

Когда условия теплообмена постоянны во времени t, т. е. в случае 
а = const и Т = const, температура Т тела при t ~ оо стремится к 
равновесному значению Т, определяемому из (7.14) при N = €ra0T3 /&. 
и 19 = Т /Т. Если в некоторый момент времени, принимаемый за 
начальный (t = 0), температура тела То отличается от температуры Т, 
то связь между t и текущим значением температуры T(t) тела следует 
из решения (7.18): 

T(t) 

1 1 СтdТ 
t = S То &.(Т- Т) - €raoT4 . 

При отсутствии теплообмена путем конвективного переноса (&. = 
T(t) ( St) -l/3 =О) получим -- = 1 + 3€raoTJ--,- . Наоборот, если собственным 
То Ст 

излучением с поверхности тела можно пренебречь, то приходим к 

зависимости 

~ ~ ( St) T(t) =Т- (Т- То)ехр -&. Ст . (7.19) 

Величину 1/(&.S) можно рассматривать как термическое сопроти­
вление при теплообмене путем конвективного переноса и проводить 

аналогию этой величины с электрическим сопротивлением резистора. 

Это позволяет при использовании аналогии между полной теплоемко­

стьюСтиемкостью электрического конденсатора перейти от расчет­

ной схе.м.ьz теплообмена тела (рис. 7.7) к эпвива.аен.mн.ой э.аепmри­
чеспой схеме (рис. 7.8). Эта схема представляет собой электрическую 
цепь, состоящую из источника разности потенциалов дИ = [}- Ио, 
пропорциональной разности температур дТ =Т- Т0 , резистора сопро­
тивлением Re и конденсатора емкостью Се. Аналогичными будут и 

Рис. 7.7 Рис. 7.8 
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ММ, описывающие процессы изменения температуры T(t) и напряже­
ния U(t) при зарядке конденсатора, причем тепловой поток Q, переда­
ваемый телу, будет пропорционален силе Ie тока в электрической цепи, 
а (7.19) будет соответствовать зависимость 

~ ~ ( te ) U(te) =И- (И- Ио)ехр - ReCe , 

в которой масштаб для времени te в общем случае может отличаться от 
масштаба для t, но должен удовлетворять условию te/t = ReCeaS/Cт. 

Установленную аналогию между ММ принято называть э.л.ептро­

теn.л.овой. Она позволяет для сложной тепловой системы построить 

эквивалентную электрическую схему, включающую резисторы и кон­

денсаторы, относящиесяк пассивным элех:тричесх:и.м. двухnолюсних:а.м., 

а затем использовать хорошо разработанные и формализованные прие­

мы получения ММ электрических цепей для построения ММ тепловой 

системы. 

7.3. Линейные модели теплопроводности 

В линейных .м.ате.м.атичесх:их .моделях (ММ) nроцесса теnлоnро­

водности в твердо.м. теле теплофизические свойства тела принимают 

не зависящими от температуры, а условия теплообмена с окружающей 

средой- зависящими от температуры поверхности тела лишь линей­

но. В этом случае уравнение теnлоnроводности и граничные условия 

будут линейными. Построение и анализ таких ММ в дифференциальной 

фор.м.е подробно рассмотрены в литературе (см., например, [53,54,80]). 
Эта форма следует из (5.18), (5.20) и (5.21), если пренебречь первым 
слагаемым в правой части (5.18). Для изотропной среды с теnлоnро­
водностью _\(Т) в (5.18) и (5.21) компоненты тензора теnлоnроводно~ 

сти следует представить в виде -X~J) =_\(Т) дij, i, j = 1, 2, 3, где дij -

си.м.вол Кронех:ера. Интегральную и вариационную фор.м.ы линейных 

моделей процесса теплопроводности в однородном теле можно получить 

как частный случай соответствующих форм нелинейной ММ (см. 7.4). 
Более сложная ММ для неоднородного тела рассмотрена в 7 .6. 

Здесь остановимся на построении для процесса теплопроводности 

в однородном изотропном теле варианта ММ в виде граничного инте­

грального уравнения. Рассмотрим установившийся процесс теплопро­

водности в твердом теле объемом V, ограниченном поверхностью S. 
При _\(Т) = const распределение Т(М) (М Е V) температуры удовле­
творяет уравнению Пуассона 

(7.20) 
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где \72 - диффереи:циадьный оператор Лапдаса; qv - объе.мная 
пдотность мощности внутренних источников теплоты. Грани-чное 

усдовие запишем в виде, аналогичном (5.21): 

_х(Т) д~~) ni = a(N)(Tc(N)- T(N)), N Е S, (7.21) 

где пi - проекции единичного вектора внешней нормали к поверх­

ности S на оси Oxi системы пространственных координат; а -
коэффициент тепдооб.мена тела с окружающей средой, имеющей тем­

пературу Те. 

Функция 
1 

w(M, Мо) =· ,Х(Т) r(M, Мо), (7.22) 

где r(M,Mo)- расстояние между точками М и Мо, описывает уста­

новившееся распределение температуры в пространстве, когда в фик­

сированной точке Мо действует источник теплоты мощностью 471' Вт. 
ДеЙСТВИТеЛЬНО, На ПОВерХНОСТИ сферы 81 ПрОИЗВОЛЬНОГО радиуса Т} = 
= r(N1,Mo) >О с центром в точке Мо пдотность тепдового потока 
qr = -_x(Т)дw(NI,Mo)/дr = 1/r2(NI,Mo), N1 Е 81, и суммарный тепло­
вой поток Q = 411'r~qr = 471' равен мощности точечного источника. Сле­
довательно, (7.22) удовлетворяет уравнению 

(7.23) 

где 83(М, Мо)- дедьта-функи,ия, обладающая свойством (5.60). 
Умножим (7.20) на функцию w(M,M0 ) (М Е V) и с учетом теоре.мы 

Остроградского- Гаусса и известного равенства w\72T = \7 · ( w\i'T) -
- ('Vw) · \i'T = \7 · (w\i'T)- \7 · (T\i'w) + T\7 2w, где \7- дифферени,иадь­
ный оператор Га.мидьтона, проинтегрируем по объему тела V: 

J w(Л(T)\72T+qv)dV = _х(Т) J T\7 2wdV + 
v v 

+jwqvdV +Л(Т) j(w дТ -Tдw)nidS =О. 
дхi дхi 

v s 
Отсюда, учитывая (5.60) и (7.23), получаем грани-чное интеградьное 
уравнение (ГИУ) 

П(Мо)Т(Мо) = J qv(M)w(M,Mo)dV(M) + 
v 

+ _х(Т) J ( w(N,Mo) д~~)- T(N) дw(~iMo))nidS(N), (7.24) 

s 
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где М Е V, N Е S и МоЕ V; П(Мо) = 47r при МоЕ V; П(Мо) =О при 
Мо ~ V = V U S; П(Мо) = 21r, если точка Мо принадлежит гладкому 
участку поверхности S; значение П(Мо) равно значению внутреннего 
телесного угла с вершиной в точке Мо, если точка Мо совпадает 

с угловой точкой на поверхности S (см. 5.3). Из (7.24) с учетом 

(7.21) методом граничных элементов [11, 16, 17, 21, 34, 43] можно найти 
значения Т(Мо) в граничных точкахМоЕ S, а затем и значение Т(Мо) 
в любой внутренней точкеМоЕ V. 

В случае двумерной области F, ограниченной контуром Г, вместо 
(7.22) можно использовать функцию 

1 r(M,Mo) 
w(M, Мо) = - (Т) ln , 

Л ro 
(7.25) 

где ro = const- некоторый характерный размер области. Эта функция 
описывает установившееся распределение температуры в плоскости, 

которое вызвано действием линейного источника теплоты мощностью 

21r Вт/м, приходящейся на единицу длины этого источника, пересе­
кающего плоскость в точке Мо. Действительно, через поверхность S~ 
прямого кругового цилиндра единичной высоты и произвольнога ради­

уса r 1 = r(Nl,Mo), описанную вокруг линейного источника, проходит 

теnловой nоток Q = -21Гrl>.(T) дw(~~,Мо) = 27r. Следовательно, эта фун-

кция удовлетворяет уравнению >,(T)V'2w(M,Mo) + 21r82(M,M0) =О на 
плоскости, где 82(М, Мо)- дельта-функция, обладающая в случае фун­
кции f (М), М Е F = F U Г, непрерывной на замыкании F области F, 
следующим свойством: 

j(M)82(M, Мо) dF(M) = 21r J { _!_n(Mo) J(Mo), МоЕ F; 

F О, Мо ~ F, 

где П(Мо) = 27r nриМоЕ V; П(Мо) =О nри Мо ~ V = V U S; П(Мо) = 1r, 

если точкаМопринадлежит гладкому участку поверхности S; значение 
П(Мо) равно значению внутреннего угла (в радианах) с вершиной в 
точке Мо в плоскости двумерной области, если точка Мо совпадает с 

угловой точкой на поверхности S. Тогда после выкнадок, аналогичных 
проведеиным при получении (7.24), nридем к ГИУ 

П(Мо)Т(Мо) = J qv(M)w(M,Mo)dF(!yf) + 
F 

+Л(Т) j(w(N,M0)д~~~) -T(N)дw(~iMo))nidГ(N). (7.26) 

г 
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Для анизотропного тела в трехмерном случае [21, 37} следует заме­
нить (7.22) уравнением 

w(M,Mo) = 
(Т) . ' k, l = 1, 2, 3, 

тij t::.xj(M, Mo)t::.xi(M, Мо) 

а в двумерном случае [36]- (7.25) уравнением 

w(M,Mo) =-
( (Т)) (Т) ( det тkl тij t::.xj(M,Mo)t::.xi М,Мо) 

2 
ln , 

то det(r[J) 
m,n= 1, 2, 

где т~J> -элементы матрицы, обратной матрице с элементами >.~J>; 
t::.xi(M,Mo)- проекции т(М,Мо) на координатные оси Oxi· При этом 
вместо (7.24) получим 

ЩМо)Т(Мо) = 1 qv(M) w(M, Мо) dV(M) + 
v 

/ л_(Т)( (N М )дТ(N) -T(N)дw(N,Mo)) ·dS(N) + tJ w ' о д д nt , 
Xj Xj 

s 
а вместо (7.26) -

П(Мо)Т(Мо) = 1 qv(M)w(M, Mo)dF(M) + 
F 

+ fл~J) ( w(N,Mo)~~) -T(N) дw(:;Мо))щdГ(N). 
J J 

г 

Если в точку МоЕ V00 , принадлежащую неограниченной области 

V00 , поместить мгновенный источник, выделяющий в момент времени 

t = t' количество теплоты, численно равное объе.м.ной теnлое.м.х:ости 
cv среды, то изменение температуры в точке М Е V 00 при t > t' будет 
описывать функция [21, 54] 

_ 1 1 ( т(М, Мо) ) 
w(M,Mo;t,t)= ( ) 312 ехр - 4 (T)(t ') ' 

8 1ra( t - t') а - r 
(7.27) 

где а(Т) = л_(Т) fcv - те.м.nературоnроводность среды. Используя эту 
функцию, ММ процесса неустановившейся теплопроводности, диффе­

ренциальная форма которой содержит уравнение 

дТС:, t) = a(T)\l2T(M, t) + qv(M, t)' М Е V, 
t cv 
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с 1шчадьны.м. усдовие.м. Т(М,О) = Т0 (М) (М Е V) и граничным условием 
вида (7.21) 

(Т) дТ(N, t) ( ) 
Л дхi ni = a(N, t) Tc(N, t)- T(N, t) , NES, 

можно также свести к ГИУ [34] 

П(Мо)Т(Мо,t) = J T 0 (M)w(M,Mo; t,t')dV(M) + 
v 

t 

+ajdt'f ( w(M,Mo;t,t') дТ~:.,t) -T(N,t) aw(M~л;.o;t,t'))nidS(N)+ 
о s J J 

t 

+ J dt' J qv~~,t) w(M,M0 ; t,t')dV(M). 

о v 

Для двумерной области F, ограниченной контуром Г, вместо (7.27) 
следует испольЗовать функцию 

_( , 1 ( r(M,Mo)) 
w М, М0 ; t, t ) = 4 ( ') ехр - 4 ( ') · 1ra t- t а t- r 

Тог да получим ГИУ 

П(Мо)Т(Мо,t) = J T 0 (M)w(M,Mo; t,t')dF(M) + 
F 

t 

+ajdt'f ( w(M,Mo;t,t') дТ~:.,t) -T(N,t) aw(M~л;.o;t,t') )nidГ(N)+ 
о г J J 

t 

+ jdt'f qv(M,t) w(M,M0 ; t,t')dF(M). 
cv .,. 

О F 

Таким образом, представление ММ процесса теплопроводности в 

виде ГИУ в сочетании с граничным условием позволяет понизить раз­

мерность задачи: в случае пространствеиной области искать неизвест­

ные на ограничивающей поверхности, а в случае двумерной области -
на ограничивающем ее контуре. 
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7 .4. Нелинейвые модели теплопроводности 

Необходимость построения нелинейных .мате.мати-чес-х;их .мoдeJteu 

(ММ) теплопроводности применительно к процессам, в которых те.м­

пература Т может меняться в достаточно широких пределах, обусло­

влена зависимостью объе.миоu menJtoe.м-x;ocmu cv и menJtonpoвoдиocmu 
материала тела от температуры и нелинейной зависимостью от Т 

объе.миоu nJtomиocmu qv мощности внутренних источников теплоты. 
Кроме того, нелинейные эффекты должны быть отражены в граии-чиых 

ycJtoвuяx в силу нелинейной зависимости nJtomиocmu menJtoвoгo nomo­
-x;a на поверхности тела от ее температуры. Причиной такой зависи­
мости может быть существенное влияние на температурное состояние 

тела собственного теплового излучения или же изменение -х;оэффици­

еита menJtooб.мeиa с окружающей средой при изменении температуры 

поверхности. 

Рассмотрим тело, занимающее область V пространства, ограни­
ченную кусочно гладкой поверхностью S (рис. 7.9). Материал тела 
считаем в общем случае неоднородным и анизотропным, т. е. его те­

плофизические характеристики зависят не только от температуры, но 

и от координат точки М Е V, а теплопроводность - еще и от направле­

ния осей выбранной прямоугольной системы координат. Тогда в силу 

за-х;оиа сохраиеиия эиергии, опустив в уравиеиии menJtonpoвoдиocmu 

(5.18) первое слагаемое в правой части, запишем 

(М Т) дТ(М,t) = ~(л~т)(М Т) дТ(М,t)) 
cv ' дt дхi tJ ' дхj + 

+ qv(M, t, Т), i, j = 1, 2, 3, (7.28) 

где t - время; л~J) - -х;о.мпоиеиты си.м.метри-чиого теизора menJto­
npoвoдиocmu в пря.моугоJtьиоu систе.ме -х;оордииат Ох1х2хз. 

Рис. 7.9 
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Помимо (7.28) в ММ войдут 1-шча.л,ьиые ус.л,овия в виде (5.20), 
задающие распределение температуры Т0 (М) в теле в момент времени 

t = О, принимаемый за начальный, и граии-чиые ус.л,овил 

(Т) дТ(Р, t) ~ 
\j (Р,Т) дх· ni(P)=J2(P,t,T), PESqc;S, t>O, 

J 

T(P,t) = ft(P,t), РЕ Sт = S\Sq, t >О, 

(7.29) 

(7.30) 

где ni(P)- направляющие косинусы единичного вектора n(P) внеш­
ней нормали к поверхности тела в точке РЕ Sq (см. рис. 7.9); !1(P,t) и 

h ( Р, t, Т) - заданные функции своих аргументов. Если х;раевые ус.л,о­
вия (5.20), (7.29) и (7.30) являются согдасованны.ми, т. е. fi (Р, О) = 
= то ( Р) при Р Е Sт и 

(Т) ( о ) дТ
0

(Р) ~ ( о ) \j Р,Т (Р) дх· щ(Р) = !2 Р,О,Т (Р) , 
J 

то искомое решение Т(М, t) должно удовлетворять (7.28) при t ~О, а в 
противном случае - при t > О. 

Диффереициа.л,ьиой фор.м.е ММ (7.28)-(7.30), (5.20) процесса теыо­
проводиости можно поставить в соответствие иитегра.л,ьиую фор.м.у 

мм [34, 36, 44] 

J ( дw(М) Л(Т)(М Т) дТ(М, t)- (М) ( (М t Т)-
д ~з ' д w qv '' Xi Xj 

v 

- cv(M, Т) дТ~, t))) dV(M)- J w(P) ];(Р, t, Т) dS(P) =О, (7.31) 

Sq 

где w(M) -функция, непрерывная в замкнутой области V = V U S и 
имеющая в V кусочно непрерывные производные по пространствеиным 
координатам, а в точках РЕ Sт равная нулю, т. е. w(P) =О, Р Е Sт. 
Такая форма ММ позволяет искать приближенное решение нелинейной 

задачи теплопроводности в виде 

N. 

T(M,t) = h(M,t) + Laп(t)wп(M), t >О, М Е V, (7.32) 
n=l 

где h (М, t) =Л (М, t) при М Е Sт; an(t) -искомые функции времени; 
Wn (М) - система N* линейно независимых в V U Sт функций, причем 
Wп(М) =О при М Е Sт. Функции ft(M,t) и wп(М) должны быть непре­
рывны в области V и дифференцируемы в ней по пространствеиным 
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координатам всюду, кроме, может быть, множества точек, образующих 

линии или поверхности. 

Подставляя (7.32) в (7.31) и последовательно полагая w(M) = 
= wп(М), n = 1, N*, после интегрирования получаем систему N* не­
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) относи­

тельно an(t). Для решения такой системы в общем случае необходимо 
привлечь численные методы. Аппроксимация искомого решения спосо­

бом, характерным для метода конечных элементов [9, 25, 34, 45, 128], в 
простейшем варианте этого метода также приведет к системе нелиней­

ных ОДУ относительно изменяющихся во времени значений темпера­

тур в узлах сетки конечных элементов, аппроксимирующей замкнутую 

область V. 
Если материал тела изотролен и имеет теплопроводность Л (Т) (М, Т), 

то в (7.28), (7.29) и (7.31) следует заменить л~р(М,Т) на Л(Т)(М,Т)бij, 
М Е V U Sq, i, j = 1, 2, 3, где бij - си.м.во.11. Кронех:ера. В случае устано­

вившегася процесса теплопроводности в анизотропном теле распреде­

ление температуры Т(М), функции qv в (7.28), fi в (7.30) и h в (7.29) 
не зависят от времени t, а левая часть (7.28) обращается в нуль. При 
этом вместо (7.31) следует использовать уравнение 

j (д~~) л~р(м,т)д~~) -w(M)qv(M,т))dv-
v 

-J w(P)f;.(P, Т) dS =О, (7.33) 

Sq 

а искомое распределение температуры аппроксимировать соотноше-

ни ем 
N. 

Т(М) = f;.(M) + Lапwп(М), М Е V, (7.34) 
n=1 

где f;.(M) = !1(М) при М Е Sт; an- искомые коэффициенты. Если 
материал изотропный, то (7.33) приобретает следующий вид: 

J (д~~~) Л(Т)(М,Т)д~~~) -w(M)qv(M,T)) dV-
v 

-J w(P)f;.(P,T)dS=O. (7.35) 

Sq 

Пусть материал тела изотропный и однородный, т. е. его теплопро­

водность Л(Т)(Т) не зависит явно от положения точки М Е VUSq, но 
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является функцией температуры. Введем функцию 

Т(М) 

1/J(M) = J >..(T)(T)dT, (7.36) 

т. 

где Т* -нижняя грань множества ожидаемых значений температуры в 

теле. Тогда, опуская обозначения аргументов, полагая w = бф =>..(Т) бТ 
и учитывая что дw =б дф >..(Т) дТ = дф и дw >..(Т) дТ = ~ ( дф ) 2 

= 
' дх; дх; ' дх; дх; дх; дх; 2 дх; 

= ~ (>..(Т)~~) 
2, вместо (7.35) получим равенство бJ[Т,бТ] =О, где 

( ) т т 

J[T] = J ((>..т :Т)2

-J qv>..(T) dT) dV-J dS J hЛ(Т) dT. (7.37) 

V т. Sq Т. 

Здесь \7 - диффере'Н:циальный оператор Га.мильтона. 

Фунх:ционал (7.37) допустимо рассматривать на распределениях 
температуры Т(М), непрерывных в области V и дифференцируемых 
в ней по пространствеиным координатам всюду, кроме, может быть, 

множества точек, образующих линии или поверхности. Нелинейпая 

стационарная задача теплопроводности может не иметь решения, а при 

наличии решения оно может быть не единственным, но любое решение 

Т*(М) должно удовлетворять условию стационарности бJ[Т*,бТ] =О 
фунх:ционала J[T], т. е. Т*(М) является стационарной точх:ой этого 

фунх:ционала. 

Функционал (7.37) в сочетании с его условием стационарности со­
ставляет вариационную фор.му ММ процесса стационарной теплопро­

водности. Для выяснения экстремальных свойств этого функцианала 

исследуем его на выпуклость, преобразовав (7.37) с учетом (7.36) к виду 

(7.38) 

где qv(M,1/J) = qv(M,T(1/J)); J2 (P,1/J) = h(P,T(1/J)); T(1/J)- функция, 
обратная функции 1/J(T). Отметим, что функция T(1/J) однозначная, 

поскольку при >..(Т) >О (7.36) определяет строго монотонную функ­
цию 1/J(T). 

Согласно (7.36) истинному распределению Т*(М) соответствует 
распределение 1/J*(M), удовлетворяющее условию бJ*[1/J* ,б1/J] =О стацио­
нарности функцианала 1*[1/J]. Этот функционал будет строго выпуклым 
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вниз [34], если при любых допустимых распределениях ф'(М) ф ф"(М) 
(М Е V U Sq) и {3 Е (0, 1) выполнено строгоенеравенство 

(7.39) 

где ф"'(М) = {Зф'(М) + (1- {З)ф"(М), М Е V U Sq. Подставив J*[ф] в 
левую часть (7.39), получим 

R( Ф', Ф") = 
1 

; f3 f3 f ('\1 ( Ф' - Ф")) 2 
dV-

v 
~ ~ ~ ~ 

-J~J~~-J~~)~-J~Jh~-Jh~)~ 
V '1/J" '1/J" Sq '1/1 11 '1/J" 

Разложим зависимости 7fv и f 2 от 'lj; в ряд Тейлора относительно 
распределения ф*(М) (М Е V U Sq) и, предположив близость ф'(М) 
и ф" (М) к ф* (М) и ограничившись в разложении первыми двумя 

слагаемыми, запишем 

(7.40) 

где 'iiv = 'iiv(M,ф*) и q~ = Оqv/д'ФIФ='Ф*' м Е V; у;= 72(Р,-ф*) и л= 
= дf2 /д'ФI'Ф='Ф*' РЕ Sq. Подставив (7.40) в выражение для R(-ф',-ф"), 
получим 

R(-ф',-ф") = 
1

; {3 rз(J ('\1(-ф'- 1/1"))2 
dV-

v 

-J aqv 1 ('Ф'- Ф")2 dV- J дf21 ('Ф'- 1/1")2 ds). 
д-ф 1/J=t/J* д-ф 1/J=t/J• 

V Sq 

Отсюда следует, что R( -ф', 1/111
) > О, если выполнены неравенства 

(7.41) 

или равносильные им неравенства 

дqvl 
дТ ~0, MEV; 

Т=Т• 
д];l о р s - ~, Е q· 
дТ Т=Т* 

(7.42) 

Если неравенства (7.42) верны не только в стационарной точке функ­
ционала (7.37), а на всем множестве допустимых функций Т(М), то 
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(7.37) будет на этом множестве строго выпуклым вниз функционалом, 
ограниченным снизу, т. е. будет иметь единственный минимум [12], со­
ответствующий единственному решению задачи. 

Условия (7.42) могут быть нарушены при наличии в объеме тела 
или на его поверхности источников теплоты, мощность которых воз­

растает с повышением температуры Т. Такие источники могут быть, 

например, связаны с протеканием в материале тела экзотермических 

реакций, скорость которых растет с увеличением Т в соответствии с 

законом Аррениуса пропорционально множителю ехр (-n; / (kв Т)), где 
п; > О - энергия ах:тивации реакции, а kв - nостоянная Больц.м.а­

на. Аналогичная ситуация возникает при поглощении в объеме тела 

ионизирующего излучения, когда коэффициент поглощения возрастает 

с повышением температуры. Для электропроводных тел при постоян­

ной плотности проходящего через них электрического тока мощность 

объемного энерговыделения пропорциональна удельному электросопро­

тивлению. Она обычно возрастает с увеличением Т, что также может 

стать причиной нарушения первого условия (7.42). 
Второе условие (7.42) выполняется для большинства известных за­

конов теплообмена на поверхности тела. Например, при комбинирован­

ном теплообмене путем х:онвех:тивного nереноса и излучения (см. 7.1) 
в случае стационарного процесса теплопроводности правая чась (7.29) 
имеет вид 

h(P, Т)= а(Р, Т) (Те(Р)- Т(Р))­
-Е:т(Р,Т)О"оТ4 (Р)+Ат(Р,Т)qп(Р), РЕ Sq, 

где а- х:оэффициент теnлооб.м.ена с окружающей средой, имеющей 

температуру Те; E:r и Ar- коэффициенты излучения и поглощения по­

верхности; O"Q - nостоянная Стефана - Бо.t~ьц.м.ана; Qп - плотность 

потока излучения, падающего на поверхность. В этом случае получим 

8h 8(а(Те-Т)) 3 &r 4 8Ar 
ат = ат - 4Е:тО"оТ - ат О" оТ + ат Qп. 

Влияние двух последних членов в правой части этого выражения обыч­

но мало вследствие слабой зависимости E:r и Ar от Т для реальных 
материалов. Поэтому заведомо 8hf8T:::;; О, если~ повышением темпе­
ратуры Т поверхности возрастает плотнос·1ъ Qк = а(Т- Те) теплового 

потока, отводимого от поверхности тела посредством конвекции. Это 

справедливо для различных режимов конвективного теплообмена, за 

исключением режима кипения жидкости на поверхности, переходиого 

от пузырькового к пленочному. В этом случае значение 8qкf8T су­

щественно отрицательно [34], что может вызвать нарушение второго 
условия (7.42). 
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Нарушение условий (7.42) означает, что решение нелинейной задачи 
теплопроводности может быть не единственным или вообще отсутство­

вать. В последнем случае функционал не имеет стационарной точки и 

не достигает экстремальных значений. При нескольких возможных ре­

шениях функционал имеет несколько экстремумов, причем устойчивым 

распределениям температуры соответствуют его минимальные значе­

ния, а неустойч:Ивым- максимальные [34]. 
Если в (7.28) аппроксимировать производную по времени t соот­

ношением дТ~М,t) ~ Tk(M)~Tk-l(M), М Е V, где Tk-1(M) и Tk(M)-
t tk 

распределения температуры в теле в моменты времени tk-1 и tk = 
= tk-1 + Ь.tk соответственно, т. е. в начале и в конце конечного про­
межутка времени Ь.tk, то обобщением (7.37) на случай нестационарной 
задачи теплопроводности в изотропном однородном теле будет функци­

онал 

где qv,k = qv(M, tk, Т) + cv(M, Т) Tk(M) ~~k-I(M), М Е V; J;,k = 

= ];(Р, tk, Т), РЕ Sq, причем для п~рвого промежутка времени (k = 1) 
в 'iiv,k(M, Т) значению Tk_ 1 (М) соответствует начальное распределение 
температуры Т0 (М), М Е V. 

Функционал (7.43) следует рассматривать на распределениях Tk(M), 
М Е V, удовлетворяющих (7.30) в виде Tk(P) = ft(P,tk), РЕ Sт. В 
стационарной точке Tk(M) он достигает минимума при выполнении 
условий 

которые следуют из (7.42). Благодаря тому, что теплоемкость cv 
положительна и она увеличивается при возрастании температуры для 

большинства веществ, первое из этих условий будет не более жестким, 

чем первое условие (7.42). 
Для леоднородного анизотропного тела построение вариационной 

формы ММ возможно в некоторых частных случаях зависимости ком­

понент л~J> (М, Т) тензора теплопроводности от координат точки М Е V 

и температуры Т [34]. Например, если л~J)(М,Т) = Aij(M)"X(T)(T), где 
Aij(M) - компоненты симметричного тензора А(М) второго ран­
га, соответствующего положительно определенной матрице третьего 
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порядка (см. П1.2), то, положив в (7.33) w =>.(Т) 8Т, вместо (7.37) по­
лучим 

-(Т) 2 Т 

la[TJ=j((Л ) дТ Аi·дТ -Jqv'X(Т)dT)dV-
2 дхi J дхj 

v т. т 

- J dS J j;).(T) dT. (7.44) 

Sq Т. 

Отсюда несложно перейти к функционалу для неустановившегося про­

цесса теплопроводности, аналогичному (7.43). При выполнении условий 
(7.42) функционал (7.44) сохраняет экстремальные свойства функциа­
нала (7.37). 

7.5. Двойственная вариационная форма модели 

При количе~твенном анализе .м.ате.м.ати'Чесх:их .м.оде.л.ей (ММ) про­
цессов теп.л.опроводности приближенными методами первостепенное 

значение приобретают контроль сходимости последовательных при­

ближений и оценка точности полученных результатов, позволяющая 

судить о достоверности найденного температурного состояния тела. 

Осуществить контроль сходимости и получить оценку точности удает­

ся на основе двойственной вариационной фор.м.ы ММ таких процессов, 

включающей два а.л.ьтернативных фунх:циона.л.а, которые в своих ста­

ционарных то'Ч.х:ах достигают совпадающих значений, но для одного из 

функдионалов оно является минимумом, а для другого - максимумом 

(см. П2.3). В 7.4 установлено, что фунх:циона.л. (7.37) при определен­
ных условиях является строго выпух:.л.ы.м., т. е. имеет единственный 

минимум, соответствующий истинному распределению Т* (М) (М Е V) 
температуры в теле, занимающем область V пространства. Постро­
им альтернативный по отношению к (7.37) функционал, достигающий 
максимума на истинном решении стационарной задачи теплопровод­

ности. 

Расширим область определения функдионала (7-.37), введя вектор­
ную функцию q(M) п.л.отности теп.л.ового потох:а, удовлетворяющую 
условию 

q(M) = -Л(Т)(Т(М))"JТ(М), М Е VUSq, (7.45) 

где Л(Т)(Т) -зависящая от температуры теп.л.опроводность матери­
ала тела; '\1 - дифференциа.л.ьный оператор Га.м.и.л.ьтона, а Sq ~ S -
участки поверхности S тела, на которых заданы грани'Чные ус.л.ови.н 
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вида (7.29). Тогда вместо (7.37) получим функционал (аргументы 
функций опущены) 

(7.46) 

где Т*- нижняя грань множества ожидаемых значений температуры 

в различных точках тела; qv(M, Т) - объе.м:н,ая п.лоm'Н.остъ мощности 
внутренних источников теплоты; h(P,T) - функция, заданная в 
точках РЕ Sq в граничных условиях вида (7.29). Затем при помощи 
векторного множителя Лагранжа m(M), определенного в точках М Е 
VUSq, введем условие (7.45) в (7.46): 

I2[T,q,m] = I1[T,q]- J m · (q + Л(T)\i'T)dV. 
v 

Равенство нулю вариации этого фун:1щио·н,а.ла, иреобразованной при 

помощи формулы Острограас",.ого- Гаусса, 

б12[T,q,m,8T,8q,8m] = 1 (\7 ·m-qv )Л(Т)дТdV + J (q-m) ·дqdV-
v v 

-J ( q + Л (Т) \i'T) · дm dV- J ( m · n + h) Л (Т) §Т dS = О, 
V Sq 

где n(P) -единичный вектор внешней нормали в точке РЕ Sq, да­
ет условия стационарности \7 · m(M) = qv(M,T(M)) и q(M) = m(M), 
М Е V, а также m(P) ·n(P) =-h(P,T(P)), РЕ Sq, причем (7.45) игра­
ет роль дополнительного условия стационарности. Второе условие ста­

ционарности означает, что m(M) = q(M), поэтому вместо J2[T,q,m] с 
учетом (7.46) можно записать. 

Iз[T,q] = J[T]- ~ J(q+Л(т)\7T)2 dV, (7.47) 

v 

где J[T] соответствует (7.37). Ясно, что Iз[T,q] ~ J[T], а стационарные 
значения этих функцианалов совпадают: Iз[T*,q*] = J[T*], причем, 
согласно (7.45), q*(M) = -л(Т) (T*(M))\i'T*(M), М Е V. 

Используем два оставшихся условия стационарности для J2[T,q,m], 
а именно, приняв во внимание, что m(M) = q(M), 

\i'·q(M)=qv, MEV; q(P)·n(P)=-h, PESq, (7.48) 
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в качестве дополнительных условий стационарности для функцианала 

(7.47) и после его иреобразования с учетом (7.37) получим [34] 

Т(М) Т 

I[T,qj =-1 ('q(~)/2

- 1 дqv~~,T) dT 1 л<Т)(Т')dт') dV-

v ~ ~ 

Т(Р) ~ Т 

- lq(P) ·n(P)f1(P)dS + 1 dS 1 дf2~iT) dT 1 л<т)(Т')dТ', (7.49) 

~ ~ ~ ~ 

где fi ( Р) - функция, заданная в точках Р Е Sт = S \ Sq в граии'Чиых 
условиях первого рода вида (7.30). Допустимыми для этого функциана­
ла будут распределения Т( М) и q(M), удовлетворяющие (7.48), причем 
в его стационарной точке I[T*, q*J = J[T*]. Для исследования его экстре­
мальных свойств иреобразуем (7.49) с учетом (7.36) к виду 

ф(Р) --1 q(P) · n(P)JI(P)dS + 1 dS 1 '1/J дj2~:,1j;) d'lj;, 

Sт Sq О 

где 7iv(M,'l/;) = qv(M,T('Ф)); ] 2(P,'lj;) = h(Р,Т('Ф)) (см. 7.4). 
Функционал !,,,['1/J,q] будет строго выпуклым вверх [12, 34], если 

при любых допустимых распределениях 'Ф'(М) ф 'Ф"(М) (М Е V U Sq) 
и q' (М) ф q" (М) (М Е V U Sт) выполнено строгое неравенство 

.ВI.['l/;',q'j + (1- .8)1.['1/J",q"J- I.['l/;"',q"'J <О, .В Е (0, 1). (7.50) 

Здесь 'l/;111 (M) = .В'Ф'(М) + (1- .В)'Ф"(М); q"'(M) = ,8q'(M) + (1- .В)q"(М). 
Подставив I.['l/;,q] в (7.50), с учетом (7.40) получим, что 

-
1 ~.В .в(J \q' -q"\2 dV- J 88~ ('Ф' -'Ф")2 dV-J az: ('Ф' -'Ф")2 dS) <О 

V V Sq .,. 

при условии выполнения (7.41) или равносильных им неравенств (7.42). 
Если неравенства (7.42) верны не только в стационарной точке функ­
ционала (7.49), а на всем множестве допустимых функций Т(М), то 
(7.49) будет на этом множестве строго выпуклым вверх функционалом, 
ограниченным сверху, т. е. будет иметь единственный максимум [12], 
соответствующий единственному решению задачи. 
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Таким образом, для функцианалов (7.37) и (7.49) и их стационарных 
значений справедлива целочка неравенств 

J[T] ~ J[T*] = I[T*, q*] ~ I[T, q]. (7.51) 

Поскольку J*['Ф*] = J[T*], из (7.51) следуют такженеравенства 

(7.52) 

Совместное использование альтернативных функцианалов (7.37) и 
(7.49) позволяет оценить точность приближенного решения задачи. Из 
(7.47) следует, что на допустимых распределениях Т(М) и q(M) их 
разность равна 

дJ[T,q] = J[T]- I[T,q] = ~ J iq+Л(T)V'Ti2 dV. 
v 

Это выражение также является функцианалом с единственным услови­

ем стационарности (7.45). В стационарной точке он равен нулю и дости­
гает минимального значения. При выполнении неравенств (7.42) для 
любых допустимых значений Т этот минимум единственный. Поэтому 

значение дJ[Т, q], совпадающее со среднеквадратичной логрешиостью 
в выполнении условия (7.45), при допустимых распределениях Т(М) и 
q(M) можно рассматривать как критерий, характеризующий степень 
близости этих распределений к истинному решению нелинейной зада­

чи. По изменению этого значения при последовательных приближениях 

к истинному решению ветрудно контролировать сходимость итераци­

онного лроцесса. 

Функционал для неустановившегося лроцесса теплопроводности, 

альтернативный по отношению к (7.43), следует из (7.49) при замене 
в нем и в относящихся к нему граничных условиях qv на iiv,k = 

= qv(M, tk, Т)+ cv(M, Т) (Tk(M)- Tk-l (М))/ дtk (М Е V) и h на h,k = 

= h(P,tk,T), РЕ Sq, где qv(M,tk,T) и f;(P,tk,T)- значения в момент 
времени tk = tk-l + дtk заданных функций, входящих в (7.28) и (7.29) 
соответственно; дtk- промежуток времени (см. 7.4); cv- объе.мнал 

теn4ое.м:х;ость материала тела; Tk-l (М)- темлература в точке М Е V 
в момент времени tk-l· При этом сам функционал (7.49) и все зависящие 
от времени величины следует снабдить индексом k, указывающим 
на то, что рассматривается температурное состояние тела в момент 

времени tk. 
Альтернативный по отношению к (7.44) функционал в случае неод­

нородного анизотропного материала ветрудно построить по той же схе­

ме, что и (7.49). Если ко.мпоненты тензора men4onpoвoдnocmu можно 
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представить в виде л~J>(М,Т) = Aij(M)X(т), i,j = 1, 2, 3 (см. 7.4), то 
вместо (7.49) получим 

Ia[T, q] = _ J ( qi(M)Bij;M)qj(M) _ 

v 

Т(Р) ~ Т -J qi(P)щ(P)JI(P)dS+ J dS J дj2~iT) dT J ;х<Т)(Т')dТ', 
Sт Sq Т. т. 

где qi - проекции вектора q на оси Oxi системы пространствеи­
ных координат; Bij- элементы матрицы третьего порядка, обратной 

матрице с элементами Aiji ni -направляющие косинусы единично­
го вектора n. При выполнении условий (7.42) этот функционал на 
истинном решении достигает максимума. По аналогии с (7 .43) этот 
функционал можно обобщить на случай неустановившегося процесса 

теплопроводности. 

Основная трудность практического использования альтернативных 

функдионалов состоит в сложности построения допустимых распреде­

лений q(M), М Е V U Sq, удовлетворяющих дополнительным условиям 
(7.48). Эту трудность можно преодолеть путем представления q(M) 
через функцию тока теплового потока [34]. 

7.6. Сопряженная задача для неоднородного тела 

В инженерной практике передко возникает необходимость в ана­

лизе температурного состояния узлов и агрегатов теплотехнических 

устройств, состоящих из деталей сложной формы и выполненных из 

разнородных материалов. Тепловой контакт между этими деталями в 

общем случае не является идеальным, а на контактных поверхностях 

могут находиться теплоемкие массы и действовать источники теплоты. 

В таком случае возникает необходимость в построении .математиче­

ской .моде.л.и (ММ) процесса теп.л.опроводности в .,_неоднородном теле с 
учетом выполнения ус.л.овий сопр.нжени.н температурных полей на кон­

тактных поверхностях соприкасающихся деталей. 

Для нелинейной сопряженной задачи теплопроводности в неодно­

родном теле, когда теп.л.опроводность среды зависит и от температу­

ры, и от пространствеиных координат, в общем случае не удается 

построить функционалы, которые бы имели такие же экстремальные 
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свойства, как и функцианалы для нелинейной задачи в однородном те­

ле (см. 7.4 и 7.5). Чтобы и в случае сопряженной задачи использовать 
преимущества двойственной вариационной фор.м.ы ММ и располагать 

критерием для оценки сходимости и погрешности приближенных ре­

шений, целесообразно учитывать зависимость от температуры тепло­

проводности материалов, составляющих неоднородное тело, последо­

вательными приближениями через зависимость от пространствеиных 

координат. Тогда все остальные нелинейные факторы, связанные с про­

цессом теплопроводности, удается учесть непосредственно. 

В каждой части с номером n = 1, N неоднородного тела, состоящего 
из N частей, которые занимают области Vn (рис. 7.10), установившееся 
распределение температуры Tn(Mn) (Mn Е Vn) удовлетворяет диффе­
ренциальному уравнению 

~('~~)(М )дTn(Mn)) + (n)(M Т. (М)) =0 
д л~1 n д Qv n, n n , i, j = 1, 2, 3, 

Xi Xj 
(7.53) 

где л~;) - х:о.м.поненты тензора теп.л.опроводности материала этой 
части в пря.м.оуго.л.ьной систе.м.е х:оординат Ох1х2хз (если материал 

этой части изотропен и имеет теплопроводность Л~Т)(Мn), то Л~j) = 

= Лhт) бij, бij - си.м.во.л. Кронех:ера); qt) - объе.м.ная п.л.отность 
мощности внутренних источников теплоты в этой части неоднородного 

тела. 

Рис. 7.10 

В общем случае поверхность каждой части может включать: уча­

сток Sn, на котором заданынелинейные грани-чные ус.л.овия вида (7.29) 

(7.54) 
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где ni(Pn)- направляющие косинусы вектора n(Pn) внешней нормали 
к поверхности Sn в точке Pn; fn- известная функция своих аргумен­

тов; участок S~, на котором задано распределение температуры 

(7.55) 

и участки контакта S8n, на которых заданы условия теплообмена 

(n) дTn(Pn) ( ) ) \j (Pn) дх. ni(Pn) = fsn Pn,Ts(Ps -Тп(Рп) , Pn, Ps Е Ssn, (7.56) 
J 

с тонкой промежуточной прослойкой, имеющей одинаковую по толщине 

температуру Т8 (Р8 ). Здесь f~ и fsn -известные функции своих аргу­
ментов. В частном случае fsn(Pn, Ts(Ps)- Tn(Pn)) = O'sn(Ps)(Ts(Ps)­
- Tn(Pn)), где asn - ~оэффициент ~онта~тного теn.ttооб.м.ена. 

Передача теплоты вдоль прослойки в силу ее малой толщины не 

учитывается. В прослойке могут действовать источники теплоты, 

мощность которых имеет поверхностную плотность qs(P8 ,T(Ps)), так 
что в прослойке, разделяющей частинеоднородного тела с номерами 

т, n = 1, N, должно выполняться условие теплового баланса 

fsm(Pm, Ts(Ps) -Тт(Рт)) + fsn(Pn, Ts(Ps) -Тп(Рп)) = 

=qs(Ps,T(Ps)), Pm,Pn,PsESsmПSsn• (7.57) 

Здесь символ n операции пересечения множеств означает, что точки 
Pm, Pn и Ps принадлежат одновременно участкам Ssm и Ssn поверх­
ностей контактирующих частей с номерами т и n. Объединим все 
участки контактных поверхностей и обозначим их 8 8 , а точки Рт и Pn 
примем совпадающими с соответствующей точкой Р8 Е 88 , хотя значе­

ния температур Тт(Р8 ), Tn(Ps) и Тs(Р.ч) в общем случае не совпадают 
между собой. 

В частном случае прослойка может разделять две части неоднород­

ного тела, выполненые из одинакового материала, но при этом таким 

частям следует присваивать различные номера. Пусть прослойка лишь 

частично внедрена в область V0 , занятую однородным материалом, 

заполняя узкую щель или трещину. Тогда индексы т и n в (7.57) 
дают возможность различать функции fsa и температуры T0 (Ps) по 
разные стороны от такой прослой:ки. Отметим, "'Что (7.56) и (7.57) в 
случае установившегася процесса теплопроводности обобщают условия 

вида (7.9). 
Таким образом, совокупность уравнений (7.53)-(7.57) является диф­

ференциа.ttьной формой ММ установившегася процесса теплопроводно­

сти в неоднородвом теле. Для построения фун~циона.ttа, в стационар­

ной точ.~е которого будут выполнены все эти равенства, умножим 
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(7.53) на вариацию 8Tn(Mn) (Mn Е Vn) и проинтегрируем по Vn, умно­
жим (7.54) на 6Tn(Pn) (Pn Е Sn) и проинтегрируем по Sn, а (7.56) и 
(7.57) умножим соответственно на 8Tn(Ps) и 8T8 (Ps) (Ps Е 88 ) и про­
интегрируем эти произведения по всем контактным поверхностям 8 8 • 

После сложения всех интегралов получим (аргументы функций опу­

щены) 

~(-J(_!_(л(т_t)дТn) +q(n)) 8TndV + L.J дхi tJ дх . v 
n=I Vn J 

+ j ( A~j>r;::,;n.- !n) OT.dS) + jU,m +/т- q,)OT,dS + 
Sn Sв 

!(( (m)дТm ) ( (n)дTn ) ~ ) S-+ \j дхj ni- fsm 8Tm + \j дхj Щ- fsn uTn d -О. 
s. 

Левую часть этого равенства, иреобразовав в ней первый интеграл 

под знаком суммы при помощи фор.м.у.л.ы Остроградсr.ого - Гаусса и 

приняв во внимание, что 8Tn(Pn) =О при Pn Е S~, можно представить 
как вариацию 8J8 [T,8T] фунr.циона.л.а 

N ( (n) Tn Tn ) 

J8 [T] = ~ j(~:: л~ ~;-jч~n)dт) dV- jds j fndT -
- ~ ~ ~ ~ 

flT8 m flTвn Тв 

- J ( J fsmd(Ь..T) + J fsnd(!::1T) + J чsdT) dS, (7.58) 
s. о о т. 

где Т*- нижняя грань множества ожидаемых значений температуры 

в различных точкахнеоднородного тела; ATsm(Ps) = T8 (Ps)- Tm(Ps) 
и !::1Tsn(Ps) = T8 (Ps)- Tn(P8 ), Ps Е 88 • Если тепловой контакт между 
п-й частью тела и прослойкой является идеальным, то !::1Tsn =О в 
соответствующих точках Р8 • Допустимые для (7.58) распределения 
температуры должны быть непрерывны, кусочно дифференцируемы в 

Vn и должны удовлетворять условиям (7.55). 
Анализ экстремальных свойств функционала J8 [T] показывает [34], 

что на истинных распределениях температуры т~ и т:: он достигает 

минимума при выполнении при n = 1, N условий 

д (п) дf 1 ;~ /т=Т~ ~О, д; /т=т~ ~О, 
(7.59) 

д fsn 1 ~ О дqs 1 ~ О 
дf::1Т llT=T;-т~ ""' ' дТ Т=Т; "" . 
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Если условия (7.59) выполняются не только в стационарной точке, но 
и для любых допустимых значений температуры в различных точках 

неоднородного тела, то этот минимум единственный. Это означает 

единственность решения сопряженной задачи (7.53)-(7.57). 
Аналогично функционалу (7.49) можно построить альтернативный 

по отношению к (7.58) фун-кционал, принимающий вид 

где q~n) - проекции на оси Oxi вектора qn nлотности теnлового 
nото-ка в области Vn; r}7) -элементы матрицы, обратной матрице 
с элементами л~;); (/)п = ~T(8fsn/8(~T)). Допустимые для (7.60) 
распределения Tn, qn и Т8 должны удовлетворять дополнительным 
условиям 

V · qn = q~) в Vn, qin)ni =- fn на Sn,} 
q}n)ni =-!sп и !sm + !sп = Qs на Ss, 

где V- дифференциальный оnератор Га.м.UJI.ьтона. 

(7.61) 

На истинных распределениях т; и q~ функционал (7.60) достигает 
максимума при выполнении условий (7.59). Если эти условия выполня­
ются не только в стационарной точке, но и для любых допустимых 

значений температуры в различных точках неоднородного тела, то 

этот максимум единственный. Для функцианалов (7.55) и (7.60) спра­
ведлива аналогичная (7.51) цепочка неравенств 

ls [Т] ~ ls [Т*] = Is [Т*, q*] ~ Is [Т, q]. 

Разность (7.58) и (7.60) 

N 

~J [Т J = ~ ~ j( ~n) +Л~~) 8Tn) ~~) ( ~n) +Л~~) 8Тп) dV 
s ,q 2~ qt tJ 8х· rtJ qз tJ 8х· 

n=1 Vn J t 
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не зависит от выбора значения Т* и по аналогии с нелинейной зада­

чей для однородного тела (см. 7.5) характеризует степень близости 
рассматриваемых допустимых распределений Tn, Т8 и qn, удовлетворя­
ющих дополнительным условиям (7.55) и (7.61), к истинному решению 
сопряженной задачи. Обобщение на случай неустановившегося процес­

са теплопроводности по отношению к (7.58) и (7.60) можно провести 
аналогично выполненному в 7.4 и 7.5. 

7. 7. Двусторонние оценки интегральных параметров 

Одним из преимуществ двойственной вариационной фор.м.ы .м.ате­

.м.ати-ч.ес-х:ой .м.одели (ММ) процесса теплопроводности является воз­

можность получения двусторонних оценок некоторых интегральных 

параметров, характеризующих этот процесс. Пусть в теле, занимаю­

щем область V, ограниченную поверхно­
стью S, действуют внутренние источники 
теплоты, мощность которых имеет объе.м.­

ную плотность qv(M), зависящую от про-
странственных -х:оординат точки М Е V 8т 
(рис. 7.11). Материал тела примем в об-
щем случае анизотропным с -х:о.м.понента-

.м.и л~Г (М) (i, j = 1, 2, 3) тензора тепло­
проводности в пр.н.м.оугольной систе.м.е -х:о­

ординат Ох1х2хз. Тогда установившееся 
Рис. 7.11 

распределение температуры Т(М) будет удовлетворять дифференци­

альному уравнению вида (7.53) 

дд (л~31_')(М) дТ(М)) +qv(M) =О, М Е V. 
Xi дхj 

(7.62) 

Если материал тела изотропен и имеет теплопроводность )..(Т)(М), то 

в (7.62) .л~J) =)..(Т) бij, где бij - си.м.вол Кроне-х:ера. 
Грани-чные условия на участках Sq ~ S и Sт = S \ Sq поверхности 

тела примем в виде 

Л~J) (Р) д~~~) ni(P) + а(Р)Т(Р) = f2(P), РЕ Sq, 
J 

Т(Р) = fl(P), РЕ Sт, 

(7.63) 

(7.64) 

r де ni - направляющие косинусы единичного вектора n внешней нор­
мали к поверхности тела; а - -х:оэффициент теплооб.м.ена с окружаю­

щей средой, а !1(Р) и !2(Р)- заданные функции. 
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Дифференциа.л.ьной форме (7.62)-(7.64) ММ установившегася про­
цесса теплопроводности соответствует двойственная вариационная 

форма ММ (аргументы функций опущены), которая следует из (7.58) 
и (7.60) в частном случае идеального теплового контакта и отсутствия 
прослоек между частяминеоднородного тела (см. 7.6): 

(Т) 

!( ат >чj ат ) j(a 2 ) J[T] = дхi - 2- дхj - qvT dV + 2т - /2Т dS, 
V Sq 

(7.65) 

(Т) 

I[T,q]=- jq/i~ qjdV- J ftq·ndS- j~T2 dS, (7.66) 

v ~ ~ 

где qi(M), М Е V = VUS,- проекции вектора q пдотности теnдово­
го потох:а на оси Oxi; r;J') -элементы матрицы, обратной матрице с 
элементами >..~J). Фунх:ционад (7.65) допустимо рассматривать на рас­
пределениях температуры Т(М), непрерывных в замкнутой области V, 
удовлетворяющих (7 .64) и имеющих кусочно непрерывные производныв 
в открытой области V, а функционал (7.66)- на непрерывно диффе­
ренцируемых в V функциях q(M), удовлетворяющих доподнитмьным 
усдовиям У' q = qv в V и q · n = о:Т- /2 на Sq, где У' - дифференциадь­
ный оператор Га.м.идьтона. 

Справедлива цепочка неравенств вида (7.51) 

I[T,q] ~ J[T*] ~ J[T], (7.67) 

где Т*(М), М Е V,- истинное распределение температуры, на котором 

функционал J[T] достигает своего наименьшего значения. Для этого 
значения с учетом (7.62)-(7.64) имеем 

2J[T*] =-J qvT*dV + J ft>..~J):; nidS-J /2T*dS. (7.68) 

v ~ ~ 

Выделим несколько характерных случаев оценки интегральных 

параметров. 

1. В области V действуют внутренние истО'lНИКИ теплоты, мощ­
ность которых имеет постоянную объемную плотность qv, а поверх­
ность S состоит из участков Sт с Заданным постоянным значением 
температуры, которое можно принять за нуль отсчета, т. е. ft (Р) =О, 
РЕ Sт, и участков Sq, на которых !2(Р) =О, РЕ Sq (рис. 7.12). В 
частном случае участки Sq могут быть идеально теплоизолированы и 
теплообмен на них будет отсутствовать (а(Р) =О, РЕ Sq)· Возможен 
случай, когда S = Sт либо S = Sq. 
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Рис. 7.12 Рис. 7.13 

При указанных условиях второй и третий интегралы в правой части 

(7.68) равны нулю, и для температуры, усредненной по объему V 
области, получаем 

Т= 2_ fт*dV = -2J[T*]. (7.69) 
V qvV 

v 
Используя соотношения (7.67) и (7.69), находим двустороннюю оценку 

температуры, усредненной по объему V области, в виде - 2
J[T] ~ 
qvV "' 

~Т~_ 2/[T,q] 
"' "' qv V · 

2. Пусть в области V отсутствуют внутренние источники теплоты 
(qv(A1) =О, М Е V), участки Sq поверхности S идеально теплоизолиро­
ваны (J2 (P) =О и а(Р) =О, РЕ Sq), а на остальной части поверхности 
S имеются два не граничащих между собой изотермических участка 
S~ и S~ с заданными значениями температур Т{ и Т{' соответственно 
(рис. 7.13). В этом случае вместо (7.68) получаем 

2J[T*] = T~Q~ +T~'Q~, (7.70) 

где Q~ и Q~- суммарные тепловые потоки, поступающие в область V 
через участки s~ и s~ ее поверхности соответственно, причем 

Q' J '(Т) ВТ* dS Q" = J '~~) ВТ* . dS 
1 = лij Bxj ni ' 1 л:1 Bxj n: · 

str s!j. 

Согласно условию сохранения пшловой энергии при установившем­

ся процессе теплопроводности, Q~ + Q~ =О. Поэтому, учитывая (7.70), 
получаем Q~ = -Q~ = 2J[T*]/(T{- Т{'). Отсюда находим тер.ми'Чесх;ое 
сопротив.леиие тела 

Т' -Т" (Т' - Т") 2 

Rт- 1 1 - 1 1 
- Q~ - 2J[T*] (7.71) 
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между изотермическими участками S!r и S!f. поверхности S. Из (7.67) 
и (7.71) следует двусторонняя оценка значения термического сопроти-
вления: 

(Т' - Т") 2 (Т' - Т")2 
1 1 s::vs:: 1 1 
2J[T] ""~~.т"" 2I[T,q] 

3. В области V отсутствуют внутренние источники теплоты 

( qv (М) = О, М Е V), участки Sт поверхности S являются изотерми­
ческими (!I ( Р) = Т1 = const, Р Е Sт), а на участках Sq происходит 
теплообмен с окружающей средой, температуру которой примем за 

нуль отсчета, т. е. !2(Р) =О, РЕ Sq (рис. 7.14). При таких условиях 
от участков Sт через участки Sq к окружающей среде проходит, со­
гласно (7.68), тепловой поток 

(7.72) 

а термическое сопротивление теплопередаче между участками Sт с 

температурой Т1 и окружающей средой с нулевой температурой равно 

Rт = Т1/Qт =Т[ /(2J[T*]). Отсюда, используя (7.67) и (7.72), получаем 
двусторонние оценки 

и 

4. Пусть по-прежнему в области V отсутствуют внутренние источ­
ники теплоты (qv(M) =О, М Е V), но отсутствует также и участок Sт 
поверхности S, а участок Sq, на котором, согласно (7.63), происходит 
теплообмен с коэффициентом теплообмена а(Р), состоит из двух ча­

стей (рис. 7.15). На части S~ теплообмен происходит с окружающей 
средой, температуру которой примем за нуль отсчета, т. е. j 2 (P) =О, 
РЕ S~; на остальной части S~ = Sq \ S~ имеем f 2 (P) = q~ = const. Тогда 

Рис. 7.14 Рис. 7.15 
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из (7.68) найдем среднюю температуру участка S~: 

т'= _!_jт*dS= -2J[T*] 
2 S' q2S' . 

q S' q 
q 

Из (7.67) и (7.73) следует двусторонняя оценка 

_ 2J[T] ~ Гf'. ~ _ 2/[Т, q] 
S' "' 2 "' S' . Q2q Q2q 

285 

(7.73) 

Если на участке S~ происходит теплообмен со средой, имеющей 
температуру Т~, т. е. q~ = а.'Т~, где а'- постоянный на этом участке 
коэффициент теплообмена, то, используя (7.73), можно найти переда­
ваемый через s~ тепловой поток 

Q' = а'(Т'- т' )S' = 'Т' S' + 2 J[T*] 
2 с 2 q а с q Т' 

с 

и термическое сопротивление теплопередачи 

R'=T~= Т~ 
т Q~ a'T~S~ + 2J[T*]/T{ 

Отсюда, учитывая (7.67), получаем двусторонние оценки среднего 

теплового потока, передаваемого через поверхность S~, и среднего 
термического сопротивления теплопередачи 

2/[Т, q] 'T'S' Q' 2J[T] 'T'S' 
Т' +а с q :::;; 2 :::;; ----т! +а с Q' 
с с 

т~ ~т/~ т~ 
a'T~S~ + 2J[T]/T~ '<: .. "т'<: a'T~S~ + 2/[Т, q]/T{ 

Примеры применения двусторонних оценок можно найти в [34, 37]. 
Цепочка неравенств (7.67) позволяет также получить двусторонние 

оценки эффективной теплопроводности л<Т) поликристаллического ма­
териала, состоящего из хаотически ориентированных анизотропных 

зерен, теплопроводность которых определяет тензор 

с компонентами Лk~) (k, l = 1, 2, 3) в -к:риста.л..л.огра­
фи-чес-к:их осях Ох~. Пусть такой материал занимает 
область V в виде прямого кругового цилиндра ради­
усом R и высотой Н (рис. 7.16) с идеально теплоизо­
лированной боковой поверхностью и изотермически­

ми основаниями, имеющими температуры То при 

х1 =О и Тн при х1 =Н. Истинному распределению 

температуры Т*(М) (М Е V) будет отвечать, со­
гласно (7.71), термическое сопротивление цилиндра 

: 
: 
: 
: 
: 

xl 

~ 
i н 

~о 
о 

Рис. 7.16 

~ 
~ 
> 

~ 
н 

~ 
> 
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Rг =(Т н- То)2 /(2J[T*]) между его основаниями, что соответствует эф­
фективной теплопроводности: 

).(Т)= Н = 2 J[T*]H 
1Г R2 Rг 1Г R2 (Тн- То)2 . 

(7.74) 

В данном случае допустимым для функцианала (7.65) будет линей­
ное по высоте цилиндра распределение температуры Т( х1) = То + 
+ (Тн- То)х1 / Н, которому соответствует единственная составляю­
щая 8Tj8x1 = (Тн -То)/Н градиента температуры. Тогда, учитывая 

(П1.6) и преобразование компонент тензора второго р~тга в соответ­

ствии с (Пl.ll), находим 

J[TJ = ~~ ат л(~) ат dV = ~jл<т) ( ат )2 dV = 
2 axj ~) axi 2 11 ах1 

v v 

= ~ (Тн- То)
2

Jл(Т) dV = ~ (Тн- То)
2

Jл(Т)(З (З dV = 2 н 11 2 н kl k1 11 
v v 

1Г R2 
2 (Т) 1Г R2 

2 (Т) = 2Н (Тн- То) Лkl fЗklfЗll = 6Н (Тн- То) Лkl бkl, (7.75) 

где fЗkl и fЗа -элементы .матрицы поворота репера при переходе от 

кристаллографических осей Ох~ к осям Oxi; бkt- си.м.вол Кроне~ера. 
Для функцианала (7.66) допустимым будет такое распределение 

вектора плотности теплового потока, для которого равны нулю все 

составляющие, кроме Ql вдоль оси Ох1, причем Ql = const. После 

выкладок, аналогичных проведеиным по (7.75), получим 

дl[Т q] u З(То- Тн) 
и из условия -

8
-· - = О наидем q1 = <т> , что в итоге дает 
QI Hrkl бkt 

I[T ] = 31Г R2 (Тн- То) 2 

,q 2 Н (Т) 
· rkl бkt 

(7.76) 

Из (7.67) и (7.74)-(7.76) следует. 3/(rkГбkt) ~;.<Т) ~ лki)бkl/3. В 
случае изотропных по отношению к теплопроводности кристалличе­

ских зерен (например, с кубической кристаллической решеткой) имеем 

шаровой тензор теплопроводности, поэтому нижняя и верхняя оценки 

з~ачения ;.<Т) совпадают. Для поликристаллического материала, состо-
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ящего из зерен с гексагональной плотноупакованной (ГПУ) решеткой 

тензор теплопроводности в кристаллографических осях соответствует 

диагональной матрице третьего порядка с элементами лi'f) = л~~) # 
.../..Л (Т) причем r(T) - r(T) - 1/. Л (Т) и r(T) - 1/Л (Т) В этом случае по-
т- 33 ' 11 - 22 - 11 33 - 33 . 
лучаем 

(Т) (Т) 
3 >..(Т) 2Л11 + Л33 

2/Л(Т) + 1/Л(Т) ~ ~ 3 
11 33 

Для поликристаллического материала типа сплава-смеси, состоя­

щего из разнородных кристаллических зерен, или для композиционного 

материала двусторонние оценки теплопроводности также следуют из 

(7.67): 
N N ( (Т)) I< 
~ 31Jn ~ ).(Т) ~ ~ Лkl nUkl 
~ (Т) "" "" ~ 1Jn 3 ' 
n=1 (rkl )nбkl n=1 

где индексом n = 1, N отмечены параметры компонента материала, 
составляющего в нем объемную долю 1Jn· В предположении статисти­

чески усредненной сферической формы хаотически ориентированных в 

поликристаллическом материале зерен оценку );(Т) для >..(Т), находящу­
юся между верхней и нижней оценками, можно найти из условия [36] 

N 

L (2X(T)бkj + (Л~~))n) -l (>."CT)бjl- (лj'[))n)бkl =О. 
n=1 

Отсюда для материала, состоящего из однородных зерен с ГПУ-решет­

кой, следует 

:ХСТ) = Л~1 1 + (Т) ( ~(Т)) 
1 +8 ~~) . 

~33 

При количественном анализе ММ приближенными методами одним 

из важных интегральных параметров является средне-к:вадрати-ч.нал 

погрешность 

Li2(T) = ~ J (Т(М)- Т*(М)) 2 
dV 

v 
полученного распределения температуры Т(М), М Е V. Рассмотрим 
разность значений функцианалов 

дJ* [Т] = J[TJ _ J[T*] = J ( л~J) ( ат ат _ ат• ат•) _ 
2 8Xi 8Xj 8xi 8Xj 

v 

) J т2- (Т*)2 
-qv(T-T*) dV+ (а 

2 
-f2(T-T*))dS. 

Sч 
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Отсюда, учитывая, что Т* удовлетворяет (7.62) и (7.63), а в силу (7.64) 
Т= Т* на Sт, используя nервую фор.м.у.л.у Грина и обозначая ()=Т- Т*, 

получаем 

(7.77) 

Правая часть (7.77) представляет собой функционал, минимальное 

значение которого равно 

где 3 1 -наименьшее собственное зншч.ение зада~ для однородного 

дифференциального уравнения 

~(..\~1~)(М) д~(М)) +3()(М) =0, М Е V, 
дхi ~ Xj 

с однородными граничными условиями 

Л~J) (Р) д~~) ni(P) + а(Р)О(Р) =О, РЕ Sq и О(Р) =О, РЕ Sт. 
J 

Из (7.77) следует, что К2 (Т) = 2дJ*(Т]/(В1 V). Однако при исполь­
зовании приближенных методов анализа ММ значения дJ*[Т] и 81 не 
известны. Для достоверной оценки логрешиости К2 (Т) достаточно рас­
полагать значениями дJ = J[T]- I[T,q] ~ дJ*[Т] и Щ ~ 81. Тогда 

-2 дJ 
д (Т)~ 2-=,v· 

~1 

(7.78) 

Из (7.65) и (7.66) получим 

J ( (Т) дТ ) (Т) ( (Т) дТ ) 
дJ = qi + \j дхj rij qj + \j дхi dV. 

v 

Нахождение нижней оценки 3~ собственного значения 3 1 рассмотре­

но в П2.4. 

Изложенный подход к построению оценки среднеквадратичной по­

грешности можно обобщить применительно к нелинейной ММ процесса 
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теплопроводности в однородном теле (см. 7.4). Используя (7.38), запи­
шем 

llJ*[1/J] = J.[1/J]- J.[1/J*] = ~ J ((V'1/J)2- (V'1/J*)2) dV-

v ф ф 

- j dV j 7ivd1/J- j dS j ]2 dф, 
V Ф* Sq Ф* 

где 1/J*- функция, минимизирующая функционал (7.38). Отсюда при 
помощи разложений (7.40) и фор.м.у.ttы Остроградс.".ого - Гаусса в 

первом приближении получим 

2дJ*[1/JJ = j ((\78)2 -q'v82)dv- j f~82 ds, (7.79) 

V Sq 

где 8 = 1/J -1/J*. Правая часть (7.79) представляет собой функционал, 
минимальное значение которого равно 

s1 j 8 2 dV = в1 vLS.2(1/l), 
v 

г де LS. 2 ( ф) - среднеквадратичная погрешность полученного распреде­
ления 1/J(M), М Е V = VUS, связанного с распределением температуры 
соотношением (7.36), а §1 - наименьшее собственное значение задачи 
для однородного дифференциального уравнения 

V'28(M) + (q'v(M) + В)8(М) =о, м Е v, 

где \72 - дифферен:циа.ttьный оператор Лan.ttaca, с однородными гра­
ничными условиями 

д~~~) ni- f~(P)8(P) =О, РЕ Sq и 8(Р) =О, РЕ Sт. 

При анализе нелинейной ММ функции q'v(M) и f~(P) не известны, 
но, располагая полученным распределением 1/J(M), М Е V = V U S, их 
можно в первом приближении заменить соответственно функциями 

Oqv(M,1!J)/д1fl/Ф=Ф(M)' М Е V, и дf2 (Р,1!J)/д1!J/Ф=Ф(Р)' РЕ Sq. При этом 
для S1 следует найти гарантированную нижнюю оценку §~ :::;; §1 , а 
значение дJ*[1/J], согласно (7.51) и (7.52), оценить сверху разностью 
дJ[T,q] = J.[1/J]- 1.[1/J,q] (см. 7.4 и 7.5). Тогда с учетом (7.79) получим 
3.2(1/l):::;; 2дJ[T,q]/(B~ V). 



8. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
МОДЕЛИ ЖИДКОСТИ 

Сплошная среда, заполняющая некоторую пространствеиную об­

ласть и рассматриваемая как изолированная тер.модина.мичесх:ая си­

стема, в соответствии с нулевым зах:оно.м тер.модина.мих:и имеет хотя 

бы одно естественное состояние. Характерным свойством вещества 

в жидком и газообразном агрегатных состояниях является то, что оно 

имеет несчетное множество естественных состояний. В качестве по­

стулата считают, что все состояния, для которых плотность р среды 

совпадает с начальным значением ро, являются естественными. Поэто­

му в качестве одного из аргументов ах:тивных пере.менных принимают 

ях:обиан J* = Ро/ р, определяющий в окрестности рассматриваемой точ­
ки изменение плотности среды при ее течении. В этой главе под жид­

х:остью будем понимать как жидкое, так и газообразное агрегатные 

состояния вещества (см. 1.1-1.3). Чтобы различать эти состояния, в 
гидромеханике собственно жидкости часто называют капельными [116]. 

8.1. Жидкость как сплошная среда скоростного типа 

Примем в качестве аргументов ах:тивных пере.менных- .массовых 

плотностей свободной энергии А и энтропии h, тензора напряжений 
;; и вектора q плотности теплового потох:а - реах:тивные пере­

.менные: ях:обиан J* = р/ ро, равный отношению плотности !!. среды 
к значениюров естественном состоянии, тензор сх:оростей V, абсо­
лютную температуру Т и ее градиент {}, т. е. 

A=A(J*,Vkl,T,'!?k), h=h(J*,Vkl,T,'!?k), } 
~iJ. = aij(J*, Vkl, Т, '!?k), Qi = Qi(J*, Vkl, Т, 'l?k), 
z, J, k, l = 1, 2, 3, 

(8.1) 

где Vkt и aij - х:о.мпоненты тензоров V и и соответственно; 'l?k и 
Qi - проекции векторов соответственно iJ и q на оси прямоугольной 
системы х:оординат Ох1х2хз. 

Подставив первое и третье соотношения (8.1) в уравнение (4.11) 
зах:она сохранения энергии (уравнение переноса~энергии), с учетом 
(4.21) запишем 

дА dJ* дА dViJ дА d'!?i 
р дJ* dt- aij\lij + р дViJ dt + р д'l?i dt + 

+ Р(дА + h) dT + pTdh + дqi - qv =О, (8.2) 
дТ dt dt дхi 
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где t - время; qv - объе.м:н.ал n.л.отность мощности внутренних 

источников теплоты. Так как, согласно (3.30), 

где ak - .м.атериа.л.ьные -координаты, определяющие положение -части­

цы жид-кости в на-ча.л.ьной -конфигурации, а Vk - проекции вектора 

скорости на оси Oxk системы nространственных -координат, то 

дА dJ* дА * дА 
р дJ* dt = р дJ* J \tijdij = Ро дJ* \tij&ij. 

Используя это равенство и вычитая (8.2) из неравенства К.л.аузиуса­
Дюге.м.а в виде (4.19), получаем 

_(род·· дА -~··)V:·-p(дA+h) dT _ 
t) дJ* t) t) дТ ' dt 

дА d\tij дА diJi qi дТ 
-р---р-----~0 (83) 

д\tij dt дiJi dt Т дхi 7 
' · 

откуда в силу того, что скорости dT/dt, d\tij/dt и diJi/dt изменения 
реактивных переменных произвольны, следуют достаточные условия 

реализуемости рассматриваемого процесса: 

дА дА дА ( дА • ) qi дТ 
h = - дТ, д\tij =О, дiJi =О, ~ij - Ро дJ* Oij \tij- Т дхi ~О. (8.4) 

Представим каждую функцию из (8.1) в виде 

(8.5) 

где первые слагаемые в правых частях равенств, отмеченные индексом 

(·)
0

, не зависят от Vkl, т.е. представляют собой значения активных 

переменных при Vkl =О, а вторые слагаемые, отмеченные индексом 

(-)(D)' зависят от vkl и обращаются в нуль при \tij =о. Тогда с 
учетом (8.4) получим, что A(D) =О, т. е. А= А0 , а также h(D) =О, 

т. е. h = h0
• Введем диссиnативную фун-кцию дv = ~l.f)Vij и представим 

неравенство (8.4) в виде 

( 
о дАо) qi дТ 

~ij- po&ij дJ* Vij + дv- Т дхi ~О. 

Так как первое слагаемое в левой части этого неравенства линейно 

зависит от \tij, то 

(8.6) 
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Поэтому второй за".;он тер.м.одина.м.и".;и в данном случае принимает 
q· дТ 

вид дv- -;j дхi ~О. Если не учитывать взаимного влияния процесса 
переноса теплоты и диссипации энергии, то получим два неравенства: 

д D = cтff) Vij ~ О и -qi :~ ~ О, причем в случае д D > О говорят о вJСзnой 
жидпост и. 

Жидкость, как правило, изотропна, в связи с этим в линейном 

приближении теюор вJСзnих наnрJСжений имеет компоненты cтff) = 
= Лv Vkkдij + 2J-Lv Vij, где Лv и f.-LD - коэффициенты, аналогичные 
х:онстанта.м. Ла.м.е, причем f.-LD принято называть дина.ми'Чеспой 

(или сдвиговой) вJСзnостью. Основной единицей измерения Лv и 

f.-LD является Па·с. Если принять, что р = -р0дАjдJ* - давление 

жидкости, то с учетом (8.6) получим реологи'Чеспое уравнение 

(8.7) 

характеризующее линейную вJСзnую (или ньютоновспую) жид­

пость. Из (8.7) следует, что при контакте с твердой поверхностью в 
силу конечных значений напряжений возникает зффепт nрилиnаниJС 

частиц линейной вязкой жидкости к этой поверхности, подтвержда­

емый экспериментально и объясняемый наличием сил молекулярного 

сцепления [73]. Это означает, что вектор скорости частицы жидкости, 
находящейся в контакте с твердой поверхностью, совпадает с вектором 

скорости соответствующей точки этой поверхности. 

Если положить А = А( J*, Т) и определить зависимость вектора 
плотности теплового потока от реактивных переменных, например, 

в виде зах:она Био - Фурье, то, учитывая (8.2), (8.4) и (8.7), после 
несложных иреобразований можно получить уравнение теnлоnере­

носа в жидкости [88] 

dT 2 а ( ст) ат ) др 
рее: dt = Лv Vkk + 2J-Lv Vij Vij + дхi \j дхj + qv -Т дТ Vkk, (8.8) 

д2 A(J* Т) 
где Се = -Т дт2 ' - теплое.м.х:ость nри постоянной деформа-

ции. Отметим, что в механике жидкости и газа используют термины 

удельнаJС теnлоемпость nри nостоJСнном рбъеме или изохор­

наJС теnлоемпость, соответствующая изохорному (при постоян­

ном объеме среды) тер.м.одина.м.и-чесх:о.м.у процессу, и обозначение Cv. 

Подставляя (8.7) в уравнения (3.62), получаем уравнениJС На­
вье -- Стопса- Дюгема для вязкой сжимаемой жидпости 

(8.9) 
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где bi - проекции вектора Ь n.л.отности объе.м.ных си.л. на оси Oxi· 
Полная система уравнений, описывающих течение жидкости, в рас­

сматриваемом варианте .м.ате.м.ати-чес-х:ой .м.оде.л.и содержит шесть не­

известных: р, Т, р и три проекции щ вектора v скорости. Для их 
определения необходимо совместно решить уравнения (8.8), (8.9) и 
уравнение неразрывности (3.31), используя уравнение состолнил 

р= р(р,Т). (8.10) 

Согласно (8.7) среднее нор.м.а.л.ьное наnрлжение в жидкости O'kk/3 = 
= -р + 3xv vkk, где XD = Лv + 2p,v/3 - объе.м.наJС 6JСЗпость. Если 
принять, что это напряжение в движущейся жидкости определяется 

(как и в покоящейся) лишь давлением, то приходим к условию Стоп-

са xv =О. При этом с учетом равенства \lij = ~ (:;; + ~~~) из (8.9) 

следуют уравненuJС Навье - Стопса [135] 

dщ др д ( ( дщ дVj)) д (2J.LD дVj) Ь р-+-=- /-LD -+- -- ---- + i· 
dt дхi дхj дхj дхi дхi 3 дхj 

(8.11) 

Если жидпость несжи.м.ае.м.аJС и однородная (р = const, дVjfдxj = 
= 0), а также 1-LD = const, то из (8.9) получим 

где '\1 ж и v; - дифференциа.л.ьные оnераторы Га.м.и.л.ьтона и Лаn.л.аса, 
вычисляемые в системе nространственных -х:оординат с радиус-ве-х:­

торо.м. х. Вместе с (3.31) эти уравнения образуют замкнутую систему 
относительно неизвестных функций v(x, t) и р(х, t), однако не удается 
корректно задать грани-чные ус.л.овил для давления на непроницаемых 

границах области V, в которой рассматривается движение жидкости. 
При сравнительно малой скорости течения жидкости и выполнении 

перавеяства IVjдVi/ дхj 1 « iдщ/ дti говорят о ползучем движении жид­
кости [76], описываемом уравнениями 

которые отличаются от (8.12) отсутствием инерционных сил, вызван­
ных nереносны.м. ус-х:орение.м, частиц жидкости. При bi =О и установив-

др д2v· 
шемся движении (дvifдt =О) имеем дх; = 1-LD дх;д~;. Дифференцируя 
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обе части этого равенства по Xi и суммируя по индексу i, с учетом 

(3.33) получаем 

д2р 8
2 (дvi) --- =J.LD - =0, 

дхiдХi дхjдхj дхi 

т. е. для такого движения давление является гармонической функцией: 

V'~p =о. 
Если существует nomeнцuaJ& В вепmорного nол.в объемных 

сил, т. е. Ь = -У' жВ, то векторную форму (8.12) с учетQм (П1.21) и 
выражения для полной производной dv / dt можно представить в виде 
дvjдt- v х (V' z х v) =-У' z(P/ р + lvl2 /2 +В/ р) + (J.LD/ p)V'~v. Затем 
вычислим ротор левой и правой частей этого равенства и с учетом 

(П1.22) запишем 

д(V' z х v) 
дt -(У' ж· (V'z Х v))v+ (Y'z Х v)Y'z ·v+ (v · Y'z)Y'z Х v-

- (Y'z · (V'z х v))v = 8
8
W + (v · У'ж)W- (W · Y'z)v = 1-LDv;w, 
t р 

(8.13) 

поскольку Y'zXV = W- вектор завихренности, У' ж· (V'zxv) =О как 
смешанное произведение векторов с двумя одинаковыми сомножите­

лями (см. Пl.l), У'ж·V=О в силу (3.33) для несжимаемой жидкости, 
У' z х ((У' zf ( х)) = О для любой дважды дифференцируемой скалярной 
функции f(x) (см. П1.4) и Y'zx(V'~v) = V'~(V'zxv) = V'~W. Так как 
дW jдt + (v ·У' z)W = dW jdt, в итоге получим уравнение nереноса 
завuхренносmu 

dW 2 dt = (W · Y'ж)v+IФV'zW, (8.14) 

где VD = J.LD/ р- пuне.маmuчеспа.в в.взпосmь, м2 jc. 
Исключение давления из системы уравнений снимает и проблему 

формулировки граничных условий для функции р(х, t) на непроница­
емых границах области V, но порождает аналогичную проблему по 
отношению к функции W(x,t). Равенством v = У'жхФ можно ввести 
векторную фунпцuю топа ф, тождественно удовлетворяющую (3.33). 
Тогда с учетом (П1.19) W = Y'zx(Y'zxф) = Y'z(Y'z ·1/i}- V'~ф. После 
подстановки этого равенства в (8.13) получим единственное уравнение 
относительно векторной функции ф(х, t), содержащее ее провзводные 
по пространствеиным координатам до четвертого порядка включитель­

но. Преимущества .математической .моде.л.и, включающей это уравне­

ние, состоит в том, что для функции ф(х, t) удается корректно сфор­
мулировать по два граничных условия в каждой точке поверхности S, 
ограничивающей область V (см. 8.4). 
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8.2. Идеальная жидкость 

Гипотетическую жидкость, полностью лишенную свойства вязко­

сти, принято называть идеальной. Для получения уравнений, описы­

вающих ее движение, достаточно в (8.11) положить J.LD =О. В итоге 
получим уравненu.11 Эй.tr.ера 

dv 
или р dt = - '\1 хР + Ь, (8.15) 

где р - n.ttomнocmь жидкости; щ и bi - проекции векторов v скорости 
и Ь n.ttomнocmu объе.мных cu.tt на оси Oxi системы пространственных 
х;оординат; t - время; р - дав.ttение; '\1 х - дифференциа.ttьный 

оператор Га.ми.ttьтона, вычисляемый в системе пространствеиных 

координат с радиус-вех:торо.м, х. Для неподвижной жидкости из (8.15) 
следуют уравнения дрjдхi = bi, или '\1 хР = Ь, описывающие состояние 

гuдpocmamuчecnoгo равновесu.11. 

Если р зависит лишь от р, т. е. р = р(р), то жидкость называют 

баратроnной и вводят фунпцuю дав.л.енu.11 

р 

1 dp 
Р(р) = р(р)' 

РО· 

(8.16) 

равную работе, совершаемой при движении единицы массы баратроп­

ной жидкости при изменении давления от р0 до р. Во многих приложе­
ниях векторное поле n.ttomнocmu .массовых cu.tt не зависит от времени 
и обладает nomeнv,ua.tto.м В ( х), поэтому Ь / р = - '\1 х В. При перечислен­
ных допущениях, учитывая (П1.21) и выражения для полной производ­

ной dvjdt, запишем векторную форму (8.15) в виде 

(8.17) 

где W = \lxxv- вех:тор завихренности. 

Если из массовых сил действует только сила тяжести, то В= 9h, 
где 9 - постоянное ycnopeнue свободного nаденu.11, а h - вы­

сота, отсчитываемая от некоторого уровня. Величины h, hp = Р /9 и 
hv = lvl 2 /(29) называют наnоро.м соответственно гео.меmрuчеспu.м, 
nьезо.меmрuчеспu.м и споросmны.м [116]. Сумма значений этих на­
поров составляет nо.л.ный наnор Н = h + hp + hv. С учетом введенных 
обозначений вместо (8.17) получим 

дv 
дt + W Х V = -9\lxH. (8.18) 
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Поскольку 'Vж·('Vжxv)='Vж·W=O (см. П1.4), согласно теоре.ме 
Остроградского - Гаусса для области V пространства, ограниченной 
поверхностью S и лежащей в области определения поля скоростей, 
имеем 

j W·ndS=O, 

s 
(8.19) 

г де n - единичный вектор внешней нормали к поверхности S. По­

дынтегральное выражение в (8.19) называют nотопом вихря через 
элемент dS поверхности, векторные линии поля W - вихревыми 

линиями, а поверхность, образованную вихревыми линиями, прове­

деиными через точки замкнутого контура, - вихревой трубпой, 

которую в случае контура, охватывающего бесконечно малую площад­

ку, называют вихревой нитью. 

Пусть dS 1 и dS2 - площадки соседних нормальных сечений ви­

хревой нити, а вектор завихренпасти направлен от dS1 к dS2. Так 

как поток вихря через боковую поверхность вихревой трубки равен 

нулю, то, применяя (8.19) к участку вихревой нити, ограниченному 
рассматриваемыми сечениями, получаем W1 dS1 = W2 dS2 , г де W1 и 

W2 - модули вектора W в сечениях dS1 и dS2 соответственно. Таким 
образом, IWI изменяется вдоль вихревой нити обратно пропорциональ­
но площади ее поперечного сечения. Вихревая нить (или трубка) не 

может оканчиваться внутри жидкости, она или замкнута или окан­

чивается на поверхности, ограничивающей жидкость. Справедлива 

теорема Кельвина (Томсона) о том, что при движении идеальной 

баратропной жидкости в потенциальном поле массовых сил цирку.ttл­

цил вектора скорости по замкнутому контуру остается постоянной во 

времени [76, 116]. Следовательно, такая жидкость обладает свойством 
сохранять безвиzревое движение, определяемое выполнением усло­

вия W = \7 ж х v = О в каждой точке области, занятой этой жидкостью. 

В этом случае векторное поле скоростей обладает потенциалом Ф ( х): 

v(x) = \7 жФ(х). (8.20) 

Отсюда для несжимаемой жидкости с учетом (3.33) получим уравнение 
Лan.ttaca 

(8.21) 

т. е. Ф( х) является гар.монической функцией. 

Для безвихревого движения сжимаемой жидкости из (8.17) и (8.20) 
следует интеграл Лагранжа -Коши [76] 

8Ф В р IV'жФI2 = f() 
at+ + + 2 t, (8.22) 
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г де f ( t) - одинаковая для всей области движения жидкости функция 

времени, определяемая обычно или из грани-ч.ных усдовий, или по 

зависимости от t левой части (8.22) в какой-либо одной точке этой 
области. Еслидвижение жидкостиустановившееся, то дФ/дt= О, f(t) = 
= const и (8.22) переходит в u.нmeгpa.t& Бepнy.t&.t&u. В+ Р + lvl2/2 = 

= const, который в случае несжимаемой жидкости плотностью Ро имеет 
вид 

Polvl2 

роВ+ р + -2~ = const. (8.23) 

Дифференциал функции давления можно представить в виде dP = 
1 d а: d 2 dp dP а: dp ( ) =- р =- р, где а*= -d >0, или -d =- -. Тогда, используя 8.20 
р р р t pdt 

и уравнение неразрывности (3.31), получаем 

(8.24) 

Система уравнений (8.22), (8.24) замкнута относительно неизвестных 
функций РиФ, поскольку а; можно также представить как функцию Р. 

В ряде прикладных задач аэродинамики и акустики течение сре­

ды можно рассматривать как возмущенное относительно известного 

движения или состояния покоя жидкости. Так, при малых возмуще­

ниях относительно состояния покоя, в котором р = ро = const, систему 
(8.22), (8.24) можно линеаризовать, если в (8.22) иренебречь слагаемым 

I'V хФI 2 /2 и положить f(t) =О, а в (8.24) принять а;= аб = ddp \ . То-
Р р=ро 

дФ 1 дР 2 
г да при отсутствии массовых сил получаем -д + Р = О и 2 -д + \7 х Ф = 

t а0 t 
=О. Исключая отсюда Рили Ф, приходим к волновым уравнени..11м 

или (8.25) 

относящимся к дифференциальным уравнениям гиперболического ти­

па. Значение ао в (8.25) является скоростью распространения малых 
возмущений в среде и носит название спорости. звупа. 

При установившихся колебаниях с пекоторой частотой w функцию 
Ф можно представить произведением зависящей только от времени t пе­
риодической функции вида sinwt или coswt (или линейной комбинации 
этих функций) и функции Ф0 

( х), зависящей лишь от пространствеи­

ных координат и описывающей форму волны. Тогда первое уравнение 

(8.25) переходит в уравнение эллиптического типа v;Фо + (w2/а6)Ф0 = 
= О, называемое уравнением Гельмгольца. 
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При взаимодействии идеальной жидкости с непроницаемой грани­

цей области течения, в силу того что со стороны этой границы в 

направлении вектора n нормали к ней на частицы жидкости действу­
ет лишь давление, возможно относительное проскальзывание частиц, 

т. е. в отличие от в.нз-х:ой жид-х:ости отсутствует эффе-х:т npu.ttunaнu.н 

частиц к границе. Поэтому на непроницаемых границах совпадают 

проекции векторов скорости идеальной жидкости и заданной скорости 

V
0 границы на направление нормали, т. е. v · n = V 0 

• n, или (в случае 
безвихревого движения жидкости) (V'Ф) · n = V 0 

• n. При построении 
.м.ате.м.атичес-х:ой .м.oдe.ttu (ММ) течения идеальной жидкости на ее сво­

бодной поверхности должно быть задано давление, а на проницаемых 

границах области - вектор скорости или давление. 

Пусть твердый шар радиусом то и массой т движется поступатель­

но вдоль оси Охз со скоростью v0 в идеальной несжимаемой жидкости 

плотностью ро. Приняв обтекание шара безвихревым и осесимметрич­

ным относительно этой оси, представим (8.21) в подвижной систе.м.е 
сферичес-х:их -х:оординат с началом в центре шара: 

(8.26) 

гдет-радиальная координата;{) Е [0, 1r]- угол, отсчитываемый от 
положительного направления оси Ох3 (рис. 8.1). 

---- хз - --

Рис. 8.1 

На поверхности S шара (при т= то) дФjдт = vocosfJ, что дает 

основание искать решение (8.26) в виде Ф(т,fJ) = R(т)cosfJ, удовлетво-
ряющем (8.26) при условии ~ (т2 d~~r))- 2R(т) =О. Подставляя сюда 
R(т) = тk, находим k(k + 1)- 2 =О, т. е. k1 = 1 и k2 = -2. Таким обра­
зом, R(т) = С1т + С2/т2 . В случае С1 #-О при т-+ оо имеем R(т)-+ оо, 
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что противоречит физическому смыслу, поскольку вдали от движуще­

гося шара жидкость неподвижна. Поэтому Ct =О, а вторую константу 
можно найти из граничного условия при r = ro: с2 = -vor3/2. вито-

тз 
ге получим Ф(r,t?) = -vo

2
:

2 
cost?. Составляющие вектора v скорости 

жидкости при обтекании движущегося шара будут равны 

дФ r3 
Vr = -

8 
= VQ3COS'I?, 

r r 
(8.27) 

Кинетическая энергия жидкости при движении шара с учетом (8.27) 
составит [35) 

где т= 27rpor3/3 -половина массы жидкости, вытесненной шаром. 
Суммарная кинетическая энергия системы <<шар - жидкость» при по­

ступательном движении шара будет Kf =(т+ т)11б/2. Изменение Kf 
за время dt, согласно за.".ону сохранения энергии, равно работе, со­

вершаемой силой Р, приложенной к шару, на перемещении vodt, т.е. 

dKf = Pvodt, или ~ cm+2m)v~) =(т+ т)vо d~o = Pvo. Отсюда полу-
чаем (т+ т) d~o = Р. Таким образом, ММ поступательного движения 
шара массой т в идеальной несжимаемой жидкости плотностью ро 

эквивалентна ММ поступательного движения в вакууме материальной 

точки массой т+ т. В связи с этим величину т называют nрисоеди­

кен:ной .массой шара. 

При поступательном движении в жидкости твердого тела, огра­

ниченного поверхностью вращения, вводят понятия nродолькой и 

nоnере'Чкой nрисоединенкой .массы [76), а в случае произвольного 
движения тела произвольной формы влияние жидкости учитывают вве­

дением mекзора второго ранга позффициекmов nрисоедикеккыж 

.масс [13]. 
Если на поле скоростей, определяемое соотношениями (8.27), на­

ложить поле с составляющими Vr = -vo cos t? и ViJ = v0 sin t? вектора 
скорости, то получим поле скоростей с составляющими 

3 
~ ( r 0 ) Vr = -vo 1- r 3 cost?, 

3 
~ ( ro) щ = vo 1 + 

2
r 3 sin t?, (8.28) 
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которое возникает при установившемся обтекании неподвижного шара 

идеальной несжимаемой жидкостью, имеющей вдали от шара скорость 

vo, направленную противоположно оси Охз (см. рис. 8.1). Приняв 

давление жидкости при r --t оо равным ро, из (8.22) при В= О с учетом 
(8.28) получим на поверхности шара 

pov5 ( 9 . 2 ) p(ro,19) = Ро + -
2
- 1- 8sш 19 , 

т. е. распределение давления симметрично относительно плоскости 19 = 
= 1Г /2. Этот результат носит название napaдonca Да.л.а.м.бера и 

означает, что шар не оказывает сопротивления обтекающему его пото­

ку жидкости или, что равносильно, шар, движущийся поступательно с 

постоянной скоростью, не испытывает сопротивления со стороны жид­

кости, что противоречит всем известным экспериментам и является 

следствием принятого допущения о безвихревом обтекании шара. В 

действительности при обтекании шара потоком жидкости с его поверх­

ности срываются вихри, которые изменяют как поле скоростей, так и 

распределение давления на этой поверхности. 

8.3. Неустановившееся движение 
идеальной жидкости в трубопроводе 

При движении жидкости (или газа) по трубопроводу могут возни­

кать колебания давления и расхода жидкости вследствие пульсаций 

этих параметров на выходе из насоса (или компрессора), нагнетающе­

го жидкость (или газ) в трубопровод, и срабатывания регулирующей 

и запорной арматуры гидравлической (или пневматической) системы. 

Ограничимся рассмотрением неустановившегося движения жидкости 

в прямолинейном горизонтальном трубопроводе, считая ее идеадьной 

(невязкой), но сжимаемой. Сжимаемость жидкости будем характеризо­

вать объемным модулем упругости Хж, который входит в соотношение 

( 
р-ро) 

р=ро 1+~, (8.29) 

связывающее пдотность р жидкости с давдение.м р (р0 - значение 
плотности при давлении ро). Так, для воды Хж = 2,136 ·109 Па при 
температуре 293К и атмосферном давлении. 

Выделим в трубопроводе участок длиной dx (рис. 8.2). Примем, что 
среднее по поперечному сечению трубопровода давление р(х, t) жидко­
сти зависит от координаты х этого сечения и времени t. В соответствии 
с (8.29) для плотности р(х, t) имеем аналогичную зависимость. Так как 
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Рис. 8.2 

стенки трубопровода могут деформироваться под действием давления, 

то площадь F(x, t) поперечного сечения также является функцией х 
и t. Массовый расход жидкости через трубопровод обозначим m(x, t). 
Все указанные функции предполагаем дифференцируемыми по своим 

аргументам. 

С точностью до бесконечно малых более высокого порядка в фикси­

рованный момент времени t в объеме выделенного участка трубопро­
вода находится масса жидкости р(х, t) F(x, t) dx. Из за-х:она сохранения 
.массы следует, что скорость ( д(рF) 1 дt) dx изменения массы жидко­
сти в пределах этого участка равна разности m(x, t)- m(x + dx, t) = 
= - ( дm 1 дt) dx расходов через его входное и выходное сечения соответ­
ственно (см. рис. 8.2). Таким образом, получаем уравнение неразрыв­
ности для движения жидкости по трубопроводу в виде 

д(рF) 
= дt - дх. 

а т 
(8.30) 

Перепад давления между входным и выходным сечениями выделен­

ного участка создает действующую в направлении оси Ох силу 

x+dx 

J 8F(~,t) 
p(x,t)F(x,t)-p(x+dx,t)F(x+dx,t)+ p(~,t) Щ d~, 

х 

причем интеграл соответствует проекции на эту ось равнодействукr 

щей сил давления со стороны стенок трубопровода. В соответствии с 

за-х:оно.м сохранения -х:оличества авижения эта сила равна скорости 

d x!+dx d x!+dx . 
= dt p(~,t)v(~,t)F(~,t)d~= dt m(~,t)d~ 

х х 

изменения в этом направлении -х:оличества авижения массы жидко­

сти в объеме V выделенного участка ( v - проекция вектора скорости 



302 8. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ЖИДКОСТИ 

жидкости на ось Ох, v- среднее значение этой проекции по поперечно­

му сечению трубопровода). В итоге, отбросив бесконечно малые более 

высокого порядка, запишем 

д(рF) дF др drh 
---dx+p-dx=-F-dx= -dx. 

дх дх дх dt 

Если неустановившееся движение жидкости в трубопроводе рассма­

тривать как возмуuценное относительно известного установившегася 

движения или состояния покоя, то при малых возмуuцеНИ.sJХ полную 

производную по времени в последнем равенстве можно заменить част­

ной производной. Тогда получим 

дrh(x, t) = -F( ) др(х, t) 
дt x,t дх . (8.31) 

Зависимость F от р в предположении линейной упругости материа­
ла стенок трубопровода можно представить в виде, аналогичном (8.29): 

F = Fo( 1 + х(Р~ Ро)), (8.32) 

где Fo - плоuцадь поперечного сечения трубопровода при давлении 

ро; Е - модуль упругости при растяжении материала стенок, а 

коэффициент Х зависит от формы поперечного сечения и толuцины 

стенок. Так, для толстостенной трубы с внутренним радиусом r и 

толuциной стенки h при давлении Ро увеличение давления на др при 
отсутствии осевой силы приводит к радиальному перемеuцению [145] 

на внутренней поверхности трубы (здесь v - "'оэффициеит Пуассона 

материала стенки). Это вызывает прираuцение дF = 7r(r + дr) 2 - 7rr2 

плоuцади поперечного сечения. В итоге, пренебрегая величиной дr, 

малой по сравнению с r, получаем 

F = р, (1 2rдr+ (дr)2) ""'R (1 2(1 2r/h ) др) 0 + r2 ""' 0 + +v+ 1+h/(2r) Е · 

Сравнивая это выражение с (8.32), заключаем, что х ~ 2(1 + v) + 

+ 
1 
+2~~~2r). Для тонкостенной трубы с круглым поперечным сечением 

при h « r и v ~ 1/2 получим х ~ 2rfh. 
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в (8.29) и (8.32) (р- ро)/ Иж « 1 и х(р- Ро)/ Е« 1. Следовательно, 

д(рF) = R (~ Х ~)др~ Fo ( 1 Х><ж) др 
дt Ро 0 ><ж + Е + ИжЕ дt afi + Е дt ' (8.33) 

где ао = J ><ж/ Ро- с-х:орость зву-х:а внеограниченном объеме жидкости 
при давлении р0 . В трубопроводе благодаря деформированию его стенок 

скорость звука в жидкости меньше ао и равна 

а о 
а = ---г==== 

J1+х><ж/Е. 
(8.34) 

Например, для стальной трубы внутренним радиусом r = 16мм, тол­
щина стенки которой равна h = 5мм, при Е= 2 ·1011 Па и v = 0,3 
найдем х ~ 8,135 и для воды при ао ~ 1483м/с получим а~ 1422мjс, 
т. е. скорость звука уменьшается примерно на 4%. Но для тонкостен­
ной алюминиевой трубы внутренним радиусом 100мм, толщина стенки 

которой равна h. = 2 мм, имеем х = 2r / h = 100, и при Е= 7,2 · 1010 Па ско­
рость звука в воде, находящейся в такой трубе, составит а ~ 7 45 м/ с, 
что почти в 2 раза меньше скорости звука в неограниченном объеме. 

Для трубопровода с изменяющимися по его длине площадью Fo ( х) 
поперечного сечения и толщиной стенок коэффициент х зависит от х. 

Поэтому а= а(х), и с учетом (8.33) и (8.34) вместо (8.30) запишем 

Fo(x) др(х, t) дrh(x, t) _;:__...:....__..:.. = 
а2 (х) дt дх 

(8.35) 

Дифференцируя (8.35) по t, а (8.31) по х, можно исключить т и 

записать 

д2р(х, t) = а2 (х) !.___ (F(x t) др(х, t)). 
дt2 Fo(x) дх ' дх 

Наоборот, исключая р, находим 

~ ( 1 дrh(x, t)) = !.___ ( а2 (х) дrh(x, t)). 
дt F(x, t) дt дх Fo(x) дх 

В случае трубопровода с постоянными по его длине поперечным сече­

нием и толщиной стенок имеем а(х) =а= const и Fo(x) = Fo = const. 
При этом в силунеравенства х(р- ро)/ Е« 1 можно принять F ~ Fo. 
Тогда получим одномерные волновые уравнения 

д2rh(x, t) 2 д
2rh(x, t) 

дt2 =а дх2 . (8.36) 
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Рассмотрим некоторые варианты граничных условий на концах 

трубопровода. В концевом сечении трубопровода при х = О может быть 
задан закон изменения во времени t давления жидкости, т. е. р(О, t) = 
= po(t). В этом случае из (8.35) получим 

дm(О, t) Fo(O) dpo(t) 
дх = - а2(О) -;л-

(здесь и далее для аналогичных ситуаций запись дm(О, t)jдx означает, 

что частная производпая по х вычислена при х = О). В частном случае 
ро ( t) = р0 = const имеем дm( О, t) / дх = О. Если конец трубопровода при 
х =О закрыт, то m(O, t) =О. Тогда в соответствии с (8.31) др(О, t)jдx = 

=О. При задании в этом сечении массового расхода жидкости в виде 

зависимости m(O, t) = m0(t) из (8.31) следует 

F(O, t) др~; t) =- dm;t(t). 

В концевом сечении трубопровода с координатой х = l может быть 
установлен демпфер - устройство, в котором объем жидкости изменя­

ется в зависимости от ее давления. Если изменение д V этого объема 
происходит за счет упругости стенок демпфера, то, пренебрегая инер­

цией стенок, д V можно считать пропорциональным изменению др 
давления жидкости, причем д V /Vo = К (р- Ро) / Ро = К др/ Ро, г де Vo -
объем жидкости в демпфере при давлении ро, а К - безразмерный 

коэффициент пропорциональности. Тогда с учетом (8.35) получим 

dд V KV0 др(l, t) a2 (l)KVo дm(l, t) 
di=p;; дt poFo(l) дх 

Но скорость изменения объема жидкости в демпфере равна объемному 

расходу жидкости через сечение трубопровода при х = l, т. е. dд V / dt = 
= m(l, t)/ p(l, t), и в итоге 

"(l) a2 (l)p(l,t)KVoдm(l,t)_ 0 т ,t + - . 
poFo(l) дх .,. 

Отметим, что при установке демпфера в концевом сечении с координа­

той х = О при dд V / dt > О объемный расход жидкости через это сечение 
отрицателен и поэтому 

m(O, t) _ а2 (0)р(О, t) KVo дт(О, t) =О. 
poFo(O) дх 
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Демпфер может представпять собой полость объемом V*, частично 
заполненную газом (воздухом). При повышении давления р жидко­

сти газ сжимается, что приводит к увеличению объема V, занятого 
в таком демпфере жидкостью. Связь V и р зависит от тер.м.оди­

иа.м.ичесх;ого nроцесса сжатия газа. При изотер.м.ичесх;о.м. nроцессе 

p(V*- V) = Po(V*- V0 ), поэтому в случае малых изменений давления 
по сравнению со значением Ро имеем 

dV = Po(V* _ Vo) dp ~ V*- Vo dp. 
dt р2 dt Ро dt 

Поскольку dдVjdt = in(l,t)/p(l,t) в сечении трубопровода с координа­
той х = l, то с учетом (8.35) получим 

. (l ) a
2 (l)p(l, t)(V*- V0 ) дin(t, l) _ 

т ,t + poFo(l) дх -О. 

В гидравлических системах часто 

встречаются разветвленные трубопро­

воды. Пусть концевые сечения n тру­
бопроводов объединены в один узел, от 

которого ведется отсчет координат Xi, 

i = 1, n, вдоль оси каждого трубопрово­
да (рис. 8.3). Тогда в этих сечениях в 
любой текущий момент времени t давле­

ние жидкости одинаково, т. е. Pt(O,t) = 
= ... = Pi(O,t) = ... = Pn(O,t) при Xi =О, 

Рис. 8.3 

i = 1, n, что с учетом (8.35) позволяет написать равенство 

а~ (О) дin1 (0, t) 
Fot(O) дх 

а;(о) дini(O, t) а~(О) дinn(O, t) 
... = Foi(O) дх = ... = Fon(O) 8х 

Кроме того, в узле равна нулю алгебраическая сумма массовых рас­

ходов: 

п 

L: ini(O, t) =О. 
i=l 

Отсюда в соответствии с (8.31) следует, что 

tFi(O,t)8pi(O,t) =0. 
i=l дх 

В большинстве случаев граничные условия в концевых сечениях 

трубопроводов удается сформулировать относительно искомой функ­

ции in(x, t) массового расхода жидкости. Поэтому в .м.ате.м.атичесх;ую 
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.м.оде.л.ь (ММ) неустановившегося движения жидкости в трубопроводах 

помимо таких граничных условий должны входить второе уравнение 

(8.36) и начальные условия, включающие распределения по длине ка­
ждого трубопровода в момент времени t = О, примимаемый за началь­
ный, расхода жидкости и скорости его изменения. Однако на практике 

обычно известны начальные распределения т(х,О) = то(х) и р(х,О) = 
= р0 

( х) расхода жидкости и давления соответственно. В этом случае 
из последнего равенства при помощи (8.31) и (8.32) получим необходи­
мое для завершения построения ММ начальное условие дт(х,О)jдt = 
= -F(х,О)др0 (х)jдх. При определении собственных частот и фор.м. 

х:о.л.ебаний жидкости в трубопроводах и анализе установившегася про­

цесса колебаний под действием внешних возмущающих факторов необ­

ходимость в задании начальных условий отпадает. После нахождения 

функции т(х, t), как правило, несложно установить зависимость р(х, t) 
давления жидкости от времени и от координаты. 

Пусть трубопровод длиной l имеет постоянные площадь Fo попереч­
ного сечения и толщину стенки, т. е. для скорости звука в жидкости, 

находящейся в этом трубопроводе, имеем а= const. В момент време­
ни t = О давление и массовый расход жидкости постоянны по длине 
трубопровода и равныРои то соответственно. При t >О на одном кон­
це трубопровода (при х =О) поддерживается постоянное давление р0 , 

т. е. р(О, t) = ро, а другой его конец (при х = l) перекрывают. В этом слу­
чае искомая функция т(х, t) должна удовлетворять второму уравнению 
(8.36), однородным граничным условиям дт(О,t)jдх =О, т(l,t) =О и 
начальным условиям т(х,О) =то и ат(х,О)/дt =О. 

Искомое решение сформулированной краевой задачи представим в 

виде т( х, t) = Х ( х) Т( t). Подставляя это равенство во второе уравнение 
(8.36), получаем а2 Х"(х)/ Х(х) = T"(t)/T(t) = J3 = const. Отсюда следу­
ют два линейных обыкновенных дифференциальных уравнения (ОДУ) 

второго порядка 

а2 Х"(х)- JЗХ(х) =О, T"(t)- JЗT(t) =О. (8.37) 

Общее решение Х(х) = С1 ch( ...f!Jxja) + C2sh( ...f!Jxja) первого из них 
должно удовлетворять граничным условиям в виде X'CQ) =О и X(l) = 
=О. При любом значении J3 >О Из граничных условий следует, что 
С1 = С2 = О. Значение J3 = О также приводит к равенству С1 = С2 = О. 
Нетривиальные решения этого ОДУ существуют, если О > J3 = -у;2 . В 

этом случае общее решение ОДУ принимает вид Х(х) = D1 cos(y;xja) + 
+ D2sin(y;xja). Из первого граничного условия имеем D2 =О, а из 
второго граничного условия следует, что D 1 -=/=О, если cos(y;lja) =О, 
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т. е. Wk = 1ra(2k -1)/(2l), k Е N. Таким образом, Wk являются собствеи­
иы.ми зишчеиил.ми, а Xk(x) = cos(wkx/l) - собственными функциями 
рассматриваемой краевой задачи [35]. 

Теперь общее решение второго уравнения (8.37) при (3 = -v.;~ можно 
записать в виде Tk(t) = ak cosv.;kt + bksinwkt, причем, согласно второму 
начальному условию, bk =О. Общее решение второго уравнения (8.36) 
запишем как суперпозицию всех решений вида Tk(t)Xk(x), т. е . 

. ( ) ~ (2k- 1)1rat (2k -1)1rx 
т х, t = L." ak cos 

2
l cos 

2
l . 

k=1 

Первое начальное условие приводит к равенству 

. ( ) ~ (2i -1)1ГХ . 0 
т О,х = L...."щcos 

2
l =т . 

i=l 

(2k- l)1ГХ 
Умножая среднюю и правую части этого равенства на cos 

2
l и 

интегрируя по отрезку [0, l], с учетом ортогональности собственных 

функций [85] получаем 

00 l 1 
~ J (2k- 1)7ГХ (2i- 1)1ГХ d J 2 (2k- 1)1ГХ d 
L." Ui COS 

2
[ COS 

2
[ Х = Uk COS 2[ Х = 

i=l о о 

l 

_ akl _ j . о (2k -1)1rx d _ 2lm
0 

(-1)k+l 
- 2 - т cos 2l х- (2k -1)7Г 

о 

и в итоге находим искомую функцию 

. ( ) 4m0 ~ ( -1)k+1 (2k -1)1rat (2k -1)1Гх 
т х, t = --;;:- L." 2k- 1 cos 2l cos 2l о 

k=1 

Зависимость давления жидкости от t и х определим при помощи 
(8.35): 

t 

!( а2 дm(x,t)) 
p(x,t)=po+ -Fo дх dt= 

о 

4m0a~(-1)k+l. (2k-1)7tat. (2k-1)1Гх 
= Ро + 7Г Fo L." 2k - 1 sш 2l sш 2l . 

k=1 
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Давление жидкости на перекрытом конце трубопровода равно 

(о t)- 4тоа ~ 1 . (2k- 1)7rat 
Р ' - Ро + 1r Fo L....J 2k - 1 sш 2l · 

k=1 

(8.38) 

Петрудно убедиться, что сумма ряда равна тоа/Fо при t Е (0, 2l/a) и 
-т0а/ Fo при t Е (2l/a, 4l/a). Это означает, что сразу после перекрытия 
сечения трубопровода в его сечении при х = l скачком возрастает да­
вление жидкости на величину Ь..р* =то а/ Fo и сохраняет это значение 
в течение интервала времени Ь..t = 2l/a, равного времени распростра­
нения возмущения от одного конца трубопровода до другого и обратно. 

Затем давление также скачком уменьшается на величину 2Ь..р* и т. д. 

Полученное приращение давления Ь..р* при перекрытии трубопровода 

согласуется с известной фор.м.у.л.ой Жуповспого Ь..р* = paw [116] для 
гидрав.л.ичеспого удара, где w =то j(pF0 ) -средняя в поперечном 

сечении трубопровода скорость движения жидкости перед его перекры­

тием. 

При анализе явления гидравлического удара в трубопроводе наряду 

с полученным выше решением в виде стоячих волн удобно использо­

вать общее решение уравнений (8.36), описывающее распространение 
возмущений в виде бегущих волн [85]: 

{ р(х, t)- Ро = !1 (х- at) + !2(х + at), 
т(х, t)- то= 91(х- at) + 92(х + at), 

(8.39) 

где JI, !2, 91, 92- произвольные дважды непрерывно дифференциру­

емые функции. 

Пусть в момент времени t = О в сечении х = l трубопровода возни­
кают возмущения установившихся значений давления ро и массового 

расхода жидкости то, вызванные перекрытнем этого сечения. Возму­

щения, равные Ь..р* =то а/ Fo и тh = -то, начинают в виде бегущих 
волн распространяться со скоростью а к открытому концу трубопрово­

да. При этом, используя (8.39), получаем р(х, t) = Ро + Ь..р*, т(х, t) =О 
при at < l- х и p(x,t) = Ро, т(х,t) =то при at > l- х, х Е (0, l). В 
момент времени t* = (l- х*)/а < l/a распределения p(x,t) и т(х,t) по 
длине трубопровода имеют ступенчатый характер (рис. 8.4). В зоне 
повышенного давления происходит возрастание в соответствии с (8.29) 
плотностир жидкости и увеличение в соответствии с (8.32) площади 
F поперечного сечения трубопровода по сравнению с площадью Fo при 
давлении ро. 

В момент времени t = l /а при достижении бегущими волнами 
открытого конца трубопровода по всей его длине давление равно 
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m 
• о 

т 

~ 
- о • l: х Xl 
- - 1 

-р 
1 1 
1 1 

- ._. 
н --Ро Ро+6.р • - --
-о • l х х 

Ро~ - -f" 
Рис. 8.4 

Ро + др*, а расход жидкости равен нулю, т. е. жидкость неподвижна. 
Но в соответствии с граничным условием в сечении х = О давление 
равно р0 и поддерживается постоянным, например, за счет постоянного 

уровня Н жидкости в сосуде (см. рис. 8.4). Это приводит к тому, 

что в момент времени t = l /а в сечении х = О возникает возмущение 
давленияРо- (Ро + Ь.р*) = -Ь.р*, которое в виде отраженной бегущей 
волны начинает распространяться со скоростью а к закрытому концу 

трубопровода. 

Распределение давления по длине трубопровода в момент времени 

t* = (l + х*)/а < 2lja показано на рис. 8.5. При х Е (О, х*) возмущения 
давления разных знаков взаимно уничтожаются и давление принима­

ет значение р0 • При этом плотность жидкости и площадь поперечного 

сечения трубопровода принимают начаЛьные значения ро и Fo соответ­
ственно. Это вызывает отраженную от открытого конца трубопровода 

бегущую волну возмущения расхода жидкости -m0 ,т.е. жидкость при 

х Е (0, х*) движется в направлении, противоположном начальному. 

m 
• х 

- о ~ l: х 
--•о 1 
_т 

1 1 
1 

н 

_р 

~ --Ро Ро+6.р • ---
-о • z~ х 
Ро~ 

х 

f"' 
Рис. 8.5 

При достижении отраженными бегущими волнами в момент време­

ни t = 2l /а закрытого конца трубопровода давление по всей его длине 
равно р0 , а расход жидкости равен -m0

• Но в силу граничного усло­

вия m(l, t) =О в этот момент времени при х = l возникнет возмущение 
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расхода жидкости т(l, t)- ( -т0) =то обратного знака, которое в ви­

де отраженной бегущей волны начнет распространяться к открытому 

концу трубопровода. Однако этот процесс реально возможен лишь при 

выполнении некоторых условий. 

Дело в том, что благодаря инерции жидкости, вытекающей в мо­

мент времени t = 2l 1 а из трубопровода через его открытый конец, в 
сечении х = l возникнет отраженная бегущая волна с возмущением да­
вления -!::.р*. Если окажется, что Ро - !::.р* ~ Рн.п, где Рн.п - давление 

насыщенных паров жидкости, то в ней начнется процесс образования 

пузырьков пара, называемый павиmацией. Так, для воды Рн.п = 600 Па 
при температуре 273 К и Рн.п = 3200 Па при температуре 298 К. Зна­
чение средней плотности образующейся двухфазной паражидкостной 

смеси уменьшается по сравнению со значением ро, что приводит к уве­

личению давления и последующему захлопыванию пузырьков, вызыва­

ющему микроразрушения стенок трубопровода, если такое захлопыва­

ние происходит на их поверхности. Двухфазная газажидкостная смесь 

может возникнуть и в случае, когда в жидкости растворен какой-либо 

газ (например, воздух). Ясно, что рассматриваемая ММ распростра­

нения возмущений в однородной жидкости не применима к двухфазной 

смеси и сохраняет адекватность при условии Ро- !::.р* > Рн.п· 
Если указанное условие выполнено, то в момент времени t = 3l 1 а 

бегущие волны с возмущениями -dp* и то достигнут открытого конца 
трубопровода. При этом по всей его длине давление равно Ро - !::.р*, рас­

ход жидкости равен нулю, а значения плотности р жидкости и площади 

F поперечного сечения меньше начальных значений. В силу гранично­
го условия р(О, t) =Ров этот момент времени в сечении х =О возникнет 
возмущение давления Ро - (Ро - !::.р*) = !::.р*, которое в виде бегущей 

волны начнет распространяться к закрытому концу трубопровода и до­

стигнет сечениях= l в момент времени t = 4lla. Одновременно будет 
происходить увеличение значений р и F, что вызовет распространение 
в том же направлении бегущей волны возмущения расхода жидкости 

то. В результате при t = 4lla по всей длине трубопровода давление и 
расход жидкости примут значения Ро и то, равные начальным. В этот 

момент времени в сечении х = l .снова возникнут возмущения давления 
!::.р* и расхода жидкости -т0 и описанный процесс их .распространения 

будет повторяться. 

Отметим, что у закрытого конца трубопровода знаки возмущения 

давления в прямой и отраженной бегущих волнах одинаковы, а знаки 

возмущения расхода жидкости противоположны. При отражении бе­

гущей волны от открытого конца трубопровода, наоборот, возмущение 

давления изменяет знак, а возмущение расхода жидкости его сохраняет. 
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Если зафиксировать некоторое промежуточное сечение х = х* трубо­
провода, то изменения в нем во времени t давления и расхода жидкости 
будут иметь вид, показанный на рис. 8.6, т. е. совершать колебания 

с периодом 41/ а. В действительности вследствие сопротивления при 
движении реальной (вязкой) Жидкости в трубопроводе эти колебания 

постепенно затухают, поэтому давление жидкости в трубопроводе стре­

мится к р0 , а расход жидкости- к нулю. 

t 

Рис. 8.6 

Рассмотренный подход к анализу явления гидравлического удара 

можно использовать для нахождения распределения давления по длине 

трубопровода при постепенном перекрытии его сечения х = l [35]. 

8.4. Движение вязкой несжимаемой жидкости 

При одномерном прямолинейном движении частиц динейной в.нз­

х;ой несжимаемой жидх;ости примем, что в пр.нмоугодьной системе 

х;оординат Ох1х2х3 проекции вектора v скорости на оси этой системы 
vt = v2 =О. Тогда из уравнени.н неразрывности (3.33) следует дvз/дхз = 
=О, т. е. v3 = vз(х1 ,х2 , t), а из (8.12) при i = 1, 2 и отсутствии объемных 
сил (bi =О) получим, что давдение р не зависит от координат х1 и х2. 
В этом случае с учетом равенства dvз/ dt = дvз/ дt + vз дvз/ дхз = дvз/ дt 
из (8.12) при i = 3 следует 

дvз д2vз 1 др 
---vv =---- i=1,2, 
дt дхiдхi р дхз' 

(8.40) 

где t - время; vv и р - х;инематич.есх;а.н в.нзх;ость и nдот'Н.ость 

жидкости, значения которых приняты постоянными. Так как vз не 

зависит от хз, то при таком движении жидкости др/ дхз может зависеть 
лишь от времени, а в случае установившегася движения дрjдхз = const, 
т. е. давление изменяется линейно вдоль оси Охз. 
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В .мате.матичесх:ую .моде.ttь (ММ) прямолинейного движения жид­

кости помимо (8.40) входят нача.ttьные и граничные ус.ttовил для иско­
мой функции vз ( х1, х2, t) и заданная зависимость давления от времени 
при каком-либо значении хз. Эта ММ описывает так называемое ла­

минарное (слоистое) течение жидкости в прямолинейных каналах 

постоянного поперечного сечения площадью F = const. При установив­
шемся течении произведение Ь..рF = -lFdpjdxз, где Ь..р - nерепад 

давлепил в жидкости на пекотором выбранном участке канала дли­

ной l, равно суммарной силе, уравновешиваемой силами сопротивления 
движению вязкой жидкости со стороны стенок канала. 

Рассмотрим один из простых случаев установившегося течения, на­

зываемого течением Куэтта, когда канал в виде плоской щели с 

шириной зазора 2h образован двумя параллельными между собой и 
осью Ох3 инеограниченными в наnравлении оси Ох1 плоскими стен­
ками (рис. 8.7). Тогда vз = vз(х2) и (8.40) становится обыкновенным 
дифференциальным уравнением (ОДУ) 

d2vз Ь..р 
dx~ = - f.LDl = const. (8.41) 

Пусть стенка с координатой х2 = -h движется со скоростью v*, а стенка 
с координатой х2 = h - со скоростью v*. Тогда для (8.41) в силу 

эффе~та при.ttипанил частиц жидкости к стенкам получим граничные 

усАовил vз( -h) = v*, vз(h) = v* и решение 

( ) 
_ v* + v* (v*- v*)x2 Ь..р(h2 - х~) 

Vз Х2 - 2 + 2h + 2f.LD[ . (8.42) 

На рис. 8.7 приведены зависимости vз(x2)/v* при v* =О и различных 
значениях параметра 'Г/р = h2f)..pj(2f.LDlv*). 

При неподвижных стенках и Ь..р >О из (8.42) находим максималь­
ную скорость жидкости v = v3 (0) = h2Ь..pj(2f.LDl), объемный расход 

xz 

0,4 

v• -

0,8 

Рис. 8.7 

1,2 
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жuдnocmu, приходящийся на единицу ширины канала, 

h 

J 2t::.p 3 
Qж = vз(х2) dx2 = --l h 

Зр.v 
-h 

и среднюю скорость в канале v= Qж/(2h) = h2 t::.pj(Зp.vl) = 2v/3. 
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В рассматриваемом случае отличны от нуля лишь компоненты 

V2з = Vз2 =! dv~(x2 ) тензора скоростей, поэтому, согласно (8.7), отлич­
ны от нуля ~ол:~о компоненты a~f) = a~f) = 1-LD dvdз(x2 ) тензора вязких 

Х2 

наnряжений. На неподвижных стенках (при х2 = ±h) это приводит к 
возникновению пасате.л.ьных наnряжений т= (hjl)t::.p, действующих со 
стороны стенок на жидкость в направлении, противоположном оси Охз, 

и создающих conpomuвлeнue движению, называемое гuдравлuче­

спu.ч и характеризуемое отношением Rг = D.p/Qж. В данном случае 
Rг = 3p.Dl/(2h3

). 

При течении жидкости в трубе с круглым поперечным сечением 

радиусом ro вместо (8.41) получим ОДУ 

~ !!._ (r dvз(r)) = - t::.p = const (8.43) 
r dr dr p.vl ' 

где r- радиальная координата, отсчитываемая от оси трубы, с гра­

ничными условиями dvdз(r) 1 =О и vз(ro) =О, что приводит к сле-
т r=O 

~p(r2 r2) 
дующему решению: v3(r) = 4~_;;; . В этом случае касательное 

напряжение, действующее на жидкость со стороны стенки трубы и 

направленное противоположно оси Охз, т= /-LD) dvdз(r) 1 = r
2

ol t::.p, мак-
r r=ro 

симальпая скорость v = vз (О) = r~ ~Pl , а объемный расход жидкости 
4JLD 

то 

J 7rr6t::.p 
Qж = 271" vз(r)rdr = 81-Lvl , 

о 

_ Qж r~~p v R ~р 8!-Lnl И v = - 2 = -- = - и г = - = - 4-. спользуя соотношение 
7tT0 8!-Lnl 2 Qж 7tT0 

t::. _ Лгl pv
2 

(8.44) 
Р- d 2 ' 

где d = 2ro, кроме гидравлического сопротивления Rг канала вводят 
коэффициент Лг сопротивления движению жидкости. Из полученных 

результатов следует, что для круглой трубы 

).. - 2d t::.p - 64 ( ) 
г- lpv2 - Re' 8.45 



314 8. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОЛЕЛИ ЖИДКОСТИ 

где Re = vdfvv - чис.ло Рейн.о.льдса, характеризующее соотноше­

ние между силами инерции и силами вязкости при течении жидкости. 

Значение Re используют в качестве критерия, устанавливающего гра­
ницу сохранения ламинарного течения в канале. Для круглой трубы 

принимают, что течение сохраняется при условии Re ~ 2300, хотя при 
снижении возмущений на входе в трубу с достаточно гладкой поверх­

ностью стенки удавалось сохранить ламинарный режим течения при 

Re ~ 50000 [116]. При более высоких значениях Re происходит потеря 
устойчивости ламинарного режима и течение переходит в mурбу­

.лен.mн.ое, при котором частицы жидкости совершают неустановивши­

еся беспорядочные движения по сложным траекториям [113]. 
Точное решение в аналитической форме удается получить для те­

чения вязкой жидкости в цилиндрических каналах с поперечным сече­

нием в виде кругового кольца, прямоугольника, равностороннего тре­

угольника и эллипса [76]. Для оценки сопротивления цилиндрических 
каналов с произвольным поперечным сечением площадью F использу­
ют (8.44) и (8.45), но в (8.44) и в выражение для Re вместо диаметра 
d = 2ro круглого поперечного сечения подставляют так называемый 
гидрав.личеспий диа.меmр dг = 4F/Пж, где Пж- <<смоченная>> жид­

костью часть периметра контура поперечного сечения канала. Ясно, 

что для трубы с круглым поперечным сечением dг = d. Однако такая 
оценка значения Аг может оказаться слишком грубой. Например, для 

рассмотренной выше плоской щели dг = 4h и, согласно (8.44) и (8.45), 

д _ 
64 

l pv2 _ 2J.Lvlv _ J.LvlQж 
р- vv dг 2vdг - -,;г- - h3 

т. е. др/Qж = J.Lvlfh3 , что в 1,5 раза меньше значения Rг, которое следу­
ет из точного решения. Этот пример показывает, что гидравлическое 

сопротивление канала при ламинарном течении надежнее находить пу­

тем непосредственного анализа исходной ММ. 

Двустороннюю оценку гидравлического сопротивления канала про­

извольного поперечного сечения площадью F с полностью смоченным 

контуром Г можно получить при помощи двойственной вариационной 

фор.м.ы ММ, включающей а.л.ьтернативные фующиона.л.ы [35] 

J[ ] _ j((V2vз)2 др ) dF 
vз - 2 - J.Lvl vз ' 

F 

J[f] = -! l/12 dF, 
2J.Lv 

F 

(8.46) 

где V2 = (д/дхi)еi - дифференциа.л.ьный оператор Га.м.и.л.ьтона, дей­

ствующий в плоскости х1 Ох2 поперечного сечения канала. Первый 
из этих функцианалов допустимо рассматривать на функциях v3 (M), 
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М Е F, имеющих кусочно непрерывные производвые и удовлетворяю­
щих условию 1Jз(Р) =О, РЕ Г, а второй - на векторных функциях 

f(M), М Е F, удовлетворяющих уравнению 'V2 · f = д.pfl. Уравиеиие.м 
Эйлера- Лаграижа по отношению к J[vз] является обобщение урав­

нения (8.41): 

(8.47) 

где \7~- диффереициальиый оператор Лапласа, определенный в плос­
кости х1 Ох2. 

Функция vЗ, удовлетворяющая (8.47), на допустимом множестве 
функций vз минимизирует функционал J[vз], а функция f* = -pv'V2v3 
на допустимом множестве функций f максимизирует функционал I[f], 
при этом выполняются неравенства J[vз] ~ J[vЗ] = I[f*] ~ I[f]. Исполь­
зуя теорему Остроградсх:ого -Гаусса и учитывая (8.47), находим 

г де п - единичный вектор внешней нормали к контуру Г. В итоге 

получаем двустороннюю оценку для Rг в виде 

(д.р)2 ~ R ~ _ (д.р)2 
2pvlJ[vз] "' г "' 2pnll[f] · 

(8.48) 

Например, в случае течения в канале с квадратным попереч­

ным сечением площадью F = 4а2 при выборе начала координат в 
центре квадрата допустимой для J[vз] будет функция vз(х1,х2) = 
= С(а2 - xi)(a2 - х§), С= const. Подставляя эту функцию в первое 
равенство (8.47), получаем 

а а 

J[vз]= ~
2 

j j(4xi(a2 -x§)2 +4x§(a2 -xi)2)dx1dx2-

-а-а 

а а 

д.р J J 2 2 ( 2 2 128 2 8 16 д.р 6 -С- (а - х1 ) а - x 2)dx1dx2 =-С а --С-а . 
f..LDl 45 9 f..LDl 

-а-а 

и дJ[vз] w 

з необходимого условия дС = О минимума функцион:ала наидем кон-
5 ь, 5 ( а2 ь, ) 2 станту С= 16 a2:Vl, а затем вычислим значение J[vз] = - 18 1-lD! . 
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др (х2 +х2) В качестве функции, допустимой для J[f], примем f = -l- \l2 Т . 
Подставляя ее во второе равенство (8.47), находим 

I[f] =- 2~2 (~~) 2]] 4(xi+x~)dxldx2 = -~(a~~f) 2 . 
-а-а 

Таким образом, учитывая (8.48), имеем 1,5f.J,Dl/a4 ~ Rг ~ 1,8f.J,Dl/a4 . 

Из точного решения [76] следует Rг ~ 1,775f.J,Dl/a4 , что достаточно 
близко к полученной верхней оценке. Для рассматриваемого канала 

dг = 2а, поэтому, согласно (8.45) и (8.45), получим Rг = др/Qж = 
= 2f.J,Dl/a4 , т. е. примерно на 11% выше полученной верхней оценки и 
почти на 13% выше значения Rг, которое следует из точного решения. 

При прямолинейном движении вязкой жидкости в канале в некото­

рых случаях удается получить точное решение и для более сложных 

по сравнению с (8. 7) рео.логu'Чесrо,их уравнений, описывающих свойства 
так называемых н.ен.ьюmон.овспих жидпосmей. В частности, эти 

уравнения применяют для описания свойств широкого класса сред, ис­

пользуемых в технике и технологических процессах: расплавленных 

металлов, полимеров, нефтепродуктов, бетонов, силикатов, грунтов и 

т. п. [76, 148]. Некоторые из таких уравнений представлены в 10 и 11. 
Здесь в качестве примера рассмотрим уравнение 

-V2з = _2т +kптп, 
f.J,D 

kп, n = const, (8.49) 

связывающее компоненту V2з тензора скоростей с возникающим при 

этом касательным напряжением т. 

Учитывая условие равновесия 2lт = 2x2f::.p слоя жидкости толщи­
ной 2х2 и длиной l при ее установившемся движении в плоской ще­
ли (см. рис. 8.7) снеподвижными стенками, а также (8.49) и равенство 

V2з = ~ dv~;:2 ), получаем ОДУ 

с граничным условием vз(h) =О. После интегрирования находим 

При установившемся течении в трубе с круглым поперечным се­

чением радиусом ro условием равновесия объема жидкости в виде 
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цилиндра длиной l и радиусом r ~ ro будет 21Гrlт = 1rr2 Ь,.р. Отсюда, 
заменив в (8.49) V2з на (1/2)dvз(r)/dr, получим ОДУ 

_ dvз(r) = дрr +2kn( Ь,.рr )n 
dr 2J.Lvl 2J.Lvl 

с граничнвtм условием vз(ro) =О и после интегрирования найдем 

Объемный расход жидкости через трубу 

нелинейно зависит от Ь,.р. Поэтому гидравлическое сопротивление 

трубы nри течении рассматриваемой жидкости будет зависеть от Qж 

(или от Ь,.р). 

Если при движении жидкости вектор v ее скорости параллелен 

пекоторой плоскости, например координатной плоскости х1Ох2, и не 

зависит от координаты хз, то говорят о nлоспо.м me-ч.eн:uu, причем 

v1 = v1 (х1, х2, t), v2 = v2(x1,x2, t), vз =О и в (8.13) (W ·У' ж)v =О, так как 
иенулевой может быть лишь проекция Wз ве-х:тора W завихреииости. 
В этом случае из (8.13) следует уравиеиие переноса завихреииости 

(8.50) 

Помимо (8.50) в ММ, описывающую плоское течение несжимаемой 

ньютоновской жидкости, входят уравнение неразрывности (3.33) и 

W дv2 дv1 
выражение з = -д - -д • Однако при этом сохраняется отмеченная 

Х1 Х2 

в 8.1 проблема корректной формулировки граничных условий для Wз 
на непроницаемых участках контура Г, ограничивающего двумерную 

область F, в которой реализуется плоское течение. 
В плоском течении иенулевой является лишь проекция 'Фз векторной 

фуи~ии то-х:а, причем 

(8.51) 

Следовательно, уравнение неразрывности в виде дvi/ дхi = О удовле­
творяется тождественно. Значение 'Фз постоянно вдоль каждой .линии 
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mo-x:a, которая при установившемся движении совпадает с траекторией 
частиц жидкости, а объемный расход жидкости между двумя любыми 

линиями тока пропорционален разности значений 7/Jз, соответствую­

щих этим линиям. Учитывая (8.51) и выражение для W3 , получаем 

уравнение 

'V~'Фз = -Wз, (8.52) 

которое в сочетании с (8.50) в виде 

(8.53) 

формирует еще один вариант ММ, описывающей плоское течение. При 

решении прихладных задач граничные условия для Wз на непроница­

емых участках контура Г обычно получают последовательными при­

ближениями [125) из решения (8.52). 
Если при помощи (8.52) исключить Wз из (8.53), то получим 

(8.54) 

2 [)4 [)2 [)2 [)4 • 
где 'V~ = 'V~('V 2) = -[) 4 + 2-EJ 2 -EJ 2 + -[) 4 - дифферен:и,иадъныи бигар-

хi xi х2 х2 

.мони'Чес-х:ий оператор, действующий в плоскости х1 Ох2. Несмотря на 

более высокий порядок производных по nространственны.м -х:оордина­

та.м. для (8.54) удается корректно сформулировать граничные условия 
в любой точке контура Г. 

Согласно физическому смыслу функции 7/Jз ее значение не изменя­

ется на непроницаемом для жидкости участке контура, т. е. 7/Jз = const. 
Если весь контур Г, ограничивающий односвязную область F (рис. 8.8), 
является непроницаемым, то на нем можно принять 7/Jз =О. На участ­

ке Г. (рис. 8.9), через который жидкость вытекает из области F (или 
поступает в Э'I'У область) и на котором задана скорость течения V

0 (P), 
РЕ Г., петрудно вычислить изменение функции тока 

s(P) 

7/Jз(Р) = 7/Jз(А) + 1 ~0 (P')n(P') ds(P'), РЕ Г*' 
о 

где 7/Jз(А)- значение функции тока в точке А Е Г*' от которой отсчиты­

вают длину s( Р') дуги до текущей точки Р' Е Г* с единичным вектором 
n(P') внешней нормали. Это позволяет задать одно граничное условие. 
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А 

Рис. 8.8 Рис. 8.9 

Второе граничное условие на этом участке контура следует из (8.51) 

и nринимает вид ~V::(<:i = v 0 
• t(P), где t(P) - единичный вектор в 

наnравлении касательной к контуру в точке РЕ Г., nовернутый отно­

сительно n(P) nротив хода часовой стрелки. 
Если в области F до решения задачи можно установить линию Г о 

симметрии течения (см. рис. 8.9), то она будет совпадать с одной из 
линий тока, на которой Фз =Со= const, а в точках РЕ Го частицы 
жидкости не будут врашаться, т. е. Wз(Р) =О, и в соответствии с 

(8.52) \72ф3 (Р) =О. Совмещая в любой точке РЕ Го оси координат 
с наnравлениями t(P) касательной и n(P) нормали к линии симме­
трии, в силу инвариантности дифференциального оnератора Лаnласа 

относительно nоворота прямоугольной системы координат (см. П1.4) 

82 1/Jз(Р) д2 1/Jз(Р) _ _ 
nолучаем дt2 (Р) + дп2 (Р) -О. Но так как Фз(Р)- const, РЕ Го, то 

a;~(h) =О и, следовательно, в качестве граничного условия можно 
д2'Фз(Р) 

принять дп2 (Р) =О. 
Аналогичные рассуждения можно провести nрименительно к сво­

бодной nоверхности жидкости (участок Г на рис. 8.8), если иренебречь 
трением жидкости с воздухом (или иным газом) на этой nоверхности. 

Однако на участке Г*, соответствующем твердой стенке, в силу эффек­

та nрилиnания частиц жидкости в точках РЕ Г* вектор v(P) скорости 
жидкости равен заданному вектору v*(P) скорости движения стенки. 

Поэтому в соответствии с (8.51) на такой стенке ~~3/:/ = v*(P). t(P), 

Р Е Г*. Ясно, что в случае неnодвижной стенки ~v;:(~) = О. 
Таким образом, в каждой точке контура Г, ограничивающего дву­

мерную область F, удается задать по два граничных условия для 
функции Фз, необходимых для nостроения ММ, включающей (8.54). 
Эти граничные условия можно заnисать в достаточно общем виде 
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следующим образом: 

'Фз(Р) = 'ФЗ = const, а
2

'Фз(Р) =О 
an2 (P) ' 

'Фз(Р) = fo(P), а-фз(Р) = f (Р) 
an(P) 1 

' 

(8.55) 

г де Г 1 - участки контура, соответствующие свободной поверхности 

жидкости или линии симметрии течения; fo(P) и fi(P) -заданные 
функции точки на участках Г 2 контура, а число ФЗ обычно можно 

принять равным нулю. 

Используя соотношения rvr = -a-фjaz и rvz = aфjar [76], можно 
ввести функцию тока 1/J(r,z) для осеси.и.иеmри-чного относительно 

оси Oz mе-чени.н, в котором вектор скорости имеет в ци.л,индричес-х:ой 
систе.м.е -х:оординат проекции Vr и Vz на радиальное и осевое напра­

вления соответственно. Тогда уравнение неразрывности (3.33) в виде 
1 дтvr дvz О ( ) - -д + -д = удовлетворяется тождественно, а вместо 8.54 мож-
r т z 
но получить уравнение относительно 1/J, содержащее производвые этой 

функции по коорДинатам r и z до четвертого порядка включительно. 
Граничные условия для 1/J формулируются аналогично (8.55). Функция 
тока может быть введена и для осесимметричного течения, рассматри­

ваемого в сферичес-х:ой систе.м.е -х:оординат. 

8.5. Модели тепломассопереноса 
в несжимаемой жидкости 

При движении вязкой жидкости в силу диссипации механической 

энергии и теплообмена с обтекаемыми твердыми телами в общем слу­

чае может возникнуть леоднородное по объему жидкости распределение 

температуры, описываемое уравнение.м. men.ttonepeнoca (8.8). В случае 
несжимаемой изотропной жидкости и в отсутствие внутренних источ­

ников теплоты оно примет вид 

Pr .. -+v·- =2нvVi·Vi·+- л<)_ (ат ат) а ( т ат) 
"V at t а ,.., t} t} а а • Xi Xi Xi 

i, j = 1, 2, 3, 

где р, Cv, J..LD и Л(Т) - n.ttomнocmь, men.ttoe.м.-x:ocmь nри nостолнно.м. 
объе.м.е, дина.м.ичес-х:ал влз-х:ость и men.ttonpoвoднocmь жидкости; Т -
температура; t- время; щ- проекция вектора скорости на ось Oxi 

1(дv· дv·) nрл.м.оуго.л,ьной систе.м.ы -х:оординат; '\lij = 2 дх; + дх: - -х:о.м.nоненты 

тензора с-х:оростей. В большинстве прикладных задач можно ирене­

бречь диссипацией механической энергии и считать Л(Т) = const, что 
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позволяет представить уравнение теплопереноса в виде 

(8.56) 

где а(Т) = _х(Т) f(pev)- те.мпературопроводность жидкости. 
Помимо (8.56.) в .мате.мати-чесх:ую .моде.л.ь (ММ), описывающую 

процесс теплопереноса, войдут уравнение неразрывности (3.33) и урав­
нени.н Навье - Стох:са (8.12), а в случае n.л.осх:ого те-чени.н - ли­

бо (8.50)-(8.52), либо (8.51) и (8.54) с соответствующими х:раевы.ми 
ус.л.ови.н.ми. Если в жидкости присутствует некоторое вещество, мас­

су которого в единице объема определяет объе.мн.а.н х:он.цен.траци.н С, 

и происходят явления х:он.центрационн.ой диффузии, тер.модиффузии и 

бародиффузии, то ММ следуе-r; дополнить уравн.ен.ие.м переноса этого 

вещества вида (3.40) 

где D(C), D(T) и D(P) - х:оэффициен.ты х:он.центрацион.н.ой диффузии, 
тер.модиффузии и бародиффузии этого вещества; р - дав.л.ен.ие. Часто 

можно ограничиться учетом лишь явления концентрационной диффу­

зии при условии D(C) = const, что приводит последнее уравнение к виду 

(8.57) 

В этом случае ММ описывает процесс теn.t~омассоnереноса в 

несжимаемой жидкости в предположении С << р, что позволяет не учи­
тывать влияние С на значения р, /1-D и аСТ). Если движение жидкости 
вызвано внешними механическими воздействиями (например, nереnа­

дом дав.л.ен.и.н, создаваемым насосом или возникающим при обтекании 

твердого тела), то говорят, что тепломассоперенос определяется вы­

нужденной понвепцией. Плотность р несжимаемой жидкости в не­

которой степени зависит от Т и С. Поэтому при их неоднородном 

распределении в объеме жидкости возникает и неоднородное распреде­

ление р, что в поле силы тяжести или при наличии ускорения приводит 

к возникновению объемных сил и вызывает движение жидкости, на­

зываемое естественной понвепцией. Если объем можно считать 

неограниченным (например, в случае тепломассопереноса в атмосфере 

или водоемах), то обычно говорят о свободной понвепции. При со­

поставимом влиянии как вынужденной, так и естественной (свободной) 

конвекции тепломассоперенос определяется смешанной понвепцией. 
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Изменение плотности жидкости при сравнительно малом изменении 

Т и С можно представить в виде 

(8.58) 

где а{!'>- те.м.nературный ~оэффициент объе.м.ного расширения жид­
кости; ро - плотность при температуре То и С= О. В неподвиж­

ной относительно выбранной системы координат жидкости, имеющей 

плотность ро, согласно (8.12), 8р0 /дхi = Ьi = щро, где р0 
- гидро­

сmаmичеспое давление, Ьi и Wi - проекции на оси Oxi векторов Ь 
nлотности объе.м.ных сил и w абсолютного ус~орения (например, если 
на поверхности Земли ось Охз неподвижной системы координат напра­

влена вверх, то w3 = -go, где go ~ 9,81 мjс2 - ус~орение свободного 
nадения). Тогда при неоднородных в объеме жидкости распределениях 

Т и С можно принять в левой части (8.12) р = const, а в правой части 
с учетом (8.58) и равенства bi = WiP произвести замену 

где р- давление жидкости. В итоге (8.12) примет вид 

где vv - ~ине.м.ати-чес~ал влз~ость. 

Наряду с (8.56), (8.57) и (8.59) в ММ, описывающую процесс те­
пломассопереноса, должны входить так называемые услови.sс одно­

значности. Они состоят из геометрических, физических и ~раевых 

условий. 

В уравнениях (8.56), (8.57) и (8.59), входящих в ММ теплопереноса, 
перейдем к безразмерным переменным, выбрав в качестве масштабов 

длины, скорости, давления, температуры и объемной концентрации 

L, vo, ро, Т0 и Со соответственно (выбор масштабов целесообразно 
согласовывать с набором параметров, которые входят в условия од-
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нозначности). Тогда получим 

- Т v х· - С р-р0 a<T>t 
где(}=-· v· = __;_. х· = __;_ С=-· Ь.р = --· Fo = -- -число 

То ' ~ vo ' ~ L ' Со ' ро ' L 2 

voL а<т> 
Фурье; Ре= а(Т) - число Пепле; Lu = D(C) - число Лыпова 

Льюиса; Re = ~: - чис.л.о Рейнольдса; Sc = ;;<~> - число Ш.м.идта; 
Но = vLot - число го.м.охроппости; Eu = Ро2 - число Эйлера; 

PVo 
_ lwiL3aV>тo . _ vv 

Ra - vva<т> - число РэлеJС, Pr - а<т> - число Прапдтл.sс; 

lwiL3 C Rac = (с~ - попцептрациоппое число РэлеJС. 
pvvD 

Не все безразмерные комплексы в (8.60), являющиеся притери-
JС.ми nодобиJС процессов тепломассопереноса, независимы (например, 

Но= FoRePr и Ре= RePr). Совокупность комплексов, состоящих из па­
раметров, входящих в условия однозначности, называют оnределJСю­

щи.м;и притериJС.ми nодобиJС. Эти критерии могут быть вычислены 

по исходным данным до количественного анализа ММ процесса или 

его экспериментального исследования. При геометрическом подобии 

областей протекания двух процессов, имеющих одинаковую физиче­

скую природу, подобии их условий однозначности и попарном равенстве 

значений одноименных определяющих критериев говорят, что эти nро­

цессы nодобны [135], т. е. для таких процессов в моменты времени t, 
соответствующие равенству значений Fo и Но, совпадают зависимости 
безразмерных распределений О, С, р и Vi от безразмерных координат Xi· 

Для установления совокупности независимых определяющих кри­

териев подобия удобно использовать основные положения теории раз­

мерностей, которая на основе анализа связей между размерными па­

раметрами, характеризующими рассматриваемый процесс, позволяет 

определить структуру ММ этого процесса в виде зависимости между 

безразмерными комбинациями, составленными из таких параметров. 

Раэ.мерпостью величины илИ параметра называют произведение 

степеней независимых единиц измерения физических величин, приня­

тых в качестве основных (стандартных). Известно, что в качестве 

основных в Международной системе единиц СИ (Systeme International) 
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приняты следующие единицы измерения: длины - метр (м), мас­

сы - килограмм (кг), времени - секунда (с), силы электрического 

тока- ампер (А), температуры- кельвин (К), силы света- капдела 

(кд), количества вещества- моль. Дополнительными (безразмерны­

ми) единицами являются радиан (рад) для измерения плоского угла и 

стерадиан (ер) для измерения телесного угла. 

Например, размерность модуля w вектора w ускорения записывают 
• 1,(w) •1,(w) 

в виде [w] = [l]'~'c [t]'~'t = м/с2 , где [l] =м и [t] =с- размерности 

длины и времени соответственно, 1/J}w) = 1 и Фiw) = -2 - nопаза­
тед-и этих раз.мерн.осmеt'J. в выражении для размерности ускоре­

ния. Размерность силы Р в системе СИ вводят на основе второго 

закона Ньютона Р = тw, где т- масса. Отсюда [Р] =[т] [w] = 

= [т ]'Ф!:> [l]'ФfP) [ t ]'Ф~Р) =кг· м· с-2 =кг· мjс2 =Н (ньютон), где ф~) = 1, 

Ф}Р) = 1, ФiР) = -2- показатели размерности массы, длины и време­
ни соответственно в выражении для размерности силы. Ясно, что для 

величины, равной произведению размерных величин, показатели раз­

мерности равны алгебраической сумме соответствующих показателей 

сомножителей. Например, размерность мощности Q следует из выра­
жения 

[ Q] = [ Р] [l] = [т ]'Ф!:> [ l]'ФfP) [ t ]'Ф~Р) [t]Фfl) [ t ]-Ф~t) = 
[t] 

= [т j,p$:> [ [ ]Ф~Р) +Фf1 > [ t jФ~Р) -Ф~t), 

где 1/1}1
) = Фit) = 1. В итоге получаем [ Q] =[т] [l]2 [t]-3 =кг ·м2 jc3 =Вт 

(ватт). 

Отметим, что для припятой системы основных единиц измерения 

размерность любой величины может быть представлена лишь един­

ственным образом. Итак, наиболее важное предположение теории раз­

мерностей состоит в том, что размерность любой рассматриваемой 

величины (j можно представить в виде так называемого степенного 
одночлена 

k 

[(j] = П[Li]Фij, (8.61) 
i=l 

где [ Li] - размерности k величин, припятые в качестве основных 
единиц измерения; 1/Jij- некоторые показатели степени. 

Наименьшую совокупность размерных и безразмерных величин, не­

обходимых и достаточных для однозначного описания рассматрива­

емого процесса, в теории размерностей называют оnредед.нющи.ми 

napa.мempa.мu. К ним относят геометрические и физические харак­

теристики процесса и независимые переменные, включая простран-
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ственные координаты и время. Величины, зависящие от определяющих 

параметров, называют оnределне.мы.ми nара.метра.ми. Определя­

ющие и определяемые параметры образуют совокупность основных 

nараметров данного процесса. 

Пусть рассматриваемый процесс характеризуют n основных пара­
метров (j >О,. j = 1, n, для каждого из которых справедлИво (8.61). 
Рассмотрим степенной одночлен 

n 

П=П(?, (8.62) 
j=l 

где Zj -некоторые показатели степени, и найдем число n степенных од­
ночленов этого вида при условии, что они являются независимыми (т. е. 

ни один из них нельзя представить произведением степеней других) и 

безразмерными. При помощи (8.61) выразим размерность П, равную 
единице, через размерности k величин, припятых в качестве основных 
единиц измерения: 

n 

fЗi = ~ 1/JijZj. 

j=l 

Таким образом, условием равенства единице размерности степенно­

го одночлена П является выполнение k равенств fЗi =О, i = 1, k, или 
n 

~ 1/JijZj = 0, i = 1, k. 
j=l 

(8.63) 

Известно, что фундаментальная система решений однородной системы 

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (8.63) относительно n 
неизвестных Zj, j = 1, n, матрица которой с элементами 1/Jij имеет ранг 

r, состоит из n- r линейно независимых решений [50]. Таким решениям 
соответствуют ровно n- r независимых степенных одночленов Пq, q = 
= 1, n-r, размерность которых равна единице, поскольку показатели 
степени Zj любого другого степенного одночлена П, будучи решениями 

СЛАУ (8.63), можно представить линейной комбинацией решений из 
фундаментальной системы, а это означает, что П можно представить 

произведением степеней Пq. 

Ранг r прямоугольной матрицы размера kxn с элементами 1/Jij, 

называемой .матрицей размерностей, при n ~ k может принять 
наибольшее возможное значение, равное числу k ее строк. В этом слу­
чае из n основных параметров можно составить n = n- k безразмерных 
комбинаций, т. е. степенных одночленов, что и является одним из утвер­

ждений основной теоремы теории размерностей- П-теоре.мы [129]. 
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Но в общем случае r ~ k, и поэтому формулировку П-теоремы следует 
уточнить [76, 153]: имеющую физический смысл зависимость между n 
основными параметрами, характеризующими изучаемый процесс, мож­

но представить в виде зависимости между n = n - r их независимыми 

безразмерными комбинациями, где r -ранг матрицы размерностей, 
элементами которой являются показатели в выражениях вида (8.61) 
для размерности этих параметров. 

Из этой теоремы также следует, что при помощи безразмерных ком­

бинаций - критериев подобия - можно привести к безразмерному 

виду любую зависимость между n параметрами, имеющую физический 

смысл. Действительно, если такая зависимость содержит слагаемые, то 

их размерность должна быть одинаковой, а аргументы показательных, 

тригонометрических, обратных тригонометрических и других функций 

(кроме, может быть, степенных) должны быть безразмерными. Поэто­

му такую зависимость путем элементарных операций можно предста­

вить в безразмерном виде. 

В большинстве прикладных задач r = k. Однако возможны случаи, 
когда r < k, что заставляет при использовании теории размерностей 
проверять ранг матрицы размерностей [35, 153]. Применим теорию 

размерностей к процессу тепломассопереноса в вязкой несжимаемой 

жидкости. 

При фиксированной форме области, имеющей характерный раз­

мер L, и характерных значениях скорости vo, температуры То, давле­
ния Ро и объемной концентрации Со, входящих в условия однозначно­

сти, в число основных размерных параметров для рассматриваемого 

процесса тепломассопереноса необходимо также включить время t, мо­
дуль Jwl вектора ускорения и теплофизические свойства жидкости: 

плотность р, кинематическую вязкость vv, температурапроводность 
а(Т), концентрационную диффузию D(C) и температурный коэффици-

ент объемного расширения а{!'). Пространствеиные координаты Xi 

(i = 1, 2, 3) и проекции щ вектора скорости на оси координат, а также Т, 
р и С можно не включать в основные параметры, поскольку их можно 

привести к безразмерному виду Xi =xi/L, Vi =щ/vо, 0= Т/То, р= pfpo и 
С = С/ Со непосредственно при помощи уже выбранных основных пара­
метров, имеющих с ними одинаковые размерности, образовав так назы­

ваемые безразмерные си.м.n.~~епсы, которые следует включить в без­

размерные зависимости на заключительной стадии их формирования. 

Таким образом, общее число рассматриваемых определяющих раз­

мерных параметров, которые должны войти в независимые определяю­

щие критерии подобия, составляет n = 12. Элементы матрицы размер­
ностей для этих параметров представлены в табл. 8.1. 



8.5. Модели тепломассопереноса в несжимаемой жидкости 327 

Таблица 8.1 

Единица Параметр 

измерения L vo То Ро Со t Jwl р VD а(Т) D(C) (Т) 
av 

м 1 1 о -1 -3 о 1 -3 2 2 2 о 
кг о о о 1 1 о о 1 о о о о 
с о -1 о -2 о 1 -2 о -1 -1 -1 о 
к о о 1 о о о о о о о о -1 

Перестановкой столбцов в этой таблице соответствующую ей пря­

моугольную матрицу можно привести к ступенчатому виду. Располо­

жение элементов в такой матрице представлено в табл. 8.2. 

Таблица 8. 2 

Единица Параметр 

измерения L р t То vo Ро Со /w/ VD а(Т) D(C) (Т) 
av 

м 1 -3 о о 1 -1 -3 1 2 2 2 о 
кг о 1 о о о 1 1 о о о о о 
с о о 1 о -1 -2 о -2 -1 -1 -1 о 
к о о о 1 о о о о о о о -1 

Определитель, составленный из первых четырех столбцов ступен­

чатой матрицы, равен -1, т. е. отличен от нуля, следовательно, ранг 
матрицы размерностей r = k = 4. Поэтому из n = 12 размерных опре­
деляющих параметров в соответствиисП-теоремой можно составить 

n = n - k = 8 независимых безразмерных комбинаций. Показатели Zj 

степеней этих параметров в выражении для каждой безразмерной ком­

бинации в форме (8.62) удовлетворяют однородной СЛАУ вида (8.63), 
матрица которой является матрицей размерностей. 

Для нахождения фундаментальной системы решений СЛАУ ука­

занный определитель примем в качестве базисного минора матрицы 

размерностей, поэтому неизвестные Zj (j = 1, 4) будут базисными [50]. 
Выразим их через свободные неизвестные Zj, j = 5, 12, используя сту­
пенчатый вид матрицы размерностей: 

z1 = -zs- 2z6- zs- 2zg- 2z1o- 2zн, 
Z2 = -Zб- Z7, 

zз = zs + 2z6 + 2zs + zg + z10 + zн, 
Z4 = Zl2· 

Значения свободных неизвестных в правых частях этих равенств 

можно выбрать произвольно. Выбирая эти значения последовательно, 

так, чтобы одно из них равнялось единице, а остальные - нулю, 

получаем из записанных равенств значения Zj (j = 1, 12) показателей 
степени, с которыми определяющие параметры входят в безразмерные 
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Таб.л.ица 8. 3 

Комби- Параметр 

нация L р t То vo Ро Со lwl IID а<Т) D(C) (Т) 
av 

п1 -1 о 1 о 1 о о о о о о о 
п2 -2 -1 2 о о 1 о о о о о о 
Пз о -1 о о о о 1 о о о о о 
п4 -1 о 2 о о о о 1 о о о о 
п5 -2 о 1 о о о о о 1 о о о 
Пв -2 о 1 о о о о о о 1 о о 
п1 -2 о 1 о о о о о о о 1 о 
Пв о о о 1 о о о о о о о 1 

комбинации Пm (т= 1, 8) вида (8.62). Эти значения представлены 
в табл. 8.3. 

При помощи этой таблицы запишем выражения для независимых 

безразмерных комбинаций: П1 = vot/ L, П2 = Pot2 /(L2p), Пз =Со/ р, П4 = 
= iwit2 jL, П5 = vпt/L2 , Пв = a(T)tjL2 , П7 = D(c)tjL2 , Пs = а(Т)То. Из 
них лишь П1 и П6 совпадают с входящими в (8.60) числами гомо­
хронности Но и Фурье Fo соответственно. Но несложно установить, 
что П2/ПI = Eu, П1/П5 = Re, Пв/П1 = Ре, П5/Пв = Pr, П5/П7 = Sc, 
П4Пs/(П5Пв) = Ra, П4Пз/(П5П7) = Rac, Пв/П5 = Lu. Важно подчерк­
нуть, что в качестве аргументов безразмерных функций О, С, р и 
Vi, i = 1, 2, 3, которые удовлетворяют (8.60), наряду с безразмерны­
ми координатами Xi следует использовать ровно восемь независимых 
безразмерных комбинаций в виде Пm (m = 1, 8) или столько же полу­
ченных из них независимых критериев подобия. 

Отметим, что из полученных безразмерных комбинаций Пm можно 

также построить еще ряд определяющих критериев подобия, исполь­

зуемых при исследовании движения жидкости и процессов тепломасса­

переноса в ней. Так, П4/ПI = lwiL/v5 = Fr называют -числом Фруда, 
характеризующим соотношение сил тяжести и инерционных сил. Вли­

яние числа Фруда обычно существенно в случае, когда вес жидкости, 

вытесненной объемом твердого тела, сопоставим с весом тела (напри­

мер, при движении воздушного шара или дирижабля). Если движение 

жидкости у поверхности твердого тела вызвано лишь объемными си­

лами, то обычно не удается выбрать в качестве характерной скорости 

vo какое-либо определенное значение. Тогда вместо чисел Рейнольдса 
и Фруда при анализе подобия процессов используют -число Галилен 

Ga = Re2Fr = lwiL3 /vЪ = П4/Пg, которое служит мерой соотношения 
сил тяжести и вязкого трения. Если в двух характерных точках обла­

сти, занятой жидкостью, известны значения температур Т1 и Т2 , то 

можно ввести -число Грасгофа Gr = a~)IT1- T2IGa = lw~L
3

IT1 - T2i· 
1/D 
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В более общем случае объемные силы могут возникнуть за счет не­

однородности жидкости, что приводит к изменению ее плотности в 

рассматриваемой области. Тогда используют 'Чtt.CJ&O Архи.меда Ar = 

= /1- P
2 /Ga = lw~

3

~1- Р2 ,, где Pl и Р2- плотность жидкости в двух 
Р1 llv Р1 

характерных точках этой области. 

8.6. Некоторые модели пограничного слоя 

При обтекании неподвижного твердого тела потоком вяз-к:оu 

жид-к:ости в силу эффе-к:та прилипаиия скорость ее 'Частиц на по­

верхности тела равна нулю, а по мере удаления в глубь потока по 

направлению нормали к поверхности постепенно возрастает, стремясь 

к пекоторому значению в обтекающем потоке. Прилегающую к по­

верхности тела область течения, в которой происходит наиболее су­

щественное изменение скорости, называют nогран.и-чн.ы.м слое.м. Под 

толщиной этого слоя понимают расстояние от обтекаемой поверхности, 

на котором с обусловленной точностью завершается изменение скоро­

сти жидкости, хотя формально возмущение поля скоростей, вызванное 

торможением частиц жидкости на поверхности тела, распространяется 

во всей области течения. 

В зависимости от режима течения различают ла.мин.арн.ый и mур­

булен.mн.ый пограничные слои. Помимо nрисmен.н.ого nогран.и-чн.о­

го слоя, который образуется при обтекании твердого тела, возникают 

так называемые свободные nогран.и-чн.ые слои при движении в 

неподвижной жидкости струй или вихревых следов, срывающихся с 

поверхности обтекаемого тела [76). Здесь ограничимся рассмотрением 
.м.ате.м.ати'Чес-к:их .моделей (ММ) ламинарного пристенного погранич­

ного слоя в случае установившегася течения несжи.м.ае.м.оu жидк:ости. 

Если вдали от обтекаемого тела течение жидкости является без­

вихревым, то такой режим течения сохраняется и за пределами погра­

ничного слоя, в котором течение носит вихревой характер. Рассмотрим 

установившееся обтекание тонкой пластины потоком жидкости, имею­

щим вдали от пластины вектор скорости v 00 , совпадающий с поло­

жительным направлением оси Ох1 пря.м.оугольиой систе.м.ы -к:оордииат 

Ох1х2хз (рис. 8.10). В этом случае те'Чение жидкости будет плос-к:и.м., 
а уравнение (8.50) переноса эавихрениости примет вид 

дWз дWз д2Wз д2Wз 
v1-

8 
+v2-

8 
=vv-

8 2 +vv-
8 2 , (8.64) 

х1 х2 х 1 х2 

где V} и v2 - проекции вектора v(x1,x2) скорости на оси Ох1 и 

Ох2 соответственно, удовлетворяющие уравнению иеразрывиости в 
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Рис. 8.10 

~ ~ w ~ виде -д + -д = О; vv - х:ине.мати-ч.есх:а.н в.нзх:ость; з = -д -
Х1 Х2 Х1 

- ддv1 -единственная отличная от нуля проекция на ось Охз вектора 
Х2 

завихренноет и, перпендикулярного в данном случае плоскости х1 Ох2. 

Левая часть (8.64) характеризует интенсивность конвективного 
переноса вихрей, правая часть - интенсивность их диффузионного 

переноса. Толщина 6 пограничного слоя зависит от взаимодействия 
этих механизмов переноса. Оценим роль отдельных слагаемых в (8.64), 
введя масштабы входяiЦИХ в них величин: v00 = lvool для v1, т. е. v1 = 
= O(v00), где О(·) - символ порядка величины; W0 для Wз, L как 
характерный размер стенки в направлении оси Ох1 и до как масштаб, 
характеризуюiЦИЙ порядок величины 6, т. е. д= 0(60 ). Из уравнения 

неразрывности с учетом условия v2 = О при х2 = О следует, что 
Х2 

J д1J1 v2 =- дх 1 dx2 = O(v006o/L), (8.65) 

о 

т. е. v2/v00 = 0(6о/ L). Таким образом, оба слагаемых в левой части 
(8.64) имеют одинаковый порядок О( v00 Wo/ L), а в правой части первое 
слагаемое имеет порядок O(vvW0 jL2), существенно меньший, чем 
порядок O(vvWo/65) второго слагаемого. Поэтому первым слагаемым 
можно иренебречь по сравнению со вторым. В итоге, сопоставляя 

порядки O(v00 Wo/L) и O(vvWo/65) величин слагаемых, сохраняемых 
в (8.64), получаем 

6о -о(.~) -о( 1 ) 
L - У v;;;;L - JReL ' (8.66) 

где ReL = v00 L/vv- -ч.исдо Рейнодьдса, включающее в качестве харак­

терного размера протяженность L обтекаемой стенки в направлении 
оси Ох1. Из (8.66) следует, что относительная толiЦИна пограничного 
слоя должна уменьшаться с увеличением ReL. 

Если в (8.64), опустив первое слагаемое в правой части и использо­
вав (8.51), перейти к фун-кции тох:а 'Фз(х1,х2), то получим уравнение 

д'Фз д2 'Фз д'Фз д2'Фз д'Фз 
дх2 дх1дх2 - дх1 дх~ = vv дх~ (8.67) 



8.6. Некоторые модели пограничного слоя 331 

с 2рm-tи-чиы.м.и усдовия.м.и: 1/Jз = О и д'Фз/ дх2 = О при х2 = О, х1 > О; 
д'Фз/ дх2 --+ 1J00 при х2 --+ оо, х1 > О и д'Фз/ дх2 = V00 при х1 = О, х2 > 
> О. В постановку этой задачи входят величины, размерности которых 
можно выразить лишь через две независимые единицы измерения: метр 

(м) и секунда (с), что позволяет перейти от уравнения в частных 

производных к обыкновенному дифференциальному уравнению (ОДУ) 

с безразмерной искомой функцией J('r/) = 1/Jз/ ..jVD1J00Xl, зависящей от 

одного безразмерного аргумента 'r/ = x2Jv00 j(vDXl), который включает 
оба независимых переменных х1 и х2. В таком случае говорят, что 

задача имеет автомодельное (<<самоподобное>>) решен.ие [76,93, 129]. 
Представляя (8.67) и граничные условия через введенные безразмер­

ные величины, получаем ОДУ 

2 ! 111 
( ".,) + f ( ".,) !" ( ".,) = о (8.68) 

с граничными условиями f(O) = f'(O) =О и f'(oo) = 1, причем усло­
вие при х =О удовлетворяется автоматически. Проведеиное с высо­

кой точностью численное интегрирование ОДУ позволило получить 

зависимость f ( 'r/), по которой можно вы­
числить безразмерный профиль скорости 

v = v1jv00 = f'('r/), представленный сплош­
ной линией на рис. 8.11. С погрешностью 
до 1% изменение v1 / v00 завершается при 

'r/ ~ 5, т. е. в качестве толщины погранич­

ного слоя можно принять б~ 5JvDxl/v00 • 

По мере увеличения Xl растет и толщина 
пограничного слоя, но безразмерный про­

филь скорости остается неизменным (по­

0,8 

о 

/ 

----/ 
/ v2 

1 
1 

/ 

2 4 6 11 

Рис. 8.11 

добным самому себе). Штриховой линией на рис. 8.11 показана вычи-

сленная при помощи (8.51) зависимость 'iJ2 = ~..;Re; = -
2
1 ('rlf'('rl)- f('rl)), 

Voo 

где Rex = v00 x1/vD - число Рейнольдса, вычисленное по текущему 

значению координаты х1 • Таким образом, по мере удаления от по­

верхности стенки v2 возрастает, т. е. жидкость при обтекании стенки 
оттесняется от ее поверхности вследствие увеличения толщины погра­

ничного слоя вдоль по течению [81]. 
Зависимости 

00 

б*= j (1- :~) dx2 ~ 1,7зff!}, 
о 

00 

8** =/~(1- ~)dx2~0,664 ~ 
Voo Voo v~ 

о 
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. от х1 называют соответственно mоо~&щиной выmеснени.н и mоо~&щи­
ной nотери и..иnуо~&ьса. Величина v00д* равна уменьшению объем.­
ного расхода вязкой жидr.:ости, проходящей через пограничный слой, 

по сравнению с расходом идеа.л.ьной жидr.:ости, а толщина д** харак­

теризует потерю вязкой жидкостью количества движения вследствие 

трения [104]. Напряжение трения на поверхности обтекаемой плоской 
стенки то= flD8Vt/8x21x

2
= 0 ~ 0,332VflDPV~/x1 = 0,664(pv~/2)jy'Re';, 

где flD и р - динам.и-чесr.:ал влзr.:ость и п.л.отность жидкости. Ве­

личину с1 = то/(рv~/2) ~ 0,664/y'Re; =д** jx1 называют ..иесmны..и 
поэффициенmо..и mрени.н [135]. 

Используем введенные выше масштабы величин для оценки слага­

емых в уравнениях Навье - Cmor.:ca (8.11), которые в случае уста­
новившегося обтекания плоской стенки при отсутствии объемных сил 

принимают вид 

8v1 8v1 1 8р 8
2

v1 8
2

v1 ) 
VI-8 +v2-8 +--8 =VD-8 2 +vD-8 2' 

Х1 Х2 р Х1 Х1 Х2 
8v2 8v2 1 8р 82v2 82v2 (

8
·
69

) 
VI-8 +v2-8 +--8 =VD-82+vD-82' 

Х1 Х2 р Х2 Х1 х2 
где р - дав.л.ение. С учетом (8.65) и (8.66) по аналогии с (8.64) 
слагаемые в левых частях уравнений (8.69) имеют одинаковый порядок, 

причем в первом уравнении - О ( vt), а во втором - О ( v7:o) = 

=О ( v~). Также по аналогии с (8.64) вторым слагаемым в правых 
LvReL 

частях этих уравнений можно пренебречь по сравнению с третьим, 

которое в первом уравнении имеет порядок О ( v~~=) = О ( vt), а 
во втором - o(vv;~дo) = o(L~)· При продольном обтекании 
плоской стенки можно принять 8pj8x1 =О [76, 135]. Таким образом, 
первое уравнение (8.69) можно записать в виде 

8v1 8v1 82v1 
Vt- +v2- = VD 8Х2 , (8.70) 

8х1 8х2 2 

а из второго при ReL » 1 следует, что 8pj8x2 ~О, поскольку в нем все 
слагаемые имеют порядок, малый по сравнению с порядком слагаемых 

первого уравнения. 

Оценивая аналогичным путем порядок слагаемых в (8.56) и (8.57), 
получим, что теп.л.ом.ассоперенос в пограничном слое при установив­

шемся обтекании плоской стенки несжимаемой жидкостью описывают­

ся уравнениями 

8Т 8Т VD 82Т 
VI-8 +v2-8 =-р -8 2' 

х1 Х2 r Х2 
(8.71) 
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где Т и С- температура жидкости и объе.м.на.а ?Сонцентраци.а некото­

рого вещества в жидкости; Pr = vvfa(T) и Sc = vv/ D(C)- 'Чисда Пранд­
т.tt.а и Ш.м.идта; а(Т) - те.м.nературоnроводность жидкости; D(C) -

?Соэффициент ?Сонцентрационной диффузии этого вещества. При этом 

для масштабов дат) и &ас), оценивающих порядок толщины теnлово­
го и понцентрационного пограничных слоев [76], с учетом (8.66) 

получим соответственно даТ) /до= 0(1/VPr) И баС) /до= 0(1/VSc). 
Если в (8.70) и (8.71) перейти к безразмерным переменным 

_ Vl 
V=-, 

Voo 

- Т-Тп 
0=--­

Тоо -Тп' 

- С-Сп 
С= Соо-Сп' 

где Тп, Т00 = const- температуры поверхности стенки и жидкости за 

пределами пограничного слоя; Сп = const, С00 = const - объемная кон­

центрация вещества около стенки и за пределами пограничного слоя, то 

при Pr = Sc = 1 эти уравнения станут с точностью до обозначений то­
ждественными, а толщины всех пограничных слоев одинаковыми. Это 

означает совпадение безразмерных профилей скорости, температуры и 

объемной концентрации по толщине по граничного слоя, т. е. v = 7J = 
=С, характеризующее так называемую тройную ана.~&огию между 

переносом количества движения, теплоты и вещества. Поскольку на по­

верхности стенки при х2 =О в соответствии с за?Сона.м.и Био - Фурье 

и Фи11:а соответственно n.ttomнocmь теnдового nomo?Ca 

qo = Л(Т) дТ 1 = Л(Т)(Тоо- Тп) дО 1 
дх2 х2=О дх2 х2=О 

и nдотность nomo?Ca вещества 

лс) = D(C) дС 1 = D(C)(Coo- Сп) дС 1 , 
дх2 х2=О дх2 х2=О 

передаваемые от жидкости к стенке, из тройной аналогии следует [135] 

' Voo 
(8.72) 

где St и Stc - 'Число Стантона (тепловое) и 'Число Стантона 

понцентрационное; а и ас - ?Соэффициенты теnдооб.м.ена и мас­

сообмена; Cv - теnдое.м.?Сость жидкости nри nосто.анно.м. объе.м.е. 

Тройную аналогию широко используют при построении ММ тепломас­

сопереноса. 

После подстановки в первое уравнение (8.71) выражений для щ и 
- -11 

v2 и перехода к безразмерной температуре (} получим ОДУ е (ry) + 
~ - -+ Prf(ry)() (ry)/2 =О с граничными условиями 8(0) =О и О(оо) = 1, 
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интегрирование которого дает 

в силу (8.68) 

~ ~ 

J J !"'(~) !"(11) 
j(~)d~ = -2 !"(~) d~ = -2ln /"(О), 

о о 

~ 

( 
Pr J ) (j"(17))Pr ехр - 2 f(~)d~ = f"(O) , 

о 

в итоге получаем 

Т/ J (J"(~)(r d~ 
ё( 11) = -=::000-:----­

/ (!" ( 11)) Pr d17 

о 

Отсюда при Pr = 1 следует уже установленное совпадение безразмер­
ных профилей температуры и скорости. 

Использовав (8.72) и аппроксимацию [135) dё(O)jd17 = 0,332Pr113 

(0,5 ~ Pr ~50), запишем 

или Nux = 0,332Pr 1 13Re~12 , где Nux = axtfЛ(T)- ~uсдо Нуссельmа, 
вычисленное по текущему значению :ю1 . Для плоской стенки длиной 

L в направлении обтекания интегрированием по х1 получим NuL = 

= aL J Л (Т) = 0,664Pr113Re ~2 , где а - значение коэффициента тепло­
обмена, усредненное по поверхности стенки. Преобразованием второго 

уравнения (8.71) можно получить аналогичный результат и для коэф­
фициента массообмена. 
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При обтекании криволинейной nоверхности изменение давления в 

наnравлении обтекания может стать суrцественным. Но за nределами 

nограничного слоя вязкость движуrцейся жидкости nроявляется слабо. 

Поэтому можно восnользоваться интегралом Бернулли (8.23) и, nола­
гая nри малой толщине nограничного слоя по сравнению с радиусами 

кривизны обтекаемой nоверхности течение nо-nрежнему nлоским, nри 

В= О nринять.!. --'->"ддр = -v(xt) dvd(xi), где х1- координата, отсчитывае-
Р Xl Xl 

мая по nоверхности в наnравлении обтекания, а v - скорость жидкости 

на внешней границе nограничного слоя, которая может быть найдена 

nри nомоuци ~~ безвихревого обтекания nоверхности идеальной не­

сжимаемой жидкостью [76]. Тогда, nодставляя это равенство в (8.69) и 

учитывая, что v ::
1 

= О ( vt), вместо (8. 70) nолучаем 

(8.73) 

дv1 дv2 О 
Исnользовав уравнение неразрывности -д + -д = для установив-

Х} Х2 

шегося nлоского течения и (8.73), заnишем 

Вычитая nочленно из nервого равенства второе, nолучаем 

После интегрирования по х2 в nределах от О до оо с учетом изменения 

nорядка интегрирования по х2 и дифференцирования no х1 заnишем 

Это интегральное соотношение nозволяет, задаваясь nриближенным 

nрофилем скорости v1 в nределах nограничного слоя, найти связь между 

местным коэффициентом трения на обтекаемой nоверхности и измене­

нием скорости v на внешней границе nограничного слоя. Аналогичные 
интегральные соотношения можно nолучить для теnлового и концен­

трационного nограничных слоев [135]. 



9. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ 
ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 

Газовал дина.мипа- раздел механики жид-к:ости и газа, в кото­

ром изучают движение сжимаемой сnдошной среды с большой скоро­

стью и ее взаимодействие с тверды.м.и тедами. Малая пространствеи­

ная протяженность области взаимодействия газового потока с твердым 

телом позволяет отбросить в уравнениях газовой динамики объемные 

силы, а большая скорость движения требует учета сжимаемости рас­

сматриваемой среды. 

При большой скорости движения влз-к:ость газа не играет суще­

ственной роли и область ее влияния ограничивается сравнительно тон­

ким пограни-ч.ным сдоем. За nределами этого слоя движение газа может 

быть описано математической моделью, содержащей уравнених движе­

нил идеадьной сжи.м.ае.м.ой жид-к:ости (см. 8.2), но без учета объемных 
сил. Поскольку термин <<идеальный газ» часто используют как синоним 

термина совершенный газ, чтобы избежать путаницы, для краткости 

вместо идеальной или вязкой сжимаемой жидкости в этой главе будем 

говорить о невлзпо..и или влзпо..и газе соответственно. 

Наличие большой скорости движения отличает газовую динамику 

от других областей механики сжимаемой жидкости (таких, как аку­

стика или метеорология) возможностью образования поверхностей, при 

переходе через которые параметры потока претерпевают разрыв. На­

личие таких поверхностей заставляет с осторожностью подходить к 

построению математических моделей. При очень больших скоростях 

за поверхностью разрыва температура потока может достигать весьма 

больших значений, возможна диссоциацил молекул газа на атомы или 

на молекулы с меньшим числом атомов, а при еще б6льших темпера­

турах- ионизацuл, связанная с утратой атомами или молекулами 

газа электронов. Указанные особенности выделяют газовую динамику 

в отдельный раздел механики жидкости и газа. 

9.1. Дифференциальная форма модели газовой динамики 

Состояние движущегося в области V невлз-к:ого газа в произволь­

ный момент времени t характеризуют локальные значения его nдот­
ности р, давденил р, массовой пдотности внутренней энергии и и 

проекций Vi (i = 1, 2, 3) вектора v скорости на оси Oxi прл.м.оугодьной 
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декартовой системы координат. Дифференциальная форма .матема­

тической .м.оде.л.и газовой дина.миtъи включает уравнение неразрывно­

сти (закон сохраненШI .массы) в дивергентной форме (3.32) 

др д(pvi)- о 
дt + дхi - ' (9.1) 

уравненШI движенШl ( заtъон сохранения коди'Чества движения сn.л.ош­
ной среды) в дивергентной форме (3.63) 

д(pvi) + д(pviVj + pбij) =О, 
д д i, j = 1, 2, 3, 

t Xj 
(9.2) 

в которых учтены лишь нор.ма.л..ьные наnр.нжения O:ij = -pбij ( бij -
си.мво.л. Кронекера) и не учитывается влияние n.л.отности объемных 

си.л. (bi = 0), и уравнение заtъона сохраненШl энергии в виде (4.12) 

(9.3) 

в нем опущены слагаемые: qj - проекции вектора n.л.отности те­

n.л.ового noтotca, qv - объе.мна.н n.л.отность мощности внутренних 

источников теплоты и мощности bivi объемных сил. 
Условия на nоверхности разрыва S*, которая может возникнуть при 

движении газа, согласно (4.36) и (9.1)-(9.3), имеют вид 

где D~ = D* · n* ~О- проекция вектора D* скорости движения про­
извольной точки М Е S* на направление вектора n* вектора нормали к 
поверхности S*, имеющего проекции ni на координатные оси Oxi; [ · J -
скачок соответствующей величины в этом направлении (см. 4.4). Если 
перейти к системе координат, связанной с этой точкой и движущейся 

со скоростью D*, то вместо (9.4) получим 

[ ( ViVi ) - ] * р Т +и Vj + pvj nj =О, (9.5) 

где Vj - проекции вектора v = v- D* скорости частиц газа на оси 
подвижной системы координат. 

При адиабати'Ческо.м nроцессе движения газа и отсутствии объем­

ных источников энерговыделения исследуемый процесс можно рассма­

тривать и как изоэн.троnи'Ческий, т. е. считать массовую плотность h 
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энтропии постоянной, положив h =О. Тогда в силу (4.21) и можно ото­
ждествить с массовой плотностью А свободной энергии и записать 

т 

и= А= j evdT, 
о 

(9.6) 

где Cv - удельная массовая теп.п.ое.м:х:ость при постоянном, объе.м,е; 

Т - абсолютпая те.м.пература газа. Тогда при Cv = const третье 
уравнение (9.5) примет вид [р( ViVi/2 + CvT)vj + рщ]пj = 0. 

Если объединить (9.3) с (9.6), то с учетом равенств Vj :~=д~::)-
дVj dщ d ( ViVi) 

-р- и Vi- =- - nолучим 
дхj dt dt 2 

dщ dT др дщ 
PVj dt + PCv dt + Vj дх. + р дх . = 

J J 

( 
dщ др ) dT дvj dT дщ 

= р dt + дх. Vj + PCvdt + р дх. = PCvdt + р дх. =О, 
J J J 

(9.7) 

так как справедливы уравнения Эйлера (8.15) при bi =О. Далее, nолагая 
газ совершенпьш, уравнение состонпи.а которого имеет вид 

p=pR9T, (9.8) 

где R9 = Rf..t/ 11; - газова.н nостояннаJl; Rf..t - упиверсмьпая газовая 

постоянная; 11; - .м,оле-к:улнрпая .масса газа, и используя (9.1) в виде 
dp дv· 
-+р-1 =0 имеем 
dt дхj ' 

Р(~ dT _! dp) = Р(~ dlnT _ dlnp) =О. 
R9 T dt р dt R9 dt dt 

Отсюда Tfpк-I = const, где к,= epfcv- nо~азатель адиабаты, а 
Ср = Cv + R9 -удельная массовая тетмое.м~ость газа nри nостоян­
ном давлении, или uзобарна.н тетмое.м~ость, соответствующая 

uзобарно.му (при постоянном давлении газа) тер.м,одипа.м.и'Чес-к:о.м.у 

процессу. Тогда с учетом (9.8) получаем уравнение адиабаты Пуас-
сон а 

]!_ = const. 
рК 

(9.9) 

Таким образом, для изоэнтропического процесса движения газа р в силу 

(9.9) зависит лишь от р. В этом случае газ называют баротроnньш. 
Отметим, что всегда к,> 1. При нормальной температуре для одно­
атомного газа к,= 5/3, а для двухатомного газа к,= 7/5. 
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Если газ не является совершенным, т. е. его параметры не удовле­

творяют (9.8), то в качестве уравнения состояния можно использовать 
(1.5) в виде 

pR9T 2 
р = 1 (З - alp . 

- IP 
(9.10) 

Кроме того, для реа.л...2иого газа следует также учитывать зависимость 

Cv от Т, которую можно задать в виде 

Cv =ео+с1Т+с2Т2 . 

Тогда вместо (9.7) получаем 

(ео + с1Т + с2Т2 ) dT- (Р ~~Р2 - а1) dp =О. (9.11) 

Если для изоэитропи-чес-х:ого процесса представить зависимость Т от р 

в виде Т(р) = Т(0)(р) + а1Т(1)(р) + fЗ1Т(2)(р) +с1Т(3)(р) +с2Т(4)(р) и при­
нять коэффициенты а1, fЗ1, с1, с2 малыми, а в дальнейшем пренебречь 

слагаемыми, содержащими произведения этих коэффициентов, то после 

интегрирования (9.11) найдем [7] 

~ = р"~1 (1 + а11'1 1- pl--y
1 

- f3I!'1P0(1- fi)) + 
.LQ 1-')'1 

+ р"~1 (с1То (1 - j)'Y1 ) + с2Тб (1 _ р2-у1 )) 

ео 2ео 

и, учитывая (9.10), 

!!_ = pl+'Yl (1 + ii1 
1 ~ р

1

--у1 
- fЗ1 (1 + !'1)Ро(1- р)) + 

Ро -!'1 

+ pl+'Yl (с1То (1 - j)'Y1 ) + с2Тб (1 - p2'Yl )) , (9.12) 
ео 2ео 

- Ot.lPO Rg - р ,.,.., 
где а1 = R т; /'1 = -; р = -; ро, рои .1.0- параметры газа в пекотором 

9 со Ро 

начальном состоянии (например, в состоянии покоя). 
В случае малости скорости v и ее производных, считая малыми 

и изменения Ь.р = р - Ро и Ь.р = р - Ро давления р и плотности р по 

сравнению с давлением Ро и плотностьюрогаза в его невозмущенном 

состоянии, из (9.1) и (9.2) с учетом (9.8) и (9.9) получаем 

др 1 др дщ 
-~2-~-ро-, 
дt а0 дt дхi 

(9.13) 

где ао = Jddpl = !§_ = JкВ9Т- с-х:оростъ зву-х:а (скорость рас-
Р р=Ро У р;; 

пространения в газе малых возмущений Ь.р и Ь.р). Заменив в (9.13) 
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приближенные равенства точными, приходим к известным во.~tн.овы.м 

уравн.ен.ил.м. 

(9.14) 

аналогичным (8.25) и описывающим распространение малых возму­
щений. Пространствеиную форму распространяющегося возмущения 

называют волной. 

Если до возникновения возмущения плотности газа векторное поле 

скоростей обладало nотен.цuа.~tо.м Ф0 (х, t), где х- радиус-ве-х:тор точ­

ки с nростран.стоенны.ми -х:оордината.м.и Xi, то и при распространении 

малого возмущения это поле остается потенциальным. Действитель­

но, из второго соотношения (9.13), полагая, что возмущение возникло 
в момент времени t =О и vilt=O = дФо(х,О)jдхi, интегрированием по 
времени t получаем 

2 t 

Vi = щj - ао ~ jpdt = дФ(х,t)' 
t=O Ро дхi дхi 

а2 Jt 
Ф(х,t) = Фо(х,О)- _Q pdt 

Ро 
о о 

потенциал поля скоростей газа в процессе распространения малого 

возмущения плотности газа, удовлетворяющий первому уравнению 

(8.25). При установившемся движении невозмущенного газа потенциал 
Фоне зависит от времени t. В этом случае 

дФ 2 Р 
-=-ао-· 
дt Ро 

(9.15) 

Пусть в момент времени t = О в неподвижном газе плотностью Ро 
в пределах шаровой области радиусом ro возникает малое возмущение 
др плотности. Это возмущение в силу центральной симметрии пора­

ждает сферичеспую волну p(r, t) = ро + !::..p(r, t), распространение ко-
д2(rl::!..р) 2д2 (rl::!..p) 

торой описывается первым уравнением (9.14) в виде дt2 = а0 дr2 
(r- расстояние от центра этой области). При этом потенциал Ф(r,t) 

поля скоростей будет удовлетворять аналогичному уравнению 

д2 (rФ) 2 д
2 (rФ) 

_,;__..:..-а 

дt2 - о дr2 (9.16) 

с начальными условиями Ф(r,О) =О и дФ~,О) = -aбf(r), где с учетом 
(9.15) 

f(r) = 1 +др 
Ро 

при r < r0 , f(r) = 1 при r > ro. (9.17) 
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Общее решение (9.16) имеет вид Ф(r,t) = !(JФ(aot-r)+gФ(aot+r)), 
r 

где fФ и 9Ф - произвольные дважды дифференцируемые функции. 

Поскольку при r = О потенциал остается конечным, вместо последнего 
равенства следует записать 

Ф(r, t) = !Ф(аоt- r)- !Ф(аоt + r). 
r 

(9.18) 

Тогда с учетом (9.15) получим 

p(r, t) = _ ро дФ(r, t) = po(f~(aot + r)- f~(aot- r)). (9_19) 
а~ дt aor 

Используя начальные условия, (9.18) и (9.19) приведем к виду 

fФ( -r)- fФ(r) =О и f~( -r)- f~(r) = -aor f(r). Отсюда находим 

f~( -r) =-f~(r) =- aor f(r). (9.20) 
2 

При t > О для точек за пределами возмущенной шаровой области aot + 
+ r > ro, т. е. аргумент функции f~ ( aot + r) всегда больше ro. Поэтому 
для этих точек в силу (9.17) и (9.20) и f~(aot+r) = ao(aot+r)/2. 

Для вычисления f~(aot- r) выделим три промежутка времени 

распространения возмущения [65] 

(
r -ro r+ro) --,--; 
ао ао 

(
r + ro ) 

'00 о 
ао 

В первом промежутке r- aot > ro, и из (9.17) и (9.20) следует, что 

f~(aot- r) = f' ( -(r- aot)) =- ao(r; aot); во втором- aot- r < ro, что в 
силу (9.17) и (9.20) дает f~(aot-r) = ao(aot-r) (1+ D.po); в третьем-

2 Ро 

aot- r > ro и, согласно (9.17) и (9.20), f~(aot- r) = ао(ао;- r). Таким 
образом, из (9.19) следует, что в первом и третьем промежутках 

p(r, t) = р0 , т. е. газ остается невозмущенным, а во втором промежутке 

( t) _ + llp0 (r- aot) 
р r, - Ро 2r . 

Изменение плотности газа в рассмотренных промежутках време­

ни представлено на рис. 9.1, причем на границах этих промежутков 
плотность газа изменяется скачком. При фиксированном значении r из­
менение плотности происходит в течение промежутка времени 2ro/ao. 
В момент времени t > О передний фронт сферической волны (позиция 1 
на рис. 9.2) достигает точек, расположенных на расстоянии r = aot + ro 
от центра О шаровой области начального возмущения плотности га­

за. При t > 2r0 /a0 за пределами этой области формируется задний 
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фронт 2 сферической волны, который достигает точек, расположенных 
на расстоянии r = aot - то от центра О, и эта волна располагается в 

сферическом слое толщиной 2r0 , равномерно расширяющемся со скоро­

стью а0 . Сфера 3радиусом r = a0t делит этот слой на внешнюю (р > р0 ) 

и внутреннюю (р < ро) части. 

Рис. 9.1 Рис. 9.2 

а б в 

Рис. 9.3 

В случае точечного источника возмущения ro = О и шаровой слой 
переходит в сферическую поверхность, также равномерно расширяю­

щуюся со скоростью ао. Если такой источник движется из начальной 

точки О прямолинейно с постоянной скоростью vo, то для неподвижнО:. 
го наблюдателя сферическая волна в различные моменты времени не 

будет представпять собой концентрические сферы. При v0 < а0 каждому 
моменту времени t1, 2tl, 3tl, . . . соответствует сфера, охватывающая 
все сферы для предшествующих моментов времени (рис. 9.3, а). В слу­
чае vo = ао все сферы имеют общую точку касания, соответствующую 
начальному положению точечного источника (рис. 9.3, б). При vo > а0 
все сферы касаются прямого кругового конуса (рис. 9.3, в), называе­
мого пон.усо.м Maza. Вершина этого конуса совпадает с начальным 
положением источника, а полуугол arcsin(ao/vo) при вершине называют 
у гл о .м М aza. 
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9.2. Одномерное течение невязкого газа 

При установившемся одномерном течении н.евяз'll:ого газа в пря­

молинейном канале постоянного поперечного сечения из (9.1) следует 
pv = const, где р - пдотн.ость газа, а v - модуль вектора скорости. 

Отсюда pdv + vdp =О, или 

dp + dv =О. 
р v 

(9.21) 

Для такого течения из (9.2) получим pvdv + dp =О, где р- давден.ие 

газа. Используя последнее равенство и (9.21), находим 

dp 2 
dp =v. (9.22) 

При иэоэн.тропичес'/\:о.м. процессе движения газа dpjdp, согласно 
(9.9), является функцией только р или р. В этом случае (9.22) опре­
деляет скорость распространения в канале малого возмуъцения неиз­

менной формы, удовлетворяющую как уравнению неразрывности, так 

и уравнению движения, называемую .местной споростью звупа и 

обозначаемую через а [64]. Для совершеиного газа с учетом его урав­
нения состояния (9.8) и уравнения адиабаты Пуассона (9.9) запишем 

(9.23) 

где R 9 - газовая постоянная; Т- абсодютн.ая температура газа. 

Из (9.3) с учетом (9.6) получим 

v2 р 

2 + evT + Р = const, (9.24) 

где Cv = const- удельная массовая тепдое.м.'ll:ость газа при постоянном. 
объе.м.е, или, учитывая (9.8) и (9.23), 

v 2 CvP р v2 кр v 2 а2 а2 

-+--+- = -+ = -+-- =const= - 0
-

2 R 9p р 2 (к -1)р 2 к -1 к -1' 
(9.25) 

где к= 1 +Rg/Cv- по'll:азатедь адиабаты; ао = Jкро/Ро = JкR9To­
скорость звука в полностью заторможенном газе при давлепuu тор­

.можепu.sс Ро = р + pv2 /2, которому соответствуют темnература 
тор.можепu.sс То= Т+ v2 /(2epv) (ер - удельная массовая тепдо­
е.м.'li:ость при постоянном. давден.ии) и плотность ро = Po/(R9To). 
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Из (9.25) с учетом (9.9) имеем 

2а2 ( ( р) 1- ~) v2 = __ о_ 1 - - ' 
к,-1 Ро 

( 
Х: - 1 ( V ) 2) к~ 1 

р = Ро 1- -2- ао . (9.26) 

Скорость v достигает максимального значения Vmax = ао ~ при 
р=О. 

Если в (9.25) положить v =а, т. е. приравнять скорость потока мест­
ной скорости звука, то получим значение приmичеспой спорости 

звупа: 

а* = ао J"' ~ 1 . 
(9.27) 

к 

Ей соответствует давление р* = Ро(-2-) к:-l. Течение газа называют 
к+l 

дозвуповы.м, если О< v <а*, и сверzзвуповы.м, если а* < v < Vmax· 

Безразмерный параметр М = v /а, характеризующий влияние сжима­
емости газа, называют число.м Maza. Используя это число, вместо 

к 

второго равенства (9.26) 1получаем ~ = (1+ "; 1 м2)к-1 и с учетом 

(9.9) ~ = ( 1 + к; 1 М2) к:- 1 , а в соответствии с (9.8) 

То = 1 + х:- 1 М2 
т 2 ' 

что позволяет, согласно (9.23) и (9.27), записать 

Отсюда следует, что а*< а при М< 1 и а*> а при М> 1. 

(9.28) 

(9.29) 

При изоэнтропическом процессе неустановившегося одномерного те­

чения невязкого газа в прямолинейном канале постоянного поперечного 

сечения из (9.1), (9.2) и (9.9) имеем 

др+ д(рv) -О дv +vдv =-!др () (9.30) 
дt --ах- - ' дt дх р дх' р = р р ' 

где t- время; х- координата, отсчитываемая вдоль оси канала. Для 

малых отклонений др = р- Ро и др = р- ро давления р и плотности р 

от соответственно давления р0 и плотности р0 газа в невозмущенном 

состоянии при малой скорости v и ее производных из (9.13) следуют 
одномерные волновые уравненv..н 

(9.31) 
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общие решения которых имеют вид р(х, t) = fp(x - aot) + 9р(х + aot) 
и v(x,t) = fv(x- aot) + 9v(x + aot). Анализ этих решений показывает, 

что если, например, др(дх,t) \ =О в начальный момент времени t =О 
t t=O 

и р(х,О) = Fp(x) = fp(x) + gp(x), то по nрошествии времени t1 кривая 
распределения плотности газа сдвигается без искажения вдоль оси Ох 

вправо и влево на рассtояние a0t1. Вдоль линий х- aot = const решения 
fp(x - aot) = const и fv(x - aot) = const, а вдоль линий х + aot = const 
решения gp(x + a0t) = const и 9v(x + aot) = const. Эти линии называют 
жapanmepucmuna.мu волнового уравненUJС. 

Если возмущения скорости не являются малыми, то необходимо 

решать системунелинейных уравнений (9.30), и, как правило, числен­
но. В частном случае зависимости р только от v, т. е. р = f(v) [7], 
удовлетворяющей первым двум уравнениям (9.30), с учетом третьего 
уравнения (9.30) получим 

дv дv 2!' дv 
-+v-=-a --. 
дt дх f дх 

1 r d d Отсюда следует - = а2 -, или _!!_ = ±~, что позволяет первые два 
f' f Р а 

уравнения (9.30) представить в виде 

др др 
-+(v±a)-=0 
дt дх ' 

дv дv 
дt + (v±a) дх =О. 

Непосредственной проверкой можно установить, что этим уравнениям 

удовлетворяют соотношения 

р(х, t) = Fp(x- (v ± a)t), v(x, t) = Fv(x- (v ± a)t), (9.32) 

где Fp и Fv- произвольные функции. 

При /v/a/-+ О соотношения {9.32) переходят в общие решения вол­
новых уравнений (9.31). Из (9.32) следует, что в подвижной системе 
координат, начало которой имеет скорость v ±а, плотность и скорость 
частиц газа остаются постоянными. Отсюда можно сделать вывод, что 

возмущения будут распространяться со скоростью v ± а, в общем слу­
чае различной в разных точках потока газа, поэтому пространствеиная 

форма возмущений будет изменяться во времени. 

Примем в {9.32) v(x,t) = Fv(x- (v + a)t) и в момент времени t = 
=0 волнообразное распределение возмущения скорости v вдоль оси 
Ох (рис. 9.4, а). Поскольку возмущения в области, где v >О, распро­
страняются быстрее, чем в области, где v <О, то при t >О гребень 
волны будет стремиться нагнать впадину, что приведет к более резко­

му изменению скорости в зоне смены ее знака (рис. 9.4, б). В рамках 
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а б в 

Рис. 9.4 

рассматриваемой .мате.матичес~ой .моде.л.и (ММ) это изменение, сопро­
вождаемое скачкообразным изменением давления и плотности газа, к 

пекоторому моменту времени t1 > О также должно принять форму скач­
ка (рис. 9.4, в). Таким образом, эта ММ описывает формирование в газе 
движущейся поверхности разрыва, которая соответствует волне сжа­

тия, называемой сnа'Чnо..и уплотненu.в, так как перед движущимся 

фронтом этой волны возрастают плотность и давление газа. Если в 

(9.32) принять v(x, t) = Fv(x- (v -a)t), то возмущение скорости в виде, 
изображенном на рис. 9.4, а, со временем будет, наоборот, сглаживать-
ся, т. е. волна разрежения по мере распространения растягивается, что 

исключает возможность возникновения скачков разрежения. 

Мате.матичес~ую .моде.л.ь (9.30) одномерного неустановившегося 
п.л.ос~ого те-ч.ен'Шl невязкого газа несложно модифицировать для общего 

случая одномерного движения, включающего также цuлuндрu'Чеспое 

и сферu'Чеспое mе'Ченu.в, когда поле скоростей обладает осевой и 

центральной симметриями соответственно. Такая модель в случае изо­

энтропического процесса течения отличается лишь первым уравнением 

(9.30), которое примет вид 88Р + д(дрv) + Npv =О, где N = 0,1, 2 для плос-
t х х 

кого, цилиндрического и сферического течений соответственно. 

9.3. Скачки уплотнения и ударные волны 

Если поверхность разрыва в газе, соответствующая с~а-ч.~у уп.л.от­

ненил, перпендикулярна направлению движения газа, то такой скачок 

уплотнения называют nр.в..иы..и. Рассмотрим адиабати-чес~ий процесс 

установившегося одномерного п.л.ос~ого те-чен'Шl совершенного невлз­

~ого газа с уравнением состолнил (9.8), считая положение прямого 
скачка уплотнения неизменным относительно выбранной системы ко­

ординат. Тогда из (9.1), (9.2) и (9.25) получим 

где к,- по~азате.л.ь адиабаты, а индексами 1 и 2 отмечены значения 
скорости v, дав.л.ен'Шl р и плотности р перед скачком уплотнения и 

после него соответственно. 
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Исключая v2 из первого и второго уравнений (9.33), находим 

V} = 
к,р2(РI + Р2) 
PI(PI + Р2) . 

347 

(9.34) 

Если отсюда при помощи третьего уравнения (9.33) исключить v1 , то 

получим уравнение"' 

Р2- Р1 Ар к.(р1 + Р2) 
Р2 - Pt = Ар = Pl + Р2 (9.35) 

адиабаты Гюгонио. 

При малой интенсивности скачка уплотнения различие в состояниях 

газа до и после скачка незначительно, т. е. Pl ~ Р2 ~ р и PI ~ Р2 ~ р, по­
этому (9.35) принимает вид приближенного равенства Ар/ Ар~ к,рf р, в 
пределе соответствующего уравнению (9.9) д.л.л адv.абатv:чес-кого nро­

цесса. В этом случае из (9.34) следует, что относительно наблюдате­
ля, движущегося со скоростью v1 вместе с невозмущенным потоком 

газа, прямой скачок уплотнения малой интенсивности перемещается 

навстречу в виде слабой ударной во.л.ны со скоростью D* ~ VКiJ!P, близ­
кой к .местной с-корости зву-ка а1 = J к,р1 / Р1 в невозмущенном газе. 

Преобразовав (9.35) к виду 

к+ 1 + Pl 
Р2 к-1 Р2 

Pl = 1 + к+ 1 . Pl ' 
к-1 р2 

для скачка большой интенсивности (р2 » Pl) получим, что Р2 ~ к+ 
1
\ 

Pl к-

т. е. в адиабатическом процессе сжатия газа вследствие диссипации 

энергии увеличение его плотности ограничено, тогда как при изоэн­

тропическом процессе сжатия из (9.9) следует, что с ростом давления 
газа его плотность возрастает неограниченно. Для скорости такого 

скачка относительно подвижного наблюдателя согласно (9.34) найдем 

D* ~ (к+ 1 )Р2 • При этом верхняя граница для D* превышает как а1, 
2pl 

так и местную скорость звука а2 = J к.р2/ Р2 в газе после скачка. 
Изменение давления, плотности, скорости и абсо.л.ютной темnера­

туры Т газа в прямом скачке можно представить в виде зависимо­

сти от чис.л.а Маха М1 = v1/at перед скачком. Из второго и третьего 
u ( 9 3 ) V2 1 1 (Р2 1) ( 1) М~ Р2 V2 уравнении . 3 имеем - = - м2 - - и 1 + к, - -

2 
= - - + 

Vl к 1 Pl Pl Vl 

+ (к, - 1) ( :: ) 
2 
~~ • Отсюда следует уравнение 

(Р2) 2 Р2 1 + к.М~ к.М~ - -2- -2(к.-1)(к.+1)-2-=0, 
Pl Pl к, + 1 к, + 1 
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имеющее два решения: тривиальное p2 jp1 = 1, означающее, что в од­
номерном потоке газа параметры состояния не изменяются, и решение 

Р2 2к.М~- к.+ 1 

PI к.+ 1 
(9.36) 

характеризующее изменение давления газа в прямом скачке. Используя 

(9.36) и привлекая (9.8) и первое уравнение (9.33), находим 

к.-1+-2 
v2 PI м~ 
=-=----~ 

Р2 к.+1 
(9.37) 

Отсюда с учетом (9.28) следует соотношение Прандm.л.н 

2 1 + к- 1м2 2 v2 2 v1 - 2- 1 2 2То 2а0 2 
VI V2 = VI V1 = М~ к,+ 1 = а1 Т1 (К. + 1) = К. + 1 = а*' 

2 

где а0 - скорость звука в заторможенном потоке, а а*- х:рити-чесх:ая 

сх:орость звух:а. Таким образом, если v1 >а*, т. е. относительно фронта 
прямого скачка те-чение сверхзвуковое, то за прямым скачком v2 <а*, 
т. е. те-чение дозвуковое. Из (9.36) и второго уравнения (9.37) имеем 

Так как p2 jp1 ~ 1, то М~ не может быть меньше единицы, а М~ не может 
быть больше единицы и меньше (к. -1)/(2к.). При отсутствии скачка 

Р2/Р1 = 1 и М1 = М2. Следовательно, (к. -1)/(2к.) ~М~~ 1 ~М~< оо. 
В отличие от геометрической интерпретации скачка как поверх­

ности разрыва физически он представляет собой очень узкую зону, в 

которой происходит резкое изменение скорости и параметров состояния 

газа. Для оценки толщины б* этой зоны приравняем перепад давления 

Ь.р = Р2- Pl на фронте прямого скачка напряжению а-= 1-LD(VI- v2)/б*, 
обусловленному вязкостью газа, где /-LD- его динами-ческая вязх:ость. 

Тогда с учетом второго уравнения (9.34) получим б*= 1-LD/(PIVI)· На­
пример, для воздуха при стандартных условиях 1-LD/ PI = 1,45 ·10-5 м2 jc 
и к.= 1,4 при М1 = 2 (VI = 683 мjс) 5* = 2,54 ·10-8 м, что на самом де­
ле соответствует весьма тонкому слою, который можно рассматривать 

как поверхность разрыва. Следует отметить, что при высокой скорости 
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газа (М1 > 5) необходимо использовать уравнение состояния реаль'Н.ого 
газа, учитывать процессы диссоциации и ионизации газа при высокой 

температуре, а также вре.мл рела-х:сации его параметров в тонком слое 

скачка уплотнения [7]. 
Более общий случай - посой спачоп уrмоmпени.н, фронт ко­

торого (позиция 1 на рис. 9.5) располагается наклонно к направле­
нию скорости v1 невозмущенного газа и образует с этим направле­
нием угол а. При переходе через косой скачок касательная к фронту 

составляющая скорости остается неизменной, т. е. viт) = v~т) = v(т) = 
= v1 cos а = Vz cos f3, а нормальная составляющая терпит разрыв, причем 
vln) = щsina > v~n) = vzsin,В. Для вычисления изменения параметров 
состояния газа при переходе через косой скачок в (9.36) и (9.37) необ­
ходимо использовать нормальные составляющие скорости: 

pz 2к(М1 sina)2
- к+ 1 

=--~----~-------
Pl к+ 1 

Pl v(n) tg,В 2 +(к- 1)(MI sina)2 

-=-2-=--= 
pz v(n) tga к+1 

1 

(м . ,8)2 2 +(к -1)(М1 sina)2 

zs1n = . , 
2к(М1sша)2 - к+ 1 

(9.38) 

Т2 (2к(МI sina) 2 - к+ 1) (2 +(к -1)(Ml sina)2) 
= 

(к+ 1)2(MI sina) 2 

Из второго уравнения (9.38) для угла е отклонения потока газа при 
переходе через косой скачок получим 

е _ v~ _ ( ,В) _ tg а - tg f3 _ М[ sin 2а - 2 ctg а 
tg - - - tg Q- - - о 

v~ 1+tgatgf3 М[(к+соs2а)+2 

Отсюда при е= О следует уравнение Mysin2a- 2ctga =О, один ко­
рень а=~/2 которого соответствует прямому скачку, а имеющий 

v<n> 
1 .-------------

Рис. 9.5 

v<n> 
2 
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физический смысл второй корень а= arcsin(1/MI) представляет собой 
уг.о.л, М аха, соответствующий распространению малых возмущений при 

сверхзвуковом течении. Так как существуют два значения а, при ко­

торых поток газа имеет нулевое отклонение, то это означает, что для 

данного значения М1 может существовать максимальный угол (}шах от­

клонения потока. 

Предположим, что клин с полууглом (} при вершине размещен 
симметрично относительно однородного сверхзвукового потока газа, 

имеющего скорость v1. Если (} < (}max, то косой скаЧок (позиция 1 
на рис. 9.6, а) присоединен к передней кромке клина 2, так, что те­

чение за скачком параллельна поверхностям клина, а давление вдоль 

клина постоянно. Если же В> Вшах, то возникнет отсоединенный ска­

чок уплотнения с криволинейным фронтом (позиция 1 на рис. 9.6, 6), 
расположенный на пекотором расстоянии перед клином 2. Течение за 
отсоединенным скачком вблизи линии симметрии клина будет дозвуко­

вым (область 3), а на пекотором расстоянии от передней кромки клина 
перейдет в сверхзвуковое (области 4). На границах раздела 5 этих обла­
стей скорость газа равна местной скорости звука. На линии симметрии 

а = тг /2, а по мере удаления от нее а постепенно уменьшается. 

а б 

Рис. 9.6 

При переходе от состояния перед скачком уплотнения к состоя­

нию после скачка в газе могут происходить фазовые переходы или 

химические реакции, связанные с подводом к газу теплоты, например 

конденсация содержащегося в нем водянщ'о пара [7] или взрывное горе­
ние (дефлаграция) и детонация взрывчатого газа [103, 146]. Исходя из 
уравнения состояния (9.8) заключаем, что в случае детонации скорость 
распространения возникающей ударной волны может достигать вели­

чины ..j2(~2 -1)qm [103], где qm -количество теплоты, сообщаемое 
единице массы газа. 



9.4. Течение вевязкого газа в соплах 351 

9.4. Течение невязкого газа в соплах 

Одним из приложений .м;ате.м;атичес~ой .м;оде.ttи (ММ) одномерно­

го течения невлз~ого газа является анализ его движения в каналах 

переменнога поперечного сечени.я. Основной причиной изменения пара­

метров газа при этом является изменение площади поперечного сечения 

канала, а трение газа о поверхность канала и увеличение nогранично­

го c.ttoл оказывают существенно меньшее влияние. Однако, чтобы эти 

факторы не оказывали большого влияния на параметры газа, суммар­

ные силы трения должны быть меньше сил давления и, следовательно, 

канал должен быть сравнительно коротким. 

Существуют два основных вида коротких каналов переменнаго по­

перечного сечения: сопла, в которых падение дав.ttенил р газа использу­

ют для увеличения его скорости v, и диффузоры, в которых уменьшение 
скорости приводит к возрастанию давления. Рассмотрим лишь течение 

газа в соплах. 

При установившемся течении в любом поперечном сечении сопла 

площадью F массовый расход газа 

m = pvF = const, {9.39) 

где р- n.ttomнocmъ газа. Отсюда d(pvF) =О, а из {9.2) для установив­
шегася одномерного течения можно получить одно уравнение движения 

газа в виде 

dp+pvdv =О. (9.40) 

о dp dv dF dp v dv 
бъединяя два последних равенства в виде - = -- - -F и - = - -d / 

р v р р dp 
и учитывая ( 9. 23), находим 

(
v

2 
_ 1) dv = dF, 

а2 1J F 
{9.41) 

где а= y'dpjdp- .честная с~оростъ зву""а. Отсюда следует, что для 
ускорения газа (dv >О) при v <а необходимо уменьшать площадь попе­
речного сечения сопла ( dF < О), а при v > а сопло должно расширяться 
(dF > 0). В связи с этим, учитывая (9.29), можно выделить три ре­
жима течения: дозву~овое течение ( v < а* < а), критический режим 
( 1J = а* = а), возникающий в наименьшем по площади поперечном се­
чении сопла, называемом npumuчecnu.м, и сверхзву""овое течение 

(v >а* >а), где а* - ""ритuчес""ал C'lf,Opocmъ зву""а. Сопло, в кото­
ром скорость газа, увеличиваясь, становится больше местной скорости 

звука, называют свержзвуповы.м (или соnо~~о.м Лава.л.JС). 
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Отметив звездочкой параметры газа в критическом сечении сопла, 

из (9.39) с учетом (9.29) и равенства М= vja, а также в случае 

изоэнтроnичесtсого nроцесса течения совершенного газа равенства 

а~ т. (Р•) к.-1 
а2 = Т = р получим 

( ) 
2 &L !_ = р*а* = р*а* = _.!_ (2 + /'\:-1 М ) 2к.-2. 

F* pv раМ М /'\: + 1 

Эта зависимость при/'\:= 1,4 представлена на рис. 9.7. Из нее следует, 
что одному и тому же отношению F / F* соответствуют два значения 
числа Маха М: одно при дозвуковом течении, другое- при сверхзву­

ковом. В критическом сечении плотность массового расхода pv = in/ F 
достигает максимального значения. Используя (9.8), (9.9), (9.26) и при­
ведеиные выше соотношения, найдем 

(9.42) 

где р0 и То - соответственно давление и те.мnература тор.моженш; 

R9 - газовал nостоянная. 

F 
F. 

4 

3 

2 

1 

о 

\ 

" 1 

1 
v 

L 
/ 

_./" 

2 3 м 

Рис. 9.7 

Из закона сохранения количества движения газового потока следу­

ет соотношение для приложенной к узлам крепления сопла реактивной 

тяги Р = invk + (Pk- Pa)Fk, где индексом k отмечены параметры в вы­
ходном сечении (на срезе) сопла, а Ра - давление окружающей среды. 
При изменении Ра в определенных пределах в окрестности значения Pk 
процесс ускорения газа в сверхзвуковом сопле остается неизменным, 
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поскольку малые внешние возмущения, распространяющиеся в газе со 

скоростью звука, не могут проникнуть в расширяющуюся часть сопла. 

Однако при приближении значения Ра к Ро возникает система ска'Чков 

уnлотнения, которая входит в эту часть сопла, продвигаясь к критиче­

скому сечению [24]. Используя первое равенство (9.42), можно показать, 
что при прочих рав_)lых условиях Р достигает максимального значения 

при Pk = Ра, что соответствует расчетному режиму работы сопла. 
Помимо геометрического воздействия на газовый поток путем из­

менения площади поперечного сечения сопла существуют и другие 

способы достижения скорости течения газа в канале большей, чем ско­

рость звука. Для их анализа применим закон сохраненш энергии в виде 

v2 
dqm = epdT + d2, (9.43) 

г де Qm - количество теплоты, сообщаемое извне единице массы газа; 

ер= кR9j(к- 1) - удельная массовая теnлоемкость газа nри nо­

стоянном. давлении. Положив т переменным, получим вместо (9.39) 
равенство т= pvF. Продифференцировав его и разделив результат на 

т, запишем d~ = dp + dv + dFF. Исключив отсюда при помощи (9.8) 
т р v 

dpj р, с учетом (9.40) получим 

dp = R dT+ R т(dm- dv- dF) = -vdv. 
р 9 9 т v F 

Отсюда, используя (9.23) и (9.43), находим 

(
v 2 

_
1
)dv = dF _ dm _ (к-1)dqm 

~ v F т ~ . (9.44) 

Отметим, что при dт =О и dqm =О (9.44) переходит в (9.41). 
Для канала постоянного поперечного сечения ( dF = О) при dqm = О 

из (9.44) следует, что для ускорения газа (dv >О) необходимо при v <а 
увеличивать массовый расход газа (dт > 0), а при v >а уменьшать 
расход (dт < 0). Аналогично в случае dF =О и dm =О для ускорения 
газа необходимо при v <а подводить к газу теплоту (dqm > 0), а при 
·и> а отводить ее (dqm < 0). Таким образом, в канале постоянного попе­
речного сечения увеличением массового расхода газа и/или подводом к 

нему теплоты можно лишь достигнуть скорости, равной критической 

скорости звука, а для перехода к. сверхзвуковому течению следует из­

менить знак расходного и/или теплового воздействия на обратный. 

Можно показать [24], что если газ при течении в канале постоянного 
поперечного сечения совершает механическую работу (например, вра­

щает турбину), то при v <а его скорость может возрастать вплоть до 
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значения а,.,, а для дальнейшего ускорения газа необходимо воздейство­

вать на газ (например, при помощи компрессора). Затраты энергии на 

преодоление сил трения при течении газа в канале постоянного попе­

речного сечения приводят к ускорению газа при v < а и его торможению 
при v >а. 

9.5. Погравичвый слой, образующийся 
при высокой скорости газа 

При обтекании в.нз11:u.м газо.м поверхности твердого тела (как и в 

случае в.нз11:ой несжu.мае.мой жид11:остu) возникает пограничный сдой, 

в пределах которого модуль вектора v скорости газа возрастает от 
нуля на этой поверхности (в силу зффе11:та прuдипани.н) до некоторого 

значения в обтекающем потоке. Рассмотрим установившееся пдос11:ое 

течение вязкого газа, описываемое в координатной плоскости х1 Ох2 

при выполнении усдови.н Cmo11:ca уравнени.н.ми Навье - Cmo11:ca в виде 
(8.11) при i, j = 1, 2, но без учета объемных сил (bi =О) [135]: 

где Vi- проекции вектора скорости на координатные оси Oxi; р, р и 
f.LD - пдотность, давдение и дина.ми-ч.ес11:а.н в.нзJ~:ость газа. 

Рис. 9.8 

В случае обтекания плоским течением по­

верхности с криволинейным контуром (рис. 9.8) 
ось Ох1 направим в каждой точке контура по 

касательной к нему, а ось Ох2 - по нормали к 

нему. Полагая текущую толщину б(х 1 ) погра­

ничного слоя малой по сравнению с радиусом 

кривизны контура и расстоянием х1 вдоль него 

от точки образования этого слоя, после оценки 

порядка слагаемых в первом из приведеиных выше уравнений, анало­

гичной проведеиной в 8.6, запишем 

(9.45) 
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Если в уравнении тen.ttonepeнoca (8.8) учесть зависимость теn.ttо­
nроводности Л(Т) газа от температуры Т и работу, совершаемую в 
единицу времени силами давления и трения, а затем провести оцен­

ку порядка слагаемых, то оно для установившегося плоского течения 

примет вид [135] 

(9.46) 

где ер - удельная массовая теn.ttое.м-х:ость газа nри nостоннно.м да­

в.ttении. Умножив (9.45) на v1 и сложив с (9.46), с учетом равенства 

11 D ( :~~ ) 
2 
+ VI 8~2 (11 D :~: ) = 8~2 (11 D 8~2 ( vJ ) ) в предположении Ср = 

= const получим 

p(v1 дТ* +v2 дТ*) _ _!_(PD дТ*) + _!_(PD ( 1 - _!_) дv~) дх1 дх2 - дх2 Pr дх2 дх2 2ер Pr дх2 ' (
9

.4
7

) 

где Pr = /lDCp/Л(T)- чис.ttо Прандт.ttн; Т*= T+v~/(2ep)- температу­
ра, приближенно равная темnературе тор.моженин, если иренебречь 

величиной v~ по сравнению с величиной v~. 
При обтекании плоской стенки газом, для которого Pr = 1, (9.45) 

и (9.47) с точностью до обозначений станут тождественными, если 

учесть, что при этом дрjдх1 =О, и в этих уравнениях перейти к 

безразмерным переменным v = VI/Voo и о*= (Т*- Тn)/(Т/'ю- Tn), где 
Tn- температура поверхности стенки, Т/'ю = Т00 +v'?ю/(2ер), V00 и Т00 -
скорость и температура газа за пределами пограничного слоя. Так 

как при Х2 = 0 V = 0* = 0, а за пределами ПОГраНИЧНОГО СЛОЯ V = 0* = 

= 1, то тождественность уравнений означает совпадение безразмерных 
профилей скорости и температуры Т* в пограничном слое, являющееся 

дополнением к установленной в 8.6 тройной анадогии. При х2 =О 
в силу эффе-х:та nри.ttиnанин для вязкого газа VI = О. Поэтому для 

n.ttотности теn.ttового nото-х:а, передаваемого от газа к стенке, в 

соответствии с за-х:оно.м Био - Фурье получим qo = Л(Т) 8ат 1 = 
-• Х2 Х2=О 

= Л (Т) ( Т/'ю - Tn) 8
8
° 1 . Тог да первые четыре части цепочки равенств 
Х2 Х2=О 

(8.72) примутвид 

Cf = St = qo 
2 pepvoo(T~ - Тп) ' PCpVoo 

(9.48) 

где CJ - .местный -х:оэффициент треншг, St - чисдо Стантона 

(тепловое); о: - -х:оэффициент теn.ttооб.мена. 
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Из рассмотренной .мате.матичесх:ой .моде.ttи (ММ) пограничного 

слоя, образующегося на обтекаемой поверхности при высокой скорости 

газа, следует, что в случае идеальной теплоизоляции этой поверхности 

ее температура Тп =Т~ превышает температуру Т00 газа за преде­
лами пограничного слоя. Для большинства газов Pr < 1 (например, 
для воздуха Pr ~ 0,71 [104]), и температура идеально теплоизолиро­
ванной поверхности Тп = Tr <Т~, где Tr = Т00 + rтv2 /(2ер)- темnе­
ратура восстан.овлен.uн, rт- поэффuцuен.т восстан.овлен.uн 

темnературы, зависящий от значения Pr (при .ttа.минарно.м тече­
нии вдоль плоской стенки rт ~ Pr112 , а при турбу.ttентно.м течении -
rт ~ Pr113 [104]). При полном торможении газового потока перед пре­
градой, когда кинетическая энергия газа полностью переходит в те­

пловую энергию, rт = 1. В этом случае в силу (9.48) qo = а(Т~ - Т0), 
тогда как в случае обтекания газом произвольной поверхности с учетом 

модификации рассмотренной ММ qo = a(Tr- Т0). Характер распреде­

ления температуры газа по толщине пограничного слоя для случаев 

идеальной теплоизоляции поверхности (кривая 1), ее нагрева (кривая 
2) и охлаждения (кривая 3) показан на рис. 9.9. Отметим, что для излу­
чающей и идеально теплоизолированной поверхности Тп = Т < Tr, где 
Т - равновесная те.мпература. 

xz 

о (Т п>з (Т п)l (Т 0 )2 Т 

Рис. 9.9 

В случае Pr =/:. 1 безразмерные профили скорости и температуры 
Т* не совпадают, что приводит к зависимости а от Pr, которую 
можно установить тем же путем, что и при обтекании плоской стенки 

несжимаемой жидкостью (см. 8.6). 
При большой скорости обтекания газом поверхности в погранич­

ном слое возникает весьма значительная разность температур Tr - Тп. 

В интервале этих температур необходимо учитывать зависимость ер 

от Т. Кроме того, заметное влияние на процесс тепдо.массоперено­

са в пограничном слое оказывают диссоциация, а при более высокой 

температуре - ионизация газа, сопровождаемые затратами тепловой 
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энергии на разрыв межатомных связей и связей электронов с атома­

ми. Вследствие существенного изменения температуры по толщине 

пограничного слоя концентрация диссоциированных атомов и молекул 

газа около поверхности меньше, чем на пекотором расстоянии от нее. 

Приближаясь к поверхности в результате х:онцентрационной диффузии 

и перемешивания, продукты диссоциации рекомбинируют, восстана­

вливая разорванные связи и освобождая накопленнуЮ энергию, что 
приводит к интенсификации теплообмена между газом и обтекаемой 

им поверхностью. 

Влияние перечисленных факторов можно учесть, если в рассмо­

тренной ММ пограничного слоя перейти от температуры Т газа к 

приращению его mеn.л.осодержанин (энmальnии) 

т 

Нт= J epdT 
Тп 

при нагреве газа от температуры Тп до текущего значения Т. Величи­

на ер учитывает все затраты теплоты (включая тепловые эффекты при 

диссоциации и ионизации газа), необходимые для повышения темпера­

туры единицы массы газа. Так как процессы диссоциации зависят не 

только от температуры, но и от давления, то ер и Нт будут функциями 

Тир. Учитывая, что dНт = c-pdT, вместо (9.46) получаем 

(9.49) 

Снова умножив (9.45) на v1 и сложив с (9.49), запишем 

где Нт = Нт +vU2. Если в случае обтекания плоской стенки (дрjдх1 = 
=О) в (9.45) и (9.50) перейти к безразмерным переменным v = v1 jv00 и 

н;= (НУ,)оо, где VI = Voo и (НУ,)оо- значение н;. при т= Тоо, то при 
Pr = 1 эти уравнения с точностью до обозначений будут тождествен­
ными. Поскольку v =н;= о при Х2 =о, а за пределами пограничного 

-* слоя v = Н т оо = 1, то из тождественности этих уравнений следует со-
-* впадение профилей v и Н т в пограничном слое, являющееся еще одним 

дополнением к тройной аналогии (см. 8.6). Тогда вместо (9.48) можно 

записать с! = Stн = (qo *) . 
2 PVoo Нт оо 
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Различные модификации ММ пограничного слоя объединяет сопо­

ставление характерного размера L поверхности в направлении обтека­
ния и масштаба с50 , характеризующего порядок толщины этого слоя. 

Однако при уменьшении плотности газа увеличивается средняя дли­

на. I свободного nробега молекул газа, что ограничивает применение 
ММ сnдошной среды. Оценить границу области применения таких 

ММ можно следующим образом. Если в (1.4) среднюю скорость сво­
бодного пробега молекул газа представить в виде [76} v = аJ8/(-тrк), 
где а - скорость зву?Са, а к. - nо?Сазатедь адиабаты, то получим 

I:::::::: 1,15vD.J'К,fa (здесь VD = J.lD/P- ?CtiНe.wamuчec?Ca.a влз?Сость газа). 
Тогда, полагая до/L:::::::: 1/.JR:ёL (см. 8.6), где ReL = v00L/vD- чисдо 
Рейнодьдса, находим lfбo:::::::: M/JRёL (здесь М= v00 fa - чисдо Ма­
ха). Ясно, что в случае lfдo ~ 1 ММ пограничного слоя не применима. 
Ее надежное использование целесообразно при lfбo ~ 0,01, т. е. при 
Mjy!RёL ~ 0,01. Для сильно разреженных газов M/.JRёL" ~ 10. В этом 
случае необходимо применение ММ молекулярио-кинетической теории 

газов. В интервале значений М/ JRёL между этими границами исполь­
зуют ММ течений со скольжением, допускающие отсутствие эффекта 

прилипания и основанные на предположениях, что 



10. ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ 
ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОЙ СРЕДЫ 

Материал твердоzо тела с повышением абсолютной температу­
ры, сохраняя свойство упругости, может приобрести и вязкие свойства. 

В этом случае при нагружении тела возникает так называемая вJCз­

noynpyгaJC дефор.м.ацuJС, которая изменяется во временц даже при 

постоянной нагрузке, а после снятия нагрузки постепенно исчезает. 

Свойства таких материалов, к которым относятся многие поли.м.е­

ры, описывают .м.ате.м.атические .модели (ММ) тер.м.овJСзnоуnругой 

сn.~~ошн.ой среды. В этой главе ограничимся рассмотрением линейных 

ММ этой среды, для построения которых использован термодинамиче­

ский подход (см. 4.5). При этом будем считать справедливым принцип 
начальных раз.м.еров, т. е. полную провзводную по времени t примем 
равной частной производной: d(-)jdt = д(·)/дt, а плотность среды р­
не зависящей от времени. 

10.1. Термовязкоупругая среда скоростного типа 

Термодинамический подход, использованный при построении .ма­

те.матической .модели (ММ) жидкости как среды скоростного ти­

па (см. 8.1), отличается от используемого при построении ММ тер­
.мовязкоупругой сплошной среды тем, что в (8.1) вместо якобиана J* 
в качестве аргумента принят тензор .малой дефор.мации € с ко.мпонен­
та.ми Ekt, k, l = 1, 2, 3, заданными в пря.моугольной систе.ме координат 
Ох1х2хз. Тогда (8.1) примет вид 

А= A(e:kt, Vkt, т, 'l?k), h = h(e:kt, Vkt, т, 'l?k), } 

aij = aij(e:kl, Vkt,T,'I?k), Qi = Qi(Ekt, vk/,т,'l?k), 

i, j, k, l = 1, 2, 3, 

(10.1) 

где активны.ми пере.менны.ми являются .массовые плотности свобод­

ной энергии А и энтропии h, ко.м.поненты бij тензора напряжений 
u и проекции Qi вектора q плотности теплового потока на оси Oxi, 
а в качестве реактивных пере.менных помимо fkl приняты компонен­
ты vkl = дt:kt! дt тензора скоросте'fJ. v' абсолютная те.мпература т и 
проекции '!9k = дТ jдxk ее градиента fJ на оси Oxk. 

При Vkl =О соотношения (10.1) должны совпадать с аналогичными 
соотношениями для тер.м.оупругой сплошной среды. Поэтому можно 
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записать 

(10.2) 

где первые слагаемые в правых частях равенств соответствуют функ­

циям для термаупругой среды и не зависят от Vkl, а вторые - зависят 

только от vkl и обращаются в нуль при vkl = о. 

Если с учетом (4.21) подставить (10.2) в уравнение nереноса энергии 
(4.11), а затем полученное равенство вычесть из (4.19), то выражение 
для второго за?Сона тер.м.одина.м.и?Си примет вид 

где р- n.ttomнocmь среды; t- время. Это неравенство линейно отно­

сительно производных дVij / дt, дТ / дt и дiJi/ дt, которые в соответствии 
с (10.1) не являются реактивными перемеnными. Тогда при произволь­
ных значениях этих скоростей и линейности относительно Vij первого 
слагаемого в левой части (10.3) получим в качестве достаточных усло­
вий реализуемости рассматриваемого тер.м.о.м.ехани'Ч.ес?Сого nроцесса 

равенства 

дА(D) 

дv:. =о, 
~J 

дА 
д{}i =о, 

дА 
h=-­

дТ' 
(10.4) 

и общее диссиnативное неравенство вида (4.23) бv- QiiJi/T ~О, где в 
данном случае диссиnативная фун?Сцил б D = o"iJJ) Vij. Так как из первого 
равенства (10.4) следует, что A(D) не зависит от Vij, далее можно 
принять А= А о. Если считать, что процессы вязкого деформирования и 

распространения теплоты независимы, то должно выполняться каждое 

из неравенств 

(10.5) 

характеризующих диссипацию энергии в этих двух процессах. 

За?Сон сохранения энергии ( 4.22) в данном случае принимает вид 

(10.6) 

где qv - объе.м.ная n.ttomнocmь мощности внутренних источников те­

плоты. Дальнейшая конкретизация (10.6) связана с заданием вида 
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функций А, qi и O"h). В случае рассматриваемой среды и:_пользуем для 
А и qi те же соотношения, что и в 5.1, и введем теюор R поэффици­
ен.тов вJlэnocmu с компонентами ~jkl, удовлетворяющими условиям 

симметрии ~jkl = Rjikl = Rijlk = Rklij и неравенству ~jkl Vkl Vij ~ О для 

произвольных \lij-~. Положив O"h) = ~jkl Vkl и подставив в (10.6) соотно­
шения из 5.1, получим форму записи закона сохранения энергии в виде 
уравнения теn.tt.оnроводности 

(10.7) 

где Се: - удельная массовая теn.tt.ое.м.~ость nри nостоянной дефор­

.м.ации; €lJ> - компоненты тензора те.м.nературной дефор.м.ации, и с 
учетом равенства \lij = O€ij / дt придем к соотношению 

(10.8) 

где Cijkl -компоненты тензора ~оэффициентов уnругости, которое 

определяет анизотропную термавязкоупругую среау Кельвин.а -
Фойгта. Отметим, что последнее слагаемое в правой части (10. 7) 
имеет при \lij -t О более высокий порядок малости по сравнению с 

остальными слагаемыми и им можно пренебречь. 

Для изотропной среды ~jkl = Лvбijdkl + /Lv(бikбjl + di!djk), где Лv и 
ILD- коэффициенты (см. 8.1), аналогичные ~онстанта.м. Ла.м.е).. и р,. 
При этом 

(10.9) 

Если вязкие свойства среды не проявляются при объе.м.ной дефор.м.ации, 

т. е. выполняется ус.tt.овие Сто~са, то (10.9) принимает вид O"~D) = 
= 2~-Lv(Vij- Vkkдij/3). В этом случае, учитывая (5.5), вместо (10.8) 
получаем 

(10.10) 

где €(Т) - те.м.nературная дефор.м.ация среды, а eij = €ij - €kk dij -
компоненты девиатора деформации. 

С учетом (10.8) уравнения движения (3.62) по аналогии с (5.8) для 
рассматриваемой термавязкоупругой сплошной среды примут вид 

(10.11) 
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где Ui и bi - проекции на оси Oxi векторов и пере.мещени.н и Ь 
п.л.отности объемных си.л.. Если среда изотропна и однородна, то 

вместо (10.11) имеем 

д2щ д2ui д2щ д2iц 

р дt2 = /-L дхjдХj +(Л+ J.t) дхjдХi + /-LD дхjдХj + 
lflи · дс(т) 

+ (Лv + J.LD) дхjд~i + bi- (3Л + 2~-t) дхi , (10.12) 

где()= д(·)/дt. Для получения единственного решения системы диф­
ференциальных уравнений (10.7) и (10.11) (или (10.12)) используют 
краевые условия (5.20), (5.21) и (5.10)-(5.12). 

Рассмотрим более подробно вопрос о различии между вязкоупру­

гим твердым телом и жидкостью. Интуитивно ясно, что упругая среда 

является твердым телом, а вязкая среда - жидкостью, для вязко­

упругой среды ситуация существенно сложнее, так как она проявляет 

признаки как упругого, так и вязкого поведения. 

Будем различать жидкость и твердое тело при помощи следую­

щего простого, но пестрогого рассуждения. Пусть рассматриваемое 

термавязкоупругое тело изотропно и однородно. Тогда компоненты де­

виатора напряжений Sij = CГij - CГkkбij /3 связаны с eij соотношением 

Sij = 2~-teij + 2~-tvёij, откуда 

e;;=~>2~Jexp( ( t- t')~-t) дsij dt'. 
/-LD дt' 

(10.13) 

о 

Для однородной вязкой жидкости в случае малой деформации ком­

поненты девиатора скоростей совпадают с компонентами девиатора 
- . 1 ( дvi дv · ) дvk 8i · 

скоростен деформации, т. е. eij = 2 дх; + дх: - дхk :f• и тогда Sij = 

= 2~-tvёij· Если ёij =О, то для вязкоупругой среды sij = 2~-teij =/=О, а 
для вязкой жидкости Sij = О. В случае полимеров, если их рассматри­
вать на микроуровне (см. 1.4), различие между твердым и жидким 
состояниями достаточно простое: в жидком состоянии отдельные цепи 

молекул не связаны между собой и за длительные промежутки времени 

обладают леограниченной подвижностью по отношению друг к дру­

гу, а в твердом состоянии между цепями молекул имеются дискретные 

химические связи, называемые поперечными, которые и препятствуют 

неограниченному течению. 

На рис. 10.1 представлен .механический аналог, соответствующий 
(10.13) при одноосном растяжении. Он состоит из упругого элемента, 
перемещение и которого линейно зависит от приложенной силы Ре, т. е. 
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и= Ре/С, причем жесткость этого элемен­

та С пропорциональна 2j.l, и элемента вяз­
кого трения, скорость перемещения кото­

рого связана с приложенной силой РТ/ соот­

ношением duf dt = РТ// 'r/, где коэффициент 'rl 
пропорционален 2pv. Тогда в случае пере­
менной во времени суммарной силы P(t) = 
= Pc(t) + РТ/(Т) = Cu(t) + 'rl d~~t), или 

t 

Рис. 10.1 

u(t) = P(t) _ _.!._ /ехр (- (t- t')C) dP(t') dt' 
с с 'rl dt' ' 

о 

р 

(10.14) 

что с точностью до обозначений совпадает с (10.13). Отметим, что 
механический аналог, соответствующий ньютоновской жидкости, со­

держит лишь элемент вязкого трения. 

Если в (10.13) принять Sij = sijH(t), где s'tj = const, а H(t) 
фун.пция Хевисайда (H(t) = 1 при t ~О и H(t) =О при t < 0), то 

(10.15) 

dH(t) 
где б(t) = ---;It" - де.л.ьта-фун~v,ия, обладающая в данном случае по 

отношению к произвольной непрерывной в точке to Е (0, t) функции f(t') 
свойством 

t 

j f(t')б(t'-to)dt' = f(t0 ); 

о 

ф(t) = 1- ехр( -tjt*) - фун.пция nо.л.зу'Ч.есmи; t* = J.lD/ J.l - вре.м.я 
заnаздыван.ия. 

10.2. Модель среды, учитывающая 
скорость изменения напряжений 

Влияние скорости изменения тензора напряжений на поведение тер­

мавязкоупругой среды можно учесть введением при помощи преобразо­
вания Лежандра тер.модина.ми-ч.ес~ого потенv,иа.л.а Гиббса 

i, j, k, l = 1, 2, 3, (10.16) 
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где р- п.л,отность среды; А- .массовая п.л,отность свободной энер­

гии; Ekl - -х:о.мпоненты теюора .м,а.л,ой дефор.маv,ии. Аргументами 

этого потенциала являются -х:о.мпоненты akl тензора напряжений и 

их скорости akl = дakl/дt изменения во времени t, абсо.л,ютна.н те.мпе­
ратура Т и ее градиент с проекциями {}k = дТ jдxk на оси Oxk системы 

пространствеиных -х:оординат. 

Общее диссипативное неравенство (4.23), выражающее второй 
за-х:он тер.модина.ми-х:и, с учетом (10.16) можно представить в виде 
дG . h дТ q;iJ; :>::: 0 h 

рдt + G"ijEij + р дt + т """ , где - .массовая п.л,отность энтропии, 

а qi - проекции на оси Oxi вектора п.л,отности теп.л,ового пото-х:а, 
или 

Это неравенство линейно по отношению к величинам aij, Т и iJi, ко­
торые не являются реа-х:тивны.ми пере.менньши. Поэтому достаточные 

условия его выполнения имеют вид 

дG 
-а· =О, 

G'ij 

дG 
д{}i =о, 

т. е. G не зависит от aij и {}i· 

(10.17) 

п о (D) о • (D) 
аложим Eij = Eij - Eij , где Eij не зависят от G"ij, а Eij не зависят 

от G"ij· Тогда из неравенства в (10.17) следует Eij = -pдGjдaij, и в 
(4.23) в данном случае диссипативна.н фун-х:v,и.н бv = E~f)aij, а за-х:он 
сохранен ил энергии ( 4.22) принимает вид 

(10.18) 

где qv - объе.мна.н п.л,отность мощности внутренних источников 

теплоты. 

При малых скоростях изменения компонент тензора напряжений 

можно принять E~f) = -DijkltYij + Gijk{}k, где Dijkl и Gijk должны быть 
выбраны так, чтобы выполнялось (4.23). Если по аналогии с (10.5) счи­
тать, что механическая и тепловая диссипации энергии независимы и 

по отдельности неотрицательны, т. е. c§&ij = -DijkltYkttYij + Gijk{}kд"ij ~ 
~О и -qi{}i ~О, то в силу произвольности {}k и aij достаточным услови­

ем выполнения неравенства (4.23) является Gijk =О. В итоге получим 

дG D . 
Eij = -р-8 + ijklG'kl· 

G'ij 
(10.19) 
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Дальнейшая конкретизация (10.19) связана с выбором функции 

G((щ,Т). С учетом (1.13), (5.1), (5.2) и (5.14) вместо (10.16) запишем 

(10.20) 

где Sijkl, Cijkl и f:~J)- компоненты тензоров ~оэффициеитов податли­
вости, упругости и температурной деформации соответственно, а 

В(Т) включает все остальные слагаемые, зависящие только от тем­

пературы. Тогда (10.19) примет вид 

S +D 
. (Т) 

E:ij = ijklO'kl ijklO'kl + f:ij ' 

что определяет анизотропную mер.м.ов.нзпоуnругую сn.л.ошиую сре­

ду Мапсве.л.ла. Для изотропной среды положим 

где Oij - си.м.вол Kpoue~epa, и с учетом (5.6) получим 

f:· · = 2_ (и··- Л O"kko .. ) + D1irkkб .. + 2D2& .. + f:(T)§.. (10.21) 
~з 2J..l ~з ЗЛ + 2J..l ~з ~з ~з ~з' 

где Л и J.L- ~оистаиты Ла.м.е. 
Из (10.21) следует, что связь между компонентами девиаторов 

деформации eij и напряжений Sij имеет вид eij = Sij/(2f..l) + 2D2Sij, 

откуда 

( Jt ( t - t' ) 8е · · ) s·· = 2н е··- ехр --- _!l.dt' . 
~з ,.. ~з 4J.LD2 8t' 

о 

(10.22) 

Если щ = ef1H(t), где ef1 = const, H(t) - фуи~ци.я Хевисайда, то 

по аналогии с (10.15) Sij = 2J.Leij'Ф(t), где ф(t) = 1 - ехр( -tjt*) -
фуипци.н релапсации, а вре.м.я рела~сации в данном случае равно t* = 
= 4J.LD2. Явление, при котором напряжения измененяются во времени 
при постоянной деформации, называют релапсацией иаnр.нжеиий. 

В соответствии с (10.20) и третьим равенством (10.17) имеем 
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где а~р = дс:~J) 1 дТ = const - компоненты тензора -коэффициентов 
температурной деформации. Подставляя h в (10.18) и вводя удельную 

массовую теплоем-кость Си =сЕ+ TCijklaiГ а~р 1 р при постоянных на­
пряжениях, где сЕ = -Т d2 В jdT2 - удельная массовая теплоем-кость 
при постоянной деформации, с учетом (5.17) получаем уравнение те­
плопроводности, в котором учтена связь между полями температуры 

и напряжений: 

дТ Т . (Т) д ( , (Т) дТ ) D . . 
PCuдt =- CТijaij + дхi лij дхj +qv+ ijklCТklCТij, 

где л~р - компоненты тензора теплопроводности. Для решения это­
го уравнения помимо зависимостей Crij от времени и пространствеиных 
координат должны быть заданы -краевые условия (5.20) и (5.21). 

10.3. Термавязкоупругая среда 
с внутренним параметром состояния 

Один из возможных вариантов построения .математичес-кой .модели 

(ММ) тер.мовяз-к:оупругой сплошной среды основан на использовании 

ее внутренних параметров тер.модина.ми'Чес-к:ого состояния. Введем 

тензорный внутренний параметр с -компонентами Xij, i, j = 1, 2, 3, 
изменение которых во времени t в линейном приближении описывает 
обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) 

t*. -uXij = Xij- Xij, 
. дxij 
Xij = at' (10.23) 

где t~ - вре.мя рела-ксации параметра с компонентами Xij; Xij -его 
значение в равновесном тер.модина.ми'Чес-к:о.м процессе. Этому ОДУ 

удовлетворяетфункция 

t 

J ( t-t')дX·· Xij = Xij- ехр -т дt:з dt'. (10.24) 

о 

По аналогии с (5.69) .массовую плотность свободмй энергии А с 
учетом IXijl « 1 представим в виде 

Cijkl (Т) 
pA(c:kl, Т, Xkl) = -

2
-c:klC:ij- Cijklc:kl C:ij- HijklXklC:ij + 

+ Kijkl~klXij + рВ(Т), k, l = 1, 2, 3, (10.25) 
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где р - плотность среды; C:ijr Cijkl и C:k~) - комnоненты тензоров 
.малой деформации, х:оэффициентов упругости и температурной де­

формации соответственно; Т - абсолютна.н температура. Примем, 

что при температуре То естественного состоянuл C:ij = с:~Г = Xij =О и 
В(То) =О. Тогда A(OrTo,O) =О и с учетом первых двух равенств (4.39), 
отождествляя при малой деформации тензоры напряжений Коши и 

Пиолы -Кирхгофа, получаем с использованием (10.25) соотношения 
для компонент тензора напряжений и .массовой плотности энтропии 

где a~J) = дс:~Г / дТ = const - компоненты тензора х:оэффициентов 
температурной деформации. 

Соотношение для h в сочетании с выражением (4.22) для зах:она 
сохраненuл энергии, (5.17) и (10.25) дают возможность получить урав­
нение теплопроводности 

(10.26) 

где се;= -Td2 BjdT2 - удельная массовая теплоем.х:ость при посто­

янной деформации; л~Г - компоненты тензора теплопроводности; 
qv - объе.мна.н плотность мощности внутренних источников тепло­

ты, а диссипативна.н фунх:ция 

(10.27) 

С целью дальнейшей конкретизации соотношений для O'ij примем 

линейную зависимость Xij = Xijk!C:kt + "fij (Т- То) + Fijk :: и с учетом 
(10.23) и (10.27) подставим в общее диссипативное неравенство (4.23): 

( KijklXkt- Hijkt(c:kl- c:k~))) ( XijmnC:mn + 'Уiз(Т-То) + 
дТ ) * Qi дТ + Fijm дхт- Xij + tит дхi ~О. 

Отсюда, полагая, что процессы деформирования и изменения Xij свя­
заны между собой и не зависят от изменения температуры и распро-



368 10. ЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОЙ СРЕДЫ 

странения теплоты, получим достаточные условия реализации этих 

пропессов в виде 

'Yij =О, Fijm =О, KijklXijmn~mnXkl ~О, -KijklXklXij ~О, 

дТ 
qi-

8 
~о. 

Xi 

Тогда с учетом первых двух равенств получим 

(10.28) 

Используя (10.24) и(10.28), соотношения для O'ij можно представить 

в виде 

t 

(Т) 1 ( 1 ( t- t
1

) д~kl 1) O'ij = Cijkl(~kt- ~kt ) - Rijkl ~kt- ехр -~ дt' dt , (10.29) 

о 

где R~jkl = HijmnXmnkl, причем R~jkl = R~lij = Rjikl = R~jlk· Если про­
дифференцировать (10.29) по времени, полученный результат умно­
жить на t~ и сложить с (10.29), то получим 

* дO'ij С ( * д ) ( (Т)) 1 tит+aij= ijkl 1+tидt &kt-ekt -Rijkl~kt· (10.30) 

Это равенство в сочетании с (10.26) определяет анизотропную стан­
дартную дuнейную термавязкоупругую сплошную среду. Для изо­

тропной среды R~jkl = Л1бijбkt + Ji(бikбjl + бilбjk), где бij - си.мвол 
Kponex:epa, а коэффициенты Л1 и Ji совпадают по размерности с х:оп­

стапта.ми Л а.ме >.. и JL· 
Подставив соотношения (10.29) в (3.62) и использовав соотношения 

Коши (3.12), получим уравнения движения в перемещениях, которые 
для изотропной и однородной стандартной линейной среды имеют вид 

где Ui и bi - проекции на оси Oxi вех:торов nере.мещепия и nлотности 
объе.мпых сил соответственно. Для совместного решения этого уравне­

ния с (10.26) необходимо добавить х:раевые условия (5.10)-(5.12), (5.20) 
и (5.21). 
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Для изотропной среды вместо (10.30) можно записать 

* 8sij ( * 8eij ) , 
t(]' at + Sij = 2J.L ta-8t + eij - 2J.L eij, 

где Sij = CТij - СТkkбц/3 и eij = &ij - &kkбij/3 - компоненты 
торов напряжений и деформации; бij - си.м.вол Кро'Н.ех:ера. 

.м.еха'Н.и'Чесх:ий а1tалае ММ рассматрива­

емой среды можно представить в ви­

де аналога среды Кельви'Н.а - Фойгта 

(см. рис. 10.1) с параметрами С и fJ, по­
следовательно соединенного с упругим 

элементом жесткостью С1 (рис. 10.2). С 
учетом (10.14) запишем 

t 

Рис. 10.2 

и(t) = P(t) + P(t) _ _!_ /ехр (- (t- t')C) dP(t') dt', 
с1 с с fl dt' 

о 

(10.31) 

девиа­

Тогда 

р 

где и - перемещение точки приложения силы Р. После дифференци­

рования этого равенства по времени, умножения полученного резуль­

- dP 
тата на f//C и сложения с исходным равенством получим t;dt + Р = 

С (t-* du ) C'fu t-* Т] t* t* = 1 (1 dt + и - с+ cl ' где (]' = с+ cl ' что при условиях q = q и 
с 1 

с 
1с = !!.._ с точностью до обозначений соответствует (10.31). 

+ 1 J-L 
Условия на nоверХ'Н.ости разрыва в рассматриваемой термавязко-

упругой сплошной среде можно получить, если считать, что отклонение 

абсолютной температуры от температуры естественного состояния не­

велико, т. е. /Т- То/ /То« 1. Полагая, что возмущения в однородной 
среде распространяются со скоростью D~, из (10.26) при Т~ То и бD =О 
находим 

(10.32) 

где [ ·] - скачок соответствующей величины на поверхности разрыва; 

ni- направляющие косинусы нормали к этой поверхности (см. 4.4). 
Остается в силе второе равенство (5.30), из которого следует, что так 

как в общем случае л~J)nj :f. О, то [Т]= О, т. е. абсолютная температура 
непрерывна, поскольку в рассматриваемой среде скорость распростра­

нения теплоты бесконечна. 

Используя (5.27) и (5.28), из (10.30) получаем систему 

* (p(D~) 2бik- Cijklnjni) [itk] + ~jkl[иk] nj ;; =О 
(]' 

(10.33) 
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трех однородных линейных алгебраических уравнений ( СЛАУ) с ше­
стью неизвестными [uk] и [uk]· Так как ранг матрицы этой СЛАУ 
не больше трех, то неизвестные значения скачков параметров мо­

гут быть определены с точностью до некоторых постоянных мно­

жителей. Если из решения х:раевой задачи термавязкоупругости с 

соответствующими граничными и нача.11.ьными ус.11.овшсми определены 

скачки [uk], то скачки [uk] могут быть найдены из решения этой 

СЛАУ. Скорости распространения скачков [uk] удовлетворяют равен­
ству det(p(D~)2дik- Cijklnjni) =О, которое в случае изотропной среды 
имеет решение (5.31). 

Согласно соотношениям (10.23) и (10.28) с учетом (3.12) можно 

записать -t;[Xij]D~ = ~Xijkl ([иk]п; + [щ]пА;), что позволяет с использо­
ванием (10.32) и (10.33) получить [qi) ninj = - p[ui] а~Гто ( D~) 2 . Таким 
образом, в рассматриваемой ММ термоупруговязкой среды скачки [qi) 
и [ui] связаны между собой. 

10.4. Температурные напряжения 
в трубе из вязкоупругого материала 

Рассмотрим осесимметричную задачу нахождения температурных 

напряжений в толстостенной трубе внутренним радиусом а и внешним 

радиусом Ь, изготовленной из вязкоупругого изотропного материала. 

Примем, что труба находится в условиях n.11.осх:ого деформированного 

состояния и осевая деформацшс ezz =О. При использовании матема­
тичесх:их модедей (ММ) (10.10) среды Ке.11.ьвина - Фойгта и (10.30) 
стандартной динейной среды положим f:kk =О и Xkk =О, а при исполь­
зовании модели (10.21) среды Мах:све.11..11.а будем считать, что akk =О, 
где()= д(·)/дt. 

При указанных допущениях для модели (10.10) получим 

(10.34) 

где О"тт и о-'Р'Р -радиальное и окружное напряжения соответственно; 

Л и J.L - х:онстанты Ла.ме; r и Uт - радиальные координата и пе­

ремещение; t* = J.LD/ J.L - вре.мя. заnаздывания; J.LD - параметр этой 
модели, по физическому смыслу соответствующий дина.мичесх:ой вяз­

х:ости среды; е(Т) - заданная темnературная деформация, зависящая 
от r и безразмерного времени t = tjt*. 
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Подставив (10.34) в первое уравнение (5.42), запишем 

( ( 
8 )) (82

Ur 1 8ur Ur) 8е(Т) 
Л+2~-t 1+-= -+---- -(3Л+2~-t)--=0. 

8t . 8r2 r 8r r2 8r 

Применив к этому уравнению интегральное прообразование Лапла-

са [22] "" 
00 

U(r,p) = J u(r, t) ехр( -pt) dt, 
о 

где р - параметр преобразования, получим решение относительно 

изображения 

(10.35) 

Здесь 

r оо 

Q(r,p) = j g-(T)(r',p)r' dr', g-(T)(r,p) = j e(T)(r,l) exp(-pt)dt 

а О 

и Z(p) =Л+ 2~-t(1 + р). 
Из граничных условий Urr =О при r =а и r = Ь найдем постоянные 

После их подсталовки в (10.35) и перехода к оригиналу ur(r, t) из (10.34) 
получим 

Urr _ (l- а2 ) f(Qь(t)) _ f(Q(r,t)) 
ЗЛ + 2~-t - r 2 Ь2 - а2 r 2 ' 

ucpcp = (1 + а2 ) f(Qь(t)) + f(Q(r,t)) _ f(e(T)(r,t)), 
ЗЛ + 2~-t r 2 Ь2 - а2 r 2 

где 

t 

/(У)= У-~ jYexp(-Л+ 2~-' (t- t')) dt'; 
2~-t 2~-t 

о 

r 

Q(r,t) = j e(T)(r',t)r'dr'; Qь(t) = Q(b, t). 
а 
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Для стандартной линейной среды решение задачи аналогично, но 

при этом Z(p) = Л+ ~++1
2р,)р и t = tjt;, где t; - время релшх:сации 

впутреппего параметра Xij. При Ji = J.L имеем 

где 

t 
>. 1 ( >.(t- t')) 1 j.(Y) =У- 3>. + 2J.L Уехр - 3>. + 2J.L dt. 

о 

Для решения задачи с применением ММ (10.21) введем фующию 
папряжепий F(r, t), зависящую от r и безразмерного времени t = 
= t/(4J.LD2), где D2- коэффициент в (10.21). Из (5.37) и (5.40) получим 
уравнение для F(r, t), которое после интегрального преобразования 
Лапласа примет вид 

d4J;; 2 d3 F 1 d2Ji' 1 dF 2J.L(3>.+2J.L) d (, dе<т)) 
dr4 +;- drЗ + r2 dr2 + rЗ dr =- (Л+2J.L)rZ.(p) dr (---;г;:- · (10.36) 

Здесь F = F(r,p)- изображение по Лапласу оригинала F(r, t); Z.(p) = 
v2 Л 

= 1+(1+v)p- l+(l+v)p' v= 2(Л+р,)'- ~оэффициепт Пуассопа. 
Из решения (10.36) следуют выражения для изображений напряже-

ний 

_ _ d
2F· __ А1 2А 2J.L(3Л+2J.L) (Q(r,p) _-(т)( )~ J 

<rrprp-d2- 2+ з+('+2)Z() 2 Е r,p' 
r- r л J.L * р r (10.37) 

_ 1 dF At 2J.L(3>. + 2J.L) -
Urr = ;:- dr = -;:2 + 2Аз- (>. + 2J.L)r2 z.(p) Q(r,p). 

После определения из граничных условий постоянных А1 и Аз, подста­
новки их в (10.37) и перехода от изображений к оригиналам получим 
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где 

t 

f*(Y) = j У ( ехр(- (Л +3Z:l~; t')) + ехр( -t- t')) dt'. 
о 

Осевые напряжения" можно определить из решения уравнения 

которое следует из (10.21). 
В частном случае изменения во времени температурной деформации 

по закону E(T)(r, t) = g(r)H(t), где H(t)- фуиrоцил Хевисайда, из модели 
(10.10) среды Кельвина- Фойгта следует, что 

(10.38) 

где 

r 

Q(r) = J g(r')r' dr', (-) ( 1-V-) /1 t = 1-2v+vexp ---t . 
1-2v 

а 

В этом случае для ММ (10.30) стандартной линейной среды имеем 

arr = 1-2v(1-a
2
/r

2 
Q(b)- Q(r))exp(-~) ) 

3Л + 2J.-L 1 - v Ь2 - а2 r 2 1 + v ' 

а'Р'Р = 1-2v (1-a
2
/r

2 
Q(b)+ Q(r) _ (r))exp(- vt ), 

3Л+2J.-L 1-v Ь2-а2 r 2 9 1+v 

а для ММ (10.21) среды Максвелла-

где !2(t) = 2- (1 + v) ехр(- (l- v)t) - (1- v) ехр( -t). 
l+v 

(10.39) 

(10.40) 
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Сравнительный анализ (10.38)-(10.40) позволяет сделать следую­
щие выводы. Математическая модель стандартной линейной среды при 

t = О дает то же самое распределение радиальных и окружных напря­
жений, что и ММ динейно-уnругой спдошной среды, а при t ---+ оо эти 

напряжения стремятся к нулЮ. При t =О значения arr и а"'"'' найденные 
по ММ среды Кельвина- Фойгта, отличаются от соответствующих 

значений ММ линейно-упругой среды в 1/(1- 2v) раз, но при t---+ оо 
это различие стремится к нулю. Использование ММ среды Максвелла 

при l =О дает нулевые напряжения, но при t---+ оо распределения на­
пряжений arr(r, t) и acprp(r, t) стремятся к распределениям напряжений 
для линейно-упругой среды. 

10.5. Термовязкоупругая среда с памятью 

При построении определяющих соотношений тер.мов.аз?Соупругой 

сnдошной среды с па.м.нтью будем полагать, что в рассматриваемой 

области V -х;о.мпоненты E:ij(M,t) (i,j = 1, 2, 3) тензора .м,адой дефор­
.мации и абсодютна.н те.мпература T(M,t), зависящие от координат 
точки М Е V и времени t, непрерывны nри t Е ( -оо, оо), а при t ---+ -оо 

имеют место сходимости E:ij---+ О и Т---+ То, гдеТо-абсолютная темnе­
ратура естественного cocmo.R'Itu.a среды, причем IOI/To « 1, О= Т- То. 
Эти предположения позволяют представить .массовую ыотность А 

свободной энергии в виде [39] 

t t t 

A=JD· ·(t- t') дeij dt' + ~ Jdt'JR· · (t-t' t-t") дeij дekt dt" + р ~J дt' 2 t]kl ' дt' дt" 
-00 -00 -00 

t t t 

+ .t.(t- t')- dt' + - dt' т(t- t' t- t")- --dt"-
J 

дО 1 J J . дО дО 
'f/ дt' 2 ' дt' дt" 

-оо -оо -оо 

t t 

J , J ( , ") дeij дО " - dt /Зij t - t 't - t дt' дt" dt ' (10.41) 

-оо -оо 

где р- пдотность среды, а фун-х;ции реда?Ссации Dij, 1/J, т, ~jkl (k, l = 
= 1, 2, 3) и /Зij, характеризующие термамеханические свойства среды, 
не зависят от деформации и темnературы, непрерывны по аргументам 

t - t' ~ О, t - t" ~ О и тождественно равны нулю при t- t' < О, t - t" < О. 
Подставляя (10.41) в общее диссипативное неравенство (4.23) и 

используя свойства симметрии ~jkt(t- t',t- t") = Rijkt(t- t",t- t') и 



10.5. Термовнзкоупруган среца с памятью 375 

m(t- t1
, t- t") = m(t- t11

, t- t1
), получаем 

t t 

( ( ) 
1 

( 1 8c:kt 1 J 1) 80 1) ac:ij (7"-D" о - D .. kl t-t 0)-dt + !3··(0 t-t -dt -+ 
~з ~з ~ 111 ' 8t1 ~з ' 8t1 8t 

-оо -00 

t t 

( ( ) J 1 ) 8е 1 1 ( 1 ) 8c:ij 1 ) 8е + 1/J О - m(t-t ,О 
8

t
1
dt + /Зij t-t ,О 

8
t1 dt -ph 8t-

-оо -оо 

t 

-1(8Dij(t-t1
) &ij 81/J(t-t') 80(t

1
)) d, 6 _ qi 80 ~о (10 42) 

8t 8t1 + 8t 8t1 t + D Т 8xi 7 
' • 

-оо 

где aij- компоненты тенэора наnряжений; h- массовая шютность 

энтроnии; qi - проекции вектора nдотности теnдового nотока на 

оси Oxi системы nространственных координат; 6D- диссиnативна.н 

функция, равная 

t t 

6 = 1 1 8(3ij(t- t
1
,t- t") ac:ij 8е dtl d "_ 

D 8t 8t1 8t11 t 
-ОО-00 

t t 

-~~ 1(814jkt(t-t
1
,t-t

11
) дt:ij 8t:kl 8m(t-t

1
,t-t") 8(} 8(} )dtldt" 

2 8t 8t1 8t11 + 8t 8t1 8t11 • 

-ОО-00 

Так как неравенство {10.42) должно выполняться при любых зна­
чениях ПрОИЗВОДНЫХ 8Eij 1 8t И 8(} 1 8t, Не ЯВЛЯЮЩИХСЯ реактивны.м.и 
nере.м.енны.м.и, то достаточно, чтобы коэффициенты при этих перемен­

ных в {10.42) обращались в нуль. Тогда получим 

t t 

aij = Dij(o) + 1 ~jkt(t- t1,0) 
8;t~1 

dt1
- 1 /Зij(o, t- t1

) С:::, dt1
, (10.43) 

-00 -оо 

t t 

( ) 
1 

( 1 ) 8Eij 1 1 ( 1 ) 8(} 1 ph = 1/J о + {Зij t - t ' о 8tl dt - т t - t ' о 8tl dt . (10.44) 

-оо -оо 

Из {10.43) и {10.44) следует, что Dij(O) и 1/J(O) являются начальными 
значениями компонент тензора напряжений и объе.м.ной nдотности 
энтропии. Полагая, что естественное состояние среды и является 

начальным, можно принять Dij(O) =О и 1/J{O) =О. Отметим, что при 
Т= const и определенном выборе функции ~jkl {10.43) следует из 

известной теории наследственной упругости [119, 120]. 
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д(} 
Если в области V распределение температуры однородно, то дхi = О 

и (10.42) с учетом (10.43) и (10.44) принимает более простой вид: 

t _ J (дDij(t-t1) дc:ij дф(t-t1) дО(t1)) d 1 8 О 
дt дt1 + дt дt1 t+v'?::. (10.45) 

-00 

Поскольку подынтегральная функция в (10.45) имеет первый порядок 
малости по реактивным переменным, а 8v -второй, (10.45) можно 
заменить двумя неравенствами: 

t _ J (дDij(t-t1) дc:ij дф(t-t1) дО(t1)) d 1 ...._О 1: 

дt дt1 + дt дtl t ~ и иv'?::О. 
-00 

Первое из этих неравенств будет удовлетворено для всех возможных 
ап .. (t- t') д'Ф(t- t') 

тер.м.о.м.ехани-чесх:их процессов при условиях '' дt = О и дt = 
= О. Поэтому с учетом ну.л.евого зах:она тер.м.одина.м.их:и можно nринять 
Dij(t- t1

) =О, ф(t- t1
) =О и вместо (10.42) записать 

8 - Qi д(} ::>.: о 
D Т дхi r . 

(10.46) 

При этом уравнение (4.22) зах:она сохранения энергии с учетом (10.44) 
примет вид 

t 

а J ( ( 1 ) ао ( 1 ) &ij) 1 дqi ( ) -Т дt т t-t ,О дt1 -fЗij t-t ,О дt1 dt =- дхi +qv+8n, 10.47 
-00 

где qv - объемная плотность мощности внутренних источников теп­

лоты. 

Для приведения (10.47) к форме уравнения теп.л.опроводности по-
ложим 

t 

J \(т) ( 1) а ( ао ) 1 
Qi = - /\ij t - t дtl дх j dt . (10.48) 

-оо 

Подставляя (10.48) в (10.46) и учитывая, что 8v '?::О, получаем 

t 

ао J (т) 1 а ( ао ) 1 дхi \j ( t - t ) дt1 дХj dt '?:: О. 
-оо 
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в произвольный момент времени t функция ае 1 axi и интеграл будут 
иметь одинаковые знаки лишь в том случае, когда. матрица с элемента­

ми л.~Г, соответствующими компонентам тензора теnлоnроводности 
среды, неотрицательно определена и не изменяется во времени. При 

этих условиях (10.48) примет вид qi = -л.~J) aejax1, следовательно, вме­
сто (10.47) можно ~аписать уравнение теплопроводности 

t 

а j ( 1 ае 1 aeij) 1 а ( (т) ае ) -Т at m(t-t ,0) at1 - fЗiJ(t-t ,0) at1 dt = axi Л.ii axi + qv + &v. 
-оо 

Отметим, что второе слагаемое в подынтегральной функции харак­

теризует тер.м.о.м.еханичес~ую свлзанность полей температуры и де­

формации. При переходе к изотропной среде с памятью в этом урав­

нении следует положить fЗij(t- t1,0) = (З(t- t1,0)&ij и л.iJ> = )..(T)&ij, 
где бij - символ Кроне~ера, а в (10.43) принять ~jkl(t- t1,0) = 
= R1 (t- t1

, О) бij бkt + R2(t- t1
, O)(бik бjl +ба б1k)· 

Рассмотрим некоторые следствия из условия б D ~ О для изотропной 

термавязкоупругой среды с памятью, положив 

(10.49) 

где ei1 = const; ео = const; H(t) - фун~цил Хевисайда. Диссипативная 

функция для такой среды примет вид 

t t 

б = j j (a(З(t-t1 ,t-t") aeii _! aт(t-t1 ,t-t") ае) ае d 1d "_ 
D at at1 2 at at1 at" t t 

-ОО-00 

t t -j /(~ aR1(t:_t
1
,t-t") aeii aekk aR2(t-t

1
,t-t") aeij aeij)d ld" 

2 at at' at" + at at1 at" t t . 
-оо-оо 

Подставив (10.49) внеравенство бv ~О, получим 

2 о ео а(З(t, t) _ (Оо) 2 am(t, t) _ 
ekk at at 

_ ( о )2 aRo(t,t) 2 о о aR2(t,t) 
2 

О 
ekk at - eijeij at """' ' (10.50) 

где Ro(t,t) = R1(t,t) + 2R2(t,t)/3, а ef1 = ei1 - e'kkбiз/3, k = 1, 2, 3, -
компоненты девиатора деформации. 

При ef3 = О и неравных одновременно нулю ekk и ео из (10.50) 
следуют ограничения 

aRo(t, t) ~о и 
at ....: 

am(t, t) ~ 
0 at ....: . (10.51) 
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Если при этом представить (10.50) в виде 

2 о ео (д{З( t, t) 
fkk дt -

_ дm(t,t) ) 2 

дt ' 
то получим ограничение 

( д(З(t,t))2 2 
дRo(t,t) дm(t,t). 

дt ".... дt дt 
(10.52) 

В частном случае fkk = 8° =О из (10.50) следует, что 

дR2(t,t) О 
дt ~ . (10.53) 

Пусть свободная от напряжений среда находится в однородном поле 

температуры, причем O(t) = 8° H(t), 8° = const. Тогда из (10.43) для 
изотропной среды с учетом CТij = Dij(O) =О получим 

t 

J дRo(t-t',O) дfkkdt'=(З(O t)Oo. 
дt дt' ' 

-00 

Этому равенству при условии {З(О,t) =а~) Ro(t,O), где а~)= const­
те.м.пературный коэффициент объе.м.ного расширения среды, удовле­

творяет очевидное соотношение C:kk(t) = а~)ео H(t). Если же это усло­
вие не выполняется, то зависимость объе.м.ной дефор.м.ации ev = ekk от 
температуры не удается выразить при помощи а~)= const. 

В механике сплошной среды широко используется условие неотри­

цательности работы, совершаемой напряжениями на соответствующих 

деформациях. Это условие для среды с памятью при изотермическом 

деформировании имеет вид 

t 

J . ·(t') дc:ij(t') dt' >-о 
(1~) дt' 7 ' 

(10.54) 

о 

г де моменту времени t =О соответствует естественное состояние. У ста­
новим связь (10.54) с условием, накладываемым на объемную плот­

ность рА свободной энергии. При д(} 1 дt = О и д(} 1 дхi = О интегриро­
ванием по времени общего диссипативного неравенства (4.23) можно 
получить 

t t J бD(t') dt' = -рА + J CТij(t') дc:~t~t') dt' ~ 0. (10.55) 

о о 
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Если потребовать, чтобы рА ;;?:: О, то (10.55) будет необходимым усло­
вием выполнения (10.54), однако выполнение (10.54) не обеспечивает 
неотрицательности объемной плотности свободной энергии. Отсюда 

можно заключить, что требование рА;;?:: О является более жестким и 

физически более содержательным, чем требование неотрицательности 

работы. 

В случае изотерМического деформирования изотропной среды с 
памятью вместо (10.41) с учетом Dij(t- t') =О получим 

t t 

А - J J (R1(t-t',t-t") дeii дgkk R ( _, _ ")дgij дgij) d 'd" 
р - 2 дt' дt" + 2 t t ' t t дt' дt" t t . 

-оо-оо 

Отсюда следует, что при gij(t) = gi_jH(t), gi_j = const, требование рА;;?:: О 
приводит к условиям R1 (t- t', t- t");;?:: О и R2(t- t', t- t");;?:: О, а значит, 
и Ro(t- t', t- t");;?:: О. Таким образом, при ограничениях (10.51) и (10.53) 
функции релаксации должны быть неотрицательными убывающими 

функциями времени. Принциn затухающей nа.м.нти накладывает до­

полнительно требование неотрицательности вторых производных этих 

функций по времени. 

Для рассматриваемой термавязкоупругой среды с памятью мож­

но получить уравиени.а движения в nере.м.ещени.ах, если подставить 

(10.43) в (3.62). Для полученных уравнений и уравнения теплопровод­
ности остаются в силе -х:раевые условия (5.10)-(5.12), (5.20) и (5.21). 

В заключение рассмотрим наиболее широко используемые функци­

ональные связи между -н.аnр.нжение.м. ст(t) и дефор.м.ацией g(t) в случае 
одноосиого наnр.нжеи-н.оzо состояния. Обозначив функцию релаксации 

запишем 
t 

ст(t) = j ф(t- t') д~~~') dt'. 

о 

Если принять [119] 

где значения Tk определяют спектр вре.м.е-н. рела-х:сации, а mk - экспери­

ментально определяемые коэффициенты, то получим так называемую 
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экспоненциальную функцию релаксации. При К - оо спектр времен ре­

лаксации становится непрерывным и функция релаксации принимает 

ВИД [119) 
00 

1/J(t) = 1-1 В(р) (1- ехр( -pt)) dp. 

о 

При иной форме связи 

t 
1/Jo 1 &(t') dt' 

a(t) = Г(l- ,g) ---atf (t- t')f3' 
о 

где 1/Jo = const >О; ,g Е [0, 1); 

00 

Г(х) = 1 sx-lexp(-s)ds 

о 

гамма-функция, причем Г(l) = 1 и Г(l + х) = хГ(х), функция релак-
Ф гfЭ 

сации -ф(t) = tiЭГ(lo- l3) порождена оператором Абеля [119] 1{3 = Г(l- l3). 

Возможно также применение комбинаций рассмотренных функций. 



11. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
НЕУПРУГОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ 

СРЕДЫ 

Характерной особенностью уnругой сnлошиой среды является 

полное восстановление формы и объема деформируемого тела после 

снятия приложенной к нему нагрузки, т. е. упругая дефор.мацин пол­

ностью обратима. Неупругал дефор.мацин связана с возникновением на 

микроуровне необратимых смещений вследствие разрыва межмолеку­

лярных и .межато.мпых связей, движения дислох;аций и других явлений 

(1.4, 1.8). В этом случае говорят о иеуnруго.м. дефор.м.ироваиии 
сплошной среды, различая пласти-чесх;ую деформацию и деформацию 

ползу-чести. 

11.1. Простейшие модели 
пластического деформирования 

При пеупруго.м дефор.мировапии различные материалы ведут себя 

по-разному. Их поведение зависит от структуры материала, условий 

его работы в конструкции и приложенной нагрузки. Изучение неупру­

гих свойств материала начинают с проведения испытаний образцов при 

одноосном нагружении (как правило, растягивающей нагрузкой). По­

лучаемые в результате испытаний диагра.м..м.ы дефор.м.ироваии.н за­

тем аппроксимируют различными зависимостями между папрлжепие.м 

а и деформацией с. Эти зависимости при отсутствии явления ползу-че­

сти и представляют собой .мате.мати-чесх;ие .модели (ММ) nласmиче­
спого дефор.м.ироваии.н материала при одноосном нагружении. Гра­

фическое представление некоторых таких ММ приведело на рис. 11.1. 
Одним из основных параметров ММ идеальпой уnругоnласти­

чеспой среды (рис. 11.1, а) является nредел menyчecmu ат, равный 
напряжению при растяжении (или сжатии) образца, соответствующе­

му началу пластического деформирования. До достижения этого преде­

ла (при 1 а 1 < а т) среда является липейпо-упругой с .моду.ле.м продо.льмй 
упругости Е= ат/ст, пропорциональным tg/3, а при lal = Uт .материал 
образца деформируется без упро-чпепин. В случае разгрузпи (уменьше­

ния абсолютного значения напряжения а) и возможного последующего 

повторного нагружения при выполнении условия lal < ат среда ведет 
себя как линейно-упругая с тем же значением модуля Е, поэтому в со-
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Рис. 11.1 

ответетвин с законом Гух:а упругая деформация с;(е) = afE. При этом 

сохраняет свое абсолютное значение lc:~p) 1 = lc:II- С:т накопленная пе­
ред разгрузкой n.л.астичесх:ая деформация, называемая в этом случае 

осmаmо'Чной. 

Отличие ММ ynpyгon.teacmи'Чecnoй среды с уnро'Чнением от 

ММ идеа.л.ьной уnругоn.л.астичесх:ой среды состоит в том, что пла­

стическое деформирование происходит при возрастании нагрузки и 

выполнении условия lal >а т. Среду называют ynpyгon.teacmu'Чecnoй 
с линейным уnро'Чнением (рис. 11.1, б), если 

( 
lal- l7т) 

с:= С:т + Е' sgna, (11.1) 

где Е'= const - коэффициент уnрочнения, пропорциональный tg/3'; 
sgnx- фунпци.а знапа числах: sgnx = 1 при х >О, sgnx = -1 при 
х <О и sgnx =О при х =О. Если после достижения деформации с:1, вы­
званной напряжением а1 , происходит разгрузка, то среда ведет себя 

как линейно-упругая с модулем Е, но сохраняет остаточную дефор­

мацию с:~р) = с:1 - а1/ Е. При последующем повторном нагружении в 
первоначальном направлении образца материал деформируется упру-

го до достижения напряжения а1, при котором началась разгрузка. 

Значение а1 можно рассматри13ать как значение нового предела теку­
чести, превышающее первоначальное значение, т. е. материал получил 

уnрочнение путем предварительного пластического деформирования. 

При lal > а1 и дальнейшем увеличении нагрузки снова вступает в 
силу линейная зависимость (11.1), поэтому уnро'Чнение и называют 
линейньш. Оно может быть как изотроnным, т. е. не зависеть от на-
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правления повторного нагружения, так и анизотроnны.м., связанным 

с проявлением эффекта Баушингера. В последнем случае материал в 

результате пластического деформирования приобретает деформаци­

онную анизотроnию. 

Если после достижения Предела текучести при возрастающей на­

грузке зависимость напряжения от деформации становится нелиней­

ной (рис. 11.1, в), т. ё. материал обладает не.ttuнейны.м. упро'Чнение.м., то 
поведение такого материала описывает ММ упругоnдасmи'Ческой сре­

ды с нединейны.м. упро'Чнение.м.. В этом случае коэффициент упрочнения 

Е' = аа /ас: будет переменным, зависящим от текущего значения с: (или 
а). Процессы разгрузки и повторного нагружения эта ММ описывает 

аналогично ММ ynpyгon.ttacmu'Чecкoй среды с упро'Чнение.м.. 

Для общего случая ММ уnругоn.л.асmи-чеспой среды (рис. 11.1, г) 
характерно отсутствие четко выраженного предела текучести, т. е. пла­

стическая деформация возникает при любом отличном от нуля значе­

нии а. При нагружении зависимость между напряжением и деформаци­

ей нелинейна, поэтому и упрочнение материала нелинейное. Разгрузка 

для такой среды происходит по закону Гука с модулем продольной 

упругости Е, пропорциональным tg/3 (/3 - угол наклона касатель­

ной к диаграмме деформирования в начале координат). При повторном 

нагружении в первоначальном направлении пластическое деформиро­

вание продолжается после достижения напряжением значения а1, при 

котором началась разгрузка. 

Если при пластическом деформировании lc:1l >> С:т, что характерно 
для некоторых технологических процессов обработки материалов, то 

можно иренебречь упругой деформацией и при отсутствии упрочнения 

материала использовать ММ идеальной жесmпоnласmи-чеспой 

среды (рис. 11.1, д), а при наличии упрочнения- ММ жесmпоnла­
сmи-чеспой среды с нелинейны.м. (или линейным при аа jac: = 
= const) уnро-чнение.м. (рис. 11.1, е). Для таких ММ с;(Р) =с:, следова­
тельно, процессы разгрузки и повторного нагружения на диаграммах 

деформирования соответствуют вертикальным отрезкам. 

Вернемся к достаточно общей ММ упругопластической среды с 

нелинейным упрочнением (см. рис. 11.1, в) и предположим, что образец, 
нагруженный сначала до напряжения а1 (точка С на рис. 11.2), затем 
разгружен до напряжения а0 (точка D). При нагружении образца 

будет совершена работа, пропорциональная площади под диаграммой 

деформирования. На единицу объема образца эта работа составит 
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Часть этой работы будет запасена в виде потенциадьной энергии упру­

гой деформации объе.м.ной пдотностью П1 = О"1е1/2 = O"f/(2E). При 
полной разгрузке эта часть работы обратима, а остальная часть, рав­

ная разности А1- П1 и называемая работой rмастuчеспого де­
форJКuрован.uJС, необратима. При разгрузке образца до напряжения 

0"
0 потенциальная энергия упругой деформации уменьшится и ее объ­

емная плотность составит по= (0"0
)

2 /(2Е), а разность П1 - по может 
быть использована для совершения работы во внешней по отношению 

к образцу системе. 

Примем состояние образца в точке D (см. рис. 11.2) за исходное и 
проведем его нагружение до напряжения 0"1 + dO" (точка Н), что приве­

дет к приращению de(P) >О пластической деформации е~р), и разгрузку 
до напряжения 0"

0 (точка D1). При этом работа пластического дефор­

мирования будет пропорциональна сумме площадей nараплелограмма 

DCC1D1 и криволинейного треугольника СНС1 , причем 

(11.2) 

Отсюда следует условие dO" / de > О, которое можно рассматривать как 
критерий устойчивости пластического деформирования [82]. 

Рассмотренные ММ являются в определенной степени идеализи­

рованными. В частности, при разгрузке и повторном нагружении 

реальных материалов их поведение отличается от линейно-упругого. 

Даже если приближенно считать это поведение линейно-упругим, то 

оно соответствует модулю упругости, значение которого, строго го­

воря, отличается от значения Е [119]. Однако nри построении ММ 
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пластического деформирования эти особенности обычно не учитыва­

ют и принимают, что пластическую и упругую деформации можно 

рассматривать независимо. 

11.2. Условие текучести 

Рассмотренные в 11.1 простейmие .мame.4tamu-чec-x:ue .4tоде.ли (ММ) 
n.ласти-чес-х:ого дефор.м.ирования сn.лошной среды при одноосном на­

гружении позволяют подойти к выяснению условия, при выполнении 

которого начинают возникать n.ласти-чес-х:ие дефор.м.ации в случае про­

извольного наnряженного состояния. Это условие называют ус.л.о­

вие.ч n.aacmи'Чнocmu [119] или условием meny'Чecmu, поскольку 
процесс пластического деформирования среды часто называют nла­

сmи'Чеспи.ч mе'Чение.ч. 

Так как для уnругой сn.лошной среды деформированное состояние 

в окрестности фиксированной точки однозначно определено тензоро.м. 

наnряжений u с -х:о.м.nонента.м.и aij ( i, j = 1, 2, 3) и абсо.лютной те.м.nе­
ратурой Т и не зависит от последовательности нагружения, то условие 

текучести можно записать в вИде fi ( aij, Т) = О. Для материала, обла­
дающего свойством изотроnии, функция в левой части этого равенства 

должна одинаковым образом зависеть от главных наnряжений а а, а= 

= 1, 2, 3. Тогда можно записать 71 (а а, Т) =О, но возможна запись 
условия текучести и в вИде !2(Iнr, /2;;, / 3;;, Т) =О, где /1;;, /2;; и 13;; -
первый, второй и третий инварианты тензора u. До определенного 
уровня всестороннего сжатия или растяжения пластические деформа­

ции обычно не возникают. Поэтому влияние первого инварианта можно 

не учитывать и представить условие текучести в вИде 

(11.3) 

При фиксированной температуре (11.3) в трехмерном пространстве 
главных напряжений а а геометрически соответствует цилиндрической 

поверхности, называемой nоверхностью meny'Чecmu или nоверх­

костью n.aacmu'Чнocmu. Эта поверхность пересекает оси Оаа в 

точках с координатами ±ат(Т), где ат(Т) -зависящий от темпера­

туры Т nреде.л те-х:у-чести материала при растяжении. Образующая 

этой поверхности одинаково наклонена к осям О а а и перпендикулярна 

к плоскости, заданной уравнением а1 + а2 + аз = О и называемой де­
виаторн.ой nлоспостью, поскольку любой лежащий в ней вектор 

соответствует девиатору напряжений для некоторого напряженного 

состояния. След пересечения этой плоскостью поверхности текучести 
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образует привую meny-чecmu (рис. 11.3), которая обладает следую­
щими свойствами [82]: 

- если пластическая деформация не возникает с самого начала 

нагружения материала, то кривая не проходит через начало системы 

координат (в противном случае кривая текучести стягивается в точку, 

совпадающую с началом системы координат); 

- луч, проведенный из начала системы координат, пересекает кри­

вую текучести только один раз (иначе существовало бы два подобных 

напряженных состояния, удовлетворяющих условию начала пластиче­

ского деформирования, что невозможно); 

- кривая симметрична относительно проекций Osa осей О а а на 
девиаторную плоскость; 

-если свойства материала при растяжении и сжатии одинаковы, 

то кривая симметрична относительно штриховых прямых, перпенди­

кулярных этим проекциям. 

Рис. 11.3 Рис. 11.4 

Из этих свойств следует, что кривая текучести должна состоять из 

12 одинаковых дуг (см. рис. 11.3). Так как косинусы углов между ося­
ми О а а и их проекциями на девиаторную плоскость равны fi!З, то в 
этой плоскости эта кривая пересекает оси Osa в точках с координатами 
sa = ±fi!Зат(Т). В 11.3 показано, что поверхность текучести должна 
быть выпуклой, откуда следует, что выпукла и кривая текучести, т. е. 

она должна быть заключена между двумя правильными шестиуголь­

никами, пересекающими оси Osa в тех же точках и симметричными 
относительно осей Osa (рис. 11.4). 

Внутренний шестиугольник образован пересечением девиаторной 

плоскостью граней призмы, заданных уравнениями а1- а2 = ±ат, 
az -аз = ±а т и аз - а1 = ±а т. Приняв боковую поверхность этой 

призмы в качестве поверхности текучести, придем к условию текучести 

(11.4) 
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Если 0'1 ? 0'2 ;? 0'3, то вместо (11.4) получим условие наибольшего 
?Сасательного напряжения Tmax = О'т/2, поскольку Tmax = (0'1- О'з)/2 
(см. 3.5). Это условие не учитывает влияние промежуточного по 

значению главного напряжения 0'2· 

Внешний шестиугольник (см. рис. 11.4) образован пересечением де­
виаторной плоскостью граней призмы с уравнениями 0'1- О' с= ±20'т/3, 

0'2- О' с= ±20'т/3 и 0'3- О' с= ±2ат/3, где О' с= (а1 + а2 + аз)/3- среднее 
напряжение. Если боковую поверхность этой призмы считать поверх­

ностью текучести, то условие текучести примет вид 

(11.5) 

Его называют условием наибольшего приведеиного напряжения. 

Если поверхность текучести задать уравнением 

(11.6) 

то ее пересечение девиаторной плоскостью будет представлять собой 

окружность радиусом V2730'т, вписанную во внешний шестиугольник 
и описанную вокруг внутреннего шестиугольника (см. рис. 11.4). С 
учетом (3.56) вместо (11.6) можно записать II2иl = а;(Т)/3, т. е. в этом 
случае в (11.3) не учитывается влияние Iзи· 

Эксперименты показывают [82], что условие (11.6) достаточно хо­
рошо выполняется для большой группы материалов (металлов, не­

которых видов пластмасс и др.). Ему можно дать энергетическую 

интерпретацию. Если объе.мную плотность п(е) потенv,иальной энер­
гии упругой дефор.маv,ии представить через главные напряжения, то 

получим [145] 

п(е) = ar +О'~+ О'§- 211(0'10'2 + 0'20'3 + 0'30'1) 

2Е ' 
где 11 - ?Соэффиv,иент Пуассона; Е - .модуль продольной упругости. 

Вычитая отсю~а объемную плотность П~) = 
1 ;~v (0'1 + 0'2 + аз)2 энер­

гии, связаннои с изменением объема, находим объемную плотность 

nоmеи:циа.л.ьн.ой эн.ергии фор.моиз.мен.ен.ия 

п~) = (1 + v) (а1- 0'2)2 + (0'2- О'з? +(аз- 0'1)2 
6Е 

Сравнивая это равенство с (11.6), получаем условие текучести в виде 
ЗЕП(е) 

1 
+ ~ = 0';. Эта интерпретация хорошо согласуется с представлениями 

о микромеханизме пластической деформации, связанном со скольже­

нием по определенным плоскостям в твердом, ?Сристалли'Чес?Со.м теле. 

Такой процесс приводит к изменению формы в окрестности рассматри-
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ваемой точки и объясняет для {11.6) название энергетического условия 
текучести. 

Из (3.56) и (11.6) следует TN = V2и;(Т), где TN - о",_таэдри'Че­
с",.ое ",.acameJf,ъ'Н.oe '1-tаnряже'Н.ие. Если ввести ипmепсивпосmь паnря­

жений 

(11.7) 

значение которой при одноосном растяжении напряжением а совпадает 

со значением этого напряжения, то (11.6) примет вид аи = ат(Т). Для 
материалов, обладающих свойством а'Н.изотропии, предложено доста­

точно большое число условий текучести [82, 119], которые представля­
ют собой обобщения условий (11.4)-(11.6) или их комбинации. 

При продолжении процесса нагружения за пределом текучести у 

конструкционных материалов, как правило, увеличивается сопротивля­

емость пластическому деформированию. Для материалов с выражен­

ным пределом текучести упрочнение связано с изменением как разме­

ров, так и положения начальной поверхности текучести в пространстве 

напряжений. Последующие поверхности текучести, которые образуют­

ся в процессе нагружения и отделяют области упругих и пластических 

деформаций друг от друга, называют nовержпосmнми пагружепин. 

Соотношение, определяющее характер изменения начальной поверхно­

сти текучести в зависимости от текущего напряженного состояния и 

предыстории деформирования, называют условием уnро-чпепин. В 

случае изотроn'Н.ого упро'Ч'Н.е'Н.ия поверхность нагружения однородно 

расширяется, сохраняя свою форму, и в простейшем виде может быть 

описана фуппцией пагружепин 

(11.8) 

где х - скалярный в'Н.уmре'Н.'Н.ий параметр сосmоЯ'Н.ия, называемый nа­

ра.меmром уnро-чпепин. В процессе пластического деформирования 

его значение возрастает. 

Параметр упрочнения можно определить различными способами. 

Один из них заключается в его приравнивании достигнутой интен­

сивности деформации сдвига 2.Jf"];l, где 12-е - второй инвариант 
девиатора деформации е, другой- в его приравнивании диссипации 

энергии при пластическом деформировании J G'ij dE~j), где c~j) = E"ij -

- c~j) - E~J) - компоненты menзopa nласти-чеспой деформации, 

c~j) и E~J)- компоненты mе'Н.зоров соответственно упругой и темпера­
турной деформации, а mе'Н.зор € маJ~,ой деформации с компонентами E"ij 

в данном случае принято называть mепзором nолпой деформации. 
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Третий способ связан с выбором в качестве меры упрочнения накоплен­

ной пластической деформации 

х= J (11.9) 

называемой nараметром Удпвиста [82]. 
Если начальным считать состояние, при котором пластические де­

формации отсутствуют, и использовать условие (11.6), то (11.8) можно 
записать в виде SijSij = 2т;(х, Т), где правая часть равенства опреде­
ляет изменение предела текучести при чистом сдвиге, обусловленное 

изотропным упрочнением и температурой. Так как условия изотропно­

го упрочнения не учитывают эффе~т Баушингера, наличие которого 

подтверждено экспериментально, то они пригодны лишь для прибли­

женного описания пластического деформирования изотропных матери­

алов со сравнительно малым ~оэффициенто.м упрочненUJI, когда влия­

ние этого эффекта не очень сушественно. 

Анизотропное упрочнение материала при фиксированной темпера­

туре и идеальном эффекте Баушингера, когда предел текучести при 

разгрузке уменьшается настолько, насколько он увеличился при пред­

шествующем нагружении, можно описать параллельным перемещени­

ем начальной поверхности текучести в пространстве напряжений, т. е. 

вместо (11.8) написать 

(11.10) 

где Xij - компоненты тензорного внутреннего параметра состояния 

х, называемого теизоро.м mpaucJt.Нцuu и определяющего положение 

центра поверхности нагружения. Ynpoчueuue такого вида называ­

ют траислнциоииы.м или пиие.маmичеспи.м [119]. Если пренебречь 
изменением объема при пластическом деформировании, то (11.10) при­
мет вид f(sij- X~j) = Фт(Т), где X~j = Xij- Xkkдij/3 - компоненты 

~1 в 
девиатора Х трансляции центра поверхности нагружения. первом 

приближении X~j = c;e(T)g~r), где сх_'(Т)- коэффициент, характеризу­
ющий свойства данного материала. 

При кинематическом упрочнении первоначально изотропный мате­

риал становится анизотропным, причем пластические деформации не 

зависят от среднего напряженUJI, а направления главных осей тензора 

напряжений не меняются. Так как условия кинематического упрочне­

ния описывают идеальный эффект Баушингера, то они применямы для 

сравнительнонебольшого числа упрочняющихся материалов. В общем 

случае по.мбииироваииого уnрочиеиин материала поверхность на­

гружения изменяет свои размеры и форму, перемещаясь в пространстве 

напряжений. 
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11.3. Модели термопластичности 

Под mер.мопласmичпосmью понимают процесс развития в ма­

териале пласти-чес-х:ой дефор.мации, протекаюш;ий в условиях изме­

нения абсолютной те.мпературы Т. Иногда этот процесс называют 

пеизоmер.мичеспой пласmичпосmью [136]. При построении .мате­
.мати-чес-х:их .моделей (ММ) термапластичности в качестве внутреюtuх 

пара.метров тер.модина.ми-чес-х:ого состояния обычно используют пара­

.метр Уд-х:виста х, учитываюш;ий в поли-х:ристалли-чес-х:о.м .материале 

плотность микродефектов, и тензорный параметр Х с -х:о.мпонента.ми 

Xij, i, j = 1, 2, 3, который пропорционален усредненному си.м.метри'Ч­
но.му тензору плотности дисло-х:аций и может рассматриваться как 

аналогичный тензору транс.ляции усредненный menзop .мипропа­

пр.нжепий, возникаюш;их в с-х:оплениях дисло-х:аций. Эти параметры 

в случае твердого а.морфного тела (например, поли.мера) могут иметь 

иной микромеханический смысл, но важным является их зависимость 

от компонент f~f) тензора пласти-чес-х:ой дефор.мации, причем dx =О и 

dXij = О при dE~f) = О. 
Любая ММ термапластичности в частном случае должна описы­

вать эксперименты при одноосном нагружении, в которых проявляются 

упругие и пластические свойства материала, и подтверждаться резуль­

татами экспериментов при произвольнам напряженном, состоянии. На 

основании имеющихся экспериментальных данных можно сделать сле­

дуюш;ие заключения об обш;их свойствах такой модели [58]: 
- в бесконечно малой окрестности любой точки рассматриваемого 

тела приращение компонент тензора полной дефор.мации 

(11.11) 

где f~;) и f~p - компоненты тензоров упругой и те.мпературной 
дефор.мации соответственно; 

- в исходном состоянии материал изотропен, а при нагружении 

изменение его объема происходит линейно-упруго, т. е. dEk~ =О, dEv = 

= dEkk = dEk~ + dfk~), k = 1, 2, 3, 

(11.12) 

где aij -компоненты тензора напряжений u; Oij - си.мвол Кроне-х:ера; 

Ev - объе.мная дефор.мация; х - .модуль объе.мной упругости; 
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- компоненты девиатора упругой деформации линейно зависят от 

компонент Sij девиатора напряжений, т. е. 

d (е) _ dSij др dT 
eij - 2р - Sij дТ 2р2 ' (11.13) 

где J.L - .модуль сdвига; 

- существует фунх:и,ия нагружения, определяющая для пластически 

деформируемой бесконечно малой окрестности рассматриваемой точки 

тела уравнение поверхности нагружения в пространстве напряжений 

в виде 

J((щ,T,x,xij) =О. (11.14) 

Сплошную среду с указанными свойствами назовем mер.м.оnла­

сmичеспой средой. 

Задаваемая (11.14) поверхность делит пространство напряжений 
на две части. При f(uij,T,x,Xij) <О бесконечно малая окрестность 

рассматриваемой точки тела деформируется упруго, т. е. dc~~) =О, а 
напряженное состояние, соответствующее f(aij,T,x,Xij) >О, не может 
быть реализовано. 

Если левая часть (11.14) не зависит от х и Xij, то получим уравнение 
f* ( uij, Т) = О поверхности тех:у'Чести для идеальной упругопласmи'Че-

сх:ой среды. При этом dc~f) f:. О, если f* =О и df* = :~: daij + ~~ dT = О, 
и dc~f) = О, если f* = О и df* < О или f* < О. В общем случае упруго­
пласmи'Чесх:ой среды с упро'Чнение.м при выполнении (11.14) возможны 
следующие процессы: апmивиое н.агружепие, если 

* дf дf 
df = дuij daij + дТ dT > О, df = df* + 8

8
1 

dx + 
8
81 dю1 =о (11.15) 

Х Xij 

и тогда dc~f) f:. О; н.ейmра.л.ьпое н.агружен.ие, если df* = df = О; 
начало разгрузх:и, если df* <О. Для двух последних процессов dc~f) =О. 

Введем параметр d)..* ~О, причем d)..* =О, когда dc~j) =О, и пред­
ставим внутренние параметры состояния в виде 

(11.16) 

При активном нагружении из (11.15) и (11.16) получим 

d)..* = 
df* 
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Тогда уравнение запопа nластичеспого течения можно записать 

в виде [39] 

{11.17) 

где, согласно (11.16), Mij = Nij W + Yijkl Wkt, Mij = Mji, Mkk =О. 
При построении некоторых вариантов ММ nлacmu'Чec-x;ozo дефор­

.м,ироваиил используют nостулат Драппера, обобщающий (11.2). 
Пусть тело, находящееся в исходном состоянии, нагружено по векото­

рому пути ОС в пространстве напряжений (рис. 11.5), а затем из точки 

Рис. 11.5 

С, лежащей на поверхности нагружения и соответствующей значениям 

O'ij, разгружено до точки D, расположенной внутри этой поверхно­
сти и соответствующей значениям afj (в частном случае нейтрального 
нагружения точка D может находиться и на этой поверхности). Ес­
ли из точки D по пути DCH сначала перейти в точку С, а затем 
за счет приращений daij провести активное нагружение до точки Н, 

то на участке СН возникнут приращения d.s-~;) f. О и d.s-~) f. О компо­
нент тензоров упругой и пластической деформапии. Новое положение 

участка поверхности нагружения, на которой лежит точка Н, отме­

чено на рис. 11.5 штриховой линией. После разгрузки по векоторому 
пути из точки Н в точку D приходящаяся на единицу объема материа­
ла необратимая работа пласmи'Чес-х;ого дефор.мироваиил составит [82] 

{ O'ij - aij) d.s-~) + daij d.s-~~) > О, поскольку при замкнутом цикле нагру­
жения работа, совершаемая напряжениями на упругих деформациях, 

равна нулю. Отсюда при O'ij = aij следует, что 

(11.18) 

Так как при O'ij # afj разность O'ij- afj может быть больше daij, то 

(11.19) 
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Неравенство (11.18) по аналогии со вторым условием (11.2) можно 
рассматривать как критерий устойчивости пластического деформиро­

вания при произвольном напряженном состоянии [82]. Если в простран­
стве напряжений вдоль осей Ouij откладывать комnоненты €~;) с теми 
же индексами, то левую часть (11.19) можно интерпретировать как 
скалярное произве.$ние векторов и- u 0 и de(P) соответственно с про­
екциями O"ij- uf; и df~;) на эти оси. Тогда (11.19) будет означать, что 
угол между этими векторами острый. Отсюда следует, что поверхность 

нагружения выпукла, а вектор de(P) направлен по внешней нормали 
к этой nоверхности (рис. 11.6, а). Действительно, так как положение 
точки D с координатами uf; может быть выбрано произвольно относи­
тельно вектора и (например, она может занимать положение D'), то 
при отклонении вектора de(P) от направления нормали (штриховая ли­
ния со стрелкой на рис. 11.6, а) условие (11.19) может быть нарушено. 
При невыпуклой nоверхности нагружения (рис. 11.6, б) независимо от 
наnравления вектора de(P) всегда можно подобрать nоложение точки D, 
при котором будет нарушено условие (11.19). 

а б 

Рис. 11.6 

Направляющие косинусы нормали к поверхности нагружения про­

nорциональны а f 1 8Uij. Поэтому из коллинеарности этой нормали и 
вектора de(P) следует равенство 

(11.20) 

где лишь при активном нагружении коэффициент пропорционально­

сти dЛ. >О, а в остальных случаях dЛ. =О. Сопоставляя (11.17) с 

равенством (11.20), выражающим ассоциированный с поверхностью 
нагружения зm~он n.л.асти-чесх:ого те-ченшr, получим, что Mij dЛ * = 
= 88~j dЛ •. Так как функция f в (11.14) определена с точностью до 
nроизвольнога множителя, то в (11.17) можно nринять Mij = 8f j8uij· 
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Если влияние внутренних параметров х и Xij на процесс пласти­

ческого деформирования можно разделить и принять f(uij,T,x,Xij) = 
= fт(O'ij, Т, Xij)- Фт(Т, х) =О, то вместо (11.17) получим 

дfт dO'kl + (дfт- дt/Jт) dT 
дakl дТ дТ дfт 

дO'ij. 

Пусть толстостенная труба внутренним радиусом а и внешним ра­

диусом Ь изготовлена из изотропного материала и подвержена действию 

внутреннего давления р. Осесимметричное установившееся распреде­

ление T(r) температуры зависит лишь от радиальной координаты 
r Е [а, Ь], отсчитываемой от оси трубы, и его можно представить в ви­

де [105] 

ln(Ь/r) 
T(r)- Т(Ь) = D..T(r) = 'l?aln(b/a), '!?а= Т( а)- Т(Ь). (11.21) 

Положим, что Т(Ь) является температурой естественного состоннил 

материала трубы и при указанных условиях в нем возникает пластиче­

ская деформация. Если труба достаточно длинная, то можно считать, 

что имеет место n.n.oc-x:oe деформированное состояние, т. е. в напра­

влении осевой координаты z деформация ezz = const. В дальнейшем 
примем €zz =О. 

Как при упругом, так и при пластическом деформировании матери­

ала трубы для ее любого попере'Ч.ного се'Ч.енил справедливо уравнение 

равновесил 

du тт u тт - u 'Р'Р 
0 -+ = dr r ' 

(11.22) 

где О'тr и О'срср - радиальное и окружное напряжения. Ясно, что 

(11.22) является частным случаем первого уравнения (5.42). При этом 
соответствующие компоненты тензора полной деформации равны 

где иr- радиальное перемещение. 

иr 
€срср = -, 

r 
(11.23) 

Пусть свойства материала трубы соответствуют свойствам иде­

альной упругопласmи'Ч.ес-х:ой сn.п.ошной среды, подчиняющейся условию 

те-х:у'Ч.ести (11.4), а также О'срср > O'zz > Urr· Тогда (11.4) примет вид 

(11.24) 

где О'т - предел те-х:у'Ч.ести. Положим, что О'т, а также .модуль 

продольной упругости Е, -х:оэффиv,иент Пуассона v и температурный 
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r.оэффии,иент .л.инейного расширения а(Т) материала трубы не зависят 
от температуры. 

Так как изменение объема происходит только вследствие упругой и 

температурной деформаций, то с учетом (11.23) имеем 

dur Ur О" rr + О" <р<р + О" zz 3 (Т) лТ( ) 
-d +"'-= +а u r. 

r r Зх 
(11.25) 

Согласно (11.20) и (11.24) de<f} = 8
8
f(u) d)..* =О. Поэтому в силу обоб-
иzz 

щенного заr.она Гуr.а справедливо равенство 

_ O"zz- v(O"rr + О"<р<р) + (Т) Ь..Т( ) _О 
€zz- Е а r - . (11.26) 

Выражая отсюда O"zz, подставляя его в (11.25) и учитывая (11.22), после 
интегрирования получаем 

(1- 2v)(1 + v) 2(1 + v)а<Т) J лт( ) d Со 
Ur = TO"rr + u r r r + -. 

Е r r 
(11.27) 

Соотношение (11.27) справедливо как в области упругой деформации, 
так и в области пластической деформации. 

Если из равенств 

_ dur _ O"rr- v(a'P'P + O"zz) (Т) Ь..Т( ) } 
Err - dr - Е + а r , 

_ Ur _ O"'P'P-v(O"rr+O"zz) (Т)лт() 
Е'Р'Р - - +а u r 

r Е 

(11.28) 

для обобщенного закона Гука исключить Ur и использовать выражения 

ДЛЯ О"'Р'Р ИЗ (11.22) И ДЛЯ O"zz ИЗ (11.26), ТО получим 

d 20"rr 3 dO"rr Еа(Т) dЬ..Т --+--+ --=0 
dr2 r dr r(1-v) dr 

и после интегрирования, учитывая (11.21), найдем 

с1 с о ь 
O"rr = 2 + 2- О" ln -, 

r r 
0 

Еа(Т)f)а 

а = 2(1-v)ln(b/a)· 
(11.29) 

Из (11.22) и (11.24) получим условие rddurr 1 = О"т, которому долж-
r r=ro 

на удовлетворять граница r = r 0 области упругой деформации, что 

позволяет в (11.29) записать 2С1/rб = 0"0
- О"т. Таким образом, соглас-

dи r 2 

но (11.29) r drr = (ат- а0 ) ~ + а0 • Отсюда следует, что при ат = а0 

r r 
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условие текучести будет выполнено во всем поперечном сечении тру­

бы, что соответствует иеусmой-чиво.м.у пласmи-чеспо.м.у mе-чеиию 

материала трубы. Если О"т > 0"
0

, то область упругой деформации зани­

мает внешнюю часть поперечного сечения трубы при r ~ r 0 , поскольку 

при углублении в эту область величина rdO"rr/dr должна убывать. От­

метим, что это неравенство заведомо справедливо, когда {)а< О, т. е. 

температура Т(а) внутренней поверхности трубы ниже температуры 

Т(Ь) наружной поверхности. 

При О" т> 0"
0

, согласно граничному условию O"rr(Ь) =О, из (11.29) най-

с С1 (а0 - ат)r3 [ Ь] 
дем 2 = - Ь2 = 2Ь2 и в итоге при r Е ro, получим О" rr = 

0'
0 -О' т ( rб rl) 0 Ь _ О' т - 0'

0 Х = -
2
- r 2 - ь2 - О" ln ;: , далее из ( 11.22) следует О" 'Р'Р -

2 

х с~ +~о + 0"
0 

( 1-ln ~)' а затем из (11.26) - O"zz = v(О"т- (7°) ~~ + 
+ 0"

0 (v- 2ln~). Приравнивая при r = Ь значения Ur из (11.27) и из 
(1 v2) (а а о )r2 

второго уравнения {11.28), находим Со= - j;- 0
• 

Для области пластической деформации из условия r d;;r = О" т при 
r Е [а, ro] путем интегрирования (с учетом непрерывности O"rr при r = 
= ro) имеем 

ь о 2 
r о О"т-О" ( ro) O"rr=O"тln--O"ln-- 1--. 
ro ro 2 Ь2 

(11.30) 

Из граничного условия O"rr(a) = -р с учетом (11.30) получим уравнение 
а Ь а - 0'

0 

( r5) Е О" т ln ro + р = 0"
0 ln ro + ~ 1- Ь2 относительно ro. ели в трубе сна-

чала возникло установившееся распределение температуры, которое не 

вызвало пластических деформаций, а затем стало возрастать давление, 

то из последнего уравнения при ro = а следует, что пластическая дефор-
Ь а - а о ( r2) мация возникнет при значении давления р* = 0"

0 ln ro + ~ 1 - Ь~ . 

Случай р* < О означает, что пластические деформации возникают еще 
до повышения давления. 

Используя (11.30), в области пластической деформации можно сна­
чала найти О"'Р'Р из (11.24), а затем O"zz -из (11.26). 

11.4. Деформационная теория термопластичности 

Среди задач механики деформируемого твердого тела, связанных 

с анализом напряженно-дефор.мировшн:н.ог.о состояния элементов кон­

струкций из упругопластичного материала, встречаются такие, когда 

в процессе нагружения изменение всех -х:о.мпонент девиатора напря­

жений в окрестности каждой точки материала происходит в одном и 
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том же отношении. Такое пагружен:ие называют nроnорциона.л.ь­

пы.м. В этом случае вместо исследования непрерывного процесса из­

менения напряжений и деформаций можно использовать связывающие 

их конечные соотношения, учитывающие и температурное состоя­

ние материала. Эти соотношения вытекают из деформационной теории 

термопластичност..и [136] и для изотропного материала могут быть по­
лучены из ассоциированного зах:она пластичесх:ого течения (11.20). 

Для случая одноосного ах:тивного нагружения при постоянной аб­

солютной температуре Т диаграммы деформирования (см. рис. 11.1) 
дают однозначную зависимость между напряжением а и деформаци­

ей с:. По аналогии с зах:оно.м Гух:а можно записать с:= а/Ес(с:,Т), где 
Ее - сепущий .модуль. В отличие от .модуля продольной упругости 

Е(Т), зависящего для данного материала только от температуры, се­

кущий модуль зависит и от деформации. Так как упругая деформация 

с;( е) =а/ Е(Т), то для пластичесх:ой деформации получим 

(11.31) 

При произвольнам напряженном состоянии, характеризуемом х:о.м­

понента.ми aij (i, j = 1, 2, 3) тензора напряжений, основные положения 
деформационной теории термопластичности, базирующиеся на боль­

шом числе экспериментов, формулируют следующим образом [136]: 
- компоненты тензора полной деформации представляют собой 

сумму компонент тензоров упругой с~;), пластичесх:ой с~;) и темпе-
ратурной c:~J) деформации, т. е. 

(11.32) 

причем обратимы только упругая и температурная деформации; 

- изменение объема происходит только вследствие изменения упру­

гой и температурной деформаций, поэтому объемная деформация c:v = 

= Ek~ + cki), k = 1, 2, 3, akk = 3x(Ekk- cki)), где х- .модуль объемной 
упругости, и, следовательно, cr~ = о, а компоненты тензора пласти­
чес-х;ой деформации совпадают с х:о.мпонента.ми ее девиатора, т. е. 
с:(р) =е~~). 

t] t] ' 

- компоненты eij девпатара деформации пропорциональны компо-

нентам Sij девпатара напряжений, 

(11.33) 
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где '1/Jp ~ 1 - nараметр nдасти'Чности ( '1/Jp = 1 в области уnругой 
деформации); J.t - .м.оду.л.ь сдвига. 

Введя интенсивность деформаv,иис:и = J~eijeij, вместо (11.33) 
.1, 3рЕи . j 3 u 

получим <vp = --;;:;:-' где О"и =у 2sijSij - интенсивность напрлжении. 

Для материала, обладающего свойством изотропии, компоненты де­

виатора температурной деформации равны нулю. Поэтому с учетом 

(11 33) c:~I:') =е·· -е~:) = ('1/!р - 1)щ а интенсивность nдасти'Че-
. ~ ~ ~ 2р ' 

спой де-R.ормаv,ии с:~) = ~c:~I:')c:~I:') = ('1/!р - 1)сти, следовательно, С:и = 
1Р 3 tJ tJ 3р 

= '1/Jрсти =с:~) + О" и =с:~) + 2(1 + v)сти, где v - r.оэффициент Пуассона. 
3р 3р 3Е 

При одноосном растяжении аи =а, с:~)= с;(Р) и, следовательно, С:и = 
= с;(Р) + 2(1 + v)ст или с учетом (11 31) 

3Е ' . 

(1- 2v)a (1- 2v)аи (
11

.
34

) 
С:и = с: - 3Е = с: - ЗЕ . 

Таким образом, при фиксированном значении Т зависимость а и = 
= аи(с:и,Т), определяющая обобщенную диаграмму деформирова­
ния, может быть найдена по диагра.м..м.е дефор.м.ированил а= а( с:, Т) при 

одноосном растяжении, причем эта зависимость одинакова для любого 

напряженного состояния. 

Из (11.34) следует, что параметр пластичности '1/Jp = 3Jlcи = 3
Jlc-

О"и (Т 

_ p(l-
211

) = 1 + ( 3 
) (ЕЕ - 1). С учетом этого равенства и (11.33) 

Е 21+v с 

получим eij = ~~~ ( 1- (1- 2v):~) и 

с:~~)= eij- ~~ = 3~ij (~с-~)· (11.35) 

При использовании деформационной теории термопластичности не 

очевщно, что условия пропорционального нагружения всегда выпол­

няются. В частности, пропорциональное изменение внешних силовых 

факторов не обязательно приводит к пропорциональному нагружению. 

При фиксированном значении Т такое нагружение возможно при выпол­

нении следующих достаточных условий (теорема Идьюшина [110]): 
зависимость между интенсивностями деформаций и напряжений сте­

пенная; материал несжимаем. 

Как правило, при решении конкретных задач эти условия не выпол­

няются [82], однако накопленный к нас:гоящему времени опыт анализа 
напряженно-деформированного состояния различных конструкций, осо­

бенно при однократном нагружении, показывает, что получаемые с 
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использованием деформационной теории результаты дают приемлемое 

приближение к реальности. Необходимо отметить, что не все из приве­

деиных на рис. 11.1 диаграмм деформирования можно использовать для 
решения задач с применекием этой теории, поскольку зависимость а от 

е должна быть взаимно однозначной, а .моду.rtь Юнга Е должен иметь 

конечное знаqение. Поэтому диаГраммы деформирования, представлен­

ные на рис. ll.f, а, д и е, в общем случае не позволяют применять эту 
теорию. 

Рассмотренному варианту деформационной теории термапластич­

ности соответствует вариационная фор.ма .мате.матичес-х:ой .моде.rtи 

(ММ), содержащая минимизируемый фун-х:циона.rt (5.50), в котором 

[36,44] 

Ф[u;j = J ( х( Ekk ~ Зо(Т) )' + 1 "и(Е~) dE~) dV, 

v о 

где щ - проекции вектора перемещений на оси Oxi; е<Т) - те.мпера­
турпа.н дефор.маци.н; V - пространствеиная область, занятая телом. В 

двойственную вариационную фор.му ММ помимо (5.50) войдет макси­
мизируемый функционал (5.55), в котором 

2 Uи ) 

Фl[O'ij] =-J с~~~ + O'kkE'(Т) + J Еи(а~) da~ dV, 
v о 

где Еи(аи)- функция, обратная функции аи(Еи)· 
Наиболее характерным примерам материалов, проявляющих при 

неизотермическом пластическом деформировании свойство анизотро­

пии, являются -х:о.мпозиты, нашедшие широкое применение в различ­

ных терманапряженных конструкциях. Особенности технологии из­

готовления композитов обусловливают высокую степень анизотропии 

их механических свойств, причем в большинстве случаев можно го­

ворить об ортотропии. Нелинейнан зависимость между напряжениями 

и деформациями у этих материалов особенно сильно проявляется при 

повышенных температурах. 

Для сложного напряженного состояния соотношения деформацион­

ной теории термапластичности анизотропных (ортотропных) материа­

лов можно сформулировать в виде следующих положений, аналогичных 

тем, что были приняты для изотропных материалов: 

- компоненты тензора полной деформации представляют собой сум­

му компонент упругой, пластической и температурной деформации, 

т. е. справедливо (11.32), причем, как и ранее, обратимы только упру­
гая и температурная деформации; 
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-между аналогами среднего наnряжения Ua = UijO.ij и объе.м.ной 

дефор.м.ации Е а = f3ij ( Eij - e:~J>) существует зависимость 

(11.36) 

где f3ij = Cijklakl/(Зxa); Cijkl- компоненты тензора четвертого ранга 
'К:оэффициентов уnругости (при этом компоненты O.ij си.м..м.етричного 

тензора второго ранга нормированы соотношением aijaij = 1 и могут 
изменяться в процессе деформирования); Ха= CijklaklO.ij/3 - аналог 
.м.оду.л.н объе.м.ной уnругости; переменвый коэффициент 'Ра учитыва­

ет <<псевдообъемную>> сжимаемость материала вследствие имеющихся 

технологических дефектов: пор и пустот, неидеальности контакта во­

локон и связующего композита и т .п.; 

(а) * (а) (Т) * - между компонентами sij = Uij - uij и eij = Eij - Eij - Eij анало-

гов девнаторов напряжений и деформации соответственно существует 

зависимость 

(а)С (а) 
(а) Uи ijklekl 

8 ij = (а) 
3хаЕи 

(11.37) 

где u~ = /ЗijUa и e:ij = O.ijEa- компоненты аналогов шаровых тензоров 
напряжений и деформации соответственно, связь между которыМи 

имеет вид 

(11.38) 

(а) S (а) (а) (а) С (а) (а)/(3 ) б Uи = 3ха ijklskl sij и Еи = ijklekl eij Ха -обо щенные ин-
тенсивности соответственно напряжений и деформации; Sijkl - компо­

ненты тензора 'К:Оэффициентов nодатливости; 

-при заданной температуре Т зависимость u~a) = u~a)(E~a), Т) инва­
риантна к виду наnряженно-деформированного состояния. 

Из (11.36)-(11.38) следует 

(11.39) 

S· 'kl ( 1 1 ) а· ·a~tt где s;.kl = ~ + --- -'-3 - -компоненты переменнаго mен-
з 1/Ja tpa 1/J.-. 3Ха (а) 

зора позффициенmов сепущей noдamAивocmu; 'Фа = ии (а) -

3Ха6и 
аналог параметра пластичности. Несложно проверитъ, что для изо-

тропного материала зависимости (11.36)-(11.39) nереходят в (11.33). 
Действительно, в этом случае 'Ра = 1, O:ij = /Зij = fщ/vГз, Ua = ukk/-/3, 

_ ( \ s: s: + ( s: s: s: s: )) CЖk!CЖij \ 21J 36и 1/JpBij 
Ха- ЛЩjUk[ J.L UikUj[ + Uj[Ujk -

3
- =Л+- И eij = -

2 
Sij = -

2
-. 

3 Uи IJ 
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11.5. Основные модели ползучести 

Явление ползу-чести, в общем случае связанное с изменением во 

времени t дефор.м,аи,ии и 11.апр.нже11.и.а даже nри nостоянных внешней 

нагрузке и абсолют11.ой те.мпературе Т, nри од11.оос11.о.м 'Н.апр.нже11.11.о.м, 

состо.н11.ии часто называют nростой nолзу-честью (или nоследей­
ствием), если nрИ nостоянном наnряжении и изменяется деформация 

g, и релапсацией, если nри g = const изменяется наnряжение и [82]. 
Эксnериментальное исследование nолзучести обычно nроводят на рас­

тягиваемых образцах nри и, Т = const, а результаты nредставляют в 
виде зависимости g от t (сплошная кривая на рис. 11. 7), называемой 
привой nолзу-чести (иногда- кривой простого последействия). В 
общем случае на этой кривой можно выделить три характерных участ­

ка: I - стадия н.еустан.овившейс.н nолзу-чести, когда скорость 

( ) dg(c) dg ( ) 
~ с = -- = - дефор.маи,ии ползу-чести g с постепенно уменьшается; 

dt dt 
I I - стадия устан.овившейс.н nолзу-чести при практически по-

стоянном наименьшем значении ~(с) и I I I - стадия успор.нющейс.н 
nолзучести, когда ~(с) непрерывно возрастает вплоть до разрушения 
образца. Напряжение, вызывающее разрушение образца за определен­

ный промежуток времени при Т = const, называют nределом д.л.и­

те.л.ьн.ой nрочн.ости материала. 

Е 1 
/ 

/ ...... ...... 

III 
II 

о t 

Рис. 11.1 

При возрастании и и/или Т ординаты кривой ползучести увеличи­

ваются (штриховая кривая на рис. 11.7), а продолжительность стадии 
установившейся ползучести сокращается. Для некоторЬIХ материалов 

при определенных условиях неустановившаяся ползучесть может не­

посредственно переходить в ускоряющуюся. Стадия установившейся 

ползучести вырождается на этой кривой в точку перегиба (штрих­

пунктирная линия на рис. 11.7). В случае существенной зависимости 
поведения материала при ползучести от изменения темnературы гово­

рят о тер.м.оnо.л.зучести. 
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Известно достаточно много различных подходов к построению .ма­

те.маmи'Чесх:их .моде.л.ей (ММ) простой ползучести [82, 87, 120, 121]. В 
одном из подходов, характеризующих теорию старени.н, постули­

руют существование функции а = j 1 ( €, t, Т), которой при Т = const в 
трехмерном пространстве (а, € и t) соответствует поверхность. Сече­
ния этой поверхности плоскостями а = const являются кривыми пол­
зучести, плоскостями € = const - кривыми релаксации, а плоскостями 

t = const- изохронньши привы..ии, аналогичными диаг.ра.м.м.а.м. де­

формирования, но с учетом накопленной к фиксированному моменту 

времени деформации ползучести. Изохронные кривые можно использо­

вать для построения вариационной фор.м.ы ММ ползучести подобно то­

му, как используются диаграммы деформирования в такой форме ММ, 

основанной на деформационной теории термопластичности (см. 11.4). 
Если кривые ползучести подобны, то а= Eт(€,T)8I(t). В этом слу­

чае при €, Т= const функция 8 1(t) описывает релаксацию. Для мно­
гих конструкционных материалов можно принять el(t) = (1 + altb1 )-

1' 
а1, Ь1 = const [82]. 

Так как все изохронные кривые выходят из начала системы коорди­

нат О€ а, то, согласно теории старения, после накопления пекоторой де­

формации ползучести €(с) при разгрузке до а= О эта деформация долж­
на полностью исчезнуть, что часто противоречит экспериментальным 

результатам. От такого противоречия свободна ММ, базирующаяся на 

теории те-чени.н и постулирующая существование зависимости а = 
= !2(~(c),t,T). Эту зависимость часто удается представить в виде 

d€(c) 
~(с)= dt = Sт(а, Т) 82(t), 

что при постоянных а и Т после интегрирования по t позволяет 

получить соотношение 

t 

€(с) = Sт(а,Т) J 82(t')dt', 

о 

соответствующее кривой ползучести при фиксированных значениях а 

и Т, ординаты которой на рис. 11.7 отсчитываютех от уровня €(0) 
деформации в начальный момент нагружения. Если 82(t) = const, то 
эта ММ описывает лишь стадию установившейся позучести. 

При резком изменении а более близкие к реальным результаты 

(по сравнению с рассмотренными ММ) дает ММ, основанная на тео­

рии уnро-чнени.н, постулирующей существование зависимости ~(с)= 
= fз(а,€(с),Т). При изменении знака а вместо €(с) в качесте аргумента 
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следует использовать параметр 

t 

qc = J ~~(c)jdt', 
о 

аналогичный пара.метру Уд~виста в ММ термапластичности и по­

зволяющий учесть изотропное упро'Чиеиие .материала на стадии не­

установившейся ползучести. Более точное и полное описание процесса 

ползучести можно получить, если увеличить количество параметров, 

используемых в ММ [120]. В частности, введением параметра, имеюще­
го смысл среднего значения .ми~роиапряжеиий, удается учесть влияние 

анизотропного упро'Чиеиия .материала [82, 87], а путем использования 
параметра повреждаемости материала можно описать стадию ускоря­

ющейся ползучести [87, 120]. Учет предыстории процесса ползучести 
может быть также проведен в рамках так называемой наследственной 

теории ползучести [120]. 
Если за время порядка десятка или сотни секунд достигается значе­

ние с( с), сопоставимое с деформацией в начальный момент нагружения, 
то говорят о праmповре.мен.н.ой nо.лзу-чести [120, 121]. В этом слу­
чае для ряда конструкционных материалов при достаточно высоких 

значениях а и Т практически отсутствует стадия неустановившейся 

ползучести, а стадия установившейся ползучести может быть описана 

в рамках теории течения, если принять 8 2 (t) = 1, т. е. ~(с)= Sт(а, Т). 
Если в координатах Т, а построить кривую АСЕВ зависимости от Т 

nреде.ла nро-чн.ости материала (предела вре.мен.н.ого соnротив.ле­

н.и.н) а8р, выше которого материал разрушается в начальный момент 
нагружения, то в области ползучести BECD можно условно выделить 
подобласть BEF кратковременной ползучести (рис. 11.8). Левее ли­
нии С D расположена область, в которой ползучесть несущественна. 
Штриховые линии определяют зависимости от Т предела длительной 

прочности материала при фиксированных значениях времени tP до его 
разрушения. 

(J 

А 

в 

о 
т 

Рис. 11.8 
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Обобщение рассмотренных ММ ползучести при одноосном напря­

женном состоянии на случай с.л.ожного наnряженного состояния мож­

но провести на основе следующих допущений [87]. 

1. В условиях ползучести материал несжимаем, т. е. e~j) и~~) (i, j = 
= 1, 2, 3) являются х:о.м.nонента.ми девиаторов деформации и скоростей 
деформации ползучести соответственно. Это позволяет не учитывать 

влияние nервого инварианта тензора наnряжений. 

2. Существенно влияние лишь квадратичного инварианта тензора 
напряжений, который можно представить в виде интенсивности напря­

жений О"и· 

3. Компоненты e~j) (в случае теории старения) и ~~) (в остальных 
случаях) пропорциональны компонентам Sij девиатора напряжений. 

Эти допущения позволяют для теорий старения, течения и упроч­

нения соответственно записать 

где 

t 

Qc= J 
о 

~с~ с) с~~) dt' 
3 "~з "~з · 

Если для теории старения функцию !1 представить в виде g(c) = 

= €- е(О) = Ф1(а,t,Т), то 9с = ЗФ1 (ии,t,Т). Для теории течения 9т = 
2ии 

3Sт(ии,Т)82(t) Зf ( Т) = , а для теории упрочнения 9у = -
2 

з <Т и, Qc, . 
2ии 

11.6. Структурные моделинеупругого деформирования 

Рассмотренные в 11.1-11.5 .мате.мати'Чесх:ие .м.оде.л.и (ММ) не­

упругого поведения твердого те.л.а не учитывают в явной форме его 

микроструктуру и микромеханизм процесса деформирования. Исполь­

зование современных физических представлений о структуре конструк­

ционных материалов и микромеханизме их неупругого неизотер.м.и­

'Чесх:ого дефор.м.ированил позволяет построить соответствующие мо­

дели тер.моn.п.астu'Чности и тер.моnо.л.зу'Чести, nолучившие название 

структурных [36, 87]. Они состоят из механически связанных между 
собой структурных элементов, наделенных определенными свойства­

ми. Путем подбора параметров этих элементов можно добиться удо­

влетворительного по точности описания такими моделями поведения 

реальных конструкционных материалов при произвольных режимах 

нагружения. 
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Поскольку анализ пропорционального нагру~енин при сло~но~ 

напрн~енном состоннии эквивалентен рассмотрению одноосного на­

гружения и, кроме того, во многих прикладных задачах конструкцию 

удается свести к рас'Четной схе~е, соответствующей одноосно~у на­

прн~енно~у состоянию (см. 6), целесообразно сначала остановиться 
на варианте структурной ММ одноосного нагружения. Такая ММ 

способна описать большинство существенных особенностей в поведе­

нии реального полих:ристалли'Чесх:ого материала, проявляюш;ихся при 

неизотермическом деформировании. В этом варианте материал пред­

ставляется совокупностью из п нагруженных в одном направлении со­

вместно деформируемых структурных элементов, обладающих индиви­

дуальными характеристиками термапластичности и термоползучести. 

Поведение каждого структурного элемента качественно соответствует 

поведению отдельно взятой систе~ы сх:оль~енин в кристаллическом 

зерне и может быть описано механическим аналогом, представленным 

на рис. 1.27. Различие в характеристиках структурных элементов отра­
жает прежде всего различную ориентацию систем скольжения в зернах 

и зерен в поликристаллическом материале и позволяет путем согла­

сования с экспериментальными данными интегрально учесть влияние 

ряда дополнительных факторов, которые не учитывают рассмотренные 

в 11.1-11.5 мм. 
Примем, что диагр~~ы дефор~ированин структурных элементов 

с номерами j = 1, п в координатах дефор~ацин Ej - напрн~ение иj 

имеют линейно-упругий участок с зависяш;им от абсолютной те~­

пературы Т ~одуле~ продольной упругости Е и участок линейного 

упрочнения с х:оэффициенто~ упро'Чненин Е', причем зависимости Е и 

Е' одинаковы для всех элементов. Диаграммы деформирования элемен-

тов различаются лишь предела~и тех:у'Чести и~j), одинаковым образом 
зависящими от Т, т. е. иСJ)(Т)/иСJ)(Т*) = f(T/T*), где Т* -темпера­
тура, для которой по экспериментальной диаграмме деформирования 

и= и( е, Т*) моделируемого материала путем ее двойного дифференци­

рования находят спектр 

распределения ит(Т*) по структурным элементам. От непрерывного 

спектра переходят к ступенчатому распределению бj = S(иСJ))диСJ). 
Если сумму всех п значений 8j принять равной единице, то при произ­
вольном режиме одноосного нагружения напряжением и для элемента 

с номером j имеем иj = ибj при выполнении условия совместности 
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деформаций с:= с:1 = ... = C:j = ... = C:n. При этом предел текучести мо­

делируемого материала ат(Т) = a~j) (Т)бj. 
При неупругом деформировании в структурном элементе возникают 

напряжения aj, которые моделируют .м.и~ронапр.нжени.н в пдос~ости 
с~одьжени.н кристаллического материала и позволяют описать эффе~т 

Баушингера, связанный с анизотропным. упро-ч.нение.м.. Эти напряже­

ния при текущем значении Т удовлетворяют условию laj- ajl =а~!> (Т). 
Для записи скоростей t)c) = 8с:)с) j8t дефор.м.ации подзу-чести элементов 
использованы соотношения 

.(с) - (Т) h {З(Т)(аj- aj) 
с:. -а s ( .) , 3 al (Т) 
., aj .(с) , {З'(Т)аj 

c:j = Е'(Т) = c:j -а (T)sh (') , 
al (Т) 

(11.40) 

аналогичные (1.28). В общем случае зависящие от Т коэффициенты 
а, а' и {3, {3' могут попарно отличаться друг от друга. По физи­
ческому смыслу а и а' связаны с энерги.н.м.и а~тивации процессов 

преодоления дисдо~аци.н.м.и препятствий своему движению и процессов 

расщепления дислокаций или их переползания в параллельные плоско­

сти скольжения (см. 1.8). В первом приближении можно считать эти 
энергии одинаковыми и положить а(Т) = а'(Т). Коэффициенты {З(Т) 
и {З(Т)', связанные с соответствующими а~тивационны.м.и объе.м.а.м.и, 

также можно принять одинаковыми. 

Согласно этим допущениям из (11.40) следует, что при aj = aj/2 = 
= const во всех структурных элементах скорость ползучести 

(11.41) 

одинакова и совпадает со скоростью с:<с) деформации ползучести моде­
лируемого материала, что в случае а, Т= const соответствует уста­
новившейс.н nодзу-ч.ести. Но на стадии неустановившейс.н nодзу-чести 

скорости с:;с) различны и между элементами происходит перераспреде-

ление отношений aj/(2aV)(T)) и ajf(2aV)(T)) до тех пор, пока прак­
тически не будет выполнено условие aj = aj /2 = const. Таким образом, 
структурная ММ описывает непрерывный переход неустановившейся 

ползучести в установившуюся. 

Если из экспериментов на стадии установившейся ползучести моде­

лируемого материала известны два значения i~c) и i~~) при Т= const и 
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двух значениях а1 и ап, то (11.41) можно представить в виде 

.(с) .(с) 
cl сп 

sh(/3(T)2a~(тJ sh(/3(T)2a:I(Iт)). 
Отсюда можно найти {3(Т), а затем при помощи (11.41) вычислить 

а(Т) = i~c) sh (!3(Т) ;а:СТ)) -l. 

Помимо достаточно точной интерполяции экспериментальных диа­

грамм деформирования по Т и -х:ривых ползу'Чести по а и Т структурная 

ММ в хорошем согласии с результатами экспериментов описывает не­

упругое деформирование материала при переменных во времени а и Т, 

а также отражает взаимное влияние пласти-чес-х:ой деформации и де­

формации ползучести. При скачкообразном изменении а на да ( ступен­
чатое нагружение) наиболее близкое к реальности описание поведения 

материала дает теория упро'Ч:Н.е'Н.ия. Однако во многих эксперимен­

тах [120,121] установлено, что в отличие от экспериментальных данных 
из этой теории при да > О следуют заниженные значения с:(с), а при 
да < О - завышенные. Структурная модель в этих случаях, а также 

при знакопеременных напряжениях дает лучшее согласие с эксперимен­

тальными данными. 

Накопленная в процессе деформирования материала неупругая де­

формация может привести к заметному изотропному упро-ч'Н.е'Н.ию, а 

в случае материалов, находяuцихся в нестабильном состоянии после 

наклепа или закалки, - к изотропному разупрочнению, связанному 

с уменьшением ат. Структурная модель будет описывать эти эф­

фекты, если учесть влияние накопленной неупругой деформации на 

значения a~j). Наделив структурные элементы свойствами, учитыва­
ющими накопление повреждений в материале, можно описать процесс 

его разрушения при различных режимах нагружения, в том числе при 

знакопеременном неизотермическом нагружении и на стадии ус-х:оряю­

щейся ползу-чести. Количественно накопление повреждений в элементе 

с номером j связано с уменьшением бj вплоть до нулевого значения, ко­
гда этот элемент выходит из строя, что вызывает перераспределение 

нагрузки между оставшимися элементами до тех пор, пока все они по­

следовательно не потеряют работоспособность. 

Ясно, что расширение возможностей структурной модели связа­

но с ее усложнением, что порождает трудности при ее практическом 

использовании. Кроме того, подбор параметров усложненной ММ по 

данным испытаний образцов превращается в самостоятельную и до­

вольно непростую задачу, которая может и не иметь удовлетворитель­

ного решения. Обычно для решения прикладных задач при одноосном 
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напряженном состоянии с приемлемой точностью можно использовать 

упрощенный вариант структурной ММ, также основанный на меха­

ническом аналоге системы скольжения (см. рис. 1.27), что позволяет 
описывать свойства материала в целом. 

При сравнительно низких температурах, когда термически активи­

руемые процессы протекают довольно медленно (вязкость жидкости в 

элементах 2 и 3 вязкого трения в механическом аналоге на рис. 11.9 
весьма велика), приращение пластической деформации возникает при 

выполнении необходимого условия 

\ст- ст'\ = СТт. (11.42) 

Здесь ст' и СТт - среднее значение микронапряжений в материале и 
предел текучести, соответствующие в аналоге натяжению пружины 1 
и силе сопротивления в элементе 4 сухого трения. Достаточное условие 
имеет вид [36] 

d'\ст- ст'\ = d' ( ( ст- ст') sgn( ст- ст')) > d' стт, (11.43) 

где штрих у знака дифференциала означает, что приращения вычисля­

ются без учета упрочнения, вызванного текущим пластическим дефор­

мированием, а sgnx- фун-х:цШI эна-х:а числах. 

Рис. 11.9 

В общем случае наличия пластической деформации е(Р) и деформа­
ции е( с) ползучести примем, что в изотермических условиях (Т= О) 

t 

ст'=fт(Т,е(Р),е(с)), СТт=fт(Т,qр,Qс), Qp= j\ё(P)\dt', 
о 

t 

Qc= j\i(c)\dt', 

о 

где fm и fт- функции, характеризующие соответственно анизотроп­

ное и изотропное упрочнение материала; t - время. Тогда вместо 

( 11.43) получим 

( dст - kт dT) sgn( ст - ст') > kj, dT, kт = дfт 
ат' 

k* _ дfт 
т-ат· (11.44) 

При выполнении условия (11.42) замена в (11.44) знака<<>» на знак<<=» 
соответствует нейтра.л.ьно.м.у нагружению, а на знак <<<» - началу 
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упругой разгрузки, причем в обоих этих случаях df(p) =О. При ах:тив­
но.м. нагружении из (11.42) следует (da- kтdT- kpdf(P))sgn(a- а')= 
= kfdT+k;dqp, где kp = дfт/дЕ(р) и k; = дfт/дqр. Сравнивая последнее 
равенство с (11.44), получаем kpdf(p) sgn(и -и') +k;dqp >О. Для устой­
чиво деформируемых материалов знак df(P) совпадает со знаком раз­
ности а -а' и поэтоJ.iу df(p) sgn( а - а') = ldf(p) 1 = dqp. Тогда из двух 
последних соотношений следует ограничение kp + k; ~ О. Для мате­
риала, обладающего изотропным разупрочнением (k; < 0), устойчивое 
пластическое деформирование возможно, если kp > lk;l. В предельном 
случае kp = 1 k; 1, как и для идеа.л.ьной уnругоn.л.астичесх:ой среды с по­
стоянным пределом текучести, установление однозначной связи dи и 

df(p) возможно лишь при наличии дополнительных условий. 
С повышением температуры интенсифицируются термически акти­

вируемые процессы и даже при неизменных во времени условиях те­

плового и механического воздействий возникает приращение неупругой 

деформации вследствие ползучести материала, т. е. i(c) = fc(T,a- а'). 
Это соответствует в механическом аналоге (см. рис. 11.9) конечной 
вязкости жидкости в нелинейных элементах 2 и 3 вязкого трения, а 
функции fc отвечает характеристика элемента 3. Термическое разу­
прочнение материала вызывает уменьшение и' по абсолютному значе­
нию, поэтому при Т f:. О и i(P) f:. О 

а'= kтТ + kpi(P) + kcfc(T,a- а')- k(T,a'), 
дfm 

kc = дf(с)' (11.45) 

где функция fc определяет скорость снятия анизотропного упрочнения 
материала за счет релаксации микронапряжений и соответствует ха­

рактеристике элемента 2 (см. рис. 11.9). Ясно, что kp = kc в случае 
одинакового механизма анизотропного упрочнения материала за счет 

пластической деформации и деформации ползучести. 

Скорость полной деформации i = i(T) + i(e) + i(P) + i(c), где i(T) -

а ф ·() а и dE · 
скорость те.м.nературной е ор.м.ации, а f е = Е - Е2 dT Т - скорость 

уnругой дефор.м.ации. Модуль Е(Т) продольной упругости материала в 

механическом аналоге (см. рис. 11.9) соответствует жесткости пружи­
вы 5, i(P)- скорости движения элемента 4 сухого трения относительно 
неподвижных направляющих, а i - i(T) - скорости точки, в которой 
приложена внешняя нагрузка, пропорциональная напряжению а. 

При высокой температуре процесс термического разупрочнения ма­

териала влияет и на значение и т. При достаточно длительной выдержке 

образца в изотермических условиях (Т= О) и в отсутствие неупругого 
деформирования (i(P) = i(c) =О) значение ат должно стремиться :к ха-
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рактерному для данного материала уровню u~(T) = fт(Т,О,О), соответ­
ствующему пределу текучести после высокотемпературного отжига, 

при котором происходит рекристаллизация кристаллического мате­

риала и он <<забывает» историю своего неупругого деформирования. 

Пусть функция i(T,uт- u~) характеризует скорость снятия изотроп­
ного упрочнения. Тогда 

k* = дfт 
с дqс' 

(11.46) 

причем (11.46) описывает также эффект запаздывания во времени из­
менения irт по отношению к изменению Т. Отметим, что k; = k~ при 
одинаковом механизме изотропного упрочнения материала вследствие 

накопления пластической деформации и деформации ползучести. Те­

перь в дополнение к условию (11.42) вместо (11.44), согласно (11.43), 
(11.45) и (11.46), для возникновения приращения пластической дефор­
мации получим достаточное условие в виде 

при выполнении ограничения kp + k; ;:?; О. 
Таким образом, упрощенный вариант структурной ММ описывает 

основные эффекты, характерные для неупругого поведения материала 

в неизотермических условиях. Среди этих эффектов следует отметить: 

изменение предела текучести при изменении направления деформиро­

вания (эффект Баушингера); циклическое изотропное упрочнение и 

разупрочнение материала; стадии неустановившейся и установившейся 

ползучести при постоянной нагрузке; взаимное влияние пластической 

деформации и деформации ползучести; изменение скорости деформа­

ции ползучести при стуnенчатом нагружении одного знака и знакопе­

ременном нагружении; обратную ползучесть в процессе разгрузки и 

в разгруженном состоянии; релаксацию микронапряжений и возврат 

пластических свойств материала; влияние рекристаллизации на снятие 

изотропного упрочнения и запаздывание изменения предела текучести 

в неизотермических условиях. Для подбора параметров этого варианта 

модели требуется сравнительно небольшой объем экспериментальных 

данных, полученных при стандартных испытаниях образцов при одно­

осном напряженном состоянии [36, 87]. 
При ограниченных значениях lirl и lil и сравнительно высокой тем­

пературе вклад пластической деформации в суммарную неупругую 

деформацию c;(n) = с;(Р) + с;(с) оказывается небольшим. Диаграмма де­
формирования, полученная экспериментально в таких условиях при 
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Т= coнst, не позволяет выделить явно зависимость пластической де­

формации от действующего напряжения. Такая диаграмма соответ­

ствует функции а= а(Е,Т), полученной (в зависимости от условий 

испытаний) либо при € = const (постоянная скорость движения захва­
тов испытательной машины), либо при д-= const (постоянная скорость 
возрастания нагрузки) [82]. Тогда для описания неупругого дефор­

мирования материала можно использовать механический аналог без 
элементасухоготрения (рис.11.10). В этомслучаеi=i(Т)+i(е)+i(n), 
где i(n) - скорость в.нзпоnласmичеспой деформации, объединя­
ющая скорости пластической деформации и деформации ползучести, 

причем [36, 87] 

где 

1 

а'= kтТ + kп ( t<n) -а' (Т) sh{3' (Т);*), 

* о 
д-*= kfT + k~qn- a*(T)sh{3*(T) а -а т, 

а* 

t 

qn = J li(n) 1 dt', 
о 

-* дf* 
kт= дТ' 

k* = дf* 
n дqn' 

функции f 0 (Т, €(n)) и f* (Т, €(n)) описывают соответственно анизотроп­
ное и изотропное упрочнение материала, а функции а:* (Т) и {3* (Т) опре­
деляют скорость изотропного разупрочнения. Функция fn при т» 1 
быстро возрастает при ia-a'i/a* ~ 1, что ограничивает рост t(n). 

Рис. 11.10 

Упрощенный вариант структурной ММ можно обобщить на случай 

сложного напряженного состояния при нарушении условий пропорцио­

нального нагружения. Вместо (11.42) примем ус.!/,овие п.!/,астичности в 
виде 

(11.47) 

где Sij, aij и Xij - х;о.мпоненты девиаторов полных и активных на­

пряжений и микронапряжений соответственно, а ат(Т) удовлетворяет 
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(11.46), но теперь в (11.46) 

t 

qp= J 
о 

~.(с) .(с) dt' 
3 eij eij ' 

где е~)) и е~;) - компоненты девнаторов пластической деформации и 
деформации ползучести. По аналогии с (11.43) необходимое условие 
(11.47) следует дополнить достаточным условием 

d' аи > d' ат(Т), (11.48) 

где аи = J~щjaij- интенсивность активных напрлжений. Если вы­
полнено (11.47), но d'аи = d'ат(Т) либо d'аи < d'ат(Т), то происходит 
соответственно нейтральное нагружение либо начинается упругая раз­

грузка материала. 

При одновременном выполнении (11.47) и (11.48) справедлив эа~он 
nластичес~ого течеиuл [36, 87] в виде de~)) = з;~j dqp, в противном слу­
чае dqp = О и неупругое деформирование материала происходит лишь 
за счет ползучести с компонентами девиатора скоростей деформации 
(с) За · ( ) 1 

eij = 2а'~ fc Т,аи , где в функции fc вместо аргументаа-а использу-

ется аи. По аналогии с (11.45) получим 

. - 2 (k .(р) k .(с)) (k т· f-(T ))Xij Xij - -
3 

Peij + ceij + Т - с , Хи - · 
Хи 

(11.49) 

3 k дfm k дfm (р) ~е~~)е~р) И -=-и(с) = 2 (с) (с) 
десь р = --rr;)' с=~' еи = 3 tJ 11 ~ 3eij eij -ин-

дси дси 
тенсивности пластической деформации и деформации ползучести со-

ответственно, заменяющие в функции fm аргументы е(р) и е(с); Хи = 

= J~XijXij -интенсивность микронапряжений, заменяющая в функ-
ции Те аргумент а'. 

Так как условие (11.47) должно выполняться в любой момент пла­
стического деформирования материала, то аи =д-т. Отсюда с учетом 

(11.46) и (11.49) получим 
1 

(k k*) . 3ЩjSij (k k*)f (Т ) k* т· р + р qp = 
2 

- с+ с с , аи - т + 
а и 

- . - 82 - а2 - х2 
+fт(Т,ат-а~)-(kтТ-fс(Т,хи)) и и и. (11.50) 

2аихи 

Положительность правой части (11.50) теперь эквивалентна условию 
(11.48), но при этом должно оставаться в силе ограничение kp + k; >О. 
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Отсюда для компонент девиатора скоростей суммарной неупругой де­

формации имеем следующее выражение [36, 87]: 

К ним для получения -к:о.мnоиеит Ёij теизора скоростей полной де­

формации следует добавить компоненты тензора скоростей упругой 

деформации 

.(е)_ (ас _ dx Т (Т)) Oij Sij _ .. dj.L Т 
cij - :к Uc dT х2 + 3е 3 + 2j.L StJ dT 2J.L2' 

где Uc - средиее иаnр.нжеиие, а :к и J.L - модули объемиой упругости 

и сдвига соответственно. 

Если не учитывать влияние термического разупрочнения на предел 

текучести, которое для реальных материалов становится существен­

ным при приближении рабочих температур к температуре рекристал­

лизации, то в (11.50) h =О и рассматриваемая ММ по своим возмож­
ностям будет близка к одному из вариантов теории пластичности и 

ползучести с анизотропным упрочнением [82]. В частном случае !с = О, 
что соответствует затвердеванию жидкости в элементе 3 (см. рис. 11.9), 
приходим к ММ термапластичности с изоте_опным и_ анизотропным 

упрочнением материала. Если к тому же !т= О и fc =О, т. е. от­

сутствует термическое разупрочнение, то ММ эквивалентна теории 

пластич!!_ости с траис.л,.нциоииым упро-чиеиием [119]. 
При fc =О, что соответствует затвердеванию жидкости в элементе 

2 (см. рис. 11.9), скорость деформации ползучести при неизменных зна­
чениях Uij уменьшается по абсолютному значению по мере упрочнения 

материала, а после разгрузки имеет место так называемая обратная 

ползучесть. Если к тому же элемент 4 сухого трения неподвижен отно­
сительно направляющих, то возникает лишь деформация ползучести, 

причем ММ отражает теорию упро-чиеии.н. После разгрузки вследствие 

обратной ползучести эта деформация исчезает, т. е. материал ведет се­

бя как нелинейпая термов.нз-к:оупруга.н сп.л,ошиа.н среда. Наоборот, если 

вязкость жидкости в элементе 2 становится ничтожно малой, то Xij ----+О 

и материал не обладает анизотропным упрочнением, что характерно 

для реальных материалов при весьма высокой температуре. В этом 

случае пластическая деформация и деформация ползучести не влияют 

друг на друга, nричем первая подчиняется теории термапластичности 



414 11. МОДЕЛИНЕУПРУГОГО ДЕФОРМИРОВАНИЯ СРЕДЫ 

с изотропным упрочнением, а вторая при неизменных значениях aij 

соответствует стадии установившейся ползучести. 

При бесконечной жесткости пружины 1 (см. рис. 11.9) и затверде­
вании жидкости в элементе 3 получим ММ тер.м.овлз-х:опдасmu'Чес-х:ой 
спдошной среды. Наконец, при ничтожной вязкости жидкости в элемен­

те 3 элемент 4 остается неподвижным относительно направляющих. В 
(р) 3€(p)s.. Зs · 

этом случае e:i
1
. = -2и •з = _..:l.' что следует из деформационной тео-

ии 2kp 
рии термапластичности (см. 11.4), а ползучесть материала описывает 
meopUll mе'Ченил. 

Для обобщения на случай сложного напряженного состояния опи­

сания неупругого деформирования, соответствующего механическому 

аналогу, представленному на рис. 11.10, введем интенсивность неупру-
гой деформации E~n) = ~е~;) е~;), где е~;) - компоненты девиатора 

3 (n) 3€(n) а . 
неупругой деформации. Тогда можно записать eij = и ' 1

, где по 
2аи 

аналогии с одноосным напряженным состоянием 

i(n) = а(Т) sh(fЗ(T) аи) 
и 11 - ( ::) m 1 а* ' 

причем 

t 

qn = J le:~n)idt'. 
о 

Вместо (11.49) получим 

Xij = ~kne~;) + ( kтТ- а' (Т) sh (rз' (Т)~:)):~, 
дГ(Т €<п>) 

где kп = (,n)и , а в функции f 0
, описывающей анизотропное упроч-

д€и 

нение материала, вместо аргумента е:<п) используется E~n). 
Преимущества последнего вариантаММнеупругого поведения ма­

териала состоит в том, что отпадает необходимость в проверкеусловий 

пластичности. Это создает определенные удобства при алгоритмиза­

ции решения прикладных задач неупругого деформирования элементов 

конструкций в неизотермических условиях. 

11.7. Термопластическая сплошная среда с памятью 

Существует широкий класс материалов, которые при деформирова­

нии проявляют одновременно упругие, пластические и вязкие свойства, 

не имея при этом четко выраженного предеда те-х:у'Чести. Вязкопла­

стические свойства у таких материалов могут проявляться при малых 
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напряжениях и сравнительно невысокой по сравнению с нормальной 

температуре. Для описания поведения таких материалов предложены 

различные .м.ате.м.ати'Ческие .м.оде.л,и (ММ) с едиными определяющи­

ми уравнениями как для активного нагруженил, так и для разгрузки. 

Такой подход позволяет не рассматривать образование в деформИруе­

мом теле областей упругой и неупругой дефор.м.ации. Модель сп.л,ошной 

среды С па.м,лтью н' внутренни.м.и пара.м.етра.м.и тер.м.одина.м.и'Ческого 
состояния отньсится именно к этой группе ММ. Основная идея, ис­

пользуемая в этом случае, состоит во введении внутреннего времени. 

Рассмотрим тело, занимающее объем V, ограниченное поверхно­
стью S и подверженное тепловому и механическому воздействиям, 

которые изменяются в соответствии с заданной программой на от­

резке времени [t0, t1]. Положим, что материал этого тела имеет вяз­
копластические свойства, а деформации малы. Вследствие внешних 

воздействий в окрестности любой точки внутри тела возникает не­

обрати.м.ый тер.м.одина.м.и'Ческий процесс, сопровождаемый диссипаци­

ей энергии, вызванной влзкоп.л,асти'Ческой дефор.м.ацией и связанными 

с ней структурными изменениями, а также процессо.м. теп.л,опроводно­

сти. На макроуровне эти структурные изменения можно, как и ранее, 

описать с помощью набора внутренних параметров состояния, отража­

ющих усредненные плотности микродефектов в материале. 

Введем скалярный х и тензорный с компонентами Xij парамет­

ры состояния. Для описания необратимых изменений в материале 

тела используем параметр ~, который выполняет роль внутреннего 

времени [58], описывающего последовательность изменения состояния 
тела как тер.м.одина.м.и'Ческой систе.м.ы. Он должен представлять собой 

однозначную неотрицательную и неубывающую функцию времени t, 
т. е. ~(t) ~О и d~jdt ~О при t Е [to, t1]. 

На вид зависимости ~ от t влияют свойства конкретного материала 
и структурные изменения, пронешедшие в нем до момента времени t. 
При таком подходе термодинамические функции, описывающие состо­

яние рассматриваемой системы в окрестности точки, имеющей ради­

ус-вектор х с координатами Xi в прл.м.оуго.л,ьной систе.м.е координат, 

будут зависеть не только от х, но и от~: 

8А 
h=-­

ат' 

O"ij = Р :е~, Qi = Qi(ekl,T, :~ ,X,Xkt), 

i, j, k, l = 1, 2, 3, 

(11.51) 



416 11. МОдЕЛИНЕУПРУГОГО дЕФОРМИРОВАНИЯ СРЕдЫ 

где А и h - .массовые п.л.отности свободной энергии и энтропии со­

ответственно; ekl и CТij - компоненты тензоров .м.а.л.ой дефор.м.ации 

и напряжений соответственно; Т - абсо.л.ютнал температура; р -
п.л.отность материала тела; Qi - проекции вектора п.л.отности те­

п.л.ового потока на оси Oxi. Кинетические уравнения для определения 
х и Xij примем в виде, аналогичном (4.38): 

(11.52) 

Если ввести параметр ((ж,{), удовлетворяющий неравенству вида 

( 4.40) 

то этот параметр будет неубывающей функцией ~, что даст возмож­

ность использовать ( как масштаб внутреннего времени, изменяющий­
ся в течение процесса в зависимости от степени диссипации энергии. 

Функция ((ж,~) может терять гладкость в точках, соответствующих 

обратимой стадии течения термодинамического процесса, для которой 
dx dx· · 
d{ =О и ;,J =О. Если в процессе деформирования Т= const, то можно 

записать [58] 

d( 
g(()d~ = 

аА dx аА dxij 
-р---р--

8х d~ 8юj d~ ' 

где g(()- неотрицательная функция(, т. е. g(();;;:: О при (>О. Частные 
случаи этого равенства можно получить, если положить g( () = 1 или 
отождествить Xij с компонентами тензора неупругой деформации. 

При деформировании параметры х и Xij далеко не всегда можно 
определить экспериментально, но зато можно измерить в любой момент 

времени t Е [to, t1] в окрестности некоторых точек рассматриваемого 
тела компоненты tij тензора деформации и абсолютную температуру 
Т, что позволяет применить иной подход к построению ММ, введя 

скалярную величину t, характеризующую последовательные состояния 
eij(ж, t) и Т( ж, t) и также играющую роль внутреннего времени. Любому 
приращению dt соответствуют приращения dtij и dT, а им отвечает 
приращение d{ Чтобы оценить dcij с помощью скалярной величины dt, 
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используем величину (dae)2 = dui;
2
dt:i;, соответствующую элементарной 

работе, совершаемой при упругом деформировании, поскольку при 

dt ~ О и dT ~ О мгновенная реакция рассматриваемого материала на 
внешнее воздействие является упругой. Тогда можно записать 

где Cijkt(cmn, T,x,Xmn), т, n = 1, 2, 3,- компоненты тензора поэффи­
циентов упругости .м.атериа.аа. В этом случае 

где Da, Dт и Dt- неотрицательные постоянные, определяемые экспе­

риментально. Таким образом, при фиксированном ж величина t явля­
ется однозначной неотрицательной и неубывающей функцией времени t 

на отрезке [to, t1]. Эффекты диссипации энергии можно учестz. вве~е­
нием однозначной неотрицательной инеубывающей функции (от~. а 

следовательно, и от t. Определяющие и кинетические уравнения при та­
ком способе введения внутреннего времени аналогичны (11.51) и (11.52) 
соответственно, причем оба способа введения внутреннего времени при­

водят к одинаковым результатам, если за масштаб для t принять ( = (. 

При построении ММ рассматриваемой среды с памятью аналогично 

(10.41) положим [39] 

€ € 

+! jd~'f~·. (~ _ ~' ~ _ ~") дXii дxkt +·'·(t: _ ~' ~ _ ~") дО дО) d~" _ 
2 ." \ zзkl ." "" • "" "" д~' д~" '~-' "" ""' "" "" де д~" "" 
-00 -00 

{ { 

-J de J (/3ij(~- е,~-~")~;;+ тij(~- е,~-~") дд~i:) ::, de~ 
-оо -оо 

где ~jkl, Bijkl, Dijkl, 1/J, /3ij и тij- фунпции ре.аапсшции, описывающие 
термамеханические свойства среды и тождественно равные нулю при 

~- ~1 <О и ~- ~11 < О; О(~) =Т(~)- То; То - абсолютная температура 
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естественного состолни.а среды, причем IOI/To « 1. Тогда, согласно 
второму и третьему равенствам (11.51), 

~ 

1 ( ( , ) &ij ( , ) дюj 
ph = !Зij ~ - ~ 'о д~' + {ij ~ - ~ 'о Щ' -

-оо ( ' ) дО) ' -Ф ~ - ~ , о де d~ , 
~ 

1 ( , д~kl , дxkt 
aij = IЧjkl(~-~ ,о) де +Bijkl(~-~ ,о) щ' -

(11.53) 

-00 

( ')дО) ' - Дj ~ - ~ ' о Щ' d~ ' 

где 

~ , 
дXii = J (G·· (t:_c')&kt +Е-·(с_с')дО(~))dс' 
д~ ~зkl .. .. д~' ч .. .. д~' .. · 

-00 

В соответствии с выражением для диссипативной фyнtro,uu, входя­

щей в (4.22), с учетом (11.53) запишем 

a~ij (дА ат) 
t5v=aij Щ -р д~ +h Щ = 

~ 

дXiij(; , дEkt ( , ) дXkl ( , ) дО) , 
=- д~ fijkt(~-CO) Щ' +дjkt ~-~,о Щ' -'Yii ~-~,о Щ' d~-

-00 

-00 -00 

-00 -00 

-оо -оо 

Тогда уравнение теп.л.опроводности по аналогии с (10.47) примет вид 

€ 
д 1 ( , дО , &ij -т щ Ф(~-~ ,о) де -rзij(~-~ ,о) ае-

-00 
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где л~J) - компоненты тензора теплопроводности среды, а qv - объ­
е.м.нал плотность мощности внутренних источников тепловыделения. 

Отметим, что в рассмотренной ММ сплошной среды присутствует 

время t, что дает возможность описывать эффекты вязкого деформи­
рования и называть такую сплошную среду mер.м.ов.нзпопласmиче­

спой. Если же заВ~;Jсимость от t отсутствует, то тог да внутреннее 
время связано лишь с компонентами тензора деформации и с темпе­

ратурой. 

Рассмотрим вариант ММ термавязкопластической среды с учетом 

ее анизотропии [68]. Примем, что компоненты €}~) тензора пласти-че­
с-х:ой дефор.м.аи,ии удовлетворяют уравнениям 

(11.54) 

где t;, Eijkl = const. Тогда, использовав представление компонент тен­

зора напряжения в виде O'ij = Cijkt(Ekl- €~~)- €~)) (€~~)- компоненты 
тензора температурной дефор.м.аи,ии) и решения (11.54), запишем 

где Kijkl = CijmnEmnkl, т, п = 1, 2, 3. Если принять тензор с компонен­
тами Kijkl подобным тензору с компонентами Cijkl• то в случае, когда 

при упругом деформировании материал соответствует линейной термо­

упругой ортатропной среде, значения Kijkl можно найти в результате 

обработки диаграмм деформирования при одноосном нагружении в на­

правлении главных осей ортотропии. 

Аналогично введенной в 11.4 обобщенной интенсивности дефор.м.а­
и,ии для дифференциала внутреннего времени положим 

где dr*- обобщенная интенсивность приращения деформации, а Хи­

.модуль объе.м.ной упругости среды. Если механизмы неупругого пове­

дения среды при растяжении и сжатии различны, то внутреннее время 

в этих случаях будет изменяться неодинаково, а коэффициенты в (11.54) 
будут разными. Примем, что при I~ = dl1f/d~ >О имеет место рас-
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тяжение, а при If. = di1"f/d~ <О - сжатие (здесь I1"f = eii 

инвариант тензора деформации). Тогда получим 

первый 

где верхний индекс <<+>> соответствует растяжению, <<->> - сжатию, 

а sgn(x) - фую~ци.н зна?Са числах. 



12. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

в рамках современной терминологии [148] элептродинамипа как 
раздел физики включает классическую теорию, изучающую движение 

и взаимодействие электрических зарядов, и квантовую, учитывающую 

корпускулярио-волновой дуализм материи, а также электродинамику 

движущихся сред, учитывающую релятивистские эффекты. Класси­

ческая электродинамика составляет теоретическую основу электротех­

ники, радиотехники, электроники и других инженерных электротех­

нических дисциплин [113]. В этой главе ограничимся рассмотрением 
основных .м.ате.м.ати-чесх:их .м.оде.л.ей, описывающих на макроскопиче­

ском уровне взаимодействие э.л.ех:тро.м.агнитного nо.л..н с неподвижной, 

деформируемой или движущейся со сравнительно небольшой скоро­

стью сn.л.ошной средой. 

12.1. Электрические и магнитные 
свойства сплошной среды 

Материалы в зависимости от своего поведения в э.л.ех:три-чесх:о.м. 

или .м.агнитно.м. nо.л.е подразделяют на проводящие, полупроводящие, 

диэлектрические (изоляторы), магнитныеинемагнитные [90]. Способ­
ность вещества проводить электрический ток под действием постоян­

ного (не меняющегося во времени) электрического поля количествен­

но характеризуют электричеспой nроводимостью аСе), обрат-
ной удельному элептри-чеспому соnротивлению и измеряемой 

в -
0

1 (Ом- единица измерения элептри-чеспого соnротивле-
м·м 

ни.н проводника). При аСе)> 106 -
0 

1 вещество относят к nроводни­
м·м 

пам, при 10-8 -
0 

1 < аСе) < 106 -
0 

1 - к nолуnроводникам, а при 
М·М М·М 

аСе) < 10-8 -
0 

1 - к диэлептрипам. Величина аСе) заметно зависит 
М·М 

от внешних условий, в частности от дав.л.ени.н и абсо.л.ютной те.м.nера-

туры. Например, такой типичный полупроводник, как германий, при 

высоком давлении становится проводником, а при низкой температу­

ре - диэлектриком. 

Некоторые металлы (например, РЬ и Nb), сплавы и интер.м.ета.л.­
.л.иды (например, NbзGe и NbзSn), являющиеся в обычных условиях 
проводниками, с понижением температуры становятся сверхпровод-
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пиками, в которых благодаря образованию связанных пар электронов 

исчезает электрическое сопротивление. Проводники с кристаллической 

структурой (за исключением структур с кубической х:риста.ttди-чесх:ой 

решетх:ой) обычно обладают анизотропией электрической проводимо­

сти, характеризуемой симметри-чным тензором второго ранга ;тСе) 
электрической проводимости. В этом случае зах:он Ома (3.24) для 
сплошной среды принимает вид 

j(e) = ;тСе) . Е, (12.1) 

где j(e) и Е- векторы пдотности эдех:три-чесх:ого тох:а и напряжен­
ности эдех:три-чесх:ого по.л.я соответственно. 

У некоторых металлов и полупроводников электрическая прово­

димость зависит от напряженного состояния или деформации. Для 

анизотропной среды эту зависимость описывают соотношением Е = 
= -рСе) . (12 +??(е) .. iТ) . j(e) или Е = -рСе) . (12 + jl,(e) .. €) . j(e)' где -р(е) -

тензор, обратный ;т(е), т. е. -рСе) · ;т(е) = l2; l2 - едини-чный тензор 
второго ранга; 7r(e) и jl,(e)- тензоры -четвертого ранга mензорези­
сmивныz и эласmорезисmивныz коэффициентов соответствен­

но; iТ и е - тензоры напряжений и деформации. Если среда .л.инейно­

упругая, то ji(e) = 7r(e) .. С, где С- тензор х:оэффициентов упругости. 
Такую зависимость используют при изготовлении тензорезисторов для 

измерения напряжений и деформаций. 

К полупроводникам относят большую группу веществ, промежу­

точную между проводниками и диэлектриками и имеющую (в отличие 

от металлов) экспоненциальную зависимость электрической проводи-

мости вида О"(е)(Т) = О"ае) ехр(- k~~) от абсо.л.ютной температуры Т, 
г де О" а е) - коэффициент' зависимость которого от т существенно сла­
бее, чем экспоненциальная; п: - энергия ах:тивации проводимости; 

kв -постоянная Бо.л.ьцмана. В полупроводниках связь электронов с 

атомами, характеризуемая энергией п:, может быть разорвана не толь­

ко за счет теплового возбуждения микрочастиц, но и путем внешнего 

воздействия (например, электрическим полем, излучением, заряженны­

ми частицами и т. п.), что иревращает электроны в свободные носители 

заряда. Возможность в широких пределах управлять электрической 

проводимостью полупроводников определяет их применение в различ­

ных областях техники. 

В диэлектрике на макроскопическом уровне объемная п.ttотность 

э.л.ех:три-чесх:ого заряда Ре = О, но при определенных внешних воздей­
ствиях происходит nоляризация диэлепmрипа, связанная с пере­

мещениями в нем на микроскопическом уровне заряженных частиц 

(электронная и ионная поляризации) и/или со взаимным поворотом мо-
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лекул (ориентационная поляризация). Это приводит к возникновению 

распределенного по объему электрического дипольнога момента, сред­

нее значение которого в единице объема характеризуют вектором р(е) 
элептри-чеспой nол.нризованности, его модуль измеряют в Кл/м2 

или в А· сjм2 . 
Под дейст-i\ием электрического поля в линейном приближении для 

изотропного диэлектрика р(е) = Х(е)ЕоЕ, где Х(е) - диэлептри-че­
спа.н восnрии.м-чивость; Ео = 8,8542 ·10-12 Л.с/(В·м) злептри­
-чеспа.н nосто.ннна.н. Вектор 

D = ЕоЕ + р(е) (12.2) 

определяет элептри-чеспое с.мещение (электрическую индукцию), 

причем 

(12.3) 

где f(e) = 1 + х(е) - относительна.н дизлептри-чеспа.н nроницае­
.мость. Величину f(e)fo называют абсолютной дизлептри-чеспой 
nроницае.мостью. Для анизотропного диэлектрика 

D = €(е) · ЕоЕ, (12.4) 

где €(е) -симметричный тен.зор второго ранга диэлептри-чеспой 
nроницае.мости, т. е. в общем случае векторы D и Е не являются 
коллинеарными. 

Электрическое поле с переменным во времени t вектором E(t) на­
пряженности вызывает запаздывание изменения вектора D(t), харак­
теризуемое вре.мене.м ре.л.а-х:сации. В случае синусоидальных колебаний 

напряженности электрического поля с -х:руговой 'Частотой (.,) это за­
паздывание приводит к разности <р фаз -х:о.л.ебаний, зависящей от (.V, 

т. е. D(t) = f(e)E0E 0 sin((.Vt- <р), где Е0 - вектор, соответствующий 
наибольшему по модулю значению изменяющейся напряженности. При 

этом часть энергии электрического поля необратимо переходит в тепло­

вую энергию, определяя так называемые дизлептри-чеспие nотери, 

пропорциональные значению tg<p, причем максимум потерь в случае 
электронной и ионной поляризации приходится на 'Частоты -х:о.л.ебаний 

в диапазоне 1012 ... 1015 Гц, а при ориентационной поляризации- на бо­
лее низкие частоты [148]. Некоторую долю в этих потерях составляют 
и джоулевы nотери, поскольку реальные диэлектрики обладают ма­

лой, но все-таки конечной электрической проводимостью. В оптическом 

диапазоне частот (,...., 1015 Гц) свойства диэлектрика характеризуют 
по.мnлепсны.м nопазателе.м nрело.млени.н nд(1 + ikд), где nд -
nопазатель nрело.млени.н, равный отношению скоростей распро­

странения э.л.е-х:тро.магнитных волн в вакууме и в диэлектрике; kд -
nопазатель nоглощени.н; i = А - мнимая единица. 
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С увеличением напряженности постоянного во времени электриче­

ского поля сила тока через диэлектрик сначала возрастает в соответ­

ствии с законом Ома (3.24), но при некотором значении Е~~ модуля 
вектора Е, называемого э.~&епmри'Чеспой nро'Чкосmью диэ.~&епmри­

па, наступает электрический пробой. Для твердых диэлектриков, име-

ющих (J'(e) = 10-16 ... 10-11 -
0 

1 
, Е~~ ~ 107 ... 108 В/м [148]. С увели-

м·м 

чением частоты колебаний электрического поля значение Е~~ обычно 
возрастает. 

Линейная зависимость (12.2) для большинства диэлектриков спра­
ведлива при IEI < 108 В/м, т. е. в случае постоянного или медленно 
меняющегося во времени электрического поля она справедлива вплоть 

до электрического пробоя. Однако с увеличением частоты ~о.леба­

ний напряженности электрического поля отклонения от линейности 

могут стать существенными. Например, в ке.~&икейкой onmиne вме­

сто (12.2) для модуля вектора р(е) используют зависимость 

(12.5) 

в которой коэффициенты х~е), х~е) и т. д. называют нелинейными вос­
приимчивостями [148]. При этом €(е) становится зависимой от частоты 
колебаний, что характеризует явление дисnерсии диэлектрической 

проницаемости. 

Поляризацию диэлектриков, возникающую и при отсутствии внеш­

него электрического поля, называют сnонтанной, а обладающие ею 

диэлектрики - nироэ.~&епmрипа.ми, для которых вместо (12.2) спра­
ведлива зависимость 

(12.6) 

где РЬе) -вектор спонтанной поляризованности. Однако существова­
ние такой поляризации обычно недолговечно. Она исчезает благодаря 

тепловому движению микрочастиц и пусть малой, но конечной электро­

проводности диэлектриков. При достаточно быстром изменении темпе­

ратуры Т по сравнению с начальной температурой То можно измерить 

изменение РЬе)(Т)- Рье\То) = р(е)(Т- То) спонтанной поляризации, 
где р(е) -вектор nироэ.~&епmри'Чеспих поэффициекmов. Некото­
рые диэлектрики (например, керамика из титаната бария ВаТiОз) 

благодаря существенной зависимости р(е) от Т используются для из­
мерения быстро изменяющихся температур и тепловых потоков [131]. 

Спонтанная поляризация более стабильна у сегкеmоэ.~&епmрипов, 

которые также относят к пираэлектрикам [148]. При малой напряжен­
ности внешнего электрического поля сегнетоэлектрики не являются 
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однороднополяризованными по объему, а состоят из доменов - обла­

стей с различными направлениями поляризации, но с увеличением 

напряженности векторы поляризации большинства доменов переори­

ентируются в направлении вектора ~ и эта ориентация сохраняет­

ся после исчезновения внешнего поля. При двукрат­

ной смене направления вектора~ зависимость р(е) = 
= ±IP(e)l от Е(е) = ±1~1 имеет вид петли гистерезиса 
(рис. 12.1). Такие свойства сегнетоэлектрики сохра-
няют при условии Т< Те, где Те- mo'Чna Кюри, Е 

соответствующая фазово.м.у nереходу. Так, для ниоба­

та лития LiNbOз Те= 1483 К, а IP~e)lmax = 0,5 Кл/м2 . 
Некоторые сегнетоэлектрики (например, титапат ба- Рис. 12.1 

рия) являются полупроводниками. 

В свою очередь, пираэлектрики относят к более широкому классу 

nьезоэ.аепmрипов, у которых поляризация возникает под действием 

механических напряжений (прямой пьезоэффект), причем р(е) = d ··и, 
где d- тензор третьего ранга nьезоэ.аепmри'Чеспиж поэффициеп­
mов, а и - тензор наnрлжений. Обратный пьезаэффект состоит в 

возникновении деформации под действием электрического поля и опи­

сывается соотношением е= d. ~. где е- тензор .м.а.rtой дефор.м.аv,ии. 
Условием проявления диэлектриком пьезоэлектрических свойств явля­

ется отсутствие в элементарной ячейке его 'Кpucтa.rt.rtU'Чec'Кoй решет'Ки 

центра симметрии. Это условие выполнено в 20 из 32 кристаллических 
классов [108, 131]. 

Дефор.м.ирование диэлектриков, не зависящее от направления векто­

ра ~и пропорциональное 1~1 2 , называют э.аепmросmрипцией. Для 
жидких, газообразных и твердых изотропных диэлектриков объе.м.нал 

дефор.м.шцил пропорциональна .Вvl~l 2 , где ,Вv - сжи.м.ае.м.ость. Для 
твердых анизотропных диэлектриков е = Э · · ( ~ Q9 ~), г де Э - тензор 
четвертого ранга позффициепmов э.aenmpocmpunцuu, а ~ Q9 ~ -

тензор второго ранга, полученный диадны.м. у.м.ножение.м. ве'Кторов. 

Прямой пьезаэффект используют в различных приборах и устрой­

ствах, иреобразующих механическую энергию в электрическую, а элек­

трострикцию и обратный пьезаэффект применяют для иреобразования 

колебаний напряженности электрического поля в механические колеба­

ния (например, для генерации колебаний звуковых и ультразвуковых 

частот, а также для стабилизации 'Круговой 'Частоты v.; 'КО.rtебаний при­

ложеннога электрического поля, если значение v.; или 2w совпадает с 
одним из значений круговой 'Частоты собственных 'КО.rtебаний элемен­

та, выполненного из диэлектрика, обладающего хорошо выраженными 

обратным пьезаэффектом или электрострикцией соответственно). 
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Взаимодействие сплошной среды с магнитным nолем, возника­

ющим благодаря движению электрических зарядов и действующим на 

такие заряды, на движущиеся заряженные тела и тела, обладающие 

на.магни-ч.енностью, определяется ее магнитными свойствами. Магнит­

ное поле характеризуют вектором Н его наnрнженности, модуль 

которого измеряют в А/м, а для описания взаимодействия со сплошной 

средой используют вектор .магнитной индупции, модуль которого 

измеряют в В· сjм2 = Тл (Тл - тесла). В вакууме В= 1-LoH, где 
/.LO = 41Т ·10-7 В· с/(А ·м)= 1,2566 ·10-6 В· с/(А ·м)- магнитнан nо­
стонннан, причем с= 1/ yГeOjiO::::::: (299792458 ± 1,2) м/с- спорость 

света (скорость распространения электромагнитных волн) в вапуу­

.ме. Для сплошной среды 

(12.7) 

где м<m) - вектор намагниченности, зависящий в общем случае 
от Н. 

Материалы, у которых при наличии магнитного поля м( т) =О, от­
носят к немагнитным, а свойства изотропных магнитных материалов 

характеризуют в линейном приближении .магнитной восnриимчи­

востью x(m) = ±\M(m)\/\H\, положительной в случае однонаправлен­
ных векторов м<m), Н и отрицательной, если эти векторы противопо­
ложно направлены. В этом случае 

(12.8) 

где JL(m) = 1 + x(m) - относительнан .магнитнан nроницае­
.мость. Величину /.L(m) /.LO называют абсолютной магнитной nро­
ницае.мостью. Для анизотропного материала 

В= /l(m) · /.LoH, (12.9) 

где jl(m) -симметричный тензор второго ранга .магнитной nро­
ницаемости. Таким образом, магнитные материалы могут как уси­

ливать, так и ослаблять магнитное поле, а в случае анизотропии и 

изменять его ориентацию. 

Изотропные магнитные материалы при x(m) <О относят к диа.маг­
нетипа.м, при x(m) >О- к nарамагнетипа.м, а при x(m) » 1 -
к ферро.магнетипам. При повышении температуры тепловое возбу­

ждение микрочастиц ферромагнетика препятствует упорядочиванию 

их магнитных моментов, вследствие чего значение x(m) уменьшается 
до уровня, характерного для парамагнетиков. Наоборот, с пониженнем 

температуры парамагнетики могут приобрести свойства, характерные 
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для ферромагнетиков, причем намаг.ниченность может сохраняться и 

при отсутствии внешнего магнитного поля. При двукратном изменении 

направления вектора Н зависимость M(m) = ±/M(m)/ для ферромагне­
тиков может иметь вид петли гистерезиса (см. рис. 12.1). Существуют 
парамагнетики, называемые антиферромагнетиками, для которых с 

уменьшением температуры ниже определенного уровня значение x(m) 

остается постоянным или даже снижается [148]. Некоторые антифер­
ромагнетики обладают прямым и обратным пьезамагнитными эффек­

тами, аналогичными соответствующим пьезоэлектрическим эффектам 

диэлектриков. 

Для ряда ферромагнетиков характерны эффекты магнитострикции 

и магнитоупругости, связанные с появлением деформации под дей­

ствием магнитного поля и изменением магнитной проницаемости под 

влиянием деформации. Некоторые вещества обладают так называе­

мыми прямым и обратным магнитоэлектрическими эффектами [74]: 
поляризуются под действием магнитного поля и намагничиваются под 

действием электрического поля. Дополнительные слагаемые векторов 

электрической поляризованности и намагниченности в этом случае 

можно представить в виде p(m) = G. н и м(е) = G.-l. Е, где G­
тензор второго ранга .м.агииmоэлепmрu'Чеспиж поэффициеиmов. 

Таким образом, мате.м.атичесх:ие .м.оде.л.и (ММ), описывающие вза­

имодействие сп.л.ошной среды с электрическим и магнитным полями, 

достаточно сложны и многообразны. Дополнительное усложнение та­

ких ММ связано с необходимостью учитывать влияние температурного 

состояния среды на ее электрические и магнитные свойства. Влияние 

температуры порождает многочисленные дополнительные эффекты, 

называемые термог альваномагнитными [7 4, 131]. 

12.2. Уравнения Максвелла 
и модели ведеформируемой среды 

Переменное во времени t магнитное по.л.е возникает при измене­

нии электрического поля, а изменение магнитного поля порождает 

переменное электрическое поле. В этом случае говорят об элепmро­

.м.агииmио.м. nоле. Применительно к сплошной среде его характери­

зуют сочетанием векторных функций Е(х, t) и Н(х, t) напряженности 
э.л.ех:тричесх:ого и магнитного по.л.ей соответственно, а также вектор­

ньiХ функций D(x, t) э.л.ех:тричесх:ого смещения и В(х, t) .магнитной 
индух:ции, где х - радиус-вех;тор точки в прямоуго.л.ьной системе 

х:оординат Ох1 х2хз. Связь между этими функциями устанавливается 
соотношениями (12.3), (12.8) или (12.4), (12.9). 
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Мате.м.ати'Чесr;;ая .м.оде.ttь (ММ), описывающая взаимное влияние 

магнитного и электрического полей и их взаимодействие со сп.ttошной 

средой, включает известные уравн.ен.шс Мапсве.~&.~&а [85] 

дВ дD . 
\lxE=- дt, 'l·B=O, \lxH= дt +J(e), 'l·D=pe, (12.10) 

где V - дифференциа.ttьный оператор Га.м.и.ttьтона; j(e) - вектор 
n.ttотности эдеr;;три'Чесr;;ого тоr;;а; Ре - объе.м.нал п.ttотность э.ttеrt:­

три'Чесr;;ого зарлда. Связь между j(e) и Е для изотропной среды при 
отсутствии распределенных сторонних источников электродвижущей 

силы (ЭДС) устанавливает заr;;он О.м.а (3.24). В случае анизотропной 
среды вместо (3.24) следует использовать (12.1). 

Запись (12.10) предполагает, что среданеподвижна относительно 
прямоугольной системы координат Ох1х2хз, а эта система инерциаль­

на, т. е. неподвижна или движется поступательно с постоянной скоро­

стью. Правую часть третьего уравнения (12.10) можно рассматривать 
как вектор плотности суммарного электрического тока, причем дD / дt 
является вектором rмотности топа с..чещен.и.н, а j(e) -вектором 
rмотности топа nроводи..чости. Применив к обеим частям этого 

уравнения дифференциальную операцию дивергенции, с учетом четвер­

того уравнения (12.10) и равенства V · (VxH) =О получим локальную 
форму 

(12.11) 

запона сожранени.н з.п.ептричеспого зар.нда. 

Если Ре = О и изотроnная среда однородна, т. е. ее относите.ttьные 
диэдеr;;три'Чесr;;ал Е"(е) и .м.агнитнал J.t(m) проницае.м.ости, а также э.ttеrt:­
три'Чесr;;ал проводи.м.ость аСе) постоянны, то, применяя к первому и 
третьему уравнениям (12.10) дифференциальную операцию ротора, с 
учетом (3.24), (12.3) и (12.8) запишем 

~ (~ Е)_ (m) д(VхН) 
v х v х - -J.t J.to дt , 

V х (V хН)= Е"(е)Е"о д(~: Е) + a(e)v х Е, 
г де J.to и Е" о - .м.агнитнал и э.ttеrt:три'Чесr;;ал постолнные соответственно. 

Отсюда, учитывая (12.10) и равенство Vx(Vxa) = V(V ·а)- V2a для 
произвольнаго вектора а [23], где V2 - дифференциа.ttьный оператор 
Лап.ttаса в прямоугольной системе координат Ох1х2хз, nолучаем 

v2 Е= а(е) J.t(m) J.to дЕ+ E"(e)E"OJ.t(m) JLO 82 Е } 
дt дt2 ' (12.12) 
ан а2н v2 н= а(е) J.t(m) J.to- + E"(e)E"oJ.t(m) J.to--
дt дt2 ' 
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т. е. каждая из проекций f на оси координат векторов Е и Н удовле­
творяет так называемому телеграфному уравнению 

(е) д2 f (е) д f _ 'V2 J 
f fo д 2 +о- -д - ( ) . t t J.L т J.Lo 

(12.13) 

Для непрово,ц.ящей среды (о-(е) =О) из (12.12) следуют уравнения 

т. е. каждая из проекций f на оси координат векторов Е и Н удо­
д2f 

влетворяет во.л:н.ово.м.у уравнению дt2 = a~m 'V2 f, или Df = О, где D = 
1 82 

= 'V2 - -
2
- -д 2 - дифференциальный оnератор Да.л.а.м.бера; aem = 

aem t 
с v = - скорость распространения в рассматриваемои среде вoз-

yf&<eJf.J(m) 
мущений электромагнитного поля, называемых элептро.м.агнитны-

.м.и волнами, а с - с-х:орость света в ва-куу.м.е. В случае зависи­

мости f лишь от одной пространствеиной координаты этому уравне­
нию удовлетворяет решение f(xt,t) = focos(wt- kwxt), где fo = const; 
w- -х:руговая -частота -х:одебаний, а kw = wfaem- волновое число, 

соответствующее nлоспой .м.оножро.м.атичеспой волне, фаза <р = 
= wt - kwx1 = const -кодебаний которой имеет в идеальном изоляторе 
фазовую спорость aem [85]. В вакууме при g(e) = J.L(m) = 1 фазовая 
скорость равна скорости света с. Построение вариационной фор.м.ы ММ 

применительно к гар.м.они-чес-ки.м. -кодебания.м. электромагнитного поля 

в областях произвольной формы, в том числе в волноводах и резонато­

рах, рассмотрено в [95]. 
В среде с электрической проводимостью о-<е) >О колебания будут 

затухающими. Действительно, (12.13) в одномерном случае имеет ре­
шение f ( х1, t) = fo ехр( -{'wx1) cos( wt- f3wx1), которое после подстановки 
в (12.13) приводит к положительным значениям 

(12.14) 

(а(е))2 
где Pw = _(_) ___ Для среды с высокой электропроводимостью, когда 

Е е EQLI.J 

Pw » 1, т. е. плотность lj(e)l = o-(e)IEI тока проводимости много больше 

плотности \д~ 1 = g(e)fo\ ~ \ тока смещения, из (12.14) следует f3w;::::; 

;::::; 'Yw ;::::; ~ fiC = J -
2

1 
J.L(m) J.Loo-(e)w. В такой среде электромагнитная 

Uem V2 
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волна за т ухает на расстоянии порядка 1/ TI.U, пропорциональном 1/ yfW 
и называемом скиповой глубиной проникания электромагнитного поля 

в проводник [85]. Фазовая скорость при этом равна rз""' ~ aem (2'" = 
<и у р:; 

2~N 
= < J < J < aem. Если полностью пренебречь плотностью тока 

р, m р,оа е 

смещения, то (12.13) примет вид J.L(m) J.Lot:7(e) it = \72 f, аналогичный 
уравиеиию теп.лопроводности. 

Для среды с низкой электропроводностью, когда p(.U « 1, из (12.14) 
""' ~ а( е) p,(m} р, 

находим rз""' ~ -2- v 4 + р~ и f(.V ~ -2- -(е) о о в этом случае глуби-
аеm F: F:o 

на проникания электромагнитного поля не зависит от w, а фазовая 
rN 2aem 

скорость -{3 ~ ~несколько меньше, чем в идеальном изоляторе. 
<и у 4+р:. 

Параметр p(.U сравнения плотностей токов проводимости и смещения 
зависит от частоты (J.) колебаний электромагнитной волны. Следова­

тельно, одна и та же среда при малых значениях (J.) может вести себя 

как проводник, а при больших- как изолятор. 

Пусть неограниченная область заполнена изотропной средой, для 

которой Ре= О. Подставим в (12.10) комплексные функции Е(х, t) = 

= E 0 exp(i(wt- k(.V · х)) и Н(х, t) = H 0 exp(i(wt- k(.V · х)), описывающие 
распространение плоской монохроматической волны в направлении 

водкового вептора k(.V (Ео и Но- постоянные векторы, i =А­
мнимая единица). Тогда с учетом (3.24), (12.3) и (12.8) получим 
соответственно 

(12.15) 

Из свойств вех:торного и сr;;а.лярного произведеиий вех:торов следует, 

что векторы k(.V, Е о и Н о взаимно перпендикулярны. У слови е суще­
ствования иенулевых решений для векторов Е и Н можно получить из 

первого и третьего равенств (12.15), умножив их векторнона k(.V: 

Для плоской монохроматической волны примем k(.V = (З(.U + iтw· Тогда, 
учитывая (П1.2), второе и четвертое равенства (12.15), находим, что 
это условие примет вид \(З(.U\ 2 - \iw\2 + 2·if3w · тw - (J.)

2€(e)€oJ.L(m) J.Lo -

- iJ.L(m) J.LoG"(e)w =О. При u(e) =О и fЗw ·rw =О или lw =О отсюда следует 
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соотношение aem = 1.1.1 , I.Вwl > I'"Ywl, для фазовой скорости и v I.В ,.,12 - 1-r ,.,12 

\Но\ е<е>ео ( ) 
отношение \Ео\ = p,<m>p,o. В случае проводящей среды (<Т е >О) при-

дем к (12.14), т.е. плоская монохроматическая волна в такой среде будет 
затухать пропорционально ехр( -1""' · х). 

Считая ереА-у непроводящей (<Т(е) =О), выясним влияние анизо­
тропии среды по отношению к ее диэлектрической проницаемости 

(см. 12.1) на распространение плоской монохроматической волны. В 
этом случае вместо (12.15) получим 

kwxEo = wBo, kw ·Во= О, kwxHo = -wDo, kw · Do =О, 

где Во= JJ,(m) р,оН о и Do = €(е) с:оЕо, а jl(m) и €(е)- теизоры .м.агиитиой 
и диэлех:трu'Чесх:ой проиицае.м.ости соответственно. Отсюда, учитывая 

свойства скалярного и с.м.еw,аииого произведеиий вех:торов, устана­

вливаем, что вектор kw nерпендикулярен векторам Во и Do, попарно 
ортагональны векторы Во и Ео, Do и Но. Кроме того, (kwxEo) · Do = 
= wBo · Do = -(kwxHo) ·Во, или 

Eo(kw хЕо) · €(е) · Ео = wBo · Do = -J.Lo(kw хН о)· iJ,(m) ·Но. 

В силу произвольности w и тензоров е-< е) и iJ, ( m) 

это равенство может быть выnолнено лишь при 

условии Во· Do =О, т. е. при ортогональности 

векторов Во и Do, или (что то же самое) при 
условии компланарности троек векторов kw, Ео, 
Do и kw, Но, Во. Взаимное расположение этих 
векторов показано на рис. 12.2. 

В частном случае постоянного электрическо-

го поля в покоящейся среде, называемого элеп­

k,., 

Рис. 12.2 

mростаmи:чеспu.м., из (12.10) следует система уравнений электроста-
ТИКИ 

'ilxE =О, 'il· D =Ре· (12.16) 

где О -нулевой вектор. В случае односвязной области первое урав­

нение (12.16) есть условие потенциальности электростатического по­
ля, для которого с помощью соотношения Е= -'ilUe можно ввести 
элех:три'Чесх:ий потеициал Ие. Из второго уравнения (12.16) при D = 
= с:(е)ЕоЕ получаем 

'il· (c:(e)'ilUe) +Ре =О. 
Ей 

(12.17) 

Так как объемная плотность Ре электрических зарядов в электро­

статическом поле не изменяется во времени, то в среде отсутствует 
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электрический ток. Поэтому в средах с электрической проводимостью 

аСе) >О (например, в металлах) в соответствии с (3.24) должно быть 
Е= -'VИе =О, т. е. Ие = const. Тогда из (12.17) следует Ре= О. Это 
означает, что если металлическое тело объемом V, ограниченным по­
верхностью S, имеет электрический заряд Q е, то он будет сосредоточен 
на поверхности тела. Интегрируя второе уравнение (12.16) по объему 
тела и учитывая теоре.му Остроградс'/f,ого - Гаусса, можно устано­

вить, что на этой поверхности D · n =Ре' где n- единичный вектор 

внешней нормали к ней, а Ре - поверхностная плотность электриче­

ского заряда. На границе раздела двух сред нормальная составляющая 

вектора D терпит разрыв, равный Ре, а тангенциальная составляющая 

Рис. 12.3 

вектора Е непрерывна [7 4]. 
Пусть в полости заземленного 

металлического тела с внутренней 

поверхностью 80 расположено тело 

из металла, ограниченное замкну­

той поверхностью s* (рис. 12.3). 
В области V между этими телами 
находится среда с диэлектрической 

проницаемостью f:(e)(M) (М Е V) и 
объемной плотностью Ре(М) элек-
трических зарядов, а внутреннее те­

ло заряжено до потенциала и; относительно заземленного тела. В этом 

случае распределение потенциала Ие(М) удовлетворяет {12.17) с гра­
иu'Чиы.м.и ус.ttовин.м.и 

Ие(Р') =О, Р' Е So; (12.18) 

Интегрируя второе уравнение (12.16) по области V, с учетом тео­
ре.м.ы Остроградс'/f,ого - Гаусса находим 

J 'V · D(M) dV = J D(P) · n(P) dS + J D(P) · n(P) dS = J Ре(М) dV, 
v ~ ~ v 

где n(P) - единичный вектор внешней (относительно области V) 
нормали в точках Р поверхностей S* и So. Это соотношение останется 
верным и в частном случае Ре (М) = О, причем 

1 D(P) · n(P)dS =-1 D(P) · n(P)dS. 

s. So 

Если ввести поверхностную плотность электрического заряда Ре(Р) = 
= D(P) ·n(P), то это соотношение можно интерпретировать как равен­
ство по абсолютной величине заряда, сосредоточенного на поверхности 
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S* внутреннего тела, и наведенного заряда на поверхности So заземлен­
ного тела. 

Итак, количественный анализ ММ, включающей (12.17) и (12.18), 
позволяет найти распределение Ие(М) (М Е V) электрического потен­
циала, векторную функцию D(P) = ~(е)(Р)~оЕ(Р) = -~(е)(Р)~оУ'Ие(Р) 
(РЕ S = S* U So) электрического смещения и поверхностную плотность 
Ре(Р) = D(P) · n(P) эЛектрического заряда, а затем вычислить заряд 
внутреннего тела 

Qe= j D(P)·n(P)dS= JPe(P)dS. (12.19) 

s. s. 

При Ре(М) =О рассматриваемую систему характеризуют элепmриче­

спой е.мпосmью Се= Qе/И;, единицей измерения которой является 

фарад (Ф =Кл/В= А· с/В). 
Дифференцuа.ttьной фор.ме ММ системы, 

представленной на рис. 12.3, можно поста­
вить в соответствие интегра.ttъную фор.му 

в виде интегра.л.ьного уравнения. Согласно 

закону Кулона [90] неподвижный точечный 
заряд qe, находящийся в точке М' Е R3 с 
радиус-вектором х', определяющим положе-

ние этой точки относительно начала пря­
Рис. 12.4 

м 

х-х' 

моугольной системы координат Ох1х2хз (рис. 12.4), создает в точ­
ке М Е JR3 с радиус-вектором х электростатическое поле с вектором 
напряженности Е(х) = qe(x- х')(4-тr~(е)~0 /х- х'/ 3)- 1 и потенциалом 
U(x) = qe(4-тrE(e)E0 /x- х'/)- 1 . Заменим заряд qe зарядом Pe(x')dV(x') 
в элементарном объеме dV(x') в окрестности точки с радиус-вектором 
х', находящейся в области V, ограниченной замкнутой поверхностью 
S, или зарядом Pe(x')dS(x') на элементарной площадке dS(x'). Тогда, 
суммируя действие таких зарядов и полагая Е(е) = const, получаем 

И( 1 !Pe(x')dV(x') 1 JPe(x')dS(x') 
х) = 4-тr~(е)Ео /х- х'/ + 4-тrЕ(е)Ео /х- х'/ · (12.20) 

v s 

В соответствии с граничными условиями (12.18) значения И в 

точках Р* Е S* и РЕ So поверхности S = S* U So, ограничивающей 
область V, заключенную между металлическими телами (см. рис.12.3), 
заданы. Приравнивая этим значениям левую часть (12.20), приходим 
к интегральному уравнению относительно неизвестной поверхностной 

плотности Ре электрического заряда в точках поверхности S. После 
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решения этого уравнения из (12.20) можно найти потенциал U(x) 
электростатического поля в любой точке М Е V с радиус-вектором х, 
а при помощи (12.19) вычислить электрический заряд Q внутреннего 
металлического тела. 

В случае постоянного магнитного поля в неподвижной среде из 

(12.10) получим систему уравнений магнитостатики 

VxH=j(e), 'V·B=O. (12.21) 

Из второго уравнения (12.21) следует, что магнитные заряды (или 

монополи) не существуют. На поверхности тела или на границе раздела 

двух сред должны быть непрерывны тангенциальные составляющие 

вектора Н, нормальные составляющие вектора В и все компоненты 

вектора А, определенного равенствами V ·А= О и VxA =В [74]. 
Объединение граничных условий для (12.16) и (12.21) дает граничные 
условия для уравнений Максвелла (12.10). 

Рассмотрим вариант иреобразования (12.10) при помощи соотноше­
ний для потенциалов электромагнитного поля (скалярного Ф и вектор­

ного А) 

дА 
Е=-VФ-­

дt' 
B=VxA, 

2 дФ ст(е)ф 
aem V ·А+ -д + _(_)_ = О, 

t € е Ео 

последнее из которых называют калибровочным условием Лоренца [85]. 
После подстановки этих соотношений в (12.10) первое и второе урав­
нения превратятся в тождества, а два остальных в случае однородной 

изотропной среды с учетом (П1.19) можно представить в виде 

т. е. введенные потенциалы удовлетворяют одинаковым по структуре 

телеграфным уравнениям, которые для непроводящей среды (ст(е) = 

=О и Ре= О) переходят в волновые уравнения DФ =О и DA =О. При 
построении ММ распространения электромагнитных волн в такой сре-

де удобно с помощью соотношений a~m А = 8

8~ и Ф = - V · П ввести 
nо.IUlризацuон:н.ый nomeн.цua.lf. П, называемый также вепmоро.м. 

Герца [85]. При этом калибровочное условие Лоренца удовлетворяется 

тождественно, а из волнового уравнения для А следует a~m V2 ~~ = 

8
2 дП д ( д2П) = at2 дt, или дt a~m V2П - дt2 = О. Отсюда получаем неоднородное 
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волновое уравнение ОП= f(x), где f(x)- векторная функция радиус­
векторах, которую можно найти, если известно распределение П(х, to) 
в какой-либо момент времени to (например, в начальный). По получен­
ному решению П(х, t) несложно с учетом (П1.19) вычислить 

дА 1 д2П 
Е= -\7 Ф·- - = \7(\7 · П) - - - = \7 х (\7 х П) + f 

дt а2 дt2 ' 
е т 

В = \7 х А = _1_\7 х дП = _1_ д(\7 х П). 
a~m дt a~m дt 

Силы воздействия электромагнитного поля на среду называют 

nоидеро.моmориы.ми. Нанеподвижную относительно выбранной инер­

циальной системы координат среду при отсутствии электрической по­

ляризации и намагниченности (Х(е) = x(m) =О, т. е. Е(е) = f-l(m) = 1) 
действует так называемая cuJta Л ореица, вектор объемной плотно­
сти которой равен 

b(L) =РеЕ+ j(e) хВ. (12.22) 

Силу Лоренца можно представить в иной форме. Для этого последова­

тельно преобразуем первое и второе слагаемые в правой части (12.22) 
с учетом четвертого и третьего уравнений (12.10): 

Е:о 2 
РеЕ= (У'· D)E =У'· (D 0 Е)- D · (\7 Е)= Е:о У'· (Е 0 Е)- 2 V'IEI , 

j(e) х В= (v хН- дD) х B=f-to(V' хН) хН -{-lo дD хН= 
дt дt 

= f-loH · (\7 Н) - ~о V'IHI 2 
- 1-lo д:: х Н= 

{-lo 2 дD 
=f-toV'·(H0H)-2V'IHI -1-lo дt хН. 

Так как V'IEI 2 = \7 · (IEI2I2) и V'IHI 2 = \7 · (IHI2I2), где l2- едиuu'Чиый 
(L) ~(em) 8G(em) ~(em) 

теизор второго ранга, то Ь = \7 ·и - -
8
-t-, где и - си.м.ме-

три'Чиый mеизор эдех:mро.магииmиых иаnрнжеиий Max:cвeJtJta 

с компонентами 

i, j, k = 1, 2, 3; 

G(em) = DxB = ExHfc2 - объемная плотность х:оди-чесmва дви­
жеиин эдех:mро.магииmиого nодн. 

Для электрически поляризованной и намагниченной неподвижной 

среды учет векторов элептри'Чеспой поллризоваииости р(е) и иа.маг-
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ничен:н.ости мСт) приводит к тому, что компоненты те'НЗора элеп­
тро.м.аzн.uтиых иаnрнжеиuй принимаютвид [90] cr]~mn) = cr)~m) + 
р(е)Е В М(т) М(т)В 1< р(е)Е ..J.. В мСт) + j i- j i - k kUji, т. е. при j i 1 j i этот тензор 

становится несимметричным. Для такой среды вектор объемной плот­

ности поидерамоторных сил равен [130] 

Ь(ет) = РеЕ+ j(e) х В+ 

1 (p(e)'nE Е 'np(e) M(m)'nH (m)) + 2 i v i- i v i + J.Lo i v i- J.LoHi '1 Mi . (12.23) 

Если для среды справедливы (12.3) и (12.8), причем эле11:mричес11:ан 
и .магнитная восприи.мчивости являются скалярами и не зависят от 

координат, то выражение в круглых скобках в (12.23) обращается 
в нуль, так как каждое слагаемое в них будет состоять из скаляр­

ных произведений ортогональных векторов. Это выражение может 

быть отлично от нуля для анизотропной среды или в случае, ко­

гда электрическая и магнитная восприимчивости зависят от коорди­

нат. Ясно, что при взаимодействии среды с электромагнитным полем 

поидерамоторные силы должны быть учтены в уравнениях равнове­

сия (см. 3.6). 
Направление и интенсивность переноса энергии электромагнитного 

поля характеризуют вепторо.м. S = ЕхН У.м.ова - Пойитuи­

zа. Если первое и третье уравнения (12.10) скалярно умножить на 
Н и Е соответственно и затем, приняв для вакуума 10(е) = J.L(m) = 
= 1 и j(e) =О, из первого результата вычесть второй, то получим 
Н· ('1 х Е)- Е· ('lxH) = -р0Н · дНjдt -100Е · дЕjдt. Отсюда в 
силу Н· (\lxE)- Е· (\lxH) = '1· (ЕхН) приходим к локальной фор­
ме за11:она сохранения энергии электромагнитного поля в вакууме в 

виде уравиеиuн У.м.ова - Пойн.тuиzа д10;т/дt + \1 · S =О, где 
10;m = (10oiEI 2 + JLoiHI 2)/2 -объемная плотность энергии электромаг­
нитного поля в вакууме [74]. Аналогично из (12.10) следует уравне­
ние Умова- Пойнтинга '1· S + j(e) ·Е+ Е· дDjдt +Н· дВjдt =О 
для электрически поляризуемой и намагничиваемой среды. Слагаемое 

j(e) ·Е характеризует для неподвижной среды так называемую джо­
улеву теnлоту, т. е. объемную плотность мощности q~) источников 
тепловой энергии, передаваемой среде при ее взаимодействии с электро­

магнитным полем. Эти источники должны быть учтены в ( 4.11) для 
уравнения переноса энергии (см. 4.2). 

В среду также поступает энергия, затрачиваемая на электриче­

скую поляризацию и намагничивание. Объемная плотность мощности 

источников этой энергии q~) =Е· др(е) jдt и q~M) = JLoH · дМ(m) jдt 
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соответственно. Если зависимость р(е) от Е (или м<m) от Н) име­
ет вид петли гистерезиса (см. рис. 12.1), то часть затрачиваемой на 
процессы поляризации (или намагничивания) энергии электромагнит­

ного поля может переходить в теплоту, что также следует учитывать 

в (4.11). 

12.3. Электромагнитные процессы 
в медленно движущейся среде 

Уравнепия Ма~свелла (12.10) для вакуума в некоторой ииерциаль­
иой пря.моугольиой систе.ме ~оордииат Ох1х2хз с орта.ми ei ( i = 1, 2, 3) 
репера { ei} принимают вид 

д Н 
VxE=-po дt, V·H=O, 

дЕ 
VxH=€o­

дt' 
V·E=O, (12.24) 

где V - дифференциальный оператор Га.мильтоиа; Е= Eiei и Н= 
= Hiei- векторы иапряжеииости эле~три'Чес~ого и .магиитиого по­

лей с проекциями Ei и Hi на оси Oxi; ро и €о - .магиитиая и эле~­

три'Чес~ая постоянные; t - время. Пусть оси инерциальной прямо­

угольной системы координат O'xi х~х~ параллельны соответствующим 
осям системы координат Ох1х2хз и точка О' движется относительно 

точки О вдоль оси Ох1 с постоянной скоростью v = ve1 в положитель­
ном направлении этой оси (рис. 12.5). Если для перехода к системе 

O'xix~x~ применить nреобразован:ие Лоренца [130] t' = t- vx 1 fc
2 

, 
Jl-v2 /c2 

х~ = х1 - vt , х~ = х2 , х~ = хз, где t' -время в этой координатной Jl- v2fc2 
системе, а с- с~орость света в ва~уу.ме, то в (12.24) достаточно за­
менить Е на Е' = в:еi и Н на Н' = HJ. ei [140], где 

Е~= (E+v хН) ·е1 , Е'_ (E+vxH)·ek k= 2, 3; 

k- J1- v2 ' 
с2 

Н~= (Н- v х Е)· е1 , Н' _ (Н - v х Е) · ek k = 2 3 
k- R . .. v2 

1--
с2 

Из свойств с.мешаииого произведения ве~торов (см. Пl.l) следует, что 

Е~ = Е1 и Н~ = Н 1· 

При сравнительно медленном движении среды можно пренебречь 

значением v2 / с2 по сравнению с единицей и для перехода к систе-
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Рис. 12.5 

ме О'х~х~х~ применить nреобразование Галилен t' = t, х~ = х1 - vt, 
х~ = х2, х~ = хз, относительно которого инвариантны уравнения клас­
сической (нерелятивистской) механики. Тогда в (12.24) достаточно 
заменить Е на Е' = Е+ v х В и Н на Н' = Н- v х D, причем такая 
замена справедлива для произвольных вектора v и ориентации репера { еа этой координатной системы. Для электрически поляризованной и 
намагниченной сплошной среды в (12.10) следует принять [90] 

В'= В- vxE j'(e) = j(e)- vpe,} 
с2 ' 

D' = D +t:ovxB, Н'= Н- vxD, р~ =Ре, 

E'=E+vxB, 
(12.25) 

где j(e) - вектор плотности элех:три'Чесх:ого тох:а; Ре - объе.м.ная 
плотность элех:три'Чесх:ого заряда (обозначения со штрихом относятся 

к системе координат Ох~х~х~, а соответствующие им обозначения без 
штриха- к системе Ох1х2хз). 

При произвольнам поле вектора скорости среды, задаваемом в си­

стеме координат Ох1х2хз векторной функцией v(x, t), где х - ра­

диус-вех:тор частицы сплошной среды, уравнения (12.25) в рассма­
триваемом приближении, называемом галилеевы.м, справедливы для 

элементарного объема среды в соnутствующей систе.ме поорди­

нат, движущейся вместе с этим объемом со скоростью v ( х, t) [130]. 
В частном случае, когда IEI » lviiBI и IDI » lt:oviiEI, в (12.25) 

можно принять Е'= Е и D' = D, а (12.10) привести к виду [21] 
\?хЕ =О, \7 · D =Ре, \?хН'= дDjдt + j'(e), \7 ·В'= О. В этом при­
ближении изменение электрического поля порождает магнитное поле, 

но обратным эффектом (электромагнитной индукцией) пренебрегают. 

С учетом (12.25) в прежней системе координат для движущейся среды 
имеем D = t:oE + р(е), В= J.Lo(H + M(m)), j(e) =а< е) Е+ PeV, где а< е)­
элех:три'Чесх:ая проводи.м.ость среды. · 

В случае, когда IBI » lviiEI/c2 и IHI » lviiDI, в (12.25) допустимо 
принять Н'= Н и В'= В, а (12.10) записать в виде \?хЕ' = -дВjдt, 
\7 · D' =Ре, \?хН= j'(e), \7 ·В= О. При этом учитывают эффект 
электромагнитной индукции, порождающий электрическое поле при 
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изменении магнитного поля, но пренебрегают обратным (магнитоэлек­

трическим) эффектом. Принимая во внимание (12.25), получаем 

D=eoE+P(e), В=ро(Н +M(m)), j(e) =cт(e)(E+vxB)+PeV· (12.26) 

Преобразование (12.25) используют при построении .м.ате.м.ати-че­
с~их .м.оде.л.ей (ММ) .магнитной гuдродuна.мuпu (см. 12.4), изуча­
ющей движение .электропроводящих жидкостей и газов в электромаг­

нитном поле [70]. В упрощенной ММ магнитной гидродинамики обычно 
принимают [130], что в движущейся проводящей среде отсутствуют 
поляризация и намагниченность, т. е. D = еоЕ и В= роН, но может 
протекать электрический ток (j(e) # 0), причем lviiDI « IHI, поэто­
му Н'::::::: Н. Если среда идеальная (невязкая) и имеет плотность р, то 
уравнение неразрывности имеет вид (3.32), а вместо векторной формы 
(8.15) уравнений Эй.л.ера получим 

р dv + Vp = ь + ь<L) 
dt ' 

(12.27) 

где р - давление; Ь - вектор n.л.отности объе.м.ных си.л., и в соот­

ветствии с (12.22) и (12.25) в инерциальной системе координат вектор 
объе.м.ной n.л.отности си.л.ы Лоренца b(L) =РеЕ'+ j(e) хВ, причем век­
тор j(e) плотности электрического тока задан последним равенством 
(12.26). В уравнении (4.11) nереноса энергии мощность объемных ис­
точников энергии, обусловленных выделением джоу.л.евой теn.л.оты, 

равна q~) = j(e) · Е'. К указанным соотношениям необходимо доба­
вить уравнения Максвелла (12.10), записанные с учетом соотношения 
Н' :;::j Н в сопутствующей системе координат: 

(12.28) 

В частном случае бесконечно большой электрической проводимости 

(ст(е) ---t оо) среды ММ магнитной гидродинамики удается упростить. 
Так как плотность электрического тока должна быть конечной, из 

последнего равенства (12.26) следует, что Е= -vxB = -J.LovxH, 
т. е. напряженность электрического поля в идеальном проводнике в 

сопутствующей системе координат равна нулю (Е'= 0). Тогда из 
третьего и четвертого уравнений (12.28) имеем j(e) = VxH, Ре= О, а 
первое уравнение (12.10) и второе уравнение (12.28) дают 

д Н 
дt =Vx(vxH), V·H=O. (12.29) 
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Ясно, что для идеального проводника qt) = О, а в уравнении (12.27) 
ь<L) = ('\lxH)xB = J.Lo('lxH)xH. 

Используя формулы векторного анализа [23], с учетом второго 

уравнения (12.29) можно записать '\lx(vxH) =(Н· '\l)v- (v · '\l)H + 
+ v(\1· Н)- Н(\1· v) =(Н· '\l)v- (v · '\l)H- Н(\1· v), ('lxH)xH = 

=(Н· '\l)H- ~'l\H\ 2 . Тогда из (12.27) и первого уравнения (12.29) 
получим два векторных уравнения 

р ~~ + '\lp = Ь+ J.Lo(H · '\l)H- ~0 VIHI2 ,} 
ан 
-=(Н· '\l)v- (v · '\l)H- Н(\1· v) 
8t 

(12.30) 

относительно двух векторных функций v и Н и двух действительных 
функций р и р. Уравнения (12.30) вместе с (3.32) и уравнением. состо­
яния р = р(р) составляют замкнутую систему. 

Предположим, что все неизвестные функции зависят лишь от одной 

пространствеиной координаты х1, причем вектор v скорости среды 

имеет лишь одну иенулевую проекцию v на координатную ось Ох1 , 

а Ь =О. Применяя к первому уравнению (12.29) операцию дивергенции 
и учитывая, что 'l· ('\lxf) =О для любой дважды дифференцируемой 
векторной функции f [23], найдем 8(\1 · Н)/ ot = О и, следовательно, 
82 H1j(8t8x1) =О. Но так как из второго уравнения (12.29) следует, 
что 8Н1/ОХ1 =о, где н1 - проекция вектора н на ось Oxl, то 
в итоге получим Н1 =. const. Примем Н1 =О, а проекцию вектора 

Н на направление, перпендикулярное оси Ох1, обозначим Н. Тогда 

(Н· '\l)H =О и (Н· '\l)v =О, а вместо (3.32) и (12.30) с учетом 
уравнения состояния р = р(р) получим ММ, включающую систему трех 
уравнений 

др o(pv)- о 
ot + дх1 - ' 

относительно трех искомых величин р, v и Н. 

ан o(vH) -+ =0 at ах1 

Уравнения Максвелла с использованием теоре.м.ы Остроградс~о­

го - Гаусса и теоре.м.ы Cmo~ca можно представить в некоторой инер­

циальной системе координат в интегральной форме: 

1 DndS= 1 PedV, 1 'l·BdV= 1 BndS=O, 
So Vo Vo So 

fE·dx=- j 8~ndS, fн·dx= j 8~nd8+ ~j~e)dS, 
(12.31) 

Lo SL Lo SL SL 
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где Vo и 80 - объем и ограничивающая его поверхность (все они 

неподвижны относительно выбранной системы координат); Lo и SL­
замкнутый контур и натянутая на него поверхность; х - радиус­

вектор точки М Е Lo в этой системе координат; нижний индекс n 
обозначает проекцию на направление единичного вектора n внешней 
нормали к S или нормали к SL векторов D, В и j(e) (нормаль к 
SL выбрана так,-. что наблюдаемый с ее стороны обход контура L 
происходит против хода часовой стрелки). К (12.31) следует добавить 
закон coxpaнeнUJI электри-ческого заряда в интегральной форме 

J ·(е) dS = J ([(е) - др( е)) dV 
Jn V дt ' (12.32) 

8 0 Vo 

где I~) -интенсивность объемных источников электрического заряда. 
Так как уравнения (12.10) справедливы для среды, неподвижной 

относительно выбранной системы координат, то применение (12.31) 
также ограничено этим случаем. Пусть М* Е S* С Vo - пекоторая 

точка на nоверхности S* сильного разрыва относительно функций, 

входящих в (12.31) и (12.32). Для среды в сопутствующей для точки 
М* Е S* системе координат с учетом (3.24) получим [21] 

[j<e) ·n*)+ 
0~е =0, [D·n*) =ре, [B·n*] =0 на S*, (12.33) 

где Ре -поверхностная плотность электрических зарядов, расположен­

ных на S* в окрестности точки М* Е S*, а символ [ ·] обозначает скачок 
значений функции при переходе в точке М* Е S* через поверхность S* в 
направлении, противоположном единичному вектору п*(М*) нормали 
к этой поверхности. 

Проведем к поверхности S* касательную в точке М* Е S* в напра­
влении единичного вектора t* и выберем в качестве поверхности S L 

участок плоскости, содержащей векторы n * и t* и ограниченной прямо­
угольным контуром Lo протяженностью 2h в направлении единичного 
вектора n* (рис. 12.6). Обход этого контура против хода часовой стрел­
ки будет соответствовать следующему условию: векторы п*, t* и 
единичный вектор n нормали к SL образуют nравую тройку векторов, 
т. е. n = п* xt*. При h----+ О интегралы по SL в (12.31) также стремятся 
к нулю, и при последующем стягивании контура L0 в точку М* для 

произвольного направления касательного вектора t* при отсутствии 
поверхностных токов получаем 

[E·t*] =0, [Н ·t*] =0. (12.34) 
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t• 

Рис. 12.6 

Условия {12.33) и {12.34) справедливы в случае неподвижной отно­
сительно сопутствующей для точки М* Е S* системы координат. При 
сравнительно медленном относительно этой системы координат движе­

нии среды векторы, входящие в (12.33) и (12.34), можно иреобразовать 
в соответствии с (12.25). Из {12.25) следует, что если векторЫ скорости 
среды на обеих сторонах поверхности S* перпендикулярны S* в точке 
М* Е S*, то не изменятся два последних условия {12.33), а если эти 
векторы касательны к S* в этой точке, то не изменятся первое условие 
{12.33) и условия (12.34). 

У становленные условия на поверхности разрыва дают полезную 

информацию для корректной формулировки граничных условий при 

построении ММ электродинамики в областях непрерывного изменения 

искомых функций и их производных. В частности, из (12.33) и (12.34) 
следует, что для уравнений Максвелла (12.10) в сочетании с (12.11) 
на границе области можно задать проекции векторов D, В, j(e) на 
нормаль к этой границе и проекции векторов Е и Н на направление 

касательной к ней. 

12.4. Модели магнитной гидродинамики 

При построении .мате.м;ати'Ческих .моделей (ММ) .магнитной гидро­

дина.м;ики обычно не учитывают электрическую поляризацию и намаг­

ниченность движущейся электропроводящей сnлошной среды [70], т. е. 
для векторов э.л.ектри'Ческого с.м;ещенu.н и .магнитной индукции при­

нимают D = t:oE и В= роН, где Е и Н- векторы наnрлженности 

э.л.ектри'Ческого и .магнитного nо.л.ей, а е0 и р0 - э.л.ектри'Ческал и 

.м;агнитнал nостолнные. Кроме того, закон О.м;а представляют в га­

.л.и.л.еево.м; nриближении в виде третьего равенства (12.26). Тогда при 
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подстановке этого равенства в третье уравнение (12.28) получим 

1 дЕ' 
VxB =с? Тt + а(е) !Lo(E + vxB) + /LoPeV, (12.35) 

где V - диффере'Н:циа.л,ьный оператор Га.м.и.л.ьтона; Е'- вектор на­
пряженности электрического поля в сопутствующей систе.м.е х:оорди­

нат; t - время; с.= 1/ JfOiiO - сх:орость света в вах:уу.м.е; аСе) -
элех:три-ч.есх:ан проводи.м.ость; Ре - объе.м.на.а плотность элех:три-ч.е­

сх:ого зар.нда; v - вектор скорости среды относительно инерциальной 

систе.м.ы х:оординат. 

В случае сильно ионизированных газов электрическая проводимость 

велика и сопоставима с электрической проводимостью металлов. По­

этому первым слагаемым в правой части (12.35) можно пренебречъ 
по сравнению со вторым, а при медленном движении среды допу­

стимо пренебречь и третьим слагаемым. Тогда из (12.35) следует 
'\lxB 

Е = _<_>_ - v х В и после подстановки этого выражения в первое урав­
и е JJ,o 

нение (12.10) получим уравнение магнитной индупции 

д В 
дt = Vx(vxB)- Vx(vm VxB), (12.36) 

где Vm = 1/ (аСе) !Lo) - магнитная в.взпость, размерность которой 
совnадает с размерностью х:ине.м.ати-ч.есх:ой в.нзх:ости среды. Безраз­

мерный nараметр Rem = voLo/vm, где vo и Lo - характерные для 

рассматриваемого процесса значения скорости и линейного размера, 

называют магнитным числом Рейнольдса. При Rem » 1 в nравой 
части (12.36) можно пренебречь вторым слагаемым. 

В случае внзх:ой сжи.м.ае.м.ой жидх:ости в nравую часть (12.27) 
следует добавить слагаемое V · o-CD), где o-CD) - тензор в.нзх:их на­
nряжений, а вектор объемной плотности силы Лоренца в соответ­

ствии с принятым выше приближением j(e) = VxH представить в 
виде Ь(L) = j(e)xB = (VxB)xB/J.Lo· Таким образом, с учетом равенства 

1 (VxB)xB =(В· V)B- 2v(B ·В) (86] зах:он сохранения х:оли-ч.ества 
движени.н примет форму 

pdv = -Vp+ V. aCD) +Ь+ _!_(В· V)B- - 1-V(B ·В), 
dt J.Lo 2ро 

(12.37) 

где р - плотность; р - давление; Ь - вектор плотности объе.м.ных 

сил (за исключением пондеро.м.оторных сил). 

Рассмотрим установившееся движение электропроводятей вязкой 

'Н.есжи.мае.м.ой жидх:ости плотностью р = const с прямолинейными .л,и­
нин.м.и тох:а, что соответствует течению в трубах и каналах. 
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Положим, что векторы v и В не изменяются вдоль линий тока, 

о дv1 дВ1 
которые считаем параллельными оси х1, т. е. v = VJ е 1 , ;:;-- =О, "-- =О 

UX! UXl 

и v2 = vз =О, где щ и Bi - проекции этих векторов на оси Oxi 
пря.м.оуго.л.ьной систе.м.ы 't'>оординат Ох1х2х3 с реперо.м. { ei}, i = 1, 2, 3. 
Тогда из (12.37) при Ь =О, учитывая (8.7), для несжимаемой жидкости 
получим 

др* _ 1 (в ав1 В ав1) (a2
v1 д2v1 ) --- 2--+ з-- +f.LD --+--

дхt f..Lo дх2 дхз дх~ дх~ ' 

др* = 2._ (в2 дВ2 + Вз ав2), 
дх2 f.Lo дх2 дхз 

(12.38) 

др* = 2._ (в2 авз + Вз авз), 
дхз f.Lo дх2 дхз 

В2+В2+В2 
где р* = р + 1 

2 
2 3

; J.LD - дина.м.ичеспая вяэ't'>ость жидкости. 
J.to дВ ав 

Учитывая второе уравнение (12.28) в виде '\1 ·В= -д 2 + -д 3 и равен-
Х2 Х3 

ства [86] '\1 х ( v1 е1 х В)= '\1 х ( VJ (В2ез- Взе2)) = ( В2 :~: + Вз :~:) е1 и 
'\1 х (vm '\1 х В) = -vт '\12 В при Vm = const, из (12.36) получаем 

Функция 'Фт ( х2, хз), определяемая соотношениями 

в2 =- д'Фт' 
дхз 

Вз = a'lj;m, 
дх2 

(12.39) 

(12.40) 

тождественно удовлетворяет второму уравнению (12.28), а из второго 
и третьего уравнений (12.39) следует 

а д21/Jт д2'Фт д д21/Jт а2'Фт 
дх2 ( дх~ + ах~ ) = ахз ( дх~ + ах~ ) =О, 

т. е. 

821/Jm 821/Jm дВз дВ2 
-а 2 +-

8 2 =-
8 

--
8 

=ei·("VxB)=CmJ.to=const. 
х2 х3 х2 х3 

(12.41) 

Константа Cm в соответствии с припятым приближением j(e) / J.to = 
= \lxB пропорциональна проекции j(e) = j(e) · е1 вектора j(e) на ось 
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Ох1 и должна быть задана с учетом граи.и-ч:н.ых условий при х1 --t ±оо. 
При течении жидкости в трубе или канале на контуре их попереч­

иого сечеи.и.н могут быть заданы значения проекции Bn вектора В 
на направление нормали к контуру, через которые можно выразить 

граничные значения функции Фт и затем решить относительно Фт 

урав'Uеи.ие Пуассо'Uа, следующее из равенства (12.41), что позволит из 
(12.40) найти В2 и Вз. 

Второе и третье уравнения (12.38) можно привести к виду 

др*= _1_(д(В~+В~) _ 2в3 (дВз _ дВ2)), 
дх2 2J-Lo дх2 дх2 дхз 

др* = _1_ (д(В~ +В§)+ 2в2 (дВз _ дВ2)). 
дхз 2J-Lo дхз дх2 дхз 

Отсюда с учетом (12.40) и (12.41) получим ~:: = -Ст ( ~~:) 
= -ст(~~7 ), или 

др* 
и-= 

дхз 

(12.42) 

д * Так как В1, Фт и _дР (в силу первого уравнения (12.38)) не зависят от 
Х1 

д2р. д2р д2р* d2f 
Xt, то -д 2 =-д 2 =-д 2 = dx2 =о. Следовательно, f(xt) = CtXl + с2, 

xl xl xl I 

причем константы С1 , С2 могут быть найдены из заданных граничных 

условий для давления р. 

Чтобы использовать (12.42) для нахождения давления, необходимо 
при известных В2 и Вз предварительно найти функции В1(х2,хз) и 
v1(x2 ,x3 ) из совместного решения первого уравнения (12.38), положив 
д * 
_дР = С1, и первого уравнения (12.39). Введя новые переменные Yl = 
Х! 

= vt + Bt/f3* и У2 = v1- Bt/f3*' где {3* = VJ-LoJ-Lv/vm, эти уравнения 
можно привести к виду (70J 

ду1 ду1 (д2У1 д2у1) Ct 
В2-д + Вз-д + {J*vm -д 2 +-д 2 = J-Lo-{3 , 

х2 хз х2 х3 * 

ду2 ду2 (д2у2 д2у2) С1 
-В2-д -Вз-д +{J*vm -д 2 +-д 2 =J-Lo-{3, 

х2 хз х2 х3 * 

т. е. функции Yl и У2 можно найти независимо, если для каждой из них 
заданы свои граничные условия. 

Рассмотрим простейший случай течения с прямолинейными лини­

ями тока между двумя параллельными плоскостями, которое может 
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быть вызвано или перепадом давления вдоль оси Ох1, или движением 

самих плоскостей (те-чение Куэтта). Ось Ох2 направим перпендику­

лярно плоскостям, расстояние между которыми 2h. Пусть все входящие 
в последние уравнения функции не зависят от хз, В3 = О и задано В2 = 
= Во = const. Тогда эти уравнения принимают вид 

(12.43) 

Все остальные функции, характеризующие течение жидкости, можно 
и1+и2 В {3.(yl-Y2) J 1 (дВ1) 

выразить через У1 и У2: v1 = - 2-, 1 = 2 ' 1 = 1-'о дх2 = 

= {3. д(уl- У2) И Ез = 1/m дВl + V1B2 = p,ovm ~+(С"+ С") Во. 
1-'о дх2 дх2 Во дх1 1 2 2 
Для течения, вызванного перепадом давления, примем В1 =О при 

х2 = ±h. Так как v1 = О при х2 = ±h, то и У1 = У2 = О. Тогда в (12.43) 

с-, С-' k2h С-" С-" С-' h(k h) 1= 2=-k
1
shk

1
h' 1= 2=- 1с 1 ивитоге 

(12.44) 

э ~ 
то решение можно представить через безразмерные параметры h, 

Vlg~D и ввl' где G* = k1h = {3Boh - 'ЧUСЛО Гарm.м.апа, характеризу-
1 о .vm 

ющее соотношение между магнитными силами и силами вязкости. 

1 др 
При k2 =---д = const и k1--+ О из первого равенства (12.44) 

/-'D Х! 

k (h2 х2 ) 
следует v]'(x2)--+ 2 

2
- 2 

, что соответствует частному случаю (8.42), 

а при достаточно большом значении k1 изменение скорости происходит 
в основном в узком слое, прилегающем к плоскостям х2 = ±h, но при 
этом v1(x2) < v]'(x2) (70]. В таком случае из первого уравнения (12.38) 

др Во дВ1 д2 v1 • ~ 
следует -д =--д + J.tv-д 2 • Первое слагаемое в правои части этого 

Х1 /-'0 Х2 Х2 
равенства, согласно второму соотношению (12.44), положительно при 
х2 --+ О и отрицательно при х2 --+ ±h, что приводит к замедлению 
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движения жидкости в центральной части канала и более резкому 

изменению скорости при х2 --t ±h. 
Для течения, вызванного движением с постоянной скоростью vo 

стенки канала при х2 = h, примем на другой, неподвижной, стенке (при 

Х2 =О) в1 =В]_' адвl =о и V1 =о. КР<>ме того, положим ддр = с1 =о. При 
Х2 Xl 

(12 43) k о с-, С-' vo С-" С-" Bf С-' 
этих условиях ~ _ . 2 = , 2 = - 1 = sh k

1 
h , 1 = - 2 = (3. + 2 

и в итоге 

(12.45) 

При отсутствии .магнитного nо.л.я (k1 --t О) распределение скорости 

становится линейным: vf = v0x2/ h, что согласуется с соответствую­
щим частным случаем в (8.42). Наличие магнитного поля тормозит 

движение жидкости: v1(x2) < vf(x2), напряжение трения Т= J.LDddv1 на 
Х2 

движущейся стенке возрастает, а на неподвижной - падает. 

Если жидкость однородна, то зах;он сохранения энергии для рассма­

триваемого установившегося течения имеет вид [70] 

( 
dv1 )2 ,(Т) d2

T Vm (dB1 )2 О /-lD - +л --+- -- = , 
dx2 dx~ J.to dx2 

где .х<Т) и Т- теn.л.оnроводность и me.м.nepamypa жидкости соответ­
ственно. Отсюда с учетом (12.45) получим 

и после интегрирования 

, (Т)Т( ) __ J.Lvvб ch2k1x2 С С 
л Х2 - 2 + 1 + 2· 

4sh k1h 

Пусть движущаяся стенка имеет температуру Т00 • Тогда, если непо-
dТ 

движная стенка идеально теплоизолирована, т. е. ~=О при х2 =О, то 

- - (Т) 1J. v2 ch 2k h 
2 

С 1 = 0 И С 2 = А Т оо + D 
0 

2 
1 

, ПОЭТОМУ 
4sh k1h 

причем влияние магнитного поля на температурунеподвижной стенки 
/1- v2 

Т(О) = Т00 + 2~(т~ отсутствует. Если же температура Т(О) задана, то 
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можно показать, что магнитное поле не влияет на п.аотность теп.ао­

вого пото-ка q(O) = ,А(Т) dT 1 = ,А(Т) Тоо- Т(О) + J-tvvZ, поступающего 
dx2 х2=о h 2h 

от жидкости к неподвижной стенке. 

Иногда анализ ММ магнитной гидродинамики может быть сведен 

к интегрированию уравнений обычной гидродинамики. Одним из та­

ких случаев является установившееся движение вязкой несжимаемой 

жидкости, когда вектор магнитной индукции В коллинеарен вектору 

скорости v жидкости, т. е. В= Kvv. Тогда закон сохранения коли­
чества движения (12.37) и уравнение магнитной индукции (12.36) с 

учетом равенства vxB = Kvvxv =О примутвид [70] 

* (В· 'V)B 2 p(v·'V)v=-'Vp + +p,v'V v, 'Vx(vm'VxB)=O, (12.46) 
JLo 

где '\12 - дифференциа.аьный оператор Лап.ааса. Используя уравнение 
(3.33) и второе уравнение Мах:све.а.аа (12.10), находим 

т. е. векторы v и 'V Kv ортагональны и Kv = const на каждой линии тока. 
Если принять, что Kv = const всюду в области течения жидкости, то 
первое уравнение (12.46) в виде 

(12.47) 

будет описывать установившееся движение несжимаемой жидкости 

плотностью р* = р- К'; j JLO И динамической ВЯЗКОСТЬЮ JLD при наличии 
поля давления р* =p+K';viщ/(2p,o). 

Второе уравнение (12.46) тождественно удовлетворяется, когда по­
ле вектора скорости жидкости обладает потенциалом Ф, т. е. v = 'VФ, 

или когда жидкость является идеальным проводником, т. е. llm =О. В 

первом случае после нахождения Ф путем решения уравнени.н Л ап.ааса 

(8.21) из (12.47) можно найти р*. Таким образом, любое потенциальное 
течение несжимаемой жидкости является решением уравнений магнит­

ной гидродинамики, если В = Kvv при Kv = const. Во втором случае, 
если дополнительно принять JLD =О и 1- K';j(pp,o) =О, из (12.47) сле­
дует равенство р + К';щщ / (2р,0 ) = const, позволяющее найти давление 
р по известному векторному полю скорости, которое должно удовле­

творять лишь условию несжимаемости 'V · v =О. Если это условие 
выполнено и на бесконечности v 00 = В00 / Kv = const, то при переходе к 
системе координат, относительно которой жидкость на бесконечности 
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покоится, получим, что при отсутствии внешних сил векоторая конфи­

гурация, образованная магнитным полем и полем скорости, движется 

со скоростью Dл = IBooi/Kv. Такую движущуюся конфигурацию рас­
сматривают как волну и называют а.t&ьфвеновспой волной, полагая 

Dл = IBooi/JPJLO. 
Если во втором случае при J.LD >О также и 1- K'/;/(PJ.Lo) >О, 

то течение жидкости плотностью р с динамической вязкостью J.L D 
в магнитном поле совпадает с течением жидкости плотностью р* с 

динамической вязкостью J.LD при отсутствии магнитного поля. 
Но если К?; j (pJ.Lo) > 1, или, что то же самое, lv 1 < 1 В 1 JPILO = D А, то 

р* <О. Тогда, введя величины Р1 = -р*, v1 = -v, Р1 = -р* + const, по­
лучим, что они удовлетворяют уравнениям гидродинамики '\7 · v 1 =О и 

Р1 ( v 1 · 'V)v 1 = - '\7 Р1 + J.L D 'V2v1 . В этом случае вектор скорости и гради­
ент давления в магиитогидродинамическом течении противоположны 

вектору скорости и градиенту давления в течении вязкой жидкости 

плотностью Р1 = -р* >О с динамической вязкостью J.LD при отсутствии 
магнитного поля. 

12.5. Модели электромагнитных процессов 
в деформируемой среде 

Дефор.м.ирование сплошной среды при наличии эле-х;тро.м.агнитно­

го пол.н связано с возникновением векторного поля скорости v, которое 
необходимо учитывать при иреобразовании в соответствии с (12.25) ве­
личин, входящих в уравнения Ма-х;свелла (12.10). При этом плотность 
р среды в уравнении неразрывности (3.31) или (3.32), отражающем 
за-х;он сохранени.н .массы, и объе.м.на.н плотность Ре эле-х;три'Чес-х;ого 

зар.нда в уравнении (12.11), выражающем за-х;он сохранени.н эле-х;три­
'Чес-х;ого зар.нда, остаются неизменными при переходе от одной систе.м.ы 

-х;оординат к другой. При переходе к сопутствующей систе.ме -х;оор­

динат в (12.11) вектор j(e) nлотности эле-х;три'Чес-х;ого то-х;а следует 
заменить в соответствии с (12.25) вектором j'(e). 

Если в изменяющейся во времени t области V, ограниченной поверх­
ностью S, движется поверхность разрыва S*, то для записи уравнений, 
выражающих законы сохранения таких физических субстанций, как -х;о­

ли'Чество движени.н, .м.о.м.ент -х;оли'Чества движени.н и энерги.н, можно 

использовать (4.35), а для формулировки условий на поверхности раз­
рыва- (4.34). Так, применительно к за-х;ону сохранени.н -х;оли'Чества 
движения в (4.34) и (4.35) следует положить 1 = v, Ф = -u, Лv = 

= Ь + ь<ет) и Лs· = (u(emn) + D* ® G(em)) · n* [90], где v - вектор 
скорости 'Частицы сплошной среды; i7 - тензор наnряжений Коши; 
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Ь И b(em) -векторы nдотности объе.М.НЫХ Сид И объеМНОЙ ПЛОТНОСТИ 
nондеро.м.оторНЫХ сид СООТВетственно; и(emn) - несимметрИЧНЫЙ (в 
общем случае) тензор эдех:тро.м.агнитных наnряжений; D* - вектор 
скорости точки М* Е S*; G(em) -вектор объемной плотности х:оди-че­
ства движения эдех:тро.м.агнитного nодл, а n* -единичный вектор 
нормали к поверхности S*, направление которого выбрано из условия 
D* · n* ~О. Тогда (4.34) и (4.35) примут следующий вид: 

на поверхности разрыва S* -

[pv Q9 (D*- v) +и] · п* = -(и<emn) + D* Q9 c<em)). n*; 

в области V \ S* 

Pdv = \!·и+Ь+Ь(еm) 
dt ' 

(12.48) 

(12.49) 

где [ · J - скачок соответствующей величины при переходе через по­

верхность разрыва в направлении вектора n* (см. 4.4). 
При формулировке зах:она сохранения .м.о.м.ента х:оди-чества дви­

жения в (4.34) и (4.35) нужно принять 1 = xxv, Ф · n = рхх, flv = 
= хх(Ь + ь<еm)) + c<em) и fls· = хх ((и<еm) + D* Q9 G) · п*) [90], где 
х - радиус-вектор частицы среды, определенный в инерциадьной 

nрл.м.оугодьной систе.м.е х:оординат Ох1х2хз; n - единичный вектор 

внешней нормали к поверхности S; р =и· n - вектор nдотности 
nоверхностных сид; c<em) = р(е) хЕ' + M'(m) хВ - вектор момента 
пондеромоторных сил; р(е) и В - векторы эдех:три-чесх:ой nодлри­
зованности и .магнитной индух:ции соответственно; Е' = Е+ v х В и 
M'(m) = м<m) + vxP(e) - векторы наnряженности Эдех:три-чесх:ого 
nодл и на.м.агни-ченности, определенные в соответствии с (12.25) в со­
путствующей системе координат с орта.м.и ei, i = 1, 2, 3; Е и м<m) -
те же величины, но в инерциальной прямоугольной системе координат 

Ох1х2хз с теми же ортами. В этом случае ( 4.35) после преобразований 

примет вид [90] eijkO"ik + c~em) =О, j, k = 1, 2, 3, где eijk - си.м.вод Ле­
ви- Чивиты, O"jk - х:о.м.nоненты тензора и, c~em) - проекции вектора 
c(em) на оси Oxi, а для условия на поверхности разрыва S* из (4.34) 
получим 

[p(xxv) Q9 (D*- v)]. п* =[(и. n*)xx] + ((и(еm) + D* Q9 G) · п*) хх. 

Применительно к зах:ону сохранения энергии в (4.34) и (4.35) cлeдy-
lvl2 ~ (е) ар(е) ' 

ет положить i=и+2, Ф=q-u·v, flv =b·v+qv+qv +-at ·Е-

- M'(m) · дВ fls· = ((eoiE21 + IBI
2

) D- S +(Е· p(e))v) · n* [90] где 
дt ' J.Lo 2 ' 

и - .м.ассовал nдотность внутренней энергии; q - вектор nдот-
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ности теплового пото?Са; qv -объемная плотность мощности вну­
тренних источников теплоты (за исключением джоулевой теплоты 

q~) = j'(e) ·Е'); Е"о и J.Lo - эле?Стри-чес?Са.н и .магнитная постоянные 
соответственно; S =Е хН- ве?Стор У.мова- Пойнтинга, Н- век­

тор напряженности .магнитного поля. После подстановки последних 

выражений для 'f, Ф, nv, ns· в (4.35) и (4.34) с учетом равенства 
(12.49) получим: 

в области V \ S* 

dи ~ ~ (е) дР(е) , '(m) дВ ( ) 
Р dt =и··Y-V'·q+qv+qv +at·E -М · дt; 12.50 

на поверхности разрыва S* 

[р(и+ 1~
2

)(D-v)+u·v-q] ·n*= 

=- ( (€oiE2
1 + J.LoiBI 2

) ~ +(Е· p(e))v- S) · п*, 
где V - тензор с?Соростей. 

Если в неравенстве (4.18) Клаузиуса - Дюге.ма учесть джоулеву 

теплоту q~), то оно с учетом преобразования Лежаядра (4.21) примет 
вид 

Р(dи -hdT _ dA) >--Y'·q+ q ·Y'T+qv+q(e) 
dt dt dt ?" т v ' 

где Т - абсолютная температура; h и А - массовые плотности 

энтропии и свободной энергии соответственно. Отсюда с учетом ра­

венства (12.50) получим иную форму записи второго за?Сона тер.моди­
на.ми?Си: 

( 
dT dA) ~ ~ др(е) , '(m) дВ q 

-р h-+- +и··У +--·Е -М ·- >-- ·У'Т. 
dt dt дt дt ?" т 

(12.51) 

В качестве аргументов массовой плотности А свободной энергии 

примем реа?Стивные пере.менные: абсолютную температуру Т, ?Со.мпо­

ненты E"ij тензора .малой дефор.маи,ии и проекции Р~е) и Bk векторов 
р(е) и В на координатные оси Oxk. При IE"ijl « 1 можно принять плот-

1 (дv дv·) ~ ность р = const, а компоненты Vij = 2 дх; +ах: тензора V заменить 
де: 

компонентами Vij = 
8

;1
• Тогда (12.51) можно представить в виде 

( 
дА) дТ ( дА) &ij qk дТ 

-р h+- -+ C7ij-p- ----+ 
дТ дt дщ дt Т дхk 

(Е' _ дА ) дР~е) _ (м'(m) дА ) дВk >- О 
+ k рд (е) дt k + р д В дt r ' 

pk k 
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где qk, Е/с и M~(m) - проекции на оси Oxk векторов q, Е' и M'(m) 

соответственно. Выполнение этого неравенства является необходи­

мым условием реализуемости рассматриваемого термомехани-чесх:ого 

nроцесса деформирования сплошной среды при ее взаимодействии с 

электромагнитным полем, а достаточными условиями при произволь­

ных значениях скоростей изменения во времени реактивных перемен­

ных (см. 4.5) будут равенства 

дА 
h=-дт' 

дА 
бij=р-д , 

eij 

инеравенство ~ :~ ::;;; О. 

M'(m) __ дА 
k - Равk (12.52) 

Приняв отклонение !::..Т= Т- То от температуры То естественного 

состоJIНил малым, т. е. ID..TI/To «: 1, объемную плотность свободной 
энергии при учете только уnругой деформации среды представим в виде 

где Cijkl, l = 1, 2, 3,- компоненты тензора х:оэффициентов уnругости; 

fЗij = CijklaiГ, а{~) - компоненты тензора 'Коэффициентов темnе­
ратурной деформации; Се: - удельная массовая теn.п.оем1<0ость nри 

nостолнной деформации. Тогда с учетом (12.52) получим 

({3 (е) (е) N(m)B) Се: лт 
h = р ijeij + Ni Pi + i i + То u , 

с f3 лт р(е)р(е) p(m)B 
бij = ijklekl- ijU + kij k + kij k, 

Е'= К(~)р~е) + р(е) + K~~m)B ·- N~e) !::..Т 
~ ~з з ~kl е kl ~з з ~ ' 

M '(m) _ к<т)В· + p(m) + K(em)p(e) _ N(m) лт 
i - ij з ikl е kl ij j i u · 

(12.53) 

Коэффициенты в (12.53) могут быть установлены при построении ма­
темати-чес'Кой моде.п.и (ММ) конкретной деформируемой сплошной сре­

ды при ее взаимодействии с электромагнитным полем. Ниже кратко 

рассмотрим особенности построения ММ применительно к упругим 

диэле1<0три1<0ам (в том числе к nьезоэ.п.е1<0трикам), nроводникам и фер­

ромагнетикам. 
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Так как для диэлектриков и большинства пьезоэлектриков j(e) =О 
и Ре= О, то уравнения Максвелла (12.10) принимаютвид 

дD 
'\lxH = дt , '\1· D =О, (12.54) 

где D - вектор эде-х:три-чес-х:ого с.мещения. Для анизотропных ма­

териалов векторы Е, D и Н, В связаны соотношениями (12.4) и 
(12.9). Из второго равенства (12.53) можно заключить, что компоненты 

Fk:] тензора третьего ранга F(e) связаны с компонентами dijk тензо-
ра d пьезоэде-х:три-чес-х:их -х:оэффициентов, а компоненты F~7]) тензора 
F(m) описывают пьезамагнитные эффекты, аналогичные пьезоэлектри­
ческим эффектам (см. 12.1). 

Если ввести тензор коэффициентов диэде-х:три-чес-х:ой восприи.м-чи­

вости с компонентами х~;), обратный тензору с компонентами eoKi~), 
и учесть первое равенство (12.25), то третье равенство (12.53) примет 
вид 

(е) (е) (Е В р(е) к<ет)В N лт) 
Pi = eoXij j + ejk!Vk 1- jktEkl- jk k + jl...). , (12.55) 

где ejkl - си.мвод Леви- Чивиты; vt - проекции вектора v на оси Oxl. 

Отсюда следует, что еох~;) Nj = Pi- проекции вектора р0 пираэлектри­
ческих коэффициентов, характеризующих спонтанную по.л,яриэацию 

пироэде-х:три-х:ов. Для диэлектрика, не проявляющего пьезамагнитных 

свойств, FijТ::) =О, и при отсутствии магнитного поля (В= О) второе 
равенство \12.53) с учетом (12.55) можно представить в виде 

(J"ij = cШtekt - !3t) дТ + Fi~~) Ek, (12.56) 

с( е) С р(е) (е) р(е) 1 2 3 
где ijkl = ijkl - ео ijmXms skl, т, s = , , , - компоненты nьеэо-

элепmрuчеспого mен.эора поэффuцuен.mов уnругости; {3~) = 

/3 F
(e) (е) N(e) (Е) р(е) (е) Л = ij- ео ijmXms s ; Fijk = ео ijmXmk" евую часть уравнения те-

ар<е) 
nдоnроводности (5.18) следует дополнить слагаемыми ToNk----ft:-, по-

являющимися при подстановке в (4.22) первого равенства (12.53). 
Для большинства диэлектриков можно иренебречь собственной на­

магниченностью [90], т. е. допустимо положить M'(m) =О и не рассма­
тривать четвертое равенство (12.53), хотя, согласно (12.25), в инер­
циальной СИСТеме КООрдинат 0ХtХ2ХЗ ДЛЯ таких диэлектрИКОВ М(е) = 
= p(e)xv. 

Рассмотрим продольные колебания пьезоэлектрика в виде полосы 

длиной L с прямоугольным попере-чны.м се-чение.м шириной Ь и высотой 
h, причем L » Ь » h (рис. 12.7). Примем, что ориентация однород-
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Рис. 12.7 

ной пьезоэлектрической структуры материала nолосы произвольна, но 

компоненты тензора деформации зависят только от продольной коор­

динаты х1 и времени t. Поверхности полосы при хз = ±h/2 покрыты 
электродами, соединенными с источником переменнога электрического 

напряжения с ~руг.овой ·ч.астотой ~о.л.ебаиий w, создающего в полосе 
э.л.е~три'Чес~ое по.л.е, вектор напряженности которого имеет лишь од­

ну проекцию Ез = E 0 coswt, Е0 = const [90]. Все боковые поверхности 
полосы свободны от механической нагрузки. Поэтому, если Т= То, то, 

согласно (12.56), стi2 = Ci~klgkl + Fi~JEз =О при х2 =О и х2 = Ь, а стiз = 

= C~klgkl + Fi~JEз =О при хз ± h/2. 
Поскольку L >> Ь и L >> h, можно положить O"i2 = 0"2i = О"iЗ = О"Зi =О 

во всем объеме полосы, т. е. от нуля отлична лишь одна компонента 

тензора напряжений стн = ci~tlgkl + FifJ Ез. Отсюда следует, что эта 
компонента зависит только от х1 и t, и с учетом (12.56) можно записать 

где Ul - проекция ве~тора пере.м.ещеиин на ось Oxl; sl~ij - компонен­
ты тензора, обратного тензору с компонентами c};l1• Таким образом, 

1 8и1 0 стн = -- -- - d coswt 
s(e) ОХ! ' 

1111 

EoS(e) р(Е) 
do = _ llij ij3 

s(e) 
1111 

(12.57) 

В этом случае уравнение движения в проекции на ось Ох1 при-
(е) a2u a2u 

нимает вид 60.!1.'Н.О60С.О уравиеиин ВннР а 2
1 = а 2

1
' поскольку для од-

t х1 
нородного материала полосы коэффициент d0 не зависит от х1 . При 

г.ар.м.оиu"Чес~их ~о.л.ебаииях напряженности электрического поля реше­

ние этого уравнения будем искать в виде u(x1, t) = j(x1)coswt. Функция 
j(x1) должна удовлетворять обыкновенному дифференциальному урав-
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нению dd
2 

~ + w2 S~~)11 pf =О, общим решением которого будет f(xi) = 
xl ~ 

= Al sinklXl + A2cosklx1, где kt = wy s~~;IP· Если к торцам полосы не 
приложены механические нагрузки, то ин= О при х1 = ±L/2. Тогда с 

do 
учетом (12.57) имеем А1 = k

1 
cos(klL/2) и А2 =О. В итоге получим 

do 
иt(XI,t) = k

1
L sink1x1 coswt. 

k1cos 2 
(12.58) 

k1L k1L (2n- l)1r 
Так как cos- = О при - = , n Е N, то резонанс возникнет 

2 2 2 
(2n -1}7r ( (е) ) -1/2 

при значениях w = L SннР · 
Если считать процесс колебаний адиабати-чес'/СU.М и иренебречь 

теплопроводностью, то, учитывая (12.55) и дополнительные слагаемые 
в (5.18), при В= О получаем 

где Ni(E) = е:0х~;) N?). Отсюда, полагая, что начальному моменту 
времени t = О соответствует естественное состояние системы, находим 

Т(х1, t) /3~) E:ij + Ni(E) Ei 

То = 1 - ре~+ ToNke) NkE). 

Для рассматриваемого одномерного случая с учетом (12.58) запишем 

T(x1,t) (/3~~)Jocosk1Xl +N~E)E0)coswt 
То = 

1 
- ре~+ ToNke) NkE) ' 

о do 
где d = cos(klL/2) · 

Некоторые пьезоэлектрики являются полупроводuu'/Са.ми (например, 

кристаллы германия Ge, сульфида кадмия Cd S и арсенида галлия 
GaAs [90]). Более детальные ММ пьезоэлектриков представлены в [62, 
106, 108]. 

Для проводников обычно принимают [90], что они не поляризуются 
и практически не намагничиваются, а также не содержат свободных 
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электрических зарядов. Тогда уравнения Максвелла (12.10) можно 
записать в виде 

При движении проводника, определяемом векторным полем скорости 

v(x, t), где х - радиус-ве'Х:тор точки в пря.моугольной систе.ме 'Х:О­

ординат Ох1х2хз, вместо Е и Н в галилеевам приближении, согласно 

(12.25), следует рассматривать Е'= E+vx(J.LoH) и Н'= Н- vx(€oE) 
соответственно. 

В данном случае в правой части равенства (12.49), являющегося 
уравнением, движения, вектор Ь(ет) следует заменить вектором b(L) = 

= j(e) х (J.LoH) объемной плотности силы Лорени,а, а равенство (12.50), 
являющееся уравнением, переноса энергии, примет вид 

(12.60) 

При взаимодействии с внешним магнитным полем конструкций в виде 

стержней, пластинок и оболочек, выполненных из упругих провод­

ников, возможна потеря устойчивости положения равновесия таких 

конструкций [5]. 
Можно показать [90], что взаимосвязанные процессы переноса элек­

трического заряда и теплоты для изотропного материала провод­

ника в линейном приближении описываются зависимостями j'(e) = 
= стС е) (Е' - ко \JT) и q = -Л (Т) \JT + 1roj'( е), г де стС е) - эле'Х:три'Чес'Х:ая 
проводи.мость; Л(Т) - теплопроводность материала; ко и 1ro - ко­
эффициенты, связывающие соответственно перенос электрических за­

рядов с градиентом температуры и перенос теплоты с электрическим 

током. Тогда, добавляя в (5.18) слагаемое q~), получаем для изотроп­
ного проводника уравнение теплопроводности 

где Л и J.L- 'Х:Онстанты Ла.ме. 

Некоторые металлы (например, алюминий, бериллий, золото, медь, 

серебро [148]) имеют столь высокое значение стСе), что их можно счи­
тать идеальиы.ми nроводиипа.ми, т. е. при построении ММ можно 

принять стСе) --t оо. Тогда, согласно за'Х:ону О.ма j'(e) = стСе) Е', величина 
q~) =j'(e) ·Е' будет конечной при условии IE'I--t О, что в соответствии с 

( ) 
Hxv 

первым равенством 12.25 приведет к соотношению Е= Bxv = --. 
/-!О 
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В этом случае первое уравнение (12.59) принимает вид '\lx(Hxv) = 
= д:. Если в третьем уравнении (12.59) принять, что lj(e) 1 » fo 1 ~~ 1, 

то получим Ь(L) = J-to('\lxH)xH и вместо уравнения (12.48) запишем 

р~~ = '\1· u + Ь + JLo('\lxH) хН. 
Для ферр_s>магнетиков характерно почти полное отсутствие поляри­

зации, но существенным фактором является намагничивание, причем 

в соответствии с (12.25) M'(m) = м(m). Некоторые ферромагнетики 
(например, железо, никель и кобальт) одновременно являются и про­

водниками. Среди практически непроводящих ферромагнетиков можно 

отметить ферриты и иттрий-железные гранаты [90]. При построении 
ММ упругих неполяризующихся ферромагнетиков во всех равенствах 

(12.53) следует положить равными нулю проекции вектора р(е) на 
координатные оси. Сложность этих ММ связана с необходимостью 

учитывать нелинейную связь намагниченности с напряженностью маг­

нитного поля (см. 12.1) и наличие распределенного по объему сплошной 
среды момента пондеро.м.оторных сил, приводящего к несимметрично­

сти тензора напряжений. 



Приложение 1. ВЕКТОРЫ И ТЕНЗОРЫ 

Механика и электродинамика оперируют физическими величинами, 

которые не зависят от выбора сuсmе.мы noopдuнam, применяемой 

для их описания. Математически эти величины являются скаляра­

ми, векторами и тензора.м.и. Без потери общности устанавливаемых 

закономерностей свойства векторов и тензоров удобно описывать в де­

'Картовой пря.м.оуго.л.ьной систе.м.е 'КОординат, тогда как скаляр опре­

деляет физическую величину (например, плотность, температуру, ра­

боту, энергию, электрический заряд), задаваемую только ее численным 

значением в любой системе координат. Вектор является более слож­

ным математическим объектом по сравнению со скаляром и не только 

обладает неотрицательным численным значением модуля, но и имеет 

направление. Понятие тензора как еще более сложного математическо­

го объекта можно ввести при помощи операций над векторами. 

Пl.l. Основные операции над векторами 

Векторы принято обозначать латинскими или греческими буквами, 

набранными полужирным курсивом (например, а, ж, а,~). В проекци­
ях на прямолинейные оси выбранной систе.м.ы 'Координат, называемой 

депарmовой, вектор в трехмерном пространстве записывают в ВИде 

3 

ж= LXiei, 
i=l 

(Пl.l) 

где ei- единичные векторы, задающие направления осей этой систе­

мы координат. Проекции вектора обычно обозначают той же буквой, 

что и вектор, но набранной светлым курсивом и снабженной латинским 

индексом (в (Пl.l) индекс i у проекций Xi), принимающим целочи­
сленные значения, которые соответствуют номеру координатной оси, 

обозначаемой латинской буквой, набранной прямым светлым шрифтом 

(например, Xi)· Тогда декартова прямоугольная система координат с 
началом в точке О может быть обозначена как Ох1х2хз. Если ж(М) -
paдuyc-вenmop точки М, определяющий ее положение в пространстве 

и имеющий начало в точке О, то его проекции являются координата­

ми Xi(M) точки М в указанной системе координат. Значения проекций 
вектора зависят от ориентации системы координат и поэтому не явля­

ются скалярами. В выбранной системе координат радиус-вектор можно 
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представить матрицей-столбцом и, используя си.мвол тран.сnон.иро­

ван.ин (-)т, записать х = (xl х2 хз)т или хт = (xl х2 хз). 
Векторы ei (i = 1, 2, 3) вместе с точкой их приложения образуют ре­

пер { ei} системы по ординат. Если они взаимно перпендикулярны, 
то их будем называть ортами, а систему координат- департовой 

nрнмоугольн.ой или для краткости просто nрнмоугольн.ой. В этой 

системе координат модуль вектора (П1.1) lxl = Jx~ + х§ + х5. 
При записи выражений в виде суммы произведений величин, име­

ющих одинаковые нижние латинские индексы, знак суммы можно 

опускать, принимая nравило су.м.мирован.ин no один.аповым ин.­
депса.м. Например, согласно этому правилу (П1.1) принимает вид 

х = Xi ei, а модуль этого вектора lxl = yГxixi. Корректной в общем слу­
чае является запись произведения величин с индексами, в которой ни 

один из индексов не встречается более двух раз. Индексы, по которым 

ведется суммирование, называют н.емыми, поскольку их обозначение, 

не совпадающее с обозначениями остальных индексов, не влияет на ре­

зультат. 

При сложении двух векторов проекция их суммы на каждую ось 

координат является алгебраической суммой их проекций на эту ось. 

При умножении вектора на число умножают на это число его проекцию 

на каждую ось координат. Умножение вектора на О дает нулевой 

вектор О. 

Спалнрн.ым nроизведен.ием векторов а= aiei и Ь = Ьjej (i, j = 
= 1, 2, 3) является скаляр а· Ь = lallbl cosO, гдеО-угол между векто­
рами, или в проекциях на оси прямоугольной системы координат 

где дij = ei · ej - сu.мвол Крон.епера: дij = 1 при i = j и дij =О 

при i =1= j. Ясно, что а · Ь = Ь · а, т. е. скалярное произведение векто­

ров обладает свойством по.м.мутативн.ости. Геометрически а· Ь 

соответствует проекции вектора а на направление вектора Ь, умно­

женной на модуль lbl, или наоборот. Выражение а· а= ial2 называют 
спалнрн.ым пвадратом. При представлении каждого вектора матри­

цей-столбцом в матричной записи скалярного произведения опускают 
т т 

точку между сомножителями: а Ь = Ь а. 

В данной книге использована nраван прямоугольная система коор­

динат, для которой репер является упорядоченной nравой тройпой 

некомпланарных векторов: например, орт е1 можно совместить с ортом 

е2 поворотом на угол 71' /2 против хода часовой стрелки, если наблю­
датель находится со стороны орта ез. В такой системе координат 
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вепmорн.ое nроизведен.uе векторов а= ajej и Ь = bkek является век­

тором с = ах Ь с проекциями 

Ci = eijkajbk, i, j, k = 1, 2, 3, 

где eijk - символ Леви- Чивиmы: eijk = 1, если перестановка индек­
сов ijk четная (123, 312 или 231); eijk = -1, если она нечетпая (132, 
213 или 321), и, наконец, eijk =О, если среди индексов есть одина­

ковые. Тогда для ортов имеем ei = eijkej х ek, а векторы а, Ь и с в 

равенстве с = ах Ь образуют упорядоченную правую тройку. Переста­

новка сомножителей изменяет направление векторного произведения на 

противоположное. Геометрически модуль lcl равен площади паралле­
лограмма, смежные стороны которого соответствуют векторам а и Ь. 

Ясно, что если эти векторы коллинеарны, то с = О. 
Отметим, что при выполнении вычислений могут быть полезны 

равенства бijбij = 3, eijkeijk = 6, eijkemjk = 2бiт, eijkemnk = дimбjn -

- бinбjm· 
Скалярное произведение двух векторов, один из которых является 

векторным произведением, называют с.мешан.н.ы.м nроизведен.ие.м 

трех векторов: 

где Л> О и равно объему параллелепипеда, построенного на векторах­

сомножителях, если векторы а, Ь и с образуют упорядоченную правую 

тройку. Отметим, что при совпадении двух сомножителей это произ­

ведение равно нулю. 

Векторное произведение двух векторов, один из которых является 

векторным произведением, называют двойн.ы.м. Оно равно вектору 

w =ах (Ь х с)= (а· с)Ь- (а· Ь)с, (П1.2) 

лежащему в плоскости векторов Ь и с. 

Пусть наряду с прямоугольной системой координат Ох1х2хз, опре­

деляемой репером { ej }, задан второй репер { еа с ортами е~, определя­
ющий прямоугольную систему координат О'х~ х~х~ с началом в точке 
О'. В этой системе координат вектор (П1.1) имеет вид 

(П1.3) 

Если умножить (П1.3) скалярнона орт е~, то найдем 

х~ =е~· х =е~· ejXj = aijXj, или х' =Ах, (П1.4) 

где йij = е~ · ej - элемент .маmриць& А nоворота репера при пере­

ходе от системы Ох1х2хз к системе О'х~х~х~, являющийся проекцией 



Пl.l. Основвые операции над векторами 461 

орта е~ на орт ej (и наоборот) и равный косинусу угла между этими 
ортами; х' - обозначение вектора х с координатами х~ при иреобразо­
вании его координат Xj согласно (П1.4). Умножив (Пl.З) скалярнона 
орт ej, получим 

или х = Вх', (П1.5) 
,. 

гдеВ-матрица обратного перехода от системы О'х~х~х~ к системе 

Ох1х2хз, содержащая элементы /Зij = ei · ej = D'ji· Но так как, согласно 
(П1.4), в матричной записи х =А - 1 х1 , то из сопоставления с (П1.5) сле­
дует В= А - 1 =А т, т. е . .матрица А - 1, обратн.а.н матрице А, равна 
тран.сnон.uрован.н.ой .матрице А т по отношению к матрице А. 

Элемент aki = ek · ei матрицы А можно рассматривать как проек­
цию единичного вектора ek на орты ei прямоугольной системы коор­
динат Ох1х2хз. Его координаты Xi в этой системе определяют точку 
М Е So, лежащую на поверхности So сферы радиусом ro = 1. При этом 
ek является единичным вектором внешней нормали к So в точке М Е So. 
Найдем среднее на этой поверхности значение произведения XiXj, т. е. 

где nj = Xj - проекция на ось Oxj единичного вектора внешней 
нормали к So в точке М Е So, а символ Х означает <<не суммировать 

k 
по k>>. Тогда, используя теоре.му Остроградс~ого- Гаусса, получаем 

где Vo = 47Гr5/З- объем, ограниченный сферой площадью So = 41Гr5. 
Аналогично при усреднении элементов матрицы В 

(П1.6) 

Переход от прямоугольной системы координат Ох1хzхз к систе­

ме О'х;х~х~ можно осуществить тремя последовательными поворо­
тами координатных осей, определяемыми тремя эйлеровы.м.u угла­

ми. (рис. Пl.l), и затем переносом точки О в соответствии с вектором 
------t 

r' = 00'. Угол npeцeccuu 'lj; задает положение относительно оси Охз 
линии О N пересечения плоскостей х1 Oxz и х; Ох~, называемой лuн.u­
ей узлов. Угол н.утацuu ()определяет взаимное положение осей Охз 
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Рис. Пl.l 

и Ох~, а угол собственкого вращекuн <р -линии узлов и оси Ох~. 
Отсчет всех углов ведется в положительном направлении (против хода 

часовой стрелки, если смотреть с конца оси, перпендикулярной плос­

кости угла). 

Пусть при переходе от системы координат Ох1х2хз к системе 

Ох~ х~х~ перед первым поворотом на угол ф вокруг оси Охз орты ei 

и е~ с одинаковыми номерами совпадают, а после поворота орты е~ и 

е~, оставаясь еще в плоскости х1 0х2 , примут направления единичных 

векторов (см. рис. Пl.l) n1 = е1 соsф + e2sinф и n2 = е2соsф- е1 sinф 
соответственно. Второй поворот на угол() Е (0, 1r) вокруг линии узлов 
переводит вектор n2 в положение n 1 = n2 cos () + ез sin (), а орт е~ 
из его исходного положения в его конечное положение е~ = е3 cos О -
- n2sinO, определяющее искомое направление оси 01х~. Векторы n 1 и 
n 1 определяют плоскость х~Ох~. Их поворот на угол tp Е (0, 211") вокруг 
этой оси дает искомые направления ортов е~ = n 1 cos <р + n 1 sin <р и е~ = 
= n 1 cos tp- n1 sin tp. Используя приведеиные соотношения, можно найти 
элементы матрицы А поворота репера [84]: 

а11 =е~· е1 = costp соsф- sin<p sin ф cosO, 

at2 = е~ · е2 = cos <р sin ф + sin <р cos ф cos (), 
1 • • () 

а1з = е 1 · ез = sш<р sщ , 

а21 =е~· е1 = -sin<p соsф- cos<p sin ф cosO, 

а22 =е~· е2 = costp соsф cosO- sin<p sin ф, 
1 • () 

а2з = е2 · ез = cos <р sщ , 

аз1 =е~· е1 = sinф sinO, 

аз2 =е~· е2 = - соsф sinO, 

азз =е~· ез = cosO. 
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Следует отметить, что при е= О или е= 1r ось узлов и углы 'ljJ и ер 
не определены, а определена лишь их сумма 'ljJ +ер. В этом случае набор 
эйлеровых углов можно видоизменить, задавая положение оси ох; не 

относительно оси Ох3 , а относительно оси Ох1 или Ох2. 
Возможен поворот осей в другой последовательности: е1 -t ез -t е2 

(рис. П1.2). В этом случае 

о:н =е~ · е1 = cose2 соsез, 

0:12 =е~· е2 = cose1 cose2 sineз + sine1 sine2, 

о:1 3 =е~· ез = sine1 cose2 sin8з- cose1 sine2, 
, . е 0:21 = е2 · е1 = -Sin з, 

0:22 =е~· е2 = cose1 соsез, 

о:2з =е~· ез = sine1 соsез, 

о:з1 =е~· е1 = sine2 соsез, 

о:з2 = е~ · е2 = cos е1 sin е2 sin ез - sin е1 cos е2, 

о:зз = е; · ез = cos е1 cos е2 - sin е1 sin е2 sin ез. 

(П1.7) 

При перемещении репера {ei} вдоль пространствеиной кривой так, 
чтобы один из ортов (пусть для определенности е1) оставался ка­

сательным к ней, происходит поворот репера. Производную орта ei 
v dei 

по длине s дуги кривои представим в виде разложения а:;= Kijej, 

где Kij - элементы матрицы третьего порядка. Так как ei · ej = 
de· 

= дij, то с учетом равенства ei · d; = ei • Kjkek = Kji можно записать 
d( е ·е·) de · de 

' 
1 

- е· · 1 + е · · ' - "" · · + ""· · - О т е эта матрица является ds - 1 ds J ds - '"3 1 '"13 - ' · · 

кососимметрической (кij = -Kji) и вместо нее можно рассматривать 

вектор (см. П1.2) к,= Kiei, где Ki- проекции этого вектора на напра-

х' 3 

Рис. П1.2 
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вления ортов ei. Тогда 

(П1.8) 

и для произвольнога вектора а = ai ei получим 

(П1.9) 

Если орты е2 и ез направить соответственно вдоль главной нормали и 

бинормали, то из (П1.8) следуют фор.му.л.ы Серре - Фрепе [47]: 

где к и Rк- кривизна и радиус кривизны пространствеиной кривой 

соответственно, а к - кручение этой кривой. В этом случае к= 

= ке1 + ке3 называют вепmоро.м Д арбу. Для плоской кривой к= О, а 
для прямой к= к= О. 

П1.2. Понятие тензора 

Тепзоро.м D panza К называют геометрический или физический 
объект, характеризуемый совокупностью величин Di1 ... iк, зависящих 

от К индексов ik = 1, 2, 3, k = 1, К, при условии, что эти величины 
при переходе от систе.мы 'К:оординат Ох1х2хз с реперо.м ei к системе 

О'х~х~х~ с репером ej (i, j = 1, 2, 3) и обратно изменяют свои значения 
в соответствии с равенствами (с учетом правила су.м.мирования по 

одина'К:овы.м инде'К:са.м) 

1 
где Cti1j 1 = ... = Ctiкjк = Ctij = ei · ej -элементы .матрицы поворота ре-
пера. Эти величины называют no.мnonenma.мu menзopa. Строго го­

воря, данное определение относится к так называемым ортогональным 

тецзорам, рассматриваемым в прямоугольных системах координат. 

Так как ранг тензора равен числу индексов при записи компонент 

этого тензора, то скаляр и вектор можно условно считать тензорами 

нулевого и первого рангов соответственно. 

Тепзору второго рапга fi можно поставить в соответствие ма­
трицу D третьего порядка с элементами Dij, совпадающими с соот­
ветствующими компонентами тензора. В этом случае можно говорить 

""Т 
о mран.сnопuроваппо.м menзope D , соответствующем траиспоии-
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ровшн:н.ой .матрице Dт с элементами Dji, и об обраmн.о.м. mен.зоре 
fi-l, соответствующем обратной .матрице D-1. 

Очевидна аналогия между определением компонент тензора второ­

го ранга и вычислением произведения матрицы-столбца и матрицы­

строки: 

Dtз) 
D2з =D. 
Dзз 

Если Dij = aibj являются компонентами тензора второго ранга fi, то 
~ 

D = aibjei ® ej = Dijei ® ej, (П1.10) 

где символ® обозначает операцию дuадпого у.м.н.ожепu.н вепmоров 

(результат этой операции называют дuадпы.м. nроuэведен.uе.м. веп­

mоров). Наличие в (П1.10) сомножителей ei и ej подчеркивает связь 
компонент этого тензо~а с выбранной прямоугольной системой коорди­

нат, имеющей репер ei'· Преобразование компонент этого тензора при 
переходе к системе координат с репером е~ имеет вид 

i, j, k, т= 1, 2, 3, (Пl.ll) 

и является частным случаем приведеиного выше преобразования для 

компонент тензора ранга К. Компоненты тензора второго ранга не 

изменяют своих значений при смене направлений всех координатных 

осей, поскольку в этом случае в (П1.11) aki = Ojm = -1. Отметим, что 
таким свойством обладают компоненты любого тензора четного ранга. 

Тензор называют сu.м..м.еmрuчпы.м. относительно пары индексов 

его компонент, если он не изменяется при их перестановке, и апmuсu.м.­

.м.еmрuчн.ы.м., если при перестановке этих индексов его компоненты ме­

няют знак. Так, тензор второго ранга fi симметричен, если Dij = Dji, и 
антисимметричен, если Dij = -Dji· Любой тензор второго ранга с ком­
понентами Dij можно представить суммой симметричного и антисим-

1 
метрячного тензоров того же ранга с компонентами D(ij) = 2(Dij + Dji) 

1 
и D<ij> = 2(Dij- Dji) соответственно, причем первому будет отвечать 
симметрическая матрица третьего порядка, а второму- кососимме­

трическая с нулевыми элементами на главной диагонали. 

Антисимметричному тензору с компонентами D<ij> можно поста­
вить в соответствие вектор d с компонентами dt = D<23>, d2 = D<Зl> 
и dз = D<l2>• и, наоборот, вектору d с компонентами dk соответствует 
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антисимметричный тензор с компонентами D<ij> = eijkdk, k = 1, 2, 3, 
где eijk - cu.м.вoJt Леви- Чивиты. 

Cu.м.вoJt Кроие-кера бij определяет компоненты едини-чного тен.зо­

ра второго ранга l2 = бij ei 0 ej, i, j = 1, 2, 3, которому соответствует 
единичная матрица третьего порядка. В _!lекоторых приложениях удоб­

но симметричный тензор второго ранга D с компонентами Dij предста­
влять суммой шарового тен.зора fio = D 0 i2 с компонентами D0 бij, 
где D 0 = Dkk/3, и девиатора D* с компонентами Dij = Dij- D 0 8ij· 
Шаровому тензору соответствует диагональная матрица третьего по­

рядка с элементами D 0 на главной диагонали. 

Так как симметрическую матрицу можно привести к диагонально­

му виду с действительными ~ементами на главной диагонали [151], 
то и симметричный тензор D второго ранга поворотом координат­

ных осей можно преобразовать в тензор с компонентами D~j = Лkбij, 
i, j, k = 1, 2, 3, где Ak - действительные собственные значения соот­

ветствующей симметрической матрицы D третьего порядка. В этом 
случае новый репер е~ состоит из собственных векторов этой матрицы. 
Собственные векторы должны удовлетворять однородной системе ли­

нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (D- ЛkE)ek =О, где Е­
единичная матрица третьего порядка, а О- нулевой вектор. Иенуле­

вое решение этой СЛАУ возможно лишь при условии det(D - ЛЕ) = О, 
приводящем к кубическому уравнению 

(П1.12) 

1 
где /1 = Dii, !2 = 2(DiiDjj- DijDij) и Iз = det(D), решением которого и 
являются три значения Лi, называемые главны.ми зна-чен'Шl.ми тен­

зора второго ранга. Оси координат, задаваемые репером е~, называют 
главны.ми ос.н.ми этого тензора. 

Девиатор D* симметричного тензора fi второго ранга также можно 
привести к главным осям, причем значения Лk диагональных компонент 

в этом случае удовлетворяют уравнению 

(П1.13) 

где f2 = ~(DiiDjj- DijDij); 13 = det(D*); D*- сим~етрическая матри­
ца третьего порядка, соответствующая девпатору D*. 

Единичный тензор второго ранга l2 = бijei 0 ej является приме­
рам изотроnного тен.зора, компоненты которого не изменяются 

при преобразовании координат и определяются символом Кронекера 

бij. Изотропным также является и шаровой тензор. Среди изотропных 

тен.зоров -четвертого ранга выделяют тензоры с компонентами 
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[Jijбkm' [Jikдjm + бimбjk и бikбjm- бimбjk = eijlekml f60). Ясно, что изо­
тропными будут и линейные комбинации этих тензоров. В частности, 

изотропным является едиnи'Чnый menзop ~ четвертого ранга с ком-
1 

понентами Iijkm = 2 (бik[Jjm + бimбjk)· 

Пl.З. Операции над тензорами 

Умножение~ всех _!(Омпонент тензора А ранга К на число а дает 
новый тензор В = аА того же ранга с компонентами, равными произ­
ведениям соответствующих компонент тензора А на это число. Сумма 
тензоров А и В одинакового ранга равна тензору С = А + В того же 
ранга с компонентами, равными сумме соответствующих компонент 

тензоров А и В. Впешн:и.м. nроизведен.ие.м. mепзоров А и В рангов 
Кл и Кв соответственно называют тензор С= А® В ранга Кл+ Кв 
с компонентами, образованными умножением каждой компоненты тен­

зора А на каждую компоненту тензора В. Результат диадного у.м.но­
жения двух ве-кторов можно рассматривать как пример вычисления 

внешнего произведения двух тензоров первого ранга. Внешнее произве­

дение тензоров может содержать более двух сомножителей. 

Получение тензора ранга К - 2 путем приравнивания у компонент 
тензора ранга К двух индексов и использования правила суммирования 

по одинаковым индексам называют сверmывапие.м. menзopa по этим 

не.мы.м инде-кса.м. Эта операция определена для тензора ранга К ~ j 
и для нескольких пар индексов. Например, свертывание тензора А 

четвертого ранга с компонентами ~ijkl (i, j, k, l = 1, 2, 3) по первым 
двум индексам приводит к тензору В второго ранга с компонентами 

Bkl = Aiikl, а свертывание по двум парам индексов дает один из 

скаляров: Aiikk, Aijij или Aijji· 

Bnympennu.м. nроизведепие.м. двух mепзоров называют резуль­

тат операции свертывания, применеиной к их внешнему произведению, 

причем совпадающие индексы должны присутствовать в обозначениях 

компонент каждого тензора только по одному разу. С-ка.мrрное произ­

ведение векторов является примерам внутреннего произведения двух 

тензоров первого ранга. В общем случае внутреннее произведение тен­

зоров А и В рангов К А и К в соответственно при свертывании по одной 
паре индексов является тензором С= А· В ранга Кл+ Кв- 2, а при 
свертывании по двум парам индексов - тензором :5 =А·· В ранга 
Кл+ Кв- 4 и т. д. Например, при Кл= Кв= 2 имеем 

Aikei ® ek · Btjel ® ej = AikBtjei(ek · et) ® ej = 

= AikBtjбklei ® ej = AikBkjei ® ej = Cijei ® ej, 
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Aijklei ® ej ® ek ® е1 · · Bmnem ® en = 

= AijklBmnei ® ej ® ek(el · ет) · en = AijklBmn8lmei ® ej(ek · en) = 

= Aijk!Bln8knei ® ej = AijklBlkei ® ej = Dijei ® ej, 

где Dij = Aijk!Blk и m, n = 1, 2, 3. Внутреннее произведение тензоров 
может содержать более двух сомножителей. 

В качестве сомножителей во внутреннее nроизведение могут вхо­

дить и векторы, по индексам которых nроисходит свертывание. Так, 

записи А · а или а ·А означают, что при вычислении внутреннего про­
изведения тензора А пRоизвольного ранга К ~ 2 и вектора а происходит 
свертывание тензора А ® а ранга К+ 1 по паре индексов, один из ко­
торых принадлежит компонентам вектора. В итоге получаем тензор 

ранга К -1. Запись (А· а)· Ь или эквивалентные ей записи (А· Ь) ·а, 
Ь · А · а и а · А · Ь означают свертывание тензора А® а® Ь ранга К+ 2 
по двум парам индексов, что в результате приводит к тензору ранга 

К- 2, nричем в одну пару входит индекс компонент вектора а, а в 
другую пару - индекс компонент вектора Ь. 

Часто используемым в приложениях признаком того, что совокуn­

ность величин Di1 ... iк• зависЯIЦИХ от К индексов ik = 1, 2, 3, k = 1, К, 
характеризует тензор ранга К, является условие обращения в скаляр 

выражения Di1 ... iкai1 ••• аiк• где aik - компоненты К произвольных 

векторов ak. 
Если результат свертывания тензора является скаляром, то число­

вое значение этого скаляра не зависит от выбранной системы координат 

и его н~ывают инварианmо.м mеюора. Наnример, свертывание 

тензора D второго ранга с компонентами Dij приводит к его nерво­

му (линейно.му относительно комnонент) инварианту J(l) = Dii· Если 
эти компоненты усреднить по всем возможным ориентациям осей Oxi 
пря.моугольной систе.мы х:оординат, то получим шаровой тензор с 

компонентами J(l)бij/3 [20]. Внешнее произведение :5 ® :5 с компонен­
тами DijDkm является тензором четвертого ранга, и его свертывание 
по двум nарам индексов i, k и j, т или i, т и j, k даст два ква­
дратичны~ инварианта DijDij и DijDji, которые для си.м,.м,етри-чного 

тензора D в силу выnолнения равенства Dij = Dji совnадут между 

собой, поэтому для такого тензора J(2) = Dij Dij. Аналогично можно 
nолучить кубические инварианты тензора второго ранга, которые в 

случае его симметрии совпадут и примутвид J(З) = DijDjkDki· Можно 
nоказать [32], что симметричный тензор второго ранга имеет не более 
трех независимых инвариантов (например, J(l), J(2) и J(3)). 
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Отметим, что в уравнении (П1.12) / 1 = J(l), 12 = ~((1( 1 )) 2 - J(2)) и 

Iз = ~ ( (J(1))3 - ЗJ(l) J(2) + 2[(3)). Так как линейный инвариант девиато­
ра равен нулю, то (П1.13) является неполным кубическим уравнением. 

Поскольку коэффициенты в (П1.12) и (П1.13) можно выразить через 
три независимых инварианта, то эти коэффициенты не зависят от вы­

бора системы коо~динат и поэтому также являются инвариантами. Со­

гласно теореме Виета, в (П1.12) It = Лt + Л2 + Лз, /2 = Л1Л2 + Л2Лз + ЛзЛt 
и Iз = Л1Л2Лз, т. е. главиые зиачени.а Ai симметричного тензора второго 
ранга тоже можно рассматривать как его инварианты. 

Несложно проверить, что C(ij)D<ij> =О, где C(ij) - компоненты 

симметричного тензора, а D<ij> -компоненты аитиси.м..м.етричиого 

теизора. 

Свертывание по двум парам индексов симметричного тензора В 
четвертого ранга, компоненты которого удовлетворяют равенствам 

Bijkm = Bjikm = Bijmk = Bjimk = Bkmij = Bkmji = Bmkij = Bmkji, приво­
дит к двум независимым линейным инвариантам Biikk и Bikik· Если 

эти компоненты усреднить по всем возможным ориентациям осей Oxi 
прямоугольной системы координат, то получим изотропиый теизор с 

компонентами [20) 

в .. _ 2Bppqq-Bpqpq>: .. >: +ЗBpqpq-Bppqq(8· >:. +8· 8·) (П1.14) 
t)km-

15 
U'I.)Ukm 30 tkUJm 1.m Jk 1 

причем одновременное выполнение неравенств 

Bppqq ~О, Bpqpq ~О, р, q = 1, 2, 3, (П1.15) 

~ 

для линейных инвариантов тензора В является необходимым условием 

неотрицательности всех компонент Bijkm соответствующего ему изо­

тропного тензора. 

П1.4. Основные формулы 

векторного и тензорного анализа 

Тен.зорн.ое nоле ставит в соответствие каждой точке nростран­

ства и каждому моменту времени t теизор D(x, t), где радиус-ве?сmор х 
меняется в заданной области пространства, а t- в заданном промежут­

ке времени. Тензорное поле называют непрерывно дифференцируемым, 

если все компоненты тензора fi ( х, t) являются непрерывно дифферен­
nируемыми функция~и координат радиус-вектора и времени. Если 

компоненты тензора D зависят только от :z:, то тензорное поле называ­
ют сmацион.арн.ьr..м.. 
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В nрл.м.оуго.л.ьной систе.м.е ~оординат Ох1х2хз, в которой радиус­
вектор х произвольной точки имеет вид (П1.1), тензорное поле можно 

записать в индексных и безындексных обозначениях. Так, например, 

скалярное поле (для тензора нулевого ранга) 1/J = 1j;(xt,X2, х3 , t), или 1/J = 
= 1/J(x, t); векторное поле (тензор первого ранга) щ = vi(x1,x2, хз, t), или 
v = v(x,t), где щ(х,t) -координатные функции векторной функции 
v(x,t); поле тензора второго ранга Тi_j = Тi_j(x 1 ,x2 ,x3 ,t), или Т= 
T(x,t), где Tij (i, j = 1, 2, 3)- ~о.м.nоненты тензора Т, и т. д. 

Из математического анализа известны основные дифференциальные 

операции над скалярными и векторными функциями. Так, градиент 

cna.te.llpн.oгo nолл (скалярной функции) 

д'lj; 
grad 1/J(x, t) = -д ei = "\1 ж'Ф, 

Xi 
(П1.16) 

где ei- репер прямоугольной системы координат, а индекс х у диф­

ферен.циа.tеького оnератора Га.м'Uоl&ьтон.а "\1 = (д/ дxi)ei означает, 
что дифференцирование проведено по координатам Xi. Оператор "\1 ж 
можно рассматривать как вектор с проекциями д/ дхi на оси коорди­

нат, а процедуру вычисления grad'lj;(x,t)- как умножение вектора на 

скаляр. Вычисление дивергенции вепторн.ого noлJC, задаваемого 

векторной функцией v(x, t), можно представить как с~а.л.лрное nроиз­
ведение ве~торов 

divv(x, t) = ддvi = "\1 ж· v(x, t), 
Xi 

(П1.17) 

а вычисление ротора вепторн.ого noлJC- как ве~торное nроизве­

дение ве-кторов 

k = 1, 2, 3, (П1.18) 

где eijk - си.м.во.л. Леви- Чивиты. Отметим, что 

а также 

"'У ж· (1/Jv) =("'У ж'Ф) · v + '1/J"\1 ж· v, 
"'У ж х ('1/Jv) = '1/J"\1 ж Х v + ("'V ж'Ф) Х v, 

"'У ж· ("'У ж Х V) =О, \7 ж Х (\7 ж'Ф) =О, 

(П1.19) 
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82 . 
где \7~ = дхiдхi - дuфферен.цuа.л.ьн.ый оnератор Лап.л,аса. От-

метим, что выражение для \7~ инвариантно относительно поворота 
прямоугольной системы координат. 

Приняв в (П1.2) Ь= 'V'ж, запишем 'V'ж(а·с) =(а· 'V'ж)с+а х (\i'ж х с) 
в случае перемениого вектора с и \7 ж(с ·а)= (с· \7 ж)а +с х (\7 ж ха) в 
случае переменнаго вектора а. Когда переменны и а, и с, объединив 
два последних равенства, получим 

\7 ж(а ·с) = (а· \7 ж)с +(с· \7 ж)а +ах (\7 ж х с)+ с Х (\7 ж х а), (П1.20) 

причем а· \7 ж f. \7 ж· а. Из (П1.20) в частном случае а= с= v следует 

(П1.21) 

Полагая в (П1.2) а= \7 ж и считая сначала переменным вектор Ь, а затем 
вектор с и объединяя полученные равенства, находим 

'V'ж Х (Ь Х с)= (с· 'V'ж)Ь- с(\i'ж · Ь)- (Ь· 'V'ж)с+ Ь(\i'ж ·с). (П1.22) 

Рассмотренные дифференциальные операции можно обобщить. Так, 

градuен.m вепторн.ого nол.н 

--- д(е·~(v·е·)) дv· 
W(x t) ="' .о- v = ~ 3 3 = - 3 е· .о- е· , vж'OI-

8 
-

8 
~'01 3 

Xi Xi 

является тензором второго ранга, образованным диаднъш произведе­

ние.м ве""торов \7 ж и v. Для mеизорн.ого nол.н, заданного тензором 
Т(х, t) второго ранга с компонентами Tij(x, t), дuверген.цu.н являет­
ся вектором (тензором первого ранга), вычисляемым как внутреннее 
произведение тензоров 

Если в области V, ограниченной поверхностью S, непрерывно 
дифференцируемая функция v(x, t) задает векторное поле, то для него 
справедлива теорема Осmроградспого - Гаусса в виде 

j divvdV = j ::: dV = j щnidS = j v · ndS, (П1.23) 

v v s s 
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где n- единичный вектор внешней нормали к S. Эту теорему можно 
обобщить на поля тензоров любого ранга. Так, для тензорного поля, 

заданного тензором Т(х, t) второго ранга с непрерывно дифференциру­
емыми компонентами Tij(x,t), вместо (П1.23) получим 

= 1 nkek · Tijei 1:?.9 ejdS = 1 n · TdS. (П1.24) 

s s 

Отметим, что (П1.23) или (П1.24) обычно называют фор.м.у.л.ой Осm­

роградспого - Гаусса. Из теоре.м.ы Стопса для векторного поля 

следует 

lrotvdV= leijm~::eidV= leijmnjVmeidS= lпxvdS, m=1,2,3. 
v v s s 

Если же поверхность S* с единичным вектором n * нормали опирается 
на замкнутый контур Г с единичным вектором п' внешней нормали, то 

с учетом теоремы Остроградского-Гаусса получим 

1 п* · rotvdS = 1 niei · emjk ~~; emdS = 1 niбimemjk ~~; dS = 
s· s· s· 

= 1 eijkninjvkdr = 1 v · (п* х п')dГ = 1 v · dx = 1 щdxi, (П1.25) 
г г г г 

где dx- вектор, касательный к контуру L, причем векторы n', dx и п* 
образуют nравую трой~у ве~торов, что в данном случае соответствует 

обходу контура L против хода часовой стрелки, если наблюдатель 
находится со стороны вектора п*. Интеграл в правой части (П1.25) 
носит название цuрпу.л..вцuu вenmopa v по замкнутому контуру Г. 

П1.5. Ортогональные криволинейные координаты 

Обозначим через f3i параметры трех независимых семейств поверх­
ностей, которые заданы уравнениями Д(х) = const, i = 1, 2, 3, где х­
радиус-ве~тор точки с координатами Xj в nрл.м.оуго.л.ьной систе.м.е ~о­

ординат Ох1х2хз. Если через каждую точку пространства проходит 

одна поверхность из каждого семейства, то при условии, что л~обиан 

det(8f3i/8xj) #О, j = 1, 2, 3, положение этой точки можно однознач­
но определить тремя значениями параметров f3i, соответствующими 
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трем проходящим через нее поверхностям и называемыми ее приволи­

нейньши поординаmа.ми. Три линии пересечения nоверzносmей, 

называемых поординаmны.ми, которые проходят через эту точку, 

также называют поординаmны.ми. Например, пересечение поверхно­

стей /З2 = const и /Зз = const образует координатную линию fЗ1, вдоль 
которой изменяется l!ишь координата fЗt. 

Выполнение условия det( дfЗi/ дхj) f:. О позволяет радиус-вектор лю­
бой точки представить в виде функции криволинейных координат, т. е. 

х = х(/Зt,/32,/Зз). Вектор Xi = дх/д/Зi параллелен касательной в этой 
точке к координатной линии /k В дальнейшем будем полагать, что рас­
сматриваемые три семейства поверхностей всюду пересекаются между 

собой под прямыми углами, т. е. три нормали к этим поверхностям в 

любой точке взаимно перпендикулярны, а каждая нормаль касательна 

к соответствующей координатной линии, т. е. параллельна соответ­

ствующему вектору Xi· С каждой точкой свяжем репер { ei} систе.м.ы 
криволинейных координат, орты ei которого параллельны векторам 
Xi, направлены в сторону возрастания /Зi и образуют nравую тройку 

векторов. В этом случае криволинейные координаты называют орmо­

гональньши, а модули Hj = lxjl векторов Xj- поэффициенmа.ми 

Ламе. 

Отметим, что при переходе от точки к точке репер { ej} изменяет 
свое положение, а его орты в общем случае изменяют направления в от­

личие от репера { ek} неподвижной прямоугольной системы координат 

Ох1х2хз с ортами ek, k = 1, 2, 3. Так как Xi = ek ~~:, то 

(П1.26) 

где символ l означает <<не суммировать по i». Для функции 'Ф(/ЗI,/32,/Зз) 
i 

имеем dф = :: d/Зj = ;: dxi = dx ·'Уф= (xid/Зi) ·'Уф. Отсюда с учетом 
(П1.26) для градиента скалярного поля, заданного функцией ф, полу-

ЧИМ 

а дифференциадьный оператор Га.мuдьтона в ортогональных криволи­

нейных координатах примет вид 

3 
'""' ei д 

'У= L- Н· д/3·· 
i=l t t 

(П1.27) 
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Дифференцированием скалярного квадрата любого орта em (т = 
= 1, 2, 3) по f3i можно показать, что векторы дem/дf3i и em ортого­

нальны. Поэтому дem/дf3i = a)~ej + ai~ek, где j =/= k =/=т=/= j. Умножая 
скаля:рно равенство дet/дf3t =а~i)е2+а~?ез на е2 и учитывая ортого­
нальность векторов х1 и х2 , получаем 

поскольку xi = Н[. Аналогично можно найти и все остальные коэф­

фициенты а)~. В итоге, используя: двоiJ:н.ое векторное nроизведение 
ве-кторов, можно записать [79] 

(П1.28) 

Дифференциал dsi длины дуги координатной линии f3i, площадь 
dSi элемента координатной поверхности и элементарный объем dV в 
криволинейных ортогональных координатах равны соответственно 

dSi = lHjHkdf3jd{3k, 
i,j,k 

i =1= j =1= k =1= i,} 
dV = НtН2Нз df3t df32dfЗз = J* df3t df32 df3з, 

(П1.29) 

где J* = НtН2Нз - .нх:обиан. Дивергенция: векторного поля:, заданно­

го функцией v = щеi криволинейных координат, с учетом (П1.28) при 

i =/= j =/= k =/= i имеет вид [79] divv = '\1 · v = ]. д(H~~kVi), а ротор того 
n 8~- Л же векторного поля: - rot v = v х v = eijk д{Jj ei, где eijk - си.мвоJt е-

ви- Чивиты, vi = H,v, и ei = Н,е,/ J*, причем по индексу с:;= 1, 2, 3, 
совпадающему с индексом i, суммирование не производится:. Лаn.л.асu­
ан ( дифференциа.~tьиый оnератор Лan.~taca) скалярной функции 'ljJ при 
условии i =1= j =/= v =/= i имеет вид 

(П1.30) 

Орты е1 = er и е2 = е'Р цtмuндричеспой систе.мы поордuкат 
имеют соответственно направления радиусов концентрических окруж­

ностей и касательных к ним, в то время: как орт ез = ez параллелен 
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оси концентрических цилиндров. При совпадении начала этой системы 

с началом прямоугоJIЬной системы координат Ох1х2хз и выборе fЗ1 = 
= r, fЗ2 =ер и fЗз = z = хз, где r- расстояние от оси Охз, а ер- угол, 

обычно отсчитываемый в плоскости х1 Ох2 от оси Ох1, коэффициенты 
Ламе принимают вид Н1 = Hr = 1, Н2 = Н"' = r и Нз = Hz = 1. Со­
гласно (П1.30) лапласиан скалярной функции 1/J(r,ep,z) в этой системе 
координат 

(П1.31) 

где r, ер - nо.л.11рные поординаты проекции точки на поорди­

натную n.лоспость х1 Ох2 , определяющие положение точки на этой 

плоскости в nо.~&.~Срной системе поординат; z = хз - аппликата, 

т. е. расстояние точки до этой плоскости. 

Орты е1 = er, е2 = ее и ез = er,p сфери-ч.еспой системы поорди­
нат имеют направления радиуса, касательной к меридиану сферы (на 
юг) и нормали к плоскости меридиана (на восток). При выборе fЗ1 = r, 
(32 =(}и fЗз =ер (здесь r- расстояние от начала координат,(} Е [О, 1r]­
полярное расстояние, т. е. угол, отсчитываемый вдоль меридиана от 

северного полюса, и ер Е [-1r, 1r] -долгота) для коэффициентов Ламе 
имеем Н1 = Hr = 1, Н2 =Не= r и Нз= Н"'= rsinO. В силу (П1.30) 
лапласиан скалярной функции 1/J(r,O,ep) в этой системе координат 

\12 -ф = _!_ ~ (r2 д'lj;) + 1 ~ (sinO д-ф) + 1 д
2

-ф. (П1.32) 
с r 2 дr дr r 2 sin (} д(} д(} r2 sin2 (} дер2 

Функцию, удовлетворяющую уравнению Лаnласа \72 -ф =О, назы­
вают гар.иони-ч.еспой. Леоднородное уравнение \12 -ф + f =О с заданной 
функцией f называют уравнением Пуассона. 

Система ортогона.льныz поордuнат может быть образова­

на совокупностью попарно пересекающихся координатных линий fЗ1 = 
= const и /З2 = const, принадлежащих векоторой поверхности S, задан­
ной векторной функцией Х0 (/З1,/З2), и координатой /Зз, отсчитываемой в 

направлении нормали к этой поверхности. Поверzность S называют 
г.ладпой, если эта функция дважды непрерывно дифференцируема по 

своим аргументам. Векторы х~ = д:t0 /дfЗn (n = 1, 2) совпадают по на­
правлению с касательными к соответствующим координатным линиям 

жо жо 

и определяют единичный вектор n = lж~l х lж~l нормали к поверхно-

сти в ее точке М Е S с криволинейными координатами fЗn· Кривую 
при пересечении поверхности плоскостью, параллельной n, называ­
ют нор.иа.льны.и се-ч.енuе.и nоверzности в этой точке. Кривизну 

к, этой кривой считают положительной, если n соваправлен главно­
му нормальному вектору кривой [47]. Известно [52], что при повороте 
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этого сечения вокруг вектора n величина к достигает своих максималь­
ного и минимального значений, называемых главны.мu прuвuзна.мu 

noвep~нocmu, а ее нормальные сечения, называемые лuкu.S".мu прu­

вuэкы в точке М Е S, ортогональны. 
Если в каждой точке М Е S в качестве координатных линий fЗn 

выбрать линии кривизны, то криволинейные координаты станут ор­

тогональными. С этой точкой свяжем репер { ej} с nравой тройкой 
единичных векторов- ортов е1 = ~J./H}, е2 = ~2/Н2 и ез = n, где 
Н~= lx~l- Если главные кривизны nоверхности в точке М Е S обо­
значить к1 (М) и к2 (М), то в этой системе координат (П1.28) nримет 
вид [112] 

де1 дН2 е2 -=----, 
8{32 дfЗt Н} 

де2 дН} е1 -=----, 
д/31 дfЗ2 Н2 

(Пl.ЗЗ) 

а остальные nроизводвые будут равны нулю. Любой точке с ко­

ординатами rзj соответствует радиус-вектор х = Х0 + fЗзез. Диффе­
ренцируя его по этим координатам с учетом (Пl.ЗЗ), находим Xt = 
= H}(l + кtfЗз)еt, х2 = Н2(1 + к2fЗз)е2 и хз = ез, т. е. в рассматриваемой 
системе координат для коэффициентов Ламе получаем 

Hl = H}(l + Кt/Зз), н2 = Н2(1 + К2f3з), Нз= 1. (П1.34) 

д2е д2е 
Из тождества д{З1 д~2 = д{З2д~1 следуют условu.S" Кодаццu 

называемое условием Гаусса. Эти условия должны выполняться в 

каждой точке гладкой поверхности. 



Приложеине 2. ДВОЙСТВЕННЫЕ 
ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ 

КоличественнЬl'Й анализ .м.ame.мamu'ЧeC'I\:UX .м.оде.л.ей (ММ) механи­

ки и электродинамики, описывающих реальные процессы, часто не 

удается провести точными аналитическими методами. Поэтому возни­

кающие на практике задачи обычно приходится решать приближенно, 

главным образом численными методами. Приемлемые с практической 

точки зрения приближенные методы должны не только давать необхо­

димую информацию о рассматриваемых процессах, но и обеспечивать 

оценку достоверности этой информации, устанавливая возможные гра­

ницы возникающей погрешности. Основой разработки таких методов 

может быть двойственна.н вариационна.н фор.м.а ММ, содержа­

щая два фу·нхцион.а.л.а, которые достигают в своих стационарных то'Ч­

'1\:ах на истинном решении задачи альтернативных эхетремумов (ми­

нимума и максимума), совпадающих по значению. Эти функционалы 

составляют математическую формулировку двойственного вариа­

ционного nринциnа для рассматриваемой ММ, и их принято назы­

вать а..iьтернативны.м.и. По разности их значений, полученных на 

приближенном решении задачи, можно объективно проконтролировать 

его близость к истинному решению и оценить средне'Х:вадраmu'Чн.ую nо­

грешность. Кроме того, значения этих функционалов на приближенном 

решении позволяют оценить сверху и снизу некоторые важные инте­

гральные характеристики рассматриваемых процессов (см. 5.4, 7.5). 

П2.1. Операторное и вариационное уравнения 

Пусть И и W - некоторые множества. Если они наделены пекото­

рой струl{турой, например, являются фунпциона..iьны.м.и nростран­

ства.м.и (линейными, нормированными и т. п.), т. е. их элементами 

являются функции, то обычно отображение А: И ---+ W называют оnе­
раторо.м. [21]. При действиях с операторами используют терминоло­
гию, связанную с отображениями множеств. В частности, И называют 

областью оnределени.н оператора А и обозначают D(A), а подмно­
жество R(A) ={/Е W: 3u ЕИ (/=А( и))}- областью значений 
оператора А. 

Если заданы операторы А: и -t w и В: wl -t v, где и, w, WI, v­
некоторые множества, а R(A) с D(B) = W1 , то говорят о по.м.nозиции 
оnераторов В о А с областью определения D( В о А) = U. Если включе-
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ние R(A) С D(B) не имеет места, но R(A) n D(B) '::/= fZJ, то композицию 
операторов В о А можно определить на более узком множестве D' С И, 
таком, что для любого и Е D' элемент А( и) Е D(B). 

Оператор Iu: И---+ И, который переводит любой элемент и Е И 
в себя, т. е. Iu(и) =и, и Е И, называют тождественным. Если 
каждому элементу f Е R(A) отвечает единственный элемент и Е D(A), 
то оператор А: И---+ W, R(A) = W, называют взаимно однозначным. 
Это означает, что для каждого f Е W существует решение, и притом 
единственное, уравненив 

А( и)= j, (П2.1) 

называемого оnераторны.м. Если оператор А: И ---+ W является взаим­
но однозначным, то оператор А-1 : w---+ и, удовлетворяющий условию 
А- 1 (!) =и тогда и только тогда, когда выполнено (П2.1), называют 
обратным оператору А. При этом D(A- 1) = R(A) и R(A-1 ) = D(A). 
Комnозиции оnераторов А-1 о А= Iu и А о А- 1 = Iw являются 
тождественными операторами, иреобразующими любой элемент мно­

жества И или W в себя [21]. 
Примером взаимно однозначного оператора является линейное ире­

образование линейного (векторного) пространства IRn в себя, имеющее 
в пекотором базисе невырожденную матрицу. В этом случае обратному 

оператору в том же базисе будет соответствовать обратная матри­

ца. Произведение невырожденной матрицы на обратную ей равно, как 

известно, единичной матрице, которая соответствует тождественному 

оператору. 

Диффереициа.л.ьиую фор.м.у .м.ате.м.ати-чес-х:ой .м.оде.л.и (ММ) можно 

представить в виде (П2.1), где и Е D(A) и f Е R(A)- соответствен­

но искомая и заданная функции (в общем случае векторные), а А­

дифференциа.л.ьный оnератор, предписывающий определенные дей­

ствия (в том числе и дифференцирование) над искомой функцией и и 

определяющий -х:раевую зада-чу поиска этой функции. Оператор А отра­

жает свойства исследуемого объекта, и его область определения D(A), 
как правило, является бесконечномерным линейным нормированным 

фунпциона.л.ьным nространство.м, т. е. оно удовлетворяет аксио­

мам линейного пространства [51] и каждой функции и Е D(A) поставле­
но в соответствие действительное число 11 и 11 Е IR, называемое нормой 
функции (или элемента этого пространства) и удовлетворяющее трем 

условиям (аксиомам нормы): 

1) llиll ~О, причем llиll =О тогда и только тогда, когда и= О; 

2) llo:иll = lo:lllиll, о: Е IR; 
3) llи+vll ~ llиll + llvll, и, v ЕИ (неравенство треуго.л.ьнипадля 

нормы). 
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Множество Х С И называют всюду плотны-м в нормирован­

ном пространстве И, если для любого элемента и Е И и любого числа 

€ >О найдется такой элемент и' Е Х, что \\и- и'\\< €. Последователь­
ность { иn} функций ип Е И называют фунда-ментальной ( nосдедо­
ватедьностью Кошu) в нормированном пространстве И, если для 

любого числа € >О можно указать такое число N Е N, что при всех 
т> N и n > N верно"'Неравенство \\иm- ип\1 < €. В том случае, когда 
любая фундаментальная последовательность {ип} при n ~ оо имеет 
предел и* Е И, говорят о nодно-м нор-мированком (или банаzовом) 
nространстве. Если такое пространство бесконечномерное и норма 

в нем введена при помощи операции сnал.llркого умкожекuJl фун­

кций (21], то пространство называют гuдьбертовым и обозначают 
'Н. Скалярное произведение функций и, v Е 'Н обозначим (и, v). Нор­
ма функции и Е 'Н в гильбертовам пространстве связана со сх:адлрны.м. 

х:вадрато.м. (и, и) равенством \\и\\= J(и, и). 
Например, гильбертовым пространством является множество L2 (V) 

действительных функций, суммируемых с квадратом в области V С 
С JR3 [21]. В L2(V) операцию скалярного умножения векторных функций 
f(M), g(M) Е L2(V) координат точки М Е V вводят соотношением 

(f, g) = f f(M) · g(M)dV(M), (П2.2) 
v 

а квадрат нормы функции w(M) Е L2(V) определяет интеграл 

\lw\12 =(и, w) = J (w(M))
2 
dV(M). (П2.3) 

v 
Говорят, что оператор А действует в линейном пространстве ~. 

если и D(A) С ~. и R(A) С ~. При этом предполагается, что мно­
жество D(A) всюду плотно в 'Н.. Если при f3t, fЗ2 Е JR, и1, и2 Е~ вы­
полняется условие А(f31и1 + /З2и2) = /З1А(и1) + /З2А(и2), то оператор А 
называют дuкейкым. Если (А( и), v) =(и, A(v)), и, Ь Е D(A), то ли­
нейный оператор А называют сuмметрu-чеспuм. Симметрический 

оператор А nодожuтедькый, если (А( и), и)~ О для любого элемен­

та и Е D(A), причем (А( и), и)= О тогда и только тогда, когда и= О. 
При (А( и), и)~ г2 \\и\\ 2 , и Е D(A), 1 =/=О, положительный оператор А 
называют nодожuтедько оnредедеккым. 

Оператор J: И~ JR, где R - множество действительных чисел, 

называют фунпцuокалом. Любая функция и Е D(J) ~И является 
доnустимой фукпцuей для данного функционала, который обычно 

обозначают J[и]. При выполнении условия J[f3IUJ + fЗ2и2] = /З1J[щ] + 
+ fЗ2J[и2], /31, /З2 Е JR, UJ, и2 Е~. функционал J(и] называют дuкейкым. 
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Если ио Е D(A)- решение оnераторного уравнения (П2.1) с линейным 

nоложительным оnератором А, то значение J[ио] является наимень­

шим для пвадраmичного фунпциона.аа J[и] =(А( и), u) /2- (u,!) 
на множестве D(J) всех доnустимых функций [19). Вместо того что­
бы решать оnера торное уравнение; можно искать наименьшее значение 

соответствующего функционала. Однако трудность состоит в том, что 

далеко не всегда удается nостроить ММ так, чтобы оnератор в (П2.1) 

был nоложительным. Круг таких задач весьма ограничен. Поэто­

му важно установить более общие условия, nри выnолнении которых 

возможен nереход от оnераторного уравнения к nоиску наименыпего 

значения соответствующего функдионала и которые не содержат тре­

бования nоложительности оператора. 

Для каждой функции и(М,t) Е И, М Е V, где t - время, мож­

но построить одноnараметрическое семейство функций ие (М, t, €) Е И, 
дифференцируемых по nараметру € Е JR. Величину 

Ои= диеl d€ 
д€ е=О 

{П2.4) 

называют вариацией фунпции и. Из (П2.4) следует, что оnератор 

д обладает свойствами оператора дифференцирования, т. е. для фун­

кций и1 , и2 Е И сnраведливы соотношения д( и1 + и2) = ди1 + ди2 и 
д( и1 · и2) = щ · би2 + и2 · бщ. Пусть функции и и и+ би являются до­
пустимыми для функдионала J[u], т. е. и, и+би Е D(J). Величину 

бJ[и,би] = lim J[и+€ди]- J[u] (П2.5) 
е->0 € 

называют вариацией фунпциона.аа J[и] в точке и. При этом предпо­

лагается, что дJ[и, ди] -линейный функционал от би. При таких усло­

виях говорят, что функционал J[и] дифференцируем в точке и Е D(J). 
Функции и Е D(J), которые для любых допустимых вариаций би 

удовлетворяют условию дJ[и, ди] = О стационарности фунпцио­
на.аа J[и], называют сmационарны.ми mочпа.ми этого фунпцио­

на.аа. Точки экстремума функционала, в которых он дифференцируем, 

являются его стационарными точками. 

Уравнение F[и, би] =О, левая часть которого является функциона­

лом с областью оnределения D(F) = DuxDбu, где Du С 1t и Dбu С 1t, 
называют вариационны.м уравнение.м, соответствующим (П2.1), ес­

ли D(A) ~ Du и любое решение (П2.1) удовлетворяет этому уравнению 
при любой вариации ди Е Dбu, а любая функция и Е D(A), обращающая 
это уравнение в тождество, удовлетворяет (П2.1). Так, вариационное 

уравнение (А( и)- f, ди) =О соответствует {П2.1) [19]. Вариацион­
ное уравнение называют голоно.мны.м, если его левая часть является 
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вариацией JJ[u,бu] векоторого функцианала J[u] с областью опреде­
ления D(J) = Du. Если такой функционал удается найти, то (П2.1) 
будет равносильно уравнению бJ[u, ou] =о, т. е. решение операторного 
уравнения равносильно поиску стационарных точек функцианала J[и]. 

Таким образом, переход к вариационной фор.ме ММ может быть реали­

зован построением голономного вариационного уравнения. 

Вариационное уравнение в интегральной форме 

J N(u)биdV=O, иED(N)c7t, 
v 

(П2.6) 

где N- оператор (в общем случае нелинейный) в операторном урав­

нении N(и) =О, а О Е R(N) С 7-{ - нулевой элемент, является го­

лономным, если этот оператор обладает свойством потенциальности, 

т. е. интеграл в (П2. 6) не зависит от пути варьирования функции 

и Е D(N). Для выяснения условия потенциальности положим в (П2.6) 
би = fЗ1h1 + fЗ2h2, где /З1, /З2 Е IR - бесконечно малые величины, а 

h1, h2 Е D(N). Рассмотрим два пути варьирования: и--+ и+ fЗ1h1--+ 
--+и+ би и и--+ и+ /З2h2--+ и+ би. С точностью до величин более 

высокого порядка малости для этих путей варьирования получим по-

дынтегральные выражения соответственно 

Тогда условие потенциальности примет вид 

J N(и+f31;11)-N(и)h2 dV= J N(и+f32;:)-N(u)h1 dV. 
v v 

В пределе при /З1, /З2 --+ О имеем 

J Nu(h1)h2dV = J Nu(h2)h1 dV, (П2.7) 

v v 
где 

Nu(h)= lim N(и+/Зh)-N(и) (П2.8) 
/3-+0 f3 

дифферен:циа.л, Гаmо [19] оператора N в точке и Е D(N) на прираще­
нии h Е D( N). В гильбертовам пространстве (П2. 7) можно представить 
в виде (Nu(hi), h2) = (Nu(h2), h1). 

В частном случае N(и) =А( и)- J, D(A) С 7-{, гдеА-линейный 

оператор, а f Е R(A) - фиксированный элемент, с учетом (П2.8) 
получим 

Nu(h) = lim А( и+ (Зh)- А( и)= A(h), 
{3-->0 fЗ 
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т. е. согласно (П2.7) симметрический линейный оператор обладает 

свойством потенциальности. В общем случае оператор обладает свой­

ством потенциальности, если существует его дифференциал Гато, 

обладающий свойством симметрии, а функционал 

1 

J[и] = 1 иdV 1 N((Jи)d{J, {3 Е R, (П2.9) 

v о 

соответствует (П2.6). Несложно проверить, что его вариация совпадает 

с левой частью (П2.6). В случае N(и) = А(и)- f из (П2.9), согласно 
(П2.2), следует 

1 

J[и] = j иdV 1 (А({Зи)- f) d(J = 
v о 

= ~ 1 иА(и)dV-1 иfdV = ~ (А(и), и)- (и,!), (П2.10) 
v v 

т. е. приведенный выше квадратичный функционал. 

П2.2. Выпуклость функцианала 

После построения фун:кциона.л.а, соответствующего варишционно­

.м.у уравнению, которое, в свою очередь, равносильно операторно.м.у 

уравнению, важно выяснить, является ли стационарная то-ч-ка это­

го функцианала единственной и достигает ли он в этой точке своего 

наименьшего или наибольшего значения. Это можно выяснить путем 

проверки выпуклости функционала. 

Подмножество М С L. линейного пространства L. называют вы­
nуп.~&ы.м. .м."ожество.м., если для любых элементов и, v Е М и любого 
числа {3 Е [О, 1] элемент {Зи + (1- {J)v также принадлежит М. Про­
стейшим примерам выпуклого множества является само линейное про­

странство L.. Функционал J[и], определенный на выпуклом множестве 
м, называют выnуп.~&ы.м., если для любых и1, и2 Е м и rз Е [О, 1] 

(П2.11) 

Если при любых щ f и2 и {3 Е (0, 1) в (П2.11) выполнено строгое 

неравенство, т. е. 

(П2.12) 

то J[и] называют строго выnуплы.м. фу"пцио"а.л.о.м.. В случае ли­
нейного пространства R понятие функцианала сводится к понятию 
действительной функции одного действительного переменного. В этом 
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случае понятие выпуклого (строго выпуклого) функцианала равнознач­

но понятию выпуклой вниз (строго выпуклой вниз) функции [47]. 
Из (П2.11) и (П2.12) следует, что сумма выпуклых функдионалов 

является выпуклым функционалом, а сумма выпуклого и строго вы­
пуклого функдионалов является строго выпуклым функционалом. В 

частности, если J1[и] - лtтейный фунх:ционал и J[и] = J1[и] + J2[и], 
то функдионалы ,J[и] и J2 [и] выпуклые (строго выпуклые) или нет 
одновременно. Это означает, что при исследовании выпуклости функ­

ционала J[и] в его представлении можно опускать линейные относи­

тельно элемента и слагаемые. Например, х:вадрати-ч.ный фунх:ционал 

J[и] = (А(и), и)- 2(!, и) будет выпуклым (строго выпуклым) тогда и 
только тогда, когда выпуклым (строго выпуклым) является функцио­

нал J2[и] =(А( и), и). 
Выясним, при каком условии является строго выпуклым функцио­

нал J2 [и] =(А( и), и), где А - линейный си.м..м.етри-ч.есх:ий оператор. 

Согласно (П2.12) 

R(щ,и2) = ,В(А(иi), и1) + 
+ (1- ,В) (А(и2), и2)- (А(,Вщ +(1- ,В)и2),,8щ +(1- ,В)и2) = 

=,8(1- ,8) ( (А(иi), щ} + (А(и2), и2)- (А(щ), и2)- (А(и2), и1)) = 

= ,8(1- ,8) (А( U}- и2), и1 - и2). 

Так как ,8(1- ,В)> О при ,в Е (О, 1), то этот функционал будет строго 
выпуклым, если А - положительный оператор. 

Если строго выпуклый функционал J[и] достигает на выпуклом 

множестве М своего наименьшего значения J. = J[и.], то элемент и. 
единственный. Действительно, полагая в (П2.12) ,8= 1/2 и J[и1] = J. = 
= J[и2], и1 # и2, получаем 

R( ) = J[и1] + J[и2] _ J[u1 + u2] = J _ J[и1 +и2] 0 U},и2 2 2 * 2 > ' 

т. е. J[u1 ~u2 ] < J., а это противоречит тому, что J. является наи­
меньшим значением функдионала на множестве М. 

Если строго выпуклый функционал J[и], у которого всюду в его 

области определения D( J) существует дифференциал Гато, имеет 
стационарную то-ч.х:у, то эта точка единственная и в ней функционал 

достигает наименьшего значения. Достаточно показать, что в стаци­

онарной точке строго выпуклый функционал достигает наименьшего 

значения, и тогда из предыдущего будет следовать, что она единствен­

ная. Пусть и0 , и Е D{J) -стационарная и произвольпая точки этого 
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функционала. В силу (П2.12) при f3 Е (0, 1) и ио :::f и 

fЗJ[и] + (1- fЗ)J[ио] > J[fЗи+ (1- fЗ)ио]. 

Вычитая из обеих частей этогонеравенства J[ио] и деля на /3, получаем 

J[ J 
_ J[ J J[fЗи + (1- fЗ)ио] - J[ио] = J[ио + /Зби]- J[ио] 

и ио> f3 f3 ' 

где би =и- ио. Так как функционал J[и] имеет дифференциал Гато, 

то, согласно (П2.5), существует предел 

l. J[ио + fЗби] - J[ио] = ~J[ ~ J = 0 lffi f3 и ио,ии ' 
,6--++О 

поскольку ио- стационарная точка функцианала J[ио], а бJ[и0,би]­
вариация этого функциона.л.а. Тогда в силу правила перехода к пределу 

внеравенстве [92] получим 

J[и] - J[ио] ~ lim J[ио + /Зб;] - J[ио] = О, 
.8--++0 

т. е. J[и] ~ J[ио] и в силу произвольнога выбора и Е D(J) в стационар­
ной точке и0 функционал J[и] достигает своего наименьшего значения. 

Обобщением теоремы Ферма [47] о необходимом условии экстрему­
ма действительной функции одного перемениого является следующее 

утверждение: если функционал J[и] с областью определения D(J) до­
стигает в точке и* своего наименьшего значения и имеет всюду в 

пекоторой окрестности этой точки дифференциал Га то, т. е. вариацию 

бJ[и,ои] этого функционала, то 6J[и*,би] =О. Действительно, тогда в 

точке и* Е D(J) в силу (П2.5) существует предел 

~J[ 1: ] _ 1. J[и* + fЗои]- J[и*] 
и и*, и и - 1m f3 . 

,8--+0 

Но этот предел можно вычислить как производную действительной 

функции ~.р(/3) = J[и* + f3 о и] по f3 при f3 = о. Эта функция дифференци­
руема в пекоторой окрестности точки f3 = О и достигает в этой точке 
наименьшего значения tp(O) = J[и*]. В силу теоремы Ферма tр1 (/З)J.в=о = 
= ~.р'(О) =О. Следовательно, оJ[и*,6и] =О. 

Итак, строго выnуклый функционал J[и] с областью определения 

D(J), непрерывный в окрестности своей стационарной точки и* Е 
Е D(J) и имеющий в этой окрестности вариацию бJ[и, би], такую, что 
6J[и*,би] =О, достигает своего наименьшего значения в этой точке. 
Следовательно, такой функционал имеет единственную стационарную 

точку, значение J[и*J будет минимальным для функцианала J[и], а 
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и. - точкой его минимума. В этом случае функционал называют .ми­

ни.мизируемы.м. Ясно, что установление условий, при которых функ­

ционал является строго выпуклым, имеет существенное практическое 

значение при количественном анализе вариацио'Н:н.ой фор.м.ы .м.ате.м.а­

ти-чесх:ой .моде.л.и. 

П2.3. Альтернативные функционалы 

Существенным иреимуществом вариационной фор.мы .м.ате.мати-че­

сх:ой .моде.л.и (ММ), содержащей строг.о выпух:.л.ый фунх:циона.л., являет­

ся не только возможность применения для количественного анализа 

ММ эффективных приближенных (в том числе численных) методов, но 

и удобные способы контроля сходимости приближенного решения зада­

чи к истинному. Действительно, из двух приближенных решений и1 и 

и2 в задаче на минимум функционала J[и] разумно отдать предnочте­
ние тому из них, на котором значение функционала J[и] меньше, т. е. 

ближе к его наименьшему значению. В этом случае значение функ­

ционала выnолняет роль обобщенного критерия для сравнения двух и 

более приближенных решений. 

Для количественной оценки погрешности приближенного решения 

и можно использовать разность !::J.J = J[и]- J[и.], где и. - стаци­
онарная то-чх:а .м.ини.м.изируе.м.ог.о фунх:циоиа.л.а. Эту разность можно 

связать со значением llи- и .... /1, отражающим близость истинного и 
приближенного решений. Но элемент и. не известен в процессе прибли­

женного решения задачи, поэтому не известно и значение J[и.]. Сле­
довательно, необходимо направить усилия на поиск оценки значения 

J[и.] снизу, чтобы получить оценку разности !::J.J сверху [19]. Такую 
оценку можно получить, если построить функционал J[v], v Е D(J), 
достигающий в своей стационарной точке v. своего наибольшего значе­
ния J[v.] = J[и*], что приведет к оценке !::J.J = J[и]- J[и*] ~ J[и]- J[v]. 

В прикладных задачах значение J[и*] обычно имеет определенный 

содержательный смысл и соответствует пекоторой усредненной харак­

теристике исследуемого объекта или процесса. Поэтому, располагая 

значениями J[и] и J[v] а.л.ьтернат.ивных фунх:циона.л.ов на приближен­
ных решениях, можно получить двустороннюю оценку такой характе­

ристики в виде J[v] ~ J[и*] ~ J[и]. 
Построение функдионала J[v], альтернативного по отношению к 

J[и], - процесс неоднозначный, он может приводить к различным 

вариантам в зависимости от выбранного способа построения. Наи­

более распространенный способ связан с nостроением на множестве 

UxV, где U = D(J) - об.л.асть опреде.л.ения функционала J[и], тако-
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го функцианала Ф[и,v], для которого точна.н вержн.н.н грань [92] 
на множестве V совпадает с J[и], т. е. supФ[и,v] = J[и]. Тогда задачу 

vEV 
поиска наименьшего значения минимизируемого функцианала можно 

интерпретировать как минимаксную: 

J* = inf J[и] = inf supФ[и,v], 
uEU uEИvEV 

(П2.13) 

где inf -символ операции нахождения точной нижней грани [92] 
uEU 

на множестве И. Предположим, что в правой части (П2.13) можно по-

менять местами символы inf и sup, т. е. изменить последовательность 
uEU vEV 

нахождения точных верхней и нижней граней: J* = sup inf Ф[и,v]. To­
vEvuEU 

гда получим искомый функционал 

для которого J* = supJ[v]. 
vEV 

J[v] = inf Ф[и,v], 
uEU 

Если функционал Ф[и,v] определен на множестве ИхV, то 

sup inf Ф[и,v] ~ inf supФ[и,v]. 
vEVuEU uEИvEV 

(П2.14) 

(П2.15) 

Это неравенство очевидно, если его правая часть равна +оо (это со­

ответствует случаю, когда при любом и Е И функционал Ф[и,v] не 

ограничен по v Е V). Далее примем, что правая часть (П2.15) равна не­
которому числу (3. Для любых и ЕИ и v Е V имеем Ф[и,v] ~ supФ[и,v]. 

vEV 
Поэтому и точные нижние грани по и связаны таким же неравенс-

твом: inf Ф[и,v] ~ inf supФ[и,v]. Отсюда следует, что функционал 
uEU uEИvEV 

I[v] = inf Ф[и, v] ограничен сверху числом (3, которое является верх­
uЕИ 

ней гранью функцианала I[v]. Так как точная верхняя грань является 
наименьшей верхней гранью, то supJ[v] ~ (3, что эквивалентно (П2.15). 

vEV 
Используя введенные обозначения, (П2.15) можно представить в 

виде 

sup/[v] ~ inf J[и]. 
vEV uEU 

(П2.16) 

Пусть в левой части (П2.16) точные верхняя и нижняя грани дости­

гаются на элементах v* Е V и и* Е И соответственно. Тогда, согласно 
(П2.16), I[v*] ~ J[и.]. Часто удается сравнить значения I[v*] и J[и.]. 
Если они совпадают, то неравенство (П2.15) на самом деле является 

равенством и справедливо (П2.14). 
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Функционал Ф(и,v] с областью определения D(Ф) = ИхV можно 
построить следующим образом. Пусть оnератор В отображает И = 
= D( J) в ги.л.ьбертово nространство 1t и требуется: найти минимум 
функцианала J[и] при условии В(и) =О (О - нулевой элемент про­

странства V с 1i), т. е. на множестве И= {и Е 1t: В( и)= 0}. Если J[и] 
достигает минимума в точке и* Е И, то существует такой элемент 

v Е V, что и_. является: стационарной точкой функцианала Ф(и,v] = 
= J[и] +(В( и), v) (19], т. е. вариация этого функциона.л.а 

бФ[и,би,v] = бJ[и,би] +б (В( и), v) (П2.17) 

в точке и* равна нулю, поскольку 6J[и*,би] =О и В(и.) =О при 
и. Е И. Такой функционал принято называть nолным по отношению 

к частному фунпционалу J[и]. 
Для: полного функцианала справедливо (П2.13). Действительно, 

решение минимаксной задачи можно получить лишь при выполнении 

усЛовия: В (и) = О, а в этом случае Ф [и, v] = J[ и] и ее решение совпадает 
с точкой и. Е И минимума функцианала J[и]. Если В - .л.инейный 

оnератор, а И - выnук.л.ое .множество, то в правой части (П2.13) 

символы inf и sup можно поменять местами [12]. Тогда (П2.14) 
uEU vEV 

для: искомого функционала, альтернативного по отношению к J[и], 
примет вид 

I[v] = inf (J[и] +(В( и), v) ), v Е D(I) С V, 
uEU 

(П2.18) 

г де D ( I) - область определения: функцианала I [ v], более узкая: по 
сравнению с множеством V в силу дополнительной связи и и v условием 
равенства нулю вариации функцианала (П2.17). Эту связь можно 

представить в операторной форме и= B.(v) и вместо (П2.18) записать 
I[v] = J[B*(v)] + (B(B.(v)), v), хотя оператор В* далеко не всегда 
удается получить в явном виде [19]. 

П2.4. Оценка среднеквадратичной погрешности 

Пусть J[и] = ~(А( и), и)-(!, и) - квадратичный функциона.л. с 
об.л.астью оnреде.л.ени.а D( J) С 1i, . соответствующий оnераторно.м.у 
уравнению (П2.1), где А - nо.л.ожите.л.ьно оnреде.л.енный оnератор с 

областью определения D(A) = D(J), и Е D(A), f- заданная: функция 

из об.л.асти значений R(A) С 1i этого оператора, а 1i - ги.л.ьберто­

во nространство. В этом случае в единственной стационарной точке 

и. Е D(J) этого функцианала он достигает минимума и она является 
решением (П2.1), т. е. А( и.)= f [21]. Тогдадля произвольнаго элемента 
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и Е D(J) с учетом линейности оператора А и свойств операции с~ад.нр­
иого у.м:н.ожени.н [51] получим 6.J = J[и]- J[и.] =(А( и- и.), и- и.). 

Известно [19], что минимальное значение функцианала J[w] = 

= (A~:~I'2w), где llwll 2 = (w, w)- квадрат нор.м.ы элемента w Е D(J) = 

= D(A) с 1-l, достигаемое на элементе w1 i= О (О - нулевой эле­
мент гильбертова пространства), является наименьшим собствен­

ным зна'Чением Л~ > О положительно определенного оператора А, 
соответствующим нетривиальному решению w1 i= О операторного урав­
нения A(w) = Лw. Элемент w1 Е D(A) называют собственным эле­
ментом оnератора А. Положив w =и- и. и ](w) = дJ, запишем 

2 6.J 
llw// ~У' 

1 
(П2.19) 

где, согласно (П2.3), квадрат нормы //w//2 =//и- и.// 2 можно рассма­
тривать как среднепвадрати'Чную nогрешносmь приближенного 

решения и по сравнению с истинным решением и •. 
Так как при количественном анализе варишционной фор.м.ы .м.ате.м.а­

ти-ч.ес~ой .м.одеди (ММ) приближенными методами значение 6.J найти 
не удается, а л~ обычно удается оценить сверху, то для достовер­

ной оценки среднеквадратичной погрешности необходимо модифици­

ровать неравенство (П2.19). Значение 6.J можно заменить разностью 
J[и]- I[v] ~ дJ адьтернативных фун~ционадов J[и] и I[v] (см. П2.3), 
а Лi попытаться оценить снизу значением ~i ~ Лi. Тогда вместо (П2.19) 
получим 

11 
- 112 J[и] - J[v] 

и и ~ Л* . 
-1 

(П2.20) 

Оценку bl можно получить различными способами [1,21, 123]. При­
ведем обоснование одного из таких способов. 

ПустьА-неотрицательный си.м..м.етри-ч.ес~ий оператор, т. е. 

(A(w), w) ~О, (A(w), v) = (w, A(v)), w, v Е D(A) =И с 1-l. (П2.21) 

Если для некоторого числа (3 > О отрезок [0, (3] не содержит собственных 
значений этого оператора, то А,в =А- fЗlu, где Iu- тождественный 

оnератор, будет nодожитедьны.м. оnератором., т. е. (А,вw, w) >О для 
любого иенулевого элемента w Е И. Это означает, что для любого 
v* Е [О, ,8] по отношению к оператору А - v* Iu существует обратный 
оnератор Rv• =А;~}. Положим g = А,вw, где w Е И -любой неиулевой 
элемент. Тогда g i= О, поскольку в противном случае w был бы 

собственным элементом оператора А, а ,в- собственным значением 

этого оператора. 
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Пусть v = v(v*) = R11·g- решение операторного уравнения A 11•V = 
= g. Введем вспомогательную функцию ~P(v*) = (g, v) = (A 11·(v), v). 
В частном случае v* = (3 имеем v = w и ~Р(fЗ) = (A13(w), w). Таким 
образом, положительность оператора А13 эквивалентна выполнению 
условия ~Р(fЗ) >О для любого иенулевого элемента w Е D(A). 

Обозначим v1 = v(vi) = Rvi9 и v2 = v(v2) = Rv:;9 решения опера­
торного уравнениЯ A 11•V = g для двух значений vi, v2 Е [О, (3]. Тогда 
g = Av:; ( v2) = Avi ( v1) и Avi ( v2- v1) = Avi ( v2)- Av:; ( v2) = (v2 - vi)v2, 
или v2- v1 = (v2 -vi)R11iv2. С учетом иеравенства треуго.л.ьнипа для 
нормы имеем 

llv2 -v1ll:::;; lv2 -viiiiRvi llllv2ll = lv2 -viiiiRvi llllv2 -v1 +v1ll:::;; 

~ lv2- viiiiRvi 11 (llv2- v1ll + llviii). (П2.22) 

Поскольку vi не является собственным значением оnератора А, при 
v2 ---t vi справедливо неравенство lv2 -viiiiRvi 11 < 1/2. Тогда из (П2.22) 
следует llv2- v1ll:::;; 2lv2 -viiiiRvi llllviii· Отсюда получаем, что v2 ---t v1 
при v2 ---t vi, и поэтому (v2, v1) ---t llv1ll2 при v2 ---t vi. 

С учетом (П2.21) и свойств оnерации скалярного умножения nолу­

чим 

~P(v2) -~P(vi) = (g, v2)- (g, v1) = (Avi (v1), v2)- (Av:; (v2), v1) = 

= (Ащ, v2)- vi (v1, v2)- (Av2, v1) + v2 (v2, v1) = (v2- vi) (v2, v1). 

Заменяя vi на v* и v1 на v и учитывая, что (v2, v) ---t llvll2 при v2 ---t v*, 
в соответствии с определением производной находим 

Так как g i= О, то и v i= О, а значит, ~P'(v*) >О при v* Е [0, ,В] и функция 
~P(v*) возрастает на отрезке [0, ,В]. Для неотрицательного оператора А 
имеем ~Р(О) = (Av, v) ~О для любого элемента v Е D(A). Следовательно, 
~Р(!З) >О для любого иенулевого элемента w Е D(A). 

Если {1 - симметрический оператор, действующий в гильбер­

тоном пространстве 1-l, и отрезок [,В1 , ,В2 ] не содержит собственных 

значений этого оператора, то по.м.позицил операторов А131 о А132 = 
=(А- (31Iu) о (А- fЗ2lu) является положительным оператором. Для до­

казательства этого введем оператор W11• = Am++v* =А- (т++ v*)Iu, 

где m+ = ~(,В1 + .В2). Так как v* Е [-m_, m-J (m_ = ~(.В2- .В1)) не 
является собственным значением оператора Wo = Am+, то оператор 
W 11 • = Wo- v* Iu, а также оnератор W 11• о W-v* = Wб- (v*)2 Iu име­
ют обратные оnераторы W11:

1 и (W11 • о W-v·)- 1 соответственно. Это 
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означает, что отрезок [О, m:_j не содержит собственных значений опе­
ратора Wб, который, являясь квадратом симметрического операто­
ра Am+ =А- m+Iu, будет неотрицательным, так как (WJ(w), w) = 

= ( Am+ ( Am+ ( W)), W) = ( Am+ ( W), Am+ ( W)) = 11 Am+ ( W) 11
2 ;:::: О для лю­

бого w Е D(A). Таким образом, для оператора Wб на отрезке [0, m:.] 
выполнены условия предыдущего утверждения о положительности опе­

ратора Av·· Поэтому оператор Wб- т:.Iu = Wm_ о W-m- = А,в1 о А,в2 
является положительным. 

Пусть А - симметрический оператор с областью определения 

D(A) =И С 1t, а элемент w Е 1t удовлетворяет условию Aw =/=О. 
-* (Aw w) ( ) Если число Л1 = llw'l\ 2 принадлежит интервалу /31 , /З2 и на этом 

интервале находится только одно собственное значение Л* оператора 

А, то справедливо неравенство 

(П2.23) 

где 'lj;(x) = x(A(w),w) -IIA(w)ll
2

• Оператор А на отрезках [/31 Л*- €] и 
xllwll 2 - (A(w), w) ' 

[Л* + €, {32] при малом € > О удовлетворяет условиям доказанного выше 
утверждения. Поэтому операторы А1 = А,в1 о Ал·-е = (А- fЗ1Iu) о (А­
-(Л*- €)Iu) и А2 = Ал·+е о А,в2 =(А- (Л* +€)Iu) о (А- fЗ2Iu) являются 
положительными. Следовательно, 

(A1(w), w) = ((А2 - (/31 +Л* -€)А+f31(Л* -€)Iu)(w), w) = 

= IIA(w)ll2- (/31 +Л*- €) (A(w), w) + !З1(Л*- €)11wll2 = 

=(Л*- €) (/З1IIwll 2 - (A(w), w))- (/31 (A(w), w) -IIA(w)ll2) >О 

и аналогично 

(A2(w), w) = ( (А2 - (/32 +Л*+ €)А + /З2(Л* +€)Iu)(w), w) = 

= IIA(w)ll2- (/32 +Л*+ €) (A(w), w) + fЗ2(Л* + €)11wll 2 
= 

=(Л*+ €)(/32llwll2- (A(w), w))- (/32 (A(w), w) -IIA(w)ll2) >О. 

Из этих неравенств, учитывая, что /З1 < >:; </З2, т. е . .8IIIwll2 < (A(w), w) 
и /З2IIwll 2 > (A(w), w), находим 

Л*_ .81 (A(w), w)- IIA(w)ll2 _ 'Ф(/3 ) 
€< /З1IIwii 2 -(A(w),w) - 1 ' 

'* fЗ2 (A(w), w) -IIA(w)ll
2 = ·'·(/3) 

л + € > f32llwll2- (A(w), w) 'f/ 2 . 

Переходя к пределу при € ~О, получаем (П2.23). 
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Если известна гарантированная оценка ~2 снизу собственного зна­

чения v2, следующего за наименьшим собственным значением ·Ч сим­
метрического оператора А, такая, что ~2 < v2 >л;, то (П2.23) можно 
применить для оценки снизу значения ·Ч· Так как (П2.23) справедливо 
для любого fЗ1, то 

ф(-оо)~= lim x(A(w),w)-IIA(w)ll 2 = (A(w),w) =Л*, 
х--оо xllwll 2 - (A(w), w) llwll2 1 

и поэтому 

·'·(Л*)= ~2 (A(w), w) -IIA(w)ll
2 ~Л*~ Л*= ·'·(-оо) 

'~' -
2 ~211wll 2 - (A(w), w) "" 1

"" 
1 '~' · 

(П2.24) 

В случае положительного оператора А имеем (A(w), w) >О и л;> О, 
поэтому вместо (П2.24) получаем 

* IIA(w)ll 2 

/'i, = . 
(A(w), w) 

(П2.25) 

Ясно, что (П2.25) имеет смысл при условии Л~ ~ к*, выполняющем­
ся в силу неравенства Коши. - БунJСnовспого I(A(w), w)l ~ 
~ IIA(w)llllwll [21]. Поскольку для положительного оператора Лi >О, 
то использование (П2.25) эффективно только при условии к*< ~2, так 

как в противном случае левая часть в (П2.25) не будет положительной. 

Оценки (П2.24) и (П2.25) сохраняют силу и в том случае, когда соб­

ственное значение Лi кратное, но изолированное. Тогда под ~2 следует 

понимать гарантированную оценку снизу наименьшего собственного 

значения Л2 > Лi. Аналогично можно получить двустороннюю оценку 
для Л2 и т. д. 

Изложенный nодход к построению оценки среднеквадратичной nо­

грешности, возникающей при количественном анализе вариационной 

формы ММ nриближенными методами, в 5.3 использован при рассмо­
трении Jt.uнейной тер.м.оуnругой среды. Но такой nодход применим не 

только в том случае, когда эта форма содержит квадратичный функ­

ционал. В [36] этот nодход использован для анализа ММ нелинейной 
термаупругой среды, а в [34] - nрименительно к нелинейной ММ теn­

лопроводности. 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Адиабата Гюгонио 347 
- Пуассона 338 
Альтернатива 17 
Амплитуда колебаний 99 
Аналогия гидромеханическая 208 
- мембранная 212 
- песочная 218 
- пленочная 212 
- тройная 333 
- электротепловая 260 
Аналог механический 69 
Анизотропия 39 
- деформационная 383 

Балка 223 
- консольная 223 
Барадиффузия 117 

Вакансия 55 
Вариация изохронная 90 
- функции 480 
- функцианала 480 
Вектор Бюргерса 56 
- волновой 430 
- Герца 434 
- Дарбу 464 
- завихренности 110 
- количества движения главный 89 
--- переносиого главный 89 
- напряжения 49 
- перемещения 106 
- системы сил главный 91 
- Умова- Пойнтинга 436 
Возврат 69 
Волна 340 
- альфвеновекая 449 
- плоская монохроматическая 429 
- сферическая 340 
- ударная 144 
Волны электромагнитные 429 
Восприимчивость диэлектрическая 423 
- магнитная 426 
Бремя запаздывания 363 
- релаксации 38 
Вязкость динамическая 292 
- кинематическая 294 

магнитная 443 
- объемная 293 

Газ 32 
- баротропный 338 
- вязкий 336 

Газ невязкий 336 
- реальный 38 
- совершенный 35 
Гидродинамика магнитная 439 
Гипотеза Бернуnли 199 
- кинематическая 197 
- Кирхгофа - Лява 228 
Градиент деформации материальный 

108 
-- пространственный 108 
- перемещения материальный 110 
-- пространственный 110 
- поля векторного 471 
-- скалярного 470 
- температуры 51 
-- материальный 148 
-- пространственный 159 
Грань точная верхняя 486 
- - нижняя 486 

Давление 32 
- гидростатическое 322 
- торможения 343 
Движение жидкости безвихревое 296 
- стационарное 107 
- установившееся 107 
Двухполюсники электрические 24 
Девиатор 466 
Действие по Гамильтону 104 
Дельта-функция 175 
Пепланация 208 
Деформации главные 114 
Деформация 105 
- вязкопластическая 411 
- вязкоупругая 359 
- неупругая 65 
- объемная 156 
- остаточная 382 
- пластическая 67 
- ползучести 67 
- сдвига 114 
- температурная 153 
- упругая 65 
Деформирование 105 
- неизотермическое 153 
- неупругое 381 
- nластическое 381 
Диаграмма деформирования 381 
- - обобщенная 398 
диамагнетик 426 



Диаметр гидравлический 314 
- окрестности 114 
Дивергенция поля векторного 4 70 
--- тензорного 471 
Динамика газовая 336 
Дислокация 56 
- винтовая 56 
-- краевая 56 
Дисперсия 424 
Диссипация энергии 133' 
Диссоциация 336 
Дифференциал Гато 481 
Диффузия концентрационная 11 7 
Диэлектрик 421 

Емкость электрическая 433 

Жесткость при изгибе 202 
- кручении 206 
цилиндрическая 242 

Жидкость 39 
баротропная 295 
вязкая 292 
линейная 292 

идеальная 295 
неньютоновская 316 
несжимаемая 293 

- ньютоновекая 292 
сжимаемая 292 

Задача краевая 29 
Ламе 168 
программирования линейного 29 
нелинейнога 29 

- теплопроводности сопряженная 248 
термаупругости несвязанная 164 
- связанная динамическая 160 

квазистатическая 160 
стационарная 161 

Закон Био -- Фурье 117 
Гука обобщенный 156 
Дарси 118 

- Дюамеля -- Неймана 154 
- Ома 118 
сохранения заряда электрического 428 

-- количества движения материальной 

системы 95 
----- сплошной среды 129 
-- массы 120 
- - момента количества движения 

материальной системы 96 
----- сплошной среды 131 
-- энергии 134 
--- механической материальной 

системы 96 
- термодинамики второй 139 

нулевой 134 
-- первый 134 

Закон течения пластического 392 
- - - ассоциированный 393 
- Фика 117 
Заряд электрический 114 
Значение собственное 488 
Значения тензора главные 466 

Иерархия ММ 22 
Изгиб косой 219 
- поперечный 223 
- прямой 219 
- чистый 218 
Изотропия 39 
Инвариант тензора 468 
- - линейный 468 
- - первый 468 
Индекс немой 459 
Индукция магнитная 426 
Интеграл Бернуnли 297 
- Лагранжа - Коши 296 
Интенсивность деформации 398 
- - пластической 398 
- напряжений 388 
Интерметаллид 44 
Ионизация 336 
Источник Франка - Рида 63 

Кавитация 310 
Квадрат скалярный 459 
Колебания гармонические 99 
Количество движения 89 
- - электромагнитного поля 435 
Композит 177 
Композиция операторов 477, 478 
Компонента девиатора 466 
-- тензора 464 
Конвекция вынужденная 321 

естественная 321 
- свободная 321 
- смешанная 321 
Константы Ламе 155 
Конус Маха 342 
Конфигурация актуальная 80 
материальной системы 80 

- начальная 80 
- сплошной среды 105 
Концентрация объемная 117 
Координаты криволинейные 473 
-- ортогональные 473 
- лагранжены 108 
материальные 105 

- обобщенные 81 
- полярные 475 
- пространствеиные 106 
эйлеровы 108 

Коэффициент барадиффузии 117 
восстановления температуры 356 

- диффузии концентрационной 117 
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Коэффициент излучения 249 
- массаобмена 333 
- отражения излучения 249 
- логлощения излучения 249 
- пропускания излучения 249 
- Пуассона 156 
температурный расширения 

линейного 46 
--- объемного 158 
- теплообмена 160 
-- контактного 250 
- термадиффузии 117 
- трения местный 332 
- упрочнения 69 
- фильтрации 118 
Коэффициенты Ламе 473 
- магнитоэлектрические 427 
- пираэлектрические 424 
- пьезоэлектрические 425 
- тензорезистивные 422 
- эласторезистивные 422 
- электрострикции 425 
Кривая изохронная 402 
- ползучести 401 
- текучести 386 
Кривизна поверхности главная 476 
Кристалл жидкий 39 
Критерии подобия 323 
- - определяющие 323 

Лагранжиан 98 
Лапласнан 474 
Линия вихревая 296 
- координатная 473 
- кривизны 4 76 
- сечения нейтральная 219 
- стержня осевая 198 
- тока 107 
- узлов 461 

Масса 114 
- молекулярная 33 
- присоединенная 299 
- - поперечная 299 
- - продольная 299 
Материал композиционный 177 
- поликристаллический 177 
Матрица обратная 461 
- поворота репера 460 
- размерностей 325 
- транспонированная 461 
Мембрана 212 
- гибкая 245 
Микронапряжение 64 
Множество всюду плотное 479 
- выпуклое 482 
- точек объема нуль 115 

Модель концептуальная 20 
- математическая (ММ) 21 

двумерная 29 
многомерная 29 
одномерная 29 
структурная 27 
трехмерная 29 
функциональная 27 

- содержательная 20 
Модуль сдвига 155 
- секущий 397 
- сжатия всестороннего 156 
- упругости второго рода 155 

объемной 156 
первого рода 155 
продольной 155 
эффективный 178 

- Юнга 156 
Моль 33 
Момент изгибающий 202 
- инерции 86 
-- главный 87 
-- сечения главный 198 

осевой 198 
--- полярный 198 
--- центробежный 198 
- кинетический 89 
- количества движения 89 
--- главный 89 
- крутящий 202 
- распределенный по объему 124 
--- поверхности 124 
- сечения статический 198 
- системы сил главный 91 
- сопротивления сечения полярный 207 
--- при изгибе 219 
Мощность 93 
- диссипации 93 

Нагружение активное 391 
- нейтральное 391 
- пропорциональное 397 
Нагрузка критическая 242 
Намагниченность 426 
Нанатехнологии 32 
Напор геометрический 295 
-полный 295 
- пьезометрический 295 
- скоростной 295 
Напряжение касательное 125 
-- октаэдрячеекое 127 
- нормальное 125 
-- октаэдрячеекое 127 
- Пайерлса 60 
- растягивающее 125 
- сжимающее 125 
- среднее 59 



Напряжения главные 127 
Напряженность поля магнитного 426 
-- электрического 118 
Неравенство диссиnативное общее 141 
- Клаузиуса -Дюгема 139 
- треугольника 478 
Нить вихревая 296 
Норма 478 

"' Область значений 477 
- оnределения 4 77 
Оболочка 197 
- гибкая 240 
- пологая 239 
- тотдины постоянной 227 
Объект технический 20 
Объем активационный 71 
- представительный 177 
Оператор 477 
- взаимно однозначный 478 
- дифференциальный 478 

бигармонический 166 
Гамильтона 470 
Даламбера 429 
Лапласа 471 

- линейный 4 79 
- обратный 4 78 
положительно оnределенный 4 79 

- положительный 479 
- симметрический 4 79 
- тождественный 478 
Описание движения лагранжево 108 
- - эйлерово 108 
Оптика нелинейпая 424 
Орты 459 
Оси инерции главные 87 
- кристаллографические 44 
- ортотропии главные 155 
- сечения главные 198 
-- центральные 198 
- тензора главные 466 
Отжиг 69 

Парадокс Даламбера 300 
Парамагнетик 426 
Параметр пластичности 398 
- Удквиста 389 
- упрочнения 388 
Параметры определяемые 325 
- определяющие 324 
- основные 325 
- состояния вещества 32 
-- термодинамического 132 
--- внутренние 133 
Переменное активное 133 
- реактивное 133 
Перемещение возможное 90 
- обобщенное 90 

Перенос диффузионный 116 
- конвективный 116 
Перепад давления 312 
Переход фазовый 34 
Пираэлектрик 424 
Плазма 32 
Пластина 197 
Пластинка 197 
- гибкая 242 
Пластичность 67 
- неизотермическая 390 
Плоскость девиаторная 385 
- координатная 475 
- скольжения 56 
Плотность дислокаций 62 
- массовая 115 
- объемная 114 
- nотока 116 
-- вещества 117 
-- излучения результирующего 249 
-- - эффективного 249 
-- массы 116 
- - теnлового 118 
- сил массовых 123 
-- объемных 123 
-- nоверхностных 123 
- среды 114 
- тока nроводимости 428 
-- смещения 428 
-- электрического 116 
Площадка октаэдрическая 127 
Поверхность гладкая 475 
- координатная 473 
- нагружения 388 
- пластичности 385 
- разрыва 144 

срединная 197 
- текучести 385 
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Погрещность среднеквадратическая 488 
Показатель адиабаты 338 
- логлощения 423 
- преломления 423 
- - комnлексный 423 
- размерности 324 
Поле магнитное 426 
- силовое 91 
-- стационарное 91 
- температурное 157 
- тензорное 469 
-- стационарное 469 
- электрическое 118 
- электромагнитное 427 
- электростатическое 431 
Ползучесть 67 
- кратковременная 403 
- неустановившаяся 401 
- простая 401 
- ускоряющаяся 401 
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Ползучесть установивщаяся 401 
Полимер 40 
Полупроводник 421 
Поляризация диэлектрика 422 
- - спонтанная 424 
Поляризовалиость электрическая 423 
Порядок ближний 33 
-дальний 33 
Последействие 401 
Последовательность Кощи 479 
- фундаментальная 479 
Постоянная Больцмана 36 
- газовая 338 
- - универсальная 36 
- магнитная 426 
- Планка 46 
- Стефана ~ Больцмана 249 
- электрическая 423 
Постулат Драккера 392 
Потенциал векторного поля 294 
- кинетический 98 
- поляризационный 434 
- термодинамический Гиббса 140 
- электрический 118 
Потери джоулевы 423 
- диэлектрические 423 
Потеря устойчивости 203 
Поток вихря 296 
Правило суммирования по одинаковым 

индексам 459 
- фаз 34 
Предел прочности 403 
-- длительной 401 
- сопротивления временного 403 
- текучести 381 
Преобразование Галилея 438 
- Лежаядра 140 
- Лоренца 437 
Приближение галилеево 438 
Принуждение 102 
Принцип вариационный 28 
-- двойственный 4 77 
- - экстремальный 30 
- взаимной связи 133 
- возможных перемещений 100 
- Гамильтона наименьщего действия 

104 
- Гамильтона ~ Остроградского 103 
- Гаусса 102 
- даламбера ~Лагранжа 101 
- декомпозиции 27 
- допустимости 134 
- затухающей памяти 134 
- Лагранжа 100 
- локальности 134 

механики аналитической 80 
--- вариационный 100 
- наименьщего принуждении 102 

Принцип объективности 134 
- освобождения от связей 94 
- причинности 134 
- равноприсутствия 134 
- размеров начальных 154 
- Сен-Венана 199 
Принципы Гиббса 141 
- термодинамики рациональной 133 
Пробег частицы свободный 36 
Проводимость электрическая 421 
Проводник 421 
- идеальный 456 
Прогиб балки 223 
- мембраны 212 
- оболочки 229 
- пластинки 242 
- стержня 222 
Произведение векторов векторное 460 
- - - двойное 460 

диадвое 465 
-- скалярное 459 
- - смещанное 460 
- тензоров внещнее 467 
- - внутреннее 467 
Проницаемость диэлектрическая 

абсолютная 423 
-- относительная 423 
- магнитная абсолютная 426 
- - относительная 426 
Пространство баяахово 479 
- гильбертово 4 79 
- евклидово 31 
- нормированное полное 479 
- функциональное 4 77 
-- нормированное 478 
Процесс адиабатический 162 
- деформирования 105 
- изобарный 338 
- изотермический 162 
- изохорный 292 
- изоэнтропический 162 
- теплопроводности 117 
- термодинамический 133 
-- необратимый 133 
-- не равновесный 133 
--- локально 183 
-- обратимый 133 
-- равновесный 133 
- термамеханический 135 
-- простой 139 
Процессы подобные 323 
Прочность диэлектрика электрическая 

424 
Пьезоэлектрик 425 

Работа возможная 90 
- деформирования пластического 384 
Равновесие гидростатическое 295 



Равновесие термодинамическое 132 
-- неустойчивое 133 
-- устойчивое 132 
Радиус-вектор 458 
Разгрузка 381 
Размерность 323 
Разрушение вязкое 73 
- квазихрупкое 73 
- хрупкое 73 
Разрыв сильный 144 
- слабый 144 
Ранг тензора 464 
Раствор твердый 55 
Растяжение стержня внецентреиное 219 
-- однородное 219 
Расход жидкости объемный 312 
Реакция связи 93 
Релаксация 401 
- напряжений 365 
Репер системы координат 459 
Решение автомодельное 331 
Решетка кристаллическая 43 
Ротор поля векторного 470 

Свертывание тензора 467 
Свойство коммутатявности 459 
Связанность термамеханическая 150 
Связь 81 
- голономпая 81 
- - склерономпая 81 
-- стационарная 81 
- идеальная 94 
- ионная 44 
- ковалентная 44 
- межатомная 44 
металлическая 44 
неголономпая 81 
нестационарная 81 
реономная 81 

Сдвиг чистый 205 
Сегнетоэлектрик 424 
Сечение поверхности нормальное 475 
- поперечное 197 
- сопла критическое 351 
Сжимаемость 38 
Сила активная 94 
- инерции 101 
- критическая первая 203 
- Лоренца 435 
- обобщенная 90 

сопротивления 93 
потенциальная 91 

- тока электрического 116 
эйлерона 203 

Силы Ван-дер-Ваальса 33 
поидерамоторные 435 

Символ Кронекера 459 
- Леви-Чивиты 460 

Символ транспонирования 459 
Симплекс безразмерный 326 
Система дискретная 27 
- континуальная 27 
- координат 458 
- - декартова 458 
- - - прямоугольная 459 

ортогональных 475 
-- полярная 475 
- - прямоугольная 459 
- - - инерциальная 82 
-· - - правая 459 

сопутствующая 438 
-- сферическая 475 
- - цилиндрическая 4 7 4 
- материальная 80 
- - консервативная 96 
- скольжения 65 
- стержневая 227 
-- статически неопределимая 227 
--- определимая 227 
- термодинамическая 132 

закрытая 132 
-- изолированная 132 
-- открытая 132 
Скачок уплотнения 346 
-- косой 349 
-- прямой 346 
Скопnение дислокаций 63 
Скорости обобщенные 82 
Скорость абсолютная 84 
- волны фазовая 429 
- звука 297 
- - критическая 344 
- - местная 343 
- относительная 84 
- переноспая 84 
- света в вакууме 426 
- угловая 84 
Сnой пограничный 329 

коицентрационный 333 
ламинарный 329 
пристенвый 329 
свободный 329 
тепловой 333 
турбулентный 329 

Смещение электрическое 423 
Соотношение Прандтля 348 
Соотношения Коши 111 
Сопло Лаваля 351 
- сверхзвуковое 351 
Сопротивление гидравлическое 313 
-- термическое 252 
- электрическое 421 
-- удельное 421 
Состояние агрегатное 32 
- деформированное плоское 165 
- естественное 134 
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Состояние напряженное 124 
одноосное 218 

-- плоское 166 
-- сложное 218 
- напряженно-деформированное 154 
- температурное 248 
Среда диатермичная 254 
- сплошная 105 
- - жесткопластическая идеальная 383 
- - - с упрочнением линейным 383 
- - - - - нелинейным 383 
-- линейно-упругая 154 
--- анизотроnная 155 
--- изотроnная 155 

несжимаемая 121 
скоростного тиnа 151 
с nамятью 150 
термавязкопластическая 419 
термавязкоупругая 359 
Кельвина- Фойгта 361 

- - - Максвелла 365 
- - - стандартная линейная 368 
-- термопластическая 391 
-- термауnругая 153 
--- линейная 154 

анизотропная 155 
---- изотроnная 155 
---- ортотропная 155 
-- упругая 381 
- - упругопnастическая 383 
-- - идеальная 381 
- - - с упрочнением 382 
-- - - - линейным 382 
- - -- - неnинейным 383 
Стержень 197 
- криволинейный 197 
- прямолинейный 198 
-- закрученный естественно 198 
Субстанция физическая 17 
Схема расчетная 20 
- эквивалентная электрическая 259 

Т ело твердое 40 
абсолютно 80 
аморфное 40 
деформируемое 153 
кристаллическое 43 

- термически тонкое 256 
Температура 137 
- абсолютная 137 
- воестановnения 356 
- равновесная 255 
- термодинамическая 183 
торможения 343 

Температураnроводность 160 
Тензор антисимметричный 465 
- деформации Альмаизи 109 
-- Грина 109 

Тензор деформации конечной Грина 109 
--- nагранжев 109 
--- эйnеров 109 
--Коши 109 
-- малой 111 
--- nагранжев 110 
--- эйnеров 110 

nластической 388 
nоnной 388 
темnературной 153 
упругой 154 

- завихренности 110 
- изотроnный 466 
- инерции 86 
- коэффициентов вязкости 361 
-- nодатливости 154 
- -- секушей 400 

nрисоединенных масс 299 
-- температурной деформации 154 
-- упругости 154 
- - - пьезоэлектрический 453 
- микронапряжений 390 
- напряжений 125 

вязких 292 
Коши 125 
Пиопы - Кирхгофа 126 
электромагнитных 436 

- - - Максвелла 435 
- весовместности деформаций 112 
- обратный 465 
- проницаемости диэлектрической 423 
- - магнитной 426 
- ранга второго 464 
-- - единичный 466 
-- четвертого 466 
--- единичный 467 
-- к 464 
- симметричный 465 
- скоростей 110 
- теплопроводности 51 
трансляции 389 

- транспонированный 464 
- шаровой 466 
Теорема Бетти - Максвелла 17 4 
- Ильюшина 398 
- Кельвина (Томсона) 296 
- Лагранжа 101 
Остроградского-Гаусса 471 

- Стокеа 472 
Теория старения 402 
- течения 402 
- упрочнения 402 
Теплоемкость изобарная 338 
- изохорная 292 
- объемная 158 
- при постоянной деформации 158 
- - постоянном давлении 338 
-- - объеме удельная 292 



Теплоемкость при постоянных 

напряжениях 158 
Тепломассаперепое 321 
Теплопроводность газа 37 
- среды 118 
Теплосодержание 357 
Теплота джоулева 436 
- некомпенсированная 143 
Термадиффузия 117 
Термапластичность 390 
Термоползучесть 401 
Термаупругость классическая 154 
Течение 105 
- газа дозвуковое 344 
- - сверхзвуковое 344 
- Куэтта 312 
- ламинарное 312 
- осесимметричное 320 
- пластическое 385 
- - неустойчивое 396 
- плоское 317 
- сферическое 346 
- турбулентное 314 
- цилиндрическое 346 
Тождества Сен-Венана 112 
Толщина вытеснения 332 
- потери импульса 332 
Точка критическая 34 
- Кюри 425 
- материальная 80 
- плавления 43 
- тройная 34 
- функционала стационарная 480 
Траектория касательных напряжений 

211 
- частицы среды 107 
Тройка векторов правая 459 
Трубка вихревая 296 

Углы эйлеровы 461 
У гол Маха 342 
нутации 461 
прецессии 461 
сдвига 113 
собственного вращения 462 

У дар гидравлический 308 
У длипение относительное 113 
У м но жени е векторов диадное 465 
- скалярное 4 79 
Упрочнение кинематическое 389 
- комбинированное 389 
- материала 66 

анизотропное 69 
изотропное 68 
линейное 382 
нелинейвое 383 

- трансляционное 389 
Упругость 153 

Уравнение бигармоническое 166 
- Ван-дер-Ваальса 38 
- вариационное 480 
- - ГОЛОНОМНое 480 
- волновое 297 
- Гельмгольца 297 
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- дифференциально-функциональное 28 
- индукции магнитной 443 
- интегральное 254 
- - граничное 176 
- интегро-дифференциальное 28 
- Клапейрона - Менделеева 36 
- Лапласа 475 
- неразрывности 120 
- операторвое 478 
- переноса вещества 122 
-- завихренпасти 294 
-- энергии 136 

Пуассона 475 
- релаксационного типа 38 

реологическое 292 
состояния 32 

-- вириальное 38 
-- газа совершенного 36 
- телеграфное 429 
- теплопереноса 292 

теплопроводности 159 
- Умова- Пойнтинга 436 
Уравнения движения среды 129 
--- в перемещениях 156 
- Лагранжа второго рода 97 
- - первого рода 94 
Ламе 156 

- Максвелла 428 
- малых колебаний 98 
- Навье - Стокеа 293 
- Навье - Стокеа - Дюгема 292 
- равновесия в перемещениях 160 
-- среды 129 
- Эйлера 295 
Ускорение абсолютное 85 
- кориолисова 85 
- относительное 85 
- переносвое 85 
- свободного падения 295 

угловое 84 
Ускорения обобщенные 82 
Условие Гаусса 476 
- пластичности 385 
- стационарности функцианала 480 
- Стокеа 293 
- текучести 385 
- упрочнения 388 
У словиЯJ граничные 29 
-- кинематические 156 
-- рода второго 160 

первого 160 
--- третьего 160 
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Условия граничные рода четвертого 249 
-- силовые 125 
- Кодацци 4 76 
- краевые 29 
-- согласованные 266 
- начальные 28 
- однозначности 322 
- ортогональности осей координат 106 
- совместности деформаций 112 
- сопряжения 248 

Фаза вещества 34 
колебаний 99 

Ферромагнетик 426 
Форма дивергентная 120 
·- ММ вариационная 29 
--- двойственная 30, 477 
-- дифференциальная 27 
- - интегральная 28 
Формула Жуковского 308 
- Остроградского - Гаусса 472 
Формулы Серре - Френе 464 
Функционал 479 
- выпуклый 482 

строго 482 
Кастилиано 174 

- квадратичный 480 
- Лагранжа 171 
линейный 479 
минимизируемый 485 
поnный 487 
частный 487 

Функционалы альтернативные 477 
Функция гармоническая 475 
- давnения 295 
- депланации 209 
- Дирака 201 
диссипативная 141 

- допустимая 479 
знака 382 

- Лагранжа 98 
- нагружения 388 
- наnряжений 166 
-- касательных 209 

попзучести 363 
- nотенциальная 117 
- реnакеапни 365 
- силовая 91 
- тока 294 
- Хевисайда 363 
- целевая 29 
- Эри 166 

Характеристики уравнения волнового 
345 

Центр инерции 85 
- масс 85 
- тяжести сечения 198 
Циркуляция вектора 472 

Частица сплошной среды 105 
Частота колебаний 72 
- - круговая 46 
- - собственная 99 
Число Авогадро 33 
- Архимеда 329 
- Био 255 
- волновое 429 
- Галилея 328 
- Гартмана 446 
- гомохронности 323 
- Грасгофа 328 
- координационное 44 
- Лыкова - Льюиса 323 
- Маха 344 
- Пекле 323 
- Прандтля 323 
- Рейнольдса 314 
- - магнитное 443 
- Рэлея 323 
-- концентрационное 323 
- Стантона 333 
- - концентрационное 333 
- степеней свободы 81 
- Фруда 328 
- Фурье 323 
- Шмидта 323 
- Эйлера 323 

Эксперимент вычислительный 7 
Электродинамика 421 
Электрострикция 425 
Элемент оператора собственный 488 
Энергия 114 
- активации 39 
- внутренняя 135 
- кинетическая 87 
- полная 137 
- потенциальная 92 
-·- деформации 171 
-- формоизменения 387 
- свободная 140 
Энтальпия 357 
Энтропия 138 
Эффект Баушингера 69 
- прилипания 292 

Якобиан 107 

П-теорема 325 
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