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Предисловие

Каустики и волновые фронты систем лучей изучаются с давних пор. Но

только совсем недавно было установлено, что особенностями систем")лу

чей управляет теория групп евкдвдовых отражений и групп Вейля про

стых алгебр Ли. Это неожиданное и в чём-то загадочное соотношение

между геометрической оптикой, вариационным исчислением и теори

ей оптимального управления, с одной стороны, и теорией инвариантов

групп Ли и алгебр Ли, алгебраической топологией и дифференциаль

ной геометрией, с другой стороны, привело к значительному прогрессу

в развитии теории распространения волн.

Впервые эта книга вышла в свет на английском языке в 1990 году.

В настоящее издание внесён ряд добавлений, в которых освещаются

достижения последних лет. Примечанив к глввам 5 и 7 (разделы 5.7
и 7.8) написаны О.М.Мясниченко. Приложение к главе 8 (раздел 8.5)
написано И.А.Богаевским, результаты которого о трансформации волн

публикуются здесь с любезного согласия их автора.

Москва,

декабрь 1995 В.И.АРНО.JIыJ



Введение

Начнем с примера: рассмотрим расстояние от точки евклидсвой плос

кости до данной кривой; например, от точки, лежащей во внутрен

ности эллипса до границы этого эллипса (рис. 1). Соответствующие

лучи (экстремали этой вариационной задачи) суть нормали к эллипсу.

Минимальное значение функционала (расстояния ) удовлетворяет как

функция начальной точки уравнению Гамильтона-Якоби (V'u)2 = 1 (в

точках гладкости). Однако эта функция имеет особенности (на от

резке, соединяющем фокальные точки эллипса). Система лучей также

имеет особенности. Они лежат на астроиде, явяяющейся огибающей

системы нормалей к эллипсу. Огибающая системы экстремелей назы

вается х:аустшсой системы. Каустика нашей системы имеет четыре

точки. возврата. Эти особенности устойчивы: любая кривая, достаточ

но близкая к эллипсу, имеет каустику, близкую к астроиде и имеющую

четыре полукубические точки возвр~та.

Рис. 1. Лучи и фронты возмущения,

распространяющегося внутрь зллипса

Линии уровня решения уравнения Гамильтона-Якоби называются

фронта.мu. В нашем примере фронты - это эквидистанты эллипса.

Эквидистанты, близкие к эллипсу, - гладкие кривые. Однако, экви

дистанты, достаточно удалённые от эллипса, имеют особенности. На

рис. 2 изображены четыре nо.лух:убuчесх:uе точх:u возврата на экви

дистанте эллипса. Эти особенности устойчивы: эквидастанты любой

кривой, достаточно близкой к эллипсу, имеют похожие особенности.

Конечно, линия уровня кратчайшего расстояния до эллипса образу

ет только часть эквиднстанты. Однако, большинство свойств особен

ностей систем лучей, каустик и фронтов становится более наглядным,

если мы рассмотрим не только минимумы, но и остальные экстремаль

ные точки функционалов, В нашем примере мы начали с изучения

эквидистант и затем выделили нужные части.

Например, рассмотрим расстояние до кривой как функцию началь

ной точки. Её удобно рассматривать как многозначную функцию, при-

Admin
Выделение

Admin
Выделение
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Рис. 2. Каустики как огибающие

систем лучей и как множество

особых точек эквидистант

нимая во внимание не только минимальное расстояние, но и длины дру

гих нормалей к этой кривой.

График многозначной функции расстояния (от точки из внутренно

сти эллипса до границы эллипса) имеет замечательную особенность в

фокальной точке эллипса. Её график локально диффеоморфен поверх

ности, называемой Аасточ"unы.м хвосто,м (рис. 3). Ласточкин хвост

есть поверхность в трёхмерном пространстве многочленов

образованная полиномами, имеющими (вещественный) кратный ко

рень. Эта особенность графика функции расстояния устойчива: после

малого возмущения эллипса особенность не изменится (с ТОЧНостью до

диффеоморфизма пространства в котором лежит график).

1

!
:.

Рис. з. Поверхность

ласточкина хвоста

В пространстве многочленов

График функции времени (для движения с единичной скоростью

от данной начальной точки области до границы этой области) лежит

в пространстве-времени и пересекает изохроны пространства-времени

вдоль эквидистант. Следовательно, перестройка эквидистант эллипса

(возникающая в момент, когда эквидистанта проходит через фокаль

ную точку) диффеоморфна перестройке сечений ласточкина хвоста

поверхностями уровня функции времени в трехмерном пространстве

времени.

Типичная функция f(a, Ь, с) в этом трёхмерном пространстве, со

держащем ласточкин хвост, приводится К нормальной форме f = ±а+
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+const сохраняющимласточкин,хвост локальным диффеоморфиэмом

(в окрестности точки а = Ь = с = О; условие типичности: дf / да 10# О,

см. [1]). Следовательно! перестройки эквидистант такие же, как и пе

рестройки плоских сечений ласточкина хвоста а = const (рис. 4). Изу

чение этих сечений - гораздо более простая проблема по сравнению с

первоначальной - изучением типичных перестроек фронтов. Для того

чтобы изучать точки минимума, достаточно удалить часть ласточкина

хвоста, а именно пирамиду , ребра которой состоят из полукубических

точек возврата и линии самопересечения ласточкина хвоста.

Рис. 4. Перестройка сечений ласточкина хвоста

Принцины применения теории особенностей к изучению систем лу

чей, волновых фронтов, каустик и их перестроек в общих вариацион

ных эадачах те же, что мы видели в предыдущем примере.

1. Существует список стандартных особенностей (таких как полу

кубическая точка возврата и ласточкин хвост в предыдущем примере).

Эти особенности (довольно загадочным образом) связаны с геометра

ей групп! порожденных отражениями. Их можно изучать используя

соответствующие алгебраические средства (группы Ли, теорию инва

риантов, системы корней, диаграммы Дынкина и т. д.].

2. Доказывается, что стандартные особенности устойчивы, и что

в общем случае появляются только они. Например, каустика окружно

сти состоит только из одной точки -. её центра. Такая особенностьне

типична, но если немного деформироватьокружность,эта вырожден

ная каустика в центре трансформируется в небольшую кривую, чьи

особенностистановятсятипичными: полукубическиеточки возвратаи

точки самопересеченая.

3. Таким образом, изучение особенностей и перестроек таких объ

ектов, как волновые фронты, каустики, системы лучей и т. Д., свяэан

ных с типичными вариационными задачами, сведено к изучению стан

дартных особенностей соответствующих объектов. Например, изуче

ние перестроек движущихся волновых фронтов сведено к изучению се

чений гиперповерхностями (обобщенных) ласточкиных хвостов.



4 Введение

в этой книге собраны главные результаты, полученные при реали

зации описанной выше программы, начивая с 1972 года, когда была от

крыта связь между особенностями систем лучей, их каустик, волновых

фронтов, преобразований Лежандра, групп, порождённых отражения

ми, и групп Вейля [2]. Группы А, п, Е (имеющие только простые рёбра

в диаграммах Дынкина) появились в первую очередь. Впоследствии,

в 1978 году, была открыта взаимосвязь между группами с двойными

рёбрами (В, С, Р) и особенностями на границе (например, особенно

стями функции расстояния до многообразия с краем) (см. [3]).
Немедленно начался поиск других ГРУl!П (Н2 , НЗ, Н4 ; 12(Р)), по

рожденных отражениями. В течение осени 1982 г. совместные усилия

О.В.Ляшко, А.Б.ГивеНТaJlЯ, Q.П.Щербака и автора привели к истолко

ванию группы симметрий икосаэдра нз; она контролирует особенно

сти систем лучей и фронтов в вариационной задаче о скорейшем об

ходе плоского препятствия, ограниченного типичной кривой с точкой

перегиба ((4], [5]). Другими словами, эта группа управляет семейством

эвольвент плоской кривой, имеющей точку перегиба (подобно кубиче

ской параболе), рис. 5.

Рис. 5. Система эвольвент

в точке перегиба кривой

О.П.Щербак нашёл в 1984 г. наиболее сложный "гиперикосаадр" Н4 ,

связанный с особенностью в задаче об обходе препятствия в трёхмер

ном пространстве ([6], [7]).
Техника, на которую опирается изучение особенностей систем лу

чей, каустик, ВОЛНовых фронтов и других объектов, связанных с гео

метрической оптикой и вариационным исчислением, идёт из симплек

тической и контактной геометрии. Симплектический анализ работы

О.П.Щербака привёл А.Б.ГивеНТaJlЯ [8] к открытию задачи классифи

кации волновых фронтов, решения которой взаимно однозначно соот

ветствуют конечным группам Кокстера. порождённым евклидовыми

отражениями.

В то время как большинство результатов, обсуждаемых в этой кни

ге, были получены в течение последних двадцати лет, сам предмет явля

ется классическим и идёт от Архимеда, Гюйгенса, Барроу, ... ; доста-
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точно странно, что классики не заметили этих результатов. Напри

мер, локальная классификация проекций типичной гладкой поверхно

сти из точек обычного трёхмерного пространства была открыта толь

ко в 1981 г. (О.А.Платонова [9], О.П.Щербак). Существует конечный

список неэквнвалентных ростков таких проекций; он состоит иэ 14 про

екциЙ. Это в точности число различных форм окрестности точки на

типичной поверхности, видимых из различных точек пространства.

Одно из возможных объяснений такого позднего открытия этих

фундаментальных классификационных теорем состоит в том, что д~

каэательства трудны и опираются на неожиданные соотношения между

многими областями математики. Для того чтобы понять неожиданные

сокращения многих членов в утомительных и длинных вычислениях,

странные совпадения бифуркационных диаграмм в на первый взгляд не

связанных проблемах и мистическое появление правильных многогран

ников в задачах прикладной математики, необходимо заменить прямые

вычисления дифференцвальной геометрии простым и общим подходом

симплектической и контактной геометрии.

Общий принцип здесь таков: нужно поднять геометрические объек

ты иэ "конфигурационного'' пространства V в "фазовое" пространство

T*V, в котором особенности или исчезают, или упрощаются (в теории

дифференциальныхуравнений в частных проиэводных и в квантовой

теории такой подход называется "микролокальным"). Это поднятие

трансформирует простые факты дифференциальной геометрии в об

щие теоремы симшектической и контактной геометрии, чья область

применения гораздо шире (например, можно использоватьдифферен

циа.льно-геометрическуюинтуицию, рассматривая поверхности в ев

клидовом пространстве, для того чтобы получить результаты, касаю

щиеся общих вариационныхзадач с одностороннимиограничениями).

Я начну с короткого иэложения хорошо известных элементарных

фактов симпяектическойи контактной геометрии. Я надеюсь, что чи

татель сможет понять по крайней мере формулировки необходимых

ему результатов, даже если он не овладеет некоторыми обоснова

ниями.



1 Симплектическая геометрия

Симпяектическая геометрия - это геометрия фазового пространст

ва. Эта глава содержит некоторые стандартные определения и факты

элементарной симпяектической геометрии, вместе с некоторыми ме

нее иэвестными примерами (например, здесь описаны симплектические

структуры пространста многочленов и теория нормальных форм под

многообраэий симпяектического многообразия). .

1.1. Симплектическиемногообразия

Сu.мnлс"muчсс"а,яcтpy~тypa на многообразииесть замкнутая невы

рожденная 2-форма (называемаятакже СШСТ1Jlе~тuчссх;оuфор,м,оU).

- Пример 1 (nдощадь). Элемент площади dp А dq определяет на (q,p)
плоскости симплектическуюструктуру.

Пример 2 (проuзвсденuс). Прямое произведение двух симпдектиче

ских многообраэий наследует от сомножителей естественную симплек

тическую структуру.

Пример 3 (НОР.АСаАЬНа,я фор.uа). R2n имеет, например, симплектиче

скую структуру провэведения n плоскостей, Е dPi А dqi.

Теорема (Дарбу). Все СfМCnдех;тUЧСС1Сuе многообраэия даннои фU1Ссu

ровенной размерности oi&ОХ;аАЬНО сu.мnoi&скmu'Чссх;u дuффео,м,орфны.

Другими словами, любая замкнутая, невырожденная 2-форма может

быть представлена локальной нормааъной формой примера 3, в некото

рых локальных "координота» Дарб,!l' .

Замечание. Размерность симплектического многообразия чётна, так

как кососимметрическая форма на нечётномерном пространстве выро

ждена (любое вращение нечётномерного пространства имеет ось).

Два вектора, приложеиных в одной точке симплектического мно

гообразия, называются хосоортогональными, если значение симплек
с

тической формы на этих векторах равно нулю. Например, все р-оси

координат Дарбу косоортогональны.

Admin
Выделение

Admin
Выделение
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Пример 4 (фазовое пространство'[. Фазовое пространство (прост

ра.НСТВО кокасательного расслоения) М = Т·У любого гладкого мно

гообразия V снабжено естественной симпяектической структурой, в

обычных координатах фазового пространства записываемой как

f.J.) = L. dPi Л dqi.
Важно отметить, что и "интегральный инвариант Пуанкаре"

f.J.) = ао ; и "форма действия" а = L. р; dqi не зависят от выбора ло

кальных координат qi на У. Другими словами, всякий диффеоморфиэм

V переводит а в а и ьз в IJ).

Для доказательствадостаточнозаметить, что форма действия име

ет простое бескоординатноеописание. Именно,

где 1г : ТМ ~ М есть касательное расслоение фазового пространст

ва ир: T*V ~ V есть кокасательное расслоение конфигурационного

пространства (рис. 6).

Рис. 6. Определение формы действия

M=T*V

v

Рассмотрим гиперповерхность В симплектическом многообразии.

Определение. Характеристичесхим направлением в точке гиперпо

верхности называется косоортогональное дополнение к её касательно-
.<

му пространству (в этой точке) (рис. 7).

Косоортогональное дополнение к гиперплоскости лежит в этой ги

перплоскости, следовательно характеристическое направление касается

гиперповерхности. Таким образом гиперповерхность снабжена полем

характеристических направлений.

Интегральные кривые этого поля называются гарахтеристинами

гиперповерхности.

Пример 5 (харак;теристшсU). Характеристиками гиперповерхности

H(q,p) = О (где dH f:. О и (p,q) - координаты Дарбу) являются траек-
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Рис. 7. Характеристическое направление и характеристики

на т-иперповерхности в симплектическом пространстве

тории канонических уравнений Гамильтона

I
I

I
;,
~
3

. дН
р= ---,aq

. дН
q-

- др'

Они являются также экстремалями вариационного принципа

о I Q == О, Н == О, где Q = Р dq.

Замечание. В математике слово "характеристический" всегда эначит

"присущий" или "не зависящий от производа выбора". Таким образом

характеристическое уравнение оператора не зависит от выбора коор

динат, характеристическая подгруппа инвариантна относительно ав

томорфизмов (всей группы), характеристические классы когомояогий

внвариантны относительно диффеоморфиэмов.

Характеристическое направление в точке гиперповерхности сим

плектического пространства может быть определено как единственное

направление, Инвариантное относительно симплектоморфизмов (сим

пяектических диффеоморфизмов), сохраняющих эти гиперповерхность

и точку. Как мы скоро увидим, для доказательства. достаточно рас

смотреть некоторую специальную гиперповерхность - скажем гипер

плоскость, заданную в координатах Дврбу уравнением Рl = О - так

как все гиперповерхности в симплектическом многообразии локалъно

симпдектоморфны.

Рассмотрим пространство характеристик гиперповерхности в сим

плектическом многообразии. Глобально это пространство не опреде

лено, однако локально (в векоторой окрестности точки гиперповерх

ности) характеристики образуют многообразие. Размерность этого
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многообразия на два меньше размерности исходного симплектическо

го многообразия и, следовательно, четна.

Пример 6 (.многообразие эх;сmре.мlМеЙ). Многообразие характерис

тик гиперповерхности в симплектическом многообразии наследует

симплектическую структуру.

Действительно, симплектическая структура пространства характе

ристик определена следующим условием: значение исходной симпдек

тической формы на двух произволъных векторах, приложенных в од

ной точке и касающихся гиперповерхности, равно значению искомой

структуры на проекциях этих векторов в пространстве характеристик

(рис. 8).

Рис. 8. Симплектическая структура

пространства характеристик

Замечание. Доказательство того, что это условие определяет сим

плектическую структуру, является хорошим упражнением. Полезно

также отметить, что симплектическое многообразие характеристик

получается в два шага.

В обычной геометрии существует два способа. уменьшить размер

ность многообразия - взять сечение или проекцию. В симплектиче

ской геометрии размерности симплектических многообразии чётны и

уменьшение размерности всегда достигается в два шага, один из ко

торых - взятие сечения, другой - проектирование. Для того чтобы

получить многообразие характеристик мы начинаем с сечения кораз

мерности 1 (гиперповерхность) и затем проектируем его с одномерным

ядром на многообразие характеристик.

Пример 7 (пространство nРJШых). В фазовом пространстве R 2
11. , оп

ределённом над евкдидовым пространством Rn, рассмотрим гиперпо

верхность, определяющуюевкяидовуметрику, р2 = 1. Характеристики
этой гиперповерхности соответствуют движению свободной частицы.

Следовательно мы можем отождествить характеристики с ориентиро

ванными прямыми в Rn. Таким образом многообразие характеристик
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этой гиперповерхности определено глобально: это ~ногообразие всех

ориентированных прямых в Rn.
Это многообразие может быть отождествлено с тотальным прос

транствои (ко)касательного расслоения сферы sn-l. Действительно,

сопоставимкаждойориентированнойпрямой её единичный вектор ско

рости v Е sn-l. Точка пересечения этой прямой с гиперплоскостью

в н>, касающвйся sn-l В V, определяет требуемый элемент Т*sn-l
(рис. 9). ЭТО отождествление наделяет многообразие характеристик I
новой симплектической структурой (наследуемой из естественной сим- I
пяектической структуры T*sn-l как фазового пространства).

I•
I
~

Рис. 9. Многообразие ~
ориентированных

прямых В евклидсвом

пространстве

Эти две симплектические структуры многообразия характеристик

рассматриваемой гиперповерхности (редуцированная из T*Rn и есте

ственная симплектическаяструктура фазового пространства Т*Sn-l)
отличаются только знаком.

Замечание. Таким же образом "многообразие"экстремалей регуляр

ной одномерной вариационной задачи, соответствующейфиксирован

ному уровню энергии, имеет естественнуюсимплектическуюструкту

ру. (Этот факт обычно недооцениваетсяв традиционных иэяожевиях

вариационногоисчисления и теории оптимальногоуправления.)

Следующие примеры симплектическихструктур на пространствах

многочленовочень важны, поскольку они дают нам полезные нормаль

ные формы особенностейлагранжевыхи лежандровыхмвогообразии.

Пример 8 (бинарные фор~ы). Рассмотрим линейное пространство V
вещественных форм (однородных многочленов) степени d от двух пе

ременных х, у. Размерность этого пространства равна d + 1. Если d
вечётно, то V чётномерно. Группа G = SL(2, R) (линейных преобра

зовавий плоскости с единичным определителем) действует на V. Су-
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ществует невырожденная кососимметрическая G-инвариантна.я форма

на V. Эта форма единственна (с точностью до ненулевогосомножите

ля; более или менее это было известно ещё Гильберту).
Следовательно существует естественна.я симплектическая структу

ра на пространстве бинарных форм нечётной степени (определённа.я с

точностью до ненулевого сомножителя).

Точное описание этой симплектической структуры на пространстве

бинарных форм нечётной степени даётся следующим образом: бинар

ная форма Ф степени d может быть записана в виде

где es = XS
/ S!, (Ро, ... , qn) - координаты Дарбу и знаки членов, содер

жащих р, чередуются.

Пример 9 (,много'Ч.Лены четной степени). Гиперплоскость qo = 1 M~
жет быть отождествлена с пространством многочленов от х степени d
с фиксированным старшим коэффициентом. Функция qo есть функция

Гамильтона сдвигов вдоль оси значений многочлена. Следовательно

симплектическое многообразие характеристик этой гиперповерхности

может быть отождествлено с многообразием многочленов чётной сте

пени Ь = d - 1 = 2n с фиксированнымстаршим коэффициентом,

где (Рl, ... , qn) - координаты Дарбу.

Пример 10 (,многО'Ч./l.ены нечетной cmeneHU с ну,л,евьш с,л,едо,м).

Сдвиги вдоль оси х сохраняют симплектическую структуру приме

ра 9. Они образуют однопараметрическую группу симплектоморфиз

мов. Функция Гамильтона этой группы (как ветрудно видеть) эаписы

вается следующим образом

1 2
h = Рl + qlP2 + ...+ qn-lРn + "2 Qn·

(Эта формула была известна ещё Гильберту [10], см. [11], [12].)
Рассмотрим многообразие характеристик гиперповерхности h = О.

Отождествим это многообразие с многообразием многочленов нечёт

ной степени а = Ь - 1 с фиксированным старшим коэффициентом и ну

левым следом (то есть с нулевой суммой корней). В самом деле, сдвиг,

обнуляющий сумму корней, определён единственным образом, а значе

ние Рl определено эначениями других коэффициентов, так как h = О.
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Таким образом мы определили симплектическую структуру на про

странстве многочленов g(x) нечетной степени с фиксированным стар

шим коэффициентом и нулевой суммой корней:

g(x) = еа +Qlea- 2 + '" +Qтeт - Ртет- l +.. ,+ (_1)тP1,

где а = 2т + 1 и (Рl"" ,Qт) - координаты Дарбу.

Рис. 10. Раскрытый ласточкин хвост

над обыкновенным ласточкиным хвостом

Например, рассмотрим пространство многочленов пятой степени

1 5 Ql 3 Q2 2
-х +-х +-х - Р2Х + Рl'
120 б 2

Многочлены такого вида, имеющие вещественный корень кратности 3,
образуют (особую) поверхность в симплектическом 4-пространстве

(рис. 10). Эта поверхность (называемая расхрытым дасmочх;uны.м Х60

сто.м) является лагранжевым многообразием, то есть симплектическая

структура на этой поверхности равна нулю.

Раскрытый ласточкин хвост был первым обнаруженным ветриви

аяьным примером особого яагравжева многообразия и играет важную

роль в теории особенностей каустик и волновых фронтов; он связан

с икосаэдром, спрятанным в точке персгиба границы препятствия на

евклидовой плоскости.

1.2. Подмногообразиясимплектическихмногообразий

Подмногообразияевклидова или риманова многообразияразличаются

своей внутренней геометрией и своим положениемв объемлющемпро

странстве (например, поверхностьв евклидовомЗ-пространствеимеет,

помимо гауссовой, среднюю кривизну). в симплектическомслучае си

туация проще: внутренняягеометрия подмногообразияопределяет (по

меньшей мере локальво) внешнюю геометрию.

: ~
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Теорема (А.Б.Гивенталь (13], [14], [8]). Росток подмноеообраеия в

сu.мnдех;тuчес1СО.м; пространстве опредевён, с точностью до сшсnдех;

то.м;орфuз.м;а, ограничением симплектической стРУ1Стуры на его каса

тедьное расслоение.

Эта теорема обобщает теорему Дарбу (соответствующую частному

случаю, когда подмногообразие - точка). Теорема близка следующему

обобщению теоремы Дарбу:

Теорема (А.ВеЙнстеЙн [15]). Подмногообразие сu.мn.aех;тuчесх;ого

пространства опредеяено, с точностью до симплехтоморфиэма ие1СО

торой своей окрестности, ограничением сu.мn.лех;тu'Чес1СОЙ фор.мы на

х;асатедьные векторы х; объе.4Uюще.му пространстен в точхах этого

nод.мuогообразu.я.

Теорема Вейнстейна глобальна в том смысле, что она даёт заключе

ние о всём многообразии. Теорема Гивенталя локальна, однако в ней

требуется только "внутренняя" информация, в то время как для при

менения теоремы Вейнстейна необходимо знать некоторую "внешнюю"

информацию (значения симплектической формы на векторах, не каса-

ющихся исследуемого многообразия). .

Для наших целей теорема Гивенталя чрезвычайно полезна! в отли

чие от теоремы Вейнстейна,

Доказательство теоремы Гивенталя. Достаточно доказать, что

для двух проиэвольных симплектических структур, совпадающих на

ростке подмногообразия , одна может быть преобрааована в другую

диффеоморфизмом, сохраняющим росток. Мы докажем даже большее:

можно так выбрать этот диффеоморфизм, что он оставляет на месте

каждую точку подмногообразия.

Начнём с линеариэованной проблемы: ограничения симплектиче

ских структур на касательное пространство к подмногообразию в точ

ке придоженив ростка совпадают.

Лемма 1. Единственными сu.мn.ле1Стuчесх;u,мu uнварuанта.мu nод

пространствалинейного симплехтическогопространства (еuабже·н

ного невырожденной кососимметрическойбивинейной фор.мой) яеля

ются его размерность u ранг ограничения на него симплектической

фор.мы. '

Другими словами, для двух производьных подпространств одина

ковой размерности и ранга существует линейное симплектическое пре

образование объемлющего пространства, отправляющее первое под-
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пространство во второе. Это отображение может быть выбрано таким

образом, что оно будет совпадать с проиэвольным линейным отобра

жением первого подпространства На второе, при условии что это ото

бражение переводит ограничение симплектической формы на первое

подпространство в её ограничение на второе подпространство.

Элементарное доказательство этой леммы ИЗ линейной алгебры ос

тавляется читателю (доказательство аналогично доказательству соот

ветствующего утверждения обычной евклидовой геометрии).

Лемма 2. Д.л.я мобоео г.ла~ого однопараметричесхого семейстеа

сtшn.aек:тu.'Чес?С'Uхстру?СтурUJt, совпадаюипи:н-а ростке подмногообро

3'UЛ, существует семейство .ло?Сl1Jtьн-ых дu.ффео.м,орфuз.uов, остав-ляю

щих инввриантными mо'Ч?Сu. подмногообразия и переводмии» UJo в UJt

дtItЯ любого t.

Теорема следует из лемм 1 и 2. Действительно, по лемме 1 можно вы

брать диффеоморфизм, оставляющий инвариантными точки подмного

образия и переводящий вторую симплектическую структуру в первую

в рассматриваемой точке. Пусть две структуры, совпадающие в рас

сматриваемой точке, обозначаются через ""'о и UJl . Тогда семейство

{UJt = UJO + t(UJl - UJO)} Постоянно в рассматриваемой точке. Таким

образом, формы UJt, О < t < 1, невырождены в рассматриваемой точке

и, следовательно, определяют симплектические структуры внекоторой

ее окрестности.

Лемма 2, применённая к этому семейству, доставляет требуемую

ЭКВИВa.JIентность.

Доказательство леммы 2. Попытаемоя наЙТИ требуемое семейство

диффеоморфвзмовкак семейство зависящих от времени t преобразо

ваний, определенных зависящим от времени семейством векторных по

лей vt. Для vt мы получаем "20.uо.лО2'U'Чес?Сое уравнение", а именно:

Здесь LVe - провзводная Ли, Lv = div + ivd. Так как LrJt замкнута,

гомологическое уравнение сводится к

Форма {3 замкнута, следовательно лока.льно fЗ =d, (лемма Пуанкаре).

Теперь мы можем выбрать 1-форму "'( так, что она равна нулю во

всех точках подмногообразия. Эта "относительная лемма Пуанкаре"

I
I
I
I

I
I
i

i
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следует из локальной стягиваемости окрестности подмногообразия на

само подмногообразие.

Действительно, значения этой 1-формы '{ могут быть записаны яв

ным образом как интегралы вдоль орбит этого стягивания; а имен

но, 1о'{ = 1рб {З, где р8 есть след, заметённый цепью 8 при стягива

нии окрестноети к подмногообразию (рис. 11). Площадь, заметённа.я

1-цепью 8, начинающейся в точке подмногообразия, мажорируется ве

личиной С I д 12. Следовательно'{ равна нулю в точках подмногооб

разия-.

Рис. 11. Относительная лемма Пуанкаре

Таким образом, гомологическое уравнение принимает вид

где 1-форма '( равна нулю во всех точках подмногообразия. Так как

формы U)t не вырождены,линейные алгебраическиеуравнения

определяют единственныерешения vt. Эти векторные поля гладко за

висят от t и равны нулю на подмногообразии. Зависящее от време

ни дифференциальное уравнение х= vt(х) определяет требуемые диф

феоморфизмы (отправляющие начальное значение х в момент времени

t = О в значение соответствующего решения в момент времени t). Эти

диффеоморфиэмы определены локадьно, но, так как V равно нулю в

рассматриваемой точке, диффеоморфизмы определены для О < t < 1 в

веко-горой окрестности рассматриваемой точки.

Пример 1. Все С'U.A4nле1Стu'ЧеС1Сuеподмногообразия (данн.оU, фU1Ссuро

ванной размерности) С1l.Мrме1Стu'ЧеС1Согопространствалокально C'U.A4

плехтоморфнь: (посредством симплектоморфизма объемлющего

пространства) .
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Пример 2. Все мхгранжевы подмногообраэия данного С'U.A4nле1Сти'Че

ского пространства ло1сйJl.ьно симпяеетоморфны (и, следовательно,

симплектоморфнылюбому выделенному, скажем ]Гплоскости в моде

ли Дарбу].

Пример 3. Все подмногообразия. на которых ограничения С1Шn.aе1С

ти'Чес1СОЙ стРУ1Стуры объе.u.t&ющего пространства 'U.A4еют фи1Ссиро

ванный, постоянныйранг, локально симплехтоморфны. (Как локаль

ную модель мы можем выбрать, скажем, координатную плоскость

(pl"" ,Pr; ql,···, qr+s) модели Дарбу; ранг кососямметрической фор

мы всегда четен, 2r.).

Пример 4. Все гиперповереностн сu.мnле1СтичеС1Сого многообразия

локально симплехтоморфны.

Действительно, косоортогональноедополнение к гиперплоскости

одномерно и принадлежитэтой гиперплоскости. То есть коранг огра

ничения симплектическоиструктурына гиперповерхностьв любой точ

ке равен 1. Следовательно коранг постоянен, И "все гиперповерхности

одинаковы". Таким же образом, "одинаковы все кривые" .

Пример 5. Рассмотрим типичную 2-мерную ориентированную по

верхность в симплектическом многообразии (большей размерности).

Ограничениесвмпяектическойструктурына поверхностьесть 2-форма

fT, где т - (некоторый) элемент площади И f - гладкая функция.

Ростки поверхности в точках, не принадлежащих линии / = О, сим

плектичны (пример 1). В точках линии вырождения / = о ограничение

формы равно нулю.

В общем случае линия вырождения гладка. В невырожденных точ

ках вырождения (/ = о, df ::/= О) 2-форма приводима к виду Х dx л dy
при помощи подходящей замены локальных координат. Таким образом

из теоремы Гивенталя вытекает следующий результат.

Следствие 1. Типичная 2-nоверхностьв С'U.A4nле1Сти~ес1СОМ4-много

образин ЛО1СйJl.ЬНbl.м. симплектоморфизмомприводится 1с одной из двух

нормальных форм:

Р2 = q2 = О - типичные тОЧ1Сиj

Рl -- p~ = q2 = О - вырожденные тОЧ1Си.

Для того чтобы подучить ЛО1СйJl.ьные нормальные формы типичной

2-nоверхности в С'U.A4nле1Стичес1СОМ пространстве большей размерно

сти, достаточно добавить уравнения рз = qз = ... = о.
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Пример 6. Рассмотрим чётномерное подмногообразие симплектиче

ского пространства. Ограничение симплектической структуры на Это

подмногообразие в общем случае вырождается в точках векоторой ав

nерnоверхности вырождения, лежащей в подмногообразии. В типич

ной точке гиперповерхности вырождения ограничение приводимо к

нормальной форме

(доказательство представляет (лёгкое) упражнение).

Следствие 2. Типичное четномерное подмногообразие сu.м.nле?Стu

ческого 2n-.м.ногообразия в чехоторой окрестности типичной то'Ч?Сu

гиnерnоверхностивырождения приводимо ?с нормальной фор.м.е

Рl - p~ = q2 = РЗ = qз = ... = Pk = qk = о.

Замечание. Эти результаты справедливы как в гладком, так и в ана

литическом (или голоморфном) случае. Теория больших вырождений

намного сложнее: ряды, приводящие к нормальным формам, в общем

случае расходятся.

В следующих примерах слова "функции", "формы", "диффеомор

физмы" обозначают СОС объекты (даже если начальные данные, при

ведённые к нормальным формам, анадитичны}.

Пример 7. Рассмотрим четырёхмерное подмногообразие симплекти

ческого многообразия размерности 6 (или выше). Точки вырождения

(ограничения симплектической структуры на подмногообразие) обра

зуют гладкую гиперповерхность вырождения размерности 3 на четы

рёхмерном подмногообразии общего положения. Ранг этого вырожде

ния для подмногообразия общего положения равен двум в точках этой

3-поверхности (необходимо 6 > 3 параметров. чтобы получить точку

кораига 4; 2с2 - С параметров. чтобы получить точку кораига 2с).

Следовательно 3-поверхность вырождения снабжена гладким полем

2-плоскостей (ядер ограничений), касательных к исходному 4-много

образию. В типичной точке 3-поверхности вырождения ядро транс

версально этой поверхности. Линия пересечения есть ядро ограниче

ния симплектической структуры на 3-поверхность вырождения. Таким

образом эта 3-поверхность снабжена полем касательных направлений,

внутренне определённых симпдектической структурой; это поле назы

вается характеристическим.
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Однако, в некоторых точках 3-поверхности вырождения ядро ма

жет касаться этой 3-поверхности. Для типичного 4-многообразия это

возможно на неко-горой кривой на 3-поверхности. Точки этой кривой

являются особыми точками характеристического поля. Ограничение

симплектической формы на 3-поверхность вырождения в точках этой

кривой равно нулю.

Особенности замкнутых вырожденных 2-форм на 4-многообразиях

изучались Ж.Мартине [16] и: называются особенностями Мартине. Он

доказал что, как правило (для типичных форм в типичных точках осо

бых кривых) 2-форма приводима диффеоморфизмом к одной ИЗ двух

нормальных форм (называемых элмттичесхой и гиперболической ""'0
де.JI..Я.ACU, Мартине). Для того, чтобы описать эти модели, выберем эле

мент объёма (невырожденную 3-форму) на З-поверхности вырождения.

Ограничение нашей замкнутой 2-формы на эту поверхность есть па

ток бездивергентного векторного поля (зависящего от выбора элемен

та объёма; однако, его поле направлений, будучи характеристическим

полем направлений, инвариантно определено).

Это векторное поле обнуляется на линии особенностей Мартине.

Сейчас мы приведем это бездивергентное векторное поле в 3-прост

ранстве к нормальной форме.

Общая проблема приведения к нормальной форме бездивергентного

векторного поля в 3-пространстве в его изолированной особой точке

почти так же сложна, как проблемы небесной механики. Однако, в на

шем случае поле даже более вырождено: особые точки не изолированы,

а образуют кривую. Но оказывается, что проблема приведения безди

вергентного векторного поля в 3-пространстве на линии особенностей

(посредством диффеоморфизма пространства сопровождаемого умно

жением поля на подходящий множитель) намного проще, чем соответ

ствующая проблема для типичных бездивергентных векторных полей.

Рассмотрим линейную часть поля в выбранной точке. Одно из трёх

собственных значений и сумма всех собственных значений равны ну

лю. Следовательно, два оставшихся собственных значения либо веще

ственны и разных знаков) либо комплексно сопряжены. В типичной

точке линии особенностей эти два собственных значения не равны ну

лю. Следовательно, линейная часть приводима (подходящей заменой

координат и умножением векторного поля на подходящую функцию) к

одной из двух нормальных форм х8:с - у8у или х8у - у8х (в рассматри

ваемой точке и в близких точках оси z). В первом случае (веществен

ные собственные значения) особенность называется гиперболической,

во втором - эллиптической.
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Анализ слагаемых более высокого порядка следует стандартной схе

ме теории нормальных форм (см. [17]). В итоге получим:

xB:r; - уду + xyBz ,

хду - yB:r; + (х 2 + у2)Bz

(в гиперболическом , соответственно эллиптическом, случае}.

Иэ этих формул видно, что, например, в эялиптическом случае инте

гральные кривые нормализованного поля ядер 2-формы являются спи

ралевидными кривыми, закру-ченными вокруг линии особенностей.

Витки спирали, близкой к этой линии, - ПО'ЧТИ окружности, лежащие

о-чень близко друг к другу (шаг спирали вдоль линии особенностей про

порционаяен квадрату радиуса), рис. 12.

Рис. 12. Типичное вырождение

симплектическоя структуры

на четырёхмерном многообразии

Поле ядер на 3-поверхности определяет симплектический тип рост

ка исходного 4-многообразия. Действительно, вычисления показыва-.. ..
ют, что ни на одном из шагов в приведеннои выше конструкции не

теряется информация: поле ядер определяет замкнутую 2-форму на

3-поверхности с точностью до диффеоморфизма этой 3-поверхности,

ограни-чение замкнутой 2-формы на 3-поверхность вырождения опре

деляет росток замкнутой 2-формы на 4-пространстве с точностью до

диффеоморфизма 4-пространства, и, наконец, росток замкнутой 2-фор

мы на 4-подмногообразии симпдектического пространства, индуциро

ванной из свмпдектической структуры, определяет подмногообразие с

точностью до симплектического диффеоморфизма (по теореме Гивен

таля).

Окончательно, нормальные формы 4-подмногообразий симплекти

ческого пространства таковы:

q3
Р2 PlРз ± ql q2 + :'
РЗ - О,

Р4 q4 = ... = о

(В координатах Дарбу).
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Замечание 1. Подобныеформулыопределяютособенностикоразмер

ности 3 на любом типичном четномерном подмногообразии симплекти

ческого многообразия (нужно заменить 4 на k в нормальных формах,

чтобы получить подмногообразие размерности 2k - 4).

Нормальные формы вырождеаий симплектическях форм на типич

ных подмногообразиях размерности 6 (или выше) образуют более длин

ный список. Однако, приведённые выше особенности устойчивы (не ис

чезают после малой деформации подмногообразия; после возмущения

в близлежащей точке образуется эквивалентная особенность) и просты

(все близлежащие особенности образуют конечный набор классов экви

валентности) .

Наш список содержит все простые устойчивые ростки (чётномер

ных) подмногообразий симплектвческих многообраэий (нечётномер

ные подмногообразия просты только если они имеют постоянный

ранг). Например, эллиптическая и гиперболическая части линии осо

бенностей на 4-подмногообразии разделены параболическими точка

ми, которые не просты. Следовательно, типичное 4-подмногообразие

с параболической точкой симплектически не устойчиво (оно не сим

плектоморфно своему слабому воэмущению). Такие неустойчивые 4
подмногообразия образуют открытое Множество в пространстве 4-под

многообразий.

Замечание 2. Локальные классификации подмногообразийсимплек

тического пространства И вырождений замкнутых 2~форм полностью

эквивалентны, если размерность пространства не фиксирована. Дей

ствительно,любая замкнутая 2-форма на n-многообразиидокально яв

ляется дифференциаломl-формы о = Л dql + ...+ 171 dqn. Эта 2-форма

индуцирована из стандартной формы dp л dq на пространстве Дарбу

вложением q~ (q, р == l(q)). Следовательно,любая замкнутая 2-форма

на n-мерном многообразиилокально индуцированаиз симплектическо

го 2n-пространства. Две замкнутыеформы локально приводимы друг

к другу диффеоморфизмом п-многообраэия, если и только если со

ответствующие подмногообразия симплектического 2n-пространства

симплектоморфны (по теореме Гивенталя).

Замечание З. в приложениях часто бывает важным привести к нор

мальным формам некоторые особые подмногообразиясо специальны

ми особенностями в симплектическом пространстве. Например, про

блемы ДИфракции в оптике и проблемаоб обходе препятствия в теории

1

I
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оптимального управления ведут к симплектической классификации пар

трансверса.льных гиперповерхностей симпдектического пространства.

Соответствующая (СОО) нормальная форма была найдена Мельро

зом [18): в координатах Дарбу гиперповерхности таковы:

(сравни со следствием 1). в аналитическом или голоморфном случае

нормализующие ряды (впервые найденные Сато [19]) в общем случае

расходятся (Ошима [20]). Причиной является присутствие "функци

ональных модулей" в голоморфной классификации: множество голо

морфно неэквивалентных пар голоморфных гиперповерхностей внутри

данного класса СОО-зквивалентности пар параметризуется бесконечно

мерным пространством голоморфных функций! которые можно инва

риантно свяэать с дарами.

Мы вернемся к классификации этих пар в главе 7.

Упражнение 1. Полным ф.лаго.м, в векторном пространстве V назы

вается последовательность векторных подпространств Vo С V1 С ... с
с VN = V, dim vi = i. Расклассифицируйте флаги в свмплектическом

векторном пространстве V2n С точностью до линейногосимплектомор

физма.

Указание. Спроектируйте V2n-1 В его пространство характеристик

В2n-2 И продолжайтепо индукции.

Ответ. Число неэквивалентныхфлагов равно

(2n - 1)!! = 1·3·5· .... (2n - 1).

Каждый флаг эквивадевтен координатному флагу

где (еl", .,e2n) - перестановка базиса Дарбу (д/аР1, ... ,8/8qn). Для

перечисдения представителей поместите Рl в левую позицию, q1 в сво

бодную (любую) позицию, Р2 в левую свободную позицию, q2 в свобод

ную (любую) позицию, и т. д. Типичный флаг соответствует порядку

(Р1, ql, ... , Pn, qn). Коразмерность множества флагов, эквивалентных

некоторому представителю, равна числу транспозиций соответствую-
v

щеп перестановки.
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Пример. Три типа флагов в R 4 представимы последовательностями

Коразмерности, соответственно, равны О, 1, 2.

Замечание. Сумма ядер ограничений симплектической структуры на

пространства полного флага всегда является лагранжевым подирост

ранством (М.Вернь, [21]).

Упражнение 2. (Полный) флаг подмногообраэий многообразия М

есть последовательностьподмногообразииМО С Ml С ... с MN = М!

dim М, = i. Флаг подмногообразий симплектического пространства

называется ф.л.аго.А.С постоянного ранга, если ранг ограничения сим

плектической структуры на любое М; постоянен вдоль Mi.

Расклассифицируйте ростки флагов подмногообразий постоянного

ранга в симплектическом многообразии с точностью до симплектомор

фиэма.

Указание. Спроектируйте M2n-l В его пространствохарактеристик

B2n-2 И используйте известную (по индукции) структуру последнего

для того, чтобы привести к нормальнойформе ситуациювнутри М2n-l

(включая ограничениесимплектическойструктуры). Затем используй

те теорему Гивентадя для того, чтобы привести к нормальной форме

М2n-l В М.

Ответ. Росток флага постоянногоранга эквивалентенфлагу вектор

ных пространств в симплектическомвекторном пространстве. Следо

вательно число неэквввалентныхростков в симплектическом2n-много

образии равно (2n - 1) Н.

1.3. Лагранжевымногообразия,расслоения,

отображенияи особенности

Определение1. Лагранжевы..и подмногообраэием симплектического

многообразия называется подмногообразиеваибояьшей размерности,

ограничениесимплектическойструктуры на которое равно нулю.

(Его размерность равна половине размерности симплектического

многообразия.)
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Пример 1. Плоскость р = о в R 211., сна.бжённом координатами Дарбу,

является лагранжевым подмногообразием . Все лагранжевы подмного

образия данной размерности локально симплектоморфны (по теореме

Гивенталя), и, следовательно, каждое из них докально определено урав

нением Р = о в некоторых координатах Д.арбу.

Пример 2. Формулар = ds, где s - векоторая гладкая функция на V,
определяет лагранжевосечение T"'V. Например, нулевое сечение кока

сательного расслоения является лагранжевым подмногообразием. Не

которая окрестность лагранжева подмногообразия симплектоморфна

окрестности нулевого сечения его кокасательногорасслоения (это сле

дует из теоремы Вейнстейна, см. §1.2).

Пример 3. Слои кокасательногорасслоения являются лагранжевыми

подпространствами.

Пример 4. Пусть Г - подмногообразие евклидова пространства Rn
(Г может быть гиперповерхностью, то-чкой, кривой,... ). Множество

ориентированных нормалей к Г является лагранжевым подмногообра

зием симплектического пространства ориентированных прямых в Н",

Пример 5. Множество многочленов степени 2т с единичным стар

шим коэффициентом и делящихся на х
т

является лагранжевым под

пространством.

Замечание. Эмпирическоеправило Вейнстейнагласит: в симплекти

ческой геометрии пюбой важный объект является лагранжевым под

многообразием(например, уравнения Гамильтонаи симплектоморфиэ

мы могут быть описаны как лагранжевымногообразия).

Определение2. Логранжевым расслоением симплектического мно

гообразия называется расслоение с лагранжевымислоями.

Пример 1. R 211. ~ R11., (ч,р) t--+ q.

Пример 2. Кокасательноерасслоениенад гладким многообразиемяв

ляется дагранжевымрасслоением (лагранжевымрасслоениемфазового

пространстванад~~рационным).

Пример 3. Поставим в соответствие каждой ориентированной пря

мой в евклидовом пространствееё единичный вектор. Таким образом
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МЫ получим отображение симплектического многообразия ориентиро

ванных прямых в евкяидовом пространстве на единичную сферу.

Это отображение является дагранжевым расслоением (в сущности

оно совпадает с проекцией кокасательного расслоения сферы, един

ственное отличие - знак симплектической структуры).

Теорема. Все лагранжевы расслоения (фшссu.РОбанноU раз.керuосmи)

ЛО1СaJtЬно экеиеслентны (то есть б nодход,ящих 1Соордu.натах Дарбу

любое из них определено фор.кула.ми примера 1 б чекоторой окрестно

сти дюбоu тО'Ч1Си пространства расслоены).

Доказательство. Пусть 1г : Е2n -t В" - лагранжево расслоение и

! : В" --t R - функция, Поднимем ! до функции F == !1Г : Е2n -t R и

рассмотрим гамильтонов поток в', определённый гамильтоновым век

торным полем VF (определяемым так: (.wI(VF, €) = dF(~) для любого

вектора € Е ТЕ , где (.WI является симплектической структурой много

образ ия Е) .

Лемма, Векторное поле VF вертикально (1Сасаетс.я слое'б), и пото

1CU, построенные по разным Фун..сцUJl"М, ! и 9 па базе, 1СQ.м.мутu.руюm.

Доказательство. dF(€) = о для всех вертикальных €. Следователь

но, VF косоортогонален касательному пространству к слою. Но зто

линеиное пространство лагранжево, следовательно совпадает со своим

косортогональным дополнением. Таким образом VF принадлежит зто

му вертикальному лагранжеву пространству.

Коммутативность очевидна, так как скобки Пуассона (Р, а) ==
=(.wI(VF, Va) = о для F = !1Г, G = g1Г.

Для того, чтобы вывести теорему из леммы, выберем локальные

координаты Л, ... ,!n на базе и яокальное лагранжево сечение s : В -+
--t Е, проходящее через данную точку Е. Пусть Fi = !i1Г : Е --t R и

уI - соответствующий поток .: Точка с координатами Дарбу (р, q) есть
«: .. .g;-Pns(b), где Ь - точка базы с координатами fi(b) = Qi.

Замечание. Слои любого лагранжева расслоения имеют естественную

аффинную структуру: сдвиги определены потоками, порождёнными

функциями Гамильтона, ПОДНЯТЫМИ с базы.

IIример 4. Пусть интегрируемая по Лиувиллю система с интеграла

ми 11,.' ., 1n имеет компактное, регулярное интегральное n-подмного

образие 11 = С1 ) •• " In = Сп, (Ii,1j) == О. в некоторой окрестности
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этого многообразияотображение1 является дагранжввым расслоени

ем. Следовательно инвариантные торы интегрируемых систем образу

ют лагранжевы"расслоения.

Аффинная структура на слоях является главным ингредиентом в
u

конструкции переманных деиствие-угол для интегрируемых систем.

Определение 3 (.лаграUжевы отображения). Рассмотрим вложенное

лагранжево подмногообразие L в пространстве лагранжева расслое

ния Е --+t В. Проекция L в В называется лагранжевым отобра

жением. Таким образом, лагранжево отображение- тройка L ~
ч Е --+t В, где левая стрелка является лагранжевой иммерсией, а

правая - лагранжевым расслоением (рис. 13).

Рис. 13. Лагранжево
отображение

и его каустика

Е

~l

Логранжевой эквиеалентностью двух отображений называется

симплектоморфиэм тотального пространства, переводящий слои перво

го лагранжева расслоения в слои второго и первую лагранжеву иммер

сию во вторую. Таким образом, лагранжена эквивалентность является

коммутативной (3 х 2) диаграммой; где строки - данные дагранже

вы отображения, вертикальные стрелки - диффеоморфизмы, средняя

стрелка - симплеКТОМ9РФИЗМ.

Множество критических значений лагранжена отображения назы

вается его 'Х:аусти'Х:оЙ. Каустики эквивалентных отображений диффео

морфны.

Пример 1 (градиентnое отображение'[. q ~ р = 8Sj8q. Лагранжево

подмногообразиеL является графиком этого отображения;" здесь ла

гранжево расслоение - кокасательное расслоение (q, р) ~ q.
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Пример 2 (нор..иa.n,ьное отображение). Сопоставим каждому вектору

нормали к подмногообразию его конечную точку. Получившесся ото

бражение - лагранжево (лагранжево подмногообразие L в T*Rn обра

зовано l-формами (n,.) в конечных точках нормальных векто

ров n).
Каустика этого отображения является огибающей семейства норма

лей к исходному подмногообразию. (Для гиперповерхности каустика

также называется Фоt;;a.n,ьн,ы.и ..иножество..и гиперповерхности.)

Пример 3 (отображен:uе Гаусса). Это отображение трансверсально

ориентированной гиперповерхности евклидова пространства в единич

ную сферу, отправляющее точку гиперповерхности в единичную нор

маль к гиперповерхности в этой точке.

Отображение Гаусса дагранжево. Лагранжево подмногообразие

симплектического многообразия ориентированных прямых в евклидо

вом пространстве образовано нормалями к гиперповерхности.

Эти три примера мотивировали (в 1966 г.) создание теории ла

гранжевых особенностей по анадогии с общей теорией особенностей

Уитни-Тома-Мезера.

Определение 4 (лагранжевы особенности). Лвгранжееа особен

ность есть росток лагранжева отображения, рассматриваемый с точ

ностью до лагранжевой эквивалентности.

Важным физическим явлением, в котором встречаются лагранжевы

особенности, являются световые каустики.

Пусть Р(х, q) обозначает оптическое расстояние от точки х (коге

рентного) источника света на гладком многообразии до точки q мно

гообразия наблюдения. Фазы волн на многообразии наблюдения опре

делены (согласно принципу стационарной фазы Френеля) лагранжевым

многообразием (рис. 14)

BF BF
L = {(р, q) I 3х : дх = О, р = aq}'

Семейство F функций переменной х, зависящих от параметров q,
называется nро-uзводящu..и семейством этого лагранжева подмногооб

разия (и его лагранжева отображения (q, р) н- q на многообразие на

блюдения).

Каустики таких лагранжевых отображений - это места, где яр

кость света больше обычной.
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Рис. 14. Лагранжева кривая,

порождённая семейством х3 - Ч/Х

Пример (см. [2]). Лагранжевы особенности типичных дагранжевых

отображений многообразий размерности n < 5, с точностью до лагран

жввой эквивалентности, содержатся в следующем CnUC1Ce лаеранжевые

особенностей, определённых производящими семействами J.L < n + 1):

A~: F = ±xf.L+1 + ql Xf.L-1 + " .+ qf.L-1Х;

F 2 ± f.L-l f.L-2
Df.L : = xIX2 Х2 + Qlx 2 + ... + qf.L-2Х2 + q~-lxl;

Е6 : F = x~ ± x~ + qlXlX~ + q2XIX2 + qзх~ + Q4Xl + q5X2;

Е7 : F = X~ + XIX~ + qlX~X2 + q2X! + qЗХIХ2 + q4X~ + Q5Xl + q6x2;

Ев: F = ху + x~ + qlxlx~ + Q2xlx~ + qзх~ + Q4xl x2 + q5x~ + Q6xl + q7x2.

Все особенности А, D, Е, определенные этими производящими се

мействами (для произвольного J.L), устойчивы и просты (не имеют мо

дулей) .. Простейшие особенности А2 (складка) и Аз (сборка) явным

образом задаются проекцией (q,p) I-t Q лагранжевых многообразий

А2 = Ql==F3 x 2,Pl=X;

Аз: Q2 = :Т4хЗ - 2xQl,Pl = х2 , Р2 = х.

Обе складки (т в А2) лагранжево эквивалентны, в отличие от ла

гранжевых сборок (=f в Аз).

Таким образом, типичные лагранжевы 2-поверхности в фазовом 4
пространстве определяют, при проекции на конфигурационную

2-плоскость, те же особенности Уитни, что и типичные (не дагранже

вы) 2-поверхности (с точностью до диффеоморфизма). Это не очевид

но априори, так как лагранжены отображения достаточно специальны.

И действительно, в больших размерностях есть отличия между типич

ными лагранжевымв и общими отображениями: некоторые типичные
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общие особенности не встречаются в списке типичных лагранжевых

особенностей, в то время как некоторые типичные лагранжевы осо

бенности не являются типичными для (не лагранжевых) общих особен-..
ностеи.

Пример 1. Типичная одномерная каустика имеет (помимо самопере

сечений) только полукубическиеточки возврата (особенностиАз). Ти

пичная двумерная каустика имеет (помимо самопересечений) только

ласточкины хвосты (А4) , пирамяды (D4") и кошельки (Dt), рис. 15
(Эти D особенности Р.Томом в [22] были названы "омбилическими

особенностями", так как они связаны с омбилическими точками на

2-поверхностях в евклидовом З-пространстве; они являются особенно

стями фока.лъных множеств поверхностей.)

Рис. 15. Типичные
особенности каустик

в трехмерном пространстве

Пример 2. Гауссово отображение типичной поверхности в евклидо

вом З-пространстве имеет только С7С.Ладх:u (А2 ) (в типичных точках

параболическойлинии) и сборюи (Аз) (в изолированныхточках пара

болической линии, в которых асимптотическое направление касается

этой линии). Более подробно это изложено в [23]-[26].

Типичные лагранжевы особенности отображений пространств раз

мерности n > 5 имеют модули (непрерывные инварианты лагранжевой

эквиваяентности}, для больших размерностей появляются даже функ

циональные модули. Несмотря на эти трудности, найдена классифика

ция, с точностью до дагранжевой эквивалентноств, типичных лагран

жевых особенностей для n < 10 (см. [27]-[29]). Соответствующие нор

ма.льные формы содержат произвольные параметры (модули) и функ

ции [функционадьные модули).

Эта классификация тоньше, чем топологическая классификация (с

точностью до гомеоморфизма). Известно, что число топологически

различных типов лагранжевых особенностей типичных лагранжевых

отображений конечно для любой размерности n ([30], [31]). Однако,
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для n < 10 проблема топологической классификации трудна, несмо

тря на то что гладкая классификация известна. Основная сложность

заклю~ается в том, чтобы найти значения модуля, для которых со

ответствующая особенность топологически неэквивадентна особенно

стя'м, соответствующим типичным близким значениям модуля. Такие

исклю~ительные эначения модулей существуют, но ИХ вычисление (да

же в простейших случаях) чрезвычайно сложно.

Вернёмся к общей теории лагранжевых особенностей. Любая ла

гранжева особенность может быть определена производящим семей

ством F функций переменной х, зависящим от параметров q. (Такое

семейство определяет гладкое дагранжево многообразие, если уравне

ние аF / ах = о удовлетворяет условиям теоремы о нвявной функции;

это УСЛОВJlе трансверсальности включается в определение производя

щего семейства.)

Два семейства функций называются R+-З1С6'U6а.аентны..uu, если ка

ждое из них может быть преобразовано в другое гладкой эаменой пе

ременных (гладко зависящей от параметров), гладкой заменой параме

тров И прибавдением гладкой функции параметров; другими словами:

F(x, q) "-J F(X(x, q),Q(q)) + Ф(q).

Два семейства функций (возможно с разным числом аргументов)

называются стабиаьно R+-Э1С6'Uва.аентны..u'U, если они становятся.

н:-эквивалентнымв после прибавдения к ним невырожденных квадра

тичных форм ОТ новых переменных.

Пример. Функция х3 одной переменной х стабильно эквивалентна

функции х3 _у2 двух переменных (х, у), но не является стабильно экви

валентной функции х3 , рассматриваемой как функция тех же двух ар

гументов.

Теорема. Все производящие семейства лагранжево эхвиеалентныг

особенностей .лО1Са.аьно стабильно R+-Э1С6Н6а.аентны. Стабиаьно R+
эхвивалентные производящие семейства определяют лагранжево Э1С

вивалентные отображения.

Доказательствоимеется, например, в [2], [28].
Таким образом, классификация лагранжевых особенностей (с точ

ностью до лагранжевой эквивалентности) сведена к классификации

ростков семейств функций (с точностью до стабильной R+-эквивалент

ности).
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Например, лвгранжева устойчивость означает версапьность соот

ветствующего семейства (см. [28]).
Хорошо известная иерархия 1Сритичес1СUХ точе1С гладких функций

(см. [2]) влечёт за собой иерархию дагранжевых особенностей, и т. д.



2 Примеиеиия теории

лагранжевых особенностей

Мы опишем пять приложений классификации лагранжевых особенно

стей: к методу стационарной фазы (то есть к теории интегралов бы

стро осциллирующих функций), к вычислению асимптотик числа (це

лочисленных) точек решёток в типичных больших гладких областях, к

космологической теории крупномасштабной структуры Вселенной и к

изучению перестроек оптических каустик И ударных волн.

2.1. Осциллирующиеинтегралы

Каустикалагранжеваотображенияможетбыть описанакак множество

точек q, в которых следующий иитеграл (от быстро осциллирующей

функции) убывает (при уменьшении дяины волны h) медленнее, чем в

типичных точках q:

I(h, ч) = JeiF(:r;,q)/ha(x, ч) dx.

Вещественноэначнаяфункция F переменных х и параметров q назы

вается фазой, функция а называется a.J&тмuтудоЙ интеграла. Зависи

мость интеграла от амплитуды линейна. В большинстве случаев ам

плитуда предполагается бесконечно гладкой и равной нулю вне неко

торого компакта. Обсуждая асимптотики интегралов, мы имеем в виду

поведение соответствующего линейного функционала от функции ам

плитуды. Таким образом, под асимптотиной интеграла мы поиимаем

его поведение для "самой плохой" амплитуды (т. е. ДЛЯ гладкой ампли

туды, дающей наиболее медленное убывание интеграла при h -t 00), и,

следовательно, для любой типичной амплитуды.

Простейшим примером осциллирующего интеграла является инте

грав Френеля Jcos(x2j h) dx. Наибольшийвклад в этот интегралвносит

малая окрестностькритическойточки фазы F = х2 (рис. 16). Диаметр
центрального горба функции cos(x2jh) имеет порядок Vh. Следова

тельно, сам интеграл убывает подобно h1/2 (следующиеположительные

И отрицательныегорбы компенсируютдруг друга).
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Например, лагранжева устойчивость означает версальность соот

ввтствующего семейства (СМ. [28]).
Хорошо известная игроргия "Рuтuчес-х;uх точек гладких функций

(СМ. [2]) вдечет за собой иерархию лагранжевых особенностей, и т. д.

о',;



2 Примевевия теории

дагранжевых особенностей

Мы опишем ПЯТЬ првяожений классификации лагранжевых особенно

стей: к методу стационарной фазы (то есть к теории интегралов бы

стро осциллирующих функций), к вычислению асимптотик числа (це

ло~исленных) точек решёток в типичных больших гладких областях, к

космологи~еской теории крупномасштабной структуры Вселенной и к

изу~ению перестроек оптических каустик и ударных волн.

2.1. Осциллирующиеинтегралы

Каустикалагранжеваотображенияможетбыть описанакак множество

точек q, в которых следующий иитегра.л (от быстро осциллирующей

функции) убывает (при уменьшении длины волны h) медленнее, чем в

типичных точках q:

I(h, q) = JeiF(:r:,q)/h,a(x, q) dx.

Вещественноэначнаяфункция F переменных х и параметров q назы

вается фазой, функция а называется а.м.1МитудоЙ интеграла. Зависи

мость интеграла от амплитуды линейна. В большинстве случаев ам

плитуда предполагается бесконечно гладкой и равной нулю вне неко

торого комиакта. Обсуждая асимптотики интегралов, мы имеем в виду

поведение соответствующего линейного функционада от функции ам

плитуды. Таким образом, под асимптотикой интеграла мы понимаем

его поведение для "самой плохой" амплитуды (т. е. для гладкой ампли

туды, дающей наиболее медленное убывание интеграла при h -t 00), и,

следовательно, для любой типичной амплитуды.

Простейшим примором осциллирующего интеграла является uнте

гра.л. Френеля f сов(х2 / h) dx. Наибольшийвклад в этот интегралвносит

малая окрестностькритическояточки фазы F = х2 (рис. 16). Диаметр
центрального горба функции cos(x2 / h) имеет пор-ядок Vh, Следова

тельно, сам интеграл убывает подобно h1/2 (следующиеположительные

и отрицательныегорбы компенсируютдруг друга).
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Рис. 16. Осциллирующий интеграл Френеля

с морсовекой фазой

Для n неэависимых переменных Xi и для невырожденных морсовсхиз:

1CpuтU'llec1CUX точек фазовой функции (т. е. когда det 82F j 8x i 8 x j 1= о

в критических точках) интеграл убывает подобно hn
/
2• (Для дока

зательства нужно локально привести F к сумме квадратов, а затем

использовать интеграл Френеля.)

Коэффициент при hn j 2 в асимптотике пропорционален

Idet(82F j8Xi8xj) 1-1/2 (этот мно~итель получается из якобиана замены

переменных, приводящей фазу к сумме квадратов). Колен де Вердье

. в [32] доказал следующую верхнюю оценку для интегралов в терминах

суммы асимптотик в комплексных морсовских критических точках ГО

ломорфной фазы:

эта оценка верна в некаустических точках q и равномерна вне некото

рой окрестности каустики. Этот результат был доказан для типичных

фазовых функций) зависящих от не более чем шести параметров (и

для фазовых функций) имеющих только простые и параболические ла

гранжены особенности). Я, однако, не знаю контрпримера для общего

случая (для типичных семейств с большим числом параметров] .
В принадлежащей каустике точке q соответствующая фазовая функ

цИЯ Р(., q) имеет, как функция переменной х, вырожденную (неморсов

скую) критическую точку. Для такого q интеграл убывает медленнее,

и показатель {3(q) старшего члена асимптотического разложения

I(h, q) '" Ch{3(q) In1'(Q)(h) + ... , h --+ О,

меньше своего обычного значения nj2.
Показатели fЗ(q) и l'(q) ВО многих случаях могут быть найдены с

помощью многогранника Ньютона фазовой функции (рис. 17). Рассмо

трим ряд Тейлора фазовой функции в критической точке. Перенося

критическую точку в нуль, получим ряд F I"V L атхт (значение па

раметра q фиксировано]. Показатель т принадлежит положительному

!
я

f
!
.'
\
j
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октанту целочисленной решётки ZN. Носителем (ряда Р) называет

ся множество таких т, что соответствующий коэффициент ат f:. О.

Присоединим к каждой точке носителя замкнутый неотрицательный

октант R+.. Граница выпуклой оболочки полученной таким образом

"лестницы" (т. е. объединения октантов т + R+.) называется .много

гранник:о.м Ньютона (разложения в ряд) функции Р.

Рис. 17. Многогранник Ньютона

и его индекс j3 = 1/t

Замечательныйфакт, открытый Ньютоном, состоит в том, что, по

крайней мере для типичныхзначений коэффициентов,большинството

ш~логических или дискретных инвариантов критической точки не за

висит от значений коэффициентовряда и не зависит от членов, находя

щихся вне многогранникаНьютона {явдяющегосямногомерным обоб

щением порядка нуля функции одной переменной).
Этот общий принцип ведёт ко многим интересным формулам, давая

значения топологических и других дискретных инвариантов особенно

стей (числа Ходжа, спектры,... ) в термина.х геометрии цеяочисленных

выпуклых многогранников - многогранников Ньютона. Много инте

ресных формул такого типа содержится в [33]-[35]. Интересно отме

тить, что эта связь топологии особенностей с геометрией выпуклых тел

полезна в обоих направлениях, так как она даёт возможность исполь

зовать связи между инвариантами особенностей (известными из топо

логии, алгебраической геометрии и т. д.) для получения чрезвычай

но нетривиадьных теорем комбинаторики выпуклых многогранников.

(Доказательство Хованским и Прохоровым отсутствия групп отраже

ний с фундаментальной областью конечного объема в пространствах

Лобачевского размерности, превышающей 995, - один из примеров

испольэования этой связи.)

Вернёмся к асимптотикам осциллирующих интегралов. Справедли

ва следующая формула для покаэателя f3 старшего члена (предложенная

автором в качестве гипотезы и доказанная А.Н.Варченко).

Рассмотрим точку (t, ... ,t) пересечения многогранникаНьютона с

диагонадьюположительногооктанта. Индексом13 многогрвнниха Нью

тона называется величина 1ft.
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Пример 1. Индекс j3 многогранника Ньютона функции Морса

х! + ... + x~ равен nj2,
Инде1СС 'у многогронниха Ньютона есть, по определению; размер

ность множества опорных гиперплоскостеи к этому многограннику в

точке (t" , "t).
Многогранникназывается да.л.ё1Сu.м, (от нуля), если t > 1,

Теорема (А.Н,Варченко [33]). 1) Дяя тun'U'LlНОЙ фазы с Оанны.,И .uно

гогранником Ньютона nО1Сазатед'U f3 'U 'у главного 'Ч.Ilена acu.м,nтoти1Cи

равны uнде1ССа..и j3 'U 'у многогронник« Ньютона nри УC.II.овии, 'LlmO .uно

гогранник да.л.ё'1С (от НУJLЯ).

2) Если многогранних не да.л.е'1С, то

{З (т'Un'U'LlНа.я Фун1СЦUJ&) > {З (.uногогранни1С) ,

3) ДJLЯ снамзтической фазы, завuсящей от двух nере.uенных,

13(тunu'Чна.я фун1СЦUJ&) = .в (..иногО2раннu1С)

в подходящей систе.uе ана.л.uтU'Llес1CUХ координат,

В этой теореме "нвтипичные' функции - ЭТО функции, для КО

торых коэффициенты Тейлора членов, принадлежащих многограннику

Ньютона, удовлетворяют некоторому нетривиальному алгебраическо

му уравнению. Если многогранник далёк (от нуля), то

jЗ(Р) < {З(многогранник)

для дюбой функции с этим многогранником.

Другими словами, есди многогранник далё« от НУJLЯ, то ОСЦUJ&.l&U

рующuu интеграв ни1Согда не убывает быстрее, 'Че.м это nредписано

его .uногдгранни1СО.u Ньютона, u его старшая 1ЦIcть почти всегда в

mO'LlHOCmU та1Са.я, 1Са1С это предписано многогранником.

Если многогранник не далёк, то типичный интеграл убывает не

медленнее, чем это предписано мвогогравником Ньютона, В этом слу

чае теорема оставляет возможность более быстрого убывания, Это

значит, что в этом случае интеграл ведёт себя как в ситуации менее

вырожденной особенности. Объяснение состоит в том, что вырожден

ная особенность, предписанная многогранником, может иметь чисто

комплексную природу, не проявдяющуюся в вещественной области. Те

орема Варченко говорит о том, что такое "чисто комплексное явление"..
невозможно, если многограиник далек,

'.. "
!
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Варченко нашёл пример фазовой функции, для которой имеет M~

сто ЭТО "чисто комплексное явление". Соответствующий многогранник

ньютона в Б-пространстве не является да.лёким:

,8(многогранник) = 29/18, ,8(Р) = 7/4 > 29/18

для открытого множества фазовых функций, имеющих такой много

гранник Ньютона. А именно, этот феномен встречается для много

гранника Ньютонафункции

u2 + х9 + у9 + z9 + (и _ (х2 + х4 + у2 + z2))v.

Для функций n < 3 переменных такой пример невозможен , и условие

на многогранник Ньютона в первом утверждении теоремы, касающе

еся ,8, может быть опущено (индекс ,(Р) может быть равен

,(многогранник) - 1

для некоторых фазовых функций трёх пвременных; эти числа равны

также для функции F = ху от двух переменных).

Вернёмся к осциллирующим интегралам с фазой Р(х, q), зависящей
от параметра q. Для некаустических значений q интеграл убывает по

добно hn / 2 при h -+ О, где n - это размерность {х}. В типичных нео

собых точках каустики интеграл убывает медленнее, подобно hn
/

2- 1/ 6 .

Для значений q, принадлежащих особой части каустики, интеграл

при h -+ О убывает ещё медленнее. Чем вырожденнее особенность, тем

медленнее убывание. В простейших случаях интеграл ма.жорируется

(равномерно по q в некоторой окрестности данного qo) главным членом

своей асимптотики в qo или, по крайней мере, оценкой Сh/З(q)-~ для

любого € > О.

ДЛЯ n = dim{х} = 1 (и гладких амплитуд а, равных нулю вне H~

которого компакта) такая равномерная оценка (с € = О) была дока

зана И.М.Виноградовым [37]. Для n = 2 этот результат был доказан

В.Н.Карпушкиным [38], [39].
Для n = 3 Варченко построил контрпример; в этом примере (3 не

является полунепрерывным, и, следовательно, равномерная оценка не

имеет места. А именно, для

в точке q = О индекс "скачет":

5
,8(q == О) == -,

8

7 5
,8(q < О) = - < -.

12 8
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Эта ситуация (отсутствие полунепрерывности) неизбежна в семейст

вах, зависящих от 1 > 73 параметров. Если число параметров мало, то

оценка выполняется в случае общего положения (например, В.Н.Кар

пушкин доказал это для 1 < 7). Точное значение 1, для которого равно

мерная оценка впервые не выполняется, не известно.

Ф.Фам в [40] выдвинул гипотезу о том, что равномерная 'оценка име

ет место для семейств с произвольным числом параметров. если только

изменить определение f3 так, чтобы принимать во внимание комплекс

ные цепи (рассматривая интегралы, для которых применим метод пе

ревалв, а не осциллирующие интегралы). Иерархия экспоненциальных

интегралов с многими сливающимися седлевыми точками была изуче

на В.А.Васильевым [41]. Гипотеза Фама следует из коротко описанной

ниже более общей теории, развитой А.Н .Варченко.

Асимптотические разложения интегралов (с произвольными ампли

тудами а и цепями интегрирования) исповьэовались А.Н.Варченко

([42]-[44]) для определения с..иешанных стРУ1Стур Ходжа особенностей.

Другое определение смешанных структур Ходжа до этого ввёл Й.Стин

бринк [45] (дискретные инварианты - числа Ходжа - в обоих слу

чаях совпадают, но определяемые ими фильтрации когомологий слоев

Милнора различны). Из теории смешанных структур Ходжа особен

ностей вытекает много важных результатов. Среди этих результатов

- доказательство Стинбринком и Варченко старых гипотез о полу

непрерывности спектра особенности [46], [47], о постоянстве f3 вдоль

страта JL = const [48] и о совпадении модальности и так называемой'

внутренней модальности квааиоднородных функций [49].
Смешанная структура Ходжа особенности неявно содержит обшир

ную геометрическую информацию; эта информация, однако, хорошо

спрятана.

Рассмотрим индекс Пуанкаре градиентного векторного поля веще

ственнозначной гладкой функции от 2тп переменных в критической

точке. Этот индекс мажорируется средним числом Ходжа смешанной

структуры Ходжа, ассоциированной с единичным собственным значе

нием оператора монодромии [34],

lindI < h'{",m.

Смешанная структура Ходжа предоставляет естественный способ оп

ределения аргументов собственных значений оператора монодро

мии, e21rip/q. Например, для особенностейФама-Брискорна

f(x) =xi1 +...+х:n
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спектром является множество рациональных чисел
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р ч . ь;-=-+ ...+-, O<kj<aj, 1<j<n
q аl аn

(всего их р = (аl - 1) ... (аn - 1)).
Условие полунепрерывности спектра аналогично принципу Фише

ра-Реле.я-Куранта, в соответствии с которым длины осей эллипсоида

разделены длинами осей любого гиперплоского центрального сечения

этого эллипсоида. Рассмотрим особенность 8', примыкающуюк неко

торой данной (более вырожденной) особенности 8. Обозначимспектры

через аl < а2 < '" < йр. для S и ~ < a~ < ... < a~, для 8' (р' < J.L)
(оба спектра симметричны относительно n/2). Свойство полунепре

рывности состоит В выполнении неравенств

Если р' = J.L - 1, ТО это эквивалентно свойству разделимости

Замечание 1. Спектр (возможно по-другому отмасштабированный]

можно рассматриватькак множествособственныхчастот осциллятора,

ассоциированногос особенностью (или кваэиклассическойасимптота

ки части спектра квантовой системы; эта часть отделена от бесконеч

ной части спектральной дырой, как в уравнении Фоккера-Планкана

замкнутом многообразии).

Таким образом, мы можем рассматривать полунепрерывностькак

проявлениевекоторойспрятаннойосциллирующейсистемы, образован

ной исчезающими циклами особенности.

Замечание 2. Экспериментаяьныйматериал показывает,что примы

кающие особенности критических точек функций порождены примы

каниями кораэмерности 1: для любой пары примыкающих особенно

стей 8' f- 8 существует цепь

8' = 80 f- 81 +-- ... f- Б; = 8,

где p(8i) - Jl(8i-l) = 1. Неизвестно, однако, справедливо ли это экспе

риментальное правило в общем случае.

Замечание 3. Многие целые числа, ассоциированныес особенностью,

должны ~ажорироваться инвариантами смешанных структур Ходжа
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и/или численными характеристиками многогранников Ньютона. На

пример, морсификации некоторой данной особенности имеют числа

Морса М, (числа невырожденных критических точек произвольного

фиксированного отрицательного индекса инерции i второго диффе

ренциала) и числа Бетти bi (вещественных гиперповерхностей уровня).

Максимумы таких величин как М;, МО-Мl +.. .±Mi;bi, Ьо-Ь! +.. .±Ь;
по всем морсификациям данной особенности являются важными топо

логическими характеристиками особенности; нахождение их точных

граней является старой задачей теории особенностей [50].
Тем не менее, даже в простейших частных случаях, помимо прямых

обобщений хорошо известных результатов, в вещественной алгебраи

ческой геометрии [51]-[53], известно очень немногое. Рассмотрим, на

пример, вещественный многочлен степени d от двух переменных. Лег

ко видеть, что количество точек максимума и минимума, МО + М2 , не

яревосходит d2/2 +O(d), но не иэвестно как великаможет быть их раз

ность МО - М2 • ДЛЯ произведения d линейных функций асимптотика

была найдена Ю.Чекановым в [54), при этом ИСПОЛЪЗ0Валась арифме

тика эллиптических кривых по модулю р; ответ таков: мо/М2 < 2 и

для .некоторых конфигураций прямых, МО/М2 > 2 - O(1/d) (см. так

же [55]-[57]).
Одной из классических проблем этого типа (связанной с комплекс

ными особенностями) является задача определения максимального чи

сла v морсовских критических точек гиперповерхности степени d от n

переменных. Для n = 2, v = d(d-l)/2 (это число достигаетсядля d пря

мых). Для n = 3 максимальное число конических морсовских особых

точек известно только для d < 7:

2 3
1 4

4
16

5
31

6 7
65 90 < v < 108

Пример Чмутова в [44], основанный на многочленах Чебышева

f = L:Td(Xi), доставляет при n = 3 оценку v > 3d3/8 + O(d2) для

числа морсовских точек. Из неравенства Мняока [58] вытекает, что в

этом случае v < 4d3/9 +ои-; Точные коэффициенты верхней грани,

насколько я знаю, до сих пор неизвестны (см. [59], где обсуждаются

также родственные неравенствв для числа сосуществующих неморсов

ских особенностей}.
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Пусть G - компактная область в Rn, ограниченная гладкой гиперпо

верхностью,имеющаяобъем У. Через лG будем обозначатьгомотетич

ную область, через N(л) - число точек решётки, содержащихся в ЛG.

РассмОТРИМ остаток в асимптотической формуле N(л) "-' лnУ, Л --t 00:

R(л) = лnУ - N(Л).

Современная теория лагранжевых особенностей и осциллирующих ин

тегралов приводит к интересным соотношениям между дифференци

альной геометрией и теорией чисел.

10. Ясно, что IR(л) I < слn- 1 , так как остаток мажорируется чи

слом точек решётки в d-окрестности границы области лG , где d есть

диаметр единичного куба, и площадь границы пропорционадьна лn- 1

(рис. 18).

Рис. 18. Точки решетки

в растягиваемой области

20. Остаток не может быть меньше числа точек решётки на грани

це. В самом деле, произвольно малое изменение л ведёт к изменению

N(л) на число точек границы. Следовательно, для некоторого шара с

центром в нуле, IR(л)1 > Слn- 2 для некоторых (сколь угодно больших)

значений л.

Действительно, рассмотрим слой между сферами радиусов r и r + а.

Число точек решётки в этом шаровом слое пропорциона.льно r n - 1 • Чи

сло сфер, содержащих эти точки, (т. е. число целых чисел, находящих

ся между r 2 и (r + а)2) пропорционадьно r. Следовательно, согласно

"принципу ящиков" Дирихле, существует сфера, содержащая не менее

crn - 2 точек решетки. Следовательно IR(л)1 > сзе:? для некоторых

(произвольно больших) значений л.

30. Колен де Вердье в [32], используя теорию лагранжевых особен

ностей, нашел верхнюю грань

jR (л) I < слn-2+ 2/(n+ 1)
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для областей G, ограниченных типичными гиперповерхностями в Rn;
при n < 7.

Неизвестно, справедлива ли эта оценка в больших размерностях.

При n = 2 показатель в этой оценке - наилучший; при больших n
покаэатель может быть меньше, но это не доказано даже в случае по

ложительнои кривизны.

40. Остаток R может рассматриваться как сумма многих (....... лn- 1 )

слагаемых, с нулевым средним значением (каждое слагаемое соответ

ствует кубической клетке, пересекаемой граничной гиперповерхно

стью}. Если бы эти слагаемые были бы независимыми случайными

веявчинами , тогда (по законам теории вероятностей) сумма была бы

пропорциональной л(n-l)/2 « лn-,2 при n > З).

Теория лагранжевых особенностей даёт некоторое обоснование

.этим эвристическим рассуждениям.

Теорема (А.Н.Варченко [60]). Среднее 1ООадратuчное значенuе ос

тат1Са ]R(л) 1, усредне'нное по множествц решёток, полученных сдеи

га.ми u вращенu..я..иu из стандартной решётеи, мажоририется в елuчu

ной Сл(n-l)/2 д.л.я любой области в Rn, ограниченной г.д.аdк:оЙ гиперпо

вереностью.

Выпуклый аналитическийслучай был изучен Рэндолом [61].

Идея докаэатвдьства похожа на идею доказательства увитарности

"канонического оператора" Маслова: фазовая функция f(x) - (q, х),

рассматриваемая как функция двух аргументов х и q, имеет только

морсовские критические точки.

50. Связь между задачей подсчета точек решетки и теорией осцил

лирующих интегралов основана на теории квадратурных формул.

Для того чтобы оценить ошибку в квадратурной формуле для фун

кции на торе, естественно сначала применить эту формулу к гармо

никам (впоследствии представляя функцию как линейную комбинацию

гармоник). Для гармоник ошибка может быть явно вычислена: она

равна О, за исключением некоторых специальных гармоник с большими

волновыми векторами (пропорциона.льными л). Следовательно, ошибка

зависит, главным образом, от коэффициентов Фурье с этими больши

ми волновыми векторами характеристической функции множества G
(функций, равных 1 внутри G и О вне G в кубе решётки).

Эти коэффициенты являются также значениями осциллирующих ин-



§2.2. точки решёток 41

тегралов вдоль границы области (фазами этих интегралов являются

ограничения на границу линейных функций - фаз гармоник).

Таким образом ошибка может быть измерена в терминах осцидли

рующих интегралов, критические точки фазы которых отражают пе

регибы и уплощения границы. Следовательно особенности систем лу

чей, ортогональных границе, управляют асвмптотвкаии числа точек

решётки в расширяюшихся областях.

Остаток R(л) может быть записан в виде

R(л) = Jf dx _ "f(z/л)
лn ~ ЛN '

z Е ZN, (1)

представляющем ошибку в квадратурной формуле с шагом 1/л, при

менённой к характеристической функции f области а. Для простоты

предположим, что G лежит в единичном кубе и периодически распро

страним характеристическую функцию на всё Rn. Предположимтак

же, что л - целое (эти ограничения легко могут быть сняты).

Для периодической функции, интеграл в формуле (1) берётся по

одному кубу (периоду), а сумма - по лn слагаемым, соответствующим

точкам этого куба (другими словами, мы интегрируем по тору Rn /zn
и суммируем по подгруппе корней порядка л из единицы на этом торе).

Обозначим гармоники (характеры тора) через ek = e211'i (k,x ) , где k
- точка двойственной решётки zn*.

При f = ek ошибка квадратурной формулы равна

( l: J) { 1 если k Е лZn* \ О,
лn - еь = О в противном случае

Для f с рядом Фурье I: fkek находим

k Е лz
n
* \ О.

Волновые векторы гармоник суммы кратны л и, следовательно, велики

при большом л (!kl > л). Кроме того, коэффициенты Фурье fk равны

интегралам по периоду:

fk =Jf(x)e- 21fi (x ,k) dx.

Экспонентав зтом интегралебыстро осциллируетпри больших k. Если

f является характеристической функцией области С, то этот интеграл

может быть преобразован к интегралу по границе, с фазой -21Гi(:г., k).
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Вырождения критических точек ограничения этой линейной функции

на границу ответственны за порядок величины коэффициентов fk, и,

следовательно, за порядок величины остатка R(Л).

Конечно, ряд Фурье характеристической функции сходится медлен

но. Следовательно, вывод оценки для R из оценок для коэффициентов

Фурье требует неК9ТОРОГО сглаживания характеристической функции

(так называемый метод Ван дер Корпута). О деталях этой техники

можно узнать в [32J, [60], [61J.

6.~. Упомянем ещё одну оценку, связанную с точками решёток и

найденную как побочный продукт классификации лагранжевых осо

бенностей с помощью диаграмм Ньютона.

Теорема (Г.Эндрюс [62J, С.Севастьянов, С.Конягин [63J). Число вер

шин вЫnУ'Х:Аого многогранниха в Rn, объём которого равен V, а вер

шины - целО'lluсленны, не nревышает cv(n-1){(n+l).

Такая же оценка верна для числа граней любой (фиксированной)

размерности такого многогранника.

Примеры. покаэывающие,ЧТО порядок этой оценки не может быть

понижен, описаны в [64], где эта оценка была доказана для n = 2. Число

вершин ограничивающей площадь 8 плоской диаграммы Ньютона неко

торой особенности не может превышать C81/ 3(ln 8)2/3. Логарифм чи

сла диаграмм Ньютона, ограничивающих площадь 8, ограничен сверху

и снизу числами, пропорционадьными 8 1/3(ln 8)2/3 (для числа классов

замкнутых выпуклых многогранников, ограничивающих площадь 8,
эти грани пропорциональны81/3). Все эти результаты были получены

Конягиным.

Замечание 1. Приведённыевыше оценки энтропии множествавыпук

лых гиперповерхностейс целочисленнымивершинами могут быть ин-
<,

терпретированы как оценки влияния выпуклости и целочисленного

квантования: энтропия множества целочисленных выпуклых поверх

ностей имеет тот же порядок, что и Е-ЭНТрОПИЯ множества функций

порядка гладкости 1+ 1/n. Так как выпуклость, более или менее, экви

валентна l-гладкости, цена целочисленной квантиэации - l/n-ая от

одной провзводной.

Замечание 2. Взаимодействиегладкой и целочисленнойструктур яв

ляется решающим в оценках числа точек решёток. Оно также суше

ственно и в других задачах анализа.
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Рассмотрим расположение гладкого подмногообразия евклидова

пространства по отношению к гиперпяоскостям, определённым уравне

ниями с целыми коэффициентами. Задача получения оценок расстояния

от типичной точки типичного подмногообразия до гиперплоскостей,

задаваемых уравнениями с ограниченными целыми коэффициентами,

изучается в теории диофантовых приближений на подмногообраэиях

[65], [66]. Эта (нерешённая) задача важна для многих приложений, на.

пример при изучении резонансов в нелинейных колебаниях (см. [17],
глава 4). Ответ зависит от ограничений на кривизну. Уплощение гра

ницы способствует резонансному захвату фазы.

Например, усредненная на большом участке времени скорость дрей

фа переменных действия в гамильтоновых системах, близких к ин

тегрируемым, ограничена экспоненциальной оценкой Нехорошева; эта

оценка включает в себя числа Нехорошева и зависит от характери

стик типа кривизны поверхностей уровня функции Гамильтона. Для

аналитических функций условия Нехорошева на кривизну могут быть

сформулированы следующим образом: критические точки ограниче

ний невозмущенной функции Гамильтона на аффинные подпростран

ства (произвольной размерности) пространства переменных действия

должны быть изолированными в комплексной области (Ю.С.Ильяшен

ко, [67]).

Точные значения чисел Нехорошева в настоящее время вычислены

только для типичных систем с двумя и тремя степенями свободы [68].

2.3. Перестройкикаустик

в типичных однопараметрическихсемействахлагранжевыхотображе

ний встречаются нетипичные особенности (при некоторых значениях

параметра). При прохождении параметра через такое значение каусти

ка меняет свою форму. В этом параграфе обсуждаются перестройки

каустик в типичных семействах в пространствах малой размерности.

Пример. Инерциа..льное движение континуума взаимодействующих

частиц может быть описано в терминах однопараметрического семей

ства отображений х t-+ х + tv(x) (рис. 19). Если поле скоростей v по

тенциа..льно, то эти отображения лагранжевы. Каустики таких отобра-
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Рис. 19. График скорости в среде, состоящей ИЗ невзаимо,цействующих

частиц

1..
~,.
f

.1
I

I

жений являются местами наибольшего скопления частиц (рис. 20). Со

гласно Я.Б.Зельдовичу [69], подобная модель (где приявмается во вни

мание гравитация и расширение Вселенной) описывает образование не

однородностей плотности (крупномасштабной структуры Вселенной)

на ранней стадии расширения горячей и почти однородной Вселенной.

Рис. 20. Плотность среды

после образования каустики

[Лагрвнжева природа этого отображения сохраняется при движе

нии частиц в потенциальном поле сил (так как фазовый поток любой

гамильтоновой системы переводит дагранжевы подмногообразия в ла

гранжевы). Поле может зависеть от времени или быть порождённым

самими движущимися частицами (например, лагранжевостъ сохраня

ется при движении частиц под действием их собственного гравитаци

онного поля).

Однако, после первой перестройки (т. е. после образования каусти

ки) лагранжево подмногообра.зие приобретает некоторые особенности

("слабые разрывы"), так как плотность (и, следовательно, гамильтони

ан) становится особой на каустике.

Похоже, что эти особенности лагравжевых отображений слишком

слабы, чтобы разрушить топологию каустик и их перестроек. Тем не

менее, даже в одномерном случае, это предположение строго не дока-

зано (см. [70], [71]).]
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Перестройки каустик могут быть описаны как метаморфозы сеч~

ний "большой каустики" в пространстве-времени иэохронами

(см. [1], [72J). Нормальные формы больших каустик и функций вре

мени для трёхмерного пространства приведены в следующей таблице:

...
функция временитип производящее семеиство

Аз х4 + qlx2+ Q2 X qз или ±Ql ± q§ ± q~

А4 х 5 + qlХЗ + q2 x 2+ qзх q4 или ±Ql ± q1

А5 х6 + ql х4 + q2 ХЗ + qз х2 + q4 X ±ql

D± 2 ± з 2 q4 или ±ql +aq2 + qз ± q44 чХ2 Х2 + ql Х2 + q2X2 + qЗХl

Ds xt x2 + x~ + qlx~ + q2x~ + qЗХ2 + q4xl ±Ql + q4 + aq2

Здесь (ql' ... ,Q4) - координаты на пространств~времени, а - ве

щественный параметр.

Напомним определение (большой) каустики в терминах производя

щего семейства Р(х, q): это - множество значений параметра q, для
которых соответствующая функция Р(., q) имеет неморсовские крити

ческие точки, то есть

{ql3x : РХ == О, det Рхх = О}.

Эта каустика является множеством критических значений проекции

на q-пространство вдоль р-пространства соответствующего лагранже

ва многообразия

{(р, q) 13х : РХ = О, р = Fq } .

Перестройки, соответствующие семействам из таблицы, изображе

ны на рис. 21. (Впервые эти рисунки появились в [73]; более подробно

см. [72], [74].) Параметр а является модулем, следовательно существует

непрерывное семейство дифференцируемо неэквивадентвых перестро

ек (в то время как существует только б неэквивалентных ростков осо

бенностей типичных больших каустик в четырёхмерном пространстве

времени).

Число топологически неэквиваяентных перестроек конечно. Для по

лучения полного списка топологических классов типичных перестроек

в физическом 3-пространстве достаточно положить t = ql + q2 в случае
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Рис. 21. ТИпичные перестройки каустик в трёхмерном пространстве
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D"i, t = ql ± q2 или t == ql +qз в случае Dt и t == ±ql В случае D5. Следо

вательно, число различных типов равно 11 (пренебрега.я ориентацией

оси времени).

Пример. Рассмотрим образование первой каустики (типа Аз, t ==
= -ql +q~+ q~). Для того, чтобы понять, что происходит в 3-простран

стве, удобно сначала рассмотреть плоский случай (положив в формулах

q4 == О).

Большая каустика в трёхмерном пространстве-времени (рис. 22) 
это поверхность с ребром возврата (в (ql, q2, qз)-пространстве уравне

ние этой поверхности

имеет вид 8qr + 27q~ == О).

Рис. 22. Перестройка появления

каустики в пространстве-времени

Рис. 23. Новорожденная каустика

в 3-пространстве -
БЛюдце или блин Зельдовича

Изохроны t == const не пересекают большую каустику, если t < О.

При t == О появляется единственная точка каустики, немедленно начина

ющая расти (бесконечно быстро, с самого первого момента). В момент

времени t == € эта каустика имеет серповидную форму, размера поряд

Ka.j€. Эта каустика имеет две точки возврата и (для перестройки

общего положения) две точки первгиба. Р .Том назвал эту перестройку

"губами".

В четырёхмерном пространстве-времени перестройка появления ка

устики аналогична предыдущей: новая каустика имеет вид блюдца с

диаметром порядка. y€, глубиной порядка е и толщиной порядка y€€.
Край этого блюдца - почти эллиптическое ребро возврата (рис. 23).
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Я.Б.Зельдович в [69] называл эти блюдца "блинами". ОН отожде

ствлял перестройки появления блинов (в потенциальных потоках пы

левидной материи) с образованием галактик (или скоплений галактик)

из малых неоднородностей начального поля скоростей материи.

Теория особенностей и перестроек каустик предсказывает образо

вание ячеечной структуры на более поздних этапах. А именно, на по

верхностях каустик, образующих стенки ячеек, образуются скопления

частиц. Плотность повышается на определенных линиях "(линиях осо

бенностей каустик), наибольшая же плотность достигается в некото

рых изолированных точках. По-видимому этот общий характер рас

пределения материи совместим с наблюдаемым распределением скопле

ний галактик ([75], [76], [74]).
С.Ф.Шандарин сравнил данные наблюдений с теорией ячеечной

структуры, используя метод перкояяционного параметра. Рассмотрим

объединение шаров радиуса r с центрами в данных точках. Мы хотим

найти минимальное r такое, что диаметры связных компонент этого

объединения сравнимы с диаметром всей системы. Критическое т,

оцененное для наблюдаемого распределения галактик, намного мень

ше значения r для случайного распределения Пуассона, имеющего ту

же усреднённую плотность, и также намного меньше значения r для

иерархического распределения вокруг случайным образом выбранных

центров и имеющего ту же корреляционную функцию, что и наблюда

емое распределение.

Это показывает, что наблюдаемое распределение имеет выражен

ную концентрацию галактик вдоль некоторых поверхностей, или, по

крайней мере, вдоль некоторых линий. Таким образом, ячеечнз:я (или,

возможно, паутинообразная) структура наблюдаемого распределения

галактик - не искусственное предположение, но объективный фено

мен.

В принципе возможно различить ячеечное и ...паутинообраэное рас

пределения, используя другой перколяционный параметр. максималь

ное значение т, для которого объединение шаров радиуса r делит всё

пространство на пустые области, малые по сравнению со всей системой.

Существующие списки особенностей каустик в пространствах боль

ших размерностей [28] позволяют изучать события большей коразмер

ности в системах ка.устик в физическом 2- или З-простравстве. При

малом возмущении системы такие события распадаются на последова

тельности стандартных перестроек, описанных выше. Однако, если си

стема зависит от параметров, то вырождения более высоких порядков
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станоВЯТСЯ неустранимыми: после малого возмущения системы, зави

сящей от параметров. при некоторых значениях параметров (близких

исходному значению) в некоторой точке пространства (близкой исход

ной точке) встретится это же вырождение более высокого порядка.

2.4. Перестройкиоптических каустик

Проверка общей теории особенностей и перестроек каустик с помо

щью лазерной оптики (Дж.НаЙ и Дж.Хэннай [77]) привела к открытию

некотоРЫХ новых и интересных топологических свойств оптических

лагранжевых особенностей (Ю.В.Чеканов [78]).

Определение. Лагранжево подмногообразие пространства лагранже

ва расслоения называется Qnтu'Чес~, если оно лежит в гиперповерх

ности, которая трансверсально пересекается с каждым слоем по ква

дратично выпуклой в слое гиперповерхности.

Напомним, что слой лагранжева расслоения имеет естественную аф

финную структуру. Следовательно, квадратичная выпуклость (поло

жительная определённость второй квадратичной формы) гиперповерх

ности в слое дагранжева расслоения вполне определена.

Пример. Уравнение эйконала р2 = 1 определяет ПОСЛОЙНО квадратич

но выпуклую гиперповерхность в пространстве кокасательного рас

слоения риманова многообразия. Следовательно, решения уравнения

Гамильтона-Якоби (\7uJ2 = 1 определяют оптические лагранжевы под

многообразия.

Оптические дагранжевы подмногообразия образуют довольно уз

кий подкласс в классе всех дагранжевых подмногообраэий. Тем не ме

нее, все устойчивые особенности лагранжевых отображений допускают

оптическую реализацию. Более того, ти~ичные оптические лагранже

вы особенности совпадают с типичными (произвольными) лагранжевы

ми особенностями (см. [79], [199], [200] и результаты И.А.Богаевского,

1989).
Всё же случается, что оптические яагранжевы особенности имеют

некоторые специальные глобальные свойства, не присущие производь

ным лагранжевым особенностям.

Пример. Эймерова хврахтеристика гяадкого х;о..мnах;тного множес

тва зеритичесхи» точек лагронжевой nроех;циu типичного оптичесхо

го лагранжевв подмногообразия равна пулю [78].



Следствие 1. Комnоненты каусти" лагранжевых особенностей в

виде блюд'Ца (бд'l.ша) в оnт'l..t'чес1СО..и Сду'Чае невоэможны.

Действительно,соответствующее.множествокритическихточек яв

ляется 2-сферой, а эйяерова характеристика2-сферы равна 2.

Следствие 2. Для оnтичеС1Сих 1Саусти1С невозможна перестройка

nоявденuя блюдца.

Доказательство Чеканова основано на следующем интересном ре

зультате:

Лемма. ХарохтеристихнnОСдойно eblnY1C.lJ,oU гиnерnоверхности, со

держащей оптическое лагранжево подмногообразие. не касаются 1Сри

тu'ЧеС1Сого множества лагранжевой nрое"циu. В тОЧ1Сах гладкости

вритичесеого множеств а определено 1Сасательное поле направлений;

оно совпадает с nоде.м ядер лагранжева отображены в тОЧ1Сах типа

AJ.L' JL > 3.

Полный список оптичесзеиз: перестрое" каустик в 3-пространстве

содержит семь оптических метаморфоз (приведённый выше список

(произвольных) лагравжевых метаморфоз содержит одиннадцать то

пологически различных метаморфоз, если пренебречь ориентацией оси

времени).

Оптически невозможными являются четыре перестройки типа Аз и

Dt (см. рис. 21).
Для описания топологических ограничений на типичные оптические

каустики и их перестройки в 3-пространстве рассмотрим поверхность

критических точек лагранжевой проекции оптического яагранжева з

многообразия. Эта поверхность имеет простые (квадратичные) кони

ческие особенности в точках, где лагранжево отображение имеет осо

бенности типа D4 ; в остальных местах (в точках типа AJ.L) она является

гладкой.

В общей теории лагранжевых особенностей мы различаем точки D4

двух типов: D: и п;, в соответствии со знаком члена x~ в нормальной

форме.

В оптической теории мы должны различать три случая. Рассмо

трим касательный конус к поверхности критических точек В точке ти

па D4 . Это - невырожденный квадратичный конус в 3-пространстве

(в касательном пространстве к лагранжеву подмногообразию). Ядро

проекции на базу лагранжева расслоения в точках типа п4 является

2-IIЛОСКОСТЬЮ. Эта плоскость может пересекать конус либо вдоль двух

вещественных прямых (случай Dj"), либо в вершине конуса (линии пе-
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ресечения комплексно сопряжены, случай Di). В первом случае одна

вещественная кривая точек типа Аз подходит к вершине конуса. Во

втором случае имеются три такие кривые.

Части касательнойк этой Аз-кривой и характеристическогонапра

вления объемлющей послойно выпуклой гиперповерхностив точке ти

па п! ,лежащие в одной и той же области, ограниченной полой конуса,

могут быть разделены или не разделены нашей 2-плоскостью (ядром ла

гранжевой проекции). Соответственно, МЫ различаем следующие два

случая: (Dt, капля) и (Dt, треугольник) (рис. 24).

Рис. 24. Конус А2 критических точек) ядро Ker лагранжевой
проекции, и характеристика объемлющей гиперповерхности,

дли трех вариантов особенности типа D4

Рис. 25. Поле ядер проекции на конусе критических точек

Название отражает поведение поля ядер лагранжевой проекции на

поверхности критических точек. Вид одной ИЗ половин этой кониче-
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ской поверхности, видимой со стороны вершины этого конуса, приведён

на рис. 25. Представлена только видимая часть поля ядер. Вращение

проекции Поля ядер в трёх случвях такое же, как и вращение каса

тельных прямых, либо "треугольной" гипоцикюиды с тремя точка

ми возврата (случаи (Di) и (Dt, треугольник)), либо каплеобразной

кривой (рис. 26). Эти три типа оптических особенностей п4 соответ

ствуют трём типам омбилических точек на поверхностях в евклидсвом

3-пространстве.

Рис. 26. Треугольник и капля

Эйлерова характеристика Х компактной критической поверхности

векоторой оптической лагранжевой проекции (имеющей только особен

ности A JJ и п4) дается формулой Чеканова.

х + 2(#(Di) + #(Dt, треугольник))= о.

Более того, левая часть формулы (значение которой может быть не

нулевым) сохраняется при оптических перестройках критических по

верхностей с границей, при условии, что граница не перестраивается,

и что все критические точки - только типов A/.L или п4 •

Из невозможности появления "летающей тарелки" при перестройке

оптической каустики в 3-пространстве следует невозможность появле

ния "губ" при перестройке плоской оптической каустики. Чеканов до

казал также, что компонента типа "губы" гдобадьно невозможна для

односвязной лагранжевой поверхности.
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2.5. Особенностиударных волн и перестройкимножеств

Максвелла

Модель невзаимодействующихчастиц, ведущая к их скоплению на кау

стиках лагранжевыхотображений, пренебрегает эффектами от ссуда

рений или рассеивания блиэлежвщих частиц. Например, в одномерном

случае эта модель позволяет "частицам" проходить друг сквозь друга.

Модели, принимающиево внимание (неупругие) соударения, ведут к

другим сценариям - к образованию ударных волн в местах столкнове

ний. Одна иэ простейших моделей такого рода описывается уравнение,"

Бюргерса с исчезающей вязкостью:

дu ди
дt + идх = е 6. и, € -+ О,

для потенциа.льного векторного поля и = \lS .
Хорошо известное описание ударных волн для этого уравнения свя

зывает эти волны с особенностями функций максимума семейств глад

ких функций.

Зависимость максимального эначения функции семейства от пара

метра является непрерывной, но может быть не гладкой для некоторых

значений параметра; а именно для тех значений, при которых этот мак

симум достигается в более чем в одной точке.

Рассмотрим, например, линию горизонта некоторого ландшафта.

Эта линия теряет гладкость в точке пересечения видимых контуров

двух холмов (рис. 27).

Рис. 27. Негдвдкая функция максимума

гладкого семейства функций

Значения параметров. при которых функция максимума. не является

гладкой функцией параметров. образуют, для семейства общего поло

жения, гиперповерхность в пространстве параметров. Будем называть

эту гиперповерхность (малым) ,"ножество," Мавсвелла данного семей

ства (в связи с правилом Максвелла теории Ван дер Ваальса, согласно

которому фазовый переход совершается при таком значении параме

тра, при котором два максимума векоторой гладкой функции равны

между собой). Это ма.лое множество Максвелла является частью боль

шого множества Максвелла 2А1 , состоящего из точек пространства па

раметров , при которых у соответствующей функции есть два равных
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(1) 0

Рис. 28. Каустика и страты Максвелла семейства з:5 - хЗ + ьх2 + сх

критических значения. Оба множества Максвелла находятся в том же

пространстве, что и каустика, определяемая этим семейством функций

(каустика - это множество А2 тех точек пространства параметров.

для которых функция имеет неморсовскую критическую точку).

Пример. Каустика и (локальное) множество Максвеша семейства х5 +

+ахЗ + Ьх 2 + еж - диффеоморфные поверхности в пространстве пара

метров (а, Ь, с), если принимать во внимание комплексные критические

точки. На рис. 28 приведены сечения этих поверхностей плоскостью

а = -1. Малое множествоМаксвеялаизображенодвойной линией, в то

время как комплексноемножествоМаксвелла- пунктиром.

в этом случае и каустика, и аналитическое продолжение множества

Максвелла. циффеоморфны ласточкину хвосту.
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Замечание. (Большое) множество Максвелла делит пирамиду, обра

зованную многочленами (из предыдущего примвра) t имеющими только

вещественные критические точки, на пять частей (пересечения кото

рыХ с плоскостью а = -1 изображенына рис. 28).

Последовательность (k~ = 1, 1, 1, 2, 5, 16, 61, 272, ... для

J.L = О, 1, 2, ...), состоящая из числа таких пирамид для общих A~

семейств функций (1 = x JJ+1 + qlx~-1 + .. ,+ QJJ-1X), порождает функ

цию

00 t~L k(/L) -, = tan t + sec t.
JJ=O /L.

Число компонент дополнения к объединению каустики и (большого)

множества Максвелла равно k~ + k~-2 + k JJ - 4 + ... [80].
Эти результаты доставляют естественные обобщения чисел Бернул

ли и Эйлера: нужно только заменить A JJ на какую-либо серию особен

ностей, например D JJ •

Упражнение. Докажите, что

k(BJJ ) = k(CJJ ) = k(A JJ+1} .

Малые множества Максвелла типичных семейств функций, завися

щих от 2-х параметров. являются плоскими кривыми с особенностями

двух типов: конечными точками (Аз) и У-образными тройными точ

ками (ЗА1 ) . Здесь, как и в других задачах теории особенностей, число

аргументов функции не существенно (оно даже может быть бесконеч

ным, т. е. утверждение справедливо не только для семейств функций, но

и для семейств функциона.лов). Существенно только число параметров.

Предположим теперь, что семейство функций зависит от времени.

Зависящая от времени функция (зависящая к тому же от k параметров)

может рассматриваться как функция, зависящая от (k + 1)-го параме

тра, Таким образом, множество Максвелла зависящего ещё и от време

ни k-параметрического семейства функций может рассматриваться как

гиперповерхность в (k + l)-мерном "параметрическом пространстве

времени" . При этом мгновенные множества Максвелла - :это сечения

этой гиперповерхности изохронами t = const.
Следовательно, для изучения типичных перестроек мгновенных

множествМаксвелланам необходимоисследоватьтипичные перестрой

кв сечений типичных множеств Максвеллав (k + 1)-пространстве.

Эта задача была решена Богаевским для случаев k = 2 (перестройки

кривых на плоскости параметров) и k = 3 ([80]). Ответ для k = 2
изображен на рис. 29 ([81], [82]).
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Рис. 29. Типичные особенности поверхности Максвелла

в 3-пространстве и типичные перестройки кривых Максвелла

и ударных волн на плоскости

Существует пять топологически различных ростков типичных по

верхностей Максвелла в Зчтространстве. Типичные перестройки сече

ний этих поверхностей изохронами зависят от положения критической

изохроны по отношению к множеству Максвелла. На рис. 29 изобра

жено десять типичных перестроек (если случаи, отяичающиеся толь

ко направлением времени, считать отдельно, то получим восемнадцать

различных перестроек).

Вернемся к ударным волнам. уаар'Ны.мu вод'На.мu для уравнения

Бюргерса с исчезающей вязкостью являются множества Максвелла для

векоторого специального семейства функций; а именно,

" 2

() f( ) f = (Х - t) - s ( )Fx,t =mJn y;t,x, 2t оу

(это следует из так называемого преобразования Коула-Хопфа, при

водящего уравнение Бюргерса к уравнению теплопроводности и опи

санного в учебнике Форсайта [83] за много лет до того, как оно было

переоткрыто Флорином [84]). В пространстве-времени {t, х} ударные

волны заметают множество Максвелла данного выше семейства функ

ЦИЙ, зависящих от физической точки у и параметров (t, х). Мгновенные

ударные волны - это пересечения множества Максвелла с изохронами.
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Функция минимума F может быть геометрически описана следую

щим образом. Будем опускать вниз параболоид с вертикальной осью,

ра.сположенноЙ над точкой х, ширина которого зависит от параметра t,
до тех пор, пока он не коснется графика исходной потенциальной ФУн

кции 50. Высота параболоида, на которой он впервые касается этого

графика, и есть требуемая функция переменной х.

Если t очень мало, то параболоид z = (x-y)2/2t очень тонок. В этом

случае точка контакта между параболоидоми графиком единственна.

Эта точка гладко зависит от t, так что F является гладкой функцией

для малых t. При увеличении t параболоид расширяется. В этом случае

для некоторых х появится более чем одна точка контакта (рис. 30).
Эти специальные значения х образуют мгновенную у,царную волну (и

мгновенное множество Максвелла нашего семейства).

Рис. 30. Особые инеособые

значения х осей параболоида

з:. неосоё. :х:. особ.

Эксперименты с этими параболоидами показывают, что для типич

ных начальных поверхностей (потенциалов 50) встречаются только ТЦ

пичные особенности и перестройки из списка Богаевского. Однако,

как заметили Турбатов и Саичев [85], множество типичных перестро

ек ударных волн меньше множества типичных перестроек множеств

Максвелла, содержащегося в списке Богаевского.

Одни перестройки множеств Максвелла встречаются как пере

стройки волновых фронтов только в одном направлении изменения вре

мени (например, треугольник может исчезнуть, но не может возник

нуть); другие перестройки множеств Максвелла реализуемы ударными

волнами в обоих направлениях изменения времени; третьи не встреча

ются вовсе. Допустимые направления перестроек на рис. 29 обозначены
стрелками.

Эти допустимые направления обусловлены выпуклостью ограниче

ния на пространство импульсов функции Гамильтона, определяющей

соответствующее уравнение Га.мильтона-Якоби. (Для уравнения Бюр

герса функция Гамильтона равна р2/2.) А именно, необходимыми и

достаточными условиями реализуемости перестройки множеств Макс-
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веяла в виде перестройки ударного фронта (системы, определённой по

слойно выпуклой функцией Гамильтона) являются:

1. Локальная ударная вОАна, рожденная в .мо.мент перестроёхн, в

следующий .момент стягиваема в нееоторой окрестности то'Чк:и nе

рестройк:и (теорема Богаевского).

2. Гомотопичесзеий тип аОnOАненtLЯ к: уаарной вОАне сразу же по

сле .мо.мента перестройх« так:оl1 же, к:ак: и в этот .мо.мент (теорема

Ю.Барышникова) .

Любое из :ЭТИХ двух условий является необходимым и достаточ

ным для реализуемости перестройки зависящего от времени множества

Максвелла на плоскости или в 3-пространстве (Богаевский). Однако,

неизвестно, верно ли это в больших размерностях; неизвестно также

Эквивалентны ли эти два условия для многомерных ударных волн, под

чиняющихся уравнению Бюргерса с исчезающей вязкостью.

Замечание. Теории Чеканова (§2.4) и Богаевского (§2.5) говорят о

том, что вложение лагранжева многообразия в послойно выпуклую ги

перповерхность налагает строгие топологические ограничения. Это

наводит на мысль о том, что оптическая топология довольно суще

ственно отличается от общей симплектической топологии (см. также

[86]-[89]) .

Проблема. Якоби в [90] упомянул о том, "Что любая каустика семей

ства геодезических, стартующих в общей точке зллипсоида, имеет не

менее четырёх точек возврата. Верно ли это для других римановых

метрик на сфере (например, для типичных метрик, близких стандарт-.

ной)? Это СВОЙство четырех Точек возврата, если оио имеет место,

должно быть обобщением на симплектическую топологию теоремы о

четырех вершинах, согласно которой эвмхнутая плоская кривая имеет

не менее четырех точек точек экстремума кривизны (см. [91], [92]).
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КонтактнЗJl геометрия составляет математический базис геометриче-
u I

скои оптики В таком же смысле, в каком свмплектическая геометрия

является базисом классической механики. "Оптико-механическвя" ана

логия Гамильтона позволяет интерпретировать проблемы и результаты

симплектической геометрии на языке контактной геометрии и наобо

рот. Тем не менее, прямой подход в терминах контактной геометрии

во многих случаях предпочтительнее, по крайней мере с точки зрения

геометрической интуиции: он демонстрирует геометрическое содержа

ние формул симпяектвческой теории. Связь между симпяектической и

контактной геометриями подобна связи между геометрией линейных

пространств и проективной геометрией: для того чтобы получить кон

таКТНЫЙ аналог симплектического утверждения, необходимо заменить

функции гиперповерхностями, аффинные пространства проективвымв

и т. Д.

В этой главе контактная геометрия используется для изучения осо

бенностей и перестроек волновых фронтов.

3.1. Волновые фронты

Каустики могут быть описаны как следы, заметаемые особенностями

движущихс.яволновыхфронтов. Теория особенностей волновыхфрон

тов является частным случаем общей теории дежандровыхособенно

стей контактной геометрии. Эта общая теория занимается классифи

кацией особенностейпреобразованийЛежаядрагладкихфункций и ги

перповерхностей.дуальных гладким проективным поверхностям.

Определение. Контахтной; стру-х;турой на многообразииназывает

ся поле касательныхгиперплоскостей(-х;онта1Стныхгu.nеpn.40с-х;осmеЙ),

невырожденноев каждой точке (рис. 31).
Локаяьно такое поле определено как поле нулей пекоторой l-фор

мы а, называемой 1Wнта-х;mноu фор.моU. Условия невырожденности за

ключаются в следующем: da невырожденана гиперплоскостях,на ко

торых а равна нулю; эквивалентно,в (2n + 1)-пространстве:
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велла в виде перестройки ударного фронта (системы, определённой по

слойно выпуклой функцией Гамильтона) являются:

1. Локальная ударная во.яна, рождённая в .мо.мент перестройхи, в

с.яедующuЙ .момент ст.ягuвае.ма в некоторой охрестности то'Ч1СU nе

рестройхи (теорема Богаевского).

2. Гомотопичесхий тип доno.яненu.я 1с ударной во.яне сразу же nо

еле .мо.мента перестройки та1СОй же, 1Са1С и в этот .момент (теорема

Ю.Барышникова).

Любое из Этих двух условив явяяется необходимым и достаточ

ным для реализуемости перестройки зависящего от времени множества

Максвелла на плоскости или в 3-пространстве (Богаевский). Однако,

неизвестно, верно ли это в БОльших размерностях; неизвестно также

эквивалентны ли эти два условия для многомерных ударных волн, под

чиняющихся уравнению Бюргврса с исчезающей вязкостью.

Замечание. Теории Чеканова (§2.4) и Богаевского (§2.5) говорят о

том, что вложение дагранжева многообразия в послойно выпуклую ги

перповерхность налагает строгие топологические ограничения. Это

наводит на мысль о том, что оптическая топология довольно суще

ственно отличается от общей симпяектической топологии (см. также

[86]-[89]) .

Проблема. Якоби в [90] упомянул о том, что любая каустика семей

ства геодезических, стартующих в общей точке эллипсоида, имеет не

менее четырёх точек возврата. Верно ли это для других римановых

метрик на сфере (например, для типичных метрик, близких стандарт-.

ной)? Это свойство четырех точек возврата, если оно имеет место,

должно быть обобщением на симпдектическую топологию теоремы о

четырех вершинах, согласно которой эамкнутвя плоская кривая имеет

не менее четырех точек точек экстрамума кривизны (см. [91], [92]).
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Контактная геометрия составляет математический базис геометриче-
~ I

скон оптики В таком же смысле, в каком симпдектвческая геометрия

является базисом классической механики. "Оптико-механвческая" ана

логия Гамильтона позволяет интерпретировать проблемы и результаты

симплектической геометрии на языке контактной геометрии и наобо

рот. Тем не менее, прямой подход в терминах контактной геометрии

во многих случаях предпочтительнее, по крайней мере с точки зрения

геометрической интуиции: он демонстрирует геометрическое содержа

ние формул симплектической теории. Связь между симплектической и

контактной геометриями подобна связи между геометрией линейных

пространств и проективной геометрией: для того чтобы получить кон

тактный аналог симплектического утверждения, необходимо заменить

функции гиперповерхноствми, аффинные пространства проективными

и т. д.

В этой главе контактная геометрия используется для изучения осо

бенностей и перестроек волновых фронтов.

3.1. Волновые фронты

Каустики могут быть описаны как следы, заметаемые особенностями

движущихсяволновыхфронтов. Теория особенностей волновыхфрон

тов явяяется частным случаем общей теории дежандровыхособенно

стей контактной геометрии. Эта общая теория занимается классифи

кацией особенностейпреобрааованийЛежандрагладкихфункций и ги

перповерхностей,дуальных гладким проективным поверхностям.

Определение. Конта1CffiНОЦ cтpy~тypoй на многообразииназывает

ся Поле касательныхгиперплоскостей(~OHтa~тHЫXгиnеРnJ&ос~остей),

невырожденноев каждой точке (рис. 31).
Локально такое поле определено как поле нулей некоторой 1-фор

мы а, называемой ~онта~тной фор.м.ой. Условия невырожденности за

ключаются в следующем: da невырожденана гиперпдоскостях,на ко

торых а равна нулю; эквивалентно, в (2n + 1)-пространстве:
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Рис. 31. Контактная структура:

максимально неинтегрируемое

поле касательных гиперпяоскостей

Это условие выражает максимальную неинтегрируемость, так как ус

ловие Фробениуса интегрируемости поля гиперплоскостей о = О состо

ит В том, что Q Л da = О.

Пример 1. R2n+l, Q = dz - Рl dql - ... - Рn dqn. Все 1Couтa~тHыe

стРУ1Стуры на многообраэии фи1Ссирован.н.оU размерности Д01Cй.I&ЬHO

1Сонта1СтноJ.CОРфНЫ, и все 1Сонта1Стные фОРJ.CЫ ЛО1Сйдьно диффеоJ.CОРфны

(и, следовательно, могут быть записаны в упомянутой выше нормаль

ной форме, используя подходящие 1Соординаты Дарбу; смотри, напри-

мер, [93], [14]).

Пример 2. Многообразие Jl(M, R) l-струй функций М --t R
(рис. 32) имеет естественную контактную структуру, "dz - р dq" (1
струя (z, р, q) функции f является многочленом первой степени её раз

ложения Тейлора f(x) = z + р(х - q) + ...).

р ~ :рJч,

'1 графиК g
- ФУНIiЦlJ1J.1

~=4('t)~ ~= ~~~

,J1.( M,IR)

Рис. 32. Контактная структура многообразия l-струй функций
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Пример з. Контактный ЭАе.мент на V - это гиперплоекость в ка

сательном к V пространстве. Все контактные элементы на V образу

ют расслоение над V, со слоем - проективным пространством кон

тактных элементов, приложенных в одной точке контакта. Расслоение

1СОнта1Стных ЭАeJtентов над V есть проективизация кокасательного

расслоения У. Таким образом, пространство nрое1Стuвuзйц'Uu 1СО1Сйса

теАьuого расслоения РТ·У имеет естественную контактную структу

ру (рис. 33).

Рис. 33. Контактная структура

многообразия

контактных элементов на V

Естественные 1Сонтах;тные стРУ1Стуры примеров 2 и 3 определены
"условиями интегрируемости" и "условием конька" соответственно.

Скорость движения контактного элемента принадлежит контакт

ной гиперплоскости, если и только если скорость движения точки кон

такта принадлежит этому контактному элементу.

Контактная структура пространства l-струй функций определена

следующим условием: для всякой функции многообразие её 1-струй во

всех точках многообразия М касается (контактной) гиперпяоскости.

Эта естественная контактная структура пространства 1-струй фун

кций В локальных координатах (z,р, q) задаётся как поле нулей кон

тактной 1-формы dz - р dq (здесь z обозначает значение функции, q
- точка области определения, р - значение первого дифференциала

функции в точке q).

Теорема Гивентаяя справедлива для подмногообрааий контактно

го пространства: АО1Са.льна..я внешн.я..я геометрия определена АО1Са.4ЬНОЙ

внутренней геометрией ([13J, [14]).

На подмногообразии контактного многообразия контактная струк

тура определяет пфаффову структуру. Уравненuе.м Пфаффа называет

ся уравнение вида а = О, где а - дифференциальная 1-форма. Пфаффо

ва стРУ1Стура (локально) задается классом эквивалентных уравнений

Пфаффа (два уравнения Пфаффа называются J1СБUБа.4ентны.м'U, если
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соответствующие l-формы отличаются только умножением на нигде не

нулевую функцию). Пфаффова структура определяет поле касатель

ных гиперпдоскостей в точках, где пфаффовы формы не равны нулю.

В окрестности такой невырожденной точки пфаффова структура пол

ностью определена соответствующим полем касательных гиперплоско-

u

стеи.

Пример. Пфаффовы структуры, определённые формами х dx и х2 dx,
совпадаютв окрестностилюбой венулевойточки, но отличаютсяв точ

ке х = О.

Теорема 1. Росток подмногообразия 1СОнта1Стного пространства

оnреде.л,ён, с то-чностьюао 1Сонта1Сто.морфuз.ма,nфаффО60ЙстРУ1Сту

рои, uнауцuрованнойна подмногообразиииз 1Сонта1Стной стРУ1Стуры

объе..и.л.ющего пространства.

Теорема 2. Предположим, 'Что ростлеи огранu'Ченu-й на подммогооб

разие авух ;сонтаlСтНЫХ стРУ1Стур объеммощего пространства совnа

аают. Тогда существует JЮ1Са.льныЙ аuффео,м,орфиз.м об-ъемлющего

nространств а, неnоавuжный на подмногообразии, отnрав.л.яющuЙ

первую стРУ1Стуру во вторую.

Доказательства имеются в [14].

Определение. Лежандровым подмногообразием контактного много

образия называется интеграяьное подмногообразие максимальной раз

мерности (равной n для (2n + l)-мерного контактного многообразия].

Пример 1. Слои расслоения PТ*V -t V - дежандровы подмного

образия.

Пример 2. Множество 1-струй любой функции на М является лежан

дровым подмногообразием многообразия Jl(M, R) l-струй функций

на М.

Пример 3. МножествоконтактныхэлементовV, касающихсякакого
либо гладкогоподмногообразия(любой размерности) в V, является де

жандровым подмногообрааием пространства КОНТактнЫХ элементов V.

Определение. Лежаядровым расс.л,оенuе,м, называется расслоение с

лежандровымислоями.
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Пример 1. Проективиэация кокасательногорасслоения PТ*V -1- V,
сопоставляющееконтактному элементу его точку контакта, является

дежандровымрасслоением.

Пример 2. Расслоение J1(М, R) --t JO(M, R) пространства l-струй

функций над пространствомО-струй, определенное "отображениемза

бывания производных",(q,p, z) t-+ (q, z), является лежандровым рассло

ением.

Теорема. Все лежандровы расслоения одина1Сово-й размерности до

1CaJ&bHO (в окрестности тО'Ч1Си пространства раССJ&оенu.я) лежандрово

Э1Св ив аАентны.

Спроектируем гиперплоскость, определяющую контактную струк

туру, из точки пространства дежандрова расслоения вдоль слоя на базу.

Её образ есть контактный элемент к базе в точке, явдяющеяся образом

исходной точки.

Таким образом мы сконструировали отображение из пространства

дежандрова расслоения в пространство контактных элементов к базе.

Это отображение является (локальным) диффеоморфизмом, так как

невырожденаость контактной структуры влечет тот факт, что про

екция гиперплоскости, задающей контактную структуру, вращается с

"
ненулевои скоростью, когда точка пространства расслоения движется

с ненулевои скоростью вдоль слоя.

Это отображение переводит исходные контактную структуру и ле

жандрово расслоение в контактную структуру и естественное лежав

дрово расслоение пространства контактных элементов базы, что и ДО

казывает теорему.

Замечание. Слои лежавдрова расслоения локально снабжены естест

венной проективной структурой (опредеяённой в предыдущем доказа

тельстве). Эта структура аналогична естественной аффинной струк

туре слоёв лагранжева расслоения симплектической геометрии.

Проективная структура слоёв яежандрова расслоения имеет даже

большее геометрическое содержание, так как любое отображение ле

жандровых расслоений (сохраняющее контактную структуру и слои)

автоматически индуцирует единственное проективное отображение

слоёв [определенное действием диффеоморфвэма баз на контактных

элементах к базам). В симплектическом случае аффинные отображе

ния слоёв определены только с точностью до сдвигов.
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Определение. Проекция лежандрова подмногообразия пространства

лежандрова расслоения в базу этого расслоения называется лежондро

вьш отображением (рис. 34). Образ лежандроваотображения называ
ется его фронто.u.

Рис. 34. Лежандрово
отображение и его фронт

Обычно фронт является гиперповерхностью базового пространства

лежвндрова расслоения. Исключительные дежандровы подмногообра

зия (например, слои, чьи фронты - точки базы) образуют множество

бесконечной коразмерности в пространстве всех лежаядровых подмно

гообразий пространства расслоения.

Пример 1 (Д60uст6енносmь Лежандрсц: Рассмотрим пространство

контактных элементов проективного пространства Р"; Это простран

ство естественно изоморфно пространству контактных элементов ду

аяьвого проективного пространства Р'":

РТ*(Рn) ~ РТ*(Р*). (1)

в самом деле, точка в первом пространстве может быть рассмотре

на как пара, образованнвя точкой из Р" и гиперплоскостью, содержа

щей эту точку. Изоморфвам отправляет эту пару в пару, образован

ную гиперплоскостъю и этой точкой (то есть меняет места.ми элементы

пары).

Геометрической основой теории преобразований Лежандра являет

ся следующая эдементарнвя
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Теорема. Естественный изоморфизм (1) отправляет естественнцю

1Сонтаtcтную стру?';туру первого пространства в естественную 'I';OH

та7СтнyIO стру?';туру второго пространстоа.

Доказательство. Рассмотрим гладкое подмногообразие прямог-о

произведения многообразия на себя, касающееся диагонали (так что

касательное пространство подмногообразия в точках диагонали, рас

сматриваемое как подпространство касательного пространства произ

ведения, содержит касательное пространство диагонали). Нам понадо

битСЯ очевидная

Лемма. Касательное пространство выбранного выше подмногообра

зu.я в то'Ч?';е диагонали инварuантн.о относительно инволюции прямого

nроuзведенТLЯ, задавоемой перестандекой СОJCножuте.ае'й.

Рассмотрим многообразиефлагов РТ .....рn (точка С гиперплоскость)

в Р", Скажем, что флаг до.м,инируетс.я другим флагом, если точка по

следнего принадлежит гиперплоскости первого. График этого отноше

ния является гладким подмногообразием произведения многообразия

флагов на себя и содержит диагональ. Переставовка сомножителей

преобразует график отношения "доминировать" в график отношения

"быть доминируемым" .

Касательные плоскости к обоим графикам в точке диагонали совпа

дают (согласно лемме). Следовательно пересечения этих касательных

плоскостей с касательной плоскостью произведения первого сомножи

теля и этой точки (в рассматриваемой точке диагонали) совпадают. НО

эти два пересечения определяют естественные контактные структуры

на первом сомножителе, рассматриваемом как РТ .... (pn) для первого

пересечения и как РТ*(Рn*) для второго. Совпадение пересечений до

казывает теорему.

Замечание. Подобные рассуждения доказывают аналогичную теоре

му для полных флагов (состоящих из проективных пространста про

извояьных размерностей). Эта теорема двойственности является осно

вой проективной двойственности кривых в проективном пространст

ве Р" (двойственная кривая лежит в pn* и состоит из соприкасаю

щихся гиперплоскостей исходной кривой, рассматриваемых как точки

двойственного пространства. Она также является ребром возврата ги

перповерхности, образованной всеми гиперплоскостями, касающимисл

исходной кривой).
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Возвращаясь к двойственности Лежандра, рассмотрим два есте

ственных расслоения пространства флагов (точка, гипершоскостъ]:

РТ*(Р*) .л, pn*

Согласно теореме, оба расслоения лежвндровы.

Множество всех контактныхэлементов, касающихся данвой гипер

поверхностиHn-l С Р" являетсялежандровымподмногообразиемпро

странства флагов. Следовательно,ограничение проекции 1г на это ле

жандрово подмногообразие является яежандровым отображением

(рис. 35).

Рис. 35. Проектвввая
двойственность

между гиперповерхностью (Н)

И её фронтом (Н*)

Фронт Н* с Р'"' этого отображения называется гиперповерхно

сmью, двойственной 1с Н. Аффинная версия построения фронта дан

ной гиперповерхности называется преобразоввнием Лежвндра:

Из предыдущей теоремы вытекает 1 что конструкция двойственной

гиперповерхности (и, следовательно, преобразовавие Лежандра) инво

лютивно.

Следствие. Н** = Н.

Вместо гиперповерхности Н мы могли бы взять подмногообразие

произвольной размерности в проективном пространстве: оно всегда

определяет лежандрово отображение. Например, фронт кривой в про

ективном пространстве (то есть фронт соответствующего дежандрова

отображения) есть многообразие касающихся этой кривой гиперплос-
v

костеи.

Пример 2 (Э1Свuдuстанmы). Для гладкой гиперповерхности Н евкли

дова пространства R n
зафиксируем на каждой нормали точку на рас

стоянии t. Получим дежандрово отображение Н 4 PТ*Rn -+-; Rn.
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фронт этого отображения называется Э1Свuдuстантой данной гипер

поверхности Н (рис. 36).

Рис. 36. Эквидиетанты эллипса

Локально, любое лежандрово отображение эквивалентно отображе

нию примера 1, а также отображению примера 2. Фронт (лежандро

ва отображения подмногообразия в Jl (М, R) или PТ"'V) единствен

ным образом определяет лежандровоотображение (исключая множес

тво отображенийбесконечной кораэмериости в пространстве всех ле

жандровых отображений). Следовательно (локальная) теория лежав

дровых особенностей совпадает с теорией особенностей преобразова

ний Лежандра, а также с теорией особенностей эквидистант гиnерпо

верхносгей.

Общая теория дежаядровыхособенностей позволяет трансформи

ровать любой результат геометрии волновых фронтов (эквидистант

гиперповерхностей)в результат геометрии преобразованийЛежаядра
•и наоборот. Ясно, что их можно применять и в случаях, где контактная

структура не так очевидна.

Пример 3 (nеда.аьные гunерnоверхности). Рассмотрим гладкую ги

перповерхность евкдидова пространства, не содержащую точку О. Пе

дальной гиперповергностью называется множество оснований норма

лей, проведённыx из О к касательным гиперпяоскостям гиперповерх

ности (рис. 37).

Рис. 37. Педальная кривая ЭЛЛИПса

(является гладкой)

Педальная гиперповерхность может иметь особенности.

Задача. Докажите, что особенности педальных к типичным гиперпо

верхкостям совпадают (с точностью до диффеоморфизма) с. особенно

стями фронтов типичных лежандровых отображений (и, следователь

но, с особенностями двойственных гиперповерхностей для типичных
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гладких гиперповерхностей и с особенностями графиков преобраэова

ний Лежаядра типичных гладких функций).

Указание. Педальная поверхность есть инверсия фронта данной ги

перповерхности, то есть она может быть получена из двойственной ги

перповерхности инверсией. Инверсия является диффеоморфизмом вне

точки О.

Пример 4 (огибающая нормальных гиnерn.лос~остеЙ). Рассмотрим

гиперпдоскости, нормальные радиус-векторам гиперповерхности (про

ведённым из точки О, не принадлежащей гиперповерхности, (рис. 38)).
Огибающая этого семейства может иметь особенности (впервые изу

чавшиеся А.Кэли в случае плоских эллипсов и пространствеиныхэлли-

псоидов). .

Рис. 38. Огибающая нормалей

к радиус-векторам эллипса

Задача. Докажите, что особенности огибающих нормальных гипер

плоскостей, построенных по типичной гиперповерхности, диффео

морфны особенностям фронтов типичных лежандровых особенностей

(и, следовательно, особенностям типичных волновых фронтов, графи

ков преобрааовании Лежандра и педальных гиперповерхностей}.

Указание. Огибающая нормалей есть фронт инверсии данной гипер

поверхности.

Замечание. Слово "фронт" идёт от физических фронтов, ограничи

вающих область распространения физических процессов в фиксирован

ные моменты времени. Например, если скорость распространения рав

на 1 и начальная область воэмущения ограничена начальным фронтом

Н (на рис. 36 - внешность зллипса), тогда в момент времени t возму

щение распространится на внешность эквидистаптной эллипсу кривой,

расстояние от которой до начального фронта равно t. Строго гово

ря, настоящий фронт (граница возмущённой области) образует только

часть эквидистантной кривой (на рис. 36 - граница области, имею

щей форму линзы). Полная эквидистантная гиперповерхность должна
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называться водновы.м фронтом (так как распространение волн ведёт

к образованию особенностей вдоль всей эквидистаптной гиперповерх

ности). Для краткости, в дадьнейшем мы будем говоритьо фронтах,

вместо волновых фронтов.

3.2. Особенностифронтов

Классификация лежандровых особенностей сводится к изучению се

мейств гиперповерхностейтаким же образом, каким изучение лагран

жевых особенностейбыло сведено к классификациисемейств функций.

Рассмотрим лагранжево подмногообразие в пространстве кокаса

тельного расслоения некоторого многообразия. Оно может быть под

нято (по крайней мере локально] до лежавдроваподмногообразиямно

гообразия l-струй функций на выбранном многообразии:

z = l q

pdq.
qO

Полученное таким образом яежандрово подмногообразие проекти

руется на исходное яагравжево подмногообразие с помощью естествен

ной проекции Jl (М, R) -7- Т*М ("забываниязначений функции").

Таким образом, производящеесемействодагранжеваподмногообра

зия определяет дежандрово подмногообразие пространства l-струй

функций переменной q:
I

Л = {(р, Qjz) I Эх: РХ = О, р = к; z = Р(х, q)}.

Проекция (р, q; z) н -(Q; z) является лежандровым расслоением (кон

тактная структура dz = р dq).
Мы получили дежандрово отображениележандрова подмногообра

зия Л на свой фронт (в пространстве с координатами (q, z)).

[Лока.л:ьно, приведённая выше конструкция описывает все дежаядро

вы отображения. Лежавдрова эквивалентность лежандровых отобра

жений иреобразуется в стабильную эквивалентвость семейств гипер

поверхностей z = Р(х, q) в х-пространстве (расслоенную над прост

ранством параметров (q, z)). Понятие стабилизации аналогично дан

ному в симплектическом случае для производящих семейств лагранже

вых отображений. А именно, гиперповерхность Н(х) = о стабильно
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эквивалентна удвоению своего дополнения (то есть двулистному на

крытию объемлющего пространства, разветвлённому вдоль этой ги

перповерхности) . Это разветвлённое накрытие определено уравнением

у2 = Н(х).]

Рис. 39. Лежандрова особенность А2 и её производящее семейство

Пример 1. Производящее семейство лагранжевой особенности А2
(рис. 39):

Р(х, q) == хз + чх,

определяет лежандрову кривую в 3-пространстве {(р, ч; z)}:

q == -зх 2 , Р = х, z == -2х3 •

Это - гладкая кривая, но её фронт (при проекции на (q; z)-плоскость)
имеет полукубическую точку возврата.

Пример 2. Производящее семейство особенности Аз (см. §1.3) опре

деляет фронт, диффеоморфный ласточкину хвосту.

Теорема (см. [2]). Фронты, оnределённые ceoМeucmBa.uu А, п, Е, ло

х:аль нО дuффео..корфны (в x:o..кnдeX:CHou области) многообразиям нере

гул.ярных орбит соответствующих групп, порождённы» отрижени

.я..ии (то есть многообразиям групп Вейля, соответствующи..к nро

cты.u zpynna.u Ли: A~ '" SU~+l, Dk t'J 02k, ...).

Связь между фронтами и группами отражений будет важна в даль

нейшем, поэтому мы остановимся на ней подробнее.

Определение. Отражением в линейном евклидовом пространстве на

зывается ортогональное отображение, нецодвижное на гиперплоскост и
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(называемой зер"a.n.о.u этого отображения) и меняющее ориентацию

НорМaJlИ к зеркалу.

Группа отражений - конечная группа, порожденная некоторым
u

множеством отражении.

Пример 1. Плоские группы отражений являются группами симмет

рий 12(n) правильных n-угольников (рис. 40).

Рис. 40. Зеркала и орбиты

группы /2(3) = А2

Группа отражений в RJ.& действует также на комплексном прост

ранстве С", Орбиты этого комплексного действия образуют гладкое

многообразие орбит В, диффеоморфное CJ.& (это следует из обобщения

теоремы о симметричных функциях). Отображение С" ~ В, отпра

вляющее точку в её орбиту, называется отображением Виета.

Првмер 2. Группа AJ.& перестановок координат (zo,··., zJ.&) действует

на пространстве CJ.&+l. Это действие приводимо: диагональ, и следова

тельно ортогональная ей гиперплоскость Zo +...+zJ.& = О, инвариантна.

Действие группы AJ.& на пространстве

С" = {z Е CJ.&+l IZo + ... + zJ.& = О}

непрИВОДИМО (инвариантных подпространств нет). Пространством ор

бит является многообразие многочленов

Отображение Виета отправляет множество корней (zo, ... , zJ.&) в мно

жество коэффициентов (Лl"", ЛJ.&)' Это отображение определено эле

ментарными симметрическими многочленами (0'2, .•. I ±0'J.&+1) от г:

Пример 3. Группа. D 1.1. действует на CJ.& как группа перестановок Ко

ординатных осей, в композиции с чётным числом перемен знаков неко

торых координат. Отображение Виета опре~елено многочленами

0'1 (z;, .•• ,z;), .•. , ±О'J.&-l (z;, ... ,z;); Zl ... ZJ.&'
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Число точек орбиты типичной точки под действием группы отраже

ний равно числу элементов группы. Однако, некоторые орбиты мень

ше. Такие орбиты называются нерегуJ&.ЯрНЫМU.

Определение. Многообразие нерет-улярных орбит называется дис

«риминантной гиперповерхностью. Дискриминантная гиперповерх

ность является образом зеркал при отображении Виета.

егJUluiJово nространство пространство орбит

Рис. 41. Отображение Виета и многообразие нерегулярных орбит

(дискримияантная гиперповерхность) группы А2

Пример 1. Дискриминантным многообразием группы А2 (порож

дённой отражениями плоскости относительно трёх прямых, образую

щих углы 1200) является плоская полукубическая парабола (рис. 41).

Пример 2. Дискриминантным многообразием группы A~ является

множество комплексных многочленов x~+1 + л 1x~-l + ... + л~] имею

щих хотя бы один кратный корень ("обобщённый ласто'Ч1СUН хвост в

JL-мерном пространстве").

Таким образом, предыдущая теорема утверждает, что фронты, оп

ределённые проиэводящими семействами А, D, Е, диффеоморфны об

общенным ласточкиным хвостам, ассоциированным с соответствующи

ми неприводимыми группами отражений.

Для того, чтобы определить эти группы, достаточно описать зер

кала порождающих отражений. Эти множества зеркал описываются

"дuагра..и.мa.uu ДЫН7'ина" (также называемыми диаграммами Кокетера

и изобретёнными, кажется, Е.Виттом):
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оо0--------0_-0---0-----<0

оо о

1
O-----O---Q---o--o---o

Ев :

Каждая точка представляет вектор в евклидсвом j.t-мерном ПрОСТ

ранстве. Две точки соединенылинией, если соответствующиевекторы

образуют угол 1200. В противном случае векторы ортогональны.

Образующие зеркала - гиперплоскости, ортогональные этим век

торам.

Лежандровы особенности типов А, D, Е устойчивы и просты (не

имеют модулей). Типичные дежандровыотображенияn многообраэий

размерности n < 5 имеют только простые и устойчивые особенности,

лежандрово эквивалентные A~, D~, E~ (р, < n + 1). Особенности типов

A~, D~, E~ (и ТОЛЬКО они) являются простыми и устойчивыми и при

БОльших n.
Типичные лежвндровы отображения многообразий размерности

n > 5 имеют, кроме особенностей типов А, D, Е, и другие особен

ности, имеющие модули (непрерывные инварианты). Более подробно

классификация лежаядровых особенностей описана в [94], [28], [29].

Изложенная выше теория приводит К следующему списку особенно

стей типичных волновых фронтов на плоскости и в трёхмерном прос

транстве:
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Особенности DЛОСkИХфРОИТОВ

• типичные (nОJlУ1СубuчеС1Сие) тОЧ1Си возврата (А2);

• тОЧ1Си трансверсального сa..uоnересе-ченu..я (А1А1 ) .

Обе особенности устойчивы (сохраняются при малой деформации

фронта).

Замечание. Одномерный фронт является проекцией пространствен

ной кривой на плоскость. Проакция типичной кривой не имеет точек

возврата (рис, 42). Лежавдрова природа нашей кривой делает проек

цию более особой чем в общем случае (и точки возврата становятся

неустранимыми). Это - проявление общего принцвпа: особенности

притягивают особенности, Действительно, лежандрово многообразие

является проекцией множества критических (особых) точек функций

производящего семейства.

Рис, 42. Исчезновение точки

возврата при малом изменении

направления проектирования

Рис. 43. Типичные особенности волновых фронтов в З-пространстве

Типичный фронт в трёхмерном пространстве имеет следующие осо

бенности (рис, 43):
Особенности пространственвыхфронтов

~ (nОJlУ1Субu-чеС1Сие) ре'бра возврата (А2);
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• Jlасточх;uны хвосты (Аз);

• точки трансверсального сa.uоnересеченu.я (А1А1 ) , (А1А2) ,

(А1А1А1 ) .

75

Связь между особенностями фронтов и теорией групп отражений

оказалась мощным инструментом при изучении геометрии фронтов,

предоставляя возможность ИСПОЛЬзовать теорию инвариантов, групп и

алгебр Ли, алгебраическую геометрию и т. д.

3.3. Перестройкифронтов

"0 Особенности движущихсяфронтов могут изменять свою форму. На

пример, фронт возмущения, распростравяющегося внутрь эллипса

(внутренниеэквидистантыэллипса, см. рис. 36), является гладким для

малых t, приобретая 4 точки возврата при БОльших t.
Перестройки фронтов, как и перестройки каустик, легче изучать

в пространстве-времени. Объединение фронтов в различные моменты

времени образует гиперповерхность в пространстве-времени. Легко

видеть, что эта гиперповерхность, образованная типичным движущим

CJI фронтом, сама является фронтом типичного лежавдрова отображе

ния подмногообрази.я, размерность которого на 1 больше размерности

изучаемого движущегося фронта.

Действительно, пусть Ft(x, q) будет производящим семейством ле

жандрова отображения, зависящего от времени t. Тогда, рассматривая

t как дополнительный параметр. мы можем рассматривать F как про

изводящее семейство лежандрова отображения в (q, t) пространство

время. Гиперповерхность в пространстве-времени, образованную

фронтами в различные моменты времени, будем называть большим

фронто.м..

Пример. Объединение внутренних эквидистант эллипса, помещенных

в различных плоскостях t = const (где t - расстояние до эллипса),

является большим фронтом в трёхмерном пространстве-времени. Этот

фронт имеет 4 ласточкина хвоста (рис. 44).

Таким образом, особенности больших фронтов, образованных

в пространстве-времени перестройками в типичных семействах дви-
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Рис. 44. Перестройка
эквидиставт эллипса

жущихся фронтов, известны: это - особенности фронтов типичных

лежаядровых отображений в пространство размерности на 1 большей

размерности пространства, где движется исходный фронт,

Пример. Если исходное пространство трёхмерно, то особенности ти

пичных больших фронтов диффеоморфны либо дискриминантному

многообразию (дискриминанту) группы А4 или D4, либо произведению

прямой на дискриминант группы Аз (ласточкин хвост), либо произве

дению плоскости на дискриминант группы А2. (полукубическую пара

болу), Возможны также трансверсальные самопересечения.

Время t, рассматриваемое как функция на пространстве-времени,

не имеет критических точек. Следовательно, иэучение перестроек ти

пичных движущихся волновых фронтов ведёт К изучению функций, не

имеющих критических точек, на пространстве, содержащем большой

фронт (особенности которого известны). А именно, мы приведём фун

кцию времени К нормальной форме диффеоморфиамами , сохраняющи
ми большой фронт. Это достаточно просто в случае, когда большой

фронт диффеоморфен дискриминанту группы отражений

Теорема 1 (см. [1]). Росток тunuчкой фук1СЦUU в куле многообразия

орбит неприводимой группы еввиидовых отражений (зкачекие фук1С

ции в ~уле равно КУЛЮ) nРUбодu.u " рост1СУ ЛUl'еdной фУН1СЦUU дuффео
.м.орфuз.uо.u многообразия орбит, сохран..яющu.м дuС1Срu.u.uкактКую ав

перповерхность. Точнее, ок может быть приведен 1с рост1СУ инвари

анта каu.u.екьшеЙ стеnеки (равкой 2).

Следствие. Росток тunuчкой фУК1Сции nepe.ueKHblX (Аl, ' .. , AJ.') в ку

ле npUB~au.u. 1с виду Лl + const дuффео.uорфuз.uо.u, сохран..яющu.u. 060б

щёкный дасточ"инхвост

(условие типичности,' д!/дАl 10# О).
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Пример. Гладкая кривая, проходящая через точку возврата полуку

бической параболы и не касающаяся параболы в нуле, может быть пре

образована в прямую (не касающуюся параболы в нуле) диффеомор

физмом, сохраняющим параболу (рис. 45).

Рис. 45. Выпрямление
функции времени

Доказательство теоремы основано на эквивариантном аналоге лем

мы Морса:

Теорема 2. Если второй дuфферен,цuа.л в н,у.л.е фун,х:цuu, инвариант

пой относительно неприводимой "о..кnах:тн,оЙ группы .л.uн,еЙн,ых пре

образовсний, невырожден то в неяоторой окрестности н,у.л.оЯ Фунх:

цu.я приводима fC своей квадратичной части ЗfCвuварuан,тн,ы..u (то есть

1Со.u..кутuрующu..к с деЙствие..к группы) дuффео.м.орфuз..ко.м..

Эта теорема легко доказывается, подобно обычной лемме Морса,

гомотопическим методом. Единственным новым ингредиентом явля

ется построение эквивариантного решения гомотопического уравнения

усреднением по компактной группе. Детали доказательств теорем 1 и

2 изложены в [1]. Обе теоремы верны в голоморфном, аналитическом

и гладком случаях.

Замечание. Хотя следствие легко следует из этих теорем, кажется не

возможным открыть его с их помощью. Действительно, теоремы 1 и 2
были открыты только после того, как следствие было доказано путём

длинных вычислений (использовавших явные формулы для векторных

полей, касающихся ласточкина хвоста). Мы вернемся к этим вектор

ным полям позже (§§4.1-4.2).

Теорема 1 доставляет нормализацию функции времени в наиболее

вырожденных точках большого фронта. Однако, большой фронт име

ет также менее вырожденвые точки. Например, большой фронт в

трехмерном пространстве-времени имеет, помимо ласточкиных хво

стов, ребра возврата (т. е. линии особенностей). В типичной точке ре

бра возврата изохрона (поверхность фиксированного времени) транс

версадьна ребру. Но в некоторых точках ребра возврата эта поверх

ность может касаться ребра. Это событие также может быть устойчи

вым (не исчезнет после ммой деформации фронта). Такие точки явля

ются критическими точками ограничения функции времени на ребро
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возврата. Изучим перестройки фронтов в таких точках. Для простоты

ограничимся голоморфным случаем.

Рассмотрим k-мерное "ребро" большого фронта, соответствующее

особенности типа Хр. (где Х обозначает А, D или Е). В невырожден

ных точках ограничения функции времени на ребро перестроек мгно

венных фронтов нет. В некоторой окрестности некритической точки

большой фронт, вместе с его сечениями изохронами, диффеоморфен

произведению мгновенного фронта на ось времени (этот диффеомор

физм пространства-времени сохраняет время и не сохраняет, в общем

случае, точки пространства).

Ограничение на "ребро" многообразия типичной функции на про

странстве-времени имеет только изолированные невырожденные (мор

совские) критические точки (рис. 46). Рассмотрим одну из таКИХ то

чек. Выберем координаты (Тl"", Tk; Лl,"" Лр.) на пространстве-вре

мени так, что "ребро" аадается уравнением Л = О и большой фронт

имеет вид "л принадлежит дискриминанту ХIJ." •

Рис. 46. Типичная особенность

ограничения функции времени'

на "ребро воэвратв" Хр.

Согласно параметрической лемме Морса, в подходящих координа

тах r функция времени может быть приведена к локальной нормальной

форме

Для типичной функции времени росток Ф в нуле типичен, следовательно

(по теореме 1) приводим к виду Ф = лl +const (где лl есть инвариант

.наименьшей степени) диффеоморфизмом многообразия орбит, сохра

НЯЮЩИМ дискриминант.

Таким образом, мы получили нормальные формы типичных пере

строек, Зависящих от времени фронтов в пространствах размернос

ти < 5.

Пример. В трёхмерном пространстве-времени тиnuчн,ые nере

стРОЙ1Си 1Шждой ветви фронта .могут быть J101Сально сведены х сде-

дующu.u н,ор.мальн,ы.м фор.ма.м: '
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тип большой фронт функция времени

Аз {А I Z4 + лIz~ + Л2Z + Аз ±лl

имеет кратный корень}

А2 {л I zJ + AIZ + А2 Тl ИЛИ ±лl ± Т{

имеет кратный корень }
Аl ..\1 = О Тl или ±А1 ± Т{ ± T~
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Перестройки двумерных фронтов в момент времени t = О изобра

жены на рис. 47 (на рисунке изображены фронты в моменты t < О,

t = О и t > О, прошлое и будущее могут меняться местами).

Рис. 47. Типичные перестройки

волновых фронтов на

плоскости

.....---... szs ~ ф
<:»:
,,--...

~ • ~. ~

п~
~~ o)~

v '~

Аз А:;. А1

Кроме того, различные ветви фронта свободно движутся друг

сквозь друга. Следовательно, в изолированные моменты воаникают

дополнительные перестройки: одна ветвь может проходить через точ

ку пересечения двух других, или через точку возврата; две ветви могут

касаться друг друга, соответствующая перестройка - рождение или

смерть двух точек пересечения.

Перестройки фронтов в пространствах БОльших размерностей опи

саны в [95], [96], [28]. Изображения перестроек фронтов в трёхмерном

пространстве приведены на рис. 48 (взятом из [98]).

'1)
~-

Рис. 48. Типичные перестройки волновых фронтов в 3-пространстве
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Замечание. Некоторые из описанных выше перестроек фронтов не

реализуемы при распространении волновых фронтов. В самом деле,

нетривиальные перестройки A1 и А2 изменяют число связных компо

нент соответствующего лежавдрова многообразия. Следовательно, они

не могут появиться как перестройки эквидвстант гиперповерхностеЙ.

Тем не менее, они могут появиться при изучении "лежандровых ко

бордиэмов", как, например, в следующей ситуации. Рассмотрим след

движущегося в пространстве фронта (скажем, ударной волны от летя

щего самолета] на поверхности Земли. Топология лежандрова много

образия , соответствующего фронту в пространстве, в процессе движе

ния фронта оста.ётся неизменной. Но лежандрово многообразие, опи

сывающее след фронта на поверхности Земли, в определённые моменты

времени претерпевает (морсовские) перестройки .



4 Сворачивание инвариантов

и отображения периодов

в этой главе Мы опишем алгебраическую технику, используемую при

приведении дифференциально-геометрических объектов к нор

мальным формам. Например, теория нормальных форм перестроек

волновых фронтов, описанная ранее,' основана на приведении к нор

мальным формам функции времени диффеоморфизмами пространства

времени, сохраняющими ласточкины хвосты. Алгебра Ли группы та

ких преобразовааий образована векторными полями, касающимися ла

сточкина хвоста. Основные результаты данной главы в сжатой форме

описывают эти векторные поля; эта информация может быть также

получена прямыми, но длинными вычислениями, использующими сим

метрические функции.

Успех достигается с помощью результатов теории инвариантов

групп евклидовых отражений. В конце этой главы излагается тео

рия отображений периодов, развитая А.Н.Варченко и А.Б.Гивенталем.

Эта теория может рассматриваться как обобщение на случай непро

сТЫХ кваэяоднородных особенностей геометрии векторных полей, ка

сающихся дискриминантов групп отражений.

Отображения периодов переносят форму пересечений из простран

ства гомологий неособого множества уровня функции на базу версаль

ной деформации, определяя поле 2-форм на кокасательных простран

ствах базы. Это поле может рассматриваться Как аналог римановой

метрики на пространстве регулярных орбит группы евклидовых отра

жении.

4.1. Векторные поля, касающиесяфронтов

Фронт простой особенностибиголоморфноэквивалентендискриминан

ту конечной/группы евклидовыхотражений (§з.l). Поэтому мы будем
изучать голоморфныевекторные поля на многообразииорбит, касаю

щиеся дискриминанта(то есть множества нерегцлярньи: орбит).

Напомним некоторые обозначения. Группа отражений действует

на евклидовом пространствеRP и на его комплексвфикации ер. М'Н,о

гообразие орбит В диффеоиорфно СР . Обозначим через 1r : СР ~ в
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Замечание. Некоторые из описанных выше перестроек фронтов не

реализуемы при распространении волновых фронтов. В самом деле,

нетривиа.льные перестройки А} и А2 изменяют ЧИСЛО связных комПО

нент соответствующего лежандрова многообразия. Следовательно, они

не могут появиться как перестройки эквидистант гиперповерхностеЙ.

Тем не менее, они могут появиться при изучении "лежандровых КО

бордиэмов", как, например, в следующей ситуации. Рассмотрим след

движущегося в пространстве фронта (скажем, ударной волны от летя

щего самолёта) на поверхности Земли. Топология лежандрова много

образия , соответствующего фронту в пространстве, в процессе движе

ния фронта остается неизменной. Но лежандрово многообразие, опи

сывающее след фронта на поверхности Земли, в определённые моменты

времени претерпевает (морсовские) перестройки.
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и отображения периодов

в этой главе мы опишем алгебраическую технику, используемую при

приведении дифференциально-геометрических объектов к нор

мальным формам. Например, теория нормальных форм перестроек

волновых фронтов, описанная ранее,· основана на приведении к нор

мальным формам функции времени диффеоморфизмами пространства

времени, сохраняющими ласточкины хвосты. Алгебра Ли группы та

ких преобразований образована векторными полями, касающимися ла

сточкина хвоста. Основные результаты данной главы В сжатой форме

описывают эти векторные поля; эта информация может быть также

получена прямыми, но длинными вычислениями, использующими сим

метрические функции.

Успех достигается с помощью результатов теории инвариантов

групп евклидовых отражений. В конце этой главы излагается тео

рия отображений периодов, развитая А.Н.Варченко и А.Б.Гивенталем.

Эта теория может рассматриваться как обобщение на случай непро

стых квазиоднородных особенностей геометрии векторных полей, Ка

сающихся дискриминантов групп отражений.

Отображения периодов переносят форму пересечений из простран

ства гомологий неособого множества уровня функции на базу версаль

ной деформации, определяя поле 2-форм на кокасательных простран

ствах базы. Это поле может рассматриваться как аналог римановой

метрики на пространстве регулярных орбит группы евклидовых отра

жении.

4.1. Векторные поля, касающиесяфронтов

Фронт простойособенностибиголоморфноэквивалентендискриминан

ту конечной группы евклидоныхотражений (§3.1). Поэтому мы будем

изучать голоморфные векторные поля на многообразии орбит, касаю

щиеся дискриминанта (то есть множества HepeгyдJLpHЫX орбит).

Напомним некоторые обозначения. Группа отражений действует

на евклидсвом пространстве RJ.Io и на его комплексификации С", Мно

гообразие орбит В диффеоморфно С", Обозначим через 1г : С" --+ В



82 Глава 4. Сворачивание инвариантов и ото6раженШI пеоиодов

отображение Виета, отправляющее точку в её орбиту. ДиС1Срu.u.инант

Е (многообразие нерегулярных орбит) есть гиперповерхность в .В, она

образована образами зеркал. Дискриминант будет также называться

обобщённьш ластОЧ1Сины.w хвосто..к в связи со следующим примером.

Пример. В случае AJ.' многообразие орбит В является многообразием

всех комплексных полиномов zp+l +ЛlzJ.'-l+.. .+Лр. Отображение Вие

та сопоставляет неупорядоченному множеству корней такого многочле

на упорядоченное множество его коэффициентов. Зеркала определены

уравнениями Zi = Zj (см. рис. 41, где JL = 2); здесь Zj - декартовы

координаты на CJ.'+l, и С!' есть гиперплоскость L Zi = О.

Многообразие нерегулярных орбит:·

Е = {л Е В I zJ.'+l + ЛlzJ.'-l + ... + ЛJ.' имеет кратный корень}.

Для р, = 3 зто - обычный ласточкин хвост в С3.

Функции на В называются UHBapuaHma..uu (так Ка1<: для а : В ~ С

ФУН1<:ЦИЯ оо я : еР ~ С инвариантна относительно группы отражений,

и любая инвариантная функция допускает представление а о 1Г).

Определение. Операцией сворачивания инвариантов Ф называется

билинейная операция, сопоставляющая паре инвариантов евклидово

скалярное произведение их евклидовых градиентов в С":

1Г*Ф(а,Ь) =< У'1Г*а, У'1Г*Ь >,

где < ., . > и у' - евклидовы скалярное произведение и градиент в CJ.',
1Г*а = а о 1Г.

Пример. Рассмотрим действие группы А2 на плоскости. Сворачивая

базисные инварианты лl и Л2, получим (проводя некоторые вычисления

с свмметрическими функциями):

Операция сворачивания инвариантов симметрична, билинейна и

удовлетворяет тождеству Лейбница: при фиксированном первом ар

гументе она является дифференцированием второго аргумента,

Ф(а, Ьс) = ЬФ(а, с) + сФ(а, Ь).

Следовательно, каждый инвариант а : В ~ С определяет векторное

поле Уа на многообразии орбит: пронаводная инварианта Ь вдоль Уа

есть Ф(а, Ь).
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Будем называть Va nОтенций.4ЬНbl.U nоде.А4 с noтенций.40.А4 а.

Теорема. Всякое потенциальное поле Va 1Сасаетс,я многообразия не

регу.л..яр'Ных орбит.

Доказательство. Евклидов градиент инвариантной функции 1Г* а ин

вариантен относительно отражений. Следовательно, он касается зер

кал. Таким образом, проекция этого градиента на многообразие орбит

'касается проекции аеркал, что и требова.лось доказать.

Выберем базис инвариантов (т. е. Координатную систему

(Лl, ... , Л/l) на В; на В не фиксируется НИКаКой линейной структуры).

ПО функциям Лi построим J.L векторных полей {vлJ на В, касающихся

дискриминантной гвперповерхности. Эти поля будут называться ба

зис'Ны.ми.

Пример. Базисные поля для базиса инвариантов (Лl, Л2) группы А2
таКоВЫ:

VЛ 1 = -2Л l -I>:I - 3Л2а~2'
. а 2л2 д
VЛ2 = -3Л2~ + TIO:;-

(это следует из предыдущего примера). В этом случае дискриминант

ная гиперповерхность является полукубической параболой 6. = О, где

6. = 4л~ + 27Л~. Первое из этих полей является эйлеровым квазиодно

родным полем, второе - гамияьтоново поле с гамильтонианом 6./18.

Теорема (см. [98]). Векторы J.L базисных полей неэсе ucu..ubl в JZюбой

точке многообразия регу.л..яр'Ных орбит. На многообразии нере2У.л..яр'Ных

орбит их определитель u..ueem ну.ль первого порядна. .
В тОЧ1Се многообразия нерегилярны» орбит базисные nо.л..я поро

ждают касательное пространство к: страту естественной страти

фu~а'Циu дuСк:рu..uи'НантноЙ гиnерnоверхнос..ти, содержаще.му да'Н'Ную

точ1СУ.

Зная базисные векторные поля, мы можем построить множество

других полей, касающихся дискриминанта: любая линейная комбина

ция базисных полей с (голоморфными) функциональными коэффициен

тами является таКОВОЙ.

ЛЮбое голоморфнов векторное поле (его росток), касающееся дис

криминанта, представимо в таком виде, а соответствующие голоморф

ные коэффициенты (их ростки) определены единственным образом [99].
Другими словами, ростки в нуле голоморфных векторных полей, ка

сающихся дискриминанта, образуют свободный модуль над С-алгеброй



84 Глава 4. Сворачивание инвариантов и отображенWI периодов

(ростков) голоморфных функций С JL образующими (в качестве кото

рых может быть выбрана любая система базисных полей).

Пример. Любое плоское векторное поле, голоморфное в нуле и касаю

щееся полукубической параболы 6. = 01 имеет вид аlVЛ 1 +а2 VЛ2 (исполь

зуя обозначения предыдущего примера); голоморфные коэффициенты

определены единственным образом.

Замечание. Бесконечно гладкое векторное поле на вещественном

трёхмерном пространстве, касающееся вещественного ласточкина хво

ста (образованного вещественными полиномами z4 + Лlz2 + Л2Z + ЛЗ С

кратным вещественным корнем), в общем случае не является линейной

комбинацией базисных полей с гладкими коэффициентами.

В самом деле, в R3 ласточкин хвост имеет линию самопересечения

(рис. 49), аналитическое продолжение которой в другую сторону от

вершины ласточкина хвоста является кривой, не принадлежащей веще

ственному ласточкину хвосту (соответствующие кратные корни ком

плексны). Гладкое векторное поле, касающееся вещественного ласточ

кина хвоста, в общем случае не касается этой продолженной кривой, в

отличие от базисных полей.

Рис. 49. Линия самопересечения вещественного ласточкина хвоста

И её аналитическое продолжение

Во всяком случае, знание базисных полей чрезвычайно полезно для

приведения к нормальным формам различных геометрических объек

тов с помощью сохраняющих дискриминант диффеоморфиэмов, пос

кольку любая функциональная линейная комбинация базисных Полей ка

сается двскриминанта.

Явные формулы для Компонент базисных полей, касающихся дис

криминантов групп отражений, имеются в [1), [98J, [100]. Так как эти
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компоненты равны Ф(Лi, Лj), достаточно вычислитъ свёртки базисных

инвариантов.

Пример. Матрица Ф(Лi, Лj) для Аз записывается следующим образом

(в указанном выше базисе):

Следовательно, базис модуля векторных полей, касающихся ласточкина

хвоста в с-, образован полями

VЗ

2Лlдl + 3Л2д2 + 4лздз,

. 2 ЛIЛ2
3 Л2дl + (4лз - Лl)д2 - -2-дз ,

ЛIА2 3л~
4лздl - -2-д2 + ( 2Л I ЛЗ - 4 )8з -

Общая формула для свёртки инвариантов группы A~ была найдена

Д.Б.Фуксом [1J. Обозначим через а; i-ую симметрическую функцию от

корней многочлена z~+l + Лlz~-l + ... + Л~:

(10 = 1, (11 = О, (12 = Лl, (1З = -Л2" -., (1~+1 = ±л~, (1~+2 = .. - = о.

Тогда, для i < j,

где суммированиеведётся по всем парам (а, (3), удовлетворяющим

о' + f3 = i + j, о < о' < i.

Формулы для остальных простых особенностей имеются в [101],
[102].

Практический метод для быстрого вычисления векторных полей,

касающихся фронтов, был изобретён В.М.3акалюкиным [95] _В квази

однородном случае его конструкция начинается с версальной деформа- .
ции F квазиоднородного полинома f,
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где gk суть мономы, образующие (над С) локальную алгебру

а, = С[[х]] / (::J.
(Здесь (д! /aXj) обозначает "идеал, образованный функциональными

линейными комбинациями Е hja!/aXj в алгебре С[[х]] формальных

степенных рядов переменных x"l). Этот идеал является касательным

пространством к орбите! под действием группы диффеоморфизмов.)

Рассмотрим разложение

существующеесогласнотеореме Вейерштрасса(см., например, [28]).
Векторные поля

д
vi = L Vi,j(Л) дл'

1

касаются фронта, определённого формулами

Е = {л Е с- I многообразие У). = {Х I Р(х, л) = О} особо}.

Любое векторное поле, голоморфное в нуле и касающееся фронта, един

ственным образом представляется в виде линейной комбинации базис

ных полей vi с голоморфными В нуле коэффициентами.

Конструкция Закалюкина основана на следующих соображениях.

Рассмотрим малую деформацию (1 + €g)F семейства F (6' - малый

параметр}. Это семейство R-эквивалентно семейству, индуцирован

ному из F (так как F версально, см. [28]). Соответствующая замена

параметров близка к тождественной. Её пронаводная по 6', при 6' = О,

даёт требуемое векторное поле. Оно касается фронта Е, так как мно

гообразия У). (и, следовательно, фронты рассмотренных семейств) не

зависят от е, Так как Замена параметров переводит фронт во фронт,

её пронаводная V касается фронта Е.

1) Алгеброu (ФУНКЦИЙ, рядов и т. д.) наэывается JIИНейное пространство элемен

тов (фУНКЦИЙ, ... ), содержащее вместе с любыми двумя элементами их произведе

иве. наеало.. называется двнейное подпространствоалгебры, содержащее вместе

с любым своим элементом все пронаведения этого элемента на элементы алгебры.

Фактор-пространствоQ = А!1 алгебры по модулю идеала само является алгеброй.

Алгебра называется локальной, если она имеет единственный максимаяьный Идеал

(не содержвщийса В других идеалах, отличных от алгебры). Алгебра С[[х]] докаль

на, JCа"С'~JCальный uаеал образован рядами без свободного члена.
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Размерность алгебры Ли векторных полей, касающихся фронта лежан

дрова отображения (или дискриминанта группы отражений), бесконеч

на. Однако, мы можем построить конечномерную алгебру Ли, заменяя

каждое векторное поле его линейной частью в нуле. В большинстве

вычислений, использующих касающиеся фронтов векторные поля, до

сталочно знание этих конечномерных алгебр. В отличие от сворачива

ния полных инвариантов, алгебра линеаризовавных сворачиваний до

пускает простое явное описание в терминах умножения в локальной

градуированной алгебре соответствующей особенности.

Вудем обозначать касательное пространство в нуле к многообразию

орбит группы отражений через Т, двойственное ему пространство 
через Т*.

Определение. Линеаризованным сворйчuвйнuе..и инвйриактов назы

вается билинейное отображение

ф : Т* Х Т* -+ Т*,

определённое формулой

ф(dа, db) = d(Ф(а, Ь)),

где d есть дифференциал функции в нуле многообразия орбит и Ф 
сворачивание инвариантов.

Легко видеть, что определение корректно (значение Ф зависит толь

ко от дифференциалов а, Ь в нуле, а не от самих инвариантов с, Ь).

Пример. Обозначим дифференциалы координат Лi в нуле многообра

зия орбит В теми же буквами Лi. Тогда для группы Аз динеаризо

ванное сворачивание инвариантов описывается (в обозначениях §4.1.)
"треугольной" матрицей

2Л l 3Л2 4лз

3Л2 4лз О

4лз О О

Треугольная матрица подобного вида описывает линеариасванное сво

рачивание инвариантов для AJ-L (первая строка - (2 Л l , " " (JL + l)ЛJ-L)

и все элементы на линиях, параллельных вспомогательной диагонали,

равны между собой).
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Этот пример показывает, что, в отличие от полных сворачиваний,

линеаризованные могут быть описаны в простых терминах. В дей

ствительности, ливеариэованвое сворачивание инвариантов допускает

единообразное описание для всех групп евкяидовых отражений, свя

занных с простыми краевыми особенностями, в терминах локальных

градуированных алгебр особенностей.

Эти локальные алгебры имеют вид

!( д! д! af )
Q = C[[Xt, Х2, ХЗ]] Хl дх! ' дХ2 ' дхз .

(Мы факторизуем по идеалу, который есть касательное пространство к

орбите группы диффеоморфизмов, сохраняющих край и действующих

на пространстве функций.) Здесь f принадлежит следующему спис

ку простых "раевых особенностей ростков функций на многообразии

(сЗ , О) с "краем" Хl = О:

тип нормальная форма f r1 r2 rз h диаграмма Дывкинв

AJl Z1 + X~+l + :I:~ 2J.' + 2 2 J.' + 1 21J + 2 0--0----0----0- IJ > 1

Вр x
Jl + х2 + х2 2 J.' J.' 2J.'~ J.'>21 2 3

ер Х1Х2 + X~ +:I:~ 2J.' - 2 2 IJ 2J.' е::«>--о--о--- J.'>З

DJ.& :1:1 + :I:~:l:З + x~-1 2J.' - 2 J.' - 2 2 21J - 2 "" '" ..... '" ""J.'>4~

Е6 + З 4 12 4 3 12

~
Xl Х2 +:1:з

Е7 Zl + Z~ + X2zg 18 6 4 18 - J"\. -о-
)

Es Х1 +:I:~ + X~ 30 10 6 30 '" .... - ....("\. J"'\.. f'\- - - -

Р4 Z2 + ZЗ + Z2 3 2 3 6 ~1 2 З

(двойные рёбра обозначают угол 1350).
Связь между этими функциями и соответствующими группами от

ражений объяснена ниже. Рассмотрим версальнцю деформацию крае-
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вой особенности f функции на многообразии (сЗ, О) с "краем" хl = О:

где 9i - такие мономы, что их образы порождают линейное простран

ство Q над С.

Пример. В случае F4 :

F(x, л) = f + ЛI ХI Х2 + Л2Х l + ЛЗХ2 + Л4.

Определение. Бифурк:ационноu диагрa..и..uоЙ краевой особенности на

зывается гиперповерхность в базе С!' = {л} версальной деформации,

образованная теми значениями параметра Л, при которых гиперповерх

ность нулевого уровня

VЛ = {х Е с3 IF( х, л) = О}

либо особа, либо нетравсверсальна "краю" хl = О (рис. 50).

Замечание. Приведённый выше список содержит все простые, устой

чивые краевые особенности, с точностью до сохраняющей край ста

бильной эквивалентности (для того чтобы получить нормальные фор

мы простых, устойчивых краевых особенностей функций большего чи

сла переменных n, нужно добавитьквадратыновых переменных;в слу

чае n= 2 опускается слагаемое х5 в нормальных формах Ар., Вр., Ср., F4 ;

в случае n = 1 опускается слагаемое x~ + x~ в нормальной форме Вр.).

Теорема (см. (3]). БифУР1Сационна.я. диагрlL.JИ..Atа любой юраевой особен

ности Ар., ... , F4 диффео.м,орфна диС1Срtшинанту соответствую

щеu группы ев1САидовы;с отражений.

Биголоморфный диффеоморфизм базы версальной деформации в

многообразие орбит группы отражений, отождествляющий бифурка

ционную диаграмму с днскриминантом, не единствен. Такие диффео

морфизмы (точнее их ростки в нуле) будут называться доnустtшыми

отождестелениями базы с многообразием орбит.

Замечание. Список кристаллографических групп евклидовых отра

жений (или групп Вейля простых групп Ли) содержит ещё одну группу,

а2 (группа симметрий правильного шестиугольника). Список непри

водимых групп евклидовых отражений содержит, помимо групп Вей

ля, одну бесконечную серию, 12(Р) (группы симметрий правильных ~

угольников), и две исключительные группы, Нз (симметрий икосаэдра)
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Рис. 50. Бифуркационные диаграммы краевых особенностей В2, 8з, С2 , С3
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и Н4 (группа симметрий гипервкосаэдра - правильного многогранни

ка, имеющего 120 вершин, в четырёхмерном евклидсвом пространстве).

Особенности, связанные с этими группами отражений, были открыты

О.В.Ляшко, О.П.Щербаком и А.Б.Гивенталем. В главе 7 мы обсудим

эти особенности.

Нормальные формы функций / в предыдущем списке являются ква

зиоднородными многочленами с положительными весами иц. Это зна

чит, что / = D/, где D = LWiXi(a/aXi) есть квазиоднородноевектор

ное поле. Веса Wi = Ui/h обозначеныв списке нормальныхформ.

Эйлероно двфференцирование-! D сохраняет идеал в знаменателе

формулы, определяющей Q. Следовательно, оно действует на Q как

дифференцирование. Вудем также обозначать это дифференцирование

через D и называть его диффере'Н,цирова'Н,ием Эйлера.

Теорема ([98], [100]). Линеаризованное сворачиеание и'Н,вариа'Н,тов

Т* Х Т* --+ Т* Э1Свивале'Н,т'Н,о( 1001С б'U..4и'Н,еU'Н,aJI. оnерацu.я) отображению

Q х Q --+ Q, оnределё'Н,'Н,ому формула.ми (р, q) ....-+ S(pq) , где

S = D + (2/h)E.

Отождествлениепространств Т* и Q, подразумеваемое в этой тео

реме, достаточно неестественно. Существует более естественное ото

ждествление касательного пространства многообразия орбит в нуле Т

и локальной алгебры Q.
В самом деле, рассмотрим допустимое отождествление базы вер

сальной деформации с многообразием орбит (росток в нуле биголо

морфного отображения, переводящего росток бифуркационной диа

граммы в росток многообразия нерегулярных орбит). Его производ

ная в нуле отождествляет Т с касательным пространством к базе вер

сальной деформации, а последнее естественно изоморфно пространст

ву локальной алгебры Q (скорости деформации соответствует её класс

в Q).
Таким образом, мы определили доnустtJ.Иое отождествление Т*

с Q*. Следующая теорема описывает перенос на. Q* линеаризованного

сворачивания инвариантов, но сначала нам потребуется вспомогатель

ная конструкция.

Определение. Элемент 1двойственного локальной алгебре простран

ства Q* называется доnустtJ.Иы.,и, если линейная функция 1 : Q --+ с не

равна нулю на аннуляторе максимального идеала алгебры Q (рис. 51).

2)Дuфференцuрованuе.IC (КО.IC.lCуmаmUбноd) алгебры называется линеиное отобра

жение этой алгебры в себя, удовлетворяющее правилу Лейбница п(аЬ) = а пь+ьпа.
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Рис. 51. Максимальный идеал, якобивн и допустимые линейные формы

Замечание. Этот аннулятор одномерен. Он образован классом яко

биана функций из знаменателя формулы, определяющей Q, (см. [103]
или [28]). Следовательно Heдonycтu.мыe элементы о: образуют гипер

плосхость, и типичный эле.мент доnуст1МС.

Определение. Б'U.lИJнеЙноЙ формой Bl : Q х Q -+ С, ассоциированной

с доnуст1МСЫ.мэлементом1 Е Q*, называется форма

Bl(b, с) = l(bc).

Эта билинеЙна.я форма невырождева. если элемент 1допустим (см. [28]).
Обозначим через Nl : Q --+ с: линейный оператор, определяющий эту

форму.

Теорема. Любое дonycтtJ..Мoe отождествление соnостав.а..яет линеа

рuзованному свора'Чиванию инвариантов операцию

где R = Е - D и 1 - допуст1МСЫЙ элемент Q*.
Любая из операций Ф,(с доnуст'U.A'ЬШ 1) .яв.а..яетс.я образом динеа

риэовояного сворачиванu.я инвариантов при подход.ящем допустимом

отождествлении.

Следствие. Все операции ф; с доnустшсьши 1 Э1Свивtиентны.

Замечание. Предыдущие теоремы, открытые в [98] для серий А, В,

С, D, были сформулированы в терминах двойственности соответ

ствующих семейств квадратичныхформ.
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Зафиксируем допустимое отождествление касательного пространс

тва Т многообразия орбит и линейного пространства локальной алге

бры Q. Линеаризованное сворачивание инвариантов для каждого эле

мента q Е Q определяет симметрическую билинейную форму:

'Фq : Q* х Q*~ С, 'Фq(а, Ь) = ф(а, Ь) Iq •

Из предыдущих теорем вытекает

Следствие. Семе'йства форм {Е,} на Q и {'Фq} на Q* двойственны в

том смысле, что д.л,.я дюбой невырожденной формы из одного семей

ства двойственная ей форма принадлежит друго.м.у семейству.

Соотношение между параметрами двойственных форм 1 и q нели

нейно. Оно линейно Э7Свивалеnтно операции обрвщения в ЛО1Са.4ьноЙ

алгебре Q.

Подобные формулы справедливы и' в вещественном случае. Двой

ственные вещественные формы Е, и 'Фq имеют одинаковые индексы

инерции. Но сигнатура формы Е, равна индексу Пуанкаре соответ

ствующей особенности (более подробно см. [98]). Следовательно инде1С

сы Пуаn7Саре храевых особенностей совпадают с сиенатирами соот

ветствующих форм 'Фq, порождённые линеарt.tЗоваnны.м сворачивани

ем инвариантов. Эти утверждения, обнаруженные экспериментально,
u

привели к открытию двоиственности между линеаризованным свора-

чиванием инвариантов и операцией умножения в локальной алгебре со

ответствующей особенности, описанной выше.

Теоремы о линеаризованном сворачивании инвариантов могут быть

сформулированы в терминах алгебр Ли линейных векторных полей.

Полное сворачивание инвариантов определяет векторные поля, касаю

щиеся дискриминантной гиперповерхности (и, следовательно, фронтов

соответствующих особенностей). На линеаризованном уровне эта кон

струкция доставляет линейное семейство линейных векторных полей на

касательном пространстве многообразия орбит в нуле. Эти векторные

поля параметриэовавы точками двойственного пространства Т*.

Определение. Линейное поле W a , ассоциированное с эле.меnтом

а Е Т*, определяется условием: провзводная любой линейной функции

Ь на Т вдоль W a является линеаризованным сворачиванием ф(а, Ь). Дру

гими словами, W a является линейпой частью в пуле векторного nоJZ.Я

Va , определённого полным сворачиванием инвариантов (§4.1).

Теорема ([98]). Поля W a образуют JL-nара.метричес7СУЮ алгебру Ли.
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Дд.Я любого базиса (а1, ... , ар.) пространства Т* ве7'Сторы W a• ди

нейно неэависtшЫ в любой тО'Ч7'Се Т, не nринаддежащеu. гиперплоско

сти, 1СасающейCJ1 многообразия нерегуд.ЯрНЫХ орбит (соответствую

щая группа отражений непривод'ШСа).

Уравнение этой ис1C.ltю'ЧuтедьноЙ гиперповераности: a JJ = О, где ар.

- дифференциал tmBapuaHma наивысшей степени.

Замечание. Мы сопоставили любой группе евклидовых отражений в

J,t-мерном пространстве (например, группе Вейля простой группы Ли

ранга jL) алгебруЛи размерности jL. Соответствующая группа Ли есть

группа линейных частей диффеоморфизмов, сохраняющих "обобщён

вый ласточкин хвост". Такие линейные отображения сохраняют каса

тельную гиперплоскость к ласточкину хвосту в его вершине, а также

множество касательных пространств к различным стратам естествен

ной стратификации обобщённого ласточкина хвоста (включая линию,

соответствующую аннулятору максимального идеала).

Однако, наша группа линейных отображений меньше, чем вся груп

па линейных отображений, сохраняющих касательные пространства к

стратам. Наша группа сохраняет некоторую дополнительную структу

ру на Т, некоторый прuзра7'С обобщённого ласточкина хвоста, живущий

в его касательном пространстве.

Предыдущие теоремы описывают алгебру Ли полей W a В терми

нах градуированной локальной алгебры соответствующей особенности.

Обозначим через Мч : Q --+ Q оператор умножения на элемент q Е Q.
Для любого дифференцирования D : Q --+ Q определим линейный опе

ратор:

R= Е- D.

Теорема ([98]). Дд.Я любого дuфференцированu.я D 7\;о.м..wутативной

алгебры Q, операторы Wq образуют а.лгебру Ли.

Если D .явд.Яетс.я эйлеровым дифференцированием ЛО7'Са.АьноЙ алге

бры простой особенности, то алгебра Ли {Wq } изоморфна алгебре Ли

{ W a } линеаризации ве1Сторных полей, 7'Сасающuxс.я диС1Срtши1юнта.

Соотношение .АСежду параметрами. q и а соответствующих век

торных полей лuнеЙно. После доnустtшого отождестеления Q и Т,

это соотношение даётея формулой а = Nb(q) (где Ь зависит от вы

бора отождестввенияу.

Алгебраическая связь между ливеарвэовавным и полным сворачи

ванием инвариантов до сих пор не совсем ясна. Существует ли форму

ла, выражающая полное сворачивание инвариантов в терминах дивеа-
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ризованного (подобно формуле для операции в группе Ли в терминах

коммутатора алгебры Ли)? Каковы аксиомы для полного и линеари

зованного сворачвванвя инвариантов? Думается, что ответы долж

ны использовать линеаризованное сворачивание инвариантов вместе с

его кососимметричным близнецом: симплектической или пуассоновой

структурой, описанными ниже (§4.3-4.6). Таким образом, представля

еТСЯ интересным найти некоторый супералгебраический подход, обоб

щающий симметрический и кососимметрический случаи.

4.3. Отображенияпериодов

Существует обобщение операций сворачивания инвариавтов на слу

чай непростых особенностей. Это обобщение, открытое А.Б.Гивента

лем и А.Н.Варченко [104], основано на связях между этими операциями

и общей теорией асимптотик интегралов, разработанной А.Н.Варченко·

[43J, [42] (смотри также §2.1 и [44]).
Нам понадобится некоторые (простые) понятия, связанные с ото

бражением периодов производьвого локально тривиального расслоения.

Рассмотрим расслоения гомологий и когомологий слоёв такого расслое

ния (над одной и той же базой). Эти новые расслоения являются докаль

но тривиальными, и, в отличие от исходного расслоения, канонически

локадьно тривиалвэовавы. В самом деле, любой целочисленный цикл в

слое может быть однозначно, на уровне гомологий, перенесён в близле

жащий слой. (Эти топологически определённые локальные тривиали

зацви расслоений гомологий и когомологий называются св,яэност.ями

Гаусса-Манина. )

Определение. Отображением периодов называется сечение ассоци

ированного расслоения когомологий.

Пример 1. Предподожим,что на тотальном пространстве (гладкого)

расслоения зафиксированадифференциальнаяформа, замкнутая вдоль

слоёв. Отображение, сопоставляющееточке базы класс когомологий

ограничения этой формы на слой (над этой точкой), является отобра

Жением периодов.

Определение. Отображение примера 1 называется отображением

периодов диффереU'Ц-ua.л.ьноU формы.
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Пример 2. Зафиксируем векторное поле на базе. Проваводная любого

гладкого отображения периодов вдоль этого поля является отображе

нием периодов.

Действительно, близлежащие слои расслоения когомологий могут

быть отождествлены с помощью топологической тривиа.лизации. По

еле этого отождествления, сечения расслоения когомологий [локальво)

становятся отображениями в слой и могут быть дифференцируемы как

обычные функции.

Пример 3. Рассмотрим частный случай, когда база является ком

плексным многообразием,и комплексвыеразмерностибазы и слоя (ком

плексного) когомологическогорасслоениясовпадают.

Определение. Отображение периодов называется невырожденным.

если его провзводвыевдоль линейно независимыхвекторныхполей ли

нейно независимы. Другими словами, соответствующеелокальноеото

бражение базы в слой должнобыть диффеоморфизмом.

Производная любого отображения периодов определяет линейное

отображениекасательногопространствабазы в слой когомологическо

го расслоения. Невырожденноеотображениепериодов определяет изо

морфизм пространствакасательногорасслоения базы с когомологиче

ским расслоением.

Двойственный изоморфизм отправляет гомологическоерасслоение

базы в пространство её кокасательного расслоения. Таким образом,

невырожденное отображение периодов отправляет все струх;туры,

присутствующие на слоях 20.мол.О2и'ЧеС1СО20 расслоения, на кокссс

тмьные пространствабазы.

Пример 4. Предположим,что слоями исходного расслоения являются

чётномерные, ориентированные, гладкие многообразия. Рассмотрим

n-мерные гомологическоеи когомологическоерасслоения, где n равно

половине размерности слоя исходного расслоения.

Билинейная форма пересечений, определённа.я на этом гомологиче

ском расслоении, симметрична, если размерность слоёв кратна 4, и ко

сосимметрична в противном случае. Она не вырождена, если слои за

мкнуты (являются компактными многообразиями без границы); в про

тивном случае она может иметь ненулевое ядро.

Пример 5. Предположим, что форма пересечений невырождена. В

этом случае невырожденноеотображениепериодов индуцирует на ба-
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зе либо симметрическую дифференциальную форму (если размерность

слоев кратна 4), либо внешнюю дифференциальную форму.

Теорема. Индуцированная фоРJtCа .яв.uетс.я либо 11.40С1СОй 1CO-М11.4е1СС

НОй псевдоримановой ~етри1СО'й на базово-м пространстве, либо 1COJtC

n.aех:сноЙ сu.и.11.4ех:тичес1СО'й стрУ1Стуроu (ес.аи раз-мерность слоёв рав

на 4р + 2).

Действительно, индуцированная двфференциальная форма докаль

но индуцируется из формы с постоянными коэффициентами на прос

транстве гомологий. Следовательно она замкнута в кососимметриче

ском случае и определяет плоскую метрику в симметрвческом.

Гивенталь и Варченко применили эту общую конструкцию к случаю

версальной деформации ростка функции J : (С'\ О) ---+ (С, о) в нулевой

критической точке. Зафиксируем деформацию

где мономы 9; образуют базис локальной алгебры Q = С[[х]]/(д!/дх),

рассматриваемой как линейное пространство над С. Удобно считать,

что 9~ =1. Таким образом, л~ является "свободным членом" семейст

ва Р.

Зафиксируем достаточно малый шар В вокруг нуля в е-простран

стве СП. Затем зафиксируем достаточно малый шар А (зависящий

от В) в л-пространстве С!',

Определение. Точка л Е А называется биФУР1Сационно~, если -много

образие уров'НЯ

VЛ = {х Е В I Р(х, л) = О}

вырождено (рис. 52).

Определение. Множество бифуркационных точек называется дис

х:pu.и.uнанто-м Е (особенности J или её версальной деформации Р).

Над А \ Е многообразия уровня VЛ образуют локально тривиаль

ное расслоение. Размерность J.L базы равна размерности пространства

когомологий слоя. Вещественная размерность слоя чётна (она крат

на 4, если число n аргументов f нечётно) . Чтобы приложить преды

дущую теорию, мы должны только найти невырожденное отображение

периодов.

Рассмотрим голоморфную дифференциальную (n - 1)-форму на

В Х А. Такая форма f.J) замкнута вдоль любого слоя VA, следовательно
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А
паза

Рис. 52. Многообразия
уровня V)"
база Аверсальной

деформации И

дискриминант Е

Виснриминвнт

определяет отображение периодов: точке л Е В \ .Е оно сопоставляет

класс когомологий

ограничения формы",", на слой VЛ '

Определение. Отображение л 1-7 [w]л называется отображением пе

риодов фор.мы "'"'.
(Конечно, мы можем начать с ростка голоморфной формы. Неко

торый представитель этого ростка определяет отображение периодов

на некоторой части Л.)

Пример. Пусть f = Xf + ... + x~ будет функцией Морса. В этом

случае кратность J.t равна 1, версальная деформация F = f + л, слой

V,\ гомотопически эквивалентен "исчезающей сфере" sЛ-- 1 • Сфера SЛ)

л < О, является пересечением слоя с вещественным пространством. Ра

диус этой сферы r =1 л 11/2 мал, если Л мало.

Интеграл типичной голоморфной (n-l)-формы по исчезающей сфе

ре убывает как I л In/2 при л --+ О. в самом деле, этот интеграл равен

потоку векторного поля, ассоциированного с этой формой, через ПО

верхность сферы. Этот поток равен интегралу дивергенции поля по

n-диску радиуса т. Интеграл функции по такому диску равен

где первое слагаемоепропорциональнообъему диска (и значению фун

кции в центре).



§4.3. Оmобр"жеНUJ& периодов 99

Следовательно, отображение периодов морсовской особенности до

nуС1Сает асш.сnтQти'ЧеС1Сое разложение

[~]л I sл = слn/2 + ... при I л l-t о,

где С =1= о для типичной формы ~.

Определение. k-M ассо'Ц-иироваииы.м отоброжением периодов голо

морфной .формы ~ называется k-я провзводная отображения периодов

формы ~ вдоль векторного поля др. = д/дЛр..

Замечание. Векторное поле др. трансверсально в нуле (и, следователь

НО 1 везде) гиперплоскости, касающейся дискриминанта, так как 9р. =1
согласно нашему выбору версальной деформации.

Пример. Значение k-го ассоциированного отображения периодов ти

пичной формы w на исчезающем цикле SЛ функции Морса асимптоти

чески равно сл(n/2)-k для нечётного n или для k ~ n/2 (В обозначениях

предыдущегопримера).
Если n чётно и k > n/2, то порядок стремления к нулю выше (так

как дифференцированиеубивает главный член асимптотики).

Возвращаяськ общей версаяьной деформации произвольной голо

морфнойфункции, рассмотримk-e ассоциированноеотображениепери

одов типичной формы. Зафиксируем базис пространства целочислен

ных гомологийслоя, непрерывнозависящийот точки базы (в векоторой

окрестности выбранной точки базы) - "постоянный базис" канони

ческой локальной тривиализации. Рассмотрим определитель матрицы

провэводных вдоль базисных векторных полей д/дл,;, компонент (В этом

базисе) отображения периодов.

Пример. Для функции Морса этот определитель пропорциона

лен л(n/2)-k-l при нечётном n или при k < n/2.

Этот определитель (для морсовекой и, разумеется, для любой фун

кции) определён с точностью до знака (так как различныебазисы про

странства гомологий получаются друг из друга преобразованиями с

определителем±1). Квадрат определителя есть голоиорфнаяфункция

На А \ Е (так как интеграл голоморфной формы по циклу является го

ломорфной функцией параметров]. Эта фуu?(;'Ц'UJl, .меРО.АСорфuа иа А.

ДЛЯ доказательства достаточно рассмотреть типичные (неособые)

точки дискриминанта. В такой точке вырождение слоя V,.\ имеет мор

совский тип, и, следовательно, ветвление на цикле описывается форму

лами Пикара-Лефшеца.
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Мы можем пренебречь более сложными особыми точками дискрими

нанта, так как они образуют множество комплексной коразмерноств 2
в А. Следовательно, согласно теореме Хартогса, любая функция, ме

роморфная вне этого множества, мероморфна также и в точках этого

множества.

Лемма. Порядок стремления '1' -нулю оnределumеJLЯ.З) k-20 ассо'Цииро

ва-Н-НО20 отображенияпериодов munu'Ч-ноu 20ЛО.морф-ноЙ фор.мы -на кри

вой, трансверсавьнойдиС'l'р'ШСu-на-нтув нуле C-наnр'ШСер, вдоль оси ЛJl),
-не .ме-ньше 'Че.м JL(n - 2k - 2) /2.

Для морсовской точки вычисления были проведены в предыдущих

примерах. Из этого следует, что в типичной точке дискриминантапо

рядок стремления к нулю определителя отображенияпериодов типич

ной голоморфнойформы равен (n-2)/2. Типичная интегральнаялиния

поля направленийд/дЛJl пересекает дискриминант в JL точках (см .. , на
пример, [28]; рис. 53). Следовательно порядок стремления к нулю (при

движении к вершине дискриминанта) ограничения на трансверсальную

кривую определителя отображения периодов равен JL(n - 2)/2. Каждое
дифференцированиеэлементов матрицы порядка JL снижает порядок

стремления определителя к нулю на (как минимум) JL. После k диффе

ренцирований получим утверждение леммы.

Рис. 53. р. точек пересечения типичной кривой

и дискриминантной гиперповерхности в векоторой окрестности вершины

Определение. k-e ассоциированное отображение голоморфной фор

мы и-нфu-нuтезu.uа..4Ь-НО невырождено. если порядок стремления к нулю

(при стремлении к вершине дискриминанта) ограничения его опреде

лителя на ЛJl-ОСЬ имеет наименьшее возможное эначение (равное JL(n-

-2k - 2)/2).

З}равНblЙ половине порядка убывания к нулю квадрата определителя.
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Пример. k-e ассоциированное отображение периодов типичной голо

морфной формы инфинитезимально невырождено для функции Морса

от n перемевных, при условии нечётности n; оно инфинитезимально

вырождено,если n чётно и k > n/2.

Главнымирезультатамистатьи Гивевталяи Варченкоявляютсясле

дующие 11 теорем.

Теорема 1. Если k-e ассо'Ц-иированное отображение периодов uнфи

нитезtша.сьно невырождено. то ОНО невырождено.

Теорема 2. Отображение периодов типичной фор.м.ы инфинитеэи

.малЬНО невырождено. Если фор.ма пересечения невырождена. то k-e
ассо'Ц-иированное отображение периодов тиnи-чной фор.мы инфuните

31Ша.4ьно невырождено aJl,Jl, любого k.

"Нетипичные формы" этой теоремы принадлежат собственному го

ломорфному подмножеству пространства струй достаточно высокого

порядка в нуле.

Определение. Изотопией называется гладкий путь в группе (веще

ственных) ,циффеоморфизмов, начвнающийся в единице этой группы.

Изотопия базового пространства допускает единственное поднятие

до послойно линейной изотопии когомологического расслоения с ком

плексными коэффициентами (сохраняющее когомологии с целочислен

ными коэффициентами): целочисленный цикл над точкой базы непре

рывно переносится в целочисленные циклы над точками пути на базе,
u u

индуцированного даннои изотопиеи.

Определение. Доnуст1J"М,ЬШ отображением расслоения когомологий

в себя называется конечная точка поднятой изотопии, индуцированной

изотопией базы.

Определение. Два отображения периодов называются жвивалент·

ньши, если образ первого из них преобразуется в образ второго при

помощи допустимого отображения когомодогического расслоения.

В рассматриваемом нами специальном случае расслоения над Л \ Е
(где.Е есть дискриминант версальной деформации с базой Л) мы будем

рассматривать только очень узкий подкласс класса всех изотопий базы:

а именно, пути в группе голоморфвых диффеоморфиамов Л, сохраня

ющих Е. В последующем, Э1\';вива.4ентность отображений периодов

индуцируется этшси сnе'Ц-иальны..uи изотоnu.я..uu.
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Теорема 3. Если k-e ассо'Циированное отображение периодов голо

.морфной фор.4(ы и"'фtlнитез1J.4.C.а.ль",оневырождено. то 01Ю устойчиво

(то есть лО~а.4ьно (в точ~х, близ~ux ~ верши",е) оно э~вива.4ентно

k-.му ассо'Циирова",но.муотображениюпериодов любой бл~ой фор.мы).

Теорема 4. Все инфинитеЗ1J.4.C.ально невырожденные k-e ассо'Цииро

ванные отображения периодов голоморфных фор.м э~вива.лентны, при

условии квозиоднородностиисходноц фую(;'Цtlи f.

4.4. Формы пересеченияотображений периодов

Определение. Формой пересечения невырожденного отображения

периодов называется поле 2-форм на слоях кокасательногорасслоения

Т*(Л \ Е), индуцированное отображением периодов из формы пересе

чения на средних гомологиях (то есть на гомологиях половинной раз

мерности) множеств уровня голоморфных функций n переменных.

Теорема 5. Форма пересечения k-zo ассо'Циированногоинфинитези

.uа.4ьно невырожденного отображения периодов голаморфна вне дис

~p1J.4.C.UHa",maи дописхаетголоморфноспродолжениена дuC~p1J.4.C.UHaHm,

если n < 2k - 2. .

Теорема 6. Форма пересеченияиз теоре.мы 5 устойчива (дв е тa~иx

фор.мы, определённые k-JtCtJ ассо'Циирова"''''Ы.ми отображениями перио

дов блuз~их еоломорфны» фор.м, nреобразуютс.я. друг в друга биголо

,,"орфньш отображением пары (Л, Е) на себ.я.).

Теорема 7. Любые два ростка фор.м пересечения определённых ин

финитез1J.4.C.а.4ЬНОустоuчивьшиk-.ми ассо'Циuроваuны.миотображения

,,"и периодов голоморфны» фор.м, э~вива.ле",тны, при условuи квазиод

породности исходной Фун~ии f.
Эти формы пересечения обобщают сворачивание инвариантов, оп

ределённое для простых особенностей в §4.1. В самом деле, зафикси

руем инфинитеЗИМaJIЬНО невырожденное k-e ассоциированное отобра

жение периодов, где 2k + 2 > n (наиболее важен случай n = 2k + 1).
Сопоставим паре функций, голоморфных в нуле базы Л- версаяьной де

формации, новую функцию, значения которой в точках вне дискрими

нанта равны значениям формы пересечения отображения периодов на
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дифференциалах функций пары в этих точках. Эта новая функция го

ломорфно продолжается на дискриминант (по теореме 5). Эта функция
билинейно зависит от двух первоначальвыхфункций. Эта бвлввейвая

форма симметрична для нечётных n и кососимметрична для четных.

Для того чтобы получить сворачивание инвариантов, применим

описанную выше конструкцию к простым особенностям (AJL, DJL, EJL)
функций n = 2k + 1 переменных.

Предположим, что форма пересечения невырождена. Оператор, об

ратный к оператору этой формы, определяет обратн,ую фор-му на двой

ственном пространстве. В этом случае невырожденное отображение

периодов индуцврует 2-форму на 1Сасательн,о-м пространстве базы (в

дополнение к форме пересечений, определённой на кокасательном про

странстве) .

Определение. Обратной фор-мой пересечений невырожденного ото

бражения периодов называется образ обратной формы пересечений на

пространстве когомологий под действием изоморфизма между когомо

логическим и касательным расслоениями, определённым отображением

периодов.

Теорема 8. Обратная фор-ма пересечен,ий ин,фин,итез1.ШйЛЬн,о яееы

рожденного k-го ассоциирован,н,ого отображения периодов голо-морф

н,ой фор-мы aOnYC1CUem голоморфное продолжение н,а дuC1Cpf.t.A4.tJн,aHm, оп

редевяя сf.t.A4.ыеnтичес1СУЮ фор-му на базе версальной деформации, при

условии n = 2k +1.

Ограничения симплектической структуры иэ теоремы 8 на различ

ные страты дискриминанта "эапомвнают" типы критических точек,

определяющих эти страты,

Пример. (J.L/2)A1-страт является лагранжевым.

Действительно, соответствующие J.L/2 циклов исчезают на одном и

том же уровне и, следовательно, не пересекаются.

Замечание. Таким образом мы определили естественную симплекти

ческую структуру на базе Л версальной деформации

типа A2r (эта структура является обратной формой пересечений для

Р(х, ,Х) + у2).

Ранее мы определили естественную симплектическую структуру на

пространстве многочленов в §1.1. Эта структура индуцирована
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sL2-инвариантной симплектической формой на пространстве бинар

ных форм степени 2т + 3.
Две естественные симплектическве структуры, определённые та

ким образом, на этом пространстве многочленов раздuчны.

Действительно, для первой структуры (определённой отображением

периодов) множество многочленов, имеющих r двойных корней,

(1)

является лагранжевым подмногообразием, в то время как для второй

структуры (определённой S L 2) оно не лагранжево,

С другой стороны, для второй структуры (определённой с помощью

S L2 ) множество многочленов, имеющих корень кратности т + 1,

u

является лагранжевым подмногообразием, в то время как для первои

структуры оно не лагранжево.

Обе структуры полезны, но для разных целей.

Особые лагранжевы многообразия (1) и (2) диффеоморфны (они на

зываются "раскрытыми" ласточкиными хвостами размерности т, так

как дифференцирование многочленов из (2) отображает это много

образие в обычный т-мерный ласточкин хвост в пространстве много

членов степени 2r).
Раскрытый ласточкин хвост является норма.лизациеЙ обычного ла

сточкина хвоста: проекция, определённая выше, однозначна вне про

образа. линии самопересечения

обычного ласточкина хвоста; эта линия накрывается дважды. Вне её

прообраза проекция является локальным диффеоморфизмом, следова

тельно, раскрытый ласточкин хвост имеет те же особенности, что и

обычный ласточкин хвост, единственное исключение - отсутствие ли

нии самопересечения (см. рис. 10). Отсюда следует, что раскрытый

ласточкин хвост гомеоморфен евклидову пространству.

Упражнение. Докажите, что дополнение вещественного раскрытого

ласточкина хвоста в пространстве вещественных полиномов диффео

морфно R 2r \ Rr.

Указание. Смотри [92].
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Задача. Докажите, что лагранжевы многообразия (1) и (2) симплек

томорфны (существует симплектоморфиэм, переводящий первую сим

плектическую структуру во вторую и первое многообразие во второе).

Указание. Многочлену

Р(х) = xn + Лlхn-l +... + An,

сопоставьте многочлен

n = 2g + 1,

Q(x) = RESt=oo[(t - x)2g-1 p(t)]1/2 dt.

Отображение Р ~ Q есть квааиодвородный диффеоморфизм на прост

ранство многочленов степени n с фиксированным (ненулевым) старшим

коэффициентом. Подпространство МНогочленов с нулевым коэффици

ентом при члене степени n - 1 (т. е. Лl = О) отображается в прос

транство многочленов с нулевым коэффициентом при члене степени

n - 1. Многообразие (1) отображается в многообразие многочленов,

пропорцвональных многочленам из (2). Таким образом строится диф

феоморфиэм между многообраэиями (1) и (2). Локальная эквивалент

ность симплектических структур, в которых они лагранжевы, следует,

по существу, из теоремы Гивенталя (§1.2), точнее иэ её обобщения на

неприводимые квазиоднородные особые многообразия (более подробно

см. [8]).

Замечание. Эквивалентность многообразий (1) и (2) близко связана с

диффеоморфностью каустики и страта Максвелла семейства функций

х5+ахЗ+ьх2+сх (см. рис. 28): обе поверхности - ласточкины хвосты.

В случае, когда форма пересечений на пространстве гомологий вы

рождена, индуцированная структура на базе версальной деформации

не является симплектическоЙ. Действительно, невырожденное отобра

жение периодов определяет в этом случае вырожденвые 2-формы: на

кокасательных пространствах базы (вне дискриминанта).

Еслн (1CO-Мn.tLе1ССНа.я) размерность слоя не-чётна, то эти 2-фор-мы

х:ососu.м.uетричны. Рассмотрим этот случай более подробно.

4.5. Пуассоновыструктуры

Пусть f и 9 - функции на многообразии, кокасасатвлькое расслое

ние которого снабжено полем кососимметричных форм. Беря значения
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формы на дифференциалах этих функций, получим новую функцию.

Таким образом мы определили бинарную операцию на пространстве

(СОО) функций на многообразии. Эта операция билинейна и кососим

метрична. Зафиксировав одну иэ функций, получим операцию диффе

ренцирования второго аргумента вдоль некоторого векторного поля

L 8! 09
{!,9} = С'Ц(Х)-а-8.

х, Xj

Определение. Поле кососимметричных билинейных форм на кокаса

тельных пространствах многообразия называется nуассоновой стру1С

турой, если индуцированная операция на функциях (называемая С1Соб

кой Пуассона и обозначаемая {., .}) удовлетворяет тождеству Якоби

{{а,Ь},с}+ {{Ь,с},а}+ {{с,а},Ь} = О.

Теорема 8'. Невырожденное отображение периодов определяет nу

ассонови стРУ1Стуру на базе версальной дефор.мации особенности (да

же есди фор.ма пересечений вырождена).

Тождество Якоби следует из того, что наша форма индуцирована

иэ формы пересечений, имеющей "постоянные коэффициенты" .
Для доказательства других свойств отображений периодов нам по

требуется более подробная информация о пуассононых структурах.

Пример 1. Простейший пример пуассонсвойструктуры доставляется

снмплектическойструктурой, для которой скобка Пуассона двух фун

кций определена как производная одной функции вдоль гамильтонова

векторного поля, определённогодругой функцией.

Пример 2. Другой важный пример пуассоновой структуры был рас

смотрен Якоби и Ли (эта структура обычно называется структурой

Березина-Кириллова-Константа, так как эти учёные обнаружили её

важные применения).

В этом случае пуассононо многообразие есть двойственное ланейное

пространство алгебры Ли. Для определения скобки Пуассона любых

двух функций рассмотрим сначала линейные функции. Эти функции

являются элементами алгебры Ли. Их скобка Пуассона, по определе

нию, есть их коммутатор в алгебре Ли. Скобки Пуассона неливей

ных функций теперь автоматически определены, так как эта операция

должна удовлетворять правилу Лейбница:

а! д9
{J, 9}Пуассон = L ах; aXj (Xi, хj]ли·



§4.5. Пуассоновы стру"туры 107

[МЫ можем повторить эту конструкцию:' начиная с алгебры Ли мы

строим (пуассонову) структуру на пространстве функций на двойст

венном алгебре Ли пространстве. Это пространство функций также

является (новой) алгебройЛи. Следовательно,зта конструкция (приме

нённая ещё раз) снабжает пуассоновой структурой двойственное этой

(новой) алгебре Ли пространство,являющееся пространством распре

делений на исходном пуассонсвоммногообразии. Таким образом полу

чаются естественные пуассоновы структуры уравнений Власова в ма

тематической физике.]

Пример 3. Рассмотрим систему гамильтоновых дифференциальных

уравнений. Первые интеграды этой системы могут рассматриват~ся

как функции на "пространствеорбит" системы.

Естественнаяпуассоноваструктурана этом пространствебыла вве

дена Якоби (см. [90], гл. 1). В самом деле, (симплектическая) скобка

Пуассона двух первых интегралов есть снова первый интеграл. Сле

довательно, исходная симплектическая структура на фазовом прост

ранстве определяет пуассонову структуру на пространстве орбит. По

выражению Якоби, мы выбираем первые интегралы системы и каж

дый раз добавляем их скобки Пуассона к предыдущим интегралам. На

некотором шаге мы получим функционально зависимые интегралы; за

тем мы выбираем максимальное множество функцвональво независи

мых интегралов (координаты на пространстве орбит). Все остальные

интегралы (и, следовательно, их скобки Пуассона) являются функция

ми выбранных. В частности, Якоби рассмотрел конструкцию примера.

2 для группы вращений и группы движений евклидова пространства.

Если пространство орбит гладкое, то конструкция Якоби совпада

ет с современным определением пуассоновой структуры. Однако, эта

конструкция имеет то преимущество, что она работает также в случае

особого пространства орбит: в действительности Якоби ввёл особые

nуассоновы многообразия, а не элементарные гладкие пуассоновы мно

гообразия своих эпигонов.

Функция на пуассоновом многообразии определяет векторное поле

(такое, что скобка Пуассона этой функции с произвольной функцией

является производной второй функции вдоль этого векторного поля).

Это поле называется гUМШlьтоновы.u векторным полем (и начальная

функция называется функцuей Га.мШlьтона этого поля). Две точки на

пуассононом многообразии называются достuжu..мьшu (друг из друга),

если существует (зависящая от времени) функция Гамильтона, траек

тория гамвльтовова поля которой соединяет эти точки.
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Достижимость является отношением эквивалентности. Точки, до

стижимые из данной точки, образуют класс эквивалентности, называ

емый .аистом пуассонсвой структуры. Листы являются гладкими мно

гообраэиями. Таким образом, пуассонова структура разлагает много

образие на слои, и гамвльтововы поля касаются этих листов. В общем

случае размерности различных листов не равны друг другу.

Пример. Листами естественной пуассонсвой структуры на двойст

венном пространстве алгебры ЛИ .90(3),

{x,y}=z, {y,z}=x, {z,x}=y,

являются 2-сферы х2 + у2 +z2 = С И точка (о, О, О).

Листы естественной пуассоновой структуры двойственного алгебре

Ли пространства являются орбитами коприсоединённого представле

ния соответствующей группы Ли (рис. 54).

,.....--.---.
I

1•:••
I.-----::~--'

Рис. 54. Пуассоновы листы

в двойственном пространстве алгебры Ли

группы аффинных преобразовавий прямой

Размерности листов пуассонова многообразия чётны. В самом деле,

каждый лист имеет естественную симплектическую структуру (скобка

Пуассона которой совпадает с ограничением исходной скобки на этот

лист).

Таким образом, пуассоново многообразие есть набор симплектиче

ских мвогообразий разных размерностей, чьи симплектические струк

туры таковы, что получающаяся полная скобка Пуассона является

гладкой.

Пример. Устойчивое отображение периодов особенности Аз,

f = х4 + у2, определяет на базе версальной деформации (рис. 55)

F = х4 + ах2 + Ьх + с + у2 (~= у dx)

пуассонову структуру, голоморфно продолжаемую на дискриминант

(то есть на ласточкин хвост в (а, Ь, с)-пространстве).

Листами этой пуассоновой структуры являются вертикальные плос

кости Ь = const, и структура может быть приведена к виду

{а,Ь}={Ь,с}=О, {a,c}=l
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Рис. 55. Пуассонона структура

отображения периодов особенности Аз
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диффеоморфиэмом,сохраняющимласточкин хвост. Симплектические

структурына слоях Ь = const равны dаЛdс. Рассмотримлюбую пуассо

нову структуруна (а, Ь, с)-пространстве,содержащемласточкинхвост.

Предположим, что лист, содержащий вершину ласточкина хвоста,

трансверсаден касательной плоскости ласточкина хвоста (dc = О) и

содержит линию самопересечения.

Упражнение. Докажите, что любая nуаССОН,Оба cmpY'l'Cmypa с этu..u'U

Сбойстбам'U может быть приведена 'I'C вышеприведённой нормальной

фор.ие .ло'I'cа.л.ьн,ы.м д'Uффео.иорф'Uэ.ио.и, сохракяющu.и .ласто'Ч'I'C'Uн' хвост.

Пуассоневы структуры на базах версальных деформаций, опреде

лённые типичными отображениями периодов, не являются типичными

по отношению к соответствующим бифуркационным диаграммам; их

ограничения на различные страты бифуркационных диаграмм или на

касательные пространства к этим диаграммам в точках стратов мень

ших размерностей сохраняют некоторую информацию о типах выро

ждений на этих стратах соответствующих многообрааий уровня V,\.
Лагранжева природа раскрытых ласточкиных хвостов и тот факт,

что линия самопересечения обычного ласточкина хвоста принадлежит

слою пуассоновой структуры, определённой отображением периодов,

являются проявлениями этого общего феномена.

Для ласточкяных хвостов большей размерности ограничения, на

кладываемые на пуассововы (или симплектические) структуры, реали

зуемые отображениями периодов (типичных форм), не перечислены.

4.6. Главные отображения периодов

Рассмотрим случай, когда. слои имеют чётную (комплексную) размер

ность. В этом случае форма пересечения cu.м.метрична.
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Определение. r Jlавными отображенu.я.ми периодов функции

n = 2k + 1 переменных называются инфинитезима.лъно невырожден

вые k-e ассоциированные отображения периодов голоморфных форм.

[Выбор k обоснован поведением отображения Виета на зеркалах

простой особенности. Для функции ~opca оТображение периодов

асимптотическв равно алn/2 +.... Следовательно, k-e ассоциирован

ное отображение ведёт себя подобно Ьл(n/2)-k. Для n = 2k + 1 первый

член этой асимптотикв равен Ьл1/2. Таким образом, при этом выбо

ре k, k-e ассоциированное отображение периодов функции Морса име

ет в л = о простейшее ветвление второго порядка (как у функции .д).

Этот пример показывает, что для любой функции n переманных k-e
ассоциированноеотображениепериодов (с определённымвыше k) име

ет ту же особенность, что и обратное отображение Виета в типичных

точках дискриминанта (многообразия нерегулярных орбит) группы от

ражений.]

Теорема 9. Если форма пересечений невырождена. то uзоморфизм

Т'" (Л \ Е) ~ Т.,. (Л \ Е), оnредеJlённыu мобым гJlавньш отображением

nериодов, uзоморфно отображает модуJlЬ ростков говоморфны» диф

ференциaJIЬНЫХ l-форм на Л на модУJlЬ ростков в НУJlе голоморфны»

векторных nОJlей на Л, к:асающихс.я Е.

Эта теорема явдяется прямым обобщением конструкции полей, ка

сающихся фронта, основанной на сворачивании инвариантов группы

евклидовых отражений. В общем случае евкдидова метрика заменена

формой пересечений главного отображения периодов.

Рассмотрим главное отображение периодов для одной из простых

особенностей A IJ , DIJ) EIJ' В этом случае форма пересечений являет

ся определённоЙ. Группа моводромви (образ представления фундамен

тальной группы базы А\Е в пространстве когомологий Hn-l(1I.~) слоя)

является группой евклидоных отражений.

Отображение периодов сопоставляет точке базы элемент пространс

тва когомологий слоя над этой точкой; элемент определён с точностью

до действия группы монодромии. В случае простой особенности мы

получим отображение многообразия Л \ Е (дополнения к бифуркацвон

ному множеству в базе версальной деформации) в многообразие орбит

соответствующей группы отражений.

Теорема 10. Т'лавное отображение периодов д.л..я простой особенно

сти может быть продолжено до изоморфизма, отправ-ляющего ба

ЗУ Л в пространствоорбит соответствующейгруппы отражений, и
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б'U,фУР1Сац'U,онную дuагрa..и.uу Е в дuС1СР1Ш'U,flаflт этои группы отраже

нии (.мflогообраз'U,е flерегул.яРflЫХ орб'U,т). Этот uзо.морфuз.м отnра

6J1.Яет фор.му nересе'Чен'U,'й отображения nериодов в фор.му, определяю

щую свора'Ч'U,ваfl'U,е инвариантов группы отражений.

Эта теорема, следующая из результатов Э.ЛоЙенги [105], показыва
ет, что главное отображение периодов обобщает сворачивание инвари

антов групп отражений.

Рассмотрим линеараэованное сворачивание инвариантов. Пытаясь

обобщить его, мы столкнулись со следующей трудностью: для непро

стых особенностей, в отличие от простых, сворачивание двух функций,

нулевых в нуле, не обязательно равно нулю в нуле. В зтом случае ли

нейная часть сворачивания в нуле не определена линейными частями

функций.

Эта трудность не возникает в случае 1Сваз'U,одflородflых (возможно

даже непростых) функций нечётного числа переменных, имеющих не- 
вырождвнную форму пересечений. Действятельво, по теореме 9, голо
морфвое векторное поле \7а, соответствующее дифференциалу функ

ции а, касается бифуркационной диаграммы Е (здесь используется не

вырожденаость формы пересечений). По теореме В.М.3акалюкина (95],
голоморфнов векторное поле, касающееся бифуркациоаной диаграммы

нулей 1Сваз'U,одflороднои функции, имеет особую точку в нуле базы Л.

Обозначим значение формы пересечений на da, db через < \7а, \7Ь э-,

Тогда функция

< \7 (аЬ) , \7С >= а < \7Ь, 'Ус > +Ь < \7а, \7С >= а(\7Ь I с).+ Ь(\7а I с),

где функции а и Ь равны нулю в нуле Л, имеет в нуле нуль (как мини

мум) второго порядка, так как поля \7а и \7Ь имеют в О особую точку.

Следовательно, линейная часть < \7и, \7V;> в нуле не зависит от членов

порядка выше первого в рядах Тейлорафункций 'U, и v в нуле.

Таким образом, ZJlaBflOe отображение nериодов кеазиоднородной

фYfl1Щ'U,'U" u..uеющеЙ невырожденнию фор.му пересечений. определяет JIи

неаризованнию оnерацuю свора-ч'U,ваflШ С : ТоЛ Х ТоЛ ~ ТоЛ.

Касательное пространство ТоЛ базы версальной деформации мо

жет быть канонически отождествлено с пространством локальной ал

гебры Q (скорости деформации сопоставляем его класс в пространстве

локальной алгебры). Следовательно ТоЛ канонически отождествляет

ся с с: ТО есть, лвнеариэоваввое сворачивание С отождествляется с

векоторой операцией с : Q* Х Q* --t Q*. Эта операция зависит от голо

морфной формы, отображение периодов которой определяет С. Фор-
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мула для этой операции на о: была найдена Гивенталем и Варчвнко

[104]:

Теорема 11. Оnерацu.я С, построенная ПО дюбооМУ ;;ма6по,М,у отобра

жению периодов 1'С6азиоднородflойфУН'tCцuи, совпадает с одной из опе

раций Фt, построенных в §4.2 по дО1'Садьнои алгебре Q этой ФУН'tCции.

Каждая операция ФtJ с доnусти..иы..и 1, ~6JUетс-я оnерациеи с дJtЯ' nод

ход-ящего гдавпого отображения периодов.

Насколько мне известно, для вещественных непростых функций со

отношение между сигнатурами форм Фt, определёнными "линеаризо

ванным сворачиванием", и сигнатурами форм В; Левина-Ейзенбада

(см. §4.2) до сих пор не исследовано.

Обобщения предыдущих теорий на неквазиоднородный случай и

изучение образов многозначных отображений периодов в случае непро

стых особенностей существуют пока что только в зачаточной форме

(возможно, такой образ должен рассматриваться в обобщенной верх

ней полуплоскости 3игеля, определённой как пространство смешанных

структур Ходжа с данными дискретными инвариантами).



5 Лагранжева и лежандрова топология

Теории лагранжевых и лежаядровых особенностей тесно связаны с гло

бальными топологическими проблемами, касающимися вопросов сосу

ществования различных особенностей и их связи с топологией много

образия, на котором они лежат.

Простейшим примером является теория Морса, связывающая кри

тические точки функций на многообразии с топологией этого много

образия. Лагранжевы и лежандровы многообразия в пекотором смысле

являются обобщениями функций (а именно "многозначных" функций).

Таким образом, яагравжева и лежвндрова топология является, в неко

тором смысле, обобщением теории Морса на многозначные функции.

·В этой главе мы опишем лагранжевы и лежа.ндровы кобордизмы (про

явяяющиеся в геометрической оптике как соотношения между волно

вым полем в области и его следом на границе этой области). Инвари

антами этих кобордизмов являются лагранжевы и лежандровы харак

теристические числа, определённые соответствующими характеристи

ческими классами когомологий.

Эти характеристические классы двойствены подмногообраэиям, оп

ределённым стратами естественной стратификации пространства фун

кций. В определённом смысле они также могут рассматриваться как

определяющие когомологии "нелинейного грассманова пространства"

всех лагранжевых (лежандровых) многообразий.

Стрвтификация пространства функций даёт возможность опреде

лить комплексы, для которых клетки различных размерностей являют

ся типами особенностей соответствующих коразмерностеЙ. Гомологии

этих комплексов порождают лагранжевы и лежавдровы характеристи

ческие классы. Однако, эти комплексы (и спектральные последователь

ности, ассоциированные с мультиособенностями) сами по себе важнее,

~eM их гомологии: они содержат, в концентрированной форме, обшир

ную информацию, касающуюся примыканий друг к другу различных

типов особенностей.

Топологические проблемы, связанные с естественными стратифи

кациями пространста функций и отображений, очень трудны. В этой

главе мы представим несколько конкретных результатов (как веще

ственных, так и комплексных). Проблемы, касающиеся топологических

свойств типичных гладких, лагранжевых, лежаядровых или гауссовых

отображений, далеки от разрешения даже в размерности 2. Теорема 'О



112 г.лава 4. Сворачивание инвариантов u отображения пер-иодов

мула для этой операции на Q* была найдена Гввенталем и Варченко

[104]:

Теорема 11. Операция с, построенная по .n,юбо.му г.n,авно.му отобра

жению периодов ~вазиоднород-нойфун~ции, совпадает с одной из опе

раций Фl, построенных в §4.2 по .ло~a.n,ьной алгебре Q этой фун~ции.

Каждая оnерац'U.Я Фl, с дonycтu.мы.м 1, явJf..Яется операцией с дJf..Я· под

ходящего главного отображены периодов.

Насколько мне известно, для вещественных непростых фун кций со

отношение между сигнатурами форм Фl, определёнными "линеарвэо

ванным сворачиванием", и сигнатурами форм В; Левина-Ейэенбада

(см. §4.2) до сих пор не исследовано.

Обобщения предыдущих теорий на неквазиоднородный случай и

изучение образов многозначных отображений периодов в случае непро

стых особенностей существуют пока что только в зачаточной форме

(возможно, такой образ должен рассматриваться в обобщенной верх

ней полуплоскости 3игеля, определённой как пространство смешанных

структур Ходжа с данными дискретными инвариантами).
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Теории лагранжевых и лежандровых особенностей тесно связаны с гло

бальными топологическими проблемами, касающимися вопросов сосу

ществования различных особенностей и их свяэи с топологией много

образия, на котором они лежат.

Простейшим примером является теория Морса, связывающая кри

тические точки функций на многообразии с топологией этого много

образия. Лагранжены и лежандровы многообразия в некотором смысле

являются обобщениями функций (а именно "многозначных" функций).

Таким образом, лагранжева и лежавдрова топология является, в веко

тором смысле, обобщением теории Морса на многоэначные функции.

В этой главе мы опишем лагранжевы и лежандровы кобордизмы (про

являющиеся в геометрической оптике как соотношения между волно

вым полем в области и его следом на границе этой области). Инвари

антами этих кобордизмов являются лагранжевы и лежандровы харак

теристические числа, определенные соответствующими характеристи

ческими классами когомояогвй.

Эти характеристические классы двойствены подмвогообраааям, оп

ределённым стратами естественной стратификации пространства фун

кций. В определённом смысле они также могут рассматриваться как

определяющие когомологии "нелинейного грассманова пространства"

всех лагранжевых (лежандровых) многообразий.

Стратификация пространства функций даёт возможность опреде

лить комплексы, для которых клетки различных размерностей являют

ся типами особенностей соответствующих коразмерностеЙ. Гомологии

этих комплексов порождают лагранжевы и лежандровы характеристи

ческие классы. Однако, эти комплексы (и спектральные последователь

ности, ассоциированные с мультиособенностями) сами по себе важнее,

~eM их гомологии: они содержат, в концентрированной форме, обшир

ную информацию, касающуюся примыканий друг к другу различных

типов особенностей.

Топологические проблемы, связанные с естественными стратифи

кациями пространств функций и отображений, очень трудны. В этой

главе мы представим несколько конкретных результатов (как веще

ственных, так и комплексных). Проблемы, касающиеся топологических

свойств типичных гладких, яагравжевых, лежаядровых или гауссовых

отображений, далеки от разрешения даже в размерности 2. Теорема 'о
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4-х вершинах, теорема о 4-х омбилических точках'! и обобщенная не

выпуклая задача Минковского являются одними из естественных кан

дидатов на исследование в рамках симплектической или контактной

топологии.

5.1. Лагранжевыи лежандровыкоБОРДИЗМЫ

Простейшимпримером лежавдровакобордизмаявляетсяслед, оставля

емый на поверхностиЗемли движущимсяв воздухе волновымфронтом.

След в один момент времени может топологическиотличаться от следа

в другой момент времени, но любые два .таких следа кобордантныдруг

другу.

Отношениекобордиэманалагаетопределённыеограниченияна осо

бенности, имеющиеся в различные моменты времени. Например, чёт

ности чисел точек возвратакобордантныхфронтов должныбыть рав

ными.

Определениелагранжевакобордиэмаопирается на понятие лагран

жева края. Рассмотрим лагранжево подмногообразие пространства

кокасательногорасслоения многообразияс краем. Физически лагран

жево подмногообразиеописывает коротковолновуюасимптотяку вол

нового поля. Волновое поле в области индуцирует волновое поле на

краю этой области. Его асимптотвкаопределяет лагранжево подмно

гообразие пространствакокасательногорасслоения края. ЭТО лагран

жево подмногообразиеназывается лагравжевымкраем исходного (ла

гранжева) подмногообразия. Размерностьлагранжевакрая на едини

цу меньше размерности исходного подмногообрааия,и оно вложено в

симплектическоепространство,размерностькоторогона 2 меньше раз

мерности исходного симплектического пространства.

Другими словами, вложение ВУ c....r V индуцирует проекцию

B(T*V) -++ Т*(дУ) из края пространства кокасательного расслоения

в пространство кокасательного расслоения края (эта проекция отпра

вляет 1-форму в точке края в ограничение этой формы на край).

Рассмотрим лагранжево подмногообразие пространства T·V (быть

1)Прииечание: Недавно М.Э.Казарян [19:1.] построил характеристический класс

специального оснащенного лагранжева грассм:аниана, отвечающий за особенности

типа D4 1 то есть за оибвавческве точки.



§5.1. Лагрвнжевы u .IIежандроБы� 1Собордuэ.АСЫ 115

может иммерсированное, то есть имеющее самопересеченвя}. Предпо

ложим, что оно травсверсальво краю фазового пространства. Тогда

оно пересекает край вдоль некоторого гладкого (иммерсированного)

подмногообразия, Проектируя это пересечение в T*(av), получим им

мерсированноелагранжевоподмногообразиепространствакокасатель

ного расслоения края. Это подмногообразиеназывается Jlагра"жевьш

1Срае.м исходноголагранжеваподмногообрааия.

Задача. Докажите, что образ этой провкции на самом деле иммерси

рован.

Лежавдров край определяется аналогичной конструкцией. Рассмо

трим, например, (иммерсированное)лежандровоподмногообразиепро

странства l-струй функций на многообразииМ с краем дМ.

Край пространства l-струй, BJl(M, R), расслоен над многообрази

ем l-струй функций на краю (отображениеBJ1(M, R) --н Jl(BM,R)
переводит l-струю функции в точке края в l-струю ограничения этой

функции на край).

Лежандровоподмногообразие,трансверсаяьноекраю пространства

струй, пересекаетего (край) вдоль (иммерсированного)подмногообра

эия. Проекция в J1 (дМ, R) этого пересечения называется лежондро

вы..u 1Срае.м исходноголежавдроваподмногообразия. Размерностькрая

на 1 меньше размерности исходного подмвогообраавя. "Фвэическая "
интерпретация" очевидна; фронт дежвндрова края является обычным

краем фронта исходного подмногообразия.

Задача. Докажите, что образ этой проекции действительно иммерси

ровав.

Рассмотрим теперь контактное пространство РТ*В контактных

элементов многообразия В с.краем дВ. Снова рассмотрим проекцию,

отправляющую каждый контактный элемент в точке дВ в его пересе

чение с касательным пространством края. Предположим, что иммерси

рованное лежандрово подмногообразие пространства РТ*В трансвер

садьно краю д(РТ*В) этого пространства.

Задача. Докажите, что эта проекция принадлежит РТ*(дВ) и явля

ется там иммерсированным лежаядровым подмногообразием.

Спроектированное лежандрово многообразие называется лежен

дровым 1Срае.м. исходного многообразия.

Подобные конструкции определяют лежандровы края лежандровых

подмногообразий пространства ST*В трансверсадьно ориентирован

НЫХ ("в~оружённых")контактныхэлементов (ST*В является сфериче-
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ским рассдоением, дважды накрывающим проективное

ние РТ*В). Можно также рассматривать ориентированные

ные элементы ("вооружённые" или нет).

расслое

контакт-

Рассмотрим два. замкнутых (т. е. компактных беэ края) лагран

жева подмногообразия Lo и L} пространства кокасательного рассло

ения Т*V . лагранжев ы.u (Ц'U..4'tшдрu'Чес1Сu.м) кобордизмом между Lo
и L} (рис. 56) называется лагравжево подмногообразие пространства

T*(V х [0,1]) (кокасательвого расслоения цилиндра над V), лагранжев

край которого есть разность между L} х 1 и Lo х О (для ориентиро

ванных кобордвзмов изменение ориентации многообразия индуцирует

изменение Знака в кобордиаме; В неориентированном случае коэффици

енты принадлежат Z2).

Рис. 56. Лагранжев кобордиэм

Лагранжены многобрааяя Lo и L} называются лагранжево ориенти

ровоно (соответственно неориентированоу Ц'U..4u'Ндрu'Чес1СU кобордант

'НЫ.ми, если между ними существует некоторый ориентированный (не

ориентированный) кобордизм.

Классы лагранжево цвлиндрически кобордантных подмногообра

зий образуют полугруппу, которая на самом деле является группой

(см. [106], [107]). Эти группы называются группами классов лагран

жевых ориентированных (соответственно неориентированных) цилин

дрических кобордизмов над V (для краткости называемых груnnа.ми

лагранжевых кобордизмов над V).
Случай V = Rn особенно интересен, так как группы кобордизмов

над Rn и градуированныекольца сумм этих групп играют роль групп

и колец коэффициентовдля теорий бордвэмов.

Лежаадровкобордизмлежандровыхподмногообразийпространств

1-струй функций или лежандровыхподмногообразийпространствкон-
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тактных элементов (вооружённых или нет, ориентированных или нет)

определяются аналогично.

В случае лежаядровых многообразий, вместо кобордизмов лежав

дровых иммерсий, можно просто рассматривать кобордизмы фронтов

(так как лежандрово подмногообразие одноэначно определяется своим

фронтом). Единственное требование - трансверсальность кобордиэ

ма фронтов краю базы лежандрова расслоения, в котором находит

ся соответствующее кобордиэму лежандрово подмногообразие (чтобы

избежать ссылок на теорию трансверсальности стратифицированных

особых многообразии, можно считать, что в векоторой окрестности

края фронта кобордизм является прямым проиэведением этого края и

полуинтерваяа) .
Списки перестроек лагранжевых и лежандровых особенностей (§2.3

и §3.3) позволяют явным образом вычислить группы кобордизмов В

малых размерностях.

Теорема. Группа лежандровых ориентированных кобордиэмов .Ilе

жандровых подмногообразиб пространства l-струй функ:'Ций одной nе

ре.менноЙ изо.морфНа группе 'Цед,Ь&х 'Чисед,. Образующей этой группы

.явJtЯетс.я JC.Ilacc кобордизмов лежандрова подмногообраэая, фронт к:о

торого и.меет фор.му бантик:а (вось.меРк:и с эаострёнными вершuна..ки,

Рис. 57). \ .>

\ ~

"
Рис. 57. Образующая группы

лежандровых кобордиэмов (бантик)

Зададим l-струю функции f координатами (х, у, р) (где у

р = df/ dx ). в этих координатах банти« определен так:

f(x),

х = cost, у =sin 4t - 2 sin 2t

(на соответствующем лежаядровом многообразии р = 8 sin 3t).
Доказательство этой теоремы изображено на рис. 58. Во-первых

мы можем рассматривать только типичные фронты и их кобордизмы.

Типичный одномерный фронт является замкнутой кривой с точками

возврата. В точке возврата касательная к фронту не вертикальна (для

фронтов в пространстве струй функций). Следовательно, мы можем

различать 4 типа точек возврата фронтов: отклоняющих влево или

вправо на восходящих или нисходящих фронтах.

За отклоняющей влево точкой возврата всегда следует точка воз

врата, отклоняющая вправо, и наоборот, следовательно число точек

возврата чётно.
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Рис. 58. Кобордизм фронта к нескольквм бантикам

Пара, состоящая из точек возврата на восходящей и нисходящей

ветви (в любом порядке), может быть сокращена перестройкой типа

ласточкин хвост. Следовательно мы можем предположить, что на связ

ном фронте все точки возврата - на восходящей (или нисходящей ве

тви) -.
Регулярная изотопия является особенно простым видом кобордиз

ма, С помощью такой изотопии мы можем нормализовать точки воз

врата и их порядок. Нат фронт Fn (рис. 58) состоит из невертикадьных

сегментов, соединяющих внутри области О < х < 1 точки

(О, О) -+ (1, О) -+ (О, п) -+ (1, п) -+ ... -+ (О, 1) -+ (1, 1) -+ (О, О).

Кобордизм между этим фронтом и объединением подобного фрон

та Fn - 1 с бантиком изображён на рис. 58. По индукции, любой фронт

кобордантен объединению бантиков (возможно, противоположно ори

ентированных) .
Все эти объединения не кобордантны нулю. Действительно, раз

ность между числом восходящих и нисходящих точек возврата не ме

няется при типичных перестройках волновых фронтов. Следовательно

эта разность является характеристическим числом ориентированного

фронта: два кобордантных фронта имеют одинаковую разность между

числом восходящих и нисходящих точек возврата.

Для бантика эта разность равна 2; для n бантиков - 2n. Следова

тельно все этв объединенияне кобордантны,что и доказываеттеорему.

Теорема. Группа лежвндроео неориентированных кобордизмов .ле

жаядровыхnод.кflО200бразuUпространства1-сmруй фУН'К:ЦUU одной nе

ременной тривиальна.

Последовательность перестроек бантиков, доказывающая это ут

верждение, изображенана рис. 59. Эта последовательность трансфор

мирует бантик в пустое множество, и следовательно определяет кобор-
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дИЗМ бантика и нуля. Этот кобордизм, рассматриваемый как лежав

дрово многообразие, является листом Мёбиуса. Неориентврованяая ле

жандрова граница последнего является лежандровой кривой, фронт КО

торой - бантик.

Рис. 59. Неорвентированный кобордиам бантика и О

Коротко говоря, неорвентированный кобордизм рисунка 59 сопо

ставляет бантику лист Мёбиуса. Та же последовательность (и обратная

ей) определяет лежандрову иммерсию бутылки Клейна в R5 (и следо

ва.тельно её лагранжеву иммерсию в R 4 ) . Проективна.я плоскость не

имеет лагранжевых иммерсий в R 4 (и, следовательно, лежавдровых

иммерсий в R5). Компактные связные поверхности чётной эйлерсвой

характеристики имеют лежандровы иммерсии в R5. Поверхности, эй

яерова характеристика которых нечетна, не имеют даже лагранжевых

иммерсий в к-. \-
\

Замечание. Задача о точных лагранжевых вложениях поверхностей в

R 4 не так проста (лагранжево подмногообразие называется то'Чныu,

если оно является проекцией лежавдрова подмногообразия).

Соответствующа..я одномерная задача проще: точные лагранжевы

кривые (то есть проекции компактных лежаядровых кривых из про

странства l-струй функций на вещественной прямой в пространство

кокасательного расслоения этой прямой) обязательно имеют точки са

мопересечения.

Теорема. За.м1Снута.я плоская нривая (с nо.лУ'/'СУбu'ЧеС1СtJ.М,и mО'Ч1Сами

возврата u са.моnересе'Ченu..я.ми), 1Сасательна.я х; которой нигде не в ер

тих;а.льна, u.мeeт вертu;'lCа.льную хорду та1СУЮ, что б ее' 1Соне'Чных то'Ч

1Сах 1Сасате.льные 1с х;ри60Й nара.а.ле.льны друг другу (рис. 60).

Доказательство. Кривая в (х, у)-пространствеявляется фронтом ле

жандрова подмногообразия (х, у,р)-пространства l-струй функций.

Проекция на (х, р)-плоскость каждой связной компоненты этого под

многообразияявляется связной замкнутой кривой, ограничивающейну

.левую rt..I&ощадь (так как §-pdx = О, так как мы начали с лежандрова
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РИс. 60. Пвраялельные касательные

в граничных точках вертикальной

хорды фронта

подмногообразия). Следовательно проекция имеет точки самопересе

чения, что и требовалось доказать.

Невозможность точного лагранжева вложения замкнутой поверхно

сти в R4 геометрически означает, что замкнутая поверхность в RЗ,

касательная плоскость к которой нигде не вертикальна (особенности

которой - только рёбра возврата, ласточкины хвосты и самопересече

ния), имеет вертикальную хорду, в концах которой касательные плос

кости поверхности параллельны друг другу.

Теорема ([108]). Орuе'Нтuруемое п-мерное многообразие с 'Не'НУJI,евой

эйлеровой хара1Стерuстu1СОЙ 'Не может быть лагранжево вложено

в R 2n .

в самом деле:

1) Индекс самопересечения вложенного ориентируемого многообразия

в его цилиндрической окрестности совпадает с этим индексом во

всём объемлющем многообразии (это не верно для иммерсированных

многообразий) .

2) Индекс самопересечения подмногообразия евклидова пространства

равен О.

3) Индекс самопересечения в цилиндрической окрестности равен числу

Эйлера нормального расслоения.

4) Нормальное расслоение лагранжева подмногообразия евкдидова

пространства изоморфно касательному расслоению.

Из этих утверждений вытекает равенство нулю эйлеровой характери

стики вложенного в евклидово пространство лагранжвва многообразия.

Например, 2-сфера не имеет лагранжевых вложений в R 4 (иммерсии

существуют: например, блюдце из §2.3).
Таким образом, утверждение о хордах с параяаельвымв касатель

ными доказано для всех ориентируемых поверхностей, за исключением
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тора. Тор может быть лагранжево вложен в R4 , но точных вложений

не существует (это недавно было доказано Громовым [109]).

Теорема. Группа 1С.аассов хагранжевых ориентированных кобордиз

-"ОВ nAОС1'Сих кривыа: изоморфна R +Z. К.лf/-СС кобордизма хривой опре

де.л.яетс.я дву.м..я 'Чuс.лa..uu, .яв.л.яющU..t4uс.я инварианта.ми кобордизма: ин

тегралом фор-мы р dx и инде1'ССО-М Маслова. Ннде1'СС Маслова плоской.

-х:puвой равен удвоенно-му 'Чuс.лу оборотов 1'Сасате.лЬНО20 еектора, и,

с.ледовате.льно, чётен. Ta1'CU..t4 образо-м, все n.J1,OC1'Cue кривые С данньш

'ЧUСJ&О'м оборотов, огранu'Чuвающuе данную nAощадь, лагронжево 1'Со

бордантны.

Доказательство элементарно (см. [106]).

Пример. Рассмотрим интегрируемую си~тему с двумя степенями сво

боды, например, точку, движущуюся в центральном поле сил на (ql; q2)
плоскости. Множества уровня двух первых интегра.лов являются ла

гранжевыми подмногообразиями в в-. Зафиксируем значение одной из

координат I скажем q2 = const, и рассмотрим соответствующийлагран

жев край ("след" лагранжева подмногообразия на (qll Рl)-ПЛОСКОСТИ,
полученный забыванием значения Р2).

Предположим, например, что лагранжево подмногообразие- тор,

проекция которого на конфигурационное пространство является коль

цом (рис. 61). Для больших знач~ий q2 ~'ПУСТ. При уменьшении

значения q2 след претерпевает перестройку "рождение". "Новорожден

ный" след кобордантен нулю. Следовательно его число оборотов равно

О, и он ограничивает нулевую площадь. То есть этот след не может

иметь форму эллипса; он имеет форму восьмёрки.

А }lf

в 00
СОС()

Рис. 61. Перестройка рождения яагрвнжева края

Задача. Докажите, что в неяоторой окрестности .любой тunu'Чноu

хрвтичесхой то'Ч1'СU ФУН1Щ-UU q2 на лагранжевой nоверхности, nоверх-
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ность, образованная её С.4еда.ми в трё':х.м.ерно.м. (pl' ql, q2)-nрОСтранст
ве, дuффео.морфна "зонтu1СУ Уитни-Кэеи" у2 = zx2 (рис. 62).

Рис. 62. Зонтик Уитни-Кали

в работах [106] и [107] определены десятки различных теорий кобор

дизмов (принимая во внимание или нет ориентацию лагравжевых и ле

жандровых многообразий, кобордизмов, баз расслоений и контактных

элементов). Соответствующие группы были вычислены для кривых и

поверхностей.

Пример. Группа классов лежаядровых кобордиэмов ориентирован

ных и вооружённых (трансверсадьно ориентированных) фронтов на

проективной плоскости является свободной циклической группой Z (то

есть группой целых чисел).

Образующей является класс полукубической параболы х2 = уЗ на

проективной плоскости.

Единственным инвариантом кобордиэма для ориентированных и во

оружённых фронтов на проективной плоскости является индекс, рав

ный числу точек возврата, подсчитанных с учётом их знаков. Точка

возврата nОJ&ожuте.4ьна, если, двигаясь вдоль кривой в ориентирую

щем её направлении, мы проходим череэ точку возврата в направлении

нормали, вооружающей фронт.

Например, индекс бантика (см. рис. 57) равен 2, так как обе точки

возврата проходятоя в направлении вооружающей нормали (вверх на

рис. 57).
Индекс определяется для фронтов на любой поверхности, ориен

тированной или нет. Его значения на проективной плоскости могут

быть чётными И нечётными. Индекс кривой на проективной плоско

сти может быть также вычислен подсчетом точек первгиба (взятых

со знаками). Точка перегиба положитеяьна, если фронт пересекает

касательную прямую в этой точке в направлении, противоположном

направлению вооружающей нормаяв.

Например, среди шести точек персгиба на бантике (рис. 57) четыре
положительных, расположенных вблизи точек возврата.
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Индексы проехтивно деойстеенных хривых противоположны.

Соотношения между индексами Маслова кривых на лагранжевых

тюдмног-ообрааиях и перегибами их фронтов в евклидовом пространс

тве были найдены Твороговым (см. [110], [111]).
Индекс ориентированного вооружённого одномерного фронта свя

зан с инде",со.м МаС.40ва кривой на лагранжевой поверхности (являю

щимся, по определению, индексом пересечения с циклом особенностей

лагранжевой проекции).

Вооружённый фронт на V определяет коническое лагранжево под

многообразие в пространстве T*V кокасательногорасслоения V. Это

подмногообразие состоит иэ 1-фОрМ, нулевых на касающихся фронта

контактных элементах и положительных на вооружающих нормалях.

Для типичного фронта это коническое многообразие гладко иммерси

ровано в T*V. Риманова метрика на V определяет иммерсию фронта

в это коническое коническое многообразие (отправляет точку фронта

в 1-форму, равную 1 на вооружающем нормальном единичном векто

ре). Индекс одномерного фронта, определённый выше как число точек

перегвба (с учётом их знаков), равен индексу Маслова кривой, соответ

ствующей этому фронту и лежащей на коническом лагранжевом под

многообразии в T·V (см. [107]).

Я.М.Элиашберг свёл вычисление групп лагранжевых и лежаядро

вых кобордиэмов к гомотопической проблеме.

Теорема ([112]). Группа 1С.4ассов лежвндровых ориентированных "'0
бордиэмов подмногообраэий пространств а 1-струй фун"'ций на R n

изоморфна стабильной гомотопической группе,

k --+ 00,

где Т есть пространство Тома и Лk - тавтологичвское расслоение

над лвгрснжевым грасс.маниано.м U(k)jSO(k) лагранжевьа ориенти

рованных подпространств в R 2k •

Градиированная алгебра 1С.4ассов «обордиэмов, EJjLn , изоморфна (над

pa-циОНQ,,/I,ьньши 'Чис.4а..кu) внешней алгебре с образующими степе

ней 4k + 1.

Если я не ошибаюсь, кручение до сих пор не вычислено (см., од

нако, работы М.Одэн (113], [114], книгу В.А.Васильева [115] и обзор

А.Б.Гивенталя [14}). .
Версия Эяиашберга конструкции Понтрягина-Тома доставляет

также гомотопическое описание других групп кобордизмов лагранже-
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вых И лежандровых многообразий. На практике, однако, эти формулы

"Чаще используются в противоположном направлении (как в вычислени

ях Повтрягива и Рохлина гомотопическвх групп) - геометрия фрон

тов используется для получения гомотопической информации.

Пример. Группы ориентированных ("-') инеориентированных (v) ко

бордизмов ориентированных ("-') инеориентированных (v), вооружён

ных (S) И невооружённых (Р) фронтов на двумерных поверхностях

приведены в следующей таблице (см. [107]):

v

s
Zbo+b1 +Z2
~o+bl-b2

2

Р

Zbl + Z~bo

Z2bo+b 1-b2
2

где bi - числа Бетти поверхности, с ~ число неориентируемых компо

нент поверхности, имеющих чётные эйлеровы характеристики.

5.2. Лагранжевыи лежандровыхарактеристические

классы

Лагранжевы и лежандровы характеристические классы - зто клас

сы когомологий замкнутых (компактных, без края) лагранжевых и ле

жандровых мвогообразий, двойственные многообразиям лагравжевых

(лежандровых) особенностей. Соответствующие характеристические

числа внвариантвы относительно лагранжевых (лежандровых) кобор

дизмов.

Простейшим из таких классов является 1CJtacc Маслова, двойствен

ный многообразию, состоящему из всех особых точек проекции лагран

жева многообразия на базу лагранжева расслоения. В §1.3 зто много

образие обоэначалось через А2 •

Соответствующий класс когомологий одномерен: он сопоставляет

целое число любой кривой на лагранжевом многообразии. Это число

равно числу особенностей типа А2 вдоль кривой (подсчитываемых с

подходящими знаками).

Классы, соответствующие более сложным типам особенностей про

екции на 11 лагранжвва подмногообразия в T*V, были введены В.А.Ва

сильевым [116]. Например, в ориентируемом случае он определил: цело

численный четырёхмерный кяасс когомологий, двойственный А5 (име-
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ющий второй порядок); пятимерные классы, двойственные А6 и Е6
(эти классы когомологичны друг другу); шестимерный целочисленный

класс, двойственный Рз. Он также вычислил мультипликативные со

отношения между этими классами, например, А2А6 = 3Р8 .

Подобные результаты верны и для лежаядровых особенностей. На

пример, число особенностей типа Ati (принимая во внимание знаки)

на замкнутом, ориентированном лежаядровом подмногообразии про

странства 1-струй функций на R5, совпадает с числом особенностей

типа Е6• Эти чвсла совпадают также для ориентируемо кобордант

ных лежаядровых многообразий. Для замкнутых лежаядровых под

многообразий соответствующих размерностей (разумеется, здесь и ни

же, предполагается, что лаг-ранжевы и лежандровы подмногообразия

- типичны) числ~ особенностей типов

чётны, В то время как число особенностей типа А6 (с учётом знаков)

делится на 3.
Общая схема построения лагранжевых и лежаядровых характери

стических классов, ассоциированных с особенностями, такова. Рас

смотрим класс из классификации (А;, D; ,. ~ .) критических точек фун

кций, то есть тип лагравжевых или лежандровых особенностей (± в

обозначенияхсоответствуетразличнымвещественнымформам одной и

той же комплекснойособенности: соответствующиеотображенияэкви

валентны в комплексной области, но не эквивалентныв вещественной

области, как дЛЯ A~ ~ ±х4) .

Обозначим коразмерность этого класса через с (например,

codim А2 = 1, codim Ak = codim Ek = k - 1). Для определения ин

декса пересечения многообразия особенностей данного типа (вернее,

его замыкания) с ориентированным подмногообразием размерности С,

нам H~Ha трансверсальная ориентация многообразия особенностей,

то есть ориентация слоёв нормального расслоения. Эта ориентация

должна быть "естественной", то есть инвариантной относительно дей

ствия группы, определяющей экввваяевтность особенностей.

Если такая ориентация существует, то соответствующий класс осо

бенностей называется (естественно) 1Coopuenтupye.мы..u.

Пример. В.П.Маслов в [117] заметил, что 1САасс А2 1Соориеnтируе.м, и

нашёл его естественную ориентацию (определяемую направлением уве

личения индекса инерции второго дифференциала производящей фун

кции).
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Теорема (В.А.Васильев). Классы стабильной R+ -Э1Свива.аеuтuости

Atp+l' А2р коориентирцемы, в то время 7Са1С 1CJ&acCbl A;p_l' п; ве 1Со
ориентирнемы. Среди 1CJZaCCOB кордемерности < 7 хоориентирцемыми

являются:

все остальные 1CJ&accbl,

не коориентириемы.

Здесь обозначения А, ... ,Х классов особенностей следуют класси

фикации критических точек функций ([28)), с точностью до R+ -Э1Сви

ВаАеuтиости (две функции н:-эквивалептвы, если одна из них может

быть преобразована в другую подходящей заменой независимых пере

менных и прибавдением константы). Большинство классов определено

в §1.3: A~ - зто ±xk+1 И т.д,

Зафиксируем коориентируемый класс. Коориентация, сама по себе,

не достаточна для корректного определения индекса пересечения, так

как класс не является циклом. Примыкающие классы, коразмерность

которых на единицу больше коразмерности рассматриваемого класса,

образуют "границу" нашего класса, на которой необходимо наложить

некоторые условия на коориентации для того, чтобы индекс пересече

ния был корректно определён.

Рис. 63. Два нерегулярных

примыкания

Пример . Рассмотрим многообразие особенностей типа А2 . Этот

класс коразмерности 1 допускает естественную коориентацию. Кораз

мерность границы равна 2. Рассмотрим типичную точку на границе

и построим двумерную поверхность, трансверсальную границе в этой

точке. След класса А2 на поверхности является кривой с особой точкой.

Вне этой точки кривая трансверсально ориентирована. Если бы ситу

ация в этой точке была топологически эквивалентна тому, что изобра

жено на рис. 63, то тогда бы индекс пересечения кривых с замыканием

А2 не существовал. Действительно, число пересечения малой окружно

сти с центром в граничной точке и А2 в зтом случае не равно нулю,

и, так как окружность ограничивает диск, оно должно равняться ну

лю (коциклы равны нулю на границах). Истинная коориентация А2 в
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(граничной) точке Аз указана на рис. 64. Это регулярное поведение А2
В точках Аз и делает возможным определение класса Маслова.

Рис. 64. Регулярное примыкание Аз и А2

Общее "условие регулярности" класса с примыкающими классами

большей коразмерности было сформулировано Васильевым следующим

образом: кдйсс дО.4жеn быть коциК.40..к некоторого абстрахтного

ко..кn.aекса. Коцепями этого комплекса (.,) являются формальные суммы

коориентируемых классов (с целочисленными козффициентами). Гра

дуировка коцепи определяется как коразмерность соответствующего

класса. Кограничный оператор о определяется примыканаями (при

нимая во внимание коориентации). Например, примыканию на рис. 63
слева соответствует оператор оА2 = 2Аз, на рис. 63 справа - оператор

8А2 = Аз и на рис. 64 - истинное значение оА2 = о.

Начальная часть ко..кn..aекса Васильева U) была явно вычислена в

[116], [115]. Первые группы когомологий приведены в следующей та

блице:

'z 1 2 3 4 5 6

Hi(w) Z О о Z2 Z Z

Образующие А2 А5 А6 Р8

Нули А5 А6 - Е6 Е7 + 3Р8

Эти классы индуцируют лагранжевы харахтеристические 1С.4йссы

7СО20..кО.40гии с целочисленными коэффициентами на лагранжевых под

многообразиях пространства кокасательного расслоения T*V.
Например, класс А2 индуцирует индекс Масловакривых на лагран

жевых подмногообразиях, Индекс пересечения с трансверсальноори

ентированныммногообразиемособенностей типа А6 определяетпяти

мерный класс когомологийна дагранжевыхподмногообразияхв T*V.
Последняя строка таблицы содержит ограничения на сосущество

вание особенностей, вытекающие из вычислений Васильева. Напри-
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мер, подсчитанное с учётом знаков, определяемых коориентацией, чи

сло особенностей типа А5 дагранжевой проекции замкнутого, ориен

тированного лагранжена многообразия равно нулю (это означает, что

ког-омологический класс А5, абстрактного комплекса Васильева, не ре

алиэуется гомологически нетривиальным классом ОСОбенностей). Для

шестимерного многообразия сумма числа особенностей типа Е7 с утро

енным числом особенностей типа Р8 равна нулю (принимая во внимание

знаки).

В неориентируемом случае коориентации не играют роли, и со

ответствующий "O.A4n..1e1CC 11 порождается всеми (ориентируемыми или

нет) классами особенностей с коэффициентами из Z2. Первые группы

когомологий таковы:

~ 1

Hi(V) Z2

Образующие А2

234

Z2 Z2 Z2

Аз А4 = п4 А5

5 6

Эти классы когомологий индуцируют лагранжевы характеристические

классы когомологий с Z2-козффициентами на лагранжевых подмного

обрааиях в T*V.
ДЛЯ проекции лагранжева края число особенностей данного типа

чётно, Числа особенностейтипов А2, А6, Е6, Е7 , Ра (принимая во вни

мание знаки) равны нулю для проекции лагранжева края замкнутого

ориентированноголагранжева многообразия.

Подобнаятеория для лежаядровыхособенностейначинаетсяс более

грубой, по сравнению с испольаовавшейсявышеR+-эквивалентностью,
классификации критических точек функций.

Лежандрова зквива.лентность соответствует эквивалентности по

верхностей нулевого уровня функций, а не зквива.лентности самих фун

кций. Определение естественной коориентации принимает во внимание

инвариантность относительно действия зтой группы (которая, в общем

случае, больше, чем группа R+-эквивадентностей).
Для малых размерностей (i < 6) соответствующие результаты при

ведены ниже.

1) Лежандровы подмногообразия в пространствах l-струй функций И

В пространствах вооружённых контактных элементов определяют
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такие же комплексы (как в ориентируемом, так и в неориентируе

мом случае) как в случае лагранжевых подмногообразий в простран

ствах кокасательных расслоений. Следовательно, результаты, каса

ющиеся четности и числа типов особенностей, справедливы и для

лежандровых многообразий и кобордизмов.

2) Лежаадровы подмногообразия в пространствах PТ·V (неориенти

рованных контактных элементов) определяют следующие группы

когомологий в ориентируемом (w) и внеориентируемом (11) случае:

J 1 2 3 4 5 6

Hi(f.J)) О О О Z2 О Z2 Efj Z

Образующие А5 Е7 + 3Р8,Р8

z 1 2 3 4 5 6

Hi(v) Z2 Z2 Z2 Z2 Z~ Z~2
Образующие А2 Аз А4 , п4 А5 Ав, пв , Ев А7 , Е7 , Р8

На лежаядровом крае число особенностей данного типа (соответ

ствующей кораэмерностн) чётно. Число особенностей типов Е7 и

Р8 (с учетом знаков) на лежандровых краях ориентированных ле

жандровых мпогообразий равно нулю.

Эти соотношения не исчерпывают все ограничения на сосущество

вание особенностей на лежаядровых и лагранжевых многообразиях,

Например, число ласточкиных хвостов (Аз) на двумерном фронте чет

но, так как линия самопересечения. начинающаяся в вершине одного

ласточкина хвоста, заканчивается в вершине другого.

А.Б.Алексеев доказал, что ребро возврата фронта лежавдрова под

многообразия пространства 1-струй функций на поверхности пересе

кает сам фронт в чётном числе точек: IA1A2 1 = о mod 2.
Так, если замкнутая поверхность в R з не имеет особенностей от

личных от рёбер возврата, ласточкиных хвостов и самопересечений ,
то число точек пересечения ребер возврата с этой поверхностью четно,

Доказательство основывается на построении кобордиэма между дан

ным фронтом и фронтом без точек типа А1А2 , а также на том факте,

что на кобордантных фронтах количества точек типа А1 А2 совпадают

по модулю 2.
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На замКНУТОМ фронте в R3 число точек типа А1А2 чётно вдоль

любой замкнутои кривой, образованной рёбрами возврата и примыка

ющими вершинами ласточкиных хвостов. Это следует из того, что

в R3 фронт определяет цикл по модулю 2, гомологичный нулю. В этом

результате мы можем заменить R3 пространством JO (у2 , R).
Обобщение этого результата Алексеева, найденное В.А.Василье

вым, описываетпересеченияодномерногостратафронтас самим фрон

том. Обозначимчерез {3} взятоепо'модулю 2 число точек пересечения

фронта с замыканием страта 3, минус индекс пересечения этих же объ

ектов в Z2-ГОМОЛОГИЯХ объемлющего пространства. Тогда (см. [115]):

{А2} = {Аз} = {А4 } = О, {А5} = #Е6, {Ав} == #Е7, {А7 } = О,

{D4} = {п5} == о, {D6} =#Е7, {п7} = о,

{Е6 } =#Е7 , {Р8} = о, {Е7} = #Е8+ < Е7 , des >,

где des - декоориентирующий l-коцикл в Z-когомологиях рассматри

ваемого лежандрова многообразия (зтот коцикл индуцируется ИЗ пер

вого класса Штифеля-Уитни тавтологического расслоения при тожде

ственном отображении нашего лежандрова многообразия в РТ*V) .
Подобные формулы верны также для каждой компоненты замыка

ния одномерного страта.

Числа особенностей типов А5 и А7 чётны на замкнутых фронтах

соответствующих размерностей, в то время как число особенностей

типа Ев совпадает по модулю 2 с числом точек пересечения стратов

А5 и A1. Эти результаты вытекают из рассмотрения спектральной

последовательности Васильева для мультиособенностей [118].
Соответствующее обобщение комплекса l/ неориентируемыхклассов

порождается множествами, состоящими из нескольких лежандровых

особенностей. Дифференциал задается распадениями сложных муль

тиособенностейнаболее простые, встречаемыми в типичных однопа

раметрическихдеформациях особенности, для которых все особенно

сти данной мультиособенностивстречаются в одной точке.

Число мультиособенностейданноготипа (взятоепо модулю 2) явля
ется инвариантом лежандровых кобордизмов, если этот тип является

кониклом комплекса мультиособенностеи. Если этот тип является ко-
u _

границеи, то соответствующее число четно,

Индексы соответствующей спектральной последовательности та

ковы:
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р - кораэмерностъ мультиособенности (то есть сумма коразмерно

стей особенностей, образующих мультиособенность, в пространстве

функций, имеющих нулевое критическое значение в нуле);

q - число особенностей, образующих мультиособенность.

Например, р(А1Аl) = О, так как codim Ak = k - 1; q(AIAl) = 2.
Коразмерностъ в Rn многообразия мультиособенностей данного ти

па для фронта в R11 равна р + q. Таким образом, коразмерность линии

самопересечения А1А1 ласточкина хвоста в RЗ равна 2. Определим

группу копепей Ei,q как группу формальных сумм типов мультиосо

бенностей, имеющих фиксированные значения индексов р и q (с коэф

фициентами из Z2), Начальная часть таблицы образующих свободных

Z2-модулей Ei,Q такова:

р=О р=l р=2

q=l А1 А2 Аз

q=2 AiA1 А1А2 А1Аз , А2А2

q=3 AIA1Al А 1А1А2 АIАIАз , А1А2А2

Дифференциал, порожденный примыканиями, увеличивает р (на

пример, д'(А1А1 ) = Аз, так как линии самопересечения фронта закан

чиваются в вершинах ласточкиных хвостов).

Спектральная последовательность. порождена р-фильтрацией ком

плекса мультиособенностей: Е" = EВE~,q, i > р.

В.А.Васильев показал, что для р < 5 эта спектральная последова

тельность вырождается при

и вычислил первые группы когомологий:

z 1 2 3 4 567

dim Hi(S) 1 1 1 1 1 2 3

dim H i (Р) 1 1 1 2 2 5 7

Здесь S есть комплекс мультиособенностей вооруженных фронтов, а

р - невооружённых (определение эквивалентности функций в первом

случае включает умножение на положительную функцию, во втором

умножение на ненулевую функцию).
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к сожалению, для зтих теорий известно очень немного примеров, и

для очень многих характеристических классов, соответствующих ти

пам (мульти)особенностей, неизвестно, равны ли они нулю.

Нетрввиальность некоторых классов следует из сравнения теоре

мы Элиашберга, статьи Фукса [119] окогомологиях лагранжева грас

сманиана и вычислений Васильева [115], [116], покааывающих, что ше

стимерная образующая группы когомологий лагранжева грассманиа

на индуцирует класс, двойственный особенности типа Р8, в то время

как удвоенная пяти мерная образующая индуцирует класс, двойствен

ный особенности типа А6 •

Тем не менее, комплексы особенностей и мультиособенностей важ

ны сами по себе, и их следует рассматривать скорее как метод пред

ставления сложных соотношений между различными классами особен

ностей, чем как средство для вычисления характеристических классов.

Комбинаторика и топология естественных стратификаций прост

ранств функций содержит большой объем скрытой информации, каса

ющейся особенностей систем лучей и волновых фронтов; эта информа

ция была лишь частично использована в теориях лагранжевых и лежав

дровых характеристических классов и кобордизмов.

5.3. Топология комплексныхдискриминантов

Естественныестратификациипространствфункций и отображенийсу

ществуют как в вещественном, так и в комплексном случае. Тополо

гические свойства этих стратификаций важны во многих приложени

ях теории особенностей; например, в теории лакун Петровского для

гиперболическихуравнений (см. [120]-[122], [80]). Например, возмож

ность акустической связи в нашем 3-пространстве (и невоэможность

таковой в 2-пространстве) объясняется различием знаков в формуле

Пикара-Лефшеца, описывающей ветвление интегра.лов в комплексной

области.

Дискриминанты комплексных особенностей, будучи гиперповерхно

стями, не разделяют базу версельной деформации. Комплексной вер

сией понятия края является гиперповерхность ветвления двулистного

разветвлённого накрытия (как в теории краевых особенностей, см. [3]).
В общем случае, комплексифицированные объекты очень сильно отли

чаются от своих вещественных версий.
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в качестве примера приведём следующую таблицу:
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v ...
вещественныв случаи

11"0

пространства со стягиваемыми компонентами

ортогональные группы

классы Штифеля-Уитни

симметрические группы

теория Морса

комплексный случай

ветвление

z
11"1

f{ [п, 1) пространства
унитарные группы

классы Черна

группы кос

теория Пикара-Лефшеца

Было бы очень интересным компдексифицировать теорию гомоло

гий, а также подход с помощью параметрической теории Морса к обо6

щенным группам Уайтхеда, основанный на стратификации пространс

тва вещественных функций.

В любом случае, вычисление топологических инвариантов страти

фикаций вещественных и комплексных дискриминантов полезно во мно

гих приложениях. Здесь мы опишем некоторые из результатов, полу

ченных в этом направлении.

Пример 1. Дополнение к дискриминантуособенности типа Ak в ком

плексном пространстве с- является пространством Эйленберга-Мак

лейна К(7Г, 1) группы Br(k + 1) кос из k + 1 нитей.

Например, фундаментальная группа дополнения к полукубической

параболе в с2 есть группа Br(3), фундаментальная группа дополнения

к поверхности ласточкина хвоста в С3 - группа Br(4).

Группа "ос из k +1 нитей имеет k образующих 0"1, ••. , O"k, связанных

определяющими соотношениями O'iO"i+IO"i = O"i+l O"iO"i+l, O"iO'j = O"jO'i для

ji - Л > 1 (см. рис. 65).

Рис. 65. Образующие группы

кос Br(4) из 4-х нитей

!<(-rr,1)-сВОUСт80 (1ri = О для i > 1) является комплексным анало

гом стягиваемости (7Гi = О при i > О) связных компонент дополнения

дискриминанта в вещественном пространстве.
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Таким образом, ветвление различных интегралов, связанных с осо

бенностями типа Ak, управляется представленнем монодромии группы

кос (являющейся фундаментальной группой дополнения комплексного

дискриминанта) .
Появление групп кос в теориях уравнений Бакстера и алгебр Гекке

объясняется теми же причинами (см. [123]-[125]).

Пример 2. Дополнения дискриминантовдругих простых особеннос

тей являются пространствамиК(1Г, 1) для соответствующих "комплекс

ных версий" групп Вейля. Эти "обобщённые группы кос" были введены

и изучены Брискорном [128].
Этот результат справедлив также и для некристаллографических

групп Кокетера (дискриминантами которых являются бифуркацион

ные диаграммы соответствующих задач геометрии лучей и фронтов;

об этом будет сказано ниже, в главе 7).

Пример 3. Рассмотрим бuфур'Х:ацuонную дuагра.м.м,у семейства ФУН

'Х:'Ции, состоящую из тех точек в пространстве параметров. для кото

рых число различныхкритическихзначений (в пекоторойокрестности

нуля) меньше типичного (равного числу критических точек, которые

стремятся к нулю при стремлении к нулю параметров).

Для семейства функций х4 + ах2 + Ьх, зависящего от параметров

(с, Ь) Е С2 , графиком критического значения (рассматриваемого как

многозначная функция параметров) является ласточкин хвост (рис. 66).
Бифуркационная диаграмма является проекцией (вдоль вертикального

направления на горизонтальную плоскость) особой кривой ласточкина

хвоста. Эта лроекция состоит из двух кривых: полукубической па

раболы (проекции ребра возврата) и касательной к этой параболе в её

точке возврата (проекции линии самопересечения}. Число критических

точек, на которые рассыпается исходная критическая точка, равно 3.

РИс. 66. Бифуркационные диаграммы

функций семейства Аз

Так же как в зтом примере. бифуркационная диаграмма типично

го семейства функций состоит ИЗ двух гиперповерхностей: 'Х:аустu-
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".;и (А2), образованной значениями параметров. при которых функция
u

из этого семеяства имеет вырожденную критическую точку, и множе-

ства Максвелла (2А 1 ) , состоящего из функций с двумя совпадающими

критическими значениями.

Теорема (Ляшко [127], Лойенга [128Л. Дополнены бuфурка'Ц'Uонных

дu.aгpa.м.м фУН1С'Ц'UЙ версальных дефор.мацuЙ простых особенностей ..яв

ляются пространстввми К(1Г, 1).

Здесь фундаментальная группа 1г является подгруппой группы кос

Br(k), где k есть число критических значений, на которые распадается

исходное критическое значение. Индекс этой подгруппы в группе кос

равен

где IWI есть порядок соответствующей группы отражений, а h есть 'Ч'U

САО Кокстера (равное степени инварианта самого высокого порядка).

Например, фундаментальная группа дополнения в с2 объединения

полукубической параболы и её касательной в точке возврата есть под

группа группы кос из трёх нитей, индекс которой равен

3!43
-==16

4!

(для семейства A k индекс равен (k+l)k-l и совпадаетс числомдеревьев,

имеющих упорядоченныевершины в количестве k + 1. Это совпадение

не случайно, но обобщение этого результата на особенности Bk, Ck, Dk
не сформулировано).

Упомянутое выше К(1Г, l)-свойство справедливо также для каждого

открытого стратв естественной стратификации бифуркационной диа

-граммы простой особенности, а также для векристаляографических

.групп отражений.

Вещественной версией этого свойства является стягиваемость этих
\

открытых стратов.

Доказательства всех этих результатов основаны на построении под

ходящего отображения рассматриваемого дополнения к бифуркацион

ной диаграмме на дополнение дискриминанта Ak-l' Это отображение

отправляетточку базы семействафункций в неупорядоченноемножес

тво, состоящееиз k критических значений, рассматриваемых как точ-
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u u u

ки на комплекснон прямон, нуль которои совпадает с центром масс

зтих критвческих значений.

Это отображение Ляшко-Лойенги является собственным, поскольку

оно является квазиоднородным отображением пространств одинаковой

размерности с положительными весами. Его якобиан равен нулю в точ

ности на бифуркационной диаграмме и определяет накрытие простран

ства регулярных орбит К(1Г) 1) группы Ak-l. Индекс равен кратности

зтого накрытия и может быть вычислен с использованием весов ква

эиоднородныхфункций, определяющихрасслоение. Детали см. в [128].
Обобщение отображения Ляшко-Лойенги на случай многочленов Лора

на описано в [198].

Интересно отметить, что К (1Г, 1)-свойство имеет место для допол

нений многих других бифуркационных диаграмм, при условии осто

рожного выбора определения бифуркационной диаграммы. Например,

Кноррер в [129] нашёл контр-пример К(1Г, l)-свойству для дополнения

бифуркационной диаграммы нульмерного полного пересе"Чения х 2 =
= у2 = О В с2 (в с- это дополнение имеет нетривиа.льную группу 1Г2),

Тем не менее, Горюнов в [130] заметил, "Что соответствующее бифурка

ционное множество для проекции полного пересечения является К (1Г, 1)
пространством (эта бифуркационная диаграмма содержит дополни

тельную гвперплоскостъ в С4 ) .

К (1Г, 1)-свойство также имеет место для дополнений простых би

фуркационных диаграмм простых проекций на комплексную прямую

полных пересечений положительной размерности [131J, дЛЯ дополнений

бифуркационных диаграмм простых отображений с2 -+ с3 и для до

полнений многих других бифуркационных диаграмм (см. [132J,
[133], [80]).

Если коразмерность особенности увеличивается, то увеличивается

также размерность дискриминанта и сложность его топологии. Тем не

менее, имеет место важный феномен стабu.auзацuu: всё упрощается в

предельном случае бесконечной коразмерности (как это обычно бывает

в топологии).

Пример. Рассмотрим группы гомологий дополнений дискриминантов

(фронтов) особенностей типа Ak:
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Несколько первых групп Hi(Gk) приведены в следующей таблице

k
О 1 2 3 4 5 6 7 81

1,2 Z Z о о о о о о о

3,4 Z Z Z2 О О О О О О

5,6 Z Z Z2 Z2 Zз О о о о

7,8 Z Z Z2 Z2 Z6 Zз Z2 О О

9,10 Z Z Z2 Z2 Z6 Z6 Z2 Z2 Z5

Легко заметить, что i-e группы гомологий стабилизируются при

k --+ 00. Например, одномерная группа гомологий H 1(Gk) = Z ста

бильна с самого начала: гомологический класс замкнутой петли в Gk

определён числом полных оборотов дискриминанта соответствующего

многочлена вокруг начала координат.

Изоморфизмы Hi(Gk) --1' Hi(Gk+l) (k > 2i - 1) индуцируются вло

жениями Gk Ч Gk+l, порождённымивложениемкомплексной k-мерной
трансверсалак одномерномустрату Ak дискриминантаAk+l (на рис. 67
эта трансверсаль изображена для k = 2). Эти ОТОбражения, разу

меется, определены для любого k, но индуцируют изоморфизм i-ой

группы гомологий только для дискриминантов высоких размерностей

(k > 2i - 1). Эта стабилизация возможных положений i-мерНblх циклов

в допслненив дискриминанта (для дискриминантов высоких размер

ностей) является упрощением, которого мы добиваемся , повышая раз

мерность k (то есть повышая коразмерность особенности, или, иначе,

усложняя её).

Рис. 67. Пространство

версальной деформации

особенности А2 в пространстве

версальной деформации

особенности Аз ~

Стабильные группы lim Hi(Gk), k --+ 00, могут рассматриватьсякак

"i-e группы гомологий дополнения дискриминанта версальной дефор

мации гиперповерхности, заданной уравнением f(x) - О, где f зависит

от одной переменной" .
Для определения этих групп гомологий нет необходимости рассма

тривать версальные деформации с бесконечным числом параметров и

соответствующие дискриминанты (иначе, фронты в бесконечно-мер-
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ных пространствах). Несколько первых стабильных групп приведено в

таблице:

z 012345

Подобнаястабилизацияимеет место и для групп когомояогвй. Эта

стабилизацияоснована на обратных изоморфизмах

. .
H~(Gk) f- H~(Gk+l)'

Стабилизируетсятакже структура кольца когомологиЙ. Она сходится

к кольцу когомологийн*(аоо ) ("дополнениябесконечномерногофрон

та Аоо" ) . Сведения о структурезтого кольца можно найти в [134]-[136].
Элементы зтого кольца определяют "характеристические классы"

в дополнении комплексных волновых фронтов, имеющих только "06
общённые ласточкины хвосты" (особенности типа Ak). Их поднятия

при помощи отображения Ляшко-Лойенги определяют характеристи

ческие когомологические классы в дополнениях бвфуркационных диа

грамм функций, проекций.и т. д.

приведенный выше пример является примером общей теории ста

билизации, предложенной в [50] и развитой недавно В.А.Васильевым

([137], [138]).
Рассмотрим, например, дискриминанты (бифуркационные диаграм

мы нулей) особенностей гиперповерхностей, определенных голоморф

ными функциями п комплексных переменных, f(Xl" .. , хп) = о.

Пусть Х обозначает тип особенности, и пусть У (--+ Х) будет при

мыкающий (более сложный) тип особенности. Дискриминант (волновой

фронт), соответствующий У, содержит страт, соответствующий Х.

Гиперплоскость, трансверсальная этому страту, пересекает дискрими

нант особенности У вдоль гиперповерхности, лока.льно диффеоморф

ной дискриминанту особенности Х. Таким образом, существует вло

жение ах ч ау (локальных) дополнений бифуркационных диаграмм,

а следовательно и отображение н*(ау) --+ н*(ах) колец когомологий.

Трудности этого "стабилизационного" проекта таковы:

1) может существовать несколько стратов, соответствующих Х;

2) дискриминант, соответствующий Х, может допускать топологиче

ски нетривиа.льные автоморфизмы, следовательно отображение ко

гомологий не является хорошо определенным даже в случае сущест

вования единственного Х-страта в дискриминанте особенности У.
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Васильев в [137] доказал следующие теоремы.
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1) Для любого типа особенности Х существует такое число N, 'Что Х>

страт дискриминанталюбой особенности с jN (/) = о веприводим

(следовательно связен). [jN(/) обозначает многочлен Тейлора сте

пени N функции f в нуле.]

2) Для любого i существует N такое, что для любой изолированной осо

бенности типа Х, дЛЯ которой jN (/) = О, отображение из Hj(Gx) в

н, (ау) инвариантноотносительноавтоморфизмовгруппы и,(ах ),
индуцированных бигодоморфными отображениями пространства

версальной деформации, сохраняющими дискриминант, при усло

вии, что У ---+ Х (У примыкает к Х) и j < i.

Таким образом, мы можем определить предел Н*. Двойственныв

объект Н* (который также может быть определён как обратный предел

колец Н* (ах )) имеет естественную структуру кольца когомодогий,

Это кольцо зависит от n, но существует и подобная стабилизация

при n ---+ 00. Результирующеекольцокогомологнйявляетсяуниверсаль

ным объектом: зто - "кольцо когомологий дополнения дискриминанта

гиперповерхности, заданной тривиальным уравнением / - О, где / за

висит от бесконечного числа переменных".

Приведем несколько первых групп когомологий ([137]):

'z О 1 2 3 4 5

Все стабильные группы когомологий с i > 2 конечны. Стабилизация

при n ---+ 00 имеет место для n > 1 + i/2 (n есть число независимых

переменных в функциях).

'В [137] приведена также формула для стабильных групп когомоло

гий, использующая скрученные когомологии симметрических групп:

1

н: = EIЭ H1
-

k(8(k), Т),
k=O

где т - нетривиальное представление автоморфизмами группы Z
(и S(k) - группа перестановон k элементов).

Эти стабильные группы когомологий связаны также с пространст

вами итерированных петель сфер. В случае группы кос (n = 1) этот

результат был получен Дж.П.МзЙем и Г.Сигалом [135]:

H*(Broo ) ~ н*(п283) .
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Общий Же результат Васильева таков (см. [138]):

Н*(фронты, n) ~ H*(n,2ns 2n+l ) .

Для того чтобы объяснить зтот результат, рассмотрим минивер

сальную деформацию {f).} голоморфной функции f : СП --* С. Дис

криминант - это множество значений параметров Л, для которых О

является критическим эначением. Для любого л МОЖНО рассмотреть

отображение У>' : СП ---t сп+1 , отправляющее точку х в касательное

пространство графика функции f>. в точке х. Точка л не принадлежит

дискриминанту, если и только если образ отображения У>. не пересекает

нуля пространства СП+l, рассматриваемого как пространство неверти

кальных плоскостей в СП х С (эта нулевая точка является плоскостью

у = О).

Таким образом, мы получили отображение h:л : СП ---t s2n+1 прост

ранства {х} в единичную сферу в СП+l.

В сущности, на границе векоторой окрестности нуля зто отобра

жение не зависит от л. Следовательно, h>. определяет точку в прост

ранстве 2n раз итерированныхпетель сферы. Итак, h определяет ото

браженив дополнения дискриминанта f в пространство итерированных

петель. Из теорем Васильева следует, что зто отображение индуциру

ет изоморфизм на кольцо стабильных когомологий, соответствующее

функциям от n переменных.

Подобная конструкция применима и для дополнений каустик. В

зтом случае мы начинаем с пространства 2-струй и определяем "за

прещённое" многообразие ура.внениями

df = О, detd2f = о.

Многообразие невырожденных квадратичных форм гомотопически эк-
-,

вива.лентно

Л(n) = V(n)/O{n, R) rv GL(n, C)jO(n, С).

Стабильные когомологии дополнения (комплексной) каустики та

ковы:

Н*(каустики,n) ~ н*(n,2nЕ2пА(n)),

где :Е означает надстройку (В.А.Васильев, 1989, см. [138]).

Пример. При n = 1, А(l) rv s1, Е2П(А(n)) rv S3,

Н*(каусТ1lКИ, 1) ~·Н*(фронты, 1) ~ H*(Q2S3).



§5.4. Фуюсцuu с УАСеренныАСU осо6енност.я"'u

5.4. Функции с умереннымиособенностями
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Топология и комбинаторика различных бифуркационных диаграмм

(например, фронтов, каустик и т. д.) доставляет большое Количество

топологических инвариантов, как в комплексном, так и в вещественном

случае.

В вещественном случае компоненты дополнений дискриминантов

простых особенностей стягиваемы. Мы можем, однако, рассматривать

дополнения стратов дискриминантов; их топология далеко не триви

альна.

В гдобавьной ситуации, мы можем рассмотреть пространства (ве

щественных) гладких функций на данном дифференцируемом много

образии, с некоторыми ограничениями на критические точки этих фун

кций (например, пространства морсовских функций, пространства

функций с особенностями кратности меньшей чем те и т. д.). Тополо

гвческие и гомотопические инварианты таких пространств доставля

ют, в принципе, инварианты дифференцируемой структуры исходного

многообразия.

Как мы скоро увидим, даже в простейшем случае функций от одной

переменной появляются интересные топологические пространства.

Пример. Рассмотрим пространство функций от одной переменной,

особенности которых не СЛОЖнее чем А2 (то есть разрешены морсов

ские точки и ТО"ЧКИ типа хЗ) . Для простоты предположим, "что на бес

конечности функции ведут себя подобно х (для функций, ведущих себя

на бесконечности подобно х 2 , или для функций на окружности резуль

таты аналогичны).

Теорема. Фунда.м.ента.льная группа пространства фУН'I'tI(uй на ееше

ственной прямой, не 1LМеющuх критических то-че'l' кратности превы

шающей 2, изоморфна группе целых -чисел.

Явный изоморфизм задается с помощью следующего "индех:са" пе

тли {f(x, t)}, соединяющей f(x, О) = х и f(x, 1) = х.

Рассмотрим кривую критических точек (81/8х = О) на плоскости

{(х, t)}. Для петли общего положения эта кривая - гладкая и не имеет

горизонтальных касательных в точках перегиба (рис. 68). Рассмотрим

поверхность z2 = -8f / 8х в 3-пространстве с координатами (t, х, z).
Инде'l'СО.м, кривой называется "Число

ind = #max-#min,
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где # шах есть число максимумов, а # шin ~ число минимумов функ

ции t, ограниченной на эту поверхность (число сёдел lIe играет никакой

роли!) .

~CnJ~ о
Lrd== 1 tnd=-i Lnd=2. tnd=D

Рис. 68. Индексы замкнутых кривых, не имеющих

горизонтальных касательных в точках перегиба

Индексы изображенных на рис. 68 кривых равны 2 - 1 = 1, 1 - 2 =
-1, 3 - 1 = 2, 1 - 1 = О. Таким образом первая из этих кривых,

называемая nО'Ч1СОU, соответствует образующей нашей группы.

Доказательство теоремы изображено на. рис. 69 (более подробное

доказательство имеется в [92]).

Рис. 69. Кобордизм кривой к почкам и витипочкам

Существует интересная аналогия между (вещественными) алгебра

ическими функциями или отображениями и расслоениями Серра. На

пример, типичная деформация множества вещественных корней много

члена (корни могут исчезать парами) может быть накрыта типичной

деформацией многочлена и т. д.

Изоморфизм Понтрягина между томотопическами группами сфер

и группами ксбордиэмов оснащенных многообразий соответствует, в
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нашем случае, изоморфизму между гомотопическими группами про

странств функций с умеренными особенностями « Аз в расоматри

вавшемся случае) и группами кобордиэмов многообразий со слабыми

перегибами (то есть кривых без горизонтальных касательных в точ

ках перегиба).

Рис. 69 показывает, что любая кривая кобордантна объединению

"почек". Инвариантность индекса относительно кобордиэмов очевид

на, следовательно наша группа кобордизмов является свободной цикли

ческой группой, порождённой "почкой".

Замечание. Индекс петли в пространстве функций на вещественной

прямой, ведущих себя на бесконечности подобно функции х, являет

ся индексом пересечения со стратом Максвелла (замыканием гиперпо

верхности, образованной функциями которые имеют равные критиче

ские значения в разных критических точках). Страт Максвелла имеет

естественную коориентацию (несмотря на его особенности, он опреде

ляет одномерный класс когомологий). А именно, деформация функции

с двумя равными критическими значениями положительна, если пра

вое критическое значение становится больше чем левое, в случае когда

оба критических значения являются максимумами (или минимумами).

Если одна. критическая точка - точка максимума, а другая - точка

минимума, то деформация положительна, если она увеличивает значе

ние левой точки по сравнению со значением правой.

Для доказательства того, что таким образом действительно задает

ся коориентация страта Максвелла, достаточно рассмотреть рис. 28.
и 70. Подобная конструкция применима и к функциям, ведущим себя

на бесконечности подобно х2 .

Рис. 70. Коориентация страта

Максвелла в окрестности

точки Типа А1А2

Предостережение. Не существует Н1иса1СОU естественной коориен

тациu страта Ma1Ccee.II.JLa в пространстве ФУН"ЧUЙ на 01Сружностu.

Конечномерной версией пространства функций с умеренными осо

бенностями является дополнение страта высокой коразмерности в про-
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странстве версальной деформации векоторой функции. Случай функ

ций от одной переменной соответствует пространству многочленов

R N {N+1 N-l }= х + alX + ... + aN .

7654321

Рассмотрим область функций без кратных корней кратности, пре

вышающей k, и обозначим её через Dk(N). Например, D1(N) есть до

полнение ласточкина хвоста в N -пространстве, D 2(N) - дополнение

(замыкания) его ребра возврата, Dk(N) = RN \ (замыкание Ak).
Эти пространства описыва~тся в следующей таблице (см. [92]):

N k

1

2

3

4

5

б

7

8

9

10

11

12

13

14

•

l_fЗ)
l-С

l_е5

l-С

1

•
•

l-е8

l-t j

•
•
•

1

•
•
•
•

•
•
•
•
•

1

•
•
•
•
•
•

Здесь Zi и Si являются гомотопическими типами, а p(t) - мно

гочленом Пуанкаре, k-й столбец состоит из отрезков, каждый из ко

торых представляет собой повторение k + 1 раз многочлена Пуанкаре

(1 - tU (k- l )) / (1 - tk- 1 ) , u = 1,2, З, ... Очевидные включения Dk(N) 4

4 Dk(N + 1) индуцируют изоморфизм гомотопических групп 1ri при

k > 1 и i < ([~':ll] + 1)(k - 1) - 2 (В.А.Васильев, [158]).
Индекс, рассматривавшийся выше, есть образующая группы кого

мологий Н1 (п2(00), Z) ::::; Z. "Почка", изображенная на рис. 68, есть

образующая группы H1(D2 (N ),Z) ~ 1Гl(D2(N))::::: Z при N > 3.
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Любой полином ft принадлежащий D 2(N), определяетотображение

х t-+ (f(x), f'(x), f"(x)), отправляющееR в R3 \ О. Так как условия

на бесконечности не зависят от f, мы получим петлю на сфере 52 (на

которую стягивается R3 \ О). Васильев доказал, что результирующее

отображение

является слабой гомотопической эквивалентностью для размерностей,

не превосходящих некоторого значения i, растущего вместе с N (гомо

логии стабилизируются также и для следующего значения i).

Пример. Стабильные группы 1Г2(п2(оо)) ~ 1r2(D2(9)) ~ Z. Рассмо

трим проекции гладких поверхностей в 3-пространстве на горизонталь

ную плоскость вдоль вертикальной прямой. Предположим, что все осо

бенности - складки. Наши стабильные гомотопические группы могут

быть отождествлены с группами кобордиэмов таких проекций.

"Индекс", явяяющийся единственным инвариантом такого отобра

жения и определяющий его класс кобордиэмов, может быть вычислен

следующим образом. .
Точка на линии складки называется чётной (нече'тной), если чётно

(нечётно) число точек пересечения поверхности и вертикальной ли

нии, лежащих между данной точкой и бесконечностью (подсчитанных

с кратностями).

Все точки замкнутой линии складки имеют одинаковую четностъ.

Таким образом, линии складки разделяются на два типа: четные ком

поненты и нечетныв компоненты.

Инде1ССО.м, поверхности называется коэффициент зацепления объ

единений четных и нечетных линий складки (снабжённых естествен

ными ориентациями}.

[Ориентация линии складки индуцирует ориентацию соответству

ющего видимого контура. Этот контур локально является границей

образа векоторой окрестности линии складки. Контур должен иметь

ориентацию границы этого образа (паходящегося на ориентированной

горизонтальной плоскости). Это требование определяет естественную

ориентацию линии складки.]

Топология пространств функций с умеренными особенностями мо

жет быть использована для изучения топологических свойств каустик

и волновых фронтов, а также лагранжевых и лежандровых особенно

стей,

Пример. Индекс кривых, порождающий H 1(D
2 ) , различает два типа

лагранжевых сборок.



146 г.IIааа 5. Лагранжевп u лежанJроаа топологUJl

Рассмотрим особенность типа "сборка" лагранжевой проекции по

верхности на плоскость. В некоторой окрестности такой особенности

лагранжева поверхность задается произеодяшим се.м;еUствО.м; (см. [28})
Р(х, q) формулами

{(р, q)IFx = О, р = Fq } ,

где (р, q) - обычные координаты на кокасательном расслоении и где

.лагранжева проекция отправляет (р, q) в q. Например, мы можем вы

брать F = ±х4 + qlx2 + q2X.

Функции из этого семейства, соответствующие точкам q, которые
не являются точками возврата, не имеют особенностей сложнее чем А2 .

Следовательно, петля, ограничивающая диск в q-плоскости С центром в

точке возврата, имеет индекс. Этот индекс равен 1 для точек возврата

одного типа, и ,"","":1 - для точек возврата другого типа.

Более строго, мы должны выбрать естественную ориентацию Ч:

плоскости, для того чтобы определить петлю.

При определении индекса мы использовали то, что "на бесконеч

ности функция ведёт себя так же, как х"; если бы она вела себя, как

-х, то индекс поменял бы знак. Следовательно, мы выбрали положи

тельное направление оси х производящей функции таким образом, что

рх(х, О) положительна. Этот выбор задаёт ориентацию ядра проекции

и, следовательно, линии складки. Таким образом, в точке лагранжевой

сборки кривая критических значений (локально диффеоморфная полу

кубической параболе) имеет естественную ориентацию. Эта ориента

ция задаёт естественную ориентацию базовой плоскости (лагранжева

расслоения), в которой находится кривая критических значений: эта

кривая должна быть ориентирована как граница "острой" ограничива

емой ею области.

Такой граничный индекс типичного двупараметрического семей

ства функций от одной переменной доставляет нижнюю оценку для..
числа точек возврата проекции лагранжевой поверхности, задаваемой

этим производящим семейством функций.

5.5. Глобальные свойства особенностей

Начнём с примера: рассмотримгауссовоотображениекоориентирован

ной поверхности в евклидовом 3-простра.нстве. Это лагранжево ото

бражениеотправляетточку поверхностив единичный нормальныйвек-
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тор, приложенный в нуле. Если поверхность квадратично выпукла, то

гауссово отображение не имеет особенностей. Якобиан этого отобра

жения равен гауссовой кривизне поверхности. Задачей A1UH~oвc~oгo

называется задача определения выпуклой поверхности, гауссова кри

визна которой задана как функция на гауссовой сфере (образе пауссова

отображения) .
Нетрудно видеть, что эта функция должна быть положительна, и

что центр масс сферы (при распределении массы, заданном этой фун

кцией) должён совпадать с её геометрическим центром. Глубокая те

орема (Мвнковского, А.Д.Александрова, Погорелова,... ) утверждает,

что такое восстановление выпуклой поверхности по данной гауссовой

кривизне на гауссовой сфере возможно.

Если поверхность не выпукла (она даже может иметь топологию,

отличную от топологии сферы), то ограничение на центр масс все ещё

имеет силу. Однако постановка задачи Минковского в этом случае тре

бует более точного описания исходных данных. Мне кажется, что таки

ми данными для невыпуклой проблемы Манковского является гладкое

отображение

где SN - стандартная гауссова сфера, а М" - замкнутое много

образие без края, снабженное невырожденным злементом объема (n
формой) Т. Прямой образ формы Т при отображении f является плот

ностью на гауссовой сфере, центр масс которой должён находиться в

центре сферы. В выпуклом случае f есть тождественное отображение

и Т = u;/ к, где u; - стандартный элемент площади, а К - гауссова

кривизна. сферы.

Таким образом, в общем случае гауссова кривизна на М должна

заменяться якобианом J = (f*u;) / т отображения f . Тогда возникает

проблема: ~a~иe фун~ции на М являются якобивнами глад~их ото

брожений из (М, Т) в стандартную сферу? Разумеется, интеграл от

такой функции должен равняться объёму стандартной сферы. Образ

множества J > О должен покрывать сферу. Но существуют ли другие

ограничения? Подобные проблемы воэниквют и дм проиэвольных ла

гранжев ЫХ отображений (гауссово отображение - только частный

с.лучаЙ тa~иx отображений), и дм гауссовых отображений (u.м.мepcи

рованныг 1UU вложенные гиперповереностейу.

Эти задачи далеки от своего разрешения. Рассмотрим, например,

самый простой случай: какая функция может быть якобианомотобра

жения сферы на плоскость? Другими словами, какие дифференциаль

ные 2-формы на сфере представимы в виде произведениядвух замкну-
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тых 1-форм? Локально такое представление всегда возможно, но для

глобального представления необходимо, чтобы эта 2-форма была точ

ной (интеграл от неё должен равняться нулю).

Теорема. Любая тиnи'Чна.я точная 2-фор.м.а на 2-сфере индуцирова

на э.ае.м.енто.u 71.Itощади e6к.tLид060U 71.ItOC1COCтu при nо.uощи тиnи'Чного

г.аа(h;ого отображения сферы на плосхость,

(Сравните с результатом ИЗ [139].)

Рассмотрим нули данной точной 2-формы общего положения. Пер

вое условие общности положения требует, чтобы эти нули образовы

вали гладкую кривую (если форма записывается в виде hr, где r 
Элемент площади, то требование такое: О не является критическим зна

чением гладкой функции h). Компоненты зтой кривой делят сферу на

области, в которых якобиан сохраняет знак. Второе условие общности

положения требует, чтобы интегралы от формы по этим областям были

нерезонансными (то есть они не должны удовлетворять конечному мно

жеству линейных однородных уравнений с целыми коэффициентами).

Достаточна, например, рациональная независимость этих интегралов.

Условие общности положения на отображение заключается в том,

что оно имеет только расположенные общим образом особенности типа

складок и сборок Уитни (из чего следует устойчивость такого отобра

жения).

Определение. Тиnи'Чнbl.М. дерево.м. называется граф, вершинами кото

рого являются области, на которых якобиан положительно определён,

и ребра которого соединяют те области, которые разделены компонен

тами кривой нулей.

Пример. Дерево стандартной проекции сферы на её экваториальную

.плоскость записывается следующим образом: • -., вершинамиявляют
ся северная и южная полусферы, ребром - экватор.

Типичная форма на сфере определяет дерево и положительную фун

кцию на этом дереве (то есть на множестве вершин): интегралы вдоль

областей, ориентированных формой. "Знакочередующаяся сумма значе

ний этой функции равна нулю. Дерево и эта функция являются един

ственными инвариантами типичной 2-фОрМЫ на 2-сфере.

Определение. Дефе~то.u Фун'tCЦUU на корневом дереве называется

разность между суммой её эяачений в чётных вершинах (соединённых
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с корнем четным числом рёбер) и суммой эначений в нечётных (осталь

ных) вершинах.

Любая положительная функция 'с нулевым дефектом на некотором

дереве реализуется векоторой невырожденной 2-формой на 2-сфере.

Определение. Дефе1Сто.м. корневого дерева называется дефект посто

янной функции 1 (то есть разность чисел четных и нечётных вершин).

Теорема. Типичная 2-фор.м.а на 2-сфере может быть nо.л.учена из

эде.м.ента nAощади на n.aОС1Сости при nо.м.ощи отображения, единст

венньши особенностями которого яеляются C1C.ll.aa1CU, ес.л.u u только

если её дерево u.м.eeт ну.левоЙ дефе1Ст.

Число точе1С возврата типичного отображения, индуцирующего

фор.м.у с данньш деревом, ограничено снизу удвоенным дефе1Сто.м. де

рева.

в действительности, всегда существует способ так распределить

знаки точек возврата, что их число, подсчитанное с учетом знаков,

равно удвоенному дефекту дерева [140].

А именно, точка возврата положительна, если четна область, диф

феоморфно отображаемая во внутренность "рога", образованного кри

тическими значениями в векоторой окрестности этой точки,

Пример. Корневое дерево 0-. - ., дефект которого равен 1, реализу
ется отображением (2-сферы на плоскость), изображенным на рис. 71.
Обе точки возврата положительны.

Рис. 71. Реализация дерева с тремя вершинами

отображением сферы в плоскость

Подобные результаты справедливы для отображений других по

верхностей на плоскость, при условии, что компоненты знакоопределён

ности являются проколотыми дисками. Граф, соответствующий такой

форме на ориентируемой поверхности рода у, гомотопическв эквива

лентен букету 9 окружностей. Он не имеет нечётных циклов, следова

тельно его дефект корректно определен.
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5.6. Топологиялагранжевыхвключений

Рассмотрим отображение гладкого многообразия в симплектическое

пространство. Такое отображениеназывается изотропным, если оно

индуцирует нулевую форму из симплектическойструктуры.

Пример. Иммерсияяагранжевамногообразия(или его подмногообра

зия) является изотропным отображением.

Естественным путём определения особых лагранжевыхмногоебра

зий является рассмотрение изотропных отображений многообразий,

имеющихподходящуюразмерность(равную половинеразмерностиобъ

емлющего симплектическогомногообразия). Такое отображение на

зывается лагранжевым вк.аю-ченuе,u, если его особые точки образуют

подмногообразиеменьшей размерности.

Пример. Рассмотрим пространство конормальногорасслоения полу

кубической параболы:

Оно может быть параметриэованоформулами

t3q2 = , Рl = -3st, Р2 = 28,

задающими изотропное отображение, образом которого является по

верхность в свмплектическом 4-пространстве, единственная особен

ность которой находится в нуле. Эта поверхность гомеоморфна 2
плоскости.

Гивенталь в [141] назвал зту поверхность раскрытым зонтu1СО,u. Её

проекция в 3-пространство вдоль Р2-0СИ есть обычный зонтип Уитни

кь;«

Раскрытый зонтик является дагранжевой поверхностью с единст

венной особой точкой. Эта точка может быть сглажена в классе всех

поверхностей в 4-пространстве (так как пересечение этой поверхности

с малой 3-сферой с центром в особой точке незаузлено). Однако, эта

особенность не может быть сглажена в классе дагранжевых подмного

образ ий, так как индекс Маслова петли, охватывающей особую точку,

не равен нулю (в зависимости от ориентации он равен ±2).
Гивенталь доказал, что эта особенность изотропного включения

устойчива: любое близкое изотропное включение при помощи диф

феоморфизмаповерхности и симплектоморфизмапространстваможет
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быть приведено К виду, указанному в предыдущем примере, в близкой
u

точке исходнон поверхности.

Гипотеза Гввентвля. Лагранжевы 61С.1&ю'ЧеНtJJI поверхностей, един

ственньшu особенностями которые являются рвсюрытые зонтu1СU (и,

разу.м.еетс'я, СlUCоnересе'ЧеНtJJI) , 71дотнЫ в пространстве есее лагрвн

жевыг В1C.I&ю'ЧенuЙ.

На уровне струй, плохое множество в этой проблема имеет кораз

мерность 7, следовательно, кажется убедительным предположение о

том, что типичное лагравжево вложение размерности 2 не пересека

ет его. Однако, доказательство не может быть сведено к обычным

аргументам трансверсадьвости, так как уравнение, определяющее иэо

тропное вложение (f*w = О, где f - вложение, а UJ - свмпдектическая

форма), »всдратично по отношению к [,

Таким образом, в гипотезе рассматриваются "типичные" OTo~pa

жения в многообразие, заданное системой квадратичныходнородных

уравнений. Это многообразиеявляется очень вырожденным конусом,

который может иметь компоненты различных размерностей. Можно

дать много, априори неэквввалентных,естественныхопределений "ти

пичности" отображенийв этот конус (эта же сложностьвстречается в

проблеме классификации "типичных" алгебр Ли данной размерности,

в которой тождествоЯкоби - система квадратичных уравнений).

Возможно, простайшей проблемой такого типа является задача

классификации "типичных" отображений из плоскости в плоскость,

якобиав которых тождественно равен нулю.

Раскрытый зонтик появляется в теории систем лучей в следующей

ситуации. Рассмотрим гиперповерхность 2n-мерного симплектическо

го пространства и (n - l)-мерное изотропное подмногообразие в этой

гиперповерхности (мы будем называть его на'Ча.4ЬНЫМ .м.НО200бразuе.м.).

Лучи (характеристики гиперповерхности), проходящие через точ

ки начального многообразия, образуют [локально] цодмногообраэие в

(2n - 2)-мерном симплектическом многообразии характеристик. Это

подмногообразие изотропно и в общем случае (n -l)-мерно. При n = 3
это подмногообразие является лагранжевым включением поверхности.

В [8] Гивенталь доказал, что единственными особенностями соответ

ствующих лагранжевых включений являются раскрытые зонтики (при

условии, что начальное многообразие принадлежит некоторому откры

тому и плотному множе~тву в пространстве всех подмногообразий раз

мерности n - 1).
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Раскрытые зонтики больших размерностей являются пространст

вами коиормаяьных расслоений раскрытых ласточкиных хвостов под

ходящих размерностей. Раскрытым ластО'ЧК'lmы.м xeoemo.u размерно

сти т называется множество многочленов

имеющих корень кратности, превышающей т. Это подмногообразие

лагранжевов пространствемногочленовнечетнойстепени, снабженном

симплектическойструктурой, описанной в §1.1.

Пример. Полукубическая парабола на плоскости является одномер

ным раскрытым дасточкиным хвостом. Двумерный раскрытый ласточ

кин хвост в 4-пространстве многочленов пятой степени изображён на

рис. 10.

Естественная проекция (определяемая кратным дифференцирова

нием многочленов) отправляет 2т-мерное пространство многочленов

степени 2т + 1 в (т + 1)-мерное пространство многочленов степени

т+ 2. Этой проекцией "раскрытый" ласточкин хвост размерности т

отображается на обычный т-мерный ласточкин хвост (образованный

многочленами, имеющими кратный корень). Это отображение одно

значно везде, за исключением линии самопересечения ласточкина хво

ста (при n = 2). Каждая точка этой линии, за исключением верши

ны ласточкина хвоста, имеет 2 прообраза на раскрытом ласточкином

хвосте. Топологически раскрытый ласточкин хвост гомеоморфен ев

клидову пространству. Этот гомеоморфизм сохраняет все особенности

обычного ласточкина хвоста, за исключением самопересечений. Таким

образом, "поднятие" обычного ласточкина хвоста на раскрытый (топо

логически эквивалентное "нормализации" в алгебраической геометрии)

упрощает топологическую структуру и разрезает некоторые петли в

точках самопересечения. Название "раскрытый" как раз и отража

ет этот факт. Как мы увидим ниже, раскрытые ласточкины хвосты

управляют особенностями систем лучей на препятствии. Здесь же мы

используем эти т-мерные особые лагранжевы многообразия для опре

деления раскрытых зонтиков. Забудем про симплектическую структу

ру объемлющего 2т-мерного пространства. Конормальное расслоение

т-мерного раскрытого ласточкина хвоста лежит в 4т-мерном симплек

тическом пространстве кокасательного расслоения над пространством

многочленов. Это многообразие яагранжево, четной размерности 2т,

оно является образом лагранжева ВКЛЮчения.
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Особенности 2т-мерного раскрытого зонтика образуют флаг под

многообразий чётных размерностей, причём 2k-мерное подмногообра

зие этого флага изоморфно 2k-мер:аому раскрытому зонтику.

Другими (эквивалентными) определениями 2т-мерного раскрытого

зонтика являются:

1) Подмногообразие в пространстве пар многочленов

(где €S = X
S Is!), образованное парами, имеющими общий корень

кратности не меньшей (т + 1, т).

2) Компонента особого дагранжева многообразия, задаваемого выро-
v

жденным производящим семеиством

F (х, ч, Q) == !ОХ (Q 1~т-1 +... +Qт) (~т+1 + ql~т-l +...+ qm) ~.

Это семейство задаёт лагранжево многообразие

компоненту хт+ 1 + Q1xm-1 +...+ Qm = О которого мы и рассматри

ваем.

Возвращаясь к системам лучей, рассмотрим обычную ситуацию: си

стему нормалеи к гиперповерхности в евклидовом пространстве, или

систему характеристик уравнения Гамильтона-Якоби, cooTBeTcTByкr

щих данным начальным значениям неиавестной функции, ограничен

ной на гаперповерхностъ в конфигурационном пространстве .
. В этом случае типичные граничные условия определяют '!1агранжево

подмногообразие, трансверсально перссекающее гиперповерхность (за

да.ющую уравнение Гамильтона-Якоби). Следовательно, соответству

ющая система лучей является иммерсирова.нным лагранжевым подмно

гообразием пространства лучей, не имеющим особенностей типа рас

крытых зонтиков.

Как было упомянуто выше, поверхности сненулевой эйяеровой ха

рактеристикой не могут быть иммерсврованы в симплектические про

странства как дагранжевы подмногообразия. Однако, Гивенталь по

строил лагранжевы включения в стандартное симплектическое 4-про

странство поверхностей с произвольной эйлеровой характеристикой
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х < -2. Эти включения могут быть выбраны таким образом, что они

не имеют точек самопересечения. в этом случае образ вкдючения го

меоморфен прообразу [141]. Может случиться, что эти включения не

точны.

Рассмотрим произвольное дагранжево включение поверхности L2 в

симпдектическое многообразие м-, Гивенталь доказал, что

L . L = X(L) + 28 + 'и,

где u - число раскрытых зонтиков, 8 - число точек самопересечения ,
Х - эйяерова характеристика, Е> L - индекс самопересечения образа

фундаментального цикла многообразия L в Н2(М). Самопересечения

подсчитываются с учетом знаков, определяемых ориентацией L (если

L не ориентируемо, то формула справедлива по модулю 2).
Из ЭТОЙ формулы вытекает, что точка самопересечения или 2 вер

шины раскрытых зонтиков могут рассматриваться как "антиручка".

Действительно, в некоторой окрестности любой точки вложенного да

гранжева многообразия мы можем приделать малую лагранжеву ручку,

на которой есть либо точка самопересечения, либо 2 раскрытых зон

тика. Получившееся особое лагранжево многообразие также вложено

(в случае зонтиков ручка нарушает ориентацию).

Эта конструкция может даже сохранять точность многообразия:

если исходное лагранжево многообразие является проекцией лежвндро

ва, то прикрепление ручки может быть произведено таким образом, что

полученное лагранжево многообразие также является образом проек

ции особого яежвндрова многообразия.

Ручки могут быть описаны в терминах фронтов, соответствующих

точным лагранжевым многообразиям в н- = г-н-. Во первых подни

мем многообразие до лежавдрова подмногообразия в R 5 = Jl (R2, R), а
затем спроектируем его в 3-пространствоJO(R2, R) = RЗ . Образ этой

проекции и есть фронт.

Фронт типичной гладкой дагранжевой поверхности имеет только

подукубические ребра возврата и ласточкнны хвосты. Касательная

плоскость нигде не вертикальна (трансверсальна. слоям естественно

го расслоения JO(R2,R) --++ R 2 ) . Самопересечения дагранжевой по

верхности соответствуют вертикальным хордам фронта, в конечных

точках которых касательные плоскости к фронту паралледьны.

Раскрытые зонтики лагранжева многообразия соответствуют осо

бенностям фронта типа "сложенный зонтик". Нормальная форма СЛQ

женнога зонтика -, это поверхность в 3-пространстве, задаваемая
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Эта поверхность, имеющая полукубические ребра возврата и линию са.

мопересечения, изображена на рис. 72 -, Эта особенность встречается

во многих задачах теории особенностей.

Рис. 72. Сложенный зонтик

Пример 1. Рассмотрим движущуюся каустику (типичное однопара

метрическое семейство каустик) в 3-пространстве. Рёбро возврата

этой каустики заметает поверхность, называемую бикаустшсоЙ. Ти

пичные особенностибикауствк изучались в [72], [142]. Сложенный зон

тик - одна из таких особенностей.

Пример 2. Рассмотрим объединение касательных прямых к типич

ной проективной кривой в пространстве. Это объединение является

раэвёртываюшейсяповерхностью,ребро возвратакоторой есть исход

ная прямая. Типичная кривая может иметь изолированныето'Чки уn.ло

щен'U-Я (в которых равно нулю кручение). Поверхность, образованная

касательными,в таких точкахособа, особенность- сложенный зонтик

([143], [144]).

Пример 3. В Зчтространстве рассмотрим типичную поверхность

с обычнымребром возврата. Рассмотримтипичное отображениеС'Кда

дыеання этого Зчтространства (в подходящихкоординатахзадаваемое

формулами (х, у, z) t-+ (х2 , у, z)). Образ поверхности имеет особенности

типа сложенный зонтик в точках пересечения ребра возврата с поверх

ностью складки. Этот пример вместе с ТОПОЛОГической эквивалентнос

тью сложенного зонтика и зонтика Уитни и дали название "сложенный

зонтик" .

Пример 4. Сложенный зонтик доставляет некоторые нормальные

формы типичных особенностей в теории Давыдова медленногодвиже

ния в релаксационныхсисmе.мах с одной быстрой и двумя медленными

переменными (см. [145]-[147J).
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Обсуждение многомерных обобщений сложенных зонтиков имеется

в [8J.

Рис. 73. Фронт лагранжевой ручки

с одной точкой самопересечения

Вернемся к прикреплению лагравжевых ручек. Начнем со стан

дартного фронта с обычным ребром возврата, локально задаваемого

уравнением у2 = хl в координатах (Хl, Х2, у) на пространстве з». Но

вые фронты с ручками изображены на рис. 73 (одна точка самопере

сечения дагранжевой иммерсии) И на рис. 74 (два раскрытых зонти

ка на лагранжевом включении). Фронты симметричны относительно

плоскости у = О; линии уровня функции у на фронтах изображены на

рисунках. Из этой симметрии вытекает то, что единственные возмож

ные самопересечения лагранжева многообразия встречаются в точках

фронта, в которых касательное пространство горизонтально, то есть

в особых точках линий уровня. Таким образом, на рис. 73 изображе

на одна точка самопересечения лагранжева многообразия, а на рис. 74
таких точек нет.

Рис. 74. Фронт дагранжевой ручки

с двумя раскрытыми зонтиками

Из приведённой выше конструкции Гивенталя следует, что уничто

жение пар раскрытых зонтиков лагранжевых включений поверхности

возможно, если поверхность имеет достаточное число ручек.

Теорема. 3а.м:~нута.я неориентирцемая поверхность, эйлерова ха

рактеристиха которой отрицательна u хротна 4, дОnУС1Сает нео-
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собое вагрснжево вложение в стандартное С'lШnде1СтuчеС1Сое 4-nрос

транство,

(Доказательство имеется в [141].)
Неизвестно, допускают ли бутылка Клейна, проективная плоскость

и поверхность эйлеровой характеристики -1 гомеоморфныелагранже

вы включенияв стандартное4-пространство(включения,имеющиерас

крытыеласточкиныхвосты и самопересечения,были построены Гивен

талем в [141]).

5.7. Примечание

Начиная с 1993 года исследования симплектических обобщений упоми

навшихся во Введении теорем о четырех вершинах и четырёх омбили

ческих точках привели к созданию теории инвариантов и перестроек

кривых и волновых фронтов на плоскости [192]-[196], связанной с тео

рией инвариантов узлов. Появились работы об оценках числа точек
u

уплощении кривых в многомерных проективных пространствах, числа

точек возврата на каустиках лагранжевых цилиндров, близких к си

стеме нормалей окружности (яагранжевых коллапсов), и многие дру

гие [194].
Обобщение теоремы о четырёх омбилических точках получил

М.Э.Казарян [191]. Число таких особенностей с учётом специально

выбранных знаков является топологическим инвариантом трёхмерных

лагранжевых многообразий, оснащенных касательным векторным по

лем, имеющим регулярную проекцию на базу лагранжева расслоения.

Он же [187] построил новые когомологические спектральные последо

вательности стратификаций лагранжевых или лежандровых иммерсий,

учитывающие вместе с каждым лагранжевым (лежандровым) классом

группу симметрий данной особенности и указал на связь теоремы о

четырёх вершинах с циклическими гомологиями [197].
В этих работах получены новые (по сравнению с работами В.А.Ва

сильева] лагранжевы и лежандровы характеристические классы. По

казано, что построенные спектральные последовательности сходятся к

когомодогням стабильных лагранжевых (лежандровых] грассманианов.

Из этого вытекают новые топологические ограничения на сосущество

вание лаг-ранжевых и лежандровых особенностей.
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и особенности видимых контуров

Отображения проекций (проектирования] встречаются весьма часто.

Например, мы различаем объекты по видимым контурам их проекций

на сетчатку нашего глаза, то есть по критическим значениям этих про-..
ектированви.

Особенности проектирований важны также в теории бифуркаций

положений равновесия динамических систем. В этом случае проекти

руемое многообразие лежит в произведении пространства параметров

и фазового пространства динамической системы: оно образовано поло

жениями равновесия для всех значений параметра. Особенности про

ектврований этого многообразия на пространство параметров ответ

ственны за бифуркации положений равновесия при изменении значений

параметров.

Отличие теории особенностей проектирований от общей теории

особенностей заключается, главным образом, в меньшем запасе до

пустимых отображений. Определение эквивалентности проектирова

ний также отличается от общего определения (RL-) эквивалентности

отображений. А именно, два проектврования (подмногообразий про

странств расслоений на соответствующие базы) эквивадентны, если су

ществует диффеоморфизм из пространства первого расслоения в прос

транство второго, расслоённый над диффеоморфизмом баз, отобража

ющий первое подмногообразие на второе.

В этой главе мы обсудим классификацию особенностей проектиро

вавий с точностью до этого Отношения эквивалентности.

6.1. Особенностипроектированийповерхности

на плоскость

Рассмотримповерхностьв 3-пространстве. Согласноклассическойтео

реме Уитни, особенности таких типичных проектирований -- это

складки (вдоль линий критических точек) и сборки (в изолированных

точках). Однако, проектируя типичную поверхность вдоль некоторых

направлений, мы можем получить более сложные особенности. Други

ми словами, типичная поверхность, рассматриваемаявдоль некоторых

направлений, может иметь необычную форму.
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Число различных типов, получаемых таким образом (глядя в подхо

дящем направлении из точки вне поверхности), равно 14. Их изучение

основывается на анализе векторных полей, касающихся (обобщённых)

ласточкиных хвостов.

Проектированием поверхности М, лежащей в проективном прост

ранстве RРЗ, из точки О, не принадлежащей М, называется диаграм

ма М L...t RРЗ \ о -+t Rp2 , где левая стрелка - включение, а правая

- проектирование, отображающее точку в прямую, соединяющую эту

точку с о.

Ростком проектврования называется аналогичная диаграмма рост

ков. Два проектирования (ростки проектирований) эквиеавентны, ес

ли существует коммутативная (3 х 2)-диаграмма, строки которой 
проектирования (р.остки проектирований), а столбцы - диффеомор

физмы (ростки диффеоморфизмов).

Плоскость Rp2, на которую мы проектируем, называется базой

проектирования. Таким образом, эквивалентностьподразумевает су

ществование диффеоморфизмаобъемлющего 3-пространства, рассло

ённого над некоторым двффеоморфиэмомбазовых пространств.

Композиции М -+ Rp2, определенныеэквивалентнымипроектиро
ваниямв, RL-эквивалентны(то есть могут быть иреобразованыдруг в

друга при помощи диффеоморфизмовотображаемойповерхностиМ и

пространстваRP2).

Видимые контуры (то есть множествакритическихзначений) эква

валентных проектированийдиффеоморфны. Следовательнокяассифи-
u

кация ростков проектвровании с точностью до эквивалентности про-

ектированай влечёт за собой классификацию видимых контуров с точ

ностью до диффеоморфизмов, Однако, из диффеоморфности видимых
• u

контуров не следует эквивалентность проектировании.

Иерархия ростков типичных проектировании изображена на рис. 75
(она была построена О.А.ПлатоновоЙ [9] и исправлена О.П.Щербаком

[13], [148]). Рисунки обозначают ростки проектвровавий, эквивалент

ных росткам проектирований поверхностей z = f(x, у) вдоль оси х, В

неособом случае 1 функция f равна Х; остальные функции f таковы:
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Рис. 75. Иерархия ростков

проектирований

тип /(х, у) тип /(х) у)

2 х2 7 х4 + х2у + ху2

3 хЗ +ху 8 x5~ хЗу + ху

4 ' хЗ ± ху2 9 хЗ ± ху4

5 хЗ + хуЗ 10 х4 + х2у + хуЗ

6 х4 + ху 11 х 5 +ху

Теорема. Проехтировоние типичной поверхности не u..иеет рост

ков, неэквиеалентных перечисленным выше 14 росткам (при любом

выборе центра проектирования (вне проектирцемой поверхности)).

Соответствующие особенности видимых контуров изображены на

рис. 76. Росток проектирования из типичного центра имеет тип 1 в ти

пичных точках на поверхности, тип 2 (складку) в точках на некоторой

линии на поверхности и тип 3 (сборку) в некоторых изолированных

точках. А именно, сборки появляются, если направление проектирова

ния совпадает с асимптотическим направлением поверхности.

Для описания других особенностей, видимых только вдоль специфи

ческих направлений, нам потребуется проективная классификация та

чек на типичной поверхности в проективном 3-пространстве (О.А.Пла

тонова [9], Е.Е.Ландис [25], рис. 77).
Гладкая кривая параболических точек Пз,2 делит поверхность на

область эJt./l,иnти'Чесх:ux точек П2 (не имеющую вещественных каса

тельных, порядок касания которых превышает 2) и область гипербо

ди'Чесх:их точек ПЗ , l (в каждой точке которой имеется пара таких ка

сательных, называемых асu..иnтоти'ЧеСХ:1J.м.и nр.я.мы.м.Uj их направления

в точках касания называются асu..иnтоти'ЧеСХ:UoМи наnравJ1.еЮ.l..JLМи). В

этих обозначениях первый индекс равен максимальной кратности пе-
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Рис. 77. Тангенциальные
особенности поверхности

в проективном З-пространетве

ресечения касательной прямой с поверхностью (порядок касания равен

этой кратности минус 1).
в область гиперболических точек гладко иммерсирована хриеая nе

регибов асtuCnтотuчеС"их .л,иниii П4 , 1 (порядок касания асимптотиче

ской касательной прямой превышает 2). Эта кривая содержит мно

жество изолированных точе" биперегиба П5 (касание 4-го порядка)

и множество точек сa.uоnересеченuя П4,з (обе асимптотические каса

тельные имеют касание 3-го порядка). В точках П4 , 2 кривая переги

бов имеет касание (т-го порядка) с кривой параболических точек (в

этих точках единственное асимптотическое направление касается кри

вой параболических точек). И наконец, кривая параболических точек

имеет изолированные точки типа Пз,з, описание которых приведено

ниже.

Получающаяся иерархия классов точек на поверхности изображена

на рис. 78 (находящиеся в одном столбце классы имеют одинаковую

коразмерность) .
Поверхность, проективно двойственная нашей типичной гладкой

поверхности, имеет полукубическое ребро возврата в точках, соот

ветствующих ПЗ, 2 и ПЗ ,З 1 и ласточкины хвосты в точках, соответ

ствующих П4 2. В этих точках р-струи поверхности проективны-,



Рис. 78. Иерархия тангенциальных особенностей
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П~П~П42.., '\. )

П~~
ми преобразованиями приводятся к следующим нормальным формам

(см. [9]):

класс нормальная форма ограничения р codim

П2 х2 + у2 2 О

ПЗ, l ху±хЗ+ уЗ 3 О

ПЗ,2 у2 + хЗ + хуЗ + ах4 4 1

П4 1 ху + уЗ + х4 + hхЗу 4 1,

П4 2 у2 + х2у + uх4 u i= о, ~ 4 2,

П4,З ху + х4 + ахЗу + ЬхуЗ ± у4 4 2

П5 ху+ уЗ ± хЗу + Ф5 Ф5(0, у) i= о 5 2

Пз,з у2 + хЗ + ах4 + Ьу5 ± ху4 + х24>з 5 2

Здесь 4>r - некоторый однородный многочлен степени r от х и у.

Теорема. Любая р-стру.я тиnи'Чной поверхности проехтивно Э1Сви

6а.4ентна р-струе поверхности z :::: f(x, у), где f - одна из приведён

ных в предыдущей таблице нормальные фор.u.

Замечание. Для типичной алгебраической поверхности степени d в

сРЗ числа точек в классах коразмерности 2 зависят только от d. ЭТИ
числа равны (согласно [149], [26], [150]):

П5

5d(d - 4)(7d - 12)

П4,2

2d(d - 2)(l1d - 24)

П4 З,
5d(7d2

- 28d+ 30)

Пэ,Э

10d(d - 2)(7d - 16)

Степени кривых, образованных точками классов кораэмерности 1,
равны, соответственно:

ПЗ2,
4d(d - 2)

П41
I

d(11d - 24)
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Следствие. Вещественная алгебраическая поверхность в RРЗ до

статочно высокой нечетной степени u.,иеет, ~a~ .м.инu.,иу.м., одну веще

ственную m01t1CY биперегиба аС'U.4Cnтотu'ЧеС1Сих кривы», 1Ca~ .м.инu.,иу.м.,

одну вещественную mоч~у перегиба обеих асu.,иnmоmи'Чес~их хривых и,

ка» .м.ин'U.4CУ.м., одну 1Сривую параболичесзеи» точек.

Замечание. Аналогичные результаты, касающиеся гиперповерхнос

тей в Ср4, имеются в [151], [152].

Вернёмс..я к описанию проектирований из нетипичных центров (см.

рис. 77). Особенности 4 и 6 появляются при проектировании из то

чек, принадлежащих некоторым поверхностям (Образованным, соот

ветственно, асимптотическими касательными прямыми в параболиче

ских точках и в точках перегиба асимптотических кривых). Таким

образом, для того чтобы увидеть особенность 4, нужно рассматривать

типичную поверхность из типичной точки на асимптотической прямой,

касающейся исходной поверхности в типичной параболической точке.

Для того чтобы увидеть особенность 6, нужно выбрать центр проек

тирования на асимптотической касательной 3-го порядка.

Особенности 5, 7 и 8 встречаются при проектировании из точек,

принадлежащим некоторым кривым. А именно, для того чтобы уви

деть особенность 5, нужно рассматривать типичную поверхность из

типичной точки на ребре возврата поверхности, образованной асим

птотическими касательными прямыми в параболических точках (эта

поверхность является развёртывающейся и имеет ребро возврата).

Особенность 7 встречается при проектировании из типичной точ-
u u u u

ки, принадлежащеи асимптотическои прямои, которая касается кривои

параболических точек (то есть выходит из П4 ,2 ) . Особенность 8 видна
~ u

ИЗ типичных точек на асимптотичеснои касательнои, порядок касания

которой равен 4.
Самые редкие особенности 9, 10 и 11 виднылишь из изолированных

точек. Именно, особенность9 видна из некоторой точки на ребре воз

врата описанной выше развёртывающейся поверхности (соответствую

щая асимптотическая прямая касается поверхности в точке Пз,з). Осо

бенность 11 видна из двух "фокальных" точек на асимптотическойка

сательнойпорядка4. Особенность 10 встречаетсяпри проектировании

из некоторой точки на асимптотическойпрямой, касающейся (в П4 , 2 )

кривой парабояическихточек.

Эта классификация проектированийследующим образом связана с

векторными полями, касающимвсяласточкиныххвостов.
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Рассмотрим пересечение прямой, задающей направление проекти

рования, с поверхностью как О-мерное подмногообразие этой прямой.

Для типичной прямой такие пересечения - трансверсадьные, но в осо

бых точках точки пересечения сливаются. Таким образом, каждая осо

бенность проектирования поверхности в 3-пространстве на плоскость

зада.ёт 2-параметрическую деформацию О-мерного подмногообразия

прямой (состоящего иэ JL слившихся точек, где j.L есть кратность пере

сечения в точке касания, задающей проекцию прямой с поверхностью).

Эти 2 параметра определяют прямую в пространстве расслоения: базой

деформации является (росток) проективной плоскости Rp2 прямых,

проходящих через центр проектирования. Эта 2-парамеТРИ'Iескаяде

формация, как и любая другая, эквивалентнаиндуцированной иэ вер

сальной деформации. Следовательно,она определяет отображениеба

зы нашей деформациив базу соответствующейверсальнойдеформации

(т. е. в пространство,содержащееобобщённыйласточкинхвост - дис

криминант особенности типа AIl ) . Например, при JL = 3 мы получим

поверхность, содержащую вершину обычного ласточкина хвоста в R 3.

Двффеоморфиэмбазы версальнойдеформации,сохраняющий(обо6

щённый) ласточквн хвост, иреобразует нашу поверхность к некоторо

му виду. Подучившавсяновая поверхностьзадаёт новую 2-параметри

ческую деформацию j.L-кратноЙ точки, а следовательно, и новое про

ектирование. Это новое проектирование эквивалентно исходному в

определенном выше смысле эквивалентности проектирований (более

подробно см. [98]).
Таким образом, для приведения проектированвя К нормальной фор

ме, достаточно привести к нормальной форме соответствующую по

верхность в пространстве, содержащем (обобщённый) ласточкин хвост,

при помощи сохраняющего ласточкин хвост диффеоморфизма. Знание

векторных полей, касающихся ласточкиных хвостов, позволяет приве

сти к нормальным формам раздичные объекты в содержащих ласточки

ны хвосты пространствах сохраняющими ласточкины хвосты диффео

морфиэмами (можно использовать стандартные гомотопвческие мето

ды и квааиоднородностъ или спектральные последовательности). Более

подробное изложение имеется в [98], [1].

Проектированая поверхности из точек 3-пространства образуют 3
параметрическое семейство отображений. В типичных 3-параметри

ческах семействах отображений поверхности на плоскость появляют

ся некоторые особенности, не эквивалентные перечисленным в списке

1-11. Следуя вычислениям В.В.Горюнова., такие особенности эквива-
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лентны росткам в начале координат проектирований вдоль оси х по

верхностей

z = х4 ± х2у2 + ху2,

z = х5 + х3у +х2у,

Z = хб + ах4у + х3у + ху.

Теорема Платоновой и Щербака говорит о том, что эти особенности

не встречаются при проектировании типичной поверхности в 3-про

странстве из произвольной точки. Причиной этого является строгая

взаимосвязь между проектированиями из точек на одной и той же пря

мой проектирования: З-параметрвческие семейства, появдяющиеся в
u

этои задаче достаточно специальны.

Рассмотрим, например, последнюю особенность из этого спвска,

для которой ~ = 6. Типичное проектирование имеет изолированные

сборки, для которых ~ == 3. Следовательно, типичное 3-параметри

ческое семейство имеет изолированные точки, в которых ~ = 6. Но

кратность пересечения прямой, задающей проектированве, с поверх

ностью не зависит от выбора центра проектирования на этой прямой.

Следовательно, изолированные центры, в которых изменяется крат

ность, невоэможны. .Действительно, пространство касательных пря

мых трёхмерно. Каждое повышение на 1 порядка касания налагает

одво.ограничение на касательную прямую. Следовательно, максималь

ный порядок касания равен 4 (максимальная кратность пересе'Iения

равна 5). Следовательно, не существует центра проектирования в 3
пространстве, для которого встречается особенность с ~ = б (при усло

вии, что проектируемая поверхность - общего положения).

Те же рассуждения покаэывают, что особенности с J.L = 6 не встре

чаются при проектировании типичных поверхностей вдоль экстрема

лей произвольной вариационной задачи (и даже вдоль кривых проиэ

вольного 4-параметрического семейства кривых в 3-мерном многообра

зии).

Подобные првчины объясняют отсутствие остальных двух особен

ностей коразмерности 3 из списка Горюнова (эти причины были най

дены О.П.Щербаком): они скорее отражают свойства прямой, задаю

щей проектирование, нежели свойства центра проекции. Особенность

з;5 + х3у + х2у возможна только при проектировании из точки на асим

птотической касательной, имеющей 4-й порядок касания с поверхно

стью в парабояическов точке. Однако, типичные поверхности не име

ют таких касательных.
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Особенностьх4±х2у2+ху2возможнатолькопри проектированиииз

точки на асимптотическойкасательной,имеющей 3-й порядок касания

с поверхностью в особой точке кривой, состоящей из параболических

точек. Однако, типичная поверхность не имеет таких точек.

Особенности проектирований пучком паралдедьных прямых были

классифицированыв [98] (10 типов; отсутствуют 4 особенности типов

9, 10, 11). Этот список совпадает со списком особенностей типич

ных 2-параметрических семейств проекций (Горюнов) и СО списком

особенностей, чья лево-правая коразмерность не превышает 2 (см.

[153], [133]). .
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Рис. 79. Бифуркации проектироввния zЭ + zy4

Если смотреть на типичную поверхность из одной из самых выро

жденных точек (9, 10, 11), то, при небольшомизменении точки зрения,

видимый контур поверхности изменится. Результаты такого измене

ния точки зрения изображенына рис. 79-82. В центре каждогорисунка

изображенабифуркационнаядиаграмма, образованнаяцентрами нети

пичных проектирований. Проектирования,соответствующиецентрам,
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Рис. 80. Бифуркации проектирования ;с3 - ху4

Рис. 81. Бифуркации проектирования х4 + х2у + хуЗ

167
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Рис. 82. Бифуркации проектирования х5 + zy + ахуЗ

принадлежащим различным стратам бифуркационной диаграммы и её

дополнению, изображены в клеймах, расположенных вдоль сторон со

ответствующих рисунков.

6.2. Особенностипроектированийполных пересечений

Классификацииособенностейразличныхобъектовпокаэывают,что ал

гебраически наиболее естественны кдассификации простых объектов,

то есть объектов, не имеющих модулей. Так, классификация простых

критических точек функций, простых особенностей гиперповерхнос

тей, простых яагранжевыхи дежаядровыхособенностей,простых осо

бенностей каустик и волновыхфронтов ведет к списку A Il , D Il , Ев, Е7 ,

Ев диаграмм Дынкина, не имеющих кратных рёбер (углов, отличных

от 1200 между неортогональными простыми корнями), см. [2]. Клас

сификация простых критических точек функций на многообразии с

краем ведёт к тому же списку, дополненному диаграммами BIl , CIl , Р4

(допускаются углы в 1350).
В любой проблеме естественно искать простые объекты. При этом

полезно прежде всего изучать бифуркационные диаграммы, так как

они играют роль отпечатков особенностей. Так, простые алгебры Ли

были распознаны в списке простых краевых особенностей благодаря
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топологической эквивалентности бифуркационных диаграмм, появля

ющихся в обоих теориях (см. [3]).
Классификация простых особенностей проектирований V ч Е -+-t

-+-t В подмногообразия V тотального пространства Е расслоения

Е -+-t В на базу В, с точностью до эквивалентности (то есть с точно

стью до расслоённогонад В диффеоморфизмаЕ) принадлежитВ.В.Го

рюнову [131].

В его теории v предполагается не обязательно гладким многообра

зием, но полным пересечением (задаваемым уравнениями т число кото

рых равно коразмерности V в Е). Эти ограничения естественны в

теориях перестроек и кобордизмов проектировавий. В самом деле) в

этих теориях особые проектирования встречаются при бифуркацион

ных значениях параметров, от которых зависит это проектирование.

Эта ситуация описывается диаграммой

v' ч Е' ---н в' ---н Р)

где Р - пространство параметров, а V' - гладкое подмногообразие

пространства гладкого расслоения Е' -+-t В'.

Слой расслоения над Р задаёт.проектированиеVp ч Ер -+-t .Вр.

11ногообразие Vp становится особым при бифуркационном значении

параметра р.

Определим иадстрой1СУ nрое1Стироваиu.я V Ч Е -+-t В как включе

ние Е в пространствобольшегорасслоения с той же самой базой В (в

качестве подрассдоения]. Стабильная Э1Свивa.t&еитиость проехтирова

пий обозначает эквивалентность их подходящих надстроек. Проехти

роваиие.u "иа" называется проектированве, для которого размерность
г

базы В не превышает размерности проектируемого многообразия V.

Проектирование V на В задаёт семейство подмногообразий в ело

ях расслоения Е -+-t В (семейство пересечений V со слоями). Росток

проекции V ч Е -+-t В может быть рассмотрен как деформация мно

гообразия Va в неюотором выделенном слое. Коразмерность Va в этом

слое равна коразмерности V в Е.

Теорема (см. [131]). Простой росток проехтирования "на" послой

по стабильно Э1Свивалентен дефор.ма'Ции либо гиперповерености, либо

7Сриво'й в 3-nространстве, ли~о (1Сратной) тОЧ1Си на плоскости.

В каждом из этих трёх случаев Горюнов перечислил все простые

особенности. Некоторые части зтих списков совпадают со списками
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простых особенностей других классификационных проблем. Напри

мер, им доказана следующая

Теорема. Дефор.м.ацu.я хривой б СЗ эадаёт простой росток проех

тироеания, есди и только есди эта деформацu.я -Ябляетс-я версальной

дефор.м.ациеЙ простой особенности кривой б сЗ .

Список простых особенностейпространственныхкривых в сЗ , за

даваемых двумя уравнениями,был опубликованМ.Джусти в [154]. Ие

рархия этих особенностей изображена на рис. 83.
Этот список-! содержит бесконечную серию

JL > 5,

и 10 исключительных кривых /1 == /'2 == О, где /i приведены в следующей

таблице:

тип / тип /
Т7 х2 + уЗ + zЗ, yz Ug х2 + yz, ху + z4

ТВ х2 + уЗ + z4, yz W B х'2 + zЗ, у'2 + xz

Tg х2 + уЗ + z5, yz W g х2 + yz2, у2 + xz

и7 х2 + Уz, ху + zЗ Zg х2 + zЗ, у2 + zЗ

ив х2 + Уz + zЗ, ху Z10 х'2 + yz2, у2 + zЗ

Версальная дефQр.м.ацtLЯ особого многообразия в некоторой его точ

ке определяется следующей конструкцией (мотивировка которой может

быть найдена, например, в [28]).
Деформация ростка {xlf{x) == О} кораэмерности т в начале ко

ординат есть росток Р(х, л) такой, что Р{х, О) = /(х). Деформация

берсадьна, если образы начальных скоростей деформации, .

BF
9i(X) = д'. '

Л1 ).=0

в фактор модуле

1)Простые особенности полных пересечений могут рассматриваться как простые

особенности гиперповерхностей в супериногообразиях (М.КаэаРJJfl, 1990).
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Рис. 83. Иерархия простых

простраНственных кривьrx

Л,2(Х, у, z) = О

порождают этот модуль над С. Здесь О = С[[х]] есть С-алгебра рядов

Тейлора в начале координат, от = вэОеi - свободный О-модуль с

образующими {ei}, и угловые скобки обозначают подмодуль, порож

дённый стоящими В скобках элементами.

Пример. Рассмотрим кривую 55,

в качестве версальной деформации возьмём

Проектирование поверхности Р1 = Р2 = О на А-пространство имеет

простую особенность в начале координат.

Таким образом список Джусти (приведённый выше) содержится в

списке Горюнова пространственных кривых.

Сравнение списков Горюнова и Джусти показывает, что появляю

щиеся в списке простых особенностей проектирований V Ч Е ---+7 В

подмногообразия V, которые не являются стабильно эквивалентны

ми проектированиям гиперповерхностеи, являются в действительности

GAa~u..u'U подмногообрааиями Е. ДЛЯ остальных простых проектиро

ваний полных пересечений подмногообразия V не обязательно гладкие.

Список Горюнова простых проектирований полных пересечений до

статочно велик, особенно в вещественном случае. (Кроме того, он не

совпадает ни с одним другим известным списком простых объектов.)

Здесь мы приведём ту часть этого списка, которая соответствует

проектированиям "на" комплексную прямую.
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Теорема (СМ. [131J, [130J). 1) Для простого ростка проехтирования

на nр.я.м.ую npoe1CmupyeJ.Coe подмногообразие является (с точностью до

расслоенной стабильной Э7Сбивадентности) либо гиперпов ереностью,

либо (особои) 1СриБОU б 3-nростраnстбе, либо (7Сратной) точкой на

плоскости tJ../I,1I б 3-nространстбе.

2) Простой росток проехтирования гиперповерхности в простран

ств е расслоения (Х, и) I-t и расслоённым голаморфным диффео.м.орфиз

oМOJ.C бида (Х, и) I-t (h( х', 11) , V (и)) приводится 7с проехтироеанию на ось

11 одной из гиперповереностей из nрибедённого ниже сnиС7Са

тип

A/-L' jl- > о

D/-L,jl-> 4

Ев

Е7

Ев

е..«: 2

с;»> 3

F4

гиnеРnОберхностъ

11 + xi+1 + q = о

2 /-L-l О
и + XIX2 + Х2 + q =

11+ ху + X~ + q = о

и + ХТ + Х 1X~ + q = о

и + X~ + X~ + q == о

xi + u/-L + q . о

xi + иХ1 + q == о

ху + и2 + q == о

где q обозначает су.м.му 7СбадратОб остаБШUХС..R. переменних (q == x~+

+ .. .+x~ д.л..н. A/-L' B/-L' C/-L' Р4 11 q == х5+ ...+x~ д.л..н. D/-L и E/-L). Диaгpa.м..ua
nрu.иЫ7СаниЙ изображена на рис. 84.

3) Простые проезетирования ростков 7СриБЫХ в 3-nространстбе на

nр.я.м.ую образуют 2 бесконечные серии (одна из которые u.м.eeт 2 ин

де7Сса); оnи приводятся 1с проехтированиям па ось и ростков б начаде

хоординат сдедующих 7СриБЫХ:

тип ограни'Чеu1.J.Jl 7Сриба.я

с., 2<k<l ху == О, x k + yl + и == О

F2k+ l 2<k х2 + уЗ == О, yk + и == О

F2k+4 1 <k х2 + уЗ == О xyk + и == О

диагра.м..м.а nрu.иЫ7СаниU изображена на рис. 85.
4) Простые проехтирования nодных пересечений на nр.я.м,ую обра

зуют 2 беС7Сонечные последовательности (одна из которых UJ.Ceem 2
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Рис. 84. Иерархия простых проектирований гиперповерхностей

А
k+i-1

173

Рис. 85. Иерархия простых проектировавий пространствеиных кривых
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иHдe~ca) u 7 uс"-'&ю"'uтедьных особенностей; они Э1С6uва.аентны проек

тUРО6анuя.АС на ОСЬ и сдедующих ростков 6 Ha"'a.t&e координат юратных

то"'е1С на (х, и)-11..40С1Сости Uди в (х, у, и)-nространст6е:

ограничениятиn

а = 2,
а = 3,

ь = 2 u.tIU 3
Ь = 2, 3 u.tIU 4

хратные тО",1Си

х = ир. = О

x k + и = xl = О
,х2 + u lJ-

2 = их = О

х2 + u2 = О

хЗ + и2 = их = О

ху = х2 + уа = и + уЬ

Примыхания изображены на рис. 86.

Рис. 86. Иерархия простых проектирований кратных точек

Эта кяассификация ведёт к следующим выводам.

1. Краевые особенности. Простые особенности проектирований ги

перповерхностей классифицируются (с точностью до комплексной ста

бильной эквивалентности) группами Вейля Ар., ... , Р4, то есть тем же
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списком, что классифицирует краевые особенности [3]. Обычные (не

краевые) особенности соответствуют проектированиям г.лад1С'UХ гипер

поверхностей.

Отношение эквивалентности в теории краевых особенностей гипер

поверхностей "шире" чем в теории особенностей проекций гиперпо

верхностей: в первом случае эквивалентвостями являются ДИффЕЮМОР

физмы, сохраняющие край (одну гиперповерхность}, в то время как

во втором случае эквивалентности сохраняют расслоение (на гиперпо

верхности, параллельные данной гиперповерхности).

Совпадение обоих списков - результат априори неожиданный. Эти

списки совпадают также со списком простых краевых особенностей

функций (а также со списком простых краевых яагрвнжевых и лежав

дровых особенностей). Инфинитезимальное "объяснение" этих совпа

дени й (использующее аргументы квазиодяородвости] приведено в §2
работы [133].

Замечание. Унимодальные и бимодальные краевые особенности фун

кций классифицированы в [3], [155], [156]. Пояучившисся списки до сих

пор не идентифицированы с другими интересными классификациями.

Теория краевых лагранжевых особенностей ведет к интересной "лв

грвнжевой двойственности", меняющей местами функцию на объем

лющем пространстве и её ограничение на край (эта версия "правила

множителей Лагранжа" была получена И.Г.Щербак [157]).
Пусть f(x, у) (х Е R, у Е Rn-l) есть ростокфункции в критической

точке О п-пространства с "краем" х = О. Его лагранжево дуа.льuа.я

фунх;цu.я определяется формулой f*(z, х, у) = zx+ f(x, у), где уравнение

"дуальногокрая' - z = О. Ограничение f* на край есть f, в то время

как ограничение f на край стабильно эквивалентно f*. Кроме того

f**, рассматриваемая как функция на многообразии с краем, стабильно

эквивалентна f.
Бифуркационные диаграммы нулей функций f и f** диффеоморф

ны, но компоненты (соответствующие вырождениям многообразия ну

левого уровня и его нетрансверсальности краю) меняются местами.

Таким образом, краевые особенности могут рассматриваться как

"произведения" обычных особенностей:

(индекс, равный кратности, записывается вверху, если он соответству

ет особенности ограничения на край, и внизу, если он соответствует

особенности на объемлющем пространстве).



176 Глава 6. Прое"тuрованWI поверхностей u особенности 6UaUAbIX "онтуров

"Произведение" определяетсясомножителямине единственным об

разом, и "умножение" не всегда возможно. Например, невозможно

умножить А2 на АЗ (и, в общем случае, A2k на АР, при р> 2k).
ПроизведенияАр на АР образуютт-параметрическоесемействоосо

бенностей, где т = [(р - 1)/2J:

Р$ = х2 + ур+l + ха(у),

( ) р-l + + р-тгде а у = аlУ . . . атУ .

Произведения простых особенностей были классифицированы

И.Г.Щербак в [157J. Диаграмма Дынкина простого произведения раз

лагается на диаграммы сомножителей после удаления двойного ребра

(направленного к диаграмме ограничения функции на край). Модаль

ность произведения не превышает суммы модальностей сомножителей,

по крайней мере в примерах.

2. Проектироваиия кривых. Обозначения серий С и F отражают

внутреннюю связь этих особенностей с особенностями Ck и Р4 гиперпо

верхкостей. В самом деле, для этих особенностей В.В.Горюнов доказал

теоремы о геометрии бифуркационных диаграмм, подобные соответ

ствующим теоремам обычной теории. Он также определил диаграммы

Дынквна этих особенностей (см. рис. 88). Таким образом, исключи

тельная алгебра Ли Р4 является "предком" последовательности Fk род

ственных объектов.

3. Форма пересечений. Для определения формы пересечений про

ектирований на прямую, Vo e.....t Е -++ С, мы используем тот же метод,

что и в случае краевых особенностей.

В пространствеЕ зафиксируем малый шар ВТ радиуса r с центром

в нуле и выберем малое (по отношению к r) положите4ьное е. Пусть

полное пересечение Vo задается в Е уравнением f = о (рис. 87). Сядем

Лfu.л.нора проектирования называется неособое многообразие уровня

V( = ВТ n f- 1(E), '(1 = е, где ( - типичное значение. Это много

образие трвнсверсально пересекает слой расслоения Е --t-+ С над нулём

вдоль многообразия комплексной коразмерности 1 в V~, обозначаемого

через V~o.

Рассмотрим двулистное накрытие У( -t ~ над V{, разветвлённое

вдоль V(O ("комплексификация" "края" есть "двулистное разветвлённое

накрытие"). Рассмотрим гр~ппу Й целочисленных гомологий средней

размерности многообразия V(. Переставовка листов накрытия дей

ствует на Й как инволюция. Пусть Н- обозначает антиивариантную

"'~
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Рис. 87. Слой Милнора

проектирования

- -
часть Н. Форма пересечений на Н индуцирует на Н- билинейную

форму, называемую бu.auнеЙноU фор.м.оЙ проехтирования.

4. Диаграмма Дынкива. Если комплексная размерность V~ чётна, то

форма пересечения симметрична. В зтом случае диаграмма Дынкина

определяется так же, как и для краевых особенностей. А именно, анти

инвариантное пространство порождается dДU1ШbUCU корнями (длинный

корень есть разность между двумя прообразами исчезающего цикла

на ~) и 1COpOт1Cu.ми корнями (короткий корень образован прообразами

относительного цикла ~ по модулю ~o, то есть исчезающим полуци

клом: детали см. в [3]).
Если комплексная размерность V.; нечётна (в нашей ситуации - ко

гда V.; является кривой, в случаях Fk или Ck,l) , определения длинных

и коротких корней не так очевидны. В случае краевых особенностей

эта трудность не существенна, так как мы можем использовать про

цедуру стабилизации, иреобразуя функцию с кососимметричной фор

мой пересечений в функцию с симметричной формой пересечений. Для

проектирований такой процедуры не существует (или, точнее, она не

известна), и мы определяем короткие и длинные корни при помощи

следующей конструкции.

Рассмотрим антиинвариантную Н- и инвариантную Н+ части

группы Н. Группа Н- может быть естественным образом спроекти

рована на факторгруппу Й / Н+. Антиинвариантный элемент назовём

коротким эде.м.енто.м., если его образ в Й/ Н+ не делится на 2, в про

тивном случае назовем его ддиниьис эде-меnто-м.

Диаграммой Дынкина кососимметричной формы является граф,

вершины которого представляют базисные вектора. Две вершины со

единены некоторым числом рёбер (это число равно значению формы

на паре соответствующих базисных векторов). Рёбра ориентированы

(так, что упомянутые выше значения положительны). Ребро, соединя-
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ющее длинную вершину с короткой, помечено знаком <, направленным
к короткой вершине.

Если граф является деревом (возможно, с кратными рёбрами) ори

ентации ребер на диаграмме не указываются (их можно сделать про

иэвояьвыми, меняя базисные вектора на противоположные).

Следуя этому определению, получаем, что краевые особенности име

ют обычные диаграммы Дынкина Ak"", F4 .

Теорема (см. [131]). В nодходJ&щих базисах фор.мы nересе'Чеuuй nро

е7':тироваuий Fk u Ck,l определяются диаграммами Дыи1Сииа, изобра

жёuньши на рис. 88.

k "-
":;; fro о о о

СК е
Рис. 88. Диграммы
Дынкинв с., И Fk,

r:; о о> о о о -01
'- v

'-'-2.
5. Версальные дефор.мацuu проехтироввний, Упомянутые выше ба

зисы могут быть выбраны отмеченными, как и в обычной теории кри

тических точек функций. Однако, мы должны приспособить К нашей

ситуации определение отмеченных базисов из теории краевых особен

ностей [3].
Во-первых, нам нужны некоторые обозначения. Рассмотрим про

ектирование (х, и) ~ u полного пересечения V (задаваемого в Е урав

нением f(x, и) = О) на базу В = {и}. ДефОРJ.Cац'UJ& этого проектиро

вания задаётся уравнением F(x, и, Л) = О, где Р(х, и, О) = f(x, и) и Л

принадлежитнеко-горойокрестности нуля внекотором конечномерном

пространстве.

Версальная дефор.мацu.я может быть выбрана в следующем виде:

F = f + L Лi9i(Х, и),

где скорости дефОРJ.Cацuu 9i порождают над С факторпространство

а функции О!, {3, /, б - голоморфны В векоторой окрестности нача

ла координат пространства {(Х , и)} (О! И каждая компонента {3i суть
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вектор-функции, число компонент которых равно числу компонент /;
ба и 1з - скалярные функции, и ба = ба(u) не зависит от х).

Замечание. Числитель этой формулы является касательным прост

ранством к пространству деформаций [, Первое слагаемое в знаме

нателе порождено (инфинитезимальными)деформациями /, оставляю
щими неподвижным.многообрааие / = О. Остальные слагаемые поро

ждены инфинвтвзимаяьными деформациями Е, расслоенными над В.

Пример. Кривая С2 ,2 в сЗ эадается уравнениями 11 = /2 = О, где

/1 = ху, /2 = х2 + у2 + u. Следовательно, dimC QJ = 3, и 3-параметри

ческая версальная деформация может быть выбрана в виде

6. Исчезающие циклы и полуциклы. Выбрав деформацию, задава

емую отображением Р, определим отображения

Р>. : (х, и) ....-т Р(х, и, л), Ff: (х, О)....-т F(x, О, л).

Множества критических значений этих отображенийявляются гипер

поверхностями в пространстве значений Р. Предположим, что точ

ка ~ из этого пространства не является критическим значением ото

бражения Р>.. В этом случае многообразиеV>.,<' задаваемое уравнением

Р>. = ~, в пространстве {(х, и)} является гладким. Если ~ не является

критическим значением F2, то V>.,< трансверсадьно пересекает гипер

плоскость u = О вдоль гладкой гиперповерхвости V~< С V>.,<.
Начиная с пары (v>.,<' vf,t) , определим форму пересечения способом,

описанным в предыдущем пункте 3 для пары (V<, vP), соответствующей
случаю л = О. Точки (л,~) и (O,~) могут быть соединены путём, не пе

ресекающим гиперповерхность, состоящую иэ критических точек. Над

этим путём соответствующие пары образуют гладкое расслоение. Мы

можем выбрать тривиалиаацвю этого расслоения над этим путём, то

ждественную на векоторой окрестности границ (шаров в пространстве

{(х, и)}. Эта тривиалиаация задает изоморфизм гомологий двулистно

го разветвлённого накрытия и групп антиивввриантных классов го

мологий Н- для р~личных значений (л,~) , и формы пересечений на

группах гомологий средней размерности.

Мы будем использовать эти иэоморфизмы для определения исчеза

ющих циклов и полуциклов на полных пересечениях в многообразиях с

краем.
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Выберем типичную точку л (ВБЛИЗИ начала координат) и рассмо

трим типичную комплексную прямую, проходящую через некритиче

скую точку ё Прообраз этой прямой (при отображении Р>.) есть глад

кое многообразие, размерность которого равна размерности y>.,€
плюс 1. Это многообразие содержит гиперповерхность u = О (являюшу

юся прообразом той же самой прямой при отображении Ff). Предпо

ложим, что наша прямая трансверсально пересекает множество крити

ческих значений отображения Р>. в а точках и множество критических

значений отображения Ff в аО точках (все пересечения - типичны).

Переместим точку ~ в эти критические точки вдоль непересекающих

ся путей (так делается всегда при определении отмеченных базисов,

см. [44] и рис. 89).

v.~-c..
и=о

Рис. 89. Исчезающие циклы и полуциклы

Когда ~ приближается к а точкам первого вида, циклы Пикара

Лефшецв на V>.,~ исчезают . Когда ~ приближается к аО "Точкам второ

го вида, исчезают полуциклы, представляюшве относительные классы

гомологий в Н(Vл ,€ , Vr,~) (см. [3]). Эти а + аО цикла и полуцикла по

рождают всю группу относительных гомологий, но ОНИ могут быть

зависимыми.

Любой исчезающий цикл (полуцикл) определяет антиинвариантныи

цикл в H;'~. Эти циклы называются от.uе-ченньшu t4U1C.Jtй.МU (исчезаю-
u u v' u

щии цикл определяет длинвыи отмеченныв цикл, исчезаюшив полуцикл

- короткий ОТмеченный цикл). Диаграммы Дынкина, изображенные
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на рис. 88, являются диаграммами форм пересечений в базисах, обра

зованных некоторыми отмеченными циклами (излишние отмеченные

циклы не принамаютоя во внимание).

Замечание 1. Эти излишние отмеченные циклы являются проявле

нием следующего общего принципа: естественное обобщение систем

корней (соответствующихполным пересечениям гиперповерхностей)

должнонаходитьсяне в гомологияхсамих полных пересечений, но в не

которых пространствах, ассоциированныхс флагом подмногообраэий

всех размерностей, каждое из которых является гиперповерхностьюв

предыдущем.

Рассмотрим полное пересечение (или его неособый слой Милнора)

как гиперповерхностьуровня некоторой функции на полном пересече

нии, размерность которого на 1 превосходит размерность исходного

полного пересечения. Критические точки этой функции определяют

исчезающие циклы в средних гомологиях слоя Милнора и системы от

меченных циклов. В общем случае, однако, эти системы не являются

базисами; так как число критических точек больше чем среднее число

Бетти слоя.

Позтому мы будем рассматривать свободную абелеву группу, по

рожденную исчезающими циклами системы отмеченных циклов, вместе

с гомоморфизмом этой группы на группу гомологий слоя, отправляю

щим исчезающий цикл в его гомологическии класс.

Для изучения ядра этого гомоморфизма мы должны исследовать

гомологии полного пересечения на 1 большей размерности, в котором
у

наш слои является гиперповерхностью уровня.

Повторяя предыдущую конструкцию, мы получим "резольвенту",

или башню, каждый этаж которой снабжен формой пересечений, мо

нодромией, смешанной структурой Ходжа и т. д. К сожалению, ни

геометрия, ни алгебра этой конструкции не прив.лекли того внимания,

которое они заслуживают.

Задача. Найти обобщение кристаллографических групп Кокстера для

этой конструкции с башнями (ответ, по-видимому, будет включать спи

сок башен, соответствующих простым проектированиям кривых).

Замечание 2. Для проектированвй полных пересечений на прямую

существует другой тип "отмеченных базисов" (ведущий, в общем слу

чае, к другим диаграммам Дынкина].

Рассмотрим проектирование на прямую как функцию u. Для типич

ных л ограничение функции и на многообразие Vл,О (используя преды-



182 Глава 6. Провктировояия поверхностей и особенности види,мых ~OHтypoв

дущие обозначения) является морсовекой функцией с JL невырожденны

ми критическими точками и JL различными критическими значениями.

Число критических значений равно числу сфер в букете, которому го

мотопически зквивалентно пространство V>.,oIV~o' Следовательно это

число равно рангу группы Н- антиинввриантных классов гомологий

двулистного накрытия Y~o -+ V>.,o, разветвлённого вдоль V~,o. Если
проекция проста. то JL = V + 1, где V есть размерность базы минивер

сальной деформации.

Когда и движется из некритического значения (и = О) в одно из

JL критических значений вдоль одного из JL отмеченных путей на ком

плексной прямой {и}, гиперповерхность уровня на V>.,o вырождается. В

момент вырождения исчезают JL полуцикдов, а следовательно исчезают

также JL гомологических классов V>.,oIV~,o. Соответствующие антиин

вариантные циклы в гомологиях двулистного накрытия V>.,o -+ V>.,o,
разветвленного вдоль V~o, образуют отмеченный (в новом смысле) ба

зис из JL коротких циклов в Н-.

ДЛЯ особенностей A Il , ..• , Ев эта конструкция ведёт к обычным диа

граммам Дынкинв. Но для B Il результат необычен: в симметрическом

случае диаграмма распадается на точки (наш базис состоит из кор

ней ei, так что остальные корни равны ±ei, ±ei ± ej).

Другим следствием классификации простых проектвроввнийявля

ется описание геометрии соответствующих бифуркационных диа

грамм. Напомним сначала их некоторыеобщие свойства.

6.3. Геометрия бифуркационныхдиаграмм

Одной из простейших бифуркационныхдиаграмм является полукуби

ческая парабола, состоящая из точек на (а, Ь)-плоскости, для которых

многочлен хЗ + ах + Ь имеет кратные корни. Эта кривая появляет

ся в качестве бифуркационной диаграммы во многих задачах теории

особенностей. Например, она может рассматриваться как бифурка

ционная диаграмма нулей функции ХЗ: она образована теми точками

версальной деформации этой функции, для которых множество нулево

го уровня деформированной функции является особым. Эта бифурка

ционная диаграмма имеет замечательные свойства. Например, её до

полнение в с2 является пространством Эйлеяберга-Маклейна К(7Г, 1):
все его гомотопические группы тривиальны, за исключением фунда

ментальной группы [явяяющейся группой кос Артина из 3-х нитей, см.

рис. 65).
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Рассмотрим типичное голоморфное векторное поле на плоскости,

содержащей полукубическую параболу. Например, рассмотрим посто

янное поле 8/8Ь на описанной выше плоскости кубических многочленов.

В точке возврата полукубической параболы вектор этого поля транс

версален касательной к этой параболе. Любое другое векторное поле,

обладающее этим свойством, может быть приведено к этому специаль

ному полю при помощи диффеоморфвэма, сохраняющего полукубиче

скую параболу.

Эти свойства полукубической параболы - её дополнение есть прос

транство К (1Г, 1); типичное векторное поле может быть выпрямлено 
присущи и многим другим бифуркационным диаграммам. Например,

оба эти свойства имеют место для ласточкина хвоста (см. рис. 3), для
бвфуркационныхдиаграмм нулей простых функций на многообразиях

с краем и для бифуркационныхдиаграмм простых проектирований.

Рассмотрим, во-первых, функции на многообразии с краем. Пусть

! : (СП, О) ~ (С, О) есть росток голоморфной функции на многообра

зии СП, в которое вложена гиперповерхность ("край") сn- 1 , задавае

мая уравнением Х1 = О (Xk - координаты на СП). Точка О называется

краевой особенностью f, если она является критической точкой огра

ничения f на край.

Кратностью JL краевой особенности называется размерность,

над С, храев ой дО1сальной алгебры

Qf1Xl = С[[Хl"", Xn]J/(Xl!t, /2,.'" fn),

где !k = 8!/8Xk. Версальная деформация может быть выбрана в виде:

где яь суть мономы, образы которых образуют базис (над С) фактор

пространства Qf!xl' Пусть gp. =1. Пространство С!' с координата

ми (Лl"", Лр.) называется базой версальной деформации, пространс

тво ср.-1 с координатами ('\'1"'" Лр.-l) называется базой усеченной

версальной деформации или усе'Ч,ённоu базой.

Пример. Для краевой особенности СЗ возьмём

f=x~+xIX2, F=f+Л1Х~+'\'2Х2+Л3'

Определение. Число а называется к;рuти'Чсск;'U.м зна'Чеuuе.м F (., л),
если многообразие Р(., л) = а либо особо, либо не трансверсально краю

(гипе~поверхности Х! = О).
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Определение. БuфУР7Саv,uонной диаграммой. нудеu краевой особенно

сти называется множество таких точек базы версальной деформации,

для которых О есть критическое значение F(., л). Эта бифуркационная

диаграмма обозначается через Е.

Пример. Бифуркапионная диаграмма нулей простой особеннос

ти СЗ образованатакими точками (а, Ь,с), для которых многочлен ХЗ+

+ах2+ьх+симеет либо нулевой, либо кратный корень. Эта диаграмма,

изображеннаяна рис. 90, имеет 2 неприводимые компоненты. Одна из

них (поверхность, соответствующая кратным корням) диффеоморфна

цилиндру над полукубической параболой. Другая, соответствующая

нулевому корню, есть плоскость с = О. Первая компонента соответ

ствует многообразиям нулевого уровня F(., л) = О, не трансверсаль

ным краю. Вторая компонента соответствует особым многообразиям

нулевого уровня (в этом примере лl == а, '\2 == Ь, лз == с).

Рис. 90. Бифуркационная

диаграмма

краевой особенности СЗ

Бифуркационные диаграммы нулей простых краевых особенностей

совпадают с дискриминантами (пространствами нерегулярных орбит)

соответствующих групп отражений (§4.2). Эти адгебравческве много

образия имеют однозначно определённые касательные гиперплоскости

в начале координат (dЛJ.l = О в введённых обозначениях).
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Теорема 1. Любое 20.ло.м,орфкое вехторное поде, трансверсольное

1Сасате.льно.м.у пространстен бифурк;а-ционноu диаграммы ну.леЙ про

стой краевой особенности, .лок;адьно приводится 7с постоянномз) век;

торномн nодю дIдх, при nо.м.ощи 20.ло.м.орфного дuффео.м.орфuз.м.а, со

храняющего биФУР7Сацuонную диагра.м..му.

Эта теорема, открытая в [98], была доказана О.В.Ляшко в [159],
[160]. В.М.3акалюкин в [29] распространил её на некоторые непростые

особенности.

Теорема Ляшко базируется На теореме 2, сформулированной ниже.

Определение. БUфУР1Сацuо1tна..я дuaгpa.м..мa функ;ций (дАЯ краевой осо

бенности) образована теми точками .х усечённой базы, для которых де

формированная функция Р(.,.х, Л~) имеет менее чем J.L различных кри

тических значений (заметим, что значение Лр. не существенно, так как

Р(., \ Л~) = Р(.,)" О) + Лр.).

Пример. Бвфуркациовная диаграмма функций краевой особеннос

ти Сз образована прямой Ь = О и двумя касающииися её в начале коор

динат в (а, Ь)-плоскости параболами (рис. 90).
Бифуркационная диаграмма функций краевой особенности С4 изо

бражена на рис. 91. Усеченная версальная деформация может быть

выбрана в виде:

F = f + ахЗ + Ьу2 + су, f = ху + х4,

край: х = о.

Бифуркацвонная диаграмма кваэиоднородвв [внвврввнтна относи

тельно кваэиоднородных растяжений (а, Ь, с) ~ (ta, t 2b, tЗс)). Поэтому

на рисунке изображено только её пересечение с плоскостью а = const.
Бифуркационнаядиаграмма краевой особенностиCk состоит из че

тырёх гиперповерхвостей в усечённой базе. Действительно, она обра

зована каустикой и множеством Максвелла. Каустика имеет 2 компо

ненты:

А2 (ограничение На границу имеет неморсовскую критическую

точку),

С2 (критическая точка принадлежит краю).

Множество Максвелла также имеет 2 компоненты:

Аl А1 (краевые и внутренние критические значения совпадают),

2А1 (два краевых критических значения совпадают).

Каустика С4 образована такими многочленами у4 + ауЗ + Ьу2 + су,

которые имеют либо неморсовскую критическую точку (А2), либо нуле-
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Рис. 91. Бафуркационная диаграмма функций С4

вую критическую точку (С2 ) . Следовательно она диффеоморфна дис

криминанту Сз (аналогично, каустика Ck+l диффеоморфна дискрими

нанту Ck).
Рисунок 91 показывает, что множество Максвелла С4 диффеоморф

но каустике этой особенности. Априори это далеко не очевидно. Этот

результат распространяет теорему Гивенталя о двух раскрытых ла

сточкиных хвостах, обсуждённую в конце §4.4, на случай Ck (или Bk),
Было бы интересно понять причины этой странной связи между кау

стиками и множествами Максвелла.

Вернёмся к общей теории бифуркационных диаграмм функций для

краевых особенностей. Обобщая конструкциюЛяшко-Лойенги,каждой

точке Л усеченной базы сопоставим значение свободного члена версаль

ной деформации, для которогосумма J.L критических значений функции

Р(., \ Л/t) равна нулю. Построим многочлен, корнями которого явля

ются эти критические значения. Таким образом мы построили отобра

жение усеченной базы в пространство C/t-l многочленов степени j.t, с

единичным старшим и нулевым последуюшим коэффициентом.

Теорема 2 (см. [160]). Построенное выше отображение явл.яетСJl
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собственным и голоморфным, при ус.ловии 'Что краевая особенность

является простой. Допо.лнение бифУР1'Сационной дuагра.u..иы фУН1'Сцuu

нахрывает многообразие .м.ногоч.ленов, не u.меющих кратны» корней.

Следствие. Допо.лнение биФУР1'Сационной диаграммы простой крае

вой особенности .яв.а.яетс.я К (7Г , 1) пространством, где 7г есть под

группа конечного инде1'Сса в группе кос 'UЗ J.t нитей.

Для того чтобы вывести теорему 1 из теоремы 2, рассмотрим J.L

моментов, когда движущаяся вдоль нашего векторного поля частица

пересекает дискриминант. Эти моменты задают прямую, в которую

требуемый диффеоморфизм должен отобразить орбиту этой частицы,

с точностью до выбора из конечного числа возможностей.

Деформация стандартного векторного поля в наше векторное поле

единственным образом может быть накрыта векоторой деформацией

тождественного диффеоморфизма; эта конструкция доставляет требу

емый диффеоморфизм, сохраняющий дискриминант (подробности опи

саны в [159], [160]).

Теорема 1 доставляет также информацию о векторных полях,

трансверсальных дискриминантам обычных (не краевых) особеннос

тей. Например, из неё следует возможность выпрямления типичного

векторного поля в вершине обычного ласточкина хвоста при помощи

сохраняющего ласточкин хвост диффеоморфизма,

Для того чтобы привести к нормальной форме векторное поле в не

которой окрестности вершины бифуркациониой диаграммы нулей фун

кции g, применим теорему к функции

на многообразии с краем хо = О. в этом случае бифуркационная диа

грамма имеет единственную компоненту: она совпадает с бифуркаци

онной диаграммой ограничения f на край, то есть с бифуркационной

диаграммой нулей функции 9, так как многообразияуровня функций

Р(., л) не особы.

Следствие. Проектировомие на n.лОС1'Сость вдопь оси с .ластО'Ч1Guна

хвоста, образованного и.м.еющu.мu кратные корни .м.ногО1Цена.м.и

х4 + ах2 + Ьх + С, устойчиво: в неяоторой окрестности на'Чй.i&а 1'Со

ординат ей Э1'Свива.лентно любое бпизкое проехтирование.

Естественно, подобное следствие справедливо для всех простых осо

бенностей функций (на имеющих или не имеющих край мвогообрааи-
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ях) и для дискриминантоввсех групп отражений (включая унитарные

группы отражений).

Применениетеоремы 1 к изучению нормальных форм и перестроек

различных геометрических объектов в пространстве, содержащем би

фуркационную диаграмму, (например, применение к теории проекти

рований гладких гиперповерхностей) обсуждается в [98], где эта теоре

ма была впервые сформулирована. Вместе с теоремой 1, сформулиро
ванная ниже теорема 3 очень полезна при изучении норма.льных форм.

В этой теореме бифуркационная диаграмма нулей заменена произволь

ной гиперповерхностью V в СП (особой или нет).

Предположим, что ограничение расслоения р : СП -н Сn-l на ро

сток гиперповерхности V С СП есть собственное отображение. Тогда

лока.льно V может быть задано уравнением R( х) = О, где R есть мно

гочлен вдоль любого слоя проекции р, Его степень k равна кратности

пересечения V с содержащим точку приложения ростка слоем. Обозна

чим через D : cn-l -4- С дискриминант многочлена R. Многообразие

нулевого уровня дискриминанта назовём бифур~ацuо'Н,'Н,ой диаграммой

проектироеания V Ч СП -н Cn-l.

Определение. Скажем, что векторноеполе v сохраняет многообразие

f = О, если проиэводная f вдоль v принадлежит идеалу, порождённо

му f.

Теорема 3 (см. [159]). Предположим 'Что размерность множества

то'Че~ базы, в которых с.ливается более двух то'Че~ пересечения 2и

перповерености V со с.лое.м (nри это.м. общее 'Чис.ло различны» то'Че~

пересечения слоя с V ста'Н,овится .м.е'Н,ьше 'Че.м. n - 1), строго .м.е'Н,ьше

размерности бифур~ацио'Н,'Н,ой диограммы.

Тогда ростоклюбого голоморфнога вехторного nОJLЯ 'Н,а базе, 1Саса

ющегося БUФУР1Сацuонной дuагра.м.мы, дОnУС1Сает поднятие до ростка

голоморфноео векторного поля 'Н,а пространстве расслоения

СП -++ Cn-l, сохраняющегогиперповерхность V.

Следствие. Любое голоморфнов векторное nо.ле, сохраняющее би

ФУР1Сацио'Н,'Н,ую диагра.м..м.у фун~цuй простой особенности, дОnУС1Сает

поднятие до голаморфного векторного поля, ~асающегос,ябuфур~аци

онной диаграммы ну.л.еiГ (дuсtqJтш,uнанта).

Пример. Любое поле, касающееся объединения полукубическойпара

болы с касаюшейся её в точке возврата прямой, допускает поднятие

на ласточкинхвост, ребро возврата и линия самопересечениякоторого
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проектируютс.я на полукубическую параболу и эту касательную пря

мую.

Эти инфинитезимальные результаты имеют глобальные аналоги, в

которых векторные поля заменены диффеоморфизмами. Для' ТОГО что

бы поднять диффеоморфизм, сохраняющий бифуркационную диаграм

му, полезно знать группу 1Го связных компонент пространства биголо

морфных диффеоморфизмов, сохраняющих диаграмму.

Для дискриминантов групп отражений ответ был найден О.В.Ляшко

[159], [160]:

Теорема 4. Группа ?'Го совпадает с фа'Ктором группы автоморфиг

мов группы отражений, сохроняюипи:множество отражений, по и'Н-

еариантной подгруппе в'Нутре'Юt'UХ автоморфизмов. Эта группа со

стоит из 2-х Э.llе.t.eе'Нтов O.IUI. С.IIу'Ч,аев D2k, В2 , Р4, О», 12 (2k) и изоморф

'На группе перестанов О'Х: 3-х элементов iJ.IUI. случая D4' В остальных

слу'Ч,аях эта группа тривиальна.

Вернёмс.я теперь к простым проектированиямполных пересечений.

В.В.Горюнов распространил приведённые выше теоремы Ляшко и на

этот случай. Его список простых проекций (§6.2) включает список про

стых краевых особенностей. Но даже в зтом случае теоремы Горюнова

доставляют информацию, отличную от еодержвщейся в теоремах Ляш

ко: начиная с тех же краевых особенностей, Горюнов получает другие

пространства Эйленберга-Маклейна и выпрямляет другие векторные

поля.

Пример. Рассмотрим ещё раз пространство кубических многочленов

хЗ + ах2 + Ьх + с, имеющих кратные корни. Это пространство, диф

феоморфное цилиндру над полукубической параболой, образует часть

бифуркационной диаграммы нулей особенности СЗ' На этот раз мы

спроектируем его не вдоль оси с (как в теореме Ляшко и как на рис. 90),
а вдоль оси Ь (рис. 92). В зтом случае вертикальная плоскость, обозна

ченная на рис. 92 точками, не принадлежит проектируемому много

образию.

Bидu.м.ыЙ 'Ко'Нтур проектирования на (а, с)-плоскость состоит из

двух гладких кривых, А2 и С2, имеющих кубическое касание друг с

другом в начале координат. В зтом примере теоремы Горюнова фор

мулируются следующим образом [131], [161].

Теорема 5. Дополнение видu.uoгo 'Ко'Нтура есть пространство Эй

ле'Нберга-Ма'J(;.AеЙ'НаК(1Г, 1), где 1г есть подгруппа и'Нде'Кса 8 в группе

'Кос из 3-х 'Нитей.
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Рис. 92. Бвфуркационная диаграмма проектирования СЗ

Теорема 6. Проехтировомие вдо.ль оси Ь приведённого выше цu.лuн

дра над nо.лУ1Субu'Чесх:оЙ параболой устой'Чиво: мобое бвизкое (быть

,,"ожет не.линеUное) голоморфнов проектироеаниеэтО20 цu.л.uндра ло

Х:МЬНО биголоморфно эх:вuва.л.ентно проектированию(а, Ь, с) I--t (а, с).

Теорема 7. Росток в на'Ча.л.е координат 6е1СтОРНО20 поля д/дЬ ус

тОU'ЧU6 по отношению nрuведённо.Af,увыше nо.лух:убu'Чесх:о,,"уцu.л.uндру:

любое близкое голоморфмое векторное nо.ле приводится (в чекоторой

то'Чх:е, б.лuзх:о(J, х: на'Чму х:оординат) 1с виду д/дЬ .лох:а.лЬНЬUC биголо

.Af,орфным дuффео.Af,ОРфиз,,"о,,"3-nространства, сохраняющим nо.лух:убu

ческий цu.л.uндр.

Теорема 8. Любое тunи'Чное голоморфнов векторное поле 6 любой

то'Чх:е ребра возврата nолух:уби'ЧеСХ:О20 ЦUJ1tmдра и2 = v 3 приводит

ся (дuффео,,"орфuз,,"о.Af, 3-nространства с координатами (и, v, w), со

хран.яющш.с этот цu.л.uндр) х: одной из д6УХ нормальных фор.м д/ди (в

тиnu'Чных то'Чх:ах), д/дv + wд/дu (в особых то'Чх:ах).

Для того чтобы сформулировать общие результаты для проиэвояь

ных проектирований на прямую, рассмотрим проектирование на ось

и полного пересечения Vo, заданного уравнениями f(x, и) = о. Де

формация этого проектирования является семейством проектирований

(х, и) I--t U полных пересечений VA, задаваемых уравнениями Р(х, и, л) ==
= О, где Р(х, и, о) = f(x, и). Предположим, что F является минивер-

.~

·'i~

·,t
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сальной деформацией простого ростка голоморфного проектирования.

ЭТО значит, что число n - параметров л - минимально (определение

версальной деформации см. в §6.2).

Пример. Для ростка простого проектирования СЗ полное пересечение

Vo есть плоская кривая f(x, и) = О, где f = хЗ + их. Миниверсальная

деформация есть двупараметрическое семейство кривых Р(х, и, л) = О,

где F = f + Лl х2 + Л2.

Деформации проектирования сопоставим "большое полное пересе

чение"

w = {(х, и, л)IF(х, и, л) = О}.

Если деформация версальна, то W не особо в начале координат.

Определение. БUФУР1'l:ацuо'Нноu диаграммой НУ.4еЙ проехтирования

называется росток в начале координат множества критических значе

ний ограничения отображения (х, и, л) J-+ (и, л) на росток многообра

зия W.

Пример. Бифуркационнаядиаграмманулей проектированияСЗ обра

зована теми точками (и, л), для которых многочлен хз + Лlх2+

+их + Л2 имеет кратный корень (на рис. 92 (Лl, и, Л2) обозначаются

через (й, Ь, с)).

Рассмотрим теперь естественную проекцию бифуркационной диа

граммы нулей проектирования вдоль оси и на пространство параме

тров {л}.

Определение. Бuфурх:йцuонноu диаграммой проектирования называ

ется объединение проекции на пространство параметров {л} множест

ва особых точек бифуркационной диаграммы нулей и множества кри

тических значений этого проектирования на гладкой части зтой би

фуркационной диаграммы нулей.

Пример 1. Для проектирования гладкой части бифуркационнойдиа

граммы нулей Сз на {л}-плоскость(а, с)-плоскостьна рис. 92) множес

тво критических значений есть ось й. Проекцией множества особых то

чек бифуркационной диаграммы нулей является кубическая парабола.

Их объединение образует бифуркационную диаграмму проектирования

СЗ • Это многообразие не диффеоморфно бифуркационной диаграмме

функций СЗ (состоящей из трёх квадратично касающихся друг друга

компонент) .
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Пример 2. Проектирование ласточкина хвоста вдоль направления,

трансверсальногокасательной плоскости в вершине, на плоскость не

имеет критических значений на гладкой части ласточкина хвоста.

Множество особых точек ласточкина хвоста состоит из двух компо

нент: ребра возврата и линии самопересечения. Их образ образует

бифуркационнуюдиаграмму проектирования Аз (совпадающуюс би

фуркационной диаграммой функции Аз). Здесь f = 1J, + х4 , F = f+
+Лlх2 + Л2Х '

в общем случае бифуркационная диаграмма проектирования состо

ит из 3-х частей: проекции ребра возврата бифуркационвой диаграммы

нулей, проекции множества самопересечений и множества критических

значений проектирования гладкой части.

Бифуркационная диаграмма проектирования также может быть оп

ределена как множество тех значений параметров л миниверсальной

деформации, при которых либо многообразие VA = {(x,u)IF(x,u,..\) =
= О} особо, либо ограничение на него функции и не является морсов

екой функцией.

Теорема 9 (см. [131], [133]). Росток дополнвния бифур'К:ацuонной див

гра..м.мы простого проектирования полного пересечения положи

тельной размерности на nр.я.мую есть пространство Эшенберга

Ма1C.fl,эйна К (1Г ~ 1), где 1г есть подгруппа 1Соне'Чного инде'К:са в группе

кос uз n + 1 пите-й (здесь n = dim {л} ).

Теорема 10. Росток в нуде векторного поля д/дu устОЙ'ЧU6 ПО от

ношен-ию 11; бифУР1Сационной дuaгpa.м.мe нудей простого проектирова

нu.я: любое б,/l,UЗ1Сое векторное nоде приводится 'К: этой нормальной

форме в некоторой б.пиэлежашей тО'Ч1Се бuголо.морфн-ы.u дuффео.мор

ф1.JЗ.М,О.м, сохраняющим бuфУР1Сацuонную дuагра..к.м,у нудей.

Подобные результаты справедливы для непростых проектирований,

при условии существования для них квазиодвородных версальных де

формаций.

Пример. В СП рассмотрим гиперповерхяость :Е, состоящую из мно

гочленов х"" +аlХп- 1 +...+аn , имеющих кратные корни. Эта гиперпо

верхность диффеоморфна декартову произведению ласточкина хвоста

в c n - l на прямую с. Произведение вершины этого хвоста на С есть

самая вырожденная кривая на Е. Теоремы Ляшко и Горюнова описы

вают нормальные формы типичных голоморфных векторных полей во

всех точках этой особой кривой.
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Действительно, в типичных точках этой кривой векторное поле

трансверсадьно гиперплоскости, касающейся Е. В векоторой окрест

ности такой точки векторное поле приводится к виду д/да"" сохраня

ющим Е диффеоморфизмом (теорема 1). в некоторых изолированных

точках этой самой особой кривой векторное поле принадлежит каса

тельной гиперплосkости, и вектор поля типичен в этой гиперплоско

сти (при условии, что исходное векторное поле типично). В некото

рой окрестности этой иэолированной точки поле приводится к виду

a/aan-l (теорема 10).

Замечание. Приведённые выше теоремы имеют множество обобще

ний. Например, Горюнов распространил их на случай простых проек

тирований полных пересечений с краем на прямую (эти проектирова

ния стабильно эквивалентны простым проектированиям гиперповерх

ностей с краем), и на случай простых линейных особенностей, которые

ввёл в [162] Д.Сирсма..

Неизолированная критическая точка функции называется дuией

пой, если множество критических точек образует гладкую кривую, и

если особенность ограничения функции на типичную гиперплоскость,

трансверсальную этой кривой, не вырождена (морсовского типа).

Горюнов обнаружил, что простые линейные особенности классифи

цируются группами отражений. Иерархия неизолированных особенно

стей отражает иерархию серий особенностей. Например, в обозначе

ниях [28],

А"" f"O,J Jn+1,oo,
СП ~ Z2n-2,oo,

Для этих особенностейГорюнов определил бифуркационныедиаграм

мы и доказал К (-1Г, l)-свойство [80].

Интересно отметить, что для простых объектов К (1Г, 1)-свойство
имеет место только в "естественных" теориях, и что в этом смысле

проектирования являются более естественными объектами нежели пол

ные пересечения (состояние теории отмеченных базисов, обсуждённой

в §6.2, приводит к зтому же выводу).

Пример. Рассмотрим бифуркацвонную диаграмму нулей О-мерного

полного пересечения

(обозначенного через 12,2 в списке Джусти [154] простых особенностей
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полных пересечений). Кноррер в [129] доказал, "что дополнение этой

диаграммы в с- имеет нетривиа.льную группу 11"2, следовательно не

является К (11", 1) пространством .
Однако, Горюнов в [130] заметил, что дополнение бифуркационной

диаграммы простого проектировония на ось и этог-о полного пересе

чения яеляется К (1Г, 1) пространством.
Бифуркационная диаграмма этого полного пересечения имеет вид

Бифуркационная диаграмма проектирования (х, и) t-+ и является объ

единением бифуркационной диаграммы полного пересечения и гипер

поверхности Л4 = О (над ЗТОЙ гиперповерхностью число различных зна-
u

чении и на полном пересечении меньше чем над дополнением полного

пересечения). .
Таким образом, проектирования лучше полных пересечений (не

смотря на то, что существуют простые проектирования полных пе

ресечений, для которых К(1Г, l)-гипотеза не доказана; а именно, Xk,Z,

3 < k < 1, Vв , V7, г:~ь+з).

Теория проектирований О-мерных полных пересечений на плоско

сти доставляет топологическую классификацию многочленов Лорава и

тригонометрических многочленов. Эта теория приводит к перечисле

нию связных графов с n вершинами и n нумерованными рёбрами [198].
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в евклидовом пространстве рассмотрим препятствие, ограниченное

гладкой поверхностью общего положения. Задача об обходе препят

ствия состоит в том, чтобы найти особенности функции расстояния до

точки в пространстве от некоторого начального множества (скажем,

точки) вдоль путей, огибающих препятствие.

Для препятствия, ограниченного плоской кривой, линии уровня

функции расстояния являются звольвентами кривой (рис. 93). Следо

вательно, эти линии уровня имеют полукубические точки возврата в

точках границы, если граница выпукла (при условии, что кривизна

границы нигде не равна нулю).

Рис. 93. Эвольвенты
как волновые фронты

;1'"
/

/

~2

в типичной точке перегиба на границе эвольвента имеет особен

ность Е8 порядка 5/3 (как нетрудно подсчитать). Лежандрово под

многообразие(в пространствеконтактныхзлементов плоскости),соот

ветствующееэтому фронту, само имеет особенность (полукубическую

точку возврата).

Фронты вариационных задач на многообразиях без края (напри

мер, зквидистаятыгиперповерхностив гладком многообразии) также

могут иметь особенности. Однако, эти особенности являются особен

ностями проекций: проектируемоедежандровомногообразиеявляется

гладким. В вариационныхзадачах на многообразияхс краем (и для

более общих вариационныхзадач с односторонними ограничениями)

сами лежандровы многообразия,образованныекасающимисяфронтов

контактнымизлементами, являются особыми.

Особые лагранжевы многообразия появляются таким же образом.

Экстремали, соединяющие точку многообразия с другими точками,

образуют лагранжево подмногообразие пространства экстремалей.

Эти лагранжевы многообразия гладки, если конфигурационное мно

гообразие не имеет края, и могут быть особыми в противном случае.
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полных пересечений). Кноррер в [129] доказал,

диаграммы в с- имеет нетривиальную группу

является К (7Г, 1) пространством.

Однако, Горюнов в [130] заметил, что дополнение бифуркационной

диаграммы простого проектировання на ось U зтого полного пересе

чения .являетс,я К (1Г, 1) пространством.
Бифуркационная диаграмма этого полного пересечения имеет вид

{,\ Е с4 1 многообразие u2 + '\lU +'\2 + '\зх + х2 = О, их ='\4 особо}.

Бифуркационная диаграмма проектирования (х, и) t-+ и является объ

единением бифуркационной диаграммы полного пересечения и гипер

поверхности '\4 = О (над этой гиперповерхностью число различных зна-
...

чении и на полном пересечении меньше чем над дополнением полного

пересечения) .
Таким образом, проектирования лучше полных пересечений (не

смотря на то, что существуют простые проектирования полных пе

ресечений, для которых К(1Г, l)-гипотеза не доказана; а именно, Xk,Z,

3 < k < l, V6 , V7 , Г:~b+3)'

Теория проектирований О-мерных полных пересечений на плоско

сти доставляет топологическую классификацию многочленов Лорана и

тригонометрических многочленов. Эта теория приводит к перечисле

нию связных графов с n вершинами и n нумерованными рёбрами [198].
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в евклидовом пространстве рассмотрим препятствие, ограниченное

гладкой поверхностью общего положения. Задача об обходе препят

ствия состоит в том, чтобы найти особенности функции расстояния до

точки в пространстве от некоторого начального множества (скажем,

точки) ВДоль путей, огибающих препятствие.

Для препятствия, ограниченного плоской кривой, линии уровня

функции расстояния являются звольвентами кривой (рис. 93). Следо

вательно, эти линии уровня имеют полукубические точки возврата в

точках границы, если граница выпукла (при условии, что кривизна

границы нигде не равна нулю).

Рис. 93. Эвольвенты
как волновые фронты
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в типичной точке перегиба на границе эвольвента имеет особен

ность Ев порядка 5/3 (как нетрудно подсчитать). Лежан,црово под

многообразие(в пространствеконтактныхзлементовплоскости),соот

ветствующееэтому фронту, само имеет особенность (полукубическую

точку возврата).

Фронты вариационных задач на многообразиях без края (напри

мер, эквидистанты гиперповерхностив гладком многообразии) также

могут иметь особенности. Однако, эти особенности являются особен

ностями проекций: проектируемоележандровомногообразиеявляется

гладким. В вариационных задачах на многообразиях с краем (и для

более общих вариационных задач с односторонними ограничениями)

сами лежандровы многообразия,образованныекасающимисяфронтов

контактными элементами, являются особыми.

Особые лагранжевы многообразия появляются таким же образом.

Экстремали, соединяющие точку многообразия с другими точками,

образуют лагранжево подмногообразие пространства экстремалей.

Эти лагранжевы многообразия гладки, если конфигурационное мно

гообразие не имеет края, и могут быть особыми в противном случае.
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Рассмотрим, например, кратчайшие пути из фиксированной точ

ки евклидова 3-пространства до произвольной точки вне препятствия

(рис. 94). Начальная часть такого пути является прямой, соединяющей

начальную точку с точкой касания этой прямой с границей препят

ствия, Следующая часть - отрезок геодезической на границе препят

ствия. Таким образом, на поверхности препятствия возникает однопа

раметрическое семейство геодезических. Следующая часть пути лежит

на прямой, "срывающейся" с поверхности в направлении, касательном

векоторой геодезической семейства в некоторой точке и т. Д.

Рис. 94. Экстремали задачи

об обходе препятствия

в некоторых точках поверхности препятствия направление геоде

зической из описанного выше семейства совпадает с асимптотическим

направлением поверхности. Для семейства общего положения такие

точки образуют гладкую кривую (кривая а на рис. 95). Лучи, срываю

щиеся с поверхности в этих точках, образуют ребро возврата лагран

жева многообразия срывающихся лучей. В некоторых изолированных

точках кривой а геодезическая семейства касается этой кривой.

Рис. 95. Поле

асимптотических

направлений и пучок

геодезических

Для семейства общего положения срывающийся с поверхности пре

пятствия в такой точке на а луч является вершиной раскрытого ласточ

кина хвоста, образованного срывающимвся с границы препятствия лу

чами (рис. 10). Именно таким образом раскрытый ласточкин хвост

появился в современной теории особенностей (см. [23]).
Лагранжевы и лежандровы многообразия, описывающие решения

вариационных задач с односторонними ограничениями, всегда имеют
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особенности такого типа. Хотя задача об обходе препятствия до сих

пор полностью не решена даже для евклвдова 3-пространства, мы опи

шем в этой главе нормальные формы наиболее важных особых лагран

жевых и лежандровых многообразий, возникающих в зтой задаче,

включая нормальные формы соответствующих семейств лучей в прос

транстве экстремвлей.

Эти нормальные формы доставляются теорией инвариантов бинар

ных форм. Совершенно неожиданная связь теории бинарных форм и ва

риационного исчисления была открыта в большой серии работ

([23]-[25], [72], [11], [12J, [4], [5], [8]) [143], [144]) в результате попы

ток понять глубокие причины совпадений бифуркационных диаграмм

в различных теориях, удивительных сокращений многих членов в длин

ных формулах и странной универсальности раскрытого ласточкина

хвоста.

С другой стороны) график функции времени в плоской задаче об

обходе препятствия локалъно диффеоморфен многообразию нерегуляр

ных орбит группы симметрий икосаэдра (группы Нз в классификации

Кокстера групп отражений). В пространственной (трёхмерной) зада

че об обходе препятствия эта поверхность появляется как особенность

фронта (в точке касания асимптотического луча поверхности препят

ствия).

Дискриминант. группы симметрий гиперикосаэдра Н4 появляется

как особенность графика функции расстояния в точке асимптотиче

ского луча, срывающегося в параболической точке поверхности пре

пятствия. Мы начнем наш анализ задачи об обходе препятствия с об

суждения геометрии асимптотических касательных к поверхностям.

7.1. Асимптотическиелучи в симплектической

геометрии

Типичная плоская кривая не имеет касательных,порядок касания кото

рых превышает 2. Типичная поверхность в евклидовом 3-пространстве

не имеет касательных прямых, порядок касания которых превышает 4.
Касательные прямые, порядок касания которых превышает 1 (асим

птотические прямые), существуют в целой области гиперБОЛИЧН9СТИ'

Касательные прямые выше второго порядка существуют на кривой, че

твёртого порядка ~ в изолированных точках этой кривой (см. рис. 77).
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Иерархия асимптотических касательных прямых становится более

ясной, если её сформулировать на языке симпдектической (или кон

тактной) геометрии. Эта переформулировка распространяет теорию
. u "

асимптотических касательных на широкии класс новых ситуации; на-

пример, на случай подмногообразий римановых пространств или на

общие вариационные задачи с односторонними ограничениями.

Рассмотрим гиперповерхяость дМ в М - римановом многообразии

с краем. Точки фазового пространства Т*М будем называть вектора

.ми. Риманова метрика определяет гиперповерхность векторов длины 1
в фазовом пространстве. Поверхность дМ определяет в фазовом про

странстве гиперповерхность векторов, придоженных в точках дМ .
Большая часть внешней геометрии дМ в М может быть описана

в терминах симплектической геометрии пар гиперповерхностей сим

плектического многообразия (это было замечено Р.Мельрозом [18] для

бильярда Биркгофа, когда М есть область, ограниченная дМ). Ни

структура кокасательного расслоения объемлющего симпдектического

фазового пространства, ни происхождение гиперповерхностей не игра

ют никакой роли: мы можем рассмотреть любую пару гиперповерх

ностей в любом симплектическом многообразии. Таким образом, мы

можем использовать геометрическую интуицию, основанную на опыте

работы с поверхностями в обычном евклидсвом пространстве, в общих

вариационных задачах с односторонними ограничениями.

1.1.1. Геометрия пар гиперповерхвостейсимплектических

мвогообразий

Рассмотрим две типичные гладкие гиперповерхности в симплектиче

СКОМ многообразии. Одну из них будем называть "поверхностьюор

тов", другую - "поверхностью краевых векторов". Предположим,

что они трансверсально пвресекаются вдоль подмногообразия "еди

ничных краевых векторов" (коразмерности 2 в исходном симпдектиче

ском многообразии). Любая гиперповерхностъ в симплектическом мно

гообразии локально расслаивается на характеристики (интегральные

кривые поля косоортогональных дополнений касательных гиперплос

костей). Характеристики "поверхности ортов" будем называть "луча

ми" (если зта поверхность трансверсалъно ориентирована, то "лучи"

имеют естественную ориентацию).

Пространство "лучей" чётномерно и наследует из объемлющего

пространства естественную симплектическую структуру (§1.1). "Мно

гообразие ортов" расслоено над пространством "лучей" и включает,
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как гиперповерхность, "подмногообразие краевых ортов". Пара, обра-
u

зоваиная включением И проекциеи, определяет каноническцю проекцию

пространства "краевых ортов" в пространство "лучей": каждому "кра

евому орту" отвечает "луч, выходящий из этого орта". Эта проекция

- отображение пространств одинаковой размерности.

Особенности канонической проекции, построенной по паре типич

ных гиперповерхностей , являются стандартными особенностями Уит

ни. Это значит, что локадьно они эквивалентны особенностям Ak (то

есть особенностям проекций гиперповерхности

{(х, л) I x
k+1 + Лlхk- 1 + ...+ лk = О}

В пространстве расслоения (х, л) ~ л на базу {л}).

Пример. k = 1 соответствует особенности типа "складка": парабола

х2 + ..\1 = О проектируется на ЛI-0СЬ.

Определение. "Краевой орт" называется "x:acaтeдьн,ы.u", если он яв

ляется особой точкой канонической проекции. Он называется "acu.м

nтотu'Чесх:u.м", если соответствующая особенность проекции вырож

дена более, чем складка (k > 1). Для k = 2 он называется биасимпто

тu'Чесх:тш, и т. д. (рис. 96).

Пример. Для поверхности Р(х) = О в евклидовом 3-пространстве и

для поверхности ортов {( х, р) I р2 = 1} эти определения совпадают с

обычными определениями дифференциальной геометрии.

Вместе с введенной выше канонической проекцией мы можем опре

делить вторую каноничесхцю nроех:цuю с помощью той же конструк

ции, меняя местами гиперповерхности.

Возвращаясь к приведённому выше примеру, рассмотрим импульс р

как вектор в евклидовом пространстве. Характеристика поверхности

краевых векторов состоит из векторов, приложенных в точке х, концы

которых принадлежат прямой, ортогональной касательной плоскости

к краю в точке х (рис. 97).
Имея в виду этот пример, мы будем называть пространство харак

теристик "гиперповерхности краевых векторов" "(ко)касательнымрас

слоением края".

Вторая каноническая проекция отображает многообразие "краевых

ортов" в многообразие "(ко)касательных векторов края". В примере

эта проекция отправляет краевой орт в его ортогональную проекцию

р на касательное пространство (рис. 97). В этом примере единственной
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,.,

Рис. 96. Асимптотические
единичные векторы

как особые точки

канонической проекции

Рис. 97. Характеристика
поверхности краевых

векторов

особенностью второй канонической проекции является складка (А})

вдоль многообраэия ортов, касающихся края (рис. 98). Конечно, зто

верно для любого риманова многообразия.

Смысл второй каноническойпроекции становитсяболее ясным, если

мы рассмотрим импульс р как кокасательный вектор на коифвгурацв-
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Рис. 98.
Вторая

каноническая

проекция

онном пространстве, то есть как l-форму на касательном пространстве

в точке х конфигурационного пространства. Характеристика много

образия краевых векторов является прямой, образованной l-формами

р+R dF. Эта прямая однозначнымобразом определяетсяограничени

ем формы р на касательноепространствоdF = О края. Следовательно,

вторая 1Саuоuичес1Сая nроех:цu.я отправляет l-форм.у в её ограничение

на 1СраЙ.

7.1.2. Нормальныеформы

Если граница препятствия в евклидовом пространстве квадратично

строго выпукла (т. е. её вторая квадратичнаяформа невырожденв), то
гда обе канонические проекции имеют только особенность Аl (складку)

на многообразии "краевых ортов". Предположим, что пара гиперпо

верхностей в симплектическом пространстве порождает две особенно

сти А1 канонических проекций. Отображение складки (локально) опре

деляет UН60.аюцию на отображаемом многообразии в окрестности её

гиперповерхности критических точек, переставляющую местами про

образы точек образа этого отображения складки. В нашем случае обе
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канонические проекции имеют особенности Аl. Следовательно, мы по

лучаем две инволюции на многообразии "краевых ортов"; обе эти ин

волюции неподвижны на гиперповерхности "ортов, касающихся края".

Эти две инволюции, определённые первой и второй канонической про

екцией, будем называть первой и второй 'UнвОJlЮЦ'lLЯ.МU Мельроза.

Пример. Для плоской выпуклой кривой. первая инволюция отправляет

орт, првложенный в точке кривой, в орт, имеющий то же направление,

но приложенный В другой точке пересечения луча, определённого ис

ходным ортом, и кривой (рис. 99). Вторая инволюция отражает зтот

орт относительно касательной к кривой в точке прикрепления.

Рис. 99. Бильярдное
преобразование Биркгофа

как композиция двух инволюций Мельроза

Произведение двух инволюций Мельроза является бu.aь.ярдн,ЬLU nре

образованием БUР1CZофа.

В подходящих координатах Дарбу (w = dpo А dqo +...) пара гипер

поверхностей приводится к локальной СОО-нормальной форме

qo = О,
_ 2

qo - ро + Рl,

при условии, что особенности обеих проекций являются складками

(Мелъроз [18]). Объекты, сконструированные нами (например, инволю

ции Мельроза) , следовательно, также приводятся к нормальным фор

мам.

'Интересно отметить, что приведение к указанным выше нормаль

ным формам возможно в С?' ситуации и на уровне формальных рядов,

но невозможно в аналитическом и в голоморфном случае. Пары инво

люций, встречающиеся на ирактике в аналитической или голоморфной

ситуации, обычно имеют простую формальную ИЛИ СОО кдассификацию

и пространства функциональных модулей. В задаче классификации пар

гиперповерхностей в симплектическом многообразии, насколько мне

известно, пространства функциональных модулей до сих пор не изу

чены (зто ОТНосится также к локальной аналитической классификации

соответствующих пар симплектических инволюций и их произведений).
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"Глобальная" задача классификации пар инволюций вдоль полного

замкнутого подмногообразия неподвижных точек является безнадёж

ной задачей, даже на топологическом уровне. В самом деле, в про

стейшем случае, когда зто многообразие является окружностью, про

изведение соответствующих инволюций есть симплектическое отобра

жение кольца, неподвижное на окружности. Топологическая классифи

кация таких отображений включает в себя большинство трудностей,

присутствующих в неинтегрируемых задачах гамильтоновой динами

ки (см. [93]).
Если особенности одной из канонических проекций сложнее, чем

складка, то не существует простых нормальных форм для пары гипер

поверхностей (см. [163]). Однако, для следующих двух особенностей,

А2 и Аз (например, для обычных лучей, асимптотически и биасимпто

тически касающихся поверхностей в евклидовом пространстве), можно

привести к нормальной форме (по крайней мере на уровне формальных

рядов) пару, образованную первой гиперповерхностью и её пересечени-
u

ем со второи.

Теорема 1. В чекоторой окрестности mо'Ч7СU, в которой канониче

ская проекция tuCeem особенность Ak, многообразие коразмерности 1
в гиперповераности qo = О приводится 1с нормальной фор.м.е qo = F = О,

где

F =рб +Рl д.л.я. k = 1,
F = Р8 +РIРО +ql д.л..я k = 2,
F = p~ + РIрб + q2PO + Р2 d.л..я k = 3.

Здесь (q,p) - некоторые координаты Дарбу (w = dроЛdqо+ ...+dрnЛ

Лdqn)·

Этот результат, доказанный в [23] на уровне формальных рядов,

предположительно верен и в СОО ситуации; однако, доказательство, на

сколько мне известно, никогда не было опубликовано.

Из теоремы вытекает возможность приведения к простым нормаль

ным формам объектов, построенных по паре, образованной первой ги

перповерхностью и её пересечением со второй; например, для первой

канонической проекции (которая становится отображением "забыва

ния" Ро).

Критические значения первой канонической проекции образуют

многообразие "касательных лучей", имеющее полукубическое ребро

возврата в случае А2 , и особенность, диффеоморфную произведению

ласточкина хвоста на гладкое многообразие, в случае Аз. Это много-
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обраэие "касательныхлучей" является гиперповерхностью в симплек-
u

тическом пространстве лучеи.

Приведение к симплектической нормальной форме пары (гиперпо

верхность, подгиперповерхность) влечёт за собой приведение к сим

плектичвской нормальной форме многообразия "касательных лучей" .
Предыдущие результаты доставляют локальные нормальные формы

симплектических структур в пространствах, содержащих гиперповерх

ности, диффеоморфные произведению полукубической параболы или

ласточкина хвоста на гладкое многообразие:

Теорема 2. Типичная си.unлектическая структура фор.uйJIьно nри

водится к виду

dA л dB + dC л dD + ...
в неяоторой окрестности точки О гиперповереностиАЗ = В2 (здесь,

типичная = невырожденная на пространстве А = В = О) UJШ к виду

dA 1\ dD +dC 1\ dB + dE 1\ dF +...
в чекоторой окрестности тоЧки О гиперповерхности, оnредедённой

усдовue.u:
х4 + Ах2 + Вх + С u..weem кратный корень

(здесь, типичная = невырожвенная на пространстве В = С = О).

Доказательство может быть найдено в [23] (утверждения, по-види

мому, верны и в СОО ситуации).

Эти результаты могут быть интерпретированы как приведение к

нормальной форме, при помощи симплектоморфизмов, произведений

полукубической параболы или ласточкина хвоста на линейное прост

ранство.

Подобная формальная классификация для k > 3 невозможна, так

как появляются модули.

Контактные версии предыдущей классификации были получены

Е.Е.Ландис [164], [165] (смотри также работу Мельроза [163]):

а = dZ - В dA - ...

в некоторой окрестности ребра возврата цилиндра АЗ = В2 ;

а = dZ - D dA - С dB - Е dF - ...

в векоторой окрестности ребра цилиндра над поверхностьюласточки

на хвоста.
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7.1.3. Геодезические
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Множество критических значений канонической проекции является ги

перповерхностью в симплектическом пространстве. Её характеристи

ки называются геодези'ЧеС1Сu.4Cи.

Пример. Рассмотрим пару гиперповерхностей в фазовом пространст

ве, соответствующую поверхности в евклидовом пространстве. Крити

ческие значения первой канонической проекции суть касательные лу

чи. В этом случае "геодезические" являются кривыми в пространстве

лучей, образованными касательными лучами к геодезическим на по

верхности.

Критические значения второй канонической проекции суть орты,

(ко)касательные к поверхности. В зтом случае "геодезические" суть

орбиты обычного геодезического потока на поверхности.

Так же, как в примере, определим два множества "геодезических

линий": одно, определённое первой, другое - второй канонической

проекцией.

Третье семейство состоит из характеристик на многообразии кри

тических точек (одинаковом для обеих проекций}. Это многообразие

имеет кораэмерность 3 в объемлющем симплектическом многоебра

зии. Определим гаразетеристическое направление как ядро ограниче

ния симплектической структуры (оно косоортогонально касательному

пространству многообразия критических точек).

Характеристики множества критических точек будем называть

"BepXHu.4Ctl геодезическими", Канонические проекции отправляют верх

ние геодезические в нижние (в точках складки, где нижние геодезиче

ские определены), см. [166].
Используя нормальвые формы первой канонической проекции мож

но получить следующие нормальные формы первого семейства "верх

них" и "нижних геодезических" [23]:

Теорема З. в 1Соординатах теоре..иы 1 уравнен'UЯ "верхних геодеэи

'ЧеС1Сих" та1Совы:

qo = Ро = О, ql = ~, aJU k = 1,
qo = О, ро = ~, Pl = _з~2, ql = 2~З, dJU k = 2

(оставшиеся координоты постоянны; ~ - параметр вдоль геодеэиче

С1Сой) .
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ДдJI, того чтобы описать "геодеэические" ддJl, k = 3, рассмотрим
.u.ногО'Чден от Ро:

532 JФ ( ) ро + PIPo + q2Po + + ql ql + F d
Ро = - -- -- Р2РО - = - Ро·

5 3 2 2 2

"Геодезичесхие" в пространстве лучеu, снабжённом координвтами

Дарбу (P17' .• 7qn), определяются условtLЯ.Uи:

"Верхние геодезические" определяются теми же условtLЯ.Uи 1Мюс УСЛО

вu.яqо=О,Ро=~·

Рассмотрим случай k = 3, n = 2 (такой выбор соответствует биа

симптотическому лучу в евклидсвом 3-пространстве). Из предыдущих

формул следует

Теорема 4 ([23]). Типичное лагранжево подмяогообраэие прямого

произведения М ласточкина хвоста и прямой в сu.мnде7Стичес1СО.u. мно

гообразии R4

м = {(Рl, Р2, ql, q2) I фl tшеет корень кратноста > 2}

(фор.u.альны.u.) Сu.мnле1Сто.м.орфuз.u.о.u. npивoдu.мo 1с нор.u.альноЙ фор.u.е

Это особое лагранжево многообразие является раскрытым ласточ

киным хвостом. Из предыдущих теорем вытекает

Следствие 5 ([23])]. Типичное лагранжево подмногообразие трёх

мерного мнагообразия "касатедьных лучей" 8 чекоторай окрестности

"бuасtшnтоти'ЧеС7Сого дуча" диффео.м.орфно раС7Срытому ласточкину

хвосту.

В отличие от предыдущих теорем, зто следствие (и его обобщения

на большие размерности) было доказано в С'" и аналитическом (голо

морфном] случае (см. ниже, §§7.3-7.4).
Применим следствие 5 к случаю поверхности в евклидсвом 3-прос

транстве. Рассмотрим однопараметрическое семейство геодезических

на поверхности. Прямые, касающиеся геодезических семейства, обра

зуют двумерное особое многообразие в четырёхмерном пространстве

прямых в 3-пространстве.



207

Следствие 6 ([23]). В биасшсnтоти'Чес1СОЙ 7Сасателыюu прямой

многообразие 1Сасательных nр.я.мых вохально дuффео.uорфно (лагран

жеву) paC1Cpblmo.uy ласто'Ч1СUНУ хвосту (при условиu, 'Что поверхность

и се.uеЙство геодези'Чес1СUХ - общего nоложенu.я).

Экстремальные кривые в задаче об обходе препятствия образова

ны отрезками геодезических на поверхности препятствия и отрезками

прямых, касающихся геодезических. Система кратчайших путей от

начальной точки (или множества) до точек пространства содержит,

как правило, семейство прямых, касающихся геодезических на поверх

ности. Это семейство, в задаче общего положения, содержит изолиро

ванные биасимптотические касательные прямые. Таким образом, след

ствия 5 и 6 описывают типичную особенность системы зкстремалей

задачи об обходе препятствия: раскрытый ласточкин хвост.

Появление раскрытого ласточкина хвоста как типичной особенно

сти ~истемы лучей в задаче об обходе препя~ствия априори совершенно

не очевидно. Трудно понять, почему биасимптотическая прямая соот

ветствует многочлену пятой степени. Даже зная, что такое соответ

ствие существует , трудно отыскать этот многочлен или описать его

геометрически.

Система экстремалей обычной вариационной задачи. образует глад

кое лагранжево подмногообразие симпяектического многообразия экс

тремалей. Мы видим, что в задачах с односторонними ограничениями

система экстремалей образует не гладкое, а особое яагранжево много

образие.

Особенности лагранжевых многообразий, определённых таким об

разом, очень специальны: это особенности дагранжевых подмного

образий особой гиперповерхности "касательных лучей" .
Определение особых лагранжевых многообразий, возникающих в

задаче об обходе препятствия, далеко от абстрактной аксиоматиче

ской конструкции; продолжающей понятие лагранжева многообразия

на особый случай. Например, можно изучать лагранжевы идеалы (за

мкнутые по отношению к взятию скобки Пуассона) или особые мно

гообразия, определяемые производящими семействами, для которых

не удовлетворяются условия трансверсальности. Эти аксиоматические

конструкции ведут к другой иерархии особых яагранжевых многообра

зий. Мне кажется, что первое определение (особого яагранжева мно

гообразия как подмногообразия особого многообразия "касательных

лучей") является правильным. и что подукубическая парабола на плос-



208 г....ава 7. Заqача об обхоqе nperumcmeuJI

кости и раскрытыйласточкинхвост в симплектическом4-пространстве

являются простейшимиобъектами ЭТОЙ (будущей) теории.

Зафиксируемобозначения

Х - симплектическое многообразие;

У, Z - две гиперповерхности в Х;

W - пересечение У n Z i
и, v - пространства характеристик У и Zj
Е - множество критических точек проекций W --+ и, w -+ V.

Естественные включения и канонические проекции образуют ше

стиугольнуюкоммутативнуюдиаграмму,как показанона рис. 100. Мы
используем ~ для обозначения вложений и -н для расслоений. Эту

диаграмму полезно иметь ввиду, изучая особенности систем лучей и

фронтов.

Рис. 100. Диаграмма, порожденная двумя гиперповерхностями

в симплектическом пространстве

Пример. На правом рисунке 100 общая диаграмма покаавиа для

частного случая, соответствующего обычной дифференциальной гео

метрии гиперповерхности дЕ евкдидова пространства. Е = Rn. Здесь

х2n Т*Е == {х,р} - симплектическое фазовое пространство

свободной частицы;

у2n -1 _ TiЕ = {х, р Iр2 = 1} - гиперповерхность, определяющая

метрику на Е;

Z2n-l дТ*Е == {х,р I Р(х) == О} - ковекторы на Е

в точках дЕ;
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7.2.

T *s n- l б- многоо разие ориентированных прямых в Е;

- Т*дЕ - фазовое пространство "связанной" частицы;

BTiE = {х,р IF(x) = 0,р2 = 1} - (ко)орты на Е в

точках дЕ;

BTi(BE) = {х,р I F(x)=O,p2=1,p(BFjBx)=0}
(ко)орты, касающиеся края.

Контактная геометрия пар гиперповерхностей

Результаты §7.1 имеют контактные аналоги. Для того чтобы сформу

лировать их, мы используем контактизацию, преобра.зующую симплек

тическое фазовое пространство Т ..М в пространство 1-струй функций

Jl (М, R). Размерность этого пространства на 1 больше размерности

фазового пространства. В качестве новой координаты добавляется

значение производящей функции. Эта операция преобразует лаг-ран

жевы подмногообразия в лежандровы (по крайней мере локально).

в координатах Дарбу (ро, ... ,qn; z) на Jl контактная форма запи

сывается в виде а = dz - р dq.
Предположим, что

1) две гиперповерхности в контактном многообразии пересекаются

трансверсально;

2) пересечение трансверсально контактной гиперплоскости;

3) во всех рассматриваемых точках характеристики каждой гиперпо

верхности имеют первый порядок касания с пересечением гиперпо-
~

верхностеи.

Теорема 1 (см. [163]). Пара гиперповерхностей JlO"lJJ&bHO может

быть приведена " нормальной фор.м.е Мельроза

qo = О,
2qo = ро + Pl,

с nо.мОЩЬЮ Jlо"адьного С'" "онта"то.м.ОРфUЗ.4Саобъе..u.лющего прост

ранства.
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Замечание. Если либо пересечение не трансверсально контактным ги

перплоскостям, либо порядок касания превышает 1, то в СОО классифи

кации появляются функциональные модули (см. [163], [165]).

Эта теорема Мельроза не может быть применена в контактном

3-пространстве, так как условия 1-3 в этом случае противоречивы.Ли

ния пересечения типичной пары поверхностей в контактном 3-прост

ранстве касается характеристик в изолированныхточках, и для пары

общего положения порядок касания равен 1, но эта линия не трансвер

сальна контактным плоскостям в этих точках. Вблизи таких точек

пара приводима (формальным или С?' диффеоморфизмом) к нормаль

ной форме (в координатах Дарбу):

г = q, 2
Р =q.

Ряды, приводящие пару аналитических поверхностей к этой нормаль

ной форме, в общем случае расходятся. В самом деле, на линии пересе

чения определеныдве инволюции, но две инволюции с общей неподвиж

ной точкой имеют функциональныемодули (см. [167]).

Теорема 2 (см. [164], [165]). Подиногообраэие коразмерности 1 об

щего положения в гиперпаверхности ~OHma~mHoгo многообразия фор

.wa.llbHbl.u, конmа~mо.u,орфиз.u,о.u, лохальна приводится к одной из нор

.ua.abHblX фор.u теоремы 1 §7.1 (при выnоднениu сфор.uУ.IIированных ни

же УС.llовuu невырожденностщ .

Обозначим через E(k) множество точек подмногообрааия, в кото

рых порядок его касания с характеристиками гиперповерхности боль

ше либо равен k (здесь k обозначает то же число, что и в теоре

ме 1 §7.1.)
Усдов1.LЯ невырожденности заключаются в следующем:

k=1

.
k=2

k=3

подмногообразие травсверсальноконтактным

гиперПЛОСКОСТЯМj

dim kerda l{o=O}nTzE(l)= 1; (*)
(*) и .Е(2) трансверсадьно контактным гиперплоскост.я:м.

Для подмногообразия общего положения эти условия нарушаются

только на подмногообразии коразмервости 1 в Е(1).

Пример. Рассмотрим гиперповерхность в евклидовом пространст

ве Е. Построим отображение ехр многообразия ненулевых векторов,
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приложеиных в точках гиперповерхности, в многообразие ортов объ

емлющего пространства. Это отображение отправляет вектор ху, при

ложенвый в точке х, в орт, имеющий направление вектора ху и прило

женный в точке у.

Отображение ехр может рассматриваться как первое каноническое

отображение для пары гиперповерхностей в контактном пространст

ве J1 (М, R). А именно, в качестве первой гиперповерхностивыберем

уравнение Гамильтона-Якобидля движущейсяс единичной скоростью

частицы: (\7z)2 = 1. Второй гиперповерхностью контактного прос

транства является цилиндр над данной гиперповерхностью евклидова

пространства.

Следующие ниже формулы доставляют локальные нормальные фор

мы для отображения ехр.

Теорема 3 (см. [164], [165]). Особенности отображения ехр в 01'

рестностях вехторов асtuCnтоmu'Чес1ruХ наnравJl.енuй тunuчной по

верхности в еввиидовом3-nространствеперечисленыв следующейта

БJl.и'Це:

Типы Пi,i определены в §6.1. Отображение Ak эквивалентно проек

ции вдоль оси х поверхности {(х, л) I xk+1 + Лtхk-1 + ... + лk = О} на

пространство Л.

Орт в евклидсвом пространстве будем называть особым (по отно

шению к данной типичной поверхности), если содержащая этот орт

прямая линия касается поверхности. Особые орты образуют 4-мерную

гиперповерхность в 5-мерном многообразии ортов.

Из теоремы 3 вытекает

Следствие 4. Гиперповерхности особенностей особых ортов в 01'

рестностях ортов аСtшnтоти'ЧескuхкасатеJl.ЬНЫХ Jl.ока.аьно дuффео

.u.орфны: Ц'lJ...Лuндру над nОJl.укубическоЙ nарабоJl.ОЙ (в ортах обы'Чных

асu..unтотuческuхкссатеJl.Ьных) , 'Ц'lJ...Лuндру над ласточкuны.м.. xBocmo.u.

(в ортах бuасu..unтотuческuх касатедьных) , Ц'lJ...Лuндру над трёхмер

"ЬШ дасточкuны.u. xBocmo.u. (в ортах трu-асu.мnтотu'Чес1CtJ.Х 7СасатеJl.Ь

ных).
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Применение к задаче об обходе препятствия

С задачей об обходе препятствия связаны два типа лежандровых

многообразий: многообразия l-струй (многозначных) функций време

ни и многообразия контактных элементов, касающихся фронтов. При

ведённые выше результаты несут информацию об особенностях зтих

многообразий на плоскости и в трёхмерном пространстве (общий слу

чай обсуждается ниже, в §7.5).
Для того чтобы получить эту информацию, перенесём на контакт

ный случай конструкции канонических проекций (смотри §7.1, раз

дел С). Вудем использовать терминологию задачи об обходе препят

ствия в римановом случае, но вся теория практически не меняется в

общем случае типичной пары гиперповерхностей в проиэвольном кон

тактном многообразии.

Начнем с многообразия Jl (М, R) 1-струй функций на многообра

зии М с гладким краем дМ. Точку, в которой берется струя функции,

обозначим через х ЕМ; эначение функции в этой точке - через t Е R;
значение первого дифференциалав х - через р.

В контактном пространстве 1-струй функций на М рассмотрим две

гиперповерхности SJ1(M ,R ), aJ1(M,R). Первая из них определена

уравнением Гамильтона-Якобир2 = 1, вторая - условием х Е вм.

Характеристики первой гиперповерхности являются орбитами гео

дезического потока в пространстве сферизованного расслоения ST*М,
с естественным параметром t на этих орбитах. Множество характе

ристик может быть отождествлено с пространством сферизованного

касательного расслоения М. Действительно, выберем момент време

ни Т. ПРОИЗВО'льной точке параметриаованной орбиты геодезического

потока сопоставим точку этой же орбиты, соответствующую моменту

t = т. Это соответствие определяет расслоение ззчм, R) -t-i-. ST*М,
слоями которого являются характеристики. Следовательно, мы ото

ждествили пространствохарактеристик гиперповерхности5J1 (М, R)
с многообразиемБ'Г"М. Это отождествлениезависит от выбора Т.

Характеристикавторой гиперповерхностиобразована 1-струями в

точке дМ продолженийфункции с дМ на М. Таким образом, много

образие характеристикестественно отождествляетсяс Jl(aM, R).
Контактные структуры пространста характеристиксовпадают со

стандартными контактными структурами на пространствах Б'Г"М и

Jl(OM, R), определённымив §3.1.
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Пересечение наших двух гиперповерхностейесть линейное расслое

ние контактныхэлементов над пространством-временем,ограниченное
u

на кран:

w = {(Х,». t) Iр2 = 1, х Е дМ}.

Первая каноническая проекция 1 : W ~ ВТ*М отправляет гранич

ный вектор в момент времени t в орт, касающийся той же геодезиче

ской в момент 'т.

Вторая каноническая проекция II : W -+ Jl(BM, R) отправляет

1-струю функции на М в точке, принадлежащейдМ, в 1-струю ограни

чения этой функции на дМ. Это отображение имеет особенность Аl

(складку) в точках гиперповерхностиЕ с W, образованной ортами,

касающимися ом,

Е = {(х,р, t) Iр2 = p~ = 1, Х Е дМ},

где Рд есть ограничение формы Р на ТхдМ.

11ножество критических значений второй канонической проекции

является гиперповерхностью BJ1(aM, R), определённой над дМ урав

нением Гамильтона-Якобиp~ = 1. Таким образом мы получили вложе

ние BJl(BM, R) с-1-W (естественный диффеоморфизм на Е) и отобра

жение ехр : ВJl (дМ, R) ~ ВТ*М (по существу,зто отображениесовпа

дает с отображениемехр, определённом в примере перед теоремой 3).
Эти объекты образуют шестиугольную часть диаграммы, изобра

жённой на рис. 101.

Рис. 101. Диаграмма, порожденная задачей об обходе препятствия

Система геодезических на дМ, ортогональных некоторой фикси

рованной гиперповерхности в дМ и параметризованных (ориентиро-
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ванным) расстоянием от этой гиперповерхности,определяет решение

уравнения.Гамильтона-Якоби p~ = 1 на. дМ и, следовательно, лежан

дрово подмногообразие 1, которое можно вложить в SJl(aM, R). ПО

этому лвжандрову подмногообразиюмы построим два лежандровых

многообразия: 1-гршрик функции времени и множество контактных

элементов, касающихсяфронтов в задаче об обходе препятствия,

Рассмотрим образ многообразия1 под действием отображения ехр

и объединение Г характеристик первой гиперповерхности SJ1(M, R),
пересекающих1.

Теорема 5 ([166], [170]). Многообразия ехр 1 и Г явo/tЯютс.я лежвндро

вьши подмногообразиями в ST*М и Jl (м, R), соответственно. Пер

вое из них образовано контактnы..ки зле..uеnтa.uu фронта, соответ

ствующего .uo..ueHmy времени t, а второе - 1-стру.я..ии (..uцогозначноЙ)

функ'Ции вре..uени в задаче об обходе препятствия, где препятствие

ограничено дМ, при условии, что ограничение функ'Ции вре..uени на

вм определено лежсндровым nод..uН0200бразие.м 1С Jl(aM, R).

График Г 1-струйного расширения функции времени можно опи

сать, используя гладкое пространство r расслоения 1 -;.-;. 1 с одномер

ными слоями, индуцированного из расслоения SJl(M, R) -;.-;. ST*M
отображением баз ехр 11: 1 ~ ST*М. А именно, Г есть образ мно

гообразия 1 под действием индуцированного отображения тотальных

пространств, r -+ SJl(M, R).
Теоремы 5 и 2 настоящего раздела, а также теорема 1 и следст

вие 5 из §7.1, приводят всю левую часть диаграммы, изображённой на

рис. 101, к нормальной форме, если число k из теоремы 1 не превышает

3 (например, в асимптотических и биасимптотических лучах в зада

че об обходе препятствия в 3-пространстве). А именно, мы получили

нормальные формы для следующих объектов:

SJ1(м, R), W, SJ1(дМ, R), ST*м, 1, ехр 1, 1, ехр, ехр 1/, 1, Г.

330 исключением W, взчвм, R) и ехр, все зти объекты приводятся

к нормальной форме С?' или аналитическим контактоморфизмомдля

любых значений k (смотри §7.5), то есть в многомерных задачах об

обходе препятствия,

Здесь я не буду выписывать все нормальные формы, упомяну только

следующее

Следствие 6 ([166], [170]). В типичной задаче об обходе nреn.ят

ствш в 3-nространстве, иногообрвэие 7Сонтактиых эле..uенmов фрон

та и многообразие l-струй ..uН020значноЙ фУН7С'Ции вре.uенu u.меют (е
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некоторой окрестности эле..uента, соответствующего срываюшеми

ся С границы биасимптотическомн лу'Чу) особенность, диффео..uорф

ную особенности в нуле многоабразия ..uногОЧАенов

х 5 + А1х
4 +...+А5 (х7 + аl х6 + ... + а7),

u.меющих корень 1Сратности большей че..u 2 (соответственно, корень

хрвтнасти большей 'Че.u 4) и нулевую су.м.му корней:

ехр 1~ {(х - u)З(х2 + 3их + v)}, г '" {(х - и)5(х2 + vx + w)}.

На Г фуюсцu.я времени u.мeeт вид t = ±al + const; любой ЛУ'Ч (ха

ра1Стеристи1Са) образован сдвига.ми ..uногО'Ч..1ена вдоль оси х.

В типичной плоской задаче об обходе препятствия, внекоторой

окрестности элемента, соответствующегокасательной в точке пере

гиба, имеем

ехр1~ {(х - и)2(х+2и)} С {хз +Аlх2+А2Х+ Аз}, Г ~ {(х - и)4(х +v)}.

Выражения для контактныхэлементов пространств l-струй и нор

мальные формы поверхностей5Jl (М, R) в координатах Ai и ai приве

дены в §7.5.

Пример. Из следствия б вытекает, что многообразие контактных эле

ментов фронта диффеоморфно раскрытому ласточкину хвосту (в про

странственной задаче) или полукубической параболе (в плоской),

1-графики функций времени диффеоморфны цилиндрам над этими

многообразиями.

Из рисунка 5 ясно, что в плоской задаче об обходе препятствия

проекция l-графика функции времени на плоскость имеет (в типичной

точке перегиба границы лрепятствия) особенность, диффеоморфную

проекции бифуркационной диаграммы Сз,

{х3 + ах2 + Ьх + с = (х - и)2(х - v)} I---t {а, с},

изображенной на рис. 92.
На рисунке 5 можно также увидеть форму О-графика функции вре

мени. Каждая эвольвента должна быть рассмотрена как плоская кри

вая, приавдяежащая расположенной на высоте t горизонтальной плос

кости (эта гориэонтальная плоскость является изокроной пространст

ва-времени). Поверхность в пространстве-времени, заметённа.я: эволь

вентами, имеет два ребра возврата (порядков 3/2 и 5/2) и линию са

мояересечения. Порядок касания рёбер возврата равен 3. Эта по

верхность (рис. 102) диффеоморфна многообразию нерегулярных ор

бит группы отражений Нз· (то есть группы симметрий икосаэдра].
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Рис. 102. График многозначной функции времени, рассматриваемый

как дискриминант группы симметрий икосаэдра Нз

Нормальная форма этого многообразия записывается в виде

{(А, В, С) I х5 + Ах4 + вх2 +С имеет кратный корень}.

Функция времени на пространстве-времени может быть приведена

к нормальной форме сохраняющим эту поверхность диффеоморфизмом

пространства-времени. Эта нормальная форма такова: t = А + const
(см. [1], [4], [5]).

7.3. Раскрытыеласточкиныхвосты

в этом параграфе мы исследуем некоторые специальные алгебраиче

ские многообразия: многообразия многочленов фиксированной степе

ни, имеющих корень фиксированной кратности. Такие многообразия

доставляютнормальные формы для многихособенностей,появляющих

ся в теории систем лучей.

Пример 1. Многообразиемногочленов

имеющих корень кратности (не меньшей) 3-х, называется раскрытым

Jlасто'Ч~uны..u хвocma..u.

Эта поверхность локально диффеоморфна поверхности в 4-прост

ранстве прямых линий в евклидовом пространстве, образованной экс

тремальными лучами типичной задачи об обходе препятствия в 3-прос-
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транстве. А именно, вершина раскрытого ласточкина хвоста соответ

ствует лучу, касающемуся кривой, вдоль которой направления срыва

ющихся с границы лучей являются асимптотическими (см. рис. 95 и

. сопровождающий его текст).

Пример 2. Ра.ссмотрим волновой фронт, типичным образом распро

страняющайся в 3-пространстве. Ребра возврата фронтов заметают

каустику. Предположим, что каустика имеет особенность, диффео

морфную ласточкину хвосту (эта особенность типична для каустик).

Движущийся фронт описывается гиперповерхностью (большим фрон

том) в пространстве-времени. В нашем случае эта гиперповерхность

имеет особенность, диффеоморфнуютрёхмерномуласточкину хвосту

(многообразиюмногочленовх5 +АхЗ+вх2+Сх+D,имеющихкратный

корень). Ребра возвратамгновенныхфронтов заметают 2-мерное мно

гообразие на большом фронте. Это многообразиеобразовано такими

точками (А, В, С, D), что соответствующий многочлен имеет корень

кратности (не меньшей) 3.
Таким образом, рё6ра возврата ,"гновенных фронтов зa.uетают

раскрытый дасто'Чкин хвост в четырёхмерном пространстве-вре

.мени.

Дифференцирование многочленов понижает на 1 как степень мно

гочлена, так и кратности его корней. Раскрытый ласточкин хвост в 4
пространстве многочленов степени 5 проектируется при помощи зтого

отображения на обычный ласточкин хвост в 3-пространстве многочле

нов степени 4 (см. рис. 10). Эта проекция имеет физическую интер

претацию. Пространство-время расслоено на мировые линии событий

"в данной точке пространства". База этого расслоения трехмерна. Ти

пичный большой фронт в пространстве-времени может быть приведён

к нормальной форме

{(А, В, С, D) I х5 + АхЗ + вх2 + Сх + D имеет кратный корень}

диффеоморфизмом пространства-времени, переводящим мировые ли

нии в прямые, паралдельные оси D. (Более того, по теореме Ляш

ко [159], см. также §6.3, этот диффеоморфизм может быть выбран та

ким образом, что на каждой мировой линии время отличается от D на

аддитивную константу.)

Таким образом, дифференцирование ..uногОЧденов соответствует

nроекции пространство-времени вдоль ,"ировых линий: большой фронт

находится в пространстве многочленов степени 5, каустика - в прост

ранстве многочленов степени 4 (в подходящих локальных координатах

в некоторой окрестности особенности).
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Изучение заметания каустик особенностями мгновенных фронтов

теперь разделено на две задачи: во-первых, мы изучаем заметание рас

крытого ласточкина хвоста на большом фронте, а затем, проектируем

результат на обычный ласточкин хвост.

Для изучения заметания раскрытого ласточкина хвоста на большом

фронте мы должны привести к нормальной форме функцию времени.

Тunи",на.я фУН'I{;'ЦUJl, Bpe..ueHtl на всём болыиом фронте приводима '1{; нор

..uальноЙ фор..uе

t =±А +const

диффеоморфизмом, сохраняющим большой фронт (см. [1]). Однако,

этот диффеоморфизм не сохраняет мировых линий; он преобразует

семейство прямых, параллельных оси п, в некоторое семейство кри

вых. Следовательно, мы не можем использовать такие диффеоморфиз

мы в этой задаче. Таким образом, мы пришли к задаче приведения к

нормальной форме функции времени диффеоморфизмом, сохраняющим

расслоение пространства-времени на мировые линии.

Невозможно требовать, чтобы приводящий диффеоморфизм сохра

нял весь большой фронт. В самом деле, такие диффеоморфизмы обра

зуют очень малое множество, не достаточное для приведения :к. нор

мальной форме семейства рёбер возврата МГНОВ,енных фронтов. Таким

образом, мы будем приводить к нормальной форме только огранuче

ние функции времени на многообразие, образованное ребрами возвра

та мгновенных фронтов в пространстве-времени. Это многообразие

имеет в нуле особенность, диффеоморфную раскрытому ласточкину

хвосту.

Сформулируем окончательные результаты.

Определение 1. фУН'I{;цuей Bpe..ueHU называется функция переменных

(А, В, С, п), которая равна нулю в начале координат, причем её произ

водная вдоль оси А отлична от нуля.

Определение 2. Две функции времени называются Э1Свuвалентны.мu,

если их ограничения на раскрытый ласточкин хвост могут быть пере

ведены друг в друга действием пары: диффеоморфизмаоси времени и

диффеоморфизма.(А, В, С, D)-пространства,сохраняющегораскрытый

ласточкин хвост и расслоение на прямые, параляельныеоси п.

Теорема 1 (см. [72]). Типичная фун'I{;Цu.я времени фор..uально З'l{;вuва

дентна фУН'I{;'ЦUU А + п.
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Другими словами, семейства рёбер возврата мгновенных фронтов

локально приводимы к нормальной форме А + D = const, по крайней

мере на уровне формальных рядов.

Замечание 1. Такая редукция невозможнана голоморфномуровне: в

общем случае приводящиеряды расходятся,

В самом деле, ребра возвратадвижущихсяфронтов дважды пересе

кают каждую точку на линии самопересечениякаустики (рис. 103).

Рис. 103. Заметание каустики

ласточкина хвоста

рёбрами возврата

движущихся волновых фронтов

Рассмотрим прообраз линии самопересечения ласточкина хвоста. на

поверхности раскрытого ласточкина хвоста. Это - гладкая кривая,

содержащая вершину. На ней определены две естественные инволю

ции, сохраняющие вершину ласточкиного хвоста: одна переставаяет

две точки большого фронта, отображающиеся в одну точку самопе

ресечения каустики, другая переставаяет две точки, принадлежащие

одной изохроне.

Пара ростков инволюций С в их общей неподвижной точке может

быть приведена к простой нормальной форме на уровне формальных

рядов. В голоморфном случае, однако, эти ряды, вообще говоря, рас

ходятся. Более того, пары инволюций имеют функциональные модули

(Воронин [167], [168], Экаль [169]).
Таким образом, из теории пар инволюций прямой следует расходи

мость рядов, приводящих функцию времени на раскрытом ласточки

ном хвосте к нормальной форме А + D.

Замечание 2. В работах [72], (170], [144] доказаны и другие теоремы

о нормальных формах различных поверхностей, заметаемых ребрами

возврата движущихся волновых фронтов.

Пример 1. В некоторой окрестности перестройки "губы" или "клюв

к-клюву" каустики (или фронта), дввжушейся на плоскости, двuжу-
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ща.яс..я х:рива.я фор.цальньш duффео.цорфuз.u.о.u.пространства-времени,

расслоенным над осью вре.u.еНfJ, .u.ожет быть nриведе-на 7с HOp.u.a.t&bHOU

фор.u.е ([72])

(где и и v - хоординаты на n.40CKOCmu, t - вре.AU). Запрещая пре

образования времени, мы можем привести это семейство к нормальной

форме

t = /(и) + uЗ/2 ± v2
, /'(0) = О,

при помощи настоящего (не только формального) диффеоморфизма.

Приведение годоморфных семейств каустик или волновых фронтов

к первой нормальной форме может быть только формальным: в общем

случае приводящие ряды расходятся.

Пример 2. Рассмотрим заметание зонтика Уитни-Кзли (образа ото

бражения (р, q) t-+ (р,рч, q2)) ребрами возврата мгновенных каустик или

волновых фронтов. Нормальная фор.u.а фУНК'ЦfJU вре.u.е-ни такова [72]:

При ведение к этой нормальной форме может быть осуществлено на

стоящим (не только формальным) диффеоморфизмом, даже при усло

вии, что запрещены замены времени. Если не запрещать замен вре

мени, то нормальная форма: t = ч. Например, типичное се.u.еЙство

г.ll.адких кривых, зa..uетающих зонтик, сохран.яющtмC зонтик дuффео:

.u.орф'UЗ.u.о.u. .u.ожет быть сведено к семейстен прямыа: (рис. 104).

Рис. 104. 3аметавиезоитика
гладкими кривыми

Рассмотрим каустику, движущуюся в пространстве (не в простран

стве-времени). Ребра возврата движущейся каустики заметают поверх

ность, называемую бякаустикой в [72].

Определение. Бикаустикой (каустики, явдяющейся гиперповерхно

стью в пространстве расслоения с одномерными слоями) называется

проекция на базу расслоения объединения особенностей (отличных от

самопересечений] исходной каустики.
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Опишем x;.n,ассифшсацию особенностей типичных бшсоусти1С на

плоскости iI в 3-nространстве (детали можно найти в [72]; резуль

таты впервые появились в [13]).
Типичная бикаустика на плоскости в векоторой окрестности ка

ждой своей точки диффеоморфна одной из следующих кривых в не

которой окрестности нуля:

Эти особенности устойчивы (деформа.ция может только менять значе

ние параметра й в последней нормальной форме).

Типичная бикаустика в 3-пространстве может иметь ТОЛько следу

ющие особенности (помимо самопересечений]:

1) ребра возврата (образованные А4 точками);

2) ласточкин хвост (А5 точка);

3) зонтик (Аз точки);

4) линии п4 С точками п5 ;

5) пересечения линий А4 и D4 с линиями самопересечений.

Случай Аз. Проекция общего положены из 4-nространствй в 3-nро

странство поверхности особенностей типичной 1Саусти1Си в некото

рой окрестности любой глаmcой (Аз) тОЧ1Си этой поверхности ~вoltЯ

ется либо вложение..u, либо Э1Свива..4ентно стандортноми отображе

нию ТМОС1Сости на З0нти1С,

(в этой нормальной форме рассматриваемая тОЧ1Са совпадает с нача

ло," 1Соордuнаm).

Устойчивость обоих отображений хорошо известна.

Таким образом, единственными особенностями типичных бикау

стик в 3-пространстве являются (помимо трансверсальных самопере

сечений) зонтики Уитни-Кзли и особенности на линиях, заметёнными

точками особенностей мгновенных каустик (то есть линии А4 и п4 ) .

Случай А4 • Типичная 6и1Саусти1Са А4 в 3-nространстве ЛО1Са..4ЬНО



222 Гяаеа 7. Задача об обходе nреfUmсmвша

(А4 точка соответствует нуд,ю, тO~7Cи А5 и D 5 не no-явoltЯютс-я). Эти

особеняости ycтoй~ив ы.

Таким образом, проакция линии А4 есть полукубическое ребро воз

врата бикаустики, за исключением (изолированных) точек, в которых

обе части бикаустики, разделенные ребром возврата, перасекают друг

друга. Особенность бикаустики в таких точках есть сложенный зонтик

(рис. 105).

Рис. 105. Сложенный зонтик; особенность А4 бикаустики

Доказательство основано на общей теореме: образ типичной по

верхности, u.иеющеЙ nодукуби~еское ребро возврата, под деЙствие.м.

отображения C1C.J1,aтru 3-nространства «u,v,w) н. (u2,v,w)) д,О1сально

д11.ффео.u.орФен "сд,оженно.u.узонтику" и2 = v3 w2.

Случай D4• Типичная D4-бикаустика в 3-nространстве диффео

J.(орфна д,ибо nдoc7Cocти (слу~ай Dt, ltкошед,ё1С ") , либо поверхности

w(w - v2)(w - Av2 ) = О, где А = а + и, а 1= о в тиnи~ной тO~Ke хриеой

D4 11. А = и 1l.4tI А = а ± и2, а 1= 0,1 в некоторых специальных тO~Kax

(cд,y~aй Di, "nира.м.ида", рис. 106).
Эти особенности также устойчивы (значение параметра а при де

формации может меняться).

Случай А5. Типичная биJCаустика в 3-nросmрансmве диффео.u.орфна

Aacmo~KUHO.u.y хвосту в тO~Kax А5.

Случай D5. Нормальная форма бикаустики в 3-пространстве в её D5

точках неизвестна (рис. 107).
Конечно, типичная бикаустика содержит также точки трансвер

сального пересечения различных ветвей особенностей, описанных

выше.
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Рис. 106. Особенность о, бикаустики

Рис. 107. Особенность п5 бикаустики

Вернемся к раскрытому ласточкину хвосту. Теорема 1 описывает

типичное заметание бикаустики рёбрами возврата мгновенных фрон

тов в особенности .As .

Доказательство теоремы 1 использует свойства векторных полей,

касающихся раскрытого ласточкина хвоста.

Теорема 2. Векторное поле на 3-nространстве, "асающеес.я лас

точ"ина хвоста и голоморфное в его вершине, ~в.4JIетс.я nрое"цией

векторного no"u на 4-nространстве, "асающегос-я раскрытого лас

точкина хвоста и голаморфного в его вершине.

Эта теорема доказана в [72] прямыми и очень сложными вычисле

ниями: результат получен за счёт невероятного сокращения большого

числа членов. Анализ причин этого сокращения привёл А.Б.Гивенталя

к следующей общей теории многомерных раскрытых ласточкиных ХВО-..
стов В пространствах многочленов произвольнои степени.
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Рассмотрим башню Гивенталя, образованную пространствами мно

гочленов с комплексными коэффициентами произвольной степени, име

ющихединичный старший коэффициент. (Подобная теория существует

и для вещественных многочленов.)

Пространство

сп = {хn + alX
n

-
1 + ...+ аn}

образует n-й этаж этой башни. Композиция деления на степень и диф

ференцирования проектирует каждый этаж на предшествующий (про

екция является расслоением с одномерным слоем).

Определение. Кократностью корня многочлена называется раз

ность между степенью многочлена и кратностью корня.

Дифференцирование не меняет кократиости корня. Многочлены с

как минимум одним корнем кократиости ,не превышающей k, обра

зуют (аффинное) алгебраическое подмногообразие n-го этажа. Фик

сируя k, получим цепь алгебраических подмногообразий пространств

многочленов различной степени, состоящих из многочленов с как ми

нимум одним корнем кократности, не превышающей k. Проекция каж

дого этажа нашей башни на предшествующий этаж отправляет верхнее

многообразие цепи на нижнее многообразие.

Теорема 3 (см. [11]). Эта цепь стабилизируетс,я на (2k+l)-AC этаже

(nерво.u этаже, на 1Соторо.u корень кохратности, не nревышающей k,
единств ея) .

Более точно, каждое многообразие на верхнем этаже (то есть мно

гообразие многочленов степени n > 2k + 1, имеющих корень кократно

сти не превышающей k) принадлежит гладкой алгебраическое гиnер

поверхности, диффео.морфно nроектирующейс,я на пространство пре

дыдущего этажа.

Следовательно, все многообразия .многочленов степени n, иАСеющих

корень хохратности, не nревышающей k, диффео.морфны друг другу,

при УС.llоtЗии, что n > 2k + 1 (они диффеоморфны как особые и как

алгебраические многообразия).

Замечание. Подобная теорема справедлива и для многочленов с ну

левым следом (следом многочлена называется сумма его корней). Это

легко следует из теоремы 3, так как дифференцирование коммутирует

со сдвигами х .

Пример. Рассмотрим проекцию ласточкина хвоста, образованного

имеющими кратный корень многочленами х4 +Ах2 +Вх +С, на (А, В)-
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плоскость вдоль оси С (рис. 108). Рёбра возврата ласточкина хвоста

диффеоморфно проектируются на полукубическую параболу, В самом

деле, рёбра возврата принадлежатповерхности С = -А2/4. Здесь k = 1
и цепь стабилизируется на уровне кубических многочленов.

Рис. 108. Стабилизация l-мерного

раскрытого ласточкина хвоста

Гладкая гиперповерхностъ, упомянутая в теореме 3, может быть

выписана явным образом: она является графиком квадратичного мно

гочлена. Для первого над стабильным этажа (n =2k + 2) эта гиперпо

верхность была найдена Гильбертом [10]. А именно, им была доказана

лёгкая

Теорема 4. Если

хn + ы1n-1l + ... + ЬN = (х - a)k+2(xk + alxk-1+ ... + ak),

то

2 'Ь - ~( l)i+l" ( ')' ьь .N. n - L-; - 1,. n - 1, • 1 n-1, 1 < i < n.

Уравнения упомянутых параболоидов в пространствах многочленов

большей степени также могут быть выписаны явным образом. Введём,

для удобства, дифференциальные операторы а(а):

dlJF
а(а)F = (fё& ,

(8 - т)!

где r - некоторое число И "факториалы" отрицательных чисел опре

делены как произведение предыдущих отрицательных чисел, усечённое

на достаточно удалённом месте; например, мы можем использовать

"факториалы"

(8 - т)! = (s - т) ... (1 - т), для 8 < т.

Теорема 5. Если

F = (х - ау+l(хт- 1 + ., .), где r > т,
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то

Глава 7. Задача об обходе nреn.яmствu,JI

(су.м.мирование ведётся по i + j = r +т, О < i < т).

Теорема 5 даёт .явное уравнение параболоида на этаже многочле

нов степени r + т, содержащего многообразие многочленов с корнем

кократности, не превышающей k =т - 1.
Теорема 3 следует из теорем 4 и 5. Из них вытекает также сле

дующее

Следствие. Все n 1Ъоэффициентов .много'ЧJtена

.могут быть выражены 1Ъа1Ъ .многоч.лены с paquoHaJ&bHы.uu 1Ъоэффициен

ma.uu от nере.менныж (Ь 1 , ... , b2k+l ) .

Теоремы 4 и 5 могут быть доказаны пр.ямыми вычислениями (они

описывают достаточно сложные комбинаторные тождества между би

номиальными коэффициентами). Гивента.ль заметил, что теоремы 3
и 4 могут быть выведены из следующих двух тождеств (в которых

p(i) = diРJdx i):

Теорема 6 (см. [11], [171J). Д.л..я любого .многоч.лена Р че·тНQU степени

n многочлен

n

Ro[F] = L(_l)ip(i)p(n-i)

i=O

.яв.л.яетс.я константой. Эта 1Сонстанта равна НУ.ILЮ, если F u.ueem
корень 1ЪО1Ъратности, .меньшей nJ2.

Д.л..я проиэвольного .многОч.1ена F нечётной степени n, .многоч.лен

(n-l)f2
Rl[F] = L (n - 2i)ip(i)F(n-i)

i=o

.яв.л..яетс.я линеuньut, и

d [dF]dx Rl[F] = Ro dx .

Линейный .многоч.лен R1[F] тождественно равен НУ.ILЮ, если Р u.ueeт

корень кохратности, .меньшей (n - 1)/2.
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Доказательство (см. [11]). Рассмотрим "обобщенное уравнение Нью

тона порядка 2т для свободной частицы",

d2m u
dt2m = О.

Функция

является его первым интегралом. Используя координаты Дарбу, введём

симплектическую структуру

i=l, ... ,m

(другими словами, рассмотрим симплектическуюструктуру, соответ

ствующую вариационномупринцилу 6f Ldt = О, где L = (u(m))2j2).
Уравнение Ньютона принимает вид гамильтоновой системы с га

мильтонианом Н. Её решения являются многочленами степени мень

ше, чем 2т. Теорема 4 и первая часть теоремы 6 выражают закон

сохранения Н для уравнения свободной частицы.

Рассмотрим однородное и )квазиоднородное эйлеровы векторные

поля,

_ (i) д Е ". (i) д
Ео - Е u aU(i) , 1 = L." 1,и Bu(i) .

Соответствующие растяжения переводят в себя фазовые траектории

уравнений Гамильтона свободной частицы. Поле

2т-l
Vl = 2 Ео - Е1

гамильтоново (так как однородная степень симплектической структу

ры равна 2 и её квазиоднородная степень равна 2т - 1).
Функция Гамильтона поля V1 такова:

(l<i<m).

Используя однородность и квааиодиородность Н, легко вычислить

скобку Пуассонафункций Н и Ht . Получаем

{Н, Ht } = Н.

Это доказывает вторую часть теоремы 6 (а также и теорему 3).
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Пример. Рассмотрим многообразие многочленов хn + аохn-2 + ... +
+аn-2 , имеющих корень кократности, Не превышающей 2. Такое мно

гообразие в пространстве многочленов степени 4 представляет собой

обычный ласточкин хвост. В пространстве многочленов степени 5 это

многообразие - раскрытый ласточкин хвост.

Проекция раскрытого ласточкина хвоста на обычный не являет

ся диффеоморфизмом (точки на линии самопересечения имеют по два

прообраза). Согласно теореме 3, раскрытый ласточкин хвост в прост

ранстве многочленов степени 2k + 1 = 5 стабилен: все многообразия в

нашей цепи на верхних этажах диффеоморфны ему.

Как и в этом примере. стабилизация всегда имеет место на наимень

шем этаже, где исчезают все самопересечения. Позтому мы будем на

эывать первое стабильное многообразие .uH020.uepHЫAe раС7Срытым ла

сточ7СUНЫМ xBocmo.u. Одномерныйраскрытыйласточкинхвост являет

ся полукубическойпараболой. Двумерный раскрытыйласточкинхвост

является поверхностью в пространстве многочленов степени 5 и Т. д.

Теорема 7 (см. [11]). Росток люБО20 голоморфнога ве7СтОРН020 nоJI.Я,

7Сасающе20С.я многомерного ластОЧ7Сuна хв"оста (.uН0200бразu.я '"НО20

Чilенов с "ратными "орн..я.мu) , может быть поднят до ростка 20.110

.uорфН020 ве7СтОРНО20 nоJI.Я, 7Сасающе20С.я стаБШ&ЬН020 многообразия

над этu.м ласточfCUНЫМ хвосто.м.

Другими словами, на пространстве многочленов проиэвольной сте

пени N > (2n - 3, n) существует голоморфный росток векторного поля,

касающийся многообразии многочленов с корнем кократности, не пре

вышающей n - 2, и проектврующийся (посредством N - n дифферен

цирований) в наперёд заданное векторное поле на- пространстве много

членов степени n, касающееся многообразиямногочленовс кратными

корнями.

Замечание 1. Подобные теоремы верны для пространств многочле

нов, на которые не наложены ограничения на старший коэффициент и

след, а также для полиномиальныхвекторных полеи на всем простран

стве.

Замечание 2. Поля, касающиеся многомерныхласточкиныххвостов,

хорошо изучены (смотри §4.1). Доказательство теоремы 7, опублико
ванное в [11], содержит явные формулы для поднятых полей.

Замечание 3. ОграничениеN > 2n-3 теоремы7 существенно: утвер

ждение неверно при N = 6, n = 5.
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Замечание 4. Любое полиномиальноевекторное поле на пространст

ве многочленов степени n может быть разложено в сумму полиноми

ального векторного поля, поднятого с пространства многочленов сте

пени n - 1, и поля, касающегося многообразия многочленов с кратным

корнем. То есть верно следующее обращение теоремы 7: любое па

линомиальное векторное поле, касающеес.я многообразия многочленов

степени n с корнем кократности не превышающей k, может быть разла

жено в сумму поднятий полей, касаюшихся предыдущих ласточкиных

хвостов (то есть многообраэий многочленов степеней n, n -1, ... , k - 2,
имеющих кратные корни).

в последующем нам потребуется ещё один результат, касающийся

раскрытых ласточкиных хвостов.

Теорема 8 (см. [11]). Расврытый ластО'Ч1Син хвост размерности k

.являетс.я (особы.АС) лагранжевым многообразием в пространстве ,мно

гО'Ч.llенов степени n = 2k + 1 с едuни'Чны.At старшu.u 1Соэффициенто,м и

ну.аевьш сзедон, снабжённом естественной Сu.A4n.aе1Сти'ЧесJCОU стру1С

турой (с,м. §1.1, npu..мep 10).

Доказательство. Наше пространствоявляется пространствомхарак

теристик гиперповерхности h == О в симплектическом пространстве

многочленов степени n + 1, где h есть гамильтониан сдвигов вдоль

оси х.

Раскрытый ласточкин хвост размерности k есть образ в пространс

тве характеристик проекции многообразия многочленов степени n + 1,
имеющих нулевой корень кратности k+2. Симплектическаяформа объ

емлющего(2k+2)-мерногосимплектическогопространстваравна нулю

на этом гладком k-многообразии(так как это многообразиеесть коор

динатная q-плоскость в координатах Дарбу, введенных в §1.1). Следа

вательно, его проекция в 2k-мерное пространство характеристик явля

ется лагравжевым подмногообраааем (В общем случае особым).

Явное выражение симплектической структуры теоремы 8 легко ма

жет быть получено с помощью алгоритма параграфа 1.1.

Пример. Рассмотрим обычный раскрытый ласточкин хвост (k == 2)

Мы начинаем с обычной симпдектической структуры на пространстве
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многочленов степени 2k + 3 = 7,

Главо 7. Задача об обходе npenJImCm6tu:

где ej = x i /л, и (р, q) - координаты Дарбу раздела 1.1. Гиперплос

кость qo = 1 расслоена на характеристики, параляеяьные оси Ро. Прост

ранство характеристик естественно отождествляется с .пространством

проиэводных, то есть с пространством многочленов степени 2k+2 = 6,

(сна.бжённом симплектической структурой Е dPi Л dqi), Гамильтониан

сдвигов есть функция

Выберем координаты (ql' q2, qз, Рз, Р2) на гиперповерхности Н = О. Ха

рактеристикой этой гиперповерхности является многочлен, для кото

рого Н = О, вместе с его сдвигами вдоль оси х. Таким образом, прос

транство характеристик может быть отождествлено с пространством

многочленов степени 2k + 2 = 6 с нулевым следом (ql = О) и Н = О.

Выберем координаты (112, q2, р3, qз) на этом пространстве.

Это пространство многочленов дифференцированием диффеоиорф

но проектируется на пространство многочленов степени 2k + 1 = 5.
Следовательно, мы отождествили пространство характеристик с прос

транством многочленов степени 2k + 1 = 5 с фиксированным старшим

коэффициентом и нулевым следом. Симплектическая структура прос

транства характеристик может быть выписана в терминах остальных

(не старших) коэффициентов этих многочленов. В терминах выбран

ных координат Дарбу выражения для коэффициентов имеют вид:

А = 20q2, В = 60qз, С = -120рз, D = 120Р2.

Следовательно, pacqJwтwu ласточкин хвост ,Являетс,Я лагранжевым

многообразием дoМl, сtl.МnAе7Стuчес7СОй стРУ7Стуры 3 dA Л dD - dB л dC.

В общем случае симплектическаяструктура такова;

Раскрытый ласточкин хвост описывает также типичные особенно

сти в теории двойственностикривых в проективном пространстве.
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Пусть f : R ---+ RЗ - гладкое отображение. Будем называть его

7Сри60Й порядка (а, Ь, с) в ну.n.е, если первая иенулевая производная в нуле

имеет порядок а, первая последующая производная, неколлинеарная в

нуле а-ой, имеет порядок Ь, первая последующая, некомпланарная в нуле

первым двум, имеет порядок с.

Кривые порядка. (аl"", аn) в проcr;rранствах В", Rpn l сп, С'Р" оп

ределяются аналогично. Кривая конечного порядка в каждой точке

имеет соприкасающуюся гиперплоскость.

Определение. Кривая f* : R ---+ Rpn*, двойственная кривой f : R ---+
---+ Rpn, образована.соприкасающвмисягиперплоскостямикривой f.

Следующая теорема легка и хорошо известна (см., например, [148]
и [143], [14], [172]-[174]):

Теорема 9. f** = f; порядок, двойственный (а, Ь, с), равен (с - Ь,

с - а, с). В n-.uернооМ случае двойственный nор.ядо7С даётся фор.uулоЙ:

Регулярные точки кривой выделены условием аl

часть иерархии 2лад7CUХ 7Сривых в RЗ такова:

1. Начальная

(1,2,3) ~ (1,2,4)
обычные точки

точки уплощения

~ (1,2,5)
точки

биуплощения

(1, 3,4) ~

точки

перегиба

Коразмерность порядка равна

(порядок коразмерности с неустраним в семействах кривых, зависящих

0'1' с - 1 параметра] .

Определение. Многообразие касательных гиперплоскостей (то есть

гиперплоскостей, содержащих касательную прямую) кривой f в двой

ственном проективном пространстве называется фронто.u лежаядро

вой особенности f (для краткости, фронто.u 7Сривой f). Фронт являет

ся развёртывающейсяповерхностью,ребро возврата которой - двой

ственная кривая f*.
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Пример. Предположим, что f имеет простейшую особенность кораз

мерности 1 (порядка (1,2,4)). Тогда f* имеет особенность порядка

(2,3,4), подобную особенности кривой (х = t2 , У = t3 , z = t4 ) . Ка

сательные прямые этой кривой заметают ласточкин хвост - фронт

кривой f.

Типичная кривая в 3-пространстве может иметь изолированные

точки уплощения, но не может иметь необычных точек другого по

рядка. Следовательно фронт типичной кривой есть поверхность, осо

бенностями которой (кроме самопересечений) могут быть только по

лукубические рёбра возврата и изолированные ласточкины хвосты.

Рассмотрим типичное однопараметрическое семейство кривых в 3
пространстве. Кривые, соответствующие изолированным значениям

параметра. могут иметь точки биуплощения. Рассмотрим семейство

двойственных кривых. Поместим каждую двойственную кривую в от

дельное 3-пространство, зависящее от параметра семейства. Эти двой

ственные кривые заметают поверхность в 4-пространстве R3 х R (где

R обозначает ось параметра}.

Теорема 10 (см. [23], [143]). Поверхность, зометённая двойствен

Hbi.Ми 7Сривы.ми, лоtcа.аьно диффео.морфна раскрыто.му ласточкину хво

сту. Разбиение зтой поверхности на двойственные кривые диффео

.морфно разбиению на динии А = const многообразия .многО'Ч.l1енов

х5 + Ах3 + Вх2 + Сх + D, tшеющих корень кратности не .меньше

че.м 3.

Для некоторых изолированных значений параметра кривые исход

ного семейства могут иметь точки перегвба. Согласно О.П.Щербаку

([143], [172]), нормальная форма поверхности, заметённой двойственны

ми кривыми такова:

{х4 + Ах3 + вх2 + С» + D имеет кратный корень}.

Разложение на двойственные кривые эквивалентно В = const.
Среди прочего, статьи Щербака [143] содержит следующие резуль

таты:

1) Фронт кривой, двойственной типичной кривой (т. е. развертываю

щаяся поверхность, ребро возврата которой есть исходная гладкая

кривая в R3 или RрЗ), и.меет особенность "сложенный зонтиtc" в

точtcах первгиба (1,2,4) исходной 7СривоЙ. Следовательноон докаль

но диффеоморфен поверхности у2 = x 2z3 (рис. 105).
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2) Единственньши особенностями фронта типичной 'lCривой в Rpn
.я6.,uютс.я многомерные ластОЧ'ICины Х60сты [локвдьно диффео

морфны дискриминантамAk, k·< n). Объединениефронта 'lCPUBod С

гиперпвосхостью, двойственной соответствиющей тО'Ч'lCе УnAоще

НUЯ исходной 'lCpUBOU, ЛО'ICадЬНО диффео.АСОРфно aUC'lCpUJ,(UHaHmy Bk.

3) Рассмотрим типичное однопврометричесхое се.АСейство 'lCpUBblX в

Rpn. ДАЯ некоторых изомзрованныхзначений параметра встреча

ются особенности порядхов

(1, ... ,n-l,n+2) и (1, ... ,n-2,n,n+l).

Нормальные фор.м.ы соответствующих nерестроек фронтов та

'lCOBbl:

{хn+2 + 'UlXn + ... + Un+l UJ,(eem 'J{;ратный корехь},

фронты: иl = const;

{хn+ 1 + иlХn + ... + иn+l UJ,(eem 'J{;ратный корень},

фронты: u2 = const.

Теория фронтов кривых может рассматриватьсякак часть теории

лежаядровыхособенностей.

Более общая конструкция фронтов подмногообразийпроизвольной

размерности в проективном пространстве приведена ниже.

Подмногообразиев проективном пространстве определяет лежав

дрово подмногообразиев пространстве контактных элементов объем

лющего проективногопространства: оно образованоконтактнымиэле

ментами, содержащими касательное пространство исходного подмно

гообразия. Пространство контактных элементов проективного про

странства расслоено над двойственным проективным пространством

(контактному элементу сопоставляем содержащую его гиперплос

кость). Это расслоение является лежандровым (см. §3.1, рис. 35). Ле

жандрево подмногообразие, образованное контактными элементами,

касающимисяисходногоподмногообрааия, определяет лежандрово ото

бражение в двойственное проективное пространство. Образ этого ото

бражения (то есть множество касаюшихся исходного подмногообразия

гиперплоскостей) является фронтом зтого лежавдрова отображения.

Для краткости будем называть его фронто.АС исходного подмногообра

эш. Лежандрово отображение называется Фронтадьны.АС отображени

е.м, [ассоциированным с подмногообразием).
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Фронт подмногообразияпроизвольнойразмерности в проективном

пространствеявляется гиперповерхностьюв дуа.л:ьном пространстве.

Хорошо известно, что (многомерные)ласточкиныхвосты явдяются

ра.звёртывающимис.яповерхностями. Следующаятеорема есть обобще

ние этого факта на другие фронты.

Теорема 11 (см. [172]). Любой устойчивый росток лежандроеа

отображения кораяга т лежандрово эквивадентен ростку Фронтадь

ного отображения, ассоцииров анного с 'ке"оторьш т-.uерньш подмно

гообраэием проективного пространства. Фронтальные отображе

ния, ассоциированные с тиnичны..ии кривьuш, t.lvto&еют только особенно

сти Ak. Перестройкь лежвядровых отображений коранга т, ветре

чающиес.я в типичных се.uеUствах с коне",ньш число.u парометров.

лежандров о эквивалентны перестройкам фронтадьных отображений,

ассоциированных с т-.uерны.ии подмногообразиями nроективных nро

странств,

7.4. Симnлектическиетриады

Задача об обходе препятствия привела к раскрытомуласточкину хво

сту - особенности лагранжева многообразия лучей, срываюшихся с

поверхности препятствия, в симплектическом пространстве всех лучей.

Раскрытый ласточкин хвост описывает также особенности двух типов

лежаядровых многообразий: . первое из них образовано контактными

элементами фронта, второе - l-струями многозначной функции вре

мени (§7.2).
В §7.3 мы изучили многомерные раскрытые ласточкины хвосты, ис

пользуя геометрию пространств многочленов и бинарных форм. Сей

час мы будем использовать результаты предыдущих двух параграфов

для объяснения того, почему многообразия многочленов с корнем боль

шой кратности описывают особенности лагранжевых и лежандровых

многообразий в многомерных вариационных задачах с односторонни

ми ограничениями.

Теория симплектических триад, излагаемая ниже, была разработа

на А.Б.Гивента.л:ем [8], получившем их описание, отбросив излишнюю

часть описанной в §7.1 конструкции Мельроза.

Определение 1. Си.мn.л.е"mи",ес"а.ятриада (Н, Е, 1) состоит из гипер

поверхности Н в симплектическом многообразии и лагранжева подмно-
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гообразия L, имеющего первый порядок касания с Н вдоль подмного

образия 1С L, коразмерность которого в L равна 1.

Пример 1. Рассмотримобласть D на гиперповерхности в римановом

многообразии М.

Пучо1С геодезичесхих на D определён фУН"ICцией вре,,"ени 8 : D -+ R
(равной расстоянию от некоторого начального фронта в п). Функция

времени удовлетворяет уравнению Гамильтона-Якоби (\78)2 = 1 (если

8 гладка на D).
С этой ситуацией мы свяжем симплектическуютриаду в фазовом

пространствеТ*М. В качестве Н возьмём гиперповерхность,образо

ванную всеми ортами (р2 == 1). В качестве L возьмём все продолжения

алгебраических 1-форм р == d8 Iq с касательных пространста гиперпо

верхности D на касательные пространства объемлющего многообра

зия М.

Гиперповерхность Н пересекает L вдоль подмногообразия 1 С L
коразмерности один: 1 состоит из продолжений, нулевых на нормалях

к D.
[Если мы, используя риманову метрику, отождествим l-формы на

М с касательными векторами, то 1можно описать как график гради

ента 8. L состоит из векторов, ортогональная проекция которых на

касательные пространства D принадлежит 1.]

Теорема 1. Тройка (Н, L, 1), построенная по nуч1СУ .геодезичеС7Сих,

.я6.л.яетс.я Сu.A4n.aе1Сmичес1СОй триадой.

Доказательство. Порядок касания Н с L вдоль 1 равен 1, так как

риманова метрика квадратично выпукла (порядок касания может быть

выше в менее регулярных вариационных задачах или в комплексной

области).

Подмногообразие L лагранжево, так как

i*pdq == d1Г*8

(где i : L у Т*М· - вложение, 1г : L --+ D - естественная проекция ,
р dq - каноническая 1-форма на Т*М).

Следовательно (Н, L, 1) является симплектической триадой.

Рассмотрим произвольную симплектическую триаду.

Определение 2. Лагранжевым многообразием, порождённым триа

дой (Н, L, 1) называется образ подмногообразия 1 в пространстве ха

рактеристик гиперповерхности Н.
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ЯСНО, что это многообразие лагранжево во всех своих неособых точ

ках.

Теорема 2. Лагранжевомногообразие, порождённоетриадой теоре

.мы 1, состоит из .ay-чеЙ (геодезических объемлюшего пространства),

касающихс.я геодезических исходного пучка геодезических на гиnерnо

верхности.

Разумеется, пространство характеристик гиперповерхности р'1. = 1
является пространством (ориентированных) геодезических объемлкr

щего многообразия. Начальные точки, принадлежащие 1, являются ор

тами, касающимися геодези ческих исходного пучка.

Лагранжевы многообразия, порождённые зквивалентными симплек

тическими триадами, симплектоморфны. Из теорем 1 и 2 следует, что

для того чтобы найти нормальные формы многообразий лучей, сры

вающихся с геодезических пучка, достаточно симплектоморфизмами

привести к нормальным .формам соответствующие триады. Нормаль

ные формы триад даются следующим примерам.

Пример 2. Рассмотрим симплектическое пространство V многочле

нов от Х степени d = 2k + 2 с фиксированным старшим коэффициен

том, снабженное естественной симплектической структурой (см. §1.1).
Многочлен, координаты Дарбу которого - (р, q), записывается в виде

ed + ql td-l + ... + qk+lek+l - Pk+lek + ... + (-1)k+1Р1 ео,

где е] = х} jj!.

Обозначим через h функцию Гамильтона сдвигов,

2

h qk+l
= Рl + P'1.ql + ... + QkPk+l + -2-·

Пусть Н будет гиперповерхностьюh;: О, L -лагранжевой плоскостью

р = о. Гиперповерхность Н имеет первый порядок касания (квадра

тично касается) с лагранжевой плоскостью L вдоль гиперповерхности

1с L, задаваемойуравнениями

1: р = О, Qk+l = о.

Нетрудно~проверяется следующая

Теорема 3. Лагранжевомногообразие, порождённоетриадой приме

ра 2, сшсnдекто.морфно k-мерному раскрыто,му .л.асточх:ину хвосту,



§7.4. CUACn.1e"mu~ecJl:ue триадь, 237

то есть многообразию .многочленов I u.uеющих корень кратности nре

вышающей k, в сu.мnJ&екти'Ческо.м пространстве .многочленов степени

2k + 1 (с фиксированны.м старшu.u 'К:оэффи'Циенто.м и нулевым следо.м).

Главным результатом, касающимся лагранжевых триад, является

следующая

Теорема 4. Росток в нуле триады примера 2 устоЙ'Чив. Росток

триады общего положения в то'Чке квадратичного касанш гиперпо

в.ерхности и лагранжева подмногообразия сu.un.л.екто.морфен триаде

примера 2 uли её надстройке.

Надстройкой триады (Н, ь, 1) в R2a С координатами Дарбу (р, q)
называется триада в R 2a+2a' С координатами Дарбу (р, р/; q, q/) В кото

рой Нновое =Н + R2a', LHoBoe = L + Е', где L' - лагранжева плоскость
р' = о в R2a'.

Следствие 5. Логрвнжево многообразие, порождённое триадой об

щего положения, в каждой то'Чке локаль~о диффео.морфно декартову

произведению(.мHoгo.м~pHoгo)раскрытогоЛ!1сто'Чкинахвоста на глад

кое многообразие.

Следствие 6. Многообразиелу'Чей, срывающихс,я с поверхности nре

n..ятствш, яокально диффео.морфно декартову произведению (.много

.мерного) раскрытого ласто'Чкина хвоста па гладкое многообразие

(при ус.аовии, 'Что поверхность препятствия и nу'Чок геодези'Ческих

на не'й - общего nоложени,я).

Замечание 1. Условии общности положения теоремы 4· могут быть

сформулированы в терминах поля характеристических направлений

гиперповерхности Н. В точках 1 характеристическое направление ка

сается L. Таким образом, мы получили на 1 поле направлений (касаю

щихся L). Условия общности положения триады в теореме 4 требует

общности этого поля: оно должно приводится к локальной нормаль

ной форме д/ дх диффеоморфизмом многообразия L, отправляющим 1
в гиперповерхность

а а-2 + Ох + 'Ul Х ••• + 'Ua-l = .

Замечание 2. Теорема 4 и её следствия верны в гладком и в голо

морфном (аналитическом) случае.
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Доказательство теоремы 4. (См. [170], [8].)

1) Выпрямим Н, выбирая такие координаты Дарбу, что уравнение Н

в некоторой окрестности рассматриваемой точки (нуля) принимает

вид ql = о.

2) Выберем дагранжево пространство, линейное в зтих координатах и

трансверсальвое в нуле как Н, так и L. Паралледьные пространства

образуют лагранжево расслоение (в некоторой окрестности нуля).

Лагранжево многообразие L является сечением зтого расслоения.

3) Выберем новые координаты Дарбу (линейные по отношению к пре

дыдущим) такие, что слои имеют вид q = const. Уравнения для L
принимают вид р = дв/ aq; Н все ещё гиперплоскость.

4) Введём сдвинутые координаты Дарбу Р = p-as/aq, Q = q. В них L
становится нулевым сечением расслоения (Р, Q) I--t Q. Отождествим
зто лагранжево расслоение (локально) с кокасательным расслоени

ем Т*L (точка (Р, Q) соответствует l-форме Р dQ на касательном

пространстве к L в точке Q).

5) Пересечение Н со слоем Т*L является аффинной гиперплоскостью в

зтом слое.

6) Аффинная гиперплоскость в пространстве, двойственном линейно

му, эадается содержащей нуль прямой в исходном пространстве и

линейной l-формой на этой прямой. Действительно, гиперплоскостъ

У = {у : у 'х= с} определяет прямую {х : у 'х= Z 'х для любых у, z Е
Е У} и l-форму У Ix на этой прямой. Эта пара (прямая, l-форма)

определяет гиперплоскость, и любая такая пара определяет некото

рую аффинную гиперплоскостъ.

7) Таким образом, гиперповерхность Н может быть описана внутрен

ней геометрией L с помощью пары, образованной полем направлений

на L и полем l-форм на этих направлениях. Другими словами, Н

может быть описано парой, образованной полем направлений на L и

семейством дифференциальных l-форм вдоль интегральных кривых

этого поля.

Гиперповерхность 1образована точками L, в которых формы ИЗ это

го семейства равны нулю. В точках 1 направления поля являются

характеристическими для Н.
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8) Вложение 1 в L и расслоение L на интегральные кривые определяет

проекцию гиперповерхности вдоль одномерных слоёв. Особенности

зтой проекции - стандартные особенности Уитни, при условии, что

триада - общего положения (см. §1.2 и замечание 1).

9) Следовательно, мы можем выбрать координаты (ж, и) на L таким

образом, что интегральные кривые принимают вид и = const, а ги

перповерхность l задается уравнением

Р О F а а-2= ,где = ж + иlЖ + ... + 'lla-l'

10) Семейство дифференциальных l-форм вдоль интегральных кривых,

записанное в этих координатах, имеет вид f(x, и) dж. Функция f на

1равна нулю, зтот нуль - второго порядка, так как Н квадратично

касается L вдоль 1. Таким образом,

f(ж, и) = g(ж, u)р2(х, и), где g(O, О) # О.

11) Лемма. Се.АСеЙстБО дuфферен:цuа.аьныж 1.фор,j(

gp2 dx = g(ж, u)(жа + иl ж а-2 + ... + U a _ l )2 dx,

где g(O, О) # О, ЛО7СаАЫЮ npивoдu.мo 7с виду

расслоенной ЛО7СaJ&ЬНОU зa..wеноU nере.АСенных

ж = ж(Х, и), и = и(и).

12) Доказательство. По существу, этот результат является теоремой

о версальной деформации для форм степени 1/2,

[Подобные теоремы верны для дифференциальныхформ f(х)(dХIЛ

Л ... л dжn)Р от n переменных, произвольной комплексной степени р.

Их изучение, инициированное обсуждаемой здесь проблемой, ведёт

к интересной теории, имеющей и другие применени.я; например, в

теории пуассоновых структур на плоскости. Смотри [175]-[180].]
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В случае n = 1, р == l/k (например, в нашем случае, где Р = 1/2), те

орема о версальной деформации (в аналитическомслучае) сводится

к обычной теореме о версальной деформации для функции

Jx
ak

dx'

(так как условие "производная функции является k-й степенью ре

гулярной функции" инвариантно относительно диффеоморфизмов).

13) Перепишем конструкции пп, 6 и 7 в явной координатной форме.

Пусть qi - координаты на L, Pi - соответствующие импульсы.

В пп. 6 и 7 мы сопоставили гиперповерхности Н С Т*L, опре-
" U

деленнои уравнением

Vo + VIPl + ...+ vaPa = О, vi = щ(q),

поле направлений векторного поля на L 'с компонентами

и семейство дифференциальных 1-форм вдоль интегральных кри

вых, записываемое в виде

Vo Vo
- - dql = ... = - - dqa'

Vl V/1

Например, если Vl = 1, то семейство форм есть -vo dql'

И обратно,зная компонентыполя и 1-форм, мы можем восстановить

уравнение гиперповерхностиН.

14) Выберем координаты Х, U на L в соответствии с леммой п. 11. В

этих координатах поле направлений - это поле д/ах, поле 1-форм

- зто F 2(X, И) dX.

Обозначим импульсы, соответствующиеэтим координатам, через

РХ и РU·

Из п. 13 следует, что уравнение Н имеет вид:

Эта формула определяет некоторую нормальную форму триады и,

следовательно, доказывает первую часть теоремы 4. Для доказа

тельства оставшегося, преобразуем получившуюся триаду к виду,

указанному в теореме.
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15) Лемма. Триада

(Н : Рх + р2 (Х, И) == О, L: р = О, 1= Н n L)

сtl.Мn..1е7СтичеС7Си З7СВ ивалентна триаде
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q2
(Н : Pl + qlP2 + ... + qa-lРа + ...i!. == О, L: р == О, 1: р == Qu. == О).

2

16) Для доказательства этой леммы, выпрямим 1 (искривляя поле).

Удобно сначала привести старший коэффициент многочлена F к

l/а!, а затем привести семейство форм к р2(Х, И) dX/2 [растяже

ниями). После :ЭТОГО производвые F выбираем в качестве новых

координат на L:

дР aa - 1р

qa, == Р, qa-l ;; ох ::' ql == дХа- 1 (== Х)

(мы сохраняем остальные координаты Qi, от которых ни поле, ни

1-формы не зависят).

17) В новых координатах легко вычислить выражения для поля напра

влений и l-форм. Действительно, производвые новых координат

поХ:

ql== 1,Q2= Ql" .. ,Qa= Qa-l'

Вдоль интегральныхкривых этого поля направлений

Следовательно, по формуле- п. 13, уравнение гиперповерхности Н

имеет вид:

q~"2 + Рl + P2Ql + ... + PaQa-l'

Это доказывает эквивалентность нашей триады и триады теоре

мы 4. Теорема доказана.

Замечание. Появление р2 в нормальной форме П", 14 говорит, по-види

мому, о существовании связи между многообразием многочленов, име

ющих корень высокой кратности, и многообразием многочленов, имею

щих много корней кратности 2. Эти два многообразия действительно

диффеоморфны (см. [8J, [104]).
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Каждый многочлен чётной степени единственным образом может

быть записан в виде суммы квадрата и многочлена, степень которого

не превышает половины степени исходного многочлена; иначе, такой

многочлен единственным образом может быть записан в виде суммы

многочлена с нулевым корнем, кратность которого равна половине сте

пени, и многочлена, степень которого не превышает половины степени

исходного многочлена.

Нормальная форма п. 17 связана со вторым разложением, но в дру

гих задачах бывает полезна симплектическая структура, связанная с

первым разложением. Явные формулы для диффеоморфизма между

этими двумя лагранжевыми многообразиями (многочленов, имеющих
u u

корень высокои кратности, и многочленов, имеющих много двоиных

корней) приведены в [8]. К сожалению, они не дают ни явную форму

симплектической структуры, для которой многообразие многочленов с

большим числом двойных корней является лагранжевым, НИ объяснений

причин диффеоморфности ласточкина хвоста и многообразия много

членов х5 +Ах3 + Вх2 +Сх, имеющего кратные критические значения.

Недавнее экспериментальное открытие диффеоморфности каустик

и множеств Максвелла особенности С4 (см. рис. 91) также говорит о
u

достаточно неудовлетворительном состоянии соответствующеи теории

(например, обобщения упомянутого результата на более высокие осо

бенности Ck ещё ждут своего открытия).

7.5. Контактныетриады

Предыдущаятеория имеет контактныйаналог [166]. Его цель - изуче

ние лежандровых многообразий, возникающих в задаче об обходе пре

пятствия (т.е. особенностей множеств контактных элементов, касаю

щихся фронтов, и ,особенностей множеств l-струй функций, см. §7.2).

Определение. Контахтчая триада (Н, L, 1) состоит из

1) гиперповерхности Н в контактном многообразии, трансверсальной

контактным гиперплоскостям;

2) лежавдрова подмногообразия L в этом контактном многообразии;

3) гладкой гиперповерхности 1 в Е, вдоль которой Н имеет касание

первого порядка с L.
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Мы будем изучать росток триады в точке О Е 1.

Определение. Лежомдров ь&.м многообразием, порождённым триадой

(Н, L, 1) в О, называется образ ростка 1 в точке О под действием про

екции вдоль характеристик гиперповерхности Н.

Пример 1. Рассмотрим контактное многообразие Jl(M, R) 1-струй

функций на римановом многообразии (без края) М, снабжённомглад

КОЙ гиперповерхностьюдМ (мы можем считать М евклидовым прос

транством; подходит даже случай евклидовой плоскости).

УравнениеГамильтона-Якоби(vu)2 = 1, описывающее распростра

нение в М возмущений с единичной скоростью, определяет в Jl(M, R)
гиперповерхностьН. Рассмотримпучок геодезическихна дМ, ортого

нальных некоторой гиперповерхностив дМ; каждая геодезическая па

раметризованарасстоянием s до этой гиперповерхности. Рассмотрим

все возможные продолжения функции s с дМ на М. Многообразие

1-струй всех продолжений во всех точках дМ является лежандровым

подмногообразием в Jl (М, R).
Это подмногообразиепересекает Н вдоль многообразия1-струй та

ких продолжений, производная которых вдоль нормали к дМ равна

нулю. Обозначим это пересечение через 1.

Теорема 1. Тройка (Н, L, 1), построенная по гиперповерхности дМ

риманов а многообразия М и по nУ'ЧJ'У параметризованны» геодеэиче

CJ'ux на дМ 1 .явл..яетс.я контактной триадой.

Действительно, порядок касания Н с L вдоль 1 равен 1, так как

метрика невырожденно выпукла.

Замечание. В обозначениях рис. 101, построение L по 1симметрично
построению 'у по 1 (симметрия переставляет отображения 1 и 11; на

рис. 101 1 изображено не на вертикальной оси только ради экономии

места).

Теорема 2. Лежандрово многообразие, порождённое триадой тео

ре.м.ы 1, состоит из "онта1Стных элементов, J'асающихс.я фронта 6

задаче об обходе нрепятстеия (это многообразие вложено в .много

образие ориентированных 1Сонта1Стных эле.ментов на М).

Доказательство. Смотри §7.2, теорема 5.

Для описания нормальных форм контактных триад мы использу

ем естественные контактные структуры на нечетномерных простран-
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ствах многочленов с единичным старшим коэффициентом. Мы начина

ем с пространства бинарных форм нечётной степени, снабженного есте

ственной (SL2-инвариантной) симплектической структурой (см. §1.1).
Проективизация этого чётномерного пространства даёт нечётно

мерное проективное пространство гиперповерхностей (т. е. О-мерных

подмногообразий) фиксированной нечётной степени на проективной
u

прямои.

Косортогональные дополнения к радиус-векторам образуют GL2
инвариантное поле гиперплоскостей в пространстве ненулевых бинар

ных форм. Это поле определяет поле гиперплоскостей в проективном

пространстве О-мерных подмногообразия фиксированной степени на

проективной прямой. Это поле гиперплоскостей и есть контактная

структура. Эта контактная структура естественна (инваривнтна под

действием группы проективных преобрааований прямой на простран

стве О-мерных подмногообразий фиксированной степени).

Для явного ОПисания этой контактной структуры используем коор

динаты (р, q) на аффинной части нашего проективного пространства

размерности d = 2а - 1, состоящей из О-мерных подмвогообразий, не

содержащих "бесконечно удаленную" точку х = 00. Такие подмного

образия могут быть заданы уравнением f(x) = О, где

(где е; = х; / j!, а знаки перед Pi. чередуются). Легко доказывается

Теорема 3. Естественная контактная cmpy~тypa проективного

пространства 0-nод.мНО200бразuUопределена 1-фор.м.оЙ

'd ' 'd I dQ = Р q - q р - Рl,

Определение. Нейтральной гиперповерхностью однопараметричес

кой группы контактных диффеоморфизмов называется гиперповерх

ность, в точках которой вектор скорости принадлежит контактной ги

перплоскости (Q(V) = О, где V - вектор скорости, о = О - уравнение

контактной гиперплоскости).

Предположим, Что нейтральная гиперповерхность трансверсадьна

контактным гиперпдоскостям. Орбиты группы на нейтральной гипер

поверхности являются её характеристиками.

Сдвиги многочленов вдоль оси х действуют на пространстве мно

гочленов (*) и сохраняют контактную структуру.
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Теорема 4. Нейтральная гиперповерхность задаётс.я уравнением,

k = О, где
2, Ча

k = Р2 + РЗЧ2 + ... + РаЧа-l + 2"'

Действительно, компоненты поля скоростей группы сдвигов вдоль

оси Х таковы:

qi= qi-l, Pi= -Pi+l, где Pa+l - Ча, ql - 1.

Теперь мы готовы привести нормальные формы контактных триад.

Они определяются с помощью нейтральной гиперповерхности k = О в

контактном многообразии многочленов (*) и лежандрова многообразия

многочленов, имеющих в нуле корень кратности не меньшей а.

Теорема 5. Тройка

(Н : k = О, L: Р = О, 1: Р = Ча = О)

.яВд.Яетс.я контактной триадой в пространстве R 2a + l , снабженном

контактной cmpY'ICmypou

'd' 'd' dа = Р q - q Р - Pl·

Доказательствоявляется простой проверкой, основанной на выра

жении для k (приведённом в теореме 4).

Определение. Контактная триада теоремы 5 и особое лежандрово _
многообразие, определяемое ею, называются стандартной контакт

ной триадой в R2a-l И стандартнымособым лежондровыммногообра

зием,.

Размерность этого стандартного многообразия равна т = а - 2.
Обозначим стандартное особое лежандрово многообразие через ~т.

Из теоремы 5 вытекает

Следствие 6. Стандартное особое лежсндрово многообразие ~a-2

состоит из таких многочленов (*), для которых

ч~
Ч2 = О, Р2 = -Р4qз - ... - РаЧа-l - 2'

и которые u.м.еют корень 'Кратности не м,еньшей а. Контактная

структура на это..к пространстве определяетсяс nом,ощью l-фор..кы

а = р" dq" - ч" dp" - dPl,

где ч"= (qз,···,qа),'Р//=(Рз,···,Ра)'
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Комбинируя этот результат с результатами §7.3, касающимися мно

гочленов с корнями высокой кратности, получаем

Следствие 7. Стандартное особое пежондрово многообразие Ет

диффео.морфно pac~pытo.м.y ласточхини хвосту размерности т, то

есть многообразию .м.ногО'Ч,д,енов вида

2т+l + 2m.-l + _ ( t)m+l ( m + )х u 1х ... + и2т. - х - х. . . .

Пример. При а = 3, применяя следствие 6, получаем многочлены

1~ox5 +,хЗ - ~x2 - Рl,

а = РЗ dqз - qЗ dРз - dPl'

Многочлены такого вида, имеющие корень кратности не меньшей

3-х, образуютдежандровукривую

Е1 = {! = l~O(X - t)4(X +4t)},

то есть

t2 tЗ t5

qз = --, РЗ =--, Рl = --
2 3 30'

Эта кривая диффеоморфнаполукубической параболе. Её особенность

ответственназа 5f2-0собенность эвольвент плоских кривых в типичной

точке перегиба.

Замечание. Многообразие Еа-2 квазводнородно. Присвоим коорди

натам следующие веса:

deg qi = i - 1, degpi = 2а - i.

Тогда deg k = 2а - 2, deg а = 2а - 1. Многообразие Еа-2 является

образом, под действием кваэводвородного отображения, координатно

го пространства с весами (1, ... , а - 2).

Пример. При а = 4 координаты (qз, q4,Р4,РЗ,Рl) имеют соответствен

но веса (2,3,4,5, 7). Лежандрово многообразие Е2 является образом

(t, в)-ПЛОСКОСТИ, где

degt = 1, degs = 2,
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Е2 = {f= ~!(x-t)5(x2+5tx+s)}.

Это многообразие :Е2 диффеоморфно многообразию многочленов сте

пени 6, с фиксированным старшим коэффициентом, нулевым следом и

корнем кратности не меньшей четрёх.

Определение. Надстройкой стандартной триады в R2a-l называется

триада в пространствеR 2Ь-1, снабженном контактной структурой

определяемая следующим образом:

L:p=O, l:p=q. =О(Ь> а)).

Теорема 8. Ростки в ну,л,е стандартных триад (и ростки их над

строе1С) устойчивы (1Са'К ростхи контахтных триад, рассматривае

.м:ых с точностью до контахтной Э1Свива.л,енmности).

Триада общего положения ,л,О7Садьно, в окрестности каждой своей

тОЧ1Си, контазетоморфнастандартной триаде 1Ми её надстройке.

Следствие 9. Лежандровымногообразия, образованныеконтактны

.м:и э,л,е.м:ента.ми, 1Сасающu.мис.я фронта в типичной задаче об обхо

де препятствия, устоЙ'Чивы. В некоторой окрестности любой. сво

ей тО'Ч1Си эти многообразия контахтоморфныстандартным особым

лежандровым многообраэиям (иди их надстроЙ1Са.м),. то есть они до

1Садьно диффео.м:орфныраскрытым дастО'Ч1Синьш хвоста.м.

Для доказательстватеоремы 8 достаточно контактвфвцировать те

орему 4 §7.4. А именно, выберем l-форму а, определяющую КОНТакт

ную структуру, для которой ядро формы da в точках гиперповерхно

сти (первом члене триады) касается этой гиперповерхности.

Проекция контактногомногообразия (вдоль интегра.льныхкривых

этого поля ядер) определяетсимплектическуюструктуру на чётномер

ном пространствеинтегра.льныхкривых (образ формы dcx).
Проактируя контактную триаду, получаем симплектическую три

аду. Исходная контактная триада может быть восстановлена по её

симплектической проекции с помощью операции контактвэации (ДО

бавлением значения производящей функции дагранжева многообразия
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в качестве новой координаты). Применяя эту общую конструкцию к

стандартной симплектической триаде (из теоремы 4 §7.4), получим

стандартную контактную триаду теоремы 8. Теперь мы можем приве

сти к норма.льным формам особенности l-графиков функции времени

(этот 1-график является подмногообразием в Jl(M, R), состоящим из

1-струй многозначнойфункции времени).

График 1-струй функции времени (в §7.2, рис. 101, обозначенный

через Г) образован характеристиками гиперповерхности Н (в §7.2 обо

значаемой через з» (М, R)), пересекающими многообразие 1 триады
(Н, L, 1) из теоремы 1 (см. теорему 10 в §7.2).

Рассмотрим задачу об обходе препятстввя, в которой препятствие

ограничено типичной гиперповерхностью дМ в римановом многообра

зии М. На дМ рассмотрим типичный пучок геодезических, параме

тризованных расстоянием 5 от данной гиперповерхности в дМ. Этот

пучок определяет функцию времени на М (совпадающую с 5 на дМ) .

Теорема 10. Многообразие Г l-сmруй Фун~циu времени лохалъно

контахтоморфно многообразию .многО'Чденов (*), u.м.еющих 'Корень

кратности, превышаюшей а.

Упомянутый выше диффеоморфизм отправляет l-струи функции

времени в точках любого фиксированного луча (т. е. в точках фикси

рованной геодезической на М) в многочлены (*), подучающиеся друг

из друга сдвигом вдоль оси х.

Доказательство. По теореме 1, тройка (Н, L, 1), построенная по 5,

является контактной триадой. Эта триада - общего положения, при

условии, ЧТо препятствие и пучок геодезических на нём находятся в

общем положении. Следовате.льно, эта триада докаяьно эквивадентна

триаде теоремы 5 (по теореме 8; нам ·не нужны надстройки, так как

мы можем рассматривать в качест~е нормальной формы росток стан

дартной триады в произвольной точке).

Для триады из теоремы 5 многообразие 1состоит из многочленов с

нулевым корнем кратности, превышающей а. Характеристики гипер

поверхности Н из теоремы 5 являются орбитами сдвигов вдоль оси х

(по теореме 4). Орбиты точек из 1 заметают многообразие многочле

нов (*), имеющих корень кратности, превышающей а, что и требова

лось доказать.

Наконец, мы приведём явные формулы для особенностей многообра

эий контактных элементов, касающихся фронтов, и l-графиков функ

ций времени, а также для особенностей соответствующих подмного-
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n = 2k + 1.

Естественная (SL2-инвариантная) контактная структура на этом про

странстве определена уравнением

L i!j! (-l)ia,i daj = О, где i + j = n, ао = 1.

Из теорем 10 и 8 вытекает

Следствие 11. Многообразие 1-струй функ;цv:u вре..иени общего по

ложения в задаче об обходе препятствияв т-пространствеЛО1Са.аьно

хонтахтоморфенособо..иу .t&ежандровумногообразию,mH020-чденов

в пространствемногочленов степени n = 2т + 1, снабженном есте

ственной к;онта1Сmн.ои стРУ1Стурой. Ограничение ФУН1Сции вре..иени на

это подмногооброэие u.мeeт вид ±аl + const; тОЧ1Си Фи1Ссирован,Н020

.t&уча соответствуютсдвигам вдодь оси х не1СотС?Р020 фи1Ссированно

20 ..иного-чдена.

Следствие 12. Многообраэие контахтных элементов типичного

фронта в типичнойт-мернойзадаче об обходе препятствиядО1Са.аьно

контахтаморфноособоми .t&ежандровумногообразию многочленов

xn + X
n-1 + an _ 2 X n - 2 + ... + ао = (х _ t)m+l (хт- 1 + ...)

в пространстве многочленов степени 2т с an-l = 1, снабженном

естественной 1Сонта7СтНОй стРУ1Стурой

Замечание. В [166] и [170] соответствующие формулы выписаны не

правильно.

Структуры самих типичных фронтов и графиков функций време

ни в многомерных задачах об обходе препятствия не известны, даже

топологически .
Например неизвестно, является ли функция минима.льного времени

в типичной задаче об обходе препятствия топологически зквива.лент

ной функции Морса. Это справедливо для соответствующей конечно

мерной задачи: топологически функции максимума и минимакса

J(y) = mахР(х, у), J(z) = min тахР(х,у, z)
х у х
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являются функциями Морса, при условии, что семейства F являются

семействами функций общего положения на компактных многообрази

ях (Матов [181]).
Неизвестно также, справедлив ли в задаче об обходе препятствия

общий принцип "хрупкости хорошего", согласно которому в особых

точках границы множества "хороших" объектов направления "плохих"

деформаций образуют более половины пространства всех направлений.

Ясно, тем не менее, что в задаче об обходе препятстввя "хорошие"

объекты - ЭТо недостижимые.

7.6. Гиперикосаэдралъна..яособенность

Результаты Этого раздела были получены О.П.Щербаком [6], чья по

смертная статья [144] содержит все доказательства. Гиперихосаэдром

называется правильный 6eO-гранник в евклидовом 4-пространстве. Для

того чтобы описать его 120 вершин, мы начнем с группы вращений

обычного икосаэдра. Эта группа, состоящая из 60 элементов, является

подгруппой в 50(3). Двулистное накрытие 5U(2) ---+ 50(3) сопоста

вляет группе вращений икосаэдра подгруппу в 5и (2), называемую би

нарной группой икосаэдра. Её 120 элементов находятся в 5U(2) ~ s3.
Их выпуклая оболочка и есть гиперикосаадр.

Группа симметрий гиперикосаэдра порождена 4 отражениями ев

клидова пространства. Эта группа отражений обозначается через Н4 •

Соответствующая диаграмма Дывкяна:

5.- .-. -.,
где 5 обозначает угол 1r-1r/5. ГруппаН4 содержит 1202 элементов. Она

действует на вершинах гиперикосаэдра как левое и иравое умножение

на элементы бинарной группы (следовательно, эта группа изоморфна

прямому произведению бинарной группы икосаэдра на себя).

Группа Кокстера Н4 не является кристаллографической: она не со

храняет никакую решётку в евкладовом 4-пространстве. Тем не менее,

она связана с решеткой Ев, из которой может быть сконструирована

следующим образом.

Рассмотрим диаграмму Дынкина Ев, сложенную как на рис. 109.
Каждая точка представляет зерка.ло, то есть отражение в евклидовом

8-пространстве. Два отражения а, (3 коммутируют. Их произведе-
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Рис. 109. Построение группы Н4

по решётке Ев
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ние а{3 - ортогональное преобразование 8-пространства (сохраняющее

решётку Ев) . Четыре произведения а/З, 16, €(, 110 порождают подгруп

пу группы ортогональных преобразований, сохраняющих решётку Ев.

Нетрудно видеть, что эта подгруппа изоморфна Н4 .

Таким образом, складывание, изображенное на рис. 109, опреде

ляет представление группы Н4 в евклидовом 8-пространстве (сохра

няющее решётку Ев). Это представление приводимо. А именно, 8
пространство является ортогональной суммой двух 4-х мерных про

странств веприводимых представлений группы Н4 • Таким образом,

группа отражений Н4 является группой, поро.ждённоЙ 4 проиаведения

ми, приведёнными выше, действующей на 4-х мерном (иррациональном)

пространстве неприводимого представления.

Эта связь между Н4 и Ев становится решающей при изучении дис

криминанта Н4 [являюшегося алгебраической гиперповерхностью в

пространстве орбит группы Н4 ) .

Замечание. Другие некристаллографические группы Кокстера могут

быть определены подобной конструкцией сворачивания других диа

грамм Дынкина, покаэаявой на рис. 110: А4 -+ Н'2, п6 -+ НЗ,

Ap- 1 -+ 1'2(Р)·

Рис. 110. Складывания диаграмм Дынкина,

порождающие группы Н'},' нз, lз(р)

Опишем дискриминант группы Н4 .
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Теорема 1 (см. [144]). Диc1Cpu.миHaHт группы отражений Н4 допус

кает параметризацию

х,

xz + у2/2,

ху3 + z2/2,

xy3z + у5/5 + zЗ /3,

где tk - базисные инварианты (k - степень) и (Х, у, z) - параметры

с веса.м.и 2, 6, 10.

На рис. 111 дискриминант Н4 изображён в виде перестройки его

двумерных сечений (изображены типичные сечения тремя параллель

ными трёхмерными пространствами).

Теорема 2 ([144]). Бифурк:ацuонна.я диаграмма НУ.l&еu семейства

фУНf'ций

5
(

Х 3 2 3f х, у) = 5 + ах (82У + 812) + X(S2Y + 812) + у + 820У + 830,

завис.ящего от четрёз: параметров (82,812,820, 8ЗО) (а f:. О), u.ueem две

1Со.мnоненты, каждая из которых дuффеоморфнаaUC1Cpu.uUHaHmy Н4 .

Если а = 1 'U.ttfj 2/3, то эти две гиперповерхностисовпадают.

Отображение (с4 , 0 ) -+ (св, О), инду'Цирующее это семейство из

версальной дефор.м.ации особенности Ев, .явJI.Яетс.я (.I&О1Са.l&ЬНЬШ) в.l&О

жением.

Есм: а = 2/3, то это отображение отправ-ляет бифУР1Са'Ционную

диагра.м..м..у семейства на страт 4А2 диc1Cpu.миHaHma Ев (четрые не

морсовские тОЧ1Си), который, следоеательно, диффео.м.орфен дискри

.минанту Н4.

Если а = 1, то это отображение отправ-ляет БUФУР1Сационную

диагра.м..м..у семейства на страт (АIА1)(АIА1)(АIАl)(АIА1) диC1Cpu.ми

нанта Ев (четыре пары одинаховых зеритически» значений), который,

следовотельно, т'!'к:же дuффеоморфен диc1Cpu.м.иHaHтy группы Н4 .

Замечание. Подобные результаты верны и дЛЯ Н2 И Нз. Соответ

ствующие семейства

5
Х5 + а82Х3 + 8~X +у2 + 810,

х5
5 + ах3у +ху2 +82у2 + 86У + 810,



§7.б. Гuпершсосаэдра./lЬНая особенность

о

Рис. 111. Дискриминант Н4 как перестройка поверхности
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иадуцированны из версальных деформаций А4 и п6. Случай а = 2/3
соответствуетстрату 2А2 дискриминантаА4 истрату 3А2 дискрими

нанта п6 . Случай а = 1 соответствует страту (А1А1)(АIАl) дискри

минанта А4 истрату (АIАl)(АlАl)(АlАl) дискриминанта пв.

Дискриминанты веприводимых кристаллографических групп Кокс

тера являются фронтами соответствующих лежандровых особенностей

(см. §3.2). Эта связь была расширена на некристаялографические груп

пы Гивенталем [8]. Начнем со следующего обобщения теории Ляшко

ЛоЙенги.

Рассмотрим голоморфвое векторное поле на пространстве орбит с

неприводимой группы Кокстера. Дискриминант является особой ги

перповерхностью в этом пространстве. Его касательная плоскость в

нуле определена уравнением dth = О, где th - базисный инвариант наи

высшей степени h. Эта степень h называется чuсдо"к Ковстере.

Теорема 3 (О.В.Ляшко [159], А.Б.ГивеНталь [8]). Все голаморфные

векторные no...u, в нуде трансверсальные диCKpu.миHaHтy, дока.л.ьно

голаморфно эквивалентны (т. е. могит быть преобразованы друг в

друга дока.л.ьны.м дuффео,морфuз,м,о,м, сохракяющu.м дuс"рu.мuнантную

гиnерnоверхность) .

Рассмотрим теперь локальное расслоение (Ck, О) -+-+ (ck- 1, О) про

странства орбит на траектории ТИПИчного гояоморфного векторного

поля (трансверсального дискриминанту). Траектории, пересекающие

дискриминант нетрансверсальво (пересечение состоит из менее, чем k
точек), образуют гиперповерхность в пространстве траекторий ck-l.

Эта гвперповерхвостьназывается бифуркационной дuaгpa.м.мo'й Функ

ций (термин объяснен в §5.3).
~

Теорема 4 (О.В.Ляшко [159], А.Б.Гивенталь [8]). Высшие группы го

"котоnu'й доnодненuя бифур"ационной дuaгpa.м.мы функци'й неnриводи

"кои группы Кокстера W тривиальны, тогда как фунда.мента.л.ьная

группа яеляется подгруппой конечного индекса в группе "ос из k ни

тей. Индекс этой подгруппы равен

(где IW I обозначает чисдо эде,ментов группы W).

Каустика особенности Н4 (явдяющаяся частью бифуркацвоннсй

диаграммыфункций, соответствующейребру возвратадискриминант

ной гиперповерхности)изображенана рис. 112. В с3 эта поверхность
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состоит ИЗ обычного зонтика Н2 и сяоженного зонтика А2 ; зонтики

имеют взаимное касание порядка 3 вдоль линии Нз.

Рис. 112. Каустика Н4

Будем рассматривать дискриминант как график "многозначной

функции" на C k - 1. Множество локальных "дифференцввяов" этой

"функции" образует лагранжево многообразие в T*ck - i . Соответству

ющее лежандрово многообразие образовано контактными элементами

с-, касающимися дискриминанта.

Теорема 5 (А.Б.Гивента.ль). Лагранжева nрое1С'Цu.я лагранжева мко

гообраэия, соответствующего группе Кокстера. проста. соот

ветствующее лагранжево многообразие диффео.морфно произведению

к:ривой р2 = qr на 2лад-кое многообразие, r определяется из САедующеu

таблицы:

r 1 2 3 т-2

и обратно, любая простая лагронжева nрое1C1f'U.Я лагранжееа мно

гообраэия, диффео.uорфНО20 произведению nлос-ких кривыа, лок:а.аьно

экв ива.аентна nрое-кции, порожденной. группой Кокстера (иди её три

виавьной надстроЙ-ке).

Замечание. Здесь слово "простое" значит, что лагранжево отобра

жение L ч Т*В -++ В, где L - фи-ксированное многообразие (быть

может особое), не имеет модулей (Т. е. все дагранжевы проекции этого

многообразия, достаточно близкие рассматриваемому отображению,

локально (в некоторой окрестности произвольпой точки) эквиваяентвы

проекции из некоторого конечного списка) 1).

1) Определение термина "простой" в [8] немного отличается от данного здесь, но

результат верен в обоих случаях.
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Пример. Лагранжево многообразие, соответствующее Hk, имеет сво

ей единственной особенностью обычное ребро возврата (r = З). Сле

довательно, единственно возможной особенностью лежандрова много

образия, образованного касающимися дискриминанта Н4 контактными

элементами, является полукубическое ребро возврата. Сложная осо

бенность, изображенная на рис. 111, отражает тот факт, что проекция

ЭТого дежандрова З-многообразия иэ 7-мерного пространства контакт

ных элементов в 4-мерное пространство, содержащее дискриминант, не

является типичной.

Таким образом мы пришли к задаче классификации дежандровых

проекций лежандровых многообразий с полукубическим .ребром воз

врата. Начнем с простейшего случая, в котором дежандрова кривая

с полукубической точкой возврата проектируется на плоскость вдоль..
слоев лежандрова расслоения.

Теорема 6. Лежанорова ?Срuва.я С nоду-ху6и'Чес1СОU то'Ч-хоu возврата

проехтириетсяна -хривую с особенностьюН2 (u.меющеЙточ-ху возвра

та порядка 5/2), nри усдовии, что -хасатедьная -х лежондровдй -хривой

в точке возврата не вертикальна (т. е. не совпадает с направлением

СДО,Я). Та-хая npoe-х'Цuя лежандрово Э1Свива.аентна npoe-х'Ции множест

ва 1Сасающихс'я кривой х5 == у2 нонтахтны» эде.м.ентов на са.м.у эту

криеию.

Замечание. Таким образом, единственной особенностью лежандро

вой проекции типичной дежандровой кривой с полукубической точкой

возврата являются точки возврата порядка 5/2 (в образе точек возвра

та проектируемойдежандровойкривой) и порядка3/2 (в образе точек,

в которых кривая гладкая, но направленавертикально).

Из этого замечания вытекает,что кривая, проективнодвойственная

типичной плоской кривой с точкой возвратапорядка5/2, имеет особен

ность этого же типа (автодвойствевнаяособенность). Это неверно для

некоторых нетвпичных кривых; например, для "нормаяьной формы",

определённой уравнением у == х5/2 В аффинных координатах. Действи

тельно, соответствующая лежавдрова кривая касается слоёв второго

канонического лежандрова расслоения Р'Г" р2 --++ р2•.

Кривая у == х2 + х5/2 находится в общем положении по отношению

к обоим каноническим расслоениям РТ·р2 --++ р2 И РТ*р2 --++ р2*,

и двойственная ей кривая имеет особенность Н2 порядка 5/2, диффео
морфкую особенности исходной кривой в нуле.
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Рассмотрим лежандровы проекции дежаядровых поверхностей с по

лукубическими рёбрами возврата. Само ребро является гладкой инте

грвяьной кривой распределения контактных плоскостей. Типичная ин

тегральная кривая контактной структуры нигде не вертика.льна. Сле

довательно, её проекция является гладкой кривой, которая локально мо

жет быть преобразована в прямую диффеоморфизмом базового

3-пространства. Объемлющее контактное многообразие и его лежан

дрово проектирование могут быть отождествлены с расслоением кон

тактных элементов базы. Элементы, соответствующие ребру возврата,

могут быть сделаны параллельными при помощи нового диффеомор

физма, сохраняющего описанную выше прямую.

В общей точке ребра возврата касательные плоскости лежавдрова

многообразия не вертика.льны (не пересекают касательные плоскости

слоёв). Однако, в некоторых точках ребра возврата они могут стать

вертика.льными (для типичной дежандровой поверхности с ребром воз

врата такие точки изолированы и соответствующее отображение ребра

в яагравжев грассманиан контактвой гиперплоскости трансверсально

шлейфу2) лагранжевой п~оскости, касающейся слоя). Эта ситуация по

рождает особенность Нз.

Рассмотрим типичное расслоение на плоскости базового 3-прост

ранства. Фронт нашего лежавдрова многообразия пересекает эти слои

вдоль плоских кривых. Контактные элементы слоя, содержащие каса

тельные направления к любой из таких кривых, образуют лежвндро

во многообразие в трёхмерном контактном пространстве контактных

элементов плоскости. Это лежандрово многообразие является лежан

дровым краем исходной лежандровои поверхности. Оно имеет полу

кубическую точку возврата в точке, соответствующей ребру возврата

исходной поверхности.

Таким образом мы построили однопараметрическое семейство ле

жандровых кривых в пространствах дежаядровых расслоений контакт

ных элементов плоскости. В точке возврата любой кривой касательная

прямая принадлежит контактной плоскости в этой точке. Для типич

ного значения параметра касательная прямая не вертикальна (не совпа

дает с направлением слоя). Однако, для некоторых значений параметра

эта касательная становится вертикальной. В соответствующей точке

появляется особенность Нз.

2) ШлеЙфо.м лвгрвнжева векторного пространства называется многообразие не

трансверсальных ему лагренжевых векторных пространств (т. е. пространств, пе

ресечение исходного лагранжева пространства с которыми содержит ненулевОЙ

вектор).
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Локально отождествим наше 3-пространство лежавдрова расслое

ния с пространством 1-струй функций одной переменной,

Jl(R,R) -н JO(R,R), (х,у,р) r-+ (х,у).

Так как вдоль лежандровых кривых dy = р dx, мы можем восстановить

эти кривые по их лагранжевым проакциям (на плоскость (х,р)). Эти

. лагранжевы кривые имеют полукубические точки возврата в нуле. Для

дежандровой кривой общего положения касательная в этих точках не

вертикальна, но она становится вертикальной (dx = О) при значениях

параметра. соответствующих особенности Нз. Перестройка соответ

ствующей лагранжевой кривой изображена на рис. 113.

~>O ~=O ~<O

эс

Рис. 113. Перестройка Нз лагранжевых кривых с точками возврата

Пример . р = t2, х = tЗ + 8t2, Где 8 - параметр. Соответствующая

лежавдрова кривая:

2
Р = t , J 3 2·

у = pdx == _t5 + -stЗ •
5 3

Фронт является кривой в (х, у)-плоскости, параметрически заданной

формулами

3 5 2 з
у = -t + -8t .

5 3

Для 8 ;; О фронт в нуле имеет Особенность Н2 порядка 5/2, где лежав

дрова кривая имеет полукубическуюточку возврата, и особенностьА2
в точках, где лежавдровакривая гладкая и вертикальная (3t + 28 = О).

Перестройка фронта изображена на рис. 5. 3аметённая фронтами по

верхность в трёхмерном "пространстве-времени" {(х, У, 8)} диффео

морфна дискриминанту НЗ (см. рис. 102). Эта поверхность является

также фронтом соответствующей лежандровой поверхности с ребром

возврата.
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Этот пример доставляет нормальные формы типичных лежандро

вых проекций поверхности с ребром возврата, особенностей её фронта,

его разложения на линии уровня ТИПИЧНой функции и типвчвых пере

строек лежаядровых проекций лежандровых кривых с полукубически

ми точками возврата.

Предупреждение. Этот пример не даёт нормальной формы' пере

строек проекций лагранжевыг кривых, это только пример. В самом

деле, рассмотрим два слоя х = const, не трансверсальныхлагранжевой

кривой. Вместе с кривой они ограничивают две площади, ((U(S),V(8))).
Соответствующая кривая в (и, v)-пространстве инвариантным образом

связана с лагранжевой перестройкой. Она меняется, однако, от одно

го семейства к другому. Таким образом, лагранжева перестройка Нз

имеет функциональный модуль.

Замечание 1. Дискриминант Нз локадьно диффеоморфен объедине

нию касательныхк пространственнойкривой

(Ляшко [4]) или любой кривой

Х=8+ ... , у = 8З +..., z = 85 + .. "
где точки обозначают слагаемые более высоких порядков (Щербак [5]).

Замечание 2. В проективном пространстверассмотрим поверхность

с особенностью Нз. Для такой поверхности общего положения двой

ственная поверхностьимеет особенностьН2 . Однако, она может иметь

особенность Нз. Это событие имеет коразмерность1 (в проективном
u

пространстве оно случается в типичных однопараметрических .семеи-
ствах поверхностей с особенностью Нз для некоторых отдельных зна

чений параметра).

Дискриминант Н4 , так же, как и дискриминанты Н2 и НЗ, мо

жет быть описан как особенность типичного фронта лежавдрова мно

гообразия' с полукубическим ребром возврата (размерности 2 в слу

чае Н4 ) .

Ребро возврата является двумерной интегральной поверхностью

контактной структуры 7-мерного объемлющего многообразия. Для

особого лежандрова многообразия общего положения, в изолирован

ных точках такая поверхность является вертикальной (касается слоя

некоторого фиксированного лежавдрова расслоения).
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• ,-j!~

В самом деле, проекция ребра возврата в соответствующее симплек

тическое б-многообразие (вдоль интегральных кривых поля ядер диф

ференциала контактной формы) является изотропной 2-поверхностью.

Грассманово многообразие изотропных 2-плоскостей в симплектиче

ском б-пространстве имеет размерность 7. Шлейф фиксированного ла

гранжева подпространства (образованного теми изотропными 2-плос

костями, которые не трансверсальны исходной 2-плоскости) имеет раз

мерность 5. Коразмерность шлейфа равна двум. Касательные плос

кости ребра возврата парамвтрвзованы двумя параметрами. Следо

вательно плоскость становится (трансверсально) вертикальной в не

которых изолированных точках ребра возврата (здесь мы используем

теорему трансверсальности , основанную на сюръективности "отобра

жения Гаусса", отправляющего изотропное подмногообразие с выде

ленной точкой в касательное пространство в зтой точке, сдвинутое

в начало координат объемлющего евкдидова симплектического прост

ранства).

Таким образом, ребро возврата типичного трёхмерного лежаядро

ва подмногообразия вертикально в некоторых изолированных особых

(Н4) точках.

Лежавдрова проакция ребра возврата в этих точках имеет особен

ность. Эта 2-поверхность в 4-пространстве может быть параметрвас

вана следующим образом:

t12 = ас,
1 з

tзо = -с .
3

Вдоль этой поверхности фронт имеет ребро возврата (Н2) порядка 5/2.
Таким образом, особенностьстрата Н2 фронта Н4 - раскрытый ЗоН

тик (см. §5.6).

Замечание. Таким образом, страт Н2 в четырёхмерном пространстве

орбит группы отражений Н4 диффеоморфвн конормальному расслое

нию полукубической параболы. Было бы интересным понять происхо

ждение соответствующей свмплектвческой структуры на пространст

ве орбит особенности Н4 (связан ли тот факт, что открытые зонтики

вкладываются в пространства, размерность которых кратна четырем,

с гиперкэлеровыми структурами?).

Вернемся к лежандрову многообразию размерности 3 с двумерным

ребром возврата Н2 . Касательные плоскости к этому многообразию

в точках ребра возврата могут быть вертикальными (касающимися

слоя). Для особого яежандрова многообразия общего положения это

случается в точках пекоторой кривой. Соответствующая особенность



§7.7. Нормаяьные фор.мы особенностей б зада'4е об обходе преn.ятстбtJ.Я 261

фронта - Нз (фронт локалыю диффеоморфен произведению дискри

минанта НЗ на прямую). Эта Нз-кривая на ребре возврата содержит

особую точку типа Н4 и является гладкой в этой точке. Проекция этой

гладкой кривой остается гладкой: эта проекция есть Нз-страт дискри

минанта Н4 (она совпадает с осью t12 введенных выше координат).

Дискриминант Н4 может быть описан как перестройка в однопара

метрическом семействе особенностей НЗ (подобно тому как дискрими

нант НЗ был описан в виде перестройки в однопараметрическом семей

стве особенностей Н2) . Это описание оставляется читателю.

Замечание. Другое описание дискриминанта Н4 было получено

О.П.Щербаком: рассмотрим семейство кривых

5 З З З О
х + у + и2 Х У + 'и12Х + 'и20и + Uзо = .

Значения параметров и, соответствующие особым кривым, образуют

гиперповерхностъ В 4-пространстве. Эта гиперповерхность имеет две

неприводимые компоненты, одна из которых диффеоморфна дискри

минанту Н4.

Приведённые формулы описывают вложение докальвой алгебры п4

в локальную алгебру Ев, индуцирующее на первой такую же граду

ировку, как и та, которая эадается сворачиванием инвариантов груп

пы Н4 • Это замечание (см. [98], §9, замечание 7) было отправной точкой

исследований Щербаком особенности Н4 •

7.7. Нормальныеформыособенностейв задаче об обходе

препятствия

Определим семейство "функций длины", заданныхна поверхности пре

пятствия, Параметром этого семейства будет служить точка объем

лющего многообразия. Значение функции равно сумме расстояния от

начальногомногообразия"источника" (вдоль геодезическойна поверх

ности препятствия) и расстояниядо конечной точки объемлющегомно

гообразия (вдоль геодезическойэтого многообразия;мы предполагаем,

что эти слагаемые гладкие). Основным наблюдением теории Щербака

об обходе препятствия является

Лемма. Кратности хритических то'Че-и: фУ"':lСЦUU д.lШНЫ чётны.
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Доказательство нетрудно усмотреть из рис. 114: простейшей осо

бенностью функции ДЛИНЫ от 1 переменной является кубическая (А').)

особенность, так как функция монотонна.

Рис. 114. График
функции длины F

Кратности более сложных особенностей функции длины равны уд

военному числу простейших (А2) особенностей, на которые исходная

особенность рассыпается после небольшого шевеления (считая, разуме

ется, и комплексные особенности).

в пространствах версальных деформаций функций с простыми кри

тическими точками О.П.Щербак нашёл (максимальные) страты функ

ЦИЙ, критические точки которых имеют чётные кратности.

Теорема 1 ([144]). Любое .ма7Ссu.малЬttое неособое подсемейство R+
версальной дефор.мацuuростка простой ФУН7Сцuu R+-экеивапентно од

'Н,о.м.у из се.меUств СnUС7Са Щербапа:

з, (С A2k )

!1k(C D 2k )

Аз(с Ев)

А4 (с Е8)

н4(с Е8)

f;(u k + qlu k- 2 + + qk-l)2 du,

й(uk-1 +qluk-З + + qk-ЗU + х)2 du + qk_2x2 + qk-l x,

х3 +у4 + qly2 +Q2Y,

х3 + у5 +QlY3 +Q2y2 + чэн,

х3 +fб(u2 +Qlx + Q2)2 du + QзХ.

Замечание. Деформация D2k содержит ещё одно максимальное под

семейство (эквивалентноеподсемейству, указанному в списке). Дефор

мации Ев и Е8 содержат также и особые подсемейства (отсутствующие

в других случаях).

Рассмотрим лагранжевы отображения, соответствующие приведён

ным семействам. Семейство Р(х; Q) определяет лагранжево подмного

образие

{
дР дР)

(р, Q) I 3х : дх = о, р = дQ I
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в пространстве кокасательного расслоения T*Rk-l -+t Rk-l,
(р, ч) t-+ ч-

Теорема 2 (А.Б.Гивента.ль [8]). С.ледующие семейства из сnиС7Са

Щербаха nорождают простые лсгранжевы отображения:

Соответствующие лагранжевы многообразия являются произведено

.я.uи d-мерных роскрытых .ластО'Ч7Синых хвостов и г.лаmcих многообра

зии, где d определяются из таб.ли'Цы:

се_йство I з,
d k-1

I Q IHk
k - 2 1

Простое лагранжево отображение произведения раскрытого ла

сточхина хвоста произвольной размерности на г.лаmcое многообразие

.ло7СадЬНО экеивалентно OdнOMY из отображении =:k1 Qk1 H k (u..4U три

виальной надстройзее одного из них).

Рис. 115. Примыкания
простых лагранжевых проекций

раскрытых ласточкиных хвостов

Замечание.· Примыкания этих особенностей изображены на рис. 115.
Последовательность (Н2 , НЗ, Н4) соответствует одномерному раскры

тому ласточкину хвосту, то есть полукубической параболе. Соответ

ствующее лагранжево многообразие имеет полукубическое ребро воз

врата. Следующая последовательность (3з,04) соответствует двумер

ному раскрытому ласточкину хвосту. Левая последовательность

(А1 , А2, Аз) COOTBeT~TByeT нульмерному раскрытому ласточкину хво

сту, то есть гладким дагранжевым многообраэиям. Эти проектирова

ния имеют обычные дагранжевы особенности, рассмотренные в §1.3.

Используя естественные симплектическую и контактную структу

ры пространств многочленов, мы можем представить нормальные фор

мы =: и Q теоремы 2 в несколько изменённом виде.

Случай =n+l. Начнем с симплектическогопространствамногочленов

(§1.1)
2n+l + 2n-l + +

Х ' al х . . . а2n.
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Многочлены, имеющие корень кратности, превышающей п, образуют

дагранжево многообразие - раскрытый ласточкин хвост размерно

сти п.

Рассмотрим лагранжево расслоение

Проектирование раскрытого ласточкина хвоста вдоль слоёв этого рас

слоения является лагранжевым отображением.

Теорема 3. Любое типи'Ч"ое лагрвнжево проехтироеание ДО1Са..4ьно

npueoau.uo 1с У1Саза""о.wу выше виду ДО1СаАЬНЬL.И сtшn.tlе1Сто.wорфuз.м.о.w,

сохраu.яющtш раС1Срытый дастО'Ч1Син хвост (в неяоторой охрестмости

его верши"ы).

Например, проектирование =n+l ИЗ теоремы 2 приводимо к этой

нормальной форме.

Соответствующая каустика (образованная проекцией особых точек

раскрытого ласточкина хвоста, так как в зтом случае лагравжево мно

гообразие нигде не касается слоёв) является обычным ласточкиным

хвостом размерности n - 1 (это проектирование эквивалентно крат

ному дифференцированию многочленов).

Случай Qn+l' Для описания особенности Qn+l рассмотрим произве

дение раскрытоголасточкинахвоста размерности Пl на прямую. Мы

будем называть это произведение цu.линдро.w. Этот п-мерный цилиндр

является лагранжевымподмногообразиемпространствамногочленов

(1)

сна.бжённого естественной симплектической структурой §1.1. Рассма

триваемое дагранжево подмногообразие образовано многочленами с
u

корнем кратности, превышающеи п.

Рассмотрим лагранжево расслоение

Проектирование нашего цилиндра вдоль слоёв этого расслоения - ла

граажево отображение.

Теорема 4. Любое типи'Чное лаграяжево рссслоение, Сдой которд

го u.ueem общее "асатедьное нотраеяение с цидиндро.w в тО'Ч1Се JlUHUU
вершин, дО1Садь"о приводимо 1с У1Сазанно.м.у выше виду сохран..яющи.м 'Ци

линдр Сtшnде1Сто.wорфиз.м.о.м..
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Например, проектированве Пп+ 1 из теоремы 2 может быть приве

дено к зтой нормальной форме.

Каустика этого дагранжева отображения цилиндра имеет две ком

поненты. Одна из них является образом множества особых точек ла

гранжева многообразия, другая - множеством критических значений

проектирования. Из предыдущих теорем вытекает

Сдедс-гвве. Kaycmutca особенностиПп+1 дuффео.м.орфнабифурtcаци

аННОЙ диагра.м..м.е nроеJanированUJI,СП+ l '

Бвфуркационнаядваграмма проектироваввяСп+1 была описана в

§6.3 (см. рис. 92 и теорему 10). Эта диаграмма является гиперповерх

ностью в n-мерном пространстве, определяемой как множество тех пря

мых, паралледьных оси Ьn в (n + l)-мерном пространстве многочленов

хП+l + Ь 1 Х
П + ...+ ЬП+1 , (2)

которые пересекают многообразие многочленов с кратными корнями

не трансверсадьно.

Пример. При n = 2 в 3-пространстве кубических многочленов с еди

ничным старшим коэффициентом мы начинаем с поверхности из много

членов, имеющих кратные корни. Она может быть спроектирована на

гориаонтальную плоскость вдоль семейства вертикальных прямых (см.

рис. 92). Касатеяьная плоскость к цилиндру в некоторых точках его

ребра воаврата вертикальна. Бвфуркациовной диаграммой проектиро

вания СЗ является кривая на горваонтальной плоскости, состоящая из

проекции ребра возврата цилиндра и проекции касательной плоскости

к цилиндру (в точке, где эта плоскость вертикальна].

При любом n бвфуркационная диаграмма проектирования Сп+ 1

есть множество {(Ь1 ! ••• , Ьп- 1 , Ьп+ 1 ) I существует bn такое, что много

член (2) либо имеет корень, кратность которого больше 2, либо нулевой

корень (Ьп+ 1 = О)}.

ДЛЯ доказательства следствия достаточно n-1 раз продифференци

ровать многочлены (1) и разделить их на подходящую константу. Ла

гравжево многообразие многочленов (1), имеющих корень кратности

превышающей n, может быть спроектировано на цилиндр, состоящий

из многочленов (2), имеющих кратный корень. Лагранжево отображе

ние из теоремы 4 при зтом принимает вид

("забываем Ьп" ) , что и требовалось доказать.



266 Глава 7. Задача об обходе преп.яmствUJI

Для изучения лежаядровых проектирований и фронтов, соответ

ствующих приведённым выше лагранжевым отображениям, контакта

зируем симплектическое пространство, лагранжево расслоение и

лагранжево подмногообраэие. Выберем кокасательное расслоение

(р, q) f-t q В качестве локальной нормальной формы лагравжева рассдо

евия. Контактиэированным пространством является тогда простран

ство {(р, q; z)} 1-струй функций, сна.бжённое контактной структурой

dz = р dq. Лежаядровым многообразием, соответствующим данному

дагранжеву, является многообразие l-струй (многозначной) произво

дящей функции

z = Jpdq (интегралывдоль лагранжевамногообразия).

Фронтдежандровамногообразия,задаваемогосемействомфункций

(как в теореме 1), является бифуркационной диаграммой нулей семей

ства (или, что эквивалентно, графиком многозначной функции параме

трав семейства, значения которой равны критическим значениям фун

кций семейства, соответствующим данным значениям параметров).

Теорема 5 ([8]). Любые два голоморфны» вехторных поля, трансвер

Са..4ьных биФУР1Сационной диаграмме НУ,/I,ей любого uз се.м.еЙств Е, {!,Н

(с.м.. теоремы 1, 2), приводимы друг 1с другу ,/I,о1са.льны..и го,/l,О.м.орфнь'L.М.

дuффео.м.орфиз.м.о.м. объе.м..лющего пространства, сохран.яющu.м. бифур

1Сационную диагра.и.м.у.

Замечание. Эта теорема справедлива также в вешественно-анадити

ческам и в гладком случае.

Следствие 1 ([8]). В задаче об обходе препятствия единственны

.м.и nросты.м.и особенностями ФУН1CtJ,ии вре.м.ени являются особенности

производящие фУН1CtJ,UЙ лагренжевые отображений Ak, Dk, Ek, =k1

{!k, НА; иди их надстройюи (надстРОЙ1Си всегда nрисутствуют в с,/l,У

'Чае =).

Следствие 2 ([8]). Дополнения 1Co"wn.ae1CCHbIX бифУР1Сацuонных диа

гpa.м.u. фУН1Сций се.м.еЙств =k,,{!k, НА; являются простромствамиЭЙ,/l,ен

берга-Мa1C.ll.eUHa К (1Г, 1)1 где 1г есть подгруппа 1Сонечного инде1Сса в

группе кос из k нитей.

Пример 1. График многозначнойфункции времени, имеющей особен

ность Аз, изображен на рис. 66.
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Пример 2. Явная пвраметризацияфронта Еn+ 1 может быть получе

на из приведённой выше нормальнойформы дагранжевойособенности

следующимобразом. Для контактнойструктуры

dz = pdq - qdp

отображение

(р, q, z) ~ (q, w = z + pq)

является лежандровым расслоением. Итак, мы сначала рассмотрим

контактное пространство многочленов

е2n+З + q1 e2n+1 + ...+ qnen+2 - рnеn+1 + ... + (-1)n(p1 e2 - рое1 + z),

гдееj=хjjj!и

ро = - (QlP2 + ttJРз + ... + Q..-lPn + ~) , dz = р dQ - Qdp.

Многочлены

(Х _ а1 )n+з хn + а1 хn- 1 + ...+ аn
n + 3 (2n + 3)! '

имеющие корень кратности большей n+2, образуютдежандровомного
образие =n+1 (которое диффеоморфно n-мерному раскрытому ласт?ч

кину хвосту и квазиоднородно параметризовано координатами

(а1, ... , аn) с весами (1, ... , n)).

Рассмотрим лежандроворасслоение

(р, q, z) ~ (q, w = z + pq).

Теорема 6. Любое т'Unu'Чnое дежаnдроворасслоение пространстеа,

содержащеголежомдровраС1Срытыйдасто'Ч1С'Unхвост, ДО1СаАЬНЫМ 1Сон

таптоморфизмом. nрuвод.ящ'UJ.C раС1Срытыu дасmо'Ч1С'Un хвост 1с У1Са

заnnоu выше noр.м.аАЬnОЙ фор.м.е, приводится 1с У1Сазаnnо.м.у выше виду.

Например, дежаnдрово проехтирование, порождёняое лагранже

вым проехтироеанием теоремы 2, может быть приведено 1с такой

нормальной фор.м.е.

Фронт лежавдрова проектирования =n+1, во введённых выше обо

значениях, является проекцией соответствующего лежавдрова много

образия. Следовательно, ОН может быть квааиодвородво параметризо

ван функциями

(q1(a), ... , qn(a); т(а) = z(a) + p(a)q(a)),

с весами (2, ... , n + 1; 2n + 3).
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Мы получили явную, но достаточно неприятную параметризацвю.

Пример. Путём [длинных) вычислений можно получить, например,

(ср. с [23]) такое

Следствие. Фронт 33 дuффеОJ.Cорфеu паверености 6 (А, В, С)-nро

странстве, параметричесхи эаданной фор.wу.л.а.м.u

А = в, в = t(s +7t2
) ,

На рис. 116 эта поверхность изображена как график многозначной

функции С(А, В) (любое векторное поле, трансверсальное зтой поверх

ности в нуле, может быть приведено к нормальной форме д/дС локаль

ным диффеоморфизмом, сохраняющим ~TY поверхность). Линия само

пересечения фронта =3 является комплексной (это - полукубическая

парабола, символически обозначенная пунктиром на рис. 116).

Рис. 116. Каустика фронта 8з

Фронт !24 изображён на рис. 117, полученном О.П.Щербаком в [144].

Предупреждение. На рис. 117 сечения задаются уравнениями вида

ql =const. Однако, при n > 1 типичная функция в окрестности вер

шины фронта !2n +1 не может быть приведена к ql диффеоморфизмом,
сохраняющим фронт. Задача нахождения нормальной формы, к кото

рой приводится типичная функция в некоторой окрестности фронта !2,
насколько мне известно, до сих пор не решена.

Явная параметрваация фронта !2n +1 использует дежандрово рассло

ение

где w = z+ PIQl + ...+Pn-lQn-l - pnQn И контактнаяструктураимеет

вид: dz:::= р dQ - qdp.
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Рис. 117. Фронт 04 в виде перестроек его сечений

Рассмотрим пространствомногочленов

где е, = х
'
jЛ, j = 1, ... , 2n+ 1, снабженное обычной контактнов струк

турой dz = pdq - qdp. Многочлены, имеющие корень кратности, пре

вышающейn+1, образуют лежандрово многообразие Qn+l. ЭТО много

образие диффеоморфнопроизведению раскрытоголасточкина хвоста
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на прямую. Записывая многочлены в виде

n-l + n-2 + +
( Х Ь )n+2 Х alX .. . an-l

+ 1 (2n + 1)! '

получим кваэводнородную параметризвцию этого лежандрова много

образия (веса переменных ai, bi равны i).
Рассмотримяежавдроворасслоение

Теорема 7. Любое Аежаuдроворасслоение общего nОАожеuu-я в nрос

транстве, содержолцем лежендрово мяогообраэие, дuффео.морфnое

произведению раскрытого ластОЧ7Сиnа хвоста па nРJUCую, ЛО"GJ&ЬUО

nрuводuтс.я " у"азаnnому выше виду С nо.мощью АО"aJlьnого "оnта,,

томорфизма. приводящего произведение "у"азаnной выше n~р.маАЬUОЙ

фор.ме в nе"оторой окрестности то'Ч"и лиnии вершин, в "оторой "а

сательuое пространство этого лежендровс многообразия вертикаль

по (т. е. u.мeem общую nРJUCую С "асатеАЬnЬШ прострамством сло..я).

Фронт дежвндрова проектирования !'!n+l 'с использованием введён

ных выше обозначений может быть параметриэовав квазиоднородными

функциями

ql (а, Ь), •. . , Qn-l (а, b)jpn(a, Ь); w(a, Ь))

веса которых равны (1, ... , n - 1; n+ 1; 2n+ 1).

Пример. С помощью некоторых (длинных) вычислений можно полу

чить, например, такое

Следствие. Фронт Qз = Нз дuффео.морфен поверхности в

(А, В, С) -пространстве, задаваемой nарa.uетризацuеЙ

Фронт Qз изображён на рис. 118. Он диффеоморфен дискриминан

ту группы симметрий икосаэдра (см. рис. 102).
Любое векторное поле, трансверсальвое касательной плоскости к

этой поверхности в её вершине (е f:. О), локально приводимо к нормаль

Ной форме д/ дС диффеоморфизмом, сохраняющим эту поверхность.

Следовательно, особенность многозначной функции С(А, В), графиком

которой является наша поверхность, не зависит от выбора векторного

поля.
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Рис. 118. Фронт Нз

и его каустика

Соответствующая каустика состоит из 2-х гладких кривых, имею

щих касание третьего порядка. (Каустика совпадает с бифуркацион

ной диаграммой проектирования СЗ, см. рис. 92.)
Типичная функция в трёхмерном пространстве 1 содержащем

фронт НЗ, может быть приведена к виду А +const локальным диффео
морфизмом, сохраняющим поверхность фронта (что следует из обыч

ной теории сворачивания инвариантов групп отражений).

Следовательно, разложение графика многозначной функции време

ни на мгновенные фронты (множества УРОВН-Я функции времени) в не

которой окрестности особенности Нз приведено к нормальной форме.

Наше 3-пространство может рассматриваться как пространство-время

(время = А), и заметание поверхности фронта кривыми А = сопат

диффеоморфно перестройке Нз мгновенных фронтов, движущихся на

плоскости, содержашеи препятствие,

Связь фронта ПЗ с группой симметрий икосаэдра позволяет нам

выписать нормальные формы перестроек Qз в больших размерностях.

Добавим новые координаты D, Е, .. . и цилиндрически продолжим дис

криминант. Нормальные формы функции "времени" таковы:

т = D или Т = А ± D 2 ± Е2 ± ...

(твпичная функция в пространстве,содержащемцилиндр, может быть

приведена к одной из этих нормальных форм диффеоморфизмом,со

храняющим цилиндр, и прибавлениемподходящей константы).

К сожалению, не существует групп отражений, соответствующих

=:,..., n > 2 или Qn, n > 3. Следовательно, мы не знаем локальных нор

мальных форм для функций на пространствах, содержащих соответ

ствующие фронты. В зтих случаях мы знаем нормальные формы мно

гозначной функции времени, в отличие от нормальных форм мгновев

ных фронтов и их перестроек. Первый нерешённый случай - =:з·

Изложенная выше теория описывает большинство особенностей,

встречающихся в задаче об обходе препятствия, но не все из них (даже
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в случае препятствия, ограниченного гладкой поверхностью, в евклидо

вом З-простравстве), так как мы пренебрегли особенностями семейств

геодезических на поверхности препятствия, и так как мы предположи

ли, что расстояние до многообразия "источника" является гладким.

Наиболее сложная особенность (Н4) встречается в точке прямой, ка

сающейся поверхности препятствия в параболической точке и имеющей

асимптотическое направление. (В типичной задаче об обходе препят

ствия направление геодезической исходного семейства зкстремалей на

поверхности препятствия и асимптотическое направление совпадают в

некоторых изолированных параболических точках.)

График многозначной функции времени диффеоморфен дискрими

нанту Н4 в векоторой окрестности "фокальной" точки на прямой, сры

вающейся в асимптотическом направлении с упомянутой выше парабо

лической точки - зто окончательный вывод теории Шербака [144].

Особенность О4 появляется в точках биасимптотической линии на

поверхности препятствия, касающейся векоторой геодезической наше

го семейства геодезических на поверхности прелятствия. (Для типич

ной задачи об обходе препятствия в 3-пространстве касательные бив

симптотичны в некоторых изолированных точках поверхности; разуме-

_ется, эти точки не определяются поверхностью, а зависят от начальных

усаовий.]

7.8. Примечание

Некоторые из оставшихся неизученными типов особенностей в (бога

той на них) задаче об обходе препятствиянедавно исследовалО.М.Мяс

виченко [189], [190]. Оказалось, что раскрытые ласточкины хвосты

возникают также в типичных системах _-:лучей на крае препятствия, по

рождённых падающей на край системой лучей общего вида в объемлю

щем пространстве.

Прямые произведения таких особенностей появляются в нормаль

ных формах систем лучей, срывающихся с края, если соответствующая

система лучей на крае особа.

Аналитическое описание устойчивых простых лагрвнжевых осо

бенностей, обобщающих раскрытые ласточкины хвосты и раскрытые

зонтики Уитни, приведено в [188].



8 Трансформации волн,

определённых гиперболическими

вариационными принципами

в этои главе мы рассмотрим геометрическую оптику волн, задавае

мых линейными дифференциа.льными уравнениями или системами та

ких уравнений. В линейной теории волны различного типа (скажем,

продольные и поперечные) обычно распространяются неэависимо. Од

нако, в неоднородных средах трансформация, т. е. преобразование (или

конверсия, т. е. "превра.щение") волн различного вида типично в не

которых внутренних точках области , где распространяются эти вол

ны. Это "внутреннее рассеяние" волн встречается также в однородных

средах (гамильтоново коническое преломление в кристаллах). Одна

ко, геометрия внутреннего рассеяния в типичных весднородных сре

дах существенно отличается от геометрии гамядьтонова конического

предомления. как мы ниже увидим-].

Хорошо известно, что глобальные качественные свойства гамиль

тоновых дифференциальных уравнений сильно отличаются от свойств

обыкновенных дифференциальных уравнений, задаваемых типичными

векторными полями (например, аттракторы, чрезвычайно важные в

общей теории, в гамильтоновом случае отсутствуют). Тем не менее,

локально гамильтоново поле так же просто, как и типичное векторное

поле: оба могут быть приведены диффеоморфизмами к одной триви

альной нормальной форме в векоторой окрестности любой неособой

точки.

Подобное же различие должно существовать между общими диффе

ренциальными уравнениями с частными производными и уравнениями

с частными производными, определяемыми вариационными принцвпа

ми (загадочным образом, последний класс содержит большинство си

стем дифференциальных уравнений с частными производными, пред

ставлающих физический интерес).

в теории гиперболических дифференциальных уравнений с частны

ми производными математики никогда не различали вариационные и

l)Строго говоря, однородные среды соответствуют нетипичны.м контактным

структурам, а типичные неоднородные среды соответствуют типичны" контакт

ным структурам на пространствах, содержащих ту же са..ую квадратичнуюкони

ческую особенностъсветовой гиперповерхности.
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в случае препятствия, ограниченного гладкой поверхностью, в евкяидо

вом 3-пространстве), так как мы пренебрегли особенностями семейств

геодезических на поверхности препятствия, и так как мы предположи

ли, что расстояние до многообразия "источника" является гладким.

Наиболее сложная особенность (Н4) встречается в точке прямой, ка

сающейся поверхности препятствия в параболической точке и имеющей

асимптотическое направление. (8 типичной задаче об обходе препят

ствия направление геодезической исходного семействаэкстремалей на

поверхности препятствия и асимптотическоенаправлениесовпадают в

некоторых изолированныхпараболическихточках.)

График многозначнойфункции времени диффеоморфендискрими

нанту Н4 в некоторойокрестности "фокальной" точки на прямой, сры

вающейся в асимптотическомнаправлениис упомянутойвыше парабо

лической точки - это окончательный вывод теории Шербака [144].

Особенность 114 появляется в точках биасимптотической линии на

поверхности препятствия, касающейся векоторой геодезической наше

го семейства геодезических на поверхности препятствия, (Для типич

ной задачи об обходе препятствия в 3-пространстве касательные биа

симптотичны в некоторых изолированных точках поверхности; разуме-

. ется, эти точки не определяются поверхностью, а зависят от начальных

условий.)

7.8. Примечание

Некоторые из оставшихся неизученными типов особенностей в [бога

той на них) задаче об обходе препятствиянедавно исследовалО.М.Мяс

ниченко [189], [190]. Оказалось, что раскрытые ласточкины хвосты

возникают также в типичных системах лучей на крае препятствия, по

рождённых падающей на край системой лучей общего вида в объемлю

щем пространстве.

Прямые провэведенвя таких особенностей появляются в нормаль

ных формах систем лучей, срывающихся с края, если соответствующая

система лучей на крае особа.

Аналитическое описание устойчивых простых лагранжевых осо..

бенностей, обобщающих раскрытые ласточкины хвосты и раскрытые

зонтики Уитни, приведено в [188].



8 Трансформации волн,

определёниых гиперболическими

вариационными прииципами

в этой главе мы рассмотрим геометрическую оптику волн, задавае

мых линейными дифференциальными уравнениями или системами та

ких уравнений. В линейной теории волны различного типа (скажем,

продольные и поперечные) обычно распространяются независимо. Од

нако, в весднородных средах трансформация, т. е. преобразование (или

конверсия, т. е. "превращение"] волн различного вида типично в не

которых внутренних точках области, где распространяются зти вол

ны. Это "внутреннее рассеяние" волн встречается также в однородных

средах (гамильтояово коническое преломление в кристаллах). Одна

ко, геометрия внутреннего рассеяния в типичных неодвородных сре

дах существенно отличается от геометрии гамильтонова конического

првяомления, как мы ниже увидимl } .

Хорошо известно, что глобальные качественные свойства гамиль

тоновых дифференциальных уравнений сильно отличаются от свойств

обыкновенных дифференциальных уравнений, задаваемых типичными

векторными полями (например, аттракторы, чрезвычайно важные в

общей теории, в гамильтоновом случае отсутствуют). Тем не менее,

локально га.мильтоново поле так же просто, как и типичное векторное

поле: оба могут быть приведены диффеоморфизмами к одной трави

а.льной нормальной форме в некоторой окрестности любой неособой

точки.

Подобное же различие должно существовать между общими диффе

ренциальными уравнениями с частными производными и уравнениями

с частными производными, определяемыми вариационными принципа

ми (загадочным образом, последний класс содержит большинство си

стем дифференцивяьных уравнений с частными производными, пред

ставаяющах физический интерес).

в теории гиперболических дифференциальных уравнений с частны

ми пронаводными математики никогда не рааяичалв вариационные и

1) Строго говоря, однородные среды соответствуют нетuпu-чны.м контактным

структурам, а типичные неоднородные среды соответствуют muпu-чны.м контакт

ным структурам на пространствах, содержащих ту же са.кую квадратичную кони

ческую особенность световой гиперповерхности.
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общие системы. Действительно, симметризация приводит общую си

стему к вариационной в точке строгой гиперболичности. Типичная

общая система строго гиперболична в типичных точках, следователь

но в таких точках нет существенного различия между вариационными

и общими системами.

Однако, в целом точки нестрогай гиперболичности становятся неиз

бежными (в точности так же как неизбежны особые точки векторного

поля) .
Глобальное различие в поведении общей и гамильтоновой динамиче

ской системы проявляет себя яокально в особых точках. Аналогично,

в теории гиперболических дифференциальных уравнений с частными

проиэводными поведение лучей и волновых фронтов в общих и в ва

риационных системах существенно различны в окрестностях "особых"

точек нестрогай гиперболичности, в то время как в остальных точках

распространение волн в обоих случаях одинаково.

Главные результаты этой главы приведены в §§8.3-8.4, в которых

мы приводим нормальные формы особенности световых гиперповерх

ностей, систем лучей и лежаядровых многообразайЧ. Для простоты

обсуждается только случай линейных гиперболических по Петровско

му систем дифференциальных уравнений с частными проиаводными,

выводящихся из вариационных привципов.

Читатель сможет распространить большинство результатов на слу

чай внутреннего рассеяния коротких волн, определяемых вариационны

ми принципами, содержащими малые параметры. подобно уравнению

Шредингера.

Математически, главные результаты этой главы описывают нор

мальные формы особенностей гиперповерхностей в контактных много

обрааиях. Так как зти объекты встречаются также в других областях

математикв и физики, эти результаты имеют применение и вне тео

рии распространения волн (например, в теории неяввых обыкновенных

дифференциальных уравнений и в теории бифуркаций релаксационных

систем с одной быстрой и двумя медленными переменными).

2)в §8.5, написанном И.А.Богаевским, приведсны его недавние результаты, допол

няющие изложение исследованием соответствующих волновых фронтов.
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Геометрическая оптика лучей и фронтов; задаваемых системой гипер

болических дифференциальных уравнений с частными производными,..
является геометриеи гиперповерхности в контактном пространстве

проективизованного кокасательного расслоения пространства-време

ни. Эта гиперповерхность, называемая световой гиперповерхностью,

есть множество нулей (главного) символа. В теории дифференциадь-
u ..

ных уравнениис частными производнымихарактеристикизтои гипер-

поверхностив контактноммногообразииконтактныхэлементовстран

ным образом называются "бихарактервстиками".

Эти кривые (и их проекции на пространство-время и физическое

пространство) называются физическими лучами. Лежаадровы под

многообразиясветовой гиперповерхности,спроектированныев прост

ранство-время,определяют в пространстве-временигиперповерхность

"большого фронта". Эта гиперповерхностьописывает распростране

ние волн: его сечения изохровами являются мгновеннымифронтами.

Чтобы зафиксировать обозначения, напомню известные определе

ния световой гиперповерхностии гиперболическойсистемы дифферен

циальных уравнений с частными производными.

Начнем с системы линейных однородныхдифференциальныхурав

нений с частными производнымис постояннымикоэффициентами:

P(D)u(q) = О.

Зафиксируем 3 числа:

т = dim 11, число уравнений (и неизвестных функций);

d = ord Р, порядок дифференциального оператора Р;

n = dim q, число аргументов.

В координатах, Р есть квадратная т-матрица, элементами кото

рой являются однородные многочлены степени d от (д/ aql, ... ,дI.aqn) .
Другими словами, аргумент q является точкой базового пространст

ва Н", вектор u(q) принадлежит сдою Rm, неизвестнаявектор-функция
и является сечением (тривиа.льного) векторного расслоения (и Р ото

бражает его в другое векторное расслоение той же размерности).

Так как оператор Ринвариантен относительно сдвигов, рассмо

трим собственные функции трансляций, являющиеся гармоническими

волнами и = ei(p,Q)w, где р Е Rn* называется водновы.м вектором и
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w Е Rт называется вектором а.А4n.л.uтуды. Применение Р к гармони

ческой волне даёт

P(D)u == a(ip)u,

где а - ква.дратная т-матрица, элементами которой являются одно

родные'многочлены степени d от (Рl, ... , рn). Этот матричный много

член называется .44атрu'Чньш Cu..квOAO.44 системы. Используя а, можем

выразить оператор нашей системы

P(D) == а (~) == а (~aд ,... t ~ ад ) .
~ ~ ql ~ qn

Матричный символ является однородным полиномиальным отображе

нием из пространства волновых векторов в пространство линейных

операторов на слое.

Определение 1. Cu..кв0..40.44 системы Р(п)и == О называется определи

тель матричного символа,

(J == det а.

Таким образом, символявляетсяоднородныммногочленомстепени md,
определённым на пространстве волновых векторов Rn*.

Определение 2. Конусо.44 Френеля называется множество нулей сим

вола. Это множество является а.лгебраическим конусом в пространстве

волновых векторов, и' оно инвариантно связано с исходной системой (не

меняется при линейных заменах координат в базе и в слое).

Замечание. Уравнение (J == о называется также дисперсионным со

оmношенuе.44 , или харохтеристическим уравнение.м.. Конус Френеля

называется также харвхтеристическим концсом.

Определение 3. ГиперповерхностьюФренеля называетсямножество

нулей символа в проективном пространстве

контактных элементов. Это - проективная алгебраическая гиперпо

верхаость степени тd.

Замечание. Иногда .подезво рассматривать сферу, состоящую из

(ко)ориентированных контактных элементов, и прина.длежащую ей ги

перповерхность Френеля.
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Определение 4. Вещественная алгебраическая гиперповерхность

степени N называется гиперболической по отношению " чекоторой

тО'Ч1Се, если-все её пересечения с вещественными прямыми, проходящи

ми через эту точку, вещественны.

Гиперповерхность называется строго гиперболической по отноше

пию 1с тО'Ч1Се, если все точки этих пересечений различны.

Точка, по отвошению к которой гиперповерхность гиперболична,

называется временноподобной то'Ч1СОЙ.

Гиперболическая гиперповерхность общего положения гиперболич

на по отношению ко многим временноподобным точкам.

В линейном пространстве, отвечающем проективному, гиперболи

ческая гиперповерхность представляется конусом, который также ги

перболичен. Временноподобные точки првдставяяются прямыми, на

зываемыми временноподобными nаnравлеn'llJUC.и.

Определение 5. Система дифференциальныхуравнений с частными

производными называется гиперболичесхой (по отношению к времен

ноподобномунаправлению), если её гиперповерхвостьФренеля гипер

болична (по.отношению к соответствующейвременноподобнойточке).

Замечание. Временноподобнаяточкаесть контактныйэлемент на ба

зовом пространстве. Следовательно, система гиперболична по отно

шению к ФУn1СЦ'U'U (вре.иенu), а не по отношению к прямой в базовом

пространстве.

Теперь мы рассмотрим систему с переменными коэффициентами.

Выраженные в локальных координатах (ql"", qn) на базовом много

образии, злементы матрицы Р = P(D, q) являются неоднородными

многочленами степени d от (д/ aql, ... ,д/ aqn) с коэффициентами 
гладкими функциями от q. Эта матрица зависит также от (локальных)

трввиализацвй векторных расслоений, задающих координаты

(иl' ... , ит ) и (Р1 , ... , Рт) на слоях. Фиксация точки q называется за

.моражuваn'Uе.м системы.

Определение 6. Главным (.матрu'Чньш) сu.uводо.м линейной системы

дифференциальныхуравнений в частных пронаводныхназывается (ма

тричный) символ системы с постоянными КОэффициентами, получен

ной фиксацией точки на базовом пространствеи отбрасываниемчленов

оператора, содержащихпронаводные меньшего порядка.

Замечание. Таким образом, главный (матричный) символ является

однородной полиномиальной функцией (оператором) степени md (d),
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определённой на кокасательном пространстве т;В базового многообра.

звя (оператор действует на соответствующем слое). Эта функция (опе

ратор) не зависит ни от выбора локальных координат на базовом мно

гообразии, ни от тривиализации расслоений. Таким образом мы полу

чили отображение гдавного cu.мвoдa

а : Т*В --+ Нот(слой .слой')

и фУН"''ЦUЮ главного cu.мвoдa

а : Т*В --+ R, cr(р, q) = det а(р, q),

являющуюся однородным многочленом от импульсов р (значения а при

надлежат линейному детерминантному расслоению над В).

Определение 7. Световым 1Сон.усо.м. (системы с переменными коэф

фициентами) называетсяобъединениеконусовФренеля главныхчастей

замороженныхсистем во всех точках базового многообразия;он опре

деляется уравнением ст(р, q) = О. Это же уравнение задает световую

гиперповереность в пространстве проективиаованного кокасательно

го расслоения базового многообразия; эта гиперповерхность есть объ

единение гиперповерхностей Френеля главных частей замороженных

систем.

Световая гиперповерхность

н с РТ*В

состоит из направлений волновых фронтов в различных точках базо

вого многообразия, которые соответствуют гармоническим волновым

решениям главных частей замороженных систем.

Определение 8. Система линейных дифференциальныхуравнений с

частными производными с переменными коэффициентами называет

ся гипербомзческой по отношению 1с ФУН1СЦии вре.м.ени, определённой

на базовом многообразии,если её световая гиперповерхностьгипербо

лична по отношению к дифференциалуэтой функции во всех точках

базового многообразия.

Замечание. Гиперболичностьможет быть определенатакже по отно

шению к слоению коразмерности 1 или даже по отношению к распре

делению контактных элементов на базовом многообразии (интегриру

емому или нет).
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Р« = О,

Световая гиперповерхность есть объединение алгебравческих про

ективных гиперповерхностей, принадлежащих различным слоям рас

слоения контактных элементов базового пространства. Для системы

и точки общего положения эти алгебраические гиперповерхности нео

собы (в зтом случае они строго гиперболичны). Но в некоторых точ

ках базового многообразия эти гиперповерхности могут становиться

особыми. Изучение этих особенностей для типичных вариационных

гиперболических систем и есть главная цель настоящей главы.

Пример. Рассмотрим поле u(t, х) со значениями в евклидовом прост

ранстве R т, эаданное на пространстве-времени {(t, х) } R n ,

n = 1 + D, вариационным принципом с лагранжианом L = Т - и,

где Т = J(8u/8t)2 dx - кинетическая энергия, а потенциальная энер

гия есть интеграл от некоторой положительно определённой ква.дра

тичной формы от первых производных поля ПО (пространственным)

координатам х. Коэффициенты зтой формы в общем случае являются

функциями от t их, НО мы для начала рассмотрим случай постоянных

коэффициентов.

Уравнение Эйяера-Лагранжа принимает. вид

82
Р = 8t2 + А,

где А - векоторая самметрическая матрица, элементами которой явля

ются дифференциадьные операторы второго порядка по переменным х,

А = а(8/дХll ... ,8/aXD).

Лемма. Система Эйлера-Лаграмжа гиперболична, есди noтeHциlМЬ

на.я энергия положительно определена.

Доказательство. Обозначим через q = (t, х) точки пространства

времени Rn и через р = ("'" k) Е Rn* соответствующие волновые векто

ры. Символ системы равен

О'(р) = det(a(ik) - ",,2Е).

Матрица а(ik) положительно определена для любого k i= о (так как

потенциальная энергия положительно определена).

Рассмотрим функцию времени как вектор ро = (1, О) Е Rn*. Гипер

боличность (по отношению к функции времени) означает, что все 2т

корней л характеристическогоуравнения О'(р + лро) = о вещественны

(для любого р). Но корни характеристического уравнения

det(a(ik) - ("" + л)2Е) = О
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равны л = -'-'J ± JUj(k) , где uj(k) - собственные значения матри
цы а( ik). Так как эта матрица положительноопределена (или равна

нулю), все 2т корня л вещественны.

По существу то же самое доказательствоработает и в случае вари

ационного принципа с переменнымикоэффициентами: для того чтобы

выписать символ, достаточно начать с вариационногопринципа с эа

мороженнымикоэффициентами.

Вариационныйпринцип определяет отображениепространствако

касательногорасслоениябазовогомногообразия(в предыдущемприме

ре - это пространство-время) в пространство сu.м.метрu'Чес"uх

(т Х т)-матриц (более точно, в симметрический тензорный квадрат

пространства, двойственного слою). Это отображение однородно (эле

менты матрицы являются однородными многочленами степени d = 2r,
если вариационныйпринцип содержитпроизводвыепорядкаr). Обрат

но, любая симметрическая матрица с такими свойствами является глав

ным матричным символом системы Эйяера-Лагравжа некоторого ва

риационного принципа с квадратичным лагранжианом, включающим

r-e производные.

Определение. Вариационный принцип называется гunербод'U'Чес'Сtш,

если гиперболична его система Эйлера-Лагранжа (гиперболичны по

верхности Френеля) по отношению к некоторой функции "времени".

8.2. Особенностисветовых гиперповерхностей

вариационныхсистем

ГиперповерхностиФренеля типичных гиперболическихвариационных

принциповявляютсяособыми в некоторыхточках базовогомногообра

зия (в которыхгиперболичностьне строгая). Сейчас мы будем изучать

особенности гиперповерхностейФренеля и световых гиперповерхнос

тей, встречающихсяпри рассмотрениитипичных гиперболическихва

риационныхпринципов.

Зафиксируем "сигнатуру" (т, d, n): т - число неизвестных, d 
порядок дифференциа.льного оператора, n - число независимых пере

менных (если рассмотрения глобальны, то вдобавок фиксируем вектор

ное расслоение). Квадратичные вариационные принципы с фиксиро

ванной сигнатурой образуют линейное функциональное пространство.

Гипербояическве вариационные принципы образуют замкнутое множе-
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ство В зтом пространстве. Мы будем изучать внутренние точки этого

множества.

Внутренние точки пространства гиперболических многочленов ЯВ

ляются строго гиперболическими многочленами. Для гвперболических

систем, задаваемых вариационными принципами, и, в частности, для

гиперболических систем Эйлера-Лагранжв зто утверждение не верно

(см. [182]-[186]).

Пример. Квадратичный лагранжиан из §8.1, равный разности между

положительно определённой "кинетической энергией" и положительно

определенвой "потенциалъной энергией", является внутренней точкой

области гиперболических вариационных принципов сигнату

ры (т, 2, n). При т > 2 этот лагранжиан может определять не строго

гиперболичную систему, так как положительно определённа.я симме

трическая матрица а может иметь кратные собственные значения.

Чтобы избежать ненужных сложностей, мы будем рассматривать

локальную ситуацию, в которой координаты на слоях фиксированы

(расслоение тривааяиаоваво]. В этом случае главный матричный сим

вол является однородным отображением

где S'2Rт - пространство симметрических т-матриц, а компоненты а

- однородные многочлены степени d на. каждом кокасательном прос

транстве.

Определение. Полиномиальное отображение степени d вещественной

прямой в пространство квадратичных форм от т переменных,

называется гипербомзчесхим отображением; если уравнение det f (s) =
= о имеет тd вещественных корней (подсчитанных с кратностями].

Все такие отображения образуют (полуалгебраическое) пространс

тво

Нур(т, d).

Вариационная гипербодическая система над пространством-време

нем В размерности n = D+1 эадаёт (в каждой точке из В) отображение

сферы:

F: SD-l --t Hyp(т,d).
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Эта сфера принадлежит D-мерной гиперплоскости в Т*В, трансвер

сальной в нуле вектору v = dt (где t - функция времени).

Для определения значения F в точке р этой единичной сферы рас

смотрим главный символ в точке р + sv как многочлен от s,

(F(p))(s) = det а(р+ sv).

Таким образом, возникают следующие задачи:

1) вычислить гомотопические группы

7Гi(Нур(т, d));

2) понять, какие элементы этих групп могут быть представлены ги

перболическими (псевдо) дифференциальными системами;

3) найти связные компоненты пространства гиперболических вариаци

онных систем фиксированной сигнатуры (т, d, n).

Если эти задачи имеют нетривиальные ответы, то подобные про

блемы интересны для расслоений над В. Можно предположить, что

наличие точек нестрогой гиперболичности необходимо для реализации

некоторых классов, и что можно использовать особенности световой

гиперповерхности для определения характеристических классов гипер

болических вариационных принципов.

Световая гиперповерхность есть прообраз в РТ*В многообразия

вырожденных матриц относительно отображения, заданного главным

матричным символом.

Для изучения особенностей световых гиперповерхвостей мы, во

первых, опишем особенности соответствующего универсального об'Ъ~

екта: многообразия вырожденных симметрических матриц.

Эта гиперповерхность является особым конусом, стратифицируе

мым по рангу и сигнатуре. Пусть N ~ Rpm(m+l)!2-1 обозначает про-

ективное пространствовенулевых квадратичныхформ от т перемен

ных, рассматриваемыхс точностью до венулевого скалярногомножи

теля. Хорошо иэвестен следующий реэультат:

Теорема. Проективное пространство N u.A4eem аАгебраическую

фu.л.ьтрацию N :::> N1 :::> N2 :::> •••, где Nr есть многообразие ~aCCOB

фор.м, коранг которых не .меньше че.м r. КораэмерностьN r в N рав

на r(r +1)/2. САед многообразия Nl на J&юбо.м многообразииразмерно-
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сти r(r+ 1)/2, трансверсвльномв N гдaд~o.ACY многообразию N r \Nr +1,
в точ~е многообразия N r похально диффеО.АСорфе'Н многообразию выро

жденны» ~вадратич'Ных фор.м в ди'НеЙ'Но.м пространстве ~вадратич

'Ных фор.м от r переменных.

Пример. Коразмерность N2 равна 3. След многообразия вырожден

ных форм на любом 3-многообразии, трансверсальном многообразию

форм корант-а 2, локально диффеоморфен квадратичному конусу

ь2 = ас (рис. 119).

Рис. 119. Стратификация
пространства бинарных

квадратичных форм

Действительно, зто уравнение является уравнением конуса выро

жденных квадратичных форм ах2 + 2Ьху + су2.

Рассмотрим теперь гладкие отображения j : Х -t N многообразия

Х коразмерности k в многообразие классов квадратичных форм. Ото

бражение j общего положения трансверсадьно описанной выше филь

трации. Следовательно из предыдущей теоремы вытекает

Следствие. Существу.ет открытое всюду nдoт'Нoe множество

"тиnич'Ных" отоброжений j, тра'НсвеРСаАЬ'НЫХ все.м многообразиям

н, \ Nr+1 тa~иx, что:

1) фор.мы хораяга r встречаютс,я в образе j mOJlb~O при r(r+1)/2 < k;

2) прообраз f-l(N1 ) .м'Ножества вырожденних фор.м есть гиперпо

вереность в Х, особые тОЧ1Си '~oтopoй образуют подмногообразие

коразмерности 2 в этой гиперповерхности;

3) эта гиперповерхность в своей типичной особой точ~е ДO~aAbHO

диффео.морфна произведению дву.мерного квадратичного ~OHyca на

гладкое многообразие, тогда ~a~ нетиnичные особые точ~и обра

зуют подмногообразие коразмерности 5 б этой гиперповерхности.

Действительно, типичные особые точки принадлежат множеству

1-1 (N2 \ Nз) , а нетипичные особые точки принадлежат множеству

j-1(Nз), коразмерностъ которого в Х равна 6.
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Световая гиперповерхность является прообразом многообразия N1

вырожденных форм под действием (проективизированного) отображе

ния, задаваемого главным матричным символом. Таким образом, след

ствие доставляет информацию об особенностях световых гиперповерх

ностей, задаваемых типичными вариационными принципами.

Замечание. Отображение, задаваемое главным матричным символом

дифференциального уравнения, не может быть произвольным, так как

главный матричный символ есть однородный многочлен от кокасатель

ного вектора. Тем не менее, предыдущие соображения общности поло

жения работают и в этой ситуации, поскольку существуют деформа

ции вариационного принципа такие, что образ производной главного

матричного символа по параметрам накрывает всё касательное прост

ранство к N (для любой точки пространства кокасательного расслое

ния, не принадлежащей нулевому сечению).

Пример. Рассмотрим гиперболические вариационные принцилы в

пространстве-времени размерности n = D + 1 = 2 (размерность фи

зического пространства равна 1).

Из предыдущей теории вытекает

Теорема. Типичные особенности световых гиперповерхностей 2и

пербопичести: вариационных принципов С одномерным фuзичес'IC'U.М про

странством дuффео.м.орфны 'lCвадратичны.м 'lCOHYCa.м (с JlO'ICaAbHOU нор

.м.аАЬНОй фор.м.оЙ х2 + у2 = z2, где (Х, у, z) - JlO'ICaAbHble· координаты

на многообразии 'lCOHma'ICmUblX ЭJlе.м.ентов пространственно-временной

n.40C'ICOCтu) .

Следовательно, особенности - это иэолировавные точки, и соот

ветствующее "внутреннее рассеяние" происходит в некоторые момен

ты времени в некоторых особых точках.

Эта же нормальная форма х2 + у2 = z2 описывает (с точностью

до диффеоморфизмов) простейшую особенность световой гиперповерх

ности в многообразии контактных элементов пространства-времени

большей размерности (с локальными координатами Х, у, г; и, v, ...).
При D = 2 (две пространственные переменные) эти особые точки

образуют двумерное "многообразие вершин" на четырёхмерной свето-
u

вои гиперповерхности в пятимерном пространстве контактных элемен-

тов. В этой размерности других особенностей нет. Проекция мно

гообразия вершин на трёхмерное пространство-время есть двумерное

многообразие. Следовательно, рассеяние возможно в любой момент

в точках зависящей от времени кривой в физическом 2-пространстве
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(эквивалентно, в любой точке физического 2-пространства внекоторый

момент времени, завИСЯЩИЙ от этой точки).

При D = 3 (три пространственные переменные) размерность све

товой гиперповерхности равна 6, следовательно раамерность "много

образия вершин" типичного вариационного принцила равна 4. Кроме

этих простых особенностей (типа квадратичного конуса вдоль много

образия вершин), может существовать кривая особенностей типа Nз .

Проакция многообразия вершин на четырёхмерное пространство-время

может его накрывать. Таким образом, рассеяние возможно в любой

точке и в любой момент времени (при этом, разумеется, направление

особой волны специально, так же, как зто быдо в меньших размерно

стях) .
Особенность световой гиперповерхности говорит о том, что с рас

пространением волн творится что-то необычное. Чтобы понять осо-. ,
бенности соответствующих систем лучей и фронтов, нам необходима

информация об особенности световой гиперповерхности как поверхно

сти в контактном пространстве. Таким образом, мы пришли к следую

щей задаче: в контактном пространстве контактоморфизмами приве

сти К локальной нормальвой форме особую поверхность, диффеоморф

ную квадратичному конусу.

8.3. Контактные нормальныеформы особенностей

квадратичныхконусов

Рассмотрим гиперповерхность, диффеоморфную квадратичному

конусу х2 + у2 = z2 В контактном пространстве размерности 2n + 1.

Теорема. Пара, образованная ~OHYCO.м и типичной контактной

структурой, приводится (в нееоторой окрестиости вершивы 'lCOHY

са) 'IC нормальной фор.ме 'lCoHyca

(n > 1),

и нормальной фор.ме Дарбу

d
pdq- qdp О

z+ =2

хонтохтной cтpY'ICfflypbl.
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Замечание. Эта теорема была доказана на уровне формальных рядов

в [182] для n = 1 и в [183] для n > 1. В аналитическом (или голо

морфном) случае ряды, определяющие приводящий диффеоморфизм, в

общем случае расходятся.

Возможно, существует СОО-диффеоморфизм, приводящий коничес

кую особенность к предыдущей нормальной форме (набросок доказа

тельства для n == 1 может быть найден в [182]; однако, детали не опу

бликованы) .

Существует интересная связь между между редукцией к нормаль

ной форме контактных структур на трёхмерной окрестности вершины

квадратичного конуса и теорией нормальных форм эквивариантных

плоских векторных полей в особых точках.

Во-первых, достаточно привести к нормальной форме ограниче

ние контактной структуры на конус (детали см. в [182] или в [8]).
Для приведения к нормальной форме 1-формы на поверхности кону

са рассмотрим двулистное "накрытие" конуса х2 + у2 == z2 (z > О)

(и, v)-плоскостью:

222
х == и -.. v, у == uv,

Лемма 1. Дифференциа.л.ьная l-фор.ма на 3-nространсmве индуциру

ет на плоскости фор.му Р du +Q dv, коэффuцuентшсu которой явм

ются нечётные ФУН'I"ции и дифференциaJtкоторой в начале координат

равен нулю. И обратно, любая МОС7Сая фор.м.а с этu..uи своuст6ШСи

индуцируется из нееоторой 1-фор.м.ы на пространстве.

Будем называть диффеоморфизм (и, v)-плоскости нечётным, если

он коммутирует с центральной симметрией (и, v) t-+ (-и, -v).

Лемма 2. Любой нечётный (лока.л.ьный) диффео.морфuз.м (и, v)-nJ&ос

кости индуцирован диффео.морфuз.мо.м. объеJ4дющего 3-nространства,

сохран.яющu.u 7Сонус.

Эти леммы сводят нашу задачу к локальной орбитальной классифи

кации нечётных векторных полей с нулевым следом (суммой собствен

ных значений в начале координат) по отношению к группе нечётных

диффеоморфизмов.

Из стандартной теории нормальных форм векторных полей (см.,

например, [17]) вытекает

Лемма 3. Формальный (иАи СОО) нечётный дuффео.м.орфиз.м. u у.м.но

жение на че'тную функцию приводяп» типичное нечётное вехторное
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поле с нулевы.и. следо.м либо к гиперболической нор.маАЬНО'й фор.ме

{
и = и(1 + uv + c(uv)2),

1;= v( -1 +uv + c(uv)2),

либо к ЭJLдиnmическоu нор..wа.а.ьноЙ фор..wе

{

iJ, = v + и(и2 + v 2) + си(и2 + v 2)2,

iJ = -и+ v( u2+ v2) + cv(и2 +v2)2.

Возвращаясь от векторных полей к l-формам на конусе, а затем к

l-формам на 3-пространстве, можно получить из этих формул утвер

ждение теоремы. Эта редукция объясняет также присутствие в теоре

ме модуля с: он инвариантно связан с особенностью соответствующего

плоского нечётного векторного поля.

Замечание. Приведённая выше редукция полезна также для понима

ния поведения характеристик на поверхности конуса: они соответству

ют траекториям описанных выше векторных полеЙ.

Эллиптический случай соответствует знаку "+" в теореме. В ли

нейной аппроксимации, траектории на (и, v)-плоскости являются ок

ружностями. Характеристики на конусе являются спиралями, близки

ми круговым "горизонтальным" сечениям z = const. Изменение вы

соты z монотонно вдоль характеристик (на одной поле конуса харак

теристики медленно приближаются к вершине, на другой - медленно

удаляются от неё).

Гиперболический случай соответствует знаку "-" в теореме. В

этом случае характеристики на поверхности конуса очень похожи на

вертикальныесечения z = const. Две из них являются гладкими кривы

ми (аналитическими в аналитическом случае), содержащими вершину.

Эти "сепаратрисы" на поверхности конуса соответствуют координат

ным осям u ~ О и v = О на плоскости. Их существование следует из

теоремы Адамара-Перрона (см., например, [17]).
В предыдущих следствиях теоремы о нормальных формах не требу

ется сходимость рядов, эадающих приводящие диффеоморфизмы, так

как используется приведение только нескольких первых членов ряда

Тейлора. Таким образом, для получения топологической информации

о поведении характеристик, нет необходимости полностью доказывать

теорему о нормальных формах: достаточно нормализовать несколько
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первых членов ряда Тейлора. Эта нормализация требует небольших

вычислений, которые эдесь я опускаю (см. [182]).

Замечание. Нормальные формы конуса в контактном 3-пространстве

могут быть интерпретированы как описание типичной особенности не

явного дифференциального уравнения, зависящего от параметра.

Поверхность Р(х, у,р) = О, задаваемая типичным неявным уравне

нием в контактном пространстве 1-струй функций ОТ одной переменной

(снабжённом естественной контактной структурой dy = р dx) не особа.

Однако, если уравнение зависит от параметра, то при некоторых

значениях параметра эта поверхность может становиться особой.

В простейших однопараметрических семействах встречаются только

простейшие особенности, а именно морсовекие конические точки.

Таким образом, в контексте теории неявных обыкновенных диф

ференциальных уравнений коническая особенность возникает только в

момент перестройки. Возникает естественная задача изучения бифур

каций: мы должны исследовать также уравнения, соответствующие од

но и двуполостному гиперболоидам, близким поверхности конуса. Это

также может быть сделано методами работы (182] (см. в ней §2, заме
чание 3).

В теории релаксационных колебаний наша задача встречается в мо

мент перестройки типичных семейств систем с одной быстрой и двумя

медленными переменными, зависящих от одного параметра. Контакт

ная структура в трёхмерном фазовом пространстве есть поле плоско

стей, порождённых (вертикальным) направлением быстрого движения

и (произвольным) направлением малого возмущающего поля. Быстрая

релаксация отправляет фазовую точку вдоль вертикальной прямой на

медленную поверхность, на которой отсутствует движение с быстрой

скоростью. Медленная эволюция по этой поверхности протекает вдоль

характеристик медленной поверхности нашего контактного простран

ства.

В системе общего положения медленная поверхность является глад

кой. Однако, если система эависит от одного параметра. то при не

которых значениях параметра эта медленная поверхность приобретает

морсовскую особенность (квадратичный конус). Как и в случае неяв

ных обыкновенных дифференциальных уравнений, естественной зада

чей является изучение полных перестроек. Приведённая выше нормаль

ная форма конуса составляет ядро решения этой задачи.
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8.4. Особенностисистем лучей и волновых фронтов

в точках нестрогой гиперболичности

Здесь мы применяем полученную выше нормальную форму особенно

стей световых гиперповерхностейк изучению распространений волн,

эадаваемыхгиперболическимивариационнымипринципами.

Во-первых, рассмотрим случай D = 1 одномерного физического

пространства. Световая поверхность в З-пространстве контактных

элементов двумерного пространства-времени для гиперболического ва

риационного принципа общего положения имеет особенности типа ква

дратичного конуса, которые приводятся контактоморфизмами к нор

мальным формам I приведённым в §8.3.

Теорема. Д.ILJI, гиперболических cucme..w ЭJL.4unтическиЙ с.t&учаЙ

(знак "+" в нормальной фор..wе §8.3) н,евоз~ожен.

Доказательство. Световая гиперповерхность находится в простран

стве проективизованного кокасательного расслоения ~*]12 ~ ]12

над плоскостью пространства-времени. Слои этого расслоения явля

ются лежандровымиподмвогообрааиями.Касательнаяпрямая к слою в

вершине конуса принадлежитконтактнойплоскости. В эллиптическом

случае эта контактнаяплоскость (dz = О) пересекается с вещественным

конусом только в вершине. Следовательно, некоторые из близлежащих

слоёв не пересекают световую гиперповерхность в векоторой окрест

ности особой точки, тогда как другие слои пересекают её дважды. Та

ким образом, характеристическое уравнение должно иметь комплекс

ные корни в некоторых точках пространства-времени, то есть система.

не гиперболична.

Рассмотрим гиперболический случай (знак "-" в нормальнойформе

§8.3) .

Теорема. Проекиия объединения характеристик - сеnаратрис

из световой поверхности конуса на плоскость пространства-времени

(вдОАЬ слоёв кокасатеАьного раССJ&оенv..я) состоит из 2-х еладхи» (ана

J&uтических) квадратично касающихс.я кривых (1-2) и (3-4). Проекцы»

характеристик первого (второго) ce..weucmBa - кривые (1-4) (соот

ветственно (2-3)) (рис. 120).

Это следует из того, что касательное прямые к сепаратрисам в вер

шине принадлежат контактной плоскости и, следовательно, компланар

ны вертика.льному направлению (касающемуся слоя).
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Рис. 120. Характеристики
световой П,оверхности И их

проекции в пространство-время

Квадратичное отклонение одной спроектированной кривой от дру

гой есть проявление невырожденяости контактной структуры.

Будем называть проекции в пространство-время (би)характеристик

.4уча.иu (в этой размерности они являются также большими фронтами).

Два семейства лучей, соответствующих полам конуса, касаются друг

друга в особой точке (образе вершины конуса) и гладки [аналитичны]

вне её.

Рассмотрим однопараметрическое семейство лучей, содержащих

особый луч, проходящий через особую точку. Особый луч является

ломаной линией: оп состоит из двух гладких (ана.литических) частей,

имеющих общую касательную в особой точке и разные кривизны. Близ

лежащие лучи гладки, но, разумеется; присутствие особенности про

являет себя в виде рассеяния семейства в особой точке.

Рассмотрим гладкую (аналитическую) линию, трансверсальную в

некоторой точке (на конечном расстоянии от особой точки) "приходя

щей" части особого луча из первого семейства. Рассмотрим аналогич

ную линию, пересекающую "уходящую" часть особого луча (рис. 121).
Лучи первого семейства трансверсально пересекают обе линии и,

следовательно, определяют непрерывное "отображение рассеяния",

отображающее точку пересечения [приходящего) луча с первой линией

в точку пересечения того же (уходящего) луча со второй линией. Наше

семейство лучей имеет вид семейства паралдельных прямых. В неко

торой окрестности точки на приходящем особом луче оно может быть
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Рис. 121..Рассеяние лучей
на плоскости пространства-времени

преобразованов семейство параллельныхпрямых при помощи некото

рого диффеоморфизма(в сущности,это достигаетсяс помощьюпервой

трансверсальнойлинии). Это же семейство лучей так же может быть

преобразованов семейство паралдевьныхпрямых в некоторой окрест

ности точки на уходящем луче. Однако, эти диффеоморфиэмыне со

гласованы. Отображениерассеяны измеряет степень несогласованно

сти этих двух параметризацийодного и того же множествалучей.

Пусть w обозначает расстояние от точки входящего луча до особого

луча, измеренное вдоль трансверсальной линии точек входа. Если бы.

семейство было гладким, то расстояние w' от точки выхода этого же

луча до особоголуча, измеренное вдоль трансверсальнойлинии точек

выхода, являяосьбы гладкой функцией от w, и её ряд Тейлора имел бы

вид w' = aw + Ьw2 + .... Нормальные формы из §8.3 вызывают особен

ность в асимптотическом разложении, а именно w' = aw+bw21n w + ....
Этот логарифм является проявлением рассеяния.

Разумеется, с физической точки зрения этот эффект слабого рассе

яния не так важен, как возможность обмена энергией между волнами

обоих семейств в особых точках.

Рассмотрим теперь случай D = 2 (двумерное физическое прост

ранство). Мне не известно, возможен ли эллиптический случай ("+"
в нормальной форме особенности световой гиперповерхности) для ти

пичных гиперболических вариационных систем3) . Мы рассмотрим ги

перболический случай ("-" в нормальной форме), который, очевидно,

возможен.

После естественнойзамены переменных, нормальная форма может

быть записана в виде

dz = Рl dql - ql dPl +Р2 dq2 ~ q2 dP2 .
2

(1)

3) Возможность эляиптического случая недавно доказана П.Браамом и

Г.Дейстермаатом.
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Уравнения характеристик гиперповерхности Н = О таковы:

(2)

(где точка обозначает производную по вспомогательной переменной t
вдоль характеристик; эта переменная t не совпадает с функцией вре

мени Т(р, q, z) по отношению к которой система гиперболична).

Мгновенный волновой фронт на физической плоскости представля

ется в контактном 5-многообразии некоторой интегральной кривой

контактной структуры, принадлежащей световой гиперповерхности

Н = О. Коразмерность входящей сепаратрисы ql = О в световой ги

перповерхности равна 1. Следовательно, типичный волновой фронт

проходит через особенность в изолированные моменты времени в изо

лированных точках.

Предположим, что интегральная кривая, представляющая мгновен

ный фронт, трансверсальяо пересекает входящую селаратрису в точке

с координатами Рl == 1, Р2 == ql = q2 = Z = О (общий случай может

быть сведён к этому очевидной заменой переменных). Рассмотрим ха

рактеристики световой гиперповерхности, выходящие из точек нашей

кривой. Эти характеристики образуют двумерное лежандрово подмно

гообразие в световой гиперповерхности (эта лежавдрова поверхность

образована контактными элементами, касающимися большого фронта,

порождённого нашим мгновенным фронтом в пространстве-времени;

большой фронт есть поверхность в трёхмерном пространстве-времени,

заметённая мгновенными фронтами).

Лемма. Описанная выше лежвндрова поверхность приводится к

нор~альной фор~е

. -t 2 t 2Pl = е , Р2 = и, ql = -и е, q2 = ut, (3)

хонтактоморфиэмом, сохраняющим световую гиперповерхность

Н = О (и, t - параметры на поверхности).

Доказательство. Рассмотрим пересечение этой лежввдровой поверх

ности с гиперповерхностью Pl = 1. Эта кривая трансверсальна входя

щей севаратрисе. В некоторой окрестности нашей точки локальными

координатами на гиперповерхности (1) являются (Рl, Р2, q2, z). В этих

координатах входящая сеяаратриса задаётся уравнением Р2 == О. Сле

довательно, вдоль кривой dP2 :f. О. Таким образом, ограничение Р2 на

эту кривую может быть выбрано в качестве параметра u вдоль этой
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..
кривои:

Рl = 1, Р2 = и, ql = _и2 , q2 = j(u), Z = g(u).

Симплектоморфизм (Рl, Р2, ql, q2) ....-+ (Рl, Р2, ql, q2 - f(P2)) убивает j I со

храняя Н-Соответствующий контактоморфизм приводит 9 к виду

-и2 /2 , так как вдоль нашей интегральной кривой контактной струк

туры dz = Рl dql/2 = -и du. Таким образом, наша параметризованная

кривая приведена к виду

и2

Pl = 1, Р2 = и, ql = _и2 , q2 = О, Z = -2'
Характеристикинашей гиперповерхностиН = О, выходящие из точек

этой кривой, заметают лежандрову поверхность, описанную в лемме

(мы использовали уравнения (2) характеристик).

Используем нормадьную форму (3) для описания особенности боль

шого фронта в пространстве-времени и перестройки моментальных

фронтов. Большой фронт есть проекция дежандровой поверхности (3)
из б-пространства в 3-пространство вдоль слоёв проективизованного

кокасательного расслоения. В отличие от случая одной простраяствен

ной переменной, в случае двух пространственных переменных, по-види

мому, нет отличий между типичными проакциями и типичными лежав

дровыми проекциямиЧ. Ниже я опишу особенности типичных проек

ций поверхности (3) в трёхмерное пространство-время.

Окончательным результатом является следующее описание типич

ных перестроек типичных вележандровых проекций (рис. 122), кото

рые мы будем называть квазuфронтaJtu, для отличия ,от истинных

фронтов, являющихся лежаядровыми проекциями, описанных в §8.5.

{>О

Рис. 122. Перестройка i=O
мгновенных квазифронтов, {<О
ДВИЖУЩИХСЯ в плоскости

Мгновенный квазифронт, бывший гладкой кривой до момента пе

рестройки, приобретает особую точку. В момент перестройки квази

фронт образует угол. Обе ветви этого ломанного квазифронта име

ют касательные в особой точке (отличающиеся друг от друга), но

4) На самом деле такие отличия есть: они описаны в §8.5.
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кривизны бесконечны. Уравнение каждой ветви в особой точке име

ет вид у = х/ lп х 2 + о(х/ ln х 2) .

После момента перестройки квазифронт имеет непрерывные каса

тельные в каждой точке. Однако, он имеет особые точки, в которых

кривизна бесконечна. Уравнение кваэифронта в некоторой окрестно

сти особой точки может быть записано в виде у = х / ln х2 + о(х / ln х2).

Для вывода зтих результатов, введём новые параметры (А, В) на

поверхности (3), определяя их при помощи двулистного "накрытия"

полы конуса плоскостью:

(4)

Тогда 'U = АВ и t = -ln А2 . Следовательно поверхность (3) пара

метризуется следующим образом:

Координаты проекции этой поверхности в 3-пространство являются

четными функциями переменных (А, В) и могут быть получены как

результат подставовки пяти функций (5) в некоторые гладкие функции

Е, (Рl , Р2, ql , q2, z).
Выберем начало координат пространства-времени в особой точке.

Функции Fi. в этой точке равны нулю.

Рассмотрим ряды Тейлора функций Е, в начале координат. Под

ставляя (5), мы получим квааи-тейлоровы ряды, квазимономы которых

имеют вид AkВ1 (ln А2)rn, т <k. В естественной иерархии квазимо

номов по их порядку в нуле, квазимономытакого вида пренебрежимы

по сравнению с квазимономами с меньшими значениями k + [, в свою

очередь кваэимономы с большими k + l пренебрежимы по сравнению

с этими Мономами. Из двух квазимономов с равными k + l квазимо

ном, имеющий большее т, является большим (его порядок стремления

к нулю меньше).

Принимая это во внимание, получаем, что главные части функ

ций Е, В начале координат пропорциональны АВ lп А2. Коэффициент

при этом квазимоно~е есть вектор в нашем 3-проетранстве. Выберем

координаты в этом 3-пространстве таким образом, что первая коорди

натная ось содержит этот вектор. Эта замена приводит нашу проек-
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цию к виду

Xl = АВ ln А2 + ,
Х2 = Р(А, В) + ,
Хз = Q(A, В) + ,

(6)

где Р и Q - квадратичные формы, а точки обозначают члены больших

порядков.

Квадратичные формы Р и Q задают квадратичное отображение

(А, В)-плоскости в (Xl' Х2)-ПЛОСКОСТЬ. Типичное квадратичноеотобра

жение из плоскости в плоскость приводится К одной ИЗ двух нормаль

ных форм

У2 =с2
- D2,

У2 = С2 ,

Уз = 2CD (эллиптическийслучай),

Уз = D2 (гиперболический случай)
(7)

некоторой линейной заменой координат

Пренебрегая членами более высоких порядков в (6), в эллиптиче

ском случае получим представление проекции в виде графика функции

АВ ln А2 от переменных У2, Уз (рис. 123). Эта функция гладка везде,

кроме луча, соответствующего прямой А = О, на которой касательная

плоскость вертикальна и кривиэва (логарифмически) бесконечна.

Рис. 123. Особый луч

. на большом кваэифронте

в пространстве-времени

(эллиптический случай)

в гиперболическом случае "функция" АВ ln А2 переменных У2, Уз

определена только на положительном квадранте (У2 > О, Уз > О) и при

нимает два значения для каждой внутренней точки. Тем не менее,
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Рис. 124. Особый луч

па большоМ квааифронте

в пространстве-времени

(гиперболический случай)

график имеет один особый луч (с особенностью того же, логарифми

ческого, типа как и в эллиптическом случае, рис. 124).
Принимая во внимание отброшенные ранее члены, получим, что то

пологическая картинка не изменяется: спроектированная поверхность

остается гомеоморфной плоскости и имеет особый луч, вдоль которо

го касательная плоскость непрерывна, но кривизна трансверсального

сечения бесконечна.

Для того чтобы изучить характер перестройки квазифронтов, рас

смотрим типичную гладкую функцию времени, равную нулю в начале

координат нашего 3-пространства.

Первые члены в кваэи-тейлоровском разложении этой функции в

начале координат таковы:

т = аАВ ln А2 + ЬА2 + сАВ + dB 2 + ....

Кривые нулевого уровня на (А, В)-плоскости имеют асимптотики

В - Ь А +- - а [пА2 ••• ,

А - d в +- - а lnB2 ...

(8)

Следовательно, кривые уровня функции квазивремени на (А, В)

плоскости подобны линиям уровня функции АВ, однако две сепаратри

сы, соответствующие нулевому уровню, слегка деформированы

(рис. 125).

Замечание. Характеристики световой гиперповерхности, принадле

жащие нашей дежандровой поверхности, на (А, В)-плоскости предста

мены кривыми АВ = const.
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Рис. 125. Квааилучи и мгновенные

квазифронты на (А, В)-плоскости

Для системы дифференциа.льных уравнений с частными производ

ными, гиперболичной по отношению к данной функции времени Т, ха

рактеристики световой гиперповерхности трансверсальны изохронам.

Следовательно, для лежвндровой поверхности и функции квазивремеви,

описывающих распространение квазифронтов для гиперболической си

стемы дифференциальных уравнений с частными производвыми, кри

вые Т(А, В) = const не должны касаться гипербол АВ = const. Это

условие причинностина.лагаетограниченияна козффициентыв форму

ле (8). В общей задаче контактной геометрии, не связанной с теорией

дифференциальных уравнений с частными производными, возможен и

случай, изображённый на рис. 126.

Рис. 126. Невоэможнвя
конфигурация квааидучей

и квазифронтов для

гиперболических систем

Наконец, для того чтобы получить норма.льные формы заметания

большого ква.зифронта мгновенными, спроектируем (А, В)-плоскостъ,

с её характеристиками АВ = const и изохронами Т(А, В) = const, на

большой квазифронт при помощи проектироввния, задаваемого фор

мулами (6) и (7). Нетрудное вычисление приводит к следующему ре

зультату.
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Лемма. Квадрстичные отображения (7) переводят центрa.l&ьные ~o

Hи~и (задавае..иы.е уравнеНШl.ACи jC2 + gCD + hD2 = const) в ~OHU1CU,

Следоватеяьносемейства проекций характеристик из (А, В)-плоско

сти в (У2, уз)-плоскость являются семействами коник, изображёнными

на рис. 127.

Рис. 127. Проекция характеристик на (У2, уз)-плоскость

Замечание. Гиперболический случай разделяется на два подслучая,

так как прямые А = О, В = О могут быть разделены или не разделены

прямыми С = О, D = О на проективной прямой,
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Наконец) мы поднимаем следы квазифронтов и лучей из (У1, У2)

плоскости на большой квазифронт (рис. 128) и получаем следы пере

строек, указанные на рис. 122.

Рис. 128. Квазилучи и квазифронты на большом фронте

Замечание. Типичная особенность большого фронта в трёхмерном

пространстве-времени вероятно диффеоморфна типичной особенности

мгновенного фронта в физическом 3-проетранстве. В этом случае та

кой мгновенный фронт должен иметь (в типичный момент времени)

особые точки, в которых заканчиваются (логарифмические) особые

кривые.

Типичный гладкий начальный фронт, движущвйся внеоднородном

3-пространстве, в некоторые моменты времени приобретает особенно

сти. В момент, следующий за моментом рождения особенности, фронт

должен иметь 2 изолированные особые точки нестрогой гиперболич

ности, в которых имеет место преобразование волн. Эти точки соеди

нены особой кривой (предстввдяющей те лучи, что претерпели транс

формацию в предыдущие моменты времени).
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8.5. Внутреннеерассеяниелучей и волновыхфронтов на

плоскости'"

Линейные короткие волны разных типов обычно распространяются с

разными фазовыми скоростями. Однако иногда их скорости могут и

совпадать. Например, встречаются поперечные и продольные плоские

. волны, бегущие в однородной анизотропной упругой среде с одной и

той же фазовой скоростью в одном и том же направлении. Точнее,

колебания среды в таких волнах имеют более одной степени свободы,

а их разделение на продольные и поперечные в анизотропной среде

условно. Другой аналогичный пример - световые волны различной

полярваацви в анизотропном кристалле, распространяющиеся с одина

ковой скоростью в одном и том же направлении. Преломление таких

волн необычно и называется в физике конической рефракцией Гамиль

тона. Математическое объяснение этого явления состоит в том, что

направление распространения лучей в такой волне определено неодно

значно - всевозможные лучи, выходящие из данной точки, заметают

конус.

. В этом параграфе мы, следуя результатам предыдущих параграфов

главы 8, изучаем на уровне геометрической оптики внутреннее рассе

яние коротких волн в двумерной среде, свойства которой общим обра

зом зависят не только от направления (как в примерах выше), но и от

точки. Оказывается, что неоднородность приводит к новым явлениям

внутреннего преломления и внутреннего отражения волн, не наблюда

ющимся в описанных только что примерах.

Внутреннее преломление лучей. Фронт типичной волны, распро

страняющейся в среде с общими оптическими свойствами, в отдельные

моменты времени может испытывать перестройки. вызванные прелом

лением лучей рассматриваемой волны в некоторых внутренних точках

среды. Падающий в каждую такую точку луч преломляется, а фронт

волны приобретает слабую особенность, распространяющуюся вдоль

преломленного луча. Лучи, близкие к падающему, искривляются и про

ходят вблизи преломленного луча. В однородной же среде только что

описаиное внутреннее преломление невозможно, поскольку все лучи 
прямые.

Подчеркнем, что точки, в которых фронт волны испытывает вну

треннее преяомление, зависят от начальных условий и, вообще говоря,

5)Реэулътаты этого параграфа опубликованы в [20].
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различны для разных волн. В среде, оптические свойства которой об

щим образом зависят от точки и направления, внутреннее преломление

волн возможно в точках некоторых линий. Обычно через такую точ

ку проходят два луча, фазовые скорости которых совпадают в ней по

величине и направлению. Именно эти лучи и способны преломлятъся в

рассматриваемой точке, как показана на рис. 129. Остальные лучи в

ней не преломляются. ХОТЯ всевозможные точки внутреннего прелом-
u

ления и располагаются на линиях, но в типичнои волне преломляются

лишь отдельные лучи, а остальные проходят через точки внутреннего

преломления без изменения направления .

." .'

Рис. 129. Внутреннее преломление и внутреннее отражение лучей

Эти результаты и приводящая к ним математическая техника из

ложены в параграфах 8.1-8.4. Однако перестройки фронта волны, ис

пытывающей внутреннее преломление, там не описаны. В §8.4 рассма

триваются квазифронты - общие (а не лежандровы) проекции соот

ветствующих лежаядровых подмвогообрааий,

Внутреннее отражение лучей. Кроме того, согласно нашим ре

зультатам, в среде, оптические свойства которой общим образом зави

сят от точки и направления, помимо точек внутреннего преломлени.и

волн бывают ещё точки их внутреннего отражения. Последние отлича

ются от первых расположением пары лучей, преломляющихся в каждой

из них, и линией, на которой они сами располагаются. Рассматривае

МЬ1е лучи не преломляются, а, скорее, отражаются от этой линии, как

показано на рис. 129.
Фронт типичной волны, распространяющейся в среде с общими оп

тическими свойствами, в отдельные моменты времени может испыты

вать перестройки, вызванные внутренним отражением лучей рассма

триваемой волны. Неожиданно оказывается, что такие перестройки

всегда происходят в точках возврата перестраивающегося фронта, а

прохождение точки возврата фронта волны через точку её внутрен-
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него отражения - явление общего положения. Иначе говоря, точки

внутреннего отражения лучей притягивают точки возврата фронтов.

В п. 8.5.1 описываются перестройки фронтов, каустика и рассеяние

лучей при внутреннем преломлении и внутреннем отражении типичных

волн в средах, оптические свойства которых общим образом зависят от

точки и направления. Допускается их зависимость и от времени. Но

описанные явления не наблюдаются ни в однородных, ни в изотропных

средах.

Известно, что распространение коротких волн на уровне геометри

ческой оптики описывается световой гиперповерхностью - множест

вом точек, в которых вырождается главный символ системы линейных

уравнений Эйяера-Лвгранжа. На такой гиперповерхности встречают

ся конические особые точки, среди которых выделены гиперболические

особенности, которые и оказываются ответственными за внутреннее

преломление и внутреннее отражение волн. В п. 8.5.2 обсуждается деле

ние общих гиперболических особенностей световой гиперповерхности

на точки преломления, отражения и псевдоотражения характеристик.

Особенности волн в пространстве-времени при проходе через точки

преломления, отражения и псевдоотраженяя характеристик описыва

ет теорема 1 из п. 8.5.3. Она справедлива лишь для типичных волн,

выделенных из всех некоторым явно сформулированным огравичевв

ем на их начальные условия. Оказывается, что псевдоотраженве ха

рактеристик запрещено эвояюцяонностью системы уравнений Эйлера

Лагранжа (вдоль лучей время возрастает). Комбинация этого наблю

дения с теоремой 1 даёт теорему 2, утверждающую, что при проходе

через точки преломления и отражения характеристик наблюдаются со

ответственно явления внутреннего пре.ломления и внутреннего отраже

ния волн, свойства которых описаны в п, 8.5.1. Отметим, что её фор

мулировка не содержит неконструктивных требований общности опти

ческих свойств среды и типичности волны. Все они заменены вполне

проверяемыми в каждом конкретном случае явными условиями, кото

рым должны удовлетворять сама волна, а также точки преломления и

отражения характеристик, лежащие на её пути. Например, наличие

точек преломления или отражения уже запрещает и однородность, и

изотропность - В таких средах эти точки просто не встречаются.
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8.5.1. Перестройки фронтов, рассеяниелучей

и особенностькаустики

303

Перестройки фронтов при внутреннем преломлении лучей.

Здесь показано, что гладкий фронт типичной волны в момент вну

треннего преломления испытывает перестройку, после которой на нём

появляется разрыв третьей (а не второй) проиэводной, распространяю

щийся вдоль преломленного луча. Вторая же пронаводная оказывается

непрерывной, но не удовлетворяющей условию Гвяьдера ни с каким по

ложительным показателем. В окрестности же точки разрыва третьей

производной локальное уравнение фронта в подходящих гладких коор

динатах имеет вид у = x2/ 1n Jxl +o(x2/1n Ixl) при х ~ о.

в сам момент перестройки на фронте возникает разрыв второй про

взводной, расположенный в точке внутреннего преломления и исчеза

ющий сразу после перестройки. Ветви перестраивающегося фронта,

выходящие из точки внутреннего преломления , имеют различные ко

нечные кривизны, а локальное уравнение каждой из них в подходящих

гладких координатах записывается в виде у = x2/1nx + o(x2/1nx) при

х -+ о.

На рис. 130 показавы два варианта описанной перестройки в зависи

мости от того, совпадают (а) или нет (б) знаки кривизн ветвей фронта

в момент внутреннего преломления. В близкие моменты времени точ

ка пересечения с падающим и преломленным лучом разбивает фронт на

две ветви. Проследим за кривизнами этих ветвей в точке пересечения.

Как описывалось выше, они различны в момент прохождения фронта

через точку внутреннего преломления и совпадают до и после зтого мо

мента. Кроме того, оказывается, что обе они полунепрерывно эаввсят

от времени: одна из них непрерывна вплоть до момента перестройки,

а другая - начиная с зтого момента.

Рассеяние лучей при внутреннем преломлепии. Типичная кар

тина распространения лучей при внутреннем преломлении волны также

изображена на рис. 130. Падающий и преломленный лучи представля

ют собой ветви двух гладких кривых, не имеющих общей касательной в

точке внутреннего преломления. Остальные лучи искривляются и рас

сеиваются. Луч, проходивший вблизи падающего на расстоянии е (на

конечном расстоянии от точки внутреннего преломления ), окажется

(снова на конечном расстоянии по другую сторону от рассматривае

мой точки) смещённым относительно преломленного луча на расстоя

ние иг ln lel + о(е ln lel) при е -+ О, где р. < о.
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Рис. 130. Перестройки фронта и рассеяние лучей

при внутреннем преломлении волны

Перестройки фронтов при внутреннем отражении лучей. Как

и раньше, в момент внутреннего отражения типичной волны её фронт

испытывает перестройку, после которой на нём появляется (помимо

точки возврата) слабая особенность - разрыв третьей производной,

распространяюшийся вдоль отражённого луча. В окрестности возник

шей слабо особенности вторая пронаводная снова оказывается непре

рывной, но не удовлетворяющей условию Гёльдера ни с каким поло

жительным покааателем, а локальное уравнение фронта в подходящих

гладких координатах представляется в прежнем виде у = х2 / ln IхI+
+o(x 2/ 1n Ixj) при х -+ о.

в сам момент перестройки фронт состоит из двух касающихся ве

твей различной кривизны, выходящих из точки внутреннего отраже

ния. Как и раньше, локальное уравнение каждой из них в подходя

щих гладких координатах записывается в прежнем виде у = х2/ ln х+
+о(х2/ ln х) при х -+ о.

На рис. 131 показаны два' варианта описанной только что перестрой

ки в зависимости от того, совпадают (а] или нет (6) знаки кривизн

ветвей фронта в момент внутреннего отражения. Снова, две кривиз

ны фронта, определённые в точке, которая распространяется сначала

вдоль падающего луча, а затем вдоль отраженного, различны в момент

прохождения фронта через точку внутреннего отражения и совпадают

до и после этого момента. Кроме того, снова оказывается, что обе они

полунепрерывно зависят от времени: одна из них непрерывна вплоть

до момента перестройки , а другая - начиная с зтого момента.

Точка возврата фронта скользит по 1Саусти1Се, изображённой на

рис. 131 двойной линией и имеющей в точке внутреннего отражения

особенность - разрыв второй производной. Кривизна каустики в этой
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Рис. 131. Перестройки фронта, каустика и рассеяние лучеи

при внутреннем отражении волны

точке меняет знак, а при приближении к ней стремится к бесконечно

сти. Уравнение каустики в окрестности точки внутреннего отраже

ния в подходящих гладких координатах записывается в виде

у = (А - 8gn х)х/ In jxl + о(х2/ ln Ixj) при х --t О, где А > 1. До пе

рестройки фронта каустика обращена к нему своей выпуклостью, а

после перестройки - вогнутостью. Если оптические свойства среды

не зависят от времени, то в самой точке перестройки фронта каустика

касается линии точек внутреннего отражения. В неавтономном же слу

чае точки возврата фронта заметают в пространстве-времени линию,

касающуюся поверхности точек внутреннего отражения.

Рассеяние лучей при внутреннем отражении. Типичная картина..
распространения лучеи при внутреннем отражении волны также изо-

бражена на рис. 131. Падающий и отражённый лучи представляют

собой ветви двух гладких кривых, не имеющих общей касательной в

точке внутреннего отражения. Остальные лучи искривляются, отра

жаясь от каустики и рассеиваются. Как и прежде, луч, проходивший

вблизи падаюшего на расстоянии е (на конечном расстоянии от точки

внутреннего отражения) I окажется (снова на конечном расстоянии по

другую сторону от рассматриваемой точки) смещённым относительно

отражённоголучана расстоянве ве ш jel+o(eln lel) при € --t О, где J.L < О.

Парадоксальные лучи. Лучи, являющиеся гладкими продолжениями

преломляющихся и отражающихся лучей, изображены на рис. 130 и 131
пунктиром. По сравнению с остальными они являются лучами другого

типа и называются napaaOXCa.l1bUbl.М.U. Возможно, на уровне волновой
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оптики им соответствует частичное превращение преломяяюшихся и

отражающихся волн в волны другого типа по сравнению с падающими.

Двойственность перестроек фронтов. Перестройки фронтов,

изображённых на рис. 130,6 и 131,6, двойственны друг другу. Пере

стройки же фронтов, изображённых на рис. 130,а и 131,а, двойственны

сами себе. Чтобы объяснить зто явление, рассмотрим, например, эво

люцию кривой, двойственной к фронту волны, которая преломляется

в среде с общими оптическими свойствами. Наша кривая оказывается

фронтом, испытывающим либо внутреннее преломление, либо внутрен

нее отражение. Эти же два варианта возникают и в случае, если рас

сматривается эволюция кривой, двойственной к фронту отражающейся

волны.

8.5.2. Преломление,отражение и псевдоотражение

характеристик

Математическоеобъяснение возникновения внутреннего отражения и

внутреннегопреломленияволн состоит в наличии у каждой гиперболи

ческой особенности световой гиперповерхностипары проходящих че

рез неё характеристик,отсутствующиху аллиптическвхточек.

Преломление, отражение и псевдоотражениехарактеристик.

Многообразие контактных элементов пространства-времени естест

венно проектируется на само пространство-время:

Если пространство-времятрёхмерно (п = 2), то по отношению

к проектированию 1г ТИПИЧные гиперболические особенности общей

световой гиперповерхности делятся на точки преломленвя, отражения

и псевдоотражения характеристик, которые определяются следующим

образом.

Пусть ~4 - световая гиперповерхность (верхний индекс - размер

ность многообразия), Н2 - многообразие её гиперболических особен

ностей, а jjЗ - продолжение этого многообразия с помощью прохо

дящих через него характеристик световой гиперповерхности. Точнее,

для построения нЗ на ~аких характеристиках берутся лишь достаточ

но малые окрестности лежащих на них гиперболических особенностей



§8.5. Внутреннее рассе"ние лучей Ц волновых фронтов на nл()скости 307

световой гиперповерхности. Локально НЗ состоит ИЗ двух ветвей H~ и

Й3, пересекающихся по н». В координатах (р, q, z), введённых в §8.4,
светова.я гиперповерхность и только что указанные подмногообразия

пространства-времени задаются следующими уравнениями:

P1Ql + P~ = о (2;4),

Pl = Р2 = Ql = О (н2) ,

Рl = Р2 = О (Й~) и Р2 =ql = О (Н8).

Рассмотрим теперь какую-нибудь гиперболическую особенность

световой гиперповерхности, в которой проектированив самой поверх

ности Н2 на пространство-время имеет полный ранг. В окрестности

такой особенности локадьно определено многообразие н«, состоящее

из слоёв проектирования 1f, проходящихчерез н». Точнее, для постро

ения N4 на таких слоях берутся лишь достаточно малые окрестности

лежащих на них гиперболическихособенностейсветовой гиперповерх

ности. Заметим, что в изотропныхсредах гиперболическиеособенно

сти, удовлетворяющиеприведенномуВЫше условию полноты ранга, не

встречаются.
Светова.я гиперповерхность Е4 и многообразия н«, Й~ и Й3 все

содержат поверхность н». Однако, их взаимное расположение может

быть различным. А именно, поверхность Н2 делит световую гиперпо

верхность Е4 и каждое из многообразий H~ и Й3 на две ветви .. Рас-

смотрим какие-нибудь полуветви многообразийH~ и ii~,лежащиена

одной и той же полуветви световой гиперповерхностиЕ4. Многообра

зие же N4 может касаться световой гиперповерхности2;4, а может пе

рееекать её либо по трёхмерному многообразию, локадьно состоящему

из двух ветвей, либо лишь по н».

Определение. Гиперболическа.я особенность световой гиперповерх

ности, удовлет воря юща.я приведённому выше условию полноты ранга,

называется

а) точ1СОЙ nреJ&О.м.4еu1.LЯ xapa1Cmepucmu:JC, если полуветви многообра

. зий H~ и H~ не касаются гиперповерхности N 4 и лежат от неё по
разные стороны;

б} точ1СОU отражения хара1Стеристи1С, если полуветви многообра

зий Й~ и Й8 не касаются гиперповерхности N4 и лежат от неё по одну

СТОРОНУ, а она сама не касается световой гиперповерхностиЕ4 и пере

секает её по трёхмерномумногообразию;
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в) то'Ч1СОЙ псеедоотрожения харахтеристих, если многообразие

N4 не касается световой гиперповерхности Е4 и пересекает её по н».

г

а б в

Рис. 132. Точки преломления (а), отражения (6) и псевдоотражения (В)

характеристик

Все эти случаи взаимного расположения следов световой гиперпо

верхности Е4 и многообразий н», й~ И йg на трансвереали к поверх

ности Н2 показавы на рис. 132.

8.5.3. Водьшве и мгновенныефронты

Бегущая волна. описываетсялежаядровымподмногообразием

lD С Е2п С PТ*R1+D ,

лежащим на световой гиперповерхности (верхний индекс - размер

ность многообразия). А именно, его образ 1r(ZD) при естественном

проектировании

представляет собой бо.ль'ШоЙ фронт рассматриваемой бегущей волны

гиперповерхность 8 пространстве-времени. Сечение большого фронта

изохроной - .мгн,овенныЙ фронт в соответствующий момент времени.

Мгновенный фронт в выделенный момент времени называется н,ач(1ДЬ"';

н,ьмс. Он является образом 1r(LD-1) подмногообразия LD-1 С lD, ко

торое касается естественнойконтактнойструктуры на PТ*Rl+D и на

зывается на'Ч(1ДЬн,ьш УС.Аовuе.м;. Само лежандровоподмногообразиеl D
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получается из начального условия LD-l продолжением вдоль характе

ристик. Они проектируютсяв .аучu, из которыхсотканбольшойфронт.

С течением времени мгновенный фронт может испытывать пере

стройки, которые полностью исследованыв случае, когда световая ги

перповерхность - гладкая, начальное условие - общего положения,

а D < 5. Если же световая гиперповерхность негдадкая, то появля

ются новые типичные перестройки мгновенных фронтов, вызванные

прохождением характеристик через её особые точки.

Особенности лежаядровых подмногообразиЙ. Гладкое началь

ное условие называется регул..ярны.м., если оно не содержит особенностей

световой гиперповерхности.

Если световая гиперповерхность имеет конические особенности, то

продолжение даже регулярного начального условия вдоль её характе

ристик может оказаться вегладквм. В интересующем нас случае D = 2
попадание отде.льных характеристик, начинаюшихся на одномерном

начальном условии, в гиперболические особенности световой гиперпо

верхности - явление общего положения. В самом деле, такие харак

теристики начинаются на пересечении L1 n jjЗ двух подмногообразий

световой гиперповерхности дополнительных размерностей - началь

ного условия и объединения всех характеристик, проходящих через ги

перболические особенности.

Пусть D = 2, а регулярное начальное условие трансверсаяьно мно

гообразию, составленному из всех характеристик, проходящих через

гиперболические особые точки световой гиперповерхности. Рассмо

трим какую-нибудь характеристику, начинающуюс.я на нашем началь

ном условии и эаканчиваюшуюся в гиперболической особенности свето

вой гиперповерхности. Продолжение начального условия вдоль харак

теристик, достаточно близких к рассматриваемой, является лежаядро

вым подмвогообрааием, которое в окрестности её конца приводится,

как показано в §8.4, к параметрической нормальной форме

Кроме того, уравнения характеристик на плоскости параметров А

и В записываются в виде

АВ = const,

причём В = О - уравнение нашей эаканчввающейся в данной особенно

сти характеристике, а А =.0 - начвнающейся в ней. Диффеоморфизм"
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приводящий К указанной нормальной форме лежандрово подмногообра

зие, сохраняет уже имеюшвеся в нашем распоряжении нормальные фор

мы контактной структуры и световой гиперповерхности.

Парадоксальные характеристики. Характеристика, гладко

продолжающая ту, которая заканчивается в данной гиперболической

особенности, называется парадоксельной. Рассматриваемое лежаядро

во подмногообразие и его парадоксальная характеристика локально ле

жат в разных частях световой гиперповерхности - их разделяет по

верхность гиперболических особенностей. Парадоксальные характери

стики проектируются в парадоксальные лучи.

Особенности больших фронтов. Пусть в интересующем нас слу

чае D = 2 регулярное начальное условие L 1 трансверсально много

образию, составленному из всех характеристик, проходящих через ги

перболические особенности световой гиперповерхности. Рассмотрим

какую-нибудь характеристику, вачинающуюся на L1 и эаканчивающу

юся в точке М преломления 7 отражения или псевдоотражения харак

теристик. Обозначим через [2 продолжениеначальногоусловия вдоль

характеристик,достаточно близких к рассматриваемой.

Теорема 1. При nодход,яще.uвыборе гollaдJCиx JCoopдuuam (х, у) иа nро

странстве-временибо.льшоU фронт 1r(L2 ) в окрестности тОЧJCи 1r(M)
заnисываетс,я в параметрической фор.uе

Xl .:= ±А2 +ЬАВ +В2 + ,
Х2 = ЬА2 +2АВ ln А2 + ,

у = ±А4/2 +ЬА3В +А2В2 +A 2B21n А2 +...,

где .uuоготочtLЯ обозначают ЧoIIеuы более BblcoJCQU степени (степень

ЧoIIена AiBj(lnA2)k равна i+j).
Кроме того, знаJCи "-" и неравенство Ь > О u..weют .uесто при

nреollо.м..ленuи харвхтеристи« в тОЧJCе М, знаJCи "+" и неравенств о

Ь > 2 - при их отражении, а знаJCи "+" и неравенство 2 > Ь > О

- при их псевдоотражении.

Равенство Ь = О справедливо тогда u только тогда, JCozaa два

нвправлення еарсетеристик в тОЧJCе М nроеJCтuруютс.я в одно.

Замечание. При Ь f= о в зависимости от типа поведения характери

стик в точке М большой фронт 1r(l2) имеет в точке 1r(M) одну из
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особенностей, показанных на рис. 133. Там же изображены картины

рассеяния лучей, а парадоксальные лучи обозначены точками.

а б в

Рис. 133. Особенности большого фронта и рассеяние лучей при

преломлеНии (а), отражении (б) и псевдоотраженив (В) характеристик

Доказательство теоремы 1. Приведём лежандрово подмногообра

зие l2 в окрестности точки М к параметрической нормальной форме

(см. §8.4)

диффвоморфизмом; сохраняющим световую гиперповерхность Рl ql+
+P~ = о и контактную структуру dz = (pdq - qdp)/2. Утверждение

теоремы следует теперь из доказанной ниже леммы 1. С её помощью

приведённые в п. 8.5.2 формулы позволяют непосредственно проверить

все утверждения теоремы в координатах. Например, явное уравнение

dql = ±dPl+ bdP2 гиперплоскости TMN, касающейсяв точке М гипер

поверхности н», вместе с явными уравнениями многообразийЕ4 , Й~

и Н3 влечёт нужные неравенства. Теорема 1 доказана.

Лемма 1. Лежандрово проектировение 1г : PТ*R1+2 -t R 1+2 8 01С

рестности то'Ч1CU М может быть прив едено 1с НОрМа.4ьноЙ фор.м.е

1r : (р, q, z)н (Х, у), где

Xl - ±Р1 + ЬР2 - q1 + ... ,
Х2 ЬРl - q2 +...,
у - РIХ1/2 +Р2Х2/2 - z + ...

и Ь > О, а .м.ногото'Чш обозначают. 'ЧJIены бояее 6ЫСО1Сои стеnени, ecJt11

положить degpl == degp2 = 1 11 degz = 2.
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Приведение остцестеляется выборо-м nодход.ящux 2.IIaд1cux 'lCoopiJu

нат (х, у) в пространстве-временн U дuффео.морфuз-мо.м PТ*R1+2 , со

zpан.яющtШ 'lCонтаlCтКУЮ cтpytcтypy, световую гиперповереность u
уже tШеющуюCJI в наше-м распоряжении нор.ммькую фор-му J1ежандро

ва nод-м-когообраэu.я L2.
Для доказательства леммы 1 нам понадобится лемма 2.

Лемма 2. Плоскость ker d1Г, 'lCacaтeAЬH(U б тОЧ'ICе М 'IC слою проек

тирования п , в I'оорiJu1Ютах (р, q, z) задаётся уравнен'UJl..ИU

adpl + bdP2, где а =1 О,

bdPl +CdP2,
-"

- О.

Доказательство леммы 2. Первое уравнение - это уравнение ги

перплоскости ТМN, содержащейплоскостьker d1Г. Его можно записать

в нужном виде, так как гиперплоскость ТмN касается поверхности н»,

уравнение которой - Pl =Р2 = ql = О, и трансверсадьно поверхности

ЙJ> и Н8, уравнения которых - Pl = Р2 = О И Р2 = ql = О соответ
ственно.

Требуемый вид второго уравнения получается, если учесть что

(Рl, Р2) - локальные координаты в слое, проходящем через М. Дей

ствительно, (Рl, Р2, Q2, z) - локальные координаты на N 4 в силу первого

уравнения, а рассматриваемый слой и поверхность н2 трансверсадьно

пересекаются в н«. Совпадение же коэффициентов, обозначенных че

рез Ь, следует из обращения в нуль на слоях 1г дифференциала dp л dq
контактной формы.

Третье уравнение - зто уравнение контактной плоскости в точ

ке ·М, тоже содержащее kеrd1Г. Лемма. 2 доказана.

Доказательство леммы 1. ЛежавдревоподмногообразиеL2 задает

си уравнениями'

Plql +p~ = О, q2 + 2p21n Рl = О, z + p~/2 = О,

которые вытекают из его параметрической нормальной формы.

Векторные поля с производящими функциями Pl ql + P~ = о и

z + p~/2 = О сохраняют контактную структуру, световую гвперповерх

ность и дежандрово подмногообразие L2 • Действуя ими на плоскость

kегd1Г, касательную в точке М к СЛОЮ 1Г, можно добиться равенств
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а = ±1, с = О в её уравнениях, полученных в лемме 2. Условие же Ь > о

достигается одновременвой сменой знаков у Р2 И q2.

Осталось только выбрать соответствующие коордвнаты (х, у) в про

странстве- времени. Лемма 1 доказана.

Перестройки мгновенных фронтов. Предположим теперь, что

световая гиперповерхность определяется вариационным принципом, а

регулярное начальное условие L 1 трансверсально многообразию, состо

ящему из характеристик, проходящих через гиперболические особен

ности световой гиперповерхности. Снова рассмотрим какую-нибудь

характеристику, начинвюшуюся на L1 и эаканчввающуюся в ТОЧке М

преломления I отражения или псевдоотражения характеристик. Обо

значим через [2 продолжение начального условия вдоль характери

стик, достаточно близких к рассматриваемой. Приведённа..я ниже те

орема 2 описывает перестройки мгновенных фронтов в окрестности

точки ~(M) при некоторых дополнительных условиях регулярности,

накладываемых на точку М.

А именно, в пространстве-времени локально определена гладкая по

верхность ~ (н2) - проекция некоторой окрестности точки М на по

верхности гиперболических особенностей. (Это следует из условия пол

ноты ранга, накладываемого на точки преломления, отражения и псев

доотражения характеристик.] Сама же точка М является приложен

ным в точке ~(M) и касающимся большого фронта ~(l2) контактным

элементом пространства-времени

UJ dt + k dx = О,

на котором выделено направление, касательное к изохроне, проходяшеи

через точку ~(M). (В самом деле, наша изохрона трансверсааьна рас

сматриваемому контактному элементу, поскольку k -# о на световой

гиперповерхности.) Это направление касается также и мгновенного

фронта в момент перестройки. Требуется, чтобы оно было трансвер

сально поверхности ~ (н2), а сам контактный злемент М был трансвер

сален оси времени. Кроме того, направления характеристик, проходя

щих через точку М, должны провктироваться в различные направления

пространства-времени.

Теорема 2. ТОЧ1Са М не может быть mоч1СОй псевдоотроженияха

рсктеристиз«: В за6uсtШостиже от того, JlБJtЯетСJl J&U она точ1СОЙ их

npeJ&O""-ILеuu.я 'UJ&fl. отражения, 6 окрестности точJCU 1r(M) .uгUО6енuыЙ

фронт испытывает одну из перестроек. оnuсаниых 6 n. 8.5.1.
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Доказательство. Теорема 2 следует из теоремы 1.
1) Лучи и фронты на плоскости параметров (А, В) представляютоя

в виде

АВ =const (лучи),

т(А, В) =const (фронты),

где т - ограничение сдвинутого времени t(x, у) - t(O) на параметрвав

цию большого фронта, асимптотика которой дается теоремой 1. Спра

ведливо асимптотическое разложение

Если в вариационном принципе плотность Т кинетической энергии

положительно- определена, а плотность и потенциальной энергии нео

трицательно определена,. то лучи трансверсальны изохронам и, следо

вательно, не касаются фронтов. Поэтому

Вт/дА Вт/дВ

В А

при (А, В) :1= о.

Это неравенство справедливо только тогда, когда

в частности, псевдоотражение характеристик в точке М невозможно.

2) Мгновенный фронт в момент перестройки представляет собой

сечение большого фронта изохроной t(x, у) = t(O), на которой за ко

ординаты можно принять xl И у. В самом деле, на контактном эле

менте dy = О, приложенном в точке rr (М), рассматриваемая иэохрона

t(x, у) = t(O) высекает направление {jdx = О. По условию теоремы оно

травсверсвяьво поверхности rr(H2) , касательная плоскость к которой

задаётс.и уравнением dXl = О (следует из леммы 1). Поэтому fЗ2 -# О.

Кроме того, из двух посяедних неравенств вытекает, что {jl '# О и,= ±{jl + b{j2 '# о.

Наш мгновенный фронт задаётся уравнением

т(А, В) =О
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и состоит из двух ветвеи, асимптотики которых на плоскости (А, В)

удовлетворяют уравнению

которое получается из предыдущего отбрасыванием весушественных

членов. На одной ветви

'у А
В '" - - при А -+ о,

2/32 ln А2

а на другой ~

А '" - /31 В И ln А2 Г'.J ln в2 при В -t о.
2/32 ln В2

Теперь из теоремы 1 вытекает, что на первой ветви

и при А -+ о,

а на второй-

и при В """"* о.

Итак, мгновенный фронт в момент перестройки состоит из двух ка

сающихся полуветвей, имеющих различные кривизны в точке касания

и указанные в теореме асимптотики.

3) Чтобы исследовать рассеяние лучей, заметим, что на изохроне,

проходящей через точку 1Г(М), Х1 и Х2 являются локальными коорди

натами. Действительно, контактный элемент dy = о, приложенвый в

точке 7r(M) , трансверсален оси времени по условию теоремы.

Отождествим теперь нашу изохрону с физическим пространством

и введем на нём координаты Х1 и Х2. Тогда по теореме 1, картина

распространения лучей

АВ = const

в физическом пространстве описывается асимптотическими форму

лами

х 1 = ±А2 + БАВ + в2 +... и Х2 = ЬА2 + 2АВ ln А2 + ... ,

из которых и следует асимптотическая формула для рассеяния лучей.
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4) Каустика описывается уравнением

дХl/дА aXl/aB

дХ2/дА дХ2/дВ

откуда следует, что она бывает только при отраженииили псевдоотра

жении характеристик, а асимптотики её ветвей на плоскости параме

тров в этом случае таковы:

в I'J ±А при А --t О.

Они дают асимптотическиеформулы для ветвей каустики в коор

динатах Х 1 и Х2. А именно,

Xl I'J (Ь +2)А2, Х2 I'J 2A2 1n А2 при

Xl I'J - (Ь - 2)А2, Х2 f"V -2A2 1n А2 при

А -+ о

А -+0

и

и

в f"V А,

В f"V -А.

Исключая А, получаем, что Xl f"V (Ь/2 - sgn Х2)Х2/ ln JX21 при Х2 -+ О.

Асимптотическое уравнение каустики теперь следует из неравенства

Ь > 2. Теорема 2 доказана.
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4) Каустика описывается уравнением

aXl/aA aXl/aB

дХ2/дА дХ2/дВ

откуда следует, что она бываеттолько при отраженииили псевдоотра

жении характеристик, а асимптотики её ветвей на плоскости параме

тров в этом случае таковы:

в r-v ±А при А --+ О.

Они дают асимптотические формулы для ветвей каустики в коор

динатах Хl и Х2. А именно,

Xl "" (Ь + 2)А2, Х2 r-v 2A21n А2

Xl r-v - (Ь - 2)А2, Х2 "" -2A21n А2

при А --+ О и В "" А,

при А --+ О и В ""'"' -А.

Исключая А, получаем, что Xl "" (Ь/2 - sgn Х2)Х2/ ln 'Х21 при Х2 --+ о.

Асимптотическое уравнение каустики теперь следует из неравенства

Ь > 2. Теорема 2 доказана.
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- - нулей проектироваlШJl 191

- - проектировани.я 191

- - семейства функций 134

- - функций (,цля краевой

особенности) 185

- - функций 254

Бифуркационная точка 97

Блюдце, особенность 47

Богаевского список 55

Бодыпая каустика 45

Большой фронт 75

Брискорна особенность 36

Бюргерса уравнение 53

Васильева комплекс 127

Вейнстейнатеорема 13

Вектор виплитуды 276

Версальная деформация 178

- - краевой особенности 88, 170

Версальное семейство 30

Верхние геодеэические 205

Ви.цииыЙ контур 189

Виета отображение 71, 82 .

Власова урввнения 107

Волновой вектор 275

ВОЛН:ОВОЙ фронт 69

Вооруженный контактный элемент 115

Вреиевноподобная точка 277

Временноподобные направления 277

Вторая каноническая проекция 199

Гамильтона функция 107

Гамидьтоново векторное поле 107

Гаусса отображение 26

Гаусса-Манина связности 95

Геодезические 205

Гивенталя башня 224

Гивенталл теорема 13

Гиперболическая система

дифференциальных уравнений

с частными провзводвымя 277

Гиnербo.mческИЙ вариационный

прИВЦШI280

Гиперболическое отображение 281

Гиперикосаэдр 250



Предметный указатеАЬ

Гиnерповер:хность вырождения 17

Главные отображения периодов 109

Гомологическое уравнение 14

Горюнова список 171

Градиентное отображение 25

Группа кос 133, 254, 266

Группа отражений 71, 81

Грутшы Лагранжевых кобордизмов Пб

Группы Лежаядровых кобордизмов117

Губы, особенность 47, 219

Дарбу базис 21

Дарбу координаты контактного

пространства 60

- - симплектического пространства 6

Дарбу Теорема 6

Двойственные гиперповерхности 66

Двойственные проектввные кривые 230

Дефект корневого дерева 149

Дефект функции 148

Деформации скорости 178

Деформация 178

Дж.усти список кривых 170

Дискриминант особенности 97

ДИСКРИМlmантная гиперповерхность 72

Дискрим:ивантное многообразие 72, 82

ДиспеРСИОlПlое соотношение 276

Дифференцирование коммутативной

алгебры 91

Длинный корень 177

Длинныв элемент 177

Допустимое отображение 101

Допустимые отождествления 89, 91

Дьmкив:а диаграмма 72

Естественная контактная структура 61

Зельдовича блин 47

Зеркало 71, 82

Идеал 86

Иерархия гладких кривых 231
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Иерархия критических точек 30

Изотопвя 101

Изотропвые отображения 150

Икосаздра бинарная группа 250

Инвариантов сворачивание 82

Инварианты 82

Инводюция 201

Индекс {3 многогранника Ньютона 33

Индекс "'( многогранника НьЮТОна 34

Индекс кривой, не имеющей

горизонтальных касательных

в точках перегиба 141

Индекс поверхности 145

Индекс проективной крИВОЙ 122

Инфинитеаимаяьио невырожденное

отображение периодов 100

Источник света 26

Исчезающий цикл 177

Каноническаяпроекция 199

Касательный краевой вектор 199

Каустика 1, 25, 134

Кноррера пример 194

Кокасательные векторы края 202

Кократность 224

Кокстера число 254, 135

Контактная гиперплоскостъ 59

Контактнвя структура 59

Контактная структура (пространства

многочленов) 244, 245, 247, 249, 269

Контактная триада 242

Контактная форма 59

контактный элемент 61

Контактоморфизм 60

Коориентируемыйкласс 125

Короткие корни 177

Короткий элемент 177

Косоор-гогонаяьвостъ6

Кошелек, особенность 28

Краевая локальная алгебра 183

Краевой орт 199
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Краевые особенности 183, 88

Кратность JJ краевой особенности 183

Кривая параболических точек ПЗ 2 160,
Кривая перегнбов асимптотических

JIИНИЙ Пt,l 161

Критическое значение 184

Лагранж:а двойственность 175

Лагра.нжа множатела 175

Лагранжев (цилиндрический)

кобордввм 116

Лагравжев идевл 207

Лагранжев край 115

Лагранжева особенность 26

Лагранжева эквивалентность 25

Лагранжево включевие 150

Лагранжево двойственвея функция 175

Легранжево многообразие 22

- - (особое) 207

- -, порожденноетриа,цой 235

Лагранжево отображение 25

Лагранжево поднног-ообраэие 22

Лагрвнжево расслоение 62

Лагранж:евы характеристические

классы когомологнй 127

Ласточкин хвост, особенность 27

- -, поверхность 2

Лежандра двойственность 64

Лежаядра преобразовавие 66

Лежавдров кобордиз.м: 116

Лежавдров край 115

Лежандрово многообразие,

порождённое триадой 243

Лежандрово отображение 64

Лежандрово подмногообразие 62

Лежандрово расслоение 62

Лежандровы особенности 73

Лейбница тождество 82, 106

Ливеариаовавное сворачивание

инвариантов 87

Локальная алгебра 86

Преа..етныЙ укоэотеАЬ

Луч 198,290

Ляшко теорема 185

Ляmко-Лойенги отображение 136

Ляшко-Лойенги теорема 135

Максвелла множество 53, 135

Максамальныв идевл 86

Мартине модеда 18

Мартине особеввости 18

Маслова индекс 123

Маслова канонический оператор 40

Маслова класс 124

Матрич:вый символ 276

Мгновенный фронт 75

Мельроза инволюции 202

Мвлнора слой 176

Минковского задача 147

Многообразие l-струй 60

Многообразие наблюдения 26

Многообразие орбит 81

Многообразие ориентированных

прямых 10

Многообразие уровня 97

Морсовекая критическая то-чка 32

Надстройка контактной триады 247

Надстройка проектировавня 169

Надстройка сампяектвческой

триады 237

Невырожденное отображение

периодов 96

Нейтральная гиперповерхностъ

контактного потока 244

Нерегудярные орбиты 72, 81

Нормальное отображение 26

Носитель ряда 33

Ньютона многогранник 33

Область гиперболических

точек гь., 160

Область эадвптвческях точек П2 160

обобщёlшый: ласточкин хвост 72, 82
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Обратная форма 103

Обратная форма пересечений 103

Огвбающвя 68

Омбв..пическаа: особенность 28

Оптические лагранжевы

особенности 49

Оптические перестро.йкв 50

Оптическое лвгранжево

подмнсгообрвзие 49

Особенности притягввают

особенности 74

Отмеченвые циклы 180

Отображениеглавного символа 278

Отображение периодов 95

Отображение периодов

дифференциальной формы 95

Отображение периодов формы 98

Отображение рассеяния 291

Отображение скявдывавия 155

Отражение 70, 81

Педальная гиперповерхностъ 67

Перестройка "клюв-к-клюву" 219

Перестройка 2

Перестройка рождения блюдца 50

Перестройки каустик 43

Пирамида, особенность 28

Пдвтововой иерархия

проектирований 159

Поверхность краевых векторов 198

Поверхность ортов 198

Пояожятельные точки

возврата 122, 149

Положительные точки перегиба 122

Порядок кривой 231

Потенцввяьное поле Va 83

Потенциальное поле С потенциалом а 83

Почка 142

Примыкаввя особенностей 37

Принцип стационарной фазы 26
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Проективизация кокасательвог-о

расслоения 61

Проектирование 159

Про~ование '~" 169

Производящее семейство 26, 146

Простые краевые особенности 88

Простые особенности 73

Пуанкаре индекс 93

Пуассона скобка 106

Пуассонова структура 105, 239

Пуассоново многообразие 106

Пуассоновой структуры лист 108

Пфаффова структура 61

Пфаффа уравиение 61

Раавертывающаяся поверкаость 155

Раскрытый эонтик 150, 260

Раскрытый дасточкин хвост 12, 104,

152, 216, 228

Расслоение кoнтaктных элементов 61

Релаксациоиные системы 155

Световая гиперповерхнссть 278

Световой конус 278

Сворачивание инвариантов 82

Символ 276

Свмтшектическая структура 6

Симплектическвя триада 234

Симпдектическвя форма 6
"

Симпяектоиорфвам 8

Система ,цифференциaJIъных уравнений

с частными производными,

гиперболическая в точке 278

Скла,цка, особенность 28

След многочлена 11

Сложенный зонтик 154

Спектр особенности 33

Список лагранжевых особенностей 27

Стабияьвая я+-зквивалентностъ 29

Стабильнвя эквивалентность

npоектирований 169
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Стандартная контактная Триада 245

Стандартное особое лежандрово

многообразие 245

Струн 60

'Гвпвчное дерево 148

Точка возврата 28

Точки П4,2 161

Точки биперегиба Пв 161

Точки самопересечения П4,3 161

Точки типа Пз,J 161

Точки уплощения 155

Точное легранжево

подмногообразие 119

Триада 234, 242

удaplIЫe волны 56

Унтви-Кэли зонтик 150

. Уплощение кривой 231

Усечённая база 183

Усечённая версальная деформация 183

Фаза 31

Фама-Брискорна особенность 36

Фазовое пространство 7

Флаг постоянного равга 22

Флаг 21

Флаг подмногообразии 22

Форма пересечений невырожденного

отображения периодов 102

Пред..еmныЙ у~азаmеJlЬ

Френеля гиперповерхностъ276

Френеля интеграл 32

Френеля конус 276

Фронт 64

Фронт проективной пространственной

кривой 231

Фронтальное отображение 233

Функция времени 218, 235

Функция главного символа 278

Характеристика 7 .

Характеристический конус 276

Характеристическое направление 7, 205

Характерветическое уравнение 276

Хрупкости прmщип 250

Цилиндр 264

Шестиугольная диаграмма 208

Шлейф 257

Щербака список 262

Эвольвенты 195

Эйленберга-Маклейна

пространство 133, 266

Эйлера числа 55·

Эйлерово ,цифференцирование 91

Эквадаствнтные гиперповерхности 66

Якоби тождество 106
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