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ВВЕДЕНИЕ 

« ... ad alcuno, dico, di quelli, che troppo laconiacamente 
vorrebbero vedere, nei piu' angusti spazii che possiЬil fusse, 
ristretti i filosofici insegnamenti, si' che sempre si usasse quella 
rigida е concisa maniera, spogliata di qualsivoglia vaghezza ed 
ornamento, che е' propria dei puri geometri, li quali ne' pure 
una parola proferiscono che dalla assoluta necessita' non sia 
loro suggerita. 

Ма io, all'incontro, non ascrivo а difetto in un trattato, 
ancorche' indirizzato ad un solo scopo, interserire altre varie 
notizie, purche' non siano totalmente separate е senza veruna 
coerenza annesse al principale instituto>~> 1 . 

Galileo Galilei 
«Lettera al Principe Leopoldo di Toscana» (1623) 

Гидродинамика относится к небольтому числу фундаментальных проблем 

математики, успехи в которых могут служить мерилом действительного про­

гресса математики в целом. Много удивительных достижений в этой обла­

сти основывается не столько на эксперименте, сколько на глубоких теориях, 

стимулировавших, в свою очередь, развитие таких областей математики как 

теория функций комплексного переменного, топология, теория устойчивости, 

теория бифуркаций, теория вполне интегрируемых динамических систем. 

Несмотря на все эти успехи, гидродинамика с ее поразительными эмпи­

рическими законами остается вызовом для математиков. Такие явления как 

турбулентность еще не имеют строгой математической теории, и даже вопро­

сы существования решений основных уравнений гидродинамики трехмерной 

жидкости остаются открытыми. 

Простейшей, но уже очень содержательной математической моделью гид­

родинамики является динамика идеальной (несжимаемой и невязкой) одно­
родной жидкости. С математической точки зрения теория такой жидкости 
есть ни что иное, как изучение геодезических на группе сохраняющих объемы 
диффеоморфизмов области течения, где группа снабжена правоинвариантной 

римановой метрикой. 

1 « ... некоторые nредпочитают видеть научные тексты спресованными слишком лаконич­
но в минимальный объем и используют для этого всегда такую строгую и краткую манеру, 

которой однако не хватает красоты и изящества и которая так nоnулярна среди чистых 

геометров, не nроизнесущих и одного слова, если только оно не вызвано абсолютной необ­

ходимостью. 

Я же, наnротив, не считаю недостатком трактата, хотя бы и посвященного одной цели, 
вставлять в него всевозможные доnолнительные замечания там, где они уместны и соот­

ветствуют главной цели•. Галилео Галилей [Galj. 



10 Введение 

В 1765 году Л. Эйлер (Eul] опубликовал уравнения движения твердого 
тела, носящие его имя. Эйлеравекие движения твердого тела являются геоде­

зическими на группе вращений трехмерного евклидова пространства. Группа 

вращений при этом снабжена левоинвариантной римановой метрикой, и тео­

рия Эйлера, в сущности, использует только это одно обстоятельство. "Урав­
нения Эйлера сохраняют силу для произвольной группы. Для других групп 
также получаются «уравнения Эйлера• - например, уравнения движения 

твердого тела в многомерном пространстве, уравнения Эйлера гидродинами­

ки идеальной жидкости и т. д. 

Теоремы Эйлера об устойчивости вращения вокруг большой и вокруг ма­
лой осей эллипсоида инерции твердого тела также имеют аналоги в случае 

произвольной группы. В случае гидродинамики эти аналоги доставляют нели­

нейные обобщения теоремы Рэлея об устойчивости двумерных течений без 

точек перегиба профиля скоростей. 

Описание течений идеальной жидкости при помощи геодезических nраво­
инвариантной римановой метрики позволяет примелить к исследованию этих 

течений методы римановой геометрии. Для этого нет необходимости стро­

ить сколько-нибудь последовательную теорию бесконечномерных римановых 

многообразий (что связано со значительными аналитическими трудностями, 
например, из-за отсутствия теорем существования решений соответствующих 

дифференциальных уравнений). 
Стратегия применения геометрических методов к бесконечномерным за­

дачам состоит скорее в том, чтобы, установив какие-либо факты в конечно­

мерной ситуации (для геодезических инвариантных метрик на конечномер­
ных группах Ли), использовать их, чтобы сфор.м.улироватъ соответствующие 
факты в бесконечномерном случае груnп диффеоморфизмов. Доказательства 

этих окончательных результатов часто можно затем сделать строгими, минуя 

трудные вопросы обоснования промежуточных результатов (вроде продолжи­
мости решений на нужный отрезок времени). Получаемые на этом пути ре­
зультаты носят характер аnриорн:ых утверждений: те или иные тождества или 

неравенства имеют место при любом разумном понимании решений всякий 

раз, когда нужное решение существует, но само это существование остается 

под вопросом. 

В частности, мы выведем формулы для римановой кривизны группы, снаб­

женной инвариантной римановой метрикой. Применяя эти формулы к случаю 

бесконечномерного многообразия, геодезическими которого являются движе­
ния идеальной жидкости, мы находим, что риманова кривизна во многих слу­

чаях отрицательна. Отрицательность кривизны влечет неустойчивость дви­

жения по геодезическим (как это хорошо известно из геометрии конечномер­

ных римановых многообразий). 
Применяя этот результат к (бесконечномерному) случаю групп диф­

феоморфизмов, мы приходим к выводу, что движение идеальной жидкости 
н.еустойчиво (в том смысле, что небольшое изменение начальных условий 
вызывает со временем большое изменение перемещений частиц). Более того, 
формулы для кривизны позволяют оценить величину показателя экспо-
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ненциального расхождения движений с близкими начальными условиями, 

а следовательно, и время, после которого движение масс жидкости становится 

принципиально непредсказуемым. 

Например, в простейшей идеализированной модели атмосферы (рассмат­
риваемой как двумерная идеальная жидкость на поверхности тора) отклоне­
ния возрастают за два месяца в 105 раз. Ясно, что уже одно это обстоятельство 
делает динамический прогноз погоды на такое время практически невозмож­

ным (независимо от того, насколько мощные компьютеры и сколь густая сеть 
данных для этого используется). 
Мы попытались сделать главы книги независимыми друг от друга, на­

сколько это возможно. Ссылки внутри одной и той же главы не содержат ее 

номер. Для первого знакомства с предметом мы адресуем читателя к следу­

ющим параграфам в соответствующих главах:§ 1-5 и§ 12 гл. I, § 1 и§ 3-4 
гл. II, § 1-2 и§ 4 гл. III, § 1 гл. IV, § 1-2 гл. V, § 1 и§ 4 гл. VI. 

Некоторые утверждения в этой книге могут оказаться новыми даже для 

специалистов. Отметим классификацию локальных законов сохранения в иде­
альной гидродинамике (теорема 9.9, гл. I), решение М. Фридмана проблемы 
Сахарова-Зельдовича о минимизации энергии незаузленного магнитного по­

ля (теорема 3.1, гл. III}, обсуждение конструкции инвариантов многообразий, 
основанных на оценках энергии узлов (замечание 2.6, гл. III), обсуждение 
комплексной версии инвариантов Васильева для зацеплений (гл. III, п. 7.5), 
замечание Б. Зельдовича о медианах треугольника Лобачевского (задача 1.4, 
гл. IV), соотношение ковариантной производной векторного поля и оператора 
инерции в гидродинамике (гл. IV, п. 1.4), отступление об уравнении Фоккера­
Планка (гл. V, п. 3.3) и конструкцию динамо при помощи геодезического 
потока на поверхности постоянной отрицательной кривизны (гл. V, п. 4.4). 
В русское издание мы также постарались включить ссылки на самые недавние 

исследования и решения ряда вопросов, поставленных в английском издании 

этой книги (AKh2). К их числу относятся описание соотношения между эйле­
равой и лагранжевой устойчивостью (Pre], доказательство фредгольмовости 
экспоненциального отображения на группе диффеоморфизмов в двумерном 

случае (ЕЬМ, ЕЬМР], универсальность уравнения Монжа-Ампера в задачах 
гидродинамики и оптимального переноса массы (KhM2], решение «проблемы 
коротких путей• в определении асимптотического инварианта Хопфа [VogJ, 
а также брауновекая интерпретация многомерного аналога этого инвариан­

та (Riv, Kh3). Заметно расширен параграф, написанный А. Шнирельманом, 
где, в частности, добавлено описание слабых решений двумерного уравне­

ния Эйлера в терминах обобщенных континуальных кос (Shn9). Многие по­
прежнему открытые вопросы гидродинамики собраны в книге (Arn26]. 

* * * 
Мы глубоко признательны всем тем, кто помогал нам на разных эта­

пах работы: Ф. Аикарди, М. А. Бергеру, Ж.-Л. Брылински, А. Вайнштейну, 

О. Я. Виро, М. М. Вишику, В. А. Владимирову, В. Л. Гинзбургу, М. Л. Гро­
мову, А. Д. Джилберту, Л. А. Дикому, В. М. Закалюкину, И. С. Захаревичу, 
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Я. Б. Зельдовичу, А. В. Зоричу, В. А. Зоричу, Ю. С. Ильяшенко, К. Кингу, 
В. В. Козлову, А. Н. Колмогорову, Е. И. Коркиной, О. А. Ладыженской, П. Ла­
уренсу, Ж. Лере, А. М. Лукацкому, М. Ю. Любичу, Д. Мак-Дафф, С. В. Мана­

кову, Дж. Е. Марсдену, А. С. Мищенко, Ю. Мозеру, Р. Монтгомери, Дж. Моро, 
Х. К. Моффату, Н. А. Некрасову, Ю. А. Неретину, С. П. Новикову, В. Ю. Ов­
сиенко, В. И. Оселедцу, Л. В. Полтеровичу, М. Поляку, Т. С. Ратью, С. Рез­

никову, К. Роже, А. А. Рослому, А. А. Рузмайкину, А. Д. Сахарову, Д. Серру, 
Я. Г. Синаю, С. Л. Соболеву, Д. Д. Соколову, С. Л. Табачникову, А. Н. То­

дорову, Л. Д. Фаддееву, В. В. Фоку, М. Х. Фридману, У. Фришу, К. М. Ха­

нину, М. Хенону, Х. Хоферу, В. Ю. Цейтлину, Е. Цендеру, Ю. В. Чеканову, 

С. Чилдрессу, Б. 3. Шапиро, Л. Шварцу, А. И. Шнирельману, М. А. Шуби­
ну, Д. Г. Эбину, Я. М. Элиашбергу, М.-Р. Эрману, В. И. Юдовичу, Л.-С. Янг 
и многим другим. 

Параграф 7 гл. IV был написан А. И. Шнирельманом. Начальный вариант 
§ 5 гл. VI написан Б. 3. Шапиро, а замечание 4.11 гл. 11- Дж. Е. Марсденом. 
Мы особенно обязаны О. С. Козловскому и Г. Мисиолеку за многочислен­
ные обсуждения различных тем этой книги и за их многочисленные полезные 

замечания. О. С. Козловский также сообщил нам свои недавние неопубли­

кованные результаты для нескольких параграфов в гл. V (в частности, для 
п. 1.2, п. 2.3, п. 3.5). 
Мы благодарны А. Мекишу за помощь с рисунками и Д. Крамеру за тща­

тельную правку английской рукописи. Подготовка книги была частично под­

держана РФФИ и NSERC. 
Борис Хесин сомневается, что этот проект был бы когда-нибудь закончен 

без неутомимой моральной поддержки его жены Маши в течение всей работы 

над книгой, казавшейся бесконечной. Он также признателен за гостеприим­

ство Институту Макса Планка в Бонне и Институтам высших исследований 

в Бюр-сюр-Иветте и в Принстоне. 

Русское издание книги было бы невозможным без помощи Т. В. Белокри­

ницкой, В. М. Закалюкина, О. С. Козловского, А. М. Лукацкого, П. Е. Пуш­

каря, а также Ю. Н. Торхова и С. А. Ботовой. Им всем мы чрезвычайно 

признательны. 



ГЛАВА 1 

ГРУППОВАЯ И ГАМИЛЬТОНОБА СТРУКТУРЫ 

ДИНАМИКИ ЖИДКОСТИ 

Группа, с которой мы чаще всего будем иметь дело в гидродинамике -
это бесконечномерная группа диффеоморфизмов области течения, сохраняю­
щих элемент объема. Можно также связать интересные системы с другими 

группами, в частности, конечномерными. Например, обычная теория твердо­

го тела с неподвижной точкой соответствует группе вращений SО(З), в то 
время как геометрия Лобачевского имеет дело с группой сдвигов и растя­

жений векторного пространства. Наши конструкции равным образом приме­

нямы и к калибровочным группам, используемым в физике. Последние за­

нимают промежуточное положение между группой вращений твердого тела 

и группами диффеоморфизмов. Эти группы уже бесконечномерны, но еще 

слишком просты, чтобы служить моделью для гидродинамики. 

В этой главе мы изучим геодезические односторонне инвариантных метрик 

на группах Ли. Принцип наименьшего действия утверждает, что движение та­

ких физических систем, как твердые тела и идеальные жидкости, описывается 

геодезическими этих метрик, заданных кинетической энергией. 

§ 1. Группы симметрий твердого тела и идеальной жидкости 

Определен и е 1.1. Множество G гладких иреобразований многообра­
зия М в себя называется группой, если: 

1) вместе с любыми двумя иреобразованиями g, h Е G композиция g о h 
принадлежит G (символ g о h означает, что первым применяется h, а затем g); 

2) вместе с любым g Е G обратное иреобразование g-1 также принадле­
жит С. 

Из 1) и 2) следует, что каждая группа содержит тождественное иреобра­
зование (единицу) е. 

Группа называется группой Ли, если G имеет гладкую структуру и опера­
ции 1) и 2) являются гладкими. 
Пр и мер 1.2. Все вращения твердого тела вокруг начала координат об­

разуют группу Ли SО(З). 

Пр и мер 1.3. Диффеоморфизмы пекоторой области М, сохраняющие 
элемент объема, образуют группу Ли. Мы обозначим эту группу SDiff(M). 

Группа SDiff(M) может рассматриваться как конфигурационное про­
с:rранство идеальной несжимаемой жидкости, заполняющей область М. Дей­
ствительно, течение жидкости определяет в каждый момент времени t отоб-
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ражение gt области течения на себя (начальное положение любой частицы 
жидкости переносится в конечное ее положение в момент t). Все конечные по­
ложения, т. е. конфигурации системы (или «перестановки частиц• ), образуют 
« бесконечномерное многообразие• SDiff (М). 

Здесь и далее мы рассматриваем только диффеоморфизмы М, которые 
могут быть связаны непрерывным семейством диффеоморфизмов с тожде­
ственным преобразованием. Соответственно, SDiff(M) обозначает связную 
компоненту единицы группы всех диффеоморфизмов области М, сохраня­

ющих объемы. 

Кинетическая энергия жидкости (в предположении, что ее плотность 
равна 1) является интегралом (по области течения) от половины квадрата 
скорости частиц. Так как жидкость несжимаема, интегрирование может про­

изводиться как по элементу объема, состоящему из начальных положений 

частиц, так и по элементу объема dx, занимаемому частицами в момент t: 

1 J 2 Е= 2 v dx, 

м д 
где v является скоростью частицы жидкости: v(x, t) = дtgt(y), х = gt(y) (у яв-
ляется начальной позицией той частицы, которая в момент t находится в точ­
ке х), см. рис. 1. 

Рис. 1. Движение частицы жидкости в области М 

Предположим, что конфигурация g изменяется со скоростью g. Вектор g 
принадлежит касательному пространству T9 G группы G = SDiff(M) в точ­
ке g. Кинетическая энергия является квадратичной формой на векторном 
пространстве скоростей. 

Т е о р е м а 1.4. К инети-ч.ес?Сая энергия несжи.мае.мой жид?Сости инва­
риантна по отношению ?С nрав'Ьl.М переноса.м. на группе G = SDiff(M) (т. е. по 
отношению ?С отображениям Rh: G-+ G вида Rh(g) = gh). 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Умножение всех групповых-елементов на h сnра­

ва означает, что диффеоморфизм h (сохраняющий элемент объема) действу­
ет первым, прежде диффеоморфизма g, меняющегося со скоростью g. Такой 
диффеоморфизм h может рассматриваться как (сохраняющая объем) перену­
мерация частиц в начальном положении у= h(z). Скорость частицы, занима­
ющей определенное положение в заданный момент времени, не меняется при 

такой перенумерации, и, следовательно, кинетическая энергия сохраняется. О 
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Аналогично, кинетическая энергия твердого тела, имеющего неподвижную 

точку, является квадратичной формой на касательном пространстве к конфи­
гурационному пространству твердого тела, т. е. к многообразию G = SО(З). 

Т е о р е м а 1.5. К инети-чес11:ая энергия твердого те.п.а явл..яется инвари­
антной no отношению tc лев'ЫМ сдвигам на групnе G = SО(З), т. е. по отно­
шению tc nреобразовани.я.м. Lh: G- G, и.меющ'!I.М вид Lh(g) = hg. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Умножение на групповой элемент h слева озна­

чает, что вращение h применяется nосле вращения g, меняющегося со скоро­
стью g. Такое вращение h может рассматриваться как поворот всего простран­
ства вместе с вращающимся телом. Этот поворот не меняет длины вектора 

скорости любой точки тела, и, следовательно, не меняет суммарной кинети­

ческой энергии. О 
3 а меч а н и е 1.6. На группе SО(З) (или, в более общем виде, на лю­

бой компактной группе) существует двусторонне инвариантная метрика. На 
бесконечномерных группах, наиболее интересных для ГидРодинамики, такой 

римановой метрики не существует. Отметим, однако, что для дву- и трехмер­

ной гидродинамики на соответствующих группах диффеоморфизмов, сохра­
няющих элемент объема, существуют двусторонне инвариантные невырож­

денные квадратичные формы на касательных пространствах (см. гл. IV, § 8 
для двумерного случая, и гл. III, § 4 и гл. IV, п. 8.4 для трехмерного, где этой 
квадратичной формой является « спиральносты). 

§ 2. Группы Ли, алrебры Ли и присоединенное представление 

В этом параграфе мы приведем основные факты из теории групп и алгебр 

Ли в удобной для нас форме. 
Линейная замена координат С переводит матрицу линейного оператора В 

в матрицу свс-1 • Подобная конструкция существует и для произвольной 
группы Ли G. 

Определен и е 2.1. Композиция А9 = R; 1 L9 : G- G левого и правого 
сдвигов, которая переводит любой элемент h Е G в ghg- 1, называется внут­
ренн'!I.М авто.м.орфиэ.м.о.м группы G. (Произведение Ru-1 и L9 может быть 
взято в любом порядке: все левые сдвиги коммутируют со всеми правыми.) 

Это произведение действительно является автоморфизмом, так как 

Отображение, переводящее g во внутренний автоморфизм А9 , является 

групповым гомоморфизмом, так как A9h = A9 Ah. 
Внутренний автоморфизм А9 оставляет на месте единицу группы. Следо­

вательно, его производпая в единице переводит в себя касательное простран­

ство к группе в единице. 

О пр е д е л е н и е 2.2. Касательное пространство к группе Ли в единице 
называется веtсторнШt nространство.м алгебр'Ьt Ли, соответствующей этой 

группе. 

Алгебра Ли группы G обычно обозначается готической буквой g. 
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Пример 2.3. Для группы Ли G = SDiff(M), образованной диффеомор~ 
физмами области течения М, сохраняющими элемент объема, соответствую-­

щая алгебра Ли состоит из бездивергентных векторных полей на М. 

Пр и мер 2.4. Алгебра Ли so(n) группы вращений SO(n) состоит из к~ 
сосимметрических n х n матриц. Для n = 3 векторное пространство кососим~ 
метрических матриц является трехмерным. Векторы этого трехмерного п~ 

странства называются уг.лов'Ы.Ми с?Соростями. 

О пр е д е л е н и е 2.5. Дифференциал внутреннего автоморфизма А9 
в единице группы е называется оnератором Ad9 присоедипен:н.ого действия 

(или присоедипепn'Ы.М оператором) гpynnЪt: 

Ad9 : g-+ g, Ad9 a = (А9• le)a, а Е g = TeG. 

(Здесь и ниже мы обозначаем через ТхМ касательное пространство многоо~ 

разия М в точке х, а через F. lx: ТхМ-+ TF(x)M производную отображения 
F: М -+ М в х. Производпая F. отображения F в х является линейным оп~ 
ратором.) 

Операторы присоединенного действия задают представление группы 

в пространстве своей алгебры Ли, так как 

Пр и мер 2.6. Присоединенные операторы группы SDiff(M) оnределяют 
действие Диффеоморфизмов на бездивергентных векторных nолях на М как 

действие соответствующих замен координат на многообразии. 

Отображение Ad, которое сопоставляет оnератор Ad9 элементу груnnы 

g Е G, может рассматриваться как отображение из груnnы в nространство 
линейных оnераторов на ее алгебре Ли. 

Оnределен и е 2.7. Дифференциал ad отображения Ad в единице 

группы называется присоедипеппъt.м представ.лепие.м а.лгебръL Ли: 

где g(t) является кривой на групnе G, выходящей из точки g(O) =е со ско~ 
ростью g(O) = ~ (рис. 2). Здесь End g является nространством линейных оnе­
раторов, переводящих g в себя. Символ ad~ обозначает образ элемента ~ из 
алгебры Ли g nри линейном отображении ad. Этот образ ad~ Е End g является 
линейным оnератором из g в себя. 
Пр и м е р 2.8. Пусть G - группа вращений nространства !Rn. Тогда 

ad~w = [~,w], 

где [~,w] = ~w- w~ является коммутатором кососимметрических матриц~ и w. 
В частности, для n = 3 вектор [~, w] оказывается обычным векторным nроиз­
ведением ~ х w векторов угловых скоростей ~ и w в JR3 . 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть t t-t g(t)- кривая, выходящая из е с началь­

ной скоростью g =~'и пусть s t-t h(s) является такой же кривой с начальной 
скоростью h' = w. Тогда 

g(t)h(s)g(t)-1 =(е+ t~ + o(t))(e + sw + o(s))(e + t~ + o(t))-1 = 
=е+ s[w + t(~w- w~) + o(t)J + o(s) 

при t, s --+ О. О 

Пр и мер 2.9. Пусть G = Diff(M) -группа диффеоморфизмов многооб­
разия М. Тогда 

advw = -{v,w}, (2.1) 

где {v, w}- это скобка Пуассона векторных полей v и w. 

Рис. 2. Вектор ~ в алгебре Ли g является скоростью в единице е некоторого пути 
g(t) на груnпе Ли G 

С.";обх;а Пуассона ве-к;тор'Н:ых полей определяется как коммутатор соответ­

ствующих дифференциальных операторов: 

(2.2) 

Линейный дифференциальный оператор первого порядка Lv, связанный с век­

торным полем v, является производной вдоль Этого поля v ( Lv f = I: Vi ~ f для 
vx· 

произвольной функции f и любой системы координат). ~ 
Компоненты векторного поля { v, w} в произвольной системе координат 

выражаются через компоненты v и w по формуле 

L ащ ащ 
{v,w}i = Vj~- Wj~· 

vx· vx· 
j J J 

Как следУет из вышесказанного, поле { v, w} не зависит от системы координат 
( х1, ... , Xn), используемой в этой формуле. 

Оператор Lv (называемый производиоi1 Ли) действует также на любое тен­
зорное поле на многообразии и определяется как «производная рыбака»: по­

ток несет тензоры мимо рыбака, а рыбак сидит на месте и их дифферен­

цирует. Например, функции переносятся потоком назад, и, следовательно, 
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Lvf = L.: щ 
8
8 f . Подобным же образом дифференциальные формы переносят­
Хi 

ся назад, но векторные поля переносятся вперед. Таким образом, для вектор-

ных полей мы получаем Lvw = - { v, w}. 
Знак минус входит в формулу (2.1), потому что по традиции знак скобки 

Пуассона двух векторных полей определяется согласно (2.2) подобно матрич­
ному коммутатору. Противоположность знаков в последних двух примерах 

является следствием тех же причин, что и различие в инвариантности кинети­

ческой энергии твердого тела и несжимаемой жидкости: она левонивариантна 

для тела и правонивариантна для жидкости. 

Д о к аз а т е ль с т в о фор м у л ы (2.1). Диффеоморфизмы, соответст­
вующие векторным полям v и w, могут быть записаны (в локальных коорди­
натах) в виде: 

g(t): х ~--+ х + tv(x) + o(t), t---. О, 

h(s): х ~--+ х + sw(x) + o(s), s---. О. 

Тогда мы имеем g(t)- 1 : х ~-+ х- tv(x) + o(t), откуда 

h(s)(g(t))- 1
: х ~-+ х- tv(x) + o(t) + sw(x- tv(x) + o(t)) + o(s) = 

= х- tv(x) + o(t) + s( w(x)- t:: v(x) + o(t)) + o(s) 

и 

g(t)h(s)(g(t))- 1
: х ~-+ х + s( w(x) + t(:~ w(x)- :: v(x))) + o(t) + o(s). О 

Пр и мер 2.10. Пусть G = SDiff(M)- группа диффеоморфизмов обла­

сти М, сохраняющих элемент объема. Формула (2.1) справедлива и в этом 
случае, причем все три поля v, w и { v, w} являются бездивергентными. 

О п р е д е л е н и е 2 .11. К о.м.мутатор в алгебре Ли g определяется как 
оnерация [. , . J: g х g ~ g, которая ставит в соответствие паре векторов а, Ь 
касательного пространства g (в единице группы Ли G) следующий третий 
вектор этого пространства: 

[а, bj = adab. 

Касательное пространство в единице группы Ли, снабженное такой операцией 

[.,.],называется алгеброй Ли гpynnъt Ли G. 
Пр и мер 2.12. Коммутатор кососимметрических матриц а и Ь - это 

аЬ - Ьа (в трехмерном случае это векторное произведение а х Ь соответствую­
щих векторов). Коммутатор двух векторных полей- это их скобка Пуассона, 

взятая с минусом. Коммутатор бездивергентных векторных полей в трехмер-
ном евклидовом пространстве дается формулой '"" 

[а, Ь] = rot(a х Ь), 

где а х Ь - векторное произведение. Это следует из более общей формулы 

rot(a х Ь) =[а, Ь] + adivb- bdiva 
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и справедливо для произвольнога трехмерного риманова многообразия М3 . 
Последняя формула может быть получена применением формулы гомотопии 

(см. п. 7.2). 
3 а меч а н и е 2.13. Операция коммутирования в любой алгебре Ли мо­

жет быть определена следующей конструкцией. Продолжим векторы v и w 
левонивариантно на всю группу Ли G. Другими словами, в любой точке g Е G 
мы определим касательный вектор v9 Е T9 G, который является левым сдви­
гом в точку g вектора v Е g = TeG. Мы получим два левоинвариантн:ых век­
торных поля v и w на G. Возьмем их скобку Пуассона и = { v, w}. Операция 
взятия скобки Пуассона инвариантна относительно диффеоморфизмов. Сле­
довательно, поле и также левоинвариантно, и оно полностью определяется 

своим значением и в единице группы. Этот вектор и Е TeG = g и можно при­
нять за определение коммутатора в алгебре Ли g: 

[v,w]=и. 

Аналогичная конструкция, использующая правоинвариантные поля v, w на 
группе G, дает нам коммутатор со знаком .минус. 

Теорем а 2.14. Операция -х:о.м.мутирования [., . ] яв.ляется бuлинейной, 
-х:ососи.м.метри'Чес-х:ой и удовлетворяет тождеству Я-х:оби: 

[Ла + vb, с] = Л[а, cJ + v[b, с]; 

[а,Ь] = -[Ь,а]; 

[[а, bJ, с]+ [[Ь, с], а]+ [[с, а], Ь] =О. 

3 а меч а н и е 2.15. Векторное пространство, снабженное кососимметри­
ческой билинейной операцией, удовлетворяющей тождеству Якоби, называет­

ся абстра-х:тной алгеброй Ли. Каждая (конечномерная) абстрактная алгебра 
Ли является алгеброй Ли пекоторой группы Ли G. 

К сожалению, в бесконечномерном случае это не так. Это является источ­

ником многих трудностей в квантовой теории поля, в теории вполне интегри­

руемых систем и в других областях, где язык бесконечномерных алгебр Ли 

заменяет теорию групп Ли (см., например, гл. VI, § 1 об алгебре Вирасора 
и об уравнении Кортевега-де Фриза). Можно рассматривать алгебру Ли как 
первую аппроксимацию к группе Ли, а тождество Якоби представлять как 

инфинитезимальное следствие ассоциативности группового умножения. В ко­

нечномерной ситуации (связная, односвязная) группа Ли может быть рекон­
струирована по ее первой аппроксимации. Однако в бесконечномерном случае 

попытка такой реконструкции может привести к расходящимся рядам. 

Легко проверяется следующая 

Теорем а 2.16. Операторы присоединенного действия Ad9 : g-+ g обра­
зуют представление группы Ли G авто.морфиз.ма.ми ее алгебры Ли g: 

[Ad9~, Ad9ry] = Ad9 [~, ry], Ad9h = Ad9 Adh. 

Определен и е 2.17. Множество образов элемента ~ алгебры Ли под 
действием всех операторов Ad9 , g Е G, называется орбитой точки ~ при при­
соединенном действии группы (короче, присоединенной орбитой тD'Ч-х:и ~). 
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Пр и мер 2.18. А. Присоединенная орбита матрицы, рассматриваемая 

как элемент алгебры Ли всех комплексных матриц, есть множество матриц 

с одной и той же жордановой нормальной формой. 

В. Присоединенные орбиты группы вращений трехмерного евклидова про­

странства являются сферами всевозможных радиусов с центром в начале ко­

ординат. Само начало координат (сфера нулевого радиуса) является отдель­

ной орбитой. 

С. Алгебра Ли st(2,1R) группы SL(2,1R) вещественных матриц с определи­
телем, равным единице, состоит из всех 2 х 2 матриц с нулевым следом: 

s[(2, JR) := { (: ~а)} 
с вещественными а, Ь и с. Матрицы с одной и той же жордановой формой име­

ют одинаковую величину определителя !::1 = -(а2 + Ьс). Присоединенные орби­
ты в s[(2, JR) восстанавливаются по этому определителю «почти однозначно•, 
хотя они и меньше, чем в комплексном случае. Орбитами являются связные 

компоненты квадрик а2 + Ьс = const =F О, каждая половина конуса а2 + Ьс = О 
и начало координат а = Ь = с = О (см. рис. 3, а). 

а ь 

-а 

с 

Рис. 3. (а) (Ко)присоединенные орбиты в матричной алгебре sl{2, IR) являются связ­
ными компонентами ква,црик. (Ь) Присоединенные и {с) каприсоединенные орбиты 

группы аффинных преобразований IR 

D. Присоединенные орбиты группы G = {х ~--+ах+ Ь: а> О, Ь Е IR.} аффин­
ных преобразований вещественной прямой IR являются прямыми линиями 
{а= const =F 0}, двумя лучами {а= О, (3 >О}, {а= О, (3.,.< О} и началом ко­
ординат {а=О, (3=0} в плоскости {(а,(З)} =g (рис. 3, Ь). 

Е. Пусть v является бездивергентным векторным полем на М. Присоеди­
ненная орбита поля v для группы SDiff(M) состоит из бездивергентных век­
торных полей, полученных из v естественным действием всех диффеоморфиз­
мов области М, сохраняющих элемент объема. В частности, все такие поля 

являются тоnологически эквивалентными. Например, они имеют равные чис-
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ла неподвижных точек, периодических орбит, инвариантных поверхностей, те 

же собственные числа линеаризаций в неподвижных точках и т. д. 

3 а меч а н и е 2.19. Для односвязной ограниченной области М в плоско­
сти (х, у) бездивергентное векторное поле, касающееся края области М, мо­

жет быть задано своей фун:к:v,ией ттса ф (определяемой тем, что компоненты 
поля равны -фу и 'Фх)· Функция тока определена с точностью до констан­
ты, и можно положить ее равной нулю на границе М. Алгебра Ли группы 

SDiff{M), которая состоит из диффеоморфизмов области М, сохраняющих 
элементы площади, естественно отождествляется с пространством всех таких 

функций тока ф. 

Т е о р е м а 2.20. Все .мо.мент'Ы 

In = J J фn dx dy 

м 

постояннъt вдо.л:ь присоединенн'Ых орбит гpynn'bl SDiff(M) в пространстве 

фуюсv,ий то-к:а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вдоль любой орбиты все площади S (с) множеств 
«меньших значений>> {(х,у): ф(х,у) <с} постоянны. D 

3 а меч а н и е 2.21. Кроме моментов вдоль орбит сохраняются тополо­
гический тип функции ф {в частности, число особых точек, конфигурация 
сепаратрис седел и т. д.), а также площади, ограниченные связными компо­
нентами линий уровня функции тока ф (см. рис. 4). 

Рис. 4. Функции тока полей, принадлежащих одной и той же присоединенной орбите, 
имеют равные площади множеств «меньших значений» 

Более того, периоды движения частиц вдоль соответствующих замкнутых 

траекторий также сохраняются при действии диффеоморфизмов. Однако по­

следний инвариант может быть выражен через описанные выше. Например, 

период движения вдоль замкнутой траектории ф = с, которая ограничива-
дS 

ет топологический диск площади S (с), дается формулой Т = де . 
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§ 3. Коприсоединенное представление группы Ли 

Главным объектом эйлеравой гидродинамики идеальной жидкости, также 

как и эйлероnой динамики твердого тела, является не алгебра Ли, а сопряжен­

ное ей пространство, пространство не присоединенного, а каприсоединенного 

представления соответствующей группы. 

3.1. Определение коприсоединенного представления 

Рассмотрим векторное пространство g*, сопряженное к алгебре Ли g. Век­
торы из g* являются линейными функциями на пространстве алгебры Ли g. 
Пространство g* в общем случае само не имеет естественной структуры алгеб­
рыЛи. 

Пр и мер 3.1. Каждая ?Со.м.попепта вектора угловой скорости твердого 
тела является ве?Сmоро.м. пространства, сопряженного к алгебре Ли so(3). 

С каждым линейным оператором А: Х -+ У можно связать сопряженный 

оператор, действующий в обратном направлении между соответствующими 

сопряженными пространствами А*: У*-+ Х* и определяемый формулой 

(А*у)(х) = у(Ах) 

для каждого х Е Х, у Е У*. В частности, дифференциалы левого и правого 

СДВИГОВ 

L 9 .: ThG-+ T9hG, R9.: ThG-+ Th9 G 

определяют сопряженные операторы 

L;: т;hс- т;: с, R;: Th.9G- т;: с. 

Определен и е 3.2. Коприсоедипеппое (апти)представлепие гpynnu 
Ли G в пространстве g*, сопряженном к алгебре Ли g, является (анти)пред­
ставлением, в котором каждому элементу группы g ставится в соответствие 
линейное преобразование 

Ad;: g* -+ g*, 

сопряженное к преобразованию Ad9 : g -+ g. Другими словами, 

для любых g Е G, ~Е g*, UJ Е g. Операторы Ad; образуют аптипредставлепие, 
так как Ad;h = Adh_ Ad;. 

Орбита точки ~ Е g* при действии каприсоединенного представления груп­
пы G (сокращенно, ?Соnрисоедипеппая орбита ~) являеТся множеством всех 
точек Ad;~ (g Е G) в пространстве g*, сопряженном к алгебре Ли g группы G. 

Для группы SО(З) каприсоединенные орбиты являются сферами с цен­
тром в начале координат пространства so(3)*. Они подобны присоединенным 
орбитам этой группы, которые являются сферами в so(3). 

Однако в общем случае присоединенное и каприсоединенное представле­

ния достаточно непохожи друг на друга. 
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П р и м е р 3.3. Рассмотрим группу G всех аффинных преобр&Зований 
прямой G = {х f-+ ах+ Ь: а> О, Ь Е JR}. Коприсоединенное представление 
действует на плоскости g* линейных функций pda + qdb в единице группы 
(а= 1, Ь = 0). Орбитами коприсоединенного представления являются верхняя 
(q >О) и нижняя (q <О) полуплоскости, а также каждая точка (р, О) оси q =О 
(см. рис. 3, с). 

О пр е д е л е н и е 3.4. К оnрисоединенное nредставление векоторого эле­
мента v из алгебрь& Ли g есть скорость изменения оператора Ad;. коприсоеди­
ненного представления, когда элемент группы 9t выходит из единицы go = е 
со скоростью g = v. Оператор коприсоединенного представления элемента ал­
гебры v Е g обозначается через 

ad~: g* -+ g*. 

Он является сопряженным к оператору присоединенного представления 

ad~w(и) = w(advи) = w([v,и]) для любых v Е g, и Е g, w Е g*. При фикси­
рованном w Е g* векторы ad~ w, v Е g, образуют касательное nространство 
к коприсоединенной орбите (подобно тому как векторы advи, v Е g, образуют 
касательное пространство к присоединенной орбите точки и Е g). 

3.2. Сопряженное пространство к пространству плоских бездивергентных 
векторных полей 

Рассмотрим группу G = SDiff(M) диффеоморфизмов связной и односвяз­
ной ограниченной краем дМ области М в {(х,у)}-плоскости, сохраняющих 
элемент площади. Соответствующая алгебра Ли отождествляется с простран­

ством функций тока, т. е. с пространство м гладких функций на М, обраща­

ющихся в нуль на границе. Отождествление является естественным в том 

смысле, что оно зависит не от евклидоной структуры на плоскости, а только 

от элемента площади J.l. на М. 
О пр е д е л е н и е 3.5. Внутренним nроизведением вектора v с диффе­

ренциальной k-формой w называется (k- !)-форма ivw, полученная подста­
новкой вектора v в форму w как первого аргумента: 

(ivw)(6, ... , ~k-1) = w(v, 6, ... , ~k-1). 

О пр е д е л е н и е 3.6. Be'ICmopнoe поле v с фун1ецией то?Са 1/J на поверх­
ности с элементом площади J.l. определяется условием 

ivJ.I. = -d'l/J. (3.1) 

Например, предположим, что (х, у)- координаты, в которых 

J.i.=dx Лdу. 

Л е м м а 3.7. Поле с фун?СЦией mo?Ca 1/J в этих ?Соординатах имеет ?Сом-
поненты 

д'Ф д'Ф 
Vx = - ду , Vy = дх . 

(Мы 'Часто будем исnолъзоватъ обозна'Чение v = sgrad'I/J.) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольнога вектора и выполняется следу­

ющее тождество (по определению J.L = dx Л dy): 

Условие (3.1) определяет функцию тока с точностью до аддитивной кон­
станты. Последняя определяется требованием "Фiам = О. 

Пространство, сопряженное к пространству бездивергентных векторных 

полей v, может также быть описано как пространство гладких функций на М, 
однако уже не обязательно обращающихся в нуль на дМ. Действительно, 

линейный функционал на пространстве векторных полей на М естественно 

интерпретировать как дифференциальную 1-форму а на М. Значением соот­

ветствующей линейной функции на векторном поле v является величина 

(a,v) := jj a(v)J.L. 

м 

Легко проверяется следующая 

Л е м м а 3.8. 1. Если а - диффере'Н:циа.л фу'Нлщии, то (а, v) =О для лю­
бого бездивергентного поля v на М, '1\:асающегося д М. 

2. Обратно, если (а, v) =О для любого бездивергентного поля v на М, 
'1\:асающегося дМ, то а является дифференциалом не'/\:оторой фун'll:ции на М. 

3. Если для заданного v и.мее.м (а, v) =О для вся'/\:ого а, являющегося диф­
ференциалом фун'/\:'Ции на М, то вe'll:mopнoe поле v является бездивергент­
Н'Ы.М. и '1\:асается 1ерая д М. 

Доказательство этой леммы в более общей ситуации на (необязательно од­
носвязном) многообразии произвольной размерности дано в § 8. Эта лемма 
демонстрирует формальное отождествление пространства g*, сопряженного 
к алгебре Ли бездивергентных векторных полей на М, касающихся края дМ, 

с факторпространством П1 (М)/dП0(М) (всех 1-форм на М по модулю пол­
ных дифференциалов). Ниже мы используем отождествление в этом «фор­
мальном» смысле. Чтобы придать точный смысл обсуждению двойственных 

пространств согласно стандартам функционального анализа, было бы нужно 

выбрать топологию на одном из пространств и пополнить соответствующим 

образом другое. Здесь мы не станем фиксировать пополнение, а будем пони­

мать под элементами как из g, так и из g*, гладкие функции (поля, формы), 
если не оговорено противное. 

Л е м м а 3.9. Пусть М является двумерной односвязной областью с фор­
мой площади J.L· Тогда отображение а~ f, задавае.МЬе формулой 

da=fJ.L 

(где J.L является фи'll:сированнъш эле.ментом площади, а а является 1-формой 
на М), определяет естественный изоморфизм пространства П1 /drl0 ~ g*, 
сопряженного '11: алгебре Ли g бездивергентн'Ых ве'll:торнъtх полей на М ( '1\:а­
сающихся ее 'll:paя дМ), и пространства фун'll:ций f на М. 



§ 3. Коприсоединенное представление группы Ли 25 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Добавление полного дифференциала к форме а 
не меняет функцию f. Следовательно, мы построили отображение из g* = 
= П1 fdП0 в пространство функций f на М. Так как М односвязно, каждая 
функция f является образом 1-формы а, определяемой по модулю дифферен­
циала пекоторой функции. О 
Теорем а 3.10. Коприсоединен:н.ое представление в g* группъt SDiff(M) 

яв.л.я.ется естественнъtм действием диффеоморфизмов, сохраняющих эле­
мент площади, на фуюw,иях на М. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Это следует из того, что все наши отождествления 

являются естественными, т. е. инвариантными по отношению к преобразова­
ниям, принадлежащим SDiff(M). О 

3.3. Алгебра Ли бездивергентных векторных полей на многообразии 
произвольной размерности и ее сопряженное пространство 

Пусть G = SDiff(Mn) является группой диффеоморфизмов многообра­
зия М с краем дМ, сохраняющих элемент объема J.L (в общем случае М 
может быть любой размерностиn и многосвязным, но предполагается ком­

пактным). 
Коммутатор [v, w] (или Lvw) в соответствующей алгебре Ли бездивергент­

ных векторных полей на М, касающихся дМ, задается их скобкой Пуассона 

со знаком минус: [v,w] = -{v,w} (см. пример 2.9). 
Теорем а 3.11 (см., например, [M-W]). Алгебра Ли g групп'Ьt G = 

= SDiff(M) естественно отождеств.л.я.ется с пространством за.м.'/\:Н,у­
т'ЫХ дифференv,иалънъtх (п-1)-форм на М, обращающихся в нулъ на дМ. 
А именно, бездивергентному ве1Сmорному полю v ставится в соответ­

ствие (п-1)-форма Wv = ivJ.L· Сопряженнъt.м пространством g* 7С алгебре 
Ли g яв.л.я.ется фа'IСторпространство П1 (М)/dП0(М). Присоединенное и '/СО­
присоединенное представления яв.л.я.ются естественнъt.ми действи.я.ми 
диффеоморфизмов на соответствующих дифференv,иалънъtх формах. 

Д о к аз а т е ль с т в о дано в § 8. 
Пр и мер 3.12. Пусть М является трехмерной односвязной областью 

с краем. Рассмотрим группу SDiff(M) диффеоморфизмов, сохраняющих эле­
мент объема J.L (для односвязной М эта группа совпадает с группой так 
называемых то'ЧН'ЫХ диффе.морфизмов, см. § 8). Ее алгебра Ли g состоит из 
бездивергентных векторных полей на М, касающихся края д М. В случае 

односвязного М сопряженное пространство g* = П1 (М)/dП0(М) может быть 
отождествлено с пространством всех за.м.'/\:Н,утъtх 2-форм на М (1-форме из 

П1 (М) сопоставляется ее дифференциал). 
Мы увидим ниже, что поле вихря для течения со скоростью v Е g в М 

может рассматриваться как элемент сопряженного пространства g* к алгебре 
Ли g. Это связано с тем, что каждая 2-форма, являющаяся дифференциалом 
1-формы, соответствует пекоторому полю вихря. 

На леодносвязном многообразии пространство g*, вообще говоря, боль­
ше, чем множество вихрей. На физическом уровне в этом случае простран-
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ством g*, сопряженным к алгебре Ли g, можно считать пространство цирку­
ляций по всем замкнутым кривым. Поле вихря определяет циркуляции ис­

ходного поля скоростей по всем кривым, которые ограни'Чивают двумерные 

поверхности, лежащие в области течения. Вектор же из g* содержит инфор­
мацию относительно циркуляций вдоль всех замкнутых кривых, в частности 

тех, которые ничего не ограни'Чивают. 

§ 4. Левоинвариантные метрики и твердое тело для произвольвой группы 

Риманова метрика на группе Ли G является .л.евоинвариантной, если она 
сохраняется при любом левом сдвиге L9 • Левоинвариантная метрика одно­

значно определяется своим ограничением на касательное пространство к груп­

пе в единице, т. е. квадратичной формой на алгебре Ли g этой группы. 
Пусть А: g -+ g* - симметрический положительно определенный опера­

тор, который определяет скалярное произведение 

(f., ry) = (Af., ry) = (Ary, f.) 

для любых f., 'Г/ в g. (Здесь круглые скобки обозначают спаривание двойствен­
ных пространств g и g*.) Положительная определенность квадратичной фор­
мы не очень существенна, но для многих приложений, таких как движение 

твердого тела и гидродинамика, имеет место, так как соответствующая квад­

ратичная форма играет роль кинетической энергии. 

Определен и е 4.1. Оператор А называется оператором. инерции. 
Определим симметрический линейный оператор А9 : T9G-+ т; с в каждой 

точке g группы G посредством левых сдвигов из g в единицу: 

В каждой точке g мы получаем скалярное произведение 

где f., 'Г/ Е T9G. Это произведение определяет левоинвариантную римапаву мет­
рику на G. Таким образом, мы получаем следующую коммутативную диа­
грамму (рис. 5). 

П р и м е р 4.2. Для классического твердого тела с неподвижной точкой 
конфигурационным пространством является группа G = 80(3) вращений 
трехмерного евклидова пространства. Движение теда описывается кривой 

t ~--+ g(t) в этой группе. Алгеброй Ли g группы G является трехмерное про­
странство угловых скоростей всевозможных вращений. Коммутатором в этой 

алгебре Ли является обычное векторное произведение. 

Скорость g(t) вращения тела является касательным вектором к группе 
в точке g(t). После переноса ее в единицу путем левого и правого сдвигов мы 
получаем два элемента в алгебре Ли g. 
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Рис. 5. Диаrрамма оnераторов в алгебре Ли и в ее соnряженном nространстве 

О пр е д е л е н и е 4.3. Результат левого сдвига называется угловой сх;о­

ростью относительно тела и обозначается через VJe ( «с• от слова «corps>> = 
тело), в то время как результат правого сдвига называется угловой сх;оростью 
в nространстве и обозначается через VJ8 ( «в• от слова «space• = простран­
ство): 

VJe = L 9-1.g Е g, VJ8 = R 9-1.g Е g. 

Заметим, что VJ8 = AdgVJe. 

Пространство g*, сопряженное к алгебре Ли g, называется nространство.м 
углов'Ых .м.о.м.ентов. Симметрический оператор А: g-+ g* называется операто­
ром {или тензором) инерции. Он связан с кинетической энергией Е формулой 

Образ т вектора скорости g при действии оператора А9 принадлежит про­
странству т;с. Этот вектор может быть перенесен в касательное простран­
ство к группе G в единице как левым, так и правым сдвигами. Векторы 

L• * те= 9тЕg, тs =R;тЕ g* 

называются соответственно вектором углового .м.о.мента относительно те­

ла (те) и вех;торо.м углового .м.о.м.ента относительно пространства (т8 ). 
Заметим, что те= Аd;т8 • 

Кинетическая энергия дается формулой 

в терминах момента и угловой скорости. Квадратичная форма Е определяет 

левоинвариантную риманону метрику на группе G. 
Согласно принципу наименьшего действия, движения по инерции твердого 

теласнеподвижной точкой являются геодезическими на группе G = 80(3), 
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снабженной этой левоинвариантной римановой метрикой. (Заметим, что в слу­
чае движения в трехмерном пространстве операторы инерции реальных твер­

дых тел образуют открытое подмножество в пространстве всех симметриче­

ских операторов А: g - g*, т. е. должно выполняться некоторое неравенство 
треугольника.) 

Подобным же образом в общей ситуации левоинвариантной метрики на 

произвольной группе Ли G мы рассматриваем четыре вектора, движущиеся 
в пространствах g и g*, соответственно: 

We(t) Е g, Ws(t) Е g, те(t) Е g*, тs(t) Е g*. 

Они называются векторами угловой скорости и углового момента относитель­
но тела и относительно пространства. 

Л. Эйлер [Eul) нашел дифференциальные уравнения, которым удовлетво­
ряет эволюция этих векторов во времени. 

Теорем а 4.4 (первая теорема Эйлера). Вех:тор углового .мо.мента от­
носительно пространства сохраняется во вре.мя движения: 

dтs =О 
dt . 

Теорем а 4.5 (вторая теорема Эйлера). Вех:тор углового .мо.мента от­
носительно тела удовлетворяет уравнению Эйлера 

dте d* dt =а ..,сте. (4.1) 

3 а меч а н и е 4.6. Вектор We = А -lте линейно выражается через те. 
Следовательно, уравнение Эйлера определяет квадратичное векторное поле 

в g*, и его поток описывает эволюцию вектора те. Эта эволюция вектора 
момента зависит только от расположения вектора момента в теле, а не в объ­

емлющем пространстве. 

Другими словами, геодезический поток в фазовом многообразии Т* G рас­
слаивается над потоком уравнения Эйлера в пространстве g*, размерность 
которого равна половине размерности многообразия Т* G. 
Д о к аз а т е ль с т в а. Эйлер доказал теорему для случая G = 80(3), но 

доказательство почти буквально применимо к общему случаю. А именно, пер­

вая теорема Эйлера является законом сохранения, отвечающим инвариант­

ности энергии по отношению к левым сдвигам. Вторая же теорема Эйлера 
является непосредственным следствием первой и тождества 

(4.2) 

Дифференцируя левую и правую части тождества по t при t = О (и предпола­
гая, что g(O) =е), мы получаем уравнение Эйлера (4.1) для этого случая. Из 
левоинвариантности метрики следует, что правая часть зависит только от те, 

а не от g(t), и, следовательно, уравнение удовлетворяется для любой g(t). О 
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3 а меч а н и е 4.7. "Уравнение Эйлера (4.1) для твердого тела в JR3 имеет 
вид m =т х I.J.J для т= AI.J.J, т. е. для А= diag(l1, !2, Iз} имеем 

{ 

~1 = 1'2зт2тз, 
т2 = 1'з1тзт1, 
rhз =1'12т1т2, 

где /'ij = Ij- 1 
- Ii- 1

. Главные моменты инерции Ii удовлетворяют неравенству 
треугольника !Ii - Ijl ~ Ik. 

Из соотношения (4.2) и первой теоремы Эйлера вытекает следующая 
Теорем а 4.8. Каждое решение тс(t) уравненUJI. Эйлера nринадлежит 

одной и той же ?Соnрисоединенной орбите дм всех t. Други.ми словами, 'IСО­
nрисоединен'Н:ые орбит'Ы груnn·ы яв.ляются инвариант'Н:ы.м.и nод.м.ногообрази­

я.м.и дм nото?Са уравнения Эйлера в соnряженном nространстве g* '/С алгеб­

ре Ли. 

Изоморфизм А- 1 : g*-+ g позволяет нам переписать уравнения Эйлера на 
алгебре Ли как закон эволюции вектора I.J.Jc = л- 1 тс. Результатом является 

Т е о р е м а 4.9. Be1Cmop угловой с?Сорости относительно тела nод-ч.ин.я­
ется следующему уравнению с ?Свадратичной nравой частъю: 

~с= B(I.J.Jc,I.J.Jc), 

где би.линейная ( неси.м..м.етричес?Сая) фор.м.а В: g х g -+ g оnреде.ляется фор­
.м.у.лой 

([а, Ь], с}= (В(с, а}, Ь) (4.3) 

д.ля .любых а, Ь, с в g. Здесъ [., . ] - ?Со.м..м.утатор в алгебре Ли g, а (., . } -
с?Са.лярное nроизведение в nространстве g. 

3 а меч а н и е 4.10. Операция В является билинейной, и при фиксиро­
ванном первом аргументе она кососимметрична по отношению ко второму 

аргументу: 

(В(с,а),Ь} + (В(с,Ь),а} =0. 

Оператор В является образом оператора коприсоединенного представления 

алгебры Ли при изоморфизме g и g*, определяемом оператором инерции А. 
Д о к аз а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.9. Для каждого Ь Е g мы имеем 

( d!..vc ь) = (А-1 dmc ь) = (dтс ь) 
dt' dt' dt'' 

где (. , . } -скалярное произведение в алгебре Ли, а ( . , . ) означает спаривание 
элементов из g и g*. Согласно уравнению Эйлера, 

По определению скалярного произведения 



30 Гл. 1. Групповая и гамильтонова структуры динамики жидкости 

Определение оператора В позволяет нам переписать это как 

([wc,Ь],wc} = (B(wc,Wc),b}. 

Таким образом, для каждого Ь мы имеем 

(~с, Ь) = (B(wc, Wc), Ь}, 
что и завершает доказательство теоремы 4.9. О 

3 а меч а н и е 4.11. Рассмотрим движение трехмерного твердого тела. 
Уравнение Эйлера {4.1) описывает эволюцию вектора момента в трехмерном 
пространстве .sо(З, JR.)*. Каждое решение mc(t) уравнения Эйлера принадле­
жит пересечению коприсоединенной орбиты (которая является сферой с цен­
тром в начале координат) с уровнем энергии (см. рис. 6). Кинетическая энер­
гия является квадратичным первым интегралом на сопряженном простран­

стве, и ее поверхности уровня являются эллипсоидами (A- 1mc,mc} = const. 

Рис. 6. Траектории уравнения Эйлера на поверхности уровня энергии 

Динамикап-мерного твердого тела естественным образом связана с груп­

пой SO(n, JR.). Траектории соответствуюЩего уравнения Эйлера принадлежат 
пересечениям коприсоединенных орбит этой группы с уровнями энергии 

(см. гл. VI, п. 1.3). В следующем параграфе мы применим теоремы Эйлера 
к бесконечномерной группе диффеоморфизмов [Arn4, Arn16]. Заметим, что 
аналогия междУ уравнениями Эйлера идеальной ГидРодинамики и твердого 

тела была отмечена Моро в [Mor1]. 

§ 5. Приложения к гидродинамике 

Согласно принципу наименьшего действия, движения идеальной (не­
сжимаемой, невязкой) жидкости на римановом многообразии М являются 
геодезическими правоинвариантной метрики на группе Ли SDiff (М). Такая 
метрика определяется квадратичной формой Е (кинетической энергией) на 

алгебре Ли бездивергентных векторных полей: 

Е=~!! v2
jj, 

м 
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где f-t- элемент объема на М, а v2 - квадрат римановой длины касательных 
к М векторов. 

3 а меч а н и е 5.1. Чтобы осуществить переход от левоинвариантной 

метрики к правоинвариантной, достаточно изменить знак коммутатора [ . , . ] 
(а также операторов, линейно зависящих от него: adv · = [v, · ], ad~, В) во всех 
формулах. Группа Ли G остается группой после изменения произведения 
(g, h) 1--+ gh на (g, h) 1--+ g*h = hg. ·· 

Коммутатор алгебры Ли меняет знак при этом преобразовании, в то время 

как левоинвариантная метрика становится правоинвариантной. Левые сдви­

ги по отношению к старой групповой операции становятся правыми сдвигами 

по отношению к новой. Следовательно, для правоинвариантных метрик, полу­

ченных в резу.llьтаrе nравого сдвига, вектор момента в сопряженном к алгебре 

Ли пространстве сохраняется во времени, в то время как левый сдвиг момента 

подчиняется уравнению Эйлера. 
В гидродинамике метрика на группе является правоинвариантной. Следо­

вательно, из общих результатов предыдущего параграфа мы получаем урав­

нения (Эйлера) движения идеальной жидкости (на римановом многообразии 
произвольной размерности), а также законы сохранения для них. Уравнения 
Эйлера для nOJI.Я c'ICopocmeй течения в области М получаются в результате 

nравого сдвига в алгебру Ли g = SVect(M) бездивергентных векторных полей 
на М (см. теорему 4.8 с заменой левого сдвига на правый). Правая инвари­
антность метрики приводит к следующей форме уравнения Эйлера: 

v = -B(v,v), 

где операция В на алгебре Ли g определяется формулой (4.3). Его эквива­
лентной формой является урав'Н.е'Н.ие Эйлера-Ге.л:ь.мголъча для nо.л.я. вихр.п, 
т. е. уравнение ( 4.1) с противоположным знаком для правых сдвигов .момента 
в conpJWtee'Н.'Н.O.М npocmpa'Н.cmвe g'" алгебры Ли. 

Отметим, что поля вихр.п можно считать элементами двойственного про­
странства к алгебре Ли бездивергентных полей, т. е. скоростей идеальной жид­

кости, подобно тому как угловые .мо.ме'Н.m'Ы двойственны угловым с-х:орост.п.м 

твердого тела, составляющим алгебру Ли sо(З) (ер. пример 3.12). 
Пр и мер 5.2. Рассмотрим алгебру Ли g = SVect(M) бездивергентных 

векторных полей на односвязной области М, касающихся ее края дМ, с ком­

мутатором [., .] = -{., . }, являющимся скобкой Пуассона со знаком минус. 
Операция В для уравнения Эйлера на этой алгебре Ли имеет вид: 

В(с, а)= (rot с) х а+ gradp, (5.1) 

где х - векторное произведение, а р - функция на М, определенная одно­

значно (по модулю аддитивной постоянной) условием В Е g (т. е. условием 
div В( с, а)= О и касательностью В(с, а) к дМ). Следовательно, уравнение Эй­
лера трех.мер'Н.ой идеалъ'Н.ой гидроди'Н.а.мu-х:и является эволюционным уравне-
ни ем 

дv 
дt = v х rotv- gradp (5.2) 

для бездивергентного векторного поля v в М С JR3 , касающегося дМ. 
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Уравнение вихря {или Эй.лера-Гел:ь.мголъv,а) имеет вид 

д(!.) 
дt = -{v,(J.)}, (!.) = rotv. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. По определению операции В 

(В{с, а), Ь) =([а, bj, с), 

{5.3) 

где [а, Ь] - коммутатор в алгебре Ли SVect( М) (равный - {а, Ь} в терминах 
скобки Пуассона). Так как все поля являются бездивергентными, мы имеем 

([а,Ь),с) = (rot(a х Ь),с) =(ах b,rotc) = ({rotc) х а,Ь). 

Таким образом, (rotc) ха дает явное выражение для операции В по модулю 
градиентного члена {так как div Ь = 0). 

Уравнение вихря получается из уравнения Эйлера для поля скоростей при-
менением rot к обеим частям. О 

Формула {5.1) справедлива в более общей ситуации трехмерного риманова 
многообразия М с краем. Более того, для многообразия произвольной раз­

мерности можно также придать смысл этой формуле при соответствующем 

понимании векторного произведения. 

Теорем а 5.3. Операv,ия B(v, v) для бездивергентного ве'Х:торного по­
ля v на ри.маново.м. .многообразии М произвольной размерности естъ 

B(v, v) = 'Vvv + gradp. 

Здесъ 'Vvv - ве'Х:торное поле на М, 'Х:оторое является 'Х:овариантной произ­
водиой поля v вдолъ са.м.ого себя относительно римановой связности на М, 
соответствующей в'Ыбранной римановой .м.етри'Х:е, а р определяется по .мо­

дулю постояиной те.м.и же условия.м.и, 'Что и в·ыше. 
Мы отложим доказательство этой теоремы до обсуждения ковариантной 

производной в гл. IV, § 1. Это доказательство основывается на следующем 
простом смысле оnератора инерции в гидродинамике. Как мы видели выше, 

алгебра Ли бездивергентных векторных полей и соnряженное к ней простран­
ство могут быть определены на любом многообразии, снабженном формой 

объема. Оnератор инерции требует дополнительно введения структуры ри­

.м.ановой .м.етри'Х:U на .многообразии аналогично заданию эллипсоида инерции 

для твердого тела. 

Т е о р е м а 5.4. Оператор инерv,ии для идеальной жид'Х:ости на ри.мано­

во.м. .м.мгообразии превращает ве'Х:торное поле С'Х:орости в 1-фор.м.у, зна'Чеиие 

'Х:оторой на ве'Х:торе, приложеином в не'Х:оторой то'Ч'Х:е, равно ри.м.анову с'Х:а­

лярно.м.у произведению этого ве'Х:тора с ве'Х:mоро.м. С'Х:ОJlОсти в этой тО'Ч.'Х:е. 

Полу'Ченная при это.м. 1-фор.м.а расс.м.атривается по .модулю диффереиv,иалов 
фуи'Х:'Ций. 

См. доказательство в § 7 (теорема 7.19). 
В случае гидродинамики инвариантность каприсоединенных орбит по от­

ношению к эйлеравой динамике (теорема 4.8) принимает форму классической 
теоремы Гельмгольца о сохранении вихря. 
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Т е орем а 5.5. Цир'!Сул.я:ция 1шча.п:ьного nоля c1Copocmeu вдоль за.м.'!С'Н.у­
тоu 1Сривоu равна цир1Сул.яции этого ве'!Сmорного nоля, из.ме'Н.Яющегося со­

гласно уравнению ЭUлера, no 1Сривоu, nеренесенной nomo'!Co.м жид-х:ости. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим элемент алгебры Ли SVect(M), соот­

ветствующий «нитевидному течению» вдоль выбранной кривой, имеющему 

единичный поток через трансвереаль к кривой. При присоединенном пред­

ставлении (т. е. nри действии сохраняющего объем диффеоморфизма) этот 
элемент превратится в <<нитевидное течение» вдоль перенесенной кривой. 

Спаривание вектора сопряженного пространства алгебры Ли с выбран­
ным элементом в самой алгебре Ли является интегралом от соответствующей 

1-формы вдоль кривой (заметим, что хотя элемент из сопряженного простран­
ства является 1-формой лишь по модулю дифференциалов функций, его ин­

теграл по за.м'!С'Н.уmоu кривой корректно определен). 
По теореме 5.4 это спаривание является циркуляцией поля скоростей вдоль 

нашей кривой. О 
Из приведеиной выше теоремы вытекает, что поля скоростей (парамет­

ризованные временем t), которые составляют одно решение уравнения Эйле­
ра, являются изозавихренными, т. е. мгновенный вихрь поля в любой момент 

времени t переносится в мгновенный вихрь в любой другой момент времени 
диффеоморфизмом, сохраняющим элемент объема. 

3 а м е ч а н и е 5.6. Изозавихренность, т. е. условие принадлежности од­
ной и той же каприсоединенной орбите, накладывает ограничения, которые 

существенно отличаются в дву- и трехмерном случаях. Для двумерной жидко­

сти каприсоединенные орбиты различаются величинами первых интегралов, 

таких как моменты поля вихря. В трехмерном случае геометрия орбит суще­

ственно более сложная. 

Из-за этого различия в геометрии каприсоединенных орбит обоснование 

трехмерной гидродинамики наталкивается на серьезные трудности. Между 

тем в гидродинамике двумерной жидкости существование и единственность 

глобальных решений доказаны (см. [Yu1}), причем доказательство использу­
ет наличие многочисленных первых интегралов уравнений Эйлера, которые 

являются инвариантами каприсоединенных орбит. 

О п р е д е л е н и е 5. 7. Для заданного поля скоростей рассмотрим 1-фор­
му, которая является (поточечным) римановым скалярным произведением 
с полем скоростей. Ее дифференциал называется 2-фор.моu вихря. 
Пр и мер 5.8. А. На евклидавой плоскости (х, у) эта 2-форма есть w dx Л 

Л dy, где w - пекоторая функция. Функция w, также называемая вихрем 
двумерного течения, связана с функцией тока 'Ф тождеством w = 6.'1/J. 

В. В трехмерном евклидавам nространстве форма вихря есть 2-форма, 

соответствующая векторному полю вихря. Ее значение на паре векторов равно 

их смешанному произведению с rotv. 
О п р е д е л е н и е 5.9. Ве1Сmорное nоле вихря несжимаемого течения на 

трехмерном римановом многообразии определяется как векторное поле~. ас­

социированное с 2-формой w согласно формуле w = it;J.L, где J.L - элемент 

объема. 
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Другими словами, вектор вихря ~ определяется в каждой точке условием 

J.t(~, а, Ь) = c.J(a, Ь) {5.4) 

для любой пары векторов а, Ь, приложеиных в этой точке. Заметим, что опре­
деление поля ~ не использует каких-либо координат или метрики, а только 

элемент объема J.l и 2-форму c.J. 

3 а меч а н и е 5.10. На многообразии произвольной размерностиn вихрь 
является не векторным полем, а (n- 2)-поливекторным полем (k-no.nивe?Cmop, 
или k-вектор, есть полилинейная кососимметрическая функция от k кокаса­
тельных векторов, т. е. от k 1-форм в точке). Например, для n = 2 получаем 
0-поливектор, т. е. скаляр. Такого типа скаляром является функция-вихрь c.J 

из примера 5.8.А. Из теоремы 5.5 вытекает 
С л е д с т в и е 5.11. Поле вихря в.м.орожено в несжи.м.ае.м.ую жид-к:остъ. 
Действительно, по теореме 5.5 2-форма вихря c.J переносится потоком, так 

как она является дифференциалом 1-формы «Скалярного произведения с V», 
которая переносится. Форма объема J.l также переносится течением (так как 
жидкость несжимаемая). 

В свою очередь, поле вихря ~ определяется формами c.J и J.l инвариантным 
образом (без использования римановой метрики) по формуле (5.4). Следо­
вательно, это поле «вморожено», т. е. оно переносится частицами жидкости, 

как и поле стрелок, нарисованных на самих частицах, - растяжение частицы 

в каком-либо направлении влечет растяжение поля в том же направлении. 

{См. примеры, по крайней мере, линейного растяжения поля вихря в (Ser4}.) 
3 а меч а н и е 5.12. Рассмотрим какой-нибудь диффеоморфизм, сохра­

няющий элементы объема (но априорно не связанный ни с каким течением). 
Если такой диффеоморфизм переводит 2-форму вихря c.J1 в 2-форму вихря c.J2, 

то он переводит векторное поле вихря 6, соответствующее первой форме, 
в векторное поле вихря 6, соответствующее второй. 

Если, однако, начать с поля скоростей и соответствующего ему поля вих­

ря, то при произвольнам диффеоморфизме из SDiff{M) перенесенное поле 
вихря, вообще говоря, не будет совпадать с вихрем перенесенного поля скоро­

стей. Теорема 5.5 утверждает лишь, что такое совпадение имеет место, если 
диффеоморфизм осуществляется эйлеровским движением несжимаемой жид­

кости с данным начальным полем скоростей. Другими словами, мгновенные 

поля скоростей, получающиеся из данного при эйлеровской эволюции, явля­

ются изозавихренными. 

С л е д с т в и е 5.13. Линии вихря переносятся при эй.леровс-х;о.м. движе­
нии жид-к:ости на трех.м.ерно.м. ри.м.аново.м. .м.ногообJI!Lзии. 

В частности, каждая «вихревая трубка>> (т. е. область, ограниченная по­
верхностью, составленной линиями вихря) переносится этим потоком. Теоре­
ма Гельмгольца близка к этому геометрическому следствию, но все же утвер­
ждает несколько больше (особенно в неодносвязном случае). 

3 а меч а н и е 5.14. В двумерном случае изозавихренность векторных по­
лей означает, что функция вихря c.J переносится потоком жидкости: точка, где 
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вихрь д:ф был равен w в начальный момент, переводится в точку с той же ве­
личиной вихря в любой другой момент времени. В частности, все моменты 

поля вихря 

сохраняются, как и площади множеств меньших значений вихря 

S(c) = j j dxdy 

д..р,;;;_с 

(см., например, [ОЬ]). Этот вывод верен и внеодносвязной ситуации. 
Законы сохранения, даваемые теоремой Гельмгольца, несколько сильнее, 

чем сохранение всех моментов, даже если двумерное многообразие односвяз­

но. А именно, согласно этой теореме сохраняется все «дерево» функции вихря 

w = tl'ljJ (т. е. пространство компонент множеств уровня, см. рис. 7), а так­
же и оnределенная функцией вихря w мера на этом дереве. (Эта мера свя­
зывает с каждым отрезком дерева полную площадь объединения соответ­

ствующих множеств уровней вихря.) По-видимому, эта мера доставляет пол­
ное множество инвариантов типичных коприсоединенных орбит (скажем, для 

SDiff(S2)). 

Рис. 7. «Дерево» функции вихря на сфере 

Интересно было бы описать возможные графы для функций на леодно­

связных многообразиях, скажем, на торе. 

Применепия теорем Эйлера к гидродинамике на многообразиях более вы­

сокой размерности описываются в § 7. 
3 а меч а н и е 5.15. Хотя, как было отмечено в начале, мы избегаем здесь 

обсуждать теоремы существования и единственности для уравнения Эйлера 

идеальной несжимаемой жидкости, этот очень важный и глубокий вопрос вы­

звал заметный интерес (см., например, обзоры [Ge, Yu2]). 
Локальные по времени теоремы существования и единственности класси­

ческих решений основной начально-краевой задачи для двумерного уравнения 

Эйлера были получены в цикле статей Н. Гюнтером и Л. Лихтейнштейном. 
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В. Волибнер доказал глобальную разрешимость двумерной задачи для класси­

ческих решений (см. в !Ка] современную форму результата и его обобщения). 
Глобальная теорема существования в двумерной эйлеровой гидродинамике 

была доказана В. Юдовичем !Yu1] для течений с вихрем из пространства LP 
для любого заданного р > 1. По поводу теоремы единственности для течений 
с существенно ограниченным вихрем и ее обобщений см. !Yu1, YuЗJ; неедин­
ственность слабых решений уравнений Эйлера обсуждалась в /Shn7]. 

Движение вязкой несжимаемой жидкости описывается уравнением Навье­

Стокса, являющимся уравнением Эйлера с дополнительным диффузионным 

членом (см. § 12). Локальные по времени результаты (существование и един­
ственность) для классических решений уравнения Навье-Стокса были полу­

чены Лихтейнштейном, Одквистом и Осиным (см. ссылки в !Lad]). Суще­
ствование глобальных по времени и «по всему>>, т. е. по области, начальному 

полю и вязкости, обобщенных решений было получено Дж. Лере (в 1930-х гг.) 
и Э. Хопфом (в 1950-51 гг.). Единственность для этого широкого класса ре­
шений все еще неизвестна. Теоремы глобального существования и единствен­

ности обобщенных и классических решений двумерного уравнения Навье­

Стокса были получены Ладыженской и ее учениками (см. !Lad]). 

§ 6. Гамилътонова структура уравнений Эйлера 

Вернемся к коприсоединенному представлению произвольной группы 

Ли G. Оказывается, коприсоединенные орбиты всегда четномерны. Это 
объясняется тем, что любая такая орбита снабжена естественной симплекти­

ческой структурой (т. е. пекоторой невырожденной замкнутой 2-формой). Эта 
структура, называемая формой Кириллова (Березина, Костанта) (см. !Kil, 
Ber, Kos]), была, по существу, открыта С. Ли /Lie}. 

Уравнения Эйлера в сопряженном пространстве алгебры Ли являются га­

мильтоновыми уравнениями на каждой коприсоединенной орбите !Arn5J. Ки­
нетическая энергия играет роль соответствующей функции Гамильтона. Что­

бы описать все эти объекты, мы начнем со следующего краткого напоминания. 

Пусть (М, w) - симплектическое многообразие, т. е. многообразие М, снаб­
женное замкнутой невырожденной дифференциальной 2-формой w. Напом­
ним, что фун:х::ция Га.милътона Н определяет гамильтоново поле v на М фор­
мулой 

ivw= -dH. (6.1) 

Другими словами, поле v является косым градиентом функции Н: М ----> R, 
определяемым соотношением -dH(t;.) =w(v,t;.) для каждого t;. (обычный гра­
диент функции определяется условием dH(t;.) = (graд.H,t;.) для каждого t;., где 
(.,.) -скалярное произведение на римановом многообразии М). Значение 
кососимметрической 2-формы w на паре векторов (у нас это векторы v и !;.) 
называется их кососкалярным произведением. Следующая теорема хорошо 

известна (см., например, !Arn16]). 
Т е орем а 6.1. Фазовъtй nomo'IC га.милътонова поля v сохраняет си.м­

пле'/Сmи-ч.ес'/Сую фор.му w и фун'/Сцuю Га.милътона Н. 
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Предположим теперь, что М- коприсоединенная орбита группы Ли G. 
Многообразие М вкладывается в сопряженное пространство g* соответству­
ющей алгебры Ли. Касательное пространство к орбите М в каждой точке со­

стоит из векторов скоростей коприсоединенного представления, соответству­

ющих произвольным скоростям, с которыми элемент группы G выходит из 
единицы. В наших обозначениях (см.§ 4) эти векторы, приложеиные в точке 
т Е М и касающиеся М, имеют вид: 

~=аd:т, тЕg*, aEg. 

Рассмотрим два таких вектора, соответствующих двум «угловым скоростям» 

(т. е. двум элементам алгебры Ли g): 

~ = аd:т, 'Т/= аd;т, а, Ь Е g. 

Можно скомбинировать эти два элемента и один элемент сопряженного про­

странства, образовав число 

c.v(~, 'Т/) :=(т, [а, Ь]}, (6.2) 

где квадратные скобки обозначают коммутатор n алгебре Ли, а круглые -
естественное спаривание между сопряженными пространствами g* и g. Легко 
доказывается следующая 

Теорем а 6.2. Ве.лu'Чuна c.v(~, 'Т!) :зависит от ве1Сmоров ~ и 'f/, ?Сасате.лъ­
н·ых ?С орбите М в то'Ч?Се т, а не от '/СО'Н?Сретного въtбора «угловъtх с?Соро­

стей» а и Ь, исполъ:зуе.м:ых в ее определении. Кососи.м.метри'Чес?Сая форма c.v 
на М :за.м'IС'Н.ута и невъtрождена. 

Эта форма определяет симплектическую структуру на коприсоединенной 
орбите. Она инвариантна относительно каприсоединенного представления 
(что следует из ее определения). 
Пр и мер 6.3. Для G = 80(3) коприсоединенные орбиты являются сфе­

рами с центром в начале координат и самим началом (заметим, что все они 
четномерны!). Симплектические структуры являются элементами площадей, 
инвариантными по отношению к вращениям сфер. Площади нормализуются 

следующим условием: J J c.v пропорционален радиусу сферы. 
Формула (6.2) определяет симплектические структуры сразу на всех ко­

присоединенных орбитах. Эти симплектические структуры так согласованы 

друг с другом, что они снабжают все сопряженное пространство алгебры Ли 

более общей структурой, называемой пуассоновой. 

О пр е д е л е н и е 6.4. Пуассонова стру?Стура на многообразии есть опе­

рация { . , . } , которая ставит в соответствие двум гладким функциям на мно­
гообразии третью (их скобку Пуассона) таким образом, что эта операция яв­
ляется билинейной кососимметричной, удовлетворяет тождеству Якоби 

{{f,g}, h} + {{g, h},!} + {{h, f},g} =о 

и тождеству Лейбница 

{f,gh} = {f,g}h + g{f, h}. 
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Многообразие, снабженное пуассонавой структурой, называется пуассоновы.м 

многообразием. 

Тождество Лейбница означает, что при фиксированном первом аргумен­

те операция { . , . } является дифференцированием второго аргумента вдоль 
некоторого векторного поля. 

Пр и мер 6.5. Рассмотрим все гладкие функции на сопряженном про­
странстве g* конечномерной алгебры Ли. Определим операцию на этом про­
странстве формулой 

{f,g}(т):=(т,[df,dg)) для тЕg*, f,gEC00 (g*), (6.3) 

где дифференциалы df и dg берутся в одной и той же точке т. Заметим, что 
дифференциал f в каждой точке т Е g* является элементом самой алгебры 
Ли g. Следовательно, коммутатор [df, dg] в каждой точке также является век­
тором из этой алгебры Ли. Значение линейной функции т на этом векторе­

коммутаторе - это скобка Пуассона пары функций f и g в точке т. 
Пусть х1 , ••• , Xn - координаты в сопряженном пространстве пекоторой 

п-мерной алгебры Ли. Тогда формула (6.3) принимает вид: 

{ ~ дj дg [ 
J,g} = ~ дх· дх· Xi,Xj]· 

i,j=l • J 

Здесь векторы Xi образуют базис самой алгебры Ли g. Их коммутаторы тоже 
лежат в алгебре Ли, и поэтому они являются (линейными) функциями на 
сопряженном пространстве g*. 

О пр е д е л е н и е 6.6. Эта операция называется естественной стру'Х:­

турой Ли-Пуассона на сопряженном пространстве к алгебре Ли. 

Легко проверяется (см., например, /We)) следующая 
Теорем а 6.7. Эта операци.я. действительно задает пуассонову стру'Х:­

туру. 

З а м е ч а н и е 6.8. Пуассонавы структуры в несколько более общей ситу­

ации были введены Якоби в «Лекциях по динамике» !Jac) при анализе струк­
туры кольца первых интегралов заданного гамильтонова векторного поля. 

Теория Якоби является скорее алгебраической, чем топологической, и опре­
деляет пуассоновы структуры на более общих множествах, скорее подобных 

Многообразиям в алгебраической геометрии, чем гладким многообразиям в то­

пологии. Вообще говоря, эти множества не являются хаусдорфовыми. Совре­

менное определение было введено А. Вайнштейном /We) после работ Лихне­
ровмча и Кириллова. 

Определен и е 6.9. Га.ми.лътоново поле с функцией Гамильтона Н на 
многообразии, снабженном пуассонавой структурой,"'есть векторное поле~' 
определяемое соотношением 

Lf.f= {Н,!} 

для любой функции f. Здесь Lf.f- производная функции f вдоль векторного 

поля~' в координатах Lf.f = L~iддf. 
Xi 
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Пр и мер 6.10. Гамильтонава поле~ для линейной функции а на сопря­

женном пространстве алгебры Ли дается формулой 

~О =ad~ ·, 

где а понимается как вектор из самой алгебры Ли. 

Действительно, в каждой точке т Е g* и для любой функции f па g* имеем 

{а, !}(т)= (т, [а, df]) = (аd~т, df) = (L~f)(т). 

В более общем случае гамильтоново поле ~н произвольной гладкой функ­

ции Н на сопряженном пространстве g* задается в точке т Е g* вектором 
~н (т) = аd~нт, где дифференциал dH берется в точке т и рассматривается 
как вектор алгебры Ли. 

3 а меч а н и е 6.11. Гамильтоновопале ~{F,H}' функцией Гамильтонако­
торого является скобка Пуассона двух функций F и Н, есть скобка Пуассона 
гамильтоновых полей ~F и ~н этих функций: 

Это следует из определений и тождества Якоби 

L{~F.~н}f = L~FL~нf- L~нL~FJ = L~F{H, f}- L~н{F, f} = 
= {F, {Н, f}}- {Н, {F, f}} = -{!, {F, Н}}= L~{F.н}f. 

Определен и е 6.12. Симпле?Сти-чес?Сим листом данной точки на 

многообразии, снабженном пуассонавой структурой, является множество всех 

точек многообразия, в которые можно прийти вдоль путей, исходящих из за­

данной точки, и таких, что соответствующие векторы скорости являются 

гамильтоновыми в каждый момент времени (с функцией Гамильтона, диф­
ференцируемо зависящей от времени). 

Т е орем а 6.13. Симпле?Сти-чес?Сий лист ?Саждой то-ч?Си является глад­

?Сим -четиомерн:ы.м миогообрааие.м. Он, имеет естествеииую симпле?Сти-че­

с?Сую стру?Стуру, определяемую формулой w(~, ry) = {f,g}(x), где ~ и ry яв­
ляются ве?Сторами гамилътоиовъtх полей с фуи?Сv,иями Гамилътоиа f и g 
в то-ч?Се х. 

В частности, величина w(~, ry) не зависит от конкретного выбора функ­
ций f и g. 

На пуассонавам многообразии ограничение гамильтонова поля на каждый 

симплектический лист есть гамильтоново поле, определяемое ограничением 

на этот лист исходной функции Гамильтона. 

Пр и мер 6.14. Симплектические листы естественной пуассонавой струк­
туры в сопряженном пространстве алгебры Ли являются каприсоединенными 

орбитами группы. Симплектические структуры листов, определяемые этой 

пуассонавой структурой, совпадают с естественными симплектическими 

структурами каприсоединенных орбит, описанными выше. 
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Пусть теперь А: g --+ g* является невырожденным симметрическим опера­
тором инерции. Определим сопряженную ?Свадрати'Чную форму на сопряжен­

ном пространстве g* алгебры Ли формулой 

Н(т) := ~(А- 1т, т), т Е g*. 

Обозначим через v вектор А -lт в алгебре Ли. Тогда т= Av, и, следовательно, 

1 
Н(т) = 2(v,Av) 

есть просто кинетическая энергия, соответствующая «угловой скорости» v 
(или полю скоростей v в гидродинамике). 

Т е о р е м а 6.15. Пустъ оператор инерции А определяет левоинвари­
антную метри?Су на группе Ли G. Тогда эйлерово поле с?Соростей в сопря­
женном пространстве g* алгебры Ли совпадает с гамилътоновъt.м поле.м, 
опреде.ляе.мьt.м фун?Сцией Гамильтона Н по отношению ?С естественной 

пуассонавой стру?Стуре сопряженного пространства алгебры Ли. А и.менно, 

уравнение Эйлера на сопряженном пространстве g* имеет вид: 

(6.4) 

Для правоинвариантной метри?Си соответствующая фун?Сцuя Гамильтона 

естъ -Н. 

В частности, эйлерово поле является гамильтоновым полем на каждой ко­

присоединенной орбите по отношению к естественной симплектической струк­

туре орбиты. Ее функция Гамильтона является ограничением кинетической 

энергии на орбиту. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Дифференциал квадратичной формы 

Н( т)= ~(A- 1m, т) 

в пекоторой точке т Е g* есть вектор v = А- 1т Е g, который рассматривается 
как линейный функционал на сопряженном пространстве g*. Согласно приме­
ру 6.10 гамильтопов вектор, соответствующий этому линейному функционалу, 
есть вектор ad:4-lmт из уравнения (6.4). 

Тот факт, что это уравнение описывает геодезические на группе Ли G по 
отношению к левоинвариантной метрике, есть как раз вторая теорема Эй­

лера. О 

Пр и мер 6.16. Рассмотрим решение v(t) уравнения Эйлера идеальной 
жидкости в односвязной области трехмерного евклидового пространства. 

Пусть v1 = v + с:и1 + ... , v2 = v + с:и2 + ... - два решения с изозавихрен­
ными начальными условиями, бесконечно близкими к v~(c: очень мал6, точки 
обозначают члены порядка о(с:), все поля здесь и ниже зависят от t). 

Изозавихреннасть полей означает, что их вихри переводятся друг в друга 

действием диффеоморфизма, сохраняющего элемент объема. Для бесконечно 

малого возмущения вихрей ~i = rot иi мы получаем в каждый момент t 

~i = [ai,rotv], 
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где ai - бездивергентные поля из нашей алгебры Ли, [ . , . ] - скобка Пуассона 
бездивергентных полей со знаком минус (так что [а, Ь] = rot(a х Ь)). 

Поля ai определяются неоднозначно по возмущениям иi. Однако можно 
определить следующий инвариант пары возмущений, который не зависит от 

этой неоднозначности. 

Поставим в соответствие начальному полю v(t) и паре полей ai величину 

w = j ([а1 (t), a2(t)], v(t)) dx dy dz. 
мз 

Вышеизложенная теория, применеиная к этому примеру, приводит к сле­

дующему результату. 

Т е о р е м а 6.17. Ве.ли'Чиuа w является постояииой (т. е. ue зависит 
от t), 'Х:шх:ое бы решеиие v уравиеиия Эйлера и 'Х:а'Х:ие бы uа'Чалънъtе поля а1(О) 
и а2(О), опреде.ляющие воз.мущеиия, ue бъtли бъt взятъt. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из гамильтоновости уравнения Эйлера на орбитах 

изозавихренных полей следует, что фазовый поток уравнения Эйлера сохра­

няет естественную симплектическую структуру множества изозавихренных 

полей. Эта структура дается формулой w(6,6) =(т, [а1,а2]) для ~i = аd:,т, 
гдет-образ в сопряженном пространстве (к алгебре Ли бездивергентных 
полей) вектора v(t) из алгебры Ли при отображении А: g-+ g*, являющемся 
оператором инерции. 

Согласно теореме 5.4 об операторе инерции, элемент т можно отож­
дествить с 1-формой, являющейся скалярным произведением с векторным 

полем v (само же сопряженное пространство понимается как пространство 
1-форм по модулю дифференциалов функций). 

Дифференциал этой 1-формы является 2-формой вихря, соответствующей 

векторному полю вихря ~ = rot v. Возмущение элемента т, определяемое по­
лем ai, есть 

и, следовательно, 

w(6,6) = j ([a1,a2],v)dxdydz. 
мз 

Тот факт, что w не зависит от t, означает инвариантность симплектической 
структуры относительно гамильтонова потока уравнения Эйлера на каприсо­

единенной орбите, образованной полями, изозавихренными с v(O). О 
3 а меч а н и е 6.18. В двумерной односвязной области поля а; определя­

ются функциями тока '1/Ji, и сохраняющаяся величина имеет вид 

w(6, 6) = j ~ · {'I/J1, 'Ф2} dx dy. 
М2 

Здесь ~i = {'1/Ji,O, ~ = A'I/J- функция вихря невозмущенного течения с функ-

цией тока '1/J, а{!, g}- скобка Пуассона двух функций, {!, g} = ~~ ~~ - ~~ ~~, 
равная якобиану отображения (х, у)~ (J(x, у), g(x, у)). 
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Теперь свойство гамильтоновости влечет следующее. Если функции вих­

ря ~ и ~+с{ 'if'i, О+ ... эволюционируют во времени согласно уравнению 
Эйлера-Гельмгольца, то величина w не зависит от времени. Гамильтонов фор­
мализм можно использовать также и в обратном направлении: из известных 

результатов гидродинамики можно вывести некоторые свойства гамильтоно­

вых систем (см. [Kozlj). 
Более общий случай римановых многообразий, а не только областей в ев­

клидовом пространстве, и необязательно односвязных, мы обсудим в следую­
щем параграфе. Существует обширная литература по гамильтопову форма­

лизму уравнений Эйлера на группах Ли и различным Приложениям (см., на­

пример, книги [GS2, Arn16, MaR, G-PJ и статьи [M-W, AKh, Ose2]). 

§ 7. Идеальная гидродинамика на римановых многообразиях 

Обобщение гидродинамики идеальной несжимаемой жидкости на много­

образия больших размерностей (в частности, размерностей n > 3) является 
физически столь же значимым, как рассмотрение, скажем, волнового уравне­

ния с нефизически большим числом независимых переменных. 

Более общая точка зрения позволяет пролить свет как па общие свойства 

уравнения Эйлера, так и на геометрию группы диффеоморфизмов. В частно­

сти, в этой главе мы разберем трехмерную гидродинамику с этой более общей 

точки зрения. 

7.1. Гидродинамическое уравнение Эйлера на мноrообразиях 

Пусть мn - компактное ориентируемое риманово многообразие с метри­

кой (., . ), а J.L - форма объема, т. е. необращающаяся в нуль дифференци­
альная форма старшей степени n. Мы не будем nредполагать в общем случае 
какой-либо связи J.L с формой объема, индуцированной метрикой. 

Оnределен и е 7.1. Уравнение Эйлера идеа.лъноu несжи.мае.моu жид­

?Сости на М - это следующее эволюционное уравнение для поля скоростей v 
течения жидкости на многообразии: 

{ 

дv 
~t = -(v, Y')v- V'p, 

d1v,_,v =О, 
(7.1) 

где второе уравнение означает, что поле v сохраняет форму объема р,. Здесь р 
является зависящей от времени функцией на М, которая определяется из 

условия div,_,(8vj8t) =О однозначно (с точностью до аддитивной константы, 
зависящей от времени). Выражение (v, V')v обозначает ковариантную произ­
водную У' vV поля v вдоль самого себя для стандартпой римаповой связности 
на М. В случае евклидового пространства М= IR.3 уравнение Эйлера прини­
мает вид (5.2). 

В случае многообразия М с краем поле скоростей предполагается касаю­

щимся края. 
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Определение ковариантной производной можно найти в гл. IV, п. 1.2. Для 
многих целей этого параграфа достаточно иметь в виду следующий 

Пр и мер 7.2. В случае М= JRn, стандартной метрики и стандартной 
формы объема уравнением Эйлера идеальной несжимаемой жидкости явля-

ется уравнение n 
дщ "'""' дщ др 
дt =- ~Vjдx·- дх· 

j=l J ' 

n дv· 
для векторного поля v, удовлетворяющего условию L ~=О. Ковариантная 

j=l хз 
производпая в этом случае задается в координатах выражением 

n дv· 
<<v, \i')v)i = L vз ах'·. 

j=l 3 

Точно так же, как и для дву- и трехмерного случаев, уравнение Эйле­
ра (7.1) на компактном n-мерном многообразии М может рассматриваться 
как уравнение геодезических на группе Ли SDiff (М) всех диффеоморфизмов 
многообразия М, сохраняющих форму объема J-L. 

Определен и е 7.3. Конфигурацион:ное nространство идеальной не­

сжимаемой жидкости, заполняющей многообразие М, есть группа Ли 

G = SDiff(M) всех диффеоморфизмов М, сохраняющих форму объема J-L 
(и принадлежащих связной компоненте единицы группы). I3 случае много­
образия с краем 8М группа SDiff(M) состоит из тех сохраняющих объем 
диффеоморфизмов, которые оставляют границу ам инвариантной. 

Алгебра Ли g = SVect(M) этой группы состоит из бездИвергентных век­
торных полей на М (касающихся границы, если 8М-:/:. 1ZJ). Скобкой Ли (ком­
мутатором) в этой алгебре является скобка Пуассона векторных полей, взятая 
со знаком минус. 

Применям теперь развитый выше формализм к этой алгебре Ли. Форму­

лировки получающихся результатов nриведеныв n. 7.2 и n. 7.3 ниже, а дока­
зательства- в§ 8. 

7.2. Сопряженные пространства алгебр Ли бездивергентных полей 

Начиная с этого места все объекты предполагаются достаточно глад­

кими. Мы оставляем в стороне аналитические трудности подхода к беско­

нечномерных группам и алгебрам и отсылаем интересующегося читателя 
к работе [Е-М], где был развит nодходящий для гидродинамики форма­
лизм пространств Соболева. Напомним нужные для дальнейшего основные 
понятия анализа на многообразиях. 

Определен и е 7.4. Пусть flk(M) (или просто flk) обозначает прост­
ранство гладких дифференциальных k-форм на компактном многообразии М 

(возможно, с краем дМ). Оnератор внешней nроизвод1юй d увеличивает 
степень формы на 1, в то время как оператор внутреннего произведения it;, 
определяемого подстановкой заданного векторного поля ~ в форму в каче­

стве первого аргумента, уменьшает степень на 1. Эти операторы являются 
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дифференцированиями алгебры форм в том смысле, что они удовлетворяют 
следующим тождествам: 

i&:t Л /3) = (i{a) Л f3 + ( -1)ka Л (i{/3), 

d(a Л /3) = (da) Л f3 + ( -1)ka л (df3) 

для любых форм а Е f!k и f3 Е 111• 

(7.2) 

(7.3) 

Производна.я. Ли дифференциальной формы VJ вдоль векторного поля v 
(касающегося края дМ, если дМ -:f. eJ) есть производпая по времени формы VJ, 

перенесенной (назад) такими диффеоморфизмами 9t, что go = Id и ilo = v: 

LvVJ = :t!t=Og;VJ, (7.4) 

где go(x) = х, ~ 't=Ogt(x) = v(x). Результат g*VJ перенесения k-формы VJ неко­
торым гладким отображением g определяется по формуле 

(g*VJ )(6' ... '~k) = VJ(g.6' .. . 'g.~k), 

где линейный оператор g. является дифференциалом отображения g. 
Фор.мула го.м.отопии - это тождество 

Lv = ivd + div• 

Оно является инфинитезимальной версией формулы Лейбница: граница ци­
линдра есть разность верхнего и нижнего оснований, плюс боковая поверх­

ность (ориентированная подходящим образом). 
Т е орем а 7.5 (см., например, !М-W, Nov2, DKN]). Пространство g*, 

сопряженное пространству алгебръt Ли g = SVect(M) бездивергентных 
ве11:mорных полей на М (11:асающихс.я. 11:ра.я. дМ), естественно изо.морфно фак:­
торпространству 111 jd11° всех дифференциалъных 1-фор.м на М по .модулю 
всех то-чных 1-фор.м (т. е. по .модулю дифференциалов всех функ:v,ий) на М. 
К оприсоединенное действие группы на сопр.я.женно.м пространстве g* ал­

гебр'Ы Ли совпадает с естественнъt.м действие.м диффео.морфиз.мов на диф­

ференv,иалъных 1-фор.мах 

Ad;a = g*a, (7.5) 

где 1-фор.м'Ы а и g* а на М рассматриваются по .модулю дифференциалов 
функ:ций. 

Здесь мы понимаем под SVect(M) алгебру Ли группы диффеоморфиз­
мов М, сохраняющих фиксированную форму объема. Коммутатором advw = 
= [v, w] двух векторных полей является их скобка Пуассона, взятая со знаком 
минус. Мы докажем эту теорему в§ 8. 

С л е д с т в и е 7.6. К оприсоединенное действие эле.мента v алгебр'Ы g = 
= SVect(M) в соnр.я.женно.м nространстве g" = 111 /d11° .я.вл.я.етс.я. nроизвод­
ной Ли 1-фор.м вдолъ ве?Сmорного поля v на М: 

(7.6) 

Здесъ а и Lva .я.вл.я.ютс.я. 1-фор.ма.ми по .модулю дифференциалов функ:v,ий. 
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Д о к аз а т е л ь с т в о. Это следствие непосредственно вытекает из опре­

деления производной Ли (7.4). Инфинитезимальная версия (7.5) для g Е G 
достаточно близкого к единице (т. е. для «инфинитезимальной замены пере­
менных» g = Id +ev + о( е), заданной векторным полем v) определяет копри­
соединенное действие элемента алгебры Ли v Е g = SVect(M) на сопряженном 
пространстве g* как производную вдоль векторного поля. О 

О п р е д е л е н и е 7. 7. Спаривание пространств 9 и g* дается следующей 
явной формулой. Пусть [и] - 'IC.I/.acc смежности 1-формы и в факторпростран­
стве S11 1 dS1°, т. е. класс всех 1-форм на М вида и+ df, где f - произвольпая 
функция. Тогда, чтобы вычислить значение класса смежности [и] Е g* на век­
торном поле v Е g, нужно взять интеграл по М от поточечного спаривания 
вектора v и произвольной 1-формы и из класса смежности [и] Е S1 1 ldr1.0: 

(v, [и])= j и(v)f.l. (7.7) 

м 

(То, что этот интеграл не зависит от конкретного выбора и, доказано в п. 8.3.) 
Эквивалентным образом можно представлять себе S11 ldSl0 как сопряженное 
пространство к пространству всех замкнутых (n- 1)-форм на М: 

(.vv, [и])= J и Л .Vv, (7.8) 

м 

где .Vv = ivf.l является замкнутой (n- 1)-формой, ассоциированной с безди­
вергентным полем v. 

3 а меч а н и е 7.8. Каприсоединенное действие корректно определено 

формулой (7.5), так как действие диффеоморфизма коммутирует с операци­
ей d: 

если а'= а+ df, то g*a' = g*a + g*(df) = g*a + d(g* !), 
т. е. 1-формы g* а и g* а' определяют один и тот же класс смежности в фак­
торпространстве S11 1 dS1°. Подобным же образом производпая Ли действует на 
классах смежности 1-форм и, так как операция Lv коммутирует с оператором 
внешнего дифференцирования d: 

Lv[и] = Lv(и + df) = Lvи + dLvf = [Lvи]. 

Как мы упоминали, факторпространство g* = S11 ldS1° является только ре­
гулярной частью настоящего сопряженного пространства к алгебре Ли g = 
= SVect(M). Заметим, что нерегулярная часть сопряженного пространства g* 
включает много интересных функционалов: например, сингулярные замкну­

тые 2-формы с носителями на подмногообразиях коразмерности 2 (для n = 2 
такие формы имеют носителями дискретное множество точек, а для n = 3 
носителями могут быть замкнутые кривые, см. гл. I, § 11 и гл. VI, § 3). 

С л е д с т в и е 7.9. Дл.я, односвязного .многообразия М (или, в более 
обще.м слу'Ч,ае, для .многообразия с тривиальной первой групnой гомологий 

Н1 (М, IR) =О) сопряженное пространство g* изоморфно пространству всех 
то'Ч,Н"ЫХ 2-фор.м на М. 
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Д о к аз а т е л ь с т в о. Действительно, ядро оператора d: !11 ~ П2 со­
держит все замкнутые 1-формы на М. Из односвязности М (или условия 
H 1(M,IR) =О) следУет, что первая группа когомологий обращается в нуль: 
H 1 (M,IR) =О, т. е. все замкнутые 1-формы точны. Таким образом, фактор­
пространство rl1 1 dП0 изоморфно образу d в !12• О 
Определение 7.10.Скажем, что бездивергентное векторное поле v 

на мn (касающееся края дМ) является то·ч:н:ым, если соответствующая 

замкнутая (п- 1)-форма c...!v := ivJ.L является дифференциалом какой-нибудь 
(п- 2)-формы, обращающейся в нуль на дМ: c..Jv = ivJ.L = da:, а:/ам =О. 
Пр и мер 7.11. Бездивергентное поле на двумерной поверхности точно 

тогда и только тогда, когда оно обладает однозначной функцией тока, обра­

щающейся в нуль на границе поверхности. Поток такого поля через любую 

замкнутую кривую на поверхности, а также через кривую, соединяющую две 

граничные точки, равен нулю. 

На односвязном многообразии произвольной размерности n каждое 

бездивергентное векторное поле точно. Действительно, благодаря тождеству 

нn- 1 (М) = Н1 (М) =О, каждая замкнутая (п -1)-форма c...!v точна. 
Определен и е 7.12. Диффеоморфизм многообразия М (сохраня­

ющий элемент объема J.L и край дМ) называется тО'ч:н·ым, если он может 
быть соединен с тождественным иреобразованием такой гладкой кривой 9t 
(в пространстве сохраняющих форму объема диффеоморфизмов М), что 
поле скоростей flt точно в каждый момент t. 

Точные диффеоморфизмы образуют группу то·ч:нъLХ диффеоморфизмов 

SoDiff(Mn). 
Группа точных диффеоморфизмов является подгруппой группы 

SDiff(Mn) всех сохраняющих объемы диффеоморфизмов. Алгебра Ли go 
группы точных диффеоморфизмов S0Diff(Mn) естественно отождествляется 
(отображением v ~ ivJ.L) с nространством дифференциальных (п- 1)-форм, 
которые являются дифференциалами (n- 2)-форм, обращающимися в нуль 
на дМ. 

Теорем а 7.13. Сопр.яжен:н.ое простра:н.ство g0 алгебръt Ли go груп­

пъt S0Diff(M) естествен:н.о отождествл.яетс.я с пространством всех 
2 -форм, ?Соторъtе .явл.яютс.я дифференциалами 1-форм на М. Это со­
пр.яженное пространство естественно изоморфно фа?Сmорпространству 

!11 1 ker( d: !11 
--? !12 ) пространства всех 1-форм на М по модулю про­

странства всех зам?СнутъtХ 1-форм. Присоединенное и ?Соприсоединенное 

представлени.я .явл.яютс.я естественнъt.ми действи.я.ми диффеоморфизмов на 

(n- 1)-формъt и на 1-формъt соответственно. 
3 а меч а н и е 7.14. Подгруппа, порожденная коммутаторами аьа- 1 Ь- 1 

группы G, называется ?Соммутантом группы G. Коммутант группы SDiff(M) 
является подгруппой точных диффеоморфизмов SoDiff(M) (см. !Ban]). 

Касательное пространство к коммутанту группы Ли называется ?Сомму­

тантом алгебры Ли. Она порождается (как векторное пространство) комму­
таторами элементов алгебры Ли. Коммутант алгебры Ли SVect(M) группы 
SDiff(M) является алгеброй Ли So Vect(M) (см. !Arn7J). 
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Факторпространство g/[g, g] алгебры Ли g по ее коммутанту [g, g] называ­
ется группой одномерных гомологий (с коэффициентами в числах) алгебры 
Ли g. Таким образом, группа одномерных гомологий алгебры Ли бездивер­
гентных векторных полей на мn естественно изоморфна группе когомологий 

де Рама 

(для многообразия с краем ( n - 1 )-формы должны обращаться в нуль на гра­
нице). 

Образ бездивергентного векторного поля v Е g = SVect(M) в группе одно­
мерных гомологий 

называется 7С.Лассо.м. вращения векторного поля. 

Класс вращения бездивергентного векторного поля, сосредоточенного 

вдоль векоторой замкнутой кривой 'У в М, является классом гомологий 

этой кривой 'У (при условии, что поток поля через трансверсальное сечение 

кривой 'У равен 1). 
3 а м е ч а н и е 7.15. В пространстве С1 (М) замкнутых кривых на мно­

гообразии М с краем существуют два интересных подпространства: 1) кри­
вые, гомологичные нулю; 2) кривые в М, гомологичные кривым на дМ. (На­
помним, что две ориентированные замкнутые кривые а, Ь на М являются 

гомологичными, если существует поверхность S в М, чьим краем является 
дS = а - Ь. Здесь знак минус означает обращение ориентации.) 

В пространстве g всех бездивергентных векторных полей на М, касающих­
ся дМ, можно определить два подпространства, которые соответствуют этим 

подклассам кривых: 1) точные поля v Е go (такие, что i"I-L = da, аiам =О); 
2) полуточные поля v Е Qse 1 для которых iv!-L = da, dа!ам =О. 
Теорем а 7.16. Эти подпространства яв.л.яются подалгебрами Ли 

в алгебре Ли g бездивергентн'Ых ве'К,торн'Ых nолей на М, 'К,асающихся гра­
ниц'Ы. Более того, они яв.л.яются идеалами этой алгебръt Ли, т. е. С'К,Об'К,а 

Пуассона {w,v} проиэво.11.ъного по.л.я w Е g с полем. v из подалгебры а (а= go 
или g8 e) принадлежит той же подалгебре. 
Д о к а за т е ль с т в о. Диффеоморфизм g из группы SDiff(M) действует 

как на поле v, так и на форму а согласованным образом, так что соотношения 
i"J.L = da:, а:lам =О и da:iaм сохраняются при этом действии. Следовательно, 
любое иреобразование Ad9 переводит каждую подалгебру а в себя. Пусть 9t 
выходит из единицы группы е со скоростью .9lt==O = w. Производпая Ad9• по t 
переводит а в себя. С точностью до знака этой производной является скобка 

Пуассона с полем w. О 

Т е орем а 7.17. Сопряженное пространство g;e ( алгебр'Ы Ли Qse полу­
то'ЧН'ЫХ бездивергентн'Ых ве'К,торных полей) естественно изоморфно ФО,'У'­
торпространству пространства всех 1-фор.м. на М по .м.оду.11.ю пространства 

за.м.'К,"Н.утых 1-фор.м. на М, обращающихся в нулъ на '/\.раю дМ. 
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7.3. Оператор инерции n-мерпой жидкости 

Определен и е 7.18. Риманова метрика (., . ) и мера J-t на компакт­
ном многообразии М (возможно, с краем дМ) определяют невырожденное 
с1Са.л.ярное nроизведение (., . }0 (бездивергентных) векторных полей v, w Е g 

(v, w) 0 := J (v(x), w(x))J-t. (7.9) 

м 

Это скалярное произведение задает симметрический обратимый оnератор 
инерции А: g --+ g* из алгебры Ли g в сопряженное к ней nространство g*. 
Образ Av произвольнога элемента v Е g является элементом сопряженного 
пространства g*, удовлетворяющим условию 

(Av, w} = (v, w) 0 (7.10) 

для любого w Е g, где ( . , . ) с левой стороны означает спаривание элемен­
тов сопряженных пространств. (Строго говоря, невырожденность скалярного 
произведения влечет обратимость А только на регулярной части g*.) 
Теорем а 7.19. Оnератор инерции А: g --+ g* для алгебры Ли g = 

= SVect(M) бездивергентных ве'IСmорных nолей (1Сасающихс.я границьt) nере­
водит ве'IСmорное nо.л.е v Е g в 'ICJI,acc с.межности [и] Е g*, содержащий 1-фор­
.му и, nолученную из nоля v nосредством ри.манового «nодн.яти.я инде'/СсОв"»: 
и(~)= (v,~) для всех ве'/Сторов ~Е ТхМ в 'IСаждой то-ч.'/Се х Е М. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства сравним формулы {7. 7) 

и (7.9). В касательном nространстве ТхМ в произвольной точке х Е М рима­
ново «поднятие индексов"» вектора v(x) есть в точности выбор такой 1-формы 
на ТхМ, значение которой на любом векторе w(x) является римановым 
скалярным произведением v(x) и w(x). О 

Например, если М - евклидово пространство JR.n, то оператор инерции 
8 

переводит векторное поле ~ Vi(x) дхi в множество 1-форм 

{ ~(щ(х) + :~)dxi: f Е C00 (JR.n) }· 
J 

Заметим, что в случае некомпактного многообразия М, скажем, М= JR.n, 
необходимо добавить условие убывания векторных полей и дифференциаль­

ных форм на бесконечности, чтобы сделать интегралы (7.7) и (7.9) сходящи­
мися. 

Определен и е 7.20. Фун'/Сцией энергии на алгеб}Ю Ли g бездивергент­
ных векторных nолей называется половина квадрата длины вектора v Е g 
в смысле скалярного произведения ( . , . } 0 : 

1 1! 1 H(v) := 2(v, v) 0 = 2 (v, v)J-t = 2(v, Av). 

м 
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Сопряженное пространство g* наследует от g невырожденное скалярное про­
изведение (.,. )9 •• Мы определим гамильтонову функцию энергии на g* как 
половину квадрата длины элементов в g* 

1 1 -Н([и]) = 2([и], [и]) 11 • := 2 (А 
1 [и], [и]). 

Здесь v = А- 1 [и] является бездивергентным векторным полем, сопоставлен­
ным классу смежности 1-форм [и] посредством римановой метрики. 

Напомним, что уравнения Эйлера представляют собой проекцию геодези­

ческого потока правоинвариантной метрики на группе, определенной квад­

ратичной формой Н на ее алгебре Ли. 

Л е м м а- определен и е 7.21 (см. [Arn16, ОКС]). Обобщенное урав­
нение Эйлера на сопряженном пространстве g* = s-1 1 / ds-1° алгебры Ли безди­
вергентных векторных полей на М имеет следующий вид: 

д[и] 
дt = -Lv[иJ. (7.11) 

Здесь векторному полю v сопоставлен класс смежности 1-форм [и] с помощью 
поднятия индексов, заданного метрикой на М: [и]= Av. Переписанное для 
конкретной 1-формы и Е [и] обобщенное уравнение Эйлера принимает вид: 

ди 
дt = -Lvи- df. (7.12) 

"Уравнение Эйлера на g* является гамильтоновым по отношению к естествен­
ной структуре Ли-Пуассона, а его функцией Гамильтона является взятая со 

знаком минус энергия -Н([и]). 
За меч а н и е 7.22. Последнее уравнение на сопряженном пространст­

ве g" является образом при отображении оператором инерции А классического 
уравнения Эйлера (7.1) 

дv 
дt = -(v, 'V)v- 'Vp 

в алгебре Ли g бездивергентных векторных полей (div~-'v =О). Здесь 1-форма и 
связана с векторным полем v поднятием индексов, заданным метрикой. 

Отождествление уравнений в алгебре Ли и в ее двойственном простран­
стве основывается на следующем факте, который мы докажем в гл. IV, § 1. 
Оператор инерции А переводит ковариантную производную векторного поля 

1 
(v, 'V)v на римановом 1многообразии М в 1-форму Lvи- 2d(и(v)). Функция 
давления р равна f- 2и(v) (по модулю аддитивной константы). 

( 
дw 

"У равнение вихря или уравнение Гельмгольца) дt = - LvLV на простран-
стве всех точных 2-форм u; = dи на М (см. уравнение (5.3)) получается 
внешним дифференцированием обеих частей уравнения (7.11). Преимуще­
ством формулировки Гельмгольца является чисто геометрическое действие 

на 2-формах: форма u; «вморожена в жидкость», т. е. она сама переносится 

потоком жидкости, а не лишь по модулю некоторого дифференциала как это 

происходит с 1-формой и. 
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С л е д с т в и е 7.23. Если н.шча.л.ън.ое ве?Сmорн.ое nо.л.е то-чн.о (соответст­
вен.н.о nо.п.уто-чн.о), то он.о будет оставаться то-чн.ъr.м ( соответствен.н.о nо­
.п.уто-чн:ы.м) для всех t. 

Это сле.цует из явной формы уравнения Эйлера (7.11) и теорем 7.13 и 7.17, 
описывающих сопряженные пространства к алгебрам Ли 9о и 9se. 
Д о к аз а т е л ь с т в о л е м м ы - о п р е д е л е н и я. Покажем, что урав­

нение {7.11) является гамильтоновым уравнением на g*, причем роль функции 
Гамильтона играет минус энергия -Н([и]). 

Действительно, квадратичная функция Гамильтона 

-Н([и]) == -~(А- 1 [и], [и]} 

по отношению к стандартной линейной структуре Ли-Пуассона задает сле.цу­

ющее уравнение на g* 
д[и] * 8t = -adA-l(uJ[и], 

см. (6.4). Подставляя сюда явные выражения для оператора инерции (теоре­
ма 7.19) и каприсоединенного оператора ad* из (7.6), мы завершаем доказа­
тельство. О 

3 а меч а н и е 7.24. Для произвольной группы Ли G и произвольнаго 
(необязательно квадратичного) функцианала Гамильтона F на сопряженном 
пространстве g* к ее алгебре Ли g соответствующее уравнение Гамильтона по 
отношению к структуре Ли-Пуассона имеет вид 

. d* m=a бF/бmт. 

Здесь вариацион.н.ая nроизводн.ая бF / бт функцианала F в точке т Е g* по­
нимается как элемент алгебры Ли g и определяется соотношением 

d 
t:kF(m+ew)le=O = (w,бFfбm} 

для -всех w Е g*, ер. nример 6.10. 
1 -Для квадратичного функцианала F = 2 (А 

1m, m} вариационная nроиз-
водная есть бFfбт = A-1(m). 

§ 8. Доказательства теорем об алгебре Ли без,цивергентвых векторвых полей 
и сопряженном к ней простравстве 

Пусть мn- гладкое компактное многообразие с краем дМ и элементом 
объема f.L· Обозначим через g = SVect(M) алгебру Ли всех бездивергентных 
векторных полей на М, которые касаются дМ. Обозначим через Пk(М) про­
странство дифференциальных k-форм на М, а через Пk(М~М)- nростран­
ство дифференциальных k-форм на М, ограничение которых на дМ обраща­

ется в нуль. 

Свяжем с векторным полем v на М сле.цующую дифференциальную 
( n - 1 )-форму 
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Л е м м а 8.1. Отображение v ~--+ Wv определяет естественнъtй (т. е. ин­
вариантный по отношению -х: SDiff(М)-действию) изоморфизм ве-х:торного 
пространства алгебры Ли g и пространства всех за.м-х;нутъtх дифференv,и­
алънъtх (п- 1)-форм на М, обращающихся в нулъ ua дМ: 

Доказательство мы начнем со следующей фундаментальной формулы го­
мотопии. 

О п р е д е л е н и е 8.2. Оператор производиой Ли Lt; на формах не ме­
няет их степени и измеряет мгновенную скорость изменения формы, когда 

она эволюционирует со средой, имеющей поле скоростей ~. Линейный опе­

ратор L~; выражается через операторы it; и d по «формуле гомотопии» L~; = 
= it; о d + d о it;. 
Д о к аз а т е ль с т в о л е м мы 8.1 получается теперь применением фор­

мулы гомотопии к форме объема J.1- Е пп(М). Мы получаем, что 

LvJ.L = divJ.t = dwv, 

а значит поток поля v сохраняет J.t тогда и только тогда, когда ( п - 1 )-форма 
VJv замкнута. Ограничение формы VJv на дМ является (п- 1)-формой, которая 
задает поток поля v через д М. Обращение в нуль VJv на д М эквивалентно 
тому, что поле v касается края дМ. D 

Утверждение о двойственности между пространствами g и g* из§ 3 и§ 7 
приобретает теперь следующую точную формулировку. 

Теорем а 8.3 (см. теоремы 3.11, 7.5).Для п-мериого -х:омпа-х:тиого мио­
гообразия М с ?Срае.м дМ сопряжеииое простраиство g* (алгебры Ли g безди­
вергеити·ых ве-х:ториых полей ua М, -х:асающихся дМ) естествеиио изоморф­
ио фа-х:торпростраиству П1 (М)/dП0(М) (простраиства всех 1-форм на М по 
.модулю прострапства полпъtх дифферепv,иалов) в следующем смысле: 

1) если а - дифферепv,иал фуп-х:v,ии (а= df) и v Е g, то 

Jf VJv 1\а=О; 
м 

2) если JJ VJv 1\ а =О для всех v Е g, то 1-форма а - дифференциал 
фуп-х:v,ии; М 

3) если JJ VJv 1\ а= О для всех а= df, то v Е g (т. е. v является бездивер­
м 

гептпым поле.м на М, -х:асающи.мся дМ); 
4) -х:оприсоедипеппое действие группы SDiff(M) па прострапстве 

П1 (М)/dП0(М) является гео.метри"tес-х:и.м, т. е. сохраияющие об3е.мЪt диф­
фео.морфизмъt действуют -х:а-х: за.мепъt -х:оордипат па 'X:.!taccax смежности 
1-форм а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Мы используем тождество Лейбница для внеш­
ней производной d 

d(f 1\ VJv) = (df) 1\ VJv + f(dwv)· (8.1) 
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Если v Е g, то dмJv = О по лемме 8.1. Следовательно, 

J J ( df) Л Wv = J J d(f Л Wv) = J J Л Wv 

М М дМ 

согласно формуле Стокса. Поскольку wv!дм =О, последний интеграл равен 
нулю. 

2) Рассмотрим замкнутую кривую "У в М (не пересекающую дМ). Пусть v­
бездивергентное векторное поле, носителем которого является тонкое полно­

торие, окружающее эту кривую, и поток которого через любую трансвереаль 

к "У равен 1. Устремляя толщину с: полнотория к нулю, получаем 

!i.!Po// WvЛa=(-1)n-l J а=О 
м 'У 

для произвольной замкнутой кривой "У· Следовательно, а является диффе­

ренциалом пекоторой функции (а именно, своего интеграла по кривой, связы­
вающей текущую точку с пекоторой фиксированной). 

3) Снова используем тождество (8.1). Теперь мы знаем, что интеграл (df) Л 
Л Wv по М равен нулю, а следовательно, 

!! fdwv = J f Лwv 
М дМ 

для любой функции f. Выберем б-образную функцию f с носителем в малой 

окрестности пекоторой внутренней точки М. Тогда интеграл с правой стороны 

обращается в нуль, поэтому и левый интеграл равен нулю. Отсюда следует, 

что dмJv = О в любой внутренней точке М, т. е. форма Wv замкнута (а поле v 
бездивергентно). 

Таким образом, и левый и правый интегралы равны нулю для произволь­

ной функции f. В частности, можно взять функцию, ограничение которой 
на дМ б-образно. В каждой точке края мы получаем Wv \дм = О. Другими 
словами, 

Wv Е ker(d: nn- 1(M, дМ)-+ nn(M)), 

и, следовательно, по лемме 8.1 v Е g. Утверждение 3) доказано. 
4) Из утверждений 1)-3) следует, что g* =П1 /dП0 , поскольку множество 

бездивергентных векторных полей на М с формой объема J.L отождествляется 
с пространством замкнутых (n- 1)-форм с помощью соответствия v ~ Wv := 
:= ivJ.L· Если М имеет край дМ, то поле v касается дМ "Тогда и только тогда, 
когда форма Wv обращается в нуль на границе. 

Кроме того, что присоединенное действие группы SDiff(M) на векторное 
поле v является геометрическим действием диффеоморфизмов g Е G (g дей­
ствует на v как замена координат): 

Ad9 v =g.v. 
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Следовательно, действие диффеоморфизма g на любую 1-форму а, которая 
спаривается с v, также является геометрическим. Более точно, каприсоеди­
ненное действие группы на классе смежности [а] Е П1 / dП0 = g*, представля­
ющем 1-форму а в сопряженном пространстве g*, описывается следующим 
образом: 

(v, Ad;[a]) := (Ad9 v, [а]) = j a(g,.v)J-L = 

м 

= j(g*a)(v)g*J-L= j(g*a)(v)J-L=(v,[g*a]). 

м м 

Здесь мы использовали инвариантность формы объема: g* J-L = J-L. Таким обра­
зом, Ad;(a] = [g*a], и это завершает доказательство теоремы. D 

Рассмотрим теnерь алгебру Ли go точных полей v, для которых Wv = ivJ-L = 
= d(З для пекоторой (n- 2)-формы f3 Е пп-2 (М, дМ), обращающейся в нуль 
на границе: fЗiам = О. 

Т е орем а 8.4. Для п-.мерного -к;о.мпа?Стного .многообразил М с -к;рае.м: 

1) ес.ли 1-фор.ма а за.м?Снута ( da = О), то J J Wv Л а = О для всех полей 
v Е go; м 

2) ес.ли JJ Wv Л а= О длл всех v в go, то 1-фор.ма а за.м-к;нута в М; 
м 

3) ес.ли JJ Wv Л а= О для всех за.м?Снутъtх 1-фор.м а на М, то v Е go. 
м 

Другими с.лова.ми, сопр.яженное пространство g0 ( алгебръt Ли go то-ч-
нъtх бездивергентных ве?Сторнъtх по.л,ей) естественно изоморфно фа?Сторпро­

стран.ству П1/Z1 (М) (пространства всех 1-фор.м н.а М по .моду.л,ю подпро­
странства всех за.м-к;нутъtх 1-фор.м на М). 

Д о к аз а т е ль с т в о. 1) Применям тождество Лейбница 

d(f3 Л а)= (df3) Л а+ ( -1)n-2 f3 Л da, 

где wv = df3. Если da =О, то по формуле Стокеа 

!!(d/З)Ла= J {3Ла=О, 
М дМ 

так как /Зiам = О. 
2) Исnользуя (8.2), при условии, что fJ(d/3) Л а= О, nолучаем: 

м 

(-1)n jj (Злdа= j (Зла. 
М дМ 

(8.2) 

Последний интеграл равен нулю для любой формы {3, обращающейся в нуль 
на дМ. В частности, 

!! /3Лdа=О 
м 
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для произвольной ( n - 2 )-формы /3 с компактным носителем внутри М. Сле­
довательно, da =О. 

3) Для замкнутой !-формы а мы получаем из {8.2), что 

0=/!(d/З)Ла= f /ЗЛа. 
М дМ 

Следовательно, на замкнутом многообразии дМ (n- 2)-форма /Зiам ор­
тогональна каждой замкнутой !-форме а. По двойственности Пуанкаре 

(n- 2)-форма /Зiам точна, т. е. существует (n - 3)-форма 'У на дМ та­
кая, что /Зiам = d"(. Произвольно продолжим (n- 3)-форму 'У с дМ до 
(n- 3)-формы ;у, определенной на всем М (скажем, продолжим 'У в некото­
рую с-окрестность дМ в виде поднятия p*"f, где р - пекоторая ретракция 
к границе д М, и затем умножим результат на срезающую функцию, равную 1 
в с-окрестности границы и О вне 2€"-окрестности). Ограничение d;y на дМ 
совпадает с /Зiам. Следовательно, /3 = /3- d;y есть требуемая (n- 2)-форма 
на М, которая обращается в нуль на дМ и чей дифференциал есть d/3 = ivJ-L· 
Таким образом, v Е go. О 

Мы оставляем читателю аналогичное доказательство теоремы 7.17. 

§ 9. Законы сохранения в многомервой rи,цро,цивамике 

Уравнение Эйлера двумерной жидкости имеет бесконечное число законов 

сохранения (см. § 5). Например, для стандартной метрики на JR2 оно имеет 
инварианты энстрофии 

Jk(v)= j(rotv)kd2x= j(D..ф)kd2x для k=1,2, ... , 

R2 R2 

где ф является функцией тока векторного поля v: v1 = -дфjдх2, v2 = дфjдх1. 
Интегралом движения идеальной жидкости, заполняющей трехмерное од­

носвязное многообразие, является спиральность (или инвариант Хопфа), из­
меряющая взаимное зацепление траекторий поля вихря rot v. Мы подРобно 
обсудим этот инвариант в гл. III. В евклидовом пространстве JR3 он имеет 
вид: 

J(v) = j (v, rotv) d3x. 
JRЗ 

На первый взгляд кажется, что при дальнейшем увеличении размерно­

сти первых интегралов вообще не должно быть (исключая, конечно, энер­
гию: кинетическая энергия всегда инвариантна, являя& функцией Гамильто­

на уравнения Эйлера). Оказывается, однако, что интегралы типа энстрофии 
существуют для течений идеальной жидкости на любых четномерных много­

образиях, и так же обстоит дело с интегралами типа спиральности для нечет­

номерных многообразий. Сначала мы сформулируем результат для области 

в евклидовом пространстве. 
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Теорема 9.1 (см. [Ser1, Dez] для печетнога n, [Tar] для четного n). 
Уравнение Эйлера (7.1) идеалъной несжимаемой жиth:ости в ограни-ч,енной 
области М в ~n, имеет 

1) первъtй интеграл 

I-(v)- J '""' .,.i1···i2m+1v· '·'· . . . dnx - L..J (,;.. ZI \.oV22~3 • • • Wt2m 2-2m+l ) 

М (il···i2m+l) 

(9.1а) 

если раз.мерностъ n не-ч,етна.я, т. е. n =2m+ 1; 
2) бес11:оне-ч,ное -ч,исло независи.мъtх первъtх интегралов 

- 1 k Ik(v) = (det llwijll) ~х, (9.1Ь) 

м 

если раз.мерностъ n "tетна.я, т. е. n = 2m. 
дv· 

Здесъ v - ве11:торное поле с11:орости те-ч,ения на М, фун11:v,ии Wij := -
8 

t -

дv· Xj 
- -

8 
3 - -х:о.мпонентЪt (2-фор.мЪt) вихря, det llwijll - детерминант -х:ососи.м­

Хi 

.метри"tес-х:ой .матрицы llwij 11, суммирование ведется по всем перестанов-х:а.м 
набора (1 ... 2m+ 1), а ci1 ••• i 2 m+1 -символ Кроне'!Сера: 

если перестановт (i1 ... izmн) набора 
(1 ... 2m+ 1) -ч,етна.я, 

если перестановх:а (i1 ... izm+l) набора 
( 1 ... 2m + 1) не-ч,етна.я. 

В частности, для n = 2 мы получаем из (9.1Ь) 

ik(v)= /((;;- :~)
2

)kd2x= J((Ь.1/J) 2 )kd2x=Jzk(v), 
м м 

и для n = 3 инвариант i(v) принимает вид спиральпасти J(v): 

J(v) = 1 L gili2iзvilWi2iз = J(v). 
м (i1i2iз) 

Заметим, что в (9.1Ь) параметр k необязателыю целый. 
Доказательство этой теоремы следует, практически без выкладок, из опре­

деления каприсоединенного действия группы диффеоморфизмов, когда она 

сформулирована в инвариантной, бескоординатной форме. 

Определим 1-форму и как скалярное произведение со скоростыо v в смысле 
римановой метрики на многообразии М: 

и(~)= (v,~) для всех ~Е ТхМ. 
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Теорем а 9.2 (см. [KhC, ОКС]). Уравиеиие Эйлера (7.1) идеалъиой ие­
сжи.маемой Жиifх:осmи 'Н.а риМа'Н.ОвОМ М'Н.Огообразии мn ( возМОЖ'Н.О, С ~ем) 
с формой обr.ема f-L имеет 

1) перв'Ый иитеграл 

I(v) = J и!\ (dи)m 
м 

(9.2а) 

в слу'Чае произволъиого ие'Чеmиомериого миогообразия М ( n = 2m + 1); 
2) бес'К:о'Н.е'Чиое 'Число фуи'К:циоиалъио иезависим·ых перв·ых иитегралов 

lj(v) = J f({d~m )JL (9.2Ь) 

м 

в слу'Чае произволъиого 'Чеmиомериого миогообразия М ( n = 2m), где 1-форма 
и связаиа с ве'/Стори·ым полем v посредством метри1Си иа М, а f: JR. - JR. 
произволъиая фуи'/Сция од'Н.ой перемеииой. 

Дробь (dи)m 1 f-L для n =2m есть отношение двух дифференциальных форм 
старшей степени n. Так как форма объема JL нигде не обращается в нуль, 
отношение является гладкой функцией на М (которая может зависеть от 
времени t). Интеграл от функции f, аргументом которой является это отноше­
ние, представляет собой обобщенный момент (т. е. взвешенный объем гиперпо­
верхностей различных уровней) инвариантной функции (dи)m 1 f-L· Моменты lk 
соответствуют выбору f(z) = z2k. Теорема 9.1 получена из теоремы 9.2 поко­
ординатным переписыванием дифференциальной 2-формы dи в виде матри­

цы IIWij"· 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Траектории уравнения Эйлера на g* лежат на ко­

присоединенных орбитах группы G. Это немедленно следует из гамильтоновой 
формулировки уравнения Эйлера: траектории принадлежат симплектическим 

листам скобки Ли-Пуассона на g*, которые являются каприсоединенными ор­
битами G. 

Теперь инвариантность функцианалов I и I f вдоль траекторий вытекает 
из следующего утверждения. О 

П р е д л о ж е н и е 9.3. Следующие фун.'!Сциоиал·ы иа g* являются иива­
риаита.ми '/Соприсоедииеииого действия (фуи'/Сцuями Казимира): 

1) в слу'Чае n=2m+ 1 

2) в слу'Чае n =2m 

I([и]) = J и!\ (dи)m; 
м 

(9.3а) 

IJ([и]) = J f(d~m)JL, (9.3Ь) 
м 

где f - произволъиая фуи'/Сция одиой перемеииой, а [и] Е 111 ld11° = g* - '/СЛасс 
с.межиости диффереициалъиой 1-форм·ы и. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я. Эти функцианалы корректно 

определены на g*, т. е. они не зависят от неопределенности в выборе предста­
вителя в классе смежности 1-формы и. Действительно, при замене и другим 

представителем и+ dh в том же классе [и] Е П1 fdП0 форма dи не изменит­
ся. Следовательно, инварианты IJ зависят только от класса смежности [и] 
формы и. То же верно и для I, ибо !(и+ dh)- !(и)= J dh Л (dи)m =О. 

Каприсоединенное действие группы диффеоморфизмов G состоит в за­
мене переменных (см. теорему 7.5) в 1-формах и (или в соответствующих 
классах смежности). Интегралы I и !J определяются независимо от коорди­
нат, следовательно, они являются инвариантами каприсоединенного действия. 

Это завершает доказательство предложения 9.3, а с ним и двух предыдущих 
теорем. О 

3 а меч а н и е 9.4. А. На первый взгляд кажется, что можно построить 

больше инвариантов в нечетных размерностях, рассматривая плоско-па­

раллельные течения на одну размерность выше и используя соответству­

ющие четномерные инварианты. Однако редукция из четных в предше­

ствующие нечетные размерности не дает каких-либо новых интегралов, 

отличных от (9.2а). Причина состоит в том, что инвариант (9.2Ь) для 
плоско-параллельного 2m-мерного течения, полученного из (2m- 1)-мерного, 
является тождественным нулем. Векторное поле v индуцирует 2-форму dи 
ранга, меньшего чем 2m, поскольку дополнительное направление лежит в яд­
ре dи. Поэтому (dи)m =О, и соответствующие интегралы (9.2Ь) вырождаются. 

В. При рассмотрении некомпактного многообразия М (скажем, для всего 
пространства Rn), следует ограничить класс векторных полей и форм, нало­
жив условия достаточно быстрого убывания на бесконечности, чтобы обеспе­

чить сходимость вышеприведенных интегралов по М. 

Многообразие М может быть неодносвязным. В этом случае когомологи­

ческий класс 1-формы и (или класса смежности [и]), соответствующей вектор­
ному полю v, также является инвариантом (ер. \Arn7]). Другими примерами 
первых интегралов уравнения Эйлера являются числа точек или подмного­

образий в М, где 2-форма dи вырождается, и порядки ее вырождения там, 

а также инварианты периодических орбит поля скоростей в трехмерном слу­

чае (периоды, мультипликаторы Флоке и т. д.). 
Обсуждение симметрий, т. е. бесконечно малых преобразований в про­

странстве струй, сохраняющих уравнения Эйлера для n = 2 и n = 3 можно 
найти в [Olv, Gur]. 

Еще одним следствием инвариантного подхода к многомерной гидродина­

мике является следующее многомерное обобщение понятия вихря. 

О п р е д е л е н и е 9.5. Вихръ векторного поля v на п-мерном многообра­
зии М есть 2-форма w = dи, которая является дифференциалом 1-формы и, 
сопоставленной полю v при помощи выбранной римановой метрики. В зависи­
мости от четности размерности М можно связать с 2-формой w либо функцию 
вихря, либо векторное поле вихря. 

На четномерном многообразии мn (n =2m} отношение>.= (dи)m / J.L назы­
вается фун?Сv,ией вихрл поля v. 
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На нечетномерном многообразии мn ( n = 2m + 1) 2-форма (J) = dи всегда 
вырождена, и вe'l\:fflopнoe поле вихря ~ является полем ядер формы вихря 

(J): it;J.l = (J)m. 

П р и м ер 9.6. В евклидовом пространстве JR2m со стандартной формой 
объема функция вихря векторного поля v есть 

Л= J det II(J)ij 1/, 
и для n = 2m = 2 это стандартное определение функции вихря rot v = 
= дv1/дх2- дv2jдх1. 

В R2m+l с евклидоной метрикой векторное поле ~ имеет компоненты 

1:3. = ~ c-jil···i2m,_, '·' 
~ ~ с;. v...<i1i2•••\ooVi2m-1i2тп' 

(jil··•i2m) 

где cii1 .•. i 2 "" - символ Кронекера, а суммирование ведется по всем переста­
новкам (1 ... 2m+ 1). В JR3 это дает классическое определение поля вихря '= rotv. 

П р е д л о ж е н и е 9. 7. Be'lf,mopнoe поле вихря ~ (соответственно фун'/'0,-

'ЦUЯ вихря Л) переносится те-чением идеалъной жи~ости на не-четно.мернъtх 
(соответственно -четно.мернъtх) .многообразиях. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Действительно, коприсоединешюе действие явля­

ется геометрическим, и оно меняет координаты в 2-форме dи. Таким образом, 

dи переносится течением, в то время как форма J.l инвариантна относительно 
него. Следовательно, векторное поле и функция вихря, определяемые в тер­

минах этих двух объектов, также переносятся несжимаемым течением. О 

Последнее утверждение основано на уравнении эволюции Гельмгольца 
дw 
дt = - Lv(J) для 2-формы (J) = dи. Оно означает, что материальная производ-
пая формы (J) обращается в нуль, т. е. что эта 2-форма переносится течением. 

3 а меч а н и е 9.8. Вышеприведенные интегралы являются инвариан­
тами каприсоединенного представления соответствующих групп Ли (так 
называемыми функциями Казимира). Другими словами, они являются ин­
вариантами уравнений Гамильтона по отношению к структуре Ли-Пуассона 

на g* для произвольно выбранной функции Гамильтона. Интегралы I([и]) 
и !J([и]) не образуют полного набора непрерывных инвариантов каприсоеди­
ненных орбит. Можно построить непрерывные семейства орбит с равными 

величинами этих функцианалов подобно тому, как это описано в § 5 для n = 2 
и в гл. III для n = 3. Например, в нечетных размерностях течение сохраняет 
не только интеграл (9.3а) по всему многообразию М, но и интегралы 

Ic(v) = J и!\ (dи)m 
с 

по каждому инвариантному множеству С векторного поля вихря для мгно­

венной скорости v. Это немедленно следует из формулы Стокса, примененной 
к такому инвариантному множеству, и из наблюдения, что ограничение (dи)m 
на границу любого такого инвариантного множества обращается в нуль. 
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Точное описание каприсоединенных орбит для групп диффеоморфизмов 

остается по-nрежнему перешеиной и интригующей nроблемой. В частности, 

можно предположить, что замыкание каприсоединенной орбиты для n = 3 
должно содержать открытую часть множества уровня интеграла I ( v) в пеко­
торой топологии. 

Физически это должно было бы означать, что в трехмерном случае сохра­

нение вихря не влечет столь сильных ограничений на перемешивание частиц, 

как это имеет место в двумерном случае. 

Основанием для этой гипотезы является следующий результат о локаль­

ных инвариантах коприсоединенных орбит (т. е. о локальном описании изоза­
вихренных полей) в идеальной гидродинамике. 

Теорем а 9.9. 1) Фунлщил вихрл Л лвл.яетсл единстветtьt.М ло?Са.л:ьньw 
инвариантом ?Соприсоединенн'ЫХ орбит групп'Ы диффео.м.орфиз.м.ов, сохраняю­

щих элемент об3е.м.а 'Четно.м.ерного .многообразия мn ( n = 2m) в то·чже об­
щего положения. 

2) Дл.я не'Ч.етно.м.ерного .многообразия мn (п =2m+ 1) не существу­
ет ло?Са.льн'ЫХ инвариантов ?Соприсоединенн·ых орбит групп'Ы SDiff(Mn), 
т. е. в тсрестности типи'Чной то'Ч?СU .многообразия мn смежные ?СЛас­

сы, принадлежащие разли'ЧН"Ьt.М ?Соприсоединенньw орбитам, .могут быть 

отождествлены посредством диффео.м.орфиз.м.а, сохраняющего об~е.м.ы. 

Например, в двумерном случае n = 2 множество изозавихренных полей 
полностью оnисывается их функцией вихря rot v =:= дv1 J дх2 - дv2/ дх1 . В трех­
мерном случае n = 3 векторное поле вихря может быть выпрямлено в окрест­
ности любой неиулевой точки заменой координат, сохраняющей объем, и, сле­

довательно, не имеет локальных инвариантов. Коприсоединенный инвариант 

из предложения 9.3 (2) для нечетномерного случая имеет глобальное проис­
хождение: он измеряет зацепление траекторий вихря на всем многообразии 

(см. гл. III). 
Д о к аз а т е л ь с т в о. На инвариантном языке локальные инварианты 

присоединенного действия - это инварианты класса смежности [и] Е g* 
1-форм в малой окрестности на многообразии, снабженном формой объема. 
Локальные инварианты класса смежности [и]= {и+ df} (представляющего 
собой 1-форму и с точностью до добавления дифференциала функции) те же, 
что и локальные инварианты 2-формы dи, так как взятие дифференциала 

убивает неоднозначность, связанную с df. 
Следовательно, задача сводится к описанию локальных инвариантов за­

мкнутой 2-формы в присутствии формы объема J.L, т. е. формы степени n. 
Если n четно, то форму du можно считать симплектической формой. Пара 
( dи, J.l) имеет инвариантную функцию, связанную с ними, - симплектический 
объем Л= (dи)mJJ.L, где n =2m. Этот объем есть не что иное, как функция 
вихря. Единственность же этого инварианта в точке общего положения немед­

ленно следует из теоремы Дарбу: пекоторой (не сохраняющей объем) заменой 
переменных 2-форма du иреобразуется к виду 2::::: dpi Л dqi, в то время как 

i 
форма объема J.l превращается в dmp ~qj Л(р, q) (см. [A-G]). 
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Если же n нечетно, то в точке общего положения пара (dи, f.J.) инвариан­
тов не имеет. Действительно, максимально невырожденная 2-форма dи снова 

т 

иреобразуется к видУ dи =:Е dpi Л dqi в IR.2т+l = {(p,q, z)}, согласно вариан-
i=l 

ту теоремы Дарбу. Тогда, меняя только координату z-+ z' = h(p, q, z), можно 
привести форму объема к виду 11- = dтр Л dmq Л dz, сохраняя при этом dи. 
Таким образом, (dи,f.J.) имеет единственную каноническую форму. О 

Из приведеиной выше теоремы не следует, что не могут существовать ин­
тегральные инварианты других типов, например такие, которые являются 

иптеграла.ми лох;а.л.ъп·ых плотностей по области течения. (Интегральными 
инвариантами векторного поля v являются функцианалы вида J f(v) anx. 

м 

Функция плотности f называется лох:алъной, если она зависит только от ко-
нечного числа частных производных поля v в точке х.) Предложение 9.3 как 
раз показывает, что верно обратное: и спиральность, и энстрофия являют­

ся интегралами локальных плотностей. Гипотетически не существует других 

интегральных инвариантов ни для уравнения Эйлера, ни для каприсоеди­

ненных орбит групп диффеоморфизмов. Д. Серр показал (см. {Ser3]), что 
для трехмерного уравнения Эйлера все интегральные инварианты, плотно­

сти которых зависят только от скорости и ее первых частных производных, 

являются комбинациями спиральности и энергии. В недавней работе [Der2) 
описаны симметрии (стабилизаторы) <<типичных» каприсоединенных орбит 
группы SDiff(Mn) для любого n. Можно надеяться, что изучение таких сим­
метрий и доказательство плотности этих орбит в подходящей топологии в g* 
позволит показать, что описанные выше функции Казимира исчерпывают все 

инвариантные интегралы локальных плотностей. 

3 а меч а н и е 9.10. Функции Казимира (т. е. инварианты каприсоединен­
ного представления) позволяют изучать вопросы нелинейной устойчивости 
методами типа Рута (см. гл. II). Информация об орбитах может также ока­
заться полезной при изучении задачи Коши в многомерной гидродинамике. 

Различное число инвариантов в нечетной и в четной размерностях явно ука­

зывает на то, что теорема существования в нечетно- и четномерной гидроди­

намике требует существенно различных подходов. 

Вместо записи уравнения Эйлера как эволюции класса смежности [и] мож­
но выбрать специальную 1-форму и, представляющую класс [и], для которой 
действие течения является геометрическим. Это позволило бы записать инва­
рианты в нечетной размерности таким же образом, что и для четного n =2m. 
Так, скажем, отношение и Л ( d и) т/ 11- переносилось бы течением для такой 
формы u. Чтобы найти соответствующую эволюцию формы и, нужно решить 
уравнение Эйлера для поля скоростей [Ose2, GшF). ТакиtJ инварианты подоб­
ны лагранжевым координатам частиц жидкости. 

Заметим, что существование бесконечной серии интегралов для течения 
идеальной четномерной жидкости не влечет полной интегрируемости соответ­

ствующих гидродинамических уравнений. Эти инварианты только выделяют 

каприсоединенные орбиты (вообще говоря, бесконечномерные), где динамика 



§ 10. Групповая структура идемьной магнитной гидродинамики 61 

остается по-прежнему сложной. Для исследования эволюции на самих орби­

тах мы располагаем только интегралом энергии, в то время как для полной 

интегрируемости нужно было бы найти еще бесконечное число дополнитель­

ных интегралов. 

С другой стороны, гидродинамические уравнения на плоскости имеют ко­

нечномерные подсистемы произвольно большого размера, которые оказыва­

ются интегрируемыми гамильтоновыми системами {MuR]. Мы обсудим конеч­
номерные аппроксимации классических гидродинамических уравнений в § 11. 
В гл. IV, § 3 мы покажем, как теория узлов может рассматриваться в качестве 
части классификации коприсоединенных орбит для группы SDiff(M3 ). Уз­
лы соответствуют орбитам сильно вырожденных дифференциальных 2-форм 

с носителями на кривых в трехмерном многообразии М. Инварианты узлов 

по отношению к изотопиям становятся инвариантами Казимира для таких 

вырожденных орбит. 

§ 10. Групповая структура идеальвой магвитвой rи.цродивамики 

Магнитные поля в идеально проводящей плазме или магме относятся 

к основным объектам исследований астрофизики и геофизики. В идеа­

лизированной постановке невязкая несжимаемая жидкость, подчиненная 

гидродинамическим законам, переносит магнитное поле. В свою очередь, 

сама среда подвергается обратному влиянию магнитного поля. Эволюция 
описывается соответствующей системой уравнений Максквелла. 

10.1. Уравнения магвитвой гидРодинамики и уравнения Кирхгофа 

Определен и е 10.1. Пусть электропроводящая жидкость заполняет 
область М евклидова трехмерного пространства JR3 . Жидкость предпола­
гается несжимаемой по отношению к стандартной форме объема 11 = d3x 
и переносящей магнитное бездивергентное поле В. Эволюция поля В и поля 

скоростей жидкости v описывается системой уравнений идеа.л:ьной .магнитной 
гидродина.мшси (МГД): 

{ 

av 
дt = -(v, V)v + (rotB) х В- Vp, 

а в 
дt =-{v,B}, 

div В = div v =О. 

(10.1) 

Здесь второе уравнение означает «вмороженность» магнитного поля В в сре­

ду, { . , . } обозначает скобку Пуассона двух векторных полей. В первом урав­
нении градиент давления Vp однозначно определяется условием div дv 1 дt = О 
аналогично уравнению Эйлера идеальной гидродинамики. Член (rot В) х В 
представляет силу Лоренца. Сила Лоренца, действующая на единичный за­

ряд, движущийся со скоростью j в магнитном поле В, равна j х В. С дру­
гой стороны, поле электрического тока j равно rot В 1 41Т согласно уравнению 
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Максвелла [Мах). Коэффициенты в уравнении (10.1) нормализуются nодхо­
дящим выбором единиц измерения. 

Обща.я энерги.я Е МГД-системы является суммой кинетической и магнит­

ной энергий 
1 1 

Е:= 2(v,v) + 2 (В,В). 
3 а меч а н и е 10.2. Уравнения Кирхгофа [Кir] 

{ p=pX~..J, 
m=mxw+pxu, 

(10.2) 

(10.3) 

оnисывающие движение твердого тела в идеальной жидкости, можно считать 

конечномерным аналогом уравнений магнитной гидродинамики (точно так 
же, как классическая динамика твердого тела с неnодвижной точкой являет­

ся аналогом динамики идеальной жидкости, см. [V-D)). Жидкость является 
идеальной, несжимаемой, неnодвижной на бесконечности, а само движение 

жидкости nредполагается потенциальным. Энергия тела в жидкости вычис­

ляется по формуле 

(10.4) 

Персменные m и р- это общий угловой .мо.мент и ве'/Стор и.мпулъса системы 

тело-жидкость в движущейся системе координат, жестко связанной с телом: 

иi = дНfдрi, v} = дНjдтi. Энергия является квадратичной формой перемен­
ных m и р, предполагается положительной и определяет риманову метрику 
на групnе Е(3) всех движений трехмерного евклидова пространства. 

В случае магнитной гидродинамики полная энергия рассматривается 

в качестве римановой метрики на конфигурационном пространстве, которое 

топологически является пря.мъt.м произведением группы диффеоморфизмов 

SDiff(M) и сопряженного алгебре Ли пространства g*. Эти пространство 
и метрика на нем определяются ниже. 

10.2. Магпитное расширение rруппы Ли 

Рассмотрим одномерную группу Ли G всех растяжений вещественной пря­
мой х ~--+ Ьх. Комnозиция двух растяжений с множителями Ь1 и Ь2 оnределяет 
растяжение с множителем Ь1Ь2. Мы будем называть групnу всех аффинных 

иреобразований прямой х ~--+ а + Ьх .магниmн'Ы.м расширением группы G. Ком­
позиция двух аффинных преобразований х ~--+ а1 + Ь1х их~--+ а2 + Ь2х nерево-
дит точку х в точку 

Следовательно, групnовое умножение пар, составляющих магнитное рас­
ширение, задается формулой 
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(см. также гл. IV, п. 1.1). Общая конструкция магнитного расширения, при­
ведеиная ниже, может рассматриваться как групповая формализация этого 

пр им ера. 

Пусть G - произвольпая группа Ли. Свяжем с ней новую группу, назы­

ваемую .м.агнитн'ЫМ расширением. группы G, следующим образом. Элементы 
этой новой группы отождествим со всеми точками фазового пространства 

Т* G, отвечающего конфигурационному пространству G. 
Группа G естественно действует на себе как левыми сдвигами, так и пра­

выми. Левые и правые сдвиги коммутируют друг с другом. Следовательно, 

правоинвариантные векторные (или ковекторные) поля будут переводиться 
в правоинвариантные при левых сдвигах, в то время как левоинвариантные 

поля переводятся в левоинвариантные правыми сдвигами. 

Каждый ковектор на G, т. е. каждый элемент а9 слоя кокасательного рас­
слоения T*G над произвольной точкой g Е G, продолжим до правоинвари­
антного сечения (ковекторного поля) а на группе. Определим действие этого 
ковектора а9 на фазовом пространстве Т* G следующим образом. Сначала 
добавим к каждому ковектору из T*G, (ко)касательному к G в точке h, зна­
чение правоинвариантного сечения а в h. Затем применим левый сдвиг всего 
фазового пространства T*G на g. 

9• =т: с 

T*G 

Рис. 8. Кокасательное расслоение T*G, превращенное в группу Ли 

Т е орем а 10.3. Результат nоследовательного nри.м.енения двух '/Со'/Са­

сательн'Ых ве'IСmоров снова является де-йствием ?СО?Сасателъного ве"~Сmора. 

Эта ?Со.м.nозиция nревращает nространство T*G в груnпу Ли. 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Композиция двух левых сдвигов на группе явля­

ется левым сдвигом. Оператор Т2 добавления второго правоинвариантного 
ко~кторного поля после первого левого сдвига L1 совпадает с добавлени­

ем Т2 другого правоинвариантного ковекторного поля до первого левого сдви­

га L1• А именно, новое ковекторное поле является образом второго конектор­

ного поля при действии сдвига L!\ обратного первому левому сдвигу L1: 

L2T2L1T1 = L2L/f2T1, 
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где Т2 = L!1T2L1 . Сумма этого нового поля с первым правоинвариантным 
полем снова является правоинвариантным ковекторным полем, которое нуж­

но добавить к каждому ковектору из T*G до левого сдвига, чтобы получить 
результат последовательного действия двух кокасательных векторов. D 

Заметим, что правоинвариантное поле определяется своим значением 

в единице группы. Следовательно, фазовое пространство T*G диффеоморф­
но прямому произведению G х g* группы G и соnряженного пространства g* 
к ее алгебре Ли (кокасательное расслоение любой группы Ли является 
естественно тривиализуемым). Однако группа T*G, построенная выше, ne 
.я.вл.яетс.я. пр.я.м.ъш произведением группы G и коммутативной группы g*. 

Возьмем элемент группы ('1/J, Ь) Е T*G, т. е. композицию из добавления пра­
воинвариантного поля, значение которого в единице группы есть ковектор 

Ь Е g*, и nоследующего левого сдвига на '1/J Е G, и другой подобный элемент 
(<р, а) Е T*G. 
Теорем а 10.3'. Ко.мпозици.я. действи.я. ('1/J, Ь) и последующего действи.я. 

(<р, а) .я.вл.яетс.я. лев'ЬI.М сдвигом на <р о '1/J, следующим за прибавление.м. пра­
воинвариантного поля, зна-чение -к:оторого в единице .я.вл.яетс.я. х:ове-к:mоро.м 

Ь+Аdфа. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Левый перенос на ф- 1 правоинвариантного поля, 

порождаемого значением а в единице, является правоинвариантным полем, 

значение которого в единице равно 

D 

О п р е д е л е н и е 10.4. Магнитное расширение F = G 1>< g* группы G -
это группа пар {(<р, а): <рЕ G, а Е g*} со следующим групповым умножением 
пар 

(<р, а) о ('1/J, Ь) = (<р о '1/J, Аdфа + Ь). (10.5) 

Это определение приводит к следующему определению алгебры Ли, соот­

ветствующей магнитному расширению F. 
О пр е д е л е н и е 10.5. Алгебра Ли f = g 1>< g*, соответствующая (маг­

нитнорасширенной) группе F = G 1>< g* - это векторное пространство пар 
(v Е g, а Е g*), снабженное следующей скобкой Ли: 

[(v, а), (w, Ь)] = ([v, w], ad~a- ad~b), (10.6) 

где [v, w] - коммутатор элементов v и w в самой алгебре Ли g, а ad~ -
коприсоединенное действие алгебры g на сопряженном ей пространстве g*. 

Магнитное расширение является частным случаем по.I}JJпр.я.м.ого произве­

дени.я. группы Ли G или алгебры Ли g на векторное пространство V , где эта 
группа или алгебра действует. В общей ситуации операторы Ad и ad копри­
соединенного действия в (10.5)-(10.6) заменяются действием элементов соот­
ветствующей группы или алгебры на векторном пространстве V (см. гл. IV, 
§ 2, а также [MRW]). 
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Пр и мер 10.6. Группа симметрий Е(3) твердого тела в жидкости- это 
группа всех движений трехмерного евклидова пространства. Она является 

магнитным расширением Е(3) = S0(3) 1>< JR3 группы S0(3) всех враще­
ний трехмерного пространства с помощью сопряженного пространства 

к so(3) = IR3 • Как мы увидим в следующем параграфе, уравнения Кирх­
гофа (10.3) описывают геодезические на этой группе Е(3) по отношению 
к левоинвариантной метрике, определяемой энергией Е из (10.2). 

Пр и мер 10.7. Конфигурационное пространство магнитной гидро­

динамики является магнитным расширением F = SDiff(M) 1>< (П1 /dП0 ) 
группы G = SDiff(M) диффеоморфизмов многообразия М, сохраняющих 
элемент объема, с помощью соответствующего сопряженного пространства 

g* = П1/dП0 • Коприсоединенное действие Аdфа = ф*а из формулы (10.5) 
является действием замены координат, заданной диффеоморфизмом '1/J на 
классе смежности 1-форм а. Соответствующий оператор ad* коприсоединен­
ного действия алгебры Ли из формулы (10.6) действует как производпая Ли 
на классах смежности: ad~a = Lwa. 

МГД уравнения (10.1) являются уравнениями геодезических на группе F 
по отношению к правоинвариантной метрике, определяемой магнитной энер­

гией Е (10.4) (см. ниже теорему 10.9). 
3 а меч а н и е 10.8. Эти определения сохраняют смысл для многообра­

зия М произвольной размерности, снабженного формой объема. Соответ­

ственно, можно определить уравнения магнитной гидродинамики на таком 

многообразии, фиксировав на нем риманову метрику, элементом объема кото­

рой является заданная форма. Единственной операцией, которую мы еще не 

определили в такой общности, является векторное произведение. Его можно 

задать при помощи изоморфизма* между k- и (n- k)-векторными полями, 
индуцированного метрикой на многообразии М любой размерности n, [DFN). 
Мы отсылаем читателя к [M-W, KhC) по поводу обобщений МГД уравнений 
на многообразия произвольных размерностей. 

Заметим также, что для двумерного случая имеются два варианта урав­

нений (10.1): магнитное поле В может рассматриваться как бездивергентное 
векторное поле или, напротив, как замкнутая 2-форма на М. Такая форма, 

в сущности, то же, что и функция на двумерном многообразии М. В соот­

ветствии с этим имеются две различных системы уравнений (см., например, 

гамильтоновы формализмы МГД, описанные в [MoG, Н-К, ZeK, Ze2j). 

10.3. Гамилътонова формулировка уравнений Кирхгофа и магнитной 
ГидРодинамики 

Теорем а 10.9 (см. [V-D, MRWJ). 1) Уравнения .магнитной гидродина­
.м.и1СU (10.1) яв.л.яются уравнения.м.и Га.м.илътона на пространстве f*, сопря­
женном. ?С алгебре Ли f = SVect(M) 1>< (П1 /dП0 ), относительно стандартной 
с?Соб?Си Ли-Пуассона; 

2) уравнения Кирхгофа (10.3) являются уравнения.м.и Га.м.илътона на про­
странстве е{З)*, сопряженном. ?С алгебре Ли е = so(3) 1>< JR3 , относительно 
стандартной с?Соб?Си Ли-Пуассона. 
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Фун'IС'Ции Га.мил:ьтона являются 'IСвадратичн'Ы.Ми фор.м.а.ми па этих со­

пряженн:ых прострапствах, определяем:ы.м.и общей энергией -Е или Н (фор­
.м.ул'Ы (10.2) и (10.4) соответственно). 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Рассмотрим МГД систему на трехмерном многооб­

разии. Сопряженное пространство f к алгебре Ли магнитного расширения F 
есть пространство пар f* ={([и], В): [и] Е g* = r1.I/dП0 , В Е g = SVect(M)}. 
Явная формула для каприсоединенного действия алгебры Ли f на ее сопря­
женном пространстве f* имеет вид 

ad(v,[aj)([и], В)= (Lv[и]- Lв[а], -LvB). (10.7) 

Здесь - LvB = { v, В} является скобкой Пуассона двух векторных полей. 
Риманова метрика на М определяет изоморфизм А: g -+ g* между про­

странством g = SVect(M) бездивергентных векторных полей и сопряженным 
пространством g* = П1 /dП0 (см.§ 7). Этот изоморфизм индуцирует скалярное 
произведение на магнитном расширении алгебры f, а также на его сопряжен­
ном пространстве f*. Соответствующая квадратичная форма энергии Е на f* 
есть 

Е([и],В) = ~([и),А- 1 ([и])) + ~(В,А(В)). 
Таким образом, уравнение Эйлера на f* с функцией Гамильтона -Е, т. е. урав­
нение геодезических для соответствующей правоинвариантной метрики на 

группе F, имеет вид 

{ д~~]= -Lv[и] + Lв[Ь], 
д В 7ft= -{v,B}, 

(10.8) 

где векторное поле v и класс смежности [Ь] связаны, соответственно, с клас­
сом смежности [и] и магнитным векторным полем В посредством оператора 
инерции v = А- 1 ([и]), [Ь] =А( В). О 

Уравнения (10.1) эквивалентны их инвариантной форме (10.8), как пока­
зывает нижеследующее утверждение. 

л е м м а 10.10. Оператор л- 1 ' отождествляющий с по.м.ощъю .м.етри'IСи 
'ICJtacc'bl с.м.ежности 1-фор.м. и бездивергентн'Ые ве'IСторн'Ые поля на .многообра­
зии М, переводит 'ICJtacc с.м.ежности Lв[Ь] (т. е. LвА(В)) в ве'IСторное поле 
(rot В) х В при уСJWвии, что форма об-r,е.м.а J.L определяется ри.м.анов'Ы.м. эле­
ментом об-r,е.м.а на М. 

Д о к аз а т е л ъ с т в о состоит в непосредственной проверке в локальной 

системе координат. О 

С л е д с т в и е 10.11. С"~СаЛЯрное произведение 

J(v,B) = j(v,B)J.L 
м 

с?Сорости жид?Сости и эволюционирующего .магнитного поля является пер­

в'Ы.м. интегралом движения, определяемого уравнением МГД (10.1). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения состоит в дифференцировании 

величины J вдоль векторного поля, заданного уравнениями (10.1) и провер­
ке, что производпая равна нулю. С другой стороны, следствие вытекает из 

следующего более общего наблюдения. 

С л е д с т в и е 10.11' [V-Dj. Пусть G .я.в.л.яется группой Ли, а g ее ал­
гебра Ли. Тогда 'Х:вадраmи'Ч.nа.я. форма 

J(и,а) =(и, а} 

па сопр.я.жеппом пространстве f* ={(и,(): и Е g*, (Е g} магпитпой алгебры 
Ли f = g JX g* .я.в.л.яетс.я. инвариантом 'Х:оприседипеппого представ.лепи.я. груп­
пы Ли F = G JX g*. Здесь (и, а} озnа'Ч.ает спаривание э.ле.мептов сопр.я.жеппъtх 
прострапств g и g*. 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Инвариантность квадратичной формы J прове­

ряется прямым вычислением, использующим операторы коприсоединенного 

действия группы F. 
Применяя ее к мгд группе F = SDiff(M) IX П1 jdП0 , получаем инвариант­

ность J ( v, В) на коприсоединенных орбитах F. Сохранение J ( v, В) на тра­
екториях системы (10.1) следует из гамильтоновости уравнений: траектории 
лежат на коприсоединенных орбитах группы F. О 

3 а меч а н и е 10.12. Квадратичная форма J(v, В)= J и(B)J..L, пазыва-
м 

емая nepe11:pecmnoй сnира.льпостью, имеет простой топологический смысл 

числа асимптотического зацепления траекторий магнитного поля В с тра­

екториями поля ротора rotv (см. гл. III). Эта величина подобна общей спи­
ральности идеальной жидкости, которая измеряет взаимное асимптотическое 

зацепление траекторий поля ротора жидкости или магнитной спиралыюсти, 

измеряющей зацепление магнитных линий. 

Поле ротора вморожено в идеальную жидкость, и топологические инвари­

анты поля сохраняются во времени. Одпако в отличие от случая спирально­

сти, сохранение взаимного зацепления магнитного и вихревого полей в чем-то 

неожиданно, так как rotv в магнитной гидродинамике не вморожен (в отли­
чие от магнитного поля В). Эволюция меняет поле v (а следовательно, также 
rotv), добавляя слагаемое, зависящее от В, но оказывается, что взаимное 
зацепление вихревого поля rot v и магнитного поля В сохраняется (детали 
см. в [VMIJ). Было бы особенно интересно описать функции Казимира для 
магнитной гидродинамики. В частности не ясно, существует ли МГД аналог 

полной классификации локальных инвариантов коприсоединенного действия 

для идеальной гидродинамики (теорема 9.9) и какие интегральные инвариан­
ты определяются локальными плотностями. 

§ 11. Конечномерная аппроксимация уравнения Эйлера 

Усилия получить достаточно полную конечномерную картину гидродина­

мических процессов имеют длинную историю: любая попытка численного мо­

делирования уравнения Эйлера ведет к пекоторому усечению непрерывной 

структуры уравнения в пользу дискретного аналога. 
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Следуя основной идее этой книги, мы сосредоточимся на методах, сохра­
няющих гамильтонову структуру уравнения Эйлера, и оставим вне наше­

го поля зрения численные (равным образом полезные) методы, связанные 
с разностными схемами или с разложениями решений в ряды. Мы обсудим 

приближения Галеркипа для решений уравнения Навье-Стокса в следующем 
параграфе. 

11.1. Аппроксимации вихревыми системами на плоскости 

Для целей численного анализа используют уравнение Эйлера, записанное 

в форме Гельмгольца 

w = -{v,w}, (11.1) 

которая описывает эволюцию вихревого поля w = rot v, вмороженного в жид­
кость, движущуюся со скоростью v. Здесь { v, w} означает скобку Пуассона 
двух бездивергентных векторных полей v и w. 

Для двумерного несжимаемого течения в области D с JR2 правая часть 
уравнения равна скобке Пуассона фу·н:~ечии mmca 'Ф и фу·н:IС'ЦUU ротора w = D.'Ф 
векторного поля v = sgrad 'Ф 

w = -{'Ф,w}, (11.2) 
д-ф дVJ д-ф дVJ 

где Vx = -дфjду, Vy = дфjдх и {1/J,w} = дх ду ду дх' Действительно, 

-{ v, w} = L 11w для любого векторного поля w. Для плоского векторного 
поля v = ( Vx, Vy, О) ротор является функцией (третьей компонентой вектора 
w = (O,O,w)), а Lvw = (O,O,-L11w) (векторные поля переносятся вперед, 
а функции переносятся назад). Наконец, уравнение (11.1) приводится к урав­
нению (11.2), если вспомнить определение функции Гамильтона (или тока) 'Ф 
для поля v: -L11w = -{1/J,w}. 

Первая схема аппроксимации для этого уравнения, которую мы обсудим, 

восходит к Гельмгольцу. Она заменяет гладкую функцию ротора w в D с JR2 

набором из дискретных вихрей, т. е. распределением с носителем в конечном 

числе точек в D. Заметим, что эта схема применима также и к полю вихря 
в JR3

, где гладкое поле аппроксимируется сингулярным с носителем на конеч­
ном числе кривых. 

Как мы увидим, движение таких изолированных вихрей подчинено веко­

торой гамильтоновой системе обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Функцией Гамильтона является логарифмический потенциал, т. е. векоторая 
линейная комбинация логарифмов расстояний между вихрями (с коэффици­

ентами, являющимися произведениями интенсивностей вихрей). 
Рассмотрим N вихрей с 'ЦUр'!Сул.я.чи.я..м.и ( соответств)"Ющего поля скорости 

вокруг центра вихря) ki, i = 1, ... , N, на плоскости JR2 • Тогда в любой момент 
времени ротор будет сосредоточен в N точках, а циркуляция в каждой из них 
всегда останется постоянной. Обозначим (декартовы) координаты вихрей на 
плоскости через Zi := (xi, Yi), i = 1, ... , N. Эволюцию N вихрей запишем как 
динамическую систему в конфигурационном пространстве JR2N с координата­
ми (х1, У1, ... , XN, YN) и симплектической структурой L: kidYi Л dxi. 
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Пр е д л о ж е н и е 11.1. Эво.л.юци.я системы вихрей задается следующей 

системой -х:ан.он.и-чес"JСих уравн.ен.ий Га.мил:ьтон.а 

{k . ан 
iXi = дуi, 

k ·y·· =_ан 
' ' axi' 

где 1 ~ i ~ N, и фун.-х:ция Га.мил:ьтон.а Н и.меет вид 

Н=-; L:kikj lnlzi- Zjl, iz- zil = J(x- Xi) 2 +(у- Yi)2 • 

i<j 

(11.3) 

Д о к аз а т е ль с т в о. На плоскости функция ротора w, описывающая 
некоторую дискретную вихревую систему, имеет вид линейной комбинации 

д-функций: 
N 

w(z) = L: kiд(z- Zi)· 
i=l 

Чтобы получить уравнение эволюции вихрей, мы сначала найдем соответ­

ствующую функцию тока ф такую, что Аф = w. Указанный вид функции w 
означает, что функция тока является линейной комбинацией фундаменталь­

ных решений двумерного уравнения Лапласа 

1 N 
ф(z) = 271" L: ki ln lz- zil 

i=l 

(плюс любая гармоническая функция, которую нужно взять нулевой ввиду 
нулевых граничных условий на бесконечности JR2). 

Подставив эти явные выражения для w(z) и ф(z) в уравнение Эйлера (11.2), 
получим, что каждый вихрь будет эволюционировать согласно следующему 

закону: 

N 

kjZj = sgrad lz=z;'Ф(z) = 2~ L: ki sgrad lz=z;(ln lz- Zil). 
i=l,ijlfj 

Функция ф(z) имеет особенность в Zj , но она не влияет на движение j-го 
точечного вихря: записывая уравнения движения, мы можем вычесть вклад 

влияния этого вихря на себя. 

В (xi, Уi)-координатах получаем искомую гамИJrьтонову систему (11.3). О 
Согласно Гельмгольцу [Helm] в случае N = 2 два вихря будут равномерно 

вращаться в плоскости JR2 вокруг их общего «центра масс» (или скорее, «цен­
тра завихренности») z = (k1z1 + k2z2)/(k1 + k2). В частности, если циркуля­
ции k1 и k2 имеют один и тот же знак, тогда «центр масс» оказывается между 

вихрями, а если они имеют противоположные знаки, тогда «центр масс» ле­

жит на продолжении линии, соединяющей вихри. Если k1 = -k2, тогда вихри 
смещаются с одинаковыми скоростями в направлении, перпендикулярном со­

единяющей их линии. 
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Задача трех вихрей (N = 3) также оказывается интегрируемой (в отличие 
от классической задачи трех тел см., например, [Poi1, Poi3J). Это было от­
мечено еще Кирхгофом и освещено в диссертации Гребли, где можно найти 
уравнения движения сторон вихревого треугольника и точные формулы для 

нескольких специальных случаев. Детальное изложение истории проблемы 

трех вихрей можно найти в [ARTJ. Движение трех вихрей на сфере рассматри­
валось в [KiNJ. По поводу статистико-механического подхода см. также [Brd, 
BFSJ, а [NewPJ - по приложениям фазы Берри (гл. IV, § 1) к этой задаче. 

11.2. Неинтеrрируемостъ систем не менее четырех точечных вихрей 

Для произвольных значений N гамильтоновы уравнения движения (8.2) 
имеют следующие четыре первых интеграла: 

N N N 

11 =Н, 12 = :2:: kixi, 1з = :2:: kiyi, 14 = :2:: ki(xт + Yl). 
i=l i=l i=l 

Однако эти интегралы не находятся в инволюции, т. е. их скобки Пуассона 
ненулевые, и система с четырьмя вихрями является, вообще говоря, неинте­

грируемой [Zig1J. Более точно, верно следующее утверждение. 
Пусть М5 - (пятимерное) многообразие всехнеособых конфигураций из 

четырех вихрей (т. е. Zi :/:- Zj, если i :/:- j). Это многообразие является факто­
ром многообразия всех упорядоченных четверок точек на JR2 по трехмерной 
группе Е(2) всех движений плоскости. Это факторпространство М5 является 
гладким многообразием, так как группа Е(2) действует на множестве упоря­
доченных четверок без неподвижных точек. 

Теорем а 11.2 (см. [Zig1J). Для достато-ч.но .ма.лого е> О дина.ми-ч.ес'/Сая 
система из -ч.етьtрех вихрей с цир'IСу.ляция.ми iki- 11 <е, i = 1, 2, 3, lk41 <е, не 
и.меет ана.лити-ч.ес'/Сого nервого интегра.ла в М5 фун'IСЦиона.лъно независи.мого 
С фуН'IСЦUЯ.Ми 

Н=-; :2:: kikj ln lzi- Zji и F = :2:: kikjizi- Zjj
2

. 

i<j i<j 

3 а меч а н и е 11.3. Хаотическое поведение систем с четырьмя вихрями 
было замечено еще Пуанкаре в [Poi1J. Численные подтверждения обсуждались 
Е. Новиковым в [NovEJ. 

Несмотря на то, что система с четырьмя вихрями является, вообще говоря, 

неинтегрируемой, согласно КАМ-теории оказывается, что для любого числа 

вихрей существует множество положительной меры в nространстве началь­

ных условий, для которого движение является '/Свазиnериоди-ч.ес'IСU.м [KhaJ. 
Такие конфигурации вихрей устроены следующим образом: все вихри раз­

биты на несколько групп так, что расстояния между груnnами много больше, 

чем между вихрями в групnе. В этом случае груnnы вихрей взаимодействуют 

nриблизительно как точечные вихри, обладающие суммарной циркуляцией. 

Реальное движение вихрей является суnерпозицией движения груnnы и веза­
висимого движения вихрей внутри групnы. 
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11.3. Гамильтонавы аппроксимации вихрей в трехмерном nространстве 

Подобно тому, как на плоскости функция ротора может быть аппроксими­

рована набором точечных вихрей, для векторного поля ротора В в JR3 можно 
взять приближение с носителем на (нескольких) кривых. 

В этом случае соответствующая замкнутая 2-форма UJ = iвJ.L, являющаяся 
результатом подсталовки поля В в форму объема р, в JR3 , предполагается диф­
ференциальной формой о-типа, или «ПОТОКОМ» в смысле де Рама [DeR]. Инте­
грал по любой двумерной поверхности такой о-образной 2-формы с носителем 

на кривой в JR.3 равен алгебраическому числу пересечений этой поверхности 
с кривой-носителем. 

Уравнение Эйлера (11.1) определяет закон эволюции для таких вихревых 
кривых. В отличие от двумерного случая, динамика таких кривых описывает­

ся все-таки бесконечномерной системой, хотя и «много меньшей размерности», 

чем первоначальная эволюция гладкого поля ротора. Положение каждой вих­

ревой кривой определяется тремя функциями одной переменной, в то время 

как каждая компонента общего поля ротора в JR3 является функцией трех 
переменных. 

Динамика одной гладкой вихревой кривой в JR.3 - очень интересная 
математическая задача. Первое приближение вихревого движения, когда 

рассматривается только «локальное» взаимодействие, оказывается вполне 

интегрируемой системой. Она известна в различных контекстах под различ­

ными названиями: уравнение нити, уравнение ферромагнетика, нелинейпае 

уравнение Шредингера, уравнение Ландау-Лифшица для группы SО(З) и т. д. 
(см. обсуждение связей между ними в гл. VI, § 3-4). 

Включение второго, уже нелокального, члена в аппроксимацию делает ди­

намику неинтегрируемой (см. [ЮМ]). 

Более простую конечномерную модель трехмерного уравнения Эйле­

ра, являющуюся дискретной аппроксимацией функций скорости и ротора 

в конечном числе точек, можно найти в работе [Ose2, But]. Переменные 
Клебша доставляют еще один способ использования канонической гамильто­

новой структуры в численном анализе. Они определяются па пространстве, 

вдвое большем чем пространство всех бездивергентных векторных полей 

(см. [M-W, Zak] и гл. IV, § 2). 

11.4. Конечномерные аппроксимации групп диффеоморфизмов 

До сих пор мы имели дело с конечномерными моделями для гидродинами­

ческих систем. Однако в некоторых двумерных случаях вся групповая струк­

тура, отвечающая за динамику жидкости, может быть также в пекотором 

смысле аппроксимирована. 

Рассмотрим несжимаемую жидкость на двумерном торе Т2 , конфигураци­
онным пространством которой является группа SDiff(T2) сохраняющих пло­
щадь (или симплектических) диффеоморфизмов Т2 . 
Мы покажем ниже (следуя [FZ, FFZ]), что эта группа может быть «аппрок­

симирована» группами SU(n) при n-+ оо. Более точно, алгебра Ли SVect(T2 ) 
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допускает непрерывную деформацию, известную как семейство так называе­

мых синус-алгебр. Последние являются бесконечномерными алгебрами, и для 

целых значений параметра соответствующие конечномерные усечения оказы­

ваются в точности алгебрами .su( n). 
Предел соответствующих сопряженных пространств «уважает» скоб­

ки Пуассона и структуру функций Казимира и успешно используется для 

аппроксимации гамильтоновой структуры уравнения Эйлера (см. [Zel]). 
Рассмотрим алгебру Ли 80 Vect(T2) всех бездивергентных векторных полей 

на двумерном торе Т2 = {(х1, х2 ) mod 21r}, которые имеют однозншч.нъtе функ­
ции тока. Потоки, порожденные этими полями, <<не сдвигают>> центр масс всей 

жидкости. Можно считать, что такие функции тока имеют нулевое среднее. 

Комплексифицируем нашу алгебру Ли, коммутатор [. , . ] и другие операции 
и выберем базис Lk в виде экспонент Фурье ei(k,x), k = (k1, kz) Е 7!} \О. Зна­
чение Lk в точке (x1,xz) равно exp(i(x1k1 + xzkz)). 

Коммутаторами элементов базиса Lk в алгебре Ли 80 Vect(T2) являются 
функции тока 

(11.4) 

где k х l = k1l2 - kzl1 - (ориентированная) площадь параллелограмма, натя­
нутого на векторы k и l (см. [ArnЗ] и гл. IV, § 3). 

С другой стороны, коммутационные соотношения в алгебрах .st(n, С) стре­
мятся к соотношениям (11.4) при n-+ оо в следующем смысле (см. [FFZ]). 
Фиксируемнечетное n и рассмотрим следующие две матрицы в .st(n, С): 

о 

о 

F = diag(1, е, ... , en-l) и Н= 

о 

1 

1 

о 

о 

о о 

о о 

1 

о о 

где е является примитивным корнем п-й степени из единицы, например, е= 

= ехр( -41ri/n ). Эти матрицы удовлетворяют тождествам Н F = e:F Н и pn = 
=Hn=1. 

Рассмотрим (n2 - 1) матрицу Jk, k = (k1, kz) Е Z х Z (mod n), (k1, kz) =/:­
=/:- (0, О) (mod n), заданные формулой 

Пр е д л о ж е н и е 11.4. Матриv,ы Jk имеют нулевой след и порождают 
алгебру .s[(n, С) со следующими ?Со.м.мутаv,ионными соотношениями: 

IJ J] 2 .. (27r(k х l))J 
k, 1 = zsш n k+l· (11.5) 
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Д о к аз а т е ль с т в о состоит в непосредственной проверке. Заметим, 

что множество J k замкнуто относительно взятия произведения и обратной 

матрицы: 

JkJI = e-(kxl)/2 Jk+l и J;l = J_k, 

причем все они имеют детерминант, равный 1. О 

Когда n ---+ оо, эта алгебра превращается в алгебру 80 Vect(T2 ) бездивер­
гентных векторных полей на торе с генераторами Lk и соотношениями (11.4) 

n 
посредством отождествления -

4 
.Jk ~--+ Lk. 

7П 

"Уравнение Эйлера (11.2) на торе можно аппроксимировать, используя этот 
предел алгебр. Запишем сначала уравнения (11.2) через компоненты Фурье 
ротора c.v = Ec.vmei(m,x): 

. '"'(т х k) 
C.Vm = ~ k2 C.VkC.Vm-k· 

m 

(11.6) 
k 

Напомним, что уравнение Эйлера, отвечающее алгебре Ли со структурными 

константами ct и тензору инерции aik в координатах {c.vi} на сопряженном 
пространстве к алгебре Ли, имеет вид 

Wm = L akPC!,.pc.vkC.Vl, (11.7) 
k,l,p 

где akv- компоненты тензора, обратного к тензору инерции (см. § 4). "Урав­
нение Эйлера (11.6) для идеальной жидкости на торе получается из него под­
становкой 

Cl - ( )' kp- 1 J: ( ) mp - р Х ffi Um+p-1,0 И а - k2 Uk+p,O, 11.8 

где все индексы принадлежат (Z х Z) \ (0, 0). 
Конечномерные s !( n )-аппроксимации бездивергентных векторных полей 

на Т2 задают динамическую систему со структурными константами 

l n . (27Г(р х m)) 
Cmp = 27Г SШ n 8m+p-l,D 

и такой же метрикой akv, как в формулах (11.8), причем все индексы теперь 
рассматриваются по модулю n. Добавляя условие вещественности C.V-m = i:i:im, 
получаем аппроксимацию гидродинамического уравнения Эйлера (11.6) на 
торе с помощью динамических систем (11.7) на алгебрах su(n) (см. [Ze1]). 

За меч а н и е 11.5 (см. [Ze1]). Указанный предел алгебр Ли 

s!(n)---+ So Vect(T2
) 

при n ---+ оо сохраняет структуру функций Казимира на соответствующих 

пространствах. Для заданного n у алгебры s!(n) ={А Е Mat(n, С): tr А= О} 
(или у ее вещественной формы su(n)) существует (n- 1) функция Казимира, 
т. е. функция, инвариантная на орбитах (ко) присоединенного действия: 

tr А 2 , tr А 3 , .•. , tr А n. 
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Эти инварианты функционально независимы. При переходе к пределу n --+ оо 
они иревращаются в моменты соответствующих функций ротора 

J I.J.J2f.l, j I.J.Jзf.l, ... , j I.J.Jnf.l, ••• 

Т2 Т2 Т2 

(где Jl = d2x является стандартной формой объема на торе), порождая 
бесконечное число функций Казимира для группы сохраняющих площадь 

диффеоморфизмов, а значит, и для двумерного уравнения Эйлера. Напротив, 

в трехмерной идеальной гидродинамике имеется, по существу, единственный 

аналитический инвариант Казимира- это спиральность, поэтому попытки 

построить содержательную аппроксимацию трехмерной группы движения 

жидкости кажутся довольно безнадежными. 

Бесконечномерный аналог интегрируемых уравнений Эйлера n-мерного 

твердого тела (см. [Man] или гл. VI, п. 1.2) был описан в работе [War] как 
предел уравнений на алгебрах .so(n) при n--+ оо. Для уравнения Эйлера гид­
родинамики на двумерной сфере интересная модель, включающая богатую 

теорию представлений группы додекаэдра, построена в работе [VshS}. 
3 а меч а н и е 11.6. Алгебра (11.5) является нерасширенной частью (так­

же называемой «циклотомическим семейством») бесконечномерной сииус-ал­
гебры [Нор, FFZ, FZ] с бес-х;оне-чнъш числом образующих Jk, k = (k1, k2) Е 
Е Z х Z и ( k1, k2) =f (О, О), и коммутационными соотношениями 

(Jk, Jt] = 2i · sinC1r(~ х l))Jk+l + (ak)бk+l,O· 
Здесь константа Л не обязательно целая, а может быть произвольным 
комплексным числом, а = (а1, а2) - фиксированный вектор на веще­
ственной плоскости, бk+l,o равно 1, если k = -l, и О в противном случае, 
а (ak) := a1k1 + a2k2. Член (ak)бk+t,o определяет некоторое нетривиаль­
ное расширение синус-алгебры. Определение и обсуждение этого расши­

рения можно найти в [FFZ, Rog, KLR]. Отметим только, что в пределе 
Л --+ оо после подходящей перенормировки это расширение отвечает вве­

дению многозначных (непериодических) функций тока х1 или х2 на торе 
Т2 = {(х1,х2) mod 27r}. Соответствующие этим функциям течения, однако, 
являются однозначными периодическими векторными полями на Т2 • 

Интерес к сииус-алгебрам связан не только с их гидродинамическими при­

ложениями. Рассматриваемые как деформации пуассоновой алгебры функций 

на двумерном торе, они связаны с произведением Мояла функций на симплек­

тическом пространстве JR2
n [Моу], с алгебрами дифференциальных и псевдо­

дифференциальных операторов одной и нескольких переменных, с алгеброй 

q-аналогов псевдодифференциальных операторов [KLR], а т~е с алгебрами 
с континуальными системами корней [SaV]. 

§ 12. Уравнение Навъе-Стокса с групповой точки зрения 

Уравнение Эйлера идеальной гидродинамики 

v = -(v, 'V)v- 'Vp (или ~ = -{v,I.J.J}, t.~ = rotv) 
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соотносится с уравнением Навье-Стокса вязкой жидкости 

v = -(v, Y')v- \i'p + f + vAv (или ~ = -{v,<..~} + rot f + vA<..~) 

подобно тому, как классическое уравнение Эйлера твердого тела 

соотносится с более общим уравнением, учитывающим трение и крутящий 

момент, 

m = <..~ х т+ F- vm. (12.1) 

Здесь «Оператор трения» 11 является симметрическим и положительно опре­

деленным. Распределенная массовая сила f, входящая в уравнение Навье­
Стокса, аналогична крутящему моменту F и является причиной движения. 
Вязкое трение vAv аналогично слагаемому -vm в (12.1), замедляющему дви­
жение твердого тела. 

' Аналогия становится особенно заметной, если (следуя В. И. Юдовичу, 
1962 г.) записать уравнения в компонентах собственного базиса оператора тре­
ния. Например, для уравнения Навье-Стокса с периодическими граничными 

условиями удобно разложить поле ротора и силу f в обычные ряды Фурье. 
В обоих случаях уравнения приобретают следующую форму: 

(12.2) 

На практике обычно рассматривают га.л.ерtсинсtсое nриб.л,ижение, сохраняя 

только конечное число членов разложения. 

Первый член соответствует уравнению Эйлера и описывает движение по 

инерции. Из свойств уравнения Эйлера следует, что дивергенция этого члена 

равна нулю. Кроме того, в любой размерности уравнение Эйлера идеальной 

жидкости, так же как и уравнение твердого тела, имеет положительно опреде­

ленный квадратичный первый интеграл - кинетическую энергию. Следова­
тельно, для f = 11 = О векторное поле в правой части уравнения (12.2) касается 
некоторых эллипсоидов с центрами в начале координат. То есть при эволюции, 

определяемой этим уравнением, по крайней мере в конечномерной ситуации, 

не происходит ни роста, ни затухания решений (в энергетической метрике). 
Соответствующее трению слагаемое вдали от начала координат больше, 

чем постоянная «накачка» f. Следовательно, там движение направлено к на­
чалу координат, и бесконечный рост решений невозможен (в предположении, 
что задача является конечномерной). 

Поскольку «накачка» f выталкивает фазовую точку из малой окрестности 
начала координат, в то время как трение возвращает ее издалека, в систе­

ме, соответствующей движению твердого тела (12.1), устанавливается неко­
торый промежуточный режим-аттрактор. Этотаттрактор может быть, напри­

мер, устойчивым положением равновесия или периодическим движением, но 

при не слишком малой размерности фазового пространства может оказаться 

и «хаотическим• движением, чувствительным к начальному условию. 
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Если коэффициент трения (или вязкости) v достаточно большой, то ат­
трактор обязательно будет устойчивым положением равновесия. При умень­

шении параметра v (т. е. при увеличении обратной величины - числа Рей­
нольдса Re := 1/v) возможны бифуркации равновесия, при которых аттрак­
тор может стать периодическим движением, а затем и «стохастическим». 

Гипотеза о таком механизме появления турбулентности в жидкости для 

больших чисел Рейнольдса неоднократно выдвигалась многими автора­

ми. В частности, весной 1965 г. А. Н. Колмогоров высказал ее на заседа­

нии Московского Математического общества во время обсуждения доклада 

Н. Н. Врушлинекой о бифуркациях в уравнении (12.1) [BruJ. Также в 1965 г. 
первый автор, рассказывая об этой теории на семинаре Р. Тома в IHES под 
Парижем, сформулировал гипотезу о том, что отрицательность кривизны 

группы диффеоморфизмов влечет неустойчивость как для эйлеровекай дина­

мики, так и для соответствующих аттракторов уравнений Навье-Стокса. 

Для нормировки аттрактора А. Н. Колмогоров предложил рассмотреть 

«накачку», пропорциональную тому же малому параметру v, что и вязкость, 
и сформулировал для этого случая две гипотезы. 

1. С.лабая гипотеза: максимум размерности минимальных аттракторов1 

в фазовом пространстве уравнений Навье-Стокса (а также их галеркинеких 

приближений (12.2)) растет вместе с числом Рейнольдса Re = 1/v. 
2. Си.лъная гипотеза: растет не только максимальная, но и минимальная 

из размерностей уnомянутых минимальных аттракторов. 

До сих пор как в трехмерной, так и в двумерной гидродинамике, эти ги­

потезы не доказаны. 

В 1963 г. Е. Лоренц [LorJ исследовал следующую динамическую систему 
в трехмерном фазовом пространстве 

{
~=-!Ох+ 10у, 
y=rx- у- xz, 
о 8 z= --z +ху 

3 

и при r = 28 численно обнаружил аттрактор, вдоль которого движение экспо­
ненциально неустойчиво. Этот объект был назван страннъщ ammpa'ICmopo.м. 

и позднее исследовался во многих численно-аналитических и теоретических 

работах (например, см. ссылки в [PSS]). Вышеприведенная система обладает 
различными интересными свойствами при разных r. Например, при уменьше­
нии параметра r от 100,795 до 99,524 наблюдается бесконечная последователь­
ность бифуркаций удвоения периода устойчивой периодической орбиты, что 

аналогично последовательным удвоениям периода в семействе Фейгенбаума 
отображений отрезка. 

Интересно отметить, что хотя модель Лоренца и похожа на галеркинекое 

приближение к уравнениям Навье-Стокса (12.2), имеется и существенное раз­
личие. А именно, рассмотрим баланс энергии для того и другого случая. 

1 Аттрактор называется минимальным, если он не содержит меньших аттракторов. 
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Для галеркинекой системы (12.2) область, где энергия растет, ограниче­
на некоторым эллипсоидом в фазовом пространстве. Вне этого эллипсоида 

энергия уменьшается, и фазовая точка возвращается к началу координат. 

Для системы Лоренца область, где энергия растет, уходит на бесконеч­

ность (в пекотором квадратичном конусе). Эта большая по сравнению с мо­
делью Колмогорова неустойчивость в модели Лоренца и является, возможно, 

объяснением того, почему в модели Лоренца удается проверить чувствитель­

ную зависимость движения по аттрактору от начальных условий, а в модели 

Колмогорова она остается гипотезой. Доказано только, что стационарное те­

чение, действительно, теряет устойчивость, когда число Рейнольдса растет. 

Случай синусоидального профиля внешней силы (siny)дjдx на двумерном 
торе рассмотрен в работе [MSi]. Бифуркации в модели Колмогорова изуча­
лись Юдовичем, который доказал существование вторичного режима, а так­

же длинноволновую неустойчивость более общих стационарных течений вида 

и(у)дjдх. 
А. Н. Колмогоров всегда подчеркивал, что сохранение устойчивости 

стационарного течения даже при неограниченном росте числа Рейнольд­

са не противоречит гидродинамическим экспериментам, если предположить, 

что область притяжения соответствующего аттрактора сжимается достаточно 

быстро. 

Идея о связи между теорией гидродинамической неустойчивости и изуче­

нием стохастизации в эргодической теории динамических систем явно выска­

зывалась А. Н. Колмогоровым в течение многих лет. Например, в програм­

ме его семинара 1958/59 учебного года, которая висела на доске объявлений 
механико-математического факультета в Московском Государственном Уни­

верситете, он перечислил следующие темы. 

1. Краевые задачи для гиперболических уравнений, решения которых всю­
ду разрывно зависят от параметра (см., например, [Sob2]). 

2. Задачи классической механики, в которых собственные функции всю­
ду разрывно зависят от параметра (обзор этих задач содержится в докладе 
Колмогорова на конгрессе в Амстердаме в 1954 г.). 

3. Моногенные функции Бореля и квазианалитические функции Гончара 
(в надежде на применение к задачам типа 1 и 2). 

4. Возникновение высокочастотных колебаний при стремлении коэффи­
циентов при старших производных к нулю (статьи Волосава и Лыковой по 

обыкновенным дифференциальным уравнениям). 

5. В математической теории уравнений в частных производных с малым 
параметром при старших производных до настоящего времени изучены явле­

ния типа nограничных и внутренних слоев, сходящихсяк поверхностям раз­

рыва предельных решений или их производных при <<исчезновении вязкости». 

В реальной турбулентности решения портятся всюду nлотным образом. Ма­

тематическое изучение этого явления предnолагается nровести хотя бы на 

модельных уравнениях (модель Бюрrерса?). 
6. Вопросы устойчивости ламинарных течений. Асимптотически исчезаю­

щая устойчивость (хотя бы на модельных уравнениях). 
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7. Обсуждение возможностей применения к реальным механическим 

и физическим задачам идеологии метрической теории динамических систем. 

Вопросы устойчивости различных типов спектра. Грубые системы и грубые 

свойства (в этом последнем направлении для систем с несколькими степенями 
свободы почти ничего не известно!). 

8. Рассмотрение (хотя бы на моделях) гипотезы, что в предположениях 
конца п. 5 в пределе динамическая система превращается в случайный процесс 
(гипотеза о практической невозможности долгосрочного прогноза погоды). 

Конструкции современной теории динамических систем, такие как энтро­

пия Колмогорова-Синая [Kol, Si1], измеряющая степень стохастичности в де­
терминированной динамике, были построены специально, чтобы выполнить 

эту программу. 

В 1970 г. Рюэль и Такене тоже сформулировали гипотезу о том, что тур­
булентность есть появление аттракторов, движение около которых в фазовом 

пространстве уравнения Навье-Стокса сильно зависит от начальных усло­

вий [R-Т]. Вопреки огромной популярности этой статьи, даже существование 
такихаттракторов еще остается открытым вопросом (не говоря уже о более 
ранней гипотезе Колмогорова о росте размерности минимальных аттракто­

ров). 

Бесконечномерность фазового пространства уравнения Навье-Стокса тре­

бует обоснования для перехода к системе (12.2) и к галеркинекому приближе­
нию. Оператор трения в гидродинамических задачах является произведени­
ем вязкости v и оператора Лапласа. Абсолютные величины его собственных 
чисел vi возрастают с порядком соответствующих гармоник. Следовательно, 

высокие гармоники быстро затухают при иенулевой вязкости. Итак, фазо­

вая точка бесконечномерного пространства притягивается к конечномерному 

подпространству, координаты в котором суть амплитуды низших гармоник 

(см.[МРа, FoT, D-0]). Для фиксированной вязкости анализ приближений Га­
леркина позволяет, в принципе, судить о поведении точных решений (см., на­
пример, [MatS]). 

Однако, если мы интересуемся поведением решения, когда вязкость (коэф­

фициент v при операторе Лапласа) стремится к нулю, то надо рассматривать 
быстро растущее с Re = 1/v-+ оо число гармоник (в галеркинекой аппрокси­
мации). Первая доказанная оценка сверху хаусдорфовой размерности макси­
мального аттрактора А уравнения Навье-Стокса для двумерного тора была 

дана в работе [IlshJ: dim А ~ const · v-4 . Ныне наилучшей оценкой этого числа 
является величина 

d" А ~ .!_llfllpvol(M) 
lffi "" 7Г v2 

(где f является внешней силой, М- областью конечного объема, а граничные 
условия предполагаются нулевыми). Она была получена А. Ильиным [Ily], 
основываясь на [CFT]. Современное состояние вопроса см. в [B-V, Tem). С ро­
стом размерности физического пространства растет число гармоник, для 

которых абсолютная величина собственного числа меньше заданного значе­

ния. Следовательно, размер галеркинекой аппроксимации тоже должен расти. 
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Наиболее важный вопрос - об оценке размерности минимального аттрак­

тора снизу - совершенно открыт, так как претендующие на оценку размерно­

сти снизу авторы забывают о минимальности, вследствие чего их математи­

ческие аттракторы не являются «устанавливающимися режимами~ физиков. 

Характер первого (инерциального) члена в уравнениях (12.2) разитель­
но меняется при переходе от двумерной гидродинамики к трех- (или много-) 
мерной. Причина - в различии геометрий коприсоединенных орбит соответ­

ствующих групп диффеоморфизмов (или в отсутствии инвариантов типа эн­
строфии для многомерных уравнений Эйлера, см. § 9 и § 11). Более того, 
эта сложная геометрия также nрепятствует обоснованию соответствия между 
nриближением Галеркипа и исходным уравнением Навье-Стокса в трехмер­
ном случае. 

В шестидесятые годы большинство сnециалистов по уравнениям в част­

ных nроизводных (за счастливым исключением В. И. Юдовича) считали от­
сутствие глобальной теоремы существования и единственности решений урав­

нения Навье-Стокса объяснением турбулентности. Эта точка зрения никогда 
не была популярной среди физиков, но математики обосновывали ею свои по­

nытки заменить систему уравнений Навье-Стокса другими системами, где им 

больше удавалось доказать. 

Для трехмерного уравнения Навье-Стокса для малой или исчезающей 

вязкости теоремы существования и единственности решений на произвольно 

большом промежутке времени все еще остаются открытыми вопросами. 



ГЛАВА II 

ТОПОЛОГИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ТЕЧЕНИЙ ЖИДКОСТИ 

Холодные и теплые океанские течения (например, Гольфстрим) оказывают 
колоссальное влияние на климат континентов. Сила этого влияния заключает­

ся в постоянстве и стабильности этих течений. В этой главе мы будем изучать 

соответствующие идеализированные модели стационарных течений несжима­

емой жидкости. Такие течения являются стационарными решениями уравне­

ния Эйлера и имеют замечательную топологию и специальные условия суще­
ствования. Часто они оказываются «аттракторамю> в фазовом пространстве 

уравнения Навье-Стокса, описывающего движение вязкой жидкости. В этом 

случае структура таких течений может дать « приблизительную картину» про­
извольного движения жидкости после большого промежутка времени. 

§ 1. Классификация трехмерпых стационарпых течений 

1.1. Стационарпые решения уравнения Эйлера и функции Вернулли 

В этой главе мы будем изучать не зависящие от времени решения уравне­

ния Эйлера. 

Определен и е 1.1. Идеальным стациопарпъw несжимаемым пото­
ком жидкости v(x) в области М С !Rn называется бездивергентное (div v =О) 
решение стационарного уравпепи.я, Эй.л.ера 

О= -(v, V')v- V'p 

для пекоторой функции р на М, которая определяет давление в жидкости. 

~я произвольнога п-мерного риманова многообразия М с мерой ~ это 
уравнение можно записать в виде -У' vV - V'p =О, где поле скоростей удовле­
творяет условию LvJ.L = О. 

В трехмерном случае (n = 3) следующая теорема дает, по существу, полное 
описание аналитических стационарных течений. 

Теорем а 1.2 (см. [Arn3, Arn4, Arn16]). Предпможим, 'Что об.л.астъ 
М С JR3 'ICOMna'lrnLna и огра1щ'Ч.еnа апа.л.ити'Ч.ес'/Сой поверхпостъ'НJ, а пме С'/Со­
ростей апа.л.ити'Ч.'Н.О и ne везде '/СО.л..л.ипеарпо со своим ротором. Тогда об.л.астъ 
те'Ч.еnи.я, разбивается апа.л.ити'Ч.ес'/Сu.ми поверхностями па '/Cone'Ч.noe 'Ч.ис­

.л.о Я'Ч.ее'IС, в '/Саждой из '/Сотор'Ых те'Ч.еnие устроено стапдартпъw образом. 

А и.меппо, я'Ч.ей'/Си б'Ывают двух типов: расс.л.оеnn'Ые па ипвариаптn'Ые от­
посите.л.ъпо те'Ч.еnи.я, тор'Ы и расс.л.оеппъtе па ипвариаптпъtе поверхности, 

дurNleo.мopgm'ble '/СО.л.ъцу JR х 8 1 (см. рис. 9). При этом па '/Саждом из торов 
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линии mo-x:a либо все за.м-х:нутъt, либо все всюду плотнъt, а на r.аждо.м r.олъце 
все линии mor.a за.м~утъt. 

а ь 

Рис. 9. Области стационарного течения, расслоенные (а) на торы и (Ь) на кольца 

Стационарное уравнение Эйлера (v, \i')v = -\i'p в М С JR3 можно записать 
в виде 

v х rotv =У' а, 

где функция а равна -р - Jlv~l
2 

. 

Определен и е 1.3. Функция а: М -+ IR, определяемая уравнением 

v х rotv = V'a (по модулю аддитивной константы), называется фунr.цией 
Вернулли стационарного потока v. 

Непосредственно из определения следует, что и векторное поле v, и его 
ротор rotv касаются поверхностей уровня функции Бернулли а. В частнос­
ти, а является первым интегралом поля скоростей v. 

Заметим, что стационарное трехмерное уравнение Навье-Стокса ( описы­
вающее движение вязкой несжимаемой жидкости) обычно не имеет нетри­

виальных первых интегралов [КоЗ]. Отметим также, что предел исчезающей 
вязкости для трехмерного уравнения Навье--Стокса в окрестности простран­
ствеиной кривой приводит к структурам, связанным с двумерным стационар­

ным уравнением Эйлера [Shf2]. 
3 а меч а н и е 1.4. В инвариантном виде стационарное уравнение Эй­

лера 

Lvи= -dp 

эквивалентно уравнению ivdи + divи = -dp или 

ivdи = da, где а= -р- ivи. 

Инвариантность а (т. е. соотношение Lva =О) следует из формулы ivda =О. 
Условие v х rot v = \7 а в трехмерном пространстве R3 может быть пере­

формулировано в следующем инвариантном виде, пригодном для произволь­

ного многообразия М: векторные поля v и rot v коммутируют ( { v, rot v} = О). 
Чтобы проверить эту переформулировку, мы используем следующую форму­

лу векторного анализа: 

rot(7] х ~) = {~, 71} + 7J(div ~)- ~(div 7J), (1.1) 
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которая верна па любом трехмерном римановом многообразии. (Здесь ( 1J х ~) 
обозначает векторное nоле, сопряженное к 1-форме i~i71 J.t па М: (i~i71J.t)( = 
= J.L(rJ,~,() =('Г/ х ~,().) Применяя ротор к обеим частям равепстваv х rotv = 
= grad а, мы получаем { v, rot v} =О. 

Сформулированпая выше теорема основана па следующем утверждении 

о структуре nоверхностей уровня функции а па трехмерном многообразии М. 
Пр е д л о ж е н и е 1.5. Кажда.я н.е?Срити-ч.ес?Са.я поверхность уровн.я 

фующии а, не пересе'/Сающа.я границу .многообразия М3 , диффео.морфн.а то­
ру. В подходящей системе ?Соордин.ат (tp1,tp2) по mod27Т и z в О'IСрестн.ости 
та'/Сого тора оба поля v и ~ = rot v и.меют посто.ян.н.'Ьlе ?Со.мпон.ен.m'Ы 

д д 
~=rotv=6(z)-д +6(z)-д 

'Pl 'Р2 

вдо.л:ь тора с уг.л.ов'Ы.ми '/Соордин.ата.ми ( tp1, tp2), при-ч.е.м z н.у.мерует тор'Ьl. 
Координаты tp1,tp2,z являются аналогом координат действие-угол в клас­

сической механике. В частности, из nриведеиной теоремы следует, что фазо­

вые кривые обоих векторных полей v и rot v лежат на торах а = const. На 
nроизволь по взятом торе эти кривые или замкнуты (если отношение частот 
v2 jv1 для nоля v или 6/С.1 дn:я поля С,= rotv - рациональное число), или 
плотны. Доказательство этого утверждения дано в n. 1.2 (см. теорему 1.10). 

3 а меч а н и е 1.6. В случае, когда а= const (все уровни критические), 
поля v и rot v коллинеарны в каждой точке ( v х rot v = О). В магнитпой гид­
родинамике такие nоля называются бесси.лов'Ы.ми. 

Если бессиловое поле v нигде не обращается в нуль, то rotv = xv, где 
«отношение» х: М -+ IR - гладкая функция. Функция х является nервым 

интегралом nоля v (так же, как и nоля rotv). В самом деле, О= div(rotv) = 
= div xv = (gradx,v). Следовательно, каждая связная компонента пеособой 
поверхности уровня функции х есть тор, так как эта nоверхность ориенти­

руема и имеет касательное векторное поле v, нигде не обращающееся в пуль 
(такие же соображения используются и при доказательстве nредложения 1.5, 
см. n 1.2). Фазовые кривые nоля v наматываются па эти торы (в соответству­
ющих координатах tp1, tp2, z отношение частот Ф1 / Ф2 = х( z) будет константой 
вдоль фазовых кривых nоля v). Таким образом, даже в случае бессилового 
поля его фазовые кривые лежат па двумерных торах nри условии, что nоле 

не имеет нулей и функция х не nостоянна. 

Бессиловое поле v может иметь значительно более сложную топологию, 
если rotv = Лv, где Л - константа (т. е. если v является собственным полем 
оператора rot). 

Оnределен и е 1.7. Собственные nоля оnератора rot .называются nо­
лями Бе.л:ьтра.ми. 

С л е д с т в и е 1.8. Если стацион.арн.'Ый ан.а.лити-ч.ес'/Сий пото?С и.меет 

трае'IСmорию, '/Сотора.я не содержител н.и в ?Са?Сой ан.а.лити-ч.ес?Сой (даже 
син.гул.ярн.ой) поверхн.ости, то этот пото'/С задан. поле.м Белътра.ми. 

Действительно, любой nоток, не являюiЦИйся потоком Бельтрами, имеет 

nервый интеграл (либо функцию Бернулли а, либо функцию отношениях). 
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Пример 1.9. На трехмерном торе {(x,y,z): mod 27r} существует се­
мейство полей Вельтрами, заданное так называемыми АВС-потоками 

{ 

Vx = Asinz + Ccosy, 

Vy = Bsinx + Acosz, 

Vz = Csiny + Bcosx. 

Вездивергентные векторные поля этого трехпараметрического семейства 

являются собственными для оператора завихренности: rotv = v. АВС-потоки 
были открытыГромекав 1881 г. и nереоткрыты Белирами в 1889 г. В данном 
контексте их изучение было nредложено в [Arn4, Chil) (см. также ссылки 
и детали в [VasO)). 

1 
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Рис. 10. Проекция линий тока на (х, z)-плоскость в интегрируемом случае 
С= О (Dom). Компоненты поля не зависят от у 

Если один из nараметров А, В или С обращается в нуль, то поток стано­
вится интегрируемым (рис. 10). Используя теорию возмущений в почти инте­
грируемом случае, можно предсказать появление сильных резонансов (см. об­
суждение и результаты численного моделирования в [Dom}). При таких воз­
мущениях некоторые торы, заполненные фазовыми кривыми, сохраняются 

(см., например, [AKN}), в то время как другие торы разрушаются, приводя 
к появлению областей с хаотическим поведением траекторий. Численные ис­

следования показывают, что некоторые траектории всюду плотно заполняют 

трехмерные области (рис. 11). В частности, в [Dom) было проведено исследова­
ние особенностей траекторий поля с комnлексным временем и по казан о ( чис­
ленно) отсутствие интегрируемости, если АВС #О. В случае А= v'З, В= Д, 
С = VТ это было nоказано в [Hen}. Отсутствие вещественно-аналитических 
первых интегралов для АВС-потоков с О# А=/:- В=/:- О и малым С=/:- О для 
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типичных АВС-потоков с А2 = В2 , а также для случая А2 = В2 = С2 было 
доказано Зиглиным [Zig2]. 
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Рис. 11. Типичное сечение Пуанкаре для АВС-потоков (А2 = 1, В2 = 2/3, С2 ::::: 1/3). 
Некоторые линии поля, как кажется, заполняют трехмерные области ((Hen) 

или (Dom)) 

Подобное изучение симметрий поля и расположения особых точек для ана­
лога АВС-потока в трехмерном шаре можно найти в работе [Zhel]. 

Заметим, что если поле v, удовлетворяющее условию rotv = xv, имеет 
иенулевую дивергенцию, то топологические свойства его траекторий отлича­

ются от свойств полей, обсуждаемых здесь: такие потоки обычно неинтегри­

руемы, даже если функциях: М--. R не постоянна (см. [MYZ]). 

1.2. Структурные теоремы 

Мы начнем доказательство (вещественно-аналитической) теоремы 1.2 с ее 
гладкого аналога для замкнутого многообразия. Пусть а"'- функция Бернулли 
стационарного потока v на ориентируемом трехмерном многообразии М без 
края, и пусть Г С М - прообраз критических значений функции а. 

Теорема 1.10 (см. = 1.5'). Каждал связнал 1Со.мпонента .множества 
М\ Г расс.м.ивается на дву.мерн'Ые торъt, инварианmн'Ьtе относительно no­
mo1Ca v. Движение на 1Саждо.м торе 1Свазипериодично (фазов'Ые 1СривЪtе либо 
все за.м"IС'Н.уm'Ы, либо всюду плоmн'Ы). 
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Д о к аз а т е л ь с т в о. Функция а является первым интегралом для век­

торных полей v и~:= rotv. Так как эти поля коммутируют, то определяемые 
ими потоки задают I!~.Z-действие на каждой поверхности уровня функции а. 
Каждый некритический уровень является гладкой замкнутой поверхностью, 

и, следовательно, это либо тор, либо бутылка Клейна. (Другими словами, эй­
лерова характеристика пекритмческой поверхности уровня равняется нулю: 

если У' а =f. О, то поле скоростей v служит примером касательного векторно­
го поля, нигде на поверхности не обращающегося в нуль.) Кроме того, V'a 
коориентирует эту поверхность, следовательно, это тор. 

На каждой поверхности уровня поток ~ действует транзитявно на фазо­
вые кривые поля v, поэтому последние либо все замкнуты, либо всюду плот­
ны на поверхности уровня. Если взять такие координаты на торе, в которых 

R2-действие задается линейными сдвигами, то поля v и ~ = rot v станут век­
торными полями с постоянными коэффициентами. О 

Теперь мы перейдем к вещественно-аналитической теореме (следуя в из­

ложении работе [GK2]). 
О п р е д е л е н и е 1.11. Подмножество вещественного аналитического 

многообразия называется полуаналитическим, если оно локально определя­

ется конечным числом вещественно-аналитических уравнений и неравенств. 

Нам понадобятся некоторые свойства таких множеств, сформулированные 
в следующей лемме. 

Л е м м а 1.12. Пустъ М и N - 'Х:о.мпа-х;тн:ые связнъtе вещественно-ана­

лити'Чес'Х:ие .многообразия (возможно с 'Х:рае.м); f: М ~ N - вещественно­
аналити'Чес'Х:ое отображение. Тогда: 

1) любое полуаналити'Чес'Х:ое подмножество Х .многообразия М разделяет 
М на 'Х:ОНе'Чное 'Число связных 'Х:о.мпонент; 

2) образ f(X) - полуаналити'Чес'Х:ое подмножество .многообразия N при 
условии, 'Что dim N ~ 2; 

3) пустъ ранг f равен dim N, по 'Х:райней .мере в одной то'Ч'Х:е .многооб­
разия М, и У является нигде не плотным полуаналити'Чес'Х:и.м подмноже­

ством .многообразия N. Тогда прообраз f- 1(Y) полуаналити'Чен и нигде не 
плотен в М. 

Доказательство. Утверждения 1) и 2)- классические результа­
ты, принадлежащие Лоясевичу [Loj]. Для доказательства 3) рассмотрим мно­
жество К критических точек функции f. Множество f- 1(Y) n (М\ К) ни­
где не плотно, поскольку сужение f на М\ К является субмерсией. Так как 
rank f = dim N в пекоторой точке М, множество К, в свою очередь, нигде не 
плотно в М. Таким образом, f- 1(Y) нигде не плотно как объединение двух 
нигде не плотных множеств. Полуаналитичность множества f- 1(Y) следует 
непосредственно из определения. О 

Доказательство теоремы 1.2. Предположим сначала, что М­
связное многообразие, не имеющее границы (дМ= 0). Допустим также, что 
все данные (элемент объема, метрика и поле скоростей v) вещественно-анали­
тические. В этом случае утверждает.ся, что И = М \ Г состоит из конечного 
числа связных компонент, каждая из которых расслаивается на инвариант-
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ные относительно течения двумерные торы. (Наnомним, что Г С М обознача­
ет nрообраз критических значений функции Бернулли а для стационарного 

nоля v.) 
Действительно, в предположениях теоремы отображение а: М --+ 1R ана­

литично, и можно nоложить f = а. Пусть, как и ранее, К - множество кри­

тических точек функции а, тогда а( К) nолуаналитично в силу 2) и по лемме 
Сарданигде не nлотно. Поэтому, согласно 3), Г= а- 1 (а(К)) nолуаналитично 
и нигде не IIЛотно в М. Применяя утверждение 1) к Х = Г, убеждаемся в том, 
что И плотно в М и состоит из конечного числа связных комnонент. 

Для завершения доказательства в случае, когда М не имеет границы, до­

статочно применить теорему 1.10. 
Рассмотрим теnерь случай, когда М имеет границу (дМ =F lгl). Снова обо­

значим через К множество критических точек функции а, а через С - мно­

жество критических точек функции а!ам. Рассуждая как и nрежде, легко 
nоказать, что объединение множеств а(К) и а(С) -это nолуаналитическое 
множество У, нигде не плотное в JR.2 . Поэтому Г= а-1 (У) нигде не nлотно, 
полуаналитично и инвариантно относительно течения. 

Хотя теперь, возможно, у нас нет глобального 1R2-действия, поскольку М­
многообразие с границей, мы имеем локальное 1R2-действие на М\ дМ. Да­
лее, отображения alu и alaмnu - по-прежнему собственные субмерсии на 
свои образы. Рассмотрим орбиту Ох локального 1R2-действия, проходящую 
через точку х Е и. Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 1.10, 
можно показать, что О ж - тор или кольцо. В первом случае все интегральные 

кривые v замкнуты либо плотны на Ох. 
Отметим, что множество L =Ох n дМ инвариантно относительно тече­

ния v, и, следовательно, орбита Ох является кольцом тогда и только тогда, 
когда она пересекается с дМ. Согласно определению множества и поле ~ 
трапевереально краю дМ вдоль L. Значит, L есть объединение двух замкну­
тых интегральных кривых поля v. Поскольку мы имеем корректно опреде­
ленное локальное JR2-действие, все линии тока поля v на Ох должны быть 
замкнуты. 

Пусть ио- связная компонента и. Орбиты Ох, х Е ио, либо все являются 

торами, либо кольцами. Действительно, для всех х Е и поверхности уров­
ня Fж = а- 1 (а(х)) трапевереальны дМ и поэтому связные компоненты Ох 
поверхности Fж диффеоморфны дРУГ дРУГУ для любого х Е ио. Теорема 1.2 
доказана. О 

3 а меч а н и е 1.13. В работах [E-G] доказано, что любое аналитическое 
стационарное течение без особых точек в трехмерном полнотории имеет за­

мкнутую траекторию. Авторы устанавливают эквивалентность между поля­

ми Риба (векторными полями, сохраняющими транс;;ерсальное, нигде не ин­
тегрируемое поле плоскостей) и бессиловыми полями без особых точек, что 
позволяет им применять методы контактной топологии. В частности, ока­

зывается, что гладкие стационарные решения уравнения Эйлера без особых 
точек существуют на произвольных замкнутых трехмерных многообразиях 

и в областях с торячеекими границами. 
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§ 2. Вариациоввые прmrципы для стационарных решений и приложения 
к двумерным течениям 

2.1. Минимизация энергии 
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Рассмотрим следующую вариационную задачу (а priori не связанную 
со стационарными решениями уравнения Эйлера). 

Пусть М - трехмерное замкнутое риманово многообразие, снабженное 

формой объема JL, а ~ - бездивергентное векторное поле на М. Энергией 

поля ~ назовем интеграл 

Е=~(~.~)=~ ~(~,~)JL. 
м 

Зад а ч а 2.1. Найти минимум энергии и экстремалисреди всех полей, 
получаемых из данного поля ~ с помощью сохраняющих объемы диффеомор­

физмов многообразия М. 

Здесь сохраняющий объемы диффеоморфизм g: М -+ М ставит в соответ­

ствие бездивергентному полю ~ на М другое бездивергентное поле g.~ такое, 

что поток поля ~ через любую поверхность а равен потоку поля g.~ через 

g(a). Иными словами, поле~ вморожено в несжимаемую жидкость, заполня­
ющую М: можно считать, что это векторное поле «нарисовано• на частицах 

жидкости и растягивается вместе с ними. 

В случае, когда многообразие М имеет край дМ, мы предполагаем, что 
поле~ касается дМ и диффеоморфизм переводит край дМ в себя. 

В следующей главе мы рассмотрим минимум энергии и его явные оценки 

в терминах топологии поля. Здесь же мы изучаем только топологию экстре­

мальных полей. 

Теорем а 2.2 (см., например, (Arn9)). Э?Сстре.ма.л.и сфор.м.улироваппоii. 
в'ЬI.ше задачи - это бездивергептn'ЬI.е вe?Cmopn'ЬI.e nо.л.я, ?Со.м..м.утирующие 

со свои.м.и роторами. В частности, опи совnадают со стациопарn'ЬI.Ми 

решеп'l.t.ЯМи уравнения Эii.лера па многообразии М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 'Г/ - произвольвое бездивергентное поле 

на М. Вариация б~ поля ~ при бесконечно малом диффеоморфизме, опреде­
ленном полем.,.,, дается скобкой Ли б~= ['Г/,~]= {~,'Г/} (в координатной форме 
скобка Пуассона векторных полей~ и rJ равна {~,rJ} = (~, \l)'f/- ('Г/, \7)~). 

Следовательно, вариация энергии равна бЕ =(~,б~)=(~,{~,.,.,}). Допу­
стим, векторное поле ~ является экстремалью для функцяопала энергии. 

Воспользовавшись формулой (1.1), которая имеет место на любом трех­
мерном римановом многообразии, и используя бездивергентность полей~ и.,.,, 

можно переписать вариацию энергии экстремального поля ~ в виде 

О= бЕ = (~,rot(ry х ~)) = (rоЦ, ('Г/ х ~))=('Г/,(~ х rоЦ)). 

Поскольку поле rJ бездивергентно, векторное произведение ~ х rot ~ орто­
гонально ко всем бездивергентным полям. Поэтому оно является градиентом: 

~ х rot~ = grada. Отсюда, применяя оператор rot к обеим частям, получаем 
{~,rоЦ} =О, что и требовалось доказать. О 
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3 а м е ч а н и е 2.3. В случае двумерного многообразия М мы получим 
уравнение 

\!и х \! D.и =О 

для функции тока и экстремального поля ~ = grad и. Из этого уравнения вид­
но, что градиент экстремальной функции коллинеарен градиенту ее лапласп­

апа (см. п. 2.3). 
Этот результат справедлив не только для гл~их векторных полей ~. 

Он также выполняется в более слабой форме интегрального тождества 
('ry, (~ х rоЦ)) =О при условии, что экстремаль ~ существует. Заметим, что 
существование гладких и негл~их экстремалей в этой задаче является весь­

ма тонким вопросом. Мы отсылаем к [Bur, ATL) (см. также§ 2 и§ 6 ниже) 
по поводу теорем существования (вообще говоря, негл~их экстремалей) 
в двумерном случае. Для размерности большей двух нет доказательства, 

что экстремали существуют, за исключением некоторых частных случаев 

(ер. (1-А, LS4, Vai, GK2j). 
3 а м е ч а н и е 2.4. Аналогичные выкладки приводят к следующему вы­

ражению для второй вариации энергии: 

82 Е=({~, ry}, {~, ry}) + ({~, ry}, ((rоЦ) х ry)), 

где ~ - экстремальное поле. Соответствующий вывод использует первую 

и вторую вариации поля ~, которые в направлении бездивергентного вектор­

ного поля 7J можно найти по формуле Тейлора 

(2.1) 

3 а меч а н и е 2.5. Ряд Тейлора (2.1) для поля ~(е) получается при отыс­
кании решения ~(t) обыкновенного дифференциального уравнения 

~~t) = {~(t),ry} 
в виде ряда 

t2 
~(t) = ~ + t6 + 26 + ... 

Поле ~(е) получается из ~ в результате действия фазового потока поля ry, 
соответствующего малому интервалу времени е. 

Все поля, получаемые из ~ в результате действия сохраняющих объемы 

диффеоморфизмов, образуют подмногообразие в векторном пространстве 
всех бездивергентных векторных полей - орбиту ТО'Ц<И ~. Касательное 

аффинное подпространство к этому «ГЛ~ому~ подмногообразию в точ­

ке ~ образовано векторами ~ + { ~, 7J} с произвольными бездивергентными 
полями 7]. 

Для вычисления второго дифференциала функции в точке на подмного­

образии векторного пространства недостаmо'ч:но вычислить второй диффе­

ренциал сужения этой функции на аффинное подпространство, касательное 
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к данному подмногообразию в этой точке. В самом деле, второй.дифферен­

циал сужения функции на под.м:н.огообразие и второй дифференциал сужения 

той же функции на '/Сасате.л.ъное аффинное nространство в критической точке 

(сужения функции на это подмногообразие) - две раз.л.и'Чн'Ые квадратичные 
формы на касательном пространстве. (Здесь под касательным пространством 

мы понимаем векторное пространство с началом в этой критической точке.) 
Формула (2.1) определяет отображение области «малых'> векторных по­

лей €ТJ на орбиту поля ~. Энергия образа, рассматриваемая как функция по­

ля €ТJ, является функцианалом на векторном пространстве бездивергентных 

полей { €ТJ}. 
Первая вариация этого функцианала обращается в нуль, если ~ - кри­

тическая точка сужения энергии на траекторию. Вторая его вариация б2 Е 
определяется по приведеиной выше формуле (как квадратичная форма от €ТJ). 
П ре д л о ж е н и е 2.6. Ес.л.и ~ - 7Срити'Ч.ес'/Сая то'Ч'/Са сужения энергии 

на под.многообразие, то зна'Чение '/Свадрати'Чной фор.м·ы второй вариации за­

висит то.л.ъ'IСО от '/Сасате.л.ъного вe'ICmopa ( = { ~, €ТJ} и не зависит от '/СОН?Срет­
ного вьtбора поля rJ. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Мы можемзаменить Т/ только нarJ +и, где{~, и}= 

=О (иначе (изменится). Тогдавклад и в квадратичный член в ряде (2.1) будет 
€2 

равен -zw, где w = {{~,ТJ},и}. Поскольку {~,и}= О, мы получаем из тожде-
ства Якоби, что w = -{ {ТJ, и},О. Этот вектор является касательным к орбите 
в точке~· Поэтому первая вариация энергии обращается в нуль на векторе w. 

€2 
Прибавляя вектор 2 w к вектору ~(е) (определяемому формулой (2.1) и на-
ходящемуся на расстоянии порядка е от ~), мы изменяем значение энергии на 
величину порядка е3 . Поэтому прибавление и к rJ не дает вклада в квадра­
тичный член ряда Тейлора сужения энергии на орбиту~ (при условии, что 
векторное поле~ является критической точкой). О 

2.2. Задача Дирихле и стационарные течения 

В двумерном случае задача 2.1 минимизации энергии принимает вид сле­
дующей задачи Дирихле. Пусть М -двумерное риманово многообразие (воз­
можно, имеющее границу) с римановой формой площади J.L· 

Зад а ч а 2.1'. Найти точную нижнюю грань и минимизирующую функ­
цию интеграла Дирих.л.е 

Е(и) = ~ Jcrvи, "Vи)J.L 
м 

среди всех гладких функций и (на многообразии М), получаемых из данной 
функции и0 действием сохраняющих площадь диффеоморфизмов М. 

Чтобы убедиться в том, что это -двумерный случай задачи 2.1, мож­
но рассмотреть (косой) градиент sgrad и вместо обычного градиента "V и (при 
этом функцяопал Е принимает, разумеется, то же самое значение). Тогда и 
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является функцией Гамильтона, определение которой инвариантно: любая со­

храняющая площадь замена координат для функции и индуцирует действие 

соответствующего диффеоморфизма на поле sgrad и. 
Например, пусть М -диск х2 + у2 ~ 1, а функция ио обращается в нуль на 

его границе и имеет единственную критическую точку - максимум - в диске 

(рис. 12, а). 
П ре д л о ж е н и е 2. 7 (см. [Arn9, Arn20]). Мини.му.м фун'К:циона.л.а Дири­

хле достигается на фун'К:Ции и, зависящей тол:ь'К:о от расстояния до центра 

дис'К:а, .множества .менъших значений 'К:оторой {(х, у): и(х, у)~ с} и.меют те 
же площади, что и соответствующие .множества исходной фун'К:Ции ио 
(рис. 12, Ь). 

Доказательство, по сути, состоит в применении изопериметрического нера­

венства и неравенства Шварца. 

а ь 

Рис. 12. Уровни (а) функции u0 , имеющей единственную критическую точку (мак­
симум) внутри диска, и ( Ь) центрально-симметричной функции, реализующей ми­
нимум функцианала Дирихле среди функций, nолученных nрименением к исходной 

функции u0 сохраняющих nлощадь диффеоморфизмов 

Если исходная функция имеет несколько критических точек (рис.13), си­
туация сильно осложняется. Численные эксперименты в [Mof4, Baj] показы­
вают наличие минимизирующих функций различных типов в зависимости от 

крутизны исходной функции ио, причем все они имеют особые линии уровня. 
Например, если исходная функция, подобно горе Эльбрус или горе Юнгфрау, 

имеет два максимума, с перевалом между ними, то для минимизирующей 

функции в экспериментах наблюдаются особенности вдоль пекоторой кривой 

типа «рва•, как у функции f(x) = /х/, между обоими максимумами. Но этот 
ров представляет собой конечный отрезок, в концаХ которого особенность, 

видимо, уплощается некоторым универсальным, не зависящим от деталей на­

чальной функции образом. Но, к сожалению, описания специальной функции, 

задающей это уплощение, пока неизвестно не только на уровне математиче­

ских теорем, но и на уровне физических гипотез. Вопросы образования особен­
ностей у поля в гидродинамике при релаксации к экстремальному состоянию 

обсуждаются в обширных обзорах [Mof2, Mof4, МоТ] (см. также ссылки в этих 
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работах). Препятствия к возникновению такого рода релаксации в трехмер­

ном случае описаны в гл. III. 
Если вместо самой исходной функции ио фиксировать только соответству­

ющие граНИЧНЫе УСЛОВИЯ, ТО МОЖНО ПОЛУЧИТЬ бесКОНеЧНО МНОГО С00-СТаЦИО­

нарНЫХ решений (или минимизирующих функций) для задачи в прямоуголь­
ной области и единственное решение в аналитическом случае (Тrо]. 

Рис. 13. Минимизирующая функция задачи Дирихле для функции с несколькими 
максимумами имеет сингулярный отрезок - «ров• (см. [Baj)) 

Т е о р е м а 2.8. Гладжал .мини.мизирующал фующи.я. и задшчи Дирих­

ле 2.1' на ри.маново.м .многообразии М удовлетворяет С.Jtедующе.му условию: 
градиенты фующий и и Llи ?Соминеарн'Ы в ?Саждой то·чхе М. 

Иными словами, экстремальные функции и имеют «те же» кривые уровня, 

что и их лапласианы: локально определена функция F: JR -+ JR такая, что 
Llи = F(и). Это всего лишь переформулировка теоремы 2.2 для двумерного 
случая. Можно показать, что теорема 2.8 справедлива и в п-мерном случае. 
(Указание: надо адаптировать доказательство теоремы 2.2.) 

Заметим, что осесимметричная функция с единственной критической точ­

кой на диске (рис. 12) не только доставляет минимум энергии среди всех диф­
феоморфных полей, но также и максимум энергии среди всех изозавихренных 

полей (KLe]. 
Задача Дирихле 2.1' для старших размерностей возникает в Приложениях 

к теории скалярного динамо (Вау2], фазовых переходах в управляемых ди­
намических системах (Arn25] и в теории равновесия плазмы в ограниченном 
объеме (181]. 

За меч а н и е 2.9. Как обсуждалось выше, функции, минимизирующие 
энергию (т. е. интеграл Дирихле) среди всех гладких сохраняющих площадь 
замен переменной в заданной функции, соответствуют стационарным тече­

ниям. Проблема существования глад1Сих минимизирующих функций все еще 
остается открытой в любой разумной степени общности. 

Эта проблема имеет естественное обобщение на широкий класс функций 
(например, из LP или из соболевских пространств), на все сохраняющие меру 
преобразования таких функций на пространствах с мерой и на общие вари­

ационные функционалы. Существует обширная литература о существовании 
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(обычно негладких) экстремумов вариационных задач в этих постановках, ко­
гда минимизируется (или максимизируется) функцяопал энергии среди таких 
преобразований, и об их связи с двумерной гидродинамикой (см. [Bej, ATL, 
Bur]). В п. 2.4 мы обсуждаем другой вариационный принцип, предложенный 
в [Shn3} для двумерных течений, где фиксируется уровень энергии и стро­
ится частичный порядок на «изоэнергетических» функциях. Минимальные 

элементы в этом частичном порядке соответствуют стационарным течениям. 

Слабое замыкание (в HJ) множества функций, полученных из данной 
функции композицией с диффеоморфизмами (необязательно сохраняющими 
объем) области, описано в работах [LSЗ, LS5]. Элементы этого слабого замы­
кания наследуют (в слабом пределе) грубые топологические свойства мно­
жеств уровня. Существование слабых решений с предписанной топологией 

в несжимаемом случае доказано в [LS5]. Последнее, в частности, означает, что 
в двумерном случае задача о магнитном равновесии несжимаемой идеально 

проводящей жидкости всегда имеет обобщенное решение (ер. с трехмерным 
случаем, задачей Сахарова-Зельдовича, в гл. III). 

2.3. Связь двух вариационных привципов 

Мы уже отмечали, что гладкие экстремали функцианала энергии среди 

векторных полей, диффеоморфных заданному, коммутируют со своими вих­

рями и, следовательно, совпадают с описанием идеальных стационарных те­

чений (ер. замечание 1.4 и теорему 2.2). Это совпадение решений в двух за­
дачах является проявлением двойственности двух вариационных принципов: 

идеальной гидродинамики и магнитной гидродинамики. Стационарные реше­

ния в идеальной гидродинамике соответствуют критическим точкам энергии 

J llvll2 /2 среди всех изозавихрен:н:ых полей, т. е. среди полей, роторы которых 
отличаются на действие сохраняющего объемы диффеоморфизма. На языке 

алгебр Ли стационарные течения соответствуют критическим точкам функ­

ционала энергии на 'Х:Оприсоединен:н:ых орбитах группы сохраняющих объемы 

диффеоморфизмов SDiff(Mn) (см. гл. I). С другой стороны, в рассмотренной 
выше задаче мы ищем минимизирующее энергию поле в классе диффео.м.орф­

нъtх полей, т. е. на орбитах присоединенного действия той же группы сохра­

няющих объемы диффеоморфизмов. Отметим, что последний принцип мини­

мизации энергии в классе диффеоморфных полей встречается в теории МГД 

(см. гл. III, или, например, [Arn9, Arn20, Bej, Ser2, Mof2, Mof4]). 
Теорему 2.2 можно теперь переформулировать следующим образом: для 

обоих варишционнъtх принципов Э'Х:сmре.м.у.мъt совпадают. Это утверждение 

является проявлением общего факта, справедливого ЩIЯ любой невырожден­

ной квадратичной формы Е на произвольной алгебре Ли g. Пусть Е* - квад­

ратичная форма на сопряженном пространстве g*, соответствующая форме 
1 

Е на g. Если форма Е(х) = 2(х, Ах) определена с помощью (обратимого) опе-
1 

ратора инерции А: g-+ g*, то Е* определяется как Е*(у) = 2 (А-
1 у, у} для 

любого у Е g*. 
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Теорем а 2.10. Условные э-к;стре.мумъt -к;вадрати-ч-ного фун-к;ционала Е 

на орбитах nрисоединенного действия на алгебре Ли g переводятся операто­
ром инерции А: g ~ g* в условнъtе э-к;стре.мумъt -к;вадрати-ч-ной формы Е* на 
-к;оприсоединеннъtх орбитах в g"'. 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Пусть хо - элемент алгебры Ли g, О - присоеди­

ненная орбита точки х0 . Произвольвый вектор (касательного пространства 

Тх00 может быть представлен, по определению, как вариация хо, т. е. в виде 
( = ad71 xo для векоторого элемента fJ Е g. 

Поэтому имеем следующее выражение для вариации функцианала энергии 
1 

Е(х) = 2 (х,Ах) вдоль вектора(: 

dE(() = {(, Ахо) = {ad71xo, Ахо) = {хо, ad~(Axo)) = 
= (А- 1 уо, ad~yo) = (А- 1 уо, (*) = dE*((*), 

где через Уо Е g* обозначен образ хо относительно оператора инерции (Уо = 
= Ахо), а(*= ad~yo представляет собой произвольвый вектор, касательный 
к коприсоединенной орбите О* точки YD· 

Предположим теперь, что х0 Е g- критическая точка сужения функции 

Е(х) на присоединенную орбиту О точки Хо. Тогда дифференциал функ­
ции Е равен нулю на касательном пространстве Тх0 0, как и дифференциал 
сужения Е* на касательное пространство к орбите О* точки Уо· Следователь­
но, Уо - критическая точка сужения Е* на коприсоединенную орбиту О*. О 

2.4. Полугрупповой вариациовный: принцип для двумерных стационарных 
течений 

В [ShnЗ) Шнирельман предложил другой вариационный принцип для дву­
мерного случая, позволяющий получить некоторые стационарные решения 

уравнения Эйлера. Грубо говоря, вместо минимизации энергии среди всех изо­

завихренных полей можно рассматривать поля с одинаковой энергией и по­

строить частичный порядок на множестве их роторов. Оказывается, экстре­

мальные поля имеют в пекотором смысле наиболее переметаиные функции 

вихря. 

Рассмотрим ограниченную связную двумерную область М С JR2 с мерой р. 
и краем Г= дМ. Наша задача - описать обобщенные сохраняющие пло­

щадь отображения М в себя, не обязательно взаимно однозначные. Есте­

ственно определить эти отображения с помощью действия на функции, задан­

ныена М. 

Определен и е 2.11. Назовем полиморфизмом ограниченный опера­
тор К в L2(M, JR) следующего вида: 

Ки(х) = J К(х, y)и(y)J..Ly, 
м 

где ядро К(х, у) удовлетворяет следующим условиям: 
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1) К(х,у) ~О, т. е. К(х,у)- неотрицательная мера на М хМ; 

2) J К(х, Y)JLx = 1 для любого у Е М; 
м 

3) J К(х, y)JLy = 1 для любого х Е М. 
м 

Пр и м ер 2.12. Приведем два простых, но важных примера таких опе-
раторов: 

а) пусть <р Е SDiff (М) - сохраняющий площадь диффеоморфизм М. По­
ложим Кср(х,у) = б(у- <р- 1 (х)), где через б(*) обозначенадвумерная б-функ­

ция. Тогда оператор К'Р с ядром Кср(х, у) переводит функцию и(х) в функцию 
и(<р- 1 (х)) и является унитарным в L2(M); 

Ь) если Ко(х,у) = 1/JL(M), где JL(M)- полная мера М, то оператор Ко 
отображает функцию и(х) в постоянную, равную~ среднему значению на М. 

Можно сказать, что произвольный оператор К занимает промежуточное 

место междУ этими двумя крайними случаями. Ядра К(х, у) называются сто­
хастическими ядрами. 

Условия 1) и 2) обобщают свойство диффеоморфизмов сохранять объем: 
вероятностные меры _«образа• элемента dy и «прообраза• элемента dx отно­
сительно оператора К равны, соответственно, мерам элементов dy и dx. 

Все полиморфизмы образуют (слабо компактную) полугруппу Р (сжима­

ющих или, точнее, нерасширяющих) операторов в L2(M). Операторы К"', со­
ответствующие диффеоморфизмам, образуют слабо плотное подмножество Р. 

Представления группы диффеоморфизмов часто можно продолжить на полу­

группу полиморфизмов (Ner2]. 
Определен и е 2.13. Действие полугруппы Р на пространстве L2{M) 

определяет 'Часmи'Чн:ый nорядтс в этом п~странстве. А и~енно, скажем, что 
f-< g, если существует такой оператор К Е 'Р, что f = Kg. Если же f-< g 
и g-< /,будем называть f и g эквивалентными: f ""g. 

Одно полезное в дальнейшем свойство соотношения -< сформулировано 
в следующем утверждении. 

Предложение 2.14 (см. (ShnЗ]). Если J,g Е L2(M) и f-< g, то 
llfi\L2 ~ llg\\L2· При f -< g равенство норм 1\fl\p = \\9IIL2 возможно тогда 
и тмысо тогда, -к;огда g -< f. 

Пусть L2•2{M) -пространство Соболева, состоящее из функций <р, удо­
влетворяющих условию 

L 11Dk<p\\12(M) < оо, <;?\ам = const. 
/k/,..2 

Определение 2.15. Пусть задана функциЯ""'<р Е L2•2(M); обозначим 
через Q"' множество таких функций ф Е L2•2 (M), что 

(2.2а) 

Если рассматривать <р как функцию тока для течения жидкости, то мно­

жество Пер содержит поля, изозавихренные с <р, т. е. поля с функциями тока ф, 
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для которых существует такой диффеоморфизм g: М--+ М, что f}.:ф(х) = 
= !ltp(g(x)). Эти поля образуют коприсоединенную орбиту()'{> поля 'Р· 

Пусть П"' с ri"'{J - множество функций тока 1/J, удовлетворяющих дополни­
тельному условию сохранения энергии 

E('l/J) = E(tp), (2.2Ь) 

1 
где Е('Ф) = 2II'V'ФIIi2 -кинетическая энергия течения с функцией тока 1/J. 

Элемент v Е П'{J называется .мини.ма.л:ь-н:ы.м относительно частичного nо­
рядка в П'{J, если Llv' I'V Llv для всех v' Е П'{J таких, что Llv'-< Llv. 
Теорем а 2.16 (см. [ShnЗ]). Для любой фун~чии 'РЕ L2•2 (M) во .мно­

жестве n'{J существует .мини.мал'ЬН'Ый элемент 1/ Е n'{J. 
Минимальный элемент не обязательно единственен. Суть доказательства 

состоит в исnользовании леммы Цорна (утверждающей, что если для каждой 

линейно уnорядоченной убывающей цеnочки элементов частично упорядочен­

ного множества существует нижняя грань, то в этом множестве существует 

минимальный элемент) в сочетании с относительной слабой компактностью 
множества мер {К(х,у)}. 

Теорем а 2.17 (см. [ShnЗ]). Пусть и- .мини.мальны:й элемент П'{J. То­
гда и - фун:х;ци.я то'Х:а стационарного те'Чени.я, и 'Х:роме того, существу­

ет та'Х:ая одпозна'Чная .монотонная фун'Х:Ци.я F, 'Что Llи = F(и) nо'Чти всю­
ду в М. 

Приведем эквивалентное данной теореме утверждение: если и - ми­

нимальный элемент П'{J, то для почти всех точек х, у Е М nроизведение 

(и(х)- и(у))(w(х)- w(y)), где w := Llи, имеет один и тот же знак. Доказа­
тельство этого факта и nодробности см. в [Shn3]. 

3 а меч а н и е 2.18. Хотя классические решения уравнения Эйлера отве­
чают произвольным траекториям, принадлежащим коприсоединенной орби­

те()'{> какой-нибудь функции tp, при больших значениях времени иреобразо­
вание потока становится аналогичным nеремешиванию, описываемому nоли­

морфизмами. 

Это эвристическое соображение объясняет соотношение между минималь­

ными элементами и стационарными решениями уравнения Эйлера. 
3 а меч а н и е 2.19. Для неодносвязного многообразия М граничные ус­

ловия на функции в пространстве L2•2 (M) имеют вид: 'Рiг, = consti, где Гi -
связная компонента дМ. В ЭТОМ случае множество ri"'P СОСТОИТ ИЗ функций 1/J, 
которые, кроме условия (2.2а), удовлетворяют соотношению 

j :~ ds = j :~ ds для любых i. (2.2с) 

Г; Г; 

Свойство (2.2с) является следствием (2.2а) для односвязного М. 
Минимальные элементы «орбиты~ П'{J можно классифицировать, сравни­

вая их энергию с энергией других элементов множества n'P :::> n'{J, состоящего 
из функций тока, удовлетворяющих условиям (2.2а) и (2.2с) без ограниче­
ния {2.2Ь), налагаемого на энергию. 
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Т е орем а 2.20 (см. (Shn3]). Любой .мини.ма.л:ьн:ый элемент и Е П.., nри-
надлежит одно.му из следующих трех -х;.л.ассов: 

а) с избыто-чной энергией, т. е. Е( и)~ Е(ф); 
Ь) с недостато-чной энергией, т. е. Е( и)~ Е(ф); 
с) нейтральный, т. е. Е( и)= Е(ф) 

для любого ф Е fi..,. Все .минимальные элементы данного .множества П.., при­
надлежат одно.му и то.му же -х;.л.ассу. 

3 а д а ч а 2 .21. Интересно установить связь указанных классов мини­
мальных элементов и упомянутого вариационного принципа с различными 

видами релаксации энергии, обсуждаемыми в п. 2.2 (см. результаты числен­
ного моделирования в (Mof4, Baj]), а также со слабыми решениями уравнения 
Эйлера, рассеивающими энергию (см. [Shn6, Shn7, Shn8}). 

Этот вариационный принцип может послужить основой для формули­

ровки полугруппового аналога (геодезического) вариационного принципа для 
групп (гл. I). В гл. IV, п. 7.7 обсуждается естественный переход от геоде­
зических на группе сохраняющих объем диффеоморфизмов многообразия 

к экстремалям принципа наименьшего действия для так называемых обоб­

щенных течений (которые являются аналогом полугруппы полиморфизмов), 
т. е. переход от классического движения жидкости к обобщенным решениям 

уравнения Эйлера (см. (Bre1, Shn5]). 

§ 3. Ус'fойчивость С'fационарных "rочек на алгебрах Ли 

Для изучения устойчивости стационарных течений жидкости в следующем 

параграфе мы сначала выведем критерий устойчивости для уравнения Эйлера 

на произвольной алгебре Ли. 

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 

Х = f(x), х Е !Rn. (3.1) 

Определен и е 3.1. Точка хо, в которой f(xo) =О, называется устой­
-чивой по Ллnунову, если для любого с: > О существует такое б > О, что 
\x(t)- хо\ <с: для всех t >О как только \х(О) - х0 \ < 8. 

Предположим, что задано также слоение в пространстве !Rn. Точка х0 на­
зывается регулярной точкой слоения, если разбиение окрестности хо на слои 

слоения диффеоморфно разбиению евклидова пространства на параллельные 

плоскости (в частности, все слои вблизи точки хо имеют одинаковую размер­
ность). 

Пр и мер 3.2. Для алгебры Ли so(3) орбиты образуют разбиение трех­
мерного пространства so(3) ~ IR3 на сферы с центром в точке О и саму точку О. 
Тогда все точки пространства IR3 , кроме начала коорд~нат являются регуляр­
ными точками разбиения на орбиты. 

Допустим теnерь, что слоение инвариантно относительно системы (3.1) 
и Е - первый интеграл этой системы, причем: 

1) Хо- критическая точка сужения Е на слой, содержащий х0 ; 
2) Хо- регулярная точка слоения; 
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3) второй дифференциал сужения Е на слой, содержащий хо, есть невы­
рожденная квадратичная форма. 

Следующее утверждение является, по существу, переформулировкой тео­

ремы Лагранжа. 

Теорем а 3.3. То'Ч'К:а хо, удовлетвор.яюща.я. услови.я.м 1)-3), .явл.яетс.я 
стационарной то'Ч'К:ой систе.мъt (3.1). Если, 'К:роме того, второй дифференци­
ал сужени.я Е на слой, содержащий хо, положительно или отрицательно 

определен, то то'Ч'К:а х0 устой'Чива (по Л.япунову). 
Д о к аз а т е ль с т в о. Если у - такая координата на слое, что у(хо) = 

=О, то сужение функции Е на слой можно представить в виде Е(у) = Ео + 
1 + 2 (Е2у, у)+ О(у3 ) при у---+ О, где Е2 -симметрическая матрица: (Е2 у, z) = 

=(у, E2z). Поэтому производпая по времени вдоль траекторий нашей системы 
равна 

Е= (Е2у, у)+ О(у2 )у при у---+ О. 

Если у =f О в начале координат у = О, то точку у можно выбрать сколь угод­
но близко к началу координат так, что (Е2у, у) =f О. Последнее соотношение 
противоречит инвариантности Е. Поэтому iJ =О, и хо - стационарная точка. 

Регулярность слоев около хо означает, что на каждом соседнем слое вбли­

зи х0 существует точка, которая является условным максимумом или ми­

нимумом Е. Часть утверждения, касающаяся устойчивости, очевидна (Ла­
гранж, Дирихле и др.): знакоопределенность Е означает, что на каждом слое 

вблизи х0 Е-уровни образуют семейство эллипсоидальных гиперповерхностей. 
Каждая траектория системы (3.1), начинающаяся внутри такого эллипсоида, 
не выходит из него вследствие инвариантности Е и расслоения (см. рис. 14). О 

Рис. 14. Траектории, заключенные в эллипсоидальные пересечения слоев расслое­
ния (горизонтальные плоскости) и уровней энергии (параболоиды) остаются вблизи 

стационарной точки 

Пусть v- стационарная точкауравнения Эйлера на алгебре Ли g (см. гл. 1). 
Пространство g расслаивается на образы коприсоединенных орбит в алгебре, 
и мы будем считать, что v - регулярная точка расслоения. 

Теорем а 3.4 (см. [Arn4, Arn16J). Второй дифференциал сужени.я 'К:ине­
ти'Чес'К:ой энергии на образ орбитъt 'К:оприсоединенного представлени.я алгеб-
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ры g в ?Срити'Чес-х:ой тй'Ч-х:е v Е g вы'Чис.л.яется по формуле 

262 Elv(~) = (B(v, !), B(v, !)} + ([!, v], B(v, !)}, (3.2) 

где ~ - '/Сасателъный ве-х:тор -х: этому образу, в'Ыражаемьtй 'Через элемент 
а.л,гебр'Ы f Е g по формуле~= B(v, !), а В(., . ) -оnерация на g, оnределенная 
в теореме 4.9 (м. I, формула (4.3)). 

С л е д с т в и е 3.5. Ес.л,и в'Ышеуnомянутая -х:вадраmи'Чная форма nоложи­
тельно и.л,и отрицательно оnределена, то стационарная то'Ч.?Са v является 
устой'Чив'ЫМ решением уравнения Эйлера. 

Пр и мер 3.6. В случае твердого тела (g = .sо(З, JR)) каприсоединенные 
орбиты суть сферы с центрами в нуле, а уровни кинетической энергии об­

разуют семейство эллипсоидов. Сужение энергии на каждую орбиту имеет 

шесть критических точек (которые являются точками касания сферы и эл­
липсоидов): два максимума, два минимума и две.седловых точки (см. рис. 15). 
Максимумы и минимумы соответствуют устойчивым вращениям твердого те­
ла вокруг минимальной и максимальной осей эллипсоида инерции. Седловые 

точки отвечают неустойчивым вращениям вокруг его средней оси. 

Рис. 15. Уровни энергии на коnрисоединенной орбите алгебры Ли sо(З, IR) твердого 
тела 

Подчеркнем, что мы обсуждаем не устойчивость «в линейном приближе­

нии•, а настоящую устойчивость по Ляпунову (т. е. устойчивость относительно 
конечных возмущений в нелинейной задаче). В данном случае разница меж­
ду этими двумя формами устойчивости существенна, поскольку наша задача 
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является гамильтоновой. Для гамильтоновых систем асимптотическая устой­

чивость невозможна, nоэтому устойчивость в линейном nриближении всегда 

нейтральна и не определяет устойчивость положения равновесия нелинейной 

задачи. 

3 а м е ч а н и е 3. 7. Вообще говоря, знаконеопределенная квадратичная 
форма с52 Е не означает неустойчивости соответствующей точки. Положение 
равновесия гамильтоновой системы может быть устойчивым, даже если га­

мильтониан не имеет в этом положении ни максимума, ни минимума. Квад­

ратичный гамильтониан 

2 2 2 2 
Е = (.с) 1 Р1 + ql _ (.с)2 Р2 + q2 

2 2 

является простейшим примером такого рода. Отметим, что поведение соответ­

ствующих собственных значений при включении малой вязкости оказывается 

различным: ±i(.c)1 движутся в левую (устойчивую) гиперплоскость, в то время 
как ±i(.c)2 сдвигаются в правую ( неустойчивую). 
Д о к аз а т е ль с т в о т е орем ы 3.4. Действие элемента ef Е g на точ­

ку v определяется рядом Тейлора для движения вдоль коприсоединенной ор­
биты (ер. с формулой (2.1)) 

е2 
v ~---+ 11 = v +е~+ 2 ( + О(е3 ), е- О, 

где ~ = B(v, !), ( = B(B(v, !), !). Подставим 11 в выражение для энергии 

Е(11) = ~{11, 11}: 

Е(11) = E(v) +е · бЕ + е2 • с52 Е+ О(е3 ), е--+ О, 

где оЕ = (v, ~} и 282 Е=(~,~)+ (v, (}. 
Первая вариация энергии обращается в нуль 

дЕ= (v, B(v, !)} = -(B(v, v),!} =О, 

так как v стационарна, и, следовательно, B(v, v) =О. 
Требуемое выражение (3.2) для с52 Е получается из тождества 

(v, B(B(v, !), !)} = ([/, v], B(v, !)}. 

Покажем теперь, что квадратичная форма с52 Е зависит от ~ = B(v, !), а не 
от самой f, так что она действительно является формой на касательном про­
странстве к образу коnрисоединенной орбиты в g. 

Проверим сначала, что вспомогательная билинейпая форма С(х, у) := 
:= ([х, v], B(v, у)} симметрична: С(х, у) = С(у, х). Из определения оператора 
В, тождества Якоби в g и условия стационарности B(v, v) =О иструдно 
вывести 

([х, v], B(v, у)}= (B(v, [v, х]), у} = ([[v, х], у], v} = ([v, (х, у]], v} + ([х, [у, v]], v} = 

= (B(v, v), [х, у]}+ (B(v, х), [у, v]} =([у, v], B(v, х)}. 
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Наконец, предположим, что B(v, Л)= B(v, !2), и покажем, что соответ­
ствующие значения б2 Е совпадают. Положим х = Л - / 2 , у = / 1 и заметим, 
что B(v, х) =О. Учитывая выражение (3.2) для б2 Е, а также симметричность 
С(х, у), получим требуемое тождество: 

2(б2 E(fl)- б2 E(f2)) = ([х, v], B(v, у))= ([у, v], B(v, х)) =О. 

Таким образом, квадратичная форма J2 Е действительно зависит лишь от ~ = 
= B(v, !), и тем самым теорема 3.4 доказана. О 

3 а м е ч а н и е 3.8. Для уравнения Эйлера на алгебре Ли g рассмотрим 
уравнение в вариа'Ци.R,Х в стационарной точке v 

~ = B(v, ~)+В(~, v). (3.3) 

Пр е д л о ж е н и е 3.9. Квадраmи'ЧНМ форма d2 Е естъ первъtй интеграл 
уравнени.R, в вариа'ЦU.R,Х (3.3). 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Этот факт можно проверить следующими непо­

средственными выкладками. Из (3.2) следует, что 

d 2 • . 
dtб Е= (~.О+ ([f,v],~). 

Поэтому подстановка ~из уравнения в вариациях (3.3) приводит к соотноше­
ниям 

:tб2Е= (~,B(v,~)) + (~,B(~,v)) + ((f,v],B(v,~)) + ((f,v],B(~,v)) = 

=(~,В(~, v)) + ([~, v], ~) + ([v, [f, v]], ~) = 
= ([v, [!, v]], B(v, !)) = -([/, v], B(v, [f, v])) =О. О 

§ 4. Устойчивость двумерных течений жидкости 

Аналогия между уравнениями движения твердого тела и несжимаемой 

жидкости позволяет изучать устойчивость стационарных течений путем рас­

смотрения критических точек функции энергии на множествах изозавихрен­

ных векторных полей (т. е. на ко присоединенных орбитах группы диффеомор­
физмов). 

Этот подход был развит в работе [Arn4]. Отметим также предшествующую 
работу Фьортофта (Fj] и дальнейшие приложения в (HMRW], где приводится 
ряд примеров, демонстрирующих продуктивность метода для различных ди­

намических систем. В этом параграфе мы остановимся вмборочно на несколь­
ких фактах. 

Как было отмечено в § 3, при вариационном подходе к изучению стационар­
ных решений уравнения Эйлера несжимаемой жидкости предполагалось, что: 

1) стационарное течение жидкости отличается от остальных изозавихрен­
ных полей тем, что это (условная) критическая точка кинетической энергии; 
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2) если указанная критическая точка действительно является экстрему­
мом, т. е. локальным условным максимумом или минимумом, и этот экстре­

мум невырожден (второй дифференциал d2 Е положительно или отрицательно 
определен), то (при выполнении некоторых условий регулярности) стационар­

ное течение устойчиво по Ляпунову. 

Хотя эти утверждения формально не вытекают из теорем § 3 вследствие 
бесконечномерности ситуации, окончательное заключение относительно ус­

тойчивости можно проверить, не проводя nромежуточных выкладок. 

4.1. Критерии устойчивости для стационарных течений 

Пусть М -двумерная область, например кольцо, со стационарным течени­

ем в ней (рис. 16). Ниже мы покажем, в частности, что стационарное течение 
в М устойчиво, если его функция тока 7/J удовлетворяет следующим условиям 
на профиль скоростей: 

(4.1) 

при некоторых постоянных с и С. 

Для произвольнаго стационарного двумерного течения градиенты функ­

ции тока и ее лапласиана коллинеарны. Поэтому имеет смысл отношение 

\l'lj;j\7 !::17/J. Далее, в окрестности каждой точки, не являющейся критической 
для функции вихря !::17/J, функция тока 7/J может быть представлена как функ­
ция от значения вихря. 

Рис. 16. Профиль устойчивого стационарного течения в кольце 

Изучение двумерного случая начнем с вывода следующей явной формулы 

для второй вариации энергии. 

Т е о р е м а 4.1 (см. [Arnб, Arnlб]). Вторая вариа-ция энергии Е на .мно­
жестве полей, изозавихреннъtх с данни.м стационарним поле.м v с фун'!Сцией 
то'!Са 7/J, равна 

д2Eiv = ~ /! ((дv) 2 + \:'V:.1/J(&v) 2
) dxdy, 

м 

где дv - варишци.я пол.я с1Соростей, &v - соответствующа.я вариаци.я фун'JС­
ции вихр.я u; = rot v = 1::1 7/J, а dx dy - эле.мент площади на М. 
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3 а меч а н и е 4.2. Условие (4.1), которое налагается на отношение 
V.,P/V D..,P означает, что квадратичная форма 82 Е от 8v положительно опре­
делена. 

В случае, когда отношение V.,P/V D..,P отрицательно и удовлетворяет ус-
ЛОВ ИЮ 

Vф 
о < с ~ - v !::!.:ф ~ с < оо, 

форма 82 Е отрицательно определена, если неравенство 

справедливо для всех <рЕ С2(М) при О< а< с. Последнее неравенство есть, 
по сути, оценка ближайшего к нулю собственного значения оператора Лапласа 

в области М и зависит от формы и размера области. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Из формулы (3.2) для второй вариации энергии 
1 

Е= 2 JJ(v,v)dxdy следует, что 
м 

282Е= jj((8v)2 +(8v,[f,v]))dxdy, (4.2) 

м 

где 8v = B(v, !). 
Интегрируя второй член по частям, получаем 

jj(8v,[f,v])dxdy= jj(8v,rot(f х v))dxdy= jj(&и)(f х v)dxdy, (4.3) 

м м м 

с естественным обозначением f х v для функции на М, значение которой 
в каждой точке равно площади ориентированного параллелограмма, натя­

нутого на f и v, и где rot(f х v) = sgrad(f х v). Из формулы v = sgrad 1/J = 
= ( -1/ly, 'Фх) получаем, что 

f х v = f х (sgrad 1/J) = (!, '\11/J). 

С другой стороны, для w = D. 1/J вариация &и есть производпая w вдоль поля f: 

Сравнивая две предыдущие формулы, получаем 

V'Ф 
f х v = V6.1/J8w, 

откуда с учетом (4.2)-(4.3) и следует утверждение теоремы. О 
Приведеиное выше эвристическое рассмотрение устойчивости, основанное 

на знакоопределенности второго дифференциала кинетической энергии 82 Е, 
можно обосновать и получить критерий настоящей устойчивости со следую­

щими априорными оценками. 
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Теорем а 4.3 (теорема устойчивости, 1Arn6, Arn16]). Предположим, 
что фу·н:1сция т01са стационарного течения '1/J = '1/J(x, у) в области М явля­
ется фун'IСЦией от фу'Н.'Iсции вихря (т. е. фу'Н.'Iсции D..-ф) не толысо лтсально, 
но и в целом.. Пусть nроизводпая фун'IСЦии ттса по вихрю удовлетворяет 

неравенству 

V'I/J 
с ~ V Llф ~ С, где О < с~ С < оо. 

Пусть 'Ф + ср(х, у, t) - фун-к;ция то-к;а другого течения, не обязательно ста­
ционарного. Предположим., что в начальн'Ый .м.о.м.ент цир-к;уляция nоля с-к;о­

ростей возмущенного течения (с фун-к;цией то-к;а '1/J + ер) во-к;руг -к;аждой -к;о.м.­
nоненть& границ'Ы области М равна цир-к;уляции исходного течения (с фун-к;­
цией то-к;а '1/J). Тогда возмущение ер= ср(х, у, t) в -к;ажд'Ый .м.о.м.ент вре.м.ени 

оценивается 'Через начальное возмущение <ро = ср(х, у, О) по фор.м.уле 

j j ((V'cp)2 + c(D..cp)2
) dx dy ~ j j ((V'cpo)2 + C(D..cpo)2

) dx dy. 
м м 

Теорем а 4.3' (вторая теорема устойчивости, 1Arn6, Arn16]). Если ста­
ционарное течение удовлетворяет условию 

Vф 
с~- V Llф ~С, где О< с~ С< оо 

(а та-к;же другим nредположениям. nредЪtдущей теоре.м.'Ы), то возмущение ер 
оценивается через <ро по фор.м.уле 

j j (c(D..cp)2 
- (V'cp)2

) dx dy ~ j j (C(D..cpo)2
- (V'cpo)2

) dx dy. (4.4) 

м м 

3 а меч а н и е 4.4. Если для пекотарого а (О < а < с) неравенство 

I/V'cpl/i2 ~ ai/D..cpl/i2 справедливо для всех ер Е С2(М), то квадратичная форма 
JJ c(D..cp)2 - (V'cp)2 ) dx dy положительно определена: 
м 

jj(c(D..cp)2
- (V'cp)2)dxdy~ (с-а) jj(D..cp)2 dxdy. 

м м 

Поэтому из (4.4) следует, что 

j j(D..cp)2 dxdy ~с~ а jj(D..cp0 )
2 dxdy, 

м м 

что и означает устойчивость стационарного течения '1/J. 
Эвристическая идея, лежащая в основе доказательства теоремы ус­

тойчивости, такова. Подходящий первый интеграл Н(ср), имеющий невы­
рожденный минимум или максимум в стационарной точке '1/J, можно считать 
квадратом «нормы• (полагая Н('Ф) = 0). Это позволяет оценить траекторию 
<pt по норме, которая является положительной в проколотой окрестности 

точки 'Ф на множестве изозавихренных полей. 
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Пр и мер 4.5. Рассмотрим круговое движение с функцией тока 'ljJ = '1/J(p), 
р = Jx2 + у2 , в кольце М= {R1 ~ р ~ R2 }. Переходя к выражению для ла­
пласиана в полярных координатах, получаем следующее достаточное условие 

устойчивости: если отношение '1/J' / ( '1/J" + ~'Ф') 
1 

не меняет знак при рЕ [R1, R2], 

то течение устойчиво (см. [Arnl6]). 
П р и м ер 4.6. Рассмотрим плоскопараллельное течение в полосе О ~ у ~ 

~ 271' в плоскости (х, у) с профилем скоростей v(y) (т. е. с полем скоростей 
( v(y), О), рис. 17). Такое течение стационарно для каждого профиля скоростей. 

Форма 82 Е положительно или отрицательно определена, если профиль 
скоростей не имеет нулей и точек перегиба (т. е. v =j:. О и Vyy =j:. 0). Утвержде­
ние об устойчивости плоскопараллельного течения, если профиль скоростей 

не имеет точек перегиба, есть нелинейвый аналог так называемой теоремы 

Рэлея. Профили, для которых отношение vjvyy строго положительно или 
строго отрицательно, изображены, соответственно, на рис. 17, а и 17, Ь. 

у у 

/ ...... 
7 ' 

...... / 

х х 
а ь 

Рис. 17. Устойчивое по Ляпунову течение жидкости в полосе. Профили с отношени­
ем (а) vjvyy >О и (Ь) vjvyy <О 

Чтобы обеспечить компактность области течения, мы наложим условие 

периодичности х ( mod Х) вдоль координаты х и получим тор 

{(х,у): х mod Х,у mod 211'}. 

Зафиксируем поле скоростей v = (sin у, 0), определяемое функцией тока 

'ljJ = - cos у. Его ротор w = - cos у. Хотя профиль скоростей имеет две точки 
перегиба, функцию тока можно записать как функцию ротора. Отношение 

\1 'ljJ j\1 А 'ljJ равно минус единице. Применяя вторую теорему устойчивости, 
убеждаемся в устойчивости нашего стационарного течения в том случае, 

когда 

2~ х 2~ х 

j j(A<p)2 dxdy ~ j j(\l<p) 2 dxdy 

о о о о 

для всех функций <р с периодами Х по х и 271' по у. Несложно показать, что 
последнее неравенство выполняется при Х ~ 271' и нарушается при Х > 21Г. 
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Таким образом, из второй теоремы устойчивости сле,цует устойчивость си­

нусоидального стационарного течения на коротком торе, когда период в на­

правлении основного течения (Х) меньше ширины потока (27r). С другой сто­
роны, можно непосредственно убедиться в том, что на длинном торе (при 
Х > 27r) данное синусоидальное течение неустойчиво {MSi]. Поэтому в рас­
сматриваемом примере достаточное условие устойчивости, получаемое из вто­

рой теоремы устойчивости, оказывается также необходимым. 

Устойчивость некоторых плоскопараллельных течений и двумерных сфе­

рических течений рассматривалась в {Dik]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы у с т о й ч и в о с т и. Пусть функция 

тока 'ljJ и функция вихря IJ.J = tl'ljJ связаны соотношением 'ljJ = iJ!(tl'ljJ), и обо-
т 

значим через Ф(т) := J iJ!(O) d(} первообразную функции iJ!(O). Тогда вторая 
производпая Ф", вычисленная на функции A'I/J, равна Ф" (tl'I/J) = '\1'1/J j'\1 tl'ljJ, 
и поэтому для т, меняющегося в пределах mintl'ljJ:::;; т:::;; maxtl'I/J, мы имеем 

с:::;; Ф"(т) ~С. (4.5) 

Доопределим определение Ф(т) па всей оси т так, чтобы это неравенство было 

по-прежнему выполнено, и будем в дальнейшем обозначать через Ф функцию, 

расширенную таким образом. Составим функционал 

Н2(<р) = !! с'\1;) 2 

+ [Ф(tl'I/J + tl<p)- Ф(tl'I/J)- Ф'(tl-ф)tl<p]) dxdy. 
м 

Л е м м а 4.7. Фун:к;v,ионал Н2 .лвл.летс.л первъt.м интегралом уравнени.л 

Эйлера: 

Н2(<р(х, у, t)) = Н2(<р(х, у, О)) 
дл.л фун'/Сv,ии mo'/Ca <р(х, у, t) пол.л c'ICopocmeй, удовлетвор.лющего уравнению 
Эйлера. 

Д о к аз а т е л ь с т в о л е м м ы. Рассмотрим функцяопал 

Н(и) = !! с'\1;)2 + Ф(tlи)) dxdy. 
м 

Он постоянен вдоль любого решения уравнения Эйлера вследствие законов 

сохранения энергии и вихря. Поэтому функционал Н(<р) := Н(-ф + <р)- Н(-ф) 
также сохраняется для данного стационарного течения '1/J: 

Н(<р(х, у, t)) = Н(<р(х, у, 0)). (4.6) 

Разложим Н(<р) в сумму Н(<р) = Н1(<р) + Н2(<р), где 

Н1 ( <р) = J J ( ('\l<p, '\1'1/J) + Ф' (tl'I/J )tl<p) dx dy, 
м 

Н2(<р) = jj С'\1;) 2 

+ [Ф(/:l'I/J + А<р)- Ф(tl'I/J)- Ф'(tl'ljJ)A<p]) dxdy. 

м 
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Член Н 1 ( rp) равен нулю как первая вариация инвариантного функционала 
Н(и) на стационарном течении 1/J. Действительно, после интегрирования по 
частям получим 

H 1(rp)= JJ(-1/JD.rp+Ф'(D.?jJ)D.rp) dxdy+ f 1/J~~df. 
М дМ 

Напомним, что Ф' = Ф и Ф(D.'Ф) = 1/J. Кроме того, по сделанному предполо-
n 

жению функция тока 1/J постоянна па компонентах Гi края дМ= UГi, и воз­
i 

мущенные поля имеют одинаковую циркуляцию вокруг каждой граничной 
дrр ~ 

компоненты: f д d1 =О. Поэтому Ht(rp) =О. Следовательно, H(rp) = H2(rp), 
Г; n 

и, согласно (4.6), функционал H2(rp) не меняется. Этим завершается доказа­
тельство леммы 4.7. О 

Возвращаясь к доказательству теоремы, заметим, что из (4.5) следует, что 
для любого h справедливо 

Поэтому 

H2(rp(t)) ~ !! (V;)2 
+ с(~;)

2

) dxdy, 

м 

H2(rp(O)) ~ !! CV~o)2 

+ С(~~о)
2

) dxdy. 

м 

Эти неравенства в сочетании с инвариантностью Н 2 ( rp) завершают доказа­
тельство теоремы устойчивости. О 

Мы оставляем читателю самостоятельно закончить доказательство тео­

ремы устойчивости для случая отрицательного отношения (вторая теорема 
устойчивости) 

V'l/1 3 а меч а н и е 4.8 (см. IM-PJ). Отметим, что условие О < с~ V ~1/J ~ С 

не может выполняться в областях, не имеющих границы. Действительно, из 

существования функции Ф, удовлетворяющей условию 0..< с ~ Ф' (т) ~ С, и та­
кой, что 1/J = Ф(D.?jJ), следует существование обратпой функции F, для которой 
D.'ljJ = F(?jJ), и кроме того, О< с'~ F'('Ф) ~С'. 

С другой стороны, из равенства D.'ljJ = F(?jJ) получаем дx1 A'I/J = F'('Ф)дх 1 1/J, 
а значит, 

J J дx1 1/J(D.дx 1 1/J) dxdy = J J F1 (1/J)(дx 1 1/J) 2 dxdy. 
м м 
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Интегрируя по частям, приходим к следующему соотношению: 

J 8х1'Фд(~~'Ф) di- Jjcvax1 'Ф)2 dxdy= JJ F'(-ф)(8x 1 'Ф)2 dxdy. 
дМ М М 

Отсюда видно, что отсутствие граничного члена приводит к противоречию: 

левая и правая части равенства имеют разные знаки, если 'Ф не константа 

(в тривиальном случае, когда 8х 1 'Ф =О, 8х1 надо заменить на 8х2 ). В част­
ности, это исключает из рассмотрения неограниченные области без границ 

(как, например, М= JR2 , играющую важную роль при моделировании в ме­
теорологии и океанографии) при применении теоремы устойчивости. Чтобы 
преодолеть эту сложность, можно использовать симметрию областей наряду 

с описанным выше критерием устойчивости. 

Теорем а 4.9 (см. IM-P]). В nредположениях теоре.м:ы устой'Чивос­
ти 4.3 стационарное mе'Чение устой'Чиво, если ус.ловие 

в'Ыnолнено лишь д.л.я с~ О. 
Д о к а з а т е л ь с т в о основано на использовании семейства функций Ля­

пунова НЕ(ср), для которых первая вариация на стационарном течении 'Ф рав­
на Hf(cp) =е Jf('Vcp, 'V 6.1/;) dx dy. 

3 а меч а н и е 4.10. Оказывается, критерий устойчивости стационарных 

течений, основанный на второй вариации, не дает результатов, когда размер­

ность больше двух: вторая вариация кинетической энергии в этом случае ни­

когда не является знакоопределенной (см. п. 5.7). 
Инварианты изозавихренных полей (т. е. функции Казимира группы со­

храняющих площадь диффеоморфизмов) играют роль множителей Лагранжа 

при изучении условного экстремума. В обзоре IHMRW] читатель сможет най­
ти исследование устойчивости ряда физически интересных бесконечномерных 

систем путем комбинирования функции энергии с функциями Казимира. Раз­

личные модификации и обобщения метода Рута (называемого также методом 

энергии Кази.мира) можно найти, например, в IMaR, MaS, Vlal, Vla2, W-G]. 
3 а меч а н и е 4.11. (Дж. Марсден.) Краткий путеводитель по методу 

энергии-момента. (Более полный обзор литературы, см. страницу Интерне­

та http:/ fwww.cds.caltech.eduj.marsden/.) 
Метод энергии-момента (ЭМ) расширяет метод Арнольда (или энергии 

Казимира), который был развит для систем Ли-Пуассона на сопряженных 
пространствах к алгебрам Ли (особенно связанных с гидродинамикой). Он 

имеет три достоинства. 

Во-первых, он применим к системам Ли-Пуассона, не обладающим до­

статочным количеством функций Казимира. Такие системы включают в се­

бя уравнения трехмерного течения идеальной жидкости, а также ряд задач 

в теории упругости. В работе IА-Н} используется ЭМ метод, чтобы доказать 
формальную неустойчивость равновесия для трехмерной идеальной жидко­

сти, ввиду растяжения поля вихря. Другие модели жидкости и плазмы, такие 
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как АВС-потоки, а также течения с несколькими максимумами в динамике 

плазмы, тоже приводят к системам Ли-Пуассона. 

Второе преимущества - применимасть метода к системам, не обязательно 

являющимся системами Ли-Пуассона. Твердые тела с упругими антеннами 

(см. [KrM]) доставляют примеры таких систем. Наконец, метод дает более 
точные выводы об устойчивости (например, устойчивость по модулю подгруп­

пы группы симметрий), а также проясняет связи с геометрическими фазами 
(фазами Бэрри), см. [Pat, MMR]. Это преимущества заметно уже в задачах 
динамики твердого тела. 

Метод энергии-момента применяется к механическим системам с симмет­

рией в следующей ситуации. Пусть Q - конфигурационное пространство, 

T*Q -фазовое пространство с действующей на нем группой симметрий G 
и стандартным отображением момента J: T*Q ~--+ g•, где g* - сопряженное 

пространство к алгебре Ли группы G. Случай Ли-Пуассона отвечает ситуа­
ции, когда Q = G. 

Рассмотрим сначала задачу на всем пространстве Т* Q. Здесь относитель­
ными равновесиями, связанными с элементом ~ алгебры Ли, служат критиче­

ские точки расширенного га.милътониана Ht; =Н- (J, ~). Вычислим теперь 
вторую вариацию 82 Ht;,(ze) в точке относительного равновесия Ze с величиной 
момента J.Le, при ограничении J = J.Le и взятую на пространстве, трапевереаль­
ном действию G J.Le • Хотя расширенный гамильтонпаи и играет роль функции 

Е+ Казимир в методе Арнольда, сами функции Казимира в явной форме не 

нужны. 

Подходящее разложение, использующее механическую связность, позволя­

ет записать вторую вариацию 82 Ht;,(ze) в блочно-диагональпой форме. В этих 
[)fCe координатах симплектическая структура имеет простую блочную струк­

туру, и таким образом, линеаризонаиные уравнения также имеют канониче­

скую форму. Даже в постановке Ли-Пуассона удается упростить выражения 

для второй вариации. Именно эта блочно-диагональная структура придает 

методу вычислительную силу. Изложение теории ЭМ-метода можно найти 
в [Mas, SPM, SLM] (см. также изложение в [Mar]). Лагранжена версия имеет­
ся в работе [Lew]. 

Существуют также обратные результаты, основанные на классических ра­

ботах Томпсона и Тэйта, Четаева и других. Оказывается, что если имеется 

седловая точка для 82 Ht;,(ze), то добавление диссипации дестабилизирует от­
носительное равновесие по линейному приближению (а следовательно, и нели­
нейно) см. [BKMR]. 

Метод энергии-момента оказался эффективным во многих конкретных 

случаях. Например, в работе [LeS] рассмотрена зада~а движения неевдо­
твердых тел, которая ранее считалась аналитически трудно разрешимой. 

Динамика тяжелого волчка изложена в [LRSM], приложеимя к динамике 
подводных аппаратов см. [LMa], и для АВС-течений см. [СМа]. Этот метод 
был также использован в контексте свободной границы и гамильтоновых 

бифуркаций [LMMR, LMR]. Наконец, метод также был распространен на 
неголономные системы (системы со связями типа качения), см. [ZBM]. 
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4.2. Блуждающие решения уравнения Эйлера 

Теорема Пушн:к,аре о возвращении утверждает, что при итерациях любого 

сохраняющего объемы непрерывного отображения ограниченной области на 

себя почти все движущиеся точки многократно возвращаются в окрестность 

своего начального положения. 

В частности, фазовый поток уравнения Эйлера на любой -х:оне'Ч.но.мерной 

алгебре Ли обладает этим свойством. Действительно, поверхности уровня 

кинетической энергии (т. е. положительно определенной квадратичной фор­
мы) Е компактны. Каждая траектория уравнения Эйлера принадлежит пе­
ресечению векоторого энергетического уровня с определенной коприсоединен­

ной орбитой алгебры Ли. 

Пр е д л о ж е н и е 4.12. На пересе'Ч.ениях произвольной -х:оприсоединенной 
орбитЪL с не-х:рити'Ч.ес-х:и.ми уровн.я..ми энергии .можно ввести естественнЪt.м 

образо.м обf>ем, инвариантнъtй относительно уравнения Эйлера. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Если w - симплектическая структура на 2m-мер­

ной каприсоединенной орбите О, то симплектический объем 1" = wm сохра­
няется для любого гамильтонова потока на орбите. Поток с гамильтоновой 

функцией Е сохраняет дифференциальную (2m- 1)-форму 1-"Е := wm jdE на 
пересечениях орбиты О с Е-уровнями. О 

Эти пересечения орбит и уровней энергии компактны вследствие положи­

тельной определенности формы Е. 

С л е д с т в и е 4.13. В -х:оне'Ч.но.мерно.м слу'Чае при.мени.ма теорема Пуан­
-х:аре о возвращении: по'Ч.ти все трае-х:тории уравнения Эйлера со временем 

возвращаютел в о-х:рестностъ исходной то'Чох:и. 

3 а меч а н и е 4.14. Уравнение Эйлера с невырожденным оператором 

инерции имеет инвариантную С1-меру на всем сопряженном пространстве g* 
к алгебре Ли (а не только на каприсоединенных орбитах О С g* группы) 
тогда и только тогда, когда группа G уни.модул.я.рна, т. е. операторы ad., 
имеют нулевые следы для всех rJ Е g [Ко2). 

Тем не менее, уравнение Эйлера идеальной жидкости не обладает свой­

ством возвращения: переход к бесконечномерному случаю не безобиден 

(см. [Shn6), где рассмотрены и другие специфические особенности динамики 
двумерной жидкости). Возьмем, например, кольцевую область 

и рассмотрим пространство V бездивергентных С1-гладких векторных полей 
в М, касательных к краю дМ= Г1 U Г2, см. рис. 18. 

Теорем а 4.15 (см. [Nad)). Существует глад'Х:ое бездивергентное ве-х:­
торное поле~ на М (-х:асателъное ох: -х:раю дМ) та-х:ое, 'Ч.то дл.я. любого на'Чалъ­
ного услови.я., близ-х:ого ох: ~ по С1 -нор.ме, соответствующее решение уравне­
ния Эйлера в М не возвращаетс.я. в о-х:рестностъ то'Ч.ох:и ~ после определенного 
.мо.мента времени (т. е. существуют та-х:ие е, Т> О, 'Что дл.я. любого на'Ч.алъ­

ного условия v(O) Е V, удовлетвор.я.ющего llv(O)- ~llct <е, соответствующее 
решение v(t) удовлетвор.я.ет неравенству llv(t) - ~llct >е при всех t >Т). 
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Д о к аз а т е л ь с т в о. Рассмотрим стационарное течение v* с функцией 
тока ln /х/: v* = sgrad(ln /х/). Пусть v* + h- малое в смысле С1-нормы (без­
дивергентное) возмущение поля v*, 1/hl/cl <б. О 

Рис. 18. Выберем гладкое nоле на кольце М, которое обращается в нуль на полу­
кольце М- и ротор которого больше чем о f 4 на отрезке l 

Л е м м а 4.16. Существует та?Сое б> О, -что д.ля любого возмущения h, 
та?Сого -что l/hl/c1 <б, решение v(t) с на-чалън'Ы.М. условием v(O) = v* + h удо­
влетворяет неравенству 1/v(t)- v*l/co < 1/4 д.ля любого t;;::: О. 
Доказательство леммы. Функциявихряrоtv(t) решенияv(t) пе­

реносится потоком. То же верно для функции rot(v(t)- v*) = rotv(t), посколь­
ку rotv* =О. Следовательно, С0-порма функции rot(v(t) - v*) сохраняется, 
так же как и циркуляция поля v(t)- v* вдоль окружностей Г1 и Г2. Поэтому 
утверждение леммы есть, по существу, принцип максимума для функции тока 

'Ф(t) поля v(t), которая удовлетворяет уравнению 1:1-ф(t) = rot(v(t) - v*). 
Обозначим через м_= {х Е M,xl <О} и l = {х Е м, Х2 =О, Х1 > 0}, со­

ответственно, полукольцо и отрезок (рис. 18). Возьмем какое-либо гладкое 
бездивергентное поле и, удовлетворяющее следующим условиям: 

о 
rotи/e > 4· 

Наконец, положим~= v* +и и заметим, что rot~/м_ =О. .,. 
Пусть v(O) Е V- начальное условие, достаточно близкое к~. 1/v(O)- ~l/c1 < 

<е, а v(t)- соответствующее решение уравнения Эйлера па М. Это решение 
определяет для любого t Е IR сохраняющий площадь диффеоморфизм gt коль­
ца М. Окружности Г 1 и Г 2 отображаются в себя при действии gt. 

Кроме того, если выбрать е = б/ 4, то решение v( t) будет достаточно близко 
к v*. Согласно лемме линейная скорость каждой точки внутренней окружно­
сти Г 1 больше 3/4, в то время как скорость каждой точки внешней окружно-
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СТИ г2 меньше 3/8. Соответствующие угловые скорости больше чем 3/4 на гl 
и меньше чем 3/8 на Г2 , соответственно. 

Образ lt := gt(l) отрезка l под действием иреобразования gt соединяет точ­
ки разных окружностей. Угловые координаты соединенных точек расходятся 

со скоростью 3/8, т. е. угол между ними растет как Зt/8. Следовательно, для 
t > 8тг/3 кривая lt обязательно пересекает м_, т. е. lt n м_ =1= о. с другой 
стороны, rot v(t) переносится течением gt, и его сужение на lt больше, чем 
б/4 =с. Поэтому для t > 8тг/3 мы имеем 11~- v{t)llct >с. О 

§ 5. Линейное и экспоненциальное растяжение частиц и быстро 
осЦИЛJIИрующие возмущения 

В этом параграфе мы будем изучать коротковолновые асимптотяки возму­

щений стационарного движения идеальной жидкости (следуя работе [Arn8)). 

5.1. Ливеаризованное и укороченное уравнения Эйлера 

Определен и е 5.1. Трехмерное уравнение Эйлера в вихревой форме 
(или форме Гелъ.мгол:ьца) 

дw 
дt = (v,w), где w = rotv, 

может быть линеаризовано в окрестности стационарного течения v: 

:: = (v,8) + [rot-18,w). {5.1) 

Здесь через [., . ] = -{., . } обозначена скобка Ли (т. е. величина, равная скоб­
ке Пуассона со знаком минус) двух векторных нолей, 8 - возмущение поля ро­
тора: rot(v +и)= w + 8, гдеи-малое возмущение стационарного течения v. 
Под оператором rot- 1 понимается восстановление бездивергентного вектор­
ного поля по его ротору (и по циркуляциям на компонентах границы, если 
дМ =/=0). 

Будем изучать поведение решений этого уравнения, линейного по 8. От­

метим, что первый член в правой части {5.1)- доминирующий по сравнению 
со вторым линейный оператор, действующий на функции 8. Это значит, что 

величина [v, 8] на быстро осциллирующих функциях вида 8 = eikx будет со­
держать более высокие степени волнового числа k, чем те, которые возника­
ют в [rot-18, w]. Поэтому для поля s с быстро осциллирующим возмущением 
второй член в (5.1) можно рассматривать как возмущение первого. Таким 
образом, мы получаем ух:оро'Ч.енное уравнение 

:: = (v, 8]. {5.2) 

Если стационарное течение потенциально ( w = О), второй член в уравне­
нии {5.1) равен нулю, и в таком случае укороченное уравнение (5.2) совпадает 
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с линеаризованным уравнением Эйлера (5.1). В соответствии с теорией воз­
мущений [Fad] естественно полагать, что укороченное уравнение определяет 
непрерывную часть спектра линеаризованного уравнения (5.1). 

Из укороченного уравнения (5.2) следует, что вектор 8 переносится ста­
ционарным течением. Если известна геометрия стационарного течения v, это 
уравнение можно решить явно. Пусть gt - однопараметрическая группа диф­
феоморфизмов, порожденная полем v. Тогда решение укороченного уравне­
ния выражается через его начальные условия по формуле 

(5.3) 

где g; - производпая отображения gt. 

5.2. ПеремеННЪiе действие-угол 

Ниже мы опишем два различных подхода к обоснованию следующего ут­

верждения. 

Пр е д л о ж е н и е 5.2. Для стаtt,ионарного поля, не являющегося поле.м 
Ве.лътра.ми (т. е. для стаtt,ионарного пол.я, 'l'оторое не х:о.л.линеарно своему 
ротору ни в х:ах:ой области), на за.мх:нуто.м трех.мерно.м .многообразии М 
по-чти все решени.я ух:оро-ченного уравнени.я .яв.ляютс.я линейно неустой-чи­

в'Ы.Ми. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Если поля v и w не коллинеарны тождественно 
ни в какой области, то многообразие без границы распадается на ячейки, 

в каждой из которых течение и вихревые линии лежат на двумерных торах 

(см. теоремы 1.2, 1.8 § 1 или [ArnЗ, Arn4]). Можно ввести угловые координаты 
<р = ( 'Pl, t.p2) mod 27r вдоль этих торов и <<переменную действия» z, нумерую­
щую торы, так что при этом элемент объема определяется как dt.p1 dt.p2 dz, 
а поля v и w выражаются формулами: 

д д 
v(t.p, z) = v1(z)-д + v2(z)-д , 

'Pl 'Р2 

д д 
w(<p, z) = w1(z)-д + w2(z)-д . 

'Pl ';?2 

Эти уравнения интегрируемы в системе координат ( t.p1, <р2 , z). Для компонент 
поля 

д д д 
8(t; <р, z) = 81-д + 82-д + 8з-д , 

'Pl ';?2 z 

используя (5.3), получаем выражения: 

Sk(t; <р, z) = sk(O; <ро, z) + tv~(z)s3 (0; <ро, z), 

sз(t; <р, z) = sз(О; <ро, z), 

k= 1,2, 
."_ 

(5.4) 

где t.po = <р- vt, а штрих означает производную по z. Из формул (5.4) следует, 
что решения укороченного уравнения (5.2) (при v' =1 О) обычно возрастают 
линейно по времени. О 

Поэтому обычная (экспоненциальная) неустойчивость линеаризованного 
уравнения Эйлера для течений, не являющихся течениями Бельтрами, может 
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быть обусловлена только вторым членом в формуле (5.1). Согласно теории 
возмуrцений естественно о>Кидать возникновения конечного числа неустой­

чивых дискретных собствениых значений. Bonpoc сохранения ( обнару>Кен­
ной выше) медленной неустойчивости при переходе от укороченного урав­
нения (5.2) к полному линеаризованному уравнению (5.1) обсуждается ни­
же в п. 5.4. Другая возможность для экспоненциальной неустойчивости мо­
жет быть связана с коллинеарностью v и w, когда нельзя ввести переменвые 
действие-угол и геометрия стационарного течения отличается от описанной 

выше (см. [HenJ). Эта форманеустойчивости изучается в п. 5.5. 
3 а меч а н и е 5.3. Интегрируемое стационарное течение (не являюrцее­

ся течением Бельтрами) мо>Кно считать гамильтоновой системой с двумя сте­

nенями свободы, су>Кенной на трехмерный уровень энергии. Теория КАМ для 

сохраняюrцих объем течений на трехмерных многообразиях гарантирует, что 

при определенных условиях невыро>КДенности все течения, достаточно близ­

кие к интегрируемому, сохраняют много двумерных инвариантных торов (см., 
например, обзор по теории КАМ гамильтоновых систем [AKNJ или [С-8, D-1, 
B-Lj, где рассмотрен случай сохранения объема). 

Сказанное означает, что для нестационарного решения уравнения Эйлера, 

достаточно близкого к стационарному полю, не являюrцемуся полем Бель­

трами, поле ротора имеет много инвариантных торов. Действительно, это 
поле ротора решения сохраняет элемент объема и приближает интегрируемое 

поле ротора стационарного течения. (Вихревая форма уравнения Эйлера бо­

лее удобна для данного исследования, так как ротор, в отличие от скорости, 

вморожен в >Кидкость.) Аналогично, для уравнения Навье-Стокса нестацио­

нарные течения, близкие к стационарным течениям Бельтрами, имеют много 

инвариантных торов. 

5.3. Спектр укороченного уравнения 

Для более подробного анализа решений уравнения (5.2) (и другой точки 
зрения на предложение 5.2) разложим nоле 8 в ряд Фурье no nеременным <р, 
используя следуюrцие обозначения. Назовем во.л:н.овы.м ве'!),торо.м т napy це­
лых чисел m1 и mz. Обозначим т1'Р1 + тzcpz через (т, ер), число у' т~+ т~ 
через lтl, а пару n1 = -тz и nz = т1 через n. 

Для каждого волнового вектора определим <<продольное», «поперечное>> 
и «Нормальное» векторные поля: 

m1 д mz д 
е=--+--

m lml дr.р1 lml дr.pz ' 

(При т= О мы полагаем, наnример, em = дjд<р1 и en = д/д<рz.) 
Разложение Фурье поля 8 можно теперь записать в виде 

т 

где Am, Вт И Cm суть функции от z. 
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Легко видеть, что векторные поля em, en и е ... имеют нулевую дивергенцию 
по отношению к элементу объема dcp1 dcp2 dz. Следовательно, 

div s = z)i\т\Am + д ... Ст)еi(т,..,) ( дz := ~). 
т 

Поэтому бездивергентные поля определяются условием 

которое должно быть выполнено для всех т. 

В силу этого условия множество функций Вт и Ст (при т= О имеем 
Со= const, но надо еще добавить функцию Ао) можно взять в качестве «Ко­
ординат• в пространстве всех полей. В этой системе координат уравнение (5.2) 
распадается на ряд треугольных систем: 

{ 

~m = -~\т\vmBm + v~Cm, 
Cm = -~\т\vmCm, 

{5.5) 

где v = Vmem + Vnen- поле скоростей стационарного течения (при т= О до­
бавляется Ао = v~Co), штрих и точка означают дифференцирование по z и t, 
соответственно. 

Формула (5.5) опять влечет неэкспоненциальную неустойчивость уравне­
ния {5.2) (и доказывает предложение 5.2). Кроме того, она определяет спектр 
последнего уравнения: каждому волновому вектору m ставится в соответствие 
отрезок непрерывного спектра, лежащий на мнимой оси. Соответствующие 

«частоты» \m\vm равны всевозможным частотам (т, v) стационарного тече­
ния на торах, соответствующих различным значениям координаты z. Крат­
ность каждого отрезка не меньше двух (В- и С-компоненты имеют одинаковые 
частоты). 

5.4. Теорема Сквайра для сдвиговых течений 

Хотя введенные выше координаты удобны для изучения уравнения (5.2), 
анализ полного уравнения {5.1) обычно труден, поскольку в криволинейных 
координатах оператор rot- 1 имеет сложный вид. Частный случай, когда этот 
анализ можно свести к одномерной задаче, - случай течений с прямыми лини­

ями тока. К этому классу относятся все плоско-параллельные течения, а так­

же и более общие сдвигов'Ые те-чения, в которых частицы жидкости движутся 

в параллельных плоскостях с постоянной скоростью, меняющейся по абсолют­

ной величине и направлению при переходе от одной плоскостw к другой. Изу­

чение такого класса можно рассматривать как приближенное исследование 

общего течения, имеющего тороидальную геометрию, когда кривизной тора 

пренебрегают, а сдвиг (т. е. изменение направления линий тока от одного тора 
к дРугому) учитывают. 

Пусть ср 1 , 'Р2 и z - декартовы координаты, и пусть d12 = dcp~ + dcp~ + 
dz2 -элемент длины. Пусть v = Vmeт + Vnen - поле скоростей сдвигового 



§ 5. Линейное и экспоненциальное растяжение частиц 115 

течения в трехмерном пространстве (или в трехмерном торе пренебрежимо 
малой кривизны). 
П ре д л о ж е н и е 5.4. Сдвигавое трехмерное те-чение яв.л..яется э?Ссnо­

ненциалъно неустой-чивъt.м. тогда и то.л.ъ?Со тогда, ?Согда хотя бы одно из 
двумерных те-чений идеалъной жид?Сости, nо.л.у"Ченных за.м.еной ве?Сmора с?Со­

рости v на его nродо.л.ъную состав.л..яющую Vm с раз.л.и-чнъt.ми во.л.новы.м.и ве?С­

тора.м.и т, э?Ссnоненциалъио иеустой-чиво. 

Таким образом, проблема экспоненциальной неустойчивости рассматри­

ваемого класса трехмерных течений идеальной жидкости сводится к анало­

гичной проблеме для множества двумерных течений, соответствующих раз­

личным значениям волнового вектора т. В частном случае течения с посто­

янной по направлению скоростью v все профили скоростей пропорциональны 
друг другу, и полученный результат согласуется с теоремой Сквайра для иде­

альной жидкости [Squ]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. В данном случае целесообразно рассмотреть пери­

одические течения, не обязательно 2п-периодические (например, можно счи­
тать периоды rp1 и rp2 равными соответственно 2пХ1 и 21rX2). Единственное 
изменение, которое нужно внести в формулы из п. 5.3, состоит в том, что 
теперь волновой вектор т пробегает значения не из целочисленной решетки, 

а из решетки {(т1/Х1,т2/Х2)}. 
При сделанных предположениях разложение поля вихря w по единичным 

векторам em, en и ez имеет вид w = -v~em + v:nen. Матрицы оператора rot 
в координатах Bm, Cm и оператора, отвечающего скобке Пуассона, содержа­
щей w, имеют вид: 

ilтiC~ и v~ ) 
ijтjv~ ' 

где id- тождественное преобразование. Поэтому в наших координатах ли­

неаризованное уравнение Эйлера (5.1) распадается в систему уравнений для 
различных т. После несложных выкладок, получаем для т # О треугольную 
систему 

(5.6) 

а для т = О - систему Ао = Во = Со = О. Первое уравнение отщепляется, 
и если В-компонента не обладает экспоненциальной неустойчивостью, то же 

верно и для С-компоненты (это следует из неодпородного линейного урав­
нения для Cm). Отметим, наконец, что уравнение для Bm содержит только 
продольную составляющую Vm скорости v. 

Заметим также, что уравнение (5.6) совпадает с уравнением, полученным 
при изучении двумерного течения идеальной жидкости, профиль скоростей 

которого есть компонента Vm ( z) скоростей трехмерного течения в направле­
нии волнового вектора т. О 
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Треугольная форма системы (5.6) показывает, что для трехмерных несжи­
маемых течений, в отличие от двумерных, характерен линейный рост возму­

щений ротора по времени даже в отсутствие экспоненциальной неустойчи­

вости. 

5.5. Стационарные течения с экспоненциальным растяжением частиц 

В этом параграфе мы определим стационарное течение несжимаемой жид­

кости с полем скоростей типа Бельтрами, т. е. полем, пропорциональным сво­

ему ротору и не имеющим семейства инвариантных поверхностей, как упоми­

налось в п. 5.2. Этот простой пример играет ключевую роль во многих других 
конструкциях идеальной гидродинамики и теории динамо, которые будут об­

суждаться в дальнейшем (см., например, гл. V, § 4). 
Рассмотрим идеальную жидкость, заполняющую трехмерное компактное 

многообразие М, построенное следующим образом. Рассмотрим сначала ев­

клидово трехмерное пространство с координатами х, у, z и определим следу­
ющие три диффеоморфизма этого пространства: 

T1(x,y,z) = (х+ 1,y,z), T2(x,y,z) = (х,у+ 1,z), 

Тз(х, у, z) = (2х +у, х +у, z + 1). 

Каждое из этих преобразований отображает целочисленную решетку в nро­

странстве х, у, z на себя. Отождествим все точки хуz-пространства, которые 
получаются друг из друга последовательным применением Тi и Т;- 1 (в лю­
бом порядке). Полученное компактное аналитическое многообразие М можно 
считать произведением дВумерного тора {(х, у) mod 1} на отрезок О~ z ~ 1, 
где граничные торы отождествлены по формуле (х, у, О) = (2х +у, х +у, 1). 

Чтобы снабдить многообразие М римановой метрикой, мы определим 

в хуz-пространстве метрику, инвариантную относительно всех Ti. Рассмот­
рим сначала линейное преобразование ху-плоскости, заданное матрицей А 

(отображение, которое «ИЗ кошки приготовляет окрошку», рис. 19): 

Оnератор А имеет собственные значения х1 ,2 = (3 ± ..;5)/2. Отметим, что 
Xl > 1 > Х2 >О, Х1Х2 = 1, а собственные векторы ортагональны друг дру­
гу. Пусть (р, q) - декартова система координат в ху-плоскости с осями р и q, 
наnравленными вдоль собственных векторов, отвечающих собственным зна-

чениям Х1 > 1 и Х2 < 1 соответственно. '" 
Положим метрику равной 

(5.7) 

Метрика df.2 инвариантна относительно преобразований Тi и поэтому опреде­
ляет аналитическую риманову структуру на трехмерном компактном много­

образии М. 
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Рассмотрим теперь векторное поле grad z = 8/ 8z в хуz-пространстве. В си­
лу инвариантности относительно иреобразований Ti оно задает векторное по­
ле v на римановом многообразии М. Поле v является гармоническим на М: 
divv =О, rotv =О. Поэтому v можно считать полем скоростей стационарно­
го потенциального течения идеальной жидкости. Каждая частица жидкости, 

движущаяся вдоль этого поля, экспоненциально растягивается в q-направле­

нии и сжимается в р-направлении, как следует из формулы (5.7). 

у 

х 

Рис. 19. Отображение А тора на себя 

5.6. Исследование линеаризованного уравнения Эйлера 

Уравнение Эйлера (5.1), линеаризованное на поле v, эквивалентно укоро­
ченному уравнению (5.2), поскольку рассматриваемое течение потенциально. 
Простая геометрия течения v позволяет решить укороченное уравнение с по­
мощью формулы (5.3). Удобно представить решение в следующем виде. Рас­
смотрим векторные поля 

-{Зz д 
eq =е дq' 

д e-­z- дz 

в рqz-пространстве. Эти поля инвариантны относительно всех иреобразова­

ний Ti и поэтому могут рассматриваться как векторные поля на многообра­
зии М. Направления полей ер, eq и ez инвариантны относительно фазового 
потока gt поля ez (в координатной форме gt(p, q, z) := (р, q, z + t)), причем 
сами поля иреобразуются следующим образом: 

(этим объясняются названия: растягивающее направление eq, сжимающее 
направление ер и нейтралъное направление ez). Каждое векторное поле и 
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на М можно разложить по этим направлениям: 

и= Upep + Uqeq + Uzez, 

где up, Uq и Uz суть функции на многообразии М. 
Формула (5.3), применеиная к стационарному течению v = ez, имеет вид: 

где ut - линейный оператор, действующий на функции на многообразии М 
по формуле (Ut !)(а) = f(g-ta) в произвольной точке а Е М. Отметим, что 
оператор Ut унитарен, поскольку течение gt сохраняет элемент объема. Фор­
мула (5.8) позволяет ответить на различные вопросы, связанные с ростом 
возмущений стационарного течения v. Во-первых, формула показывает, что 
q-компонента любого возмущения ротора экспоненциально возрастает со вре­

менем, в то время как р-компонента экспоненциально затухает. 

Далее, спектр оператора ut легко исследовать с помощью разложения 
в ряд Фурье по ( х, у) при фиксированном z, а для не зависящих от х и у функ­
ций- с помощью разложения по z. Этот спектр имеет счетно-кратную непре­
рывную (лебегову) составляющую вдоль единичной окружности в С, а также 

дискретное множество собственных значений, соответствующих собственным 

функциям 'Pk = e21rikz (k целые). Это значит, что уравнение Эйлера (5.1 ), лине­
аризованное в окрестности стационарного течения v = ez, имеет счетное число 

(неустойчивых) собственных значений а- 21rik, соответствующих счетному 
множеству возрастающих возмущений вихря s = 'Pk(z)eq (k = ±1, ±2, ... ). 

Сложность предсказания поведения решений линеаризованного уравнения 

Эйлера (5.1) для течений с экспоненциальным растяжением частиц также 
видна из формулы (5.8): для нахождения приближенного решения необхо­
димо знать с достаточно высокой точностью сколько-то гармоник высокого 

порядка начального возмущения s(O), а они быстро возрастают по t. Из фор­
мул (5.8) и (5.4) видно, что экспоненциальное растяжение частиц резко увели­
чивает сложность предсказания роста возмущения по сравнению с течения­

ми, определяемыми «общими• стационарными решениями уравнения Эйлера 

с линейным растяжением частиц (см. п. 5.2-5.4). 
Явления, аналогичные описанным в этом примере, встречаются также 

в других течениях с экспоненциальным растяжением частиц, например, 

в АВС-течениях 

Vx = Asinz + Ccosy, Vy = Bsinx + Acosz, Vz = Csiny + Bcosx 

(см. гл. II, п. 1.1, гл. V, п. 4.2 и работы [Hen, Dom], где Изучаются симмет­
рии и приведены результаты численного моделирования) и в геодезических 
потоках на поверхностях отрицательной кривизны (см. гл. V, п. 4.4). 

5.7. Устойчивы ли пространственные стационарные течения? 

В п. 4.1 было приведено достаточное условие устойчивости плоских стаци­
онарных течений жидкости. В отличие от двумерного случая вторая вариация 
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кинетической энергии стационарного течения среди изозавихренных полей не 

является знакаопределенной для высших размерностей. Следовательно, до­

статочное условие устойчивости, основанное на исследовании второй вариа­

ции, неприменимо (см. замечание 3.7): квадратичные гамильтонианы седлово­
го типа могут соответствовать как устойчивым, так и неустойчивым течени­

ям. Изучение второй вариации обсуждаемое ниже основано на рассмотрении 

быстро осциллирующих возмущений стационарного течения. 

Т е о р е м а 5.5. Пустъ М - трехмерное за.м11:нутое .многообразие, а v -
стационарное те-чение уравнения Эйлера. Если rot v не равен нулю тоа~С­
дественно, то спе11:тр 11:вадрати-ч.ной формы 82 Е (т. е. соответствующего 
са.мосопр.яженного оператора) на ?Сасателъно.м пространстве ?С 1\:оприсоеди­
ненной орбите пол.я v неограни-ч.ен ?Ca'IC снизу, та11: и сверху. 

3 а меч а н и е 5.6. Данная теорема, наряду с ее обобщением на случай 
более высоких размерностей, которое будет сформулировано ниже, была дока­

зана в [S-V]. Неопределенность второй вариации 82 Е в трехмерном случае бы­
ла установлена ранее в [Rou1] (и уже встречалась в [Arn4], см. также [А-Н], где 
рассматривались общие положения равновесия в трехмерном случае). Основ­
ная идея, лежащая в основе всех доказательств, состоит в том, что форма 

82 Е является суммой двух членов, один из которых всегда положителен, но 
имеет меньший порядок, чем другой. Задавая быстро осциллирующую вари­

ацию(, можно получить явное асимптотическое выражение для 82 Е и, таким 
образом, получить произвольный знак второй вариации в направлении(. 

Неограниченность спектра второй вариации имеет место для обобщения 

уравнения Эйлера на случай высших размерностей, определенного в§ 7 гл. I. 
А именно, пусть М- п-мерное гладкое риманово многообразие (n;;:: 3), снаб­
женноеформой объема J.L, пусть v"- 1-форма на М, полученная из J.L-безди­
вергентного векторного поля v по формуле v"(w) = (v, w), где (., . ) - рима­
нова метрика. Кинетическая энергия равна 

E(v)=~(v,v)=~ j(v,v)dJ.L. 
м 

Т е о ре м а 5.5' [S-V] . Пустъ v - глад'/Сое стационарное решение урав­
непил Эйлера в М. Втора.я вариаци.я 82 Е энергии дл.я всех изозавихренных 
полей тождественно равна нулю при условии, -что 1-фор.ма v" за.м?Снута: 
dv" =О. В противном слу-чае спе?Стр са.мосопр.яженного оператора, соот­
ветствующего ?Свадрати-ч.ной форме 82 Е на пространстве изозавихренных 
полей, неограни-ч.ен 'Х:а?С снизу, та?С и сверху. 

3 а м е ч а н и е 5. 7. В действительности уравнение Эйлера определено на 
факторпространстве 1-форм на М: [v"J Е П1 (М)/dП0 (М) (см. гл. I). Это зна­
чит, что смежных классов, удовлетворяющих условию d[v"J =О, существует 
столько же, сколько элементов в Н1 (М), т. е. конечномерное пространство. 
Поэтому среди всех стационарных течений на многообразии М существует 

в точности Ь1 (М) := dimH1(M) линейно независимых, для которых вторая 
вариация кинетической энергии равна нулю. Для всех остальных стационар­

ных течений эта вариация не является знакоопределенной. 
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1 1 
Лемма 5.8. Вторая вариация эиергии E(v) = 2(v,v) = 2 (v~,v~) ua ?Со-

присоедииеииой орбите «изозавихреииых полей» ( то-чиее, ua ее образе в ал­
гебре Ли) определяется ?Свадрати-чиой фор.мой 

82 ЕЮ= ~(i~ dv~ + dp, i~ dv~ + dp) + ~(i~ dv~ + dp, L~(v~)), (5.9) 

где фуu?Сция р въtбраиа та ?С, -чтобы 1-фор.ма i~ dv~ + dp соответствовала без­
дивергеитио.му полю после ри.маиова ото:ж;дествлеиия. 

Д о к аз а т е л ь с т в о л е м м ы. Доказательство заключается в непо­

средственном применении формулы (3.2) к каприсоединенному оператору 
B(v,~) = i~(dv~) + dp. Предполагается, что все поля квадратично интегри­
руемы. Формальное касательное пространство к каприсоединенной орбите 

1-формы v~ есть образ оператора В. D 
Для трехмерного многообразия М эта формула принимает вид: 

82 Е(~)= ~((V' х v) х ~ + V'p, (V' х v) х ~ + V'p) + 
1 + 2((V' х v) х ~ + V'p, V' х (~ х v)). 

Оператор B(v,~) в этом случае принимает вид B(v,~) = (V' х v) х ~ + V'p, где 
функция давления р выбирается так, чтобы векторное поле (V' х v) х ~ + V'p 
было бездивергентным. 

Д о к аз а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.5'. Легко видеть, что из dv~ = О сле­
дует dp =О, и поэтому 82 Е(~) =О. 

Предположим теперь, что ни 2-форма dv~, ни векторное поле v не равны 
пулю в точке х0 Е М. Зафиксируем некоторую функцию rp(x), для которой 
(v, V'<p) и d<p Л dv~ не обращаются в пуль в окрестности И точки хо. Возь­
мем гладкие векторвые поля aR и а1, которые всюду ортагональны V'<p, рав­
ны нулю вне И и всюду удовлетворяют неравенству dv~(aR,ai);;;:: О, причем 
dv~(aR, а1) >О в малой окрестности И' С И. Определим, наконец, комплексвое 
векторное поле а= aR + На1 (здесь мы обозначаем мнимую единицу А, 
чтобы отличить ее от оператора iv)· 

Нашей целью является построение деформаций ~" (равномерно ограни­
ченных по е), для которых величина 82 Е(~е) (положительная или отрица­
тельная) сколь угодно велика по модулю. Отметим, что достаточно выбрать 
в качестве ~" комплексвый вектор, если мы расширим область определения 

и оператора 82 Е, и эрмитова скалярного произведения па комплексификацию 
пространства векторных полей на многообразии М. Действительно, рассмот­

рим эрмитово скалярное произведение (., . )с, линейн~ по первому аргументу 
и антилинейное по второму, которое является комплексификацией веществен­

ного скалярного произведения ( , ) на векторных полях. Тогда из ограничен­
ности спектра 82 Е следует, что веществеииая -частъ величины ( ( 82 Е)~е, ~")с 
ограничена снизу и сверху, когда ~е принадлежит некоторому фиксированно­

му шару в гильбертовам пространстве квадратично интегрируемых комплекс­

ных векторных полей. 
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Для того чтобы построить такие деформации ~е, рассмотрим для просто­

ты случай, когда Jt - риманова форма объема на многообразии. Тогда 1-фор­

ма vь соответствует бездивергентному векторному полю v, если (и только ес­
ли) d*vь =О (здесь оператор d*: Пk(М, С) --t пk- 1 (М, С) является сопряжен­
ным к оператору внешнего дифференцирования d: Пk(М,С) --t Пk+1 (М,С) 
при отождествлении Пk(Mn, С) и nп-k(Mn, С), заданном метрикой). 

Рассмотрим следующее быстро осциллирующее векторное поле ~е, явля­

ющееся такой О(е)-поправкой к полю аехр( AIP/e), чтобы оно было безди­
вергентным. А именно, пусть ~е- поле, соответствующее 1-форме 

Тогда главный член 82Е(~е) в е-разложении при е> О равен 

62 Е(~е) = 
2
1
g (i~.dvь + dp, H(v, V'1,0)аь exp(yCI 1,0/е))с + 0(1) = 

V-IJ ь = -~ (v, \71,0) dv (а, a)Jt + 0(1) = 
м 

= -; J (v, \1'1,0) dvь(ан, а1 )Jt + 0(1), 
м 

где ( . , . )с - эрмитово скалярное произведение, являющееся расширением 

вещественного скалярного произведения ( . , . ) . 
По сделанному предположению, скалярное произведение (v, \1'1,0) не рав­

но нулю на U, в то время как dvь(aн,ai) положительно в U' и всюду на М 
неотрицательно. Поэтому интеграл не равен нулю. Следовательно, мы можем 

сделать вещественную часть 82Е(~е) сколь угодно большой положительной 
или отрицательной величиной, выбирая значение е определенного знака и до­

статочно близко к нулю. 

Таким образом, форма 82 Е не является знакаопределенной и имеет неогра-
ниченный снизу и сверху спектр. О 

3 а м е ч а н и е 5.9 (см. IS-V]). Этот вывод верен и для многообразия с кра­
ем. Можно взять ~е, обращающимся в нуль вблизи края и получить произволь­

но большие положительные или отрицательные значения 82 Е(~е)· Область 
определения соответствующего самосопряженного оператора 82 Е содержит 
все гладкие бездивергентные поля с компактным носителем внутри М. 

3 а меч а н и е 5.10. Можно предположить, что неопределенность второй 
вариации является показателем неустойчивости (см., например, !А-Н]). Хотя 
достаточные условия, обсуждаемые выше, не позволяют сделать никакого за­

ключения, для некоторых течений можно получить ответ другими методами 

(см. в !Yu5] интересное обсуждение связи устойчивости и гладкости решений 
уравнения Эйлера для идеальной жидкости, также см. !Vla2] по поводу пря­
мого метода Ляпунова и IFGV, FV1], где даны критерии неустойчивости для 
специальных трехмерных течений). 



122 Гл. ll. Топология стационарных течений жидкости 

Например, доказано, что жидкость, обладающая поверхностным натяже­

нием и заполняющая (частично или полностью) перевернутый цилиндриче­
ский стакан, является неустойчивой [VIB, Vla2J. Насколько нам известно, для 
сосудов более сложной (нецилиндрической) формы нелинейпая неустойчи­
вость не доказана. 

Ситуация несколько меняется для систем уравнений МГД. В отличие от 

идеальной гидродинамики можно получить трехмерные примеры МГД равно­

весий, для которых вторая вариация полной энергии знакаопределена [FV2]. 
Класс течений, устойчивость которых можно установить с помощью доста­

точного условия, рассматриваемого в этом и предыдущем параграфах, очень 

узок. В частности, вторая вариация энергии оказывается знаканеопределен­

ной для течений, имеющих точку, в которой векторы скорости v и вихря rot v 
неиулевые и не параллельны вектору магнитного поля В. То же утверждение 

справедливо для полей с параллельными магнитным полем и полем скоростей, 

если магнитное поле достаточно слабое: llvll > IIBII в пекоторой точке [FV2J. 
Другие приложения критериев устойчивости к МГД можно найти в [Vla2, 

VIMJ. Устойчивость стационарных дву- и трехмерных течений идеальной жид­
кости со свободной границей изучалась в [SYuJ; по поводу анализа устой­
чивости идеальной, стратифицированной, баратропной и других жидкостей 

см. [Dik, А-Н, HMRW, Gri, VlaЗ]. Отметим также работы [Arn14, DoS, FV1, Lif, 
Shf], в которых приведены различные результаты по устойчивости и асимпто­
тякам возмущений стационарных решений уравнений Эйлера и Навье-Стокса. 

§ 6. Свойства стационарных течений на многообразиях большей размерности 

Существование функции Бернулли для стационарного течения жидкости -
это общее явление, имеющее место в любой размерности (см. п. 1.1). В этом 
параграфе мы обсудим (следуя [GK1, GK2J) как этот дополнительный пер­
вый интеграл влияет на свойства стационарных решений уравнения Эйлера 

идеальной жидкости для высших размерностей. 

6.1. Обобщенные течения Белътрами 

Пусть v - аналитическое бездивергентное поле стационарного течения на 

компактном многообразии нечетной размерности M 2n+l, снабженном формой 
объема J.l· 

Определен и е 6.1. Траектория поля v называется хаоти-ч,ес?Сой, если 
она не содержится ни в одной аналитической гиперповерхности в M 2n+ 1. 

Например, типичная траектория эргодического течения является хаоти­

ческой. 

Пр е д л о ж е н и е 6.2 (ер. 1.81 [GK2]). Апалити-ч,ес?Сое стациопарпое по­
ле v, и.м.еющее хотя бы оi!н.у хаоти-ч,ес?Сую трае?Сторию, nропорциопалъпо 
своему вихрю~' т. е.~= Cv, где С Е JR. 

3 а м е ч а н и е 6.3. Напомним, что в нечетномерном случае поле вихря 
определяется соотношением it;J.L = r.vn, где 2-форма r.v = du есть дифференциал 
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!-формы и, двойственной векторному полю v, и(.)= (v, . ) (см. гл. I). Та­
ким образом, согласно предложению 6.2, поле v с хаотической траекторией 
есть «собственный вектор• оператора rot: v ...._.. ~. хотя при n > 1 этот опе­
ратор нелинейный! Естественно назвать такое поле v обобщен:н:ы.м те-че?-tи­
е.м. Бе.л:ьтра.ми. Утверждается, что течения Бельтрами высших размерностей, 

как и трехмерные, имеют довольно сложную структуру. В частности, переме­

шивание в стационарном течении может возникнуть, только если существует 

хотя бы одна хаотическая траектория, т. е. только в обобщенном течении Бель­
трами. Стационарное течение, не являющееся течением Бельтрами, напротив, 

расслаивается на семейство гиперповерхностей, инвариантных относительно 

течения, и значит, настоящее перемешивание в нем невозможно. Предложе­

ние доказывается рассуждениями, аналогичными трехмерному случаю [ArnЗ, 
Arn4) (см. п. 1.1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Вихревое поле ~ коммутирует с полем скоростей v 

для любого стационарного течения (см. замечание 1.4). Оба поля ~ и v яв­
ляются касательными к «поверхностям Бернулли», т. е. к гиперповерхностям 

уровня аналитической функции Бернулли а: = р + ivи, определяемой стацио­
нарным уравнением Эйлера iv dи = -da:. 

Если функция Бернулли а: не постоянна, то траектории v лежат на гипер­
поверхностях уровня а:, что противоречит сделанному предположению. ( Отме­
тим, что, как и в трехмерном случае, неособые поверхности Бернулли (da: =/=О) 
имеют нулевую эйлерову характеристику, так как касательное поле v не имеет 
на них особых точек.) Если функция а: постоянна, то поля ~ и v коллинеарны 
(замечание 1.6). 

Рассмотрим функцию к:= v2 /e (или иначе,(~.~)= к(v,v)). В силу ком­
мутатявности ~и v функция к инвариантна относительно течения v. Поэтому 
поле v касается поверхностей уровня к. Поскольку v имеет хаотическую тра­
екторию, остается единственная возможность: к :::= const. (Заметим, что функ­
ция Бернулли а: аналитична, а функция к есть отношение двух аналитических 

функций.) Поэтому обе функции а: и к постоянны и поля ~ и v локально про­
порциональны: ~ = Cv, где С= ±1/к = const. D 
Пр и мер 6.4. Векторное поле Хопфа (х2, -х1, х4, -хз, ... , X2n+2• -X2n+1) 

является примером собственного векторного поля для оператора rot на 
S2n+l с JR2n+2 без хаотических траекторий. Приведеиная выше теорема 
утверждает, что существование такой траектории у стационарного потока га­

рантировало бы, что такое векторное поле является «собственным вектором» 

оператора rot. 
Было бы интересно найти нетривиальный пример АВС-течения в более 

высокой размерности и сравнить его эргодические свойства с аналогичными 

свойствами в трехмерном случае (см., например, [Hen)). В частности, инте­
ресно, существует ли аналог аналитической неинтегрируемости АВ С-течения, 
доказанной в [Zig2), для высших размерностей. В работе [Gh) (см. также [E-G)) 
предложена конструкция поля Бельтрами с хаотическими траекториями на 

нечетномерном многообразии M 2n+l, где метрика определяется в процессе 
построения. 
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6.2. Структура четырехмерных стационарных течений 

Основной результат этого параграфа состоит в том, что стационарные те­

чения четырехмерной жидкости весьма похожи на интегрируемые гамильто­

новы системы с двумя степенями свободы. 

Здесь и далее мы изучаем четномерное ориентируемое риманово много­

образие M 2n' снабженное формой объема f-L· в этом случае достаточно об­
щее стационарное решение v порождает замкнутую 2-форму VJ = dи, являю­
щуюся симплектической (невырожденной) почти всюду на М. В частности, 
это позволяет определить еще одну (в дополнение к а) инвариантную функ­
цию на многообразии: Л(х) = wn / f..L, называемую функцией вихря (или элемен­
том «симплектического объема»). Функция Л инвариантна, так как Lvw = О 
и Lvf..L = О. Это означает, что функция вихря Л и функция Бернулли а суть 
первые интегралы течения v на М. 

Пусть р = (а, Л): М-+ JR2 , и Г - множество, образованное всеми такими 
х Е М, что либо Л(х) =О, либо р(х) - критическое значение отображения р. 
Иными словами, Г- объединение нулевого Л-уровня Л и прообраза множества 

критических значений отображения р. 

Теорем а 6.5 (см. [GKl, GK2J). Пустъ М- за.м'Х:нутое ориентируемое 
'Четъtрех.мерное .многообразие. Тогда: 

1) от'Х:р'Ытое .множество И= М\ Г инвариантно относительно те'Че­
нияv; 

2) 'Х:ажда.я. связная 'Х:О.мnонента .множества И расслаивается на двумер­

ные торъt, инвариантные относительно те'Чени.я.; 

3) на 'Х:аждо.м из этих торов линии то'Х:а либо все за.м:~>,нутъt, либо все 
плотны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Форма VJ является симплектической на дополне­

нии множества Л = {Л = О}. Векторное поле v гамильтоново (относительно 
этой симплектической формы) с гамильтонианом а: действительно, по опре­
делению ivVJ = -da. Пусть~- гамильтоново векторное поле на М\ Л с га­
мильтонианом Л. Заметим, что скобка Пуассона функций а и Л тождественно 

равна нулю на М \ Л, так как {а, Л} = LvЛ = О. Поэтому поля v и ~ комму­
тируют, а их течения вместе задают JR2-действие на М\ Л. Отображение р 
фактически является отображением момента для этого действия. Отображе­

ние р инвариантно относительно этого действия, а его орбиты совпадают со 

связными компонентами р-уровней. 

Проекция Plu: И -+ р(И) - собственная субмерсия, поскольку, опреде­
ляя И, мы исключили из М все критические точки отображения р. Следова­

тельно, каждая орбита в И - гладкая замкнутая иоверхность, а значит, это 

либо тор, либо бутылка Клейна. Кроме того, эта поверхность коориентирова­

на посредством формы da Л dЛ. Следовательно, поверхность ориентируема, 
т. е. является тором. Поэтому р расслаивает каждую связную компоненту И на 

торы. 

На каждой орбите течение ~ действует транзитивно на интегральные кри­

вые v. К тому же поле ~ не имеет нулей на И, так как его гамильтониан Л 
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не имеет там критических точек. Таким образом, интегральные кривые v, на 
которые действует~' либо все замкнуты, либо все плотны на каждом торе. О 

Отметим, что для «типичной» пары а и Л множество и открыто и плотно 

в М. Таким образом, теорема дает практически полное описание течения v. 
Вещественно-аналитический вариант этой теоремы для многообразия без 

границы выглядит следующим образом. 

Теорем а 6.6 (см. [GK2]). Пустъ М - за.м:к,нутое ориентируемое -чет'Ы­
рех.мерное .многообразие. Предположи.м -х;ро.ме того, -что все даннъtе (т. е. М, 
J1. и .метршса, а та'/СЖе (J)) являются вещественно-аналити-чес?Си.ми, а da Л 
Л dЛ не обращается тождественно в нулъ на М. Тогда Г - полуаналити­

-чес?Сое подмножество, нигде не плотное в М, а и = М \ Г и.меет ?Соне-ч­
ное -число связных ?Со.мпонент. Каждая связная ?Со.мпонента расслаивается 

на двумерные торы, инвариантные относителъно те-чения. На ?Саждо.м из 

этих торов линии то?Са либо все за.м?Снуты, либо все плотны. 

Аналог этой теоремы справедлив и для многообразия М с границей 

(см. подробности в [GK2]). 
3 а меч а н и е 6.7. А. Для произвольнога четномерного многообразия 

M 2n можно утверждать, что м есть объединение подмногообразий размер­
ности не выше (2п - 2) таких, что стационарное векторное поле v касательно 
к ним. Эти подмногообразия получаются в результате пересечения уровней 

а = const и Л = const и имеют нулевую эйлерову характеристику. 
В. Для произвольнаго нечетномерного многообразия M 2n+l вместо функ­

ции Л= (J)n 1 J1. (и ковекторного поля dЛ) мы определяем векторное поле вих­
ря~ соотношением i~J.L = (J)n. Поля~ и v коммутируют и, следовательно, за­
дают JR2-действие на M 2n+l (см. п. 6.1). Поэтому в нечетномерном случае 
стационарное течение задает слоение размерности 2, в отличие от слоения 
?Соразмерности 2 в четномерном случае. 

6.3. Топология функции вихря 

Пусть (J) - 2-форма, соответствующая стационарному бездивергентному 

полю v на M 2n (т. е. (J) = dи, гдеи-дифференциальная 1-форма и(.)= (v, . ), 
определенная римановой метрикой ( . , . ) на М). В этом параграфе мы изучим 
топологию функции вихря Л = (J)n 1 J1. стационарного течения v. Мы опишем 
некоторые свойства таких Л, что пара (Л,(J)) (при не сильных ограничениях) 
не имеет «слишком большого числа симметрий>>. 

Пусть g - алгебра Ли всех бездивергентных векторных полей на М. Ста­

ционарные течения являются критическими точками энергии на каприсоеди­

ненной орбите О С g*, которая состоит из 2-форм (J), соответствующих по­
лям, изозавихренным с полем v на М. Ясно, что топологические инварианты 
функции Л, такие как число ее критических точек, их индексы и т. д., зависят 

только от орбиты О. Это простое наблюдение позволит нам найти орбиты, 
совсем не имеющие стационарных решений (см. п. 6.4). 

О пр е д е л е н и е 6.8. Функция f на компактном симплектическом мно­
гообразии (P,(J)) не допус?Сает дополнителъных си.м.метрий, если произволь-
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ная функция g, удовлетворяющая {/,g} =О, постоянна на связных компонен­
тах множеств уровня функции f (т. е. из {!, g} = О следует, что дифференци­
ал dg пропорционален df с коэффициентом, зависящим от точки наР). 

3 а м е ч а н и е 6.9. На двумерном симплектическом многообразии ника­
кие функции не допускают дополнительных симметрий. Гипотетически функ­

ция общего положения на компактном симплектическом многообразии любой 

размерности не допускает дополнительных симметрий [GK2]. Это верно для 
dimM = 4 (ер. [ММе]). Оказывается, данный вопрос тесно связан с некото­
рыми тонкими вопросами гамильтоновой динамики. Общую гипотезу можно 

рассматривать как гамильтопов вариант следующей проблемы общей неинте­

грируемости. 

3 а меч а н и е 6.10. Отступление о свойстве неинтегрируемости. Со вре­

мен Пуанкаре принято использовать термин «неинтегрируемая динамическая 

система~ в значении «динамическая система, не имеющая аналитических пер­

вых интегралов~. Существует, однако, ряд других возможностей. Например: 
1) отсутствие инвариантных гиперповерхностей (или главных идеалов); 
2) отсутствие инвариантных замкнутых 1-форм (или многозначных пер­

вых интегралов); 
3) отсутствие инвариантных распределений касательных подпространств 

(или инвариантных пфаффовых модулей); 
4) отсутствие инвариантных расслоений (или инвариантных вполне инте­

грируемых пфаффовых систем). 
Рассмотрим динамическую систему с дискретным временем (диффеомор­

физм компактного многообразия) и объект одного из указанных выше ти­
пов (функция, идеал, замкнутая 1-форма и т. д.). Образы этого объекта при 
многократном применении диффеоморфизма могут образовывать конечное 

множество (если они периодически повторяются) или бесконечную последо­
вательность и могут порождать конечно- или бесконечномерное пространство. 

Эти свойства отражают «степень хаотичностИ>> динамической системы. 

3 а д а ч а 6.11. Образуют ли неинтегрируемые (в смысле каждого из че­
тырех приведеиных определений) системы открытое множество в простран­
стве динамических систем на Многообразиях достаточно высокой размерно­

сти? Гипотетически это имеет место в пространстве гамильтоновых систем 
вблизи эллиптической точки равновесия. 

Даже отдельные примеры систем, неинтегрируемых в строгом смысле 

[1), 2), 3) или 4)] представляют интерес. Следующий пример хаотического 
поведения принадлежит О. Козловскому [Koz1]. Рассмотрим росток аналити­
ческого отображения 

комплексной прямой z Е С на себя в окрестности неподвижной ( эллиптиче­
ской) точки О. Пусть иррациональное число() необыч:но хорошо аппроксими­
руется рациональными числами. Тогда существует бесконечно много перио­

дических орбит в любой окрестности начала координат. Такие отображения 
неинтегрируемы в смысле 1)-4). 
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Еще одно обобщение понятия интегрируемости было предложено В. Юдо­
вичем [Yu2J, который ввел понятие косимметрии векторного поля. Коси.м­
.метрией называется поле гиперплоскостей в касательных пространствах, со­

держащих данное векторное поле (их можно назвать неголономными связя­
ми). Это поле гиперплоскостей может быть вырожденным в некоторых точках 
многообразия и определяется 1-формой (возможно с нулями), аннулирующей 
заданное векторное поле в каждой точке. 

Каждое неиулевое векторное поле локально обладает некоторыми три­
виальными косимметриями. Существование глобальной косимметрии влечет 

некоторые ограничения на топологические свойства поля. Пример: если поле 

с неподвижной точкой имеет нетривиальную косимметрию, то эта неподвиж­

ная точка неизолированная (и, вообще говоря, принадлежит кривой непо­
движных точек). Если векторное поле допускает 2 косимметрии, оно, вообще 
говоря, имеет поверхность положений равновесия и т. д. Это явление описыва­

ется скосимметрической версией• теоремы о неявной функции [Yu2]. Кроме 
того, для динамических систем с косимметриями типичны бифуркации, в ко­

торых из точки равновесия рождается семейство таких точек (явление беско­
нечной коразмерности среди всех динамических систем). Бифуркация Хопфа 
рождения цикла в системах с косимметриями описана в [К u У]. 

Юдович обнаружил нетривиальные косимметрии в некоторых физических 

системах гидродинамической природы (теории просачивания) и механики 
Ньютона. Например, если векторное поле имеет первый интеграл <р, то диф­

ференциал d<p является (голономной) косимметрией. (Пример: для второго 
закона Ньютонах= F(x) с потенциальной силой F(x) сумма потенциальной 
и кинетической энергий есть первый интеграл уравнения.) Понятие ко~им­
метрии придает естественную формулировку теореме Нётер о существовании 

первых интегралов, аналогичных моментам, для уравнения Ньютонах= F(x) 
с непотенциалъной силой F(x) [Yu2J. Неголономвые косимметрии этого урав­
нения свидетельствуют (в общем положении) о существовании непрерывных 
семейств равновесий даже для этой классической ситуации. 

Возвращаясь к стационарным течениям жидкости на многообразиях чет­

ной размерности, дадим следующее 

Определен и е 6.12. Каприсоединенная орбита О С g* не доnус-х:ает 
доnолните.л:ьн'ЫХ си.м.метрий, если для любой (или, что эквивалентно, для 
какой-либо) 2-формы w Е О соответствующая функция вихря Л не допуска­
ет дополнительных симметрий на л- 1 ([а,Ь]) для любой пары ее регулярных 
значений О < а < Ь или а < Ь < О. (Отметим, что форма w является симплек­
тической только на дополнении к нулевому уровню функции Л = wn / J.L·) 

Определения 6.8 и 6.12 согласованы: функция f на компактном симплекти­
ческом многообразии не допускает дополнительных симметрий, если и только 

если их не допускает ее сужение на прообраз любого отрезка с регулярными 

концами. 

Определен и е 6.13. Функцию на компактном многообразии назовем 
фун-х;цией Морса, если все ее критические точки невырождены, т. е. если мат­
рица вторых частных производных функции ( гессиан) невырождена в каждой 
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критической точке. Количество отрицательных собственных значений гесси­

ана называется инде?Ссо.м Морса критической точки. 

Орбита О с g* имеет .морсовс?Сий тип, если для любой (или, что эквива­
лентно, для какой-либо) w Е О функция Л есть функция Морса на М, постоян­
ная на каждой связной компоненте дМ. Орбита называется положителъной, 

если Л(х) положительна при всех х Е М\ дМ. 
Теорем а 6.14 (см. [GK2]). Пустъ dimM = 2n ~ 4, и О -орбита .мор­

совс?Сого типа без дополнителънъtх си.м.метрий. Допустим, -что О содержит 

стационарное решение. Тогда для любой w Е О ?Срити-чес?Сие то-ч?Си фун?Сции 
вихря Л и.меют инде?Ссъt либо все не .менъшие n, либо все не болъшие n на 
?Саждой связной ?Со.мпоненте М \ {Л = О}. 
Пр и мер 6.15. ЕслиО-та же, что и выше, а Л> О на М\ дМ, то Л не 

может иметь одновременно и локальный максимум (индекс 2п), и локальный 
минимум (индекс О) на М\ дМ. 
Д о к аз а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Предположим для простоты, что О -

положительная орбита, т. е. Л > О на М. Для доказательства общего случая 
требуется лишь незначительная модификация. Пусть w Е О - стационарное 

решение (Lvw = 0), а а - соответствующая функция Бернулли такая, что 
da = -ivw. 

Поскольку Л= wn / f-L не допускает дополнительных симметрий и {а, Л}= О, 
функция а должна быть постоянна на связных компонентах Л-уровней. 

Л е м м а 6.16. Фун?Сции Л и а и.меют одина?Совые ?Срити-чес?Сие то-ч?Си. 
В -частности, ?Срити-чес?Сие то-ч?Си фун?Сции а изолированы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы. Так как Л не допускает дополнительных 

симметрий, из dЛ(х) =О следует, что da(x) =О. Оставшаяся часть критическо­
го множества функции а может быть лишь объединением нескольких связных 

компонент Л-уровней. Для векторного поля v и соответствующей двойствен­
ной 1-формы и(.)= (v, . ) имеем 

и(v) = (v, v) ~О. 

Рассмотрим векторное поле rJ на М, определенное формулой i 71w = и. По­
ле rJ растягивает форму w = dи: L71w = w. Более того, оно является градиент­
ноподобным для функции Бернулли а: 

L 71 a = i 71 da = -i11ivw = ivи = и(v) ~О. 

Кроме того, 
L 71 a = О {::} и( v) = О {::} и = О. (6.1) 

Если критическое множество функции а содержит связную компоненту Г 

Л-уровня, то L71.,a =О при всех х Е Г и, как следствие эквИВалентности (6.1), 
иlг =О. Поэтому wlг = dиlг =О. Но это невозможно, поскольку Г является 
гиперповерхностью в симплектическом многообразии (M,w) и 2п = dimM ~ 
~ 4. Лемма доказана. О 

Теперь заметим, что все нули векторного поля rJ невырождены, как следует 
из L71w = w. Следовательно, поле rJ имеет гладкие растягивающее и сжимаю­
щее многообразия дополнительных размерностей в окрестности каждой своей 
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особой точки. Кроме того, размерность растягивающего многообразия в каж­

дой точке не меньше n. Действительно, сужение симплектической формы VJ 

на сжимающее многообразие ry должно равняться нулю в силу того, что поле ry 
растягивает w, и поэтому все сжимающие многообразия имеют размерности 
не выше n. 

Теперь мы можем завершить доказательство теоремы. Поле ry является 
градиентноподобным для функции а. Поэтому ry либо градиентноподобное, 
либо антиградиентноподобное для Л па всем М, поскольку Л- и а-уровни сов­

падают в окрестности каждой критической точки и Л - функция Морса. Та­

ким образом, во всех критических точках функции вихря Л размерности всех 

ее растягивающих или всех сжимающих многообразий одновременно ограни­

чены числом n снизу. Отсюда и вытекает искомое неравенство для индексов 
Морса критических точек функции Л. D 

Можно показать, что все критические точки функции а невырождены, за 

исключением, возможно, ее максимумов и минимумов. 

Теорема 6.17 (см. [GК2J).Пустъ М диффео.морфно дву.мерно.му дис­
"'У В2 • Если орбита .морсовс"'ого типа О С g* содержит стационарное реше­
ние, то д.л.я .любой VJ Е О фун"'ция вихря Л не .может и.метъ одновременно 

.ло"'а.лън·ый .ма"'си.му.м и .ло"'а.лънъtй .мини.му.м в М при условии, 'Что Л > О на 
М\аМ. 

Заметим, что, поскольку dim М = 2, орбита О автоматически не допускает 
дополнительных симметрий. Приведеиное ниже доказательство основано на 

следующем рассуждении, очевидном с физической точки зрения. Минимумы 

и максимумы функции вихря соответствуют вращениям жидкости в проти­

воположных направлениях. С другой стороны, априори положительность Л 

означает закручивание жидкости против часовой стрелки. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Во-первых, напомним, что функция а не может 

иметь максимумов. Действительно, в окрестности максимума градиентнопо­

добное (для а) поле ry сжимало бы площадь, что противоречило бы уравне­
нию L 11w = VJ. Пусть Г -критическое множество функции а. Заметим, что 

поскольку а постоянна на а М, множество Г либо содержит край а М, либо не 

пересекает его. 

Покажем, что множество М\ Г связно. Допустим противное, тогда су­

ществует такое открытое множество И с М \ Г, что а и с Г. Множество И 
инвариантно относительно течения поля ry, так как da (а значит, и ry) обраща­
ется в нуль на Г. С другой стороны, как сказано выше, существование такого 

множества И противоречит увеличению площади. 

Отметим, что поле ry является градиентноподобным для Л в окрестности 
каждого локального минимума Л. Действительно, каждый локальный мини­

мум функции Л одновременно локальный минимум функции а, а поле ry гради­
ентноподобно для а. Б то же время, вблизи локального максимума функции Л 

поле ry должно быть антиградиентноподобным для Л. Переход от градиент­
ности к антиградиентноподобности (и наоборот) может иметь место только 

на Г. Но Г не разделяет М. Поэтому ry является либо градиентноподобным, 
либо антиградиентноподобным на всем М. Это и доказывает теорему. D 
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6.4. Отсутствие гладких стационарных течений и точность ограничений 

Применяя теоремы 6.14 и 6.17, можно легко найти коприсоедипенную ор­
биту, которая не содержит стационарного решения. 

Особенно прост случай, когда область М двумерна. Рассмотрим диск М = 
= В2 С IR.~,y с JL = dx Л dy и w = ЛJL, где >.. - положительная функция Морса 
на В такая, что Лlав = const. Предположим также, что>.. имеет и локальный 
максимум, и локальный минимум внутри В (см., например, рис. 20). 

Рис. 20. Кривые уровня и профиль функции вихря, не имеющей гладкого стацио­
нарного течения 

С л е д с т в и е 6.18 (теоремы 6.17). Не существует та?Сого глад?Сого ста­
ционарного решения на В2 

1 фу'Н.'/СЦUЯ вихря '/СОторого nолу'Ч.ается из фун'/С­
ции >.. nри.менение.м. сохраняющего площадь диффео.м.орфиз.м.а. 

Следует отметить, что «обобщенное стационарное решение• с разрывной 
функцией вихря все же может существовать и представлять определенный 

интерес для приложений [Mof4J. 
3 а меч а н и е 6.19 (см. [GK2J). Оказывается, теоремы 6.8 и 6.10 пред­

ставляют собой точные результаты, если не принимать во внимание метрику. 

А именно, не существует общих ограничений на топологию функции вихря за 
исключением тех, которые даны в теоремах. 

В двумерном случае можно, например, рассмотреть положительную глад­

кую субгармоническую функцию >.. на С ~ JR.2 , постоянную на единичной 
окружности. Тогда на единичном диске В2 существуют метрика ( . , . ) и пло­
щадь JL такие, что >.. является функцией вихря пекоторога стационарного 
решения. В частности, функция вихря может иметь сеДJЮвые критические 

точки, по крайней мере для пекотарого выбора метрики и объема. 

Аналог следствия 6.18 для высших размерностей вытекает из теоремы 6.14. 
Пусть О С g* - орбита морсовекого типа, положительная (т. е. >.. >О) и не 
имеющая дополнительных симметрий. 

С л е д с т в и е 6.20 (теоремы 6.14). Предположим, 'Что в не?Соторой то'Ч.­
?Се w Е О фун?СЦия вихря >.. и.меет ?Сритu'Чес?Сую то'Ч.?Су инде?Сса k1 < n и ?CpU-
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ти-чес?СУЮ тач:r:.у инде'/Сса k2 > n, где 2n = dim М. Тогда '/Соприсоединенна.я. ор­
бита О не содержит стационарн'Ых решений. 

С л е д с т в и е 6.21. Предпо.ложи.м., -что 

для не'/Сотор'Ых k1 < n и k2 > n, тогда О не содержит стационарн'Ых ре­
шений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно применять неравенства Морса. О 
Теперь утверждение о точности ограничений выглядит следующим об­

разом. 

Теорем а 6.22 {см.[GК2]). Пусть М - 'IСО.м.па'/Стное .многообразие с 'IСра­
е.м., dim М = 2n ~ 6, и Л - г.п.ад7Сая nо.ложите.л.ъна.я. фуюсция на М та'IСа.я., 
'ЧтО f постОЯННа На свЯЗН'ЫХ '/СО.М.nонентах грани'Ц'Ы дМ и инде'/СС'Ы всех ?Сри­
ти'ЧеС'/СUХ тО"Че'/С фун'/Сции Л не в'Ыше n. Предположи.м. та'IСЖе, -что М до­
пус'/Сает по-чти '/Со.м.nле'/Ссную cтpy'ICmypy. Тогда существуют тa'ICUe .метри'IСа 
и фор.м.а обl}е.м.а на М, -что Л - фун'IС'Ция вихря не'/Соторого стационарного ре­

шения. 

Д о к аз а т е л ь с т в о использует результат Я. Элиашберга [El2] о том, 
что многообразие М допускает комплексную структуру такую, что замкнутая 

2-форма"' =-21m аал является симплектической формой на м. 
Различные связи между стационарными решениями и комплексными 

структурами, а также другие детали и более тонкие ограничения на пары 

{w, Л), наложенные существованием стационарных решений, обсуждаются 
в [GK2J. 
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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МАГНИТНЫХ 
И ВИХРЕВЫХ ПОЛЕЙ 

Звезды и планеты часто состоят из почти идеальных проводников и об­

ладают магнитными полями. Эти поля называют «вмороженными» в среду 

(например, в плазму или магму), несмотря на температуру порядка миллиона 
градусов. Математически это означает, что любое движение среды действует 

на эти поля как диффеоморфизм, сохраняя взаимное расположение силовых 

линий. Такое преобразование, вообще говоря, может уменьшить магнитную 

энергию поля. В то же время топологическая структура поля преnятствует 

полной диссипации магнитной энергии звезды или планеты. 

С другой стороны, неоднородность движения среды nриводит к растяже­

нию частиц и может поэтому увеличивать магнитную энергию (преобразуя 
часть кинетической энергии движения в магнитную энергию). Этот двойной 
механизм, очевидно, и производит эффект динамо, порождая сильное магнит­

ное поле из очень малых магнитных «зереН>> (см. гл. V). 

§ 1. Минимальная энергия и спиралъвость вмороженного поля 

1.1. Вариационная задача дЛЯ магвитвой энергии 

Эта глава посвящена отысканию минимума энергии среди полей, nолучен­

ных из данного бездивергентного векторного поля действием сохраняющих 

объем диффеоморфизмов. 

Энергия векторного nоля ~, определенного в области М трехмерного ев­

клидова nространства JR.3 , определяется интегралом Е = J ( ~, ~) JL· (Этот ин-
м 

теграл равен удвоенной энергии, изучавшейся в предыдущих главах, что за-

метно упрощает дальнейшие оценки. В этой главе пространство JR3 всегда 
оснащено стандартной метрикой, а JL- форма объема.) 

В более общей постановке предnолагается, что М - риманово многообра­

зие (возможно с краем), а nоля бездивергентны по отношению'"к римапаву 
объему. На поля накладываются некоторые граничные условия, например, 

предполагается, что поле касается границы дМ многообразия М или что 

нормальная комnонента поля равна заданной функции на границе. Энергия 

Е= (~, ~) = J (~, ~)JL есть гео.метри'Чес?Са.я характеристика поля, зависящая от 
м 

выбора римановой метрики ( . , . ) . 
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Нашей целью является оценить энергию посредством топологических ха­

рактеристик поля. Свойство поля называется топологи-чес'IСи.м, если оно со­

храняется под действием диффеоморфизмов, сохраняющих объем (и, возмож­
но, меняющих метрику). 

3 а меч а н и е 1.1. В магнитной гидродинамике, где естественным обра­
зом возникает эта вариационная задача, роль ~ играет магнитное поле В, 

вмороженное в идеально проводящую (но имеющую конечную вязкость v) 
жидкость, которая заполняет <<Звезду» М. 

При соответствующем выборе единиц измерения поле скоростей v и маг­
нитное поле В удовлетворяют системе уравнений (ер. гл. I, § 10): 

{ 
~~ + (v, V)v = -Vp + vAv + (rotB) х В, divv =О, 
а::+ {v,B} =О, div В= О, 

где { . , . } - скобка Пуассона двух векторных полей. Ковариантное дифферен­

цирование (v, V)v, оператор Лапласа А, rotB и векторное произведение х, 
стандартные для IR3 , имеют естественные обобщения на случай произвольнога 
риманова многообразия М. В начальный момент заданы магнитное поле В 

и поле скоростей v. Член (rot В) х В представляет собой силу Лоренца j х В, 
действующую на ток j, совпадающий (с точностью до множителя 41Г) с rot В 
согласно уравнению Максвелла. 

Физики полагают, что в процессе эволюции кинетическая энергия рассе­

ивается благодаря слагаемому vЬ.v, содержащему вязкость, и <<В конце кон­

цов» движение прекращается, причем каждая частица достигает некоторого 

конечного положения. Если это так, то вмороженное магнитное поле должно 

достигнуть пекоторой конечной конфигурации. Энергия этого конечного поля 

должна быть локальным минимумом энергии, иначе магнитная энергия пре­

вращалась бы в кинетическую, и, вследствие силы Лоренца, жидкость двига­

лась бы и дальше до тех пор, пока под действием гидродинамической вязкости 

не рассеется избыток магнитной энергии над минимальным значением. 

1.2. ЭкстремальНЪiе поля и их топология 

Вариационный принцип для магнитных полей является двойственным 

к изучавшемуся в гл. II вариационному принципу для стационарных течений 
жидкости в следующем смысле. 

Функционал энергии, который подвергается минимизации, одинаков в обе­

их задачах. Область определения этого функдионала в случае магнитного 

поля состоит из всех полей, диффеоморфных данному, в то время как для 

идеальной жидкости область определения есть класс изозавихренных полей, 

т. е. полей с диффеоморфными роторами. (Термин <<двойственный>>, употреб­
ленный выше, указывает на то, что область диффеоморфных полей - это 

присоединенная орбита в алгебре Ли всех бездивергентных векторных полей, 

тогда как изозавихренные поля образуют каприсоединенную орбиту этой ал­

гебры, см. гл. I.) 
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Экстремальные поля в обеих вариационных задачах совпадают (!Arn9J, до­
казательство см. в гл. П, § 2). Эти поля имеют особую топологию (ер. с гл. II, 
§ 1). А именно, экстремалями являются бездивергентные поля, коммутируiо­
IЦИе со своими роторами. Это либо течения Бельтрами (т. е. поля, пропорцио­

нальные своим роторам), либо «интегрируемые» течения, линии тока которых 
заnолняют почти всюду торы и кольца (см. рис. 9 в гл. II). 

Такой анализ топологии экстремальных полей не дает оснований наде­

яться, что идеализированная физическая модель затухания магнитного поля, 

описанная выше, верна для достаточно общих начальных условий. Действи­

тельно, можно выбрать начальное магнитное поле В, не имеющее инвариант­
ных магнитных поверхностей. Тогда конечное поле, если такое существует, не 

может иметь инвариантных торов или колец и должно быть соленоидальным 

полем весьма специального (Бельтрами) типа (см. работу [Hen], в которой 
впервые был численно обнаружен хаос в течениях Бельтрами). Но такие поля 

слишком редко встречаются, и среди них вряд ли найдется поле с заданной 

топологией магнитных линий. 

Для адекватного описания физического процесса необходимо принять во 
внимание магнитную вязкость, нарушающую предположение о том, что поле 

вморожено, и вызывающую «переключение» магнитных линий. Такой процесс 

не учитыналея в нашей первоначальной системе уравнений (следует добавить 

член р,6.В в правую часть второго уравнения, чтобы отразить это явление). 
В опрос 1.2. В какой степени экстремальные поля могут быть исполь­

зованы для изучения поведения В на больших интервалах времени? Какие 

явления возникнут, когда движение жидкости затухнет вследствие обычной 

вязкости, но магнитная вязкость еще не погасит магнитное поле В? 

1.3. Оценка энергии через спиральность 

Пусть ~ - бездивергентное векторное поле, определенное в односвязной 
области М с IR3 и касательное к краю области. 

Определен и е 1.3. Спира.л:ьностъю (или инвариантом Хопфа) по­
ля ~ в области М С IR3 называется величина 

'НЦ) = j (~, rot- 1 ~) dV, 

м 

где (.,.)- евклидоно скалярное произведение, а А= rоГ 1~- бездивергент­
ный вектор-потенциал поля~, т. е. \1 хА=~, div А= О. 

Этот интеграл не зависит от конкретного выбора вектор-потенциала А (ко­
торый определяется с точностью до слагаемого - градиента lV f гармониче­
ской функции, поскольку область М односвязна). Действительно, интегрируя 
по частям, получим следующее выражение для разности значений спираль­

ности, соответствующих двум разным потенциалам А: 

;(~,Al)p,- J(~,A2)JJ-=J(~,\lf)p,= /(fdiv~)JL+ J f(~,dS)=O, 
М М М М дМ 
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где последний член равен нулю, так как~ касается края дМ. Отметим, что 

такое поле А= rot- 1~ существует и определено единственным образом в одно­
связной области М при фиксировании некоторых граничных условий, напри­

мер, когда поле А касается границы М (или, в более общей формулировке, 
когда нормальная к краю дМ компонента (А, n) векторного поля А фиксиро­
вана). ЕслиМнеограничена (например, М= JR3 ), предполагают, что поле~ 
затухает на бесконечности достаточно быстро, так что указанный интеграл 

сходится. 

Спиральность поля является мерой среднего зацепления линий поля (по­
дробности см. ниже в п. 1.4). 

Хотя nонятие спираль н ости восходит к Гельмгольцу и Кельвину (см. jKel]), 
<;БОИМ вторым рождением в магнитной гидродинамике это понятие обязано 

Волтьеру /Wol], а в идеальной гидродинамике- Моффату /Mofl], который 
обнаружил его топологический характер (см. также /Mor2]). Слово «спираль­
посты было впервые введено в /Mofl] и с тех пор широко исnользовалось 
в механике жядкости и магнитной гидродинамике. Интересные обзоры по ис­

тории вопроса можно найти в /Mof2, МоТ]. 
Важнейшее свойство этой величины состоит в следующем. 

Теорем а 1.4 {об инвариантности сnиралыюсти). Спира.л:ьностъ 1t(~) 
сохраняется при действии на ~ сохраняющего об'бе.м диффеоморфизма обла­

сти М. 

В этом смысле 1t(~) является топологическим инвариантом: хотя эта вели­
чина определена выше с nомощью метрики, любой сохраняющий объем диф­

феоморфизм nереводит поле ~ в поле с такой же сnиральностью. Мы докажем 
данную теорему в немного более общей формулировке в конце этого парагра­

фа, дав определение инварианта без использования метрики. Сейчас же мы 
получим непосредственное важное следствие. 

Теорем а 1.5 (см. /Arn9]). Энергия и спира,л,ъностъ бездивергентного 
веtсторного nоля ~ связаны с,л,едующи.м соотношением: 

Е(~) ;;:;: C/1ti0/, 

где С - nоложительная '/Сонстанта, зависящая от формы и размера 'ICOM­

natcmнoй области М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о состоит в применении неравенства Шварца 

инеравенства Пуанкаре к векторному полю А (касательному к краю обла­
сти М, если дМ =f:. 0): 

(А, А)= 1 (А, A)JL ~ ~2 1 (~, ~)JL = ~2 (~, ~) 
м м 

для A=rot- 1~, Е(~)=(~.~). О 
Различные приложения этой теоремы можно найти в /МоТ, 1-А, CDG]. 
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3 а меч а н и е 1.6. Обратный (нелокальный) оператор rot- 1 переводит 
пространство бездивергентных векторных полей (касательных к границе) 
на односвязном многообразии в себя. Этот оператор самосопряжен и его 

спектр накапливается к нулю с обеих сторон. Сужение оператора -rot2 

на пространство бездивергентных векторных полей называется оператором 

Лапласа-Бельтрами на бездивергентных полях. Его компоненты в случае 

евклидона пространства JR.3 суть лапласпапы компонент поля. Его спектр -
последовательность вещественных чисел, стремящаяся к минус бесконеч­

ности. Данный лапласпап -rot2 отличается знаком от сужения оператора 
Лапласа dб + бd (см. ниже п. 1.4 и гл. V, п. 3.2) на пространство замкнутых 
2-форм. Здесь бездивергентное векторное поле ~ на трехмерном римановом 

многообразии рассматривается как соответствующая замкнутая 2-форма i~J.t· 

С л е д с т в и е 1.7. Собственное nоле оnератора rot- 1, соответствую­
щее .ма?Сси.ма.л:ьио.му по абсолютной вели-чине собственному зна-чению Л, име­

ет .миии.малъиую энергию в '/C.Itacce бездивергеити'Ых nолей, nолу-чеии'Ых из 
даниого собствеююго nоля с nо.мощъю сохраняющих элемент об~е.ма диф­
фео.морфиз.мов. 

Действительно, для любого поля ~ энергию Е(~) можно оценить снизу 
следующим образом: 

Е(~)=(~.~)~ Х(rоГ 1~,~), 
причем равенство имеет место для собственного поля с собственным значени­

ем Л. В общем случае константа С, фигурирующая в предыдущей теореме, 

может быть выбрана равной IЛI. Явные оценки константы С для областей 
в IR.3 , а также обсуждение геометрии экстремальных векторных полей могут 
быть найдены в [CDG]. 

3 а меч а н и е 1.8. Приведеиные теоремы, как и многие дальнейшие ре­
зультаты, имеют место для более общего случая многообразий М, первая 

группа гомологий у которых равна нулю, Н1 (М, JR.) =О. 
Эти утверждения также справедливы для произвольнога замкнутого трех­

мерного риманова многообразия, если ограничиться случаем «гомологичных 

нулю» бездивергентных полей (т. е. полей, имеющих однозначный бездивер­
гентный потенциал). 
Пр и мер 1.9. Стандартное ве?Сmориое nоле Хоnфана сфере 

4 

83 = { (х1, Х2, Хз, Х4) Е JR.4\ L:x7 = 1 }, 
i=1 

определенное соотношением 

соответствует максимальному собственному значению (равному 1/2) опера­
тора rot- 1 на 8 3 с канонической. индуцированной. метрикой. и ориентацией., 
заданной внутренней нормалью. Траектории этого поля суть большие круги, 

по которым 8 3 С С2 пересекает комплексные линии С1 С С2 (см. рис. 21, где 
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изображены v-траектории при стереографической проекции 8 3 --+ JR3 ). Эти 
траектории попарно зацеплены. Поле Хопфа на 8 3 имеет минимальную энер­
гию среди всех диффеоморфных ему полей, т. е. полей, получаемых с помо­

щью сохраняющего объем диффеоморфизма. 

Рис. 21. Поле Хопфа в JR3 (стереографическая проекция из 8 3
). Одна окружность 

переходит в вертикальную ось. Любые две траектории зацеплены 

1.4. Спиральность полей на Многообразиях 

В этом разделе мы рассмотрим определение интеграла спиралыюсти на 

Многообразиях [Arn9], установим его простейшие свойства (в частности, топо­
логическую инвариантность) и сравним результат с приведеиным выше опре­

делением 1.3. Этот инвариант имеет интересный топологический смысл, ко­
торый будет обсуждаться в следующих двух параграфах. 

ПустьМ-трехмерное многообразие, замкнутое (компактное, без края), 
ориентированное и связное, и пусть 1-L- элемент объема (т. е. не обращающа­
яся в нуль дифференциальная 3-форма, определяющая ориентацию) на М. 

Отметим, что мы фиксируем элемент объема на М, но не выбираем никакой 
римановой метрики. 

Определен и е 1.10. Каждое векторное поле~ на М определяет диф­
ференциальную 2-форму w~ согласно формуле 

w~(ry, () = /-L(~, Т/,() 

для любых векторных полей 17 и(. Соответствие~~ w~ = i~p, есть изоморфизм 
линейных пространств полей и 2-форм. Дифференциал формы w~, будучи 
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3-формой, может быть выражен через объем 

d<..Jt; = <pJ.L, 

где <р: М - JR - гладкая функция. Функция <р называется дивергенцией по­
ля {: <р = div {. Поле скоростей течения, сохраняющего элемент объема на М, 
бездивергентно; и наоборот, каждое nоле на М с равной нулю дивергенцией 

есть nоле скоростей несжимаемого течения. 

За меч а н и е 1.11. Происхождение дивергенции объясняется гамотопи­
ческой формулой для производной Ли Lt; = it;d + dit;. Производпая Ли Lt; есть 
nроизводпая произвольной дифференциальной формы f вдоль векторного по­
ля ~, определенная как производпая формы gt• f, переносимой потоком gt 
векторного поля~' вычисленная в начальный момент t = 0: 

Здесь операция it; - подсталовка векторного поля ~ в дифференциальную 
форму в качестве первого аргумента, а d обозначает внешнюю производную. 
Вычисляя производную Ли формы объема J-L, имеем Lt;J.L = it;dJ.L + dit;J.L = d<..Jt; = 
= <pJ.L. Таким образом, функция <р есть коэффициент увеличения (или умень­
шения) формы объема под действием поля ~. 

Определен и е 1.12. Бездивергентное векторное поле {на М называ­
ется полем, го.м.ологи'Ч'Н:ы.м. пулю, если соответствующая 2-форма Wt; является 

дифференциалом глобально определенной 1-формы а на М, 

Wt; = da. 

Будем называть 1-форму а фор.м.ой-потепциало.м.. Поле гомологично нулю 

тогда и только тогда, когда его поток через каждую замкнутую поверхность 

равен нулю. Для односвязного замкнутого М любое бездивергентное вектор­

ное поле гомологично нулю. 

За меч а н и е 1.13. Если М оснащено римановой метрикой (., . ), то 
1-форму а можно отождествить с векторным полем А, для которого 

а('ТJ) =(А, 'ТJ) для любого поля 'Тl· 

Здесь { = rot А (в евклидавам случае { = 'V х А), а векторное поле А называ­
ется ве1С171,ор-потепциало.м. поля~· Следует заметить, что формы с.; и а (в от­
личие от поля А) не зависят от римановой метрики, а только от выбора формы 
объема J.L· 

Определен и е 1.14. Спиралъпостъю (или ипвариапто.м. Хопфа) 'Н(~) 
гомологичного нулю поля~ на трехмерном мноrообразйи М (возможно, име­

ющем край), снабженном формой объема J-L, называется интеграл внешнего 
произведения формы Wt; и ее формы-потенциала: 

'Н({) = 1 а Л da = 1 da Л а, где da = c.Jt;. 

м м 
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Теорем а 1.15. Зншчение 1-i 'IСОрре'IСтно опреде.лено, т. е. зависит не от 
'IСОН'IСретного выбора фор.мъt-потенциа.л.а а, а тол:ь'IСо от поля~: 

1) для .многообразия М без 1Срал и.п.и 
2) для од'Н.освяаного .многообразия М с 1Срае.м при ус.л,овии, 'Что поле~ 'IСа­

сате.лъно 'IC дМ. 

Д о к аз а т е ль с т в о. 1) Предположим сначала, что М не имеет грани­
цы. Если {3 == а+ е - какая-либо другая форма-nотенциал для той же 2-фор­

мы ""~· то d(} =о, и поэтому 

j аЛdа- j {ЗЛd/3= j ОЛdа= j d(Ола)= j 0Ла=О. 
М М М М дM=IZ! 

2) Пусть теперь дМ =f. !21. В односвязном случае вариация() формы-потен­
циала точна (О= df для пекоторой функции f на М), а вариация величины 1-i 
равна 

J е л da = J df л da = J d(f л da) = J f л da = о, 
М М М дМ 

где da обращается в нуль на дМ благодаря условию ~ 1\ дМ. О 
3 а меч а н и е 1.16. При наличии римановой метрики на М спиральность 

можно выразить следующим образом: 

1-i(~)= j aЛ"--f.= j aЛi~J.L= j a(~)ЛJ.L= j<A,~)J.L=(roГ 1 ~,~), 
м м м м 

гдеА-какой-либо вектор-nотенциал nоля~· (Перепое оператора nодстанов­
ки от J.L к а доnустим потому, что i~ - (внутреннее) дифференцирование: 
i~(a Л J.L) = i~a Л J.L- а Л if,J.L·) Поэтому в соответствии с оnределением 1.3 спи­
ральность 1-i равна скалярному произведению поля и его вектор-nотенциала. 

Изложенный выше подход, в котором не исnользуются координаты, при­

водит к следующему утверждению. 

С л е д с т в и е 1.17. Спирал.ъностъ го.мологи'Чного нулю ве'IСmорного nо­
ля ~ сохра'Н..Яетс.я nри проиаволъно.м сохран.яюще.м. об'l)е.м. диффео.морфиа.ме 

.многообразия М. Дл.я од'Н.осв.язного .многообрази.я М с 1Срае.м спирал.ъностъ 

бездивергентного ве'IСmорного поля, '/Сасате.льного 'IC 'IC'{IOIO, не .мен.яетс.я nри 
всех сохрамющих об"lJе.м диффео.морфиз.мах .многообразия М, 'IComopъte nере­

вод.ят 'IС'{Юй дМ в себ.я. 
В частности, на римановом многообразии скалярное произведение безди­

вергентного поля и его вектор-потенциала сохраняется, когда на поле дей­

ствует сохраняющий объем диффеоморфизм. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Инвариантность 1-i относительно диффеоморфиз­
мов, сохраняющих элемент объема, следует из одного лишь того факта, что 1-i 
можно определить, не используя других структур, кроме гладкой структу­

ры М и элемента объема J.L. О 

Это рассуждение и составляет доказательство теоремы 1.4 об инвариант­
ности сnиральности. 
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Пр и мер 1.18 (ер. 1.9). Спиральность векторного поля Хопфана сфере 
S3 С JR4 (определенного в примере 1.9, рис. 21) равна 11'2 • Действительно, 

J -1 1 J 1 J vol(S
3

) 21r
2 

2 'Н.(v)= (v,rot v)JL= 2 (v,v)JL=2 JL=-2-=т=11'' 
sз sз sз 

поскольку собственное значение оператора rоГ 1 для поля Хопфа v на S 3 

равно 1/2, а объем S3 равен 21r2 • 

Пр и мер 1.19. Любому гладкому отображению 11': S3 __. S2 можно по­
ставить в соответствие следующее целое число, называемое инвариантом 

Хопфа отображения 11'. Зафиксируем на сфере S 2 произвольную форму пло­
щади v, нормированную условием area(S2 ) := J v = 1. Такая форма замкнута 

82 

на сфере S2 , и поэтому ее прообраз 11'* v является замкнутым, а значит и точ­
ным на S3 (так как Н2 ( S3 ) = О). То есть существует такая 1-форма а на S3 , 

что da = 1l'*v. Тогда инвариант Хопфа отображения 11' есть 'Н.(1r) = J а Л 7l'*v. 
sз 

Пр е д л о ж е н и е 1.20. 'Н.(1r) является v,ело'Численной вели'Чиной. 
И д е я д о к аз а т е л ь с т в а. Выберем в качестве v форму типа о-функ­

ции на S2 с носителем, состоящим из одной точки. Сравним результат с то­
пологическим определением инварианта Хопфа, которое приводится ниже. О 

Если па S3 задана форма объема, то число 'Н.(11') равно спиральности без­
дивергентного векторного поля ~. определенного условием it;J.L = 1l'*v. Тра­
ектории этого поля замкнуты, будучи прообразами точек S 2 относительно 
отображения 11'. Приведеиное выше определение спиральности есть обобще­
ние инварианта Хопфана случай, когда точная 2-форма на S3 (или на М3 ) 
не обязательно является прообразом формы площади на S2 для какого-либо 
отображения 11'. 

Вот эквивалентное топологическое определение инварианта Хопфа. Инва­

риант Хопфа для отображения S 3 __. S 2 - это коэффициент зацепления в S 3 

прообразов двух точек общего положения в S2 , см. рис. 22. Эквивалентность 
топологического и интегрального определений этого инварианта будет играть 

основную роль в настоящей главе. 

Теорема 1.5 утверждает, что для отображения 11': S3 __. S2 с невулевым ин­
вариантом Хопфа 'Н.(11') абсолютная величина этого инварианта ограничива­
ет (с точностью до множителя) снизу энергию соответствующего векторного 
поля. Это поле направлено вдоль слоев отображения. Длина вектора поля 

определяется формой объема на S 3 и поднятием элемента площади с S2 • 

3 а меч а н и е 1.21. Л. Д. Фаддеев предложил другую, но близкую ва­

риационную задачу для отображений 11' из JR3 в S2 . На пространстве таких 
отображений рассмотрим функционал, который является (взвешенной) сум­
мой двух членов. Первый член является интегралом Дирихле (от квадрата 

производной) отображения 11'. Второй член является энергией векторного по­
ля, направленного вдоль слоев отображения. Тогда этот функционал ограни­

чивается снизу (с точностью до множителя) величиной I'Н.(11')1 3/4, где 'Н.(11')­
инвариант Хопфа отображения 11': S 3 __. S2 [V-K]. Доказательство использует 
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одну из разновидностей неравенства Соболева {SoЬl), ер. с теоремой 5.3 ниже 
и ее доказательством, которое использует это же неравенство. 

Рис. 22. Инвариант Хопфа для отображения 8 3 
-> 8 2 

Кроме того, недавние компьютерные эксперименты для релаксационных 

процессов с начальным отображением, имеющим иенулевой инвариант Хопфа, 

продемонстрировали следующее явление. В эквивариантпом случае (когда S 1 

действует вращениями на S 2 и JR.3 ) наблюдаются «энергетические дыры>> над 
полюсами, где ось вращения пересекает сферу. Было бы очень интересно най­

ти объяснение этим особенностям. 

Добавление интеграла Дирихле к энергии подобно добавлению множителя 

Лагранжа в задаче минимизации энергии. Мы могли бы начать с действия 

всех диффеоморфизмов и затем рассмотреть условный минимум для действия 

подгруппы диффеоморфизмов, сохраняющих объем. 

3 а меч а н и е 1.22. Инвариант Хопфа позволяет ввести на алгебре Ли 
бездивергентных векторных полей на замкнутом односвязном трехмерном 

многообразии билинейную фор.му 

где rоГ 117- вектор-потенциал поля 11· 
Эта форма инвариантпа относительно естественного действия сохраняю­

щих объем диффеоморфизмов на векторных полях (т. е. относительно присо­
единенного действия группы SDiff(M) на своей алгебре Ли, см. гл. 1). 

Кроме того, форма 1-i си.м.метри"tна, так как 

1-i(~,ry)= Ji~J.LЛd- 1 (iryJ.L)= J d- 1 (i~J.L)ЛiryJ.L= JiryJ.LЛd- 1 (i~J.L)=?-i(ry,~). 
м м м 

Как положительное, так и отрицательное подпространства формы 1-i бес­

конечномерны (см. [Arn9, SmolJ). Таким образом, 1-i порождает биинвари­
антную nсевдоев'/С.Лидову (знаконеопределенную) метрику на соответствую-
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щей группе SDiff(M). В случае неодносвязного М следует ограничиться по­
далгеброй всех гомологичных нулю векторных полей в алгебре Ли всех без­

дивергентных векторных полей на М (подРобности см. гл. IV, п. 8.4). 
В этом случае также можно надеяться построить обобщение инвариантов 

Хопфа со значениями в модулях над фундаментальной группой, но такой 

подход еще недостаточно исследован. 

§ 2. Топологические преШiтствия к релаксации энергии 

2.1. Модельный пример: две зацепленных трубки тока 

На примере магнитного поля, заключенного в двух зацепленных полното­

риях (рис. 23, а, Ь) легко увидеть, как спиральность препятствует релаксации 
энергии. Предположим, что поле обращается в нуль вне этих трубок, а внутри 
них все траектории поля замкнуты и направлены вдоль осей трубок. 

а ь 

Рис. 23. (а) Магнитное поле внутри двух зацепленных полноторий. ( Ь) Релаксация 
расширяет торы и сжимает траектории поля 

Чтобы минимизировать энергию векторного поля с замкнутыми траекто­

риями при помощи действия на поле сохраняющего объем диффеоморфизма, 

следует уменьшить длину большинства траекторий. (Действительно, перио­
ды траекторий сохраняются при диффеоморфизме, поэтому уменьшение длин 

траекторий сжимает векторы скорости вдоль траекторий.) В свою очередь, 
укорачивание траекторий означает расширение полнотория (поскольку при 
диффеоморфизме сохраняется объем). 

Для зацепления, изображенного на рис. 23, Ь, полнотории мешают дРУГ 

дРУГУ неограниченно утолщаться и значит препятствуют неограниченному 

укорачиванию траекторий. Поэтому, на уровне эвристических соображений, 

в процессе релаксации, сохраняющей объем, магнитная 'Энергия поля, заклю­

ченного в паре зацепленных трубок, ограничена снизу и не может достигать 

слишком малых значений (SakhJ. 
Ниже мы покажем, что спиральность поля является мерой скорости взаим­

ного наматывания траекторий поля дРУГ на дРуга (или сспиралеподобности~ 

поля). Чтобы лучше понять это замечание (и идею предыдущего параграфа 
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«спиральность как нижняя граница энергии»), мы еще раз сосредоточимся на 
рассмотренной выше вырожденной ситуации (см. !Moflj). 

Пусть магнитное (т. е. бездивергентное) поле~ тождественно равно нулю 
везде, за исключением двух узких зацепленных трубок тока, осями которых 

являются замкнутые кривые С1 и С2. Пусть магнитные потоки поля в трубках 
равны Q1 и Q2 (рис. 24). 

Рис. 24. cl' с2 - ОСИ трубок, Ql' Q2 - соответствующие потоки 

Будем считать, что внутри каждой трубки нет перекручивания, или точ­

нее, что траектории поля расслаивают каждую трубку на попарно незацеп­

ленные окружности. 

Л е м м а 2.1. Спира.л:ьностъ mа?Сого поля равна 

(2.1) 

где lk(Cl, С2) - ?Соэффициент зацепления 1CpU6'blX cl и с2. 
Определен и е 2.2. (Гауссов) ?Соэффициент зацеп.лени.я lk(Г1, Г2) двух 

ориентированных замкнутых кривых Г 1, Г 2 в R3 есть взятое с учетом знаков 
число точек пересечения одной кривой с произвольной (ориентированной) по­
верхностью, ограниченной другой кривой (см. рис. 25). Знак каждой точки 
пересечения определяется ориентацией трехмерного репера, который образо­

ван в этой точке вектором скорости кривой и двумерным репером, задающим 

ориентацию поверхности. 

Коэффициент зацепления двух ориентированных замкнутых кривых сим­

метричен: lk(Г1,Г2) = lk(Г2,Г1). 
Д о к аз а т е л ь с т в о л е м м ы. Объемный интеграл спиральности 

?t(~) = (rot- 1 ~, ~} = J(A, ~)J.t по трубкам (здесь А = rot- 1 ~) распадается 
в сумму соответствующих одномерных интегралов: 

?t(~) = Ql J(A,dC1) + Q2 j(A,dC2). 

с1 с2 
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Действительно, элемент объема J1, в каждой трубке равен произведению 

элемента длины dC; и элемента площади dS; поперечного сечения трубки. 
В свою очередь, интеграл от f"dSi по соответствующему поперечному сечению 
равен потоку Qi. Поэтому 

J (А, f") dS; dC; = J J (А, (f"dS;)dC;) = Q; J (А, dC;). 

i-я трубка С; S; С; 

Кроме того, циркуляция f (А, dC1) поля А по кривой С1 есть полный по-
сl 

ток поля rot А = f" через поверхность, ограниченную осевой кривой С1 . Этот 

поток равен Q2lk(C1, С2), так как каждое пересечение поверхности второй 
трубкой дает вклад в ±Q2 в зависимости от знака пересечения. Отметим, что 
первая трубка сама не дает вклада в поток через ее ось С1 в силу сделанного 

предположения про отсутствие перскручивания траекторий внутри трубок. 

Применеине того же рассуждения ко второму интегралу циркуляции удва-

ивает результат: H(f") = 2lk(Cl, C2)Q1Q2. О 

Рис. 25. Коэффициент зацепления для Г1 и Г2 - количество пересечений (с учетом 

ИХ ЗНаКОВ) Г1 С ПОВерХНОСТЬЮ, ОГраниченнОЙ Г2 

Обобщение этого примера на случай произволыюго бездивергентного век­

торного поля f" описано в § 4. 

2.2. Нижняя граница энергии для нетривиального зацепления 

Коэффициент зацепления является довольно грубым инвариантом зацеп­

ления. Входящее в определение lk число пересечений с учетом знаков может 
оказаться равным нулю для существенно зацепленных конфигураций кривых 

(см., например, так называемое зацепление Уайтхеда" на рис. 26, а). Тем не 
менее, эвристические рассуждения о положительности нижней границы энер­

гии, приведеиные в начале п. 2.1, по-прежнему справедливы. 
Эти эвристические соображения подтверждаются следующим результатом 

М. Фридмана [FrlJ: произвольнос существенное зацепление между трубками 
f"-интегральных кривых влечет отграниченность Е от нуля. 
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О п р е д е л е н и е 2.3. Зацепление L, т. е. гладкое вложение n окружнос­
тей в трехмерное многообразие, называется тривиа.лън:ы.м., если оно ограни­

чивает n гладко вложенных попарно непересекающихся дисков. В противном 
случае зацепление называется существен:нъш. 

Векторное поле ~ на М называется с.м.оделировшm-tЪLМ по L, если суще­
ствует пекоторая ~-инвариантная трубчатая окрестность зацепления L, рас­
слоенная интегральными кривыми поля ~ и диффеоморфная объединению 

n 
U D~ х Sl, расслоенному на окружности {точка} х S 1 (здесь D 2 - двумер­

i==l 
ный диск). 

а ь 

Рис. 26. Нетривиальные зацепления с поnарно равными нулю коэффициентами за­
цепления: (а) зацеnление Уайтхеда, (Ь) кольца Борромео 

Теорема 2.4 (см. [Frl]). Если~- бездивергентное век:торное поле на 
за.м.к:нуто.м трехмерном .многообразии М, смоделированное по существенно­

му зацеплению или узлу L, то существует поло:ж:ительнм ни:ж;'Н.ЯJ/, грань 
энергии полей, полу'Чае.мъtх из ~ с помощью сохраняющих об'бе.м диффео.мор­
физ.мов м. 

При дополнительном предположении, что поле сильно смоделировано по 

зацеплению, нижняя грань энергии поля в JR3 была получена в [FHl] явным 
образом. Бездивергентное поле ~ сильно смоделировано по L, если существует 
сохраняющее объем вложение, которое переводит поле 8 j ()(), направленное 

n 
вдоль окружностей в U (D~ х S 1 )i, в поле~ внутри трубчатой окрестности L. 

i=l 
Пусть эта окрестность состоит из нескольких полноториев равного объема, 
который обозначим через V. 

Теорем а 2.5 (см. [FHlj). Энергия век:торного поля~. сильно смодели­
рованного по существенному зацеплению L в JR3 , удовлетворяет неравенству 

Отметим, что если задано какое-нибудь зацепление, то всегда можно по­
строить поле, смоделированное (и даже сильно смоделированное) по нему. 
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Показатель степени 5/3 внеравенстве имеет сле.цующее происхождение. При 
евклидовом расширении с коэффициентом l поле в образе увеличивается в l 
раз, а элемент объема в l 3 раз. Таким образом, полная энергия увеличивается 
в l5 раз, в то время как объем - в l3 раз. Поэтому отношение Е fV513 имеет 
чисто геометрический смысл и не зависит от выбора масштаба в евклидоном 

случае. 

3 а м е ч а н и е 2.6. Теорему 2.5 можно использовать для построения мно­
жества инвариантов топологических или гладких трехмерных многообразий. 

Инварианты параметризуются изотопическими классами узлов и зацеплений 

в данном многообразии. Их можно также считать инвариантами вложений 

одномерных многообразий в трехмерные. 

Рассмотрим отношение Е fV 513 для векторного поля, сильно смоделиро­
ванного по узлу или зацеплению данного изотопического класса в римановом 

многообразии. Возьмем нижнюю грань по всем таким полям и по всем ри­

мановым метрикам. Результат будет инвариантом гладкого (возможно, даже 
топологического) изотопического класса такой пары (зацепление, трехмерное 
многообразие). Далее, можно взять точную нижнюю грань по всем компакт­
ным трехмерным многообразиям для данного зацепления гамотопически три­

виального в каждом из них, чтобы получить инвариант классического зацеп­

ления или узла. (Будет ли эта нижняя грань равна нижней грани указанного 
отношения для трехмерного евклидона пространства или трехмерпой сферы? 

Будет ли верхняя грань по всем трехмерным Многообразиям конечной?) 
Можно рассмотреть сначала компактное риманово многообразие с еди­

ничным объемом и с зацеплением k полноториев, каждое из которых имеет 
объем V. Если kV меньше единицы, то нижняя грань EjV513 по метрикам 
с общим объемом равным единице есть функция от V, по-прежнему, явля­
ющаяся инвариантом вложения. Мы не знаем, являются ли эти инварианты 

нетривиальными, т. е. различают ли они какие-либо трехмерные многообразия 

или вложения (см. замечание 6.7.2). 
Фридман и Хе сообщили нам, что теорему 2.5 можно обобщить на случай 

произвольнаго риманова многообразия. Предельное значение коэффициента 

C(V) для малых объемов V есть та же константа, что и в евклидоном случае, 

( ../6/125)4/З 
определяемая теоремой 2.5: С= 7r2 . 

Структура сильно смоделированных полей очень проста вблизи зацепле­

ния, и эти поля сильно отличаются от полей общего положения в пространстве 

бездивергентных векторных полей. Было бы интересно попытаться полностью 

избавиться от условия существования особой цилиндрической окрестности. 

3 а д а ч а 2. 7. Положительна ли нижняя грань энергии для поля, име­
ющего множество замкнутых траекторий, которые образуют существенное 

зацепление на римановом многообразии (без каких-либо предположений об 
окрестности замкнутых траекторий)? 

3 а м е ч а н и е 2.8. По-видимому самый сильный результат в этом на­
правлении был получен в IFH2] (см. § 5), где условие того, что поле смоделиро­
вано по зацеплению, было ослаблено и заменено требованием, чтобы поле в IR.3 
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имело инвариантные торы, ограничивающие компоненты зацепления. Такие 

поля образуют достаточно обширное множество вблизи интегрируемых безди­

вергентных течений. Это следует из КАМ-теории гамильтоновых возмущений 

интегрируемых гамильтоновых систем. 

В частности, если замкнутая траектория поля э.п.липти-ч.ес-х:а.я (и общего 
положения), т. е. ее отображение Пуанкаре имеет два собственных значения, 
равных единице по модулю, то эта траектория лежит внутри системы вложен­

ных торов, инвариантных относительно поля (см., например, [AKN}). Таким 
образом, -х:ажда.я та'/Са.я трае'IСтория, обраэующа.я существенн:ый узел, гаран­

тирует положительную нижнюю гранъ энергии соответствующего поля. 

Действительно, энергия каждого из инвариантных полноториев, ограничива­

ющих эту заузленную траекторию, не может обратиться в нуль, как показало 

в [FH2}. С другой стороны, по-видимому, векторное поле с заузленной ги­
перболи-ч.ес-х:ой замкнутой траекторией (отображение Пуанкаре которой име­

ет вещественные собственные значения с отличными от единицы модулями) 
может и не иметь положительную нижнюю грань энергии (ер. следующий 
параграф). 

3 а м е ч а н и е 2.9. Различные оценки магнитной энергии для тривиаль­
ных и нетривиальных зацеплений инвариантных полноториев имеют замеча­

тельный аналог в теории браунавекого движения. 

Пусть К - узел в S3 , { z{ t) : t > О} - стандартное броуновское движе­
ние на S3 с началом в пекоторой точке О ~ К, находящейся на расстоянии 
d( О, К) = т > О от К. Если К не заузлен, то почти наверняка существует такая 
последовательность t1 < t2 < ... ,что tn--+ оо и для которой d(z(tn), О)~ т/2. 
Кроме того, петля, которую мы получаем, двигаясь вдоль броуновской тра­

ектории до точки z(tn), а затем соединяя точки z(tn) и О коротким путем 
A(z(tn), 0), гомотопна О в S3 \К [Var}. Иными словами, (почти наверняка) 
брауновекая траектория бесконечно много раз возвращается в окрестность 

своей начальной точки, и при этом сама траектория не зацеплена с К. 

Ситуация становится прямо противоположной, когда К заузлен: почти на­
верняка существует такое Т > О, что при любом достаточно малом расстоянии 
d(z(t), О)~ т /2 и любом t >Т гаматопический класс указанной петли петри­
впалеи [Var}. В этом смысле броуновское движение показывает, является ли 
К существенным узлом или нет. На эвристическом уровне это значит, что 

броуновское движение характеризует существование гиперболической метри­

ки на универсальном накрытии 8 3 \К (см. теорему Терстона о гиnерболиче­
ской структуре на доnолнении к нетривиальному узлу или зацеплению [Th2]). 
О броуновском движении вокруг узлов и о различных топологических про­

блемах, связанных с полимерами, см. также в [KhV]. 

§ З. Задача мивимизации Сахарова-Зельдовича 

Предnоложим теперь, что бездивергентное поле имеет тривиальную то­

пологию: все траектории поля замкнуты и nопарно незацеплены. Примером 

такого nоля является nоле вращения в трехмерном шаре, см. рис. 27. Оцеп-
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киснизу для энергии, рассмотренные в§ 2, справедливы для существенных 
зацеплений и неприменимы здесь. В этом случае, напротив, энергию поля 

можно уменьшить почти до нуля путем подходящего выбора сохраняющих 

объем диффеоморфизмов [Zel2, Sakh, Arn9, Fr2). 

-----

Рис. 27. Энергия поля вращения в трехмерном шаре может почти полностью 
рассеиться 

Теорем а 3.1. Энергил noJtЯ вращенил в трехмерном шаре может nри­
нимать с'IСолъ угодно мал'Ые зншч.ения nри соответствующем в'Ьlборе диффео­
морфизма, сохран.я,ющего элемент об'{}ема и оставJtЯющего неnодвижнъши 

то'Ч'/СU в о'IСрестности границ'Ы шара. 

З а м е ч а н и е 3.2. Этот результат, сформулированный А. Сахаровым 
и Я. Зельдовичем [Sakh, Zel2), основан на следУющих рассуждениях. Разо­
бьем весь шар на ряд тонких полноториев, образованных траекториями поля, 

и nусть оставшаяся часть имеет малый объем. Затем будем деформировать 
каждое полноторие (сохраняя его объем) так, чтобы сделать его толстым 
и коротким, сужая отверстие почти до нулевого. (Такие деформации должны 
нарушать осевую симметрию поля, поскольку любой осесимметричный диф­

феоморфизм переводит поле вращения в себя, а значит, сохраняет полную 

энергию.) Тогда энергия поля в полноториях уменьшится (так как линии 
поля укоротятся). Вся эта конструкция может быть реализована таким обра­
зом, чтобы энергия nоля в оставшемся малом объеме не слишком возросла. 
В результате полная энергия станет произвольно малой. 

Эти соображения были строго обоснованы М. Фридманом. Ниже мы вкрат­
це приведем основные идеи его доказательства. 

Пусть В3 - шар в трехмерном евклидавам nространстве.L а ~ - векторное 
поле, порожденное бесконечно малым вращением вокруг вертикальной оси. 
Траектории этого поля - горизонтальные попарно незацепленные окружно­

сти (и их центры- точки, лежащие на вертикальной оси). 
Теорем а 3.3 (см. (Fr2]). Существует семейство сохран.я,ющих об'{}ем 

диффеоморфизмов <pt: В3 
-t В3 , 1 ~ t ~ оо, на'Чинающееся с тождественного 

диффеоморфизма (<р1 = Id), стационарное на границе (<рtlавз = Id) nри всех t, 
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та11:ое -ч.то семейство преобразовшн:н:ых ве11:тор·н:ых полей ~t := 'Pt•~ ( 11:оторое 
.я,вл.я,етс.я, образом пол.я, вращенил ~ при действии 'Pt) удовлетворлет следу­
ющим условил.м nри t-+ оо: 

1) энергил пол.я, ~t убывает '1\:a'll: E(~t) := ll~tlli2 = 0(1/t), 
2) L00 -нор.ма неограни-ч.ена, \l~t\IL= = O(t), одна11:о 
3) при всех k,p < оо соболевс11:ие нор.м'Ьt стре.млтсл 11: нулю ll~tiiLk,p-+ О 

(здесъ II7JIILk,p - LР-нор.ма в пространстве производн'Ьtх порлдr;;ов О, ... , k). 
3 а меч а н и е 3.4 (см. [Fr2]). Для этого семейства диффеоморфизмов 

предел ~t = 'Pt*~ при t -+ оо не существует, но для больших t область больших 
значений нормы ll~t 11 образует «Топологическую пену» :Ft с тривиальной от­
носительной топологией. Множество :Ft имеет фрактальную структуру (раз­
мер грани уменьшается скачками в ходе ряда бифуркаций при увеличении t) 
и плотно при t-+ оо. 

И д е я д о к а з а т е л ь с т в а. Следующая лемма является модификаци­

ей результата Мозера [Mos1] о существовании сохраняющих объем диффео­
морфизмов между диффеоморфными многообразиями равного объема. 

Л е м м а 3.5. Пустъ D и D' - области равного об3е.м.а в ~m, а f: D -+ 
-+ D' - диффео.морфиз.м. Тогда f изотопи-ч.ен сохранлюще.м.у об3е.м. диффео­
.морфиз.му fo .между этими областл.ми. 

Кроме того, если f сохранлет ориента-цию, а фунr;;цил р естъ <<избыто-ч.­
на.я, nлотносmъ>>, р = 1- det(f*), то существуют таr;;ие r;;онстанm'Ьt Ck,p, 
завислщие толъr;;о от области D, -ч.то 

11/- foiiLk+l,p ~ Ck,viiPIILk,p дл.я, любых k,p < оо. 
Д о к аз а т е л ь с т в о л е м м ы 3.5. Рассмотрим прообраз элемента объ­

ема f..LD' в D. Функция плотностир характеризует избыток объема f*(f..LD') по 
сравнению с f..LD· Среднее значение р равно нулю вследствие условия равенства 
объемов. д 

Пусть ф- решение задачи Неймана на D для р, т. е. 6.ф = р на D и дп ф =О 

на крае 8D (где 8j8n означает дифференцирование в направлении внешней 
нормали, см. ниже лемму 3.7 о разрешимости задачи Неймана). 

Перепишем эту систему в виде div(V'ф) = р, 'Vф 11 8D. Тогда градиент­
ное векторное поле У'ф касается границы 8D и инфинитезимально определя­
ет изотопию D, переводящую элемент объема f..LD в f*(f..LD' ). Сама изотопия 
теперь есть фазовый поток динамической системы на D, определенный по­
лем У'ф. 

Наконец, требуемая оценка следует из перавеяства IЛIIIIФIIL2~IIPIIL2, где лl 
есть ближайшее к нулю (слева) собственное значение задачи Неймана. Взяв 

градиент У'ф, мы потеряли один порядок в соболевекой норме. О 
3 а м е ч а н и е 3.6. Для применения результата к случаю, когда D - сфе­

рическая оболочка, отметим, что константы Ck,p могут быть выбраны не за­
висящими от ее толщины. Это следует из того, что ближайшее к нулю соб­
ственное значение Л 1 задачи Неймана на такой оболочке стремится к наимень­
шему собственному значению оператора Лапласа-Бельтрами на сфере 82 при 
стремлении толщины оболочки к нулю. 
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Действительно, собственные значения оператора Лапласа на такой оболоч­

ке суть суммы его собственных значений на сфере и собственных значений его 

радиальной компоненты 

д2 1 д 
дr2 + r дr" 

Отсюда непосредственно видно, что все, кроме первой, собственные функции 

радиального оператора с граничными условиями Неймана сильно осциллиру­

ют на коротком отрезке. Поэтому все соответствующие им собственные значе­

ния стремятся к бесконечности, в то время как первое стремится к нулю при 

стягивании отрезка в точку. Только это минимальное собственное значение 

и дает вклад в собственное значение Л 1 задачи Неймана на оболочке, причем 
этот вклад обращается в нуль при стремлении к нулю толщины оболочки. 

Л е м м а 3.7. Задшча Ней.м.ана 6:ф = р на D и :nф= О на ?Срае дD имеет 
решение дм любой фуюсции р с нулев'Ы.М средним зна'Чение.м. ( m. е. дм любой 
фуюсции р, ортогоналъной '/СОнстанта.м. на D в с.м.'Ьlсле L 2 ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3. 7. Образом оператора является ортого­
нальное дополнение к ядру соответствующего сопряженного оператора. Что­

бы применять этот факт к оператору Неймана, найдем сначала множество 
д 

функций h, ортогональных ко всем 6ф, для которых дn ф = 0: 

о= /<6Ф)h =-f '\1'1/J'\lh + f (:nФ )h = f ф6h- f Ф(~h ). 
D D дD D дD 

Взяв сначала в качестве пробных функций те ф, которые обращаются 

в нуль на границе дD, получим, что 6h =О. Тогда для произвольных ф гра­
д 

ничный член равен нулю, и, следовательно, дn h =О на дD. Таким образом, 
только постоянные функции h ортогональны образу оператора Неймана 6ф (с 

д 
граничным условием дn ф = 0), и любая функция, ортогональная константам, 

принадлежит образу этого оператора. О 

Основная '/Сонстру'IСЦи.я. Сначала разрежем шар В на две части, отделив 

сферическую оболочку Sh толщины s от подшара Bs (рис. 28). Позже мы за­
фиксируем s. Внутренний подшар можно растянуть в вертикальном направ­
лении и сжать в тонкую «змею• с помощью сохраняющего объем диффеомор­

физма. 

Такое иреобразование растяжения сужает все ~-траектории (расположен­
ные в горизонтальных плоскостях во внутреннем подшаре В 8 ) с произволь­

но большим заданным коэффициентом и, следовательно, уменьшает энергию 

поля в ( иреобразованном) подшаре до произволыю малого положительного 
уровня. 

Затем мы помещаем «змею• в первоначальный шар, не изменяя объема. 
Пусть отображение подшара В8 в «змею• внутри шара В сопровождается 
отображением оболочки S h на дополнение «змеи•. Этого можно добиться сна­
чала не контролируя изменение элементов объема, но обеспечивая гладкость 
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преобразования (Вв U Sh)--+ В (см. рис. 29). Затем сопровождающее отобра­
жение оболочки Sh можно превратить в сохраняющее объем, применив изо­
топию из леммы 3.5. 

Sh 

----· 1 
1 

Рис. 28. Растяжение подшара в «змею• уменьшает его энергию 

Рис. 29. Дополнение «змеи• в шаре есть окрестность 2-комплекса К 

Полная энергия поля ~ после действия диффеоморфизма является сум­

мой энергий в образе подшара и в образе оболочки Е= Елодшар + Еоболочка· 
Указанное растяжение позволяет менять первый член: при заданном положи­

тельном с: энергия Еподшар может быть уменьшена до уровня Еподшар ::::::: с:, ес­
ли выбрать достаточно длинную «змею». Вложение «змею~ в первоначальный 

шар не меняет его энергию существенным образом, поскольку изгиб возникает 

в направлениях, ортогональных к траекториям магнитного поля, и, следова­

тельно, не растягивает векторы. 

Теперь мы должны оценить энергию поля в образе оболочки. Отметим, что 

образ сосредоточен вблизи 2-комплекса К, «дополнительного» к «змее» в В. 



152 Гл. 111. Топологические свойства магнитных и вихревых полей 

Используя лемму 3.5 и замечание 3.6 для контроля максимального растяже­
ния траекторий в оболочке, достаточно обеспечить ограниченность растяже­

ния элемента объема для произвольной тонкой оболочки. Последнее достига­

ется путем применения однопараметрического семейства диффеоморфизмов 

(изображенного на рис. 30): 
а) сначала расширим тонкую оболочку (толщины 8) до оболочки фикси­

рованной толщины; 

б) затем отобразим ее на окрестность К, определенную данным вложением 
«змеи•; 

в) наконец, сожмем эту окрестность к К. 

расширение f 
оболочки 1 

8 

-
! ее расширение в К 

Рис. 30. Семейство отображений оболочки на окрестность К 

Теперь энергия Еоболочка стремится к нулю, когда толщина 8 -t О, так как 
подынтегральное выражение в формуле для энергии ограничено равномерно 

по 8, в то время как объем области интегрирования, т. е. объем оболочки, стре­

мится к нулю. Таким образом, выбрав 8 достаточно малым, можно добиться 

того, чтобы Еоболочка ~е. 
Оцен.?Са ?Соэффициен.та сжатия. Чтобы получить семейство диффеомор­

физмов fPt, определим начальное растяжение подшара в «змею• длины t. То­
гда площадь каждого горизонтального сечения сжимается с коэффициентом t, 
а сами векторы- с коэффициентом .fi (см. рис. 28). 

При этом полная L2-энергия уменьшается до E(fP;~)~~ l/t. Тем не менее, 
некоторые траектории в оболочке растягиваются до «полной длины>> ~ t. Зна­
чит, L00-норма llfP;~I/L"" = max 1/~t/1 = O(t). 

После выбора масштаба длины f, энергию нельзя сделать меньше, чем 1/ f, 
используя гладкое однопараметрическое семейство. Чтобы еще уменьшить 

энергию, следует обновить первоначальное растяжение подшара в «змею•. 
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Это nриводит к сле.пующему скачку коэффициента сжатия и еще меньшим 

масштабам. Соответствующий 2-комплекс (nена) К= :Ft «цветет и ветвит­
ся» [Fr2). При этом тоnология К остается тривиальной (nена стягивается 
к границе дВ), так как доnолнение к К гомеоморфно шару. 

§ 4. Асимптотический коэффициент зацеnления 

Классический инвариант Хопфа для отображений S3 
-t S2 можно опреде­

лить двумя способами: топологическим (как коэффициент зацепления nрооб­
разов двух произвольных точек на S2 ) и интегральным (как значение J w Л 
Л d- 1w для любой 2-формы w на S3 , которая является nрообразом нормиро­
ванной формы nлощади на S2 ) (см. nример 1.19). 

Оnределение сnиральности nроизвольнаго бездивергентного векторно­

го nоля на трехмерном односвязном многообразии есть непосредственное 

обобщение интегрального определения инварианта Хопфа. Тоnологический 

аналог является более сложным и nриводит к nонятиям асимnтотического 

и среднего коэффициентов зацеnления траекторий nоля вместо зацеnления 

замкнутых кривых в классическом оnределении [Arn9J. 
В этом nараграфе рассматривается такая эргодическая интерпретация 

спиральности. 

4.1. Асимптотический коэффициент зацепления nары траекторий 

Пусть М - трехмерное замкнутое односвязное многообразие с элементом 

объема J.L· Пусть ( - бездивергентное поле на М, а {gt: М -t М} - его фазо­
вый поток. 

Рассмотрим пару точек х1, х2 в М. Этой паре мы поставим в соответ­

ствие число, характеризующее «асимптотическое зацепление» траекторий по­

тока {gt}, выходящих из этих точек. Для этого сначала свяжем любые две 
точки х и у многообразия М «коротким путем» А(х, у). Условия, налагаемые 
на систему коротких путей, бу.пут описаны ниже и выполняются <<ДЛЯ nочти 

любого» выбора системы. 

Выберем большие числа Т1 и Т2 и возьмем отрезки gtx1, О~ t ~ Т1 , и gtx2, 
о~ t ~ т2, траекторий, выходящих из Xl и Х2. Замкнем их короткими пу­
тями A(gтkxk, Xk) (k = 1, 2). Получим две замкнутые кривые гl = Гтi (х1) 
и Г2 = Гт2 (х2) (см. рис. 31). Допустим, что эти кривые не пересекаются (что 
верно для почти всех пар х1 , х2 и для почти всех Т1 , Т2). Тогда коэффициент 
зацепления lk~(Xl, Х2; TI, Т2) := lk(ГI, Г2) кривых Гt и г2 корректно определен. 

Определен и е 4.1. Acu.мnmomu-чec'/Cuu '/Соэффициент зацепления па­

ры траекторий gtx1 и gtx2 (х1,х2 Е М) поля (определяется как предел 

где Т1 и Т2 меняются так, чтобы Г 1 и Г 2 не пересекались. 
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Ниже мы увидим, что этот предел почти всюду существует и не зависит от 

системы «коротких» путей А (как элемент пространства L 1(M хМ) функ­
ций, интегрируемых по Лебегу на М х М). 

Рис. 31. Длинные отрезки траекторий замкнуты скороткими» путями 

Определен и е 4.2. Cpeifн.u.м 'Х:оэффициенто.м са.мозацеп.л.енил поля ~ 
называется интеграл по М х М асимптотического коэффициента зацепления 

>.~(х1,х2) траекторий поля: 

Л~= J J >.~(XI,X2)JL1J.L2· 
мм 

(4.1) 

3 а м е ч а н и е 4.3. Средний коэффициент самозацепления можно опре­
делить и другим способом, определив сначала асимптотическое зацепление 

линий поля с замкнутыми кривыми, а затем заменив кривую другой траекто­

рией (этот подход используется в § 5 для определения среднего коэффициента 
скрещивания). 

Теорем а 4.4 (теорема спиральности, !Arn9J). Среifн.ий 'Х:оэффициент са­
.мозацеплен.ил бездивергентного ве'Х:mорного поля ~ н!! оifн.освмно.м .многооб­
разии М с э.л.е.менто.м об'{jе.ма JL совпадает со спира.л.ъностъю поля: 

>.~ = 1-l(~). 
П р и мер 4.5. Для векторного поля Хопфа 

v(х1,х2,хз,х4) = (-х2,х1, -х4,хз) 

(4.2) 
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на единичной сфере 8 3 С JR3 коэффициент зацепления любых двух траекто­
рий (больших кругов) равен 1. Все траектории периодичны с одинаковым 
периодом 211'. Поэтому значение >." ( х1, х2), или асимптотического зацепления 
двух траекторий за единицу времени, есть 1/411'2 • Средний коэффициент са­
мозацепления поля Хопфа равен 

J J J J 1 (vol(S3))2 (211'2)2 
2 >."= >."(x1,x2)JL1JL2= 411'2JL1JL2= 411'2 =~=11' • 

sз sз sз sз 

что совпадает со средней спиральностыо 'Н(v) поля v (см. пример 1.19). 
3 а м е ч а н и е 4.6. Данный результат без каких-либо изменений можно 

перенести на случай двух различных бездивергентных полей ~ и Т/ на одно­

связном многообразии М. Коэффициент зацепления >.~,1J(x, у) в этом случае 
есть мера асимптотического зацепления траекторий g~x и u;y, выходящих 
соответственно из х и у. Спиральнасть здесь следует заменить на билиней­

ную форму 'Н(~, Т!) (см. замечание 1.22). Теорема спиралыюсти в этом случае 
утверждает, что 

J J >.~,1J(x, Y)JLxJLy = J LV~ Л {d-1w'1), 
мм м 

где 2-формы определены соотношениями w~ = i~JL, w'1 = i'1JL, а через d-1w'1 
обозначена произвольпая потенциальная 1-форма а такая, что da = ""''1· 

В случае многообразия М с краем предполагается, что все рассматривае­

мые векторные поля касательны к границе. 

3 а м е ч а н и е 4. 7. Совпадение двух классических определений инвари­
анта Хопфа (являясь «неэргодическим• вариантом теоремы спиральности, 
см. пример 1.19) есть проявление двойственности Пуанкаре. 

Предположим, что мы имеем дело с сингулярными формами (д-типа), но­
сители которых суть компактные подмногообразия. Перейдем от дифферен­

циальных форм к их носителям. Тогда операции d-1 и Л соответствуют пе­
реходу от подмногообразий носителей к ограниченным ими пленкам и к их 

пересечениям соответственно. Наконец, интегрирование J есть суммирование 
м 

точек пересечения с соответствующими знаками. Пересечение подмногообра-

зия с пленкой, ограниченной другим подмногообразием, и есть коэффициент 

зацепления этих двух подмногообразий. 

Если рассматривать гладкие дифференциальные формы вместо сингуляр­

ных, это приведет к усреднению соответствующих характеристик зацепле­

ния. Асимптотический вариант коэффициента зацепления можно определить 
и в контексте асимптотических циклов (SchS, DeR, GPS, Sul]. 

Аналог гамотопической инвариантности классического инварианта Хопфа 
для асимптотического коэффициента зацепления пока неизвестен. В связи 

с этим возникает 

3 а д а ч а 4.8. Является ли средний коэффициент самозацепления безди­
вергентного векторного поля инвариантным относительно гомеоморфизмов, 

сохраняющих меру на многообразии? Здесь предполагается, что сохраняю-
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щий меру гамеаморфизм иреобразует поток одного гладкого бездивергент­

ного векторного поля в поток другого, при этом оба поля имеют корректно 

определенные усредненные коэффициенты зацепления. 

Частичный (утвердительный) ответ на этот вопрос был дан в [G-Gj, где 
средний коэффициент зацепления для поля в полнотории был связан с то­

пологическими инвариантами Рюэля [Rue] и Калаби для диффеоморфизмов 
дисков (см. также гл. III, п. 7.1 и гл. IV, п. 8.2). 
Мы приведем два варианта доказательства теоремы спиральности. В пер­

вом явно используется формула зацепления Гаусса и интеграл Вно-Савара 

в JR3 . Второе, бескоординатное доказательство проясняет причину совпадения 
спиральности и зацепления на произвольнам односвязном многообразии. 

Различные обобщения асимптотического зацепления обсуждаются в после­

дующих параграфах. 

4.2. Отступление о формуле Гаусса 

Чтобы сформулировать теорему Гаусса о коэффициенте зацепления двух 

замкнутых кривых в трехмерном евклидоном пространстве введем сле,пующие 

обозначения. 

Рис. 32. Две параметризованные зацепленные кривые в пространстве определяют 
отображение Гаусса Т2 -+ 82 

Пусть 'Yl : st ~ JR3 и 1'2 : Si ~ JR3 - гладкие отображения двух окружнос­
тей в JR3 с непересекающимися образами. Пусть t1(mod Т1) и t2(mod Т2) -
координаты на первой и второй окружностях. Обозначим через "ri == "ri(ti), 
i = 1, 2, соответствующие векторы скорости в образах (рис. 32). 

Пусть эти окружности ориентированы с помощью выбора параметров t 1 

и t2, и пусть фиксированаориентация JR3 . Тогда можно определить векторное 
произведение и тройное (смешанное) произведение в JR3 . 
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Теорем а 4.9 (теорема Гаусса). Коэффициеит зацеnл.еиия за.м:к:иуm'Ых 
-к;рив·ых /'1(81) и /'2(81) в IR3 равеи 

Т1 т2 

lk( ) 1 jj<·'н,i'2,/'1-1'2)d d 
/'1, /'2 = 411" 111'1 -1'2113 t1 t2. 

о о 

Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим отображение 

!= т2--+ 82 

тора в сферу, переводящее пару точек на наших окружностях в вектор еди­

ничной длины, направленный от 12(t2) к 'Y1{t1), f = F/\IF\1, где F(t1, t2) = 
=')'1(t1)- 12{t2) {см. рис. 32). 

Ориентируем сферу внутренней нормалью, а тор- координатами t1, tz. 
Л е м м а 4.10. Стеnенъ отображения f равна ?Соэффициенту зацеnления 

lk{ /'1' 1'2). 
Действительно, это верно для малых окружностей, расположенных далеко 

друг от друга: и коэффициент зацепления, и степень отображения f равны О 
(рис. 32). Обе эти величины не меняются при деформациях, при которых 
кривые остаются непересекающимися. Кроме того, легко проверить, что при 

любой деформации пары кривых, при которой одна кривая пересекает дру­

гую, как коэффициент зацепления, так и степень отображения изменяются на 

единицу, причем с одинаковым знаком. Поэтому равенство lk(/'1, 1'2) = degf 
следует из связности множества гладких отображений 8 1 --+ JR3 • Тем самым 
теорема Гаусса является следствием приводимой ниже леммы. 

Л е м м а 4.11. Стеnенъ отображения f: Т2 --+ 8 2 даетс.я интегра.лъной 
фор.му.лой Гаусса. 

Д о к аз а т е ль с т в о л е м мы 4.11. По определению степени имеем 

degf= 4~ JJ f*v
2

, 

Т2 

где 2-форма v2 - форма площади на единичной сфере. Далее, по определе­
нию f форма f''v2 принимает на паре векторов а1, а2 , касательных к тору 
в точке t = (t1 , t2 ) Е Т2 , значение, равное смешанному произведению этих век­
торов и вектора - f :=- f(t) (сфера ориентирована с помощью внутренней 
нормали): 

f*v2(al, az) = v2(f.a1, j.a2) = (f.a1, J.a2,- !). 

Дифференцируя J, получаем f.a = F.a/IIFII +с( а, f)f (здесь с( а,!) - ска­
лярный множитель), и поэтому 

Напомним, что F = х1 - х2, откуда получаем выражение 

f*v2 = {:i:1, :i:2, х1 - x2)llx1 - x2\\-3dt1 Л dt2 

для элемента площади сферического образа тора. о 
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Обобщение формулы Гаусса Д11Я зацеплений высших размерностей, nолу­
ченное в !Pol, Wh], основано на тех же рассуждениях об эквивалентности 
зацепления и степени отображения Гаусса. 

4.3. Другое определение асимптотического коэффициента зацепления 

Пусть {gt} - фазовый поток, определенный бездивергентным nолем ~ 
в трехмерной компактной евклидовой области М С JR3. Как обычно считаем, 
что nоле касательно к границе дМ. 

Определим гауссово зацеnление траекторий nоля ~ следующим образом: 

т2 т1 

Л ( ) 1. 1 //(:i:l(tl),:i:2(t2),xl(tl)- x2(t2)) dt dt 
~ х1 ,х2 =тl.f~oo41rT1T2 llx1{t1)-x2{t2)ll3 1 2' 

о о 

где Xi ( ti) = gt; ( Xi) - траектория точки Xi, а Xi ( ti) = 1t. gt; Xi - соответствую-
щие векторы скорости. ' 
Лемма 4.12. 1) Преде.лЛ~(х1,х2) существует почти всюду наМ хМ. 
2) Ведичина Л~(х1,х2) совпадает с опреде.л.енн'Ы.М. въtше числ.о.м Л~(х1,х2) 

для почти всех Х1, х2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства первого утверждения доста­

точно nроверить, что Л есть «временное среднее• интегрируемой функции 
на многообразии М х М, на котором действует абелева груnпа {gt1} х {gt2}. 
Подынтегральная функция равна 

G( ) _ (а1,а2,Х1 -х2) 
Xl,X2 - llxl- Х2113 ' 

где ak = ddt 1 gtkxk = ~(xk)· Функция G имеет особенность на диагонали 
k tk=O 

многообразия М х М: она растет не быстрее, чем r-2, где r - расстояние до 
диагонали. Поскольку коразмерность диагонали равна 3, функция G принад­
лежит пространству L1(M хМ), что и требуется. 

Чтобы сравнить Л~ с Л~, представим коэффициент зацепления кривых 

Г1 = Гт1 (х1) и Г2 = Гт2 (х2) в виде гауссова интеграла при О~ t1 ~ Т1 + 1, 
О~ t2 ~ Т2 + 1, используя значения параметра tk от Tk до Tk + 1 Д11Я парамет­
ризации «КОроткого пути• Ll(gтkxk,Xk), соединяющего gтkXk с Xk. 

Оnределен и е 4.13. Системой поротпих путей, соединяющих лю­
бые две точки в М, назовем систему nутей, зависящих измеримым образом от 

точек х и у в М и удовлетворяющих следующим условиям: существует единая 

константа С такая, что интегралы гауссова тиnа меньше этой константы С: 

а) Д11Я любой пары непересекающихся путей этой системы; 
б) для любой nары, состоящей из неnересекающихся между собой пути из 

этой системы и отрезка фазовой кривой gtx, О~ t ~ 1. 
3 а меч а н и е 4.14. Можно убедиться в существовании систем коротких 

путей Д11Я нигде не обращающихся в нуль векторных полей и даже для общих 

векторных полей (с изолированными нулями). Полезно помнить, что инте­
грал гауссова тиnа Д11Я пары отрезков nрямых остается ограниченным при 
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приближении этих отрезков друг к другу. Отметим, что наматывание траек­

тории вокруг пути системы повлекло бы неограниченность интеграла. Однако 
малое возмущение такой системы как раз и приводит к системе коротких пу­

тей, удовлетворяющей указанному условию. 

Действительно, явление наматывания не возникает в системах, для кото­

рых найдется такое N Е Z+, что в любой точке многообразия М хотя бы одна 
из производных ~ (вдоль путей) порядка меньше N не совпадает с аналогич­
ной производной gt (вдоль потока). Если задано векторное поле~ (или, что 
эквивалентно, задан поток gt), то системы коротких путей~. удовлетворяю­
щие этому последнему условию, образуют обильное множество (см. теорему 

о строгой трансверсальности, !AVG]). 
Поля с неизолированными нулями образуют множество бесконечной ко­

размерности в пространстве всех векторных полей. Для таких полей вопрос 

о существовании коротких путей - более тонкий, и там имеются все еще пере­

шеиные вопросы1 . Было бы весьма интересно получить доказательство суще­
ствования для приведеиного определения в полной общности. В !Vog] Т. Во­
гель предложил использоватi? в определении систем коротких путей L1-схо­

димость вместо поточечной и доказал, что в L1-случае можно использовать 

систему кратчайших геодезических для любого векторного поля. Таким обра­

зом, его подход разрешил вопрос существования для систем коротких путей 

универсальным образом. 

Возвращаясь теперь к доказательству леммы 4.12, заметим, что разность 
T2+l T1+l Т2 Т1 

J J - J J интегралов гауссова типа можно оценить суммой не более чем 
о о о о 

[Т1 ] + [Т2] + 1 членов, каждый из которых не иревосходит С. Следовательно, 

(

T2+1Tl+l Т2 Т1) 

A{(Xl,X2)-Л{(Xl,X2)= lim 4 Tl,.., J J -!! =0 
TI,T2-+00 71" l.L2 

о о о о 

(где Т1 и Т2 стремятся к бесконечности по любой последовательности, для 
которой кривые Г1 = Гт1 (х1) и Г2 = Гт2 (х2) не пересекаются). О 

Завершим доказательство теоремы об эквивалентности эргодического 

и интегрального определений спиральности бездивергентного векторного 

поля, определенного в области М С JR3 (и касательного к границе дМ). 
Рассмотрим интеграл Вно-Савара 

(где х обозначает векторное произведение), определяющий векторный потен­
циал А= rot- 1 ~ в IR3 . Этот интеграл позволяет получить интегральное пред-

1 А11торы благодарны П. Лоуренсу, отмети11шему, что доказательство существования по­
требоllало бы «глобального подхода•, рассматривающего поля на IICeм многообразии, 11 то 
время как теорема трансверсальности, по существу, локальна. 
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ставлениеспиральности 

Теорема спиралыюсти теперь следует из этой формулы и из эргодической 

теоремы Биркгофа, применеиной к подыптегралыюй функции (~(х1 ),~(х2), 
Х1- x2)/(41rllx1- x2ll 3 ) на М хМ. Пространственное среднее 

ff A~(Xl' Х2) JL(XI) JL(X2) 
МхМ _ Л~ 

(vol(M))2 - (vol(M))2 

от временного среднего А~ вдоль траекторий потока поля ~, сохраняющего 
меру, равно пространствеиному среднему 1i(~)/(vol(M))2 данной функции. О 

3 а меч а н и е 4.15. Отметим, что для эргодического поля (~, ~) на 
М хМ функция А~(х1 ,х2) почти всюду постоянна: асимптотические коэф­
фициенты зацепления для почти всех пар траекторий поля ~ равны друг 

другу. 

4.4. Формы зацепления на мноrообразиях 

Покажем теперь, как изложенные выше рассуждения можно применить 

к случаю произвольнаго односвязного многообразия, где, в отличие от JR3 , 

интеграл гауссова типа для <<двойной формы» де Рама [DeR] нельзя выписать 
столь явно (см. [KhC]). 

Т е о р е м а 4.16 (ер. 4.6). Средний х:оэффициент зацеплени.я двух безди­
вергентнъtх вех:торнъtх полей~ и 7] совпадает с 1i(~, ry): 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала напомним некоторые факты о двойных 

расслоениях и формах зацеплений. Обозначим через (2k (М) пространство 
дифференциальных k-форм на многообразии М. 

Определен и е 4.17.Дифферепциальная 2-форма GEn2(MxM) назы­
вается формой зацеплени.я Гаусса-де Ра.ма на односвязном многообразии М, 

если для произвольной пары непересекающихся замкнутых кривых Г 1 и Г 2 
интеграл этой формы по Г1 х Г2 равен соответствующему коэффициенту за-

'" цепления 

J J G = lk(Г1, Г2). 
Г1ХГ2СМхМ 

ЗдесьГ1 х Г2 = {(х,у) Е М хМ: х Е Г1,у Е Г2}. Существованиетакойформы 
будет доказано ниже. 
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Определен и е 4.18. Каждая дифференциальная форма К(х, у) Е 
Е П*(М хМ) определяет оператор К: П*(М) -t П*(М) на пространстве 
дифференциальных форм П*(М) на М, который отображает дифференци­
альную форму ~Р(У) в дифференциальную форму 

(К~Р)(х) = j К(х, у) Л ({)(у), 
11"-l(x) 

где 1r: М х М -t М - проекция на первую компоненту, а интегрирование ве­

дется по слоям этой проекции (см. рис. 33). Значение формы К!{) в точке х Е М 
есть интеграл по слою 1r-1 (х) с М х М внешнего произведения К(х, у) Л ~Р(у). 
Если в произведении К(х, у) Л ~Р(У) не содержатся п-формы по у, то по опре­

делению (Kip)(x) =О. 
у 

1r-1 (хо) 
/ 

1 

м 
М хМ !· 

хо м х 

Рис. 33. Любая форма на М хМ определяет оператор на П*(М) 

Пр е д л о ж е н и е 4.19. Оператор G, соответствующий фор.ме зацеп­
ления, естъ оператор Грина, обратнъtй '/С внешней производной 1-фор.м, 

т. е. если 1/J = dip и!{) Е П1 (М), то 

1Р = G('Ф) + dh 

для не'/Соторой фун'/Сции h. 
Наличие члена dh отражает тот факт, что потенциальную 1-форму !{) мож­

но восстановить по точной 2-форме 1/J лишь с точностью до полного диффе­
ренциала. 

Д о к аз а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я. Пусть d = dx + dy - оператор 

внешнего дифферен~овани~ на П*(М хМ). 

Лемма 4.20. dxK=doK. 
Действительно, [dxK(x, у)] Л ~Р(У) = dx[K(x, у) Л ~Р(У)], а значит, 

J [dxK(x,y)]Л~P(Y)=d( J К(х,у)Л~Р(У)). 
11"-l(x) 11"-l(x) 
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_!!е м м а 4.21. Есд:и. К лв.л.яетс.я 1-фор.мой по nеременной у, то dyK = 

=Kod. 
Это следует из тождества 

j [dyK(x, у)] Л <р(у) = j К(х, у) Л d<p(y). 
,.--l(x) ,.--l(x) 

Л е м м а 4.22. Внешнлл nроизводна.я. формы Гаусса-де Ра.м.а G на М х М 
равна су.м.ме dG = о+ /3 следующих фор.м; 

- о-фор.м.ы на диагонали !::. с м х м (интеграл о-формы по любой трех­
мерной цеnи в М х М равен алгебраичес-х:о.му числу точе-х: nересеченил цеnи 

с диагональю !::. ) , и 
- не-х:оторой формы /3 Е S13 (M хМ), -х:отора.я лв.л.яетс.я линейной -х:о.мби­

нацией форм из .множества Qk(M) ® nз-k(M), у -х:оторых -х:аждъtй .множи­
тель за.м.-х:нут. 

Д о к аз а т е л ъ с т в о. 

lk(Г1,Г2)= !! G= !!! dG= !!! dG. 
Г1ХГ2 д- 1 (Г1ХГ2) (д- 1 Г1)ХГ2 

С другой стороны, поскольку коэффициент зацепления есть число пересе­
чений цикла Г2 с поверхностью д- 1Г1 (граница которой есть Г1 ), он может 
быть представлен в виде интеграла о-формы ПО цепи (д- 1Гl) х Г2: 

lk(Г1,Г2)= !!! о. 
(д- 1 Г1)ХГ2 

Теперь утверждение следует из того, что все такие /3 замкнуты и характери­
зуются условиями 

!!! /3=0 и !!! /3=0. о 
(д- 1 Г1)хГ2 Г1 х(д- 1 Г2) 

3 а м е ч а н и е 4.23. Форма /3 может быть выбрана так, чтобы класс кого­
мологий о+ /3 в Н3(М хМ) был тривиальным. Действительно, хотя класс о 
в Н3(М хМ)= L,Hk(M) ® H 3-k(M) нетривиален (диагональ в М хМ не 

k 
является границей), прибавляя соответствующую форму /3, мы можем изба-
виться от Н0(М)- и Н3(М)-членов. Поэтому класс о+ /3 равен нулю вслед­
ствие односвязности М (Н1 (М) = Н2(М) =О). 

Эти соображения доказывают существование формы зацепления Гаусса-де 

Рама G как решения уравнения [dG] =О Е Н3(М хМ), где скобки[*] обозна­
чают класс когомологий дифференциальной формы. 

Для завершения доказательства предложения 4.19 перейдем в уравнении 
[dGJ =о + /3 от форм к операторам dG = J + [3 или 

dxG + dyG = J + [3. 
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Здесь следует отметить, что: 

а) о-форма соответствует тождественному оператору J = id на формах, и 
б) образ оператора jj в S1*(M) принадлежит подпространству замкнутых 

форм (см. лемму 4.22). В частности, в пространстве S11 (M) образ состоит из 
точных форм. 

Сочетая эти факты с леммами 4.2Q-4.21, приходим к соотношению 

d о G + G о d = id +d о i' 

для операторов на 1-формах в М. Применив операторы из обеих частей этого 

соотношения к форме !р и перегруппировав члены, получаем 

d о (G(ЧJ)- i'(ЧJ)) + G(dЧJ) = ЧJ. 
Наконец, для 1/J = d!p получим 

1Р = G('Ф) + dh 

для пекоторой функции h. О 
Л е м м а 4.24. Существует фор.м.а за-цеп.п.ен:и.я Гаусса-де Ра.м.а G(x, у) 

с nолюсо.м nоряд?оо. 2 на диагонали .многообразия М х М. 
д о к аз а т е ль с т в о. Коэффициент зацепления г 1 и г2 в м ПО опре­

делению совпадает с коэффициентом зацепления Г 1 х Г 2 и диагонали !::t. 
в М х М. Отождествим окрестность диагонали в М х М с окрестностью 

нулевого сечения в нормальном расслоении T.J.. !::t. к диагонали с помощью 
геодезического экспоненциального отображения (рис. 34). 

МхМ:иl 

Рис. 34. Для любой точки диагонали ~ С М х М окрестность в поперечном к ~ 
направлении можно отождествить с окрестностью в R3 

Тогда в любом слое (являющемся окрестностью точки О Е R3) рассмот­
рим стандартную гауссову форму зацепления, имеющую особенность в нача­

ле координат. Последняя есть 2-форма, полученная подстановкой радиального 

векторного поля V(l/r) в стандартный элемент объема в R3 . Она имеет по­
люс второго порядка в начале координат. Распространим эту форму с одного 

слоя на целую окрестность !::t. в М х М таким образом, чтобы она обраща­
лась в нуль на векторах, параллельных !::t. С T.J.. !::t.. Получим форму зацепления 
в М х М, имеющую полюс нужного порядка 2 на диагонали. О 
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С л е д с т в и е 4.25. Форма зацепления G интегрируема: G Е L1(MxM), 
т. е. зншчение G, въt"Численное на любых двух глаihсих ве'/Сmорнъtх пол.ях, естъ 
интегрируе.ма.я фуН'/С'ЦUЯ на М х М. 

Действительно, коразмерность диагонали в М х М равна 3, а порядок 
роста G вблизи диагонали равен 2. 

3 а м е ч а н и е 4.26. Все приведеиные выше рассуждения относительно 
форм зацепления Гаусса-де Рама справедливы (с некоторыми очевидными 
модификациями) для многообразий произвольной размерности. Дальнейшее 
же изложение в этом параграфе существенно использует трехмерность. 

Пусть ~ и rJ - бездивергентные поля на многообразии М, оснащенном 

формой объема J.l· Пусть g~x и g~y -отрезки траекторий этих полей с началом 
в х и у, где время меняется в пределах О~ t ~Т и О~ s ~ S. Обозначим 
через ~х и ~У соответствующие <<короткие путИ>>, замыкающие эти отрезки 
траекторий и превращающие их в две кусачно-гладкие замкнутые кривые. 

Асимптотический коэффициент зацепления для пары траекторий равен 

>.~.?J(x, у)= lim тls Jr f G = lim тls Jr f G. 
T,S-+oo j T,S-+oo j 

(g~xUAж) Х (g~yUAv) g~xxg~y 

Последнее равенство пределов следует из ограниченности интегралов по ко­

ротким путям (см. определение 4.13 системы коротких путей). 
Следовательно, 

TS 
где i~i17G рассматривается как функция на М х М, а через J J обозначен 

о о 

интеграл этой функции по произведению (кусков) траекторий g!x и g~y. 
Пользуясь эргодической теоремой Биркгофа, примененпой к интегрируе­

мой функции i~i17 G, мы можем перейти от средних по времени к простран­
ствеиным средним: 

>.~,1J = J J Л~, 11 (х, у) J.lx {Ly = J J.lx J J.Ly(i~i 17 G). 
МхМ М М 

Наконец, перенесем операторы подстановки i~ и i 17 с формы G па формы J.Lx 

и /Ly (операция i~ есть внутреннее произведение, см.§ 1): ... 

>.~,17 = J J Л~,17 (х, у) J.lx /Ly = J J.lx J J.ly(i~i17 G) = 

м. м м м~ j i<~x Л ( j i,~, л G) ~ j ,,~л G(i,~). 
м м м 
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По предложению 4.19 G- оператор, обратный к внешнему дифференциро­
ванию: G(i.,.,J.L) = d- 1 (i.,.,J.L) с точностью до прибавления точной формы. Этим 
завершается доказательство теоремы 4.16: 

л~ . .,.,= J i~J.L л d- 1 (i.,.,J.L) = 1i(f., 'f/). 
м 

§ 5. Асимптотическое число пересечений 

о 

Использование понятия спиральности для оценок снизу магнитной энер­

гии в терминах топологии магнитных линий было обобщено Фридманом 

и Хе [FH1, FH2J, которые ввели понятие асимптотического числа пересече­
ний. Они измеряли сложность заузленной траектории <<минимальным числом 

пересечений» ее проекций. Если подсчитывать пересечения с учетом знака, 

эта величина является аналогом коэффициента зацепления. В дальнейшем 

изложении мы в основном будем следовать работе [FH2J. 

5.1. Оценки энергии снизу для типичных векторных полей 

Определен и е 5.1. Для двух замкнутых кривых ')'1 и /'2 в JR.3 -число 
пересе-чений с( /'1, /'2) равно интегралу абсолютной величины гауссовой подын­
тегральной функции, определяющей их коэффициент зацепления: 

(5.1) 

Эта величина уже не является инвариантной относительно изотопии кри­

вых. Однако все понятия и определения, возникающие для соответствующего 

асимптотического случая, могут быть дословно использованы в данной ситу­

ации. 

Для векторного поля f,, определенного в области М с JR.3 (и касательного 
к краю дМ), мы используем то же определение «системы коротких путей», 
что и выше (см. определение 4.13 и последующее замечание). Обозначим через 
Гт(х) кусок (,-траектории точки х Е М, пробегаемый за период времени [О, TJ 
и замкнутый коротким путем. 

Определен и е 5.2. Аси.мптоти-чес?Си.м -чис.ло.м пересе-чений траекто­

рии бездивергентного векторного поля f,, выходящей из точки х, с замкнутой 
кривой 'У в односвязном многообразии М3 называется предел 

c~(x,f') = lim sup ~ с(Гт(х),f'). 
Т-+оо 

Этот предел существует, принадлежит L1(M) и корректно определен в L1(M), 
несмотрянанеоднозначный выбор системы коротких путей. 
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Аналогично, среднее чис.л.о nересечений всех траекторий поля ~ с кривой 'У 

равно интегралу 

с~('У) = J c~(x,-y)J.Lx, 
м 

где J.L - элемент объема на М. 

Наконец, если заданы два бездивергентных векторных поля ~ и .", их 
аси.мnтоти"Чес?Сое 'Число nересечений Cr(~, 11) определяется как простран­
ственный интеграл числа пересечений одного из полей с траекториями 

другого: 

Cr(~, 11) = J (нm :~~ ;fс((Гт(у))) J.Ly, 
м 

где Гт(у) - кусок О~ t ~Т траектории поля ~. выходящей из точки у 
и замкнутой коротким путем. Это число пересечений допускает интегральное 

представление 

Cr(C n) = ..!._ !r r 1Щх),'1(У),х- y)l 11 н 
.", ., 471' } llx- Yll3 ,-х ,-у· (5.2] 

М хМ 

Асимптотическое число пересечений определяет следующую нижнюю 

грань для Е312-энергии Е3/2(~) := J /1~/13/2 J.L. 
м 

Теорем а 5.3 (см. [FH2]). Для любого бездивергентного ве7Сторного nо-
ля~ в М 

(
16)1/4 3/4 

Е3/2(~) ~ -;:- Cr(~, ~) . (5.3) 

3 а меч а н и е 5.4 (см. [FH2)). А. L312-норма, используемая в определе­
нии Е312-энергии, обусловлена •конформной природой• задачи. Л1обая ниж­
няя грань Е312-энергии обеспечивает нижнюю грань стандартной ~-энергии 
Е2(~) := J 11~11 2 J.L, что непосредственно следует из неравенства Гельдера: 

м 

(Е3/2(~))413 ( 16 ) 1/3 
~(~) ~ (vol(M))1/3 ~ 7rvol(M) Cr(~.~) (5.4) 

или, в более привычной форме, 

( )

3/4 j (/1~11 312 · 1) ~ J 11~/1 2 (vol(M))114. 

Комбинируя неравенство (5.4) с оценками для асимптотического числа пересе­
чений Cr(~.~), обсуждаемыми ниже (см. теоремы 5.9 и 5.12), можно получить 
явные оценки для энергии ~ векторного поля с инвариантным тором. 

В. Аналогично для л!обых двух бездивергентных векторных полей ~ и 11 
на многообразии М 

( 
16) l/4 2/3 2/3 Cr(~, 11) ~ -;:- (Е3/2(~)) (Е3/2(1/)) . 
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С. Обе части неравенства имеют геометрическую приро.пу (они зависят от 
выбора метрики) и не являются топологическими инвариантами. Напротив, 
оценка энергии в терминах спиральности дает топологическую оценку для 

геометрической величины. 

Можно насильственным образом превратить правую часть неравенст­

ва (5.3) в топологическую величину, определив топологu'Чес?Сое 'Число пересе­
'Чений 

Тогда 

( 1Г)1/4 3/4 E3j2(h.f.) ~ 
16 

Crtop(f,, f.) 

для любого h Е Diff(JR3 ). 

D. Теорема 5.3 имеет место для векторных полей с произвольной диверген­
цией при условии, что Cr(f., f.) определяется по интегральной формуле (5.2), 
а не эргодическим способом. Используя также интегральное определение спи­

ральности (см. определение 1.1), получим 

E3/2(h.f,) ~ (~) 114
11t(f.)l3/4 для любого h Е Diff(M С IR3) 

вследствие очевидногонеравенства Cr(f.,f.) ~ l1t(f.)l. 
3 а м е ч а н и е 5.5. В двумерном случае асимптотическое число пересе­

чений было исследовано и применено к оценкам энергии переплетенных маг­

нитных трубок в (Ве2). В этом случае нижняя грань энергии, как выяснилось, 
квадратично зависит от полного числа пересечений переплетенного поля, в то 

время как энергия заузленного поля в трехмерном пространстве ограничена 

линейным по Cr выражением (см. выше оценку (5.4) для Е2-энергии). 
Д о к аз а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.3. Интегральная форма асимптоти­

ческого числа пересечений дает сле.пующую верхнюю грань: 

Cr(t: t:)=..!..ff!(~(x),~(y),x-y)! н н~ 
._, '> 41Г llx- Yll3 ,-ж ,-у "" 

мм 

~ 4~ J J llf.(y)ll (~~~~~х~~~2) J.Lx J.Ly = J llf.(y)llp(y) J.Ly, 
мм м 

где плотность р: JR3 -+ JR+ определена как 

1 J ll~(x)ll р(у) = 41Г llx- Yll2 J.Lx· 
м 

Используя неравенство Харди-Литтлвуда-Соболева (SoЬl, Lieb) из теории 
потенциала, получим 

( ) 

1/3 ( )2/3 
IIPIILЗ = j Р3 J.L ~ ( ~) 

113 j llf.ll312 
J.L 

м м 
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Применив такженеравенство Гельдера, видим, что 

откуда следует утверждение теоремы. о 

5.2. Асимптотическое число пересечений для узлов и зацеплений 

По-видимому, сколько-нибудь точных оценок Cr для достаточно общих по­
лей ~ получить невозможно. Однако можно добиться некоторых результатов 

при (уже использовавшемся) предположении о том, что у векторного поля 
есть зацепленные или заузлешrые инвариантные торы. 

Определен и е 5.6. Чис.ло пересе'Чен.ий cn(K) (или cn(L)) узла К (или 
зацепления L) в JR3 есть минимальное число точек пересечения во всех плос­
ких диаграммах, представляющих узел (или зацепление). 

Рассмотрим некоторую трубчатую окрестность Т (ориентированного) уз­
ла К. Говорят, что произвольпая замкнутая ориентированная кривая, содер­

жащаяся в этой окрестности, имеет степен.ъ р, если ее можно изотопически 

продеформировать внутри Т в кривую, которая покрывает К р раз. 

Двухкомпонентное зацепление (Р, Q) в JR3 называется came.t/.ltиmн.ъw за­
цеплен.ие.м. степени (р, q) узла К (р и q натуральные), если (Р, Q) можно 
(одновременно) изотопно отобразить в пару кривых ( Р', Q') С Т таких, что 
степень (Р') равна р, а (Q') равна q. Число н.ад-пересе'Чен.ий cn(P, Q) зацепле­
ния (Р, Q) определяется как минимальное число прохождений кривой Р над Q 
среди всех плоских узловых диаграмм, представляющих (P,Q) (см. рис. 35). 

Рис. 35. Число пересечений зацепления L = Р U Q равно cn(L) = 4. Число 

над-пересечений равно cn(P, Q) = 2 

Пусть cnp,q(K) - минимум cn(P, Q) по всем сателлитным зацеплениям 
(Р, Q) узла К степени (р, q). Определим аси.мптоmи'Чес?Сое 'Чис.ло пересе'Чен.ий 
узла К следующим образом: 

ас( К)= liш inf cnp q(K)fpq = inf{ cnp q(K)fpq: р, q ~ 1 }. (5.5) 
p,q-+oo ' ' 
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3 а меч а н и е 5.7. Эквивалентность двух определений ас(К) следует из 
построения аналога k-кратной альтернированной диаграммы для сателлита 

степени (р, q), представляющей (kp, kq) сателлит. Число пересечений сателли­
та степени (kp, kq) (выбранного нужным образом) и сателлита стеnени (р, q) 
отличаются друг от друга множителем k2 (см. [FH2]). 

Очевидно, ас( К) ~ cn(K), поскольку cn(P, Q) ~ cn(K) для Р и Q, являю­
щихся копиями минимальной диаграммы узла. 

Гипотез а 5.8 (см. [FH2]). ас( К)= cn(K). 
Теорем а 5.9 (см. [FH2]). Для бездивергентного поля~' определенного 

в полнотории Т узлового типа К и параллелъного граниv,е дТ, имеет .место 

неравенство 

Cr(~, ~) ~ !Flux(~)l 2 ас( К). 

С л е д с т в и е 5.10. Crtop(~, ~) ~ !FluxiOI2 ас( К). 
С л е д с т в и е 5.11. Е3;2 -энерги.n та?Сого поля ~ обладает следующей 

нижней гранъю 

Д о к аз а т е ль с т в о: см. вышеизложенные факты и теорему 5.3. 
Отметим, что теперь правая часть энергетического неравенства топологи­

чески инвариантна. 

Эту оценку можно еще уточнить в терминах инвариантов узлов следую­

щим образом (см. подробности и доказательства в [FH2]). Поверхностью Зей­
ферта узла К Е JR3 называется nроизвольпая ориентированная поверхность, 
вложенная в !R3 , границей которой является узел К. Родом (genus) узла назы­
вается минимальный род (т. е. число приклеенных к диску ручек) поверхности 
Зейферта. По определению род не меньше единицы для нетривиального узла 

(тривиальный узел ограничивает настоящий вложенный диск). 
Теорем а 5.12 (см. [FH2]). Для любого узла К аси.мптоти'Чес?Сое 'Чис­

ло пересе'Чений ас( К) удовлетворяет неравенству ас( К) ~ 2 genus( К) -1. 
В 'Частности, ас(К) ~ 1 для любого нетривиалъного узла. 
Определение 5.13. Для зацепления L = (L1, ... ,Lk) выберем сна­

чала окрестность, состоящую из k попарно непересекающихся полноториев 
T1, ... ,Tk, вложенных в JR3 . Обозначим через cnp,q(Li;L), i Е {1, ... ,k}, 
минимальное число прохождений кривой степени р в Ti (спроектированной 
на плоскость) над k-компонентным зацеплением, образованным кривыми 
степени 1 в Т1 , ••• , Tk. Аналогичным образом определим аси.мптотu'Чес?Сий 
?Соэффиv,иент пересе'Чения ac(Li, L) кривой Li с L по формуле (5.5), заменив 
в ней cnp,q(K) на cnp,q(Li; L). 

Тогда для бездивергентного поля~. имеющего зацепление инвариантных 

полноториев, имеет место неравенство 
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В частности, для двухкомnонентного зацепления nолноториев (Т 1, Т2) можно 
получить, что 

Итак, оценки энергии можно получить из решения чисто топологической 

задачи вычисления величин ас(К) и ac(Li, L) для заданных типов узлов и за­
цеnлений вихревых трубок IFH2). 

3 а меч а н и е 5.14. Эти инварианты чувствительнее, чем коэффициенты 
зацепления, что непосредственно вытекает из вычисления коэффициентов за­

цеnления посредством проектирования на плоскость: 

ac(Li, L) ~ L llk(Li, L;)l, 1::::; i::::; k. 
if.j 

Данная оценка бесполезна для конфигураций с нулевыми коэффициентами 
зацепления (таких, как кольца Борромео, рис. 26, Ь). Утверждение, аналогич­
ное теореме 5.12, дает нижнюю грань для ac(Li, L) в терминах так называе­
мой нормы Терстона для некоторых поверхностей, связанных с зацеплением L 
(см.!FН2)). В частности, если Li не является тривиальной компонентой, отде­
ляемой от зацеnления L (например, Li - одна из компонент колец Борромео), 
то асимптотическое число пересечений ас( Li, L) не меньше единицы. 
Д о к аз а т е ль с т в о т е орем ы 5.9. Определим стеnень (многознач­

ной) функции f: Т -+ 8 1 = 'R.f'll как ее гомологическую степень, т. е. число 
оборотов образа функции, заданной на полнотории. 

Л е м м а 5.15. Для ве'IСmорного nол.я ~' nарал.л.елъного границе дТ nолно-
тория Т, 

Flux(~) = J (~, 'V f) /1- (5.6) 
т 

для .л.юбой фун'IСЦии f: Т -+ "R.f'll единичной стеnени. 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Разрежем полноторле Т вдоль любой поверхно­

сти Е (представляющей образующую группы Н2(Т, дТ), рис. 36) так, чтобы 
получился цилиндр F. 

Функция f на Т порождает функцию j: F -+ 'R на цилиндре. Значения j 
в соответствуюlЦИх точках верхнего и нижнего оснований цилиндра д+F 

и д_F отличаются на единицу. Обозначим через dA элемент площади на 
сечении Е. Тогда 

J(~,'Vf)JL= J(~,'Vi)JL=J div{i~)JL= J (i~,n)dA+.,. 
Т F F д+F 

+ J (i~, n) dA = J ([i(верх (х))- j(низ (x))J~, n) dA(x) = J (~, n) dA. 
д_F Е Е 

Лемма доказана. о 
Вернемся к доказательству теоремы. 
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Предположим теперь, что Flux(~) = 1, а gt- фазовый поток поля~· Тогда 
~я_ фиксированного С1-отображения f: Т-+ R/Z степени 1 и его поднятия 
f: Т-+ R имеем 

т т 

l{j(gт(x))-J(x))J.L= 1 1('\lf(gt(x)),~(gt(x)))J.Lжdt= 1 Flux(~)dt=т. (5.7) 
т о т о 

Напомним, что Г т(х) -это кривая gt(x), О~ t ~т, присоединенная к •ко­
роткой кривой• 6-(gт(х),х) для любого х Е Т. Тогда 

ldegree(Гт(x))- (j(gт(x))- f(x))j ~С, 

поскольку длины коротких путей равномерно ограничены, а функция j непре­
рывно дифференцируема. 

Рис. 36. Разрезав полноторие вдоль ~. получим цилиндР 

С другой стороны, по определению асимптотического числа пересечения 

с(Г т(х), -у)~ ас( К) degree(Г т(х)) degree(-y) 

для любой замКнУТОЙ кривой 'У в полнотории Т. Поэтому 

с(Гт(х),-у) ~ ac(K)degree(-y)[(j(gт(x))- f(x))- С]. 

Из этогонеравенства и формулы (5.7) получим 

; 1 с(Г т(х), -у) J.Lж ~ас( К) degree(-y) ( 1- С· v;l(T)). 

т 

(5.8) 

Откуда при т -+ оо получаем оценку снизу для среднего числа пересече­
ний с~(-у): 

с~('У) ~ ac(K)degree(-y). 

Аналогично, полагая 'У= Гт(у), у Е Т и используя формулу (5.8) и опреде­
ление асимптотического числа пересечений, получаем требуемое неравенство 

Cr(~, ~) ~ас( К). о 
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5.3. Конформный модуль тора 

Некоторые оценки энергии для векторных nолей, обладающих инвариант­

ными торами, можно сформулировать в терминах конформного модуля пол­

нотория. 

Пусть Т - полноторие, снабженное пекоторой римановой метрикой. Гомо­
топически Т эквивалентно окружности 8 1 = R/Z. 

Оnределен и е 5.16. Конфор.мн:ьtй .моду.л:ь полнотория Т с метрикой 

на нем определяется формулой 

m(T) = i~f j \\~ fll 3 p,, 
т 

где f: Т- R/Z - любая 01-функция степени 1. 
3 а меч а н и е 5.17. Модуль можно рассматривать как меру <<электро­

nроводимости» для токов вдоль Т: «толстый» тор обладает большим модулем, 

а очень тонкий - модулем, близким к нулю. Модуль m(T) является конформ­
ным инвариантом: он сохраняется при конформном изменении метрики, так 

как масштаб ~ обратно nропорционален масштабу длины. 

Теорем а 5.18 (см. [FH2]). Дл.я любого бездивергентного веr.:торного 
nоля ~ с инвариантн:ы.м полноторием Т и.меет .место соотношение 

Е (1:) =. f 111:113/2 >-: IFluxiOI3/2 
3/2 .." Чj. .." IL r m(T)l/2 ' 

где Flux(~) - потоr.; поля~ 'Через любую поверхность Е, nредставл.яющую 

образующую группъt Н2(Т,дТ) (см. рис. 36). 
Доказательство. Теорема неnосредственно следует из леммы 5.15. 

Действительно, применяя неравенство Гельдера к (5.6), получаем 

поэтому 

_ 1 З/2 >-: IFluxiOI3/2 
Е3;2Ю- (11~ ILЗ/2 ) r (IIV'JIILЗ)3/2 · 

Минимизация по функциям f стеnени 1 nревращает стоящую в знаменателе 
L3-норму в конформный модуль. D 

3 а меч а н и е 5.19. Сохраняющий объем диффеоморфизм не изменяет 
Flux(~) и, следовательно, оставляет энергию nоля h.~ ограниченной снизу, 
если модуль тора ограничен сверху. В свою очередь, модуль т(Т) можно оце­

нить чисто тоnологическими величинами, связанными с типом..узла (или за­
цепления) тора (или совокуnности торов). 
Теорем а 5.20 (см. [FH2]). Для любого полнотория Т узлового типа К, 

вложенного в трехмерное евr.:лидово пространство R3 , выполняется нера-
венство 
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Доказательства этого и других интересныхнеравенств для энергии, зацеп­

лений и модулей полноториев можно найти в [FH2J. Предположительно, для 
нетривиального зацепления полноториев величина min{m(T1 ), ... , m(Tk)} 
мажорируется универсальной константой, не зависящей от k (верхняя оцен­
ка, полученная в [FH2J, равна ftk 112 j4). 

§ 6. Энергия узла 

Процесс релаксации магнитных трубок к состоянию с минимальной энер­

гией поднимает вопрос об оптимальных вложениях кривых или более общих 

подмногообразий в пространство. Возможно ли естественным образом свя­

зать «энергию>> с подмногообразием так, чтобы энергия была бесконечна для 

погружений, не являющихся вложениями, и так, чтобы градиентный поток 

энергии сохранял тип изотопии и приводил подмногообразие в «оптималь­

ное» состояние? 

6.1. Энергия заряжениого ковтура 

Представим себе бесконечно тонкий аналог магнитной трубки - заряжен­

ный контур. Среди возможных различных определений потенциальной энер­

гии контура в трехмерном пространстве особый интерес представляет пред­

ложенное недавно О'Хара [OH1J определение, обладающее замечательными 
свойствами инвариантности (см. [BFHW, FHWJ). 

Пусть 'У= 'Y(u) - спрямляемая кривая, вложенная в JR.3 , где и принад­
лежит окружности S 1. Для любой пары точек 'У(и), 'Y(v) обозначим через 
dist("((и), "f(v)) расстояние меЖдУ ними вдоль кривой, т. е. минимум длин двух 
дуг кривой 'У с концами в точках 'У( и) и "f(v). 

Определен и е 6.1 (см. [OH1J). Энергией ~ивой 'У называется следу­
ющий интеграл: 

Инвариантность этой энергии относительно изменения параметризации 

и растяжений пространства очевидна. 

3 а м е чан и е 6.2. Энергия Е определена на пространстве вложений 

S 1 --+ JR.3 . Она стремится к бесконечности, когда вложение становится син­
гулярным. Отметим, что это - регуляризация 1/r2-потенциальной энергии 
заряженной кривой, в то время как потенциал Ньютона-Кулона в JR3 ра­
вен 1/r. Энергии, соответствующие показателям, меньшим или равным -2 
(в частности, рассматриваемому сейчас), стремятся к бесконечности по мере 
приближения двух различных дуг кривой друг к другу и появлении у кривой 

двойной точки. Такая энергия создает бесконечный барьер против изменения 

топологии узла. Действительно, нерегуляризованная энергия двух трансвер­

сально пересекающихся прямолинейных отрезков (например, отрезков осей 
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координат) есть интеграл 

J J dx dy J J r d dO 
(Jx2 +у2)2 = r2 r ' 

у х О r 

который расходится в начале координат. 

Замечательным свойством Е(т) является ее инвариантность при прооб­
разованиях Мёбиуса. Напомним, что nреобразование.м. Мёбиуса в JR3 называ­
ется композиция евклидова движения, растяжения и инверсии относительно 

сферы. Добавление бесконечно удаленной точки иревращает иреобразования 
Мёбиуса в биекции трехмерной сферы JR3 U { оо}. 

Теорем а 6.3 (см. (BFHW, FHW)). Пусть 'У- nростая за.м.'IС'Н.утая ?ери­
вал в JR3 , и nустъ МТ - nреобразование Мёбиуса в IR3 U { оо}. И.меют .место 
едедующие утверждени.я.: 

1) ec.ttиMTo"{CIR3 , тоЕ(МТот)=Е(т)i 
2) ееди МТ о 'У nроходит через оо, то Е((МТ о 'У) n JR3 ) =Е( 'У)- 4. 
О'Хара (ОН1) доказал, что существует лишь конечное число типов узлов 

среди кривых с заданными ограничениями сверху на энергию, длину и L2-нор­
му кривизны. Условия на длину и L2-норму кривизны можно опустить, как 
показывает следующая теорема. 

Теорем а 6.4 (см. (FНW)). Пусть 'У- nростая за.м.'IС'Н.утая ?Сривая в IR3 , 

и nусть через cn( 'У) (соответственно с( 1, 'У)) обозначено тоnологичес'/Сое чис­
ло nересечений (соответственно среднее чиедо са.моnересечений) узла, реа­
лизуемого ?Сривой 'У (соответственно са.мой ?Сривой 'У). Тогда 

27rcn('Y) + 4 ~Е(/), 

127rC(/,/) ~ 11Е(1) + 12. 

Отметим, что среднее число самопересечений с( 'У, 1), определяемое инте­
гралом гауссова типа (5.1), ограниченно, так как числитель имеет двойное 
вырождение на диагонали 8 1 х 8 1 . 

Энергия Е любой окружности равна 4, являясь минимумом энергии среди 
замкнутых кривых в IR3 . Из сформулированной теоремы следует, что если 
замкнутая кривая удовлетворяет неравенству Е( 'У)< 61r + 4 ~ 22,849, то 'У не 
заузлена (число пересечений сn( т);::: 3 для любого существенного узла 1). 

Используя экспоненциальную верхнюю оценку числа различных узлов 

с заданным ограничением на число пересечений, получим 

С л е д с т в и е 6.5 (см. [FHW)). Кми-чество (7СМссов изоморфизмов) уз­
лов, х;оторые .могут быть nредставлены?Срив'Ы.ми с энергией Е, не nревосхо-
д.я.щей N, ограничено вели-чиной "'" 

Милнор (Mill) показал, что для по,л,ной ?Сривизны 

/\( 
i{u) )'\ Т К( 'У)= lli'(u)ll dи 
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(здесь' и· обозначают производную по и) из неравенства ТК('У) ~ 411' сле.цу­
ет, что 'У незаузлена (ТК (окружности) равна 211'). Тем не менее, для любого 
заданного е > О существует бесконечно много типов узлов, имеющих предста­
вителей с полной кривизной Т К~ 411' +е. 

3 а меч а и и е 6.6. Полную энергию можно аналогичным образом nри­
писать зацеплению ( 'Yl, ... , 'Yk), состоящему из k непересекающихся вложе­
ний 8 1 в R.3 , 

k 1 k 

TE('Yl• ... ,'Yk) = L:E('Yi,'Yi) + 2 L E('Yi,'Yj), 
i=l i,j=l, i'f.j 

где E('Yi, 'Yi) = E('Yi), а при i =f j 

Е( ) { { lli'i(u)lllli'j(u)ll d d 
'Yi,'Yj = 11 II'Yi(u)- 'Yj(u)ll2 и v. 

S1 xS1 

Для любого N > О существует конечное число типов зацеплений, имеющих 
представителей с ТЕ~ N (см. {FHW)). 

3 а м е ч а н и е 6. 7. Для бездивергентного поля, заключенного в нетриви­
ально заузленных или зацепленных трубках, существует нижняя грань маг­

нитной энергии, как обсуждалось в п. 4.2. Моффат [Mof5) предложил исполь­
зовать эти оценки энергии снизу в качестве инвариантов (трубчатых окрест­
ностей) узлов и зацеплений. 

А именно, для каждого узла рассмотрим сателлитную трубку тока объе­
ма vol, несущую снеперекрученное• векторное поле ~ с потоком Flux (че­
рез любое меридиональное сечение трубки) и иссле.цуем соответствующую 
энергию этого векторного поля. Эту энергию можно уменьшить с помощью 

диффеоморфизма, сохраняющего как vol, так и Flux, до топологически до­
стижимого минимума. Из соображений размерности эта минимальная энер­

гия Е(~)= m(Flux)2 (vol)-113 , где т= m(Flux, vol) - положительное веще­
ственное число, зависящее от топологии узла. Если для данного узла су­

ществуют различные локальные минимумы энергии, то последовательность 

{ mo, m1, ... , mr} таких возможных значений естественно назвать спектром 
энергии окрестности данного узла. Наименьшее число mo является возмож­
ной естественной мерой сложности узла (см. также {С-М)). 

Представляется интересной задача установить связь меж.цу окончатель­

ными положениями вихревых магнитных трубок при релаксации Е2-энергии 

и формой кривых, реализующих минимум соответствующей функции энергии 

на кривых. Критические точки этой энергии соответствовали бы положениям 

равновесия, описываемым спектром Моффата. 

6.2. Обобщения эверrии узла 

Существует множество обобщений энергии узла, инвариантных по отноше­

нию к иреобразованиям Мёбиуса (см., например, [D-S, AuS, KuS)). Представим 
себе равномерно заряженвое k-мерное подмногообразие М С R.n. 
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Определен и е 6.8. Для заданной функции f определим !-энергию как 

EJ(M) = j j 11!~~~~k dvolм(x) dvo1м(y). 
М хМ 

Будем считать функцию f на М х М функцией трех аргументов, f = 
= f(M,x,y). 

Определен и е 6.9. Функция f(M, х, у) называется g-инвариантной 
относительно отображения g: М-+М, если f(g*M,g(x),g(y)) = f(M,x,y). 
Теорема 6.10 (см.\D-8, AuS, KuS]). Любая .масштабно-инвариантная 

и инвариантная по отношению ?С преобразования.м Мёбиуса фун1еция f по­

рож:дает энергию Е f, инвариантную относительно преобразований Мёбиуса 
вJRnu{oo}. 

Масштабная инвариантность подынтегральной функции объясняет выбор 

степени 2k в знаменателе выражения для энергии в JRn, а не физически обу­
словленной (n - 2). Подмногообразие М С JRn U { оо} можно рассматривать 
как подмногообразие в sn с JRn+l, если использовать стереографическую про­
екцию. Эта проекция продолжается до иреобразования Мёбиуса пространства 
JRn+l, в то время как формула для энергии не зависит от размерности объем­
лющего пространства. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Утверждение следует из инвариантности по отно­

шению к иреобразованиям Мёбиуса подынтегральной функции с f = 1. В по­
следнем случае масштабная инвариантность очевидна, в то время как инва­

риантность относительно инверсии r ~---+ r := r/llrll 2 следует из рис. 37. 

у 

Рис. 37. Треугольники Оху и Oxfj подобны (здесь х, fj -образы х, у при инверсии) ... 
Из подобия треугольников Оху и Oxfj следует тождество 

llxll· llйll llxll · IIYII 
llx - йll 2 = llx - Yll 2 · 

С другой стороны, инверсия, иреобразующая М в М конформно увеличива­
ет длины в точке х с коэффициентом 11 х 11/11 х 11· Соответствующее изменение 
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элемента объема равно 

dvolм(x) = (llxll/llxll)kdvolм(x). 
Это значит, что подынтегральное выражение в целом инвариантно относи­

тельно инверсии, а следовательно, и относительно произвольного преобразо­

вания Мёбиуса. О 
Если f = 1, подынтегральное выражение возрастает по мере приближе­

ния х к у, и поэтому энергия бесконечна для любого М. Регуляризующий 

множитель f нужен, чтобы компенсировать сингулярность, и поэтому он дол­
жен обращаться в нуль при х---> у. 

От конкретной регуляризации обычно требуются такие свойства: бесконеч­

ный барьер, препятствующий самопересечениям, мёбиусова инвариантность 

и ограниченность энергии снизу. Более ограничительными являются свой­

ство приближенной аддитивности для связной суммы двух отдаленных узлов, 

а также требование, чтобы вклад любых двух непересекающихся дуг в энер­

гию не зависел от того, принадлежат они или нет одной и той же компоненте 

зацепления (см. обсуждение этих свойств в \Au8]). 
Чтобы рассмотреть пример, вернемся к случаю узла 'У Е IR.3 . Опреде­

лим специальную регуляризацию fo: 'У х 'У ---> IR. с помощью следующей 

конструкции. 

Определение 6.11 (см. \D-8]). Для заданной точки х Е 'У и любой 
другой точки р Е IR.3 существует единственная окружность (или прямая) Sx (р), 
касательная в точке х к 'У и проходящая через р. Таким образом, для двух дан­

ных точек х и у узла 'У имеем две ориентированные окружности Sx(Y) и Sy(x), 
пересекающиеся под равными углами в х и у. Пусть а- угол, под которым 

эти две окружности пересекаются в JR.3 . Эти окружности и, в частности, угол 
а определены инвариантно относительно преобразований Мёбиуса. Назовем 

особым весо.м функцию fo := 1- cosa. (Угол а может быть также опреде­
лен в случае произвольного k-мерного подмногообразия в IR.n, если заменить 
окружности Sx(Y) k-сферами \Ku8].) 
Пр е д л о ж е н и е 6.12 (см. \D-8]). Энергия узла Ef0 , определяемая осо­

б'Ы.М весо.м fo, э?Свивалентна энергии О'Хара Е с то-чностъю до ?Сонстант·ы: 
если 'У - за.м?Снутая ?Сривая в JR.3 , то 

EJ0 ('Y) =Е( 'У)- 4. 

В \FHW] было показано, что для неприводимого узла существует пред­
ставитель, имеющий минимальную энергию среди всех простых петель того 

же узлового типа. Критерий, описывающий «оптимальные» состояния (с ми­

нимальной энергией), был получен в \ОН2]. Сошлемся также на \Ku8], где 
приведены интересные примеры стереопар оптимальных зацеплений (с чис­

лом пересечений cn:::;; 8), позволяющие представить себе трехмерную картину. 
3 а меч а н и е 6.13. Отметим, что число критических точек функ­

ции на пространстве вложений S 1 ---. JR.3 можно оценить снизу, пользуясь 
теорией Морса и результатом Васильева для чисел Бетти пространства 

вложений \VasV]. 
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В отличие от узлов, плоские кривые (погружения S 1 ~ JR.2 ) в общем случае 
имеют точки самопересечения. Простейшие сингулярные плоские кривые (об­
разующие дискриминантную гиперповерхность в пространстве отображений 

81 ~ JR.2 ) имеют либо тройную точку, либо точку самокасания (см. рис. 38). 
Трактовку соответствующей теории инвариантов Васильева для плоских и ле­

жандровых кривых читатель найдет в [Arn21, Aic, L-W, Vir, Pll, Pl2, PlV, 
Shm, ТаЬ2, Gor, FuTJ. 

Рис. 38. Плоские кривые с тройными точками и самакасаниями 

3 ад а ч а 6.14. А. Существует ли функционал энергии на пространстве 
погружений, бесконечный на дискриминанте и обладающий свойством инва­

риантности относительно иреобразований Мёбиуса (и/или другими свойства­
ми, обсуждавшимися выше)? Предположительно существует лишь конечное 
число гомотопических классов погруженных кривых с ограниченной сверху 

«энергией~. 

В. Существуют ли асимптотические обобщения инвариантов плоских кри­
вых, аналогичные рассмотренным ранее для зацепления пространствеиных 

кривых? В [Aic, L-W] даны весьма обна,цеживаюlЦИе в данном смысле инте­
гральные формулы таких инвариантов. 

3 а меч а н и е 6.15 (Д. Каждан). Скорость роста количества типов по­
гружений в плоскость с ростом числа пересечений позволяет предположить 

наличие метрики отрицательной кривизны в соответствующих пространствах 

погружений. 

§ 7. Обобщенные спиральности и коэффициенты зацепления 

В этом параграфе описаны различные обобщения спиральности на мно­

гообразия с краем, на неодносвязные многообразия, на случай б6льших раз­

мерностей, а также на магнитные трубки, образующие зацепления, которые 

можно обнаружить с помощью инвариантов зацепления бол~ высокого по­

рядка. 

7 .1. Относительная спиральность 

Спиральность векторного поля в односвязном многообразии с краем (на­
пример, в области в JR3 ) корректно определена при условии, что поле касатель­
но к краю. Векторное поле, иерееекающее край, не обладает ни эргодическим 
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вариантом спиральности (некоторые его траектории выходят из области, по­
этому их асимптотическое зацепление нельзя определить), ни интегральным 
(формула должна включать граничный член). Тем не менее, векторные поля, 
совпадающие вне области, можно сравнивать, изучая относительное зацеn­

ление их траекторий внутри области (Ful, B-FJ. 
Определение коэффициента относительного зацепления незамкнутых кри­

вых основывается на введении «опорных дуг• с совпадающими концами и за­

мыкающих кривые, рис. 39 (см. [Fulj, где эта конструкция была применела 
к изучению заузленности ДИК). 

Рис. 39. Относительное зацепление незамкнутых кривых с дугами вне области 

Непрерывный аналог этой ситуации заключается в следующем (см. (B-FJ). 
Предположим, что область в пространстве JR3 (или замкнутое односвязное 
многообразие М3) разделена на две односвязных области А и В, разделен­
ных граничной поверхностью S. Предположим далее, что два бездивергент­
ных векторных поля ~ и ТJ, заданные в А, совпадают на границе S и име­
ют одинаковое продолжение ( в область В. Обозначим расширенные поля 
в М, соответственно, через~ и fj. Мы позволим себе определенную вольность 
в обозначениях, записывая их как суммы ~ = ~ + ( и fj = ТJ + ( (где~. 7], ( 
рассматриваются как (разрывные) векторные поля во всем многообразии М 
с носителями supp~, supp7] С А и supp( С В). 

Л е м м а- определен и е 7.1. Разность сnира.лъностей nолей~ и fj 

6.1i ='Н(~) -1i(fj) 

не зависит от их общего nродо.л.жения ( в область В, а зна-чит, .может 

с.лужитъ .мерой относительной сnира.лъности nолей~ и ТJ в А. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Определим (замкнутые) 2-формы а, /3 и w ( соот­
ветственно подставляя векторные поля ~, i7 и ( в элемент объема J.L на М: 
i~;.J.L =а, и т. д.). Тогда надо показать, что разность 

'Н(~) -1i(fj) := j (а+ w) Л d-1 (a + w)- j (/3 + w) л d-1 (/3 + w) 
м м 
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не зависит от UJ. Легко видеть, что 

1:11t = j а л d- 1a- j {3 л d- 1{3 + J(a- {3) л d- 1
UJ + j UJ л d- 1(a- {3). 

м м м м 

Здесь результат применения d- 1 к разрывной 2-форме есть непрерывная 
1-форма («форма-потенциал»). Входящие в 1:11t члены, содержащие UJ, суть 

J (а - {3) Л d-1 UJ + J UJ Л d- 1 (а - {3); нам нужно показать, что их вклад ра-
м м 
вен нулю. 

Интегрируя по частям одно из этих слагаемых, мы получаем, что их сумма 

равна 

2 j (а- {3) Л d-1
UJ, 

м 

что, в свою очередь, равно 2 j(a- {3) Л d-1UJ, так как supp(a- {3) С А. 
А 

С другой стороны, 1-форма d- 1UJ в А есть дифференциал некоторой функ­
ции d- 1UJ = dh. Действительно, эта формазамкнута (дифференциал d(d- 1UJ)= 
= UJ равен нулю в А вследствие условия supp ( = suppUJ С В), а значит, точна 
в односвязной области. Поэтому 

2 j (а- {3) л d-1UJ = 2 j (а- {3) Л dh = 2 j h(a- {3) =О, 
А А S 

где последнее равенство верно в силу совпадения полей ~ и 1J на границе S. 
Отсюда следует, что на 1:11t не влияет выбор продолжения (. О 

Относительная спиральность пары полей, совпадающих на краю М и где­
либо трансверсальных к нему, инвариантна относительно сохракяющих объем 
диффеоморфизмов М. 

3 а меч а н и е 7.2. Явление подобного типа возникает для бездивергент­
ных векторных полей на неодносвязных многообразиях. Настоящий коэффи­
циент зацепления в этом случае не оnределен, но два «гомологически эквива­

лентных» поля можно сравнить друг с другом. Интересное приложение к 'Х:о­
эффициента.м зацеnления д.л,я 'Х:ас'Х:адов можно найти в [GST]. 

Бозьмем неособое С1-векторное поле внутри полнотория такое, что ли­
нии тока трапевереальны к его двумерным дискам, см. рис. 40, а. При таком 
выборе можно определить следующий аналог коэффициента зацепления. За­
фиксируем структуру прямого произведения S1 х D2 в полно+,_ории, тривиа­
лизующую его как расслоение над S 1• 

Топологи'Чес'Х:и.м. зацеn.ление.м. двух длинных участков траекторий называ­

ется алгебраическое число наматываний одной траектории на другую. А имен­

но, проекции траекторий на диск образуют движущуюся пару точек в том же 

двумерном диске. Коэффициент зацепления есть число вращения одной точки 

вокруг другой. Это определение можно расширить на случай каскадов пери­

одических траекторий в полнотории. Поток, задающий каскад в полнотории, 
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циклически переставляет меньшие инвариантные диски в поперечном сечении 

и повторяется внутри этих дисков (рис. 40, Ь). 
С другой стороны, с участком О ::;; t ::;; Т отдельной траектории 01-потока 

можно связать ( иифииитези.малъиый) ~оэффициеит са.мозацеплеиия, под­
считав, сколько раз касательный к диску вектор повернулся вокруг траек­

тории. Почти для всех точек инфинитезимальный коэффициент самозацеп­

ления имеет предел при Т -t оо, который определяется пространствеиным 

интегралом соответствующей производной [Rue]. 

а 

ь 

Рис. 40. (а) Полноторие с векторным полем, поперечным к двумерному диску D 2
• 

( Ь) Каскад вложенных полноторий 

Гамбаудо, Сулливан и Трессер показали в [GST], что последовательность 
топологически определенных средних коэффициентов зацепления для после­

довательности орбит в каскаде сходится к среднему коэффициенту самоза­

цепления инвариантного множества. Они также описали последовательности 

рациональных чисел (в пекотором смысле, аналоги чисел вращения для отоб­
ражений окружности в себя), которые возникают как средние коэффициенты 

зацепления в каскаде итерируемых тороидальных узлов. 

7 .2. Эргодический смысл интегралов спиральности в старших размерностях 

В высших размерностях инварианты, являющиеся обобщением спираль­

ности векторного поля в IR3 , были введены Новиковым [Novl]. Его идея со­
стояла в том, чтобы распространить на замкнутые дифференциальные фор­

мы на сферах высших размерностей (не обязательно являющиеся прообраза­

ми форм со сфер меньших размерностей) операцию Уайтхеда в гомотопиче­
ских группах сфер (подобно тому, как инвариант Хопфана гомотопической 
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группе 1rз ( 8 2 ) обобщается в спиральность бездивергентных векторных полей 
на 8 3 ). 

При эргодической интерпретации конструкций Новикова возникает сле.цу­

ющая сложность. В отличие от трехмерного случая, когда асимптотический 

коэффициент зацепления определен для почти каждой пары траекторий, тра­

ектории поля не могут быть зацеплены, если размерность объемлющего мно­

гообразия больше трех. Таким образом, вместо кривых следует рассматривать 

подмногообразия б6льших размерностей. Но для незамкнутых подмногообра­

зий размерности ~ 2 нам недостает подходящего обобщения системы коротких 
путей. 

Рассмотрим геометрический смысл инвариантов замкнутых 2-форм на 

многообразиях произвольной размерности. Для нечетномерных многообразий 

величины типа J d- 1a Л f3 Л ... Л VJ возникают в качестве первых интегралов 
в теории идеальной баротроиной жидкости (гл. I, § 9, гл. VI, § 2) или в теории 
Черна-Саймонса (п. 8.1). Здесь асимптотический коэффициент зацепления 
каждой пары траекторий поля заменяется зацеплением одной траектории 

с расслоением коразмерности 2. Для четномерных многообразий инварианты 
Новикова можно описать как усредненные в'Ьlрожден·н:ьtе зацепления 1Kh1]. 
Предложенная здесь интерпретация - эргодический аналог двойственно­

сти Пуанкаре, позволяющий трактовать свойства дифференциальных форм 

в терминах пересечений расслоений их ядер, см. замечание 4.7. 
Пусть мn - связное компактное многообразие без края и Н1 (М, IR) = 

= H2 (M,IR.) =О. Обозначим замкнутые (а значит, и точные) 2-формы на М 
через а, {3, ... Е П2(М), где d- 1a, d- 1{3, ... - произвольвые первообразные 
1-формы (формы-потенциалы) для соответствующих 2-форм. Начнем со сле­
.цующих простых наблюдений. 

п р е д л о ж е н и е 7 .3. 1) Для не-четно.мерН'ЫХ .многообразии M 2m+l 

и nроизвмънЪLХ т+ 1 за.м:кнутъtХ 2-фор.м а, {3, ... , VJ интеграл тиnа Хоnфа 

I(a, {3, ... , cu) = J d- 1a Л f3 Л ... Л VJ си.м.метри-чен относите.л.ъно nерестано­
м 

во'/С а, ... , cu и не зависит от в'Ыбора nервообразной d-1 а. 
2) 1Nov1] На -чет'Ырех.мерно.м .многообразии М4 для люб'Ых двух 2-фор.м а 

и {3, удовлетвор.яющих ус.л.ови.я.м а Л а= f3 Л f3 =а Л f3 =О, интегра.л.w 

и 

J1(a,f3)= 1 d- 1аЛаЛГ1{3 
м 

J2(a, fЗ) = 1 d-1a л f3 л d-1{3 

м 

не завис.ят от вЪI.бора d-1a и d-1{3. 
В !Novl] Новиков определил множество инвариантов на многообразиях 

произвольной размерности, и случай М4 мы рассматриваем для иллюстрации. 
Мы собираемся представить эти интегралы как обобщенные коэффициенты 

зацепления некоторых слоений, связанных с дифференциальными формами. 
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О п р е д е л е н и е 7 .4. Замкнутая 2-форма а: ранга ~ 2 на многообразии 
мn определяет (сингулярное) слоение (называемое слоением ядер) коразмер­
ности 2 в М; касательная к этому слоению плоскость в любой точке М по­
рождена (n- 2)-вектором, лежащим в ядре формы а: в этой точке. 

Если многообразие снабжено формой объема f-L, то это слоение порождено 
полем (n- 2)-векторов А, подстановка которых в эту форму объема дает а: 

(т. е. iAf-L =а:). 
Пр е д л о ж е н и е 7.5. Поле ядер за.м:к:н.утой 2-фор.м:ы вполне интегри­

руемо. В частности, для фор.м:ы. ранга ~ 2 оно порождает слоение 'К:ораз.м.ер­
ности ~ 2. 
Д о к аз а т е л ь с т в о состоит в применении критерия интегрируемости 

Фробениуса. О 
За меч а н и е 7.6. Без ограничения на ранг 2-формы а: соответствуiо­

щее (n- 2)-векторное поле А, вообще говоря, неразложимо. Условия а: Л а:= 
= f3 Л f3 = О на пару а:, f3 в n. 2 сформулированного предложения являются как 
раз ограничениями на ранги: rk(a:), rk(/3) ~ 2. Третье условие а: Л f3 =О гаран­
тирует, что слоения ядер (размерности 2 в М4), определенные формами а: и f3 
(вблизи точки, где rk(a:) = rk(/3) = 2), расположены следующим особым обра­
зом. Пересечения их слоев образуют одномерное слоение, при условии что а: 

и f3 не пропорциональны. Кроме того, распределение, заданное как сумма 
ядер а: и {3, определяет в этом случае трехмерное слоение (Arn9). 

О п р е д е л е н и е 7. 7. Среднее зацепление кривой Г со слоением А есть 
поток 2-формы а:= iAf-L через произвольную поверхность д-1Г, ограниченную 
кривой Г 

lk(Г, А)= J а:= J d-1a:. 
а-1г г 

Следующее предложение мотивирует определение lk(Г, А). 
Предложение 7.8. Число lk(Г,A) совпадает со средним. 'К:оэффици­

енто.м. зацепления ( вычисленн'Ы.М с использованием. фор.м.ы зацепления G Е 
Е nп-2(М) х П1 (М)) слоев слоения А с 7еривой Г. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению формы G коэффициент зацепле-

ния двух подмногообразий Р и Q в М равен интегралу JJ G, см. § 4. 
Поэтому PxQcMxM 

Здесь первое тождество есть определение J J G, последнее - основное свой­
Ах Г 

ство формы G: оператор, соответствующий форме зацепления, на точных 
дифференциальных 2-формах действует как оператор d-1 (см.§ 4). О 

По аналогии с трехмерным случаем определим аси.м.птотичес'/Wе зацеп­

ление lk~(x, А) траектории векторного поля~. nроходящей через точку х Е М, 
со слоением А. Это усредненный по времени коэффициент зацепления А 



184 Гл. ПI. Тополог!iческие свойства магнитных li В!iхревых полей 

с кривой Гт(х), состоящей из длинного участка ~-траектории g~x с началом 
в х Е М (здесь О~ t ~Т) и короткого замыкающего пути: 

lk~(x, А)= lim -Т1 lk(Гт(х), А). 
т-со 

Определен и е 7.9. Средний 1\,Оэффиv,иент заv,епления векторного по­

ля ~ с слоением А, определенный на многообразии М, оснащенном элементом 

объема J.L, равен 

lk~(A) = j lk~(x, А) J.L· 

м 

Теорема 7.10. Пустъ a,j3, ... ,t..J - .множество т+ 1 за.м'/f,нутъt:r: 

2-фор.м на M 2m+l. Предположим, 'Что ранг одной из форм (например, а) не 
превосходит 2. Тогда интеграл типа Хопфа I(a, /3, ... , t..J) = f d- 1a Л ... Л t..J 

м 

равен среднему 1\,Оэффиv,иеиту заv,еплеиия ве'/f,ториого поля ~ с слоением А: 

I(a, ... ,t..J) = lk~(A), 

где поля~ и А опреде.ленъt соотношениями i~J.L = /3 Л ... Л t..J и iAJ.L =а. 
Д о к а з а т е л ь с т в о состоит в непосредственном применении эргодиче-

ской теоремы Биркгофа. О 

Ранг а играет существенную роль в определении слоения А. Вообще гово­

ря, можно было бы рассмотреть зацепление с абстрактным (n- 2)-поливек­
торным nолем вместо (n- 2)-мерного слоения. 

Если все эти формы имеют ранг ~ 2 (конечно, это достаточно ограни­
чительное условие), то можно интерпретировать число I(a, ... ,t..J) как муль­
тизацепление всех соответствующих слоений. (См. также в [KoVJ детальное 
изучение зацепления поля и слоения коразмерности 2 с трансверсальной ин­
вариантной мерой, которое может быть обобщено на случай нескольких сло­

ений.) 
Точнее, обычный коэффициент зацепления есть билин:ейн:ая форма на про­

странстве попарно непересекающихся подмногообразий соответствующих раз­

мерностей. Он определен для пары подмногообразий pk и Q1 в мп, подчи­
няющихся условиям k + l = n - 1 и Р n Q = е. Аналогично определим ко­
эффициент мультизацепления как мультилинейную форму на пространстве, 

состоящем из наборов r подмногообразий ( Р1 , ..• , Pr) в мп таких, что 

и 

r 

L codim Pi = n + 1 
i=l 

r 

nPi=121. 
i=l 

(7.1) 

(7.2) 

Определен и е 7.11. Коэффиv,иенто.м .му.лътизаv,еп.ления ориентиро­
ванных замкнутых подмногообразий Р1 , ... , Pr в М = !Rn (или sп), удовле­
творяющих указанным условиям, называется число (с учетом знака) точек 
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пересечения многообразия F с М, ограниченного одной из этих поверхностей 
Pi = дF, с пересечением всех остальных подмногообразий. 

Поскольку эти подмногообразия снабжены трансверсальными ориентаци­

ями, то и все ограниченные ими многообразия, и все их пересечения также 

получают трансверсальную ориентацию, а значит, знаки точек пересечения 

определены однозначно. Например, три окружности на плоскости или две 

сферы и окружность в трехмерном пространстве могут быть зацеплены так, 

как показало на рис. 41. 

а ь 

Рис. 41. (а) Зацепления трех окружностей на плоскости, ( Ь) двух сфер и окружности 
в пространстве 

Отметим, что коэффициент мультизацепления набора подмногообразий 

Р1 , ... , Pr в М равен обычному коэффициенту зацепления подмногообра­

зия Р1 х ... xPr С М х ... хМ с диагональю~= {(х, ... ,х): х Е М} С 
сМх ... хМ. 

Напомним, что любая замкнутая 2-форма ранга ~ 2 определяет слоение 
коразмерности 2. Если бы слои были компактны, мы могли бы рассматривать 
взаимное зацепление этих слоев для (т + 1) 2-формы в M 2m+ 1, поскольку 

m+l 

L (коразмерность слоев) = 2m + 2 = dim М + 1. 
i=l 

Итак, в этих терминах вышеприведенная теорема 7.10 принимает следУю­
щий вид. 

Теорем а 7.10'. Инвариант типа Хопфаравен средне.му аси.мптоти­
чес.",о.му ""оэффициенту .мулътизацепления слоев расслоений, определенН'ЫХ 

даннъt.ми 2-фор.ма.ми. 

Чтобы описать эргодический смысл интегралов Новикова J1 и J2, нам 
нужно расширить понятие мультизацепления. Мы собираемся отказаться от 

условия (7.1) на коразмерность, заменив его в (7.2) предположением о необщ­
ности пересечения подмногообразий. Например, две окружности 8 1 и сфера 
82 не могут быть зацеплены в JR3 (любую их конфигурацию можно расце­
пить, не проходя через тройную точку (рис. 42, а)). Тем не менее, если эти 
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две окружности суть два меридиана одного шара (и тем самым их пересече­
ние есть 8° и состоит из двух точек), зацепление может быть нетривиальным 
(рис. 42, Ь). Именно, нельзя развести 82 и два меридиана, не проходя через 
точку пересечения этих двух меридианов. 

а 

ь 

Рис. 42. (а) Невырожденное и (Ь) вырожденвое зацепления двух окружностей 
и сферы 

В определении инвариантов Ji условия тиnа о: Л {3 = О обеспечивают вы­
рожденность пересечений соответствующих слоев. 

Теорем а 7.12. Инвариант J1(o:,{3) (соответственно J2(o:,{3)) совnа­
дает со средн.и.м 100эффициенто.м. зацеnления едоения А д.л.я 2-фор.м:ы о: (со­
ответственно едоения ТЗ д.л.я 2-фор.м:ы {3) с ве?Стор'Н.'ЬI..М. nолем~. удовлетво­

ряющи.м уедовию i{Jl. = d(d-1o: л d-1{3). 
Грубо говоря, каждая из этих двух величин равна среднему коэффициен­

ту зацепления одномерного слоения, образованного пересечениями А и ТЗ, со 
слоением А или ТЗ (определенным соответственно формой о: или {3). 

Можно также дать эргодическую интерпретацию инвариантов"'Новикова 

как чисел зацепления соответствующих слоений, используя брауновскую эрго­

дическую теорему /Gar). Последняя позволяет усреднять высшие зацепления 
соответствующих листов с помощью гармонической меры на многообразии со 

слоением /Riv, КhЗ). 
3 а меч а н и е 7.13. Инвариантытипа Хопфа встречаются в [Nov1) в свя­

зи с квантовыми аномалиями. Рассмотрим пространство .С гладких отображе-
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ПИЙ j: $9 _... мn 1 ГОМОТОПНЫХ нулю. С замкнутой { q + 1 )-форМОЙ (} на М есте­
СТВеННО связать многозначную функцию Fe(f) (или замкнутую 1-форму БFе) 
на пространстве 1:, 

Fe(f) = j О. 
f(D9+1) 

Здесь отображение f: $9 _... мn продолжается ДО отображения Dq+l - мn 
шара Dq+I, ограниченного сферой. Замкнутость (q + 1)-формы () означает, 
что БF зависит только от ограничения flavq+l=S9· 

Дифференциал oF многозначных функцианалов F(f) на пространстве 1:, 
называют .п.mоо.п:ьн:ы.м, если он зависит от отображения f и от конечного числа 
его производных. При n ;;;>: q + 1 все многозначные функцианалы F(f} с ло­
кальными дифференциалами суть суммы локальных однозначных функциа­

налови Fe(f) [Nov2]. Построение многозначных функцианалов для n ~ q + 1, 
которое предположительно дает все функцианалы с локальными дифферен­

циалами, приведенов [Nov1]. 

Рис. 43. Три полнотория образуют кольца Борромео 

Существует целочисленная решетка внутри пространства форм (), состо­
ящего из гамотопически инвариантных элементов. Роль этой решетки в точ­

ности эквивалентна роли обычного целочисленного инварианта Хопфа отоб­

ражения S3 _... S 2 среди всех асимптотических инвариантов зацепления для 
произвольных бездивергентных векторных полей на S3 • Естественно назвать 
возникновение целочисленной решетки условием квантования [Nov1]. 

7 .3. Интегралы зацепления высших порядков 

Гауссов интеграл не различает разные зацепления кривых в JR3 с одина­
ковым числом «пересечений противоположного знака~. Зацепление "Уайтхеда 

и кольца Борромео являются примерами такого рода (см. рис. 43). В этом 
параграфе мы рассмотрим инварианты высших порядков, называемые коэф­

фициентами Масси (см. [Mas]), которые являются обобщениями понятия ко­
эффициента зацепления двух кривых и позволяют распознавать более общие 

конфигурации кривых. 



188 Гл. III. Топологические свойства магнитных и вихревых полей 

Формализм дифференциальных форм для иерархии инвариантов зацепле­

ния высших порядков был разработан в [Mas] (см. также [MRe]). Это поня­
тие было введено в магнитную гидродинамику в статье [MSa] и переоткрыто 
в работах [Bel, E-Bj, куда мы отсылаем за всевозможными деталями. Описа­
ние топологических препятствий для зацеплений в жидких кристаллах можно 

найти в [MRe]. 
Спиральность трубок поля квадратично зависит от магнитных потоков 

(см. формулу (2.1)) и, следовательно, определяет инвариант второго пор.яitк:а. 
Для колец Борромео гауссов интеграл по любым двум кольцам равен нулю, 

как и спиральность всей конфигурации трубок. Эти кольца можно отличить 

от трех полностью незацепленных колец с помощью инварианта зацепления 

третьего пор.я<Жа. 

Начнем с трех замкнутых кривых, образующих кольца Борромео и заклю­

ченных в тороидальные объемы Tk, k = 1, 2, 3. Поле ~k сосредоточено в труб­
ке Tk и равно нулю вне трубки. Обозначим через Ak вектор-потенциал для ~k, 

а через 'Pk- соответствующую !-форму-потенциал. (В бескоординатных тер­
минах, сначала нужно найти замкнутую 2-форму ak = if..ki-L- результат под­

становки поля ~k в элемент объема м, а затем ее произвольную первообразную 

'Pk = d- 1ak, т. е. такую 1-форму, что dcpk = ak.) 

Определив 2-формы uJij = 'Pi 1\ 'PJ = -cpj 1\ 'Pi для i #- j, заметим, что dыij = 
=О вне Ti U Tj. 

Получим следующее выражение для интеграла спиральмости 

'Нij:=Гi(~i,~j)= j ail\d-
1
aj= j ail\'{)j= j dыij, 

T;UTJ Т; Т; 

так как suppai с Ti. Согласно формуле Стокеа последний интеграл равен 

'Нij = J Wij· Величины 'Н12, 'Н2з, 'Нз1 равны нулю для колец Борромео. 
дТ; 

Форму UJij можно подправить внутри трубок, чтобы превратить в замкну­

тую повсюду. А именно, следует прибавить 2-форму h(j)iCXj к UJij внутри Tj 

и вычесть h(i)jCXi из UJij внутри Ti, где h(i)j - скалярный потенциал, удо­

влетворяющий условию 'PJ = dh(i)j· Функция h(i)j определена в трубке Ti 

(но не глобально), поскольку магнитное поле ~j (и соответствующая 2-форма 
aj = dcpJ) там равно нулю, и потому что Ti не зацеплено с Tj. Лемма Пуанка­
ре, применеиная к полученной форме UJij, гарантирует существование такой 

1-формы (}iJ• что UJij = d(}ij· 

Определен и е 7.14. Интегра.ло.м за'Цеnлени.я третьего пор.я<Жа на­

зывается величина 

'Нijk = J UJijk = J dыijk = - J UJijk 

дТ; Т; дТk 

при различных i, j, k, где Wijk - тройное произведение Масси 
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Произведение Масси по сути есть отображение, определенное на классах 

когомологий, откуда следует и калибровочная инвариантность интеграла за­

цепления третьего порядка 1iijk, и его инвариантность относительно дефор­
маций трех кривых. Это произведение обращается в нуль для трех незацеп­

ленных окружностей, но равно ±1 для колец Борромео. 
3 а меч а н и е 7.15. На языке векторного исчисления произведение Мае­

си можно записать в виде 

Пijk = Ai х roГ 1 Пjk + rot- 1 Пij х Ak, 

где поле nij есть векторное поле Ai х Aj, превращенное в бездивергент­
ное внутри трубок, что обеспечивает существование потенциала rot- 1 Пij 
(см. (Е-В]). 

Чистокогомологическое описание величин 1iijk можно дать следующим 

образом (см., например, (MRe]). Пусть кривые гk, k = 1, 2, 3 образуют «ОСИ» 
колец Борромео Tk в S3 • Замкнутая 1-форма 'Pk двойственна по Алексан­
деру к окружности Гk. Она определена в S 3 \ Гk и может считаться фор­
мой зацепления, так как для любой замкнутой кривой 'У в этом дополне­

нии f 'Pk = lk(Гk,"f). 
'У 

"Условие lk(Гi, Гj) =О позволяет найти такую 1-форму u.Jij на S3 \ (Гi U Гj), 
что dыij = 'Pi Л cpj. Теперь 2-форма с./123 = с./12 Л ср3 + ср1 Л с./23 определена на 
S3 , из которой удалены три окружности, и может быть проинтегрирована по 
границе дТ 1· 

3 а меч а н и е 7.16. Это отправной пункт для построения иерархии ин­
вариантов. Инварианты порядка n можно определить для конфигураций, чьи 
инварианты всех порядков ~ n - 1 равны нулю. 

Инвариант зацепления четвертого порядка, охватывающий случай зацеп­

ления Уайтхеда, был предложен в (A-R]. Рассмотрим поверхности Зейферта, 
соответствующие двум замкнутым непересекающимся кривым. Для каждой 

из кривых можно выбрать такую поверхность, не перссекающую другую кри­

вую, если коэффициент зацепления пары равен нулю. Тогда, вообще говоря, 

пересечение двух поверхностей Зейферта есть замкнутая кривая, оснащенная 

реперами. Коэффициент самозацепления этой оснащенной кривой является 

топологическим инвариантом и не зависит от выбора поверхностей (Sat]. Пре­
вратив кривые в тонкие полнотория, можно получить интегральную форму 

инварианта (A-R]. 
3 а меч а н и е 7.17. Другой способ обобщения коэффициента зацепле­

ния на более сложные случаи был предложен Милнорам (Mil2]. Определения 
'!Соэффициентов Милнора в'Ысших nopяih:oв и их связь с коэффициентами 

зацепления Масси высших порядков можно найти в (Mil2, Th1, Por, MRe]. 
3 а меч а н и е 7.18. Во всех конструкциях этого параграфа магнитное 

поле предполагается сильно вырожденным: оно сосредоточено в тороидаль­

ных трубках, причем все траектории внутри трубок замкнуты. Такие поля об­

разуют множество бесконечной коразмерности в пространстве всех бездивер­

гентных векторных полей. Несколько менее вырожденпая версия была пред-
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ложена в [Но М), где инвариант зацепления третьего порядка определен для 
тройки векторных полей ~k, которые допускают потенциальные 1-формы (/)k, 

чьи попарные произведения обращаются в нуль: 'Pk Л 'PI =О (это- аналог 
обращения в нуль попарных зацеплений у колец Борромео), см. также об­
зор (КhЗ]. 

Хотелось бы получить такую иерархию инвариантов для векторных полей 

общего положения, что если все инварианты порядка ~ k равны нулю для 
данного поля, то первый неиулевой инвариант порядка k + 1 дает нижнюю 
грань энергии поля. 

3 а меч а н и е 7.19. Возвращаясь к связи энергии и спиральности, сле­
дует отметить, что полная спиральпасть приближенно сохраняется, даже если 

магнитное поле не вморожено в среду, но подвержено турбулентности малого 

масштаба (Тау]. В этом случае быстрые пересоединения траекторий поля рез­
ко изменяют локальные топологические характеристики поля. Тем не менее, 

будучи усредненной по всей области, спиральпасть приближенно сохраняется 

для больших временнЫх интервалов. 

Это явление основано на том факте, что мелкомасштабные компоненты 

поля (компоненты с волновыми векторами большой длины k) дают вклад 
в полную спиральпасть порядка {амплитуда)2 jk, в то время как их вклад 
в энергию порядка ( амплитуда)2 • Поэтому изменение высших гармоник поля 
влияет на спиральпасть примерно в k раз слабее, чем на энергию. 

Аналитически эволюция магнитного поля В (div В= О) при наличии диф­
фузии описывается уравнением 

д В 
дt = -{v,B} + 176-В. 

Диссипация спиральпасти за фиксированное время ot равна 

o1l=2 f(roГ 1 (1J6.B),B)J.L=-21J f(j,B)J.L, 
м м 

в то время как энергия Е= J (В, В) J.L рассеивается согласно формуле 
м 

оЕ = 2 J (116-В, В) J.L = 211 J (j,j) J.L 
м м 

(здесь j = rotB- плотность тока). Неравенство Шварца дает оценку сверху 
для 81{. порядка 171/ 2 : lд1ll ~ I1J(OE)EI 112 • ..,_ 

Комбинаторные рассуждения в работе (FrB) показывают, что существу­
ют спути пересоединения•, которые хотя и разрушают другие инварианты, 

изменяют спиральность лишь со скоростью 172 • Никакие инварианты зацеп­
ления высших порядков (~ 3), определенные выше для трубок замкнутых 
траекторий, не сохраняются при таких пересоединениях (MSa, FrB). Пересо­
единения магнитных линий при магнитной диффузии подобны переключе­

ниям вихря в вязкой несжимаемой жидкости. Сошлемся на обзор вихревых 
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переключений, данный в (KiTJ, и на работу (RylJ, где приведены другие топо­
логические свойства различных вихревых течений. 

7 .4. Инвариант Калугареаву и коэффициент самозацепления 

Пусть узкая трубка вокруг кривой "У в JR3 заполнена траекториями вектор­
ного поля~· Предположим, что все ~-траектории в трубке замкнуты и одной 

из них является сама кривая "У. 

Спиральность поля внутри трубки пропорциональна коэффициенту зацеп­
ления lk любых двух траекторий пучка: 1i ( ~) = lk · Q2, где Q - поток по­
ля ~ через любое сечение трубки. Это непосредственное следствие применения 

формул спиральности (4.1)-(4.2), верных для поля, заполняющего произволь­
ный объем, можно также получить, представив трубку как совокупность тон­

ких полноториев и подсчитав их взаимную спиральность (см. формулу (2.1)). 
С другой стороны, коэффициент зацепления lk кривой "У и соседней кри­

вой "У' есть величина, соответствующая ленте, ограниченной кривыми "У и "'f1
• 

Точнее, коэффициент зацепления равен сумме 

lk=Wr+Tw 

коэффициента верчения Wr и полного коэффициента скручивания Тw, кото­
рые определим ниже. 

Оnределен и е 7.20. Коэффициент верчения равен алгебраическому 
числу самопересечений диаграммы кривой "У с JR3 , усредненному по всем на­
правлениям проекций. Он имеет следующее интегральное представление: 

где на кривой "У= 7(t) введен параметр t Е 8 1 (см., например, (Ful)). Как и для 
среднего числа самопересечений с( "У, "У) (см. теорему 6.4), данный интеграл 
ограничен. Его значение, вообще говоря, не целое число и не является топо­

логическим инвариантом. Например, для плоской (или сферической) кривой 
коэффициент верчения равен нулю. 

Коэффициент с?Сруч.ивания не определен для кривой, но его можно опре­

делить для ленты. Он характеризует полное число вращения края 7' вокруг 
сосевой~ кривой 7: 

1 j(dn(t) ) Тw= 21Г dt,n(t),"'f(t) dt, 
Sl 

где "Y(t)- натуральная параметризация кривой"'/, а семейство n(t) состоит из 
единичных нормалей вдоль "У, указывающих в направлении "У'· 

Иллюстрацией к формуле lk = Wr+Tw служит рис. 44. Это соотно­
шение, принадлежащее Калугареаву (CaiJ, наряду с его многочисленными 
приложениями (например, к спиральной структуре ДНК) широко изучалось 
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Фуллером /Ful], Полем !Poh], Уайтом /Wh], а также рассматривалось в гид­
родинамическом контексте Бергером и Филдом IB-F], Моффатом и Рик­
кой /MoR, RiM]. В работе !MoR] инвариант Калугареалу выводится из основ­
ных ГидРодинамических принципов, там же приводятся сведения по истории 

инварианта и широкий библиографический обзор. Разложение lk = Wr + Tw 
соответствует вкладам верчения и скручивания в спиральпасть траекторий 

поля, где слоение на траектории является аналогом ленты в гидродинамиче­

ской постановке. 

Рис. 44. Формула lk = Wr+Tw для спиральной ленты (см. [Ful)). Здесь lk = n, 
Tw = nsina, Wr = n(l- sina), гдеа-угол шага спирали, а n- число оборотов 

Сошлемся также на работу Батта и Таубса !В-Т], где использовано чи­
сто топологическое понятие коэффициента самозацепления узла, возникшее 

в контексте топологической квантовой теории поля Черна-Саймонса и «осво­

божденное» от групnовой структуры (см. там же ссылки на более ранние ра­
боты Д. Бар-Натана, А. Гвадагуини, М. Мартинелли и М. Минчева, М. Кон­

цевича). В следующем параграфе будет рассмотрена связь коэффициентов 
зацепления с функцианалом Черна-Саймонса. 

7.5. Голоморфный коэффициент зацепления 

Многие вещественные понятия в математике имеют комплексные аналоги. 

Эти аналоги могут быть либо непосредственными, как соответствие между 

вещественными и комплексными Многообразиями или группами ортогональ­

ных и унитарных матриц (O(n), U(n)), либо более опосредованными, как, на­
пример, характеристические классы векторных расслоений Штифеля-Уитпи 

и Черна. Другим нетривиальным примерам является соответствие гаматопи­

ческих групn 7ro (в вещественной постановке) и 71'1 (в комплексной постановке). 
Имеется в виду следующее: число связных компонент ( 7ro) есть мера сложно­
сти дополнения к гиперповерхности в вещественном многообр,азии. Напро­

тив, комплексная гиnерповерхность не разделяет комплексное многообразие, 

и ее можно обойти. В последнем случае мерой сложности дополнения являет­

ся фундаментальная группа ( 1r1 ). Другие примеры неформального перехода 
к комплексным аналогам читатель найдет в {Arn23, Kh2]. 

Обратимся к обсуждению комплексного аналога понятия коэффициента 

зацепления (следуя идеям /At], см. /KhR, FrT, Ger, F-K]). Вместо зацеп-
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ления двух гладких замкнутых кривых в вещественном трехмерном одно­

связном многообразии будем рассматривать инвариант, соответствующий 

паре замкнутых комплексных кривых (римановых поверхностей) в комплекс­
ном трехмерном многообразии (т. е. имеющем вещественную размерность 6). 
В дальнейшем изложении мы будем всюду считать, что описанные много­

образия и формы существуют, вкратце упомянув необходимые для этого 

условия. 

3 а меч а н и е 7.21. Классический коэффициент зацепления lk есть це­
лочисленный топологический инвариант, равный алгебраическому числу пе­

ресечений одной кривой в R3 с двумерной ориентированной nоверхностью, 
ограниченной другой кривой (рис. 25). Топологическая инвариантность lk 
и свойство независимости от выбора поверхности следует из того, что ал­

гебраическое число пересечений замкнутой кривой и замкнутой поверхности 

равно нулю. 

Инвариантность в последнем случае можно также рассматривать как про­

явление формулы Стокеа для форм б-типа с носителями, являющимися за­

мкнутыми кривыми и поверхностями (см. замечание 4.7). Формула Стокеа 
и, в более общем случае, теория де Рама гладких дифференциальных форм 

носит по сути вещественный характер: рассматриваются вещественные мно­

гообразия с краем и соответствующей ориентацией, представляющей собой 

Z2-значный инвариант. 

С другой стороны, в [F-K, Kh2] неформалыюй комплексификацией тео­
рии де Рама предлагается считать теорию мераморфных форм на комплекс­

ных многообразиях. Формула вычетов Пуанкаре является «заменой~ форму­

лы Стокеа при комплексификации. Вместо сужения формы на край берется 

вычет мераморфной формы на множестве полюсов. 
Формула вычетов Пуанкаре является обобщением на случай высших раз­

мерностей формулы Коши, выражающей значение контурного интеграла ме­

роморфной 1-формы через вычет формы в полюсе. Определим вычет Пуанка­

ре. Пусть VJ - замкнутая мераморфная k-форма на компактном комплексном 

п-мерном многообразии М с полюсами нанеособой комплексной гиперповерх­

ности N с М. Здесь и далее считаем, что все полюса имеют первый порядок. 
Пусть 1/J- функция, определяющая N в окрестности пекоторой точки рЕ N. 
Тогда k-форма VJ в некоторой окрестности И (р) локально может быть пред-
ставлена в виде суммы 

d'ljJ 
VJ = -;j; Л а+ /3, (7.3) 

где а и f3 голаморфны в U(p). Можно показать, что сужение aiN- корректно 
определенная (т. е. не зависящая от 1/J) голаморфная (k- 1)-форма, см. [Ler]. 

Определен и е 7.22. Фор.мой-въL'Ч.еmо.м resw замкнутой мераморфной 
k-формы VJ называется такая голоморфпая (k -1)-форма на N, которая в шо­
бой окрестности U(p) произвольной точки рЕ N совпадает с формой aiN из 
разложения (7.3), resw = aiN· 

Аналогично определяется вычет в случае, когда множество полюсов состо­

ит из нескольких комплексных гиперповерхностей в общем положении в М. 
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3 а меч а н и е 7.23. Для комплексного многообразия М с нулевым 

числом Ходжа hn•1(M,C) = dimH1 (M,Пn) =О (это условие можно рас­
сматривать как аналог односвязности вещественного многообразия) любая 
мероморфная п-форма на М с полюсами первого порядка на N определяется 
своим вычетом на N однозначно с точностью до голоморфной п-формы на М 
(см., например, (Chr]). 

Пусть теперь С1, С2 с М -две комплексные замкнутые непересекающиеся 

кривые в комплексном замкнутом трехмерном многообразии М: С1 n С2 = fZJ. 

Зафиксируем какие-нибудь голоморфные дифференциалы а1 и а2 на кри­
вых с1 и с2 соответственно и мероморфную 3-форму 'fJ на м, удовлетво­
ряющую следующему условию: дивизор нулей 1J не пересекает ни одну из 
кривых С1 и С2 (например, еслиМ-многообразие Калаби-Яо, то оно имеет 
единственную с точностью до множителя голоморфную 3-форму 1], которая не 

обращается в ноль). Этой паре кривых мы поставим в соответствие величину, 
линейно зависящую от а1, а2 и 1]-1. 

Пусть 81- комплексная поверхность в М, содержащая комплексную кри­

вую С1. Обозначим через /З1 каку1о-нибудь мероморфную 2-форму на 81, чье 
множество полюсов совпадает с на кривой С1 и такую, что вычет этой 2-фор­
мы fЗ1 равен а1, res /З1Iс1 = а1. Согласно приведеиному выше замечанию такая 
2-форма (31 существует, когда существует односвязная комплексная поверх­

ность 81 с М, содержащая кривую С1 , и такая, что Н1 (82 , П2 ) =О. 
Определен и е 7.24 (см. (KhR]). Голо.морфн:ый '!Соэффициен.т зацепле­

ния lkc пары комплексных кривых Cj с выбранными голоморфными диф­
ференциалами щ на них (лежащими в многообразии М с мероморфной 
формой 1J) определяется как следующая сумма по всем точкам пересечения 
поверхности 81 и кривой С2: 

lkс((С1,й1),(С2,й2)):= L (31 Ла2 . 
s1nc2 ТJ 

(7.4) 

Отметим, что 3-форма (31 Л а2 определена только в точках пересечения 
81 n С2, причем входящее в правую часть отношение- коэффициент пропор­
циональности этой формы и 3-формы 'fJ в этих точках пересечения. 

В отличие от вещественного случая голоморфный коэффициент за­

цепления - не целочисленная величина и он не является изотопическим 

инвариантом. Он может принимать любые комплексные значения и зависит 

от взаимного расположения комплексных кривых С1 и С2 в М, а также от 
входящих в данное выражение дифференциальных форм а1 , а2 и 'Гf· Однако 

голоморфный коэффициент зацепления определен корректно по отношению 

к любому другому дополнительному выбору. 

Пр е д л о ж е н и е 7.25. 1) Голо.морфн.'Ый '!Соэффициен.т зацепления lkc 
1Сорре1Сmн.о определен., т. е. не зависит от въtбора '!Со.мпле'!Ссн.ой поверхно­

сти 81 :::) С1 и от .меро.морфн.ой 2-фор.м'Ы /З1 на ней, если res /З1Iс1 = а1 
(с.м. рис. 45). 

2) Вели-чина lkc естъ си.м.метри-ч.н.ая фун.'!С'Ция своих аргументов: вложив 
?Сривую С2 в 'JСО.Мпле'JСС'Н.УЮ поверХ'Н.ОСтЪ 82, взяв та'/Сую .меро.морфн.ую фор-
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nмуч.и.м. тот же ~оэффициент зацеп.лени.я. 

Рис. 45. В голоморфвый коэффициент зацепления комплексных кривых Ot и О2 
вносят вклад пересечения кривой О2 с поверхностью St :::> О1 или, что эквивалентно, 

с другой поверхностью Sf :::> О1 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Предположим, что комплексная кривая С1 есть 
трансверсальнос пересечение двух комплексных поверхностей 81 и 8~, каж­
дая из которых снабжена мераморфной 2-формой {/31 и {3~ соответственно); 
вычеты этих форм на С1 равны а1. Определим мераморфную 3-форму 'У1 

на М с полюсами {первого порядка) на 81 и 8~ и вычетами fЗ1 и -{3~ соответ­
ственно. Эти условия на форму являются согласованными. 

Действительно, на пересечении двух поверхностей повторный вычет фор­

мы зависит от порядка, в котором применяется взятие вычетов, а именно, 

возникает отличие в знаке. Например, в зависимости от порядка, форма dx Л 
Л dy J ху имеет в начале координат второй вычет, равный единице или минус 
единице, так как 

dxЛdy dy 
res ly=O res lx=o--- = res ly=o- = 1, 

ху у 

а 

dx Лdу dx 
reslx=oresly=o--- = -reslx=o- = -1. 

ху х 

Аналогично, второй вычет 3-формы 71 на кривой С1 = 81 n 8~ есть 1-фор­
ма а1 или -а1. Например, 
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Тогда по определению голоморфнаго коэффициента зацепления (7.4) 
имеем 

lkc((C1,a1),(C2,a2))= L (res')'1)!\a:2 , 
s1nc2 'fJ 

поскольку res11ls1 = (31. Последнее отношение в каждой точке 81 n С2 равно 
res ( ~'1 Л а:2) , где 1'

1 - мераморфная функция на М, а ~'1 Л а:2 - мероморф-
'f/ 'fJ 'fJ 

пая 1-форма, определенная на с2. Действительно, легко видеть, что равенство 

(res')'~ 1\ а:2 = res(~ Л а2) выполнено в каждой точке пересечения 81 n С2, 
если записать эти выражения в локальных координатах. 

Тогда lkc равен сумме вычетов мераморфной 1-формы ~'1 Л 0:2 на ком­
'f/ 

плексной кривой С2 в полюсах 81 n С2. Подставив поверхность 8~ вместо 81 
в то же выражение, получим минус сумму вычетов той же 1-формы ~'1 Л а2 

'fJ 
на С2 в полюсах 8~ n С2, так как res11ls~ = -(3~. Теорема Коши, применеиная 

к мераморфной 1-форме ~'1 Л а2 на комплексной кривой С2 , утверждает, что 
'fJ 

сумма вычетов во всех полюсах (т. е. в точках пересечения С2 с 81 и с 8~) на 
кривой равна нулю. Это значит, что lkc не зависит от того, используем ли мы 
поверхность 81 или 8~ (утверждение 1). 

Симметричность lkc можно непосредственно получить, если предста­

вить с2 как трансверсальвое пересечение двух поверхностей 82 и 8~ и поста­
вить ей в соответствие (как это делалось выше) мераморфную 3-форму /2· 
Тогда 

lkc((C1,a:1), (С2,а2)) = L res3C1 ~~'2 ), 
s1ns~ns2 

где res3 - вычет мераморфной 3-формы 11 
1\ ~'2 в тройных пересечениях 81 n 
'fJ 

n 8~ n 82. "Учитывая кососимметричность внешнего произведения и изменение 
знака при переходе к пересечениям 81 n 8~ n 82 , получим утверждение 2. D 

3 а меч а н и е 7.26. Основной мотивировкой введения комплексного ко­

эффициента зацепления является то, что он возникает как «первое nрибли­

жение>> комплексного аналога функцианала Черна-Саймонса (см. [FrT, KhR] 
и замечание 8.10). Стандартный коэффициент зацеnления отвечает асимпто­
тикам классического функцианала Черна-Саймонса ([Pol, Wit2], § 8 ниже). 

3 а меч а н и е 7.27. В вещественном трехмерном многообразии М ин­
вариант узла (или зацепления) есть локально постоянная функция на про­
странстве вложений окружности (соответственно объединения окружностей) 
в многообразие М. В. Васильев в работе [VasV] определил скачок инварианта 
как функцию, приписываемую погружениям окружности с одной точкой са­

мопересечения, значение которой равно разности значений инварианта узла на 

вложениях «ДО» и «после» самоnересечения (где смысл <<ДО» и «после» опре­
деляется ориентацией окружности и объемлющего многообразия М). Итери­
руя скачки, можно определить функцию на погружениях с любым конечным 

числом точек самопересечения. 
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По определению инвариантом Васильева порядка k называется инвариант 
узла или зацепления, функция скачков которого равна нулю на всех погруже­

ниях, имеющих по меньшей мере (k + 1) точку самопересечения. Имеет место, 
в частности, следующее 

Пр е д л о ж е н и е 7.28. Коэффициент зацепления двух ?Сривъtх в IR3 яв­
ляется инвариа'Н,то.м. поряд?Са 1. 

3 а меч а н и е 7.29. Голоморфвый коэффициент зацепления lkc не опре­
делен для двух комплексных кривых cl и с2, пересекающихся в м, и стре­
мится к бесконечности по мере приближения кривых друг к другу. Мы пред­

лагаем следующий «мероморфный» аналог теории Васильева. 

Пусть М - комплексное трехмерное многообразие с голоморфной фор­

мой ry, которая не обращается в нуль. Обозначим через Mj пространство мо­
дулей всех вложенных голаморфных кривых Cj данного рода 9j (j = 1, 2) 
в комплексном многообразии М. Пространство Mj само по себе есть конеч­
номерное комплексное многообразие (и предположим также, что его размер­

ность ненулевая). Произведение М= М1 х М2 может рассматриваться как 
комплексный аналог пространства (вещественных) узлов или зацеплений. 

Как и в вещественном случае, естественно назвать дискриминантом D. С М 
подмножество всех таких конфигураций в пространстве модулей М, что кри­

вые с1 и с2 пересекаются. Дискриминант D. есть (сингулярная) комплексная 
гиперповерхность в М, регулярные точки которой 6.0 образованы простыми 
пересечениями кривых с1 и с2. Дальнейшие вырождения дискриминантнога 

множества D..o С 6.1 С ... С D. стратифицируются числом и кратностью пере­
сечений. 

Интересно было бы определить голоморфвое число зацеплений lkc как 
замкнутую дифференциальную форму на пространстве модулей М или на 

пекотором расслоении над ним. Так как lkc стремится к бесконечности, ко­
гда две кривые приближаются одна к другой, эта дифференциальная форма 

зацепления lkc имеет полюс первого порядка вдоль (регулярной части D..o) 
дискриминанта D... В частности, форма-вычет для 2-формы зацепления lkc 
корректно определена вдоль 6.0. 

В более общем случае, можно назвать ?Со.м.п.ле?Сс'Н,Ъt.м. и'Н,вариа'Н,то.м. зацеп.ле­

'/i,UЯ комплексных кривых родов 91 , 92, ... , 9m в трехмерном многообразии М 
любую замкнутую мераморфную k-форму на соответствующем пространстве 

модулей М:= М1 х М2 х ... х Mm голаморфных вложений кривых в М. 
Определен и е 7.30. Ко.м.п.ле?СС'Н,Ъt.М. и'Н,вариа'Н,то.м. зацеп.ле'Н,uя поряд­

?Са k называется замкнутая мераморфная форма на пространстве модулей М, 
(k + 1)-й вычет которой равен нулю на всех стратах D.k \ D.k_ 1 дискриминан­
та D. С М, соответствующего вложениям комплексных кривых, имеющих k 
точек попарных пересечений. 

3 ад а ч а 7.31. А. Показать, что комплексная 2-форма зацепления lkc 
есть комплексный инвариант зацепления первого порядка. Можно попытаться 

аналогичным образом определить комплексные аналоги произведений Масси 

и других когомологических операций на узлах и зацеплениях. 
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В. Какова эргодическая интерпретация голаморфного аналога коэффици­

ента зацепления (в стиле § 4)? 

§ 8. Асимптотическая голономня и приложения 

8.1. Инварианты Джонса-Виттена для векторных полей 

Существует множество инвариантов узлов и зацеплений. Например, можно 

рассмотреть полиномы узлов (Александера, Кауффмана, Джонса, Хомфли, 
Решетихина и Тураева и др.) или инварианты Васильева конечного поряд­
ка (см., например, [Тu2, VasVJ). Очень интересной задачей является расши­
рение области определения таких инвариантов на случай (бездивергентнц:х) 
векторных полей, что позволило бы «размазывать узлы~ в трехмерном про­

странстве JR3 . С этой точки зрения регулярный узел понимается как векторное 
поле с носителем на одной замкнутой кривой. 

Классический (комбинаторный) подход к введению инвариантов узлов ос­
нован на некоторых рекуррентных соотношениях: можно начать с рассмотре­

ния тривиального узла и определить точное правило изменения инварианта 

при элементарных перестройках (например, связная сумма). Такой способ ка­
жется неприменимым к случаю векторных полей. 

Ситуация изменилась после того, как Виттеву удалось обобщить в [Wit2] 
полиномы Джонса на случай произвольнога замкнутого трехмерного многооб­

разия в терминах асимптотик функцианала Черна-Саймонса на пространстве 

связностей на многообразии. Структурная группа связности добавляет еще 

один параметр к задаче, а сами полиномы Джонса соответствуют SU(2)-связ­
ностям. Обобщение подхода Виттева для зацеплений на случай «размазан­

ных узлов~ было начато Верхавеким и Фрейером в [V-F]; ниже мы приве­
дем основное содержание этой работы. В абелевам случае U(l)- (или GL(l)-) 
связностей рассматриваемые асимптотики, по существу, определяются инва­

риантом спиральпасти соответствующего бездивергентного векторного поля. 

GL(п)-аналог асимптотической монодромии вдоль незамкнутой траектории 
векторного поля дает принадлежащая Оселедецу мультипликативная эрго­

дическая теорема [Osel]. Тем не менее, расширение инвариантов на неабелев 
случай представляется весьма трудным вследствие отсутствия неабелевого ва­

рианта эргодической теоремы Биркгофа о равенстве усредненных по времени 

и пространству величин. 

Пусть М - замкнутое компактное вещественное трехмерное многообразие, 
n 

а L С М- зацепление (несвязное объединение L = i~ Ci гладко вложенных 

окружностей Ci)· Далее, пусть Р =М х G есть главное С-расслоение над М, 
где структурная группа G может быть, например, группой U(l) или SU(2). 

Обозначим через А пространство всех связностей в (тривиальном) рас­
слоении Р. Его можно отождествить с аффинным пространство м А 1 (М, g) 
1-форм на М со значениями в алгебре Ли g группы G. Пусть, наконец, д= 
= С00 (М, G) -группа сохраняющих слои автоморфизмов расслоения Р. 



§ 8. Асимптотическая голономня и приложения 199 

Оnределен и е 8.1. Инварианто.м. Джонса-Виттена зацепления 

L С М называется следующая функция параметра k: 

WL(k)= J {exp(ikjtr(AлdA+~AлAлA)) П tr(Pexp/ A)}·DA, 
A/G М C;CL С; 

где Р ехр - «уnорядоченная экспонента• (т. е. непрерывное произведение) 
вдоль пути, а DA- «nодходящая мера на пространстве модулей связностей•. 

С математической точки зрения ни DA, ни W не имеют четкого определения. 
Виттен показал в [Wit2J, что для М= 83 и G = SU(2) этот инвариант 

соответствует полиному Джонса (по k) для зацепления L. Хотя полностью 
формализовать смысл данного интеграла пока не удалось, он имеет гораздо 

более простой вид для абелевой группы G, например, для U(1): 

WL(k)= J {exp(ik J АЛdА) П (ехр J A)}·DA. (8.1) 
A/G М C;CL С; 

Интеграл J А Л dA можно трактовать как квадратичную форму Q(A) на про­
м 

странстве 1-форм А, в то время как криволинейный интеграл J А рассматри­
С; 

вается как линейный функционал (так называемый nommc де Ра.ма) Ic; (А), 
вычисленный на 1-форме А. 

Для абелева случая (см. [SchA, PolJ) этот континуальный интеграл с точ­
ностью до фазового множителя, отвечающего выбору регуляризации, равен 

WL(k) = ехр{ 2ik ~(lcpd- 1 Ic;}} = const · ехр{ 2ik ~lk(Ci,Cj) }· (8.2) 
t,J t,J 

Регуляризация необходима при придании смысла числу зацепления каж­

дой кривой Ci с собой (ер. с определением самозацепления в п. 7.4). Тополо­
гический множитель, являющийся величиной WL(k) в случае без какого-либо 
зацепления (L = 0) есть кручение Рэя-Зингера многообразия М [SchAJ. 

3 а м е ч а н и е 8.2. Если исходить из эвристических соображений, здесь 
вычисляется квадратичный гауссов интеграл вида 

J eik(x,Qx) еi(Ь,х} ( 71'-n/2) dx, 

Rn 

который после выделения полного квадрата равен 

e(i/2k)(b,Q- 1 Ь) J eik(x+Q- 1 Ь,Q(x+Q- 1 Ь)) (11'-n/2) dx = 

Rn = e(i/2k)(Ь,Q- 1 Ь) (det Q)-1/2(e((i7r/4) sign Q)). 

Применим эту формулу к пополнению бесконечномерного простран­

ства А= Л1 (М,g) в случае квадратичной формы Q(A) = J А Л dA. Так 
м 



200 Гл. III. Топологические свойства магнитных и вихревых полей 

как форма Q вырождена, интегрирование проводится по подпростран­

ству, трансверсальному к ядру Q. Это соответствует интегрированию по 
С-факторизации пространства А, см. [Wit2, V-F]. Хотя это и отличается от 
случая невырожденной формы выше, нам здесь интересен только множитель 
e(i/2k)(ь,Q- 1 Ь), который имеет прямой аналог. 

А именно, этот множитель приобретает смысл зацепления: 

e(if2k)(ь,Q- 1 Ь) = ехр{ 2~ ~ (Ic;, d- 1 Icj)}. 
>,J 

Эргодический («размазанный») аналог этого подхода должен иметь отно­
шение к понятиям асимптотической и средней голономии. (Размазывание уз­
ла можно рассматривать как способ его регуляризации: соседние траектории 

определяют оснащение узла. В частности, это позволяет определить самоза­

цепление узла как коэффициент зацепления узла с его сдвигом в направлении 

нормали.) 
О п ре д е л е н и е 8.3. Аси.мптоти-ч.ес?Сой голоно.мией связности А вдоль 

траектории Г~ (р) = {g~ : t ~ О} векторного поля ~, выходящей из точки р Е М, 
называется следующий элемент групnы Ли G: 

Рехр j А:= lim Рехр 
Т-+оо J 

Г~(р) {g~: о,.;t,.;т} 

Последний интеграл определен с помощью перехода к пределу Т --+ оо бла­

годаря тривиализации расслоения Р =М х G (или с помощью системы ко­
ротких путей, исnользованной nри введении асимптотического коэффициента 

зацеnления, см. оnределение 4.13). 
Возможна также следующая трактовка. Несобетвенное интегрирование 

Рехр j А 
{g~: t~O} 

вдоль траектории Г~(р) определяет кривую в груnпе Ли G. Возьмем однопа­
раметрическую подгрупnу в G, аппроксимирующую эту кривую при t--+ оо. 
Тогда асимnтотической голономней будет точка t = 1 на этой подгруппе. Су­
ществование nредела для nочти всех начальных точек р Е М гарантирует 

.мулътиnлu?Саmивная эргоди-ч.ес?Сая теорема [Ose1]. 
Хотя в неабелевом случае простой ответ для средней по пространству 

асимnтотической голономин неиэвестен (нет матричного аналога эргодиче­
ской теоремы Биркгофа о равенстве временных и nространствеиных средних), 
приведем оnределение, претендующее на <<полную>> общность (см. [V-F]). 

Оnределен и е 8.4. Средней голоно.мией hol~.I-'(A) связности А на без­
дивергентном поле~. сохраняющем меру J.L на М, называется экспонента (из 
группы) элемента алгебры Ли J А(~) J.L. 

м 
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3 а меч а н и е 8.5. Заметим, что ни средняя голономня hol~,J.L(A), ни 
ее сопряженный класс в группе G не являются калибровочными инвари­
антами (т. е. величинами, сохраняющимися при изменении связности А на 
А+е([А,!] + df) при произвольной f Е С""(М, g)). 

В случае абелевой (например, GL(1)) связности форма А есть веществен­
нозначная 1-форма на М, а упорядоченная экспонента Рехр превращается 

в обычную экспоненту. Тогда голономня hol~,J.L(A) есть калибровочный инва­
риант, и приведеиные определения в точности соответствуют эргодической 

интерпретации функцианала (спиральности) Хопфа в терминах среднего ко­
эффициента зацепления, рассмотренного выше. 

Теорема 8.6 (ер. теорема спиралыюсти 4.4). Для абелевой группъt G 
.мулътиплшсативное среднее аси.мптоти'Чес?Сой голоно.мии по все.му .многооб­

разию М совпадает со средней голоно.мией, въt'Численной с по.мощъю полного 

интегрирования «бес?Соне'Чно .малъtх преобразований» А(~), 

ехр j ( j А) JLv = hol~,J.L(A). 
М Г~(р) 

Это равенство двух инвариантов приводит к следующему определению. 

О пр е д е л е н и е 8. 7. Фун?С'Ционало.м Джонса-Виттена для бездивер­

гентного ве?Сторного поля ~ на замкнутом трехмерном многообразии М, снаб­

женном мерой JL, называется выражение 

W~,J.L(k) = j { exp(ik j tr(A л dA +~А л А л А)) tr(hol~,J.L(A))} · DA, 

A/G М 

где средняя голономня hol~,J.L(A) определена выше. 
3 а м е ч а н и е 8.8. Отметим, что случай настоящего узла или зацепле­

n 
ния L = U Ci можно понимать как частный случай этого определения для 

i=l 
меры JL «б-типа» с носителем, состоящим из конечного числа кривых { Ci}. 

Предположим теперь, чтоМ-замкнутое трехмерное многообразие, JL­
гладкая форма объема на М, а ~ - гомологичное нулю бездивергентное век­

торное поле на М, т. е. 2-форма i~JL является точной, i~JL = d() для некоторой 
1-формы В. Случай абелевой связности полностью описывается следующей 

теоремой. 

Теорем а 8.9 (см. [V-F]). Для топологи'Чес?Си тривиального линейного 
расслоения над М (где G = U(1) или GL(1)) фун?С'Ционал Джонса-Виттена 
для ве?Сmорного поля ~ сводится '/С его инварианту спиралъности 

W~,J.L(k) = const · ехр( 
2
ik j d() л()). 
м 

С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а. Средняя голономня в абелевам случае 
равна 

hol~,J.L(A) = ехр j А(~) Л JL = ехр j А Л d() = exp(I~(A)), 
м м 
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где J{ - поток де Рама, соответствующий полю ~. («Диффузионный» член 

hol{,J.L(A) = ехр j А(~) Л f.l = ехр j j А Л /lp 

М М Г((Р) 

заменяет «дискретный» аналог 

в (8.1).) Тогда выражение (8.2) для абелева случая имеет вид 

W{,J.L(k) = const · ехр{ 2ik (J{, d-1 J{)} = const · ехр( 2~ j d() Л()). О 
м 

3 а меч а н и е 8.10 (функционал Черна-Саймонса). 

CS(A)= jtr(AлdA+~AлAлA) 
м 

на G-связностях {А} над вещественными трехмерными Многообразиями М 
имеет 'IСО.мnJtе'/Сси:ый аналог для многообразий Калаби-Яо, или, в более общем 
случае, для любого трехмерного комплексного многообразия N (см. [WitЗ)): 

CSc(A)= jtr(AлdA+~AлAлA)л1J, 
N 

где 1J- голоморфпая (или мероморфная) 3-форма на N без нулей. В слу­
чае абелевой группы G = GL(1, С) и комплексного зацепления L, являю­
щегося несвязным объединением комплексных кривых Ci с голаморфными 
дифференциалами ai на них, асимптотяка соответствующего комплексного 

аналога W L есть голоморфвый коэффициент зацепления lkc ( ( Ci, ai), ( Cj, O'j)), 
определенный в п. 7.5 [FrT, KhR, Ger]. 

За меч а н и е 8.11. Коэффициенты зацепления высших порядков, вве­
денные в п. 7.2, возникают при вычислении корреляторов в теории Черна­
Саймонса для размерностей выше трех (см. [FNRS)). 

Многомерный континуальный интеграл типа Черна-Саймонса можно 

рассматривать как неабелев аналог соответствующего гидродинамического 

интеграла (9.2а) из части I. Являясь примером так называемоlt топологиче­
ской теории поля, он, по самому своему определению, не требует понятия 

метрики для определения функцианала дейс'fвия. ПоЭ'fому все '/Са.п.uброво'Ч.но­

инвариантн'Ые наблюдаемые в этой теории топологически инвариантны, если 

мера в континуальном интеграле не нарушает инвариантность относительно 

диффеоморфизмов. 
Пусть {А} - пространство И ( 1 )-связностей на многообразии M 2m+ 1, 

а DA - инвариантная относительно сдвигов мера интегрирования. Для 
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совокупности циклов С1, ... , Cr размерностей dim Ci = 2di + 1, i = 1, ... , r, 
определим калибровочно-инвариантный функцяопал 

Фt с,, ... ,с, j(A) '= tJ ехр v А Л (dA)'} 
Предположим, что циклы удовлетворяют условию зацепления (7.1) 

r 
Е (т- di) =т+ 1. Тогда асимптотически при больших k среднее ожидаемое 
i=l 
значение функцианала Ф, т. е. 

(Ф{с1 , ... ,сr}(А)) = J Ф{с1 , ... ,Сr}(А) exp(z~~ 1 J А Л (dA)m)DA, 
м 

определяется экспонентой взаимного коэффициента зацепления для совокуп­

ности циклов: exp(lk(CI, ... ,Cr)/kr-l), где число lk(CI,···•Cr) есть коэф­
фициент зацепления, например Cr, с пересечением всех остальных циклов 

(см. п. 7.2). (Чтобы самозацепления циклов не давали вклада в интеграл, 
предполагают, что имеет место так называемое нор.м.а.л:ьное уnор.ядо-чение рас­
сматриваемых операторов.) Если условие зацепления не выполнено, но суще­
ствуют подзацепления, удовлетворяющие данному условию, то главный член 

асимптотяки определяется взаимными коэффициентами зацепления этих под­

зацеплений. 

3 а меч а н и е 8.12. Обсуждаемый выше функцяопал голономни можно 
считать аналогом преобразования Радона: для данной группы Ли G он пере­
водит класс калибровочной эквивалентности G-связностей на М в G-значные 

функцианалы на пространстве nетель в М. 

Значение фуюсционала голоно.м.ии на петле Г есть голономня связности А 

вокруг Г. В абелевом случае (G = R) преобразование Радона ставит в соответ­
ствие 1-форме (}на М следующий функцяопал Ie на nространстве свободных 
петель СМ (nространстве гладких отображений S 1 -+ М): 

Iе(Г) = J 8. 
г 

В [Bry2J Брылинекий характеризует множество значений преобразования 
Радона как множество функцианалов на .СМ, удовлетворяющих определен­

ной системе линейных уравнений в частных nроизводных второго nорядка (на­
зываемой системой Радона-Джона). Необходимые и достаточные условия на 

эти функцианалы суть ограничения на частные производные д2 Ie / дхiдхf, где 
координаты { xi} - комnоненты Фурье малых вариаций кривой Г. В размер­
ности 2 эта система порождает гипергеометрические системы в смысле [GGZJ. 
Неабелев аналог уравнений Радона-Джона включает упорядоченные интегра­

лы (см. [Bry2)). 
Отметим, что для размерности 3 nреобразование Радона определяет та­

кую разновидность функцианалов на векторных полях, которые могут быть 
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определены как потоки полей через поверхности, ограниченные вложенными 

кривыми (или, что эквивалентно, как средний коэффициент зацепления по­
лей и кривых). Действительно, вложенные непараметризованные кривые в JR3 

образуют подмножество в пространстве SVect(JR3)*, двойственном к алгебре 
Ли бездивергентных векторных полей в пространстве (см. § 3 гл. 6). Кривая 
Г С JR3 определяет функционал, значение которого на бездивергентном поле ~ 
равно потоку ~ через Г. 

Зафиксируем векторное поле ~ и предположим, что f.L - форма объема 

в пространстве. Пусть е - такая 1-форма, что i(.f.L = de (~ - поле вихря 
для е). Тогда Iо(Г) = J е= {поток~ через Г} МОЖНО рассматривать как функ-

г 

ционал на таких кривых Г. Регулярный элемент двойственного пространства 

8Vect(JR3)* есть «размазанная>> петля Г, т. е. бездивергентное векторное поле 'Г/ 
(см. § 3 гл. I), в то время как спаривание задается формулой 

Ie('Гf) := J e(ry) f.L = 7-l(~, ry). 
JRЗ 

8.2. Интерпретация характеристических классов типа Годбийона-Вея 

Пусть :F - коориентированное слоение коразмерности 1 на ориентирован­
ном замкнутом многообразии М, а е- 1-форма, определяющая это слоение. 

Тогда de =е 1\ w для пекоторой 1-формы w. 
Пр е д л о ж е н и е 8.13 (см., например, [Fuksj). Фор.ма w 1\ dw за.м-х;нута, 

и ее 'X:J/,acc -х;ого.мологий не зависит от въtбора () и w. 
Определен и е 8.14. Класс когомологий формы w 1\ dw в Н3 (М, JR) 

называется 'Х:J/,ассо.м Годбийона-Ве.я, слоения :F. 
На трехмерном многообразии М этот класс определяется своим значением 

на фундаментальном 3-цикле: 

GV(:F) = J w 1\ dw. 

м 

Пусть v - произвольвое векторное поле на М с единственным условием 

e(v) = 1, и пусть через L~ обозначена k-я производная Ли вдоль v. 
Теорем а 8.15 (см. [Sul, Thlj). GV(:F) =- J L~e 1\ de. 

м 

Если М3 - многообразие, оснащенное формой объема f.L, то класс GV до­
пускает эргодическую интерпретацию в терминах асимптотического инвари­

анта Хопфа векоторого векторного поля. 

Определим векторное поле ( на М с помощью соотношения 

ic;J.L = L~e А е. 

С л е д с т в и е 8.16 (см. [TaЬlJ). Ве-х;mорное поле ( го.мологи'Чно нулю, 
и его аси.мптоти'Чес-х;ий инвариант Хопфаравен инварианту Годбийона-Вея 

слоени.я, :F. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Согласно гамотопической формуле Картава (гл. I, 
п. 7.2) 

LvB = divB + ivdB = ivO 1\ w = w - JB, 

где функция f есть f = w(v). Это значит, что (LvO) 1\ (} = w 1\ (} = -dO, и, кроме 
того, 

(L~O) 1\ (} = Lv((LvO) 1\ В)= Lv( -dB) = -dLvO = -d(w- fO). 

Поэтому можно взять w' = w- JO в качестве новой 1-формы w в определении 
класса Годбийона-Вея. Отсюда легко следует утверждение теоремы 8.15 

J L~O 1\ dB = J L~B 1\ В 1\ w' =-J dw' 1\ w' = -GV(F). 
м м м 

Свойство гамалогичности нулю для поля ( также следует из того факта, 
что 2-форма (L~O) 1\ (} = ic:J.L является полным дифференциалом. Кроме того, 
асимптотический инвариант Хопфа для ( равен 

Н(()= J ic:J.L л d- 1 (ic:J.L) = J dw' 1\ w' = GV(F). о 

м м 

3 а меч а н и е 8.17 (см. [Sul, Thl, ТаЬl]). Определив вспомогательное 
векторное поле~ (касательное к слоям F) с помощью соотношения 

iE.J.L = LvB 1\ В, 

можно считать, что оно является мерой вращения касательных к расслоению 

плоскостей в поперечном направлении v. А именно, направление~ есть ось 
вращения, а модуль ~ - угловая скорость вращения. Тогда можно сказать, 

что (есть мера ускорения вращения, а приведеиное выше утверждение зву­

чит следующим образом: GV(F) есть асимптотический инвариант Хопфа для 
поля ускорения вращения. 

Как элемент группы Н3(М, R), класс Годбийона-Вея на многообразиях 
высших размерностей определяется своими значениями на 3-циклах. Лю­
бое такое значение совпадает с асимптотическим инвариантом Хопфа со­

ответствующего поля(, построенного для индуцированного слоения на этом 

3-цикле. 

Аналогичным образом можно определить асимптотический и интеграль­

ный инварианты Бенпекэва для гомологичного нулю векторного поля на кон­

тактном трехмерном односвязном многообразии (см. [ТаЬl)). Эти инварианты 
обобщают классическое определение коэффициента самозацепления кривой, 

трансверсальной контактной структуре [Ben). Интересные полиномиальные 
инварианты лежандровых кривых (и, в более общем случае, узлов с фиксиро­
ванной тривиализацией нормального расслоения) в полнотории, обобщающие 
инвариант Беннекэна, были введены Аикарди [Aic) (см. также [FuT, Fer, Pl2)). 

В заключение сошлемся на глубокие работы [DeR, SchL, SchS, Sul) (см. так­
же ссылки в этих работах), где рассмотрены различные вопросы, касающиеся 
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структурных циклов, асимптотических циклов, аппроксимации циклов пото­

ками и расслоениями, а также обсуждаются соответствующие условия глад­

кости. 

3 а д а ч а 8.18. А. Дать эргодическую интерпретацию глобального веще­

ственнозначного инварианта трехмерных СR-многообразий, который можно 
найти в !В-Е]. 

Грубо говоря, СR-структура на {2n + 1)-мерных многообразиях опреде­
ляется выбором п-мерного интегрируемого подрасслоения Т1 •0 М комплекси­
фицированного касательного расслоения многообразия М. В частности, это 
подрасслоение определяет распределение соответствующих контактных эле­

ментов на М. СR-структура порождает вещественнозначную 3-форму (типа 

Черна-Саймонса), которая определена с точностью до прибавления точной 
формы на этом многообразии. 

В. Было бы интересно выяснить, применямы ли аналогичные методы для 

распространения инварианта Кассона и гомологий Флоера гомологических 

трехмерных сфер на асферические (4k- !)-многообразия с дополнительной 
структурой (скажем, на контактные многообразия) (см. (CLM, Arn24]). 



ГЛАВА IV 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯГЕОМЕТРИЯГРУПП 
ДИФФЕОМОРФИЗМОВ 

В 1963 г. И. Н. Лоренц предположил, что двухнедельный прогноз сле­

довало бы считать теоретической границей для предсказания будущего со­

стояния атмосферы, используя широкомасштабные численные модели [LorJ. 
Современная метеорология достигла в настоящее время хорошей согласован­

tюсти наблюдаемой и предсказанной погоды на срок приблизительно до семи 

дней в северном полушарии, в то время как этот период сокращается наполо­

вину в южном полушарии и до двух-трех дней в тропиках для того же уровня 

корреляции [Krij. Различия в длительности успешного предсказания в разных 
nолушариях объясняются просто плотностью данных. 

Математическая причина имеющейся пенадежиости долгосрочных прогно­

зов погоды состоит в экспоненциальной расходимости течений идеальной жид­

кости (или атмосферы) с близкими начальными условиями, которая, в свою 

очередь, связана с отрицательными кривизнами соответствующих групп диф­

феоморфизмов как римановых многообразий. Мы увидим, что конфигура­

ционное пространство идеальной несжимаемой жидкости является довольно 

«неплоским>> и имеет весьма сложную «внутреннюю» и «внешнюю» диффе­
ренциальную геометрию. 

«ВнутреннимИ>> (или <<присущимю>) характеристиками векоторого рима­

нова многообразия являются те, которые сохраняются при изометрии много­

образия. Например, можно согнуть (т. е. отобразить изометрично) лист бума­
ги в конус или в цилиндр, но в кусок сферы- нельзя (без растягивания или 

разрезания). Инвариант, который различает римановы метрики, называется 
римановой кривизной. Риманова кривизна плоскости равна нулю, а кривизна 

сферы радиуса R равна л-2 • Если одно риманово многообразие может быть 
изометрично отображено в другое, то риманова кривизна в соответствующих 

точках одинакова. 

Риманова кривизна многообразия сильно влияет на поведение геодезиче­

ских на нем. Если риманова кривизна многообразия положительна (как для 

сферы или эллиnсоида), то близкие геодезические чаще всего колеблются одна 
около другой, а если кривизна отрицательна (как на поверхности однополост­

ного гиперболоида), геодезические быстро удаляются друг от друга. 
Оказывается, что группы диффеоморфизмов, снабженные односторонне 

инвариантными метриками, выглядят очень похоже на многообразия отрица­

тельной кривизны. В лагранжевой механике движение натуральной механи-
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ческой системы является геодезической линией на многообразии - конфигу­

рационном пространстве в метрике, заданной разностью кинетической и по­

тенциальной энергий. В нашем случае геодезические являются движениями 

идеальной жидкости. Следовательно, вычисление кривизны группы диффео­

морфизмов доставляет существенную информацию о неустойчивости течений 

идеальной жидкости. 

В этой главе мы детально обсудим свойства кривизны и метрик на груп­

пах сохраняющих объем и симплектических диффеоморфизмов и рассмотрим 

приложения вычислений кривизны к оценкам реалистичности прогнозов по­

годы. 

§ 1. Плоскость Лобачевского и предварительные сведения 
по дифференциальной геометрии 

1.1. Плоскость Лобачевского как груnпа аффииных иреобразований 

Начнем с сильно упрощенной модели группы диффеоморфизмов - с дву­

мерной групnы G аффинных преобразований х t-+ а + Ьх вещественной пря­
мой (или, в более общем случае, рассмотрим (n + 1)-мерную группу G всех 
растяжений и сдвигов п-мерного nространства JRn: х, а Е JRn, Ь Е JR+)· 

Отождествим элементы группы G с nарами (а, Ь), где Ь >О, т. е. с точка­
ми верхней полуnлоскости (соответственно, полупространства). Композиция 
аффинных преобразований прямой оnределяет груnповое умножение соответ­

ствующих пар: 

Чтобы оnределить односторонне (скажем, лево-) инвариантную метрику на G 
(и соответствующее уравнение Эйлера геодезического потока на G, см. гл. I), 
достаточно задать некоторую квадратичную форму на касательном простран­

стве к G в единице. 
Зафиксируем квадратичную форму da2 + db2 на касательном nростран­

стве к G в единице (а, Ь) = (0, 1) и разнесем ее на касательные nространства 
в других точках G левыми сдвигами. 

Пр е д л о ж е н и е 1.1. Левоинвариантна.я .метршса на G, по.лу'Ченная 

ma'ICU.М способом, и.меет вид 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Левый сдвиг на элемент (а, Ь) в G имеет матрицу 

Якоби (~ ~). Следовательно, квадратичная форма da2 + db2 в касательном 
nространстве T(o,1)G в единице групnы является nрообразом квадратичной 
формы (da2 + db2 )/b2 на Т(а,ь)G. D 

Заметим, что начиная с .любой nоложительно определенной квадратичной 

формы, мы получим изометрячное многообразие (с точностью до скалярного 
множителя в метрике). 



§ 1. Предварительные сведения по дифференциальной геометрии 209 

Оnределен и е 1.2. Риманово многообразие G, снабженное метрикой 
ds2 = (da2 + db2 )jb2 , называется плос?Состью Лобо:ч.евс?Сого Л2 (соответствен­
но, nространство м Лобачевского Л n+l nри а Е JRn, Ь Е JR+). 

П р е д л о ж е н и е 1.3. Геодези-чес?СUе линии (т. е. э?Сстре.мали фун?С­
ционала длин'Ы) в Л2 являются верти?Сальнъt.ми полупря.мъt.ми (а= const, 
Ь >О) или полут~ружЖJсmя.ми, ортогональн'Ы.ми ?С оси а (или ?С гиперплос?Сос­
ти а в слу-чае Л n+l, соответственно). 

Вертикальная nрямая может рассматриваться как nолуокружность беско­
нечного радиуса (см. рис. 46). 

Рис. 46. Плоскость Лобачевского Л 2 и геодезические на ней 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Отражение плоскости Л 2 относительно вертикаль-
ной nрямой или окружности с центром на оси а есть изометрия. D 

Заметим, что две геодезические с близкими начальными условиями экс­

nоненциально расходятся друг от друга (в метрике Лобачевского). На пути 
в несколько единиц длины отклонение в начальных условиях может вырасти 

и в сотни раз. Причиной nрактической неопределенности геодезических явля­

ется отрицательная кривизна плоскости Лобачевского (она постоянна и рав­

на -1 в выше определенной метрике). 
Напомним, что кривизна обычной сферы радиуса R равна л-2 • Плос­

кость Лобачевского можно было бы рассматривать как сферу мнимого pa­
диycaR=J=I. 

За д а ч а 1.4 (В. Я. Зельдович). Докажите, что медианы геодезического 
треугольника в плоскости Лобачевского пересекаются в одной точке. (Под­
сказка: докажите это для сферы, а затем рассмотрите плоскость Лобачевского 

как аналитическое nродолжение сферы на мнимые величины радиуса.) 

1.2. Кривизна и параллельный nеренос 

В этом параграфе собраны основные понятия дифференциальной геомет­

рии, необходимые в дальнейшем. Более подробное изложение см. в !Mil3, 
Arn16, DFNJ. 

ПустьМ-риманово многообразие (в качестве примера можно представ­
лять евклидово пространство JRn, сферу sп или nространство Лобачевского Л n 
из предыдущего параграфа), х- точка М, а~- вектор, касательный к М 
в точке х, ~Е ТхМ. 
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Будем обозначать через {'У(х,~, t)} ={'У(~, t)} = {'Y(t)} ='У геодези"tес'!Сую 
линию (т. е. экстремаль «принципа наименьшего действия• 8 J -? dt =О) на М 
с начальным вектором скорости~= i'(O) в точке х ='У( О). 

Парамелъньш переносом вдолъ не'/Соmорого отрез'/Са геодези"tес'/Соu явля­

ется специальное отображение изометрии из касательного пространства в на­

чальной точке в касательное пространство в конечной точке, которое гладко 

зависит от отрезка геодезической и обладает следующими свойствами. 

1. Перенос вдоль двух последовательных отрезков геодезической совпадает 
с композицией переносов вдоль первого и второго отрезков. 

2. Параллельный перенос вдоль отрезка длины нуль является тождествен­
ным отображением. 

3. Единичный касательный вектор геодезической линии в начальной точ­
ке переводится в единичный касательный вектор геодезической в конечной 

точке. 

Пр и мер 1.5. Обычный параллельный перенос в евклидавой плоскости 
обладает свойствами 1-3. 

Из изометричности параллельного переноса и свойства 3 следует, что угол, 
образованный переносимым вектором с геодезической, сохраняется при пере­

носе. Это однозначно определяет параллельный перенос в двумерном случае, 

т. е. на поверхности (см. рис. 47). 

Рис. 47. Параллельный перенос вдоль геодезической линии 'У 

В случае большей размерности параллельный перенос не определяется од­

нозначно условием сохранения угла: нужно также указать плоскость, содер­

жащую перенесенный вектор. 

Определен и е 1.6. Ри.мановьш параллелън'ЬШ переносом вдоль гео­

дезической называется семейство изометрий, обладающее свойствами 1-3, 
приведеиными выше, для которых перенос вектора 'Г/ вдоль короткого от­

резка геодезической длины t оставляет его касательным (с точностью до 
О(t2 )-малой поправки при t---+ О) к следующей двумерной поверхности. Эта 
поверхность образована геодезическими, выпущенными из начальной точки 

отрезка со скоростями в плоскости, образованной вектором 'Г/ и вектором 

начальной скорости геодезической. 

3 а м е ч а н и е 1. 7. Физическое описание параллельного переноса на ри­
мановом многообразии может быть достигнуто адиабатическим (медленным) 
переносом маятника вдоль пути на многообразии (Радон, см. [Klj). Плоскость 
колебаний переносится параллельно. 
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Подобное явление в оптике называется инерцией плоскости поляризации 

вдоль искривленного луча {см. [Ryt, Vld]). Оно связано с дополнительным 
вращением оси гироскопа, переносимого вдоль замкнутого пути на поверхно­

сти (или по океанам) Земли, и пропорционально заметаемой площади [Ish]. 
Современная версия этих связей между адиабатическими процессами и связ­

ностями проясняет, среди прочих, эффект Ааронова-Бома в квантовой меха­

нике. Эта версия назывltется также фазой Берри (см. [Ber, Arn23]). 
Определен и е 1.8. Ковариантной производной \1 ~т; векторного по­

ля r; в направлении ~ Е ТхМ называется скорость изменения векторного по­
ля r;, параллельно перенесенного в точку х Е М по геодезической линии -у, 

выпущенной из этой точки со скоростью~ (вектор, наблюдаемый в х во вре­
мя t, должен переноситься из точки -у(~, t)). 

Отметим, что векторное поле 't вдоль геодезической линии 'У подчинено 
уравнению 'V..y't =О. 

За меч а н и е 1.9. Для вычисления параллельных переносов в дальней­
шем нам понадобится следующие явные формулы. Пусть -у(х, ~. t) - геодези­

ческая линия на многообразии М, а P"Y(t): Т"'У(о)М-+ T"'Y(t)M - отображение, 
переводящее вектор "1 Е Т"'У(о)М в вектор 

1 d 1 P"'Y(~,t)"l :=- -d -у(х, ~ + rут, t) Е T"'Y(t)M· 
t Т т=О 

{1.1) 

Отображение P"Y(t) аппроксимирует параллельный перенос вдоль кривой 'У 
в следующем смысле. Ковариантная nроизводпая \1 {fj поля r; в направлении 
вектора~ Е ТхМ равна 

{1.2) 

За меч а н и е 1.10. Следующие свойства однозначно определяют кова­
риантную провзводную на римановом многообразии и могут быть взяты в ка­

честве ее аксиоматического определения {см., например, [MilЗ, K-N]): 
1) \l~v является билинейной функцией вектора~ и поля v; 
2) \l~fv = (L~f)v + f(\l~v), где f- гладкая функция, а L~f- производпая 

функции f вдоль вектора ~; 
3) L~(v,w) = (\l~v,w(x)) + (v(x), \l~w); 
4) 'Vv(x)W- 'Vw(x)V = {v,w}(x). 
Здесь ( . , . ) - это скалярное произведение, определяемое римановой мет­

рикой на М, а { v, w} - скобка Пуассона векторных полей v и w. В локальных 
координатах {xi} на М скобка Пуассона задается формулой 

Ln ( дw· дv·) {v w}· = v·-3 -wi-3 
• 

' 3 'дх· дх· 
i=l • • 

Параллельный перенос вдоль произвольной кривой определяется как пре­

дел параллельных переносов вдоль ломаной из геодезических линий, аппрок­

симирующих эту кривую. Приращение вектора после переноса вдоль границы 

малого куска гладкой поверхности пропорционально (в первом приближении) 
площади области. 
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О п р е д е л е н и е 1.11. Тензор 7еривизн:ы !1 описывает инфинитезималь­
ное преобразование касательного пространства, получаемое параллельным 

переносом вокруг бесконечно малого параллелограмма. Для данных векто­

ров ~' "1 Е ТхМ рассмотрим криволинейный параллелограмм, натянутый на ~ 
и "1· Главная (билинейная по~' ry) часть приращения вектора ( в касатель­
ном пространстве ТхМ после параллельного переноса этого вектора вокруг 

параллелограмма, натянутого на ~ и ry, может быть выражена в терминах 
ковариантного дифференцирования следующим образом: 

(1.3) 

где ~' r;, ( - векторные поля, величины которых в точке х равны ~' "1 и (. 
Величина правой части не зависит от продолжений~' r;, (векторов~' "1 и(. 

Се11:цион.н.ой 11:рuвизн.ой М в направлении двумерной плоскости, натянутой 

на два ортогональных единичных вектора~' "1 Е ТхМ в касательном простран­
стве к М в точке х, называется величина 

с~1/ = (Щ~, ",)~, ry). (1.4) 

Для пары произвольных (необязательно ортонормальных) векторов сек­
ционная кривизна с~1/ определяется как 

с (Щ~. ТJ)~, ТJ) 
~1/ = (~, ~)(ТJ, ТJ) - (~. ТJ)2. (1.5) 

Пр и мер 1.12. Секционная кривизна в любой точке плоскости Лобачев­
ского (п. 1.1) равна -1. (Подсказка: используйте явное описание геодезических 
на плоскости Лобачевского. См. также в § 2 общие формулы для секционной 
кривизны на группе Ли.) 

Определен и е 1.13. Нор.мализован.н.ой 11:ривизн.ой Ри'Ч'ЧU в точке х 

в направлении единичного вектора ~ называется среднее от секционных 

кривизн по всем двумерным касательным плоскостям, содержащим ~· Она 
равна r(f.)f(n- 1), где 7еривизн.ой Рu'Ч'ЧU r(~) называется величина riO = 
= L: С~е1 = L:(f!(~, ei)~, ei), вычисленная в произвольлом ортанормальном 

i i 
базисе е1, ... , en касательного пространства ТхМ. 

Нор.мализован.н.а.я с11:ал.ярн.а.я 7еривизн.а в точке х - это среднее от всех 

величин секционных кривизн в этой точке. Она равна pf(n(n- 1)), где с'Х:а­

мрн.а.я 7еривизн.а р- это суммар = r(ei) + ... + r(en) = 2L:Ce1ej (см., напри-
мер, (Mil4)). i<j 

1.3. Поведение геодезических на римановых многообразиях 

Из определения кривизны легко вывести следующее 

Пр е д л о ж е н и е 1.14. Рассто.я.н.ие y(t) .между двумя бес'Х:о'Н.е'Ч'Н.О близ-
7СU.МU геодезu'Чес'Х:и.ми н.а nоверхн.ости удовлетворяет дифферен.цuал'Ьн.о.му 

уравн.ен.ию 

у+ Су=О, (1.6) 
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где С= C(t) - ри.манова 'IСривизна nоверхности вдолъ геодези-чес?Сой; t -nа­
ра.метр длин·ы на воз.м.ущае.мой геодези-чес?Сой. 

Чтобы в общем виде описать, как тензор кривизны связан с поведени­

ем геодезических, рассмотрим вариацию 'Yo:(t) геодезической 'У= 'Yo(t). Пусть 
кривая 'Уо: для любого а, достаточно близкого к нулю, является геодезиче-

ской. Векторное поле ~(t) = dd \ 'Yo:(t) (определяемое вдоль -у) называется 
а о:=О 

ве?Сторнъt.м. nоле.м вариации геодези-чес?Сой 'У. 
Л е м м а- определен и е 1.15. Ве?Сторное nоле вариации геодези-че­

с?Сой удовлетворяет линейному дифференциалъно.м.у уравнению второго nо­

ряд'/Са, наз'Ывае.мо.м.у уравнением Я?Соби: 

(1.7) 

Доказательство. Определим вариацию геодезической ~(t,a) для 
всех геодезических семейства 'Yo:(t) (с малым а) как производную ~(t, а)= 

= d~ 'Yo:(t). Тогда поля~ и i' коммутируют ({~,')-}=О) как частные произ­
водные отображения (t,a) ~---+ 'Yo:(t). Используя вышеперечисленные свойства 
ковариантного дифференцирования и определение тензора кривизны, мы по­

лучаем 

о 

Предположим, что кривизна положительна по всем двумерным направле­

ниям, содержащим вектор скорости геодезической. Подробный анализ уравне­

ния Якоби (или аналогия со стандартным маятником, см. nредложение 1.14) 
показывает, что нормальная компонента векторного nоля вариации геодезиче­

ской осциллирует по t. Это значит, что геодезические с близкими начальными 
скоростями на многообразии nоложительной кривизны колеблются одна во­

круг другой (см. рис. 48, а). Напротив, отрицательность секционных кривизн 
влечет экспоненциальную расходимость изначально близких геодезических, 

аналогично поведению перевернутого маятника (см. рис. 48, Ь). 

а ь 

Рис. 48. Геодезические на многообразиях: (а) положительной и ( Ь) отрицательной 
кривизны 

3 а меч а н и е 1.16. Для численной оценки :Неустойчивости геодезиче­
ских nолезно оnределить длину хара'IСmерного пути как среднюю длину 
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пути, на котором малые ошибки в начальных условиях увеличиваются в е 

раз. Если кривизна нашего многообразия по всем двумерным направлени­

ям отделена от нуля числом -Ь2 , то длина характерного пути не больше 
чем 1/Ь (ер. предложение 1.14). Ввиду экспоненциального характера роста 
ошибки ход геодезической линии на многообразии отрицательной кривизны 

практически невозможно предсказать. 

1.4. Соотношение меж,цу ковариаптной производной и производной Ли 

Всякое векторное поле на римановом многообразии определяет диффе­

ренциальную 1-форму. Значение этой формы на касательном пространстве 

к многообразию в каждой точке равно скалярному произведению на вектор 

этого поля в той же точке многообразия. Для вектора v мы обозначим че­
рез v• 1-форму, которая на касательном векторе в точке х равна скалярному 
произведению касательного вектора и вектора v(x). 

Векторное поле также определяет поток, который переносит дифферен­

циальные формы. Например, можно перенести 1-форму, соответствующую 

пекоторому векторному полю, посредством потока этого поля и получить но­

вую дифференциальную форму. Инфинитезимально этот перенос описывает­

ся производной Ли 1-формы (соответствующей полю) вдоль этого поля, а ре­
зультат опять-таки является 1-формой. Эта естественная производпая 1-фор­

мы связана с ковариантной производной соответствующего векторного поля 

вдоль самого себя следующей замечательной формулой. 

Т е о р е м а 1.17. Производная Ли 1-фор.м-ы, соответствующей ве7сrпорно­
.му полю v на ри.маново.м .многообразии М, отли-чается от '/Совариантной 
производн,ой этого ве'/Сторн,ого поля вдолъ са.мого себя на полный дифферен­

циал: 

(1.8) 

где {v, v) - фуН'/СЦUЯ на М, равная ри.манову '/Свадрату ве'/Стора v(x) в любой 
то-ч'/Се х. 

Заметим, что в этом утверждении не требуется, чтобы векторное поле было 

бездивергентным. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Пусть w - векторное поле, коммутирующее с по­

лем v (т. е. {v,w} =0). 
Во-первых, так как параллельный перенос изометричен, то 

La (Ь, с) = ('V аЬ, с) + {Ь, 'V аС) (1.9) 

для любых полей а, Ь и с. Применение этого к полям а = w, Ь = с = v дает 
Lw{v, v) = ('V wV, v) + (v, '\7 wv). Отсюда 

1 
('Vwv,v) = 2(d(v,v))(w). (1.10) 

Применив тождество (1.9) еще раз к а= с= v, Ь = w, получаем 

Lv(w,v) = ('Vvw,v) + (w, 'Vvv). (1.11) 
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С другой стороны, для коммутирующих полей v и w из свойства 4) замеча­
ния 1.10 имеем 

(У' vW, v) = (V' wV, v). (1.12) 

Подставив это в (1.11), получаем 

Lv(w, v) =(У' wV, v) + (w, У' vv). 

Используя (1.10), перепишем последнее равенство в виде 

1 
Lv(w,v) = {V'vv,w) + 2(d{v,v))(w). (1.13) 

Далее, мы используем тождество 

(1.14) 

которое выражает естественность производной Ли: поток~ переносит 1-фор­

му vь, вектор w и значение этой 1-формы на этом векторе. (Этот факт объ­
ясняет, почему векторные поля переносятся в противоположном направлении 

в определении производной Ли.) 
Применив (1.14) к~= v, получаем 

(1.15) 

так как Lvw = -{ v, w} =О. (Здесь мы снова используем то, что поля v и w 
коммутируют.) 

Из определения отображения А: v 1---4 vb следует 

Комбинируя последнее с (1.15) и (1.13), находим, что для любого вектора из 
поля w, коммутирующего с полем v, 

(1.16) 

В любой точке х Е М, где векторное поле v ненулевое, легко построить 
поле w, коммутирующее с v и имеющее в этой точке любое заданное значение. 
Следовательно, из тождества (1.16) получаем 

что доказывает теорему. 

В особых точках v(x) = О и доказывать нечего, так как обе части соотно-
шения (1.8) равны нулю. О 

3 а м е ч а н и е 1.18. Можно взять произвольвое поле w вместо коммути­
рующего с v. Тогда формулы несколько удлинятся. Два коммутатора появля­
ются в тех местах, где использовалась коммутативность, и дополнительный 

член ({w, v}, v) в правой части (1.12) сократится с членом (v, -{v, w}) в правой 
части (1.15). 
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Эта теорема объясняет вид уравнения Эйлера несжимаемой жидкости на 

произвольном римановом многообразии из гл. I, § 5 и§ 7. 
С л е д с т в и е 1.19. Уравнение Эйлера 

дv =-\7 v-\lp 
дt v 

ua алгебре Ли бездивергеитиъtХ ве?Сториъtх nолей g == SVect(M) nереводится 
оператором. инерции А: g -+ g* в уравиеиие Эйлера 

д[и] =-L [ J 
дt v и (1.17) 

ua соnряженном. nространстве g* = П1 (М)/dП,О(М) этой алгебры Ли. Здесь 
nоле v и 1-фор.м.а и связаиu ри.мановой .метри?Сой и= vь, а [и] Е П1 /dП0 яв­
ляется ?СЛассо.м э?Свивалентности фор.м·ы и. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Оператор инерции А: SVect(M) -+ П1 / drl0 пере­
водит бездивергентное векторное поле v в 1-форму и= v 11

, рассматриваемую 
по модулю дифференциала функции. По вышеприведенной теореме он пе­

реводит ковариантную производную Vvv в производную Ли Lvи по модулю 
дифференциала пекоторой функции. Следовательно, уравнение Эйлера для 

1-формы и принимает вид 

/)и 
- =-L и-d~ дt v 'il' 

1 
где функция f = р- 2(v, v). Оно эквивалентно уравнению (1.17) для класса 

смежности [и]. D 

§ 2. Секционные кривизны группы Ли, снабженной односторонне 
инвариантнойметрикой 

Рассмотрим группу Ли G с левоинвариантной метрикой, заданной ска­
лярным произведением ( . , . ) в алгебре Ли. Секционная кривизна группы G 
в любой точке определяется кривизной в единице (так как по оnределению 
отображение груnпы на себя левыми сдвигами изометрично). Следовательно, 
достаточно описать кривизны для двумерных nлоскостей, лежащих в алгебре 

Ли g=TeG. 
Теорем а 2.1 (см. [Arn4}). Кривизна груnпъt Ли G по направлению, опре­

деленному ортонор.малъной nарой ве~оров ~. rz в алгебре Ли g, даетс.я фор­
мулой 

С~11 =(б, б}+ 2(а, /3} - З(а, а} - 4(В~, В11 }, (2.1) 
где 

2б =В(~. rz) + B(rz, ~). 2/3 =В(~. rz) - B(rz, ~), 
2а = [~. rz], 2В~ =В(~.~). 2В11 = B(rz, rz) 

(2.2) 

и где [. , . ] - это ох;о.м.мутатор в g, а В являетс.я билинейной операцией на g, 
оnределенной соотношением. (В(и, v), w) =(и, [v, w]) (с.м. гл. I). 
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3 а меч а н и е 2.2. Для двусторонне-инвариантной метрики формула для 
кривизны имеет особенно простой вид: 

(2.3) 

В частности, в этом случае секционная кривизна неотрицательна по всем дву­

мерным направлениям. 

3 а меч а н и е 2.3. ""'Формула для кривизны группы с правоинвариантной 
римановой метрикой совпадает с формулой в левоинвариантном случае. Дей­
ствителыю, правоинвариантная метрика на группе является левоинвариант­

ной метрикой на групnе с обращенным законом умножения (91 * 92 = 9291). 

Переход к обращенной груnпе изменяет знаки как коммутаторов, так и опе­

рации В на алгебре. Но каждый член формулы кривизны есть произведе­

ние двух операций, меняющих знак. Следовательно, формула для кривизны 

останется такой же в правоинвариантном случае. Правая же часть уравнения 

Эйлера меняет знак в правоинвариантном случае. 

Отображение груnпы G в себя, переводящее каждый элемент g в обрат­
ный элемент g-1, является инволюцией, сохраняющей единицу. Оно переводит 
левоинвариантную метрику на групnе в правоинвариантную метрику ( опреде­
ляемую на алгебре Ли той же квадратичной формой). Следовательно, группа 

с левоинвариантной метрикой изометрична той же группе с соответствующей 

правоинвариантной метрикой. 

Чтобы получить координатное выражение для кривизны, выберем орто­

нормальный базис е1, ... , en левоинвариантных векторных полей. Структура 
алгебры Ли может быть описана набором n х n х n структурных констант 
Oijk, где [ei, ejJ =Е Oijkek, или, эквивалентно, Oijk = ([ei, ej], ek)· Этот набор 

k 
кососимметричен по первым двум индексам. В этих обозначениях теорема 2.1 
утверждает следующее. 

Теорем а 2.1' (см. [Mi14J) . Се'/Сцuонная 1Срuвизна Се1 е2 даетс.я следую­
щей формулой: 

Се1 е2 = L(~a12k(-a12k +a2k1 +ak12)-

k 1 ) 
- 4(a12k - a2k1 + ak12)(a12k + a2k1 - D'k12) - akнak22 . (2.4) 

3 а м е ч а н и е 2.4. Прежде чем доказывать теорему, мы упомянем не­
сколько полезных фактов о левоинвариантных метриках на группах Ли, ко­

торые могут быть сформулированы в бескоординатной форме (и некоторые 
из которых имеют бесконечномерные аналоги). За деталями мы отсылаем 
к (Mil4]. 

1. Если~ принадлежит центру алгебры Ли, то для любой левоинвариант­
ной метрики справедливо неравенство Ct;11 ~О при всех 77 (ер. гл. VI, п. 1.1 
об алгебре Вирасора). 

2. Если связная группа Ли G допускает левоинвариантную метрику с непо­
ложительными секционными кривизнами С~ О, то она является разрешимой 

(пример: аффинные преобразования прямой, см. п. 1.1). 
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3. Если G унимодулярна (т. е. операторы adu имеют нулевой след при всех 
и Е g), то любая метрика с С~ О должна быть плоской {С= О) (ер. с замеча­
нием гл. 11, п. 4.14). 

4. Каждая компактная группа Ли допускает левоинвариантную (а в дей­
ствительности, биинвариантную) метрику такую, что все секционные кривиз­
ны неотрицательны, С~ О (ер. замечание 2.2 выше). 

5. Если алгебра Ли G содержит линейнонезависимые векторы~. ry, (та­
кие, что [~, ry] = (, то существует левоинвариантная метрика такая, что кри­
визна Риччи r(~) строго отрицательна, а кривизна Риччи r(() строго положи­
тельна. Например, можно определить такую метрику на конфигурационном 

пространстве SО(З) твердого тела, что пекоторая кривизна Риччи будет от­
рицательной! 

6 (Валах). Если связная группа Ли G некоммутативна, то она обладает 
левоинвариантной метрикой строго отрицательной скалярной кривизны. 

7. Если связная группа G содержит компактную некоммутативную под­
группу, то G допускает левоинвариантную метрику строго положительной 
скалярной кривизны [Mil4]. 
До к аз а тел ь с т в о т е орем ы 2.1. Чтобы получить явные форму­

лы для секционных кривизн группы, мы начнем с выражения ковариантной 

nроизводной в терминах операции В (или aijk). 

Л е м м а 2.5. Пустъ ~ и 'Г1 - два левоинварианm'Н:ых ве?СmорнЪLх пол..я. на 

группе G. Тогда ве?Сторное поле \l t;'Гl ma?C:>~Ce левоинвариантно и дается сле­
дующей формулой в то-ч.?Се е Е G: 

1 
"Vt;'Гl\e = 2([~,ryJ- B(~,ry)- B(ry,~)), {2.5) 

где в правой -ч.асти ~ и 'fl являются ве?Сmора.м.и из g = TeG, определеннЪLМи 
соответствующи.м.и левоинвариантнъши полями на G. 

В координатах получаем выражение 

\l е; е3 = L 4 ( aijk - ajki + akij )ek. {2.5') 
k 

Д о к аз а т е л ь с т в о л е м м ы 2.5. Параллельный перенос на римано­
вом многообразии сохраняет скалярное произведение (а, Ь). С другой сторо­
ны, левоинвариантное произведение (а, Ь) левоинвариантных полей постоянно. 
Следовательно, для любого с оператор \l с антисимметричен на левоинвари­
антных полях: 

(V' са, Ь) + (V' сЬ, а) =О. 

Кроме того, для ковариантной производной на римановом многообразии спра­

ведливо следующее условие «симметрии• (см. замечание 1.6): 

"Vca- "Vac= {с, а}. 

Напомним, что на группе Ли скобка Пуассона { . , . } двух левоинвариантных 
векторных полей совпадает в точке е Е G с коммутатором [. , . ]9 в алгебре Ли 

{а, с}\е =[а, с] 9 . (2.6) 
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Коммутатор правоинвариантных векторных полей а и с имеет противополож­

ный знак (см. гл. I, замечание 2.13 или [Arn4]). 
Комбинируя эти тождества, получаем формулу 

1 
(\1(7J,() = 2(([~,7]],()- ([ry,(],~) + ([(.~],ry)), 

как легко видеть, эквивалентную (2.5). Отсюда для ортанормального базиса 
е1, ... , en немедленно вытекает, что 

1 
(\le;ej,ek) = 2(aijk- ajki + akij)· 

Это завершает доказательство леммы 2.5. D 
Теперь координатное выражение (2.4) для секционной кривизны является 

прямым следствием формул (1.4), (2.5') и (2.6). Теорема 2.1' доказана. 
3 а м е ч а н и е 2.6. Лемма 2.5 выводится в [Arn4] из уравнения Эйлера 

~=В(~.~) (см. гл. I). 
Рассмотрим окрестность точки О в алгебре Ли g как карту окрестности 

единичного элемента е в группе G, используя экспоненциальное отображение 
ехр: g-+ G. Оно переводит t~ в элемент exp(t~) однопараметрической груп­
пы, начинающейся при t = О в е с начальной скоростью ~. Экспоненциальное 
отображение отождествляет касательные пространства группы T9G с алгеб­
рой Ли g. (Мы оставим в стороне трудности этого подхода в бесконечномерном 
случае, где образ экспоненциального отображения не содержит окрестность 

единичного элемента группы.) 
Из уравнения Эйлера вытекает, что геодезическая линия на группе выра­

жается в наших координатах следующим образом: 

t2 
-y(O,~,t)=t~+ 2B(~,~)+O(t3 ), t-+0. 

Тогда аппроксимация переноса P-y((,t)1J=!t dd 1 -у( О, ~+rут, t) Е T-y(t)9 = g век-
т т=О 

тора 17 Е Tog = g имеет вид 

(2.7) 

По определению ковариантная производпая левоинвариантного векторно­

го поля на группе G, задаваемого вектором 1J Е g, в направлении~ Е g име-
ет вид 

(2.8) 

где в левой части 17 обозначает соответствующее левоинвариантное векторное 
поле. 

Заметим, что для любой группы Ли G операторы левого сдвига группо­
выми элементами ехра, близкими к тождественному (т. е. при lal-+ 0), дей­
ствуют на алгебре Ли g, рассматриваемой как карта на группе, следующим 
образом: 

(2.9) 



220 Гл. IV. Дифференциальная геометрия групп диффеоморфизмов 

Действительно, достаточно nровести вычисления для матричных груnп 

ехра · ехрЬ = ехр( а+ Ь +~[а, Ь] + О(а2 ) + О(Ь2)) 
для элементов алгебры Ли а, Ь- О. Полагая Ь = ~t, t - О, !а!- О, мы получаем 

ехра · exp~t =ехр[а + ( ~t +~[а,~]+ O(a2 ))t + O(t2
)], 

что равносильно (2.9). 
Теперь подставляя в (2.8) выражения (2.7) для Р'У и (2.9) для левого сдвига 

L'Y'f], получаем 

'Vt;17 = 1t lt=O Pгl(t;,t) ( 17 + ~[~, 17] + O(t
2
)) = 

= :tlt=o(17+ ~~~,17] -В(~,17) -В(17,~)) +0(t
2

). О 
Теnерь докажем теорему 2.1 следующим бескоординатным способом 

(см. (Arn4]). 
Доказательство теоремы 2.1. Пусть ~,'f/- левоинвариантные 

векторные поля на груnпе G. Тогда nоля {~,fJ}, 'V(f/ и '\711~ также левоинва­
риантны. Формула (2.5) в обозначениях (2.2) дает следующие значения полей 
в единице Id Е G: 

'Vt;~ = -2Bf., 'VF,'f/ =а- б, 

'VТJ"l = -2B'rf, 'V'rf~ =-(а+ б). 
(2.10) 

Используем эти выражения и кососимметричность У', чтобы оценить члены 

в (1.4), и получаем 

(-'VF.'V 11~,rJ} = (Y'~;ry, '\7 11~} =-(а- б, а+ б), 
(2.11) 

('VТJ V'f.~, 17) = (V'f.~, V'ТJfJ) = -4(Bf., B'rf). 

Далее, исnоJiьзуя (2.6), находим 

1 1 
(У' {t;,ТJ}~• 17) = ('V[F,, 11]~• 17) = 2([[~, rJ], ~], 17)- 2(В([~, rJ], ~), ry)-

1 
- 2(В(~, [~, ry]), ry) = -2(а, а)+ 2{а,[З). (2.12) 

Наконец, подставляя (2.10)-(2.12) в оnределение секционной кривизны 
(см. формулы (1.3)-(1.4)), получаем 

Ct;'rf =-(а- б, а+ б)- 4(Bf., ВТJ}- 2(а, а)+ 2(а, (3), 

что равносильно (2.1). О 

§ 3. Риманова геометрия группы сохраняющих площадь диффеоморфизмов 
двумерного тора 

3.1. Тензор кривизны группы диффеоморфизмов тора 

Бескоординатные формулы для секционной кривизны можно применять 

к бесконечномерному случаю групn диффеоморфизмов. Числа, которые мы 



§ 3. Риманова геометрия группы диффеоморфизмов тора 221 

получим, примелив формулу для кривизны группы Ли к этим бесконечно­

мерным группам, естественно назвать кривизнами групп диффеоморфизмов. 

Мы подробно опишем случай группы сохраняющих площадь диффеоморфиз­

мов двумерного тора и дадим обзор результатов для двумерной сферы ( слу­
чай 8 2 представляет особый интерес из-за его связи с атмосферными потоками 
и предсказаниями погоды), для n-мерного тора тn (случай Т3 ответственен за 
анализ устойчивооти АВС-потоков), для компактной двумерной поверхности 
и для любого плоского многообразия. 

Начнем с двумерного тора Т2, снабженного евклидавой метрикой Т2 = 
= JR.2 /Г, где Г - решетка (дискретная подгруппа) на плоскости, например, 
множество точек с целыми координатами. 

Рассмотрим алгебру Ли бездивергентных векторных полей на торе с од­

ноз1шч:н.ой фун'/Сv,uей mo'/Ca (или однозначной функцией Гамильтона по отно­
шению к стандартной симплектической структуре на Т2 , заданной формой 
площади). Соответствующая группа S0Diff{T2 ) состоит из тех сохраняющих 
площадь диффеоморфизмов, изотопных тождественному, которые оставляют 
неподвижным «центр тяжести» тора. 

3 а меч а н и е 3.1. Подгруппа S0Diff{T2 ) является вnолне геодезu'Чес'IСU.м 
nод.многообразие.м группы SDiff(T2) всех сохраняющих площадь диффеомор­
физмов, т. е. каждая геодезическая SoDiff(T2) является геодезической в объ­
емлющей группе. Это следует из закона сохранения момента: если в началь­
ный момент поле скоростей идеальной жидкости имеет однозначную функцию 

тока, то во все другие моменты времени функция тока также будет одно­

значной. 

В более общем случае, группа mо'ЧНЪtх сохраняющих элемент объема диф­

феоморфизмов замкнутого риманова многообразия М является вполне геоде­

зическим подмногообразием в группе всех сохраняющих элемент объема диф­

феоморфизмов тогда и только тогда, когда это многообразие М есть скручен­

ное произведение плоского тора на риманово многообразие с нулевым первым 

числом Бетти Ь1, см. [HTVj. 
Правоинвариантная метрика на группе SDiff(T2) определяется (удвоен­

ной) кинетической энергией: ее значение в единице группы бездивергентных 
векторных полей v Е SVect(T2 ) равно (v, v) = J (v, v) d?x. Мы опишем секци-

Т2 

онные кривизны группы S0Diff{T2 ) по различным двумерным направлениям, 
проходящим через единицу группы. Кривизны S0Diff(T2 ) и SDiff(T2 ) по этим 
направлениям одинаковы, так как подмногообразие SoDiff(T2 ) вполне геоде­
зическое. 

Бездивергентные векторные поля, образующие алгебру Ли 80 Vect(T2 ) 

группы SoDiff(T2), могут быть описаны своими функциями тока (т. е. функ­
циями Гамильтона Н) с нулевым средним (v = -Нуд/дх + Нхдfду). Таким 
образом, в дальнейшем множество 80 Vect(T2) будет отождествлено с про­
странством вещественнозлачных функций на торе, имеющих нулевое среднее. 

"Удобно описывать такие функции их коэффициентами Фурье и проводить 

вычисления в комплексной области. 
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Мы комплексифицируем нашу алгебру Ли, скалярное произведение ( . , . } , 
коммутатор [ . , . ] и операцию В в алгебре, а также римапаву связность и тен­
зор кривизны S1 так, что все эти операции становятся (мульти)линейными 
в комплексном векторном пространстве комплексифицированной алгебры Ли. 

Чтобы построить базис этого векторного пространства, мы через ek (где k, 
называемое волнов'Ы.М. ве'/Стором, является точкой евклидавой плоскости) обо­
значим функцию, величина которой в точке х плоскости равна ei(k,x). 

Если скалярное произведение (k, х) кратно 21r для всех х Е Г, получается 
функция на торе. Все такие векторы k принадлежат решетке Г* С JR2 , а функ­
ции { ek : k Е Г*, k ::j:; О} образуют базис комплексифицированной алгебры Ли. 

Теорем а 3.2 (см. [Arn4, Arn16]). Явн'Ые формул'Ы д.л.я с'IСа.л.ярного произ­
ведения, 'IСо.м..м.утатора, операции В, связности и ?Сривизн'Ы правоинвариант­

ной метршеи на группе SoDiff(T2) имеют следующий вид: 

(ek, е1) =О д.л.я k + l ::j:; О, 

(ek, e-k} = k2 S, 

[ek,el] = (k х l)ek+l, где k х l = k1l2- k2l1, 
k2 

где bk,l = (k х l) (k + l), 

(v х u)(u, v) 
\1 ekel = dl k+lek+l, где du v = 2 ' • . v 

Пk,l,m,n := (П(еk, e1)em, en} =О, если k + l +т+ п :f:; О, 
Пk,l,m,n = (щnakm - almakп)S, если k + l +т+ п =О, 

(их v)2 

где auv = l l 
и+v 

(3.1а) 

(3.lb) 

(3.1с) 

(3.ld) 

(3.1е) 

(3.1f) 

В этих формулах S - это площадь тора, а и х v - ориентированная пло­

щадь параллелограмма, натянутого на и и v. Скобки (и, v) обозначают ев­
клидово скалярное произведение на плоскости, а угловые скобки обозначают 

скалярное произведение в алгебре Ли. 

Отложим до следующего параграфа доказательство этой теоремы, а также 

приведеиных ниже следствий. Обсуждаемые формулы позволяют вычислить 

секционную кривизну по любому двумерному направлению. 

Пр и мер 3.3. Рассмотрим параллельное синусоидальное стационар­

ноетечение жидкости, заданное функцией тока~= cos(k,x) = (ek + e_k)/2. 
Пусть 7J- любой другой вещественный вектор из алгебры 80 Vect(T2 ) (т. е. 7J = 
= }:х1е1 иХ-! =х1). 
Теорем а 3.4. Кривизна групп·ы SoDiff(T2) по любой двумерной плос­

'/Сости, содержащей направление ~, равна 

с~" = - ~ L a~lixl + X!+2k 1
2 

l 

и, следовательно, неположите.л.ъна. 

(3.2) 
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С л е д с т в и е 3.5. Кривизна равна пулю толысо дл.я тех двумериъtх 

плос'/Состеu, '/Соторъtе состоят из параллелъиъtх те"lеииu того же направле­

ния, 'Что и~' та'IС 'Что[~, 17] =О. 
С л е д с т в и е 3.6. Кривизна в плос'/Сости, определенпой фуn'IС'Циями то­

"/Са ~ = cos(k, х) и 1J = cos(l, х), естъ 

(3.3) 

где S - площадь тора, о: - угол между k и l, а (3 - угол между k + l и k - l. 
С л е д с т в и е 3.7. Кривизна группы сохраияющих площадь диффеомор­

физмов тора { (х, у) mod 2·л"} по двумериъш направлениям, иатяиутъш па 
пол.я c'ICopocтeu (siny,O) и (O,sinx), равна С= -lj(81r2 ). 

3 а м е ч а н и е 3.8. Эти вычисления показывают, что по многим направ­
лениям секционная кривизна отрицательна, но по некоторым - положитель­

на. Устойчивость геодезической определяется кривизнами по направлениям 

всех возможных двумерных плоскостей, проходящих через вектор скорости 

геодезической в каждой из этих точек (уравнение Якоби). 
Любое течение жидкости на торе является геодезической нашей группы. 

Однако, вычисления заметно упрощаются для стационарного течения. В та­

ком случае геодезическая является однопараметрической подгруппой нашей 

группы. Тогда кривизны по направлениям всех плоскостей, проходящих че­

рез вектор скорости геодезической в каждой из ее точек, равны кривизнам по 

соответствующим плоскостям, проходящим через вектор скорости этой геоде­

зической в начальный момент времени. Чтобы доказать это, (правым сдвигом) 

перенесем плоскость в единичный элемент группы. Таким образом, устойчи­

вость стационарного течения зависит только от кривизны по тем двумерным 

плоскостям в алгебре Ли, которые содержат поле скоростей этого стационар­

ного течения. 

3.2. Вычисления кривизн 

Д о к аз а т е ль с т в о т е орем ы 3.2. Формула (З.lа) непосредствен­
но следует из определения, а утверждение (3.lb) следует из формулы (2.6) 
для правоинвариантных векторных полей: {a,c}le = -[а,с] 9 • Формула (З.lЬ) 
и определение В приводят к соотношению 

(3.4) 

Применеине формулы (3.1а) показывает, что B(ek, е1) ортагональна к em 
при k + l +т'# О. Таким образом, B(ek, е1) = Ьk,lek+l· Выражение (3.1с) сле­
дует из (3.1а) и (3.4) при т= -k- l. 

Теперь из формул (3.lb), (3.1с) вместе с выражением (2.5) для ковариант­
ной производной вытекает, что 
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Отсюда после очевидного упрощения 

следует (3.1d). 

1( k2 -l2
) (l,k+l) 

2 1 
- (k + l)2 = (k + l)2 

Чтобы найти тензор кривизны (1.3), сначала вычислим из (3.1d) 

'V ek 'V е1 em = dl+m,k+l+mdm,l+mek+l+m, 

'l[ek,e1Jem = (k Х l)dm,k+l+mek+l+m· 

С учетом (3.1а) отсюда следует, что f!k,l,m,n =О при k + l +т+ n =/:-О и 

f!k,l,m,n = (dk+m,ndn,k+n- dнm,ndm,l+n + (k х l)dm,n)n
2S 

для k + l +т+ n =О (заметим, что du,v симметрично по и и v согласно (3.1d)). 
Мы оставляем читателю приведение этого равенства к виду (3.1е). О 
Доказательство теоремы 3.4. Чтобы получить формулу (3.2), 

подставим ~ = ek ~ e_k и 'ГJ = L:xzez в 
l 

С{..,= (Щ~, 'Г/)~, ТJ) = ~L(Пk,l,k,-2k-!X!X-2k-l + П-k,l,-k,2k-!X1X2k-l+ 
1 + nk,l,-k,-zx1x-z + n-k,l,k,-lxlx-1)· 

Учитывая соотношения (3.1e)-(3.1f) теоремы 3.2, получаем следующие ко­
эффициенты этих квадратичных форм: 

nk 1 k -2k-l = n_k l k -l = -a
2
k 18, 

'1 1 '1' 1 

nk,l,-k,-1 = n-k,l,-k,2k-l = -а~.-1 8. 

Тогда С{.., для ортанормальных векторов ~ и 'Г/ приобретает вид 

(Щ~, 'ГJ)~, 'ГJ) = -~L(a~,I(X1X-2k-l + XIX-1) + a~,- 1 (x!X2k-l + XIX-!)] = 
l s 

= -4 l:a~,l(X!X-2k-l + XzX-1 + X!+2kX-l + X!+2kX-!-2k)· 
l 

Последнее равенство выполняется в силу того, что а~ _1 =а~ 1_ 2k (см. (3.1f)). 
Наконец, поскольку X-j = Xj, получаем ' ' 

с{..,=-~ L a~.z(X1Xl+2k + X!XI + X!+2kX! + X!+2kX1+2k), 
1 

что равносильно (3.2). О 
Д о к аз а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 3.6. По определению, секционная 

кривизна в плоскости, натянутой на пару ортогональных векторов~ и 'ГJ, равна 

с - (Щ~, 71)~, 71) 
{Т/ - (~, ~) (71, 71) • 
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1 
При нашем выборе~ и 1J имеем (~,~} = k2S/2, (ry,ry} = l2S/2 и х1 = X-l = 2. 
Следовательно, из теоремы 3.4 и (3.1f) получаем 

Явное выражение (3.1L) дает тождество 

2 2 ( )4 ( 1 1 ) 
ak,l + ak,-l = k х l h2 + h2 ' 

+ -

где h± := k ± l. Отсюда 

(здесь использованы очевидные соотношения h~ + h:_ = 2(k2 + l 2
) и h+ х h_ = 

= -2(k х l)). Соединив теперь все вместе и подставив (k х l)2 = k2 l 2 sin2 а, 
(h+ х h_)2 = h~h:_ sin2 {3, мы и получаем формулу (3.3) следствия 3.6. О 

§ 4. Группы диффеоморфизмов и недостоверные прогнозы 

4.1. Кривизна различных групп диффеоморфизмов 

Для произвольнога компактного n-мерного замкнутого риманова много­
образия М Лукацкий [Luk5] вычислил кривизну группы диффеоморфизмов 
S0Diff(M) (см. также [Smo2]). Мы отсылаем к [Luk3] за вычислениями тен­
зора кривизны группы диффеоморфизмов любой компактной двумерной по­

верхности (см. случай двумерной сферы 8 2 , важный для метеорологических 
приложений, в [Luk1, Уо]) и к [Luk4] за тем же для локально плоского много­
образия (п-мерный тор разобран в [Luk2], см. также явные формулы для Т3 

в [КNН]). 
Риманова геометрия и кривизна групп полупрямого произведения, ответ­

ственных за идеальную магнитную гидродинамику, рассматривались в [Ono]. 
В [Mis3] обсуждается кривизна группы всех (не только сохраняющих объем) 
диффеоморфизмов окружности. Эта группа, также как ее расширение, назы­

ваемое группой Bupacopo, является конфигурационным пространством урав­
нения Кортенега-де Фриза (см. гл. VI, п. 1.1). Геометрия правоинвариантных 
метрик и геодезические на группах симплектоморфизмов изучались в [Don]. 

Другой способ исследования римановой геометрии группы диффеомор­

физмов, сохраняющих объем, состоит во вложении ее как подмногообразия 

в группу всех диффеоморфизмов многообразия и затем изучении внешней 

геометрии соответствующего подмногообразия {см.§ 5 ниже). 
Помня о Приложениях к прогнозам погоды, исследуем сначала группу 

SDiff(S2) сохраняющих площадь диффеоморфизмов стандартной сферы 
8 2 с JR3 = {х, у, z }. Рассмотрим следующие два стационарных течения 
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на S2 : поле вращения и = (-у, х, О) и нереалистичное «пассатное тече­
ние» v = z( -у, х, 0), рис. 49 (реальное пассатное течение имеет одинаковые 
направления в северной и южной полусферах). 

В (Lukl] доказано, что секционная кривизна Cuw по всем двумерным 
плоскостям, содержащим и, является неотрицателъной для любого поля 

w Е SVect(S2 ), в то время как для двумерных плоскостей, содержащих 
поле v, кривизна Cvw отрицательна для «большинства» направлений w. 
Заметим, что нереалистичное пассатное течение v является «сферическим 
аналогом» параллелъного синусоидального течения на торе ~ = (sin у, О) 
(см. утверждения 3.4-3.7 выше). 

z 

х у 

Рис. 49. Профиль скоростей и пассатное течение на сфере 

В случае сохраняющих объем диффеоморфизмов трехмерной области 

М Е JR3 евклидова пространства (наиболее важном для гидродинамики) 
Рушон получил следующую информацию о секционных кривизнах группы 

диффеоморфизмов. 

Определен и е 4.1 (см. (Rou2]). Бездивергентное векторное поле на М 
называется твердъш вращением., если оно равно полю скоростей вращения 

твердого тела с постоянной угловой скоростью вокруг фиксированной оси 

(в частности, его вихрь постоянен). Такого рода движение жидкости возмож­
но тогда и только тогда, когда область М допускает ось симметрии. 

Теорем а 4.2 (см. [Rou2]). Ес.л.и nоле с-х:оростей v(t) те-ч,ения идеа.л:ь­
ной несжи.мае.мой жидх:ости, заnолняющей область М, является твердъш 

вращением. с nостоянн'Ы.М. вихре.м, тогда се-х:ционная ?q>ивизна по -х:аждо.му 

дву.мерно.му наnравлению в SVect(M), содержаще.му v, неотрицательна. 
Ес.л.и же с-х:орость v(t) те-ч,ения идеальной жидх:ости не является твер­

дъш вращением., тогда для -х:аждого .момента вре.мени t существуют двумер­
ные се-ч,ения, содержащиеv(t) (с-х:орость вдоль геодези-ч,ес-х:ой), где се-х:ционная 
?q>ивизна строго отрицательна. 
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Результат о неотрицательности всех секционных кривизн справедлив так­

же для вращений сфер произвольных размерностей [Mislj. 
3 а меч а н и е 4.3. Можно ожидать, что отрицательная кривизна груп­

пы диффеоморфизмов вызывает экспоненциальную неустойчивость геодези­

ческих (т. е. течений идеальной жидкости) таким же образом, как и для ко­
нечномерных групп Ли (см., например, компьютерные расчеты в [KHZ]). На­
пример, для п-мерногt> компактного многообразия с неположительными сек­

ционными кривизнами уравнение Якоби вдоль движений жидкости с нуле­

вой функцией давления всегда имеет неограниченное решение [Misl]. Отме­
тим, однако, что и в случае твердого вращения двумерной сферы, и в случае 

плоско-параллельного течения Кюета на цилиндре, все поля Якоби растут не 

быстрее, чем линейно [Pre], в то время как все секционные кривизны в плос­
костях, содержащих эти потоки, неотрицательны в первом случае и непало­

жительны во втором. 

Подчеркнем, что обсуждаемая здесь неустойчивость является экспоненци­

альной неустойчивостью (называемой также лагра'ttжевой 1-tеустой-чивостъю) 

движе'ttu.я. жuimocmu, а не ее поля скоростей (сравните с гл. II, § 4). Приве­
деиная теорема показывает, что с лагранжевой точки зрения все решения 

уравнения Эйлера в М с JR3 (за исключением твердого вращения) являются 
неустойчивыми. 

С другой стороны, можно ожидать, что стационарное течение может быть 
устойчивым по Ляпунову решением уравнения Эйлера, в то время как соот­
ветствующее движение жидкости является экспоненциально неустойчивым. 

Действительно, малое возмущение поля скоростей может вызвать экспонен­

циальную расходимость частиц жидкости. Тогда даже для хорошо предсказу­

емого поля скоростей (в случае устойчивого решения уравнения Эйлера) мы 

не можем предсказать движения масс жидкости без большой потери точности. 

Недавно, однако, С. Престон [Pre] доказал, что в идеальной двумерной 
гидродинамике наблюдается следующая альтернатива: либо экспоненциаль­

ная, либо полиномиальная неустойчивость, но одновременно и в лагранже­
вой, и в эйлеравой картине. Другими словами, для типичного двумерного 

стационарного потока, если вариации поля скоростей растут не быстрее, чем 

полиномиально, то и частицы жидкости разбегаются не быстрее, чем полино­

миально. 

3 а м е ч а н и е 4.4. Формулы для кривизны групп диффеоморфизмов 
SDiff(M) существенно упрощаются для локально плоского (или евклидова) 
многообразия М, т. е. для риманова многообразия, допускающего карты, 

в которых риманова метрика становится евклидовой. Обозначим через 

р: Vect(M) -t SVect(M) ортогональную проекцию пространства всех гладких 
векторных полей на их бездивергентные части, где ортогональность рассмат­

ривается по отношению к L2-скалярному произведению на Vect(M). Пусть 
q = Id -р: Vect(M) -t Grad(M) - ортогональная проекция на пространство 
градиентных векторных полей. 

Рассмотрим локально евклидовы координаты {xi} на М и определим 
операцию, сопоставляющую паре векторных полей и и v ковариантную 
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производную v вдоль и: 

Y'uv := 2::(2:: щ(х) ~;i.) д~·. 
i j J • 

Т е орем а 4.5 (см. !Luk4]). Пустъ М - ло?Са.лъно ев?СЛидово .многообра­
зие. Тогда се?С'Ционная ?Сривизна Cuv для ортонор.ма.лъной пары бездивергент­
ных вепторных полей и, v Е SVect(M) равна 

Cuv = -(q('Vuv), q('Vuv)) + (q('Vuи), ('Vvv)). 

С л е д с т в и е 4.6 (см. !Luk4]). Если ве?Сторное поле У' и и и.меет нулевую 
дивергеН'ЦиЮ (т. е. q('Vuи)::::: 0, напри.мер, и - простая гар.мони?Са на Tn), 
тогда ?Сривизна в плос?Сости содержащей и неположителъна: 

Cuv = -(q('Vuv), q('Vuv)). 

3 а меч а н и е 4.7. Естественно описать тензор кривизны для трехмерно­
го тора Т3 в базисе {ek} пространства S0Diff(T3 ), где ek = ei(k,x), k Е 71} \ {0}. 
Произвольное поле скоростей u(x) представляется как u(x) = '2:::: иkek, где ком-

k 
поненты Фурье удовлетворяют условиям (k, uk) =О (нулевая дивергенция) 
и и-k = Uk (условие вещественности). Тогда, согласно !NHK], имеем 

(П( Ukek, Vzel)Wmem, Znen) = 

= (2пi((uk,m)(wm,k) (vz,n)(zn,l) _ (vl,m)(wm,l) (uk,n)(zn,k)). 
lk+ml ll+nl ll+ml ln+kl 

Все секционные кривизны в трехмерном подпространстве АВС-течений 

в SoDiff(T3 ) (см. гл. 11, § 1) равны одной и той же отрицательной константе, 
т. е. кривизны не зависят от А, В и С !КNН]. 

Фиксируем бездивергентное векторное поле v Е SVect(Tk) на k-мерном 
плоском торе Tk. Среднее от секционных кривизн всех двумерных касатель­
ных плоскостей в SVect(Tk), содержащих направление v, характеризуется бес­
конечномерным аналогом нормализованной кривизны Риччи. 

О пр е д е л е н и е 4.8. Пусть D. является оператором Лапласа-Бель­

трами на векторных полях из SVect(Tk), а { ei: i = 1, 2, ... } - его ортонор­
мированный упорядоченный ( -Лi ~ -Лнl) собственный базис (D.ei = Лiei). 
Определим нормализованную ?Срuвизну Ри"L"Lи в направлении v как 

N 

Ric(v) = lim Nl L Cve;· 
N->oo 

i=l 

Нормализованная кривизна Риччи данного направления на конечномерном 

многообразии есть среднее от секционных кривизн всех двумерных касатель­

ных плоскостей, содержащих это направление, см. (1.13). Она отличается от 
классической кривизны Риччи множителем (раз.мерностъ .многообразия) -1 
и определена, когда размерность стремится к бесконечности. 
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Теорем а 4.9 (см. [Luk2J). Дл.я бездиверге1tт1tого ве-к;тор'ltого nол.я v Е 
Е SVect(Tk) 1ta nлос-к;о.м торе Tk 

где Г-/5. - «nоло~ителъ'ltъtй» -к;вадрат'ltъtй 'К",Оре'ltъ из .м.u1tyc оnератора Ла­
пласа 1ta ве'К",тор'ltъtХ пол.ях. 

4.2. Недостоверность долгосрочных предсказаний погоды 

Для применения проведеиных вычислений кривизны сделаем следующие 

упрощающие предположения: атмосфера является двумерной однородной не­

сжимаемой жидкостью на дву.м.ер1tо.м торе, а движения атмосферы аппрок­

симируются «пассатным течением», параллельным экватору и имеющим си­

нусоидальный профиль скорости. 

Хотя сфера является лучшей аппроксимацией для поверхности Земли, чем 

тор, вычисления, выполненные для <<пассатного течения>> над S2 в [Luk1), 
показывают, что порядок величины кривизны одинаков для групп S0Diff(T2 ) 

и SDiff(S2). Поэтому выводы о характерной длине пути и неустойчивости 
течений одинаковы в обоих случаях. 

Чтобы оценить кривизну, рассмотрим <<пассатное течение>> с полем скоро­

стей ((х,у) = (siny,O) на торе Т2 = {(х,у) mod 27r}. Теорема 3.4 показывает, 
что кривизна группы S0Diff(T2 ) в плоскостях, содержащих ~ (с волновым 
вектором k = (0, 1)), меняется в пределах -2/ S <С< О, где S = 47r2 является 
площадью тора. Однако нижний предел получен довольно грубо. Чтобы про­
извести ориентировочную оценку длины характерного пути, мы возьмем чет­

верть этого предела в качестве величины «средней кривизны» Со= -1/(28). 
Существует большое число двумерных направлений с кривизной примерно 

такой величины. 

Остановившись на этой величине Со для кривизны, получаем длину ха­

рактерного пути s = 1/г-Со = V2§ (см. замечание 1.11). (Напомним, что 
длина характерного пути является длиной среднего пути, на котором малая 

ошибка в начальных условиях увеличивается в е раз.) Теперь заметим, что 
скорость движения по группе SDiff(T2), соответствующая «пассатному тече­
нию» ~.равна II~IIL2(T2) = .jS/2 (так как средняя величина квадрата синуса 
равна 1/2). Следовательно, время, требуемое нашему течению для того, чтобы 
пройти длину характерного пути, равно 2. 

Самые быстрые частицы жидкости проходят за это время расстояние 2, 
равное 1/7r части своей орбиты вокруг тора. Таким образом, для нашей оценки 
средней кривизны ошибка вырастет в е1Г :;::j 20 раз для полного периода самой 
быстрой частицы. Выбирая 100 км/час в качестве максимальной скорости 
пассатного течения, мы получаем 400 часов для времени орбиты, т. е. менее 
чем три недели. 

Таким образом, если в начальный момент состояние погоды было известно 

с малой ошибкой е, то порядок абсолютной величины ошибки предсказания 
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после n месяцев будет 

10kne, 30· 24 11' 
где k = ""4оО log10(e ) ~ 2,5. 

Например, чтобы предсказать погоду на два месяца вперед, мы должпы знать 

ее состояние в начальный момент с точностью, которая на пять знаков боль­

ше, чем точность предсказания. На практике это означает, что сколько-нибудь 

надежный nрогноз погоды на такой длительный промежуток времени невоз­

можен. 

§ 5. Внешняя геометрия группы диффеоморфизмов, сохраняющих объемы 

На групnу SDiff{M) диффеоморфизмов риманова многообразия мn, со­
храняющих объемы, можно смотреть как на подгруnnу б6льшей группы 

Diff(M) всех диффеоморфизмов М (ер. [Е-М]). Также как и ее подгруnпа, 
б6льшая группа снабжается слабой римановой метрикой (которая, однако, 
уже не является nравоинвариантной): 

(g.~,g.17) = J (~, 17)g(x) р.(х), {5.1) 
м 

где ~. 17 Е Vect(M), (~, 17)а - скалярное произведение ~ и 17 в метрике (., . ) 
на М в точке а, а g Е Diff(M). 

Точка зрения на группу сохраняющих объемы диффеоморфизмов как на 

подгруппу группы всех диффеоморфизмов многообразия оказалась весьма 

плодотворной для различных приложений. В пекотором смысле эта группа 

«всегда более плоская•, чем ее подгруппа. Источником таких упрощений яв­
ляется следующий факт. 

Теорем а 5.1 (см. [Misl]). Ко.мnонент'Ы mе'НЗО'JЮ 7еривизн·ы П для боль­
шей гpynn'bl Diff(M) являются «средними вели-чинами~ mе'НЗО'JЮ ?Сривизн'Ы 
для самого риманова .многообразия М: 

(Щи,v)w,z) = j(n:f(и(x),v(x))w(x),z(x))xp.(x), 
м 

где П~ - mешор ?Сривизн'Ы М в Х Е М, фор.ма обtsе.ма р. оnределяется .мет­
ри?Сой, а и, v, w, z Е Vect(M). 

Ниже мы построим (следуя [Misl, Shn4, Tod]) вторую фундаментальную 
форму вложения «искривленной• подгруппы SDiff(M) С Diff(M) в «более 
плоскую• объемлющую группу. Несмотря на свою неканоничность, это вло­

жение доставляет удобное упрощение в вычислениях кривизны. 

Пусть для простоты многообразие М является плоским п-мерным то­

ром тn. Представим диффеоморфизм g Е Diff(Tn), близкий к тождественно­
му, в виде g(x) = х + ~(х). 
Пр е д л о ж е н и е 5.2. В ?Соординатах {0 не?Соторая .малая С1 -о?С­

рестностъ единиц'Ы ld в групnе Diff(Tn), снабженной .метри?Сой (5.1), 
изо.м.етри-чно вложена в гилъбертово nространство 1Н! = { ~ Е L 2 (тn' an)}. 
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Предложение 5.2 доказывается прямым вычислением. 
Допуская некоторую вольность, обозначим через JНI (пред)гильбертово про­

странство гладких отображений из тора тn в !Rn, снабженных L2-скалярным 
произведением. Тогда окрестность единицы группы Diff(Tn) изометрична 
окрестности начала координат в JНI. Группу SDiff(Tn) диффеоморфизмов, 
сохраняющих объе:ц тп, представим как подмногообразие V в JНI (рис. 50) 

Определен и е 5.3. Вторая фунда.мента.л:ьна.я форма L (в О Е V) вло­
жения V С JНI является квадратичным отображением L: Т0 V --+ TrfV из ка­
сательного пространства To'D С JНI в его ортогональное дополнение T0j_V С JНI. 
На векторе v Е ToV величина второй фундаментальной формы L(v,v) равна 
ускорению точки, движущейся по инерции вдоль V с начальной скоростыо v 
(см. [K-N]). 

v 

ToV 

JН[ 

Рис. 50. Вложение сохраняющих объем диффеоморфизмов V = SDiff(M) в группу 
всех диффеоморфизмов JН! = Diff (М) 

Другими словами, L измеряет «расстояние» в JНI (а точнее, его вторую 
производную) между точкой vt, движущейся в касательном пространстве ToV 
с постоянной скоростью v, и ортогональной проекцией prv этой точки на V: 

(5.2) 

Пространства ToV и T0j_V описываются следующим образом: 

ToV = SVect(Tn) = { v Е Vect(Tn): div v = 0}, 

TfV = Grad(Tn) = {w Е Vect(Tn): w = '\lp, для векоторого рЕ C 00 (Tn)} 

(мы включили в ToV поля нулевой дивергенции, персмещающие центр тя­
жести тn, и, следовательно, TrfV состоит из градиентов всех однозначных 
функций). 

Заметим, что для векторного поля v Е SVect(Tn) иреобразование х ~--+ 
~--+ х + tv(x) означает, что каждая точка х Е тп движется равномерно 
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со скоростью v(x) вдоль прямой линии, проходящей через х. Такие ире­
образования являются диффеоморфизмами для гладкого v(x) и достаточно 
малого t >О. 

Для демонстрации метода ограничимся случаем п = 2 и дадим новое дока­
зательство теоремы 3.4 о кривизне SDiffo(T2) по двумерным направлениям, 
содержащим синусоидальное течение ~ на торе. 

Д о к аз а т е ль с т в о т е орем ы 3.4. Векторное поле v Е SVect(T2 ) за­
дается соответствующей (однозначной) функцией тока (или гамильтонианом) 
ф: v=sgradф, т.е. v1 = -8фj8х2 и v2 =офj8х1. 

Т е о р е м а 5.4. Зншчение второй фундаментал:ьной форм·ы L на вех;тор-
ном поле v равно 

L(v,v) = -2V'(~-1 (det[Hessф])), (5.3) 

где Hessф - матрича гессиана фунх;чии тох;а ф поля v, а~ -l - оператор 
Грина для оператора Лапласа ~ в х;лассе фунх;чий с нулевъш средним на Т2 о 
Д о к аз а т е ль с т в о т е орем ы 5.4. Следующее очевидное соотноше­

ние показывает, насколько далеко иреобразование Id +tv отстоит от V (т. е. от 

множества преобразований, сохраняющих объемы): 

где Vi,j := ovi/дxj, а последнее равенство выполняется благодаря тому, что 
div v =О. Преобразование ld +tv не принадлежит V, а изменяет стандартный 
элемент объема в Т2 на величину второго порядка малости по t. 

Подправим tv, добавив к нему некоторое векторное поле t 2w Е T0l.V так, 
чтобы иреобразование Id +tv стало сохраняющим объемы. Заметим, что зна­
чение второй фундаментальной формы (см. (5.2)) на векторе v равно L(v, v) = 
= 2w, где w Е TcfV определяется из условия, что иреобразование х ~--+ х + tv + 
+ t 2w сохраняет объем по модулю О( t3 ). 

Определяющее соотношение divw = -(v1,1v2,2- v1,2v2,1) на поле w немед­
ленно следует из разложения 

( дv 2 дw) 2( . ) ( з) det Id+t дх + t дх = 1 + t v1,1v2,2- v1,2v2,1 + d1vw +О t . 

По определению T0l.V векторное поле w градиентное, w = V'cp, а следова­
тельно, divw = V'2cp =~ер, и 

Введение функции тока ф поля v иреобразует эту формулу к искомому ви­
ду (5.3). о 

Симметри'Чная фундаменталъная форма L(и, v) может быть получена из 
квадратичной формы L(v,v) поляризацией 

L(u, v) = (L(и + v, и+ v)- L(и, и)- L(v, v))/2. 
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Наконец, секционная кривизна Cuv группы D по двумерному направлению, 
натянутому на ортанормальные векторы и и v, дается формулой Гаусса-Ко­
дацци (см. [K-N], предложение VII.4.5) 

Cuv = (L(и,и),L(v,v))- (L(и,v),L(и,v)), 

где (. , . ) - скалярное п1>оизведение в гильбертовам пространстве JНf (ер. так­
же с теоремой 4.5 выше). Для неортонормированных векторов надо нормали­
зовать кривизну согласно формуле (1.5). 
Пр и мер 5.5. Вычислим (используя вторую фундаментальную форму) 

секционную кривизну в направлении, натянутом на векторные поля и и v 
с функциями тока r.p = cos ау и 1/J = cos Ьх (с волновыми векторами из след­
ствия 3.6, равными k =(О, а) и l = (Ь,О)). 

Легко также получить, что det[Hess r.p] = det[Hess 1/J] = О, в то время как 
det[Hess(r.p + 1/J)] = а2Ь2 cosaycosbx. Применеине ,D.- 1 эквивалентно умноже­
нию этой функции на -1j(a2 + Ь2 }. Переходя к градиенту, находим, что L(и, v) 
является векторным nолем 

а2Ь2 ( д д ) 
L(и,v) =- а2 + Ь2 (bsinbxcosay) дх + (acosbxsinay) ду , 

nри этом L(и,и) и L(v,v) обращаются в нуль. Заметим также, что (и,и) = 
= a2 Sj2, (v,v) = b2 Sj2, где S- nлощадь тора. Наконец, оценивая L2-порму 
векторного поля L(и, v) на торе, мы приходим к следующей формуле для 
секционной кривизны: 

С _ (L(u,v),L(u,v)) _ а2 Ь2 

uv-- (u,u)(v,v) --(a2 +b2 )S' 

которая совпадает с формулой (3.3). 
Мы оставляем читателю проверить, что подстановка векторных полей и 

и v с функциями тока ~ = ek +
2 
e_k и 'rf = L:; Xtet (где X-l = "Xt) в полученную 

выше формулу кривизны дает другое доказательство теоремы 3.4 в полной 
общности. О 

3 а меч а н и е 5.6. Бао и Ратью [B-R] изучили вполне геодези-чесх:ие (или 
аси.мптоти-чесх:ие) направления на римановом nодмногообразии SDiff(M) С 
С Diff(M), т. е. такие направления в касательных пространствах TgSDiff(M) 
(в бездивергентных векторных полях на М), вдоль которых вторая фундамен­
тальная форма L для SDiff(M) относительно Diff(M) обращается в нуль. Для 
nроизвольнаго многообразия мn они получили явное описание таких направ­

лений g.v Е TgSDiff(M) в виде неливейного дифференциального уравнения 
первого порядка на v (см. в [KhM2] описание асимптотических направлений 
на nроизвольной подгруппе в Diff(M)). 

Для двумерного случая это условие асимптотичности направлений запи­

сывается как следующее уравнение на функцию тока. Пусть для простоты 

дМ= 0 и Н1 (М) =О. 
Теорема 5.7 (см. [B-RJ). Для двумерного риманова многообразил М 

бездивергентное вех:торное поле g.v Е TgSDiff(M) является вполне геодези-
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-чес1еuм н.аправлен.ием н.а SDifi(M) тогда и толъ1ео тогда, 1еогда фун.?Сv,uя то­
?Са 1/J по.л.л v удовлетворяет вырожден.н.о.му уравн.ен.ию Мон.жа-А.мпера 

det(Hess 1/J] =К· тiJV'ФIJ 2 /2, 

где т - детер.мин.ан.т .метри1еи н.а М в н.е1еоторых 1еоордин.атах { Xi}, Hess -
гессиан. фун.?Сv,ии 1/J в этих ?Соордин.атах, а К - фун?Сv,uя гауссовой 1еривизн.ы 
н.аМ. 

В статье [KhM2] доказано, что для поверхности произвольной, но нигде пе 
нулевой кривизны группа SDiff(M) не имеет асимптотических направлений, 
т.е. это уравнение Монжа-Ампера не имеет решений (см. также [BLR], где 
описываются все многообразия М, для которых асимптотические направления 

являются гармоническими векторными полями). 

Похожие ограничения на направления на SDifi(M2 ) естественно возника­
ют в дискретной версии уравнения Эйлера несжимаемой жидкости [MVe]. Ре­
шение дискретизованного уравнения Эйлера является рекурсивной последо­

вательностью диффеоморфизмов. Уравнение Монжа-Ампера является огра­

ничением на начальные условия, которое и обеспечивает сохранение элемента 

площади на М2 всеми диффеоморфизмами последователыюсти. 
Уравнение Монжа-Ампера также возникает в задаче Монжа-Канторовича 

об оптимальном переносе массы (см. обсуждение связи этой задачи с описа­
нием асимптотических направлений в [KhM2]). 

3 а меч а н и е 5.8. Рассмотрим отношение эквивалентности на группе 
диффеоморфизмов Diff(M), при котором два диффеоморфизма принадле­
жат к одному и тому же классу, если они отличаются на преобразование, 

сохраняющее объемы. Мы получим расслоение Diff(M) над пространством 
плотностей, т. е. пространством положительных функций на М, со слоем, 

изоморфным множеству сохраняющих объемы диффеоморфизмов SDiff(M). 
Рассмотрим ОДНО ИЗ следующих многообразий: п-мерную сферу sn' простран­
ство Лобачевского Л n или евклидово пространство JRn. Согласно С. М. Гусейн­
Заде не существует сечения этого SDiff(M)-paccлoeния над пространством 
плотностей, инвариантного по отношению к движениям пространства мn. 

Однако существует единственная связность на этом расслоении, инвари­
антная по отношению к движениям на мn. Параллельный перенос в этой 

связности, по существу, описан в доказательстве теоремы М озера (ер. лем­
му 3.5 гл. III). Случай двумерной сферы имеет интересные приложения 
в картографии. 

§ 6. Сопряженные точки в группе диффеоморфизмов 

Хотя по «большинству» двумерных направлений секционные кривизны 
группы диффеоморфизмов SDifi(T2 ) отрицательны, по некоторым направ­
лениям кривизна положительна. 

Пр и мер 6.1 (см. (Arn4J). В алгебре SVect(T2) всех бездивергент­
ных векторных полей на торе Т2 = {(х,у) mod 211'} рассмотрим плоскость, 
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натянутую на поля с функциями тока ~ = соs(Зрх -у) + соs(Зрх + 2у) 
и "1 = cos(px +у) + cos(px - 2у). Тогда для секционной кривизны имеем 

Естественно пр\щположить (по аналогии с конечномерным случаем), что 

положительность кривизны связана с существованием сопряженных точек на 

группе SDiff(T2). 

Определен и е 6.2. Соnр.яжен:н.ой то.,:х:ой к начальной точке ')'(0) 
вдоль геодезической линии 7(t), t Е [О,оо) (на римановом многообразии М) 
называется точка, где геодезическая линия пересекается с бесконечно близкой 
геодезической, начинающейся в той же точке ')'(0). Сопряженные точки упо­
рядочены вдоль геодезической, а первой сопряженной точкой является место, 

где геодезическая линия перестает быть локальным минимумом функцяопала 

длины. 

Т е о р е м а 6.3 (см. [Mis2]). На геодези'Чес?Сой, в'Ыход.ящей из единиц'Ы 
груnn'Ы SDiff(T2) со с?Соростъю v = sgrad<p, оnреде.л.яемой фун?Сцией mo?Ca 
<р = cos 6х cos 2у, существуют соnр.яженн'Ьlе mO'Ч'/CU. 

А ~jj'"-.. __ 

Рис. 51. Геодезическая перестает быть глобальным минимумом длины после первой 
сопряженной точки 

Отрезок геодезической линии уже не является кратчайшей кривой, связы­

вающей ее концы, если отрезок содержит некоторую внутреннюю точку, со­

пряженную начальной точке, рис. 51. Действительно, разность длин отрезка 
геодезической кривой и .любой С1 е-близкой ?qJивой, связывающей те же кон­
цевые точки, имеет порядок е2 (геодезическая является экстремалью). Дли­
на геодезu'Чес?Сой, е-близкой к начальной и связывающей начальную точку А 

с ее сопряженной точкой С, отличается от длины начальной геодезической 

между А и С на величину более высокого порядка, е3 • Разность междУ BD 
и ВС + CD имеет порядок е2 • Следовательно, ADB короче, чем АСВ. 

Если отрезок геодезической содержит k внутренних точек, сопряженных 
с начальной точкой, то квадратичная форма второй вариации длины имеет k 
отрицательных квадратов. 

3 а меч а н и е 6.4 (см. [Mis2]). Сопряженные точки могут быть найдены 
на группе SDiff(Tn), где тn- это плоский тор произвольной размерностиn 
(это простое следствие из вышеприведенного двумерного примера). 

Другие примеры даются геодезическими на группе сохраняющих площа­

ди диффеоморфизмов для поверхности положительной кривизны (например, 
однородное вращение стандартной двумерной сферы, см. п. 4.1). 
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С другой стороны, те геодезические в SDiff(M), которые являются также 
геодезическими в Diff(M), не имеют сопряженных точек, если М- римано­
во многообразие непалажительной секционной кривизны [Misl]. Такие геоде­
зические имеют асимптотические направления на SDiff(M) и соответствуют 
решениям уравнения Эйлера на М с постоянными функциями давления. На­

против, геодезические в Diff(M), нормальные к подмногообразию SDiff(M), 
являются потенциальными решениями уравнения Бюргерса, а сопряженные 

точки на них соответствуют рождению ударных волн [КhМЗ]. 
3 а меч а н и е 6.5. Неизвестно, конечен ли индекс Морса ( произвольно­

го отрезка) геодезической линии, соответствующей гладкому стационарному 
течению на произвольнам многообразии произвольной размерности. Было бы 

интересно узнать, могут ли сопряженные точки в этой ситуации накапли­

ваться. Заметим, что существование малого отрезка вблизи начальной точ­

ки, который свободен от сопряженных точек, следует из невырожденпасти 

экспоненциального отображения в начальной точке и в ее окрестности. Для 

течения на произвольной двумерной поверхности накапливание не происхо­

дит также и для произвольнога отрезка геодезической, см. [ЕЬМ, ЕЬМР]: 
геодезическое экспоненциальное отображение соответствующей группы диф­

феоморфизмов SDiff(M2 ) оказывается фредгольмовым индекса нуль. С дру­
гой стороны, для трехмерного многообразия геодезическое экспоненциальное 

отображение на SDiff(M3 ) может не быть фредгольмовым. Более того, сопря­
женные точки вдоль некоторых геодезических могут оказаться бесконечного 

порядка и плотны на целом интервале [Pre2]. Интересно также, каков крат­
чайший путь к какой-нибудь точке на геодезической, отделенной от начальной 

точки сопряженной. (Можно надеяться, что полная картина в этой классиче­
ской ситуации не портится патологией отсутствия кратчайшего пути между 

специальными диффеоморфизмами, обнаруженной Шнирельманом в [Shnl], 
см. п. 7.4.) 

§ 7. Вокруг конечности диаметра группы диффеоморфизмов, сохраняющих 
объемы1 

Рассмотрим сохраняющий объемы диффеоморфизм ограниченной обла­

сти. Чтобы достичь положения, предписываемого диффеоморфизмом, каж­

дая частица жидкости движется вдоль пекотарого пути в этой области. Рас­

стояние между этим диффеоморфизмом и тождественным - это усредненная 

характеристика длин путей всех частиц. 

Оказывается, что диаметр группы сохраняющих объемы диффеоморфиз­

мов трехмерного шара, конечен, в то время как для двумерной области -
бесконечен. Причина состоит в том, что в трех (и более) измерениях у частиц 
достаточно места для того, чтобы переместиться в конечное положение, не 

столкнувшись друг с другом. Напротив, движение частиц на плоскости может 

потребовать их обязательного врg.щения друг относительно друга. Несмотря 

1 Этот параграф написан А. Шнирельманом. 
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на ограниченность области, такие «заплетения» делают пути частиц с необхо­
димостью длинными (а следовательно, и расстояние между начальной и ко­
нечной позициями каждой частицы - большим). 

В этом параграфе мы опишем некоторые важные свойства групnы V(M) := 
:= SDiff(M), сохраняющих объемы диффеоморфизмов, как метрического про­
странства, а также динамические следствия этих свойств. 

7.1. Связь внутренней и внешпей геометрии группы диффеоморфизмов 

О п р е д е л е н и е 7 .1. Рассмотрим риманово многообразие мn с элемен­

том объема dx. Введем .метри?Су на группе 'D(M) = SDiff(Mn). Любому nу­
ти 9t, t1 ~ t ~ t2, на группе 'D(M) поставим в соответствие его длину: 

(7.1) 

Для двух конфигураций жидкости J, h Е 'D(M) определим расстояние 
между ними на 'D(M) как нижнюю грань длин всех nутей, соединяющих f и h 

distvcмJU, h) = inf t'{gt}б. 
{gt}C'D(M) 
go=f,gl=h 

Это определение превращает 'D(M) в .метри-ч.ес?Сое nростраиство. Диаметр 
группы 'D(M)- это верхняя грань расстояний между ее элементами: 

diam(V(M)) = sup djstv(м)(f, h). 
J,hE'D(M) 

Метрика на групnе сохраняющих объемы диффеоморфизмов 'D(M), оnре­
деленная здесь, совnадает с правоинвариантной метрикой на этой группе, 

определяемой в единице как кинетическая энергия векторных полей ( срав­
ните формулу (7.1) с примером гл. I, п. 1.3). 

Начнем со следующих трех тесно связанных между собой задач. 

А. 3 а д а ч а о д и а м е т р е. Бесконечен или конечен диаметр груnnы 

V(M) диффеоморфизмов, сохраняющих объемы? Если конечен, то как его 
оценить для данного многообразия мn? 

Пусть М - ограниченная область в евклидавам nространстве Rn (с евкли­
доным элементом объема dx). В этом случае группа диффеоморфизмов 'D(M) 
естественно вкладывается в гильбертоно nространство L2(A1n,1Rn) вектор­
функций на Л1n. Это вложение определяет изометрию группы 'D(AI), снаб­
женной (слабой) римановой структурой, на ее образ, снабженный римановой 
метрикой, индуцированной из гильбертона пространства. 

Определен и е 7.2. Стаидартиъt.м расстоянием distp между двумя 
диффеоморфизмами f,h Е 'D(M) С L2(M,1Rn) называется расстояние меж­
ду ними как вектор-функциями в объемлющем гильбертовам пространстве 

L2(Л1,1Rn): 
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В. С о о т н о ш е н и е м е т р и к. Как связаны расстояния distv(м) в груп­
пе 'D(M) и стандартное расстояние distL2, поднятое в 'D(M) из простран­
ства L2(M,IRn)? 

Очевидно, что distv(M) ~ distp. Существует ли оценка расстояния 
distv(м)(g, h) через distp(g, h)? В частности, верно ли, что если два диф­
феоморфизма, сохраняющие объемы, являются близкими в гильбертовам 

пространстве, то они могут быть соединены коротким путем в группе 'D(M)? 
С. К р а т ч ай ш и й п у т ь. Существует ли путь минимальной длины, 

соединяющий в группе 'D(M) два заданных диффеоморфизма, сохраняющих 
объемы? Если такой путь существует, то он является геодезической, т. е. по­
сле подходящей перепараметризации он станет решением уравнения Эйлера 

для идеальной жидкости в мп. Нахождение кратчайшего пути между дву­

мя произвольными конфигурациями жидкости могло бы стать методом для 

построения течений идеальной жидкости. 

3 а меч а н и е 7.3. Вопрос о соотношении метрик может быть поставлен 

для произвольнога риманова многообразия мn, если мы сначала найдем неко­

торое изометрячное вложение мn С IRq. Такое вложение, для которого евкли­
дона метрика в IRq определяет заданную риманону метрику на мn, существует 
по теореме Нэша [Nash] (можно взять q = Зп(п + 9)/2 для компактного мn 
и q = Зп(п + l)(n + 9)/2 для некомпактного мn). 

7.2. Диаметр группы диффеоморфизмов 

Ограничимся простейшей областью мп, а именно, единичным кубом мп = 
= { х = ( Х1, ••. , Xn) Е IRn : О < Xi < 1}, избавившись таким образом от тополо­
гических сложностей. 

Теорема 7.4 (см. [Shnl]). Диаметр 'D(M) груnn'Ы глаlh:их сохраняю­
щих Oбl>e.лt'bl диффео.морфиз.мов едини-ч,ного n-.мерного ~ба Mn, где n ~ 3, 'IСО­
Не'ЧеН в правоинвариантной .метри?Се dist'D(м). 

Теорем а 7.4' (/Shn5]). diam('D(Mn)) ~ 2~ при n ~ 3. 
Эта теорема обобщается на случай произвольнаго односвязного многооб­

разия М. Однако диаметр может стать бесконечным, если фундаментальная 

группа Мнетривиальна [ER2]. 
Двумерный случай существенно отличается от многомерного. 
Теорем а 7.5 (см. [ERl, ER2]). Для произволъного .многообразия М раз­

мерностиn = 2 диа.метр груnn'Ы 'D(M2 ) бес?Соне-ч,ен. 
Этот результат можно усилить следующим образом. 

Определен и е 7.6. Диффеоморфизм g: М --+ М произвольной обла­
сти (или риманова многообразия) М называется достижи.мЪJ..м, если он может 
быть связан с тождественным диффеоморфизмом Id кусочио-гладким путем 
9t С 'D(M) конечной длины. 

Теорема 7.7(cм.[Shn2]). ПустъМn -п-.мерн'Ый~б, an~3. Тогда 
?Сажuый элемент гpynnъt 'D( М) является достижи.м'Ы.м. В с.лу-ч,ае n = 2 су­
ществуют недостижи.м'Ьlе диффео.морфиз.м'Ы ?Свадрата М2 • Более того, су-
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ществует недостижи.м:ы:й диффеоморфиэм, и.м.еющий непрер'Ывное nродол­
жение на ~й дМ2 и тождественн'Ый на не.м.. 

Диффеоморфизм g может быть недостижим, если его поведение вблизи 
границы амn является достаточно сложным. Мы приведем пример недости­

жимого диффеоморфизма в п. 8.1. Заметим, что лишь достижимые диффео­
морфизмы являются физически разумными, так как жидкость не может до­

стичь недостижимой конфигурации за конечное время. 
Следующее утверждение уточняет теорему 7.5. 
Теорем а 7.8 (ер. 7.5). Для двумерного М диаметр подмножества до­

стижи.м.'ЫХ диффеоморфиэмов в V(M) бес?Соне'Ч.ен. 
Неизвестно, образуют ли все достижимые диффеоморфизмы подгруппу 

в 'D(M2 ) (т. е. является ли обратный к достижимому диффеоморфизму до­
стижимым). Не всегда верно, что если путь {gt} С 'D(M2 ) имеет конечную 
длину, то длина пути {gt" 1

} С 'D(M2 ) конечна. Группа 'D(M2 ) расщепляется 
на континуум классов эквивалентности следующим образом: два диффеомор­

физма находятся в одном и том же классе, если они могут быть соединены 

друг с другом путем конечной длины. Каждый класс эквивалентности имеет 

бесконечный диаметр. 

Доказательства двумерных результатов достаточно прозрачны и обсужда­

ются в пп. 8.1-8.2. Подходы к трех- (и много-) мерным результатам, напротив, 
довольно сложны. Далее мы обсудим лишь их ключевые идеи. 

7.3. Сравнение метрик и пополнение rруппы V(M) 

Главное отличие между геометриями групп диффеоморфизмов в размер­

ностях два и три основывается на наблюдении, что для длинного пути на 

'D(M3), который скручивает частицы в пространстве, всегда существует неко­
торый более короткий путь, раскручивающий их «за счет использования тре­

тьей координаты». Более точно, справедлива следующая оценка. 

Теорем а 7.9 (см. [Shn1]). Для заданной размерностиn ~ 3 существу­
ют та?Сие ?Сонстант'Ьl С> О и а> О, 'Ч.то для ?Саждой napъt сохраняющих 
об'l}е.м.'Ы диффеоморфиэмов J, h Е V(Mn) едини'Ч.ного ?Суба, 

distv(м)Cf, h) ~ C(distp(f, h))a. 

Теорем а 7.9' ([Shn5]). Константа а в теореме 7.9 не менъше 2/(n+4). 
Теорема 7.9 означает, что вложение V(Mn) в L2(M,R.n), n ~ 3, является 

сгельдеровым». Видимо, оно не rладко, а а< 1. Ясно, что чем больше а, тем 
«rлаже» групnа диффеоморфизмов. Конечно, свойство гельдеровости (теоре­

ма 7.9) влечет конечность диаметра (теорема 7.4). 
Для n = 2 аналогичной оценки существовать не может. А именно, для лю­

бой пары констант с, С> О существует диффеоморфизм g Е 'D(M2) такой, что 
distv(м)(g, Id) >С, но distL2(g, ld) <с. Это доnолняет теорему 7.5, но требует, 
конечно, отдельного доказательства. 

Из теорем 7.4 и 7.9 следует простое описание пополнения метрического 
пространства V(Mn) в случае n ~ 3. 
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С л е д с т в и е 7.10. Д.лл п ~ 3 пополнение группъt V(Mn) в .метри.,.е 
dist:v(M) совпадает с за.мы.,.ание.м V(Mn) этой группы в L 2 (Mn,lRn). 
Д о к аз а т е ль с т в о с л е д с т в и я. Каждая последовательность Ко­

ши {gi} в V(Mn) (по отношению к метрикам dist:v(Mn)) является последова­
тельностью Коши в L 2 (Mn,JRn), и следовательно, она сходится к пекоторому 
элементу g Е L2 (Mn, JRn). 

Обратно, если g принадлежит замыканию группы V(Mn) в L 2 (Mn, JRn), 
тогда существует последовательность диффеоморфизмов {gi} С V(Mn), 
которая сходится к g в L2 ( мп, JRn). Следовательно, по неравенству теоре­
мы 7.9, {gi} является последовательностью Коши в V(Mn), и, таким обра­
зом, g лежит в пополнении V(Mn). D 

Теорем а 7.11 (см. [ShnlJ). Пополнение V(Mn) (п ~ 3) группы V(Mn) 
состоит из всех сохраняющих .меру эндо.морфиз.мов "'Уба мп, т. е. из та.,.их 

из.мери.мых поЛебегу отображений f: мп-+ мп, -что для .,.аждого из.мери­
.мого подмножества n с мп 

Идея доказательства этой теоремы состоит в следующем. Разделим еди­

ничный куб мп на Nn равных малых кубов, имеющих линейный размер N- 1 . 

Рассмотрим класс VN кусочио-непрерывных отображений, переносящих па­
раллельным образом каждый малый куб х в другой малый куб а(х), где а 
является пекоторой перестановкой множества малых кубов. Во-первых, мож­

но показать, что каждое сохраняющее меру отображение f: мn -+ мп может 

быть аппроксимировано с произвольной точностью в L2 (Mn,JRn) перестанов­
ками малых кубов для достаточно большого N. В свою очередь, оказывается, 
что каждая такая перестановка может быть аппроксимирована в L2 некото­
рым гладким сохраняющим объемы диффеоморфизмом. Обратно, если отоб­

ражение g принадлежит замыканию группы диффеоморфизмов, g Е V(Mn), 
то g = limgi, 9i Е V(Mn), почти всюду в мn, и следовательно, g является 
эндоморфизмом, сохраняющим меру, см. детали в [Shn1]. 

В двумерном случае пополнение V(M2 ) в метрике dist:v(M) является соб­
ственным подмножеством L2-замыкания 1J(M2 ); хорошее описание этого по­
полнения не известно. 

7 .4. Отсутствие кратчайшего пути 

Приведеиные выше факты влекут отрицательный ответ на вопрос о суще­

ствовании кратчайшего пути в группе диффеоморфизмов. 

Теорем а 7.12 (см. [Shn1]). Для едини-чного "'Уба М размерностип ~ 3 
существует пара сохраняющих об~е.мы диффео.морфиз.мов, 1иторые ue .могут 
бытъ связаны в группе V(M) ~т-чайши.м путе.м, т. е. для любого nути, со­
единяющего эти диффео.морфиз.мы, существует не.,.оторый более .,.орот.,.ий 

путъ, соединяющий их. 

Таким образом, привлекательный вариационный подход к построению ре­

шений уравнения Эйлера непосредственно не применим к трехмерной гидро-
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динамике. Это означает не то, что вариационный метод неправилен, а лишь 

то, что наше понимание его возможностей в гидродинамике неполно. 

3 а меч а н и е 7.13. Доказательство теоремы 7.12 напоминает пример 
Вейерштрасса вариационной задачи, не имеющей решения. Этот пример по­

явился в связи с критикой Вейерштрассам использования принципа Дирихле 

при доказательстве су_,.ществования решения задачи Дирихле для уравнения 

Лапласа. 

Он показывает, что в некоторых случаях функцяопал может и не дости­

гать своей нижней грани. Рассмотрим две точки А и В в плоскости и поставим 

такую задачу. Мы ищем гладкую кривую ')' минимальной длины, связываю­
щую А и В, и такую, что ее касательные в точках А и В ортагональны к линии 

(АВ), рис. 52. Ясно, что, если ')' отличается от отрезка [АВ], то ее можно стя­
гивать к линии (АВ) (скажем, умножая ординату на 1/2). Это иреобразование 
сокращает ее длину. Однако, если')' совпадает с отрезком [АВ], она не удовле­
творяет граничным условиям. Таким образом, нижняя грань не может быть 

достигнута в классе допустимых кривых. 

Критика Вейерштрасса вдохновила Гильберта на построение строгого об­

основания для вариационного принципа Дирихле. 

-------.- -. 
/ ..... 

/ ' 
А в 

Рис. 52. Не существует кратчайшей кривой между А и В, которая была бы ортого­
нальной к отрезку АВ в концевых точках 

Опишем теперь пример диффеоморфизма g Е 'D(M3 ) трехмерного ку­
ба М3, который не может быть соединен с тождественным диффеоморфизмом 
Id кратчайшим путем. 

Пусть (x1,X2,z)- декартовы координаты в JR3 и М3 = {O<xt,X2,Z < 1}. 
Рассмотрим произвольный диффеоморфизм g Е 'D(M3) вида 

g(x, z) = (h(x), z), 

где h- сохраняющий площади диффеоморфизм квадрата М2 их:= (х1,х2 ). 
Теорема 7.12'. Если 

то диффео.морфиз.м Id Е 'D(M3 ) не .может бытъ соединен с диффео.морфиз­
.мо.м g 'IС'JХLт'Чаuши.м путе.м в 'D(M3 ). 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Будем оценивать не длину, а действие вдоль путей. 
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Определен и е 7.14. Действием вдоль пути 9t, t1 ~ t ~ t2, на группе 
диффеоморфизмов V(Mn) риманова многообразия мп называется величина 

Действие и длина связаны неравенством 

(7.2) 

В отличие от длины E{gt}~~, действие j{gt}~~ зависит от параметризации, и ра­
венство в (7.2) достигается тогда и только тогда, когда параметризация та-
кая, что 

ll9tlli2(M) = /1/ дg~~х) 1/
2 

dx ~ const. 

м 

Предположим, что существует кратчайший путь gt, соединяющий Id и g; 
построим другой путь, имеющий меньшую длину. 

Рис. 53. Каждый из двух параллелепипедов содержит прежний поток внутри куба, 
сжатый в два раза 

Во-первых, сожмем течение 9t в два раза вдоль направления z. Вместо 
семейства сохраняющих объемы диффеоморфизмов трехмерного единичного 

куба М3 мы получаем теперь сохраняющие объемы диффеоморфизмы парал­
лелепипеда 

Р1 = {(х, z) Е М3 : О< z < 1/2}. 

Теперь рассмотрим новое (разрывное) течение 9t в кубе М3 = Р1 U Р2 , которое 
является таким сжатым течением на каждой из половин Р1 и Р2, см. рис. 53 
(где Р2 задано условием 1/2 < z < 1). Легко видеть, что течение 9t является 
несжимаемым в М3 и в общем случае разрывным на (инвариантной) плоско­
сти z = 1/2. Заметим также, что течение 9t удовлетворяет тем же граничным 
условиям, что и gt: g0 = Id, g1 = g, так как g имело вид g(x, z) = (h(x), z). 
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Сравним действия вдоль путей 9t и g t. Определим горизонтальную j н 
и вертикальную jv компоненты действия j = jн + jv для 9t следующим об­
разом: 

1 

. { }1_J:.jdt/llдx'(x,z,t),,2 d2 d 2н 9t о - 2 дt х z, 
о мз 

1 

jv{gt}б=~/ dt /llдz'(~~z,t)\12 d2xdz 

о мз 

и аналогично для пути ?it. (Здесь 9t ( х, z) = (х', z').) Из определения ?it мы 
легко получим, что 

. {- }1 . { }1 . {- }1 1. { }1 
Jн 9t о = Jн 9t о и Jv 9t о = 2Jv 9t о· 

Следовательно, действие вдоль пути ?it меньше, чем вдоль пути gt: Н?iдА < 
< j{gt}б как только вертикальная компонента действия положительна, 
jv{gt}б>O. 

Оказывается, условие jv{gt}б >О вытекает из предположений теоремы. 
j(ействительно, если вертикальная компонента действия обращается в нуль 

(jv{gt}б = 0), то дz'(х, z, t)jдt =О, и отображение х ~ х'(х, z, t) для любого 
фиксированного z и t является сохраняющим площади диффеоморфизмом 
квадрата М2 • В этом случае действие вдоль течения 9t равно 

1 1 

j{gt}б = J dz ( J dt J ~~~ дх'(~;z, t) \1
2 

d2x). 

О О М2 

Отсюда следует, что существует zo Е [О, 1] такое, что 

1 

j{gt}б ~ J dt J ~~~ дх'(~zо, t) \12 d2x. 

О М2 

Однако это невозможно, так как, по предположению, расстояние в V(M2 ) 

от Id до диффеоморфизма х ~ х'(х, zo, t)it=l = h(x) больше, чем расстояние 
в V(M3 ) от ld до g, которое является длиной кратчайшего пути 9t в V(M3 ), 

связывающего ld и g. 
Следовательно, jv{gt}б >О, и мы построили разрывное течение ?it (связы­

вающее ld и диффеоморфизм g), действие которого меньше, чем действие для 
gt: H?it}б < j{gt}б. Теперь теорема 7.12 следует из следующей леммы о гладкой 
аппроксимации. 

Л е м м а 7.15. Для .любого е > О существует г.лад'Х:ое те"Чение 'Pt С 
С V(M3 ), О ~ t ~ 1, ?Соторое на"Чинается в тождественном диффео.мор­
физ.ме <ро = ld, достигает е-тсрестности g в стандартной L2 -.метри?Се, 
distp(мз)('PI,g) <е, и та?Сое, "Что его действие аппро?Сси.мирует действие 
вдо.лъ разрьtвного пути ?it, IН?iдб- j{<pt}бl <е. 
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Чтобы завершить доказательство, мы заменим короткий, но разрывный 

путь 9t его гладкой аппроксимацией 'Pt. Этот путь начинается в тождествен­
ном отображении и кончается в отображении <р 1 , L2-близком к g. По теоре­
ме 7.9 существует путь ft в 'D(M3 ), 1 ~ t ~ 2, связывающий 'Pl и g, и такой, что 

и, следовательно, длина f{ftH стремится к О вместе с с. Тогда составной путь 
'Pt U ft имеет длину, которая не превышает f{gд +с+ С сО!.. Наконец, заметим, 
что для достаточно малого с составной путь является более коротким чем 9t, 
потому что f{gt}б < f{gt}б. Это завершает доказательство теоремы 7.12' по 
модулю доказательства леммы 7.15. О 

Доказательство теоремы 7.12. По теореме 7.5 для каждого 
С> О существует диффеоморфизм h квадрата М2 такой, что 

distv(M2)(Id, h) >С. 

С другой стороны, если g является диффеоморфизмом трехмерного куба М3 

вида 

g(x, z) = (h(x), z), х Е М2 , z Е (0, 1), 

то по теореме 7.4' distv(мз)(Id,g) ~ 2. Следовательно, если С> 2, этот диф­
феоморфизм g не может быть соединен с Id кратчайшим путем. Это завершает 
доказательство теоремы 7.12. О 

Доказательство леммы 7.15. Для (разрывного) течения 9t 
мы определим (почти всюду) его эйлерово поле скоростей как v(x, t) = 
= {}gt(9"t 1 (x))/дt. Пусть для векоторого малого б> О множество Мб есть М, 
из которого удалена б-окрестность границы дМ, аРб- сжатие, отображаю­
щее М-. Мб. Обозначим через щ(х, t) = (рб).v(х, t) образ поля v при сжатии. 
Положив щ =О вне Мб, мы получим L2-векторное поле во всем JR.3 , которое 
является бездивергентным в обобщенном смысле, т. е. векторное поле щ 

L2-ортогонально любому градиентному векторному полю. 
Теперь определим гладкое поле 

W(j(X, t) := 1 щ(у, t)<рб(Х- у) dy 
JR3 

как результат свертывания поля щ с функцией 'Рб(х) = б-3<р(х/б), где <р(х) Е 
Е Ctf(IR.3 ) и J <р(х) dx = 1. Поле Wб(х, t) имеет компактный носитель Wб(х, t) Е 
Е Ctf(M) для всех t, и при б-. О оно сходится к полю v(x, t) равномерно на 
любом компактном подмножестве в М, не пересекающим границу д М и плос-

1 
кость z = 2. Более того, Wб-. v в L2(M). Следовательно, для достаточно 
малого б гладкое течение <pt, полученное интегрированием векторного поля 
Wб, удовлетворяет условиям леммы 7.15. О 
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7 .5. ДискретНhlе течения 

Доказательства теорем 7.4, 7.7 и 7.9 сходны и основаны на следующей 
дискретной аппроксимации группы V(Mn) (ер. также [Lax, Mos2]). Разделим 
куб мn С IR.n на Nn одинаковых подкубов. Пусть MN- множество всех этих 

подкубов. Обозначим через 'DN группу всех пересталовок множества MN; это 
дискретный аналог ~группы V(M) сохраняющих объемы диффеоморфизмов. 

Подкубы х, х' Е MN называются соседями, если они имеют общую 
(n -1)-мерную грань. Перестановка а Е 'DN называется эле.ме'Н.тар'Н.ой, если 
каждый подкуб х Е MN либо не передвигается перестановкой а, либо а(х)­
сосед х. Последовательность элементарных nересталовок а1, ... , ak назы­
вается дuс?Срет'Н.Ъt.М те-ч.е'Н.ие.м; номер k называется его протяже'Н.'Н.остъю. 
Мы скажем, что дискретное течение а1 , ••• , ak связ'Ывает конфигурации 

а, а' Е V N, если ak о ak-1 о ... о а1 о а = а'. 
В нашем рассмотрении особенно важна следующая чисто комбинаторная 

теорема. Ее можно считать дискретной версией теоремы 7.4. 
Теорем а 7.16. Для ?Саждой раз.мер'Н.ости n существует '/СО'Н.ста'Н.та 

Сп> О та?Сая, -ч.то для ?Саждого N люб'Ые две '/СО'Н.фигураи,ии а, а' Е VN .мо­
гут бытъ связа'Н.'Ы дис?Срет'Н.'ЫМ те-че'Н.ие.м а1, ... , ak, -чъя протяже'Н.'Н.остъ k 
.ме'Н.ъше, -ч.е.м CnN. 

Доказательство достаточно длинно, хотя и элементарно, см. [Shn1]. 
Чтобы сформулировать дискретный аналог теоремы 7.9, мы оnределим 

длину дискретного течения (которую не следует nутать с протяженностью во 
времени). 

Оnределен и е 7.17. Пусть а1, ... , ak является дискретным течением 
в MN. Пусть каждая nересталовка aj nереводит mj nодкубов в их соседей 

и оставляет Nn - mj nодкубов на месте. Длu'Н.ой t'{ aj }t дискретного течения 
называется величина 

t'{a·}k = ~ (mj/Nn)1/2 
з 1 ~~~N~~-, 

j=1 

ер. (7.1). Мотивировка оnределения nрозрачна: nересталовка aj аппроксими­
руется векторным полем абсолютной величины 1/ N с носителем на множестве 
объема mj/Nn. 

Расстоя'Н.uе в 'DN между конфигурациями а и а' оnределяется как 

где минимум берется по всем дискретным течениям ( произвольной nротяжен­
ности), связывающим а и а1 • L2-расстоя'Н.ие между а, а' Е VN определяет-
ся как 

( 

1 2) 1/2 
d. t ( ') _ " \\а(х)- а (х)\\ 

IS L2 а, а - ~ Nn , 
:кЕМN 

где lla(x)- a'(x)ll- расстояние в IR.n между центрами соответствующих ма­
лых кубов. 
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Теперь аналогом теоремы 7.9 о сравнении метрик будет следующая 
Теорем а 7.18. Для хаждой размерностиn существуют хонстантъt 

Cn > О и O:n > О тахие, -ч,то для хаждого N и хаждой пары перестановох: 

и, и' Е VN 

Доказательство основано на индуктивном многошаговом построении «ко­

роткого>> дискретного течения, связывающего две заданные L2-близкие дис­
кретные конфигурации (см. [Shп1J). 

7.6. Наброски доказательств 

Теоремы 7.4 и 7.9 можно доказать следующим образом. 
Пусть 9 Е V(Mn) при n ~ 3. Построим такой путь 9t С V(Mn), О~ t ~ 1, 

соединяющий тождественное отображение и 9 (9о = Id, 91 = 9), что 

Прежде всего, докажем, что 9 может быть аппроксимировано перестановкой 
и Е VN малых кубов для достаточно большого N. Кроме того, для каждого 
е> О существует разрывное кусочио-гладкое течение ~т, О~ т~ 1, связыва~о­
щее и и g и такое, что L{ ~т }6 < е. (Более точно, для каждого т отображение 
~т: мn ---t мn является гладким в каждом малом кубе :х Е MN, разрывным 
на гранях между соседними кубами и сохраняющим меру.) 

Построим «короткое>> дискретное течение а1 , ... , ak, связывающее Id и и 
в VN и удовлетворяющее заключению теоремы 7.18. Можно показать, что 
существует разрывное течение 1Jt, О~ t ~ 1, которое интерполирует течение 
и1, ... ,ak в моменты t = jfk для всех j = 1, ... ,k (т. е. 1Jt=jfk = O'j о O'j-1 о ... 
. . . о 0'1), и длина которого имеет тот же порядок: 

где Cn зависит только от n. 
Следовательно, композиция путей "lt и ~t является разрывным течением, 

связывающим Id и 9 и имеющим контролируемую длину. 
Последний шаг, являющийся сглаживанием полученного течения, обеспе­

чивае'.i' следующая 

Л е м м а 7.19. Пустъ 9 Е V(Mn) и пустъ (t: мn ---t мn является раз­

рывнъtм те-ч,ением, сохраняющим .меры из.мери.мых .множеств, тахи.м, -ч,то 

(о= Id, (1 = g, а (t является глаth:и.м в хаждо.м .ма.ло.м хубе х Е MN. Ес­
ли n ~ 3, то для ?Саждого € >о существует глаth:ое те-ч,ение 9t: мn ---t мn' 

О~ t ~ 1, с теми же грани-ч,нъtми условиями 9о = Id, 91 = 9, ?Са?С (t, и тахое, 
-ч,то f{gt}б < f{(t}6 +е. 

Для доказательства леммы в каждом кубе X/j = {х Е :х: distJRn(x,дx) >б} 
для некоторого положительного б< 1/2N определим 9t == (t. После этого те­
чение гладко продолжается на объединение б-окрестностей всех граней всех 
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кубиков х Е MN- «Пенообразную>> область кб:= u (х \ Xlj). Это продол-
хЕМN 

жение строится следующим образом. Соединим Id и g произвольным глад­
ким несжимаемым течением {gt} С D( мn). Тогда ht = gf: 1 о (t будет также 
кусочио-гладким несжимаемым течением, причем ho = h1 = Id. Пусть для 
каждого кубиках Е MN, точка Хх- его центр. Траектории ht(xx) = xx(t), 
о:::;; t:::;; 1, замкнуть} для каждого х Е MN. Пусть Ер= {{xl, ... ,хр): Xi Е мn, 
Xi =f. Xj при i ~ j}. Как известно, 1Г1 (Ер) =О при n ~ 3. Поэтому существует 
семейство xx(t, s), О:::;; s:::;; 1, не пересекающихся траекторий, гладко завися­
щих от t, s, таких, что xx(t, О)= Хх, Xx(t, 1) = xx(t). По непрерывности мож­
но определить отображение ht,s в т-окрестности В(хх, r) центров Хх так, что 
ht,olв(xx,r) = Id и ht,IIB(xx,r) = htlв(xx,r)· Теперь при каждом фиксированном t 
мы можем продолжить течение ht,s с U В(хх, r) до гладкого несжимаемого 

х 

течения 1Jt,s на всем кубе мn, таким образом, чтобы это течение 1Jt,s гладко 

зависело от t, s. 
Наконец, последний шаг - это «раздувание» каждого шарика В(хх, r) 

до Хб и «сжатие» области U(x \ В(хх, r)) до U(x \ Хб)· Так при каждом s 
х х 

мы получим гладкое несжимаемое течение 1Jt,s· В частности, 1Jt,l совпадает 

с gf: 1 о (t в U Xti, и (о= (l = Id. При достаточно малых 8 длина течения 9t о 1Jt,l 
х 

сколь угодно близка к длине течения (t· Подробности см. в !Shn1]; см. также 
аналогичное рассуждение в доказательстве теоремы гл. 111, n. 3.3. 

Доказательство теоремы 7.7 похожее, но более изощренное [Shn2]. 

7. 7. Обобщенные течения 

Вернемся теперь к задаче нахождения кратчайших путей в группе сохра­

няющих объемы диффеоморфизмов D(Mn). Мы уже знаем, что существуют 
пары диффеоморфизмов, которые не могут быть соединены гладким течением 

минимальной длины. Но, может быть, существуют некоторые более широкие 

классы течений (например, разрывные или измеримые), где минимум всегда 
достижим? Эта проблема была решена Я. Бренъе !Bre1]. Он нашел естествен­
ный класс «обобщенных несжимаемых течений>>, для которых вариационная 

задача всегда разрешима. 

Обобщенные течения (ОТ) являются далеким обобщением классических 
течений, в которых частицам жидкости разрешается не только перемещаться 

независимо друг от друга, но также их траектории могут пересекаться, ча­

стицы могут расщепляться и склеиваться. Единственное ограничение состоит 

в том, что плотности частиц остаются постоянными и средняя кинетическая 

энергия конечна. Формальное определение ОТ дается ниже. 

Пусть Х = С(!О, 1]; мп) - пространство всех параметризованных непре­
рывных путей x(t) в мп. Зафиксируем диффеоморфизм g Е D(Mn). 

Определение 7.20. Обобщенное те-чение (ОТ) в мп, связывающее 
диффеоморфизмы Id и g - это вероятностная мера J.L{ dx} в пространстве Х, 
удовлетворяющая следующим условиям: 
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1) для каждого измеримого по Лебегу множества А С мn и любого 
to Е (0, 1] 

J.L{x(t): x(to) Е А}= mesA 

(это может называться несжимаемостью); 
2) для почти всех путей x(t) относительно меры J.L{dx} действие вдоль 

каждого их них конечно: 

1 

j{x(·)} = ~ /11 a~~t) 1\2 dt < оо, 
о 

конечным является и «общее действие• 

H~t} = J j{x(·)}~t{dx} < оо; 
х 

3) для почти всех путей x(t) относительно меры J.L{ dx} концевые точки х(О) 
и х(1) связываются посредством диффеоморфизма g: х(1) = g(x(O)) (гранич­
ное условие). 

Таким образом, обобщенное течение ~t{ dx} можно рассматривать как слу­
чайный процесс. В общем случае этот процесс не является ни марковским, ни 

стационарным. Это понятие очень похоже на понятие полиморфизма, появив­

mееся в работе Вершика [Ver], см. также [Ner2]. Полугруппа полиморфизмов 
возникает как естественная область для продолжения групп диффеоморфиз­

мов и их представлений. 

Каждое гладкое течение {gt} С V(M) можно рассматривать как обобщен­
ное, если мы поставим в соответствие {gt} меру Jl.(g,){dx} такую, что для 
каждого измеримого множества У С Х его IL(g,)-мepa равна мере точек, тра­
ектории которых принадлежат У: 

Jl.(g,)(Y) = mes{a Е мп: {gt(a)} Е У}. 

Эта мера имеет носитель на п-мерном множестве траекторий gt(a) тече­
ния {gt}• 

Другим nримером ОТ является .му.л.ътите-ч.еиие, которое является выnук­
лой комбинацией обобщенных потоков, соответствующих гладким течениям. 

Другими словами, в мультитечениях различные части жидкости движутся 
(проникая одна сквозь другую, см. рис. 54) в различных направлениях в nре­
делах того же объема! Заметим, что общие ОТ могут быть более сложными, 
чем мультитечения. 

Теорем а 7.21 (см. [Bre1]). Д.л..я .л.юбого диффео.морфиа.ма g Е V(Mn) су­
ществует обобщеииое те-ч.еиие 1L (с граuи'Ч.'Н.'Ы.Ми ус.л.ови.я.ми ld и g), '1\,Оторое 
реа.л.иаует .миии.му.м действия 

H~t} = minj{~t'}, 
1-'' 

где .миии.му.м берется по обобще'Н.'Н.'Ы.М те-ч.еии.я.м ~t', св.яа·ывающи.м тожде­
ствеииое отображеиие Id и диффео.морфиз.м g. 
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Таким образом, хотя в нашем примере нижняя грань не достигается среди 
гладких течений, существует обобщенное течение, минимизирующее действие 

(а также длину) (см. также [Roe]). 

(а) (Ь) 

0.2 0.4 0.6 0.8 
х х 

Рис. 54. Траектории частиц в ОТ, соответствующие (а) спереворачиванию» интер­
вала (0, 1]; (Ь) отображению перекладывания интервалов 

Фактически, теорема 7.21 является еще более общей, так как она равно 
применяма к разрывным, и, кроме того, к изменяющим ориентацию отображе­

ниям 9· В последнем случае минимизирующие обобщенные течения особенно 
интересны, потому что жидкость оказывается вывернутой «наизнанку»! Ни 

измеримое течение, ни даже мультитечение не могут произвести такое преоб­

разование. Эти вопросы нетривиальны даже в одномерном случае. 

Есть два замечательных примера, найденных Бренье. Пусть 91 ( х) и 92 ( х) -
прообразования отрезка (0, 1], определяемые, соответственно, как отображе­
ние «переворачивания» 91(х) := 1- х, х Е [0, 1], и как отображение 92, пере­
кладывающее интервалы (0, 1/2] +-+ [1/2, 1]. На рис. 54, а и рис. 54, Ь изобра­
жены траектории частиц жидкости для минимальных течений, связывающих 

ld с 91 и 92 соответственно. В первом случае каждая частица жидкости рас­
щепляется при t = О в континуум траекторий «меньших» частиц; они пере­
мещаются независимо, проходя через все точки отрезка, и затем собираются 

вместе при t = 1. Во втором случае ОТ является мультитечением (более точно, 
2-течением). Другие примеры экзотических минимальных обобщенных тече­
ний см. в (Bre1, Bre2, ВrеЗ]. 

В какой же степени эти минимальные обобщенные течения могут рассмат­

риваться как обобщенные решения уравнений Эйлера? Связь между этими 

обобщенными течениями и настоящими решениями простирается весьма да­
леко: например, для каждого ОТ существует скалярная функция р(х, t), игра­
ющая роль давления, такая что для почти любой частицы жидкости ее ускоре­

ние в почти каждой точке (х, t) равно -V'xP (Bre2J. Кроме того, минимальные 
ОТ являются обобщенными решениями задачи переноса масс (так называе-
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мой задачи Монжа-Канторовича). Однако, их гидродинамическая значимость 
еще не вполне осознана. Различные вопросы, связанные с обобщенными гео­

дезическими и переносом массы обсуждаются в {Bre3, Bre4, Vil]. 
В двумерном случае обобщенные течения имеют более прозрачный смысл, 

так как в группе диффеоморфизмов двумерной области М возникает допол­

нительная структура. А именно, пусть {gt} - гладкое течение, соединяю­

щее Id и g = g1• Каждой точке z Е М соответствует кривая 'У z в цилиндре 

Q =М х [0, 1], задаваемая уравнением х = 9t(z). При этом для разных то­
чек z1 и Z2 соответствующие линии "fz1 и "fz2 не пересекаются. Таким образом, 
линии 'Yz образуют несжимаемую -х:онтинуа.п:ьную -х:осу В в цилиндре Q, при­
чем каждая точка z на нижнем основании цилиндра Q соединяется линией 'У z 

с точкой g(z) на верхнем основании. Мы можем теперь искать несжимаемую 
косу В, соединяющую Id и g, изотопную данной косе Во и имеющую мини­
мальную энергию. 

Эта задача является частным случаем задачи Сахарова-Зельдовича о ми­

нимизации энергии магнитного поля, вмороженного в идеальную несжимае­

мую проводящую жидкость в цилиндре Q (точнее, в соответствующем пол­
нотории, свернутом из Q). В то же время, решения этой задачи (если они 
существуют) описывают течение идеальной несжимаемой жидкости в обла­

сти М. 

Для этой задачи не доказано существование классического решения; ско­

рее всего оно существует не всегда. Однако можно определить обобщенную 

косу: всякому обобщенному течению, соединяющему Id и g, соответствует се­
мейство линий в цилиндре Q, а именно,- графики траектории ОТ (где верти­
кальная координата- это время). Обобщенное течение называется обобщен­
ной ?\:осой, слабо изотопной гладкой косе Во, если для любого числа N любые 
его N траекторий образуют N-косу, изотопную N-подкосе косы В0 , имеющей 

то же множество концевых точек на основании цилиндра. 

В работе [Shn9] доказано, что среди обобщенных кос, соединяющих Id и g 
и слабо изотопных гладкой косе Во, существует коса В, имеющая минималь­

ную энергию (т. е. действие j{B} = min). Более того, существует такое без­
дивергентное векторное поле u(x, t) Е L2 (M х [О, 1]), что x(w, t) = u(x(w, t), t) 
для почти всех (w, t). Иначе говоря, коса с минимальным действием обладает 
определенным полем скоростей u(x, t). Это поле имеет постоянную кинетиче­
скую энергию J iu(x, t)i2 dx = const и является слабым решением двумерного 

м 

уравнения Эйлера. Таким образом, в двумерном случае ОТ с минимальным 
действием (и удовлетворяющее определенным топологическим условиям) име­
ет гидродинамический смысл. 

7 .8. Аппроксимация гладких течений жидкости обобщенными 

Обобщенные течения являются мощным и гибким инструментом для изу­
чения пространства V(Mn) диффеоморфизмов, сохраняющих объемы. Клю­
чевую роль здесь играет следующая теорема аппроксимации. 
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Теорем а 7.22 (см. [Shn5]). Пустъ g Е 'D(Mn), n ;;<: 3, - глад1еий диф­

фео.морфиэ.м, сохраняющий обr.е.м'Ьl. Тогда 1еаждое обобщенное те'Чение J.t{ dx}, 
связ'Ывающее ld и g, .может 6-ытъ аппро1еси.мировано (вместе с действи­
ем) глад1Си.ми несжи.мае.м'Ы.ми те'Чения.ми: существует последовательность 

глад1Сих несжи.мае.мъtх те'Чений g~k), связъtвающих ld и g, та1еая, 'Что при 
k-+ оо: 

1) .мер'Ы J.t <k>"'*-слабо сходятся в Х 1е .мере J.t{dx}; 
9t (k) 

2) действия вдолъ 9t сходятся 1е общему действию вдолъ обобщенного 

течения J.L{ dx}: j{g~k)}б--+ j{JL }fi. 
Здесь *-слабая сходимость означает, что для каждого ограниченного не­

прерывного функцианала ~{ х( ·)} на Х 

(~{x},JL (k){dx})--+ (~(x),J.t{dx}) при k--+ оо. 
9t 

Доказательство этой теоремы см. в [Shn5]. Следствием этой теоремы 
и формулы (7.2) является следующая оценка расстояния в V(Mn), n ;;<: 3. 

С л е д с т в и е 7.23. Если n ;;<: 3, то для 1еаждого диффео.морфиз.ма 
gEV(Mn) 

dist(ld, g) = inf(2j{J.t }5?12 , 

где нижняя гранъ берется по все.м обобщеннъw те'Чения.м J.t, связ'Ываю­
щи.м ld и g. 

Таким образом, чтобы оценить расстояние между Id и g Е V(Mn), мы 
должны построить ОТ, соединяющее Id и g и имеющее как можно меньшее 
малое действие. Тогда следствие 7.23 дает оценку расстояния. 
Пр и мер 7.24 (ер. 7.4). Оценим диаметр diam V(Mn) группы сохраня­

ющих объемы диффеоморфизмов п-мерного единичного куба. Точное вычис­

ление всех промежуточных констант в доказательстве теоремы 7.3 для n = 3 
приводит к оценке diam 1J(M3 ) < 100, которая сильно завышена. Мы докажем 
следующую оценку. 

Теорем а 7.4' [Shn5]. Если раз.мерностъ n ;;<: 3, то 

Д о к аз а т е ль с т в о. Мы используем конструкцию, близкую к кон­
струкции Я. Бренье, который доказал, что все конфигурации частиц на торе 

являются достижимыми посредством обобщенных течений [Bre1]. 
Искомое ОТ строится следующим образом. При t = О каждая частица в ку­

бе расщепляется в континуум частиц, движущихся по всем направлениям. 

Начинаясь в точке у, эти ~облака» (кубической формы) расширяются и при 

t = 1/2 заполняют весь куб мn с постоянной плотностью. Во время же вто­
рой половины движения (1/2 ~ t ~ 1) ~облако>> сжимается и коллапсирует 
при t = 1 к точке g(y). Все «облака» расширяются и сжимаются одновремен­
но, а совокупная плотность остается постоянной для всех t. 

Точнее, предположим, что куб мn задан перавенетвами lxil < 1/2, i = 
= 1, ... , n. Пусть Г является дискретной группой изометрий пространства "IRn, 
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порожденных отражениями в гранях куба мn. (В частности, Г(х)- это ор­
бита точки х Е JRn под действием всех элементов группы Г.) Для каждой 
начальной точки у Е мn и вектора скорости v Е Mn мы определим соответ­
ствующую бильярдную траекторию в мn для времени о~ t ~ 1/2, т. е. путь 
Xy,v(t) С М, где 

Xy,v(t) := Г(у + 4vt) n мn о 

Для заданной точки у, отображение 'Ру: v -t Xy,v(1/2) в конечную точку явля­
ется 2n-листным накрытием куба мn, и более того, 'Ру сохраняет объем. Эти 

бильярдные траектории являются траекториями «Микрочастиц», в которые 

расщепляется каждая начальная точка у. При t = 1/2 микрочастицы запол­
няют мn однородно, и nосле этого момента они перемещаются вдоль дРУГОй 

бильярдной траектории, собираясь в точке g(y) в конце. Все частицы расщеп­
ляются и перемещаются независимо, одним и тем же образом; несжимаемость 

выполняется автоматически. 

Пусть Му, Mv, Mz, Ми являются четырьмя копиями куба мn с координата­
ми у, v, z, и соответственно. Определим множество n С Му х Mv х Mz х Ми, 
которое состоит из таких четверок точек w = (у, v, z, и) Е !1, Ч'::'О z = g(y) 
и что концевые точки соответствующих траекторий совпадают, Xy,v(1/2) = 
= Xz,u(1/2). 

Обозначим через dJ.J.J = 2-n dy dv нормированный элемент объема на !1. То­
гда требуемым обобщенным течением относительно меры J.L является следую­
щий случайный процесс в мn с вероятностным пространством (!1, dм.J): 

{
Xy,v(4t), 

x(t,w) = 
Xg(y),u(4- 4t), 

о~ t ~ 1/2, 

1/2 ~ t ~ 1, 

где w =(у, v, g(y), и) Е !1. Действие этого ОТ равно 

1/2 

Нм }б = ~ j 16v2 dv = ~ j 16х2 dx = 
2
3
n. 

м" -1/2 

По следствию 7.23 получаем, что расстояние между тождественным отобра­
жением Id и диффеоморфизмом g (который был выбран произвольно) мажо­
рируется следующим образом: 

dist(Id,g):::;; V2Нм}А = 2Vn73. 

Следовательно, диаметр группы V(Mn) имеет ту же верхнюю границу. О 
Доказательство теоремы 7.9 проходит по той же схеме. Пусть n;;::: 3 и g Е 

Е V(Mn), причем llg- Id IIL2 <с. Мы строим несжимаемое ОТ, соединяю­
щее Id и g и имеющее малую длину. Тогда согласно теореме 7.22 существует 
гладкое несжимаемое течение {gt} с V(Mn), соединяющее Id и g и имеющее 
длину, сколь угодно близкую к длине вышеуказанного ОТ. 
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Наше ОТ выглядит следующим образом. Пусть а > О - фиксированное 

число. При О~ t < 1/3 каждая частица жидкости, которая в момент t =О на­
ходится в точке х Е мn, «раздувается•, как было описано в доказательстве 

теоремы 7.4', в облако диаметром ecr с центром в той же точке х и имею­
щим гладкую плотность. Общая плотность остается при этом постоянной. При 

1/3 ~ t < 2/3 каждое облако первмещается с постоянной скоростью, пока его 
центр не достигнет точки g(x) при t = 2/3. На этом этапе общая плотность, 

вообще говоря, не остается постоянной, и поэтому при каждом t Е [~, ~] 
применяется еще дополнительный корректирующий диффеоморфизм ht, вос­
станавливающий постоянную плотность (при малых е и а < 1 диффеомор­
физм ht будет С1-близок к тождественному). Наконец, nри 2/3 ~ t ~ 1 каждое 
облако стягивается к своему центру g(x). 

Заметим, что если расстояние е между ld и g в L2 мало, то большая 
(в смысле меры Лебега) часть «Облаков• перемещается на расстояние по­
рядка е, и лишь малая часть (общей массы не более е2 ) первмещается на 
расстояние порядка 1. В результате мина nостроенного ОТ мала вместе с е. 
Точная оценка мины построенного ОТ в зависимости от числа а показыва-

2 
ет, что оптимальный результат будет при а = --

4
; при этом мина ОТ не 

n+ 
превышает С· /lld -g/IL2 , и, следовательно, 

2 

distv(мn)(ld,g) ~С ·llld -911~ · 
2 

Остается открытым вопрос, существует ли какое-нибудь а > n + 
4

, мя 
которого справедливо неравенство 

при всяком 9 Е V(Mn). Если ответ на этот вопрос утвердительный, то так­
же интересно, какова верхняя грань an тех а, при которых это неравенство 
справедливо. В частности, верно ли, что an < 1 для любого n ~ 3? 

7.9. Существование сопряженвых точек на группах диффеоморфизмов 

Важным применением техники обобщенных течений является доказатель­

ство существования сопряженных точек на пространстве V(Mn), ер.§ 6. 
Определен и е 7.25. Пусть {9t} С V(Mn) является геодезической тра­

екторией на группе диффеоморфизмов. Мы назовем точку 9tc на траектории 
первой се-х:ущей или (то-ч-х:ой cmpama Ma-x:cвe.fl.l/,a) по отношению к начальной 
точке 9о вдоль {9t}, если геодезическая {9t} имеет минимальную длину среди 
всех (близких к {9t}) кривых, связывающих 9о и 9т для всех т< tc, и пе­
рестает быть минимумом длины как только т> tc (т. е. для каждого т> tc 
существует кривая {9а, соединяющая 90 и 9т, чья длина меньше, чем мина 
отрезка {9t: О< t < tc} ). 
Мы назовем точку 9tc первой ло-х:а.лъиой се-х;ущей, если она является первой 

секущей, а кривая {9'}t может быть выбрана сколь угодно близкой к отрезку 
геодезической {9t: О < t < т} мя любого т > tc. 
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На конечномерном полном римановом многообразии первая секущая точ­

ки 9о встречается не позже, чем первая сопряженная точка для 9о· Пример 
плоского тора показывает, что могут быть секущие точки, когда сопряжен­

ных точек нет совсем. Но в конечномерном случае первая локальная секущая 

точка всегда является сопряженной точкой; очевидно, что все секущие точки 

на торе являются нелокальными. В случае же групп диффеоморфизмов более 

точное взаимоотношение между секущими и сопряженными точками еще не 

изучено. 

В двумерном случае (n = 2) сопряженные точки на некоторых геодезиче­
ских в 'D(T2) были найдены Г. Мнеиолеком [Mis2] (см. § 6). Любопытно, что 
для n): 3 существуют локальные секущие точки (и, возможно, сопряженные 
точки) на любой достаточно длинной геодезической. Это вытекает из следу­
ющей теоремы. 

Теорем а 7.26 (см. [Shп5)). Пустъ {9t: О~ t ~Т} С V(Mn) .яв.л,яетс.я 
nроизвмън'Ы.М путе.м на групnе диffrfiео.морфиз.мов и n): 3. Ес.ли длина nу­
ти nрев'Ышает диаметр груnn'Ы: f{9t}5' > diam V(Mn), то существует nутъ 
{9~: О~ t ~Т} С V(Mn) с те.ми же -х:онцев'ЫМи то-ч-х:а.ми 9о и 9т, -x:oтop'blu: 

1) .явл.яетс.я равномерно близ-х:и.м 11: {9t} (т. е. д.л,я -х:аждого е> О суще­
ствует nутъ {9:} та-х:ой, -что distv(м)(9t 1 9~) <е д.л,я -х:аждого t Е [О, Т)) и 

2) имеет .менъшую длину: l'{9аб < f{9t}if. 
Другими словами, если {9t} является геодезическим отрезком, который 

достаточно длинен (f{9t}if > diam 'D(Mn)), то существует локальная секущая 
точка 9tc с tc < Т. Более короткий путь может быть выбран произвольно близ­
ким к начальной геодезической, что на полном конечномерном многообразии 

повлекло бы существование соnряженной точки. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть {ht, О~ t ~Т} является путем в 'D(Mn), 
связывающим 9о и 9т и таким, что 

для пекотарого малого 8 >О. Такой путь существует по определению диа­
метра. 

Предположим, что параметризация путей {gt} и {ht} выбрана таким об­
разом, что ll.9tll = const, llhtll = const, и, следовательно, мы имеем неравенство 
j{ht}if < H9t}if и для действия. 

Пусть J.Lg,, J.lh, являются обобщенными течениями, соответствующими 

классическим течениям {9t}, {ht}. Рассмотрим выпуклую комбинацию Ji мер 
J.L9., J.lh, в пространстве Х, Ji := (1- Л)J.Lg, + ЛJ.Lh, для векоторого О< Л< 1. 
Тогда общим действием для обобщенного течения Ji является 

Чтобы вернуться к классическим течениям, используем теорему апnрокси­

мации 7.22. Она гарантирует, что существует гладкое течение {ft, О~ t ~Т}, 
связывающее 9о и 9Т и слабо *-аппроксимирующее ОТ Ji вместе с его действи­
ем, так что Hft}if < H9t}tf. Течение {ft} зависит от Л, и легко видеть, что для 
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малого Л течение {ft} является L2-близким к 9t: 

Следовательно, для достаточно малого Л эти течения являются близкими на 

группе благодаря теореме 7.9, dist'D(M")(Jt,9t) <е для всех О~ t ~Т. Это 
завершает доказат.".ельство теоремы 7.26. О 

Другие приложения обобщенных течений и подробности см. в [Shn5, Shn8]. 
Сопряженные точки на группах диффеоморфизмов дву- и трехмерных мно­

гообразий обсуждаются в [ЕЬМР, Pre2]. 

§ 8. Бесконечный диаметр группы гамильтоновых диффеоморфизмов 
и симплектическая ги,цродинамика 

Картина разительно меняется, когда мы переходим от группы сохраняю­

щих объемы диффеоморфизмов трех- (и более) мерных многообразий, к диф­
феоморфизмам поверхности, сохраняющим площади. Практически никакие 

из свойств, рассмотренных в предыдущем параграфе (таких, как метрические 
свойства и диаметр группы, существование решений для вариационных задач 

типа Коши и Дирихле, пополнение группы и описание достижимых диффео­

морфизмов), не переносятся на этот случай. Мы опишем свойства группы 
диффеоморфизмов поверхности, сохраняющих площади, в более общей по­

становке групп симплектоморфизмов произвольных симплектических много­

образий. 

Определен и е 8.1. Си.мn.ле'/Сmu-чес'/Сu.М .многообразием (М, w) называ­
ется четномерное многообразие M 2n, снабженное невырожденной замкнутой 
2-формой w. 

Груnпа си.мn.ле'/Сmо.морфиз.мов состоит из всех диффеоморфизмов g: М -
-М, которые сохраняют 2-форму w (т. е. g*w = w). Мы будем рассматривать 
симплектоморфизмы, принадлежащие связной компоненте единицы в группе 

симплектоморфизмов, и только те из них, которые являются отображениями 

за единичное время гамильтоновых потоков. Под гамильтоновым потоком мы 

понимаем поток зависящего от времени гамильтонова векторного поля ( име­
ющего однозначную функцию Гамильтона). Такие симплектические диффео­
морфизмы М называются га.ми.п:ьтон.ов'Ы.Ми. Они образуют группу, которую 

мы будем обозначать через Ham(M), а соответствующую алгебру Ли гамиль­
тоновых векторных полей будем обозначать через ham(M). 

Для двумерного многообразия симплектическая 2-форма w является фор­
мой площади, а группа диффеоморфизмов, сохраняющих площади и центр 

масс, SDiff0 (M2), совпадает с группой Ham(M). Группа Ham(M) играет ту 
же роль в динамике плазмы, какую группа SDiff(M)- в динамике жидкостей. 

Изучение геодезических правоинвариантных метрик на группах симплек­

томорфизмов является интересной и почти неисследованной областью. Она 
могла бы быть названа симплектогидродинамикой и является довольно есте­
ственным обобщением двумерной гидродинамики. Связь становится еще более 
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прозрачной для комплексных и почти комплексных многообразий, где метри­

ка { . , . ) связана с симплектической структурой w посредством соотношения 
(.;, 77) = w(.;, i77). 

Симплектическая гидродинамика в высших размерностях разительно от­

личается от случая размерности два. Например, каждая ограниченная об­

ласть на плоскости может быть вложена в любую другую область большей 

площади некоторым симплектоморфизмом (т. е. диффеоморфизмом, сохра­

няющим площадь). Уже в размерности четыре это не всегда так, даже неко­
торые эллипсоидьi в симплектическом пространстве не могут быть вложе­

ны в шар большого объема симплектоморфизмом [GroJ. Скажем, эллипсоид 

: 2 (р~ + q~) + Ь; (р~ + q~) ~ 1 не может быть вложен в шар р~ + q~ + р~ + q~ ~ 
~ R2 большего объема, если R < max(a, Ь). Более того, <<симплектический вер­
блюд» (ограниченная область в симплектическом четырехмерном простран­
стве) не может пройти через игольное ушко (маленькое отверстие в трех­
мерной стене), в то время как в сохраняющей объемы гидродинамике такое 
просачивание через произвольно маленькое отверстие возможно в любой раз­

мерности. 

Таким образом, сохранение симплектической структуры w фазового про­
странства М гамильтоновым фазовым потоком определяет некоторые специ­

альные свойства диффеоморфизмов, показывающие, что симплектоморфиз­

мы «редко встречаются» среди отображений, сохраняющих объемы, в раз­

мерностях ;;>: 4. (Более того, группа симплектоморфизмов симплектического 
многообразия является С0 -замкнутой в группе всех диффеоморфизмов этого 
многообразия, т. е. в общем случае диффеоморфизм, сохраняющий объемы, 

не может быть аппроксимирован симплектическим, [Ell, Gro].) Эти ограни­
чения приводят к некоторым неожиданным явлениям в статистической ме­

ханике, где вопреки симплектической природе проблемы обычно принимают 

в расчет только первые интегралы и сохранение объема и, в то же время, 

свободно переставляют частицы фазового пространства. Можно также наде­

яться, что симплектическая (контактная, конформная) гидродинамика найдет 
другие физически интересные приложения. В этом параграфе мы опишем ряд 

результатов, известных в симплектической гидродинамике. 

Мы сосредоточимся, большей частью, на двух главных метриках, кото­

рыми может быть снабжена группа Ham(M). Первая из них является право­
инвариантной метрикой, которая возникает из кинетической энергии и ответ­

ственпаза гидродинамические приложения (мы следуем работам [ER1, ER2]). 
Вторая является биинвариантной метрикой, введенной в [Hofj (и изученной 
в [Е-Р, LaM]), которая в последнее время стала мощным инструментом в сим­
плектической геометрии и топологии. 

8.1. Правоинвариантные метрики на симплектоморфизмах 

Пусть ( M 2n, w) - компактное то-чное симплектическое многообразие. Это 
означает, что симплектическая форма w является дифференциалом 1-фор­
мы 0: (.<) = dfJ. 
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Такое многообразие обязательно имеет непустой край. В противном случае 

интеграл 

j t.P = j d(Oлc.vn-1) 
м 

должен был бы обратиться в нуль, что невозможно, так как 2п-форма f-L = wn 
является фор:м1)й объема на М. Мы зафиксируем риманову метрику на М 

с тем же элементом объема. 

Определен и е 8.2. На группе Ham(M) правоинвариантная LP-.мem­
pu?Ca определяется LР-нормой (р ;;::: 1) на гамильтоновых векторных по­
лях ham(M) в единице группы (для гидродинамики нужен L2-случай, 
который соответствует кинетической энергии жидкости). Задав путь 
{9t: t Е [0, 1]} С Ham(M), определим его LР-длину fv( {gt}) по формуле 

fp( {gt}) = ]11 d:: IILP dt = j ( /11 ditt llp f-L) 

1

/р dt. 
о о м 

Функционал длины fv дает возможность определить фующию рассто.я.ния 
distp на Ham(M) как 

distp(/, g) = inf fv( {gt} ), 

где нижняя грань берется по всем путям {gt}, соединяющим go = f и 91 = g. 
Наконец, определим диаметр группы гамильтоновых симплектоморфиз-

мов как 

diamp(Ham(M)) := sup distp(!,g). 
/,gEHam(M) 

Теорема 8.3 (ер. 7.5, 7.8 [ER2)). Дua.мempdiamp(Ham(M)) группы га­
.милътонов·ых диффео.морфиз.мов Ham(M) бес?Соне-ч.ен в любой LP -.метрu?Се. 

Заметим, что наиболее сильный результат получается для L1-нормы, 
так как 

fv(*);;::: C(M,p)f1(*). 

З а м е ч а н и е 8.4. В отличие от случая, когда сохраняются объемы (для 
dimM;;::: 3), утверждение о бесконечности диаметра группы симплектомор­
физмов имеет локальную природу и не связано с топологией объемлющего 
многообразия. Различие между этими двумя случаями происходит из различ­

ной топологии соответствующих групп линейных преобразований. Фундамен­

тальная группа группы линейных симплектических преобразований Sр(2п) 
является бесконечной, в то время как в случае сохраняющих объемы преоб­

разований SL(2п) она конечна для п > 1. 
Для построения примера «длинного пути» в группе гамильтоновых диф­

феоморфизмов рассмотрим единичный диск В2 с JR2 со стандартной формой 
площади. Длинный путь на Ham(B2) задается, например, гамильтоновым по­
током с функцией Гамильтона Н(х, у)= (х2 + у2 - 1)2 за достаточно большое 
время (рис. 55). Конечный симплектоморфизм находится достаточно дале­
ко от тождественного диффеоморфизма Id Е Ham(B2), так как двумериость 
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препятствует «сильно сплетенным группам частиц~ расплестись посредством 

короткого пути. Это позволяет построить следующий пример недостижимого 
диффеоморфизма квадрата (Shn2]. Он задается отображением потока за еди­
ничное время для векторного поля с функцией Гамильтона, изображенной на 

рис. 56. Она имеет «холмы~ бесконечно возрастающей высоты с носителями 
на последовательности дисков, сходящихся к границе квадрата. 

Рис. 55. Профиль гамильтоновой Рис. 56. Недостижимый диффеоморфизм 
функции и траектории соответству- квадрата 
ющего потока, который является 

«длинным путем• на группе Ham(B2) 

8.2. Инвариант Калаби 

Мы собираемся доказать теорему 8.3 в упрощенной формулировке - для 
L2-нормы и только для подгруппы симплектоморфизмов шара B2n, которые 
неподвижны на крае 8В, следуя (ER1]. Основой этого доказательстваявляется 
понятие инварианта Калаби. 

Рассмотрим группу Hama(B) гамильтоновых диффеоморфизмов ша­
ра (B2n,t.J), неподвижных на сфере 8В, где "' является дифференциалом 
пекоторой 1-формы е, скажем, стандартной симплектической структурой 

"-' = L: dpi Л dqi на IR.2n. 

пр е д л о ж е н и е 8.5. Для заданной 1-фор.м:ы е на шаре в и га.м:ил:ьто­
нова диффеоморфизма g Е Hama(B), неподвижногона сфере 8В, существует 
единственная фуюr:ци.я h: в2n - IR., обращающаяся в нуль вместе со своим 
градиентом на ав и та'IСая, -что 

е- 9*e=dh. (8.1) 
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Д о к аз а т е ль с т в о. 1-форма (} - g*(} является замкнутой (поскольку 
d(O-g*O) = dO- g*d(} = w- g*w = 0), а потому и точной в шаре В2п. Следова­
тельно, она является дифференциалом пекоторой функции h. Равенство нулю 
на границе для h и dh обеспечивается тем, что g неподвижно на границе. О 
Л е м м а- оп ре д е л е н и е 8.6. Интегра.л. фунrщии h по шару В не зави­

сит от вЪtбора 1-фор.мЪt (}, ттсой что d(} = w. Инвариантом Ка.лаби га.ми.л.ъ­
тонова диффеожорфиз.ма g наз'Ьtвается этот интегра.л., де.л,енн'Ьtй на ( n + 1): 

Cal(g) := n ~ 1 f hUJn. 
в 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Форма (} определена по модулю дифференциала 
пекоторой функции. При замене (} ~--+ ё = (} + df функция h иреобразуется по 
формуле h = h + (! - g*!), так как дифференциал коммутирует со взятием 
прообраза. Формы (g* f)wn и fwn имеют одинаковые интегралы по много­
образию, так как отображение g сохраняет симплектическую структуру UJ. 

Следовательно, интеграл h сохраняется: 

j h,wn = 1 hUJn + fu- g* f)wn = j hUJn = Cal(g). о 

в в в в 

Лемма-определение 8.6 справедлива для произвольного симплектоморфиз­
ма шара неподвижного на границе. Однако для гамильтоновых диффеомор­

физмов есть и другое описание инварианта Калаби. 

Рассмотрим алгебру Ли hama(B) группы Hama(B) гамильтоновых диф­
феоморфизмов шара неподвижных на границе. Эта алгебра Ли состоит из га­

мильтоновых векторных полей в В, обращающихся в нуль на крае- сфере д В. 
Мы будем отождествлять эту алгебру с пространством функций Гамильто­

на Н, нормализованных тем условием, что функция Н и ее дифференциал 

обращаются в нуль на дВ. (Заметим, что определение функции Гамильтона, 

соответствующей векторному полю из hama(B), является инфинитезималь­
ной версией соотношения (8.1).) 

Пусть g Е Hama(B) - гамильтопов диффеоморфизм 2п-мерного ша­
ра В. Рассмотрим любой путь {gt: О~ t ~Т, g(O) = Id, g(T) = g} на группе 
Hama(B), связывающий единичный элемент с g. Такой путь можно считать 
потоком зависящего от времени гамильтонова векторного поля на В, чья 

нормализованная функция Гамильтона Ht (определенная на B2n х [О, Т]) 
обращается в нуль на дВ вместе со своим дифференциалом. 

Теорем а 8.7 (см. [Са]). Интегра.л. фунrщии Га.ми.л.ътона Ht по B 2n х 
х [О, Т] равен инварианту Ка.лаби си.мn.л,е?Сто.морфиз.ма g: 

т 

Cal(g) = j ( j HtUJn) dt. 
о в 

(8.2) 

В частности, этот интегра.л. не зависит от соединяющего nути, т. е. от 

вЪtбора зависящего от времени га.ми.л.ътониана Ht, nри условии, что ?Сонеч­
ное отображение g(T) = g фи?ССировано. 
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Геометрически инвариант Калаби является объемом в (2п + 2)-мерном 
пространстве {(х, t, z)} = B 2n х [О, Т] х JR области ПОД графиком функции 
(х, t) ~----+ z = Ht(x). 
Л е м м а 8.8. Инвариант Калаби Cal: Hama(B) -t JR является го.мо.мор­

физ.мо.м группъt га.милътонов·ых диффео.морфиз.мов В ( неподви:жн'Ых на гра­
нице) на вещественную прямую. 

Доказательство леммы. Пусть 91,92 EHama(B)-tJR- два га­
мильтоновых диффеоморфизма, а 9 = 92 о 91· Покажем, что соответствующие 
функции h и hi, i = 1, 2, обращающиеся в нуль на крае 8В и подчиненные 
условию (8.1), удовлетворяют соотношению 

J hwn = J h11JJn + J h21JJn. 

Это верно, поскольку 

dh = ()- g*() = ()- g2() + g2()- (g2 О 9I)*() = dh2 + g2(dhi), 

и 92 сохраняет симплектическую форму w. О 

3 а меч а н и е 8.9. Ядро гомоморфизма Калаби (образованное гамиль­
тоновыми диффеоморфизмами с пулевым инвариантом Калаби) является 

простой группой, коммутантом Hama(B) (см. [Ban]). (Ко.м.мутант группы 
порожден произведениями коммутаторов элементов группы.) 

То обстоятельство, что гамильтоновы диффеоморфизмы с нулевым 

инвариантом Калаби образуют связную нормальную подгруппу, является 

очевидным (можно умножить зависящий от времени гамильтониан на кон­
станту). Алгебра Ли этой подгруппы состоит из гамильтоновых векторных 
полей, чьи нормализованные функции Гамильтона имеют нулевой интеграл 

(т. е. нулевое среднее). То, что эта подгруппа состоит из произведений ком­
мутаторов в Hama(B), аналогично следующему факту: функции Гамильтона 
с нулевым средним представимы в виде конечных сумм скобок Пуассона 

функций из hama(B). 
Подгруппа гамильтоновых диффеоморфизмов с обращающимся в нуль 

инвариантом Калаби имеет бесконечный диаметр, также как и объемлющая 

группа всех гамильтоновых диффеоморфизмов шара [ER2, GaL]. Эргоди­
ческое определение инварианта Калаби обсуждается в [G-G, GaL, Der1], 
см. также [BeG, G-G2] по поводу различных метрических и групповых 
свойств группы сохраняющих площади диффеоморфизмов. 

Инвариант Калаби является гомоморфизмом группы Symp8 (B) всех 

неподвижных на крае симплектоморфизмов шара в группу JR. Мы не знаем, 
являются ли группа симплектоморфизмов Symp8 (B) 2п-мерного шара (непо­
движных на крае) и ее нормальная подгруппа { Cal(g) = О} односвязными. 
Известно, что группа Symp8 (B) стягиваемадля n = 1 [Mos1] и для n = 2 [Gro]. 
Доказательство теоремы 8.7. Рассмотримпуть 

{gt Е Hama(B): О~ t ~Т, 9(О) = Id, g(T) = g}, 

состоящий из гамильтоновых диффеоморфизмов с зависящей от времени 

функцией Гамильтона Ht. 
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Поскольку инвариант Cal является гомоморфизмом, достаточно доказать 
соотношение 

т 

f h"P = (n + 1) f ( f Htwn )dt 
в о в 

для «инфинитезимально короткого» периода времени (0, Т]. Другими слова­
ми, мы продиффер~нцируем это соотношение по t при t = О и докажем тож-
дество 

j(:th)wn=(n+1) J Hown. 
в в 

Заметим, что производпая при t =О от левой части формулы (8.1) для 
диффеоморфизма 9t является, по определению, взятой со знаком минус, про-

изводной Ли от 1-формы (} вдоль гамильтонова векторного поля v == :t \t=Dgt, 
порожденного функцией Н= Но: 

(8.3) 

Мы примелим формулу гомотопии Картапа Lv = ivd + div (см. гл. I, п. 7.2) 
к производной Ли LvfJ и используем определение функции Гамильтона -dH = 
= ivw, где w = dfJ: 

(8.4) 

Из формул (8.3)-(8.4) находим производную ~h: ~h =Н- ivO. (На самом де­
ле, формулы (8.3), (8.4) позволяют восстановить производную только с точно­
стью до аддитивной константы, которая оказывается равной нулю благодаря 

условиям равенства нулю Н, v и h на крае.) 
Теперь теорема 8. 7 вытекает из следующей леммы. 
Л ем м а 8.10. -f (ivfJ)wn = n f нwn. 

в в 

Д о к аз а т е ль с т в о л е м мы 8.10. Пользуясь свойствами внутренней 
производнойiv,имеем 

- JivfJЛwn=-J fJЛiv(wn)=-n J fJЛivwЛwn-l=n J ОлdН Лwn-l. 
в в в в 

Перенося внешнее дифференцирование d на 1-форму (), получаем 

n j dO Л Н Л wn-l- n j ()Л Н Л wn-l = n j Н"Р, 
В дВ В 

поскольку функция Н обращается в нуль на дВ. Этим завершается доказа­

тельство леммы 8.10 и теоремы 8.7. О 
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3 а меч а н и е 8.11. Теорема 8.7 может быть переформулирована следУ­
ющим образом. Определим интегра.л. Ка.л.аби от функции Гамильтона Н как 
J Н wn. Эта формула определяет линейную функцию (или внешнюю 1-форму) 
в 

на алгебре Ли hama(B). 
Фор.мой Ка.л.аби на соответствующей группе Hama(B) называется право­

инвариантная дифференциальная форма, совпадающая с интегралом Калаби 

на алгебре Ли hama(B). Форма Калаби, в действителЬности, является би­
инвариантной (т. е. как лево-, так и правоинвариантной) 1-формой на груnпе 
гамильтоновыхдиффеоморфизмов Hama(B). Это непосредственно следУет из 
того, что интеграл Калаби, определяемый на алгебре Ли hama(B), инвариан­
тен относительно присоединенного представления соответствующей групnы 

Ната( В). 
С другой стороны, последнее справедливо, потому что симплектоморфизм 

переводит векторное поле с гамильтонианом Н в гамильтоново векторное nо­

ле для перенесенной функции, в то же время сохраняя wn. Следовательно, 
действие симплектоморфизма сохраняет интеграл. 

Инвариант Ка.л.аби Cal(g) гамильтонова диффеоморфизма g в Hama(B) 
является интегралом от формы Калаби вдоль пути gt в Hama(B), соединяю­
щего тождественный диффеоморфизм с g. 

Теорем а 8.7'. Фор.ма Ка.л.аби .яв.II.R.етс.я то'Чной: интегра.л. зависит 
то.л.ь11:о от 1\:ОНе'Чной то'Ч11:и g, а не от св.R.З'Ывающего nути. 

Хотя мы уже установили точность формы Калаби, nредложим здесь дру­

гой путь доказательства ее замкнутости. Форма оказалась бы точной, если 

бы мы знали, что группа гамильтоновых диффеоморфизмов является одно­

связной, т. е. что каждый путь, связывающий тождественный с g в Hama(B), 
гомотопичен (или, по крайней мере, гомологичен) любому другому. К сожа­
лению, мы не знаем, так ли это во всех размерностях (см. замечание 8.9). 
Д о к аз а т е л ь с т в о з а м к н у т о с т и. Начнем с хорошо известного 

общего факта. 

Л е м м а 8.12. Д.II.R. любой правоинвариантной дифференциа.л.ьной фор­
.М'Ы а на произвольной группе Ли 

da(~, 17) =а([~, 17]) 

д.II.R. 11:аждой пар'Ы ве11:mоров ~, 11 в алгебре Ли. 
(Эта формула следУет из самого определения внешнего дифференциала d, 

см. гл. 1, п. 7.2.) Поэтому дифференциал формы Калаби равен интегралу 
со знаком минус от скобки Пуассона двух гамильтоновых функций. 

Л е м м а 8.13. Пусть Н .яв.II.R.етс.я произвольной фун11:цией Гамильтона, 
определенной на шаре В и постоянной на ?Срае дВ. Тогда с11:об1Са Пуассона Н 
с другой фун1\:'Цией Гамильтона F и.меет нулевой интегра.л. по В. 
Пр и мер 8.14. Для двух гладких функций F и Н в ограниченной обла­

сти D плоскости (р, q) 

f { F, H}dp Л dq =О 
D 



§ 8. Бесконечный диаметр группы гамильтоновых диффеоморфизмов 263 

при условии, что Н постоянна на крае дD (т. е. что гамильтоново поле от Н 
касается дD). Действительно, 

J{F,H}dpЛdq= J dFЛdH=- J HdF=-H J dF=O, 
D D дD дD 

так как Н постоянна на крае дD. 

Д о к аз а т е~ ь с т в о л е м м ы 8.13. Скобка Пуассона { F, Н} производ­
ной функции F равна (со знаком минус) вдоль гамильтонова векторного поля 
с гамильтонианом Н. Рассмотрим 2п-форму в В, которая является резуль­

татом перенесения 2п-формы л..vn потоком поля с гамильтонианом Н. Этот 

поток оставляет шар В инвариантным, так как Н постоянна на границе д В 
и соответствующий гамильтопов поток касается дВ. 

Тогда интеграл от скобки Пуассона {F, Н} равен (минус) производной по 
времени от интеграла этой результирующей формы по шару В. Но эти га­

мильтоновы течения сохраняют wn, и, следовательно, сохраняют интеграл. 

Таким образом, производпая по времени от интеграла переносимой формы, 

а значит, и интеграл от скобки Пуассона обращаются в нуль. О 

За меч а н и е 8.15. Подобным образом интеграл от скобки Пуассона 
любых двух гладких функций на за.м'/С'Н.уmо.м компактном симплектическом 

многообразии равен нулю. Можно заменить одну из функций замкнутой 

(веточной) дифференциальной 1-формой- это не меняет доказательства. 
Более того, каждая функция на связном замкнутом симплектическом мно­

гообразии, интеграл от которой обращается в нуль, может быть представлена 

как сумма скобок Пуассона функций на этом многообразии [Arn7]. 
Замкнутость формы Калаби {инвариантность интеграла (8.2) при дефор­

мациях пути) непосредственно следует из леммы 8.12 и леммы 8.13, так как 
дифференциал формы Калаби, являясь интегралом от скобки Пуассона {со 
знаком минус) на любых двух функциях из Sympa(B), всегда обращается 
в нуль. о 

Теперь мы готовы доказать, что диаметр группы симплектоморфизмов 

бесконечен. 

Доказательство теоремы 8.3 для Hama(B2n). Пусть шар B 2n 

снабжен стандартной симплектической структурой, и пусть JL = wn - соот­

ветствующая форма объема. Рассмотрим i2-длину пути {gt} в правоинвари­
антной метрике на Hama(B), определяемую следующим образом: 

l({g,)) = j ( лd .. ~ж) ii\ )'/' dt = 

о в 1 1/2 1 

= f(J11VHt(Yt)ii 2 JL) dt= jii\1Hti\L2(B)dt. 
о в о 

(Здесь Yt является потоком с зависящим от времени гамильтонианом Ht(x) 
и соединяющим go = Id и 91 = g.) Длина оценивается снизу инвариантом 
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Калаби (при помощи перавеяств Пуанкаре и Шварца). 

1 1 

l( {9t}) = f ll"\7 HtiiL2(B) dt ~С! f IIHtiiL2(B) dt ~ 
о о 1 1 

~ с2 j IIHtiiLI(B) dt ~ с2 j j HtJ.~,dt = с2 · Cal(g). 
о о в 

Поскольку отображение Cal: Hama(B) ~ R сюръективно, можно найти га­
мильтонов диффеоморфизм (см. замечание 8.4) со сколь угодно большим ин­
вариантом Калаби, и потому сколь угодно далекий от тождественного. О 

Доказательства аналогичных утверждений для правоинвариантной мет­

рики, порожденной L1-нормой на векторных полях ham(M), и для неточ­
ных симплектоморфизмов {теорема 8.3 в полной общности) требуют заметно 
б6льших усилий [ER2]. 

8.3. ВиинвариантНЪiе метрики и псевдометрики на группе гамильтоновых 
диффеоморфизмов 

Группа гамильтоновых диффеоморфизмов (с компактными носителями) 
Ham(R2n) стандартного пространства JR2n (или группа симплектоморфизмов 
шара, которые неподвижны в окрестности его края) допускает интересные 
биин.вариан.тн:ые метрики (см. [Hof, Е-Р, LaM, H-Z, Plt, Don]). Правоинва­
риантная метрика, рассмотренная выше, определяется в терминах нормы 

ве'IСmорн.'Ых полей, что требует дополнительного задания пекоторой метрики 

на R2n. Напротив, биинвариантные метрики определяются только в терминах 
фун.'К:ций Га.ми.лътон.а. 

Определение 8.16 (см. [Е-Р]). Любая LР-норма (1 ~ р ~ оо) на 
пространстве C[f (R2n) функций Гамильтона с компактными носителями 
определяет длин. у lp произвольной гладкой кривой на группе Ham( М). Задав 
функцию Гамильтона Ht Е C[f(R2n) потока от f до g, мы определим 

1 

lp{!,g) := J IIHtiiLv(JR2n) dt. 

о 

Функционал длины порождает псевдо.метри'К:у Pv на группе Ham(M) 
(т. е. некоторую симметрическую неотрицательную функцию на 

Ham(M) х Ham(M), 

для которой выполняется неравенство треугольника). 
Псевдометрики Pv являются бииивариаитн.·ы.ми. Это непосредственно сле­

дует из инвариантности LР-нормы под действием присоединенного действия 

группы симплектоморфизмов. В самом деле, интеграл 

11HIIfv(JR2n) = J jH(x)jPwn 
JR2n 
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сохраняется при симплектических заменах переменной х. (Можно было 
начать с произвольной симплектически инвариантной нормы на алгебре 

ham(M).) В частности, расстояние p00 (ld, f) в L00-(псевдо)метрике между 
любым гамильтоновым диффеоморфизмом f Е Ham(JR2n) и тождественным 
эЛементом Id определяется как 

1 

~ p00 (Id, Л= inf J sup \Н(х, t)\ dt, 
н х 

о 

где нижняя грань берется по всем функциям Гамильтона Н(х, t), соответству­
ющим nотокам, начинающимся в Id и оканчивающимся в f. По определению 
Poo(f,g) := Poo(Id, Jg- 1

). 

Эта биинвариантная (псевдо)метрика р00 эквивалентна метрике Хофе­
ра [HofJ 

1 

p'c.:,(Id, Л= infj(sup Н(х, t)- inf Н(х, t)) dt. 
н х х 

(8.5) 

о 

Впоследствии мы будем использовать единое обозначение р00 для р00 и Р'оо. 
Т е о р е м а 8.17 (см. fHofJ). ( Псевдо ).метрu'/\:а Роо является 'Настоящей 

бuu'ltвapua'ltт'ltoй .метрu'/\:ой 1ta груnпе Ham(M), т. е. nо.ми.мо 'ltеотрица­
телъ'ltости и uepaвe1tcmвa треуголъuu'/\:а соот1tоше1tие p00 (f, g) =О вле-чет 
совnаде1tие диффео.морфиз.мов f = g. 

Лаланд и МакДафф [LaMJ показали, что р00 , определяемая той же форму­
лой (8.5) для любого симплектического многообразия (М, w), является настоя­
щей метрикой на групnе Ham(M). Они использовали этот факт в доказатель­
стве теоремы несжимаемости Громова в полной общности для отображений 

произвольных симnлектических многообразий в симплектический цилиндр. 

Оказывается, что только предельный случай р = оо является LР-нормой на 
гамильтонианах, порождающей метрику. Для 1 ~ р < оо существуют различ­
ные симплектоморфизмы с нулевым Рv-расстоянием между ними [E-PJ. Свой­
ства определенных выше (псевдо)метрик вытекают из специальных свойств 
следующего симплектического инварианта, впервые введенного Хофером для 

подмножеств в JR2n и названного энергией смещения. 
Пусть р - биинвариантная (псевдо)метрика на групnе гамильтоновых 

диффеоморфизмов Ham(M) открытого симnлектического многообразия М. 
Определение 8.18. Э1tергией с.мещеиия е(А) подмножества Ас М 

называется (nсевдо)расстояние от тождественного отображения до множе­
ства всех симnлектоморфизмов, полностью сдвигающих А в себя: е(А) = 
= inf{p(Id, !)}, где нижняя грань берется по всем f Е Ham(M) таким, что 
f(A) nА= 0. (Если такого f нет, положим е(А) := оо.) 
Теорем а 8.19 (см. [E-PJ). Пустъ р - бuu'ltвapua'ltm'ltaя .мempu'l\:a 1ta 

Ham( М). Тогда э1tергия с.мещеиия 1\:аж:дого om'lqJ'Ыmoгo nод.миожества А С М 
1tе1tулевая, ер(А) =f. О. 

Например, для диска В с JR2 радиуса R энергия смещения в метрике 
Хофера равна 1rR2 [HofJ. Кроме того, энергия смещения является иенулевой 
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для произвольнога компактного лагра:н.:нсевого nод.м.ногообрааи.я в М [Che]. 
(Подмногообразие L симплектического многообразия ( M 2n, I.V) называется 
лагранжев'Ы.М., если dim L = n и ограничение 2-формы I.V на L обращается 
в нуль.) 
Д о к аз а т ель с т в о теоремы 8.19. Заметим, что для коммутатора 

[rp, 'Ф] любых двух элементов rp, ф Е Ham(M) выполняется неравенство 

p(ld, [rр,ф]) ~ 2min(p(ld,rp),p(Id,ф)). (8.6) 

Оно следует из биинвариантности метрики р и неравенства треугольника. 

Выберем произвольвые диффеоморфизмы rр,ф EHam(M) такие, что их 
носители находятся в А и [rp, 'Ф] =f Id. Теорема 8.19 вытекает из следующей 
леммы. О 

Л е м м а 8.20. p(Id, [rp, 'Ф]) ~ 4ер(А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы. Предположим, что гамильтопов диф­

феоморфизм h Е Ham(M) смещает А, h(A) nА= 0. Тогда диффеоморфизм 
() := rph- 1rp- 1h имеет такое же ограничение на А, как rp. Следовательно, 
rp- 1.,prp = о- 1 .,рО. Используя биинвариантность и неравенство (8.6), мы по­
лучаем 

p(Id, [rp, .,Р]) = р( ф, rp- 1 -фrp) = р( ф, о- 1 .,р0) ~ 2p(Id, О) ~ 4p(Id, h). 

Минимизация по h завершает доказательство. О 
С л е д с т в и е 8.21 (см. [E-PJ). (Псевдо ).м.етри~а Pv на Ham(M), nораж­

денная LР-нор.м.ой на C(f'(M), не является .м.етри~ой для р < оо. 
ДоказателЪ с тв о следствия. Рассмотрим вложенныйшар ВСМ 

и гамильтопов поток {gfl} (с компактным носителем), который смещает 
шар В с себя, g{f(B) n В= 0. Этот поток порождается функцией Гамильтона 
Н Е C(f'(M х [0, 1]). Введем новую функцию Гамильтона К(., t), гладко об­
резая Н(., t) вне окрестности Иt С М движущегосякрая gf (дВ), см. рис. 57. 

K(·,t) 

Рис. 57. Смещение шара с вращением 

Ограничение потоков К и Н на край д В совпадают, gf (д В) = gfl (д В) для 
каждого t, и потому gf (В) n В= 0. 

Сжимая окрестности Иt, можно сделать LР-норму К(., t) (и, следова­

тельно, величину расстояния pp(Id,gf)) произвольно малой для каждого 
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р :f:. оо. Таким образом, энергия смещения для шара В, соответствующая Pv, 
р :f:. оо, обращается в нуль. Доказательство завершается теперь применением 
теоремы 8.19. О 

Неформально говоря, можно сместить шар с самого себя с произвольно 

низкой энергией, но ценой крайне быстрого вращения переносимого шара 

вблизи края: функ~я К(., t) имеет крутые склоны (и, следовательно, боль­
шой градиент) в пекоторой окрестности сферы дВ. 

Ограничимся далее случаем гамильтоновых диффеоморфизмов с компакт­

ным носителем в R2n. 

Замечание 8.22 (см. [Е-Р]). Для любого диффеоморфизма r.p Е 
Е Ham(IR2n) и 1 < р < оо имеем Pv(Id, r.p) =О. Если р = 1, то Pl (Id, r.p) = 1 Cal(r.p)l. 

Ситуация совершенно иная для биинвариантных метрик L""-типа. Многие 

интересные свойства таких метрик для групп симплектоморфизмов описаны 

в (H-Z). 
В частности, рассмотрим вложение группы гамильтоновых диффеомор­

физмов, скажем, шара В С IR2n в группу всех гамильтоновых диффеомор­
физмов IR2n с компактными носителями. 

Теорем а 8.23 (см. (Sik)). Подгруnnа всех га.мил.ътонов'Ых диффео.м.ор­
фиа.м.ов Hama(B) единичного шара (неnодвижн'ЫХ вблизи 7ераЯ) и.м.еет 
7еонечн'Ый диа.метр (в .м.етри7ее Хофера) в груnпе всех га.мил.ътонов'Ых диф­
фео.м.орфиа.м.ов IR2n с 7ео.мnа'/СmН'Ы.м.и носителя.м.и. 

Для диффеоморфизмов с носителями в шаре радиуса R этот диаметр огра­
ничен сверху числом 16·л'R2 , [H-Z]. 

Кроме того, для метрики Хофера справедлив следующий аналог оценок 

SDiff(M3 )- и L2-метрик (ер. с теоремой 7.9). 
Теорем а 8.24 (см. [Hof]). Метри7еа Роо является неnрер'Ывной в СО-то­

nологии: для 7еаждого ф Е Ham(IR2n) 

p00 (Id, ф):::;;; 128 (диа.метр носителя (ф)) 1 Id -Фiсо, 

где р00 дается формулой (8.5). 
Диаметр разительно меняется, если рассмотреть саму груnпу Harna(B). 

Для произвольнога симnлектического многообразия М с краем его груnпа 

гамильтоновых диффеоморфизмов Hama(M), неnодвижных на крае, имеет 
бесконечный диаметр в метрике Хофера (сравните с теоремой 8.3, устанав­
ливающей бесконечность диаметра в nравоинвариантной L2-метрике). Это 
следует из существования симnлектоморфизмов с nроизвольно большим 

инвариантом Калаби, который ограничивает снизу метрику Хофера. Более 

тонким утверждением является то, что диаметр подгруппы-коммутанта для 

Ната( М), т. е. nодгруппы гамильтоновых диффеоморфизмов с нулевым 
инвариантом Калаби, также является бесконечным, см. [LaM]. В этой работе 
также описаны геодезические в метрике Хофера. 

Пр о б л е м а 8.25. Является ли диаметр группы гамильтоновых диффео­
морфизмов в метрике Хофера бесконечным для любого замкнутого симплек­

тического многообразия? 



268 Гл. IV. Дифференциальная геометрия групп диффеоморфизмов 

Бесконечность диаметра была доказана для некоторых классов много­

образий, включающих двумерную сферу S 2 = СР1 и СР2 [Plt2], срп для 
всех n [EnP] и для многообразий с 1Г2 =О [Ost]. Для произвольных симплек­
тических многообразий вопрос по-прежнему открыт. 

8.4. Биинвариантная псевдориманова метрика и функцяопал действия 
на группе сохраняющих объемы диффеоморфизмов трехмерного 

многообразия 

Хотя бездивергентные векторные поля не имеют аналога функции Гамиль­

тона при размерности многообразия большей двух, группа диффеоморфизмов 

односвязного трехмерного многообразия, сохраняющих объемы, может быть 

снабжена биинвариантной (но уже незнакоопределенной) метрикой. 
Пусть М - односвязное компактное трехмерное многообразие, снабжен­

ное формой объема J.L. Чтобы определить биинвариантную метрику на группе 
сохраняющих объемы диффеоморфизмов М, нужно фиксировать на алгеб­

ре Ли SVect(M) бездивергентных векторных полей некоторую квадратичную 
форму, которая является инвариантной при присоединенном действии группы 

SDiff(M) (т. е. при замене переменных, сохраняющей форму объема). Такая 
квадратичная форма уже была введена в гл. III, п. 1.4 как ин.вариан.т Хоп­
фа (или функцяопал спиральности, или асимптотическое число зацепления) 
бездивергентного векторного поля. 

Напомним, что мы начинаем с векоторого бездивергентного векторного 

поля v на М3 и определяем дифференциальную 2-форму а = ivJL, которая 
является точной на М. Инвариант Хоп фа 11. ( v) является незнакоопределенной 
квадратичной формой 

Гl(v) = J d- 1a А а. 
м 

Группа SDiff(M) может быть снабжена правоинвариантной незнакоопреде­
ленной метрикой р «конечной сигнатуры» посредством правых сдвигов 11. 
в каждое касательное пространство на группе. 

Квадратичная форма Гl(v) является инвариантной при заменах перемен­

ных, сохраняющих объемы, поскольку она определена независимо от коорди­

нат. Следовательно, соответствующая псевдориманова метрика р на группе 

SDiff(M) является биинвариантной. Эта метрика имеет бесконечные индексы 
инерции ( оо, оо), поскольку таков же тип спектра оператора d- 1 (или rоГ 1 ) 

(см. [Arn9, Smol]). Свойства этой метрики, кроме тех, которые обсуждались 
в гл. III, по-прежнему мало изучены. 

Подобное явление встречалось в симплектической топологии (или сим­
плектической теории Морса, см., например, [A-G, Arn22, Cha, Vit, Gro]). 
Функцяопал действия на пространстве стягиваемых петель в симплектиче­

ском многообразии также имеет индексы инерции (оо, оо). 
3 а м е ч а н и е 8.26. Для неодносвязного трехмерного многообразия М, 

снабженного формой объема JL, определение инварианта спиральности может 
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быть распространено на гомологичные нулю векторные поля (т. е. поля, при­

надлежащие образу оператора rot, см. гл. III, § 1): 

1t(v, w) = j (ivf.J.) 1\ d- 1(iwp). 

м 

Пр е д л о ж е ц и е 8.27. Вех;торнъtе поля, гомологи-чнъtе нулю, образуют 

подалгебру в алгебре Ли бездивергентных вех;торнъtх полей на М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых двух бездивергентных векторных по­

лей v и w на М их коммутатор {v,w} гомологичен нулю: i{v,w}Jl- = d(iviwp). О 
С л е д с т в и е 8.28. Подгруппа сохра'liЯющих обммъt диффеоморфизмов, 

соответствующая подалгебре гомологи-чных нулю вех;торнъtх полей, может 

бъtтъ снабжена биинвариантной метри?Сой «?Соне-чной сигнатуръt». 
Подалгебра гомологичных нулю векторных полей является также идеалом 

Ли в объемлющей алгебре Ли бездивергентных векторных полей. Более того, 

векторные поля, гомологичные нулю, образуют ?Соммутант (т. е. простран­
ство, порожденное всеми конечными суммами коммутаторов) алгебры Ли всех 
бездивергентных векторных полей на произвольном компактном связном мно­

гообразии мn с формой объема ([Arn7], см. также [Ban] для симплектического 
случая). 

3 а м е ч а н и е 8.29. Рассмотрим бездивергентное векторное поле на 

трехмерном многообразии, которое является точным и имеет векторный 

потенциал. Свяжем с этим полем следующий аналог комплекса Морса. 
Замкнутой кривой на многообразии сопоставим циркуляцию векторного 

потенциала вдоль этой кривой (если кривая гомологична нулю, то это поток 
начального поля через поверхность Зейферта, ограниченную нашей кривой). 

Мы задали функцию на пространстве кривых. Критические точки этой 

функции являются замкнутыми траекториями начального поля. Действитель­

но, если поле нигде не касается кривой, его поток через малую поперечную 

площадку пропорционален ее площади, и первая вариация не могла бы обра­
титься в нуль. 

Как положительный, так и отрицательный индексы инерции второй вари­

ации этого функцианала являются бесконечными. Действительно, в частном 

случае вертикального поля на многообразии, расслоенном над поверхностью 

на окружности, наш функционал является ориентированной площадью про­

екции кривой на базу расслоения. Он совпадает с неваэмущенным функциа­

налом из теории Рабиновича-Конли-Цендера (см. [H-Z]). 
Из этой теории мы знаем, что бесконечность обоих индексов не является 

препятствием для приложения вариационных принципов. Можно надеяться, 

что теория Морса нашего функцианала могла бы дать интересные инвари­

анты бездивергентных векторных полей. В гидродинамических терминах это 

могли бы быть инварианты классов изозавихренных векторных полей, т. е. ко­
присоединенных орбит группы диффеоморфизмов, сохраняющих объемы. 

Индекс Морса замкнутой траектории изменяется, когда траектория 

«сталкивается с дРугой•, т. е. когда ее мультипликатор Флоке равен 1. Для 
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п-листного накрытия траектории индекс изменяется, когда мультипликатор 

Флоке, проходя по единичной окружности, обращается в корень п-й степени 

из единицы. Таким образом, структура этого комплекса Морса ясна, по край­

ней мере в пространстве расслоения на окружности для кривых, достаточно 

близких к слоям. 



ГЛАВА V 

ПРОБЛЕМА БЫСТРОГО КИНЕМАТИЧЕСКОГО ДИНАМО 

Звезды и планеты обладают магнитными полями, которые постоянно ме­

няются. Земля, например, таинственно переключает свои северный и южный 

магнитные полюса так, что моменты переключений образуют множество кан­

торова типа на временн6й шкале (см. IAnS)). Механизм возникновения маг­
нитных полей у астрофизических объектов (или электропроводящих сред) 
составляет предмет теории динамо. Кинематическое динамо изучает, какой 

вид движения жидкости может вызывать экспоненциальный рост магнитного 

поля для малой магнитной диффузионности. Избегая аналитических и чис­

ленных результатов (хотя и важных для этой области), мы опишем топологи­

ческую сторону теории. 

§ 1. Динамо и растяжение частиц 

1.1. Быстрое и медленное кинематическое динамо 

Определен и е 1.1. Уравнением '/Сt/.Не.мати'Ч.ес"~Сого динамо называется 

система 

{ 

ав 7it = -{ v, В} + 77f1B, 

div В =0 
(1.1) 

(при пекотором подходящем выборе единиц измерения). 
Предположим, что известно поле скоростей v несжимаемой жидкости, за­

полняющей некоторую область М. Неизвестное магнитное поле B(t) растя­
гивается течением жидкости, в то время как малая диффузия рассеивает 

магнитную энергию. Здесь 7J- малый безразмерный параметр (представля­
ющий собой .магнитную влз"~Состъ), являющийся обратным к так называемо­
му .магнитно.му 'Ч.ис.лу Рейнмъдса Rm = 1/7]. Скобка { v, В} является скобкой 
Пуассона двух бездивергентных векторных полей (для полей v и В в трех­
мерном евклидовом пространстве это выражение может быть записано как 

{ v, В}=- rot(v х В)). Векторное поле v предполагается касающимся края об­
ласти М в любой момент времени. Граничные условия на В различны в раз­

ных физических ситуациях. Например, магнитное поле Солнца не касается 

края, а продолжается во внешнее пространство, образуя петли с концами на 

солнечной поверхности, видимые как протуберанцы. 

В другой модели можно предположить, что граничные условия являют­

ся периодическими ( «звезда• или «планета• заменяется трехмерным тором 
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JR3 /(27rZ)3) или же, более общим образом, что М является произвольным ри­
мановым многообразием конечного объема, а D. -оператор Лапласа-Вель­
трами на М. 

Уравнение линейного динамо получается из полной нелинейной системы 

магнитной гидродинамики отбрасыванием обратного действия магнитного по­

ля на поле скоростей, nосредством силы Лоренца. Это имеет физический 

смысл, когда магнитное поле мало. Такое бывает на начальной стадии раз­

растания «зерна» магнитного поля nри растяжениях. 

Следующий вопрос был сформулирован Я. В. Зельдовичем и А. Д. Сахаро­
вым ([Zel2, Sakh]). 

3 а д а ч а 1.2. Существует ли такое бездивергентное векторное nоле v 
в области М, что энергия E(t) = ))B(t)III2(M) магнитного поля B(t) растет 
экспоненциально во времени для пекотарого начального поля В(О) =Во и для 
произвольно низкой вязкости? 

Рассмотрим решения уравнения динамо (1.1) вида В= e>-t В0 (х). Такого 
типа поле Во должно быть собственной функцией для (несамосопряженного) 
оператора 

Lv,-11 : Во~---+-{ v, Во}+ ryD.Bo 

с собственным числом л с= лс(v, ry). Это число л с называется '/СО.Мnле?ССНЪI.М 
по-х;азателе.м роста магнитного поля. 

Оnределен и е 1.3. Поле v называется ?Сuне.маmи"tес?Си.м динамо, ес­
ли экспонента >..(ry) := Re >..c(v, ry) приращения магнитной энергии поля B(t) 
положительна для всех достаточно больших .магнитных -чисел Рейнольдса 

Rm = 1/'1]. Динамо является быстры.м, если существует такая положительная 
константа >.о, что >..(ry) > Ло >О для всех достаточно больших чисел Рейнольд­
са. Динамо, которое не является быстрым, называется .медленнъш. 

Существует много возможностей для эффекта динамо в некоторых «ок­
нах» на оси чисел Рейнольдса. В нашей формализованной терминологии та­

кие векторные поля мы не будем называть динамо. 

3 а меч а н и е 1.4. Существование режима экспоненциального роста 
поля В является свойством оператора Lv,.," и именно потому мы называем 
динамо поле скоростей v, а не пару (v, В). Теория кинематического динамо 
пренебрегает обратным влиянием магнитного поля В на саму проводящую 

жидкость (т. е. предnолагается, что поле скоростей v не подвержено дейст­
вию В). Как отмечено выше, это предnоложение оправдано, когда магнитное 
поле мало. Всякий раз, как растущее поле становится большим, надо при­
нимать во внимание обратную связь, которая описывается полной системой 

уравнений МГД, включающей силы Лоренца и гидродинамическую вязкость. 

Поставленный выше вопрос переформулируется теперь следующим 
образом. 

3 а д а ч а 1.2'. Существует ли бездивергентное векторное поле, задающее 
быстрое кинематическое динамо на многообразии М? 

Наш главный интерес относится к ста-ционарны.м ве?Сmорны.м nо..~t.ЯиМ v 
в дву- и трехмерных областях М. Существует несколько (в основном, упро-
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щающих) модификаций постановки этой задачи. Мы разделим рассмотрение 

диссипативного (реалистического, 'ГJ---+ +О} и недиссипативного (идеализи­
рованного, или совершенного, 'ГJ =О} случаев. В идеализированном недис­
сиnативно.м. случае магнитное поле вморожено в течение жидкости, и нас 

интересует экспоненциальный рост его энергии. 

В дис1Сретной (по времени) версии этой задачи мы следим за ростом маг­
нитной энергии в моменты t = 1, 2, ... Вместо переноса течением и непрерыв­
ной диффузии магнитного поля имеется композиция соответствующих двух 

дискретных процессов на каждом шаге. А именно, когда задан {сохраняю­
щий объемы) диффеоморфизм g: М ---+ М и оператор Лапласа-Бельтрами 

ry6. на римановом многообразии М, магнитное поле В переносится сначала 
диффеоморфизмом в В':= g.B, а затем рассеивается как решение уравнения 
диффузии д В'/ дt = ry6.B': 

В' r-+ В":= exp(ry6.)B'. 

3 а д а ч а 1.5. Существует ли дискретное быстрое кинематическое дина­
мо, т. е. существует ли такой сохраняющий объемы диффеоморфизм g : М ---+ 

---+ М, что энергия магнитного поля В экспоненциально растет с числом n 
итераций отображения 

при n---+ оо (при условии, что 'ГJ является достаточно близким к О}? Является 
ли энергия п-й итерации В ограниченной снизу величиной ехр(Лп) с опреде­

ленным Л > О, не зависящим от 'ГJ из интервала О < 'ГJ < 'Г/о для некоторого 'ГJо? 
Другие постановки задачи включают хаотические течения, «периодиче­

ские» версии задачи динамо (в которых предполагается, что поле v на дву­
или трехмерном многообразии является периодическим во времени, а не 

стационарным}, а также течения с различными симметриями пространства 
(см., например, [Bra, Вау1, Вау2, Chi2, Chi3, Sow2, Gil1, PPS, RobJ). Ниже 
мы детально опишем некоторые примеры конструкций динамо и основные 

теоремы антидинамо вместе с их естественными многомерными обобщениями. 

Мы увидим, что топология многообразия М с неизбежностью проявляется 

в конструкциях и доказательствах. 

Следующее замечание Чилдреса показывает, что различие между быст­

рым и медленным динамо является скорее академическим. Предположим, что 

показатель динамо Л(rу) убывает крайне слабо, скажем, как 1/(ln lln 'ГJI), когда 
диффузионность 'ГJ стремится к нулю. (Это так для стационарного течения 
с седловымя особыми точками, рассмотренного в [Sow1J.) Хотя теоретически 
это обеспечивает существование только медленного динамо, на практике ди­

намо несомненно является быстрым: для 'ГJ = 1/(ее3 ) < 10-8 приращение Л(rу) 
имеет порядок 1/3, т. е. заметно выше нуля. 

3 а меч а н и е 1.6. Более общей (и гораздо менее разработанной) поста­
новкой задачи динамо является так называемая са.м.осогласованная теория. 

В ней ищется как магнитное поле В, так и (зависящее от времени) поле ско-
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ростей v из полной системы уравнений магнитной гидродинамики 

{ 

дВ 
дt = -{ v, в} + ".,ь.в, 
дv 
дt = -(v, V')v + (rotB) х В+ vD.v- V'p, 

div В = div v = О 

для полей В и v в евклидавой области (и с соответствующими значениями сим­
волов У', D., х и rot для трехмерного риманова многообразия). Мы отсылаем 
читателя к § 10 гл. 1 и к IHMRW] за теоретико-групповой трактовкой маг­
нитной гидродинамики и к интересным и основательным обзорам IR-S, Chi2] 
за современными разработками как кинематической, так самосогласованной 

теорий. Здесь мы коснемся только топологической стороны теории быстрого 

кинематического динамо. 

1.2. Недиссипативвые динамо на произвольвых мвогообразиях 

В отличие от диссипативной ( 4реалистической•) задачи динамо, которая 
все еще не решена в полной общности, недиссипативные (17 =О) динамо легко 
построить на любом многообразии. Сначала рассмотрим случай двумерного 

диска. 

На первый взгляд кажется, что недиссипативное непрерывное по времени 

быстрое динамо на дис?Се (или на односвязном двумерном многообразии) не­
возможно. 

Рис. 58. Типичное гамильтоново поле скоростей на диске. Почти все орбиты поля 
являются замкнутыми 

П с е в д о д о к аз а т е л ь с т в о. Каждое сохраняющее площадь вектор­

ное поле v на односвязном двумерном многообразии является гамильтоновым 
и может быть описано соответствующей функцией Гамильтона. Все орбиты 

поля v, которые являются кривыминекритических уровней таких функций, 
замкнуты (рис. 58). 
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Рассмотрим линеаризованное отображение Пуанкаре вдоль каждой 

замкнутой орбиты. Производпая g'[ отображения потока gт в точке ор­
биты периода Т в общем случае будет жордановой 2 х 2 клеткой с единицами 
на диагонали. Действительно, касательный вектор к орбите отображается 
в себя при отображении Пуанкаре, и, следовательно, он является собствен­

ным вектором с собственным числом 1. Тогда жорданова блочная структура 
немедленно следуе1;..из несжимаемости течения v при условии, что оно име­
ет невырожденный «перекос~ вдоль орбиты (т. е. периоды меняются при 
изменении орбиты). 

Такого типажорданов оператор растягивает переносимые векторы магнит­

ного поля В линейно с числом итераций отображения Пуанкаре (см. гл. II, § 5). 
Линейный рост нормы В на множестве полной меры влечет существование 

определенной линейной мажоранты для возрастания энергетической нор­

мы VE по времени. О 
Однако нельзя пренебрегать вкладом особых уровней в магнитную энер­

гию. Следующее утверждение является фольклором, появлявшимся в той или 
иной форме во многих исследованиях динамо (см. (VshM, Gil2, Koz1J). 

Т е о р е м а 1. 7. На произво.п:ьно.м. п-.м.ерно.м. .многообразии любое безди­
вергентное ве7сrnорное поле, и.м.еющее особую точ'/'i,у с единственн'Ы.М поло­
жителън'Ы.М собственнъt.м. числом. (у линеаризованного noJt.R. в этой moч'/'i,e), 
явЛ.R.ется недиссиnативнъt.м. дина.м.о. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Главным пунктом доказательства является тот 

факт, что энергия эволюционирующего магнитного поля внутри . малой 
окрестности особой точки уже растет экспоненциально во времени. 
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/ t tBt 
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• • 
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"\ t t / 1 1 

• • 
Rt=g1R 

Рис. 59. Недиссипативное динамо, возникающее из гиперболической особой точки 

Рассмотрим следующий частный случай. Многообразие М = JR2 - дву­
мерная плоскость с координатами (х, у), а скорость v на М - стандартное 
линейное гиnерболичес'll:ое поле v(x, у) = ( -Лх, Лу) с Л> О. Допустим, что 
магнитное поле В является вертикальным постоянным полем В = (0, Ь) 
с носителем в прямоугольнике R := {lxl ~ р/2, IYI ~ q/2} (см. рис. 59). 
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Магнитная энергия в начальный момент, т. е. квадрат L2-нормы поля В, 
есть 

Е2(В) = J В2р = pq · Ь2 • 
R 

Спустя время t образ Rt прямоугольника R сжимается в горизонтальном на­
правлении в e~t раз и растягивается в вертикальном во столько же раз (так же 
как и поле В). Магнитную энергию поля Bt := g~B оценим снизу, ограничив 
поле на исходный прямоугольник: 

E2(Bt) = j Blp > j Blp =(площадь Rt n R)(e~tb)2 = 

Rt RtnR = (pqe-~t) . (e~tb)2 = e~t в2 (В). 

Выражение e~t Е2 (В) растет экспоненциально по времени. 
Такая же оценка применяма к произвольному многообразию М и про­

извольному векторному полю v, имеющему особую точку с единственным 
положительным собственным числом. Всегда можно направить начальное 

магнитное поле вдоль растягивающегося собственного вектора в пекото­

рой окрестности особой точки. В цилиндрической окрестности этой точки 

получается 

E2(Bt) = IIBt III2(M} ;?: IIBt III2(R} ;?: e~t IIBIII2(R) ;?: 

;?: Ce~tiiBIII2(M} =С· e~t · Е2(В), 

где Bt := g:в- образ поля В при отображении фазового потока векторного 
поля v, а С - пекоторая положительная константа. О 

3 а меч а н и е 1.8. Экспоненциальный рост В можно получить в любой 
Ld-норме с d > 1. Экспоненциальное растяжение частиц (являющееся ключе­
вой идеей описанной конструкции) встречается ниже во всех моделях динамо. 
Результат верен и в случае, когда особая точка имеет несколько положитель­
ных собственных чисел, скажем, для точки с собственными числами Л 1 ;?: 
;?: л2 ;?: ••• ;?: лk ;?: о ;?: лk+l ;?: ••• ;?: Лn при условии, ЧТО dЛl + лk+l + ... + Лn > 
>О, или даже если такоеженеравенство выполняется для вещественных ча­

стей комплексных собственных чисел. 

Даже для L1-нормы можно обеспечить экспоненциальный рост магнитной 
Е1-энергии, если число связных компонент пересечения Rt n R экспоненци­
ально возрастает со временем t. В следующем параграфе это явление описано 
для диффеоморфизма Аносова двумерного тора и для любого отображения 
с подковой Смейла. 

§ 2. Дискретное динамо в размерности два 

2.1. Динамо из отображении кошки па торе 

Главные особенности схем разнообразных динамо можно проследить на 

следующем простом примере (см. (Arnll, AZRS1]). 
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Пусть объемлющее многообразие М - двумерный тор '1Г2 = JR.2 j'Z}, снаб­
женный стандартной евклидавой метрикой. Назовем отображением -х:ош'Х:и 

линейное отображение А: 'JГ2 -+ 'JГ2 вида 

(::) ~ (~ ~) (::) mod 1. 

Это отображение «из кошки делает окрошку»,ср. рис. 19. Направления 
сжатия (соответственно растяжения) во всех точках тора даются собствен­

ным вектором щ Е JR.2 (соответственно и2 Е JR.2 ) матрицы А, отвечающим соб­
ственному значению Xl = (3 + .;5)/2 > 1 (соответственно Х2 = (3- .;5)/2 < 1, 
см. рис. 60). 

у 

'U! 

х 

Рис. 60. Отображение кошки 

Постоянное магнитное поле Во, совпадающее с собственным вектором 

U1 =с +2.;5) 

в любой точке из 'JГ2 , растягивается в х 1 раз при каждой итерации А. 
Диффеоморфизм А: М -+ М компактного многообразия М называется 

отображением Аносова, если М снабжено двумя инвариантными непрерыв­

ными полями плоскостей дополняющих размерностей, так что первое одно­

родно растягивается, а второе однородно сжимается. Отображение кошки 

является простейшим примерам отображения Аносова. 

3 а меч а н и е 2.1. Принятие в расчет магнитной диффузии не портит 
пример L2-динамо из отображения кошки. Итерации Bn+l = exp(1Jд)[A(Bn)] 
с Во= В (и 1} :/:-О) дают такой же экспоненциальный рост поля, несмотря на 
диффузию. Действительно, поле В постоянно, и, следовательно, диффузия 

не меняет поля или его итерации: 
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Кроме того, можно перейти от линейного автоморфизма двумерного тора 
к произвольному гладкому диффеоморфизму g: 1Г2 -+ 1Г2 ([Ose2J, см. п. 2.3 
ниже). 

3 а м е ч а н и е 2.2. Отображение кошки А: 1Г2 -+ 1Г2 является примерам 
недиссипативного L1-динамо. Оно обеспечивает экспоненциальный рост 
числа связных компонент пересечения R n An(R) прямоугольника R (из 
теоремы 1.7) с его итерациями. 

Отображение кошки на двумерном торе можно использовать для по­

строения недиссипативного динамо и на двумерном диске. Идея состоит 

в использовании двулистного разветвленного накрытия 1Г2 -+ 82 и авто­
морфизма Аносова 1Г2 , см. рис. 61. Центральная симметрия плоскости IR.2 

порождает инволюцию на торе, пространство орбит которой гомеоморфно 

сфере 82 • Автоморфизм 

плоскости IR.2 задает автоморфизм тора 1Г2 = IR.2 j'l!} с четырьмя неподвижны­
ми точками, имеющими целые и полуцелые координаты на IR.2 , и, следова­
тельно, он спускается на факторпространство 1Г2 j'l.} = 82 • 

Рис. 61. Накрытие сферы тором разветвляется в четырех точках. Тор w = ~ 
в СР2 отображается на сферу 8 2 = СР1 проекцией ( z, w) 1---> z 

Эта идея использовалась уже в 1918 г. Латтесом [LatJ и сейчас является 
довольно популярной в моделях эргодической теории и голоморфной динами­

ки [Herm, Lyub, KatlJ. 
В контексте теории динамо конструкции, использующие отображения 

на (негладких) факторпространствах 1Г2 /Z2 , появились в [Gil2J вместе с ре­
зультатами численных экспериментов. Подробный анализ, данный там, 

показывает, что для отображения диска по Латтесу любое магнитное поле 
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после нескольких итераций имеет замечательную структуру, где противо­

положно ориентированные векторы появляются произвольно близко друг 

к другу (рис. 62). Диссипативное действие диффузии, большое в этих местах, 
препятствует быстрому росту магнитной энергии. 

Прием, преодолевающий эту трудность в моделях трехмерного динамо, со­

стоит во включении взаимодействия q:различных кусков» многообразия в яте­

рационную процедуру, так, чтобы средняя диффузия в основном влияла бы 

на области с одинаковым направлением магнитного поля (см. [Gil2, В-С]). 

Рис. 62. Взаимосокращения магнитного поля при итерациях (из\Gil2}) 

Вероятно, можно построить аналитическую модель быстрого диссипа­

тивного динамо в области в JR3 , исходя из конструкции диффеоморфизма 
Бернулли на D2 , известной в эргодической теории. 

О пр е д е л е н и е 2.3. Птсазате.ле.м Ляпунова отображения g в точке х 
в направлении касательного вектора В называется скорость роста длины об­
раза В при итерациях g, измеряемая как 

х(х, В) := lim inf ln llв:.' Bll. 
n-+oo n 

Можно добиться того, чтобы показатели Ляnунова диффеоморфизма 

тиnа Латтеса двумерного диска D2 были положительными почти всюду 
(см. [Kat2]). Поля растягивающихся наnравлений являются, в общем случае, 
негладкими. Диффузионный член диссипативного динамо соответствовал 

бы «случайным перемешиваниям частиц», в дополнение к гладкой эволюции 

в потоке nоля v (в духе работы [К-У]). 

2.2. Подковы и многократвые складки в конструкциях динамо 

О пр е д е л е н и е 2.4. Говорят, что фазовая точка (дискретной или неnре­
рывной) динамической системы является го.мтслинu'Чес?Сой, если ее траекто­
рия имеет своим пределом при t -+ ±оо одну и ту же стационарную точку 

системы, рис. 63. 
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Пр е д л о ж е н и е 2.5 ([Kozl}). Любое сохрамющее nлощади отобра­
жение nоверхности, имеющее го.момииичес'!l:ую тD'Ч'II:y, .м.ожет выстуnать 

в '1\:ачестве н.едиссиnативиого двумериого L1 -дииа.м.о. 

Рис. 63. Гамаклиническая точка и ее бифуркация 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Предположим, что g: D2 -+ D2 является ( сохра­
няющим объемы) отображением двумерного диска в себя, имеющим noihcoвy 
С.м.ейла. Это означает, что существует прямоугольник R с D2 , на котором 
отображение g является композицией следующих двух шагов. Сначала пря­
моугольник сжимается в горизонтальном направлении с коэффициентом е>. 
и растягивается в вертикальном направлении с тем же коэффициентом, при­

чем площади сохраняются (рис. 64). 

Рис. 64. Подкова Смейла 

Затем полученный прямоугольник сгибается таким способом, что пересе­
кается с первоначальным прямоугольником дважды (см. рис. 64). 
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При итерациях описанной процедуры число связных компонент пересе­

чений (gn R) n R растет как 2n, где n - число итераций. Теперь аргумент 

предыдущей теоремы nрименим к L1-норме магнитного поля В. Следователь­
но, IIBnllu ~С· 2niiBoiiLl· 

В окрестности гомоклинической точки типичное отображение имеет под­

кову Смейла. L1-нo}))fa ограничения поля на эту подкову экспоненциально 
растет. Это завершает доказательство. О 

3 а м е ч а н и е 2.6. Динамика точек в инвариантном множестве подко­
вы описывается посредством nос.л.едовате.л:ьпостей Берпу.л.л.и двух символов. 

Мы поставим метку О или 1 в позицию с номером n, если точка gnx принад­
лежит, соответственно, левой или правой ноге подковы Смейла. Инвариант­

ное множество любой С2-подковы в дИске имеет меру нуль [BoR]. "Условие на 
гладкость здесь существенно: существует пример С1-подковы положительной 
меры (см. [Bow]). 
Мы сталкиваемся здесь с той же трудностью, которая хорошо известна 

в теории стохастизации аналитических гамильтоновых динамических систем 

в окрестности периодической орбиты, которая является пределом траектории 

гомоклинической точки. Бифуркация петраневереальных пересечений устой­

чивого и неустойчивого многообразий такой периодИческой орбиты ведет к по­

явлению так называемого инвариантного множества неблуждающих точек. 

(Точка а дИнамической системы gt называется блуждающей, если существу­
ет окрестность и( а) такая, что и(а) n gtи(a) = I2J для всех достаточно боль­
ших t.) Хотя существование хаоса типа Бернулли на этом множестве было 
известно после классической работы Алексеева [Al], до сих пор неизвестно, 
имеет ли соответствующее инвариантное множество фазового пространства 

положительную или нулевую меру. «Многократная складка•, возникающая 

в такой системе, имеет в своей основе ту же природу, что и складка в недИс­

сипативных моделях динамо. 

Мы наблюдали такую складку вмороженного магнитного поля как в под­

ковах, так и в конструкциях Латтеса. Следующая теорема показывает, что 

она неизбежно появляется во всех конструкциях динамо на диске. 

Предложение 2.7 ((Kozl]). Пусть g: D 2 -+ D 2 .яв.л.яетс.я глаiЖи.м. 
сохрап.яющи.м. площади диффео.морфиз.мо.м дву.мерпого дис?Са, д.л.я ?Соторого 

существуют от?Ср'Ытое .мпожество и С D 2, ипвариаптпое отпосительпо g, 
и пеnрер'Ывпое ориептироваппое поле паправлепий, определеппое па и и ип­

вариаптпое отпосительпо g. Тогда nо?Сазатели Л.яnупова диффео.морфиз.ма g 
обращаютс.я в пуль nо'Чти всюду па и. 

Заметим, что отображение Латтеса позволяет нам построить такой диф­

феоморфизм дИска, что инвариантное множество и есть этот дИСК с удален­

ными тремя малыми дИсками, а показатели Ляпунова положительны (и равны 
lnx1 = ln(З + ../5)/2 >О) на и. Однако, поле растягивающихся направлений 
не ориентировано. Это является· главным препятствием к построению реали­
стического дИнамо на диске: иенулевая диффузия смешивает векторы маг­

нитного поля В, которые противоположно ориентированы, и, следовательно, 

препятствует экспоненциальному росту энергии поля. 



282 Гл. V. Проблема быстрого кинематического динамо 

Д о к аз а т е л ь с т в о пр е д л о ж е н и я. Предположим противное, 

т. е. что показатели Ляпунова не обращаются в нуль на множестве U1 поло­

жительной меры. В [Kat2j показано, что периодические точки диффеомор­
физма g с гомоклиническими пересечениями их устойчивого и неустойчивого 
подмногообразий плотны в замыкании U1. Рассмотрим такую точку х0 и ори­
ентируем вверх неустойчивое направление в такой точке (рис. 65). Тогда все 
эти направления, определенныенанеустойчивом многообразии wu точки хо, 
касаются его и имеют согласованную ориентацию. Если в некоторый мо­

мент неустойчивое многообразие wu пересечет устойчивое многообразие W 8 

в одном направлении, то следующее пересечение W 8 будет в противопо­

ложном направлении, ввиду односвязности диска. (Напротив, например, на 
торе неустойчивое многообразие .может пересечь устойчивое многообразие 

в двух последовательных точках в одном и том же направлении.) Таким об­
разом, ориентация этих направлений меняется и не может быть непрерывно 

продолжена в точку хо: О 

Рис. 65. Линейные ориентированные элементы на неустойчивом многообразии 

Для того чтобы принять в расчет этот «Перемеmивающий• эффект в не­
диссипативном случае (Rm = оо), мы введем следующее определение. 

О пр е д е л е н и е 2.8. Сохраняющий объемы диффеоморфизм g: М -+ 

-+ М называется недиссипативным средним дина.м.о, если существует безди­

вергентное векторное поле В и 1-форма w такие, что интеграл от спаривания 
формы ш с полем g~ В растет экспоненциально, когда n стремится к бесконеч­
ности. Обозначим через Am максимальный показатель роста: 

Am = sup lim sup ..!.lnl jw(g~ В) JLI· 
""'вn-оо n ' м 
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Подобное определение может быть введено и в случае векторного поля 

вместо диффеоморфизма g. Понятие среднего динамо сильнее, чем поня­
тие недиссипативного Ld-динамо (d ~ 1): любое среднее динамо является 
недиссипативным Ld-динамо. Другое важное различие между этими двумя 
понятиями следующее. Достаточное условие для недиссипативного динамо 

обеспечивается специальным поведением диффеоморфизма g в окрестности 
неподвижной точки,.(теорема 1.7). Ситуация в случаях среднего динамо 
и диссипативного динамо отличается от этой. Знание только локального по­

ведения g недостаточно для того, чтобы заключить, что g является средним 

или быстрым диссипативным динамо. 

Оказывается, если размерность многообразия равна 2, то диффеомор­

физм 9 является быстрым диссипативным динамо тогда и только тогда, когда 
он является средним недиссипативным динамо. В этом случае (dimM = 2) 
скорость роста Лm определяется оператором 9•1: Н1(М)-+ Н1(М) действия 9 
на первой группе гомологий поверхности М, так же как и в случае экспоненты 

динамо. 

Теорем а 2.9 ({Kozlj). Сохраилющий nлощади диффеоморфиз.м g по­
верхности М является средн.и.м недиссипативном динамо тогда и то.л:ьхо 

тогда, хогда линейный оператор 9•1 имеет собственное зна-чение х с lxl > 1. 
Эхспонента среднего дина.мо Лm равна ln IXI· 

2.3. Диссипативвые динамо на поверхностях 

Теперь предположим, что в системе имеется венулевая диссипация. В слу­

чае тора произвольвый диффеоморфизм g может быть описан как g(x) = 
= Фх + ф(х), (х mod 1), т. е. суммы линейного иреобразования Ф Е SL(2, Z) 
и двояко-периодической функции ф. В [OseЗJ показано, что для диссипатив­
ного динамо, когда 1]-+ О, рост энергии магнитного поля на 1Г2 контролируется 
исключительно матрицей Ф. Эта матрица представляет действие g на группе 

гомологий н 1 (1Г2 ' JR ). 
Теорем а 2.10 ([Ose2)). Пусть g(x) = Фх + ф(х) является диффеомор­

физмом (не обязательно сохраилющи.м площади) двумерного тора 1Г2 • То­
гда g является быстр'ЫМ диссипативн'ЫМ дина.мо при rJ-+ О тогда и тольхо 
тогда, -к;огда матрица Ф и.меет собственное :та-чение х с lxl > 1. По-к;азатель 
дина.мо Ло = lim.Л(ry) равен собственному зна-чению ln lx\: 

7)-+0 

>.(ry) = lim ln IIBnll -+ ln lxl при 1]-+ О 
n-oo п 

для по-чти 'Х:а:ждого на-чального ве'IСторного поля Во. (Здесь Вnн = exp(ryA) х 
х [g.Bn}, п = О, 1, ... , если g сохраилет площадь, и Bn+l = exp(ryA) х 

х ((g.Bn)/\::1], где \::\ является я-к;обиано.м отображения, если 9 не 
сохраняет площадь. Норма 11.11 является L2-нормой ве'/Сторного поля.) 

Оказывается, что показатель динамо определяется исключительно дей­
ствием 9 на первой группе гомологий и в более общей ситуации. Для любого 
произвольного двумерного многообразия М произвольвый диффеоморфизм 
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g: М --+ М индуцирует линейный оператор g .. i в векторном пространстве 

Hi(M,IR.) i-ой группы гомологий М для каждого i=O, ... ,dimM. Следу­
ющее утверждение обобщает теорему 2.10 (и аналогично теореме 3.20 для 
дискретных динамо). 

Теорема 2.11 ([Koz1]). Пустъ g: М--+ М .явл.летс.я сохршн..яющи.м 
п.л,ощади диффео.морфиз.мо.м дву.мерпого -к:o.мna?mtnoгo ри.мапова .мпогообра­
зи.я М. Диффео.морфиз.м g .явл.летс.я диссипативн:ы.м б'Ыстръш дипа.мо тогда 
и толъ-к:о тогда, -к:огда липейn'Ый оператор g .. 1 и.меет собственное зпа-ч.епие х 

с \х\ > 1. Э'll:cnO'It.enma дипа.мо >.(17) равна 1n \xl и, следователъпо, .явл.летс.я 
пезависи.мой от 'rJ : 

1. lniJBnll l l l 1m = n Х 
n-+oo n 

дл.л nо"Чти -к:аждого nа"Чалъпого ве-к:торпого пол.л Во. (Вnн = exp(ry~)[g .. Bn], 
n =О, 1, ... , а ~ .явл.летс.я оператором Лапласа-Белътра.ми па М.) 

3 а меч а н и е 2.12. Собственное число х с lxl > 1 существует для 
«большинства>> диффеоморфизмов поверхностей, отличных от сферы. Дей­

ствительно, определитель g .. 1: H1(M,1R)--+ H1(M,JR) равен 1, так как g 
диффеоморфизм. 

Доказательство теоремы 2.11. Сначалапокажем, что 

1. ln IIBn 11 ...- 1 l 1 1m :::::: n Х. 
n--+oo n 

Действительно, в пространстве 1-форм рассмотрим оператор А* = 
= g* о exp(ry~), являющийся L2-сопряженным оператору А= exp(ry~) о g ... 
Пусть w является его (комплексным) собственным вектором, т. е. A*w = кw 
с ln lкl = Л(rу). Такое w существует, потому что норма сопряженного опера­
тора А* равна норме оператора А, а А* является комnактным оператором. 

Заметим, что /к/~ 1, так как det /g* 1 / = 1. Предположим, что /к/> 1 (в про­
тивном случае утверждение очевидно). 

Оператор внешней производной d коммутирует с g* и с ~. Поэтому 

g* exp(ry~)dw = кdw, где g* и ~ теперь действуют в пространстве 2-форм. 
Оператор взятия прообраза g*: 112 (М, С) --+ П2(М, С) сохраняет L2-норму, 
в то время как оператор Лапласа-Бельтрами ~не увеличивает ее. Следова­

тельно, если /к/> 1, отсюда следует, что форма w замкнута, dw =О (ер. также 
с теоремой 3.6 ниже). 

Кроме того, оператор Лапласа-Бельтрами ~ не меняет класс когомоло­

гий [w] замкнутой 1-формы w, так что g*1 [w] = к[w], где g*1 - это действие g 
на первой группе когомологий Н1 (М,С), содержащей [w]. 

Поэтому либо [w] =/:-О и, следовательно, lк/ ~ /xl (т. е. Л(rу) ~ 1n lx/), ли­
бо [w] =О. В последнем случае существует функция а такая, что da = w 
и g* exp(ry~)a =ка. Тот же аргумент, что и выше, показывает, что а= О, что 
противоречит предположению о том, что w является собственным вектором. 
Таким образом, остается единственная возможность: Л(rу) ~ 1n lx/. 

Чтобы показать, что Л(rу) ~ 1n lxl, мы рассмотрим когомологический класс, 
который является собственным вектором для g* 1 с собственным значением Х· 
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Такой класс является инвариантным относительно А*, и существует собствен­

ный вектор оператора А* с собственным значением Х· Это влечет необходимое 

неравенство, а значит и равенство: Л(rт) = ln /х/. О 
Теорема 2.11 справедлива также, если g не является сохраняющим объе-

мы, а 

где 1 ~~ 1- якобиан g. Легко видеть, что сопряженный оператор имеет тот же 
вид, что и прежде: А*= g* exp(q.6.). 

2.4. Асимптотическое число Лефшеца 

Экспоненту динамо Л(rт) можно рассматривать как некоторую асимптоти­
ческую версию числа Лефшеца диффеоморфизма g (см. (ОsеЗ]). 

О пр е д е л е н и е 2.13. Пусть g: М --+ М - диффеоморфизм общего по­
ложения компактного связного ориентированного многообразия М. Чис.л.о.м 

Лефшеца L(g) диффеоморфизма g называется следУющая сумма по всем его 
неподвижным точкам { Xi}: 

L(g) = 2: sign det[~~ (xi)- Id], 
Х; 

где ~~ - это матрица Якоби диффеоморфизма в неподвижной точке, а Id -
единичная матрица. Аси.мnтотичес?Сое число Лефшеца Las(g) есть 

Las(g) = limsup.!. ln \L(gn)\ 
n--+00 n 

(как мы увидим, в нашем примере limsup есть просто lim). 
Формула Лефшеца связывает вклад неподвижных точек диффеоморфиз­

ма g с его действием на группах гомологий: 

L(g) = L:c -l)i tr(g.i), 
i 

где линейный оператор Y•i в векторном пространстве Hi(M, JR) i-й группы 
гомологий М ИНдУЦИруется диффеоморфизмом g: М -+ М. 

Теперь представление показателя динамо ln \х\ как асимптотического чис­
ла Лефшеца Las (g) для g: 1!'2 -+ 1!'2 (или, в более общем случае, для любого 
g: М -+ М) является немедленным следствием формулы Лефшеца: 

L(gn) = 2:(-l)i tr((gn).i) = 1- tr(Фn) + 1 = 
i = (1- xn)(l- x-n) = -xn + 0(1) при lxl > 1, n-+ оо. 

Здесь мы пользуемся тем, что для i = О, 2 отображения Y•i действуют тож­
дественно на Hi(M,JR) = JR. Автоморфизм Y•l: H1(M,JR)-+ H1(M,JR) может 
быть нетривиальным и задается матрицей Ф в случае тора М = 1!'2 • 
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§ 3. Главные теоремы автидивамо 

3.1. Теоремы Коулинrа и Зельдовича 

Традиционно, необходимые условия на механизм динамо формулируются 
в в:иде теорем шн.тидина.мо. Эти теоремы уточняют (обычно геометрические) 
условия на многообразие М и векторное поле скорости v, при которых экспо­
ненциальный. рост L2-нормы магнитного векторного nоля (или, в более общем 
случае, какого-либо тензорного nоля) на многообразии невозможен. В этом 
параграфе магнитная диффузия rz предnолагается ненулевой. 

Это направление теории динамо, по-в:идимому, началось со следующей тео­
ремы Коулинга [Cow]: стационарное .магнитное поле в IR3 , -к:оторое симмет­
рично по отношению -к: вращениям во-к:руг заданной оси, не .может созда­

ваться стационарн'Ы.М. nолем с-к:оростей, -к:оторое та-к:же си.м..м.етрично по 

отношению х: вращенил.м вох:руг той же оси. Эта теорема стимулировала 

многочисленные обобщения (см. [Zell, K-R, R-S]), которые, в частности, по­
казали, что свойства симметрии nоля скоростей не имеют отношения к делу. 

Одна только симметрия магнитного поля уже предотвращает его рост. 
Теорем а 3.1. Транс.ляционно-, спирально- или осеси.м..м.етричное .маг­

нитное поле в JR3 не .может бъtтъ создано действием диссипативного 
динамо. 

В дальнейшем мы будем рассматривать в каком-то смысле двойственную 
задачу, в которой изучаются ограничения на геометрию полей сх;орости, не 

допускающие экспоненциального роста магнитного поля. 

Рассмотрим область в трехмерном евклидовом пространстве, которая яв­
ляется инвариантной. при переносах вдоль некоторого направления (скажем, 
вдоль вертикальной. оси z). Двумерное движение в этой трехмерной области 
является некоторым ( бездивергентным) горизонтальным векторным полем 
(vz = 0), инвариантным при переносах вщщь вертикальной. оси. 

Я.Б.Зельдович рассмотрел случай, где проекция области на горизон­

тальную (х, у) плоскость вдоль вертикальной оси z является ограниченной 
и односвязной. 

Теорем а 3.2 ([Zell]). Предположи.м., что иачалъиое .магнитное поле 
и.м.еет х:онечную энергию. Тогда, nри переносе дву.м.ернъш движением и дей­

ствии .магнитной диффузии тах:ое nоле затухает при t--+ оо. 
Короче говоря, «не существует быстрого кинематического динамо в раз­

мерности два~. 

Мы рассмотрим более общую постановку задачи для переноса-диффузии 
тензорных плотностей на {возможно, неодиосвязном) многообразии. 

3.2. Теоремы антидивамо для тензорных плотностей 

В какой стеnени теоремы антидинамо могут быть перенесены на много­
связную ситуацию? Как мы ув:идим ниже, в иеодносвязном случае вместо 

затухания магнитиого поля наблюдается приближение к стационарному (во 
времени) режиму. 



§ 3. Главные теоремы антидинамо 287 

Предположение, что среда несжимаема, как оказалось, является излиш­

ним. В сжимаемом случае просто следует рассматривать эволюцию тензор­

ных плотностей вместо эволюции векторных полей. Условие, что эволюцио­

нирующее векторное поле v является бездивергентным, может быть также 
опущено: мы увидим, что эволюция автоматически ведет к соленоидальной 

плотности для произвольного начального условия. Что действительно важ­

но - так это размерность многообразия. Всюду в этом параграфе мы следуем 

статье [Arn10], к которой и отсылаем читателя за дальнейшими деталями. 
Рассмотрим эволюцию дифференциальных k-форм на компактном п-мер­

ном связном римановом многообразии М без края. Дифференциальная k-фор­

ма w на М эволюционирует при переносе потоком с полем скоростей v и при 
диффузии с коэффициентом "1 > О согласно закону: 

дw 
дt +Lvw=ryllw. (3.1) 

Оператор производной Ли Lv задает условие, что форма вморожена в сре­
ду. Другими словами, нарисуем векторы на частицах среды и на их образах, 

перемещаемых полем скоростей v на новое место. Тогда величина формы, 
перенесенной действием (3.1) с "1 =О, не меняется во времени, когда форма 
вычисляется на нарисованных векторах. 

Линейный оператор Lv выражается в терминах оператора iv (подстанов­
ки поля v в дифференциальную форму как первого аргумента) и оператора 
внешней производной d посредством формулы гомотопии Lv = iv о d + d о iv. 
Оператор Лапласа-Бельтрами .6. на k-формах определяется формулой .6. = 
= dб + бd, где б = *d* является оператором, сопряженным к d посредством 
римановой метрики на М. Оператор метрики*: Пk -+ nn-k (поточечно) отож­
дествляет k-формы на п-мерном римановом многообразии с n - k-формами. 

В случае многообразия М с краем обычно необходимо добавить условие 

обращения в нуль на крае для форм и полей. 

Пр и мер 3.3. А. Предположим М = JE3 - евклидово пространство с мет­
рикой ds2 = dx2 + dy2 + dz2 • Определим 2-форму w = Р dy Л dz + Q dz Л dx + 
+ R dx Л dy, выбрав векторное поле В с компонентами Р, Q, R, т. е. w = i в J.L, 
где J.L = dx Л dy Л dz является элементом объема. Для соленоидальных nолей v 
и В уравнение (3.1) для w nереходит в уравнение (1.1), оnисывающее эволю­
цию магнитного nоля В. 

В. Для функций (т. е. для О-форм, k =О) уравнение (3.1) на М становится 
уравнением теплоnроводности с переносом: 

~ = -(v, \l)f + ryAf. (3.2) 

С. Для скалярной плотности g (т. е. для k = n и w = gJ.L, где J.L являет­
ся элементом объема на римановом п-мерном многообразии) уравнение (3.1) 
приобретает вид: 

~~ =- div(g · v) + rytlg, (3.3) 

используя соотношение d(i~J.L) = (div~) · J.L. 
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О п р е д е л е н и е 3.4. Замкнутая k-форма w на М называется стацио­
нарной, если она удовлетворяет уравнению 

-Lvw + rzl:!м =О. (3.4) 

Т е орем а 3.5 ((Arn10]). Число .линейно независи.мъtх стационарнъtх 
k-фор.м. не .м.енъше, "Чем k-e "Число Бетти bk .многообразия М. 

Напомним, что k-e число Бетти bk многообразия М есть bk(M) = 
= dimHk(M,JR). Примеры, в которых число стационарных форм строго 
больше чем bk, обсуждаются ниже. 

Теорем а 3.6 ((Arn10]). Для достато"Чно бо.лъшого 'К:оэффициента диф­
фузии ТJ "Число .линейно независU.М'ЫХ сmационарН'ЫХ k-фор.м. равно k-.м.у "Числу 
Бетти, и: 

а) в 'К:аждо.м. 1\:.f/,acce 'К:ого.м.о.логий за.м.'К:нутъtх k-фор.м. имеется стационар­
ная форма; 

Ь) та'К:ая форма ровно одна; 
с) .любая за.м.'К:'Н.утая k-фор.м.а, эволюционирующая согласно уравне­

нию (3.1), стремится при t--+ оо 'К: стационарной форме, принадлежащей 
то.м.у же 'К:ого.м.о.логи"Чес'К:о.м.у 1\:.f/,accy, т. е. имеющей те же интегра.л'Ы по 
'К:аждо.м.у из k-.м.ерн'ЫХ ци'К:.f/,ов; 

d) эволюция, определяемая уравнением (3.1) с .люб'ЫоМ.и на"Ча.лЪн'ЫМи усло­
виями, ведет в пределе 'К: за.м.'К:'Н.утой форме; 

е) все решения уравнения (3.4) являются за.м.'К:'Н.ут'ЫМи фор.м.а.м.и. 
З а м е ч а н и е 3. 7. Примеры, приведеиные ниже, показывают, что утвер­

ждения п. Ь) и с) неверны, если вязкость достаточно мала (за исключением 
случаев k =О, 1 или п). Экспоненциально растущие решения наблюдаются 
в случае k = 2, n = 3 (который наиболее интересен физически, см., напри­
мер, (АКо]) на римановом многообразии М, где для малой вязкости rz размер­
ность пространства стационарных решений не меньше 2 > Ь2 (М) = 1. Общая 
теорема 3.6 имеет следующие частные случаи. 

Теорем а 3.8 (k = 0). При .любом по.ложите.лъно.м. 'К:оэффициенте диф­
фузии rJ для уравнения теnлопроводности (3.2) С переНОСОМ для С'К:а.ляров: 

а) 'К:аждое стационарное решение постоянно; 
Ь) решение с .люб'ЫМ на"Ча.лънъt.м. условием стремится 'К: 'К:онстанте 

при t--+ оо. 
Теорем а 3.9 (k = n). При .любом по.ложите.лъно.м. зна"Чении rz для урав­

нения теплопроводности (3.3) с переносом для с'К:а.лярнъtх п.лотностей: 
а) раз.м.ерностъ пространства стационарнъtх решений уравнения (3.3) 

равна 1; 
Ь) существует единственн.ое стационарное решение с .любъt.м. заданн'ЫМ 

интегралом по всему .многообразию; 

с) решение с произво.лън'ЫМ на"Ча.лънъt.м. условием при t --+ оо стремится 
'К: стационарному решению с тем же интегралом; 

d) в "Частности, решение с на"Ча.лън'ЫМи условием g = div В стремится 
?С О при t --+ оо независи.мо от поля В. 

За меч а н и е 3.10. Задача динамо для скалярных плотностей сохраня­
ет многие особенности векторной задачи динамо. Обсуждение и численные 
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данные в [Вау2] показывают, что собственные функции приобретают сингу­

лярную структуру, когда диффузионность стремится к нулю. 

С другой стороны, изучение скалярных плотностей (или, в более общем 
случае, дифференциальных k-форм) и их асимптотических собственных 
значений позволяет доказать неравенства ~орса и их обобщения методом 

коротковолновых ( «квазиклассических») асимптотик [Wit1]. 
Теорем а ...3.11 (k = 1). Для .любого по.л.ожите.л.ъного зна-ч.ения rJ в урав­

нении (3.1) д.л.я за.м:х;нутых 1-фор.м.: 
а) раз.м.ерностъ пространства стационарных решений равна Ь1(М), 

од'Н.о.м.ерно.м.у -ч.ис.л.у Бетти .многообразия; 

Ь) существует единственное стационарное реше'liие с зада'/i'/iЪt.м.и з'liа-ч.е­
'1-tUЯ.м.и и'liтегра.л.ов по '1-tезависи.м.ы.м. 1-цима.м.; 

с) реше'liие с .л.юбъши '1-tа-ч.а.л.ъ'liъt.м.и ус.л.овия.м.и стре.м.ится при t -+ оо 
'JC стацио'liар'l-tо.м.у реше'l-tию с те.м.и же и'liтегра.л.а.м.и. 

Задача динамо для магнитного векторного поля на компактном п-мерном 

римановом многообразии описывается уравнением (3.3) для (п-1)-формы w. 
Соответствующая эволюция векторной плотности (или векторного поля) В, 
где w = iвр, описывается уравнением 

~~ = -{v,B}- Bdivv + ryD.B. 

Т е о р е м а 3.12 ( k = n - 1). Дивергенция эво.л.юцио'liирующего ве""тор'l-tо­
го поля В стре.м.ится "" '1-tу.л.ю при .л.юбо.м. з'/iа'Ч.е'liии ""оэффицие'liта диффу­
зии rJ >О. В -ч.астности, ""аждое стационар'l-tое реше'l-tие ypaв'lie'/iuя (3.3) для 
(n -1)-фор.м. является за.м.""'liутъt.м.. 

Следствие 3.13. Каждое реше'/iие ypaв'lie'liuя (3.1) для 1-фор.м. '1-ta 
'JCo.м.пa'l\,m'liO.М. дву.м.ер'liо.м. .м.'liогообразии стре.м.ится "" стацио'liарной за.м.'JС'/iу­
той 1-фор.м.е при t-+ оо. Для од'/iосвяз'liого дву.м.ер'l-tого .М.'Iiогообразия ""аждое 
реше'liие ypaв'lie'/iuя (3.1) стре.м.ится"" ну.л.ю (ер. с теоре.м.ой 3.2). 

3.3. Отступление об уравнении Фоккера-Планка 

Задача о нахождении асимптотик на больших промежутках времени для 

скалярной nлотности в уравнении переноса с диффузией интересна уже в од­

номерном случае. Она возникает при изучении уравнения Фоккера-Планка 

иt + (иv)х = rJиxx· 

Это уравнение описывает перенос формы nлотности и(х) dx nотоком вектор­
ного поля v(х)д/дх, сопровождаемым малой диффузией с коэффициентом rJ. 

Предположим, например, что система является периодической по х и nоле 

скоростей v потенциально. Введем потенциал И, для которого v = - grad И 
(аттракторы поля v являются тогда минимумами потенциала И). 

Стационарное реше'l-tие Гиббса этого уравнения имеет вид 

u(x) = ехр( -U(x)/ry), 
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оно изображено на рис. 66. Если коэффициент диффузии 'fJ мал, то рас­
пределение плотности концентрируется вблизи минимумов потенциала. Эти 
минимумы являются аттракторами поля скоростей v. Масса (асимптотиче­
ски) концентрируется вблизи аттрактора, соответствующего самому низкому 
уровню потенциала. (Заметим, что общая масса сохраняется при эволюции, 
J и(х, t) dx = const.) Далее мы предположим, что потенциал достаточно общий 
и имеет только одну точку глобального минимума. 

U(x) = min 

Рис. 66. Стационарное решение уравнения Фоккера-Планка: график nлотности 

Предположим, что начальная плотность распределена равномерно, ска­

жем, и = 1 повсюду. Эволюция немедленно сделает ее неоднородной, и мы 
увидим максимумы типа Гаусса вблизи всехаттракторов поля v. 

Сначала самым заметным будет максимум, соответствующий аттрактору 
с максимальным коэффициентом сжатия (т. е. максимальным модулем произ­
водной от v). Однако после пекоторога конечного времени (независимого от ТJ) 
распределение станет похожим на конечное множество точечных масс, сосре­

доточенных в аттракторах. На этом этапе самым заметным будет аттрактор, 

собравший наибольшую массу. А именно, на этом этапе каждый аттрактор 
поля v соберет практически всю массу из своей области притяжения (рав­
ную интегралу от начальной плотности по бассейну этого аттрактора). Таким 
образом, аттрактор, собравший наибольшую массу в этот момент, вообще го­
воря, будет отличен от аттрактора, наиболее заметного в начальный момент. 

Следующим шагом будет (медленная) конкуренция между различными 
аттракторами за частицы в их окрестностях. Эта конкуренция описывает­
ся ( асимптотически) системой линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений rh = Am с постоянными коэффициентами. Элементы соответству­
ющей матрицы А называются туннелън:ы.м.и .".оэффии,иента.м.и. Они экспонен­

циально малы по 'ГJ, и, следовательно, туннельная фаза процесса релаксации 

является эксnоненциально долгой (t I'V exp(const/ТJ)). Поэтому в большинстве 
численных экспериментов вместо nредельного распределения (Гиббса) (где 
nочти вся масса сконцентрирована в одном месте) наблюдают промежуточное 
распределение (сконцентрированное в нескольких точках). Это промежуточ­
ное расnределение эволюционирует уже так слабо, что его эволюция nракти­

чески не наблюдается численно. 
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В конце концов {t-. оо) один из аттракторов возьмет верх и притянет к се­
бе почти всю массу. Этот аттрактор задается решением Гиббса, и он является 
в чем-то неожиданным: он и не тот, у которого максимальный начальный рост 

плотности, и не тот, который изначально содержит максимальную массу. Он 

называется «главным аттрактором•, или «генеральным аттрактором» (веро­
ятно потому, что так же трудно было предсказать, кто станет следующим 

«генеральным сеi<ретарем» ). 
Рассмотрим эволюцию плотности (т. е. дифференциальной п-формы) UJ..L на 

связном компактном п-мерном римановом многообразии с римановым элемен­

том объема J..L· Эволюция при переносе потоком градиентного поля скоростей 
v = - grad И и диффузии описывается уравнением 

Ut + div(uv) = 17Аи. 

(Заметим, что (div(uv))J..L = d(iv(UJ..L)) = Lv(UJ..L) и (Aи)J..L = (div grad u)J..L = 
= dб(uJ..L), так как UJ..L является дифференциальной п-формой, и, следователь­
но, замкнута.) 

Спектр оператора эволюции и 1-+ - div( uv) + 17Аи состоит из точки О 
(соответствующей распределению Гиббса) вместе с конечным множеством 
собственных значений, очень близких к О при 17-. О. Число таких собствен­
ных значений равно числу бассейнов притяжения поля v и определяется 
комплексом Морса для потенциала И. Существует «спектральная дыра>> 

между этими «топологически необходимыми» собственными значениями 

и остатком спектра (который остается на конечном расстоянии слева от 

начала координат при 17-. 0). 
Туннельное линейное обыкновенное дифференциальное уравнение явля­

ется асимптотическим (17-. О) описанием того, что происходит в конечномер­
ном пространстве, натянутом на собственные векторы, отвечающие собствен­

ным значениям близким к О. Собственные значения имеют порядок не больше 

ехр( -const/17) при 17-. О, в то время как характеристическое туннельное время 
имеет порядок exp(const/17). Это и объясняет слабое затухание мод, соответ­
ствующих неглавным аттракторам. 

За меч а н и е 3.14. Вопреки очевидной важности проблемы описание 
явлений, приведеиных выше, по-видимому, не представлено в литературе 

(ер., например, [F-W]). Наше изложение основываетсянанеопубликованной 
статье В. В. Фока [Fock] и на работах Виттена [Witl] и Хелфера [Helfjl. 
Фок также заметил, что асимптотяки плотности в типичной точке границы 

между областями притяжения двух конкурирующих аттракторов задаются 

универсальной ( erf) функцией в трансверсальном направлении к границе 
раздела. Здесь время предполагается большим, но фиксированным, а 17-. О. 
Асимптотяка плотности дается почти собственной функцией ( квазимодой), 
сконцентрированной в одной области притяжения с одной стороны от грани­

цы, и квазимодой, соответствующей соседней области - с другой стороны. 

1 Мы благодарим М. А. Шубина и С. Кинга за разъяснения no адаnтации общей теории 
к нашей ситуации. 
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Переход из одной асимптотяки в другую на границе, согласно Фоку, описы­
вается с помощью локальной переходиой функции erf, подобной ступеньке. 

Эта теория обобщается на случай k-форм, причем малые собственные зна­
чения соответствуют критическим точкам потенциала индекса k (см. [Wit1]). 

3 а меч а н и е 3.15 (С. К i n g ). В nотенциальном случае (как в одио­
мерном, так и для более высокой размерности) оператор Lv- ryA сопряжен 
неотрицательному самосопряженному оператору. Следовательно, его спектр 

является вещественным и неотрицательным. 

А именно, замена переменных ii(x) = eИ(x)f2'1u(x) переводит одномерный 
оператор Lv- rтtl в оператор rтD~D'1, где 

D ·= .!!:.._ + v(x) = eU(x)/27J.!!:....e-U(x)/27J 
'1 • dx 21] dx · 

Последиее выражение известно как деформация градиента по Виттену (ее 
спектральные свойства см. в [Helf]). Квазиклассические асимптотяки спектра 
эллиптических самосопряженных операторов очень общего типа изучались 

в [Shl] (см. также [Sh2]). 
3 а меч а н и е 3.16. Случай, когда поле скоростей является локально (но 

не глобально) градиентным, весьма интересен. Это может случиться уже на 
окружности. В таком случае формула Гиббса u(x) = ехр( -U(x)/rт) работает 
только на накрывающей прямой. Потенциал уже не является периодической 

функцией, а лишь псевдопериодической (суммой линейной и периодической 
функций). 

и 

х 

Рис. 67. Порог для локального минимума потенциала является минимальной 

высотой, которую на,цо преодолеть, чтобы уйти в бесконечность 

Для каждого локального минимума потенциала мы определим «порог» 
как минимальную высоту, которую нужно преодолеть, чтобы уйти на беско­

нечность, рис. 67. Главным аттрактором оказывается тот, для которого порог 
максимален. 

Многие факты, описанные выше, допускают обобщения на случай псев­
допериодического потенциала в высших размерностях. В частности, число 
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затухающих собственных чисел равно числу критических точек поля соответ­

ствующего индекса (Fock]. 
Заметим, что описание топологии псевдопериодических функций явля­

ется само по себе богатым и интересным вопросом уже в размерности два 

(см. (Arn19, Nov3, SiK, GZ, Dyn, Zor, Pan]), где многое еще остается сделать. 
За меч а н и е 3.17. Б. Фидлер и К. Роша развили в [F-R] интересную 

топологическую те~рию аттракторов нелинейных уравнений с частными про-

изводными типа 

Ut = j(x, U, Ux) + rya(x)Uxx• 

Они вычислили комплекс Морса, определяемый гетераклиническими связями 

между стационарными решениями в терминах некоторых перестановак и ме­

андров. Меандр задается плоской кривой и прямой линией. Соответствующая 
пересталовка переводит порядок точек пересечения вдоль прямой линии в их 

порядок вдоль кривой. 

3.4. Доказательство теорем антидинамо 

Доказательство теоремы 3.5 (согласно Е. И. Коркиной). Опе­
ратор А = - Lv + ry6. действует на пространстве Н замкнутых k-форм на М. 
Обозначим через Ker А множество решений однородного уравнения Aw = О 
и через Im А - образ А в пространстве Н. Индекс определяется как ind А = 
= dim Ker А - dim Coker А, где Coker А = Н /Im А. Индекс оператора Лапла­
са 6. нулевой, таким же является и индекс А (который отличается от ry6. 
только членами низшего порядка: Lv имеет первый порядок). Это означает, 
что dim Ker А = dim Coker А. Но Im А С Im d (так как Aw = d( -ivw + ryбw), ес­
ли dJ..J =О). Отсюда следует, что 

dim(H/AH);;;::: dim(H/{dwk- 1}) =bk 

(теорема де Рама). О 
Д о к аз а т е ль с т в о т е орем ы 3.6. 1. Эволюция, определяемая урав­

нением (3.1), не меняет класс когомологий замкнутой формы w, поскольку 
Aw = d( -ivw + 1J • бw) является точной формой. 

2. Для форм w из ортогонального дополнения к подпространству гармо­
нических форм в пространстве замкнутых форм Н справедливы следующие 

соотношения: 

(w,w) ~ а(бw,бw), 

i(w, Lvw)i ~ fЗ(бw, бw), 

где а и {3 положительные константы, не зависящие от w. 

(3.5а) 

(3.5Ь) 

Действительно, (3.5а) является неравенством Пуанкаре (оно может рас­
сматриваться как компактность оператора, обратного к оператору Лапласа­

Бельтрами): 

(w,w) ~ ai(Llw,w)l = а(бw, бw). 
Неравенство (3.5Ь) является комбинацией неравенств Шварца и Пуанка­
ре. Заметим сначала, что Lvw = divw, поскольку по формуле гомотопии 
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Lv = ivd + div, причем форма w замкнута. Тогда (w, Lvw) = (w, divw) = 
= -(ow, ivw). Применяя неравенство Шварца к последнему скалярному 
произведению,получим 

i(ow, ivW )12 ~ (ow, ow)(ivW, ivw). 

Отсюда и из (3.5а), записанного в форме (ivw, ivw) ~ const · (ow, ow), вытекает 
теперь требуемоенеравенство (3.5Ь). 

3. Из п. 1 и 2 следует, что на пространстве точных форм эволюция, опре­
деляемая уравнением (3.1), является сжимающим оператором при достаточно 
больших 7]: 

d 
dt (w, w) = -2(w, Lvw) + 27J(w, dow) ~ 2(/3 -ТJ)(ow, ow) ~ -2-y(w, w), 

если 7J ~ /3 +а-у. 
4. Из п. 1 и 2 следует также, что в аффинном пространстве замкнутых 

форм, лежащих в одном и том же когомологическом классе, уравнение (3.1) 
определяет поток сжимающих иреобразований (в гильбертовой метри­
ке на Н) и, следовательно, имеет неподвижную точку. Это доказывает 
утверждения а)-с). 

5. Оба оператора Lv и А коммутируют с d. Поэтому dw удовлетворяет 
уравнению (3.1) так же, как и w. Но форма dw точная, и потому согласно п. 3 
она стремится экспоненциально к нулю при t--+ оо. Таким образом, расстоя­
ние между w(t) и пространством замкнутых форм экспоненциально стремится 
к нулю при t--+ оо. 

Более того, такое же сжатие к нулю наблюдается в метриках типа Н1 , кото­
рые учитывают производные, при условии, что коэффициент диффузии 7J до­
статочно большой (это доказывается аналогично п. 3 с использованием пера-
венства типа 

для точных форм). 
Обозначим теперь через w = р + h + q ортогональное разложение началь­

ной формы w на точную, гармоническую и коточную (т. е. лежащую в образе 
оператора о) составляющие. Уравнение (3.1) принимает вид системы 

так как для q(O) =О форма остается замкнутой (т. е. q(t) =О, а замкнутая 
форма сохраняет свой когомологический класс, т. е. h =О для q = 0). 

Поскольку q(t)--+ О экспоненциально (в метриках с учетом производных), 
то h(t) стремится к конечному пределу (также в метриках с учетом произ­
водных). Но согласно п. 3 иреобразование exp(A1t) является сжимающим, 
и, следовательно, p(t) также стремится к конечному пределу. 

Поэтому w(t) сходится к конечному пределу р(оо) + h{oo), который яв­
ляется замкнутой формой. Этим и завершается доказательство утвержде­

ний d) и е). О 
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До к аз а тел ь с тв о теоремы 3.8 (по Ю.С.Ильяшенкои Е.М.Лан~ 
дису). Если бы стационарноерешенnев пекоторой точке превосходило мини­
мум, то этот минимум немедленно бы возрос повсюду (так как теплота рас~ 
пространяется мгновенно) и решенnе стало бы нестационарным (так называ­
емый принципсильного максимума). Следовательно, стационарное решение 

должно повсюду быть равным своему минимуму, т. е. быть постоянным. 

Такое же рассуJКДение показывает, что периодическое по времени решение 

уравнения (3.2) также должно быть постоянным. Следовательно, оператор 
А = - Lv + 'Т] А на функциях не имеет чисто мнимых собственных значений, 
а имеет единственный собственный вектор с нулевым собственным числом (по 

принципу максимума). Это означает, что нуль является собственным значе­

нием кратности один, а другие собственные значения лежат строго в левой 

полуплоскости. 

Поскольку А является суммой эллиптического оператора 'Т]А и опера­
тора - Lv меньшего порядка, стандартные рассуждения (использующие 
свойства спектра) доказывают сходимость всех решений к константам (даже 
в метрике с производными). О 

Доказательство теоремы 3.9. Оператор А= -Lv +rJA. из пра­
вой части уравнения (3.3), переводящий скалярную плотность 9 в- div(9v) + 
+ 'Т]А9, является сопряженным оператору А*= Lv + rJA. на функциях. 

Собственные значения операторов А и А* совпадают, и потому размер­

ности пространств стационарных решений уравнений (3.3) и (3.2) одинак~ 
вы. Они равны 1 по теореме 3.8. Утверждения Ь) и с) теоремы 3.9 следуют 
из свойств спектра оператора А*, полученных в доказательстве теоремы 3.8. 
Утверждение d) следует из с), так как J(div В) м=О. О 

Доказательство теоремы 3.11. Оператор -Lv + 'Т]А коммути­
рует с d. Следовательно, решение уравнения (3.1) с начальными условиями 
wo = dfo совпадает с дифференциалом df решения f уравнения (3.2) с началь~ 
ным условием /о. Из теоремы 3.8 следует, что f- const (с производными). Это 
значит, что df- О, точная 1~форма вырождается с течением времени. Таким 

образом, единственное стационарное решение, которое является точной фор~ 

мой, -нулевое. По теореме 3.5 размерность пространства решений стационар­
ного уравнения не меньше, чем первое число Бетти Ь1, т. е. чем коразмерность 

подпространства точных 1-форм в nространстве замкнутых форм. Поскольку 

nространство стационарных решений пересекает пространство точных форм 

только в нуле, то его размерность строго равна числу Бетти Ь1 и его проекция 
на пространство смежных классов замкнутых форм по модулю точных форм 

является изоморфизмом. Это доказывает утверждения а) и Ь). Утвержд~ 

ние с) следует из того факта, что точные 1-формы имеют нулевые интегралы 
no всем 1-циклам. О 

Доказательство теоремы 3.12. Таккакоператорыdи -Lv +rJA. 
коммутируют, то п~форма dJJJ = 9/-L эволюционирует согласно закону (3.3). По 
теореме 3.9 п. d) плотность 9 стремится к нулю при t- оо (условие dJJJ = 9/-L 
означает, что 9 является дивергенцией векторного поля В, которому соответ­
ствует (n- 1)-форма c.v = iвJ-t). О 
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Док аз а тел ь с т в о ел еде тв и я 3.13. Для n = 2 1-форма VJ являет­

ся (n -1)-формой. По теореме 3.12 она стремится к замкнутой (т. е. Ш.V-+ О) 
при t -+ оо (сходимость к нулю является экспоненциальной даже в метрике 
с производными). Используя рассуждение, аналогичное доказательству тео­
ремы 3.6 п. 5, а также теорему 3.11 для оценки эволюции точных форм, прихо­
дим к заключению, что предел VJ при t -+ оо существует и является замкнутой 

формой. О 

3.5. Дискретные версии теорем антидинамо 

Пусть g: М -+ М - диффеоморфизм компактного риманова многообра­

зия, g* = (g*)- 1 - его действие на дифференциальные формы (переносом 
вперед) и h11 - эволюция форм в течение пекоторога фиксированного вре­
мени 'Г} > О согласно уравнению диффузии 

h 11 := exp(7JDo), !.,., := h 11 о g*. 

Обозначим через G* действие g* на группах когомологий 

G*: H*(M,IR)-+H*(M,JR.). 

Т е орем а 3.18 (см. fArn10]). 1. Класс '/Сого.мо.логий за.м'!С'Itутой формы 
f 11VJ по.лу-ч,ается из '/СЛасса за.м'!Сnутой фор.м·ы VJ действием G*. 

2. Если 1J въtбраnо достато-ч,nо бо.лъши.м и G* является тождествеnnъt.м 
преобразованием, то: 

а) для .любой за.м'!Сnутой формы VJ существует предел lim f;VJ; 
n-oo 

Ь) этот предел является единственной за.м'/Снутой формой, '/СОго.мо.логи-ч,-
ной VJ инеподвижной при действии f 11 ; 

с) если форма VJ то-ч,ная, то f;VJ-+ О при n-+ оо; 
d) для .любой фор.м·ы VJ (не обязательно за.м'!Снутой), последовательность 

форм f;VJ является сходящейся при n-+ оо, а предел является за.м'!С'Н.утой 
формой. 

Теорем а 3.19 (см. [Arn10]). Пустъ М- двумерное .многообразие и G* = 
= Id; тогда утверждения a)-d) теоремъt 3.18 верны д.ля всех 'Г}> О (а не 
mолъ-х:о для достато-ч,но болъших вели-ч,ин 'fJ). 

Эти дискретные версии теоремы 3.6 и следствия 3.13 (а также аналоги 
других теорем) доказываются тем же способом, что и сами <<непрерывные>> 
теоремы. Более того, можно снять условие тождественности для G*. Чтобы 
получить дискретные аналоги теорем 3.6-3.12 для G* =f. Id, надо не ограничи­
ваться стационарными формами, а рассмотреть собственные векторы отобра­

жения ! 11 с собственными значениями Л, IЛI > 1. Обозначим через GZ, действие 
диффеоморфизма g ( переносом вперед) на группе когомологий Hk(M, IR), 
и пусть х - собственное значение GZ, с максимальной абсолютной величиной. 
Теорема 3.20 (см. [Koz1]). Для достато-ч,но большого 'Г} 
а) и любой то-ч,ной фор.м·ы VJ образ при итерациях f;VJ стремится '/С нулю 

при n-+ оо; 
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Ь) ?Саждый собствен:н:ый ве?Стор отображения f 11 является за.м?Снутой 

формой; 

с) у за.м'/С'/iутой k-формы w норма iif;wii растет та?С же, ?Са?С \\(G~;)n[wJ\1, 
т. е. для всех k-форм из одпого 'IСЛасса ?Согомологий порядо?С роста совпадает 

с поряд?Сом роста этого '/СЛасса при действии G'k; 
d) если '/СЛасс ?Согомологий n является собственным ве?Стором для опе­

ратора G'k с собсrttвеннъш зншчением х, G'k!2 = xn, то существует форма­
представитель Ll.l Е f2 та?Сая, 'Что j 11w = xw; 

е) для любой k-формы w справедлива оцен?Са 

lim .!.1n llf;wll ::;; ln lxl, 
n--+oo n 

при'Чем для k-формы w общего положения неравенство становится равен-
ством: 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Утверждение а) может быть доказано с исnользо­
ванием тех же оценок, что и в доказательстве теоремы 3.6 п. 2. Для доказа­
тельства Ь)-е) заметим, что оператор f 11 является компактным, так что для 
любой величины в его спектре имеется собственный вектор. Пусть >. нахо­
дится в спектре и i>.i > 1. Тогда существует w такая, что f 11w = >.w. Внешняя 
производпая d коммутирует с f 11 , поэтому f 11 dLV = ЛdLV, и из а) вытекает, что 
dLV =О. Оператор «диффузии>> exp(ry.!l) не меняет когомологического класса, 
так что условие GA;n = xn влечет f'Г/П Е n. Если существует k-форма LV Е n 
такая, что f 11w = >.w, тогда либо >. = х, либо [w] =О и IЛI = 1. О 

Такой же метод может быть использован, например, для доказательства 

того, что если М = 1Г2 и G* = (~ ~), то J;:w растет не быстрее линейной 
фуНКЦИИ ОТ п. 2 1 

Замечание 3.21. Случай G* = (
1 1

) использовался в \Arn8, AZRS1] 

(см. следующий nараграф) для nостроения быстрого кинематического динамо 

на трехмерном компактном римановом многообразии. 

Насколько нам известно, эта теория не развивалась для случая многооб­

разия с краем, хотя, конечно, это было бы интересно сделать. 

§ 4. Трехмерные модели динамо 

4.1. Механизм <(веревочного динамо>> 

Топологический смысл современных конструкций динамо восходит к сле­

дующей схеме, nредложенной Сахаровым и Зельдовичем (см. \V-Z, ChG]) 
и изображенной на рис. 68. 

Быстрый рост магнитной энергии достигается итерациями трехшагового 

преобразования полнотория: растяжение, с?Сру-чивание, с'/СЛадъtвание (РСС). 
Рассмотрим nолноторие 8 1 х D 2 , вложенное в трехмерный шар. Растя­

нем S 1 вдвое, а D2 сожмем так, чтобы элемент объема сохранился. Затем мы 
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скрутим и сложим полноторие таким образом, чтобы оно дважды обматывало 

среднюю окружность, и, наконец, мы положим получившевся полноториена 

его первоначальное место, рис. 68. 
Энергия продольного поля в полнотории (направленного вдоль компонен­

ты 8 1) растет экспоненциально при итерациях этой конструкции, поскольку 
поле растягивается вдвое вместе с удлинением продольных магнитных линий. 

складыван~ /аручиваиие 

Рис. 68. Веревочное динамо: механизм растяжения-скручивания-складывания 

Хотя эта конструкция и не является диффеоморфизмом полнотория па 

себя, ее можно сделать гладкой, пожертвовав контролем пад растяжением 

в малой части полнотория. Потеря информации о растяжении в малой части 

многообразия хотя и не влияет на идеализированное недиссипативное динамо, 

становится существенной при учете вязкости. 

4.2. Численное набmодение эффекта динамо 

Наличие хаоса в АВ С-потоках (см. гл. П) делает их весьма удобными 
для моделирования динамо. Ограничимся упоминанием соответствующей 
литературы. Численный и асимптотический анализ примеров быстрого дина­

мо в АВС-потоках и, в более общей ситуации, в хаотических стационарных 

течениях, имеется в работах [Hen, G-F, АКо, Chi2, Вау2, Gill, PPS] (см. так­
же [Zhel] об аналогахАВС-потоков в трехмерном шаре). 

Наиболее детально изучен АВС-поток в случае А= В= С с полем ско­

ростей 

v = ( cos у + sin z) ~ + ( cos z + sin х) ~ + ( cos х + sin у);:. 
Одной из главных задач при таком моделировании является оценка показате­

ля Л(rу) наиболее быстро растущего режима магнитного поля В, как функции 
магнитной вязкости ТJ, или магнитного числа Рейнольдса Rm = 1/ry. Другими 
словами, надо найти собственное значение оператора L Rm : В ~--+ - Rm { v, В} + 
+ Ь.В с наибольшей вещественной частью. Первые вычисления Е. И. Корки-
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ной (см. [АКо)) с помощью метода галеркинеких аппроксимаций покрывают 
отрезок чисел Рейнольдса Rm ~ 19. 

Для малых чисел Рейнольдса (т. е. для большой магнитной вязкости rt) 
каждое решение уравнения динамо (1.1) стремится к стационарному полю, 
которое определяется классом когомологий начального поля В0 , теорема 3.6. 
Следовательно, для таких чисел Рейнольдса собственное значение Lя ... явля­
ется нулевым независимо от Rm. 

Если ограничиться случаем полей Во с нулевым средним, то наибольшее 
собственное значение оператора Lя,.. равно -1 при всех значениях Rm, мень­
ших чем критическая величина Rm ~ 2,3. Причина этого явления состоит 
в том, что A.v = -v (и, конечно, { v, v} = 0), и потому поле v является соб­
ственным для Lя ... с собственным значением -1. 

Когда число Рейнольдса растет, появляется пара комплексно сопряжен­

ных собственных чисел с Re >. = -1. Она персмещается вправо и переходит 
через «границу динамо• Re >. = О при Rm ~ 9,0. Величина Re >. остается по­
ложительной, пока число Рейнольса не достигает значения Rm ~ 17 ,5, после 
чего она становится снова отрицательной. 

Таким образом, поле v является динамо для 9 < Rm < 17,5. Д. Ж. Галовей 
и У. Фриш (G-F) нашли динамо в этой задаче при 30 < Rm < 100. Пока неиз­
вестно, является ли это поле быстрым кинематическим динамо, например, 

выживает ли экспоненциально растущая мода поля В при Rm --+ оо. 

Вычислительная часть задачи кинематического быстрого динамо сводится 

к нахождению nервого собственного значения матрицы очень большого ( мно­
гомиллионного) порядка даже для умеренного числа Рейнольдса (порядка 
сотен). Физически значимые магнитные числа Рейнольдса Rm имеют абсо­
лютную величину порядка 108 . Соответствуtощие матрицы находятся (и еще 
долго будут оставаться) за пределами возможностей любого компьютера. 

Использование симметрии (в частности, теории представлений группы 
вращений куба) позволяет значительно ускорить вычисления. В частности, 
nервая гармоника векоторого собственного поля для шобых чисел Рейнольдса 

может быть найдена явно (Arn13). Эта мода имеет наибыстрейший рост при 
Rm ~ 19, как показывают численные эксперименты. 

Компьютерные эксперименты также показали, что растущая мода нахо­

дится в малой окрестности инвариантных многообразий неподвижных точек, 

по крайней мере для А= В= С. Можно надеяться, что это наблюдение nриве­
дет к новым строгим асимптотическим результатам. В асимптотическом реше­

нии, построенном в (DoMJ, видна концентрация вблизи сепаратрис для очень 
продолжительного, но конечного времени. Никакой моды с такой концентра­

цией не найдено при t --+ оо! 

4.3. Модель диссипативного динамо на трехмерном римановом 
многообразии 

В этом параграфе мы рассмотрим искусственный пример потока с экс­
nоненциальным растяжением частиц, которое обеспечивает эффект быстрого 
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динамо даже при неиулевой диффузии (см. [Arn8, AZRS1, AZRS2J). В этом 
примере все может быть вычислено явно. Его недостатком, однако, является 

нереалистическая однородность растяжения и отсутствие мест, вблизи кото­

рых направления растущего поля становятся противоположными. 

Конструкция основана на отображении кошки на торе, рассмотренном вы­

ше, и является, по существу, упрощенной версией модели гл. П, § 5. Там мы 
обсуждали экспоненциальное растяжение частиц согласно тем же уравнени­

ям. Однако в отличие от эволюции магнитного поля в задаче кинематического 

динамо, в идеальной гидродинамике nереносимое поле вихря функционально 

зависит от nорождающего его поля скоростей. 

Областью течения будет трехмерное компактное многообразие М, которое 

в декартовых координатах задается как nроизведение 1!'2 х [О, 1] двумерного 
тора 1'2 на отрезок О ~ z ~ 1, причем граничные торы отождествляются по­
средствомпреобразования 

А=(~ ~): т2 ~т2 
(т. е. согласно nравилу (х, у, О) = (2х + у, х + у, 1) или, что то же самое, 
(х, у, 1) = (х- у, 2у- х, 0), где х и у определены с точностыо до прибавления 
целых чисел). 

Введем римапаву метрику на этом многообразии. Для этого сначала пе­

рейдем от декартовых координат х, у, z к таким декартовым координатам р, 
q, z, что ось р имеет направление собственного вектора А с собственным зна­
чением х 1 = (3 + J5) /2 > 1, а ось q наnравлена вдоль собственного вектора 
с собственным значением Х2 = (3- V5)/2 < 1. Метрика, заданная элементом 
длины 

ds2 = е-2Лz dp2 + е2Лz dq2 + dz2' >. = ln Xl ~О, 75, 

является инвариантной по отношению к иреобразованию А и, следовательно, 

оnределяет аналитическую римапаву структуру на комnактном трехмерном 

многообразии М. Выберем направления собственных векторов таким образом, 

чтобы (р, q, z)- и (х, у, z)-ориентации JR3 совпадали. 
Теперь на этом многообразии рассмотрим поток со стационарным полем 

скоростей v = (0, О, v) в (р, q, z)-координатах, где v = const, так что divv =О 
и rotv =О. Каждая частица жидкости, переносимая этим полем, экспонен­
циально растягивается в направлении q и экспоненциально сжимается вдоль 
оси р, если рассматривается ?Ca'IC ·ч-астица на М. Если магнитное число Рей­

нольдса мало (вязкость велика), рост магнитного поля подавляется магнитной 

диффузией, и эффектадинамо нет (ер. с теоремой 3.6). Для малой магнитной 
вязкости ситуация иная. 

Теорем а 4.1 (см. [AZRS1]). Ве?Сторное nоле v оnредел.яет быстрое 
динамо на ри.маново.м .многообразии М для nроизволъно .малой .магнитной 

вяз?Сости rJ, а та?Сже и в nределе nри rJ-+ О. Для заданного на'Ч.алъного 
.магнитного ве?Сторного nоля толъ?Со его гар.мони?Са Фуръе, не зависящая 

отри q, выживает и э?Ссnоненциалъно растет при t ~ оо. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим следУющие три векторных nоля в R3 : 

Эти nоля являются А-инвариантными и, следовательно, оnределяют три век­

торных nоля на М3, для которых мы сохраним те же обозначения ер, eq, е ... 
Эти nоля являются ортогональными в каждой точке по отношению к nостро­
енной выше метрике. 

Функцию f на М можно считать функцией f: JR3 -+ IR, которая является 
nериодичной с периодом 1 по х и у и удовлетворяет условию f ( х, у, z + 1) = 
= f(x -у, 2у- х, z). Предnоложим также, ЧТО в= Врер + Bqeq + в .. е .. яв­
ляется (магнитным) векторным полем на М. Неnосредственное вычисление 
nриводит к следУющему nредложению. 

П ре д л о ж е н и е 4.2. Фор.му.л:ы ве'Х:mориого ис-ч.ислеиил ua М mа'Х:ов·ы: 

VJ- (елzдf)е + (е-л .. дf)е + (д1 )е - др р дq р дz .. , 

d. (В В В ) >.z дЕр ->.z дВq дВz 
1v рер + qeq + .. е.. =е др +е дq + дz 

(в -ч.астиости, div ер= div eq = div е .. = О); 

rot(Bpep + Bqeq + В .. е .. ) = (rotpB)ep + (rotчB)eq + (rot .. B)e .. , 

где 

rot В= e->.z (д В .. - де>.z Bq) 
р дq дz ' 

t в _ >.z (де->."' Вр _ дВz) 
ro q -е дz др , 

t в л .. дВq -лzдВр ro .. =е ---е --
др дq 

(в -ч.астиости, rotep = -Леq, roteq =-Лер, rote .. =О); 

д.f=e2>.zд2f +е-2лzд2f + д2f 
др2 дq2 дz2' 

D..ep :=- rotrotep = -Л2ер, D..eq = -Л2еq, д.е .. =О 

и 

{ер, eq} =О, {е .. , ер}= Лер, {е .. , eq} = -Леq. 

Д о к аз а т е ль с т в о nр е д л о ж е н и я. Обозначим ерр = e->.zdp, epq = 
= e>.zdq, ер .. = dz двойственные 1-формы (в JR3 и на М). Форма является двой­
ственной к соответствующему nолю в том смысле, что, наnример, epp\ev = 1, 
ерр\е. = ерр\е, =О и т. д. Тогда формула для дифференциала 

df= дf dp+ дf dq+ дf dz=eлzдf ер +е-лzдf ер + дf epz 
др дq дz др р дq q дz 

непосредственно влечет формулу для градиента и т. д. о 
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Уравнение эволюции (1.1) магнитного поля В= Врер + Bqeq + Bzez на М 
вдоль векторного поля v = vдjдz имеет сле.цующие компоненты: 

Заметим, что уравнение для z-компоненты поля отделяется от остальных. 
Предположим, что функция Bz имеет нулевое среднее. Тогда асимптотически 
при t -+ оо Вz-компонента затухает (ер. с теоремой антидинамо Зельдовича, 
п. 3.1). Действительно, последнее уравнение является уравнением теплопро­
водности в движущейся жидкости. Легко видеть, что Bz уменьшается, так как 
каждый его максимум стремится исчезнуть ( принцип максимума). Формально 
говоря, 

Итак, в дальнейшем можно предnоложить, что компонента Bz постоянна. 
Достаточно рассмотреть только одну компоненту векторного поля В, так 

как уравнения для р- и q-компонент отличаются только подстановкой >.-+ ->.: 

дВ дВ 2 7ft + v дz = >.vB + rу(д- >. )В, (4.1) 

где В :Bq. 
Чтобы задать граничные условия на В, вернемся к (х, у, z)-системе коор­

динат. Периодичность по х и у позволяет разложить В в ряд Фурье: 

В(х, у, z, t) = LBn,m(z, t) exp[27ri(nx +ту)]= 
n,m ~ J = Ь(р, q, z, t) = L...}a,13(z, t) exp[i(ap + (Зq) , 

а,/3 

где n и т - целые, и а, (3 связаны с 27rn, 27rm линейным преобразованием, 
соответствующим переходУ от координат х, у к р, q. 
Л е м м а 4.3. Фу'Н:к:ция Ьо,о(z, t) яв.IIЯеmся периоди-ч,ес'll:оu по z. Гар.мони'll:и 

Ьа,р(z, t) с (а, (3) =1 (0, О) Э'll:споненциа.л:ьно затухают по z д.IIЯ ана.л.ити-ч,ес'll:uх 
фy'Н.'II:'ЦUU В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограничения, накладываемые на амплитуды Фу­
рье, вытекают из инвариантности по отношению к переносам вдоль оси z: 
В(х, у, z, t) = В(2х +у, х +у, z + 1, t). Последнее эквивалентно тождеству, ко­
торому удовлетворяют коэффициенты Фурье, на которые действует оператор, 

сопряженный к А: 

B(n,m)(Z + 1, t) = B(n,m)A• (z, t). (4.2) 

Здесь А • - транспонированная матрица А, в нашем случае А • = А. 
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Таким образом, сдвиг вдоль оси z эквивалентен изменению индексов ам­
плитуд Фурье: индексы (n, т) переходят в индексы (n, т)А. Итерации матри­
цы А сдвигают типичный вектор (n, т) вдоль гиперболы в плоскости (n, т) 
(см. рис. 69). Исключением является только случай n =т= О, когда магнит­
ное поле не зависит от х, у или от р, q: (0, О)А = (0, О). Действительно, соб­
ственные направления А не содержат целых точек (n, т) (отличных от (0, 0)), 
так как собствейные значения А иррациональны. 

т 

\ 

' \ 
n 

' 
Рис. 69. Инвариантные кривые для орбит {(n, m)Ak} являются гиnерболами 

в (n,m)-(или (а,/3)-) nлоскости 

С другой стороны, из аналитичности В(х, у, z, t) следует, что его Фурье­
гармоники Ьа,f3 должны экспоненциально затухать по а и {3. Таким образом, 
благодаря указанному свойству для сдвига по z, функции ba,f3(z, t) быстро 
убывают для фиксированных (а,{З) =f (0,0) при \z\-+ оо. Периодичность же 
по z нулевой гармоники очевидна. Лемма доказана. О 

Для завершения доказательстватеоремы 4.1 сначала положим Т/= О. Урав­
нение (4.1) может быть решено явно (благодаря свойству вмороженности): 

Ь(р, q, z, t) = eЛvtb(p, q, z- vt, О) (4.3) 

(перейдем к лагранжевой системе координат, решим задачу Коши и вернемся 
к эйлеровым координатам). 

Уравнение (4.1) может быть записано в виде дЬfдt = Т11Ь, где оператор T'l 
(зависящий от вязкости Т/) действует на функции на М3 (зависящие в нашем 
случае от t как от nараметра): 

2 дЬ 
Т11Ь = ЛvЬ +Т/( А -Л )Ь- v дz. 

Рассмотрим сначала невязкий случай Т/= О. Невязкий оператор То имеет 
серию собственных функций bk = exp(27rikz), k =О, ±1, ±2, ... , с собственны­
ми значениями "fk = Лv- 21rikv. 
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Каждое решение (4.3), которое не зависитотри q (т. е. которое постоянно 
на каждом двумерном торе z = const, t = const), может быть представлено 
как линейная комбинация произведений bk · exp(/kt) (разложение (4.3) в ряд 
Фурье по z). 

Оператор То не имеет дРугих собственных функций. Действительно, пред­

положим, что Ь: М3 -С - пекоторая собственная функция Т0 с собственным 
значением/· Тогда функция Ь(р, q, z, t) = bexp(1t) удовлетворяла бы соотно­
шению (4.3). Выбрав t = 1/v, мы получим из (4.3) 

Ь(р, q, z) = e>.-"Y/vb(p, q, z- 1). 

Б силу (4.2) коэффициенты Фурье Ьа,fЗ(z) вдоль каждой гиперболы а= >.пао, 
{3 = >. -n fJo образуют геометрические прогрессии. Это противоречит затуханию 
коэффициентов Фурье гладкой функции Ь(·, ·, z) на двумерном торе (исключая 
случай ао = fJo =О, когда Ь не зависитотри q). 

Отсутствие собственных функций объясняется непрерывностью спек­

тра То (на ортогональном дополнении к пространству функций, постоянных 

на торах z = const). 
Теперь вернемся к общему случаю 'ГJ -:j:. О. Как и выше, уравнение (4.1) 

имеет набор собственных решений bk exp(!kt), которые не зависят от р и q, 
с собственными числами 

/k = >.v + ry( -47Т2k2 - >.2)- 27Тikv, k =О, ±1, ±2, ... 

Если 'ГJ мало, имеется много(~ Cry- 112 ) растущих мод. (Если 'ГJ велико, расту­
щей моды не существует вовсе, так как Re /k < 0.) 

Однако поведение решений, начальное поле которых зависит от р и q, 
разительно отличается от их поведения, отвечающего условию вмороженпа­

сти ( 4.3). Действительно, рассмотрим временную эволюцию Ь как комбинацию 
двух nроцессов: вмороженного растяжения (4.3) ('Г/= О) и действия чистой 
диффузии (v = 0). Если 'ГJ мало, вмороженное иреобразование можно считать 
долгим. 

Долгий сдвиг z- vt (vt Е Z) вдоль оси z эквивалентен переносу (вдоль 
гиперболы) индексов (а, {J) гармоник Ьа,fЗ(Z, t) для фиксированного z. Следо­
вательно, любая заданная гармоника будет смещаться со временем в область 

больших волновых чисел, где диссипация становится существенной. Ее ам­

nлитуда будет тогда затухать за счет диффузионной части процесса. Асимn­

тотически, когда t - оо, эволюционирующее nоле будет затухать nри сколь 
угодно малой вязкости r,. 

Таким образом, асимптотически при t - оо выживает только решение, не 
зависящееотри q (см. в IAZRSl] детали, связанные с асимптотикай решения). 
Такое периодическое по z решение в JR3 растет эксnоненциально в метрике ds2 , 

когда z ---+ оо. Показатель соответствующей эксnоненты отделен от О положи­

тельной константой, не зависящей от rt > О. Наконец, благодаря линейному 
соотношению междУ сдвигами по осям z и t получаем такой же экспоненци­
альный рост решения при t- оо. О 
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4.4. Геодезические потоки и дифференциальные операции па поверхностях 
постояввой отрицательвой кривизны 

Каждая компактная риманова поверхность может быть снабжена метри­

кой постоянной кривизны. Эта кривизна является положительной для сферы, 

нулевой для тора и отрицательной для любой поверхности, содержащей не 

менее двух ручек 1т. е. для любой поверхности рода~ 2). 
В этом параграфе мы покажем, что геодезический поток на каждой ри­

мановой поверхности, кривизна которой является постоянной и отрицатель­

ной, дает пример быстрого (диссипативного) кинематического динамо. Бо­
лее точно, пусть М3 является расслоением единичных векторов над такой 
поверхностью Р: М3 ={~Е ТР: 11~11 = 1}. Геодезический поток определяет 
динамическую систему на этом трехмерном многообразии М3 с экспоненци­
альным растяжением частиц, подобную примеру выше. Избегая повторений, 

мы приведем здесь основные формулы для дифференциальных операций на 

расслоении единичных векторов над Р. 

Пре~е всего перейдем от поверхности Р к ее универсальной накрыва­

ющей Р. Каждая такая поверхность по~тоянной отрицательной кривизны 

накрывается плоскостью Лобачевского Р = Л, причем накрытие является 
локальной изометрней (т. е. отождествляет метрики на обоих пространствах). 

3 а м е ч а н и е 4.4. Иногда удобно представлять расслоение единичных 
векторов V 3 := Т1Л над плоскостью Лобачевского Л как группу SL(2, JR). То­
гда пространство М3 является компактным фактором SL(2, JR) (или, в более ___....,___ 
общем случае, универсальной накрывающей SL(2,JR)) по дискретной подгруп­
пе Г: М3 = SL(2, JR.)/Г. 

Рассмотрим следующие три <<основных» потока на плоскости Лобачевско­

го: геодезический поток и два орициклических потока. Введем естественные 

координаты (х, у, <р) в пространстве линейных элементов (или единичных век­
торов) V 3 = Т1Л2 . Здесь плоскость Лобачевского является верхней полуплос­
костью Л2 = {(х,у): у> 0}, снабженной метрикой ds2 = (dx2 + dy2 )fy2

, а <рЕ 
Е [О, 21r)- угол между линейным элементом и вертикалью в Л2 (см. рис. 70, а). 
Ось х называется абсолютом плоскости Лобачевского. Напомним, что геоде­

зическими на Л 2 являются полуокружности и nрямые линии, ортогональные 
к абсолюту (предложение 1.3 гл. IV). 

О nр е д е л е н и е 4.5. Геодези-ч.ес'Х:ий noтo'JC плоскости Лобачевского -
это поток в пространстве единичных линейных элементов V 3 = Т1Л2 , кото­
рый за время t переводит каждый элемент l в линейный элемент на Л 2 , каса­
ющийся той же геодезической, что и l, но в точке, находящейся на расстоянии t 
(в метрике Лобачевского) впереди l. 

Предел последовательности касающихся в данной точке окружностей рас­

тущего радиуса на плоскости Лобачевского называется орицимо.м. 

Пр е д л о ж е н и е 4.6 (см., например, [Arn15]). Орицимъt на плос'/Сости 
Лоба-ч.евс'Х:ого -это евмидовы о'IСружиости, 'Х:асающиес.я абсолюта, или па­

раллелъиые е.му пр.я.мые. 
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Каждый линейный элемент (точка с направлением) на А 2 принадлежит 
двум орициклам, «верхнему» и «нижнему» (см. рис. 70, Ь). 

у у 

х 

а ь 

Рис. 70. (а) Координаты (x,y,tp) в пространстве элементов и геодезическая в плос­
кости Лобачевского. ( Ь) Два орицикла, проходящие через один элемент 

О п р е д е л е н и е 4.5'. Перв·ый ( +) и второй (-) орици'/СЛи'Чес?СUе пото­
'Х:и на А 2 являются потоками, отображающими за время t каждый линейный 
элемент на плоскости Лобачевского в линейный элемент, принадлежащий, 
соответственно, тому же нижнему или верхнему орициклам и находящийся 

на расстоянии t впереди. 
Эти потоки задаются следующими векторными полями: е (для геодези­

ческого потока), h- (для «нижнего» орициклического потока) и h+ (для 
«верхнего» орициклического потока) на V: 

. д д . д 
е = -у SlП tp дх + у COS tp ду + SlП tp дtр, 

h- д . д ( 1) д = -ycostp-- ysшtp- + costp- -
дх ду дtр' 

h + = -у cos tp..!!_ - у sin tp..!!_ + ( cos tp + 1) ..!!_. 
дх ду дtр 

Пр е д л о ж е н и е 4.7. Ве'Х:торн:ые по.л..я е, h+, h- поро:ждают алгебру 
Ли .s[{2, IR.). 
Доказательство. {e,h+} = h+, {e,h-} = -h-, {h+,h-} = 2е, где 

{.,.} обозначает скобку Пуассона векторных полей: L{u,v} = LuLv- LvLu. 
В координатах можно записать {и, v} = (и, V')v - ( v, V')u (см. гл. П, § 2). О 

Заметим, что разность орициклических полей f := ~(h-- h+) есть поле 

вращения f = :'Р. Введем также поле суммы ё := ~(h+ + h-). Скобки Пуас­
сона полей е, ё, f следующие: {!,е} = ё, { ё, е} = f, { ё, !}=е. 

Теперь определим на V3 = Т1А2 однопараметрическое семейство метрик: 

(4.4) 
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Пр е д л о ж е н и е 4.8. Построе'Н:н'Ые в'Ыше .м.етршси на nространстве 

линей'Н:ых элементов V 3 = Т1А2 хара?Сmеризуются следующи.ми тре.м.я усло­
виями: 

1) расс.мотри.м <tгоризонталън'Ые» плос?Сости, оnределяющие стандарт­
ную ри.манову связность на Т1А2 , заданную .м.етри'IСОй Лоба:чевс'IСОго на А2 • 
Условие на .м.етри'/СУ в Т1А2 та?Сово, -ч.то слои nрое?Сции Т1А2 -+ А2 ортого­
налън'Ы эти.м nлдt?Состя.м.; 

2) эта nрое'IС'Ция nереводит горизонталънш плос'/СОсти в ?Сасателън'Ьlе 
nространства '/С А 2 изо.м.етри-ч.но; 

3) эти .м.етри?СU инвариантн'Ы по отношению '/С изо.м.етрия.м. плос?Сости 

Лоба-ч.евс?Сого. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия 2 следует, что 

df_2 = dx2 ~ dy2 + >.2(di{J + adx + bdy)2. 
у 

Используем условие 1 в следующей форме: коэффициенты а и Ь удовлетворя­
ют соотношению di{J + а dx + Ь dy = О вдоль двух кривых в V = Т1 А 2 • Одна из 
кривых является параллельным переносом линейного элемента вдоль опре­

деляемой им геодезической (т. е. она является орбитой е), а другая кривая 
получается параллельным переносом того же линейного элемента в перпен­

дикулярном направлении (т. е. вдоль орбиты ё). Вычисление можно провести 
для х =О, у= 1, I{J =О и затем воспользоваться инвариантностью согласно 

условию 3. о 

Для каждой метрики семейства (4.4) базис е, ё, f является ортогональным: 
(е, ё) =(е,!)= (ё,!) =О и, более того, (е, е)= (е, ё) = 1, (f,!) = >..2. Элемент 
объема, порожденный этими тремя полями, равен т( е, ё, !) = >.. 
Предложе н и е 4.9. Все nоля е, ё, /, h+, h- являются бездивергент­

Н'ЫМи и го.м.ологи-ч.н'ЫМи нулю. Их вихри следующие: 

rote=-~, rotё=--x, rotf=>.f, roth±=-x=r>.f. 

Сnиралъности обоих орицшсли-ч.ес?СUх nото?Сов нулев'Ые, в то вре.м.я ?Ca'IC сnи­
ралъностъ геодези-ч.ес?Сого nото?Са е на ?Со.м.nа?Сmно.м. многообразии М3 = Т1Р2 

равна 

Д о к аз а т е ль с т в о. Введем 1-формы а, а, {3, двойственные полям е, ё, 
f соответственно (т. е. ale = 1, аlё = aiJ =О и т. д.). Теперь формулыдля вихря 
и дивергенции есть прямое следствие формулы дифференциала 1-формы: 

Например, комбинируя ее с формулами для скобок Пуассона 

{е,!}=-ё, {е,ё}=-/, {ё,!}=е, 
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получаем da(e, ё) = da(e,!) =О, dа(ё,!) = -1. Следовательно, ->.da = iет· По 
определению это означает, что div е =О и rot е = -е/>. {более детальное изло­
жение см. в гл III, § 1). 

Спираль н ость для геодезического поля е на М3 = Т1 Р2 равна 

1t(e) = j(e,rot- 1 e)т = ->.j т= -211'>.2 ·{площадь Р2 ). 
м м 

Здесь используется то, что объем расслоения М является произведением дли­

ны слоя 211' >. и площади поверхности Р2 • Теорема Гаусса-Бонне сводит пло­
щадь поверхности Р2 (с nостоянной кривизной) к числу ручек: (площадь 
Р2 = 411'({род Р2)- 1)). Мы оставляем читателю вычисления сnиральности 
для орициклических nотоков h± на М. О 

Возвращаясь к гидродинамике, мы немедленно получаем следующее 

С л е д с т в и е 4.10. Поля С'IСоростей е, ё, f, а mа?СЖе линей11:ые '/СО.М­
бинации е и ё являются стационарн'Ы.Ми решения.ми уравнения Эйлера на 

М3 = Т1Р2 • Они являются та?СЖе стационарн'Ьl.Ми решения.ми соответ­
ствующего уравнения Навъе-Сто'/Сса на М для nоля вихря UJ = rot v: 

~~ + {roГ 1UJ,UJ} = -ТJ · rot rotUJ + R, 

где R (ротор внешней сил'Ы) nроnорцион.ален UJ. 
До к аз а тел ь с т в о. {e,rot-1e} = {ё, rot- 1 ё} = {f,roГ1!} =О. О 
Симметричность этого следствия и формул предложения 4.9 nри переста­

новке е и ё не случайна. Поток nоля f = д/ д<р является изометрней V3 = Т1 А 2 

и переводит поле е в nоле ё за время 11' /2. 
Пр е д л о ж е н и е 4.11. Ка;нсдое стационарное решение UJo = Ае + Вё 

уравнения Эйлера для ротора является неустойчив'Ы.М в линейНО!>f. nрибли­
жении. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Рассмотрим линеаризованное уравнение Навье-­

Стокса (ер. с линеаризованным уравнением Эйлера (5.1) гл. II) для вариаций 
скорости v = vo + v1 и вихря UJ = UJo + UJ1: 

8~1 + {vo,UJl} + {vl,UJo} = -Т}rot rotUJ1. 

Для начального вихря UJo = Ае + Вё мы имеем v0 = ->.UJ0 , и, следовательно, 

дw1 { } 8t = UJo, v1 + ЛUJ1 -Т}rot rotUJ1, (4.5) 

где v1 = rot-1UJ1. Рассмотрим трехмерное пространство специальных («длин­
новолновыю~) возмущений 

UJ1 = ае + Ы + cf, v1 = ->.ае - >.Ы + * f. 
Оператор правой части формулы {4.5) отображает это пространство (с бази­
сом е, ё, !) в себя и задается матрицей 

1 
где~=>.+>;· 
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Следовательно, для неиулевой вязкости 17 собственные значения являются от­
рицательными, и соответствующие моды затухают. Однако для 17 = О имеется 
линейный рост возмущений (в направлении, перпендикулярном к w0 и лежа­
щем в плоскости (е, е)). о 

3 а меч а н и е 4.12. Естественно было бы предположить, что наше лине­

аризованное уравнение для 17 = О имеет экспоненциально растущие решения 
и даже бесконечно'f.iерное пространство таких решений (хотя это и не дока­

зано). В самом деле, по крайней мере для быстро осциллирующих решений, 
можно отбросить второй член {v1,w0 } и принять в расчет только первый, 

{ v0, w1}, поскольку для таких решений v1 = rot- 11.<.11 является малым по срав­
нению с 1.<.11. Тогда получается уравнение переносимого потоком вмороженного 

поля. Оно имеет экспоненциально растущие решения (направления h- или h+ 
для wo =-е или wo =е соответственно). 

По-видимому, и для малого положительного 17 уравнение (4.5) имеет много 
экспоненциально растущих решений. 

Подобным же образом можно изучать стационарное решение w0 = f, vo = 
= f /Л. В этом случае первый член в правой части уравнения ( 4.5) имеет вид 
{ w 0 , v1 - w1 /Л}. Матрица оператора эволюции для «длинноволновых>> возму­
щений приобретает вид 

(
-17/Л2 

-~ 

о 

Поэтому собственные значения в этом случае всегда отрицательны для 17 > О, 
в то время как для 17 = О собственные значения являются чисто мнимыми ±i~ 
и О. «Движение жидкости>> на М, соответствующее полю J, является <<Твер­
дым» (т. е. изометрией) и, по-видимому, устойчивым. 

Как обычно, задача упрощается для уравнения динамо, в котором магнит­

ное поле не связано с полем скоростей. Рассмотрим, например, поле скоростей 

v = Ае + Ве + Cf, где А, В, С постоянны. Трехмерное пространство <<длин­
новолновых>> магнитных полей В = ае + Ье + cf инвариантно по отношению 
к растяжению потоком v, а также по отношению к <<диффузии». Эволюция 
«ДЛИННОВОЛНОВОГО>> ПОЛЯ дается матрицей 

(
-17/Л2 

-С 

-В 

Ограничимся случаем В= С= О, когда частицы растягиваются геодезиче­

ским потоком. В этом случае собственные числа этой матрицы легко вычис­

ляются и получается следующее 

С л е д с т в и е 4.13. Дл.я, достато·ч:н.о малой магиитиоu в.н.з?Сости 

(17 < IAI) геодези'Чес?Сиu nomo?C .н.вл.н.етс.н. быстръtм динамо. Растуща.н. мода 
.н.вл.я,еmс.н. ЛU'IteU'ItOU 'ICOMбU'ItaV,Ueu opUV,U'/CЛU'ЧeC'/CUX me'Чe'НUU ( m. е. me'Чe'ltUU е 
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и!). Пор.ядо?С роста (т. е. по?Сазате.л:ь растущей .модъt) зависит непрер'Ывно 
от .магнитной в.яз?Сости 7J и стре.митс.я ?С IAI при 7J--+ О. 

Для поля скоростей ё (соответствующего случаю А = С= О) выполняются 
аналогичные свойства динамо. 

Гипотетически число экспоненциально растущих мод в этих случаях рас­

тет неограниченно, когда магнитная вязкость 7J стремится к нулю. Напротив, 
для «твердого» поля f (т. е. для А= В= О) получаем матрицу 

которая указывает на отсутствие роста «длинноволновых» полей. Кроме того, 

при неиулевой магнитной вязкости 7J магнитные поля затухают, поскольку 
собственные значения этой матрицы имеют отрицательные вещественные 

части. 

4.5. Сохранение энергии и особенности уравнения Эйлера 

Пр е д л о ж е н и е 4.14. Если ве?Стор-н,ое поле wo .явл.яетс.я решением 
следующего урав-н,ени.я: 

(4.6) 

то ?Со-н,станта в не.м нулева.я. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем искать решение уравнения Гельмгольца 
.;,. = -{v,w}, v = roГ 1w в виде w(t) = a(t)w0 , где wo удовлетворяет соотно­
шению (4.6) и a(t) зависит только от t. Такая подстановка дает следующее 
уравнение для а: а= -а2 • const. Все нетривиальные решения последнего 
уравнения уходят в бесконечность за конечное время, если константа ненуле­

вая. Неограниченный рост w противоречит закону сохранения энергии Ё =О 
1 

для кинетической энергии Е = 2 f v2 J.L· О 

Среди «длинноволновых» векторных полей на М = Т1 Р2 , рассмотренных 
выше, только поля wo = ае + Ьё (которые коммутируют с rot- 1w0 ) удовлетво­
ряют уравнению (4.6). Действительно, для wo = ае + Ьё + cf из указанных 
выше коммутационных соотношений следует 

{roГ 1wo,wo} = а~ё- Ь~е, 

где~= Л+ 1/ >.. Правая часть не содержит /, следовательно с= О. 

§ 5. Показатели динамо в термивах топологической энтропии 

5.1. Топологическая энтропия динамических систем 

В п. 1.2 мы видели, что экспоненциальный рост L2-магнитной энергии 
(как и LЧ-энергии для q > 1) можно легко получить в моделях недисси­
пативного динамо, поле скоростей которых имеет гиперболическую непо­

движную точку или гиперболический предельный цикл. Однако класс 
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идеализированных недиссипативных динамо, обеспечивающих экспонен­

циальный рост L1-энергии магнитного поля, является более изощренным. 
Чтобы описать этот класс, а также сформулировать условия, накладываемые 

на реалистические (диссипативные) динамо, рассмотрим понятие энтропии 
потока или диффеоморфизма. 

Определен и е 5.1. Пусть dist- метрика на компактном метрическом 
пространстве М, 11 пусть g: М -t М - непрерывное отображение. Для каж­

дого n =О, 1, 2, ... определим новую метрику dist9 ,n на Х как 

dist9 ,n(x,y) =. max dist(gix,giy). 
t=O,l, ... ,n 

Множество в М является (n, е)-порождающи.м, если в dist9,n-мeтpикe 
е-шары с центрами в точках этого множества покрывают пространство М. 

Пусть N(п,e,g) является мощностью минимального (п,е)-порождающего 
множества. Тогда топологи'Чес'!Са.я энтропи.я отображени.я g определяется 
по формуле 

hтоп(9) = lim limsup .!.1n N(п, е, g). 
Е-+0 n-+oo п 

Топологи'Чес11;ой энтропией hтon ( v) ве11;mорного поля v называется топологи­
ческая энтроnия отображения потока этого векторного поля за время 1. 

Такое же определение можно дать для произвольнога компактного топо­

логического nространства, заменив е-шары на некоторое открытое nокрытие 

и взяв максимум по всем покрытиям (см., например, [K-YJ). 
Для наглядности будем считать траектории двух точек х и у неразличимы­

ми, если их образы gi(x) и gi(y) являются е-близкими для каждого i =О, ... , n. 
Тогда N ( n, е, g) измеряет число траекторий длины n для диффеоморфизма g, 
которые являются nопарно различимыми для данного е. Интуитивно nоло­

жительность энтроnии означает, что это число траекторий растет экспонен­

циально по n. 

5.2. Границы показателей в недиссипативiiЫх моделях динамо 

Теорема 5.2 (см. [Koz2, К-У]). Пусть v- бездивергентное соо ве'Х:­

торное поле на 'Х:о.мпа?~;mно.м трехмерном римановом .многообразии М, а J.L -

ри.манова форма об3е.ма на М. Предположим, 'Что .магнитное поле Во пере­

носится те-ч.ение.м g~ поля v: Bt := g~.Bo. Тогда для 11;аждого непрерывного 
поля Во на М по'Х:азатель роста L1 -нор.мы .мажорируется топологи'Чес11;ой 
энтропией hтon(v) поля v: 

lim sup.! ln j 1\Bt 11 J.L ~ hтol!( v). 
n-+oo t 

м 

Более того, по'!Сазатель в то'Чности равен топологи'ЧеС'Х:Ой энтропии для лю­

бого .магнитного поля Во общего положени.я (т. е. для поля из не11;оторого 
от11;рытого и плотного подмножества в пространстве ве11;mорных полей). 
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Эту формулировку теоремы 5.2 можно рассматривать как еще одно 
естественное определение тоnологической энтроnии: возьмем какое-нибудь 

векторное nоле, nодействуем на него nотоком и оценим соответствующий 

показатель роста L1-энергии. Чтобы быть уверенным, что выбранное поле -
«общего положения», можно начать с пекоторой пары векторных nолей В1 
и В2, которые вместе с nолем v образуют базис в каждом касательном 
пространстве М. Тогда hтon(v) равно наибольшей скорости роста L1-энергии 
этих двух векторных полей при итерациях: 

hтon(v) = max{Лl, Л2}, где лi = limsup i lnf IIBi(t)IIP.· 
n-oo 

м 

Кроме того, тоnологическая энтроnия гладкого отображения g: М--> М 
равна максимуму показателя роста L1-нормы nри итерациях действия g на 
дифференциальную форму общего положения. Более точно, 

hтon(v)= lim .!.lnjiiDgn•llм, 
n-oon 

м 

где Dgn• - соответствующее отображение nолных внешних алгебр касатель­

ных пространств к М, и интеграл берется по мере Лебега р.. Мера р. не 

предполагается у-инвариантной. Если же отображение g сохраняет меру, то­
гда это же утверждение справедливо и для k-векторных полей (см. [Koz2]). 
Топологическая энтропия также дает нижнюю границу для роста магнитного 

поля в любой Lq-норме (q ~ dim(M)- 2) даже в случае конечной гладкости 
диффеоморфизма (см. [К-У]). 

Теорема 5.2 доставляет необходимое и достаточное условие существова­
ния экспоненциального роста недиссипативного L1-динамо. Для того чтобы 
быть динамо, поле скоростей v должно иметь иенулевую энтропию, т. е., грубо 
говоря, порождать некоторый хаос. Положительная топологическая энтропия 

часто вызвана наличием подков, причем для двумерных систем они, по суще­

ству, исчерпывают всю энтропию ((Kat2], см. обсуждение в (К-У]). Для других 
Lq-норм (q > 1) топологическая энтропия дает нижнюю границу для скорости 
роста подходящего магнитного поля [Koz2, К-У]. Спектр оператора недиссипа­
тивного кинематического динамо для непрерывного векторного поля на ком­

пактном римановом многообразии без края описан в [CLMS] (см. также [LL]). 

5.3. Верхние границы ДJU1 диссипативных L1 динамо 

Клаппер и Янг [К-У] доказали, что такое же необходимое условие прису­
ще и диссипативным (реалистическим) динамо: если топологическая энтропия 
поля обращается в нуль (hтon(v) = 0), то поле v не может являться быстрым 
динамо (другими словами, показатель Л(rу) стремится к нулю при стремлении 
к нулю магнитной вязкости fJ). Такая оценка была предложена Финном и От­
том в 1988 г., а доказательство было анонсировано в 1992 г. М. М. Вишиком. 
В работе [К-У] этот результат сформулирован и доказан в более общем виде, 
допускающем векторные поля конечной гладкости. 
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Теорем а 5.3 (см. (К-У}). Пустъ v и Во - бездивергентн:ые ве'/\:торные 
поля с носителя.м.и в 11:омпа11:тuой области М С Rn. Предположим, что v 
имеет 7\:Ласс глаth:ости ck+l и Во - 71:Ласс глаth:ости Ck для uе11:оторого 
k ~ 2. Пустъ B11 (t) - решеиие уравиеии.я динамо (1.1) с иачалъиъш услови­
ем Во. Тогда 

liщ.sup limsup .!.1n J 1\B"(n)\1 J.L ~ hтоп(v) + r~). 
" .... о n--+00 n 

м 

Здесъ g := g~ - отображеиие пото11:а поля v за время 1, B11 (n) - величи­
на B11(t) в момеит времеии t = n, и 

r(g) := lim .!.1n(max 11 д(дgn) (x)ll). 
n-+oo n хЕМ Х 

Здесъ д~:) - матрица Я11:оби отображеии.я gn. Эта оцеu?Са сверху справед­
лива та'/СЖе для обращающейся в иулъ магиитиой вяз11:ости Тf =О. 

В случае идеализированного недиссипативного динамо Тf == О и гладкого 
векторного поля v (k = оо) эта теорема совпадает с теоремой 5.2. 

Различные вопросы теории кинематического динамо и, в частности, задача 

быстрого динамо обсуждаются в недавно вышедшей книге [ChG}, а также 
в книгах и обзорах [МоfЗ, K-R, R-S, Chi2, ZRS, Z-R}. 



ГЛАВА VI 

ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО 
ПРОИСХОЖДЕНИЯ 

Эта глава является обзором ряда смежных вопросов, к которым может 

быть применена теоретико-групповая схема предшествующих глав или ее 
модификации. Мы хотим продемонстрировать различные (но, тем не ме­
нее, «Гидродинамические•) свойства разнообразных динамических систем, 
а также наметить возможные направления будущих исследований. 

§ 1. 'Уравнение Кортевеrа-де Фриза как уравнение Эйлера 

В гл. I мы обсуждали общую эйлерову природу уравнений движения трех­
мерного твердого тела и идеальной несжимаемой жидкости. Первое уравнение 

связано с группой Ли SOз(IR.), в то время как второе- с огромной бесконеч­
номерной группой Ли SDiff(M) диффеоморфизмов многообразия М, сохра­
няющих объемы. 

В этом параграфе мы имеем дело с промежуточным случаем: с группой 

Ли всех диффеоморфизмов одномерного многообразия, а именно, окружно­
сти. Точнее, с одномерным расширением этой группы, называемым группой 

Вирасоро. В векотором смысле она является «самым простым• примером 
бесконечномерной группы Ли. Оказывается, что соответствующее уравнение 

Эйлера для геодезического потока на группе Вирасоро хорошо известно в ма­
тематической физике как уравнение Кортевега-де Фриза. Это уравнение счи­
тается каноническим примером интегрируемой гамильтоновой системы с бес­

конечным числом степеней свободы. 

1.1. Алrебра Вирасоро 

Алгеброй Вирасора называется объект, который только на одну раз­

мерность больше, чем алгебра Vect(S1) всех гладких векторных полей па 
окружности S 1 (в физической литературе эти векторные поля обычно пред­
полагаются тригонометрическими полиномами). 

Определен и е 1.1. Алгебра Bupacopo (обозначаемая как vir) является 
векторным пространством Vect(S1 ) $IR., снабженным следующей операцией 
взятия коммутатора: 

[ (f(x) ~,а), (g(x) ~, Ь)] = ( (f'(x)g(x) - f(x)g'(x)) :Х, j f'(x)g"(x) dx), 
Sl 

для любых двух элементов (f(х)д/дх,а) и (g(х)д/дх,Ь) в vir. 
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Результат коммутирования является парой, состоящей из векторного поля 

и числа. Это векторное поле равно взятой со знаком минус скобке Пуассона 

исходных векторных полей на окружности: {/д 1 дх, gд 1 дх} = (! g' - f' g )д 1 дх. 
Билинейное кососимметрическое выражение 

c(f,g) := 1 f'(x)g"(x) dx 
81 

называется 2-'ICOЦи'll.lto.м Ге.л:ьфа:н,да-Фу'/Сса (см. (G-F]). 
Определен и е 1.2. Веществе'Н:н.озншч:н:ы.м 2-'ICOЦи'll.lto.м на произволь­

ной алгебре Ли g называется билинейпая кососимметрическая форма с( . , . ) 
на этой алгебре, удовлетворяющая следующему тождеству: 

I: c([f,g],h) =0 для любых трех элементов J,g,h Е g, 
(f,g,h) 

где сумма берется по трем циклическим перестановкам элементов (!, g, h). 
Это коциклическое тождество означает, что расширенное пространство 

g := g вэ JR, снабженное операцией взятия коммутатора 

[(!,а), (g, Ь)] = ([/, g], с(!, g)), (1.1) 

подчиняется тождеству Якоби алгебры Ли. Если положить в ( 1.1), с(!, g) = О 
для всех пар /, g, то получается тривиальное расширение алгебры Ли g. 
Расширение алгебры g называется нетривиа.лън'Ы.М. (другими словами, со­
ответствующий 2-коцикл не является 2-'/Сограницей), если его нельзя свести 
к тривиальному расширению линейной заменой координат в g. Коциклы на 
алгебрах Ли, а также геометрический смысл коцикла Гельфанда-Фукса более 
детально рассмотрены ниже в п. 1.4. 

Алгебра Вирасора является единственным нетривиальным одномерным 

центральным расширением алгебры Ли Vect(S1) векторных полей на окруж­
ности. Существует так называемая группа Вирасоро, алгеброй Ли которой 
является алгебра Вирасора vir (см., например, (Ner1]). 

Оnределен и е 1.3. Груnпой Вирасоро (или Вирасоро-Бот та) назы­
вается множество пар (i;?(x),a) Е Diff(S1) вэJR с законом умножения 

(l;?(x),a) о (-ф(х),Ь) = (1;?(1/l(x)), 1 log((;?o-ф(x))'dlog-ф'(x)). 
81 

Применяя общие конструкции из гл. I, снабдим группу Вирасора пекоторой 
(правоинвариантной) римановой метрикой. Для этого зафиксируем «энерго­
подобную• квадратичную форму в алгебре Ли vir, т. е. на касательном пjю­
странстве к группе в единице: 

н(f(х) :_,а)=~ (j f 2
(x)dx +•') 
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Рассмотрим соответствующее уравнение Эйлера, т. е. уравнение геодезиче­

ского потока, порожденного этой метрикой. 

Определен и е 1.4. Уравнением Кортевега-де Фриза (КдФ) на окруж­
ности называется эволюционное уравнение 

дtи + ии' + и111 =О 

относительно неизвестной зависящей от времени функции и(., t) на 8 1 . Здесь 
штрих 1 означает д 1 дх и дt = д 1 дt . 

Теорем а 1.5 (см. [ОК1}). Уравнение Эйлера геодези'Чес-х;ого потопа на 
групnе Вирасоро (в у-х;азанной правоинвариантной .метри-х;е) совпадает с од­
нопара.метри'Чес-х;и.м се.мейство.м КдФ-уравнений. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Уравнению правоинвариантного геодезического 

потока на группе Вирасоро отвечает уравнение Гамильтона на двойствен­

ном пространстве к алгебре Вирасора vir* с линейной скобкой Ли-Пуассона 
и функцией Гамильтона -Н. 

Пространство vir* можно отождествить с множеством пар 

{(и(х)(dх)2 , с): и(х) - гладкая функция на Sl, с Е JR}. 

Действительно, квадратичные дифференциалы и(х)(dх) 2 естественным обра­
зом двойственны векторным полям на окружности, а константы двойственны 

друг другу: 

( ( v(x) ~,а), (u(x)(dx?, с))= j v(х)и(х) dx +ас. 
Sl 

К оприсоединенным действием элемента алгебры Ли ( f :х, а) Е vir на элемент 
(и(х)(dх)2 , с) двойственного пространства vir* является 

аd(Jд/дх,а)(и(dх) 2 , с)= (2f'и + fи' + cf111
, 0), (1.2) 

где' означает производную по х. Эта формула вытекает из тождества 

которое справедливо для любой пары (g :х, Ь) Е vir. 

Квадратичный функционал энергии Н на алгебре Вирасоро определяет 

«тавтологический>> оператор инерции А: vir -. vir*, который переводит пару 
(и(х)дfдх, с) Е vir в пару (и(х)(dх)2 , с) Е vir*. 

В частности, он определяет квадратичный гамильтониан на двойственном 
пространстве vir*: 

H(и(dx)2,c)=~(f и2 dх+с2) = 

= ~( (и ~,с), (и(dх) 2 ,с)) =~((и ~,с),А( и ~,с)). 
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Соответствующее уравнение Эйлера для правоинвариантной метрики на 

группе (согласно общей формуле (6.4), теоремы 6.15 в гл. l) имеет вид 

:t (и(dх)2 , с)= -adA-l(u(dx)2,c)(и(dx)2 , с). 

Используя явную формулу (1.2) коприсоединенного действия с 

(fд/дх,а) = л- 1 (и(dх)2 ,с) = (идjдх,с), 

мы получаем искомое уравнение Эйлера: 

{д 2 1 1 111 3 1 111 
tи = - и и - ии - си = - ии - си , 
дtс=О. 

Коэффициент с не зависит от времени, а функция и удовлетворяет уравнению 

КдФ (с измененными коэффициентами). О 
3 а меч а н и е 1.6. Без центрального расширения уравнение Эйлера на 

группе диффеоморфизмов окружности имело бы вид 

дtи= -Зии1 , 

известный как невязкое уравнение Бюргерса. Это уравнение заменой едини­

цы времени сводится к уравнению для поля скоростей и свободно летящих 

невзаимодействуюlЦИХ частиц на окружности. Оно обнаруживает совершенно 

иные свойства в сравнении с уравнением КдФ (см., например, (Arn15)). 

и 

х 

Рис. 71. Ударная волна, порожденная свободно движущимися невзаимодействую­
щими частицами 

Если и(х, t)- скорость свободно летящей частицы х в момент t, тогда ма­
териальная производпая и равна нулю: дtи + ии' =О. На рис. 71 показава ти­
пичная перестройка поля скоростей и по времени. Поскольку скорость каждой 

частицы сохраняется, быстрые частицы в конце концов обгоняют медленные. 

Каждая точка перегиба в начальном профиле скоростей и(х, О) порождает 
ударную волну. 
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Таким образом, за конечное время решения соответствующего уравнения 

Эйлера определяют многозначное, а не однозначное векторное поле на окруж­

ности. Другими словами, геодезический поток на группе Diff(S1) по отно­
шению к правоинвариантной метрике, порожденный квадратичной формой 

J и2 dx на алгебре Ли, является неполным. 
Заметим, что ударные волны также появляются и в случае уравнения Бюр­

герса с малой вязкостью. Простейшие типичные бифуркации ударных волн 

описаны в работе [Bog] (см. также [SAF, Si2]). Типичные особенности проек­
ций решений на плоскость независимых переменных для квазилинейных 2 х 2 
систем классифицированы в [Ra}. 

Напротив, решения уравнения КдФ существуют и остаются гладкими для 

всех значений t. Они не порождают каких-либо ударных волн. В интерпре­
тации КдФ как уравнения мелкой воды параметр с отвечает дисперсии (или 
толщине слоя) жидкости. 

3 а меч а н и е 1.7. Дифференциальная геометрия группы Вирасоро 

с определенной выше правоинвариантной метрикой обсуждается в [MisЗ}. 
В частности, секционные кривизны в двумерных направлениях, содержа­

щих центральное направление, неотрицательны (ер. замечание 2.4 в гл. IV). 
О связи геометрии уравнения КдФ и кэлеровой геометрии коприсоединенных 

орбит Вирасоро см. в [Seg, STZ]. 
Эйлеров у точку зрения можно перенести на суп ер-КдФ уравнение (введен­

ное в [Kup]) и понимать его как уравнение геодезических на супераналогах 
группы Вирасоро, соответствующих супералгебрам Невье-Шварца и Рамона 

(см. [OKl]). Другим развитием этого подхода является переход от L2-метрики 
на алгебре Вирасора к другой, скажем к Н1-метрике: 

ll(!(x):x,a)\1:1 =~(J ! 2 (x)dx+ jU'(x)?dx+a
2
). 

Sl Sl 

Пр е д л о ж е н и е 1.8 (см. [Mis4]). Уравнение Эй.лера для H1 -.мempи1ru 
на алгебре Вирасора nорождает уравнение .ме.л:х;ой воifы Ка.масса-Хо.л.м.а: 

{ 
дtи - дtи" = ии111 + 2и' и" - Зии' - cu111

, 

дtс=О 

д д 
(введенное в [С-Н]). Здесъ штрих 1 озиа-ч.ает дх' а дt обозна-ч.ает дt" 

Аналогично, однородная Й1-метрика (т. е. L2-метрика на производных 
f'(x)) на алгебре Вирасора порождает уравнение Хантера-Сакстона дt = 
= -2и'и"- ии111 как уравнение геодезического потока на группе Вирасоро 
{или на ее факторе по модулю вращений), см. (KhM]. 

1.2. Прввцип сдвиrа арrумеита и ивтеrрируемость уравнений движеiiИЯ 
мвоrомериоrо твердоrо тела 

Определен и е 1.9. Функция F на симплектическом многообразии на­
зывается nерв'Ьt.М интегралом. га.ми.л.ътоновой системы с гамильтонианом Н, 



§ 1. Уравнение Кортевега-де Фриза как ура5иеиие Эйлера 319 

если скобка Пуассона Н с F равна нулю. О функциях, скобка Пуассона ко­
торых равна нулю, говорят, что они находятся в инволюции по отношению 

к этой скобке. 

Гамильтонава система на симплектическом 2п-мерном многообразии M 2n 

называется вnолне интегрируемой, если она имеет n интегралов в инволюции, 
которые функщюнально независимы почти всюду на M 2n. 

Теорема, приписываемая Лиувиллю, утверждает, что неособые множества 

уровня n первых интегралов в инволюции на компактном многообразии раз­
мерности 2n являются п-мерными торами. Гамильтонава система определяет 
квазипериодическое движение ф = const в подходящих угловых координатах 
<р = (<р1, ... ,<pn) на каждом из торов (см. {Arn16j). 

П р и м е р 1.10. Каждая гамильтонова система с одной степенью свободы 
является вполне интегрируемой, так как она всегда обладает одним первым 

интегралом - самой функцией Гамильтона. 

В частности, уравнение Эйлера движения трехмерного твердого тела яв­

ляется вполне интегрируемой гамильтоновой системой на коприсоединенных 

орбитах группы Ли SOз(R). Этими орбитами являются двумерные сферы 
с центром в начале координат (а также само начало координат), а функция 
Гамильтона задается кинетической энергией системы. 

Пр и мер 1.11. Подсчет размерностей недостаточен для того, чтобы об­
основать полную интегрируемость уравнения движения п-мерного твердого 

тела для n > 3. Движения тела с закрепленной точкой по инерции описы­
ваются геодезическим потоком на группе SOn(R) всех вращений евклидова 
пространства Rn. 

Группа SOn(R) снабжена специальной левоинвариантной римановой мет­
рикой, определяемой квадратичной формой инерции в координатах, связан­

ных с телом. Эта квадратичная форма на алгебре Ли .son кососимметрических 
n х n матриц имеет вид - tr(wDw), где 

(А) Е .SOn, D = diag(d1, ... , dn), dk = ~ j p(x)xi dnx, 

а р(х) является плотностью тела в точке х = (х1 , .•. ,xn)· Оператор инер­
ции А: .son -+ .so~, определяющий эту форму, переводит матрицу w в матрицу 
A(w) = Dw + wD. 

3 а меч а н и е 1.12. Для n = 3 из этой формулы вытекает неравенство 
треугольника для главных моментов инерции dk. Операторы, удовлетво­

ряющие этому неравенству, образуют открытое множество в пространстве 

симметрических 3 х 3 матриц. При n > 3 симметрические матрицы опера­
торов инерции твердых тел являются весьма специальными. Они образуют 

подмногообразие размерности n в n(n- 1)/2-мерном пространстве классов 
эквивалентности симметрических матриц на алгебре Ли. 

Теорем а 1.13 ([Mish) для n = 4, (Man] для всех n). Уравнение Эйлера 
rh = ad:m движения п-.мерного твердого тела с w = А- 1т и оnератором 
инерции А, оnределенн'Ы.М выше, яв.л.яется вnолне интегрируе.м'Ы.М. Фуюсv,ии 

Нл,v = det(m + >.D2 + vE) (1.3) 
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на сопряженном пространстве 50~ доставляют полное ce.мeiJ.cmвo интегра­

лов в инволюции. 

Инволютивность функций Н л,v может быть доказана методом пуассоно­
вых пар и сдвига аргумента, который мы обсудим ниже (см. !Man]). Как 
мы отмечали выше, операторы инерции физического происхождения A(w) = 
= Dw + wD (т. е. те, чьи матричные элементы aij = di + dj) образуют весьма 
специальное подпространство в пространстве всех симметрических операто­

ров А: 50n ~50~. Согласно Манакову, достаточным условием интегрируемо­
сти является условие 

(которое отвечает вышеупомянутому физическому случаю при Pi = qf). Пре­
дел при n ~ оо этих интегрируемых систем на SOп(IR) рассмотрен в [War]. 

Геодезический поток на группе SOп(IR), снабженной произвольной левоин­
вариантной римановой метрикой, является в общем случае неинтегрируемым. 

~я бесконечномерной гамильтоновой системы интегрируемость часто 

связана с существованием двух независимых пуассоновых структур, образу­

ющих так называемую пуассонову пару, таким образом, что система является 

гамильтоновой по отношению к обеим структурам. 

Определен и е 1.14. Пусть многообразие М снабжено двумя пуассо­
новыми структурами {., . }0 и {., . }1 . Говорят, что они образуют пуассоно­
ву пару (или .являются сов.местнъши), если все их линейные комбинации 
Л{.,. }о+ v{.,. }1 также являются пуассоновыми структурами. 

Динамическая система±= v(x) на М называется бига.милътоновоiJ., если 
векторное поле v является гамильтоновым по отношению к обеим структурам 
{., . }о и {., . }1· 

3 а меч а н и е 1.15. Условие, что {., . }о и {., . }1 образуют пуассонову 
пару, эквивалентно тождеству 

L { {f,g}o, h}1 + { {!, g}1,h}o =О (1.4) 
(f,g,h) 

для любой тройки гладких функций J,g,h на М, где сумма берется по всем 
циклическим перестановкам тройки. 

В следующей теореме положим для простоты, что М односвязно и что 

пуассоновы структуры {.,. }0 и {.,. }1 всюду невырождены, т. е. что они об­
ратны некоторым симплектическим структурам на М. 

Теорема 1.16 (см. !GDo]). Пустъ ве'Х:торное поле v бига.милътоно­
во по отношению 'Х: стру'Х:тура.м пуассоновоiJ. паръt {., . }о, {.,. }1. Тогда 
существует последователъностъ глад'Х:их фун'Х:v,иi1. Hk, k =О, 1, ... , на М 
mа'Х:а.я, -что 

1) Но .является га.милътониано.м поля vo := v по отношению 'Х: стру'Х:ту­

ре {., . }о; 
2) поле vk, отве-чающее 0-га.милътониану Hk, совпадает с полем 1-га­

.милътониана Hk+1; 
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3) фу'Н:к:ции Hk, k =О, 1, ... , наход.ятс.я в инволюции относительно ""аж­
дой из двух с""обо'/С Пуассона. 

Алгоритм построения гамильтонианов Hk называется схе.мой Ленарда 
и изображен на рис. 72. 

Хотя эта теорема здесь сформулирована только для случая невырожден­

ных скобок, такая же процедура обычно применима и в более общем кон­

тексте. А именно, пу~ть поле v0 := v является гамильтоновым с функциями 
Гамильтона Но и Н1 относительно структур {., . }о и {., . }1 соответственно. 
Рассмотрим функцию Н1 как гамильтопиан по отношению к скобке {., . }о 
и породим следующее гамильтоново поле v1• Легко показать, используя тож­

дество (1.4), что поле v1 сохран.яет скобку Пуассона {., . }1, если обе скоб­
ки образуют пуассонову пару. Отсюда, вообще говоря, не следует, что по­

ле v1 является га.милътоновъш по отношению к скобке {., . }1. (Пример: 
вертикальное поле 8j8z сохраняет пуассонову структуру в 1R~,y,z• заданную 
бивекторным полем 8j8x 1\ 8j8y, но не определяется какой-либо функцией 
Гамильтона. Каждое гамильтоново поле для этой структуры было бы гори­
зонтальным.) Если нам повезет и поле v1 действительно окажется гамильтоно­

вым относительно скобки {., . }1, назовем соответствующий гамильтониан Н2 
и продолжим процесс. 

{,}о- гамильтонианы Но 

1 
векторные nоля vo 

1 
{, } 1 - гамильтонианы Нз 

Рис. 72. Построение последовательности гамильтонианов Hk и бигамильтоновых 
векторных полей 

Чтобы применить технику пуассоновых пар к алгебрам Ли, напомним, что 

на сопряженном пространстве g* к любой алгебре Ли g существует естествен­
ная линейная структура Ли-Пуассона (см. гл. I, § 6) 

{f,g}(m) := ([df,dg],m) 

для любых двух гладких функций J, g на g*, и т Е g*. Другими словами, 
скобка Пуассона двух линейных функций на g* равна их коммутатору в са­
мой алгебре Ли g. Симплектические листы этой пуассонавой структуры явля­
ются каприсоединенными орбитами действия группы на g*, причем функции 
Казимира инвариантны относительно каприсоединенного действия. Следую­

щий метод построения функций в инволюции на орбитах называется .методом 

сдвига аргумента. Первоначально он появился в статье Манакова [Man] для 
описания интегрируемых случаев уравнений движения многомерного твердо­

го тела (см. последующие обобщения, например, в [A-G, T-F]). 
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Зафиксируем точку т0 в двойственном пространстве к алгебре Ли. 

Этому элементу поставим в соответствие некоторую новую пуассонову струк­
туру на g•. 

Определен и е 1.17. Постоя:н:н.ой С'/Собк;ой Пуассона, ассоциированной 

с mо'Ч.'/Сой то Е g*, называется скобка { . , . }о на сопряженном пространстве g*, 
з~аннаяформулой 

{!,g}о(т) := ([df,dg],тo) 

для любых двух гл~ких функций J, g на сопряженном пространстве и любой 

т Е g*. Дифференциалы df, dg функций f, g взяты в текущей точке т, и как 
и выше, они рассматриваются как элементы самой алгебры Ли. 

Скобки {.,.} и {.,.}о совп~ают в точке то. Более того, бивектор, 
определяющий постоянную скобку {.,.}о, не зависит от текущей точки. 
Симплектическими листами этой скобки являются касательная плоскость 

к каприсоединенной орбите группы в точке то, а также все плоскости в g*, 
параллельные этой касательной плоскости (рис. 73). 

Рис. 73. Симплектические листы постоянной скобки являются плоскостями, пара.л­
лельными касательной плоскости к коприсоединенной орбите в то 

Пр е д л о ж е н и е 1.18. С1Соб'/Си {., . } и {., . }о образуют nуассонову па­
ру для '/Саждой фи'/Ссированной mо'Ч'/Си т0 . 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Линейная комбинация { . , . } л := { . , . } + Л{ . , . }о 
есть скобка Пуассона, являющаяся линейной структурой Ли-Пуассона {.,. }, 
перенесенной из начала координат в точку -Ато. О 

С л еде т в и е 1.19. Пустъ J,g: g* -+IR- инвариант'Ы '/Соnрисоединенно­
го действия груnn'Ы, и пустъ то Е g*. Тогда фун.'/'i,Ции f(т + Ато), g(т + vто) 
mo'Ч.'ICU т Е g* находятся в инволюции при люб'Ых А, v Е IR на '/Саждой '/Соnри­
соединенной орбите. 

Д о к аз а т е л ь с т в о непосредственно вытекает из того, что функции 

Казимира для всех линейных комбинаций совместных скобок Пуассона нахо-
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дятся в инволюции друг с другом. Этот факт вытекает из определения пуас­

сонавой пары. О 

Мы оставляем читателю нахождение на основе этого следствия семей­

ства (1.3) первых интегралов, обеспечивающих интегрируемость уравнений 
движения многомерного твердого тела (см. [ManJ). Ниже мы покажем, как 
эта схема работает для уравнения КдФ. 

3 а меч а н й е 1.20. Функция Гамильтона f и пуассонова структура 
{.,.}о порождают следующее гамильтоново векторное поле на двойственном 
пространстве g*: 

(1.5) 

здесь дифференциал df берется в точке m. Действительно, для произвольной 
функции g имеем 

{f,g}o(m) = (addJ(dg),mo) = ((dg),add1mo), 

причем последнее спаривание компонент совпадает с производной Ли Lvg 
(в точке т Е g*) от функции g вдоль векторного поля v, определяемого (1.5). 
Следовательно, это векторное поле v является гамильтоновым с функцией 
Гамильтона f. 

1.3. Интегрируемость уравнения КдФ 

Существование бесконечного числа законов сохранения для течения, опре­
деленного уравнением КдФ, было обнаружено в конце 1960-х гг. В пекотором 

смысле это открытие и явилось началом современной теории бесконечномер­

ных интегрируемых гамильтоновых систем (см. захватывающий исторический 

обзор [Ма, MiuJ). 
Первоначальный набор законов сохранения КдФ был найден методом не­

определенных коэффициентов, остановившимся на девятом инварианте. В ра­

боте [MiuJ Миура вспоминал, как летом 1966 г. распространилась гипотеза, что 
существует ровно 9 законов сохранения для КдФ. Он потратил неделю лет­
них каникул и нашел десятый. Позднее была написана программа вычисления 

одиннадцатого инварианта. Тогда только специалисты пришли к убеждению, 

что существует бесконечная серия законов сохранения. 

В этом параграфе мы покажем, как эти законы можно получить, приме­

няя рекурсивную схему Ленарда или метод Манакова сдвига аргумента из 

предыдущего параграфа. 

Уравнение КдФ является примерам бигамильтоновой системы. Во-первых, 
как мы обсуждали в п. 1.1, оно является гамильтоновым на двойственном 
пространстве vir* = {(u(dx)2 ,c)} алгебры Вирасора для квадратичной функ­
ции Гамильтона 

-H(u(dx)2,c)=-~(J u2 dx+c2
) 

относительно линейной пуассонавой структуры. Эта пуассонова структура 

называется второй га.ми.л:ьтоновой cmpy?crnypoй КдФ и иногда называется 

скобкой Магри (см. [MagJ). 
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Более того, можно найти такую точку в пространстве vir*, что уравнение 
КдФ будет гамильтоново по отношению к постоянной пуассонавой структуре, 

ассоциированной с этой точкой. А именно, пусть пара (ио(х)(dх) 2 , ео) состоит 
из функции ио(х) = 1/2 и Со= О. 

Определен и е 1.21. Пусть F - функция на двойственном простран­

стве g* алгебры Ли g, и пусть т Е g*. В случае бесконечномерного простран­
ства g* дифференциал dF!m (рассматриваемый как вектор самой алгебры Ли) 

~ ;} .. ~ oF 
называется вариационнои произвои'Нди от и определяется соотношением 

d joF ) 
deF(m + ew)le=O =\от ,w 

для произвольнаго вектора w Е g*. 
Например, в случае алгебры Вирасора функционал F определен на мно­

жестве пар (и(х)(dх) 2 , с). Вариационной производпой 

является такая пара, состоящая из векторного поля и числа, что 

d 
deF((и + ew)(dx)2

, с+ eb)le=O = 

l((oF) а oF) 2 ) j(oF ) oF =\ ou дх'Тс ,(w(dx) ,Ь) = ou(x)·w(x) dх+Тс·Ь. 

(Обычно в качестве функцианалов рассматривают дифференциальные поли­
номы на vir*, или другими словами, интегралы полиномов от функции и и ее 
производных, см. [GDo].) 
Пр е д л о ж е н и е 1.22. 1. Пуассонова стру'Х",тура {., . }0 , ассоциирован-

на.я с тО'Ч'Х",Ой 

o(dx)2
, 0) Е vir*, 

переводит 1>,аждую фун'Х",цию Га.милътона F на двойственном пространст­
ве vir* в га.милътоново ве~орное поле на vir*, 'Х",Оторое в то'Ч'Х",е (и(dх) 2 , с) 
задается парой 

2. Уравнение Кортевега-де Фриза га.милътоново по отношению 1>, посто­
янной пуассоновой стру1>,туре { . , . }0 с фун1>,цией Гамилътона 

Q(и(dx?, с)=~ j ( -и3 (х) + с(и') 2 (х)) dx. (1.6) 

Sl 

Пуассонава структура { . , . }о называется первой га.м,илътоновой стру'Х",­
турой КдФ (см., например, [LeM]). С гамильтонианов Н2 =Н и Нз= Q 
относительно пуассонавой пары { . , . } и { . , . }о начинается серия законов 
сохранения уравнения КдФ, отвечающих итерационной схеме Ленарда. Легко 
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показать, что на каждом шаге гамильтониан Hk является дифференциальным 
полиномом порядка k по и(х). Обычно эта серия первых интегралов КдФ 
начинается с функции Гамильтона Н1(и) := J и(х) dx. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Утверждение 1 - непосредственное применение 

понятия вариационной производной к формуле (1.5). Действительно, положив 
величины и(х) и с равными константам ио(х) = 1/2 и ео =О в формуле (1.2), 
получим гамильт~ново векторное поле для функцианала F на пространст-

. * ве v1r : 

ad(Jдfдx,a)((иo(dx)2 , со)= ((2f'ио + fи~ + cof"')( dx)2
, О)= (f'(dx)2

, 0), 

где f :=(~~)и а:=(~~). 
2. Вариационная производпая от функции Q, заданпой формулой (1.6), 

равна 

(~~) = -~и2 - си". (1.7) 

В самом деле, это следует из равенства 

:Е le=O ~ J (-(и+ ew)3 + с((и + ew)')
2

) dx =-J (~и2 + cu")w dx. 
Sl Sl 

Подставляя вариационную производпую f = 8Qf8и из формулы (1.7) 
в соотношение (1.2), получаем следующее гамильтопово векторное поле на 

. * 
сопряженном пространстве v1r : 

{ 
дtи = f' =- (~u2 +си")'= -3ии'- си"', 
дtС= 0, 

т. е. уравнение КдФ. О 

За меч а н и е 1.23. Поток КдФ касается каприсоединенных орбит 

алгебры Вирасора (как поток каждого уравнения Эйлера на сопряженном 
пространстве к любой алгебре Ли). Заметим, что никакие из построенных 
первых интегралов уравнения КдФ не являются инвариантами каприсо­

единенного действия алгебры Вирасоро, и поэтому их свойства сильно 

отличаются от свойств функций Казимира двумерной гидродинамики (ер. за­
мечание 9.8 в гл. I). Описание орбит алгебры Вирасора (или соответствующих 
функций Казимира), помимо очевидной пользы для исследования поведе­

ния решений КдФ, является вопросом, представляющим самостоятельный 

интерес. 

Задача классификации ко присоединенных орбит алгебры Вирасора извест­

на также как классификация операторов Хилла 

{~2 +u(x): uEC00 (S1
)} 

или проективных структур на окружности. Она была пезависимо решена 

в разных контекстах (см. /Kui, LPa, Seg, Ki2]). Орбиты нумеруются одним 
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дискретным и одним непрерывным параметрами. Обобщение этой задачи до 

классификации симплектических листов, так называемых скобок Гельфанда­

Дикого, которые являются естественными скобками Пуассона на алгебрах 

дифференциальных операторов более высокого порядка на окружности, а так­

же ее связь с перечисленнем гомотопических типов неуплощающихся кривых 

на сферах дается в работе [ОК2] (см. также [KhS, Sha, Е-К]). 
Схема Ленарда порождает серию уравнений Гамильтона, называемых 

иерархией КдФ. Подобные конструкции бигамильтоновых структур работа­

ют как для уравнений Камасса-Холма и Хантера-Сакстона [KhM], так и для 
иерархий высших КдФ, которые являются гамильтоновыми потоками на 

пространстве коэффициентов дифференциальных операторов более высокого 

порядка на окружности (см. [Adl, GDi, SeW, PrS]). 

1.4. Отступление о когомологнях алгебр Ли и коцикле Гельфанда-Фукса 

Теория когомологий алгебр Ли является алгебраическим обобщением 

следующей геометрической конструкции теории групп Ли. 

Пусть G - связная компактная односвязная группа Ли, снабженная дву­

сторонне инвариантной метрикой (стандартный пример: группа единичных 

кватернионов SU(2) ~ S 3 или группа SU(n) унитарных матриц с определите­
лем единица). 

Группы когомологий и их внешнюю алгебру для группы G можно вычис­
лить следующим образом. 

Т е о р е м а 1.24. ВнешШ~,.я, алгебра двусторонне инварианmн'Ых диффе­

ренциалънъtх форм на G изоморфна внешней алгебре -х:огомологий многооб­
рази.я G. Изоморфизм задаетс.я сопоставлением -х:аждой дифференциальной 
форме ее -х:огомологи-ч.ес-х:ого масса. 

Доказательство основано на двух фактах: 1) каждая двусторонне инва­
риантная форма замкнута (см. формулу (1.8) ниже); 2) каждая замкнутая 
форма когомологична двусторонне инвариантной форме, а именно, усредне­

нию всех своих сдвигов по группе. 

Эта классическая теорема сводит все вычисления к чисто алгебраическим, 
в терминах коммутатора алгебры Ли. Действительно, любая односторонне 

инвариантная форма определяется своим значением в единице группы, т. е. на 

алгебре Ли. Внешний дифференциал этой формы также является инвариант­

ной формой, и, следовательно, он также определяется своим значением па 
алгебре Ли. 

Дифференциал инвариантной 1-формы w дается следующим тождеством 
(формула Маурера-Картана): 

(dw)(~, 17) = =fw([~, 17]). 

(Здесь знак зависит от того, является ли форма лево- или правоинвариант­
ной.) Эта формула дает алгебраическое условие замкнутости, совпадающее 
с условием двусторонней инвариантности. 
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В более общем случае справедлива следующая 

Теорем а 1.25. Д.л.л односторонне инвариантной п-фор.м-ы u;, зна-чение 
-х:оторой на алгебре Ли g есть u;(6, ... , ~n), ~i Е g, ее внешний дифференциал 
яв.л.лется инвариантной (n + 1)-фор.мой dJJJ, зна'Чение -х:оторой на алгебре Ли 
равно 

dы(~о, · · ·, ~n) = ± (1.8) 
.,., 

O!i;i<j!i;n 

Здесь зна-х: в-ыбирается в зависи.мости от того, яв.л.лется ли фор.ма u; лево­
или nравоинвариантной. Си.мвол ' озна'Чает, 'Что соответствующий ве-х:тор 
отсутствует. 

Пр и мер 1.26. Для 1-формы u; мы имеем =F(dы)(~, rJ) = w([~, rJ]). Диффе­
ренциал 2-формы u; дается формулой 

=FdJJJ(~, rJ, () = u;([~, rJ], () + w([rJ, (], ~) + u;([(, ~], rJ). 

Это алгебраическое свойство приводит к следующему определению. 

Определен и е 1.27. Кого.мологи'Чес?СU.м -х:о.мпле-х:со.м алгебр-ы Ли g на-
зывается комплекс 

nO do .-.1 d1 .-.2 d2 
н --+н --+н --+ ... , 

где nn является векторным пространством внешних п-форм на алгебре Ли g, 
а дифференциал dn дается формулой (1.8). 

Группой (или пространством) п-когомологий алгебры Ли g называется 
векторное пространство 

Ker dn: nn --+ nn+ 1 

lmdn-1: nn 1 --+ nn' 

являющееся факторпространством пространства замкнутых п-форм по под­

пространству всех точных п-форм. 

Элементы пространства Kerdn: nn --+ nn+1 называются п--х:оци"/СЛа.ми, 
а элементы подпространства Imdn-1: nп- 1 --+ nn - п--х:ограница.ми, или 
коциклами, когомологичными нулю. 

3 а меч а н и е 1.28. Соотношение dndn-1 =О непосредственно следует из 
формулы (1.8) и тождества Якоби. Геометрически это означает, что граница 
границы симплекса (скажем, треугольника или тетраэдра) нулевая. 
Пр и мер 1.29. Пусть а Е g*- элемент сопряженного пространства к ал­

гебре Ли g. Положим 
w(~, rJ) :=а([~, rJ]). 

Эта функция является 2-коциклом и даже 2-кограницей на g. 
Например, для алгебры Ли g = Vect(S1) векторных полей на окружности 

и точки а= (dx) 2 /2 Е Vect* получаем следующий 2-коцикл, когомологичный 
нулю: 

u;(g(x) :Х, h(x) :Х) = ~ j (g'h- gh') dx = j g'hdx. 
Sl Sl 



328 Гл. Vl. Динамические системы гидродинамического происхождения 

3 а меч а н и е 1.30. 2-коцикл на Vect(S1 ), определяющий алгебру Вира­
сора, имеет более сложную природу и связан с проективиыми структурами 

на окружности (ниже мы следуем [ТаЬЗ]). 
Заметим, что каждый 2-коцикл на алгебре Ли задает линейное отобра­

жение из этой алгебры Ли в двойственное к ней пространство. Построим 

естественное отображение из алгебры Ли Vect(S1) векторных полей па 
окружности в двойственное к ней пространство квадратичных диффе­

ренциалов Vect(S1)* = {u(x)(dx) 2 }, зафиксировав некоторую проективнуiО 
структуру на 8 1. 

Возьмем четыре точки х, х + t, х + 2t, х + 3t в пекоторой аффинной си­
стеме координат, где t очень мало. Диффеоморфизм f: 8 1 -t 8 1 переводит 
их в четыре точки, двойное отношение которых имеет порядок t2 (а пе по­
рядок t!). Главная часть этого двойного отношения в точке х называется 
(с точностью до постоянного множителя) производной Швари,а S(x) диффео­
морфизма f 

j
111 

3 ( !" ) 2 
S(x) =у- 2 7' . 

Соответствующий квадратичный дифференциал S(x)(dx) 2 пе зависит от 
(проективного) выбора координаты х и измеряет <<непроективность» отобра­
жения f. Он является коциклом группы диффеоморфизмов окружности со 
значениями в квадратичных дифференциалах. 

Теперь вернемся к алгебре Ли векторных полей. Пусть f является диф­
феоморфизмом окружности 8 1

, близким к единице, f(x) = х + sv(x), где s 
мало, и пусть v(x)djdx- векторное поле из алгебры Ли Vect(S1 ). Тогда S(x) 
равно sv111 (x) + O(s2), где штрих 1 обозначает нроизводную djdx. Отбросив 
члены более высокого порядка, получаем искомое отображение, переводящее 

поле v(x)d/dx в квадратичный дифференциал v 111 (x)(dx?. 
Пусть q- угловая координата на окружности. Тогда полю w(q)дjдq соот­

ветствует (d3wjdq3 + dwjdq)(dq)2. Этот факт легко вывести, рассмотрев ал­
гебру Ли, порожденную образующими проективпой группы дjдq, (cosq)дjдq, 
(sinq)дjдq. Мы получим коцикл, значение которого па двух векторных полях 
v(q)8j8q и w(q)8j8q равно 

J (vw
111 + vw1

) dq, 

Sl 

где штрихом 1 обозначена производпая d/ dq по углу. Второй член когомоло­
гичен нулю, как мы видели выше (см. пример 1.29). Интегрируя по частям 
первый член, получаем коцикл Гельфанда-Фукса. Итак, коцикл Гельфанда­

Фукса (и, следовательно, алгебра Вирасоро) измеряют деформацию проек­
тивной структуры на 8 1 = IRP1 диффеоморфизмами. 

§ 2. Уравнения газовой динамики и сжимаемых жидкостей 

Движение сжимаемой жидкости - это естественное обобщение движения 

идеальной несжимаемой жидкости. Вместо условия несжимаемости предпо­

ложим теперь, что давление в уравнении Эйлера определяется внутренними 
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степенями свободы жидкости. Обычно этими внутренними параметрами яв­

ляются плотность и энтропия жидкости. 

2.1. Варотропные жидкости и газовая динамика 

Баротропные жидкости (или газы) являются упрощенными моделями сжи­

маемых жидкоС!l'ей, в которых только плотность жидкости или газа является 

внутренней степенью свободы. 

Определен и е 2.1. (Сжимаемая) жидкость называется баротропной, 
если член давления в эволюционном уравнении определяется только плотно­

стью жидкости. Движение такой жидкости описывается следующей системой 

уравнений: 

{ 
pv = -p(v, \i')v- \i'h(p), 

р + div(pv) =О 
(2.1) 

с неизвестными - векторным полем скорости v и функцией плотности жид­
кости р. Функция давления h(p) отражает физические свойства жидкости 
и предполагается заданной. Например, уравнение одномерной газовой дина­
.ми?Сu соответствует выбору h(p) = pv (для движения воздуха v ~ 1.4). 

Уравнениям (2.1) можно придать смысл на произвольнам римановом 
многообразии М: (v, \7) означает ковариантную производную вдоль поля v 
(см. гл. 1), а дивергенция берется по отношению к форме объема, индуциро­
ванной метрикой. Первое уравнение- аналог уравнения Эйлера несжимаемой 

жидкости, только поле скоростей v Е Vect(M) теперь не предполагается без­
дивергентным. Второе же уравнение является уравнением неразрывности 

с неизвестной функцией р. Таким образом, фазовое пространство системы 

состоит из всевозможных пар {(v, р): v Е Vect(M), рЕ С00 (М)}. 
Соответствующее конфигурационное пространство для течений баратроп­

ной жидкости на многообразии М - это группа 

Р := Diff(M) ~ С00 (М), 

определяемая как полупрямое произведение группы всех диффеоморфизмов 

многообразия М и пространства с=(М) всех гладких функций па много­

образии (см. [HMRW], где имеется вывод уравнения с помощью лаграпжена 
формализма, и [GrS] по поводу некоторых теорем существования решений). 

Напомним (ер. с гл. 1, § 10 о магнитном расширении группы), что группо­
вая структура на полупр.я.мо.м произведении Р определяется формулой 

где 'lj;*a - естественное действие диффеоморфизма 'Ф на функцию а: 

('Ф*а)(х) = а('Ф- 1 (х)). Коммутатор в соответствующей алгебре Ли 

р = Vect(M) ~ С00 (М) 

также определяется полупрямым произведепием: 

[(v, а), (w, b)J = ([v, wJ, Lwa- Lvb), 
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где <р, ф Е Diff(M); а, Ь Е С00 (М); v, w Е Vect(M); а [v, w] означает коммутатор, 
т. е. скобку Пуассона двух векторных полей на М со знаком минус ([v, w] = 
= -{v,w}, см. гл. I, § 2). 

За меч а н и е 2.2. Алгебра Ли р = Vect(M) ~ С00 (М) имеет простой 
геометрический смысл: она является алгеброй Ли дифференциальных опе­

раторов первого порядка на М. Такой оператор является суммой Lv + р 
оператора Lv производной Ли по пекоторому полю v на М и оператора 
нулевого порядка умножения на функцию р. 

Пр е д л о ж е н и е 2.3 (см. [GS1, MRW, Nov2]). Уравнение движения ба­
ротроnной жиth:ости является уравнением. Га.ми.лътона нар* no отноше­
нию -х: .линейной стру-х:туре Пуассона-Ли и фуюсv,ии Га.ми.лътона 

H(v,p) =- j (~pv2 + Ф(p))Ji, 
d м 

где dp Ф(р) = h(p). 

За меч а н и е 2.4. В отличие от динамики Эйлера (как твердого тела, 
так и идеальной жидкости), полная энергия баратропной жидкости не явля­
ется квадратичной формой и она не отвечает римановой метрике на группе Р. 

Однако все же имеется вариационная задача на кокасательном пространстве 

Т* Р группы ЛиР, экстремалями которой являются решения уравнений (2.1). 
Теоретико-групповая интерпретация и все описанные гамильтоновы свойства 

уравнений остаются справедливыми и для уравнений баратропной жидкости 

(или газовой динамики) с несколькиминесущественными поправками. 

Заметим, что для одномерного многообразия М = IR или 8 1 уравнения 
газовой динамики (2.1) для алгебры р = Vect(M) ~ С00(М) являются инте­
грируемыми (см. п. 3.2 ниже). Эта алгебра Ли имеет три независимых нетри­
виальных 2-коцикла (причем одним из них является коцикл Гельфанда-Фукса 

алгебры Вирасоро). 

С х е м а д о к аз а т е ль с т в а п р е д л о ж е н и я 2.3. Непосредствен­
ной проверкой петрудно доказать следующее 

П ре д л о ж е н и е 2.5. Соnряженн'Ы.М nространство.м -х: nространству 

ве-х:торнъtх nолей Vect(M) на п-.мерно.м .многообразии М является nростран­
ство П1 (М) 0J nn(M), где 0J озна-чает, -что те'Н.Зорное nроизведение берет­
ся над фун-х:v,ия.ми на М. 

Другими словами, элементами пространства П1 (М) 0J nn(M) являются 
пары {3 0 Ji, {3 Е 111, Ji Е nп, причем мы не делаем различия между пара­
ми f {3 0 Ji или {3 0 f Ji для произвольной функции f. (Зафиксировав фор­
му объема Jio -и тем самым нарушив инвариантность- мы можем отож­

дествить векторное пространство П1 (М) 0J nn(M) с пространством 1-форм 
П1 (М).) Спаривание векторного поля v Е Vect(M) и элемента 7J = f3 0J 11- Е 
Е П1 (М) 0J nп(М) задается формулой: 

(v,{30Jl}= J(ivf3)Jl 
м 
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(векторное поле v надо подставить в 1-форму {3, затем полученную п-форму 
(ivfЗ)J.L проинтегрировать по М). Естественность такого выбора сопряженного 

пространства подтверждается тем, что каприсоединенное действие алгебры 

Ли Vect(M) имеет простой геометрический смысл: 

(2.2) 

т. е. оно является заменой координат как в 1-форме {3, так и в п-форме J.L. 
В случае алгебрыЛир = Vect(M) 1>< С00 (М) элементами соответствующе­

го сопряженного пространства р* являются пары (i],O), где 7J Е П1 (М) ®J 
®J nп(М) и О Е nn(M). Оставляем читателю убедиться самостоятельно, что 
каприсоединенное действие элемента (tp, а) Е Diff 1><С00 (М) задается форму­
лой Ad(..,,a)(7J, О)= (tp.7J + da ® tp.O, tp.O) (см., например, [MRW]). 

По известному каприсоединенному действию можно найти вариационную 

производную функции Гамильтона (см. определение 1.21) и соответствующее 
уравнение Эйлера по формуле 

. d* m=a бHfбmm. о 

Оказывается, что уравнение движения баратропной жидкости, или газо­

вой динамики, во многом похоже на несжимаемый случай (например, струк­
тура законов сохранения в четных и не четных размерностях). Это явление 
объясняется «несжимаемостью>> баратропной жидкости по отношению к ко­

ординатам, меняющимся вместе с плотностью. 

Точнее, пусть J.L - форма объема на М, индуцированная римановой мет­

рикой. Функции плотностир отвечает п-фор.ма плотиости О:= PJ.L Е nп(М). 
Т е орем а 2.6 (см. [KhC]). Уравнепия движения баратроппой жид-к:ос­

ти (2.1) и.меют первьtе иптегра.л.ы 

I(v) := J и А (dи)m 
м 

или J1(v) := j !(d~)m)o 
м 

в зависимости от -четности -числа n = dim(M) (n =2m+ 1 и n =2m соот­
ветствеппо). Здесъ поле v двойствеппо 1-фор.ме и отпосителъпо .метри-к:и, 
а f: IR -+ IR - произвольпая фуп-к:ция. 

Эти первые интегралы можно получить с помощью формулы (9.2) из гл. 1, 
заменив п-форму J.L формой плотности О= pJ.L Е nп(М), где р- функция плот­
ности. Ниже мы покажем, что эти инварианты являются функциями Казими­

ра на двойственном пространстве к алгебре Ли р. Другой (хотя и тривиаль­
ный) закон сохранения той же природы отвечает за общую массу жидкости, 

т. е. за интеграл от формы плотности О по многообразию М. Функция Га­

мильтона Н - это еще один первый интеграл уравнения, но она не является 

функцией Казимира. 

3 а меч а н и е 2.7. Уравнения движения баратропной жидкости, плот­
ность р которой почти постоянна, аппроксимируют уравнения Эйлера несжи­
маемой жидкости [ЕЬ]. Условие несжимаемости можно рассматривать как 
дополнительную связь, налагаемую на систему (см. [Arn16]). Динамическая 
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система на подмногообразии может задаваться как динамическая система на 

объемлющем многообразии с дополнительной <<силой реакции>>, направленной 
к подмногообразию. 

Например, точечная масса, вынужденная двигаться по единичной окруж­

ности, может рассматриваться как свободный конец твердого стержня, за­

крепленного в другом конце. Эта система есть предельный случай механиче­

ской системы, представляющей собой материальную точку, находящуюся на 

конце пружины, когда коэффициент упругости стремится к бесконечности, 

а собственная длинапружины (длина при равновесии) остается равной еди­
нице. Точка стержня движется по окружности, а точка па пружине колеблется 

вблизи нее. В пределе координата и скорость (но не ускорение) <<упругого ма­
ятника» стремятся к соответствующим характеристикам маятника па твердой 

подвеске. 

Подобно этому для группы диффеоморфизмов можно ввести <<возвраща­

ющую силу>>, направленную к подгруппе сохраняющих объемы диффеомор­

физмов. Тогда скорость и ее первые частные производпью для баратроппой 

(слабо сжимаемой) жидкости стремятся к соответствующим величипам для 
идеальной жидкости. В частности, приведеиные выше законы сохранения для 

баратропной жидкости превратятся в формулы (9.2) гл. 1 законов сохранения 
при р ---+ 1. Действительно, формулы этих законов сохранения содержат лишь 
скорость v и ее пространствеиные частные производвые дv / дх (другими сло­
вами, форму и и ее дифференциал dи, где и связано с v с помощью римаповой 
метрики, т. е. без какого-либо дифференцирования). Законы сохранения не со­

держат производных скорости по времени (т. е. ускорения), и, следовательно, 
предельный переход возможен. 

Д о к аз а т ель с т в о т е орем ы 2.6. Эвристически, идеясостоит в том, 
что nлотность р nереносится потоком и жидкость является несжимаемой по 

отношению к новой форме объема е (зависящей от времени и от начальных 
условий). Таким образом, можно применять теорему 9.2 гл. I, предположения 
которой не требуют какой-либо связи между метрикой и формой объема. 

Более точно, траектории уравнений движения баратроппой жидкости 

касаются орбит коприсоедипенпого представления группы Р = Diff(M) ~ 
~ С00 (М), и утверждение теоремы вытекает из следующего предложения. 
Пр е д л о ж е н и е 2.8. Фун:х:v,ионал 

I(!З, е)= f и 1\ (dи)m 
м 

в слу'Ч,ае не'Ч,етного n = 2m + 1 и фун'К:v,ионалъt 

в слу'Ч,ае 'Ч,етного n =2m (где 1-фор.ма и определ.яетс.я по формуле и:= (Jje Е 
Е П1 (М)) инвариантньt при 'К:оприсоединенно.м действии группъt Р на двой­
ственном пространстве р*. 
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Д о к аз а т е л ь с т в о. Заметим, что частное и = 731 В имеет геометричес­
кий смысл дифференциальной 1-формы (см. (2.2)). На эту форму элемент 
группы действует по формуле: 

Ad* Ad* (73) 'P*li + da@ 'Р*() (Jj) d d (<р,а)и= (<р,а) (j = <.р*() =<р* в + а=<р*и+ а. 

Таким образом, 1-фop'Nla и переносится потоком с точностью до дифференци­

ала пекоторой функции. Следовательно, действие группы Р на классе смеж­

ности (и] Е П1 1 dП0 1-формы на М, также как и на п-форме В Е пп, является 
геометрическим: это просто замена переменных. Теперь предложение 2.8 (так­
же как и предложение 9.3 из гл. I) следует из бескоординатного определения 
функцианалов I и I f. О 

Для завершения доказательства теоремы 2.6 осталось напомнить, что 
оператор инерции А: р -t р*, определяемый римановой метрикой на много­
образии М, является отображением (v,p) ~(и@ О, В), где В= рр,- форма 
плотности на М, а 1-форма и получается из вектора скорости v <<опусканием 
индексов>> с помощью метрики. О 

2.2. Другие консервативные системы уравнений, связанные с движением 
жидкости 

В обзорах [GS2, HMRW, MRW, Nov2, DKN, VlMJ расемотреп гамильто­
пов формализм, связанный с различными типами жидкостей, и в частности, 

развит метод полупрямых произведений и гамильтоновых редукций. 

Приведем несколько примеров: 

1. Общая невязкая сжимаемая жидкость - это среда с двумя внутренними 

степенями свободы: член давления определяется и плотностью, и энтропией 

(в отличие от баротропного случая, где он определяется только плотностью), 
см. [Nov2J. Тогда соответствующее уравнение Эйлера связано с полупрямым 
произведением алгебр Ли 

р* := Vect(M) t>< (С~(М) ЕJЭ С;'(М)]. 

2. Анизотропные жидкости (например, супержидкость 4Не) требуют вве­
дения векторного поля для внутренних степеней свободы [Nov2, KhLJ. 

3. Магнитная гидродинамика в сжимаемой идеально проводящей жид­
кости отвечает полупрямому произведению магнитного расширения группы 

диффеоморфизмов (рассмотренного в гл. I, § 10) с пространством гладких 
функций на М (см. [MRW]). 

4. Движение идеальной несжимаемой жидкости со свободной границей не 
имеет явной груnповой структуры: нельзя построить композицию двух ире­

образований потока с различными контурами границы. Гамильтонов форма­

лизм для этой задачи, а также гамильтопов вид уравнений движения капли 

жидкости с учетом поверхностного натяжения излагается в [LMMRJ. 
5. Движение твердого тела в жидкости описывается уравнениями Кирх­

гофа в JR6 (см. гл. I, § 10). Однако вся система тело-жидкость является 
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уже бесконечномерной системой. Движение тела, погруженного в жидкость, 

задается вектором количества движения и кинетическим моментом, а жид­

кость представляет собой бесконечномерную систему рассматриваемого типа 

(одна из компонент границы фиксирована, другая свободна). Жидкость, 
заполняющая полость М в твердом теле,- другой пример подобной систе­

мы. Ей отвечает полупрямое произведение группы Е(З) (движений тела) 

и SDiff(M) (движение жидкости, заполняющей полость объема) (см. [VЩ об 
анализе устойчивости для систем обоих типов). 

6. Геометрия геодезических относительно Н1-метрики па группе сохраня­
ющих объем диффеоморфизмов и ее связь с усредненным уравнением Эйлера 

обсуждалась в [MRS]. 
7. Многие уравнения, связанные с двумерной гидродинамикой, интегри­

руемы. Например, уравнение Кадомцева-Петриашвили (ut + 6иих + Uxxx)x + 
+ Зиуу = О определяет интегрируемую гамильтонову систему, описывающую 
течение мелкой воды. 

8. Уравнения движения бесконечно проводящей жидкости (а также {3-плос­
кости в метеорологии, 1:::1'1/Jt + fЗ'Фх + { '1/J, дф} =О) отличаются от стандартной 
несжимаемой двумерной или трехмерной гидродинамики членом типа силы 

Кориалиса (см. [Fey] и п. 2.3 ниже). 
9. Уравнение { 'I/J 8 +су, {3'1/J 8 + {3} =О стационарных волн в двумерной зада­

че получается из уравнения {3-плоскости подстановкой ф( х, у, t) = 'I/J 8 
( х - ct, у). 

Оно имеет интересные решения в виде стационарного движения дипольного 
вихря (см. [LaR], гл. I, п. 11.1 о случае {3 = 0). 

10. Многие динамические системы на синус-алгебре являются <<кванто­
вым>> аналогом алгебры гамильтоновых векторных полей на двумерном торе 

(см. замечание 11.6 в гл. I и в [НОТ]). 
11. Общие скобки Пуассона гидродинамического типа [D-N, DKNJ опреде­

ляют гамильтопов формализм для квазилинейных уравнений первого порядка 

на многообразии. Свойства этих скобок накладывают весьма ограничитель­
ные условия на римапаву структуру этого многообразия. 

Еще одним преимуществом гамильтонона подхода является простая гео­

метрическая интерпретация так называемых переме'Н.ньtх К.лебша, встречаю­

щихся во многих задачах, представляющих физический интерес. Эти пере­

менные возникают в гидродинамической постановке как избыточный набор 

координат (с дополнительными связями между ними), в которых уравнение 
Эйлера принимает каноническую гамильтонову форму (см. [Lam]). Общую 
пуассоновуточку зрения на симплектические (или Клебша) переменные мож­
но найти в [M-W] (см. также [Zak, MRW]). 
Определение 2.9 (см. [M-W, MRW]). Пусть Р- пуассоново мно­

гообразие. Cu.мn.n.e'IC'mu-ч.ec?Cu.м.u nере.м.е·н:н:ы.м.и на Р называется отображение 
J: М -+ Р симплектичекого многообразия М в Р, которое согласовано со 

скобками Пуассона {т. е. поднятие скобки Пуассона двух функций/, g наР 
является скобкой Пуассона на М от их поднятий, f о J, g о J). Канонические 
симплектические координаты на М называются ?Санони-ч.ес?Си.мu '!f,ООрдината­

.м.и на пуассоновом многообразии Р. 
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Функция Гамильтона Н: Р -t 1R. определяет функцию Гамильтона Нм := 
:=Н о J на М, а интегральные кривые «канонической» гамильтоновой систе­
мы на М с гамильтонианом Н м накрывают соответствующие интегральные 

кривые для пуассононой «пеканонической» гамильтоновой системы на Р. 

Пр и мер 2.10. Конструкция многообразия М и отображения J для про­
странства Р = g, двойственного к произвольной алгебре Ли g, снабженного 
скобкой Ли-Пуассона, весьма наглядна. Симплектическое многообразие- это 
кокасательное расслоение М= T*G к группе Ли G, а отображение J является 
сдвигом LZ любого конектора ~Е т;с в точке g Е G в касательное простран­
ство в единице: т; с = g*. Естественные координаты (р, q) в кокасательном 
расслоении Т* G являются каноническими для g*, поскольку симплектическая 
структура имеет вид dp Л dq. 

Линейный аналог персменных на Т* G - это набор канонических коорди­

нат на М = g* еэ g, а отображение 

J: g* еэ g - g* 

задается формулой (р, q) ~ ad;p. Мы отсылаем к работам [М-W, MRW, ZakJзa 
подробным описанием этой конструкции персменных Клебша и ее многочис­

ленными приложениями к динамическим системам и их законам сохранения. 

2.3. Уравнение бесконечной проводимости 

Уравнение бесконечной проводимости обладает многими свойствами, 

присущими уравнениям идеальной гидродинамики. Оно связано с уравне­

нием движения несжимаемой жидкости, поскольку при высокой плотности 

электронный газ подобен жидкости: взаимное отталкивание одинаково заря­

женных частиц в электронных сгустках делает этот газ несжимаемым. 

Определен и е 2.11 (см., например, [FeyJ). Уравнение (нерелятивист­
ской) бес-х;оне'Чноu проводи.мости в области в JR.3 имеет вид 

v = -(v, \l)v- v х В- \lp. (2.3) 

Здесь v - это бездивергентное поле скоростей электронного газа, В - посто­

янное по времени (но не в пространстве) внешнее бездивергентное магнитное 
поле, а символ х означает векторное произведение в JR.3 . Можно написать ана­
лог этого уравнения на произвольнам римановом многообразии М с формой 

объема р, (см. [OKCJ). 
Пр е д л о ж е н и е 2.12 (см. [KhCJ). Уравнение бес-х;оне'Чиоu проводимос­

ти (2.3) э1евивалентно с.ледующе.му га.м:и.л:ьтонову уравнению ua простраи­
стве SVect(M)* = f!1(M)/df!0 (M), двоuственио.м 1е алгебре Ли вe-x;mopuъtx 
noлeil иулевоu дивергенции SVect(M): 

д[и] 
дt == -Lv[и +а]. (2.4) 

Здесъ 1-фор.ма и свлзана с ве-х;mориъt.м поле.м v с по.мощъю оператора ииерции 
для дauuoil .метри-х;и, [и] Е f!1 (M)/df!0 (M) - -х;ласс с.межиости 1-фор.мЪL и, 
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а а явл.яетс.я 1-фор.моu, дифферен:и,иал da ~отороu удовлетворяет тожде­
ству da = -iвJ.L. 
Д о к аз а т е л ь с т в о. Доказательство дословно повторяет рассужде­

ния для случая идеальной несжимаемой жидкости, рассмотренного в гл. I 
(см. уравнение (7.11) в гл. 1). Наличие формы а, удовлетворяющей da = -iвJ.L 
(с точностью до дифференциала пекоторой функции), приводит к члену v х В 
в формуле (2.3). 

Уравнение бесконечной проводимости (2.3) гамильтоново, причем функ­
ция Гамильтона равна квадратичной форме энергии (со знаком минус), 
у которой сдвинуто начало координат в SVect(M)*: 

-Н([и]) = -~ j(и +а, и+ а) J.L· 

м 

Уравнение Эйлера, соответствующее этой функции, имеет вид 

д[и+а] --L [ + ] 
дt - vи а, 

эквивалентный (2.4), так как поле В постоянно во времени, и, следовательно, 

дВ =да =О 
дt дt . о 

С л е д с т в и е 2.13. Ypaв'l-te'l-tиe бec-x:o'l-te'Ч.'I-tOU nроводи.мости (2.3) и.ме­
ет либо по ~pau'l-teil .мере оди'l-t, либо бес~оне-ч.'l-tо .м'l-tого первъtх и'l-tmегралов, 

в зависи.мости от четности n = dim(M). Соответствующие интегра­

лы равн·ы I(v) или IJ(v) из фор.мул (9.2), в ~оторъtх и зa.мe'l-te'l-ta на и+ а 
с 1-фор.моu а, onpeдeлe'l-tнou выше. 

3 а меч а н и е 2.14. Уравнение бесконечной проводимости (и его обоб­
щение на п-мерное многообразие М) можно понимать как уравнение Эйлера 
на центральном расширении алгебры Ли бездивергентных векторных полей 

на М [Rog, Ze2]. Соответствующий 2-коцикл, расширяющий алгебру Ли век­
торных полей нулевой дивергенции SVect(M), является 2-коциклом Лихиеро­
вмча [Lich]. Для любой замкнутой 2-формы (3 на М (например, для (3 = da 
выше) он определяется по формуле 

cp(v, w) = J (iwivf3) J.L 

м 

(ер. с замечанием 11.6 из гл. 1 о расширении синус-алгебры и алгебры гамиль­
тоновых векторных полей на двумерном торе). 

§ 3. Кэлерова геометрия и динамические системы на пространстве узлов 

Бесконечномерные пространства кривых появляются в гидродинамичес­

кой постановке как некоторые специальные «маломерные» каприсоединенные 

орбиты группы диффеоморфизмов пространства JR3 . Эта точка зрения связы­
вает во многом казалось бы далекие друг от друга симплектические и пуас­

соновы многообразия и динамические системы на них. 
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3.1. fеометрические структуры на множестве вложенных кривых 

Рассмотрим пространство С гладх:о вложенных непара.метризованнъtх 

ориентированных за.мх:нутъtх х:ривъtх (или пространство узлов) в трехмер­
ном евклидовом пространстве JR3 . Это пространство кривых можно прсдстав­
лять как пространство всех гладких отображений 'У: 5 1 ---+ JR3 окружности 
в JR3 , являющихся иммерсиями ('У' ( х) f О для всех х Е 5 1 ) и не имеющих 
двойных точек, причем мы не различаем между собой отображения с одним 

и тем же образом: 

с = {т 51 
---+ 1R3 : "(1 (х) i о \f х Е Sl, "f(X) = 'У(У) {::} х =у} 1 ('У,.._, ('У о ер)). 

Здесь ер пробегает множество диффеоморфизмов окружности 5 1 . 

Связные компоненты пространства С являются классами эквивалентных 

(ориентированных) узлов. Мы будем называть два узла эх:вивалентнъt.ми, ес­
ли существует изотопия объемлющего пространства JR3 , переводящая один 
узел в другой. Лакальна постоянные функции па С называются инварианта­

ми узлов. 

Пространство узлов С может быть снабжено естсетвенной симплсктиче­

ской структурой. Рассмотрим вложенную кривую 'У = 'У( 5 1) С JR3 . Касатель­
ный вектор v к пространству узлов С в точке 'У является бесконечно малой 
вариацией кривой"(, т. е. некоторым нормальным векторным полем, заданным 

на 7(S1). В параметризованной форме вектор v(x) ортагонален 'У'(х) в JR3 для 
всех х Е 5 1 . 

\ 
\ 

\ 
\ 

Рис. 7 4. Значение симплектической структуры на двух вариациях узла является 
объемом воротника, натянутого на вариации 

Определен и е 3.1. Си.мплех:ти'Чес'IСа.я стру1етура (Марсдена-Вайн­
штей'/iа) на пространстве узлов есть 2-форма f3 на С, значение которой 
па паре элементов v, w Е Т1С равно ориентированному объему следующего 
<<воротника>> вдоль кривой 'У· В каждой точке 'У(х) на векторы v(x) и w(x) на­
тянем параллелограмм. Воротник есть объединение этих параллелограммов 

вдоль 'У С JR3 , рис. 7 4. 
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Для пекоторой параметризации параметром х Е 8 1 имеем 

{З(v,w) = j vol("Y'(x),v(x),w(x))dx, 

st 

где vol - объем параллелепипеда, патянутого па три вектора. Интеграл, оче­

видно, не зависит от выбора параметризации. 

Заметим, что нам нужна не евклидова структура в пространстве, а только 

форма объема в IR3 . Определение может быть легко перенесено на произволь­
вое трехмерное многообразие с формой объема. Более того, для многообра­

зия произвольной размерности n ;;:::: 2 аналогичное определение задает сим­
плектическую структуру на пространстве подмногообразий коразмерности 2 
(т. е. размерности (п- 2)). 

Эта симплектическая структура имеет следующий гидродинамический 

смысл. Каждая связная компонента пространства С (т. е. каждый класс изо­

топных узлов) может рассматриваться как специальная каприсоединенная 
орбита группы диффеоморфизмов, сохраняющих объемы в JR3 . 

Определен и е 3.2. Пусть 'У - узел в JR3 . Тогда он определяет фу'Нn­
v,ио'Нал f'Y на пространстве бездивергентных векторных полей: значение f'Y на 

поле v равно величине потока поля v через любую поверхность в JR3 , ограни­
ченную контуром 'У (такая вложенная поверхность а называется поверхностью 
Зейферта). 

Пр е д л о ж е н и е 3.3. Фу'Нnv,ио'Нал узла f'Y порреnт'Но определе'Н 'На без­

диверге'Нт'Нъtх вептор'Ных пол.ях, т. е. его велu'Чи'На 'Не зависит от выбора 

поверх'Ности а, дл.я потарой да= 'У· 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Разность между потоками поля v через две по­
верхности с той же границей 'У есть поток v через замкнутую поверхность. 
Последний равен нулю ввиду бездивергентности поля v. D 

За меч а н и е 3.4. Свяжем пространство функцианалов f'Y Е SVect(JR3 )* 
с другим описанием двойственного пространства как факторпространства 

всех 1-форм на IR3 по точным 1-формам или как пространства всех замкнутых 
2-форм: 

Внешняя производпая d переводит класс смежности 1-формы (элемент из 
f2 1 /df2°) в замкнутую 2-форму (элемент из Z 2 ) взаимно однозначно, так как 
H 1(JR3 ) =О (см. следствие 7.9 гл. I). 

Кривой 'У сопоставим особую 2-форму w'Y в JR3 с носителем па 'У· Она явля­
ется б-образной формой, интегралы которой по любой двумерной площадке 
обращаются в нуль, если только эта площадка не пересекает кривую. Если 
же площадка пересекает кривую, то интеграл равен алгебраическому числу 

точек пересечения, когда знак пересечения определяется по ориентации кри­

вой 'У и ориентации площадки в каждой точке пересечения. 

Замкнутость 2-формы w'Y соответствует замкнутости кривой 'У. Таким 
образом, w'Y принадлежит Z 2 (JR3

). (Более точно, w'Y - это так называемый 
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пото~е Де Рама. Она принадлежит замыканию пространства гладких 

замкнутых 2-форм (см. [DeR])). 
Чтобы представить замкнутую (и, следовательно, точную) 2-форму v.;1 

на JR3 как элемент факторпространства П 11 dП0 , мы должны взять d- 1 от 
нее. Форма d-1w1 определена неоднозначно. Ее можно представить как б-об­
разную 1-форму с носителем на поверхности Зейферта а кривой "(, рис. 75. 
Класс смежност.и такой 1-формы и(7 принадлежит (определенному соответ­

ствующим образом) замыканию пространства П 11 dП0 . 

Рис. 75. 2-формаw7 имеет носитель на кривой 1· Носителем 1-формы d- 1w7 является 
поверхность Зейферта а 

Пр е д л о ж е н и е 3.5. Спаривание 1-фор.мы и(7 с бездивергентнъш ве'IС­

торнъш полем v согласно определению гл. I (см. формулу (7. 7) в гл. I) совпа­
дает с пото~ео.м поля v 'Ч,ерез поверхностъ а. 

Д о к аз а т е л ь с т в о. Пусть f.L - форма объема в пространстве JR3 . Тогда 
спаривание (класса смежности) 1-формы и(7 и бездивергентного поля v равно 
(см. формулу (7.3) гл. I) 

([и<7], v) = J ivи<7 f.L = J и(7 1\ iv f.L = J iv f.L· 
JRЗ JRЗ <7 

Полученный интеграл не зависит от выбора системы координат и равен пото­

ку поля v через поверхность а. D 
Мы отождествили узлы с некоторыми точками в двойственном простран­

стве SVect(IR3 )*. Каприсоединенное действие диффеоморфизмов, сохраняю­
щих объем, на узлах является геометрическим, и, следовательно, все узлы, 

изотопные заданному, образуют каприсоединенную орбиту. Подобное рассуж­

дение применимо также и к зацеплениям. Таким образом, классификация ин­

вариантов узлов, будучи достаточно трудной самой по себе, становится частью 

намного более сложного вопроса о классификации всех функций Казимира 

группы диффеоморфизмов пространства JR3 (или трехмерной сферы 8 3 ), СО­
храНЯЮЩИХ элемент объема. 

Пр е д л о ж е н и е 3.6 (см. [M-W]). Отождествим .множество изо­

топн:ых узлов с ~еоприсоединенной орбитой группъt диффео.морфиз.мов про­

странства JR3 , сохраняющих об'l:Jе.мы. Тогда си.мпле~ети'Ч,ес~еа.я, стру'!Стура 
Кириллова-Костанта на этой орбите совпадает с си.мпле~ети"Ч,ес~еой стру~е­

турой Марсдена-Вайнштейна. 
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Д о к аз а т е л ь с т в о. Пусть два поля v и w определяют две вариации 
кривой 'У· Симплектическая структура Кириллова-Костанта на каприсоеди­

ненной орбите в точке w7 ставит в соответствие этим вариациям следующее 

число: 

(w7 , [v, w]) := (d- 1w7 , -{ v, w}) = -(ua, { v, w}) = 

=- l(i{v,w}Ua) J-L =-1 Ua !\ (i{v,w}J-L). 
~3 ~3 

Здесь учтено, что коммутатор [v, w] в алгебре Ли векторных полей равен 
минус их скобке Пуассона. Поскольку { v, w} =- rot(v х w), то согласно опре­
делению rot( v х w) 

-i{v,w}/-L = irot(vxw)/-L = do:. 

Здесь 1-форма о: связана с векторным полем ( v х w) посредством римановой 
метрики: о:(~)= ((v х w), ~) для любого векторного поля~- Теперь имеем 

(w7 , [v, w]) = 1 Ua !\ do: = 1 dua !\о:= 1 UJ'"Y !\о:. 
~3 ~3 ~3 

Этот интеграл по определению 1-формы о: равен циркуляции поля v х w 
вдоль 'У или, что то же, объему воротника, натянутого па вариации v и w 
кривой 'У: 

Итак, он 

нием 3.1. 

1 w7 !\о:= 1 vol('Y', v, w) dx = ;J(v, w). 
~3 51 

совпадает с симплектической структурой, задаваемой определе­

D 
За меч а н и е 3.7. Заметим, что каприсоединенные орбиты, соответ­

ствующие узлам, удовлетворяют пекоторому условию <<квантованию>. Свя­

жем с каждым узлом поле с носителем в тонкой трубчатой окрестности узла, 

поток которого через любую трансвереаль к узлу равен единице. Поток та­

кого поля через поверхность Зейферта любого другого узла является целым 

числом. 

Если т - точка из такой <<квантованной>> орбиты, то орбита точки Лm 

(Л Е JR) для нецелого Л не соответствует, вообще говоря, никакому (непара­
метризованному) узлу. Это следует из описания каприсоединенных орбит как 
классов смежности [о:] 1-форм по модулю дифференциалов: форма Ло: соот­
ветствует орбите Лm. Эти орбиты каприсоединенного представления узлового 

типа зависят от периода формы §о: как от параметра. Орбиты непараметри­
зованных узлов соответствуют 1-формам периода 1 при описании с помощью 
классов смежности. 

Рассмотрим каприсоединенную орбиту одного из таких зацеплений или 

узлов. Мы видели, что это <<многообразие>> имеет следующее специальное 

свойство: значения <<координат>> его точек, равные числам зацепления с дру­

гими узлами, всегда целые, за исключением тех узлов, которые пересекают 
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заданный. В этом смысле орбита подобна многограннику, грани которого 

параллельны координатным подпространствам и имеют целочисленные значе­

ния проекций вдоль этих подпространств. Простейшим примером многогран­

ника такого типа является ломаная линия на шахматной доске, состоящая из 

частей границ клеток. 

Можно представля~.ь себе эти орбиты как элементы некоторого подмно­

жества сопряженного пространства, в чем-то похожего на подмножество 

точек векторного пространства, одна из координат которых целочисленная. 

По-видимому, заменяя целые коэффициенты узлов, образующих зацепле­

ния, рациональными, можно получить множество, плотное в пекоторой 

естественной топологии. 

3 а м е ч а н и е 3.8. Пространство С также можно снабдить естествен­
ной почти комплексной структурой, т. е. непрерывным полем операторов 

J7 : Т7С--+ Т7С таким, что J; = -1 для всех 'У Е С. Этот оператор имеет 
простой геометрический смысл: каждое поле вариации v вдоль кривой 'У 

переводится в другое поле Jv вдоль "f, векторы Jv(x) которого получа­
ются поворотом v(x) на тг/2 в положительном направлении в плоскости, 
перпендикулярной к 'У'(х) (см. рис. 76). 

Рис. 76. Иммерсированный узел и почти комплексная структура в пространстве 
узлов 

Оказывается, что тензор кривизны этой структуры нулевой IPeS, BrylJ. 
В конечномерном случае этого условия было бы достаточно для существова­

ния комплексных координат на многообразии {теорема Ньюлендера-Нирен­

берга, IN-NJ). Однако такую конструкцию комплексных координат нельзя 
без дополнительных условий перенести на бесконечномерный случай. Можно 

показать, что бесконечномерное многообразие всех С00-кривых ue допус'/Сает 
комплексной структуры ILemlJ. Согласно Л. Лемперту аналогичное утвержде­
ние об отсутствии комплексной структуры имеет место и в категории анали-
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тических узлов в аналитическом многообразии, хотя ситуация здесь еще более 

усложняется (LemЗ], (ер. с обсуждением в (Bryl]). (Мы также отсылаем к ра­
боте (PeS], в которой обсуждается геометрическое квантование для вихревых 
конфигураций.) 

Заметим также, что пространство модулей изометрячных отображений 

окружности в евклидово пространство JR3 (по модулю евклидовых движений, 
сохраняющих ориентацию) допус.,.ает комплексную структуру (MiZ]. Другой 
пример бесконечномерного комплексного многообразия доставляет типичная 

коприсоединенная орбита алгебры Вирасоро (КiЗ] или сама группа Вирасо­
ро (Lem2]. 

3 а м е ч а н и е 3.9. Построенные выше структуры, так же как и динами­
ческие системы, к которым мы сейчас перейдем, можно определить на боль­

шем множестве С так называемых и.м.мерсировшн:н:ых узлов, которое имеет 
более удобную топологию (см. (Bryl]). Это множество содержит иммерсии 'У 
с самопересечениями конечной кратности в конечном числе точек (рис. 76). 
Распространение инвариантов узлов с множества С на пространство иммер­

сированных узлов С является ключевым элементом теории Васильева инва­
риантов узлов конечного порядка (VasV]. 

На первый взгляд кажется, что пространство иммерсированных узлов 

с одной точкой самопересечения имеет (бесконечную) размерность, которая 
на единицу меньше, чем размерность симплектического пространства (ко­
присоединенной орбиты) регулярных узлов в пространстве всех иммерсий 
окружности, и, следовательно, оно не может нести какой-либо симплекти­

ческой структуры. Это, однако, не так, поскольку соответствующая копри­

соединенная орбита имеет размерность на два меньше, чем размерность 

орбиты регулярного узла: иммерсированные узлы с одной двойной точкой 

(заданного топологического типа) образуют двухпараметрическое семейство 
орбит (поскольку интегралы от соответствующей 1-формы вдоль каждой из 
двух петель являются инвариантами), тогда как орбиты регулярных узлов 
заданного топологического типа образуют однопараметрическое семейство 

(где инвариантом является интеграл по всему узлу). 

3.2. Уравнение нити, нелинейвое уравнение Шредингера и уравнение 
цепочки Гейзенберга 

Чтобы определить динамическую систему на (симплектическом) про­
странстве непараметризованных ( иммерсированных) ориентированных уз­
лов С (являющимся замыканием множества вложенных кривых С), нужна 
функция Гамильтона. Естественно взять в качестве гамильтонпава Н фун.,.­

ционал длинъt кривой: 

Н('У) :=длина ('У)= j V('Y'(x), 'У'(х)) dx. 
Sl 

Отметим, что как и в идеальной гидродинамике, для задания эволюции мы 
должны зафиксировать рималову метрику в дополнение к выбору формы объ­

ема на многообразии. 
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Определен и е 3.10. Уравнением нити называется гамильтоново 

уравнение с функцией Гамильтона Н, сопоставляющей каждой кривой ее 

длину, в пространстве узлов С, наделенном симплектической структурой 
Марсдена-Вайнштейна. 

Эволюция {-у(х, t)} кривой -у(х, 0), х Е 8 1 согласно уравнению нити такова: 

д-у д-у д2"f 
дt = k(x, t) дх х дх2' (3.1) 

где k(x, t)- кривизна кривой в точке х в момент t. 
Действительно, это уравнение принимает особенно простой вид, если в ка­

честве х выбран натуральный параметр, равный длине дуги кривой Г. В этом 
он 

случае вариационная производпая Т равна 

'У 2 

-(длина (-у))- 1 ~х~. 
Соответствующее гамильтоново поле можно найти с помощью почти ком­

плексной структуры J"Y: 

sgradH =-(длина (-у))- 1 J"Y(~~) = 

=(длина (-y))- 2 J"'f(~:~) =(длина (-у))-2 (~~ х ~:~). (3.1') 

Переход от натуральной параметризации длиной дуги к произвольной при­

водит к появлению множителя k(x, t) в уравнении (3.1). 
3 а меч а н и е 3.11. Хасимото заметил в [Has], что уравнение нити (3.1) 

эквивалентно нелинейно.му уравнению Шредингера 

(3.2) 

относительно неизвестной комплекснозначной волновой функции 1/J: 8 1 __... С. 
Это уравнение является вполне интегрируемой бесконечномерной системой 

и обладает солитонными решениями (см., например, [DKN]). 
Преобразование, сводящее одно из этих уравнений к другому и называемое 

преобразование.м Хаси.мото, задается формулой 

ф(х, t) ~ k(x, t) ехр( i l т(u, t) du). 
где т( и, t) -это кручение кривой 'У в точке и в момент времени t. 

В работе [LaP] показано, что преобразование Хасимото сохраняет га­
мильтоновость уравнений: оно переводит структуру Марсдена-Вайнштейна 

на кривых в некоторую ( непостоянную) пуассонову структуру на волновых 
функциях. 

3 а меч а н и е 3.12. Другой эквивалентной формой уравнения нити 

является уравнение газовой динамики, с которым мы имели дело в § 2. 
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Переписав уравнение (3.1) в репереФрене кривой"/, получаем эволюционные 
уравнения относительно кривизны k(x, t) и кручения r(x, t), которые после 
замены р := k2 («плотности энергии» кривой) принимают вид: 

где дх := дjдх и дt := дjдt (см. [ТurJ). Таким образом, ритявляются анало­
гами полей плотности и скорости одномерной жидкости. 

3 а меч а н и е 3.13. Магнитная цепо'Ч-х:а Гейзенберга дает еще один ва­
риант уравнения нити. Это уравнение описывает динамику вектор-функции 

L(x) Е 1R3 , х Е 8 1: 

дL д2L 
дt = L х дх2. {3.3) 

Это уравнение получается из {3.1) при использовании натуральной па­
раметризации х вдоль кривой 'У· Действительно, уравнение нити (3.1)-(3.1') 
можно записать в виде 

д"( д"( д2"( 
дt = дх х дх2' 

эквивалентном уравнению (3.3) для соответствующего касательного вектора 
L := д'У/дх. 

Вектор L(x) Е JR3 можно интерпретировать как элемент трехмерной алгеб­
ры Ли so(3). С этой точки зрения уравнение (3.3) является частным случа­
ем так называемого уравнения Ландау-Лифшица для произвольной конечно­

мерной группы Ли или, скорее, для соответствующей калибровочной группы. 

3 а меч а н и е 3.14. Уравнение нити можно рассматривать как «пре­

дельный случай» уравнения Эйлера-Гельмгольца для вихря, сосредоточенно­

го на кривой, если учитывать только вклад локальных членов взаимодействия 

разных вихрей, ер. с гл. I, п. 11.3. Интегрируемая динамика является в этом 
случае результатом такой аппроксимации. Учет следующего (нелокального) 
члена делает динамику намного более сложной (см. [KlMJ). 

3.3. Группы петель и общее уравнение Ландау-ЛифiПИЦа 

Пусть G - конечномерная матричная группа с невырожденной формой 
Киллиига (А, В) = tr(AB) для А, В Е G, т. е. реду'/Сmивна.я. группа (в качестве 
примера можно взять S0(3) или группу всех невырожденных матриц GLn), 
и пусть g - соответствующая алгебра Ли. 

Определен и е 3.15. Группой пете.л,ъ G (или -х:миброво'Чной груп­
пой) называется группа G-значных функций на окружности G = c=(S1 , G) 
с поточечным умножением. Соответствующей алгеброй Ли пете.л,ъ g явля­
ется алгебра Ли g-значных функций на окружности также с поточечным 

коммутированием. 
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Определен и е 3.16. Уравнение Ландау-Лифшии,а - это эволюци­

онное уравнение дtL = L х a;L на векторнозначную функцию L(x) Е JR3 на 
а2 

окружности х Е 8 1
• Здесь а; := дх2 • 

Б более общем виде уравнение Ландау-Лифшии,а, ассоциированное с ал­

геброй Ли g, является следующим эволюционным уравнениемснеизвестной 
g-значной функцией m, определенной на 8 1: 

(3.4) 

Согласно этому определению классическое уравнение Ландау-Лифши­

ца (3.3) отвечает алгебре Ли so(3) при отождествлении векторов из JR3 

с угловыми скоростями- элементами из so(3): 

L = (v1, v2, vз) 1-t (-~з ~ ~:2) . 
V2 -V1 0 

Теорем а 3.17. Уравнение Ландау-Лифшии,а, связанное с алгеброй Ли g, 
является уравнением Эйлера, соответствующи.м группе петелъ д с ?Свадра­
ти'Чной фун?Си,ией Га.милътона 

H(m) = ~ J (дхт, дхт) 
Sl 

на двойственном пространстве g*, где дхт является g-зна'Ч.ной фун?Си,ией, 
а (., . ) обозна'Чает инвариантное с?Са.л.ярное произведение в алгебре g. 

Для матричной алгебры Ли g (например, g(n или s!n) в качестве инва­
риантного скалярного произведения можно взять след произведения матриц 

(Х, У) = tr(XY). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Обратный оператор к оператору инерции 

А- 1 : g*-+ g, отвечающий гамильтонпапу Н, переводит (g*-зпачную) функ­
цию т в (g-значную) функцию -а; т. Тогда уравнение Эйлера принимает вид 

дtm = ad:A-lmm = -[а;т, m], 

эквивалентный (3.4). О 

С л е д с т в и е 3.18 (см., например, [А-1]). Класси'Чес?Сое уравнение Лан­
дау-Лифшии,а (3.3) является га.милътон,овьt.м уравн,ение.м н,а двойствен,н,о.м, 
пространстве s"'o(3)* с фун?Си,ией Га.милътона 

H(L) =-J ((дхv1? + (дхv2)2 + (дхvз)2 ) dx 
Sl 

(здесъ L(x) = (v1 (х), v2(x), v3(x)) Е JR3 = so(3)*). 
Статьи [А-1, 1uk6] содержат также и вычисления секционных кривизн 

группы петель 80(3) относительно правоинвариантной римановой метрики, 
заданной функцией Гамильтона H(L). 
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§ 4. Уравнение Соболева 

Изучая колебания жидкости в быстро вращающемся сосуде и начав с со­

ответствующего приближенного уравнения 

дv 
дt-k(vxez)+gradp=F, divv=O (4.1) 

(с неизвестными v и р), С. Л. Соболев получил уравнение необычпого вида, 
названное теперь в его честь. 

Определен и е 4.1. Уравнением Соболева называется уравнение 

д2ди д2и 
дt2 + дz2 =О (4.2) 

относительно неизвестной функции и. 

3 а м е ч а н и е 4.2. Уравнение ( 4.1) получается при линеализации урав­
нения Навье-Стокса для вращающейся области. Этими уравнениями опи­
сываются атмосферы планет и колебания жидкого топлива в баках ракет. 

Пуанкаре (Poi2) свел эту линейную систему (4.1) к одному уравнению (4.2), 
названному затем именем Соболева, который переоткрыл его в 1940-е гг. и изу­
чал соответствующие граничные задачи. 

Работа Соболева была рассекречена и впервые опубликована в 1954 г. 

{см. (Sob2)). Однако фактически эта работа была написана примерно в 1942 г. 
в Казани. Соседом Соболева был Понтрягин, и они обсуждали многие связан­
ные с этой темой задачи функционального анализа. В частности, они рассмат­

ривали и «псевдогильбертовы~ пространства с одним (изученным Соболевым) 
или с несколькими (изученными Понтрягиным) отрицательными квадратами 
в метрике. Эти пространства теперь называются пространствами Понтрягина. 

Лишь немногие знают, что начало теории этих пространств было положено 

засекреченной гидродинамической работой Соболева. 

Работы Пуанкаре и Соболева были продолжены Бабиным, Махаловым 
и Николаенко, которые рассмотрели нелинейную динамику в случае быст­
рого вращения и мелкого слоя жидкости. Многие особенности соболевекой 

линейной задачи, такие как малые знаменатели и диофантовы условия песо­

измеримости, накладываемые на геометрические параметры области, вновь 

появились в работе (BMN). В ней показано, что решение трехмерных урав­
нений Эйлера и Навье-Стокса равномерно вращающейся жидкости можно 
разложить в сумму решения двумерной системы Эйлера (или Навье-Стокса) 
с усредненными по вертикали начальными данными, векторного поля, имею­

щего явное выражение в терминах фаз, и малого остатка. 

3 а меч а н и е 4.3. Чтобы вывести уравнение Соболева из системы (4.1) 
с F =О (подробности см. в (GaS)), возьмем ротор от обеих частей первого 
уравнения. Получим (используя rot(a х Ь) = -{а,Ь}) 

дw + 2kдu =О где rotи =w. (4.3) 
{)t дz ' 

Возьмем ротор еще раз и получим 

д дw 
- дtАи + 2k дz =О. 
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Теперь, продифференцировав по t, имеем 

а2 а aw 
- дt2 D.u + 2k дz дt =О. 

Подставив дr.vjдt = -2kдujдz из уравнения (4.3), приходим к уравнению Со­
болева 

Изучение спектральных задач для линейного ура13пения Соболева показа­

ло сильную зависимость формы собственных колебаний от формы резервуа­

ра. А именно, путем некоторых иреобразований Соболев пришел к двумерной 

спектральной задаче 

д2и д2и 
дх2 - >. ду2 =О, и\г = g 

(и к соответствующей однородной задаче и\г =О) в плоской области, ограни­
ченной кривой Г. 

При заданной величине спектрального параметра >. получается задача 
Дирихле для одномерного волнового уравнения. При решении ее методом 

характеристик немедленно проявляется зависимость результатов от формы 

области. 

Как мы увидим ниже, на границе области появляется динамическая 

система. Эргодические свойства этой системы сильно влияют на характер 

колебаний. 

Рассмотрим теперь случай выпуклой области. Ее покрывают два семейства 

характеристических линий. Каждое из этих двух семейств определяет диф­

феоморфизм границы области в себя - инволюцию, переставляющую точки 

пересечения каждой характеристики с границей. Динамическая система, о ко­

торой идет речь - это диффеоморфизм на граничной кривой, являющийся 

произведением (композицией) двух инволюций, соответствующих двум семей­
ствам характеристик. 

В терминах этого диффеоморфизма Т: Г -+ Г решение задачи Дирихле 

(при фиксированном>.) строится так. Во-первых, линейной заменой перемен­
ных иреобразуем характеристики в прямые линии х = const и у = const. Наша 
задача принимает вид 

д2и 
--=0 и\г=g. 
дхду ' 

Решение представляется в виде суммы двух функций f(x) + h(y), одна 
из которых зависит только от х, а другая- только от у. Чтобы найти эти 

функции, зафиксируем некоторую граничную точку (скажем, А) и возьмем 
произвольное значение одной из функций в этой точке. Значение второй функ­
ции определится из граничного условия (т. е. h(A) = g(A)- f(A)). 

Рассмотрим точку В пересечения характеристической линии первого се­

мейства (х = const), проходящей через точку А, с границей Г. В точке В 
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мы уже знаем величину первой функции (она та же самая, что и в точ­
ке А). Величина второй функции в В определяется их суммой g(B). А именно, 
h(B) = g(B) - f(B) = g(B) - f(A). 

Далее, пусть характеристика второго семейства (у= const), проходящая 
через В, пересекает границу Г в точке А' =Т А, рис. 77. Вдоль этой линии 
мы уже знаем величину второй функции {которая та же самая, что и в В: 
h(A') = h(B)). Зная сумму g(A'), мы найдем величину первой функции в А'. 
(Здесь f(A') = g(A') - h(A') = g(A')- h(B) = g(A') - g(B) + f(A) и т. д.) 

Рис. 77. Построение решения задачи Дирихле для волнового уравнения с помощью 
двух семейств характеристик 

Бесконечный процесс построения решения описывается ломаной траек­

торией, которая состоит из чередующихся сегментов характеристик, соеди­

няющих точки A(n) == тn А. Решение является суммой начального значения 
и альтернированной суммы граничных величин в вершинах ломаной из ха­

рактеристик. 

Влияние свойств динамической системы Т: Г -+ Г па решения нашей зада­

чи Дирихле состоит в следующем. Предположим, что Т имеет периодическую 

траекторию, тn А = А. Тогда альтернированная сумма величин граничной 
функции g в вершинах соответствующей ломаной траектории АВА' В' ... А 
равна нулю. Следовательно, каждой периодической траектории отображе­

ния Т отвечает условие разрешимости задачи Дирихле (и, следовательно, 
определенное «нетривиальное обобщенное решение• соответствующего одно­

родного уравнения «сосредоточенное• у этой периодической траектории). 
Существуют и другие, более тонкие, свойства динамики отображения Т, 

которые также существенно влияют на разрешимость задачи Дирихле (детали 

см., например, в [Arn2, FoPJ). 
Рассмотрим сначала эллиптическую область. В этом случае диффеомор­

физм Т становится вращением после подходящего выбора угловой коорди­
наты на границе. Действительно, эллипс можно превратить в окружность 

аффинным преобразованием плоскости. Характеристики обоих семейств пре-
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вратятся в два семейства параллельных линий, образующих некоторый угол о: 

друг с другом. Отображение Т станет поворотом окружности на угол 2о: 

(по теореме о «вписанном угле>>). 
В зависимости от того, соизмерим ли угол о: с 27Г или пет, орбиты поворо­

та Т либо все состоят из конечного числа точек (с одним и тем же периодом 
для всех начальуых точек), либо всюду плотны на окружности. 

В первом (<<резонансном») случае решение неоднородного уравнения суще­

ствует тогда и только тогда, когда правая часть g удовлетворяет бесконечному 
числу независимых условий. Соответствующая однородная задача, естествен­

но, имеет при этом бесконечномерное пространство решений. 

Когда угол о: песоизмерим с 27Г, любая Т-орбита всюду плотна (второй, 

«эргодический>>, случай). Ситуация здесь более сложная. Формально можно 
найти решение в виде ряда Фурье. Однако его сходимость зависит от ариф­

метических диофантовых свойств иррационального числа о:/27Г (а также от 
того, в каком именно функциональном пространстве исследуется задача). Для 
почти всех (в смысле меры Лебега) иррациональных чисел о:/27Г соответству­
ющая однородная задача имеет единственное решение и= О. Неоднородная же 

задача имеет в этом случае некоторое (гладкое) решение для каждой доста­
точно гладкой правой части g (степень гладкости g должна возрастать вместе 
с требуемой гладкостью решения; для аналитического решения достаточно 

аналитичности правой части). 
Случай эллипса, рассмотренный выше, является исключительным, по­

скольку динамика соответствующего диффеоморфизма Т интегрируема. 

(Согласно М. Юркину [YurJ область, ограниченная эллипсом, является един­
ственной формой полости в симметричном вращающемся волчке, в которой 

изучение осцилляций описываемых уравнением Соболева, сводится к конеч­

номерной задаче.) Для граничной кривой общего вида диффеоморфизм Т 
нельзя, вообще говоря, свести к вращению ни для какой угловой координаты. 

В пространстве всех диффеоморфизмов (и, следовательно, в пространстве 
кривых Г) cmpy1Cmypno устой'Чuвъtе диффеоморфизмы образуют открытое 
и всюду плотное подмножество. Такие диффеоморфизмы являются диффео­

морфизмами «резонансного типа» с конечным числом периодических орбит 

(все имеющие один и тот же период), причем притягивающие и отталкиваю­

щие орбиты чередуются. 

Специалисты по аксиоматической теории динамических систем обычно 

считают «типичныМИ>> явления, которые имеют место на открытом всюду 

плотном подмножестве пространства систем. С этой точки зрения <<типич­

ные» диффеоморфизмы окружности являются структурно устойчивыми. Од­

нако с физической точки зрения такие структурно устойчивые системы не 

слишком широко распространены. Рассмотрим, например, семейство диффео­

морфизмов окружности х ~--+ х + а + Ь sin х ( mod 27Г) (здесь а и Ь являются 

параметрами). Для большинства точек (а,Ь) в прямоугольнике О~ а~ 27Г, 
О ~ Ь ~ (3 достаточно малой высоты (3 диффеоморфизм вообще не имеет пе­
риодических точек и выбором подходящей координаты на окружности может 

быть превращен в поворот на некоторый песоизмеримый с 27Г угол. Каж-
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дая орбита такого диффеоморфизма является всюду плотной на окружности. 

Для почти всех величин угла поворота вопрос о разрешимости задачи Дирих­

ле, соответствующей такому диффеоморфизму Т, оказывается таким же, как 

и для интегрируемого случая эллиптической границы. 

Например, для областей, близких к эллиптическим, «эргодические• ситуа­

ции реализуются в подавляющем большинстве случаев, в то время как «резо­

нансные» являются редкостью (хотя и образуют некоторое открытое и всюду 

плотное множество) в пространстве деформаций эллипса (см. (Arn2]). 
Вернемся к исходной спектральной задаче с параметром Л. Для границы Г 

общего положения эти два типа поведения динамической системы Т= Т( Л) 
на кривой Г перемежаются при изменении Л. Если Г - малое возмущение 

эллипса общего положения, то резонансные значения параметра Л (при кото­
рых возникают нетривиальные собственные функции) образуют бесконечное 
всюду плотное множество (малой меры) на оси Л. Эргодические значения Л 
(для которых Т(Л) сводится к повороту окружности подходящей гладкой за­
меной координаты) образуют множество канторавекого типа почти полной 
(для малых возмущений эллипса) меры. 

Как мы видим, все топологические сложности нелинейной теории динами­

ческих систем (в частности, теории их бифуркаций) появляются в гидроди­

намике при изучении спектра линейной задачи малых колебаний жидкости! 
После С. Л. Соболева спектральную задачу изучали Р. А. Александрян 

и его школа (см. [Ale}). Отметим серию статей С. Г. Овсепяна (Ovs], где осо­
бенное внимание уделено случаю невыпуклой границы Г. 

В невыпуклом случае возникает новая трудность: характеристическая 

линия пересекает границу более чем в двух точках, так что «динамика» Т 
оказывается многозначной (или ветвящейся). Эргодические свойства такой 
ветвящейся многозначной динамики и соответствующая «хаотизация» обра­
зуют интересную, но недостаточно исследованную часть теории динамических 

систем. 

Рассмотрим, например, диффеоморфизм окружности, который становит­

ся многозначным алгебраическим соответствием алгебраической кривой на 

себя, если диффеоморфизм продолжить в комплексную область. Это означа­

ет, что график диффеоморфизма является одной из компонент вещественной 

алгебраической кривой на декартовом квадрате другой алгебраической кри­

вой. Можно предполагать, что число атrракторов такого диффеоморфизма 

ограничено константой, зависящей только от дискретных инвариантов соот­

ветствия (родов кривых и степени этого соответствия). Однако этот факт 
доказан только для соответствий, однозначных по отношению к одной из ком­

понент (скажем, для полиномиальных или рациональных отображений сферы 

Римава в себя), [Jak, HermJ. 
3 а м е ч а н и е 4.4. Задача Дирихле для одномерного волнового уравне­

ния встречается во многих задачах различной природы. Например, Ж.-П. Дю­
фур [Dufj детально изучил ее локальный аналог для алгебраических кривых 
с особенностями (скажем, х2 = у3 ). Такая задача возникает при изучении 
потери симметрии {например, при классификации морсовских функций 
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в окрестности неподвижной точки инволюции прямой х- -х или при клас­

сификации пар инволюций прямой в окрестности общей неподвижной точки 

и т. д.) (см. обзор С. Воронина [Vor]). 
Аналогичный метод был использован в работе [Arn1], связанной с 13-й 

проблемой Гильберта, при изучении представлений функций на деревьях сум­

мами функций от координат. Интересно отметить, что основной прием во 

всех этих задача.Х состоит в рассмотрении альтернированных сумм значений 
известных функций вдоль ломаной из характеристик - тот же самый при­

ем, который был изобретен в гидродинамике при исследовании спектральных 

задач для уравнения Соболева. 

§ 5. Эллиптические координаты с гидродинамической точки зрения 

Рассмотрим электрически заряженный металлический эллипсоид. Теоре­

ма, восходящая к Ньютону [Newl] и Айвори [Ivo], утверждает, что потенци­
ал электростатического поля расnределившихся зарядов, будет постоянным 

внутри эллипсоида, а вне его эквипотенциальными поверхностями будут эл­

липсоиды, конфокальные исходному. Ниже (следуя [Arn12, ShV]) мы по кажем, 
что и этот факт, и его многомерные обобщения имеют гидродинамическую 

природу: электромагнитные поля такого вида порождаются несжимаемыми 

течениями электрических зарядов вдоль квадрик. 

5.1. Заряды на ква.цриках в трех измерениях 

Начнем с квадратичной поверхности (скажем, эллипсоида) Q в трехмерном 
nространстве и включим ее в семейство конфокальных квадрик. 

Определен и е 5.1. Для квадрики Q, определяемой уравнением 
х2 у2 z2 
-+-+-=1 

аз 

'/Сон.фо'/Салън:ы.м се.мейство.м '/Свадрu'/С Qcnr(Л) называется следующее семейство 
поверхностей: 2 2 2 

Qcnr(Л) = { а1х+ Л+ а2у+ Л+ азz+ Л= 1 }· 

Сигнатура квадрик семейства меняется при Л= -а1, -а2 или -аз. Напри­
мер, для однополостного гиперболоида с а1 > а2 > О > аз семейство состоит 
из двуполостных гиnерболоидов при -а1 <Л< -а2 , из однополостных гипер­

болоидов для -а2 < Л < аз и эллипсоидов при аз < Л, рис. 78. 
Будем также использовать другое семейство квадрик, содержащее исход­

ную поверхность Q, а именно: семейство квадрик, го.мотети-ч.н.ъtх Q с центром 
в начале координат. Пусть сначала Q - эллипсоид. 

О п р е д е л е н и е 5.2. Го.меоидн.ой плотн.остъю на поверхности эллип­

соида Q называется плотность слоя между Q и бесконечно близким эллипсо­
идом, гомотетичным Q. 

Теперь мы можем придать математический смысл «распределению сво­

бодных электрических зарядов» на поверхности эллиnсоида. 
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Т е орем а 5.3 (Айвори, см. [Ivo, Arn12]). Коне-ч-ная .масса, расnреде.л.ен­
ная по поверхности эмипсоида с го.меоидной п.л.отностъю, не притягивает 

ни?Са?Соu внутренней то-ч.?Си, а ?Саа~Сдую внешнюю то-ч.?Су nритягивает ma?C 
aJCe, ?Са?С ес.л.и бы та aJCe .масса бЪJ.Ла распредмена с го.меоидной п.л.отностъю 
на nоверхности любого другого .менъшего ?Сонфо?Са.л.ъного эмипсоида. 

Рис. 78. Ква,црики конфокального семейства пересекают гиперболоид вдоль ортого­
нальной системы кривых 

Притягивание зарядов определяется законом Кулона (или Ньютона): в IR.n 
сила пропорциональна rl-n (в соответствии с фундаментальным решением 
уравнения Лапласа). 

Существуют аналоги теоремы Айвори для гиперболоидов. Можно заме­

нить гомеоидные плотности на эллипсоидах гармоническими формами раз­

личных степеней, а кулонавекий потенциал - обобщенными потенциалами, 

связанными с законом Био-Савара. 

В простейшем иетривиальном случае однополостного гиперболоида Н 

в трехмерном евклидавам пространстве результат следующий. Рассмотрим 

кривые пересечения гиперболоида с другими квадриками конфокального 

семейства Hcnr(Л). Пересечения с конфокальными эллипсоидами (соот­
ветственно, с конфокальными двуполостными гиперболоидами) назовем 
nараме.л..я.ми (соответственно, .меридианами) на Н. (Заметим, что параллели 
и меридианы ортогональны друг другу в каждой точке гиперболоида, рис. 78. 
Это свойство вытекает из теоремы существования ортогонального собствен­

ного базиса для симметрической матрицы, nрименеиной к двойственному по 

Лежаядру семейству квадрик (см., например, [A-G].) 
Гиперболоид Н делит пространство JR.3 на две части: «внутреннюю» I(H) 

и «внешнюю>> Е(Н), причем последняя не односвязна. Зона внутри ги­

перболической трубы гладко расслаивается на меридианы (ортогональные 
к эллипсоидам в конфокальном семействе), а кольцевая зона вне гипербо­
лоида гладко расслаивается на nараллели (ортогональные двуполостным 
гиперболоидам). 
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Теорем а 5.4 (см. (Arn12]). Существует единственн:ый (с то'Чностъю 
до постоянного .м:н.ожите.п.я) поверхностн:ый то?С, те?Сущий вдол:ь .меридиа­

нов гиперболоида, ?Соторъtй создает .магнитное поле, обращающееся в нулъ 

внутри трубъt гиперболоида и направленное вдолъ параме.п.ей во внешней 

?Солъцевой области гиперболоида. Аналоги'Чно, существует единственнъtй 

(с то'Чносm'Ью до.,. постоянного .множите.п.я) поверхностнъtй то?С, те?Сущий 
вдолъ параме.п.ей гиперболоида, ?Соторъtй порождает .магнитное поле, об­

ращающееся в нулъ во внешней ?Солъцевой области и направленное вдолъ 

.меридианов внутри труб-ы гиперболоида. 

Магнитное поле во внутренней области гиперболоида, но вне заряженного 

эллипсоида из того же конфокального семейства, совпадает с точностью до 

знака с электростатическим полем эллипсоида. Рассмотрим электростатиче­

ское поле, порожденное двумя зарядами противоположных знаков, в сумме 

равными нулю и распределенными с гомеоидной плотностью no двум поверх­
ностям проводящего двуполостного гиперболоида. Это поле между поверх­

ностями совпадает (с точностью до знака) с магнитным полем во внешней 
области конфокального однополостного гиперболоида. Явные формулы при­

ведены ниже. 

3 а м е ч а н и е 5.5. Векторные поля из теоремы 5.4 являются точными 
стационарными решениями соответствующих уравнений Эйлера несжимае­

мой жидкости, текущей, соответственно, внутри или вне гиперболоида в JR3 . 

Течение является потенциальным внутри трубы гиперболоида и безвихревым 

во внешней области. 

5.2. Заряды на многомерных квадриках 

Пусть Q - невырожденная квадрика с центром в начале координат евкли­

дова п-мерного пространства. Включим ее в семейство ?Сонфо?Салънъtх ?Свадри?С 

Qcnr(Л) := {t а·х! Л= 1} 
i=l t 

как гиперповерхность, соответствующую Л =О. Будем предполагать, что вы­

полняются неравенства an < ... < а1. 
О пр е д е л е н и е 5.6. Эмиnти'Чес?Си.м,и ?СОордината.ми точки х Е JR.n 

называется набор из п значений Л (в возрастающем порядке), для которых 
соответствующая квадрика семейства Qcnr(Л) проходит через х. Такая систе­
ма координат является ортогональной: конфокальные квадрики пересекаются 

под прямым углом. 

Описанные выше в теореме 5.4 результаты для трехмерного случая бы­
ли распространены Б. Шапиро и А. Вайнштейном (ShVJ на гиперболоиды 
в евклидовых пространствах любого числа измерений. Невырожденный 

гиперболоид н в JR.n' диффеоморфный S1 х JR.k' делит пространство на внеш­
нюю область Е(Н) (диффеоморфную произведению S1 с полупространством) 
и внутреннюю I(H). 
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Пусть UJ - дифференциальная форма с обобщенными коэффициентами 

(т. е. поток де Рама, см. [DeR]). Скажем, что форма является гар.мони'Чес?Сой 
вне гиперповерхности Г, если она непрерывна вне этой гиперnоверхности, 

козамкнута (т. е. бw =О, где б -оператор, сопряженный с оператором внешней 

производной d, см. гл. V, п. 3.2) и если ее внешняя производпая является 
формой (с обобщецными коэффициентами) с носителем на Г. 

Т е орем а 5. 7 (см. [ShV]). Дл.я. заданного гиперболоида Н существует 
единственная (с то'Чностъю до постоянного .множител.я.) l-фор.ма, гар.мони­
'Чес?Сая вне Н, разложимая в эмипти'Чес?Сих ?Соординатах и обращающаяся 

в нулъ во внутренней зоне I(H), и существует единственная (с то'Чностъю 
до постоянного .множител.я.) k-фор.ма, гар.мони'Чес?Сая вне Н, разложи­
мая в эмипти'Чес?СUХ ?Соординатах и обращающаяся в нулъ во внешней 

области Е(Н). 
Эти формы создаются подходящими гомеоидными плотностями на фо­

?Салън·ых ?Свадри?Сах, являющихся предельными квадриками конфокального 

семейства, когда кратчайшая ось гиперболоидов или эллипсоидов обращается 

в нуль. В работе (ShV] имеются явные формулы и доказательства. 
Для гиперболоидов с индексами ( 1, п - 1) и ( п - 1, 1) эти плотности имеют 

следующий магпитогидродинамический смысл. 

Пусть Н1 - невырожденная квадрика с an < ... < а2 <О< а1 (и пусть 
нn-1 - квадрика с an <О< an-1 < ... < а1 соответственно). Как и выше, 
внешняя зона Е(нn- 1 ) гиперболоида нn- 1 расслаивается на парамели (диф­
феоморфные окружности), вдоль которых постоянны значения всех эллип­

тических координат, положительных в Е(нn- 1 ) (их число равно (п- 1)). 
Внутренняя область I(H 1) для квадрики Н1 расслаивается на .меридианы 
(диффеоморфные прямой), вдоль которых постоянны значения всех эллип­

тических координат, отрицательных в 1 ( Н1 ) (их число тоже равно ( п - 1)). 
Т е орем а 5. 7' [ShV] . Существует единственное (с то'Чностъю до по­

стоянного .множител.я.) потенциальное те'Чение несжимаемой жид?Сости 
во внутренней области I(H 1), трае?Сmории ?Соторого совпадают с .меридиа­
нами. Аналоги'Чно, существует единственное (с то'Чностъю до постоянного 
.множител.я.) безвихревое те'Чение несжимаемой жид?Сости во внешней зоне 
Е(нn- 1 ), трае?Сmори.я..ми ?Соторого служат парамел.и. 

По построению оба течения направлены вдоль координатных линий остав­

шейся эллиптической координаты. Так в трехмерном случае получаются 

следующие явные формулы для соответствующих векторных полей v1 и v2 
в зонах I(H1 ) и Е(Н2 ) в эллиптических координатах >.1 > >.2 > >.з (см. [ShV]): 

и 

где 

Л1- Л2 д 
v2 = Ф(Л1)Ф(Л2) дЛз' 

Даже в трехмерном случае неизвестны доказательства этих геометрических 

теорем, которые не были бы основаны на прямых вычислениях. 
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В о п рос 5.8. Существование специальных форм, гармонических вне 
гиперболоидов, приводит к вопросу: существуют ли фильтрации, анало­

гичные тем, которые возникают в теории смешанных структур Ходжа, 

в пространствах дифференциальных форм на некомпактных алгебраических 

и полуалгебраических многообразиях? 
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