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(12.2), 
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= 1 

(12.6) 

4 
6. 
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... , x2n 

(12.7) 
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ровно один раз. Однако далеко не всегда многочлены оказывают­

ся достаточным орудием для построения производящих функций. 

Так будет, например, в задаче отыскания числа\ таких сочетаний 
из n элеме~тов по т, в которых каждый ~з элемен~рв может 
повторяться· любое число раз. По аналогии с предыдущим мож­
но понять, что в качестве производящей функции в этом случае 

следовало бы взять выражение 

(12.8) 

где в скобках стоит бесконечная сумма. Такого типа бесконечные 

суммы 

в математике называются рядами, точнее, степенн/tми рядами. 

Некоторым, быть может, известно, что ряды часто служат удоб­

ным средством представления различных функций, рассматрива­

емых в математическом анализе, очень полезны, они для целей 

приближённых вычислений и т. д. В таком контексте ряды тре­

буют довольно аккуратного обращения с собой (например, нуж­

дается в точном определении понятие суммы ряда, - ведь речь 

идёт о суммировании· бесконечного множества слагаемых). Од­
нако для наших целей будет достаточным ввести алгебраические 

операции над степенными рядами, понимаемыми как формальные 

выражен и~ .. Мы определим эти операции так, чтобы в случае 
конечный сумм (т. е. многочленов) они приводили к обычному 

сложению и умножению многочленов. Суммой двух степенных 

рядов 

ао + а1х + а2х2 + ... + amxm + ... , (12.9) 
' ' . ' 

Ьо + Ь1х + Ь2х2 + ... + bmxm + ... , (12.10) 

назовём ряд 

получающийся сложением коэффициентов при одинаковых сте­

пенях. Роль нулевого элемента играет тогда ряд, все коэффи­

циенты которого равны О, а противоположным для ряда (12.9) 
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будет, ясно, ряд 

Произведением рядов· (12.9) и (12.10) назовём степенной ряд 

2 
СО + ClX + С2Х + ... + CmXm + .. · 

коэффициенты которого вычисляются по формуле 

m 

Cm = aobm + alЬm-l + ... + am-lbl + ambo = L aiЬm-i· (12.11) 
i=O 

Эта формула полностью соответствует обычному правилу умно­

жения многочленов. Такое определение операций -превращает 

множество степенных рядов в коммутативное кольцо с едини­

цей (читатель может без труда это проверить), которое назы­

вается кольцом формальных степенных рядов1 и обозначается 
:IR[[x]]. Поскольку всякий многочлен принадлежит этому кольцу, 
то можно сказать, что кольцо многочленов .JR[x] образует под­
кольцо в :IR[[x]]. Элементы кольца формальных степенных рядов 
и используются в качестве производящих функций для реше­

ния различных задач перечисления. Более точно, если а0 , а1 , ... 

. . . , am, ... - последовательность чисел (дающих решение веко­
торой комбинаторной задачи), то производящей функцией этой 

последовательности называется ряд 

" 1 

ао + ~lX + а2х2 + ... + amxm + ... , 

принадлежащий :IR[[x]]. Как обстоит дело с делением степен­
ных рядов - разобраться с этим очень полезно для дальнейше­
го. Вспомним, что в кольце многочленов обратимые элементы 

исчерпывались многочленами нулевой степени. В кольце :IR[[x]] 

1 К рассмотренным операциям можно добавить и другие, также определя­
емые формально: суперпозиция (подстановка ряда в ряд), дифференцирование, 
интегрирование. Множество степенных рядов, на котором определены все пе­

речисленные в тексте и в сноске операции, называют обычно алгеброй Кош'и, 
по имени французского математика О. Коши(1798-1857). одного из создателей 
современного математического анализа. 
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запас обратимых элементов; оказывается, намного богаче. Вы­
ясним, какому условию (необходимому и достаточному) должен 

удовлетворять произвольный ряд (12.9), чтобы для него суще­
ствовал обратный элемент, также, разумеется, некоторый ряд. 

Пусть таковым является ряд (12.10), тогда в кольце JR[[x]] долж­
но выполняться равенство 

Используем правило (12.11) перемножения рядов и приравняем 
коэффициенты при одинаковых степенях в обеих частях послед­

него ·равенства. Это приводит к сЛедующей системе бесконечного 

числа уравнений: 

а0Ьо = 1, 

aobl + а1Ьо = 0,' 

аоЬ2 + а1Ь1 + а2Ьо =О, 
........................ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

с неизвестными Ьо, Ь1, ... , bm, ... 

(12.12) 

Первое из этих уравнений имеет решение Ьо = 1/ао тогда 
и только тогда, когда а0 f= О. Это же условие необ~одимо и доста­
точно для разрешимости второго и всех последующих уравнений. 

Действительно, из второго и третьего уравн.ений получаем 

Ь2 = _ а1Ь1 + а2Ьо 
а о 

аналогично находятся и все последующие коэффициенты. 

Итак, условие а0 f= О является необходимым и достаточным 
для того, чтобы система (12.12) имела решение (Ьо, Ь1, ... , Ът, .. . ) 
и притом единственное, следовательно, и для того, чтобы ряд 

(12.9) являлся обратимым в JR[[x]]. Иллюстрируя сказанное, най­
дём ряд, обратный элементу 1- х Е JR[[x]]. В этом случае ао = 1, 
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а1 = -1, все прочие коэффициенты равны О, и система (12.12) 
принимает вид 

Ьо = 1, Ь1 - Ьо = О, Ь2 - Ь1 = О, ... ' Ьт- Ьт-1 =О, ... ' 

откуда следует, что Ьт = 1 для всех т. Таким образом, приходим 
к равенству1 

1 2 т 
--=1+х+х + ... +х + ... 
1-х 

(12.13) 

Вернёмся, теперь к задаче отыскания числа сочетаний с неогра-
-т 

ниченными повторениями. Обозначим через Сn чи~ло. таких со-

четаний из n элементов по т. Здесь n фиксировано, а т пробе­
гает все неотрицательные целые значения. Производящей функ-

-т 

цией для чисел Cn будет, как это уже отмечалось, выражение 

(12.8). Учитывая равенство (12.13), мы можем написать 

(1 + х + х2 + ... + xm + ... )n = (1! x)n = (1- x)-n. 

В дополнении к этой г:Лаве доказывается, что формула бинома 
Ньютона распространяется и на целые отрицательные показате­

ли, поэтому 

(1-x)-n = 1-C~nx+C~nx2 + ... +(-~)nc,~xт+ ... , (12.14) 

т ( -n) ( -n - 1) ... ( -n - т -f- 1) ·, 
где c_n = ' . . .т. 

Таким образом, чИсло сочетаний с неограниченными повторе-

ниями из n элементов по т равно 

ст = (-1)тст = n -n 

(-1)т(-n)(-n -1) ... (-n- т-, 1) 
т[ 

(n +т- 1) ... (n + 1)n 
,т! 

1 Сравните его с формулой суммы бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии. 
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Окончательно, 

. (12.15) 
1 • ~ ' 

-4 4 
Так, при n = 2, т = 4 получаем С2 = С5 = 5 сочетаний с повто-
рениями: 

Отметим, что, хотя формулу (12.15) можно доказать ~олее ко­
ротким и элементарным путём (см., например, [7]), всё же наш 
труд не был напрасным. На примере задачи о сочетаниях с по­

вторениями мы продемонстрировали действенность метода про: 

изводящих функций и общую схему его прИменения, Годную (для 
решения многих·других задач. 

К их числу относятся задачи, связанные с разбиениями Чи­
сел на 'слагаемые (они имеют различные прИ:менения, например, 

в теории Чисел и теории кодирования). Вот пример такой задаЧи, 
облечённой в занимательную форму. · · · -

Сколькими способами можно разменять рубль моне­

тами достоинством 5, 10 и 20 коп. 1 ? 

Обозначив через i, j, k число монет достоинством соответ­
ственно 5, 10, 20 ·коп., участвуюЩих в векотором способе разме­
на, мы можем сформулировать задачу по-иному: сколько различ·­
ных решений в целых неотрицательных числах имеет уравнение 

5i + lOj + 20k = 100, 

или, что то же самое, уравнение 

i + 2j + 4k = 20. 

Рассмотрим аналогичное соотношение 

i + 2j +4k = l (12.16) 

1 На момент написания Этой книги все такие монеты имели хождение. -
Прим.ред. 
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с произвольной правой частью l, и через al обозначим число раз­

личных его целыхнеотрицательных решений. Убедимся, что для 

последовательности al· производящей функцией является следу­

ющее выражение 

f(x) = 

= (1 + х + х2 + ... )(1 + х2 + х4 + ... )(1 + х4 + х8 + ... ) = 
00 00 00 

= LxiLx2jLx4k. (12.17) 
i=O j=O k=O 

В самом деле, произведение i-ro, j-го и k-го слагаемых из перво­
го, второго и третьего сомножителей соответственно даёт одно­

член xi+2j+4k. Поскольку az- число решений уравнения (12.16), 
то ряде, получившемен после перемножения, .появится ровно al 

слагаемых ~ида xl для каждого l. Поэтому поел~ приведения по­
добных членов выражение (12.17) примет вид 

~ 

f(x) = L azxl, 
l=O 

а это и означает, что оно является нужной нам производящей 

функцией. Вспоминая теперь равенство (12.13), выпишем совер­
шенно ему аналогичное 

1 1 t 2t nt --t = +х +х + ... +х + ... , 
1-х 

(12.18) 

справедливое для любого натурального t. Используем (12.18) 
и запишем производящую функцию (12.17) в ином, более удоб­

ном виде 

1 
f(x) = (1- х)(1- х2)(1- х4 ) · 

Ещё несколько тождественных преобразований довершают дело. 

Умножим числитель и знаменатель на (1+х)(1+х2 ) 2 и применим 
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формулу (12.14)t заменяя в ней х на х4 . Тогда 

f(x) = (1 + х)(1 + х2)2 = (1 + х)(1 + х2)2(1- х4)-з = 
(1- х4)3 

= (1 + х)(1 + 2х2 + х4)(1 + Зх4 + 6х8 + ... 

. . . +(т+ l~m + 2) x4m + ... ) = 

225 

00 ·(т +1)(m + 2) = (1 + х + 2х2 + 2х3 + х4 + х5 ) L, 
2 

x4
m. 

т= О 

Теперь уже ветрудно сообразитьt чему равны интересующие 

нас числа al. Если l = 4st то 

_ (s + 1)(s + 2) s(s + 1) _ ( 1)2 
a4s- 2 + 2 - s+ . 

Аналогичноt при l = 4s + 1 

a4s+l = (s + 1)2
. 

Если же l = 4s + 2 или l = 4s + Зt то 

a4s+2 = a4s+3 = (s + 1)(s + 2). (12.19) 

В ча~тности, а2о = 36t это и есть число способов разменять 
рубль. Одновременно полуЧено· реШение и многих других задач 
о размене. К примеру, а1о указывает сколькими· способами можно 

разменять полтинник. Согласно формуле (12.19) таких способов 
имеется 12. Нетрудно их перечислить: 

) 

50 = 1 о . 5 = 8 . 5 + 1 о = 6 . 5 + 2 . 10 = 6 . 5 + 20 = 

= 4 . 5 + 3 . 10 _: 4 . 5 + 10 + 20 = 2 . 5 + 4 . 10 = 

= 2 . 5 + 2 . 10 + ·20 = 2 . 5 + 2 . 20 = 5 . 10 = 

= 3 . 10 + 20 = 10 + 2 . 20. 

Подобным же образом решаются и другие задачи на разбие­

ния, правда, вычисление коэффициентов производящей функции 

для них может потребовать больших усилий. 

1
/2 8-261 
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Достаточно общая формулировка, в которую укладываются 

эти задачи, выглядит так. 

Задано некоторое множество 

натуральных чисел, не обязательно конечное. Сколькими спосо­

бами можно разбить заданное число т на сумму слагаемых из 

множества А (при этом разбиения, отличающиеся лишь поряд­

ком слагаемых, считаЮтся одинаковыми)? 
По-разному уточняя эту общую формулировку, мы будем по­

лучать различные варианты задач на р~збиения. Так, если ни на 

число слагаемых, ни на число повторений одинаковых слагаемых 

не накладывается никаких ограничений, то производящая функ­

ция для числа таки?С разбиений по аналогии с (12.17) запишется 
в виде 

Если же повторения одинаковых слагаемых недопустимы, то при­

дём к производящей функции иного вида 

Завершая на время разговор об алгебре производящих функ­

ций, хотим ещё отметить, что опериррвание над ни~и по установ­

леннь~м алгебраическим законам позволяет часто устанавливать 

неожиданные связи между различнымИ комбинаторнь~ми ,.задача-
ми (см., например, дополнение 3). · 

Перечислеине порой осложняется тем, что объекты, формаль­

но различные, по смыслу задачи приходится считать одинаковы­

ми, эквивалентными. Иллюстрацией тому может служить извест­

ная комбинаторная задача, т. н. <<задача об ожерельях>> 1 • Форму­
лировка её такова. 

Пусть ожерелье состоит из n бусинок нескольких цветов. 
Спрашивается, сколько существует различных ожерелий, если 

1 Она является наглядной моделью для многих практически важных задач 
на перечисление. 
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1) 2) 3) 

4) 5) 6) 

Рис. 44. 

задано число_ бусинок каждого цвета. Рассмотрим, например, все 
ожерелья, состоящие Из трёх белых и трёх чёрных бусинок, неко­
торые из них изображены· на рис. 44. 

На первый взгляд может показаться, что общее их число С~= 
= 20, однако многие ожерелья из Этого числа no существу одина­
ковы, отличаютсЯ· лишь ·своим· положением в пространстве. Так 
после поворота на некоторый угол первое из ожерелий становит­

ся неотличим:Ь1м от второго, а третье от четвертого. Если считать 
одинаковыми (эквивалентными) ожерелья, получающиеся одно 

из другоГо поворотом, то число различ~ых ожерелий в нашем 

примере намного меньше 20, и нетрудно убедиться, что их толь­
ко четыр~. Слова ~одинаковые>>, <<различные>> в этой и других 

комбинаторных задачах получают совершенно ясное и однознач­

ное истолкование с помощью понятия группы. 

Так, если· считать, что бусинки расположены в вершинах пра­

вильного п-угольника, то эквивалентность ожерелий означает, 

что одно из них может быть переведено в другое некоторым пре­

образованием из группы вращений Vn этого п-угольника. 
Заметим, что слову <<одинаковый>> здесь можно было бы при­

дать и чуть иной смысл, допуская не только повороты, но и пе-

~8· 
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реворачивание ожерелий на другую сторону (симметрию отно­

сительно оси). В этом случае эквивалентными становЯтся также 

пятое и шестое ожерелье нашего рисунка, а число различных 

ожерелий станет равным трём. 

Но эквивалентность ожерелий и в новом смысле может так­

же выражена на групповом языке. Достаточно лишь рассмотреть 

вместо Vn группу всех самосовмещений правильного п-угольника 
или иначе группу диэдра Dn. Теперь два ожерелья эквивалентны, 
если они мргут быть переведены одно в другое преобразованием 

из группы Dn (поворотом или симметрией). 
Важно, что подобНJ:!IМ образом можно говорить об эквивалент­

ности объектов любого множества, если только задана векоторая 

группа его преобразований. · 
В самом деле, пусть М- произвольвое множество и G- груп­

па взаимно однозначных преобразований этого множества. Эле­

менты а и Ь, принадлежащие М, назовём эквивалентны.ми1 , ес­
ли существует преобразование g Е G, переводящее элемент .. ~ 
в Ь: g(a) = Ь. Понятно, что имеется тогда и преобразование (а 
именно, g-1), осуществляющее обратный переход: g-1 (b) =а. 

Ситуация, с которой мы здесь сталкиваемся, в сущности, не 

нова. В том или ином виде она уже не раз встречалась на стра­

ницах этой книги. Так, в теории алгебраического уравнения рас­

сматривалось множество многочленов от нескольких переменных 

вместе с группой его преобраз9ваний, возникающих· при пере­
становках аргументов (корней изучаемого уравнения). Свойства 

симметрии или частичной симметрии таких многочленов, столь 

важные в задаче о разрешимости в радикалах, как раз и опре­

делялись тем, насколько велик запас эквивалентных элементов 

у этих многочленов. Группы преобразований (точнее, движенИ-й) 
плоскости и пространства были в центре внимания главы <<Язык 

симметрии>>. Эти группы явились удобным средством классифи­

кации типов симметрии геометрических фигур, орнаментов, кри­

сталлов. Можно добавить к этому, что способ образования сим­

метричной фигуры (с данной группой симметрии G) из про из-

1 Точнее, эквивалентными относительно действия группы G на множе­
стве М. 
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вольного мотива состоял фактически в присоединении к исход­

ному мотиву всех эквивалентных ему относительно группы G 
элементов. 

Возвращаясь к общей ситуации, назовём орбитой элемента а Е 

Е М совокупность Or(a) всех элементов множества М, эквива­
лентных этому элементу. Оказывается, что любые два элемен­

та Ь и с, принадлежащие Or( а), не только эквивалентны а, но 
и эквивалентны также между собой. Действительно, поскольку 

Ь, с Е Or( а), то существуют такие преобразования 91, 92 Е G, 
что Ь = 91(а) и с= 92(а). Тогда преобразование 92911 переводит 
элемент Ь в с, в самом деле 

и, значит, Ь и с эквивалентны. Отсюда, кстати сказать, следует, 

что Оr(Ь) = Or(c) = Or(a), или иначе, орбиты любой пары экви­
валентных элементов совпада~т. С другой стороны, если элемен­

ты а1 и а2 неэквивалентны, то их орбиты вообще не имеют общих 
элементов. Предполагая противное, т. е. что некоторый элемент 

а Е Or(a1) n Or(a2), получаем а= 91(а1) и а= 92(а2) для неко­
торых преобразований 91, 92 Е G. Но тогда а2 = 92911 (а1), что 
противоречит предположению о неэквивалентности а1 и а2. 

Резюмируя сказанное, приходим к следующим выводам: 

МноЖество М под действием группы G распадается 
на непересекающиеся классы эквивалентных между 

собой элементов. Каждый такой класс представляет 

из себя орбиту для любого из входящих в него эк­

вивалентных элементов. Неэквивалентные элементы 

принадлежат различным орбитам. 

На рис. 45 приведены две из четырёх орбит множества оже­
релий, состоящих из 3 белых и 3 чёрных бусинок, относительно 
группы v6. 
Мы подошли к тому, что возникающая в различных задачах 

комбинаторики проблема 11еречисления неэквивалентных объек­

тов сводится к отысканию числа орбит той или иной группы, дей­

ствующей на множестве всех объектов. Полезным инструментом 

8-261 
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а) 

б) 

Рис. 45. 

для этого является утверждение, известное в теории групп как 

лемма Бернсайда. ~у~:rь М - конечное множество и G - группа 

его подстановок. Число орбит относительно действия группы G 
вычисляется тогда по следующей формуле: 

1 
t(G) = IGI :Е x(g), 

gEG 

(12.20) 

где x(g) - число элементов множества М, неподвижных относи­

тельно подстановки g (знак 2:: означает, что сумма распростра-
gЕG 

няется на все элементы группы G). Хотя доказательство форму-
лы (12.20) для числа орбит впервые было опубликовано в 1911 
году, известна она была, по-видимому, гораздо раньше, а основ­

ные соображения, которые к ней приводят, по существу восходят 

к Лагранжу. Трудности с перечисленнем орбит происходят от то-
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го, что число элементов в различных орбитах, как мы могли за­

метить, не обязательно одинаково. Сначала разберёмся, от чего 

зависит это число, называемое числом орбиты. Чтобы ответить, 

возьмём произвольвый элемент а Е М и выпишем элементы его 

орбиты Or( а). Они, очевидно, следующие: 

а = 90 (а), 91 (а), 92 (а), ... , 9n-1 (а). (12.21) 

Здесь 9о, 91, 92, ... , 9n-1- всевозможные подстановки из груп­
пы G и 9о- тождественная подстановка. Однако в ряду (12.21) 
возможны повторения одинаковых элементов, и связано это как 

раз с тем, что некоторые из подстановак могут оставлять эле­

мент а неподвижным. Ведь если, к примеру, 9i(a) = 9j(a), i f= j, 
то 9j19i(a) = а, а это и означает: что подстановка 9j19i остав­
ляет элемент а неподвижным. Очевидно, что длина орбиты тем 

меньше, чем больше таких подстановок. Нельзя ли описать эту 

связь поточнее? Оказывается, можно, и цеЛь достигается теми 

же рассуждениями', которыми пользовался ещё Лагранж (чита­

тель легко это поймёт, если вернётся к содержанию главы 3). 
В самом деле, рассмотрим множество всех подстановак Ga, для 
которых элемент а является неподвижным. Указанное множе­

ство, называемое стабилизатором, элемента а, образует под­

группу в группе G (проверьте). Рассмотрим смежные классы 

9Ga = { 9h 1 h Е Ga} по этой подгруппе и заметим, что все под­
становки, принадлежащие одному и тому же смежному классу 

9Ga, одинаково преобразуют элемент а, действуя на него так же, 
как подстановка 9: 

(9h)(a) = 9(h(a)) = 9(а). 

Понятно, что верно и обратное: если 91(а) = 92(а), то подстанов­
ки принадлежат одному смежному классу по стабилизатору. Вы­

вод, к которому мы приходим, таков: число различных элементов 

в (12.21) совпадает с числом различных смежных классов, ины­
ми словами, длина орбиты 1 Or( а) 1 равна индексу стабилизатора 
элемента а,- т. е. 

1 Or(a)l = IG: Gal = IGI/IGal· (12.22) 

8* 
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Теперь уже нетрудно доказать саму лемму Бернсайда. Рас­

смотрим для этого все пары вида (g, а), где g Е G и а Е М -
элемент, неподвижный относительно g. Наши рассуждения будут 
основываться на подсчёте числа таких ~стабильных~ пар двумя 

различными способами. С одной стороны, их общее число, оче-

видно равно 

Lx(g). (12.23) 
gEG 

Но с другой стороны, для каждого а· Е М число подстановак 

со свойством g(a) =а совпадает с порядком стабилизатора Ga, 
т. е. равно, согласно (12.22), 

IGal = IGI/1 Or(a)l. 

Таким же будет это число для всех элементов Ь Е Or(a), так 
как в этом случае Оr(Ь) = Or(a). Тогда количество стабильных 
пар (g, Ь) для всех элементов одной , орбиты Or( а) окажется рав-
ным 

IGI 
1 Or(a)l · l Or(a)l = IGI 

и следовательно, одним и тем же для любой из орбит. Умножив 

полученное число на число орбит, получим общее число стабиль­

ных пар 

t(G)IGI. (12.24) 

Наконец, сравнивая (12.23) и (12.24) приходим к утверждению 
леммы Бернсайда. 

Мы можем теперь пр~иллюстрировать применение доказанной 

формулы для решения некоторых комбинаторных задач, пока не 

очень сложных. Взять хотя бы пример с чёрно-белыми ожере­

льями, изображёнными на рис. 44 и 45. Очевидно, что для тож­
дественного преобразования vo все 20 ожерелий являются непо­
движными элементами: x(v0) = 20, а для поворота v1 на угол 1rjЗ 
неподвижные ожерелья отсутствуют совсем: x(vl) =О. Нетрудно 
сообразить также, что, например, х( v2) = 2, таким же будет это 
число и для любой симметрии O'i. Всю информацию о неподвиж­

ных элементах сведем в таблицу 10. 
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Таблица 10. 

элементы 9i vo Vl V2 vз V4 vs O'Q O'l 0'2 О'З 0'4 0'5 

x(gi) 20 о 2 о 2 о 2 2 2 2 2 2 

Тогда по формуле Бернсайда число орбит относительно группы 

\Тв действительно равно 

1 
t(Vв) = 6 (20 + 2 . 2) = 4, 

а относительно Dв -

1 
t(Dв) = 

12 
(20 + 2 · 8) = 3. 

Ещё один пример, чуть посложней, - задача о раскраске ку­

ба. Сколькими неэквивалентными способами можно раскрасить 

грани куба, если каждая грань может быть раскрашена одним 

из двух цветов, скажем, зелёным и жёлтым? При этом два спо­

соба окраски считаются эквивалентными, если от одного можно 

перейти к другому путём подходящего поворота в пространстве. 

Задача, как мы теперь уже понимаем, сводится к подсчёту числа 

орбит группы вращений куба на множестве всевозможных спо­

собов окрасок этого куба (их общее число очевидно 26 = 64). 
Можно понять, что группа вращений куба состоит иЗ 24 преоб­
разований, которые можно разбить на 5 типов (рис. 46): 

1. Тождественное вращение. 

2. Три поворота на 180° вокруг прямых, соединяющих центры 
противоположных граней. 

3. Шесть поворотов на 90° вокруг тех же прямых. 

4. Шесть поворотов на 180° вокруг прямых, соединяющих се­
редины противоположных рёбер. 
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Рис. 46. Рис. 47. 

5. Восемь поворотов на 120° вокруг прямых, соединяющих 
противоположные вершины (рис. 4 7). 

Занумеруем грани куба так, как показано на рис. 46 (номера 
проставлены в углах граней1 ). С каждым из перечисленных пре­
образований связана, очевидно, векоторая подстановка на мно­

жестве граней, или, что то же самое, на множестве их номеров. 

Выполняя эти преобразования, мы и переходим от одних спосо­

бов окраски куба к другим, им эквивалентным. При этом, конеч­

но, может случиться так, что в результате поворота окрашенный 

куб переходит в куб,. неотличимый от исходного. Например, если 

грани с номерами 3, 6 окрашены в зелёный цвет, а остальные­
в жёлтый, то любое вращение вокруг оси ЕЕ1 не меняет такой 
окраски, т. е. она является неподвижным элементом относитель­

но указанных вращений. 

Понятно далее, что преобразования, принадлежащие к одному 

типу, имеют одинаковое число неподвижных элементов и потому 

достаточно посчитать это число для одного из преобразований 

каждого типа. 

Сделаем ещё одно полезное наблюдение. Пусть соответству­

ющая преобразованию подстановка разложена в произведение 

независимых циклов (см. главу 2). Ясно, что раскраска куба яв-

1 Заметим для ясности, что эти номера относятся не к граням, как таковым, 
а к их положению в пространстве, т. е. приведённая нумерация означает, что 

передняя грань всегда имеет номер 1, правая боковая- номер 2 и т. д. 
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ляется неподвижным элементом относительно этой подстановки 

тогда и только тогда, когда грани, номера которых входят в один 

и тот же цикл, окрашены одинаково. 

Так, повороту на 180° вокруг оси ЕЕ1 соответствует подста~ 
нов ка 

(
1 2 3 4 5 6) 
5 4 3 2 1 6· = (1, 5)(2, 4), 

и для неподвижных относительно неё раскрасок одинаковый цвет 

должны иметь грани с номерами 1 и 5, точно так же, как и грани 
с номерами 2 и 4. Грани с номерами 3 и 6 могут' быть раскрашены 
произвольно. Число таких раскрасок равно 24 = 16. 

Подстановка, отвечающая поворо~у против часовой стрелки на 

90° вокруг той же оси, сама· я'вляетс~ циклом (1, 2, 5, 4) длины 
1 

4, так что для неподвижной раскраски все четыре грани с этими 
номерами должны бы~ь окрашены одинаково, и таких раскра ~ 

сок 23 = 8. В качестве преобразования четвёртого типа рассмот~ 
рим поворот вокруг прямой М N. Соответствующая подстанов­
ка имеет вид (1, 2)(3, 6)(4, 5), и неподвижных для неё элемен~ 
тов также 8. Для поворота вокруг оси [ЗD1 получаем подста­
новку (1, 3, 2)( 4, 5, '6) с четырьмя неподвижнь1ми раскрасками 
(рис. 47). 

Учитывая, что длЯ тождественного преобразования все 64 рас­
краски неподвижные элементы, находим по формуле (12.20) ис­
комое число орбит 

t( G) = 64 + 3 · 16 + 6 ~: + 6 · 8 + 8 · 4 = 10_ 

Это и есть число различных (точнее, неэквивалентных) раскра­

сок куба. 

Мы рассказали о двух важных .способах перечисления: методе 

производящих функций и групповом методе, основанном на лем­

ме Бернсайда. Эти два метода гармонично соединяются в теории 

перечисления, созданной известным математиком Д. Пойа1 . 

1 Читателю этот математик, быть может, известен по его замечательным 
книгам, переведенным на русский язык, таким, например, как [20], [21]. 
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Основная теорема этой теории связывает перечисляющую про­

изводящую функцию для числа орбит с более простыми произ­

водящими функциями, одна из которых - так называемый цик­

ловой индекс группы подстановок. Краткое знакомство с теорией 

Пойа мы и начнём с понятия циклового индекса. 

Пусть, как и выше, G - группа подстановак конечного множе­

ства М из т элементов. Пусть g - некоторая подстановка и g = 
= 1i"11i"2 .. . 1i"r- её разложение нанезависимые циклы. Если в ука­

занном разложении имеется Ь1 циклов длинЫ 1, Ь2 циклов длины 
2 и т. д., Ьm циклов длины т, то будем говорить, что подстановка 
имеет тип (Ь1, Ь2, ... , Ьт). Для каждой такой подстановки обра­
зуем одночлен х~1 х~ ... х~ от т переменных. Их сумму, взятую 
по всем подстановкам из группы G, разделим на число элементов 
в группе. Полученный многочлен 

и называют цикловым индексом группы G. 
Посчитаем цикловой индекс для некоторых из рассмотренных 

выше групп. 

В таблицу 11 сведены типы подстановак из группы V6 враще­

ний правильного шестиугольника. 

Таблица 11. 

vo Vl V2 

(6, О, О, О, О, О) (0, о, о, о, о, 1) (0, О, 2, О, О, О) 

vз V4 vs 
(0, 3, О, О, О, О) (0, О, 2, О, О, О) (0, о, о, о, о, 1) 

Из таблицы следует, что цикловой индекс этой группы имеет 

ВИД 

1 ( 6 3 2 ) Ре = 
6 

х1 + х2 + 2х3 + 2хб . (12.25) 
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Каждое из 24 преобразований группы G вращений куба ин­
дуцирует подстановку на множестве его граней. Пять категорий, 

на которые выше были разбиты вращения, дают соответственно 

подстановки типов (6,0,0,0,0,0), (2,2,0,0,0,0), (2,0,0,1,0,0), 
(0, 3, О, О, О, 0), (0, О, 2, О, О, 0). И значит, цикловой индекс группы 

(12.26) 

На примере ·задачи о раскраске граней куба мы могли понять, 

что цикловая структура подстановак довольно тесно связана с пе­

речислением орбит. Только что введённое понятие циклового ин­

декса позв.оляет выразить эту связь в более явной и обозримой 

форме. Этой же цели служат вводимые далее функции и их веса. 

Функции, которые нам будут нужны, могут иметь достаточ­

но произвольвые области о~ределения и значений (обозначим 
их соответственно, D и Е). В задачах перечисления эти мно­
жества всегда явлЯются конечными. Такие функции f: D --+ Е 

' 
оказываются удачным средством для описания и представления 

многих перечисляемых объектов. Скажем, в задаче о раскраске 

граней куба в качестве D можно взять множество его J:'раней или 
их номеров, а в качестве Е - множество используемых цветов. 

Понятно, что тогда каждому способу раскраски граней отвечает 

векоторая функция f: n·--+ ;Е и обратно. Так функции, прини­
мающей значения 

/(1) = /(2) = /(3) = /(4) ='<<Ж>>, /(5) = /(6) = <<З>>, (12.27) 

соответствует способ окраски, при котором первые четыре грани 

окрашены в жёлтый цвет, а остальные- в зелёный. 

Если на множестве D задана векоторая группа подстановок, 
то можно пойти и дальше, определив отношение эквивалентно­

сти на множестве рассматриваемых функций. Конечно, это нуж­
но сделать так, чтобы эквивалентность функций всегда означала 

эквивалентность соответствующих им перечисляемых объектов. 

Определение, которое мы приведём, вполне удовлетворяет ука­

занному требованию. 
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Две функции / 1 и /2 будем называть эквивалентны.ми, если 

существует подстановка g Е G такая, что 

!1(х) = !2(g(x)) для всякого х Е D. (12.28) 

Понятно, что тогда 

!2(х) = fl(g- 1(x)) для всякого х Е D. 

Хорошую иллюстрацию данному определению вновь даёт задача 

о раскраске граней. . 
В самом деле, пусть g - подстановка граней, соответствую­

щая векоторому вращению v куба И /1 и /2 - две эквивалентные 
функции, удовлетворяющие соотношению (12.28). Как связаны 
тогда те два способа его окраски, которые от.вечают э:rим ·экви­
валентным функциям? Ответ.цаёт равенство (12.27). Оно показы-, . 
вает, что цвет грани х При первой' окраске ~а ков Же, как и цвет 

грани g(x) при окрашивании вторым способом. Но это значит, 
что вторую окраску мы получим из п~рвой, вцnо.Л~яя заданное 

' '. 

вращение v. _ . . 
Обратим внимание чИтателя, на ·т.о, что экв~валентность 

функций не является чем-т~ существенно но~ым по сравне-
' . ' 

нию с уже рассмотренным ранее понятием эквивалентности 

(см. с. 228) .Дело в том, что со всякой подстановкой g мно.Ж~­
ства D можно связать преобразование на множестве функций, 
имеющих D своей областью определения. Сделаем это так: 

произвольной функции f сопоставим функцию <р такую, что 
' 

<р(х) = f(g(x)), х Е D. 

После этого группу G можно рассматривать также как груп­
пу преобразований (и притом взаимно однозначных) множества 
М всех функций из D в Е. Ясно тогда, что эквивалентность 

функций относительно группы G, действующей описанным спо­
собом на множестве М, это то .же самое, что и эквивалентность, 

определённая равенством (12.28). 
Раз так, то множество функций распределяется на орбиты, 

в каждой из которых собраны эквивалентные между собой функ-
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ции. Теперь ясно, что решение многих комбинаторных задач сво­

дится к подсчёту числа орбит, на которые некоторое множество 

функций разбивается группой G. 
Понятие веса, к которому мы переходим, позволяет придать 

схеме перечисления Пойа необычайную гибкость. Веса приписы­

вают каждому _элементу области значений Е, и они могут быть 

числами или переменными, или вообще, элементами некоторо­

го коммутативного кольца К. Следовательно, можно образовы­

вать суммы и произведения весов, и эти операции удовлетворяют 

обычным законам ассоциативности, коммутативности, дистрибу­

тивности. Вес, приписываемый элементу r Е Е, будем обозначать 
w(r). 
Можно определить тогда и вес произвольной функции f: D --+ 

--+ Е. Его полагают равным произведению весов значений этой 

функции, принимаемых для всевозможных элементов d из обла­
сти определения D, 

W(f) = П w(f(d)). (12.29) 
dED 

В задаче о раскраске куба припишем жёлтому и зелёному цве­

там веса, равные соответственно переменным х и у из кольца 

многочленов от двух переменных. Очевидно, что вес функции, 

принимающей значения (12.27), окажется равным 

а показатели степеней, с которыми входят в него переменные, 

совпадут с числом граней каждого из двух цветов. 

Заметим, что как в примере с кубом, так и в общей ситу­
ации, веса эквивалентных функций совпадают. Всё дело в том 

(убедитесь самостоятельно), что замена функций f на ей экви­
валентную приводит лишь к перестановке сомножителей в про­

изведении (12.29). Если F- произвольвый класс попарно экви­

валентных функций (орбита), то, пользуясь отмеченным обстоя­

тельством, можно определить вес W(F) каждого такого класса. 
Положим его равным весу W (!) любой из функций f Е F. Роль 
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перечисляющей производящей функции для орбит, расклассифи­

цированных по весам, будет играть тогда сумма 

LW(F), (12.30) 
F 

взятая по всем орбитам. Действительно, если в указанной сумме 

сгруппировать слагаемые одинакового веса W(F) = w Е К, то 
(12.30) примет вид Е W(F) = Е miwi, где mi- число классов 

F WiEK 
веса wi. Числа mi и дают искомое решение той или иной задачи 
на перечисление. Как уже отмечалось, это решение зависит от 

циклового индекса заданной группы подстановок, однако оно не 

вполне им определяется.· Недостающую информацию несёт в себе 

перечисляющая производящая функция элементов множества Е, 

также расклассифицированных по весам 

L w(e) = L niwi (12.31) 
еЕЕ WiEK 

(ni- число элементов е Е Е, имеющих вес wд. В примере с рас­
краской граней куба множество Е состоит из двух элементов <<Ж» 

и <<З>>, которым приписаны веса х и у. Функция (12.31) в этом 

случае имеет простой вид: 

Lw(e)=x+y. (12.32) 
еЕ Е 

Мы можем теперь сформулировать основную теорему теории 

перечисления Пойа: 

Производящая функция Е W(F) для числа орбит различных 
F 

весов равна 

L W(F) = Ра (L w(e), L w2(e), ... , L wn(e)) , 
F еЕЕ еЕЕ еЕЕ 

где Ра- цикловой индекс группы подстановок м,н,ожества D~ 

n - число его элементов. 
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Доказательство мы не приводим, скажем только, что цен­

тральным его пунктом является использование известной чита­

телю леммы БернсаЙда. Вооружившись теоремой Пойа, вернёмся 
к уже рассмотренным выше задачам. 

Сначала раскраска граней. Цикловой индекс в этом случае 

даётся формулой (12.25), а производящая функция множества 

красок- формулой (12.32). Согласно теореме имеем тогда: 

После раскрытия скобок и приведения подобных членов (мы 

этого делать не будем) сумма приняла бы вид: 

6 6 

LL~jXi~. (12.34) 
i=l j=l 

Каждый из коэффициентов mij даёт тогда число классов, име­
ющих все xiyj, другими словами, это есть число неэквивалент­
ных раскрасок куба, при которых i граней окрашены в жёлтый 
цвет, а j- в зелёный. Так, коэффициент при х4у2 равен 

1 
24 ( 15 + 3 . 3 + о + 6 . 3 + о) = 2, 

т. е. имеется две различные окраски с 4-мя жёлтыми и 2-мя зе­

лёными. гранями (рис. 48). 
Ясно, что число всех неэквивалентных окрасок равно 

Чтобы найти это число, достаточно в формуле (12.34), и следо­
вательно, в (12.33) положить весах и у равными 1. Тогда получим 
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Рис. 48. 

что, естественно, совпадает с ранее уже найденным числом t( G) 
на с. 235. · 

Этим же способом решается и задача об ожерельях, только те­

перь необходимо знать цикловые индексы групп Vn и Dn. Найти 
их несложно. 

Пусть Vk- произвольвое вращение из группы Vn. Если наи­
больший общий делитель (k, n) = d, то порядок lvkl = n/d = 
= т, а элементу Vk отвечает подстановка на множестве вершин 

п-угольника, разлагающаяся· в произведение d циклов длины т. 
Все элементы порядка т, как известно, содержатся в подгруп­

пе (vk), а их число равно ер( т), где <р- знакомая нам1 функция 
Эйлера. Итак, каждой подстановке в этом случае отвечает в цик-

ловом индексе одночлен вида х~ = x~m, а число таких одночле­
нов для каждого т совпадает с ер( т). Следовательно, цикловой 

индекс группы Vn даётся формулой: 

( ) _ 1 """' ( ) n/m -Pyn Xl, Х2, ••• , Xn - - ~ <р т Xm , 
n 

mln 

где запись т 1 n означает, что суммирование распространяется 
на все различные делители числа n. При n = 6 придём к ранее 
полученной формуле (12.25). 

При вычислении циклового индекса группы диэдра Dn (фор­
мула приводится в дополнении) нужно учесть, что помимо n 

1 Её определение было дано в дополнении 5 к главе 4 (с. 84). 
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вращений в Dn содержится такое же количество зеркальных 
симметрий. Всем симметриям отвечают подстановки одинаковой 

цикловой структуры и в разложении их на независимые циклы 

встречаются лишь транспозиции и циклы длины 1. Если при со­
ставлении ожерелья используются бусинки s различных цветов, 
то каждому из цветов (они и образуют в данном случае множе­

ство Е) сопоставим переменную Yi ( i = 1, 2, ... , s) - вес этого 
цвета. Производящая функция множества Е, очевидно, равна 

s 

Yl + У2 + · · · + Ys = LYi· 
i=l 

Весом каждого из ожерелий является тогда одночлен 

Yrl yr2 уrз Yr s 
1 2 3 . . . s ' 

где ri -число бусинок i-го цвета, содержащихся в нём. 

Согласно теореме Пойа производящая функция для числа 

неэквивалентных (относительно Vn) ,ожерелий того или иного 
веса выглядит так: 

(12.35) 

Число t(Vп) всех неэквивалентных ожерелий (как и в задаче 

с кубом) получается из формулы (12.35) при Yl = У2 = ... = Ys = 
= 1, т. е. 

t(Vп) = _!_Е '{J(m)snfm. 
n 

mln 

Одна из ;практических задач (ею занимался ещё А. Кэли), ко­
торая может быть с успехом решена методами Пойа, относится 

к области химии. Давно известно, что разные по сост~ву химиче­

ские соединения могут сильно отличаться своими химическими 

свойствами. Это я~ление, получившее название изомерия, объяс­

няется тем, что атомы углерода способны по разному соединять­

ся между собой и с другими атомами. Простейшим примером, на 
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котором это можно понять, является бутан, имеющий химиче­

скую формулу С4Н10 и стоящий четвёртым в ряду так называе­
мых парафинов, органических соединений с молекулярной фор­

мулой CnH2n+2· На рис. 49 представлены структурные формулы 
двух изомеров бутана, первая из них соответствует нормально­

му бутану, вторая - изобутану. Было замечено, что с ростом n 
число изомеров парафина CnH2n+2 
быстро растёт. Если бутан имеет 2 
изомера, а пентан- три, то у геп­

тана их 9, а у декана- 159. Как 
теоретически определить число воз­

можных изомеров любого парафи­

на CnH2n+2, как тоже самое сде­
лать для других химических соеди­

нений? Эти вопросы очень интересо­

вали химиков. А ответы были даны 

математиками. 

н 

н 

н 

н 

н 
с н 

СН 
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Рис. 49. 
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С точки зрения математики структурные схемы молекул ор­

ганических веществ представляют из себя графы. так называют 

множество точек (вершин) на плоскости, соединённых линиями 

(рёбрами) по определённому правилу1 . В графах (структурных 
схемах) химических соединений вершины - это атомы, рёбра -
валентные связи между ними. 

В случае парафинов изомерия полностью определяется спосо­

бом соединения между собой атомов углерода. При n = 4 различ­
ных способов (т. е. различных графов) имеется ровно два, а при 

n = 5- три, таково же и число изомеров (рис. 50, 51). 
Мы должны уточнить здесь, когда графы считаются различ­

ными, а когда - одинаковыми. Два графа будем считать одина­

ковыми (изо.морфны.ми), если между вершинами можно уста­

новить взаимно однозначное соответствие, при котором каждой 

паре вершин одного графа, соединённых ребром, соответствует 

пара вершин другого, также соединённых ребром. Иначе говоря, 

1 Графы используются как наглядная геометрическая модель очень многих 
(отнюдь не только химических) задач возникающих на практике, а теория 

графов зачастую помогает в их решении. 
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Рис. 50. Рис. 51. 

при рассмотрении графа не имеет значения, как он изображён на 

плоскости, существенно лишь то, какие вершины оказываются 

соединёнными, а какие нет. Графы на рис. 52 в ~оrласии с нашей 
точкой зрения одинаковы, а все графы, изображённые выше, по­

парно различны. Для графов, изображающих соедин~ние атомов 

углерода в любом парафине, в частности и для тех, что представ­

лены на рисунках, характерно то, что они не содержат замкнутых 

контуров (циклов). Такие графы называются деревьями. 

Задача перечисления изомеров с 

химической формулой CnH2n+2 сво­
дится, таким образом, к перечисле­

нию различных деревьев с n вер­

шинами. Правда, речь идёт толь­

ко о таких деревьях (назовём их 

С-деревьями), к каждой вершине 

которых примыкает не более четы­

рёх рёбер.- валентных связей, ведь 

валентность атома углерода равна 4. 
К указанной задаче близка другая 

Рис. 52. 

- перечислить все изомеры, имеющие химическую формулу 

CnH2n+l ОН. Такие соединения, называемые спиртами, получа­
ются из парафинов CnH2n+2 путём замещения одного из атомов 
водорода ,одновалентным радикалом ОН. И эта задача легко пе­

реводится на язык теории графов. В С-дереве парафина особо 

выделим ту верши~у (атом С), которая соединена ребром (ва­
лентной связью) с замещаемым радикалом атомом водорода. На 

рис. 53 выделенная вершина обведена кружком. 
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Рис. 53. Рис. 54. 

Выделенную вершину дерева называют корнем, а дерево, в ко­

тором имеется корень, называется корневым. В нашем случае 

корневыми вершинами могут, понятно, служить лишь те верши­

ны, к которым прим~Iкает не б~лее трёх рёбер. С-деревья с кор­
невыми вершинами указанного типа длЯ краткости назовём кор­

невыми С-деревьями. Рис. 54 показывает, что при n = 3 имеется 
2 различных корневых С-дерева, а при n = 4 их 4. Смысл слова 
4различный>> в этом случае предлагаем уточнить самим читате­

лям. 

Теперь мы можем сказать, что отыскание числа изомеров спир­

та CnH2n+l ОН сводИтся к нахождению числа различных корне­
вых С-деревьев сn вершинами. Обе названные задачи (перечис­

ление парафинов и перечисление спиртов) и целый ряд других 
задач были решены Пойа с помощью изобретённого им метода. 

Оказалось, что проще начать с решения второй из них - пере­

числения корневых С-деревьев. · 
С этой целью рассмотрим производящую функцию 

00 

r( х) , . L r n xn, (12.36) 
n=O 

в которой rn совпадает с числом различных-корневых С-деревьев 
с n вершинами, а вес каждого такого дерева равен xn. В случае 
n = О, который соответствует дереву, вовсе не имеющему· вер­
шин,- <<пустому» дереву, полагаем ro = 1. Несколько следую­
щих коэффициентов находятся без труда, например, 
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l 
1 2 3 

Рис. 55. Рис. 56. 

Далее рассуждаем так. Можно считать, что из корня любо­

го непустого С-дерева исходят три других С-дерева, называе­

мых главными ветвями (рис. 55) не исключено, что какие-то из 
них являются пустыми. Так будет, если к корню примыкает ме­

нее трёх рёбер. ГЛавные ветви вновь можно считать корневыми 

С-деревьями, если за корень принять ту вершину ветви, которая 
' ' . 

является смежной с корнем исходного дере~а. . 
Почти очевидно, что исход~ое дерево вполне определяется 

строе~ием CBOJ:i.J:C главных ·_ветвей. БоЛе{ точно, два корневь~х 
С-дерева од~нцков~.(и~оморфны) тогда и. только ~ргда, когда су-

, J • .. < 

ществует такое соотв~тствие. м~~ду главными ве'I_'~ями деревьев, 

при котором ~ажд~я ветвь одн'ог.о ~ерева ~~реходит в изоморф­
ную ей ветвь дру:гого. На рис. 56 первые два ~ерева изоморфны, 
второе и третье различны. 

Если ветви занумеровать числами 1, 2, 3, то соответствию, 
устанавливающему изоморфизм, отвечает подстановка из группы 

Sз. Перечисление корневых С-деревьев равносильно, таким об­

разом, перечислению неэквивалентных относительно группы 83 
троек главных ветвей. Может показаться, что исходную зада­

чу мы заменили более сложной. На самом же деле эта замена 

nозволяет получить алгебраическое уравнение, которому обязана 

удовлетворять производящая функция r( х). Обратимся для это­
го к схеме 'Пойа, 'взяв в качестве множества Е множество всех 
корневых С деревьев, перечисляющей функцией которого и яв­

ляется (12.36). Весом каждого его элемента- дерева- будет при 
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этом xn, где n- число вершин. Положив далее D = {1, 2, 3}, мы 
заметим, что каждая функция, 

J= п~Е 

отвечает в этом случае тройке корневых деревьев (главных 

ветвей), некоторым образом занумерованных. Эквивалентность 

функций относительно группы S3 , понятно, равносильна пере­

нумерации главных ветвей. Значит, эквивалентным функциям 

отвечают эквивалентные тройки. Если Ps3 (х1 , х2 , х3)- цикло­

вой индекс Sз, то по теореме Пойа производящая функция 

множества неэквивалентных троек равна 

Коэффициент при xk этого перечисляющего ряда должен дать 
число неэквивал;ентных троек веса xk, иначе таких, что суммар­
ное число их вершин равн~ k (вспомните определение веса функ­
ции f: D ~ Е). Но их столько же, сколько различных корн_евых 
С-деревьев с 'k + 1 вершиной: это потому, Что суммарное число 

1 

вершин главных ветвей на единицу меньше числа вершин ис-

ходного С-дерева. Тогда перечисляющим рядом для различных 
' ' 

корневых С-деревьев с n ~ 1 вершинами должно служить выра-
жени е 

xPs3 (r(x), r(x2
), r(x3

)). 

Чтобы учесть ещё пустое дерево, нужно- только -к полученному 

добавить 1. Так мы приходим к соотношению 

(12.37) 

Остается лишь простая техническаЯ деталь -. в~Iписать цИкловой 
индекс группы Sз и использовать его в полученном равенстве. 

Так как 
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то соотношение (12.37) даёт 

1 
r(x) = 1 + 

6 
х (r(x)3 + 3r(x)r(x2

) + 2r(x3
)). (12.38) 

Полученное алгебраическое уравнение, которому удовлетво­

ряет r(x), полностью решает задаЧу, так как позволяет после­
довательно вычислять коэффициенты ряда (12.36). Сделать это 
можно, подставляя в (12.38) указанный р~д и приравнивая ко­
эффициенты при одинаковых степенях в левой и правой части. 

Поступив так, получим, например, 

ro = 1; rl = ro з + Зrб + 2ro = 1; 
6 

rз = Зror~ + Зrбr2 + 3rorl + Зror2 = 2. 
6 ' 

r
4 

= Зт5тз + 6ror1r2 +т~+ Зт~ + Зтотз + 2r1 = 4_ 

и т. д. Дальнейшие вычисления показывают, что 

Решение задачи для корневых С-деревьев позволяет перечис­

лить и неизоморфные С-деревья, т. е. парафины. Опуская метод, 

которым это может быть достигнуто, укажем лишь на. рконча­

тельный результат, приведённый в таблице 12. Теорема Пойа 
пригодна для перечисления изомеров многих других органиче­

ских соединений с данной молекулярной формулой. Всякий раз 

Таблица 12. 

число вершин n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
число С-деревьев _ 1 1 1 2 3 5 9 18 35 75 159 357 799 
(парафинов CnH2n+2) 
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решение такой задачи сводится к отысканию числа неизоморф­

ных графов того или иного типа. Интересующихся этим вопро­

сом можно отослать к оригинальной работе Пойа [22]. Некоторая 
информация имеется в дополнении. 

Новые комбинаторные задачи, связанные с теми или иными 

предложениями, породили целый ряд обобщений теоремы Пойа. 

Их обзору посвящена, например, статья [12]. 

Дополнения и задачи. 

1. Докажем формулу (12.14) (обобщение бинома), использован­
ную для подсчёта числа сочетаний с повторением. С этой целью 

проведём индукцию по n. При n = 1 формула верна, так как тогда 
получается уже установленное ранее равенство (12.13). Проведём 
шаг индукции. Предполагая, что верно (12.14), покажем, что из 
него следует равенС:тво 

(1- x)-(n+l) = 

= 1- c~(n+l)x + c.:.(n+l)x2 + ... + ( -1)mc~(n+l)xm + ... ' 

.. ( 1)mom - cm или, с учетом - -(n+l) - n+m' равенство 

(1-x)-(n+l) = 1 +0~+1х+0~+2х2 + ... +C:+mx~+ ... (~2.39) 
Умножим обе части доказываемого равенства на (1- х) и до­

кажем равенство, равносильное (12.39): 

(1- x)-n = (1 + C~+lX + 0~+2Х2 + ... + c:+mXm + ... )(1- х). 
(12.40) 

' 
После перемножения коэффициент при xm в правой части ока-

зывается 

cm - cm-l - ( n + т) ... ( n + 1) - ( n + т - 1) ... ( n + 1) = 
n+m n+m-l- т! (т- 1)! 

= (п+т-1) ... (п+1) (п+т _1) = 
(т -1)! т 

= (n +т- 1) ... (n + 1)n = cm = (-1)mom . (12.41) 
f n+m-1 -n 

т. 
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Следовательно, (12.40) переходит в равенство 

верное по индуктивному предположению. Это и доказывает 

(12.14). 

2. Указать производящую функцию для числа сочетаний из n 
элементов по т, в которых k-й элемент встречается не менее ak 
и не более bk раз (k = 1, 2, ... , n). 

3. Доказать, что чи-сло rm разбиений числа т на различные на,-
- ,f 

туральные слагаемые совпадает с числом его разбиений на нечёт-

ные слагаемые (без ограничениЯ на повторения). 
' ' 

Указание: производящая функция для' чис~л rm имеет ~ид: 
' \ 

00 

f(x) = (1 + х)(1 + х2)(1 + х3) • • ~. = П (1 + xi). 
i=l 

Умножьте и разделите f(x) на выражение 

·- 00 

(1 ~ х)(1- х2)(1- х3 ) ••• = П (1- xi), 
i=l_- ' 

1 ' 

приведя её к виду 

1 
f(x) = (1- х)(1- х3)(1- х5 ).:. 

= (1 + х + х2 + ... )(1 + х3 + х~ + ... )(1 + х5 + х10 + .. ) ... 

Последнее и даёт перечисляющий ряд разбиений на нечётные 
слагаемые. 

4. Найдите, используя теорему Пойа, число неэквивалентных 
окрасок вершин куба в два и три цвета. Та же задача для рёбер 

куба. 
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5. Докажите, что цикловой индекс группы диэдра Dn имеет вид 

Pnn (xl, х2, ... , Xn) = 

1 n/m 1 n-1 
-
2 

L cp(m)xm + 2 х1х2
2 

nmln 
при n нечётном; 

nm 2 2-2-1 1 1 
( 

n n-2) 
2n ~ cp(m)xm + 4 х2 + xlx2 при n чётном, 

(12.42) 

где cp(m)- функция Эйлера. Используя (12.42), легко можно 
найти производящую функцИЮ, подобную (12.35), для числа оже­
релий, неэквивалентных относительно Dn (сделайте это). 

6. Ещё о химии. Простейшие из циклических углеводородов име­
ют молекулярную формулу CnH2n, а в их структурной формуле 
атомы углерода образуют цикл. Рис. 57 соответствует так назы­
ваемому циклопропану СзНб. 

При замещении в CnH2n атомов 
водорода различными одновалентны­

ми радикалами (например, ОН, Cl, Br 
и т. д.) получаются гомологи цикли­

ческих углеводородов. Теорема Пойа 

позволяет найти число изомерных го­

мологов данного углеводорода CnH2n· 
Задача близка к перечислению оже­

релий. Роль бусинок в этом случае 

играют атомы углерода, а красок -
различные одновалентные радикалы. 

Правда, в отличие от обычных оже-

н 

н 

н 

н 

Рис. 57. 

релий, бусинки (атомы) могут быть окрашены в два цвета, это 

соответствует тому, что каждый атом углерода может быть со­

единён с двумя различными радикалами. 

В качестве примера найдём число изомерных гомологов цик­

лопропана с химической формулой C3H3 (0H)Br2. Используя тер­
минологию ожерелий, можно сказать, что для раскраски бусинок 

используется три цвета, один из них соответствует атому водо­

рода, два других -радикалам ОН и Br. Группа G, относительно 
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Br 

Рис. 58. 

которой рассматривается эквивалентность, содержит 6 подстано­
вок из группы диэдра Dз, 8 подстановок, переставляющих цвета 
отдельных бусинок и их комбинации, всего, как можно убедить­

ся, 48 подстановок. Специальная структура этой группы позво­
ляет записать её цикловой индекс в виде 

р6 = ~ [(х~;х2)
3 

+З(х~;х2) (х~;х4) + 2 (х§;хб)] 
(12.43) 

(формула, вывод которой мы опускаем, некоторым специальным 

приёмом получается из циклового индекса группы диэдра, в дан­

ном случае Dз). Подставляя в (12.43), согласно теореме Пойа, 
производящую функцию цветов Yl + У2 +уз, где Yl соответствует 
Н, У2 -ОН, Уз - Br, получим перечисляющий ряд для изомер­
ных гомологов циклопропана 

~ [ ( (Yl +У2+Уз)2 
; (у~+у~+УЮ) 3 

+ 

( )2 ( 2 2 2) ( 2 2 2)2 ( 4 4 4) + 3 Yl +у2+Уз + У1 +У2+Уз . У1 +У2+Уз + У1 +У2+Уз + 
2 2 

+ (yf+y~+y~)2 + <Yr+y~+yg)]. 

Интересующее нас число даётся коэффициентом при члене 

yfy2y~, который равен 3. Три различных изомера СзНз(ОН)Вr2 
представлены на рис. 58. 
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ВЕКТОРЫ И ПРОСТРАНСТВА 

Из всех разделов алгебраической науки, может быть, наиболее 

разработанным и эффектным является раздел, называемый ли­

нейной алгеброй. К тому же он и особенно важен для решения 

многочисленных прикладных задач. Спектр приложений линей­

ной алгебры очень широк. Её аппаратом, не говоря уже о самой 

математике, пользуются естественные, технические, экономиче­

ские, нередко и гуманитарные науки. 

Что ещё характерно для линейной алгебры? Пожалуй, то, что 

она свободно пользуется хорошо знакомым геометрическим язы­

ком. Здесь мы встретим такие термины, как вектор, векторное 

пространство, скалярное произведение, евклидово пространство, 

ортогональность и т. д., происхождение которых из геометрии 

очевидно. Однако у тех, кто впервые знакомится с линейной ал­

геброй, употребление этих терминов часто вызывает недоумение. 

Дело в том, что объекты, к которым они применяются, могут 

~внешне>> совсем не походить на свои геометрические прототи­

пы. Достаточно сказать, что роль векторов (элементов векторно­

го пространства) то и дело играют такие, скажем, объекты как 

многочлены, матрицы, функции и т. д. Позже мы сумеем понять, 

что именно объединяет эти столь различные вещи, позволяя го­

ворить о них на едином языке. Тот факт, что этот язык именно 

геометрический, отчасти можно объяснить тем, что отправной 

точкой для развития линейной алгебры была аналитическая гео­

метрия. 
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Читатель знает, что при решении 

геометрических задач методом ко­

ординат сплошь и рядом возникают 

системы линейных уравнений с дву­

мя или тремя неизвестными. Напри­

мер, для отыскания точки пересече­

ния двух прямых на плоскости при­

ходится решать систему двух ли­

нейных уравнений с двумя неиз-

вестными 

{ 

а1х + Ь1у = с1 
а2х + Ь2у = с2, 

Рис. 59. 

х 

где каждое из уравнений определяет прямую на плоскости 

(рис. 59), а решение (а, /3) даёт координаты точки пересечения 
прямых, или радиуса-вектора этой точки. Рисунок соответству­

ет случаю, когда система имеет единственное решение. Анало­

гично и в системе линейных уравнений с тремя неизвестными 

каждое уравнение можно интерпретировать как уравнение плос­

кости в пространстве, а всякое решение (а, /3, 'У) такой системы 
как точку или вектор в пространстве с указанными, координата­

ми. 

В главе 8 мы уже говорили о том, что в математике и различ­
ных её приложениях приходится иметь дело с системами линей­

ных уравнений, содержащих более трёх неизвестных. Напомним 

что всякая такая система с n неизвестными х1, х2, ... , Xn имеет 

вид 

анхl + а12Х2 + ... + alnXn = Ь1 
а21 Xl + а22Х2 + ... + a2nXn = ~ 

(13.1) 

а каждое её решение, как обычно, представляет из себя на­

бор значений неизвестных ( а1, а2, ... , an), обращающих каждое 
уравнение в верное равенство. 

Хотя непосредственное геометрическое истолкование системы 

(13.1) при n > 3 уже невозможно, однако прежний геометриче-
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ский язык двух и трёх измерений удобно сохранить для произ­

вольного n. Этой цели и служат дальнейшие определения. 
Любой упорядоченный набор _из n действительных чисел 

(а:1, а:2, ... , a:n) назовём п-мерным вектором, а сами числа 
0:1, 0:2, ... , O:n - координатами этого вектора. 

Для таких векторов будем использовать обычную форму за­

писи: 

а= (а:1,а:2, · · · ,an)· 

Нетрудно определить простейшие операции над п-мерными век­

торами по тем же правилам, что и для обычных векторов. А имен­

но, если 

-два п-мерных вектора, то их суммой называется вектор 

Произведением вектора а на число Л называется вектор 

Множество всех п-мерных векторов с операциями сложения 

и умножения на число называется п-мерным координатным, 

или арифметическим, пространством1 • 
По аналогии с обычной плоскостью множество всех n-мерных 

векторов, удовлетворяющих одному линейному :уравнению с n 
неизвестными, называют гиперплоскостью в п-мерном про­

странстве. При таком определении множество всех решений 

системы (13.1) есть не что иное, как пересечение нескольких 

гиперплоскостей. В сходном смысле можно говорить и о произ­

вольных поверхностях или областях в п-мерном пространстве, 

понимая под ними множество векторов, задаваемых одним или 

несколькими уравнениями, или неравенствами, не обязательно 

1 Векторы n-мерного пространства часто именуют также точками, имея 
в виду ту связь, которая существует между точками и соответствующими 

радиус-векторами в случае плоскости и трёхмерного пространства. 
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линейными. Так, гиперповерхностью называется множество 

точек, координаты которых удовлетворяют одному уравнению 

с n неизвестными. Простейшим после плоскости примерам ги­
перповерхности является сфера радиуса R в n-мерном простран­
стве - множество точек, координаты которых удовлетворяют 

уравнению 

2 2 2 R2 
xl + х2 + ... + Xn = . 

Эти и другие геометрические термины вовсе не для того, что­

бы внушить читателю какие-то <<Таинственные~ представления 

о столь же <<таинственных>> многомерных пространствах. По­
вторим, что такая геометрическая терминология образует удоб­

ный и образный язык, который, хотя и не может служить сред­

ством доказательств, но очень удачно подчёркивает обrцность 

закономерностей, присуrцих и обычным геометрическим образам 

и их многомерным аналогам. Здесь мы встретим немало подтвер­

ждений сказанному. Поучит.ельным в этом смысле будет наше 

небольшое отступление в область линейного программирования. 

Линейное программирование (кратко ЛП) -сравнительно не­

давно возникший раздел прикладной математики 1 , теоретической 
базой которого является как раз линейная алгебра. Линейное 

программирование применимо к решению многих задач оптими­

зации, часто возникаюrцих на практике. В одной из таких задач, 

которую мы рассмотр~м, речь идёт о рациональном снабжении 

завода железной рудой. Руда может доставляться на завод из n 
пунктов добычи. Исходные данные таковы: 

Ci- стоимость добычи одной тонны руды на i-й шахте и ~ё 

доставки на завод, 

bi - объем добычи на i-ой шахте, 

Ь - потребность завода в руде. 

1 Первая работа академика Л. В. Канторовича относится к 1939 году. Ме­
тоды линейного программирования получили своё дальнейшее развитие в со­

роковых-пятидесятых годах прошлого века. 
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Потребитель стремится уменьшить расход на приобретение сы­

рья. Если Xi- количество руды (в тоннах), которое будет достав­

ляться с i-ой шахты, то этот расход в сумме составит 

(13.2) 

Нужно учесть при этом, что неизвестные xi обязаны удовлетво­

рять ряду ограничений. Прежде всего, необходимо полностью 

удовлетворить потребность завода в сырье. Это означает, что 

должно выполняться у~ловие 

Xl + Х2 + ... + Xn = Ь. (13.3) 

Кроме того, очевидно, что 

Xi ~ bi, i = 1, 2, ... , n. (13.4) 

Наконец, по смыслу задачи величины Xi должны быть неотрица-

тельны: 

Xi ~ О, i = 1, 2, ... , n. (13.5) 

Задачу можно теперь сформулировать так: требуется найти наи­

меньшее значение функции (13.2), или, как говорят, минимизи­
ровать её, при соблюдении условий (13.3), (13.4), (13.5). И сама 
функция (её обычно называют целевой), и левые части ограниче­

ний (13.3)-(13.5) линейно зависят от неизвестных Xi -это и яв­
ляется отличительным признаком задач линейного программиро­

вания. 

В нашем конкретном случае решение может быть найдено со­

всем элементарно, однако для нас гораздо важнее на этом при­

мере выявить общие черты, свойственные всякой задаче ЛП. 

Можно заметить, во-первых, что при небольшом числе пере­

менных задача ЛП имеет простой геометрический смысл. Пусть 

в нашем примере n = 3. Возьмём для определённости к~нкретные 
значения исходных данных 

L = 2х1 + 3х2 + 4хз, 
Х1 + Х2 + Хз = 10, 

0 ~ Xl ~ 3, 0 ~ Х2 ~ 8, 0 ~ Х3 ~ 5. 
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Из первого условия находим хз = 10- х1- х2, подставляя это 

в другие ограничения, приходим к равносильной задаче: мини­

мизировать целевую функцию 

L = 40 - 2х1 - х2 (13.6) 

при ограничениях 

5 ~ Xl + Х2 ~ 10, 

0 ~ Xl ~ 3, 0 ~ Х2 ~ 8. 
(13. 7) 

Для минимизации функции L изобразим на плоскости много­
угольную область S, которая определяется веравенетвами (13.7) 
(рис. 60). 

Перепишем равенство (13.6) для 
целевой функции в виде 

2х1 + х2 = 40 - L. (13.8) 

При каждом значении L оно опреде­
ляет прямую на пло~кости. Две та­

кие прямые, соответствующие зна­

чениям L = 40 и L :..._ 30, прове­

дены на нашем чертеже. Понятно, 

что уменьшению L соответствует 

параллельный перенос прямой (13.8) 
вправо (в направлении стрелки). Че­
рез точку D пройдёт тогда как раз 

Рис. 60. 

та прямая, на которой достигается интересующий нас минимум. 

В указанной точке х1 = 3, х2 = 7, L = 27, при этом х3 = О. 
Произвольнан задача ЛП может быть сформулирована подоб­

но рассмотренной в следующем виде: минимизировать целевую 

функцию 

L = Cl Xl + С2Х2 + · · · + CmXm 

при соблюдении ограничений 

ан Xl + а12Х2 + ... + almXm ~ Ь1, 

anlXl + an2X2 + · · · + anmXm ~ bn, 

Xl, Х2, ... , Xn ~ 0. 

(13.9) 

(13.10) 
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При т = 2 огранИчения (13.10), как и в примере, определяют 
выпуклую многоугольную область1 на плоскости, а при т = 3-
выпуклую многогранную область в пространстве, а решение за­

дачи, если оно·существует, достигается на границе этой области, 

более точно - в векоторой её вершине. 

В случае Произвольного n также говорят, что ограничения 
(13.10) определяют выпуклую многогранную область в т-мерном 
координатном пространстве. Такие понятия, как <<выпуклость>>, 

<<граница области>>, <<Вершина>>, могут быть определены и в этом 

случае. И замечательно то, что утверждение, высказанное нами 

для т = 2 или 3, остаётся в силе и для лЮбой раЗмерности. 
Если задача ЛП (13.9) и (13.10) имеет решение, то оно достига­
ется в вершине многогранной области, определённой ограниче­

ниями (13.10). 
На этом общем утверждении основываются различные мето­

ды минимизации, в частности, и наиболее известный из них­

симплекс-метод. 

В упомянутом методе производится направленный перебор 

вершин, такой, что при переходе от одной вершины к следующей 

значение целевой функции уменьшается. Перебор заканчивается, 

когда будет достигнут минимум целевой функции. 

Но вернёмся к векторам и точкам многомерных пространств. 

Мы хотим теперь в этих пространствах придать смысл таким гео­

метрическим понятиям, как коллинеарность и компланарность 

векторов, длина вектора и расстояние между точками, ортого­

нальность векторов и т. д. Всего этого можно достичь не тоЛько 

в п-мерном координатном пространстве, но и в более общей си­
туации. Переход к ней связан с разными обстоятельствами. Глав­

ное из них то, что координатное пространство связано исключи­

тельно с идеей задания векторов и точек своими координатами. 

Однако,, в случае двух или трёх измерений мы владеем и дру­

гим смыслом. этих понятий, который, являясь исходным, вовсе не 

зависит от выбора системы координат. Такой бескоординатной 

точке зрения отвечает аксиоматическое определение. векторно­

го пространства произвольной размерности. Система его аксиом 

1 Или пустое множество, если ограничения несовместны. 
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является итогом пристального анализа ~лгебраических свойств 

операций над геометрическими векторами и над многими други­

ми объектами, имеющими с ними алгебраическое сходство. 

Множество V называется векторным (иначе, линейным) про­
странством, а его элементы называются векторами, если на 

этом множ~стве определены операции сложения векторов и умно­

жения вектора на произвольвый скаляр 1 , удовлетворя~рщие сле­
дующим свойствам (а, Ь, с Е V, Л, Л1 , Л2- произвольвые скаля­

ры): 

1. сложение коммутативно: а+ Ь = Ь +а; 

2. сло·жение ассоциативно: (а+ Ь) +с= а+ (Ь +с); 

3. существует нулевой вектор О такой~ что 
О+а=_а+О=а; 

4. для всякого вектора а Е V существует противополож­
ный вектор (-а) такой~ что а + (-а) = О; 

5. выполняются два закона дистрибутивности: 
Л( а + Ь) = Ла + ЛЬ~ 

(Л1 + Л2)а = Л1а + Л2а; 
6. умножение на скаляр ассоциативно: Л2(Л1~) = (Л2Л1) а; 

7. 1 ·а= а . 

. Первые четыре аксиомы устанавливают свойства операции 
сложения, и их можно_ было бы выразить короче, сказав, что 

относительно этой операции векторы образуют абелеву группу. 

В формулировке остальных свойств участвует и вторая опера­

ция- умножение на скаляр. Понятно, что множество всех гео­

метрических векторов трёхмерного пространства является ли­

нейным пространством в смысле этого определения. Совершенно 

1 В качестве множества скаляров чаще всего рассматривают либо поле 
действительных, либо поле комплексных чисел. В первом сЛуЧае мы имеем 
дело с действительным векторным пространством, во втором -с комплексным. 

Однако определение имеет смысл и тогда, когда множество скаляров есть про­

нзвольное поле (даже нечисловое). 
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очевидно также, что все перечисленные в определении свойства 

оказываются выполненными и в случае п-мерного координатного 

пространства. Отметим лишь~ что роль нулевого элемента в нём 
играет вектор, у которого все координаты равны О, тогда век­

тором, противоположным к а = (а1, а2, ... , an),' служит вектор 
-а= ( -а1-~ -а2, ... , -an). Следовательно, и оно может рассмат­
риваться как один из примеров 'линейного про'странства. Приве­
дём ещё несколько примеров векторных пространств 1. 

1. Множество всех действительных -(Или комплексных) мат­
риц данного порядка т х n относительно операций сложе­
ния матриц и умножения матрицы на число. 

2. Множество всех многочленов JF[x] с коэффициентами из, 
данн~го поля 1F (поля скаляров) относительно операций 

сложения многочленов и умножения многочлена на скаляр. 

3. Множество всех действительных функций, непрерывных на 
заданном отрезке [а, Ь], относительно сложения функций 
и умножения функции на чис~о. . 

К списку примеров векторных пространств (над полем дей­

ствительных чисел) можно присоединить также различные ги­

перкомплексньiе системы, и в частности, кватернионы, рассмат-

ривавшиеся в главе 8. · 
Отметим, что всё это- лишь небольшая часть из всего много­

образия объектов, которые могут быть охва:че'ны общим понятием 
1 

векторного пространства. 

Обратим внИмание читатеЛей на то, что в определении ли­
нейного пространства нет никакого упоминания о размерности. 
Однако представление о ней вполне может быть сюда привнесено, 
и этой цеЛи служат понятия линейной ·зависимости и независи-

мости векторов. Их мы и обсудим. . ' 
Во-первых, заметим, что операции, определённые в вектор­

ном пространстве, позволяют из произвольной системы векторов 

1 В каждом случае читатель может самостоятельно проверить справедли­
вость аксиом. 
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а1, а2, ... , ak Е V образовывать выражения вида 
1 

Л1а1 + Л2а2 + ... + Лkak, (Лi- скаляры), (13.11) 

называемые линейными комбинациями этих векто.ров. Если все 
коэффиЦиенты Л1, Л2, ... , Ak равны нулю, то и значением линей­
ной комбинации будет нулевой вектор1 . Не исключен.о, правда, 
что такое МО?f<ет ·случиться и тогда, когда не все коэффициенты 

Лi нулевые. 

Если существует равная нулевому вектору линейная комбина­

ция 

Л1а1 + Л2а2 + ... + Akak =О, 

в которой хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля, то си­

стема векторов а1, а2, ... , ak Е V называется линейно зависимой. 
В противном случае система называется линейно независимой. 

Так, векторы 4-х мерного координатного пространства 

а1 = (2; О; 1; -1), а2 = (2; -2; 1; 3), аз = (2; -1; 1; 1) 

линейно зависимы, поскольку 

а1 + а2- 2аз = (О; О; О; О) =О. 

Линейная зависимость, как видно из определения, равносильна 

при k ~ 2 тому, что хотя бы один из векторов системы является 
линейной комбинацией остальных. Если система состоит из двух 

векторов а1, а2, то линейная зависимость её означает, что один 

из векторов пропорционален другому, скажем, а1 =а· а2; в дву­

мерном и трёхмерном случае это равносильно коллинеарнорти 

геометрических векторов а1 и а2. 

Точно так же, линейная зависимость системы из трёх. векто­

ров в обычном трёхмерном пространстве означает компланар­

ность этих векторов. Понятие линейной зависимости является, 

1 Говоря так, мы подразумеваем, что умножение вектора на нулевой скаляр 
даёт нулевой вектор: О· а = О. Как ни странно, но это нуждается в доказатель­
стве - в системе аксиом нет такого свойства. Однако оно является простым их 

следствием. В самом деле, а = 1 · а = (1 + О) · а = 1 · а +О · а = а + О · а для 
любого а Е V. Отсюда и следует, что О· а= О. 
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таким образом, естественным обобщением понятий коллинеарно­

сти и компланарности геометрических векторов. Мы знаем, что 

в пространстве таких векторов особая роль принадле2Кит трой­

ке координатных ортов i,j, k (понятно, линейно независимой), 

а именно, всякий вектор а единственным образом разлагается по 

этой тройке 

а = xi + yj + zk, 

где х, у, z- действительные числа (координ~ты вектора а). 

Естественно в~зникает вопрос, нет ли в произвольнам вектор­

ном пространстве V систем векторов, обладающих подобными 

свойствами. Речь, следовательно, идёт о такой системе 

(13.12) 

называемой обычно базисом, которая сама является линейно 

независимой, а любой вектор а Е V оказывается линейной ком­
бинацией её векторов 

(13.13) 

Обратимся к примерам. В первом из них- п-мерном коорди­
натном пространстве - указать такую систему совсем нетрудно. 

Достаточно рассмотреть векторы 

J • 

а1 = (1, О, О, ... , 0), 
а2 = (О, 1 , О, . . . , О), 

аз = (0, О, 1, ... , 0), 

an = (0,0,0, ... , 1). 

(13.14) 

Всякий п-мерный вектор а = (а1 , а2, ... , an) очевидно связан 
с. ними соотношениями вида (13.13), коэффициенты в котором 
в точности совпадают с координатами этого вектора. Ясно так2Ке, 

что система (13.14) линейно независима, ведь линейная комби­
нация (13.13) мо2Кет равняться нулевой строке лишь тогда, когда 
все коэффициенты ai = О. 

9-261 
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Однако в другом примере - векторном пространстве всех мно­

гочленов над данным полем- ситуация иная. Читатель легко 

поймёт, что всевозможные линейные комбинации конечного мно­

жества многочленов (каким бы оно ни было) не могут ·и·счерпать 

всего этого пространства. 

Это означает, что существование конечного базиса логически 

не следует из аксиом векторного пространства. Если такой базис 

существует, то пространство называется конечно.мерны.м, в про­

тивном случае- бесконечно.мерны.м1 • И те, и другие важны для 
математики и её приложений. Здесь мы поговорим лишь о ко­

нечномерных пространствах. 

Возвращаясь к трёхмерному про­
странству, заметим, что в нём роль 

базиса может играть любая тройка 

некомпланарных векторов а1, а2, аз. 

Действительно, любой вектор а, как 

показано на рис. 61, разлагается по 
этой тройке 

а= Л1а1 + Л2а2 + Лзаз. 
Подобно этому и в произвольнам а. 

конечномерном пространстве базис 

можно выбрать многими различны- Рис. 61. 

ми способами. Так например, в п-мерном координатном простран­

стве система векторов . 

(1, о, о, ... '0), (1, 1, о, ... '0), (1, 1, 1, ... '0), ... ' (1, 1, 1, ... '1) 

также образует базис (проверьте это). Однако не очень сложно 

доказать, что любые два базиса данного пространства V состоят 
всегда из одного и того же числа векторов. Это число n и на­
зывают размерностью векторного пространства, а само простран­

ство- п-мерным. Выбрав в V какой-нибудь из базисов 'а1 , а2, ... 

. . . , an, мы увидим картину, которая очень напоминает п-мерное 
1 Класс конечномерных пространств может быть выделен дополнительной 

аксиомой, так называемой, ахсио.м.ой размерности: имеются n линейно неза­
висимых векторов, но любая система из большего числа векторов линейно 
зависима. 
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координатное пространство. В самом деле, по определению бази­

са, всякий вектор а Е V разлагается по базисным векторам 

(13.15) 

Заметим также, что для каждого а это разложение единственно. 

Предположив, что это не так, рассмотрим другое разложение 

(13.16) 

Вычитая (13.16) из (13.15), прихоДим к равенству 

в котором хотя бы один из коэффициентов ai - а~ f= О. Но по­
следнее противоречит линейной независимости базисных векто­

ров, следовательно, запись (13.15) единственна. Коэффициенты 
а1, а2, ... , an в разложении по базису называются, по аналогии 
с прежним, коордиt-t'атами вектора Ш"В базисе а1, а2, ... , an. 

Сказанное позволяет установить очень простую связь меж­
ду произвольными n-мерными линейными и n-мерными коорди­

натными пространствами. Сопоставляя каждому вектору (13.15) 
строку его координат 

мы получаем взаимно однозначное соответствие между указан­

ными пространствами. Очевидно при этом, что сумме векторов 

из V будет отвечать сумма соответствуЮщих им координатных 
строк, а произведению вектора на скаляр - произведение соот­

ветствующей ему строки на тот же скаляр. Распространяя поня­

тие изоморфизма на линейные пространства (как?), мы могли бы 
сказать, -что всякое п-мерное линейное пространство изоморф­

но п-мерному координатному пространству. 

Следующий шаг связан с введением 'в пространствах любой 
размерности скалярного произведения, оно позволит говорить 

в этой общей си'Туации о таких (присущих евклидавой геомет­

рии) понятиях, как длина, угол, ортогональность. 

9• 
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Будем говорить, что в действительном, линейном простран­

стве V задано скалярное произведение, если каждой паре его 
векторов а, Ь Е V соответствует действительное число, обознача­
емое (а, Ь), и при любом выборе векторов выполнены следующие 

свойства: 

1. (а, Ь) = (Ь, а); 
2. (а' + а", Ь) = (а', Ь) + (а", Ь) ; 
3. ( Ла, Ь) = Л( а, Ь) для любого числа Л; (13.17) 

4. (а, а) ~О, причём (а, а) =О 

тогда и только тогда, когда а = О. 

В этом определении (оно вновь аксиоматическое) выделены 

важнейшие свойства обычного скалярного произведения геомет­

рических векторов, из которых в , качестве следствия можно по­
лучить и все другие его свойства. 

Линейное пространство, в котором задано скалярное произве­

дение, называют обычно евклидовы.м пространство.м. 

Нетрудно привести пример евклидова пространства любой 

конечной размерности. Для этого нужно лишь обобщить на 

n-мерное координатное пространство формулу, хорошо извест­

ную из аналитической геометрии. А именно, для любой пары 

векторов а = (а1, а2, ... , an), Ь = (!31, fЗ2, ... , f3n) координатного 
пространства положим 

(13.18) 

Достаточно ясно, что так определённое скалярное произведение 

удовлетворяет требованиям (13.17). Например, 

(Ла, Ь) = (Лat)f31 + ... + (Лan)f3n = 

= Л(а1fЗ1 + ... + anf3n) =Л( а, Ь), 

(а, а) =л~+ л~+ ... + л~~ о, 

при этом (а, а) = О тогда и только тогда, когда а1 = а2 = ... = 
= an =О, то есть вектор а нулевой. Таким образом, координатное 
пространство с введённым в нём по формуле (13.18) скалярным 
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произведением является евклидовым пространством. С другими 

примерами читатель познакомится ниже. 

В любом евклидовом пространстве естественным образом 

определяется длина lal произвольнаго вектора а. Делается это 
по формуле, также заимствованной из аналитической геометрии 

lal=~. 
Можно говорить поэтому, ~то скалярное произведение определя­

ет <<метрику>> в линейном пространстве, то есть способ измерения 

длин. В евклидовом координатном пространстве со скалярным 

произведением (13.18) действует знакомое правило для вычисле-
ния длины 

lal = J а~ +а~ + ... +а~, 
- длина вектора есть корень квадратный из суммы квадратов его 

координат. 

J{алее, два вектора а,Ь евклидова пространства назовём·ор­

тогональными, если их скалярное произведение равно нулю: 

(а, Ь) = О (напомним, что для геометрических векторов это ра­
венство служит признаком ортогональности). Нередко бывает по­

лезным рассматривать и угол <р между векторами а, Ь. Формула 

для его отыскания 

(а, Ь) 
cos <р = lallbl 

также скопирована с обычной 1 . 
Введённые понятия позволяют выделить в евклидовом про­

странстве базисы особого вида - так называемые ортонормиро­

ванные базисы. Базис 

(13.19) 
' > 

назовём ортонормированным, если он составлен из попарно орто-

гональных векторов единичной длины. Это значит, что векторы 

(13.19) удовлетворяют соотношениям 

( ) {
1, i = j, 

е· е· -~, J - о . -'- . 
' z ;- J. 

(13.20) 

1 Можно показать, что дробь справа по модулю не превосходит единицы. 
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Специальным методом (он называется процессом ортогонализа­

ции) в любом конечномерном евклидовом пространстве можно 
от произвольнаго базиса перейти к ортонормированному. Так, 

в трёхмерном пространстве роль ортанормированного базиса иг­

рает всякая тройка координатных ортов i,j, k. В то же время, 
система векторов (13.14) даёт простейший пример ортанормиро­
ванного базиса в координатном евклидовом пространстве, ска­

лярное произведение в котором определено по формуле (13.18). 
Оказывается, та же формула будет действовать и в любом 

n-мерном евклидовом пространстве, если только в нём зафикси­

рован ортанормированный базис (13.20), а координаты всех век­
торов вычисляются именно в этом базисе. В самом деле, пусть 

любые два вектора 

разложены по ортанормированному базису. Найдём их скалярное 

про изведение. 

(а, Ь) = (а1е1 + а2е2 + ... + anen, /З1е1 + /З2е2 + ... + f3nen) = 
= a1/31(el, е1) + а1;82(е1, е2) +· ... +·alf3n(el, en)+ 

+ а2/З1 ( е1, е1) + а2/З2( е2, е2) + ... + a2f3n( е2, en) + ... 
. . . + an/Зl (en, е1) + anf32(en, е2) + ... + an/Зn(en, en)· 

Из соотношения (13.20) теперь моментально следует прежняя 

формула 

(а, Ь) = а1/З1 + а2/З2 + ... + anf3n· 

Для того, чтобы по настоящему понять всю пользу введённых 
понятий, нужно изучить многие из разделов математики, такие 

как математический анализ, теорию дифференциальных уравне­

ни~, функциональный анализ, теорию вероятностей, теорию ~ри­

ближений и пр. В этих разных областях очень часто возникают 

ситуации, укладывающиеся в одну и ту же общую схему, кото­

рая отражена в понятиях линейного и евклидова пространства 

и других, связанных с ними. 

Так, многие методы теории приближений основываются на 

факте, который для обычных пространств нам хорошо· известен: 
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длина перпендикуляра, опущенного из точки на прямую или 

плоскость, меньше длины любой наклонной. В известном смыс­

ле он сохраняется и в многомерных евклидовых пространствах. 

Чтобы понять это, придётся ввести ещё одно важное понятие, 

обобщающее понятия прямой и плоскости в трёхмерном Про­
странстве. 

Подмножество L линейного пространства V назовём подпро­
странством этого пространства, если 

1) для любых векторов а и Ь, принадлежащ~х L, их сумма 
-а·+ Ь также принадлежит L; 

2) для любого вектора а, принадлежащего L, и для любого 
скаляра Л вектор Ла также принадлежит L. 

Понятно, что указанные свойства 

выполнены, например, для мно?J{е- . 
ства всех векторов, принадлежащих 

векоторой фиксированной -прямой 

или плоскости обычного простран­

ства (см;. рис. 62). Заметим также, 
что всякое подпространство L само 
образует линейное пространство от-

носительно операций, определенных Рис. 62. 
в v~ Действительно, свойства 1) и 2) r 

показывают, что .на' множестве L .(как и на V) определены опе­
рации сложения и умножения на скаляр и, очевидно, для них 

выполнены все требования, содержащиеся в аксиомах векторно­

го пространства. 

Всякое подпространство может быть задано в виде так назы­

ваемой линейной оболочки подходящей ·системы векторов. Если 
а1, а2, ... , ak- произвольвые векторы пространства V, то их ли­
нейной оболочкой называется множество L всевозможных линей­
ных комбинаций этих векторов 

где Л1, .Л2 , ••• , Лk- произвольвые скаляры. Проверьте, что ли­

нейная оболочка удовлетворяет требованиям 1) и 2); входящим 
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в определение подпространства. Множество L называют также 
подпространством, порождённым векторами а1, а2, ... , ak, (оно 

является наименьшим из подпространств, содержащих эти век­

торы). 

В случае, если L - подпростран­

ство евклидова пространства lf, 
можно говорить о величине рассто­

яния от любого вектора Ь до подпро­

странства. Будем для этого рассмат­

ривать произвольвые векторы х Е 

Е L, каждый раз измеряя рассто­
яние между Ь и х длиной разно­

сти Ь - х. Это условно показав о на 

рис. 63. 
Рис. 63. 

За расстояние d от вектора до подпространства примем 
минимальную из указанных длин, т. е. 

d = min IЬ - xl . 
жЕL 

Каким же должен быть вектор из L, для которого достигается 
этот минимум? Ответ следующий: в качестве ближайшего к Ь 

нужно взять такой вектор х0 Е L, чтобы разность Ь - хо была 

ортагональна (в· смысле данного выше определения) любому. век:­

тору из подпространства. Можно доказать, что такой вектор хо 

всегда существует и определён однозначно. Его называют орто­

гональной проекцией вектора Ь. Простая выкладка показывает, 

что длина перпендикуляра Ь- хо действительно наименьшая: 

IЬ- xl 2 = (Ь- х, Ь- х) = 

= {(Ь- хо) + (хо- х), (Ь,- _хо) + (хо- х)) = 
= (Ь- хо, Ь- хо) + 2(х - хо, Ь- хо) + (х- хо, х- хо). 

Согласно выбору вектора хо мы имеем, что (х- хо, Ь- хо) =О. 
Кроме того (х - хо, х - хо) ~ О. Поэтому 

IЬ- xl2 ~ (Ь- хо, Ь- хо) = IЬ- xol2
, 

что и требуется. 
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Высказанные здесь соображения лежат в основе многих раз­

новидностей известного в математике ~метода наименьших квад­

ратов~. Проиллюстрируем его на примере, относящемся к серии 

популярных задач на смеси и сплавы. 

Таблица 13. 

металл латунь бронза мельхиор 
u 

новыи сплав 

медь 60 80 80 70 
цинк 40 о о 10 
олово о 20 о 10 
никель о о 20 10 

Плавильщик располагает тремя сплавами: латунью, бронзой 

и мельхиором. Процентное содержание меди, цинка, олова и ни­
келя в этих сплавах указано в таблице 13. Цель плавильщика -
получить новый сплав, в котором перечисленные четыре металла 

составляют соответственно 70, 10, 10, 10 процентов. Осуществи­
ма ли такая цель, а если нет, то насколько близко можно подойти 
к желаемому составу нового сплава? 

Пусть х1 , х2, х3 - доли, которые должны составить латунь, 

бронза и мельхиор в предполагаемом сплаве. Баланс по каждому 

из четырёх металлов даётся тогда уравнениями 

или иначе, 

медь: 

цинк: 

олово: 

никель: 

О, 6х1 +0, 8х2+О, 8хз= О, 7 
0,4xl =О, 1 

О, 2х2 =О, 1 · 
О, 2хз= О, 1 

6х1 +8х2+8хз= 7 
4xl = 1 

2х2 = 1 
(13.21) 

2х3= 1 

Ясно, что получившаяся система несовместна, и потому ответ 

на первый вопрос задачи отрицательный. Наш результат можно 
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выразить и иначе, если рассмотреть векторы-столбцы 

6 8 8 7 
4 о о 

Ь= 
1 

al = 
о 

а2 = 2 аз= 
о 1 

о о 2 1 

составленные из коэффициентов при неизвестных и свободных 

членов. Несовместность системы (13.21) означает тогда, что век­
тор Ь нельзя записать в ви.це Линейной комбинации х1 а1 + х2а2 + 
+ хзаз трёх других векторов, или (~то то же самое) вектор Ь не 
содержится в их линейной оболочке· 

L = ( х1а1 + х2а2 + хзаз 1 х1, х2, хз- скаляры). 

В то же время векторы из подпространства L с точностью до 

пропорциональности соответствуют тем с~лавам, которые могут 

быть ; получены при смешива~ии в той или иной ~ропорц~и л а­
туни, бронзы ~ мельхиора .. Будем рассматривать наши векто­
ры как элементы четырёхм~рного координатного евклидова про­

странства .со скаляр~:~ым произв~дением, определённым по фор­

муле (13.18), где n = 4. Теперь второй вопрос можно уточнить 
} ' . 

так: в подпространстве L найти ~ектор, ближайщий к вектору 
Ь, иными словами ,орт~гональную про~кцию х0 вектора Ь на под­
пространство L. Соответствующий этому вектору сплав и будем 
считать наилучш~;~м приближением к требуемому в задаче. Для 

отыскания ортогональной проекции 

хо = х1 а1 + х2а2 + хзаз 
заметим, что для всех j = 1, 2, ~ 

(13.22) 

(Ь, aj) = (хо + (Ь- хо), aj) = (хо, aj) + (Ь- хо, aj) = (хо, aj), 

так как вектор Ь- х0 ортагонален любому вектору из L . . Под­
ставляя в полученные равенства (Ь,аj) = (xo,aj) запись вектора 
х0 в виде (13.22), приходим к системе линейных уравнений для 
определения х1,х2,хз 

х1(а1, а1) + х2(а2, а1) + хз(аз, а1) = (Ь, а1), 
х1(а1, а2) + х2(а2, а2) + хз(аз, а2) = (Ь, а2), 

х1(а1, аз)+ х2(а2, аз)+ хз(аз, аз)= (Ь, аз). 
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Коэффициенты системы (скалярные произведения) подсчитываем 

по упомянутой выше формуле, например, 

В результате получим 

52xl + 48х2 + 48хз = 46, 

48xl + 68х2 + 64хз =58, 

48xl + 64х2 + 68хз = 58. 

Решая систему, находим 

Xl ~ 0, 22, Х2 = Х3 ~ 0,39 

и вектор х0 = (7, 56; О, 88; О, 78; О, 78). Соответствующий ему 
сплав, которым может удовлетвориться плавильщик, содержит 

75,6% меди, 8,8% цинка и по 7,8% оЛова и никеля. 
На многомерные пространства могут быть перенесены идеи 

не только евклидовой, но и неевклидовых геометрий. Одним из 

замечательных примеров этого может служить четырёхмерное 

<<пространство-время>>, служащее математической моделью спе­

циальной теории относительности Эйнштейна. В общем случае 

многомерные неевклидовы пространства получаются, если видо­

изменить определение скалярного произведения, отказавшись от 

свойства положительности скалярного .квадрата .(аксиома 4) и за­
менив его более слабым свойством. 

В нашем беглом экскурсе в линейную алгебру мы остановимся 

ещё на одном из центральных её понятий. Речь идёт о линейных 

преобразованиях векторного. пространства. Линейным называет­

ся такое преобразование А векторного пространства V, для ко­
торого выполнены следующие свойства: 

А( а+ Ь) =А( а)+ А(Ь) 

А(Ла) = ЛА(а) 
для любых а, Ь Е V, (13.23) 
для любого а Е V и любого скаляра Л. 

Поворот плоскости вокруг начала координат, проектирование 

трёхмерного пространства на координатную плоскость дают нам 
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у z 

A(v) 

х х 

Рис. 64. 

простейшие примеры линейных преобразований (рис. 64). Линей­
ные преобразования имеют самую тесную связь с матрицами. 

Чтобы это понять, выберем в п-мерном пространстве некото-

рый базис е1, е2 , ... , en и рассмотрим образы базисных векто-

ров А(е1), А(е2), ... , A(en)· Каждый из них, как и всякий вектор 
пространства, является л~:~нейной комбинацией векторов базиса, 

поэтому мы можем написать 

A(el) _= ане1 + а21е2 + ... + anlen, 

А(е2) = а12е1 + а22е2 + ... + ап2е'п, 
(13.24) 

Сопоставим теперь преобразованию А матрицу 

А= 

поместив в каждый её столбец координаты образов 

базисных векторов в самом этом базисе. Рекомендуем убедиться, 

что для упомянутых выше примеров линейных преобразований 
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(поворота на угол а и проектирования на плоскость хОу) матри­

цы имеют вид соответственно 

(
c?sa - sina) и 
s1na cosa (

1 о о) 
о 1 о ' 
о о о 

Оказывается, матрицей А линейное преобразование определено 

однозначно- зная её, мы можем найти образ любого вектора. 

Действительно, если 

то, используя свойства (13.23) и равенства (13.24), находим 

А( а)= А(а1е1 + а2е2 + ... + anen) = 
= а1А(е1) + а2А(е2) + ... + anA(en) = 

= а1(ане1 + а21е2 + ... + an1en)+ 

+ а2(а12е1 + а22е2 + ... + an2en)+ 

+ ... + an ( a1nel + a2ne2 + ... + annen) = 

= (а1а11 + а2а12 + ... + analn) е1 + 
+ ... + (a1an1 + a2an2 + ... + anann) en. 

В матричной форме это можно выразить так: чтобы получить 

координаты образа, нужно матрицу преобразования умножить 

на столбец вектора а: 

а1 ан + а2а12 + ... + ana1n 

А 
а1 а21 + а2а22 + ... + ana2n 

Кроме умножения преобразований, определяемого обычным 

образом как композиция, имеют смысл операции их сложения 

и умножения преобразования на число. Суммой преобразований 

А и В называется такое преобразование А + В, что 

(А+ В)(а) =А( а)+ В( а) для любого а Е V. 
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Соответственным образом определяется и умножение на скаляр 

(ЛА)(а) = ЛА(а) для любого а Е V. 

Читатель может убедиться, что имеется полная параллель между 

указанными операциями над линейными преобразованиями и со­

ответствующими операциями над их матрицами. Так, произве-
, . ' 

дение матриц служит матрицей произведения соответствующих 
преобразований, аналогично и для двух других операций. 

При изучении линейных преобразований обыЧно выделЯют 
различные их классы, обладающие некоторыми дополнительны­

ми свойствами. Так, один из важн,ейших классов составляют 

так называемые ортогональные преобразования евклидова про­

странства, то есть такие, которые сохраняют длину всякого ве~­

тора: 

IA(a)l = lal. 
В случае плоскости и трёхмерного пространства преобразования 

этого типа исчерпываются поворотами и зеркальными симметри­

ями. Эти и другие типы линейных преобразований широко ис­

пользуются во многих математических и прикладных вопросах. 

Дополнения и 3адачи 

1. Мы отмечали, что определение векторного пространства со 
всеми входящими в него аксиомами имеет смысл и тогда, ко­

гда в качестве скаляров используются элементы произвольнога 

поля JF. Это поле может быть даже и конечным. :Такие поня­
тия как линейная зависимость и независимость векторов, базис, 

размерность, подпространство и т. д. переносятся без изменений 

и в эту более общую ситуацию1 • Дело, конечно, не только в ло­
гической возможности подобных обобщений., Важнее то, что во 

многих теоретических и практических задачах векторные про­

странства над теми или иными полями (не обязательно JR или С) 

1 Сказанное не относится, вообще говоря, к тем понятиям, которые исполь­
зуют скалярное произведение и расстояние. 
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оказываются полезной математической моделью изучаемого кру­

га вопросов, а аппарат линейной алгебры - ценным орудием для 

его изучения. Позднее (в главе 15) мы познакомимся с тем, как 
векторные пространства над конечным полем могут применять­

ся в теории кодирования, занимающейся вопросами экономной 

и надёжной передачи информации. 

2. Пусть V - п-мерное пространство над конечным полем IF, со­
держащим q элементов. Докажите, что число векторов такого 
пространства V равно qn. 

Вы это легко можете понять, если вспомните, что каждому 

вектору соответствует строка его координат (а1, а2, ... , an), при­
чём в рассматриваемом случае все ai пробегают элементы конеч­

ного поля IF. 

3. Пусть поле IF является расширением поля JP> (IF ::> JP>). Взгляд со 
стороны линейной алгебры оказывается удобным и в этой ситу­

ации. Элементы расширения IF будем считать <<векторами>>, эле­
менты JP> - «скалярами>>. Векторы -будем складывать в соответ­
ствии со сложением, определенным в поЛе IF. Другая операция­
умножения позволяет, в частности, рассматривать произведения 

«вектора>> на «скаляр>>, то есть выражение вида Ла, где· а Е IF, 
Л Е JP>. Все аксиомы векторного пространства (проверьте)· .будут 

при этом выполнены,. они являются непосредственным следстви­

ем определения поля. Значит, расширение можно рассматривать 

как векторное пространство над своим подполем. 

В качестве простейшего приложения такой точки зрения мож­

но получить следующий результат: 

число элементов конечного поля есть степень простого числа. 

Для доказательства достаточно, во-первых, вспомнить, что 

любое поле IF содержит простое подполе (дополнение 4 к гла­
ве 9), если IF к тому же и конечно, то это простое подполе JP> изо­

морфно Zp и содержит р элементов. Но тогда IF есть векторное 
пространство над Zp, к тому же и конечномерное (в противном 
случае IF содержало бы бесконечно много элементов). Если n­
размерность IF над Zp то, согласно пункту 2, число элементов в IF 
равно pn. 
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4. Если 1F :::) JlD и 1F имеет конечную размерность n как векторное 
nространство над JlD, то 1F называется конечным расширением 
nоля JlD, а n называется степенью расширения. 

Наnример, nоле <С - конечное расширение nоля IR степени 2. 
В качестве базиса можно взять элементы 1 и i', так как всякое 
комплексное число а+ bi есть их линейная комбинация с ко­
эффициентами а, Ь Е IR. С другой стороны, nоле IR не является 
конечным расширением nоля Q. 

Проверьте, что nоле Q(~), где ~ =1= 1 и является корнем куби­
ческим из 1, есть конечное расширение поля Q степени 2. 
Можно доказать - это сложнее - аналогичное утверждение, 

с 21Т • • 27Г u 1 (р 
если ~ = cos - + ~ s1n - - корень р-ои степени из - про-

Р р 

стое). В этом случае Q(~) имеет стеnень р- 1, а в кач~стве его 
базиса над Q могут быть взяты элементы 1, ~' ~2 , .•. , ~Р-2 . 

Такие поля, получающиеся в результате nрисоединения кор­

ней из 1, называют круговыми. Их первоисточником, как можно 
понять, является работа Гаусса о построении правильных много­

угольников (см. главу 5). 

5. Пусть вновь 1F- расширение nоля JlD. Напомним, что элемент 
а Е 1F называется алгебраическим над JlD, если он является кор­
нем некоторого многочлена с коэффициентами из JlD. В доnолне­
нии 2 к главе 5 это понятие рассматривалось для случая чис­
ловых полей. Теперь мы можем, если угодно, не стеснять себя 

таким ограничением. 

Если всякий элемент nоля 1F алгебраичен над JlD, то само 1F на­
зывается алгебраическим расширением поля JlD. Если 1F = JlD(O), 
где О - алгебраический элемент, то 1F называется простым алгеб­
раическим расширением поля JlD. 

Существует интересная связь между конечными и алгебраи­

ческими расширениями: 

любое конечное расширение является алгебраическим; любое 

простое алгебраическое расширение является конечным. 



Г Л А В А 14 

ВНОВЬ К ИСТОКАМ 

(О fАЛУА И EfO ТЕОРИИ) 

~я сделал в анализе несколько открытий. . . В тео­
рии уравнений я исследовал, в каких случаях они 

разрешимы в радикалах, что мне дало повод углу­

бить эту теорию и описать все преобразования над 

уравнением, допустимые, даже когда оно и не ре­

шается в радикалах». 

Это выдержка ~з письма, написанного Э. Галуа накануне сво­

ей трагической гибели. В п~сьме, адресованном близкому другу, 

Галуа кратко излагает содержание своих исследований. Он за­

канчивает письмо такими словами: 

~Часто в своей жизни я решался высказывать пред­

ложения, в которых я не был уверен, но всё, что 

я написал здесь, уже около года в моей голове, 

и слишком в моих интересах не ошибиться, чтобы 

можно было заподозрить меня в том, что я объ­

являю теоремы, для котор~tх не имел бы полного 

доказательства. 

Ты попросиш_ь публично Якоби и Гаусса дать свое 

заключение не об истинности, а о значении тео­

рем. 

' 1 
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Надеюсь~ после этого появятся люди~ которые най­
дут свою выгоду в расшифровке всей этой неразбе­

рихи». 

Надеждам Галуа на признание со стороны Гаусса и Якоби, 

как, впрочем, и других именитых современников, не суждено 

было, однако, исполниться. И причиной тому были не только 

исключительная трудность темы и совершенно необычный стиль 

рассуждений Галуа. Позднее .0846 г.) знаменитый французский 

математик Жозеф Лиувилль, первый, кто серьёзно разобрался 

в работах Галуа, скажет: 

~Референтам показались неясными формулировки 

молодого математика ... Преувеличенное стрем­
ление к краткости породило этот недостаток~ 

которого нужно в первую очередь стараться из­

бегать~ когда имеешь дело с отвлечёнными и та­

инственными категориями чистой алгебры. Тому~ 
кто намерен вести читателя к неизведанной зем­

ле~ далеко от проторенной дороги~ воистину необ­

ходима ясность». 

Однако сам Галуа ниЧуть не заблуждался ни в оценке истин­
ности, ни в оценке значимости своих результатов. Он разве Лишь 

не мог во всей полноте представить, насколько сильно новизна 

и глубина его идей повлияют на дальнейшее развитие алгебры, 

вызвав появление в ней многих новых понятий и направлений. 

Группа Галуа, соответствия Галуа, поля Галуа, когомологни Га­

луа - это лишь немногие из словосочетаний, которыми увекове­

чено в алгебре и за её пределами имя гениального французского 

математика. 

Бесспорно, что на формировании математических интересов 

юного Галуа сказались прежде ·всего алгебраические работы 

Лагранжа и Гаусса. Лагранж, как мы знаем, впервые связал зада­

чу разрешимости алгебраических уравнений с совершенно новы­

ми принципами, а Гаусс блестяще их реализовал для уравнений 

деления круга. 
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Вспомним, что одним из исходных пунктов мемуара Лагран­

жа было то, что симметрические (или иначе, инвариантные отно­

ситеЛьно группы Sn) функции от корней уравнения принимают 
значения в основном поле JP>. В кач.естве JP> можно взять любое по­

ле, содержащее коэффициенты уравнения (у Лагран.жа это поле 

рациональных чисел). Нетрудно убедиться, что в случае общего 

алгебраического уравнения, то есть уравнения с произ~ольными 

буквенными коэффициентам~, верно и обратное. Именно, вся­

кая рациона~f?ная фун15ция f(xl, ~2, •.• , xn), которая на корнях 
любого уравнения aoxn + a1xn-l + ... + an -.О с коэффициента­
ми из JP> принимает значения, также прин.адлежащие JP>, является 

симметрической (инвариантной относительно группы Sn). 
Этими обстоятельствами в сущности и объясняется, почему 

симметрическая группа оказалась удобным .. инструментом для 
анализа общего алгебраического уравнения. 

Однако в- случае конкрет~:~ого уравнения с заданными число­

выми коэффициентами ситуация может оказаться иной - вполне 

моrут найтись рациональные функции f(xl, х2, ... , xn), которые 
на корнях данного уравнения цринимают значения в основном 

поле,. вовсе не являясь при этом симметрическими. Нетрудно 

привести примеры. Так, уравнение 

х4 - 4х2 + 2 =О ' (14.1) 

имеет, как показывает вычисление, корни 

а1 =·V2+V2, а2 = -V2+V2, аз= V2 V2, а4 = -V2 V2, 

а, например, функции х1х2 + хзх4, х! + х~, х~ + х~ (несимметри­
ческие!) принимают на этих корнях рациональные значения: 

' .. 

(14.2) 

В главе 5 мы уже отмечали, ЧТ<? меж~у корнями конкретного 
уравнения могут быть соотношения, не являющиеся следствием 

формул Виета. Именно это обстоятельство и связано с суще­

ствованием ВеСИММеТрИЧеСКИХ фуНКЦИЙ <p(Xl, Х2, ... , xn,), ПрИНИ­
МаЮЩИХ на корнях уравнения значения в основном поле JP>. Если 
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а1, а2, ... , an - корни уравнения и 

ср(а1, а2, ... , an) =а Е JP>, (14.3) 

то равенство (14.3) и будет соотношением между корнями, кото­
рое не вытекает из формул Виет~. В только что рассмотренном 

примере подобными соотношениями (не всеми) являются равен­

ства (14.2). 
Рассуждения Лагранжа, справедливые для общего ·уравнения, 

очевидно, никак не учитывали специфику конкретных уравне­

ний. <<Нельзя ли тогда, - задаётся вопросом Галуа; -· заменить 
в этих рассуждениях группу всех подстановак Bn другой груп­
пой, которая, с одной стороны, отражала бы особенности данного 

уравнения, и в то же время, соотносилась бы с ним в каком-то 

смысле так же, как группа Bn с общим уравнением>>. Основная 
мысль, в которой после упорных размышлений утверждается Га­

луа, состояла в следующем. Для каждого конкретного уравнения 

нужно рассматривать не только симметрические рациональные 

функции f(xl, х2, ... , xn), но и все такие, которые на· его корнях 
принимают значения из основного поля. А тогда из группы Bn 
следует оставить множество G лишь тех подстановок, которые 
не меняют значений указанных рациональных функций. Точнее, 

если а1, а2, ... , an- корни, а f(al, а2, ... , an) = а Е JP>, то для 
всякой подстановки О" Е G f(au(l)' аи(2)' ... , au(n)) =а. 

Например, для уравнения (14.1) такими подстановками будут 
следующие: 

lТ1 =е 2 3 ~)=е, 2 3 

lТ2 = (; 2 3 :) = (1, 2)(3, 4), 1 4 
(14.4) 

аз= (~ 2 3 :) = (1, 3)(2, 4), 4 1 

lТ4 = (~ 2 3 i). = (1, 4)(2, 3), 3 2 

и никакая другая подстановка указанным выше свойством не 

обладает (достаточно в этом убедиться для транспозиций). 
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Из предыдущего ясно, что введённое Галуа множество подста­

новак (он называет его группой уравнения, а мы будем называть 
её также группой Г ал уа) можно охарактеризовать иначе. 

Это мяожество G состоит в точности из всех та­
ких подстановак и, которые всякое соотношение 

вида (14.3) между корнями уравнения переводят 
вновь в верное соотношение 

между этими корнями1 • 

Подобным свойством, как можно вспомнить, обладала и цик­

лическая группа подстановок, рассмотренная Гауссом в случае 

уравнения деления круга и оказавшаяся ключ~м к анализу этого 

уравнения. 

Скорее_ всего, успешный анализ Гау~са и прида~ исследовани­

ям Галуа то направление, которое привело его к понятию группы 
уравнения. По МЬlСЛ~ Галуа эта_ групПа доЛжна была стать тем 
объектом, который бы вбирал в себя всю информацИю о труд­
ностях и сПособах решения каждого данного уравнения. И от 
того, как она устроена, всецело должен зависеть ответ на во­

прос, можно ли свести решение данного уравнения к решению 

более простых вспомогательных уравнений. 

Здесь уместно заметить, что строение группы уравнени.я за­
висит не только от самого этого уравн~ния, но и от того, над ка­

ким полем его рассматривают. И это связано с тем, что <<свойства 

и трудности уравнения могут быть сделаны~, как отмечает Галуа, 

<<совершенно раЗJ:IЫМИ сообразно количествам, которые к нему 

присоединены. Например, присоединение векоторого к~личества 

может сделать приводимым веприводимое уравнение~. Простой 

иллюстрацией служит рассмотренное выше уравнение (14.1). 

1 Читатель легко может убедиться, что относительно операции умножения 
подстановак множество G образует группу в смысле данного f;i главе 4 опреде­
ления. Для множества подстановак (14.4) это можно сделать непосредственным 
вычислением. 
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Над полем Q( J2), получающемся присоединением J2 (кор­
ня многочлена х2 - 2) к основному полю Q, левая часть этого, 
уравнения и в самом деле разлагается на множители -

а к прежним соотношениям между корнями добавляются ещё 

и новые, например, 

Это отражается и на группе уравнения, теперь она состоит, как 

можно понять, всего лишь из двух подстановок: 

и1 = е, и2 = (1, 2}(3, 4}. 

Всякий раз в результате решения вспомогательного уравне­

ния мы можем к исходному основному полю присоединить новые 

величины 01, 02 , ... , (}k- корни этого уравнения, а заданное 

уравнение рассматривать уже над более широким полем IP\ = 
= JP>(01, е2, ... , (}k)- расширением основноГо поля. Какими же 
должны быть эти всп~могательные уравнения? Ясно одно: вы­

бирать их надо так, чтобы во-первых, решение их являлось бы 

задачей более простой, чем задача решениЯ исходного уравне­
ния, и во-вторых, при переходе к расширению JP>1 о~новного поля 
упростилось бы и решение заданного уравнения. Каким-то обра­

зом его группа должна <<СВ~диться>> тогда к более простым: груп­

пе вспомогательного уравнения над основным полем JP> и группе 
заданного уравнения над расширением JP>1. 

Теперь, когда мы в основных чертах обрисовали замысел Га­

луа, попытаемся изложить некоторые из его результатов в пере­

воде на язык современной алгебры. Пусть над основным полем JP> 
задано уравнение 

(14.5) 

Рассмотрим расширение IF = JP>(a1, а2, ... , an), являющееся по­
лем разложения этого уравнения (определение в дополнении ,11 
к главе 6). Оказывается, с каждой подстановкой и из группы 
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Г ал уа можно связать отображение поля 1F на · себя (будем его 
обозначать той же буквой, надеясь, что это не вызовет путани­

цы). Поступим так. Возьмём произвольвый элемент а Е 1F. Если 
а Е JP>, то будем считать по определению, что а(а) = а, то есть 
отображение, которое мы строим, оставляет элементы основного 

поля неподвижными. Если же элемент а fj. JP>, то он, очевид­

но,. выражается через корни а1 , а2 , .•. , an в виде рациональной 

функции с коэффициентами из основного поля 

(14.6) 

Сопоставим ему элемент а(а), определённый следующим обра­

зом: 

а( а) = f ( au(l), au(2), · · · , au(n)) · 

Иными словами, а(а) получается, если в формуле (14.6) переста­
вить корни а1, а2, ... , an согласно подстановке а. Данное опре­

деление нуждается, правда, в .nояснении. Дело в том, что запись 

вида (14.6) для элемента а может оказаться не единств~нной. 
Нужно проверить поэтому, что образ а( а) не зависит от того, 
в какой форме элемент а выражен через корни. Если 

- другая запись, выражающая элемент а в виде рациональной 

функции от а1, а2, ... , an, то для проверки <<корректности~ на­
шего определения мы должны .убедиться, что из равенства 

. (14. 7) 

следует также, что и 

Однако равенство (14.7) является соотношением между корня­
ми. Умножая, если угодно, обе его части на /1(а1, а2, ... , an)-1, 

можно привести это соотношение к виду (14.3) · 

(14.9) 
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Поскольку подсталовки из группы Галуа всякое верное со­

отношение между корнями переводят в верное соотношение, то 

справедливо равенство 

/1 ( au(l), au(2), · · · , au(n))-l · /1 ( au(l), au(2), · · · , au(n)) = 1, 

а значит, и (14.8). 
Ясно, что отображения поля 1F, порождённые двумя взаимно 

обратными подстановками а и а-1 будут также взаимно обратны­
ми друг другу. Раз так, то всякое отображение поля JF, получен­
ное указанным выше образом, является взаимно однозначным. 

И последнее, если 

то, очевидно, 

а( а+ fЗ) = f(au(l)' au(2)' · · ·, au(n)) + Ч'(au(l)' ~и(2)' · · ·, au(n)) = 
= а( а) + а({З), 

а( а{З) . f ( au(l), au(2), · · · , au(n)) Ч'( au(l), au(2), · · · , au(n)) = 

= а( а) а({З). 

Всё сказанное означает, что отображение а: 1F ---+ 1F является 
автоморфизмом поля JF. Напомним, что автоморфизм поля- это 

его изоморфизм на себя. Итак, 

каждой подстановке группы Галуа уравнения (14~5) 

соответствует автоморфизм поля разложения 1F 
этого уравнения~ оставляющий на .месте всякий 

элемент основного поля. 

Не составляет труда установить, что верно и обратное утвер­

ждение, а именно: 

всякому автоморфизму поля разложения 

1F = JP>(a1, а2, ... , an) 

данного уравнения~ оставляющему неподвижными 

элементы основного поля JP>~ отвечает подстановка 

из группы Галуа этого уравнения. 
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Действительно, пусть ai- корень уравнения (14.5), то есть 

справедливо равенство 

p(ai) = aoai + a1af-1 + · · · + an-1ai + an =О, 

и а~ = a(ai)- образ ai при автоморфизме а. Тогда, с одной 
стороны, 

а(р( ai)) = а(О) = О, 
а с другой-

(р( )) 1n ,n-l 1 0 
а ai = aoai + а1 ai + · · · + an-1 ai + an = . 

t" ' 

Следовательно, 

и значит, а~- также корень уравнения (14.5). Таким образом, 
всякому автоморфизму а отвечает подстановка на множестве 

корней уравнения, и очевидно, такая, которая сохраняет соот­

ношения между корнями. В итоге мы получили несколько иное 

и часто более удобное описание группы уравнения: 

группа ·галуа уравнения (14.5) с коэффициентами 

из основного поля JP> сосщqит из всех автоморфиз­

мов поля разложения 1F этого уравн:ения~ кото­
рые осmавляют. неподвижными элементы основно­
го поля. 

Будем далее её обозначать GalJF /IP, называя её также группой 
Галуа поля разложения или группой Галуа .1F над JP. 

Вообще говоря, не всякое расширение 1F основного поля JP> яв­
ляется полем разложения векоторого многочлена (примером мо­

жет служить Q( ~)). Особая важность полей разложения и их 
групп Галуа определяет~я прежде .всего сл;едующими двумя об­

стоятельствами. 

А. Если t(x)- произвольный многочлен~ неприводимый над 

полем JP>~ и поле разложения 1F содержит хотя бы один 
его корень~ то это поле ·содержит и все другие корни 

многочлена t(x). 
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В. Если ~ - один из корней неприводимого над JP> многочлена 

t(x), то все другие его корни можно получить, действуя 
на ~ автоморфизмами из группы Г ал уа GalJF jJP>. Иначе 
говоря, если 'Г/- любой корень t(x), то существует та­
кой автоморфизм а Е GalJF jJP>, что 'Г/= а(~). 

Рассуждения, которые устанавливают справедливость утвер­

ждений А и В, составляют суть теории Галуа. Вот эти рассуж­

дения. 

Пусть 1F = JP>( а1, а2, ... , an) - поле разложения многочлена 
р(х) и ~-один из корней веприводимого над JP> мноГочлена t(x). 
Тогда, как известно, ~ = g(al, а2, ... , an), где g(x1, х2, ... , Xn)­
рациональная функция от переменных х1, х2, ... , Xn. Пусть а Е 
Е Sn - произвольная подстановка 

Определим функцию 9и(хl, х2, ... , xn), ·полагая 

9и( Xl, Х2, · · · .' Xn) = g(Xu(l}, Xu(2), · · · , Xu(n)) = g( Xil' Xi2' · · · , Xin), 
' " 

иными словами, производя в исходной функции g(x1, х2, ... , Xn) 
перестановку аргу~ентов, соответствующую подстановке а. Для 

удобства занумеруем все подстановки из Sn: 

Для каждой из них будем иметь тогда функцию 

9uk (xl, Х2, ... , Xn), k = 1, 2, ... , n!, 

определённуЮ выше (при этом заметим, что 9и1 (х1, х2, .. .', Xn) = 

= g(x1,x2, ... ,хп)). Обозначим, наконец, 9иk(al,a2, ... ,an) = 
= ~k. ~ассмотрим теперь многочлен 

n! n! 

G(x) = П (х- ~k) = П (х -· 9uk (al, а2, ... , an)). 
k=l k=l 
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Его коэффициенты являются элементарными симметрическими 

многочленами от f.k· Нетрудно понять (вспомните аналогичные 
рассуждения Лагранжа из- главы 3), что тогда эти коэффици­
енты будут также симметрическими рациональными функциями 

от корней (~1, а2, ... , an) многочлена р(х). Отсюда следует, что 
коэффициенты многочлена G(x) выражаются рационально через 
коэффициенты р(х) и поэтому Принадлежат основному полю JP>. 

Построенный многочлен имеет общий корень f. с непри,воДи­
мым многочленом t(x), но такое воЗможно, в силу непрнвоДи­
мости, лишь тогда, когда t(x) является делителем G(x). Значит, 
все корни t(x) содержатся среди элементов f.ь и следовательно, 
принадлеЖат полю разложения 1F. ~т-и м доказано утверждение А. 

J{ля доказательства предло~ения В удобней всего воспользо­

ваться теоремой о примитивном элементе (дополнение 12 к ГJЩ­
ве 6). Попутно мы поЛучим очень простое' описание автоморфИз­
мов группы GalJF /IP. Согласно упомяну'I:ой теореме всякое конеч­
ное расширение 1F :J JP> содержит такой элемент fJ, что 1F = JP>(fJ). 
Еслит-степень е~о минимального многочлена J.L(x), TQ, как от­
мечалось в дополнении 9 главы 6, всЯкий элемент поля 1F имеет 
однозначную запись вида 

(14.10) 

Рассмотрим наряду с fJ и в~е другие корни многочлена J.L(x); 
81 = fJ, 82, ... , 8m (напомним, что все они согласно А принадле­
жат полю JF). 

Понятно, что JP>(fJk) С JP>(fJ), но, кроме того, степени обоих по­
лей над JP> совпадают. Поэтому JP>(fJk) = JP>(fJ). Значит, для любого 
фиксированного k = 1, 2, ... , т множество элементов вида 

m-1 

L Ci f)~, Ci Е JP>, (14.11) 
i=O 

так же, как и (14.10), исчерпывает всё поле JF. 
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Рассмотрим для каждого k = 1, 2, ... , т отображение O'k: JF ~ 
~ JF, полагая 

иk (~~oi) =~~о~. (14.12) 

Очевидно, отображение O'k взаимно однозначно. _ Легко видеть 
также и то, что оно является автоморфизмом. Последнее объяс­

няется тем, что правила сложения и умножения элементов вида 

(14.11) такие же, как и для элементов (14.10). Оказывается, по­
строенные отображения O'k исчерпывают все автоморфизмы груп­

пы Галуа GalJF jJP>. В самом деле, если О' Е Gal]f jJP>, то O'(fJ) _яв­
ляется корнем многочлена J.L( х), а потому совпаДает с одним из 
элементов f)k· Но тогда из определения автоморфизма следует ра­

венство (14.12). Это и значит, что произвольвый автоморфизм О' 
совпадает с одним из описанных выше автоморфизмов O'k и 

Заметим, что попутно мы установили такой факт. 

С. Порядок группы Г ал уа Gal JF /IP совпадает со степепью 
расширения JF над JP>. Он равен также степени .многочле­
на J.L(x), минимального для при.митивного элемента fJ. 

Утверждение В доказывается теперь так. Подействовав на ко­

рень ~ произвольнога веприводимого многочлена t(x) автомор­
физмами из группы Галуа, получим элементы 

(14.13) 

Среди всех перечисленных элементов не все обязательно различ­
m-1 

ны. Все они являются корнями t(x ), при этом, если ~ = L: ai (Ji, 
i=O 

m-1 
то ~k = Е aiOi. Нам нужно убедиться, что элементами ~k ис­

i=О 

черпываются все корни t( х). Рассмотрим с этой целью многочлен 

f(x) = (х- ~l)(x- ~2) ... (х- ~m), 



Глава 14. Вновь к истокам (о Галуа и его теории) 293 

также имеющий указанные элементы своими корнями. Повто­

рив рассуждения, проведённые ранее для многочлена G(x), мы 
убеждаемся, что коэффициенты f ( х) являются симметрическими 
функциями от 81, 82, ... , Вт, а значит, принадлежат основному 
полю. Неприводимый многочлен t(x) является тогда делителем 
f(x), и потому не имеет корней, отличных элементов (14.13). 
Утверждение В доказано. 

Установленные факты ощутимо прибли~ают нас к цели. Так, 

утверждение А показывает, что если вспомогательный многочлен 

t(x) имеет хотя бы один корень из поля JF, то тогда в 1F цели­
ком содержится и всё поле разложения ОС этого многочлена. Из 

утверждений А и В также следует, что всякий автоморфизм а Е 

Е Gal JF jJP> является одновременно автоморфизмом любого друго­
го поля разложения ОС С JF. 
В самом деле,. пусть а Е ОС и J.La(x)- его минимальный много­

член. Согласно В элемент а(а), так же, как и а, является корнем 
этого многочлена, но тогда из А вытекает, ·что а(а) Е ОС. Это 
и нужно было установить. Рассмотрим теперь цепочку полей 

и соответствующие группы Галуа Gal JF /ОС и Gal OC/JP>. 
Возникает вопрос, как связаны эти группы с группой Gal JF jJP> 

исходного уравнения? Ясно, во-первых, что всякий автоморфизм 

h, принадлежащий Gal JF /ОС, также принадлежит и Gal JF jJP> (дей­
ствительно, h оставляет неподвижным все элементы поля ~' 
а значит, и поля JP>). С.Qедовательно, GalJF /ОС является подгруп­
пой в группе GalJF jJP>. Заметим, что левые смежные классы по 
этой подгруппе состоят из всех подстановок, одинаково преобра­

зующих каждый элемент а Е ОС (сравните с главой 3). Действи­
тельно, akh(a) = ak(a) для всякого автоморфизма h Е GalJF /ОС. 
Легко видеть, что верно и обратное: всякий автоморфизм а та­

кой, что а( а) = O'k (а), содержится в смежном классе { akh 1 h Е 
Е GalJF /ОС} (проверьте). Но оказывается, что таким же свой­

ством обладают и правы е смежные классы { hak 1 h Е Gal JF /ОС}. 
Ведь а(а) Е ОС (это было установлено чуть выше), и следова­
тельно, hak(a} = ak(a). Таким образом, каждый левый смежный 
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класс { O"kh 1 h Е Gal IF /IК.} совпадает с соответствующим пра­
вым смежным классом { hak 1 h Е Gal IF /IК. }, -оба они состоят 
из всех автоморфизмов, преобразующих всякий ·элемент а Е If{ 

в элемент ak(a). Иными словами, мы установили следующее. 

Утверждение 1. Если If{ С IF - поле разложения 

не которого вспомогательного многочлеt-:tа t( х) с ко­
эффициентами из JP>~ то группа Гсiлуа Gal IF /IК. яв­
ляется нормальным делителем в группе Gal IF /IP ис­
ходного уравнения. 

Вместе с тем выяснено и нечто большее. Ранее мы уже отме­

чали, что всякому элементу а Е Gal IF /IP отвечает автоморфизм 
промежуточного поля IК., то есть элемент группы GaliК./JP>. Прав­

да, разным элементам а и а' из группы Gal IF /IP вполне может 
соответствовать один. и тот же автоморфизм этого промежуточ­

ного поля. Предыдущие рассуждения показывают, что так будет 

в том и только том случае, когда а и а' принадлежат одному 
и тому же смежному классу по подгруппе Gal IF /IК.. Следователь­
но, между указанными смежными классами (они, как мы знаем, 

являются элементами факторгруппы Gal IF /IP 1 Gal IF /IК.) и авто­
морфизмами поля IК. можно установить взаимно однозначное со­

ответствие. Смежному классу { ah 1 h Е GaliF /IК.} соответству­
ет автоморфизм а поля ,JК., определённый так: а( а) = а( а) для 
а Е IК.. Из этого определения ясно, что произведению· смежных 

классов { ah 1 h Е Gal IF /IК.} и { тh 1 h Е Gal IF /IК.} ·будет отвечать 
произведение соответствующих им автоморфизмов а и т. Значит, 

описанное соответствие является изоморфизмом. Окончательный 

вывод таков: 

Утверждение 2. Группа Талу а Gal IК./JP> промежуточ­
ного поля разложения IК. изоморфна факторгруппе 

Gal IF /IP 1 ~al IF /IК.. . 

Утверждения 1 и 2 дают нам точное описание того, каким об­
разом группа Галуа Gal IF /IP исходного уравнения сводится к бо­
лее простым группам GalJF /IК. и GaliК./JP> в том случае, когда су­
ществует вспомогательное уравнение t(x) =О, поле разложения 
If{ которого является промежуточным между JP> и JF. 
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Можно доказать и факт, в некотором смысле обратный 

к утверждениям 1 и 2, а именно: 

Утверждение 3. Пусть JF :::> JlD- поле разложения 
.многочлена f(x) и G = Gal JF jJP>- его группа Г ал уа. 
Тогда, если Н- нормальный делитель в G, то су­
ществует такое промежуточное подполе ОС (JP С 
С ОС С JF), также являющееся полем разложения 
некоторого .многочлена, что 

Н = Gal JF /ОС и G /Н I'V Gal OC/JlD. 

С доказательством этого факта, а такж~ с обстоятельным и од­
новременно доступным изложением теории Галуа рекомендуем 

познакомиться по книге [24]. Ограничимся л~шь замечанием, 
что в качестве поля ОС, о котором говорится в утверждении, сле­

дует взять множество всех элементов из JF, ко:rорые остаются 

неподвижными при автоморфизмах из подгруппы Н: 

ОС = { k Е 1F 1 h( k) = k для всякого h Е Н } . 
'' 

Как могут быть использованы только что ·сформулированные 
утверждения для ответа на вопрос о разрешимости уравнений 

в радикалах? Чтобы это понять, вспомним следующее. Решение 

вспомогательного уравнения t1 (х) = О позволяет расширить за­
пас чисел~ присоединяя его корни f)i к исходному (основному) по­
лю JlD и переходя к новому основному полю JP>1 = JP>( fJ1, •.. , fJk) -­
полю разложения многочлена t1(x). Причем, если хотя бы один 
из корней f)i Е JF, то и всё поле JP>1 с JF. Последовательное ре­
шение нескольких вспомогательных уравнений (корни которых 

принадлежат JF) 

. . . . ' 

равносильно последовательному присоединению корней, сначала 

многочлена t1 (x), затем t2 (x) и т. д. Это приводит к цепочке рас-
ширений 

(14.14) 
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В ней каждое поле JP>i является полем разложения соответству­
ющего многочлена ti(x), для которого основным полем является 
предыдущий член цепочки JP>i-1· При этом все поля JP>i С IF. 

Если оказалось так, что все корни уравнения f(x) =О можно 
рационально выразить через корни вспомогательных уравнений, 

то это означает, что последний член цепи (14.14) совпадает с по­
лем разложения многочлена f ( х), то есть 

(14.15) 

Из утверждений 1, 2, 3 непосредственно вытекает, что наличие 
такой цепи равносильно существованию в группе Галуа G = 
= Gal IF jJP> убывающей последовательности подгрупп 

(14.16) 

При этом Gi -нормальный делитель в Gi-1, Gi = Gal IF /IPi 
и Gi-1/Gi rv GaliPi/IPi-1· 

Этот общий результат даёт решение исходной задачи о разре­

шимости уравнения в радикалах. Действительно, разрешимость 

в радикалахравноси~ьна тому, что корни заданного уравнения 

могут быть выраЖены рационально через корни последовательно 
решаемых двучленных уравнений 

(14.17) 

где а1 принадлежит основному полю JP>, а2 - полю разложения 

многочлена xn1 - а1 и т. д. С устройством группы Галуа Н дву­

членного уравнения xn - а разобраться уже не так сложно. Она, 

как можно показать, либо циклическая, либо содержит цикличе­

скую нормальную подгруппу Н1 , факторгруппа по которой Н/ Н1 
также циклическая. Значит, если цепи (14.14) и (14.15) соответ­
ствуют решаемым двучленным уравнениям (14.17), то каждая из 
факторгрупп Gi-1/Gi устроена так, как было только что сказано. 
Дело техники теперь доказать, что для разрешимости уравнения 

f(x) =О в радикалах необходимо и достаточно, чтобы в группе 
Галуа Gal IF /IP этого уравнения существовала убывающая цепь 
подгрупп 

G = Go ::> G1 ::> G2 ::> .•• ::> Gi ::> ••. ::> G s = {е} 
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такая, что Gi- нормальный делитель в Gi-1, и каждая фактор­
группа Gi-1/Gi является циклической. Группы указанного строе­
ния так и называются разреши.мы.ми, а высказанное здесь утвер­

ждение (это и есть знаменитый критерий разрешимости в ради­

калах) короче можно сформулировать так: 

уравнение f ( х) = О разреши.мо в радикалах тогда 

и только тогда~ когда его группа Галуа разреши.ма. 

Указав этот критерий, Галуа дал также принципиальный спо­

соб для отыскания группы любого уравнения. Он выяснил кроме 

того, что для каждого n существует такое уравнение степени n, 
группа которого совпадает с симметрической группой Sn (т.е. 

такова же, что и для общего уравнения). Уже для n = 5, как 
и для всех больших значений n, группа Sn оказывается неразре­
шимой1. Отсюда и следует, что для каждого n ~ 5 существуют 
алгебраические уравнения, не разрешимые в радикалах. 

Теория Галуа уже при своём создании имела намного более 

общий характер, чем та задача, ради решения которой она бы­

ла построена. Это отмечал и сам автор. Вспомните его выска­

зывание, приведённое в начале этой главы. Действительно, для 

любого уравнения, быть может и не разрешимого в радикалах, 

можно ставить вопрос, к цепи каких наиболее простых уравне­

ний сводится его решение. Соответствие между подполями поля 

разложения и подгруппами группы Галуа, о которых (оно назы­

вается соответствием Галуа) говорится в утверждениях 1, 2 и 3, 
позволяет отвечать на вопросы подобного типа. 

Мы рассказали здесь о теории Галуа числовых полей, одна­

ко основные её положения могут быть распространены на про­

извольные поля и другие алгебраические объекты. В наиболее 

широком смысле теория Галуа - так её понимают современные 

алгебраисты- это теория, изучающая те или иные математиче­

ские структуры на основе их групп автоморфизмов. Хотим под-

. черкнуть также, что наряду с другими учёными, весо~ый вклад 
в развитие этой теории внесли российские математики. Среди 

них должны быть ·особо отмечены замечательные алгебраисты 

1 Доказательство этого можно найти. например, в [24] или в [5]. 

10-261 
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Н. Г. Чеботарёв (1895-1947) и И. Р. Шафаревич (род. в 1923 г.). 
Так, один из глубоких результатов, полученных Шафаревичем, 

связан с так называемой обратной задачей теории Галуа, и по­

ныне до конца не решённой: всякая ли группа подстановак 

слу)КИТ группой Галуа векоторого алгебраического уравнения? 

И. Р. Шафаревич доказал, что это, во всяком случае, верно для 

разрешимой группы подстановок. 



Г Л А В А 15 

ПОЛЯ ГАЛУА И КОДИРОВАНИЕ 

Кодирование - одна из тех сравнительно новых прикладных об­

ластей, где алгебра заявляет о себе в полный голос. В решении 

земных (порой и космических) проблем сегодняшнего дня, свя­
занных с передачей информации, не обойтись без синтеза раз­

личных разделов алгебры, в том числе теории групп, полей, ли­

нейной алгебры. Читатель, знакомый с популярной книгой [2], 
видимо, может составить об этом пускай и неполное, но всё же 

достаточно широкое представление. Избегая излишних повторе­

ний, мы хотим здесь несколько глубже вникнуть в задачи по­

строения и реализации помехоустойчивых кодов и более выпук­

ло осветить роль алгебры в решении этих задач. Известно, что 

при передаче информации по линиям связи символам или бук­

вам передаваемого текста, а иногда и целым словам или фразам 

(сообщениям) сопоставляются определённые комбинации сигна­
лов (электрических, магнитных и т. д.), называемые кодами, или 

кодовыми словами. 

Читателю, видимо, знаком код, который связан с именем изоб­

ретателя телеграфного аппарата Сэмюэля Морзе - азбука Мор­

зе. В этом коде каждой букве или цифре сопоставляется своя 

последовательность из кратковременных (называемых точками) 

и длительных (тире) импульсов тока, разделяемых паузами. Дру­
гой код, столь же широко распространённый в телеграфии (код 

Бод о), использует для кодирования два элементарных· сигнала -
импульс и паузу, при этом сопоставляемые буквам кодовые слова 

состоят из пяти таких сигналов. Коды, использующие два раз-

10* 
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личных элементарных сигнала, называются двоичными. Удобно 

бывает, отвлекаясь от их физического смысла, обозначать эти 

два сигнала символами О и 1. Тогда кодовые слова можно пред­
ставлять как последовательности из нулей и единиц. 

Нередко наряду с двоичными кодами применяют и коды, ис­

пользующие не два, а большее число элементарных сигналов, 

или иначе, кодовых символов. Их число q называют основанием 
кода, а множество кодовых символов - алфавитом. 

Операцию перевода сообщений в кодовые слова называют 

кодированием, а обратную операцию, восстанавливающую по 

принятым сигналам передаваемые сообщения, - декодированием. 

Казалось бы, ничего особенно сложного тут нет, однако это не со­

всем так. Дело в том, что в реальных каналах связи, по которым 

происходит. передача информации, всегда присутствуют помехи 

или, как говорят иначе, ~шумы>>, природа которых может быть 

самой различной. 

Накладываясь на передаваемые сигналы, они вызывают их ис~ 

кажения, и принятая адресатом информация может поэтому со­

держать ошибки. Действие шумов, конечно, можно ослабить, но 

устранить его полностью нельзя. Как же в таком случае обеспе­

чить надёжность передачи? Ясно, что необходим какой-то кон­

троль передаваемой информации. Самый незатейливый способ 

его организовать состоит в том, что каждый информационный 

символ повторяется несколько раз, скажем, символ О заменяет­

ся блоком из n нулей, а символ 1- блоком из n единиц. При 
декодировании п-буквенного блока, содержащего, быть может, 

ошибочные символы, решение нужно принимать <<большинством 

голосов>>. Если в принятом блоке нулей больше, чем единиц, то 

он декодируется как 00 ... О (т. е. считается, что был послан нуле­
вой символ), в противном случае- как 11 ... 1. Такое правило де­
кодирования позволяет верно восстановить посланные символы, 

если помехи в канале искажают менее половины символов в каж­

дом блоке. Указанный код (его называют кодом с повторением) 

не имеет большого практического значения. Для эффективного 

контроля может потребоваться слишком много лишних симво­

лов. Однако он содержит в себе основной принцип построения 

помехоустойчивых кодов: для того, чтобы выявлять возможные 
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при передаче ошибки, надо вводить дополнительные избыточные 

символы. Эти новые символы уже не несут информации о пере­

даваемых сообщениях, но могут дать информацию о пронешед­

ших ошибках, иными словами, они как раз и контролируют пра­

вильность передачи кодового слова. Вводимые дополнительные 

символы в отличие от информационных называют проверочными 

(или контрольными). 

Рассмотрим два примера, иллюстрирующих сказанное. 

1. Код с проверкой на чётность. Пусть а1а2 ... an- двоичное 

код~вое. слово (ai =О; 1). Добавим к нему всего лишь один про­
верочный символ an+ 1, положив 

Проверочный символ an+l будет равен нулю, если в сло­

ве а1 а2 ... an содержится чётное число единиц, и единице -
в противном случае. Например, присоединяя таким способом 

проверочный символ к слову 1010, получаем слово 10100, а из 
слова 1110 получим слово 11101. 

Очевидно, все удлинённые кодовые слова а1а2 •.. anan+l со­
держат чётное число единиц, то есть всегда 

(15.1) 

Допустим, что в процессе передачи в удлинённое слово а1 а2 •.• 

. . . anan+l вкралась одна ошибка (или даже любое нечётное чис-
б )т .. 11 11 

ло оши ок . огда в искаженном слове а1 а2 ... anan+l число 
единиц станет нечётным. Это и служит указанием на искажение 

в передаче слова. В конечном итоге всё сводится к проверке соот­

ношения (15.1) для символов принятого слова, что легко сделает 
простейшее вычислительное устройство - сумматор по модулю 2. 
Итак, правило приёма следующее: если равенство (15.1) выполня­
ется, считаем, что сообщение передано правильно, в противном 

случае отмечаем, что произошла ошибка, и, когда это возможно, 

требуем повторить _передачу кодового слова. Понятно, что ина­

че ошибки не исправить. Например, если принять «неправильное 

слово>> 11100, то одинаково возможно, что было послано любое 
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из кодовых слов 

01100, 10100, 11000, 11110, 11101. 

Каждый из перечисленных случаев соответствует одной ошиб­

ке, а ведь ошибки могли произо~ти даже и в большем числе 

символов. Ещё большая неприятность подстерегает нас в случ~е 

двойной ошибки или вообще чётного числа ошибок. Ведь тогда 

соотношение (15.1) не нарушится, и мы воспримем искаЖённое 
слово как верное. 

Описанный код, который и называют кодом с проверкой н,а 
чётность, позволяет, следовательно, обнаружить любое нечётное 

число ошибок, но <<Пропускает>> искажения, если число ошибок 

чётно. 

В реальных каналах связи, как правило, приходится считат~­

ся с возможностью ошибок более чем в одном символе, поэтому 

в чистом виде код с проверкой на чётность применяется редко. 

Гораздо чаще применяют коды с несколькими проверочными сим­
волами. Они позволяют не только обнаруживать, но и исправЛЯть 
ошибки, и не только одиночные, но и кратные. 

2. Код Хемминга - важный пример кода, исправляющего любые 

одиночные ошибки. Для простоты рассмотрим случай, когда для 

кодирования используются двоичные слова а1 а2аза4 длины 4 
(понятно, что таких слов имеется 16). Мы уже представляем, 
что одного проверочного символа для исправления ошибок (даже 
одиночных) недостаточно. Нетрудно убедиться, что не хватит для 

этой цели и двух проверочных символов. Попробуем обойтись 

тремя, действуя следующим образом. 

Добавим к каждому слову а1а2аза4 три символа as, а6, а7 
так, чтобы выполнялись следующие соотношения: 

a4+as+a6+a1=0 

а2 + аз + а6 + а7 = О 
а1 + аз + as + а7 = О 

(15.2) 

(здесь и далее все равенства берутся по модулю· 2). Можно со­
образить, что этими соотношениями дополнительные символы 
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определены однозначно, причём, 

аs=а2+аз+а4 

аб = а1 + аз + а4 
а7 = а1 + а2 + а4. 

303 

Следовательно, кодовых слов а1а2аза4а5а6а1 длины 7, симво­
лы которых удовлетворяют соотношениям (15.2), также 16. Они 
и образуют рассматриваемый здесь код Хемминга с 4-мя инфор­
мационными символами. 

Предположим теперь, что в кодовом слове кода Хемминга про­
изошла одиночная ошибка. Выясним', как Это отразится на рав~н­
ствах (15.2), их левые части обозначим соответственно 8 1, 82, 8з. 
Понятно,что первое из них сохранится лишь в том случае, если 

символы а4·,а5,а6,а7 переданы верно, а ошибка содержится в од­

ном из символов а1, а2, аз. Тогда 81 = а4 + as + аб + а7 = О, 
в противном же случае 8 1 = 1. Как бы то ни было, значение 
82 =. а2 + аз + аб + а7 снова позволяет уточнить местоположе­
ние ошибки. Так, если 8 1 = 1, а 82 = О, т·о 'ошибка содержится 

либо в а4 либо в а5 . Всего имеется четыре комбинации значе­

ний 8 1 и 82• Они приведены в таблице 14 (в ней же указаны 

возможности для положения ошибочного символа) 

ТабЛица 14. 

'81 82 Место ошибки 

1 1 аб или а7 

1 о а4 или as 
о 1 а2 или аз 

о о нет ошибки или а1 

В каждом из четырёх случаев нужно выбрать одну из двух 

возможностей. Сделать это позволяет значение суммы 

8з = а1 +аз + as + а1: 

Итак, значения 8 1, 82, 8з позволяют либо установить, что ошиб­
ки нет (если 81 = 82 = 8з = О, и значит, принятое слово удо-
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влетворнет всем проверочным соотношениям), либо однозначно 

указать её место. Отметим особо, что если произошла одиночная 

ошибка, то её положение указывается числом с двоичной запи­

сью S1S2Sз. Пусть, например, 81 = 1, 82 = 1, Sз = О. Согласно 
таблице 14 ошибка допущена в шестом или седьмом символе; 
поскольку Sз = О, она- в шестом символе, но S1S2Sз = 110 как 
раз и есть двоичная запись числа 6. В общем случае кодовое 
слово двоичного кода Хемминга, позволяющего исправить лю­

бую одиночную ошибку, имеют длину 2m -1 (т- натуральное). 

Для определения положения ошибки тогда уже нужно т прове­

рок, то есть т проверочных символов. Оставшиеся 2m - 1 - т 
символов являются информационными. Проверки строятся по 

аналогии с рассмотренным случаем, а их значения, как и вы­

ше, образуют. номер положения ошибки. Информацию .об этом, 

а также о расширенном коде Хемминга, не только исправляющем 

одиночные, но и обнаруживающем двойные ошибки можно найти 

в уже упомянутой книге [2]. 
Приведённые примеры обозначают общий алгебраический под­

ход к построению помехоустойчивых двоичных кодов. Каждое 

двоичное слово х1 х2 ... Xn можно отождествить с вектором 

(х1, х2, ... ,.xn) п-мерного координатного пространства Ln над 
полем Z2 = {0, 1 }. Те из векторов, которые соответствуют ко­
довым словам, будем называть кодовыми векторами. Кодовые 

векторы выделяются среди прочих тем, что их координаты обяза­

ны удовлетворять векоторой системе проверочных соотношений, 

которая, как и в рассмотренных примерах, представляет из себя 

систему линейных уравнений 

Ьн Xl + Ь12Х2 + ... + ЬlnXn = О 
b2l Xl + ь22Х2 + ... + Ь2nXn = о 

(15.3) 

с коэффициентами Ьij из Z2. Соотношения (15.3) называют про­
верочными. 

Введённые понятия имеют смысл не только для двоичных 

кодов. Они легко обобщаются и на тот случай, когда кодовый 
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алфавит является произвольным конечным полем JF. Только то­
гда кодовые векторы являются, понятно, элементами векторно­

го пространства над полем JF, точно так же, над этим полем 

рассматриваются и проверочные соотношения (15.3), которым 

эти векторы удовлетворяют1 • Для кода, удовлетворяющего ра­
венствам (15.3) выполняется следующее свойство: если векто­
ры (al, а2, ... ' an) и (bl, ь2, ... ' bn) являются кодовыми, то и их 
сумма ( а1 + Ь1, а2 + Ь2, ... , an + bn) также является кодовым век­
тором. Справедливо и другое свойство решений системы (15.3): 
если а- элемент поля и (а1, а2, ... , an)- решение этой систе­
мы, то и вектор (аа1, аа2, ... , aan) также является её решением. 
Оба отмеченных свойства проверяются непосредственной подста­

новкой в систему (15.3) векторов (а1 + Ь1, а2 + Ь2, ... , an + bn) 
и ( аа1, аа2, ... , aan). Вместе эти свойства означают на языке 
линейной алгебры, что кодовые слова образуют линейное под­

пространство в пространстве Ln всех п-буквенных слов (векто­
ров). По этой причине такие коды называют .flUНейны.ми (двоич­
ные линейные коды называют также групповыми). Если кодовое 

пространство в пространстве Ln имеет размерность k то употреб­
ляют для большей определённости термин линейный (n, k)-код. 

Конечно, для кодирования сообщений не всегда применяют 

линейные коды, но всё же они являются важнейшим классом по­

мехоустойчивых кодов и на это есть немало причин. Одна из них 

связана с удо~ствами в обнаружении и исправлении ошибок, что 

хорошо видно из рассмотренных выш~ примеров .. Другая причи­
на- это возможность компактного задания кода. Действительно, 

в случае линейного кода нет необходимости указывать полный 

список кодовых слов, ведь код вполне определён системой линей­

ных уравнений (15.3) или матрицей этой системы (проверочной 
.матрицей): 

Н= 

1 Последнее означает, что bi; Е JF, и все действия выполняются в соответ­
ствии с «арифметикой» поля JF. 
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В дальнейшем мы будем предполагать, что строки этой матрицы 

линейно независимы. 

К числу других достоинств линейных кодов, которые связа­

ны с предыдущими, относятся простые алгоритмы кодирования 

и декодирования, легко реализуемые электронными схемами. Во­

обще, 'Можно сказать, что бурное развитие теории кодирования 

объясняется главным образом тем, что к линейным кодам при­

ложим хорошо развитый аппарат линейной алгебры и теории ко­

нечных полей. 

Читатель легко сообразит, как устроены проверочные матрицы 

ранее рассмотренных кодов. Так, для кода с проверкой на чёт­

ность имеем одно проверочное соотношение х1 + х2 + ... +xn = 
= О, соответственно этому проверочная матрица состоит из одной 
строки и имеет вид 

н= (1 1 1 1). 

Проверочная же матрица двоичного кода Хемминга длины 7 вы­
глядит так (сравните с (15.2)): 

(о о о 1 1 1 1) 
Н= О 1 1 О О 1 1 . 

1 о 1 о 1 о 1 
(15.4) 

Другой способ матричного задан:И'я линейного кода основыва­

ется на том, что во всяком подпространстве линейного простран­

ства можно выбрать базис, то есть такую линейно независимую 

систему векторов, через которые линейно выражаются все век­

торы подпространства. Пусть 

(15.5) 

ak = (akl, ak2, · ·., akn) 

-базисные векторы линейного кода. Тогда всевозможные кодо­

вые векторы исчерпываются линейными комбинациями 

а1 а1 + а2а2 + ... + akak, (15.6) 

где коэффициенты ai - любые элементы исходного поля. 
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Таким образом, система базисных векторов (15.5) полностью 
u u (n, k)-код. Матрица G, составленная из определяет линеиныи 

них, 

ан а12 aln 

G= 
а21 а22 a2n 

(15. 7) 

akl ak2 akn 

называется порождающей матрицей кода. 

Например, в качестве базисных векторов двоичного кода 

с проверкой на чётность могут .быть взяты следующие n - 1 
векторов 

Поэтому матрица 

а1 = (1, 1, О, О, ... , d), 
а2 = (1,0,1,0, ... ,0), 
аз = ( 1, О, О, 1, . . . , О), 

an-l = (1, О, О, О, ... , 1). 

1 1 о 

1 о 1 

G= 1 о о 

1 о о 

о 

о 

1 

о 

о 

о 

о 

1 

является порождающей матрицей этого кода. 

В общем случае для отыскания порождающей матрицы ко­

да, заданного системой' проверочных соотношений (15.3), нужно 
фактически найти k = n-т линейно независимых решений этой 
системы. Найденные решения, являющиеся базисными кодовы­

ми векторами, как раз и будут строками порождающей матрицы. 

Пользуясь этим методом, найдём порождающую матрицу кода 

Хемминга длины 7 с проверочной матрицей (15.4). В данном слу­
чае требуется найти 4 независимых решения следующей системы 

Х4 + Х5 + Хб + Х7 = 0 

Х2 + Х3 + Хб + Х7 = 0 

Xl + Х3 + Х5 + Х7 = 0. 



308 Глава 15. Поля Галуа и кодирование 

Разрешаем систему относительно неизвестных х1, х2 , Х4 

Xl = Х3 + Х5 + Х7, 
Х2 = Х3 + Х6 + х7 , 

Х4 = Х5 + Х6 + Х7. 
(15.8) 

Неизвестным хз, xs, х6 , Х7 можно придавать любое из значений 

(О или 1), тогда из равенств (15.8) могут быть определены осталь­
ные неизвестные. Придавая поочерёдно одному из неизвестных 

хз, xs, хв, Х7 значение 1, а остальным О, получим 4 решения 
а1 = (1110000), а2 = (1001100), аз = (0101010), а4 = (1101001), 
которые, как читатель может убедиться, линейно независимы. 

Составленная из этих решений матрица 

G= 

1 1 1 о о о о 

1 о о 1 1 о о 

01 о 1 о 1 о 

1 1 о 1 о о 1 

и является искомой порождающей матрицей. 

(15.9) 

При использовании линейного кода для передачи сообщений 

полезно знать и порождающую, и проверочную матрицу. С помо­

щью порождающей матрицы удобно кодИровать сообщения. За­

метим сначала, что линейный (n, k)-код с порождающей матри­
цей (15.7) имеет qk кодовых слов (любой из k коэффициентов 
в (15.6) можно выбрать q способами, где q - число элементов 

поля JF). Поэтому он позволяет закодировать все сообщения дли­
ны k в алфавите из q символов. Если А = а1 а2 ... ak - такое 

сообщение (ai- информационные символы), то самое удобное­

сопоставить ему кодовый вектор а совпадающий с линейной ком­

бинацией (15.6) строк порождающей матрицы. Вектор а нетруд­
но записать в матричном виде, используя пр.авило умножения 

матриц 

(15.10) 
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Например, в случае (7 ,4)-кода Хемминга с порождающей мат­
рицей (15.9) сообщение А= (1011) кодируется кодовым словом 

а= (1011) · 

1 1 1 о о о о 

1 о о 1 1 о о 

о 1 о 1 о 1 о 

1 1 о 1 о о 1 

= (0110011). 

Наиболее простой вид это правило приобретает для так называ­

емых систематических линейных кодов. Линейный (n, k)-код на­
зывается сист,ематическим, если его по~ождающая матрица име­

ет вид 

G= 

1 о 

о 1 

о о 

О Pll 

О P2l 

1· Pkl 

Plm 

P2m 

Pkm 

то есть если она получается приписыванием к единичной матрице 

порядка k векоторой матрицы порядка k х т. В этом случае 
равенство (15.10) принимает вид 

1 о 

.о 1. 
а= (а1а2 ... ak) 

о о 

О Pll 
О P2l 

1 Pkl 

P1m 

P2m 

Pkm 

= (а1а2 ... akak+l ... an)· 

Таким обра~ом, первые k символов л~боrо кодового слова как раз 
и оказываются информационными, а остальные- проверочными. 

Они связаны с информационными символами соотношениями 

ak+l = Р11а1 + Р21а2 + ... + Pk1ak 

ak+2 = Р12а1 + Р22а2 + ... + Pk2ak 
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Очень важно, что всякий линейный код в некотором смысле эк­

вивалентен систематическому [2]. Что касается проверочной мат­
рицы, то она используется в основном при декодировании полу­

ченных слов и исправлении ошибок. Об этом подробно рассказа­

но в той же книге [2] ~ 

Уже в первый период развития теории кодирования среди ли­

нейных КОДОВ бЫЛИ обнаружены И такие КОДЫ, КОТОрЫе ПОЗВОЛЯЛИ 

исправлять не только одиночные, но и кратные ошибки. Правда 

это были лишь отдельные примеры, и долгое время никак не 

удавалось найrи какой-то достаточно общиiй метод построения 
линейных кодов, исправляЮщих любое наперёд заданное ко~ и­
чество ошибок в кодовом слове. Для решени~ этой задачи очень 

полезной оказалась ·теория конечных по:пе~. К тому же хорошо 

разработанная техника вычислений в конечных полях позволила 

не только строить такие коды (они были названы циклическими), 
но и указывать удобные алгоритмы их декодирования. Особенно 

удачным оказалось ещё и то, ЧТ<? по своей структуре цикличе­

ские коды оказались идеально прИспособленными к реализации 
в современных технических устройствах. , 

' ' ( ! 

Наше знакомство с циклическими кодами мы начнём с по-

нятия циклического сдвига вектора. Пусть задан произвольный 

п-мерный вектор а= (ао,а1,а2, ... ,an-1) с координатами из лю­
бого поля 1F (нумерацию координат в случае циклических кодов 
удобно начинать с нуля). Циклическим сдвигом этого вектора 

назовём вектор 

Например, для вектора (01101) последовательными циклически­
ми сдвигами являются такие векторы: 

(10110), (01011), (10101), (11010). 

Циклическим кодом называется линейный код, который вме­

сте с любым своим вектором содержит также и его циклический 

сдвиг. Иными словами, циклический код обладает следующим 

свойством: циклический сдвиг любого кодового вектора снова 
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является кодовым вектором. Циклическим является, например, 

код с проверкой на чётность. 

Менее тривиальным примерам циклического кода (проверка 
предоставляется читателю) является код с проверочной матрицей 

(

1 1 1 о 1 о о) 
н = о 1 1 1 о 1 о. ' 

о о 1 1 1 о 1 

в векотором смысле эквивалентный (7,4)- коду Хемминга. 
При рассмотрении циклических кодов кроме обычных дей­

ствий над векторами мы имеем дело фактически ещё с·одной 

операцией, сопоставляющей каждому вектору его циклический 

сдвиг. Удобным алгебраическим ·средством для её описания я~­

ляются многочлены, точнее же, многочлены как элементы кольца 

вычетов по модулю многочлена xn- 1 (см. главу 10). С каждым 
вектором а= (ао, а1, ... , an-1) свяжем многочлен 

,, 
' 

( ) 
n-l 

а х = ао .+ а1 х + ... + an-1 х , (15.)1) .. 
коэффициенты которого совпадают с соответствующими коор­

динатами вектора. Именно в такой форме может быть записан 

вс~кий элемент кольца вычетов по модулю любого многочлена 

степени n, в ·частности, многочлена xn .:..._ 1. В дальнейшем бу­
дем отождествлять вектор а с соответствующим ему многочле­

ном а(х), свободно переходя от векторной записи к записи в виде 
многочлена. Циклическому сдвигу 

вектора а соответствует тогда многочлен 

'( ) 2 n-1 а х = an-1 + аох +·а1х + ... + an-2X . (15.12) 

Связь между многочленом (15.11) и его циклическим сдвигом 
(15.12) может быть выражена теперь в терминах операции умно­
жения в кольце вычетов1 Fn = Z2 [x]j(xn- 1). 

1 В дальнейшем многочлены по модулю xn - 1 будут обозначаться, как 
и обычные многочлены. Всюду по контексту ясно, в каком именно смысле 

понимать тот или иной многочлен. 
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Эта связь (поскольку в ~n справедливо равенство xn 1) 
такова: 

а'(х) = ха(х). 

Отсюда один шаг до утверждения, дающего полезное алгебраи­

ческое описание циклических кодов: 

линейный код V является циклическим, тогда и только то­
гда~ когда V является идеалом в кольце ~n· 
В самом деле, если V- идеал, то для всякого кодового век­

тора (многочлена) а(х) Е V имеем ха(х) Е V, т. е. циклический 
сдвиг снова является кодовым вектором. 

Обратно, если V - циклический код, то для всякого кодового 

вектора .а(х) его последовательные циклические сдвиги ха(х), 
х2а(х ), ... , xn-la(x) также являются кодовыми векторами. 

Остается показать, что для всякого многочлена 

Ь(х) = Ьо + Ь1х + Ь2х2 + ... + Ьn-lXn-l 
произведение Ь(х) а(х) является кодовым вектором. Мы имеем: 

Ь(х) а(х) = Ьоа(х) + Ь1ха(х) + Ь2х2 а(х) + ... + Ьn-lXn-l а(х). 
(15.13) 

Согласно сказанному выше, каждое слагаемое в (15.13) принад­
лежит кодовому пространству, но тогда и вся сумма обладает 

этим свойством. Итак, V - идеал. 

Полезность полученного нами описания циклического кода 

связана с тем, что всякий идеал в кольце вычетов Fn являет­
ся главным идеалом. Доказать это можно по известной нам схе­

ме, которой мы придерживались ранее для кольца целых чисел 

и произвольнога евклидова кольца. 

Многочлен g(x), порождающий идеал V, называется пораж­
дающем многочленом соответствующего циклического кода. 

Таким образом, если известен порождающий многочлен кода, 

то, тем самым, известны и все кодовые многочлены- их спи­

сок исчерпывается всевозможными произведениями g(x)s(x), где 
s(x) - произвольвый многочлен степени, меньшей n. 

Вспомним, что для задания произвольнога кода нужно указать 

полный список кодовых слов, а для задания линейного кода -
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только список базисных кодовых векторов. Циклический же код 

может быть задан ещё более компактно. Действительно, как мы 

выяснили, для этого достаточно указать всего лишь один кодо­

вый многочлен, а именно порождающий многочлен 9(х). 
По порождающему многочлену легко найти порождающую 

матрицу циклического кода. Пусть 

9(х) = 90 + 91Х + · .. + 9mXm 

- многочлен степени т и k = n - т. Рассмотрим следующие 

многочлены 

9(х), х9(х), х29(х), ... , xk-19(x). (15.14) 

Все они являются кодовыми, степень их, очевидно, не превосхо­

дит n-1. Нетрудно убедиться, что рассматриваемые. как векrоры, 
они образуют линейно независимую систему, и всякий кодовый 

вектор является их линейнрй комбинацией. Следовательно, мат­
рица G, составленная из векторов (15.14), яв~яется порождающей 
матрицей циклического кода. Порядок её равен ,k х n,-. и она имеет 
следующий вид: 

90 91 9m 
о 90 91 

G= . ' . . 
о о 90 ·. 

о 

9m 

91 

о 

о 

9(х) 
х9(х). 

9m х~- 19(х) 

(15.15) 

. Так, для двоичного циклического кода длины 7 с порождаю­
щим многочленом 9(х) = 1 + х2 + х3 = (1011000) имеем1 

х9(х) = х + х3 + х4 · (0101100), 
' ' 

х29(х) = х2 + х4 + х5 = (0010110), 

х39(х) = х3 + х5 + х6 = (0001011), 

и потому его порождающей будет следующая матрица 

1 о 1 1 о о о 

G= о 1 о 1 1 о о 

о о 1 о 1 1 о 

о о о 1 о 1 1 

1 Многочлен g(x) = 1 + х2 + х3 является делителем х7 - 1. 
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Особая структура порождающей матрицы циклического кода 

позволяет придать правилу кодирования (15.10) иную, гораздо 
более удобную форму. 

Если а(х)- многочлен, соответствующий вектору а, и А(х) = 
= ао + а1х + ... + ak-lxk-l -многочлен, соответствующий сооб­
щению А, то равенство (15.10) перейдёт в равенство многочленов 

а(х) = A(x)g(x), (15.16) 

где g(x)- порождающий многочлен циклического кода. , , 
Для того, чтобы убедиться в этом, достаточно подставить 

в (15.10) матрицу (15.15) и проверить, что координаты получа­
ющегося вектора служат коэффициентами 'многочлена A(x)g(x). 

ПравиЛо кодирования (15.16) особенно ценно тем, Что оно 

естественно и красиво реализуется в неслоЖных электроннь1х 
схемах, состоящих из сумматоров и сдвигающих регистрах · [2]. 
Подобные же схемы используются и для целей декодированиЯ; 

и для исправления ошибок. 

Стоит особо поговорить ещё об одном, наиболее интересном 
способе задания циклического кода. С этой целью рассмотрим 

поле разложения JF порождающего многочлена g( х), а в этом 
поле- все элементы а1 , а2, ... , am, являющиеся его корнями: 
g(ai) =О, i = 1, 2, ... , т. 

Очевидно, заданием этих корней многочлен g(x), а следова­
тельно, и порождённый им циклический код определены одно­

значно. ДействитеЛьно, g(x) = (х-а1)(х-а2) ... (x·-am). Заме­
тим также, что элементы ai являются корнями и любого кодового 
многочлена а(х) (это следует из равенства (15.16)). 

Нетрудно показать и обратное, ·а именно: всякий многочлен 
а(х), корнями которого являются элементы ai (i = 1, 2, ... , m), 
будет кодовым многочленом (доказательство предоставляем чи­

тателю). Таким образом, если а1, а2, ... , am- все корни порож­
дающего многочлена g(x), то соответствующий циклический код 
может быть охарактеризован так: он состоит из всех тех мно­

гочленов а(х) степени не выше n- 1,' для которых элементы 
а1 , а2, ... , am также являются корнями. Иными словами, кодо­
вые многочлены а( х) = ао + а1 х + а2х2 + ... + an-l xn-l, и только 
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они, удовлетворяют соотношениям 

(15.17) 

Равенства (15.17) играют роль проверочных соотношений цикли­
ческого кода. Особенность их, правда, состоит в том, что коэф­

фициенты этих соотношений ( э~ементы ai и их степени) принад­
лежат не основному поЛю, а его расширению. Отметим, однако, 
что представляя элементы расширения JF векторами над полем JF 
(см. дополнение 3 к главе 11), можно, в' случае ·необходимости, 
прийти к провер.очным соотноШениям обЫчного вида. 

Равенства (15.17) 'служат также исходным пунктом построе­
ния алгебраИческих· мет~дов исправлён_ия ошИбок, пригоДных для 
циклических кодов. Общая схема такова. 

Пусть.· принятый вектор и содержит ошибочные символы, то-. " ' . ' 

гда его можно представить в виде суммы посланного кодового 

вектора а (который пока неИ:звестен) и вектора-ошибки е: 

и= а+ е. (15.18) 

Ясно, что вектор е= (е1, е2, ... , en) содержит венулевые символы 
как раз в тех позициях, в которых символы вектора а искажены. 

Равенству (15.18), Понятно, соответствует аналогичное равенство 
для многочленов 

и(х) = а(х) + е(х). (15.19) 

По принятому вектору мы легко можем, выполняя вычисления 

в конечном поле JF, найти величины 

Si = u(ai) = ио + иlai + а2а~ + ... + an-1a~-:-l, i = 1, 2, ... , m. 

С другой стороны, из равенства (15.19) следует, что 

(15.20) 
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поскольку для всякого кодового многочлена a(ai) =О. Записывая 
(15.20) в развёрнутой форме, мы приходим к системе линейных 
уравнений 

e(al) = ео + elal + е2а~ + ... + en-la~-l = sl, 

е(а2) = ео + е1а2 + е2а~ + ... + en-lal-l = 82, 
(15.21) 

относительно ео, е1, ... , en-1- координат вектора-ошибки. 

Конечно, всё не так просто. Дело в том, что ~истема (15.21) 
имеет не единственное решение (можно даже показать, что число 

её решений таково же, что и системы (15.17)? т~ ~сть совпадает 
с числом кодовых векторов). Всё .же, если число ошибочных сим­

волов в векторе и и, значит, иенулевых к9ординат в векторе е не 

слишком велико, система (15.21) позволяет найти их единствен­
ным образом. Проиллюстрируем сказанное примерам цикличе­

ского кода, исправляющего одиночные и двойные ошибки. 

Пример. Пусть а- примитивный элемент поля'JF = GF(24), по-
рядок этоr:о элем~нта, понятно, равен 15. . 

Как было показано в главе 10, в качестве GF(24 ) можно взять 
поле вычетов Z2 [x]/(x4 + х + 1) по модулю веприводимого над Z2 

многочлена х4 + х + 1, а за элемент а взять его корень, содержа­
щийся в этом поле. Элементы 1, а, а2 , аз образуют базис поля 
GF(24 ) как векторного пространства над Z2, то есть все степени 
ai, i = О, 1, 2, ... , 14 записываются единственным образом в виде 
линейной комбинации 

(15.22) 

Например, а4 = 1+а, так как а4 +а+1 =О, а5 = а-а4 = а+а2 , 
а6 =а· а5 = а2 +аз, а7 =а· а6 =аз+ а4 = 1 +а+ аз и т. д. 

Удобно для дальнейшего все степени элемента а свести 

в таблицу 15, отождествляя запись вида (15.22) с вектором 
( ао, а1, а2, аз), записываемым в таблице как столбец. 

Рассмотрим двоичный циклический код длины 15, состоящий 
из всех многочленов степени < 15, корнями которых являются 
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Таблица 15. 

о 1 2 3 1 4 1 5 6 7 1 8 -1 9 110 111 112 113 114 1 

1 о о о 1 о о 1 1 о 1 о 1 1 1 
о 1 о о 1 1 о 1 о 1 1 1 1 о о 

о о 1 о о 1 1 о 1 о 1 1 1 1 1 
о о о 1 о о 1 1 о 1 о 1 1 1 о 

элементы а и аз. Очевидно, что порождающий многочлен g(x) 
является произведением многочленов m1(x) и m2(x), минималь­
ных для а и аз соответственно. Как уже было отмечено, 

Далее, поскольку элемент аЗ имеет порядок 5, он является от­
личным от 1 корнем многочлена 

(15.23) 

Второй сомножитель в разложении (15.23) неприводим и потому 
является минимальным для аз, так что 

Следовательно, порождающий многочлен равен 

g(x) = (1 + х + х4)(1 + х + х2 + хз + х4) = 1 + х4 + х6 + х1 + х8 , 

а порождённый им идеал образует (15, 7)-циклический код. 
Покажем теперь, что построенный двоичный код позволяет 

исправить любые одиночные и двойные ошибки. Предположим 

сначала, что ошибочными являются два символа с номерами i 
и j, которые и предстоит определить. Тогда ei = ej = 1, и система 
(15.21) приобретает вид 

е(а) = ai + ~ = sl 
е( аз)= азi + аЗj = 82. 

(15.24) 
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Если же ошибка одиночная (и i- номер искажённого симво­

ла), то 

е( а)= ai = 81 
з ~ з е(а )=а =82=81 . 

(15.25) 

Можно заметить, ~то отличительным признаком одиночной 

ошибки является условие 82 = 8f. ЕслИ оно выполняется, то 
первое равенство в (15.25) сразу позволяет найти номер ошибоч­
ного символа. 

В противном случае рассматриваем систему (15.24), поступая 
в ней следующим образом. Возведём первое равенство в куб 

С учётом обоих уравнений системы (15.24) будем иметь 

. . з 

82 + а~о? 81 = 81, 

откуда aiaJ = (8f- 82)/81. Итак, приходим к системе 

(15.26) 

из которой, как ветрудно показать, находится не более, чем одна 

пара элементов ai, aj ( i < j) 1. . 

Подтвердим сказанное конкретным вычислением. Пусть к ад­

рееату поступило следующее слово и= (100010010111000), пред-· 
ставимое, как мы знаем, многочленом и(х) = 1 + х4 + х7 + х9 + 
+ х10 + х11 . Тогда (с учётом таблицы 15) 

и( а) = 1 + а4 + а7 + а9 + а10 + а11 = 
1 

= 1 + (1 + а) + (1, + а + аз) + (а + аз)+ 

+ (1 + а + а2) + (а + а2 + аз) = а + аз = а9 , 
и( аз) = 1 + а12 + аб + а12 + 1 + аз = а2 + аз + аз = а2. 

1 Отметим, что система (15.26) может вовсе не иметь решений. Это служит 
указанием на то, что ошибочными являются более, чем два символа. Данный 

код, однако, не позволяет однозначно исправить подобные кратные ошибки. 
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Следовательно, 

81 = а9 , 82 = а2 , 8~ - 828!1 = аЗ а8 = аЗ + 1 + а2 + а1З. 

Так как 8r =/= 82, то ошибка не является одиночной. В системе 
(15.26) для удобства обозначим у = ai, z = aj (если i < j), 
и в данном случае она запишется в виде 

Исключая z из последней системы, приходим к квадратному 

уравнению 

(15.27) 

Правда, в случае поля характеристики 2 обычная формула для 
корней квадратного уравнения вепригодна (почему?), но ~сть 
другая возможность его рещения. Воспользуемся тем, что вся­

кий элемент у Е GF(24) имеет единственную запись.вида 

' 2 з 
У= Уо + Yla + У2а +Уза , Yi Е Z2, 

и подставим её в уравнение (15.27) 1: 

(Уо + У1а2 + У2а4 + Уза6 ) + (Уо + У1а + У2а2 + Узаз)а9 + а1з =О. 

После преобразований с использованием таблицы 15 придём 
к равенству 

из которого следует 

Уо + Yl + У2 + Уз + 1 = О 
Уо + Yl +Уз= О 

У2 + 1 =о 

Уо + У2 + 1 =О. 

1 Мы при этом nользуемся тем, что (а + Ь )2 = а2 + Ь2 в nоле характери­
стики 2. 
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Очевидно, имеется два решения этой системы 

(0, о, 1, 0), (0, 1, 1, 1). 

В первом случае у = а2 , z = а11 , во втором, наоборот, у = а11 , 
z = а2 , z = а11 . Вспоминая, что i < j, окончательно получаем 
у= а2 , но тогда у= а11 . 

Итак, ошибочными являются 3-я и 12-я позиции (напомним, 

что нумерация Yi начинается с i = О). исправляя эти позиции, 
получим кодовый вектор а= (101010010110000). В самом деле, 
соответствующий многочлен а(х) кратен порождающему много­
члену 

и потому является кодовым. 

Из сказанного выше можно усмотреть, что все другие кодовые 
векторы отличаются от принятого вектора и более чем в двух по­

зициях, так что а- <<ближайший>> 1 к и кодовый вектор. Рассмот­
ренный выше пример циклического кода принадлежит к классу 

кодов, имеющих особую практическую важность. Это так назы­

ваемые БЧХ-коды, впервые предложенiJые американскими мате­

матиками Боузом, Чоудхури и Хоквингемом, и получившие такое 

наименование по начальным буквам их имён. 

Кратко опишем общую схему построения циклических кодов 

БЧХ над произвольным основным полем IF, содержащим q эле­
ментов. Пусть GF( qm) -поле Галуа порядка qm и а - элемент 

этого поля (не обязательно примитивный). Зафиксируем нату­

ральные s и l и рассмотрим элементы 

rus rus+l rus+l rus+2 rus+l 
'1..,.(.''1..,.(. ''~..,.(. ''1..,.(. , ••• ,'~..,.(. • (15.28) 

Пусть n - наименьшее общее кратное порядков этих элементов. 

Тогда все они являются корнями многочлена xn - 1 и число n 
минимально с указанным свойством. 

1 Слову «ближайшиЙ>> можно nридать точный смысл, если ввести соответ­
ствующую метрику на множестве двоичных векторов, так называемую метрику 

Хемминга (см. [2]). 
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Кодом БЧХ, соответствующим последовательности (15.28) на­
зывается код, образованный всеми такими многочленами f(x) Е 
Е IFn, корнями которых являются все элементы этой последова-
тельности: 

f(as+i) =О, i =О, 1, ... ,l. 

Можно доказать, что такой код (он, конечно, является цикли­

ческим) исправляет любые t ошибок, если 2t ~ l + 1. 
Код из предыдущего примера состоял из всех двоичных мно­

гочленов f(x) Е Z2[x]/(x15 - 1), корнями которых являются эле­
менты а и аз, Однако автоматически корнями этих многочленов 
будут ещё элементы а2 и а4, поэтому указанный код является 
кодом БЧХ, соответствующим последовательности 

2 3 4 
а, а , а , а . 

Продолжить её далее нельзя, так как а5 уже не является кор­
нем порождающего многочлена. Здесь s = 1, l = 3 и условие 
2t ~ l + 1 = 4 означает, что код исправляет одиночные и двой­
ные ошибки. 

Варьируя в описанной выше схеме m, s, l, мы имеем возмож­
ность получать коды БЧХ различных длин, исправляющих то 

или иное число ошибок. Ясно при этом, что с увеличением l рас­
тёт и корректирующая способность кода (число исправляемых 
ошибок), однако это, естественно, не даётся даром, а лишь, как 

можно показать, ценой роста числа избыточных символов. 

Рассмотрим, например, двоичный БЧХ-код длины 15, состоя­
щий из всех многочленов f(x) Е Z2[x]j(x15 -1), корнями которых 
являются элементы 

2 з 4 5 6 
а, а , а , а , а , а , 

где а (корень многочлена х4 + х + 1) - примитивный элемент 
GF(24 ). Как и в ранее рассмотренном примере, многочлены 

m1 = 1 + х + х4 , m2 = 1 + х + х2 + хз + х4 

являются минимальными для элементов а и аз соответственно. 
Элемент а5 имеет порядок 3 и является корнем многочлена 

хз - 1 = ( х - 1) ( х2 + х + 1), 
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следовательно, для а5 минимальным является многочлен 

Но тогда порождающий многочлен рассматриваемого БЧХ-кода 

равен 

Мы получили (15, 5)-код, исправляющий любые ошибки в ,трёх 
или меньшем числе символов, но по сравнению с предыдущим 

примером размерность кода уменьшилась (и значит наоборот, 

число избыточных символов увеличилось). 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Вот и завершился наш не слишком длинный, но и не такой уж ко­

роткий путь по дорогам алгебры. Вы кое-что узнали о некоторых 

алгебраических понятиях и идеях, об истории их возникновения, 

о том, каково их значение для разных областей знания. Есте­

ственно, что очень многое осталось за пределами прочитанной 

Вами книжки. Это немудрено, ведь алгебре и отдельным её раз­

делам посвящены объём:Истые учебники и солидные монографии. 

Один только список изучаемых в ней алгебраических структур 

содержит не один десяток названий. Не ·мал также и перечень 

тех разделов науки, в которых алгебра находит различные при­

менения. Кроме тех, о которых уже говорилось, это квантовая 

механика и теория элементарных частиц, экономика и методы 

оптимизации, планирование эксперимента, языки программиро­

вания и многое другое. Нужно, правда, оговориться, что чаще 

всего алгебра применяется в них не сама· по себе, а в тесном 

контакте с другими разделами математики или даже через их 

посредство. 

Мы видели, что ·ряд приложений алгебры связан с группами 

тех или иных преобразований. С одной стороны, групповой язык 

способен выразить разнообразные проявления симметрии, идёт 

ли речь о симметрии кристаллических решёток или многочленов, 

а с другой, даёт возможность классифицировать и перечислять 

различные объекты, от орнаментов до комбинаторных конфигу­

раций. 

На тех же общих принципах основывается и ряд других при­

менений алгебры. Так, например, в квантовой механике состоя­

ние физической системы изображается точкой (вектором) беско­
нечномерного векторного пространства. Переход физической си-
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стемы из одного состояния в другое на математическом языке 

означает, что на точку действует некоторое линейное преобразо­

вание этого пространства. Группы допустимых преобразований 

(их строение) могут служить для описания свойств симметрии 

квантовомеханических систем и во многим определяют физиче­

ские законы, которым они подчиняются. 

Соображения симметрии являются одним из средств «наведе­

ния порядка>> в знаниях об обширном мире элементарных ча­

стиц. Анализ математических свойств возможных групп симмет­

рий в этом мире позволял даже предсказывать существование 

новых частиц. Так были предсказаны и лишь затем эксперимен­

тально найдены частицы, названные ли-мезонами и омега-минус 

бариЬнами. История этих открытий в микромире заслуживает 

сравнения с замечательным достижением астрономии XIX века, 
когда Адамсом и Леверье было теоретически предсказано суще­

ствование новой планеты, известной сейчас как Нептун. 

Группы преобразований и связанные с ними соображения сим­

метрии играют немаловажную роль и в таких физических тео­

риях, как специальная и общая теории относительности. Их ма­

тематическим обеспечением служит своеобразный сплав алгеб­

ры, геометрии и высших разделов анализа. Возникновению этих 

новых теорий в физике предшествовал коренной пересмотр мно­

гих геометрических представлений. Лионерами в этом деле были 

создатели неевклидовой геометрии - знаменитый русский мате­

матик Н. И. Лобачевский и венгр Я. Бойяи. В конце прошлого 

века крупный немецкий математик Ф. Клейн выдвинул носящую 

его имя программу, согласно которой понятие группы кладётся 

в основу классификации тех или иных геометрических теорий. 

С этой точки зрения традиционная евклидова геометрия есть уче­

ние о тех геометрических свойствах, которые сохраняются преоб­

разованиями, принадлежащими группе движений пространства. 

Другие группы преобразований приводят, например, к аффинной 

и проективной геометриям. Пройдя через ряд промежуточных 

ступеней мы можем прийти к такой геометрии, которую интере­

суют лишь свойства, сохраняющиеся при всевозможных непре­

рывных и взаимно-однозначных преобразованиях (последние так­

же образуют группу). Этот раздел геометрии называется тополо-
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гией. С популярным изложением некоторых фактов топологии 

можно познакомиться по книге [4]. Из этой же книги можно 
узнать и о том, что с каждой геометрической фигурой связаны 

особого типа группы - фундаментальная группа и группы гомо­

логий. Они служат эффективным средством для характеризации 

многих важных топологических свойств. Развившаяся в связи 

с проблемами топологии так называемая гомологическая алгебра 

опирается на уже сложившийся алгебраический арсенал- груп­

пы, кольца, линейные пространства и их обобщения. 

Значительна роль алгебры в проблемах компьютерной ма­

тематики и программирования. Уже исходные идеи создателей 

ЭВМ были связаны с алгебрами Буля, своеобразными алгеб­

раическими системами, рассмотренными английским математи­

ком Дж. Булем почти столетием раньше появления первых ЭВМ. 

И в настояшее время алгебраические методы плодотворно ис­

пользуются в теории автоматов, в исследованиях по разработке 

формальных языков и языков программирования. 

Развитие вычислительной техники позволило решать сложные 

практические и научные задачи, казавшиеся ранее недоступны­

ми и усилило роль дискретной математики в решении этих задач. 

Стали бурно развиваться такие разделы дискретного анализа как 

комбинаторика и теория графов, что отразилось и на алгебре. 

Объектом изучения в ней стали новые алгебраические структу­

ры (алгебры инцидентности, матроиды, квазигруппы и другие). 

Они удачно моделируют многие ситуации, типичные для проблем 

дискретной математики. 

Конечно, наивно было бы думать, что всё происходящее в ал­

гебре связанно с решением каких-то практических задач. Это 

далеко не так. Как и всякая математическая наука, она являет­

ся сложным организмом со своей логикой развития и со своими 

внутренними проблемами. К числу этих проблем относятся зада­

чи описания математических структур того или иного типа, поис­

ки новых алгебраических конструкций, выявление связей между 

различными алгебраическими теориями, углубление и обобще­

ние этих теорий и т. д. 

Тем, кто после чтения <<Граней алгебры~ пожелает углубить 

свои алгебраические знания, пролить свет на многое нами недо-
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казанвое и недосказанное, можем посоветовать для дальнейшего 

изучения книги [9], [17], [18], [19], [29]. Нам остаётся теперь 
лишь пожелать успеха всякому, кто рискнёт последовать этому 

совету. 
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«Грани алгебры» - книга довольно необычная. Это не 

учебник, это скорее сборник этюдов на темы из алгебры. 

Стиль изложения доверительный, слышится живая интонация 

лектора. Всё время подчёркивается историческая перспек­

тива, сообщаются сведения о знаменитых математиках. 

Однако книгу вряд ли можно назвать научно-популярной. 

В ней развивается достаточно серьёзный математический 

аппарат. Полные доказательства приводятся не всегда, но 

существо дела разъясняется подробно. 
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